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Vorwort des Herausgebers

Geometrie (griechisch fiir Erdmessung) ist als Beschéftigung mit regelméfiigen
Mustern, Figuren und Korpern neben dem Zéhlen eine der ersten Begegnungen
von Menschen mit dem Aufbruch der Wissenschaft Mathematik. Spiralen auf
Megalithgrabern, Ritzungen im Fels und Muster auf Tonscherben geben davon
Zeugnis.

Wie sich aus diesen Anféingen in grauer Vorzeit im Laufe der Jahrtausende
die Geometrie entwickelt hat — als unentbehrliches Hilfsmittel bei Hausbau
und Feldmessung, als axiomatisch begriindete Wissenschaft von ebenen und
rdumlichen Figuren bei den Griechen, als Grundlage astronomischer Beobach-
tungen und Berechnungen und dekorativer Kunst in der islamischen Welt und
beim Bau christlicher Kathedralen im Mittelalter iiber die Entdeckung der
Perspektive und ihre Anwendung in der Kunst der Renaissance, die Auseinan-
dersetzungen iiber das Parallelenpostulat Euklids und die Entdeckung nichteu-
klidischer Geometrien im 19. Jh. bis hin zur Theorie unendlich-dimensionaler
Riume und zur Computergrafik unserer Tage — all dies und viel, viel mehr
kann man aus diesem Buch erfahren.

Es ist ein Band der von der Projektgruppe ,,Geschichte der Mathematik* der
Universitdt Hildesheim herausgegebenen Reihe ,,Vom Z&hlstein zum Compu-
ter“. In dieser Reihe sind im Springer Verlag ferner erschienen: ,4000 Jahre
Algebra“ (Alten et al., 2003, korr. Nachdr. 2005) und ,,6000 Jahre Mathematik*
(WuBing, 2 Bénde 2008/09), im Verlag Franzbecker, Hildesheim, die Videofil-
me ,, Altertum*® (1998) und ,,Mittelalter® (2004) von H. Wesemiiller-Kock und
Anne Gottwald. Nach mehreren Nachdrucken und der 2. Auflage 2004 erscheint
nun ,,5000 Jahre Geometrie“ in dritter Auflage, erweitert um neue Forschungs-
ergebnisse iiber steinzeitliche Kreisgrabenanlagen und die Himmelsscheibe von
Nebra sowie viele farbige Abbildungen.

In diesem Band wird die Entwicklung der Geometrie in fiinf Jahrtausenden
als Teil der Kulturgeschichte dargestellt. Den beiden Autoren ist es gelungen,
die Entstehung und das Wachsen dieses Teilgebietes der oft als niichtern und
trocken verschrieenen Mathematik in ungemein lebendiger Art zu schildern, die
Urspriinge und Anstofle zur Entwicklung geometrischer Begriffe und Methoden
aufzudecken, ihre Verquickung mit historischen Ereignissen und persénlichen
Schicksalen darzustellen, die Anwendungen geometrischer Kenntnisse und Ver-
fahren in anderen Bereichen und daraus entstandene Wechselwirkungen zu
beschreiben und ihre Bedeutung fiir andere Disziplinen herauszustellen.

Es ist ein besonderes Anliegen dieser Buchreihe, die Geschichte der Mathema-
tik als Teil der Geschichte der Menschheit darzustellen, speziell als wesentli-
chen Teil ihrer Kulturgeschichte. Die beiden Autoren sind diesem Anliegen in
hervorragender Weise gerecht geworden. Sie haben weit iiber das in mathema-
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tikhistorischen Darstellungen iibliche Mafl hinaus die Genese der Geometrie in
ihrer engen Verflechtung mit den kulturellen Entwicklungen in anderen Berei-
chen — Literatur, Musik, Architektur, Baukunst, Bildende Kunst, Religion —
aufgezeigt und auch die Auswirkungen geometrischer Erkenntnisse und Metho-
den auf diese Bereiche beschrieben. Aus diesem Grunde ist auch die Entwick-
lung der Geometrie in anderen Kulturen — vornehmlich in den orientalischen
Kulturen der Antike, in den islamischen Léndern sowie in Indien, China, Ja-
pan und den altamerikanischen Kulturen ausfiihrlicher als iiblich behandelt
worden. Tabellen am Anfang der Kapitel geben Einblick in wichtige politische
und kulturelle Ereignisse der behandelten Kulturkreise bzw. Epochen, in Ta-
bellen am Ende sind jeweils die wesentlichen Inhalte der darin entwickelten
Geometrie stichwortartig zusammengefafit.

Dariiber hinaus werden Sichtweisen von Mathematikern des Altertums oder
des Mittelalters mit mathematischen Erkenntnissen der Neuzeit verglichen und
Beziige zur zeitgenossischen Mathematik und verwandten Wissenschaften her-
gestellt, z.B. Beziige zur Informatik in der Beschreibung der ,algorithmischen
Leistung® Euklids. Zum anderen werden die Spezifika geometrischer Betrach-
tung in verschiedenen Epochen und Kulturkreisen herausgestellt und der Wan-
del von Inhalten, Methoden und Betrachtungsweisen der Geometrie im Laufe
der Jahrhunderte anschaulich beschrieben, etwa der Wandel der Geometrie als
Protophysik im dreidimensionalen Raum zur Theorie n-dimensionaler oder gar
unendlich-dimensionaler Rdume. Die Zusammenhénge der Geometrie mit an-
deren Teilgebieten der Mathematik — z.B. mit Algebra, Analysis und Stocha-
stik — werden erortert. Erfrischende Einschiibe mit biographischen Schlaglich-
tern und Hinweisen auf unerwartete Zusammenhénge sowie die Textausziige
im Anhang beleben die Lektiire dieses Buches.

Die Kapitel 1 bis 4 mit Ausnahme des Teilkapitels 2.3 (Euklid) stammen aus
der Feder des Mathematikhistorikers Dr. Christoph J. Scriba, Professor em.
fiir Geschichte der Naturwissenschaften im Schwerpunkt Geschichte der Na-
turwissenschaften, Mathematik und Technik des Fachbereichs Mathematik der
Universitdt Hamburg. Die Leistungen Euklids und die Entwicklung der Geo-
metrie in der Neuzeit in den Kapiteln 5 - 8 hat Dr. Peter Schreiber, Professor
fiir Geometrie und Grundlagen der Mathematik an der Universitét Greifswald,
dargestellt.

Den Autoren sind auch Vorschldge fiir zahlreiche Abbildungen und die im
Anhang wiedergegebenen Texte zu verdanken. Die ohne Quellenangabe ein-
gefiigten Figuren zu geometrischen Sétzen sind Eigenzeichnungen der Autoren.
Von ihnen stammen auch die am Ende jedes Kapitels zusammengefafiten Auf-
gaben zu den einzelnen Teilkapiteln (vgl. Einleitung). Sie unterscheiden sich
in Art und Umfang oft von herkémmlichen Aufgaben und sind auch von sehr
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unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad. Ihre Bearbeitung erfordert deshalb auch
sehr unterschiedliche Vorkenntnisse, oft auch den Riickgriff auf andere Litera-
tur. So reichen fiir die Bearbeitung der Aufgaben zu den Kapiteln 1 bis 4 oft
die in der Mittelstufe der Gymnasien vermittelten Kenntnisse, fiir andere ist
der Stoff der Oberstufe (Sek. IT) erforderlich, wiihrend fiir manche Aufgaben
der Kapitel 5 - 8 Begriffe und Methoden vonnéten sind, die erst wéhrend eines
Studiums behandelt werden. Dies liegt in der Natur der Sache, da Mathematik
im Laufe der Jahrhunderte immer komplexer und komplizierter geworden ist
und das Versténdnis moderner Mathematik meist die Kenntnis der Mathema-
tik vorangegangener Epochen voraussetzt.

Deshalb finden sich gelegentlich im Text Losungshinweise, oft auch Hinweise
auf Losungen in der Literatur. Die Losungen sind jedoch nicht im Anhang
aufgefiihrt, einerseits, um voreiliges Nachschlagen zu vermeiden, zum ande-
ren, weil es sich meist nicht um Ergebnisse von Rechnungen, sondern um
die Beschreibung von Losungswegen oder den Nachvollzug mehr oder weniger
ausfithrlich dargestellter Uberlegungen handelt.

All dies ist bewufit geschehen, um einen moglichst grofien Kreis von Lese-
rinnen und Lesern anzusprechen. Auch eilige oder fliichtige Leser sollten die
Aufgabenteile nicht einfach iiberschlagen, denn in ihnen finden sich viele in-
teressante historische Bemerkungen und Ergéinzungen zum Text, so dafl schon
das intensive Lesen des Aufgabentextes einen Gewinn darstellt.

Das von den Autoren erstellte umfangreiche Literaturverzeichnis und das Per-
sonenregister laden zu weitergehenden Studien ein.

Den beiden Autoren danke ich sehr herzlich fiir ihren vielfiltigen und intensi-
ven Einsatz, insbesondere fiir ihr Engagement, in diesem Buch durch Einbet-
tung der Geometrie in die Kulturgeschichte und viele interessante Aufgaben
Akzente zu setzen.

Fiir die Mitwirkung durch wissenschaftliche Begleitung und kritische Durch-
sicht der Texte danke ich den Kollegen Dauben, Flachsmeyer, Folkerts, Grattan-
Guinness, Kahle, Liineburg, Nadenik und Wufling, fiir die Beratung bei ge-
schichtlichen Details dem Akad. Oberrat H. Mainzer und fiir die Umsetzung
der Manuskripte, Abbildungen und Figuren zu druckfertigen Vorlagen auf dem
Computer Lars-Detlef Hedde (U Greifswald), Thomas Speck und Sylvia Vof3
(U Hildesheim).

Der Medienpddagogin Anne Gottwald gilt mein Dank fiir ihren Einsatz bei
der Klarung der Lizenzen fiir den Abdruck der Abbildungen, den jeweiligen
Verlagen fiir die Gew#hrung der Rechte zum Abdruck.

Fiir die Unterstiitzung des Projekts danke ich dem Leiter des Zentrums fiir
Fernstudium und Weiterbildung (ZFW), Prof. Dr. Erwin Wagner, den jewei-
ligen Leitern des Instituts fiir Mathematik und Angewandte Informatik, Prof.
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Dr. Forster und Prof. Dr. Kreutzkamp, den Dekanen, Prof. Dr. Schwarzer und
Prof. Dr. Ambrosi und der Leitung der Universitdt Hildesheim. Der Kreisspar-
kasse Hildesheim und der Universitéitsgesellschaft der Universitéit Hildesheim
danke ich fiir ihre finanzielle Unterstiitzung zur Herausgabe der farbigen Ab-
bildungen.

Nicht zuletzt gilt mein Dank den Mitgliedern der Projektgruppe ,,Geschichte
der Mathematik* vom ZFW: dem Mathematikhistoriker Dr. Alireza Djafari
Naini und dem Medienexperten Dipl.-Soziologe Heiko Wesemiiller-Kock fiir
die gute und intensive Zusammenarbeit bei der Planung und Erstellung dieses
Werkes. Dem Springer-Verlag Heidelberg danke ich fiir das Eingehen auf meine
Wiinsche und die hervorragende Ausstattung dieses Buches.

Moge auch dieser Band mdoglichst viele anregen, sich intensiver mit der Ge-
schichte der Mathematik zu befassen, die Hintergriinde fiir die Entstehung und
die ungeheuer spannende Entwicklung geometrischer Begriffe und Methoden
kennen zu lernen und dazu fiihren, Geometrie nicht nur als eine mathema-
tische Disziplin oder als unentbehrliches Hilfsmittel fiir Architekten, Robo-
terkonstrukteure und Wissenschaftler anzusehen, sondern auch als wertvollen
Teil unserer Kultur, der uns iiberall begegnet und die Welt, in der wir leben,
ungemein reicher macht.

Im Namen der Projektgruppe
Hildesheim, im August 2009 Heinz-Wilhelm Alten

Hinweise fiir den Leser

Runde Klammern (...) enthalten ergéinzende Einschiibe oder Hinweise auf
Abbildungen oder Aufgaben.

Eckige Klammern [...] enthalten im laufenden Text Hinweise auf Literatur
bzw. unter Abbildungen Quellenangaben.

Abbildungen sind nach Teilkapiteln numeriert, z.B. bedeutet Abbildung 7.4.3
die dritte Abbildung in Teil 4 von Kapitel 7.

Aufgaben sind am Ende jedes Kapitels zusammengefafit und nach Teilkapiteln
numeriert, damit die zugehorigen Texte besser zu finden sind, z.B. bedeutet
Aufgabe 7.3.6 die sechste Aufgabe zu Teil 3 von Kapitel 7.

Die Aufgaben sind von sehr unterschiedlichem Umfang und Schwierigkeits-
grad. Aufgaben bzw. Aufgabenteile, die dem Herausgeber besonders schwierig
erschienen, sind mit einem #* versehen. Doch sei ausdriicklich darauf hinge-
wiesen, dafl jede solche Einschitzung selbstverstindlich subjektiv und vom
individuellen Stand der Kenntnisse und Fertigkeiten abhéngig ist.

Hinweise im Text auf Bd. 1 beziehen sich auf ,,6000 Jahre Mathematik“, Bd. 1
, Von den Anfingen bis Leibniz und Newton“, von Hans Wufling, 2008.
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Einleitung

Es ist sicher nicht leicht, Inhalt und Wesen der Mathematik in Kiirze zu defi-
nieren. Formale Erkldrungen, die heute mittels der Mengenlehre, des allgemei-
nen Strukturbegriffs und anderer Begriffe aus der Logik moglich sind, lassen
sowohl die historische Entwicklung als auch den Instinkt und die Erfahrung
des Mathematikers aufler acht, der weifl, was ,,wesentlich® bzw. ,interessant®
ist und was nicht. Viel schwerer ist es aber, innerhalb eines als gegeben ange-
nommenen Mathematikverstéindnisses zu erkliaren, was Geometrie ist und was
folglich zu ihrer Geschichte gehort. Die jeweils herrschenden Ansichten sowohl
iiber den Gegenstand der Geometrie als auch iiber ihre Stellung und Bedeu-
tung innerhalb der Mathematik haben sich nicht nur im Lauf der Zeit mehrfach
grundsétzlich gedndert, sondern mit zunehmender Reife der Mathematik spal-
teten sich die Mathematiker an diesen Fragen in verschiedene Parteien. Uber
all dies wird im vorliegenden Buch zu berichten sein.

War Geometrie in den &ltesten menschlichen Hochkulturen (Agypten, Meso-
potamien, Indien, China, ...) eines unter anderen Anwendungsgebieten einer
vorwiegend rechnerisch ausgerichteten Mathematik, so wurde sie in der grie-
chischen Antike zum Kern und Hauptgebiet der gesamten Mathematik. Hier
vollzog sich der in der Geschichte einmalige Wandel von einer auf Rezepten
und vagen Begriffen beruhenden Praxis zu einer aus Definitionen, Axiomen
und streng logisch bewiesenen Lehrsétzen bestehenden Theorie. Das hiermit
begriindete Erbe war mehr als 2000 Jahre lang so méchtig, dafl der Mathema-
tiker meist als Geometer und die von den Griechen am Beispiel geometrischen
Stoffes begriindete axiomatisch-deduktive Methode der Erkenntnissicherung
als ,mos geometricus“ bezeichnet wurde. Andere Wissenschaften, darunter
auch andere Gebiete der Mathematik, ,more geometrico“, d.h. nach der Art
der Geometrie, aufzubauen, wurde zum (nur selten erfiillten) wissenschafts-
theoretischen Programm, an dem sich zum Beispiel Newton im 17 Jh. bei der
Neubegriindung der Mechanik, Galois zu Beginn des 19. Jhs. bei seiner Kritik
am damaligen Zustand der Algebra und noch Hilbert im Jahre 1900 bei seiner
Aufforderung orientierte, weitere Gebiete der Physik zu axiomatisieren.

Die europdische Renaissance brachte fiir die Geometrie vor allem eine au-
Berordentliche Verbreiterung der Praxisbeziige (Astronomie, Geodiisie, Karto-
graphie, Mechanik, Optik, bildende Kunst, ...) und damit eine Fiille neuer
und fruchtbarer Probleme. Die Bemiihungen um die Losung dieser neuen Pro-
bleme trugen ganz wesentlich zur Entstehung der vier Sdulen der modernen
Mathematik im 17. Jh. bei: Funktionsbegriff, Koordinatenmethode, Differen-
tialrechnung, Integralrechnung. Geometrie hat diese Gebiete hervorgebracht

C.J. Scriba, P. Schreiber, 5000 Jahre Geometrie, Vom Zéhlstein zum Computer, 3rd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-02362-0 1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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und ist dann von ihnen auf eine ganz subtile Weise aus ihrer fithrenden Posi-
tion in der Mathematik verdrangt worden. Formeln und Kalkiil traten im 18.
Jh. zunehmend an die Stelle von Anschauung und logischer Argumentation.

Dennoch brachte das 19. Jh. eine enorme Umfangs- und Bedeutungserwei-
terung der Geometrie: Projektive und n-dimensionale Geometrie, Vektorrech-
nung, nichteuklidische Geometrie, innere Differentialgeometrie, Topologie, aber
auch viele Keime von sich erst im 20. Jh. voll entfaltenden Gebieten wie geo-
metrische Wahrscheinlichkeits- und Mafitheorie, Graphentheorie, Polyedergeo-
metrie entwickelten sich zunéchst ohne erkennbaren Bezug zueinander. Diese
,Explosion®“ geometrischer Disziplinen, die dem 19. Jh. aus der Sicht der Ma-
thematik die Bezeichnung als geometrisches Jahrhundert eingetragen hat, ging
einher mit der Auflésung des bis dahin herrschenden Verstidndnisses der Geo-
metrie als Wissenschaft vom ,,wahren physikalischen Raum“. Es wird dariiber
zu berichten sein, wie die verschiedenen Ansiitze, die neue Situation der Geo-
metrie geistig zu bewéltigen, das Bild der gesamten Mathematik, wie es im 20.
Jh. bis zum Vordringen des Computers herrschte, entscheidend gepriigt haben,
wie aber auch die Geometrie ihre Vormachtstellung in der ersten Hélfte des
20. Jhs. wieder verlor, eine Entwicklung, die in der Gestaltung des mathemati-
schen Schul- wie Hochschulunterrichts bis heute negativ nachwirkt, obwohl die
theoretische Breite und Tiefe ebenso wie die Praxisbedeutung der Geometrie
inzwischen ein hoheres Niveau als je zuvor erreicht haben.

Geometrie am Anfang des 21. Jahrhunderts — das ist einerseits ein riesi-
ges Paket von Fakten iiber den , gewthnlichen zwei- und dreidimensionalen
euklidischen Raum“ nebst einem noch gréfleren Paket von ungelosten Fragen
hieriiber, andererseits aber ist Geometrie heute eigentlich {iberhaupt kein Teil-
gebiet der Mathematik im herkémmlichen Sinne sondern eine Betrachtungs-
weise, die mit mehr oder weniger Nutzen, mehr oder weniger Notwendigkeit
und auch abhéngig vom personlichen Stil des Wissenschaftlers in fast jedem
Teilgebiet der Mathematik anzutreffen ist. So gibt es eine geometrische Zah-
lentheorie, eine geometrische Funktionentheorie, algebraische Geometrie und
geometrische Stochastik, es gibt geometrische Methoden in der Variationsrech-
nung, aber auch diskrete und kombinatorische Geometrie sowie Computergeo-
metrie — letztere nicht zu verwechseln mit computational geometry, was etwa
als ,, Komplexitéitstheorie geometrischer Algorithmen* zu {ibersetzen ist.

Die hiermit angedeutete Zweiteilung der Geometrie ist inzwischen ziemlich
fest etabliert. Der dreidimensionale euklidische Raum ist, obwohl nach den Er-
kenntnissen der Physik nur eine sehr grobe Anndherung an die Wirklichkeit,
nach wie vor das passende mathematische Modell fiir alle ,,alltéglichen“ Pro-
bleme. In der euklidischen Ebene schaffen wir uns , Bilder* von allem, was wir
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yanschauen“ und verstehen wollen. Thre Bedeutung héngt mit der Dominanz
des Sehens unter den menschlichen Sinnen zusammen. Der n-dimensionale eu-
klidische Raum ist der Ort, in den die Mathematik Funktionen und Relationen
und, z.B. mittels Koordinatisierung, auch fast alle anderen Untersuchungsge-
gensténde einbettet. Dariiber hinaus aber herrscht Geometrie auch iiberall
dort, wo eine Menge von eventuell sehr abstrakten Objekten als ,Raum* be-
trachtet wird, indem aus der geometrischen Anschauung entnommene Begriffe
wie Topologie, Metrik, Dimension, Linearitdt dort neu gedeutet werden —
mit der Absicht, Vorstellungsvermogen anzuregen, Analogien zu nutzen. Wie
intensiv man dies betreibt, ist — wie schon gesagt — eine Stilfrage, aber es
ist eine geistige Technik, ohne die moderne Mathematik in der vorliegenden
Form nicht hétte entstehen konnen.

Wie weit letzteres tatséchlich Geometrie ist, aber auch, in welchem Umfang
Anwendungsgebiete der Geometrie noch Mathematik oder schon Technik sind,
dariiber gibt es sehr unterschiedliche Standpunkte. Wir vertreten im Folgen-
den auch das Konzept, dafl es neben der professionellen, deduktiven Mathe-
matik eine unprofessionelle ,,unbewufite“ Mathematik gibt, die sich im intui-
tiven Benutzen von Begriffen, Formen und Verfahren, im Wissen und Kénnen
dufert, welches nicht in Worte gekleidet ist, sondern als materielles Produkt
von Technik, Handwerk und Kunst existiert. Das vorliegende Buch will so mit
einer Darstellung der historischen Entwicklung, die sehr viele, auch uniibliche,
Aspekte einbezieht, zur Klarung der Stellung und Bedeutung der Geometrie
innerhalb der Mathematik beitragen und das Interesse an ihr férdern.

Der kritische Leser, den wir uns wiinschen, kénnte die Frage stellen, wie sich
eine Geschichte der Geometrie in eine Reihe mit dem Obertitel ,, Vom Zihlstein
zum Computer* einfiigt. Was der Computer mit Geometrie zu tun hat, wird in
8.5 im Detail untersucht. Was die ,,Zahlsteine“ betrifft, so sei darauf verwiesen,
daf} erste zahlentheoretische Erkenntnisse bei den Pythagoreern anhand von
Mustern aus geometrisch angeordneten Steinen erwuchsen. So konnte man
zum Beispiel durch geometrische Veranschaulichung erkennen, warum ab stets
gleich ba ist oder wieso der Abstand zwischen den zwei Quadratzahlen n? und
(n 4+ 1)% immer 2n + 1 betriigt.

Die dem Buch kapitelweise beigegebenen Aufgaben sind gréfitenteils keine hi-
storischen Aufgaben im engeren Sinne, sondern Aufgaben, die sich aus der
vorliegenden Darstellung der Geschichte ergeben, also z.B. Fragen, die offen
blieben, als sie zuerst auftraten, Fragen, die man damals nicht gestellt hat,
obwohl es moglich gewesen wire, alte Aufgaben, die sich mit den heute zur
Verfiigung stehenden Methoden einfacher 16sen lassen, Anregungen, die sich
im Anschluf} an alte Aufgaben ergeben. Die meisten dieser Aufgaben sind so
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formuliert, auf entsprechende Spezialfille reduziert oder mit Losungshinweisen
versehen, dafl man sie mit Abiturwissen oder wenig dariiber hinausgehenden
Kenntnissen 16sen kann. Einige Aufgaben aber sind schwierig und ,nach hin-
ten offen®“: Der Leser kann dort beliebig weit vordringen und Neues entdecken.
Ausgeschriebene Vornamen und Lebensdaten von Personen wurden im Text
bis auf wenige begriindete Ausnahmen vermieden. Sie kénnen, soweit sie sich
ermitteln lieen, aus dem Register am Ende des Buches erfragt werden.

Die den Hauptkapiteln vorangestellten Bilder ausgewihlter Personen haben
einen sehr unterschiedlichen Charakter. Aus der Antike und dem aufereu-
ropéischen Mittelalter sind authentische Portréts nicht zu erwarten. (In den
islamischen Léndern wurden schon aus religiosen Griinden Personen nicht dar-
gestellt.) Wir miissen jedoch zur Kenntnis nehmen, dafl spitere Epochen das
Bediirfnis hatten, sich ein Bild von ihnen wichtig erscheinenden Personlich-
keiten der Vergangenheit zu machen. Dabei kann ein ,,Bild“ sowohl ein Phan-
tasieportrit als auch eine symbolische graphische Darstellung sein. In die-
sem Sinne gehoren zum Beispiel auch Briefmarken unbedingt zum kulturellen
Umfeld der Wissenschaftsgeschichte, Mehrere Biicher sind diesem speziellen
Thema schon gewidmet worden [Gjone 1996, Schaaf 1978, Schreiber, P. 1987,
WuBing/Remane 1989]. Das hier wiedergegebene Bild des Euklid stammt aus
einer in der Herzog-August-Bibliothek in Wolfenbiittel aufbewahrten Hand-
schrift der romischen Feldmesser (Agrimensoren). Bemerkenswert an ihm ist
nicht nur die Tatsache, dafl diese Agrimensoren in Euklid, dem Meister der
logisch-axiomatischen Denkweise, ihren Ahnherren sahen, sondern auch das
geradezu orientalisch anmutende Ambiente des Bildes. Wenn man bedenkt,
welches Gemisch von Volkern und Kulturen Alexandria um 300 v. Chr. dar-
stellte, ist es vielleicht realistischer als manches klassizistisch beeinflufite pseu-
doantike Kunstwerk.

Die bewuf3t individuellen Personen dhnlich gestaltete Darstellung beginnt im
européischen Mittelalter damit, dafl Kiinstler sich selbst als Modell benutzten.
So ist das Portrat des Piero della Francesca nur ein mutmafliches Selbstpor-
trit. Es stammt aus seinem Fresco ,,Die Auferstehung Christi“ (um 1465) in
seiner Heimatstadt Borgo Sansepolcro.

Das hier gezeigte Bild von René Descartes malte Frans Hals kurz vor der Ab-
reise des Philosophen nach Schweden. Es gehort nicht nur zu den ganz wenigen
Fallen, in denen ein wirklich berithmter Maler einen wirklich berithmten Ma-
thematiker portriitierte (ein zweiter Fall ist das von Max Liebermann gemalte
Portrit Felix Kleins), sondern es entstanden noch im 17. Jh. mehrere Kopien
dieses Bildes mit unterschiedlichem Gesichtsausdruck, die seitdem (zum Teil
sogar seitenverkehrt) als Bildnisse von Descartes durch die Lexika und die
wissenschaftshistorische Literatur geistern. Peter Schreiber
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6 1 Die Anfiinge geometrischer Darstellungen und Berechnungen
1.1 Die Urgesellschaft

Schon lange, bevor die Schrift entwickelt wurde, diirfte der Mensch geome-
trische Strukturen wahrgenommen und auch systematisch verwendet haben.
Die Natur bietet dem Auge vielfiiltig gekriimmte Linien, doch ein Grashalm
oder ein Baumstamm legen den Gedanken der Geraden ebenso nahe wie den-
jenigen des Kreises (als Querschnitt). Beim Weben und Flechten entstehen
einfache zweidimensionale Muster, die dann absichtlich modifiziert, aber auch
als Schmuck auf Tongefiéiien nachgebildet wurden. Solche in bestimmter Weise
geometrisch gestaltete Ornamente sind fiir die Zeit um 40.000 v. Chr. nach-
weisbar. Sie kénnen fiir Kulturgemeinschaften so charakteristisch sein, dafl
sie es den Prahistorikern erlauben, deren Wanderungen anhand der aufgefun-
denen Geféfreste zu rekonstruieren. So finden sich z.B. Faltbandmuster auf
jungsteinzeitlichen Tongefdflen oder sechs kongruente Kreise, die um einen
zentralen, gleichgrofien herumgelegt sind und diesen wie je zwei benachbar-
te beriihren, in der kretischen Kultur. Das gleichseitige Dreieck, das Quadrat
(mit den vor anderen Winkeln ausgezeichneten vier rechtwinkligen Ecken) oder
auch das regelméBige Sechseck miissen friih als Sonderfille ebener Figuren auf-
gefallen sein und spielerisches Interesse geweckt, aber auch erste theoretische
Uberlegungen angeregt haben (vgl. z.B. [Kadefdvek 1992]).

i

e 4
————

Abb. 1.1.1 Geometrische Ornamente auf vorgeschichtlicher Keramik
[Drawing by Hubert J. Pepper from ,,Die Welt aus der wir kommen*,
published by Thames and Hudson Ltd, London)]
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Weitere Anstofle gaben die Bediirfnisse und Tétigkeiten des Alltags: beim An-
legen von Grében und Ddmmen, beim Hausbau, bei der Feldmessung kommen
elementare geometrische Beziehungen zur Anwendung — sicher anfangs den
Menschen eher unbewuft, bis sich die ersten logischen Uberlegungen einzu-
stellen begannen. Ohne dreidimensionale Kérper (Quader, Wiirfel, Pyramide,
Séule) war keine Bautéitigkeit moglich; die Beobachtung des Laufs der Gestirne
legte den Ubergang vom ebenen Dreieck zum sphérischen Dreieck nahe. Dafl
die Diagonale das Quadrat oder das Rechteck, der Durchmesser den Kreis
halbiert, schien anschaulich klar zu sein. Alle vorgriechischen Kulturen ha-
ben solche unmittelbar einsichtigen Beziehungen gekannt und in der Praxis
benutzt. Erst die Griechen begannen nach einer Begriindung zu fragen und
gelangten so schliefllich zu einem axiomatischen Aufbau der geometrischen
Theorie, wie sie uns in den ,Elementen® des Euklid iiberliefert ist.

Wenn nachfolgend auch in erster Linie die &dgyptische und babylonische Geo-
metrie skizziert werden sollen, so mufl doch betont werden, daf keine Kultur
existiert, in der nicht geometrische Elemente in vielfiltiger Weise zu Tage tre-
ten. Die Gestaltung von Schmuck ist haufig stark von religiosen Vorstellungen
bestimmt: den Gottern geweihte Geféfle werden reicher als iiblich verziert, die
Altére in besonderer Form ausgestaltet, die Riten (man denke auch an den
Tanz) in geometrisch betimmten Formen vollzogen.Auch das Spiel als Quelle
fiir die Beschéftigung mit geometrischen Eigenschaften sollte nicht iibersehen
werden. Nicht nur an Brettspiele, denen ja fast immer gewisse symmetrisch
angelegte Muster zugrundeliegen, ist zu denken.

Abb. 1.1.2 Einziigige Figur zur Weltentstehungssage der Jokwe in Angola: der Weg
von Sonne (links), Mond (rechts) und Mensch (unten) zu Gott (oben) [Zaslavsky 1999]
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Die Ethnomathematik, die sich in jlingster Zeit den impliziten mathemati-
schen Vorstellungen bei den Naturvolkern zugewandt hat, lieferte erstaunliche
Forschungsergebnisse. Bei einem afrikanischen Volksstammm in Angola findet
sich beispielsweise die Sitte, beim Erzéhlen der Sage von der Weltentstehung
freihéindig eine Figur aus einem einzigen, sich kunstvoll verschlingenden Kur-
venzug zu zeichnen, was sorgfiltige geometrische Uberlegungen erfordert, soll
das gewiinschte Resultat mit seinen Symmetrieeigenschaften hervorgebracht
werden (Abb. 1.1.2).

FEine weitere Inspiration, elementargeometrische Betrachtungen anzustellen,
lieferte der Menschheit seit Anbeginn die Beobachtung der Verdnderungen
des gestirnten Himmels. Die Wanderung des Schattens eines Baumstumpfes
oder aufragenden Steines im Tages- und Jahreslauf bildet die Grundlage fiir
eine einfache Sonnenuhr. Wird die Bahn der Spitze des Schattens systema-
tisch aufgezeichnet, ergeben sich als Projektion des Sonnenlaufes am Himmel
Kurven in der Ebene, die Anlafl zum Nachdenken bieten.

In den 90er Jahren des 20. Jhs. wurde in Sachsen Anhalt die Kreisgrabenanla-
ge von Goseck aus der Zeit um 4800 v. Chr. entdeckt, archédologisch untersucht
und anschliefend rekonstruiert. Es handelt sich um das bisher élteste bekannte
Sonnenobservatorium weltweit (Abb. 1.1.3). Kreisgrabenanlagen entstanden in
Mitteleuropa in der Nihe von Siedlungen in der Zeit um 4800 bis 4500 v. Chr.
Der doppelte Palisadenring der Kreisgrabenanlage von Goseck enthélt drei To-
re, je eines nach Norden, nach Siidosten (Sonnenaufgang 21. Dezember) und
nach Siidwesten (Sonnenuntergang 21. Dezember). Die Absténde zwischen den
Palisaden sind um den 21. Juni herum breiter gesetzt. Bauern aus der Zeit der
Bandkeramik konnten so vor fast 7000 Jahren an Hand des Sonnenstandes
den Zeitpunkt von Aussaat und Ernte im Jahresverlauf bestimmen. Kreisgra-
benanlagen wurden aber auch fiir kultische Zwecke benutzt, wie Funde nahe-
legen. Erst etwa 2000 Jahre spéter entstand mit Stonehenge bei Salisbury in
Siidengland die bekannteste Anlage von Bauten der steinernen Megalithkultur

Abb. 1.1.3 Kreisgrabenanlage von Goseck (bei Halle), Himmelscheibe von Nebra.
[Foto Wesemiiller-Kock]
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Abb. 1.1.4 Stonehenge (Siidengland): das grofite erhaltene Steindenkmal Europas
aus dem 3./2. Jahrtausend (#uBerer Ringdurchmesser ca. 100 m) [Foto H.-W. Alten]

(3. und 2. Jahrtausend v. Chr.), die als Sonnenobservatorien und Kultstitten
der Jungsteinzeit gedeutet werden [Gericke 1984] (Abb. 1.1.4).

Forschungen der letzten Jahrzehnte ergaben, daf sich in ihrer Anlage mogli-
cherweise neben astronomischen Kenntnissen auch solche elementarer geome-
trischer Beziehungen — z.B. des sog. Satzes von Pythagoras — niedergeschla-
gen haben. Man kann allerdings nur vermuten, das pythagoreische Dreieck
mit den Seitenlingen 3, 4, 5 (die man z.B. an einem Seil der Linge 12 mit
Knoten markieren kinnte) sei schon frith zur Erzeugung rechter Winkel her-
angezogen worden. In der Konstruktion der Holzanlage Woodhenge (um 1800
v. Chr.) glauben Forscher, sogar die Mitverwendung des pythagoreischen Drei-

LVTUTITISS 2
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Abb. 1.1.5 Rekonstruktion von Woodhenge
[Ashbee, P.: The Bronze Age Round Barrow in Britain, Phoenix House Ltd, London 1960]
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ecks 12, 35, 37 nachweisen zu konnen (Abbn. 1.1.5, 1.1.6). Zu Stonehenge siehe
[North 1996]; eine Kritik der Hypothese vom rechten Winkel findet sich bei
[Knorr 1985]. Ungeféhr aus der selben Zeit wie Woodhenge stammt die erst in
jungster Zeit nahe Halle gefundene bronzezeitliche Himmelscheibe von Nebra,
deren Sternenbild mit den Plejaden als erste Himmelsdarstellung anzusehen
ist [Schlosser 2004]. Uber die Scheibe hat sich eine rege Diskussion iiber Aus-
wertung und Deutungstheorien entwickelt, deren endgiiltige Aussagen in naher
Zukunft zu erwarten sind.

10 0 10 20 30 40 50 6Qfeet
+ + ) ) 4 A 3

L

s
2 0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24megalithic yards
A ol il o i

Abb. 1.1.6 Grundri von Woodhenge
[Thom, A.: Megalithic Sites in Britain, Oxford, Clarendon Press 1967, Reprint 1972,
by permission of Oxford University Press]
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1.2.1 Die Induskultur

Als eine der #ltesten Hochkulturen der Menschheit gilt die Siedlung Mohenjo-
Daro am Indus. Nahezu genauso alt wie das am Nil gelegene dgyptische Reich
und das sich zwischen den Stromtélern von Euphrat und Tigris erstrecken-
de Mesopotamien, erlebte die zur Harappa-Kultur gehérende Stadt von rund
40.000 Einwohnern um 2500 v. Chr. ihre Hochbliite. In allen Fundstéitten die-
ser Kultur haben die Ziegelsteine die gleichen Seitenmafle im Verhéltnis 1:2:4,
die Straflen verlaufen schachbrettartig, und die Gewichte waren genormt. Da
Ausgrabungen und Auswertung der Funde von Mohenjo-Daro (im heutigen
Pakistan gelegen) noch andauern, 148t sich ein abschlieBendes Bild der Rolle
der Geometrie in diesem Kulturkreis noch nicht gewinnen.

1.2.2 Die dgyptische Mathematik

Genauer sind wir iiber die geometrischen Kenntnisse im alten Agypten und
Mesopotamien (auch Babylonien genannt) unterrichtet, haben doch beide in
der Jungsteinzeit (Neolithikum) entstandene Kulturen schriftliche Quellen hin-
terlassen, die seit der Mitte des 19. Jahrhunderts eingehend studiert wurden.

Im straff organisierten, zentral verwalteten Agypten wurde seit etwa 2900 v.
Chr. die Hieroglyphenschrift entwickelt. Quellen fiir unsere Kenntnis der dgyp-
tischen Geometrie sind, neben den imposanten Bauwerken der Pyramiden, vor
allem zwei mathematische Papyri aus der Zeit des Mittleren Reiches (11.-13.
Dynastie). Thr Inhalt gibt den Wissensstand um oder bald nach 2000 v. Chr.
wieder (vgl. Bd. 1, Abschnitt 3.1). Es handelt sich offensichtlich um Texte
— die beiden wichtigsten sind der Papyrus Rhind und der Moskauer Papy-
rus —, die von Lehrern (Schreibern) in den Beamtenschulen als Unterrichts-
handbiicher verfat wurden. Sie sind Aufgabensammlungen mit den zugehori-
gen Losungsanweisungen. Der Papyrus Rhind war urspriinglich 5,34 m lang
und 33 cm breit, der Moskauer Papyrus hat eine Lange von 5,44 m, ist aber nur
8 c¢cm hoch. Letzterer enthélt 25, ersterer 84 nach sachlichen Gesichtspunkten
geordnete Aufgaben, denen gelegentlich veranschaulichende Skizzen beigege-
ben sind. Geometrische Koérper werden dabei durch ihren Grund- oder Sei-
tenriB dargestellt, denn perspektivisches Zeichnen kannten die Agypter nicht.
Manchmal werden auch auf demselben Bild das Wichtigste im Grundrif}, ein-
zelne Teile im Aufriff wiedergegeben, wie z.B. bei der Darstellung eines recht-
eckigen Teiches, der am Rand mit Bdumen bestanden ist: diese sind jeweils
nach auflen umgeklappt (Abb. 1.2.1).
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Abb. 1.2.1 Agyptische Darstellung eines von Béumen umgebenen Teiches
Wechsel der Perspektive im gleichen Bild. [Kurt Vogel: Vorgriechische Mathematik, Teil 1.
Abb. 29, S. 60; aus Wreszinski, Atlas zur altigyptischen Kulturgeschichte 1923]

Zu den einfachsten Aufgaben gehort die Berechnung der Fliache F' von Recht-
ecken, Trapezen und Dreiecken. Fiir ein beliebiges Viereck mit den Seiten
a, b, ¢, d findet sich die Ndaherungsformel

at+c b+d

F= ,
2 2

(1.2.1)
also eine doppelte Mittelwertbildung aus den gegeniiberliegenden Seiten. In-
teressanterweise wird sie auch einmal auf ein Dreieck angewandt, indem die
vierte Seite gleich null gesetzt wird (besser gesagt: als nicht vorhanden wegge-
lassen wird; denn den Begriff der Null kannten die Agypter nicht).

Eine eigentiimliche Vorschrift wird fiir die Berechnung der Flidche F' eines
Kreises von gegebenem Durchmesser d verwendet: man ziehe vom Durchmesser
1/9 seiner Linge ab und multipliziere das Ergebnis mit sich selbst, bilde also

F = 8d 2. 1.2.2
(59) (1.22)

Eine Begriindung fiir dieses erstaunlich genaue Verfahren wird, wie auch sonst,
nicht gegeben. Doch ist der Aufgabe 48 im Papyrus Rhind eine Zeichnung bei-
gegeben, die ein Quadrat der Seitenléinge 9 zeigt, aus dem durch Abschneiden
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der Ecken ein Achteck erzeugt wird, das als Ann&herung an einen Kreis auf-
gefafit werden kann. Diese Figur gab Kurt Vogel 1928 die Anregung zu einer
Deutung der dgyptischen Vorschrift (siehe Aufgabe 1.2.1).

Neben ebenen Figuren werden in den dgyptischen Texten auch Volumina be-
rechnet, sei es bei bautechnischen Aufgaben oder wenn das Fassungsvermogen
von Geféflen und Speichern ermittelt werden soll. Bemerkenswert ist dabei die
Erwdhnung eines Schichtmafles fiir Rauminhalte — in analoger Weise kommt
bei Fliachenberechnungen ein Streifenmafl vor. Offensichtlich liegt die Vorstel-
lung ndher, den Inhalt etwa eines Ziegelsteins dadurch zu ermitteln, dafl man
eine seiner Grundflache entsprechende Schicht, deren Hohe das Einheitsmaf3
ist, mehrfach (wie bei der Herstellung von Sperrholzplatten) iibereinander legt,
als der Gedanke, seinen Rauminhalt durch Ausfiillen mit Einheitswiirfeln zu
berechnen (denn auf letzterem beruht das heute iibliche Verfahren, Linge,
Breite und Hohe miteinander zu multiplizieren). Ubrigens werden alle Aufga-
ben rezeptartig und immer nur mit konkreten Zahlenwerten berechnet; in die-
ser frithen Zeit stand weder eine Formelsprache noch die Moglichkeit, GroBien
abstrakt auszudriicken, zur Verfiigung.

Bei Korperberechnungen kommen aufler quaderférmigen vorwiegend zylinder-
féormige Behéltnisse vor, wobei die erwiihnte Formel fiir die Kreisfliche einge-
setzt wird. Die groflartigen Pyramidenbauten legen die Vermutung nahe, im
alten Agypten miisse auch die Inhaltsformel fiir die Pyramide bekannt gewesen
sein. Dafiir gibt es aber bisher keinen eindeutigen Beleg. (Wie Max Dehn im
Jahr 1900 nachwies, ist eine strenge Herleitung dieser Formel fiir eine beliebi-
ge Pyramide nicht ohne einen Grenziibergang moglich. Fiir Spezialfille siehe
Aufgabe 1.2.2).

Dagegen enthilt der Moskauer Papyrus in Aufgabe 14 die korrekte Anweisung
zur Berechnung eines quadratischen Pyramidenstumpfes geméfl der richtigen
Formel

V = (a® + ab+b?) - ]; (1.2.3)

(V' = Volumen, a = Linge der Grundkante, b = Lénge der Oberkante, h =
Héhe). Man kann diese Formel gewinnen, falls diejenige fiir das Pyramiden-
volumen bekannt ist (siehe Aufgabe 1.2.3); wie gesagt ist eine Verwendung
derselben bisher aber in den spérlich erhaltenen &gyptischen Texten nicht
nachgewiesen (vgl. Videofilm ,, Vom Zihlstein zum Computer — Altertum“!).

Verlag Franzbecker, ISBN 3-88120-236-6
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Abb. 1.2.2 Die Pyramide des Cheops in Giza
[Foto H.-W. Alten]

¥ ,' NET S T N N

Abb. 1.2.3 Zikkurat von Tschogah Sambil
Der aus Lehmziegeln gebaute Stufenturm hat die typische Form der von Sumerern,
Babyloniern, Assyrern und Elamern im mesopotamischen Kulturkreis errichteten Tempel.
Die um 1250 v.Chr. erbaute fiinfstufige Zikkurat von Tschogah Sambil ist das am besten
erhaltene Bauwerk dieser Art. [Foto H.-W. Alten]
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Manchmal néhern die Agypter den quadratischen Pyramidenstumpf auch durch
Mittelbildung an: sie behandeln ihn wie einen Quader, dessen Basis B als das
arithmetische Mittel von Grundfliche und Deckfliche gewéhlt wird:

2 2
p=v T (1.2.4)
2
woraus
h
V = (a® +b%) - 0 (1.2.5)

folgt. Der Mathematikhistoriker Kurt Vogel meinte, vielleicht hitten die Agyp-
ter den Fehler wahrgenommen und deshalb noch ein mittleres Flédchenstiick
a - b eingefiigt:

a? + ab + b

B= 5 (1.2.6)

und so aus einer unrichtigen Formel durch unbewiesene Verallgemeinerung
die richtige Berechnungsvorschrift gefunden. (Nebenbei bemerkt: Sieht man
die Pyramide als einen Pyramidenstumpf mit der Deckfliiche b> = 0 an, so
liefert die Formel fiir den Inhalt des Stumpfes die richtige Formel fiir das
Pyramidenvolumen.)

1.2.3 Die babylonische Mathematik

Viel reichhaltiger als die Quellen zur dgyptischen Mathematik sind diejeni-
gen iiber die babylonische, da als Schreibmaterial in Mesopotamien Tontafeln
verwendet wurden. Sie iiberstanden die Zeiten wesentlich besser als der leicht
vergingliche Papyrus (vgl. Bd. 1, Abschnitt 3.2). Zahlreiche Texte stammen
aus der Zeit des altbabylonischen Reiches (ca. 1900 bis ca. 1600 v. Chr.), dem
die sumerischen Stadtstaaten (ca. 3000 bis ca. 2700) und die Herrschaft der
Akkader (ca. 2700 bis 2000) vorausgegangen waren. Doch lassen Funde aus
den folgenden Jahrhunderten, in denen sich im Zweistromland viele politische
Umwilzungen ereigneten (Herrschaft der Assyrer, der Hethiter, der Chaldéer),
erkennen, dafl nach anfinglicher Entwicklung der Mathematik lange Zeit kaum
Veréinderungen eintraten. Erst in der Seleukidenzeit (den letzten vorchristli-
chen Jahrhunderten) sind Fortschritte zu verzeichnen — insbesondere in der
Astronomie. Denn wie in Agypten diente die Mathematik in Mesopotami-
en der Praxis und wurde in diesem Zusammenhang entwickelt: Wirtschaft,
Handel, Bauwesen und Himmelsbeobachtung gaben Anlafl zur Beschéftigung
mit mathematischen Uberlegungen. Diese erreichten in Babylon einen héheren
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Entwicklungsstand als in Agypten. Insbesondere begannen die Forscher aufzu-
horchen, als 1916 in den Texten der pythagoreische Lehrsatz und ein Verfahren
zur Berechnung von Quadratwurzeln entdeckt wurde.

Felderplidne, Grundrisse von Hausern oder solche von technischen Bauten wie
Dédmmen und Kanélen sind h&ufiger den einschlégigen Berechnungsvorschrif-
ten beigegeben und lassen auf den ersten Blick die Praxisnéhe der Aufgaben er-
kennen. Teilweise fehlen noch Fachausdriicke; der Alltagssprache entnommene
Bezeichnungen wie Mauer, Damm, Graben usw. werden ersatzweise verwendet.
Wo freilich nach dem Flédcheninhalt regelméssiger Vielecke gefragt und dazu
passende geometrische Zeichnungen in die Tafeln eingeritzt wurden, scheint
frithes theoretisches, iiber unmittelbare Alltagsbediirfnisse hinausgehendes In-
teresse auf, wie es auch in der sog. babylonischen Algebra feststellbar ist (siehe
Abb. 1.2.2).

Abb. 1.2.4 Babylonische Polygone
urt Vogel: ,,Vorgriechische Mathematik®, Teil II. . 22a-c, S. 69, nac! .M. Bruins un
Kurt Vogel: ,, V¢ iechische Math ik“, Teil II. Abb. 22 S. 69 h E.M. Brui d
M. Rutten: Mémoires de la Mission Archéologique frangaise en Iran, Tome XXXIV]

Auffillig ist das haufige Vorkommen der Berechnung der Diagonale von Recht-
ecken mittels des pythagoreischen Lehrsatzes — viele Jahrhunderte vor Py-
thagoras! Dabei wihlten die babylonischen Mathematiker oft die Zahlenwerte
so, dafi sich rationale Seiten ergaben, doch konnten sie Quadratwurzeln auch
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néherungsweise berechnen. Das kann entweder durch Iteration geschehen sein
oder durch Anwendung der sog. heronischen Formel

Vn=+vVatr~a+ r’
2a
wobei neN in die niichstliegende Quadratzahl a?, vermehrt oder vermindert
um den Rest r, zerlegt ist.

(1.2.7)

Eine Problem der Art, wie es nicht nur vom heutigen Schulunterricht her
bekannt ist, sondern wie es auch in der chinesischen und indischen Mathematik
und im europaischen Mittelalter vorkommt, ist die in einem Text aus der
Seleukidenzeit behandelte Aufgabe einer an eine Wand gelehnte Stange (BM
34568, British Museum London). Zunéchst senkrecht an eine Mauer gelehnt,
reiche sie bis zu einer unbekannten Hohe. Dann werde der Fufl um neun Ellen
von der Mauer entfernt, wobei sich die Spitze um drei Ellen senke. Gefragt
wird nach der Linge (z) der Stange. Zu berechnen ist also die GréBe x aus
der folgenden Gleichung fiir ein pythagoreisches Dreieck: 2 = (x — 3)2 +92
(sieche Aufgabe 1.2.4).

Der Geometrie zugehorig sind auch die verbreiteten Teilungsaufgaben. Soll
etwa ein beliebiges viereckiges Feld mit den Seiten a,b,c,d durch eine von b
nach d verlaufende Transversale z in zwei flichengleiche Teile zerlegt werden,
so berechnet man sie nach der Vorschrift

2 2
x:\/a ;C . (1.2.8)

Man koénnte diese Ndherung deuten als Bildung eines mittleren Quadrates aus
den beiden Quadraten iiber den Seiten a und ¢, dessen Seite dann als Grofie
der Transversale genommen wird. Dabei gehen allerdings, wie man sieht, die
Léngen der Seiten b und d in die Berechnung nicht ein; die Vorschrift kann
also nur fiir gewisse Feldformen einen annihernd richtigen Wert liefern (siehe
Aufgabe 1.2.5).

Fiir die Kreisberechnung verwendeten die Babylonier ein eigenartiges, von
der Vorschrift der Agypter vollig verschiedenes Verfahren. Die Fliche F des
Kreises wurde ndmlich auf dem Umweg iiber seinen Umfang u berechnet: man
solle ein Zwolftel des Quadrates des Umfanges nehmen, also

u2

F= 19" (1.2.9)
Dabei wurde als Kreisumfang nur grob der dreifache Durchmesser d genom-
men. Setzt man das ein, folgt F = 91‘122 = 3r2.
Es stellt sich die Frage, warum die Kreisfliche in der babylonischen Mathe-
matik auf diesem seltsamen Weg berechnet wurde, wo es doch nahezuliegen
scheint, vom Durchmesser oder vom Radius r auszugehen. Dazu mufl man sich
zunéchst klarmachen, dafl beim Studium des Kreises eigentlich zwei Propor-
tionalitéitsfaktoren auftreten: einerseits besteht ein festes Verhéltnis zwischen
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den beiden Lingen Durchmesser und Umfang, andererseits ein festes Verhilt-
nis zwischen zwei Fldchen: Durchmesser- oder Radiusquadrat und Kreisflache.
Erst Archimedes bewies, dafl beide Faktoren identisch sind, indem er die Kreis-
peripherie ausstreckte oder, anders gesagt, indem er die Beziehung

1
F= g UT (1.2.10)
streng bewies (siehe Abschnitt 2.4.2).
Da u = 3d = 6r bedeutet, dal man den Kreisumfang durch die Peripherie des
einbeschriebenen Sechsecks anniherte, kénnte man daran denken, dafl man
die Kreisfliche ermittelte, indem man den Kreissektor vom Innenwinkel 60°

angenihert als Dreieck der Grundlinie ¢ und der Hohe r ansah. Daraus folgt

dann F=6-(5-4-r)=6-(5-4-4)= ’1‘; (Eine andere Erkldrung wire, daf
das arithmetische Mittel zwischen dem umbeschriebenen Quadrat d? und dem
einbeschriebenen Quadrat d;, also 322 = 3r2, gebildet und erst nachtriiglich
vom Radius auf den Umfang zuriickgerechnet wurde.)

Auch das von einer Sehne s vom Kreis abgeschnittene Kreissegment wird in
altbabylonischen Aufgaben behandelt (vgl. Abb. 1.2.5). Dessen Hohe (die senk-
recht auf der Sehnenmitte stehende Strecke zwischen Sehne und Umfang), auch

Pfeil p genannt, wurde aus d und s nach der Formel

1
p=,d- V2 — s2) (1.2.11)
berechnet, ebenso wie die Sehne oder Segmentbasis s geméf
5= /d? — (d — 2p)? (1.2.12)

gefunden werden konnte (siche Aufgabe 1.2.6).

/N

]

Abb. 1.2.5 Kreissegment mit Sehne und Pfeil

Wir haben es hier mit dem Beginn der Sehnengeometrie zu tun, die spéter von
Hipparch weiterentwickelt wurde. Ptolemaios stellte diese dann an den Anfang
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seines groflen astronomischen Lehrbuchs (von den Arabern als ,, Almagest
betitelt; vgl. Abschnitt 2.5.4). Allerdings ist der allgemeine Winkelbegriff in
der babylonischen Mathematik noch nicht ausgebildet, nur der rechte Winkel
kommt implizit beim Rechteck und beim pythagoreischen Dreieck vor. Die
Neigung schiefer Ebenen, durch die z.B. Ddmme begrenzt werden, konnte man
durch den sog. Riicksprung messen: man gab an, auf welchen Hohenabschnitt
ein Riicksprung um eine Elle eintritt.

Im Bereich der im Alltag auftretenden Aufgaben aus der rdumlichen Geome-
trie boten Quader, senkrechte Prismen und Zylinder der Berechnung keine
Probleme (ggfs. wurde die Grundfliiche mit Hilfe einer der schon besproche-
nen Niherungsformeln berechnet, bevor mit der Hohe multipliziert wurde).
Wie bei den dgyptischen Quellen ist auch in den Texten aus Mesopotamien
die Formel fiir das Volumen einer Pyramide bisher nicht gefunden worden. Als
Niherungsformel fiir den Pyramidenstumpf wird die uns schon von den Agyp-
tern bekannte Beziehung (1.2.5) verwendet — sicher eine Bestétigung dafiir,
daf3 die Mittelbildung zu den frithesten und verbreitetsten mathematischen
Uberlegungen gehort. Im Text BM 85194,28 kinnte die exakte Formel, wie sie
aus griechischen Quellen bekannt ist, enthalten sein:

a+b\?> 1 [a—0b\2 a® + ab+ b?
— . h= h 1.2.1

falls der Faktor “gb weggelassen wurde, der in diesem Fall wegen der speziellen
Zahlenwerte von a und b gleich 1 ist.

Auch ein Kegelstumpf wird in einem Fall durch Mittelbildung nach der Formel
1
V= 2(F1 +F)-h (1.2.14)

berechnet.

Wiederholt war auf die Verwendung des pythagoreischen Lehrsatzes — viel-
leicht sollte man besser sagen: auf das Auftreten der Beziehung a® + b? = ¢?
am rechtwinkligen Dreieck — in der babylonischen Mathematik hingewiesen
worden. Als besonders bemerkenswert wurde lange ein von Otto Neugebauer
und Abraham Sachs 1945 publizierter altbabylonischer Text angesehen, der
sich in der Plimpton-Collection der Columbia University in New York be-
findet und rasch unter der Kurzbezeichnung ,,Plimpton 322% bekannt wurde
[Neugebauer/Sachs 1945]. Schien er doch eine Art trigonometrische Tabelle zu
enthalten. Es handelt sich dabei um einen der aus Mesopotamien in grofler
Zahl iiberlieferten Tabellentexte. Von der Uberschrift abgesehen, besteht der
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Abb. 1.2.6 Plimpton 322. Altmesopotamischer Keilschrifttext
(Plimpton Library, Columbia University, New York). Der Text enthélt eine Liste von rechtwinkligen
Dreiecken mit ganzzahligen Seiten h,b und d. Links sind einige Spalten abgebrochen. Die zweite
und dritte Spalte enthalten die Breite b und die Diagonale (Hypotenuse) d als ganze Zahlen. Die
letzte Spalte gibt die laufende Zeilennumerierung. In den Zeilen 11 und 15 haben die Werte b und
d einen gemeinsamen Faktor; in allen anderen Fillen sind sie teilerfremd. [B. L. van der Waerden:
Erwachende Wissenschaft. Birkhéuser, Basel 1956 ud 1966.]

Text der Tafel (von der moglicherweise links ein Stiick fehlt) aus fiinf Spal-
ten und fiinfzehn Zeilen, in denen lediglich Zahlen stehen (siehe Abb. 1.2.6).
Die rechte Randspalte gibt eine laufende Zeilennumerierung von 1 (dargestellt
durch einen senkrechten Keil) bis 15 an (neben dem Keil fiir die eins, der
bis zu neunmal wiederholt werden kann, tritt ab Zeile 10 der Winkelhaken,
das babylonische Symbol fiir zehn, auf). Die vorhergehende Spalte zeigt im-
mer den gleichen Ausdruck; er verweist auf die folgende Zeilennumerierung.
Die Analyse der zumeist mehrstelligen Sexagesimalzahlen in den ersten drei
Spalten ergab (die zweite ist iiberschrieben ,,die Quadratseite der Breite“ (b),
die dritte ,die Quadratseite der Diagonale“ (d), daf in der ersten Spalte die
Verhéltnisse
2 2 32 2

=t 1l (12.15)
angegeben sind, und zwar geordnet nach abnehmenden Werten. Das veranlaf3-
te Neugebauer und Sachs, die Tabelle als eine systematisch angeordnete Folge
von 15 rechtwinkligen Dreiecken zu deuten. Dasjenige in der ersten Zeile wire
nahezu gleichschenklig, das letzte hétte anndhernd die Winkel 30° und 60°.



22 1 Die Anfinge geometrischer Darstellungen und Berechnungen

Diese Interpretation fithrte zu dem aufsehenerregenden Schluf3, mit Plimpton
322 lage aus altbabylonischer Zeit eine trigonometrische Tabelle vor. Andere
Forscher versuchten eine zahlentheoretische Deutung, basierend auf reziproken
Zahlenpaaren. In beiden Fillen hitte man es mit einem Text auf hoher Ab-
straktionsstufe zu tun, wie er bis dahin in der mesopotamischen Mathematik
nicht nachweisbar war. Auch unser Wissen iiber die Vorstellung des Winkels
in altbabylonischer Zeit widerspricht einer trigonometrischen Lesung.
Nachdem sich in den letzten Jahrzehnten die Ansicht durchgesetzt hat, man
diirfe solche Texte nicht isoliert betrachten, sondern miisse das gesamte kultu-
relle Umfeld beriicksichtigen, wurden beide Deutungen insbesondere von Elea-
nor Robson in Zweifel gezogen [Robson 2001]. Denn die in der Mitte des 18.
vorchristlichen Jahrhunderts geschriebene Tafel stammt aus der Stadt Larsa
im heutigen Irak und gehort in die Gruppe von Texten, die der Buchfiihrung
der Biirokratie zuzurechnen sind. Das ergibt sich aus den Beschriftungen in der
Kopfzeile wie aus der gesamten Anordnung der Tabelle. Sie erinnert an ande-
re Tontafeln, auf denen Schreiber Ubungsaufgaben oder Beispielsammlungen
fiir den Unterricht zusammenstellten. Dann wiirde es sich um eine Samm-
lung von Aufgaben iiber pythagoreische Zahlentripel handeln, bei der in der
2. Spalte moglichst einfache Zahlenwerte gewahlt wurden, deren geometrischer
Bezug jedoch unsicher ist. Diese Interpretation beseitigt die Sonderstellung,
welche die bisherige Beschreibung der Mathematik Mesopotamiens der Tafel
Plimpton 322 zuwies, und verweist die Existenz einer Trigonometrie vor rund
4000 Jahren in das Reich der Fabel. Die Tabelle bleibt allerdings eine bisher
einmalige Zusammenstellung von Zahlentripeln, die durch eine quadratische
Beziehung miteinander verkniipft sind.

Abb. 1.2.7 Keilschrift mit Mengenangaben, ausgegraben 1902 in Siidmesopotamien.

Der um 2370 v. Chr. entstandene Text ist eine Aufstellung der Kosten fiir drei verschie-

dene Biersorten und ihre Empfénger. [VAT 4874 (=W.Fortsch, /VS/ 14, 48; aus Girsu/Tello
im siidlichen Irak, ca. 2370 v. Chr.) bpk / Voderasiatisches Museum, SMB / Gudrun Stenzel]
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1.3 Aufgaben zu 1

Aufgabe 1.2.1: Rekonstruktion der dgyptischen Naherungsformel fiir die Kreisfliche

a) Man rekonstruiere Kurt Vogels Deutung der dgyptischen Niherungsformel fiir
die Kreisfliche (1.2.2): Einem Kreis mit Durchmesser d = 9 werde ein Quadrat
umbeschrieben, das in neun Quadrate der Seitenldange 3 zerlegt sei. Jedem der
vier Eckquadrate sei die dulere Hilfte (léings einer Diagonalen) abgeschnitten, so
daf ein sich dem Kreis anndherndes Achteck zuriickbleibt. Man berechne dessen
Fliche und néhere sie dann durch die néichstliegende Quadratzahl an, aus der
man die Wurzel ziehe. Diese Wurzel ist demnach die Seitenlédnge eines mit dem
Kreis vom Durchmesser d = 9 nahezu flichengleichen Quadrates. Inwiefern folgt
daraus die dgyptische Naherungsformel?

b) Zur Beurteilung der Giite dieser Ndherungsformel berechne man auf zwei Stellen
hinter dem Komma den sich daraus ergebenden Wert fiir 7.

Aufgabe 1.2.2: Der Rauminhalt einer Pyramide
Man beweise die Formel fiir den Rauminhalt V' einer Pyramide:
V = -G h (G = Grundflsiche, h = Hohe) fiir zwei Spezialfille:

a) Zieht man in einem Wiirfel der Seitenléinge a die vier Raumdiagonalen, so wird
er in sechs kongruente senkrechte Pyramiden mit quadratischer Grundflache
zerlegt, deren Spitze im Zentrum des Wiirfels liegt.

b) Man iiberlege sich, dafi dieser Wiirfel auch in drei kongruente schiefe Pyramiden
der Hohe a zerlegt werden kann (verwende nur eine Raumdiagonale).

¢) Sind diese beiden Uberlegungen auch auf einen Quader mit den Seiten a,b, ¢
verallgemeinerbar?

Aufgabe 1.2.3: Der Rauminhalt des Pyramidenstumpfes

Unter Verwendung der Formel fiir den Rauminhalt V' einer Pyramide: V = é -G-h
(G = Grundfliche, h = Hohe) leite man die Formel fiir den Rauminhalt des Pyrami-
denstumpfes ab, indem man den Stumpf (Grundfliche = a2, Deckfliche = b%, Hohe
= h) in einen Quader, vier seitliche Restprismen und vier Eckpyramiden zerlegt.

Aufgabe 1.2.4: Anwendung der binomischen Formeln
Im gleichen Text aus der Seleukidenzeit (BM 34568), offensichtlich fiir den Unterricht
bestimmt, kommt ein Rechteck mit den Seiten a = 4, b = 3 vor, fiir dessen Diagonalen
d die Ausdriicke d = §4+bund d = g +a gegeben werden. Dann sollen aus den Gréflen
a+ dund b bzw. b+ d und «a die drei Stiicke a,b und d berechnet werden, aulerdem
auch aus den Angaben a +b =7 und F = a-b = 12, oder auch aus a — b = 1 und
F=a-b=12.

a) Man 16se diese Anfgaben nach der heutigen Methode.

b) Man vollzieche die babylonischen Rechenschritte nach, indem man die auf Ton-

tafeln iiberlieferte Identitét (a + b)° —4F = (a — b)* verwende, um zunéchst aus

der Summe a + b die Differenz a — b zu ermitteln und danach aus Summe und
Differenz die Grofien a und b selbst.
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Aufgabe 1.2.5: Die Transversalenformel
Man leite die Transversalenformel (1.2.8) x = \/ GQQCQ unter Verwendung der Fléachen-

formel (1.2.1) fiir ein beliebiges Viereck (die auch bei den Agyptern auftritt) ab:
F = a+c | b+d
2 2 -
a) Man fertige dazu eine Skizze an: Im urspriinglichen Feld zerlege die Transversale
x die Seiten b und d in by und by bzw. d; und ds, wobei das neue Feld F; von den
Strecken by, a, dq, x, das neue Feld F; von den Strecken by, ¢, d2, x eingeschlossen
werde. Dann muf fiir die vierfachen Flichen gelten: 4Fy = 4F5 und 4F; +4F; =

4F, woraus sich die Transversalenformel ableiten 148t.

b) Man zeige, dass diese Formel nicht nur beim Rechteck exakt ist (falls die Trans-
versale parallel zu a und ¢ gezogen wird), sondern auch beim Trapez, wenn dort
x ebenfalls parallel zu a und ¢ gelegt wird.

Aufgabe 1.2.6: Das Kreissegment

Man zeige, daB sich die beiden Formeln (1.2.11) und (1.2.12) fiir Pfeil p und Sehne
s eines Kreissegments (siehe Abb. 1.2.3) mittels des pythagoreischen Satzes herleiten
lassen.

Aufgabe 1.2.7: Ein pythagoreisches Dreieck im Sexagesimalsystem

Man zeige, dafl in Zeile 11 der Plimpton-Tafel (der Zeile mit den kleinsten Zahlen
in Abb. 1.2.6) das bekannte pythagoreische Dreieck (3, 4, 5), multipliziert mit einem
Faktor, dargestellt ist.

Die dort angegebenen Zahlen lauten ZZ = 33,45, b = 45, d = 1,15. (Man beachte,
daf die babylonische Zahlenschreibweise keinen Dezimalpunkt (besser: Sexagesimal-
punkt) kannte, der Wert 1 also auch 60 bedeuten kann.)
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2.0 Einfiihrung

Die Griechen werden allgemein als die Begriinder der Wissenschaft von der
Natur, also der rationalen, auf Prinzipien beruhenden und in Systemform vor-
gebrachten Erklarung der Naturerscheinungen angesehen. Zugleich sind sie
diejenigen, die die (teilweise aus den orientalischen Kulturen) iiberlieferten
Regeln und Vorschriften zum Zahlen, Messen und Auflésen von Gleichungen
mit Hilfe der von ihnen entwickelten Logik systematisierten, begriindeten und
zu einem Theoriegebidude zusammenfaiten und damit zu den Urhebern der
wissenschaftlichen Mathematik wurden.

Ende des 2., Anfang des 1. Jtds. v. Chr. hatte mit der dorischen Wanderung
die Besitznahme griechischer Gebiete (insbes. des Peloponnes) durch die Dorer
stattgefunden, wohl als Folge des Untergangs der mykenischen, kulturell hoch
entwickelten und straff verwalteten Staatenwelt. Von Nordwesten, aus dem
albanisch-dalmatinischen Kiistengebiet her, wo sie ursrpiinglich anséssig wa-
ren, drangen die Dorer immer weiter vor und kolonisierten das seit einem Jahr-
tausend von den Ach#ern besiedelte griechische Mutterland. Die Urbevolke-
rung wurde iiberlagert oder zog sich in der sog. ionischen Wanderung auf
die Inseln und die kleinasiatische Westkiiste zuriick. So entstand eine Vielfalt
von Stammen und Voélkern in einem auch geologisch-geographisch in kleine
und kleinste Gebiete gegliederten Raum, die jeweils ihre eigene Entwicklung
durchliefen. Politisch wie kulturell wurde die Struktur der Stadtstaaten (Po-
leis) bestimmend.

Vor allem in den Pflanzstddten des kleinasiatischen Milet an der Siidkiiste
des Schwarzen Meeres und im Nildelta, wo zentral organisierte Grofireiche
lagen, lieflen sich die Kolonisten als Bauern und Héndler nieder und kamen
so geistig wie kulturell unter die verschiedenartigsten orientalischen Einfliisse.
Sie lernten Sammlungen von Beobachtungen und Verhaltensregeln kennen, die
ihnen dann den Stoff fiir die allmihliche Ausgestaltung des wissenschaftlichen
Denkens boten (vgl. Bd. 1, Abschnitte 4.0-4.3).

2.1 Ionische Periode
2.1.1 Die frithen Naturphilosophen

Als Beginn der ,,Entdeckung des Geistes® (Titel eines Buches des klassischen
Philologen Bruno Snell [Snell 1946]) wird gewshnlich die ionische Periode be-
zeichnet (ca. 600 - ca. 450 v. Chr.), auf die um die Mitte des 5. Jhs. die
athenische Periode folgte. In der ionischen Periode wurde die Feudalherrschaft
der Aristokratie durch die Polis-(Stadt-)struktur abgelost. Neben den zentra-
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listisch regierten orientalischen Grofireichen erblithten die selbstédndigen io-
nischen Handelsstéddte. Bedingt durch das praktische Denken der Kaufleute
und die Kleinrdumigkeit der politischen Struktur und Verwaltung, nahmen
die Biirger grofleren Anteil am offentlichen Leben. Die Stiadte entwickelten
sich zu Zentren der klassischen griechischen Kultur und Wissenschaft. Auch
die Randgebiete des Mittelmeres und des Schwarzen Meeres wurden infolge
der Griindung von Pflanzstéddten hellenisiert. Der ionischen Periode gehtren
vor allem die ersten grofien Naturphilosophen an: Thales, Anaximandros und
Anaximenes. In dieser Zeit, in der sich das européische Denken herausbilde-
te, entstand in enger Verbindung mit der Entwicklung der Logik auch das
deduktive Vorgehen in der Mathematik.

Das fast vollige Fehlen unmittelbarer Quellen verhindert eine genaue Re-
konstruktion dieses einmaligen Vorganges, zumal die uns iiberlieferten Be-
richte aus spéterer Zeit oft aus einer bestimmten Sicht geschrieben und da-
her tendenziell gefiirbt sind. Proklos (5. Jh. n. Chr.) berichtet in seinem
Euklid-Kommentar unter Benutzung historischer Mitteilungen des Aristote-
les-Schiilers Eudemos (um 320 v. Chr.) an verschiedenen Stellen von Thales
von Milet (um 600 v. Chr.). Er sei nicht nur der erste griechische Philosoph,
sondern auch der erste Mathematiker gewesen. Er habe die Mathematik von
Agypten nach Griechenland gebracht und selbst viele Entdeckungen gemacht.
Laut Herodot, der ihm zeitlich am néchsten stand, war Thales von phonizischer
Abstammung — etwa 300 Jahre vor seiner Lebenszeit hatten die Griechen das
phonizische Alphabet iibernommen. Astronomische Kenntnisse der Babyloni-
er diirften Thales die Vorhersage einer Sonnenfinsternis erméglicht haben, die
dann 585 wihrend der Schlacht zwischen den Lydern und Persern am Halys
eintraf und zum Abbruch des Kampfes fiihrte.

Etwas jlinger als Thales war der bis zur Mitte des 6. vorchristlichen Jahrhun-
derts wirkende ionische Naturphilosoph Anaximandros aus Milet. Er soll den
Gnomon (ein aus einem senkrechten Stab, der auf einer horizontalen Platte
befestigt ist, bestehendes Instrument zur Messung des Sonnenschattens) aus
Babylon nach Griechenland gebracht haben. Auch entwickelte Anaximandros
ein mathematisch gegliedertes Weltsystem: die Erde, im Zentrum der Welt
befindlich, habe die Gestalt einer Séulentrommel, deren Hohe ein Drittel ihres
Durchmessers betrage; Fixsternhimmel, Mond und Sonne umkreisen die Erde
wie sich drehende Reifen in den Absténden von 1-3-3, 2-3-3, 3-3-3 Erddurch-
messern (Mond und Sonne also aulerhalb der Fixsternsphire!). Man erkennt,
wie geometrische, durch elementare Zahlenverhéltnisse bestimmte Ordnungs-
vorstellungen dieses frithe Weltbild pragen. Geometrie und Symmetrie dienen
der Veranschaulichung der die Natur durchziehenden Gesetzméafigkeiten.
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Hier, am Beginn der griechischen Naturwissenschaft, steht den frithen Denkern
noch keine ausgebildete mathematische Theorie zur Verfiigung. Dennoch grei-
fen sie quasi auf deren erste Bausteine zuriick, wenn sie meinen, anhand ein-
facher ZahlengesetzmifBigkeiten und elementarer geometrischer Figuren ihre
Weltvorstellung verdeutlichen zu konnen. Fritz Krafft vertritt in seiner lesens-
werten Darstellung der antiken Wissenschaft [Kraft 1971, S. 200] die Ansicht,
man konne fiir die Zeit des 6. und frithen 5. Jahrhunderts ,,die Mathematik
noch nicht als Hilfsmittel des Erkennens der Natur und ihrer Formen bezeich-
nen ..., weil der Eigenbereich der Mathematik als einer nur im Geiste des
Menschen entstandenen und bestehenden Wissenschaft erst .. .seit Mitte des
5. Jahrhunderts erkannt und entdeckt wurde.* Damit setzt er implizit als ,, Ma-
thematik“ eine vom menschlichen Geist schon weit ausgebildete Theorie vor-
aus, die sich als ,,Hilfsmittel“ einsetzen ldt. Die Entstehung dieses ,,Eigenbe-
reichs der Mathematik“ geschah, wie im Verlauf dieser Geschichte der Geome-
trie noch mehrfach deutlich werden wird, selbst in enger Beziehung zur dufle-
ren Wirklichkeit: das Modell der Anaximandros erlaubt uns einen Blick in die
Frithphase dieser Entwicklung. Die Analyse von in der Natur vorkommenden
Strukturen fiihrte dann immer wieder zu Ausbildung neuer mathematischer
Theorien, die ihrerseits wieder zur Erkldrung oder Veranschaulichung weiterer
Natur- (spiter auch skonomischer, gesellschaftlicher und anderer) Phinomene
herangezogen wurden. Die wechselseitige Verflechtung von empirischer Beob-
achtung und wissenschaftlicher Theoriebildung ist ein Charakteristikum nicht
nur der Naturwissenschaften, sondern auch der geschichtlichen Entwicklung
des mathematischen Denkens. Damit soll nicht geleugnet werden, dafl es im-
mer wieder Phasen gab, in denen die Anstée zum Ausbau der mathematischen
Theorien aus der Mathematik selbst kamen, innermathematische Impulse al-
so bestimmend waren, wihrend in anderen Fillen externe Anforderungen zu
Neuentwicklungen Anlafl gaben.

Doch zuriick zu den frithen Naturphilosophen, die oft auch unter dem Namen
der Vorsokratiker zusammengefafit werden. Der Generation nach Anaximan-
dros gehorte Hekataios von Milet an (geboren etwa 560). Eine grofie Reise
fithrte ihn nach Agypten, andere in das persische Reich und zum Skythenland
an der Nordkiiste des Schwarzen Meeres. Schriftliche Zeugnisse durch eigene
Erfahrungen ergénzend, entwarf Hekataios (im Anschluf an Anaximandros,
dem auch das erste Erdbild zugeschrieben wird) eine Karte der damals be-
kannten Welt (Oikumene). Da Hekataios iiber viele Gegenden nur sehr vage
Informationen besafl, war er gezwungen, eine Schematisierung vorzunehmen.
Charakteristisch ist dabei, wie er sich dazu geometrischer Vorstellungen be-
diente. Die als Kreisscheibe vorgestellte Erde teilte er durch einen Durchmes-
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ser in zwei Halbkreise. Der nordliche stellte Europa dar, der siidliche wurde
durch den vom Mittelmeer bis in den siidlichen Okeanos reichenden Nil in zwei
gleichgroBe Viertel zerlegt: das westliche zeigt Libya (Name fiir den damals
bekannten Teil Afrikas), das ostliche Asia. Der Geschichtsschreiber Herodot
bemerkte dazu etwa 150 Jahre spéter:

,,Ich muf} lachen, wenn ich so manche Leute Erdkarten zeichnen sehe, die doch
die Gestalt der Erde gar nicht richtig zu erkldren wissen. Sie zeichnen den
Okeanos rund um die Erde herum flieBend und so regelméBig wie einen Kreis
[Krafft 1971, S. 175].“

Diese OT-Form (worin der umfassende Kreis, das O, den kreisformig gezeich-
neten Ozean darstellt, der horizontale Querbalken des T in der Regel rechts
den Nil und links den Bosporus und den Eingang zum Schwarzen Meer, der
Stamm des T das Mittelmeer, vgl. Abb. 2.1.1) wurde bis zum ausgehenden
Mittelalter bestimmend fiir die Gestaltung von Erdkarten im européischen
Bereich. (Zur Tradition der Ptolemaios-Karten vgl. Abschnitt 5.2.)

Oberstes Ziel dieser Art von Darstellung ist nicht die Detailtreue, wie wir
sie heute von geographischen Karten erwarten, sondern das Bestreben, das
Prinzipielle und Allgemeine in einprigsamer Form vor Augen zu fithren. In
dhnlich geometrisierender Weise beschrieb Hekataios das Skythenland und den
Norden Libyens als durch Parallelstreifen unterteilte Rechtecke, in denen die
verschiedenen Volksstdmme leben.

2.1.2 Thales

Thales wird seit dem 4. Jh. v. Chr. als einer der Sieben Weisen bezeichnet. Von
den Aussagen, die ihm als Mathematiker zugesprochen werden, hat die ersten
vier der spatantike Neuplatoniker Proklos iiberliefert, der sich — wie schon
gesagt — indirekt auf die nicht erhaltene Mathematikgeschichte des Eudemos
von Rhodos stiitzen konnte. In Kurzform werden diese Sétze oft sinngemé&f
wie folgt wiedergegeben:

1. Die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck sind gleich (Euklid, Ele-
mente 1,5).

2. Die Scheitelwinkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden sind gleich
(Euklid I,15).

3. Ein Dreieck ist durch eine Seite und die beiden anliegenden Winkel be-
stimmt, oder anders: Zwei Dreiecke, die in einer Seite und den anliegen-
den Winkeln iibereinstimmen, stimmen in allen Stiicken iiberein (Euklid
I, 26).

4. Der Durchmesser halbiert den Kreis.
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Horen wir zum Vergleich, in welcher Form z. B. der erste und dritte Satz bei
Proklos formuliert sind:

,Heil dem alten Thales, dem Entdecker vieler anderer und besonders dieses
Theorems! Denn man sagt, er habe als erster erkannt und ausgesprochen, daf3
in jedem gleichschenkeligen Dreieck die Basiswinkel gleich sind, habe aber in
altertiimlicher Weise fiir ,,gleich“ die Bezeichnung ,,éihnlich“ gebraucht [Proklos
1945, 341-42]«

und

»,Eudemos aber fiihrt in seiner ,,Geschichte der Geometrie“ diesen Lehrsatz
auf Thales zuriick. Denn bei der Art und Weise, auf die er die Entfernung der
Schiffe auf hoher See bestimmt haben soll, erklart Eudemos die Heranziehung
desselben als unerléflich [Proklos 1945, 409].“

Man bemerkt sofort, dafl hier meistens von elementaren Symmetriebeziehun-
gen die Rede ist. Dafl Thales diese als erster ,,gefunden“ oder ausgesprochen
haben soll, kann hochstens bedeuten, er sei der erste Grieche gewesen, der
diese Aussagen explizit formulierte. Man hat auch daran gedacht, es kénne ge-
meint sein, er habe erste Begriindungen fiir ihre Richtigkeit vorgebracht, also
Beweisiiberlegungen fiir diese Sitze angestellt. Auf wie unsicheren Fiiflen alle
solche Vermutungen stehen, zeigt das zweite der beiden Proklos-Zitate. Darin
wird Thales die Kenntnis eines Verfahrens zur Bestimmung der Entfernung
von Schiffen auf hoher See zugeschrieben (vgl. Aufgabe 2.1.1). Dies muf} einen
geometrischen Hintergrund gehabt haben, woraus Eudemos folgerte, der drit-
te Satz sei auf Thales zuriickzufiihren. Doch das Verfahren kénnte dieser aus
Agypten mitgebracht haben.

Dazu kommen zwei weitere, miteinander zusammenhéngende Sétze, wovon der
zweite heute vor allem mit dem Namen des Thales in Verbindung gebracht
wird:

5. Die Diagonalen eines Rechtecks sind gleich und halbieren einander.

6. Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein rechter.

Der letztgenannte Satz, als Satz des Thales bekannt, ist durch die Geschichts-
schreiberin Pamphile (1. Jh. n. Chr.) iiberliefert, wie Diogenes Laertius (3. Jh.)
berichtet. Zum Dank fiir diese grundlegende Einsicht soll Thales den Gottern
einen Ochsen geopfert haben!

Wie wir schon aus den Abschnitten iiber die vorgriechische Mathematik wis-
sen, gehéren zu den &ltesten Elementen der Geometrie (neben dem Punkt) die
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gerade Linie und der Kreis. Dazu kommt der bei Thales erstmals auftreten-
de Begriff des Winkels, entstehend durch den Schnitt zweier Geraden. Sehr
frith mufl man auch erkannt haben, dal unter allen Winkeln der rechte Winkel
(R = 90°) eine besondere Stellung einnimmt. Er erscheint immer dann, wenn
sich zwei Geraden symmetrisch schneiden. Die zugehorige Konstruktion steht
in EUKLIDs Elementen I, 9-11. Im Prinzip erhélt man sie fast spielerisch, wenn
man von einer gegebenen Strecke ausgeht und mit dem Zirkel bei gleicher Off-
nung von deren Endpunkten aus zwei Kreise zicht (die Verbindungslinie der
beiden Kreisschnittpunkte steht ,aus Symmetriegriinden®“ senkrecht auf der
Ausgangsstrecke):

Abb. 2.1.2 Konstruktion eines rechten Winkels

Jetzt folgt leicht die Konstruktion eines Rechtecks mit vier rechten Winkeln
und die Einsicht, dafl jeweils gegeniiberliegende Seiten gleich lang sein miissen.
Zeichnet man noch die beiden Diagonalen ein, so sind auch diese gleich lang
und halbieren sich gegenseitig. Also wird ein um ihren Schnittpunkt durch
eine Ecke des Rechtecks gezogener Kreis auch durch die drei anderen Ecken

gehen:

Abb. 2.1.3 Rechteck mit Umkreis

An dieser Figur lassen sich fast alle mit dem Namen von THALES in Verbin-
dung gebrachten Aussagen demonstrieren.
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Die Gleichheit der Scheitelwinkel gemifl Aussage 2 wire auf die Gleichheit der
zugehorigen Kreisbogen zuriickgefiihrt, die ihrerseits durch die Gleichheit ge-
geniiberliegender Seiten des Rechtecks bedingt ist und die Gleichheit der Dia-
gonalen (Satz 5) nach sich zieht. Satz 1 iiber die Basiswinkel im gleichschenk-
ligen Dreieck wire wieder als Folge der Symmetrie am Rechteck ablesbar;
Aussage 3 ebenso (zumindest fiir die beiden Spezialfiille des gleichschenkligen
und des rechtwinkligen Dreiecks). Aussage 6 wiirde dadurch untermauert, dafl
in beiden durch eine Diagonale getrennten Halbkreisen die gleiche Figur liegt,
némlich je eine Hilfte des Rechtecks, wobei ja die Konstruktion mit einem
beliebigen Rechteck begonnen wurde und die Sachlage fiir alle Rechtecke die
gleiche ist.

Wir lesen dann auch unmittelbar an der Figur den Satz ab: ,Die Winkelsum-
me im Dreieck ist zwei Rechte® (zunéchst fiir das rechtwinklige Dreieck, dann
aber auch fiir beliebige Dreiecke, indem wir noch eine Hohe einzeichnen). In der
antiken Tradition wird diese Konsequenz jedoch nicht THALES zugesprochen,
sondern ,,den Alten“, d.h. vermutlich erst der auf ihn folgenden Generation.
Auch sei der Satz getrennt fiir das gleichseitige und das gleichschenklige Drei-
eck bewiesen worden. Fiir das letztere konnte wieder die Rechteckfigur im
Kreis als Beweisgrundlage gedient haben. Fiir das gleichseitige Dreieck ldge es
nahe, an das dem Kreis einbeschriebene Sechseck zu denken, das man als eine
der geometrischen Urfiguren anzusehen hat:

Abb. 2.1.4 Das dem Kreis einbeschriebene regelméflige Sechseck

Hier ist jeder Zentriwinkel gleich 60° oder gleich einem Sechstel von vier Rech-
ten, und da er jeweils einer Dreiecksseite der Linge r (r = Radius) gegeniiber-
liegt, betragen auch die beiden anderen Winkel je 60°, also 3-60° = 180° = 2 R.
Auch in diesem Fall bildet also die Basis des logischen Schlusses wieder ei-
ne Symmetriebeziehung: da die drei Seiten gleich lang sind, gibt es keinen
Grund fiir die drei Winkel, nicht ebenfalls gleich grof zu sein. — Solche einfa-
chen Symmetriebeziehungen stehen zweifellos am Anfang jeder geometrischen
Theorie.
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Schliefllich wird in antiken Quellen von Thales noch berichtet, er habe die
Hohe grofler Gebdude mit Hilfe ihres Schattens bestimmt. Dazu habe er die
Tageszeit abgewartet, in der sein eigener Schatten ebenso lang wie er selbst
gewesen sei. Das impliziert, dal er mit Ahnlichkeitsbetrachtungen umzugehen
wuflte (s. Aufgabe 2.1.2).

2.1.3 Pythagoras und die Pythagoreer

Leider gibt es iiber die frithe Entwicklung der Mathematik bei den Griechen
auch fiir die Folgezeit keine sicheren Mitteilungen, sieht man davon ab, da8 in
der Chronologie auf Thales Pythagoras von Samos folgt (vgl. Bd. 1, Abschnitt
4.3). Sein grofies Wissen soll sich Pythagoras auf weiten Reisen erworben ha-
ben, wobei vermutet wird, seine mathematischen Kenntnisse wiirden vorwie-
gend aus babylonischen Quellen stammen. Er wanderte bald nach der Mitte
des 6. Jhs. nach Kroton in Unteritalien aus, wo er eine religits-philosophische
Lebensgemeinschaft griindete und schon frith zu einer mythischen Figur wur-
de. Was in der Geometrie von Pythagoras selbst (er starb um 500 v. Chr.),
was von seinen Anhingern stammt, 148t sich heute nicht mehr mit Gewif3-
heit entscheiden. Schon Aristoteles nannte sie ,,die Pythagoreer®; diese Schule
erlosch im Laufe des 4. Jhs. (Sie darf nicht verwechselt werden mit den sog.
Neupythagoreern, die ab 100 n. Chr. an die alten Lehren ankniipften — zu ih-
nen zihlen u. a. die Mathematiker Porphyrios und Iamblichos.) In dem schon
erwihnten, leider nur indirekt iiberlieferten historischen Bericht des Eudemos
steht, Pythagoras habe das Wissen um die Geometrie zu einer , Freien Lehre*
umgebildet. Das soll wohl heiflen, zu einer um ihrer selbst willen betriebenen
Wissenschaft — im Gegensatz zum Handeln nach vorgegebenen Regeln aus
praktischen Lebenserfordernissen oder sakralen Zwecken heraus. Somit stehen
wir hier am Beginn der Entwicklung der reinen Mathematik.

Im Kern der religits-philosophischen Lehre des Pythagoras stand die Zahl.
Ausgehend von der Einheit (monas) und den natiirlichen Zahlen 2, 3, 4, ...,
entwickelten die Pythagoreer die ersten Grundlagen der Zahlentheorie ebenso
wie eine auf einfachen Zahlverhéltnissen basierende Musiktheorie.

Bei der Beschiftigung mit mathematischen Fragen kam es zu der umstiirzen-
den Erkenntnis der Existenz irrationaler Verhiltnisse. Das verursachte nach
Ansicht vieler Forscher die erste Grundlagenkrise der Mathematik. Die tragi-
sche Entdeckung soll um 450 v. Chr. Hippasos von Metapont gemacht haben;
der Legende zufolge wurde er fiir den Verrat dieses Geheimnisses aus dem
pythagoreischen Bund ausgestoflen und kam im Meer um.
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Ein moglicher Ausloser konnte das Studium des Verhéltnisses von Seite s und
Diagonale d eines Quadrates gewesen sein: der pythagoreische Lehrsatz ergibt
ja sofort d? = 2-s2, woraus sich unter Verwendung der Eigenschaften , gerade
und ,,ungerade“ der natiirlichen Zahlen rasch ein Widerspruch zur Annahme,
dieses Verhiltnis lasse sich in ganzen Zahlen ausdriicken, herleiten lafit. (In
den Handschriften der ,,Elemente* Euklids findet sich dieser Beweis am Ende
des X. Buches; Aristoteles bezog sich in seinen Schriften wiederholt auf diesen
Widerspruchsbeweis.)

Auch rein geometrisch kann dieser Widerspruch aufgewiesen werden. Das ist
nicht nur beim Quadrat als der einfachsten Figur mdoglich; es kommt fiir den
ersten Nachweis der Existenz nichtrationaler Verhéltnisse vor allem auch das
reguliire Fiinfeck in Frage. Denn das regelmiflige Pentagramm (der fiinfzackige
Stern) war das Ordenszeichen der Pythagoreer. Man erhélt es, indem man im
Fiinfeck die fiinf Diagonalen einzeichnet (Abb. 2.1.5). Wie beim Quadrat 148t
sich die Lénge einer Diagonalen nicht rational zur Lénge der Seite des Fiinfecks
in Beziehung setzen. Denn in beiden Fillen fithrt das aus dem Mefivorgang
abgeleitete Verfahren der Wechselwegnahme (s. u.) zu einem nicht-endenden
Prozef}, also zu der aufregenden Entdeckung der Existenz irrationaler Verhalt-
nisse. Da man annehmen darf, daf§ die Pythagoreer die Eigenschaften ihres
Bundessymbols intensiv untersuchten, ist die Vermutung nicht ganz abwegig,
ihr Glaube, alles lasse sich in ganzen Zahlen ausdriicken, sei zuerst beim Stu-
dium des Pentagramms bzw. des Pentagons (Fiinfecks) erschiittert worden.

Das Verfahren der Wechselwegnahme (das arithmetisch dem euklidischen Al-
gorithmus entspricht) ist eine Weiterentwicklung des normalen Meflvorganges:
man nimmt die kiirzere der beiden Strecken so oft wie moglich von der langeren
weg. Geht das ohne Rest auf, hat man ein ganzzahliges Verhiltnis (ein Viel-
faches). Bleibt ein Rest (der dann kleiner als die kiirzere Strecke sein muf),
nimmt man diesen Rest so oft wie moglich von der kiirzeren weg. Geht das,
ohne daf} ein weiterer Rest iibrigbleibt, dann ist dieser Rest ein gemeinsames
Ma§ fiir beide Strecken, so dafi sie in rationalem Verhéltnis zueinander stehen.
Andernfalls wird das Verfahren (falls notwendig, mehrfach) mit dem neu ent-
standenen (kleineren) Rest wiederholt. Bleibt irgendwann kein Rest zuriick,
ist der vorhergehende ein gemeinsames Maf fiir alle in dieser Prozedur erzeug-
ten Strecken, also auch fiir die beiden Ausgangsstrecken. Diese heiflen daher
kommensurabel: sie sind mit einem gemeinsamen Maf} exakt mefibar, d.h., sie
stehen in rationalem Verhéltnis zueinander. Bricht die Wechselwegnahme aber
nicht ab, sind die Ausgangsstrecken inkommensurabel zueinander; sie besitzen
kein rationales Verhéltnis.
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Abb. 2.1.5 Das dem Kreis einbeschriebene regelmiiflige Fiinfeck

Am regelméfigen Fiinfeck kénnte Hippasos die Irrationalitdt von Diagonale
und Seite wie folgt nachgewiesen haben (die Bezeichnungen beziehen sich auf
Abb. 2.1.5). Die fiinf Diagonalen (der Lénge dy) des Ausgangsfiinfecks sind je-
weils parallel zu einer Seite (sg) und bilden im Inneren ein neues regelméBiges
Fiinfeck, dessen Diagonalen (der Léinge dy) ebenfalls die gleichen fiinf Richtun-
gen einnehmen. Folglich sind CDED’ und AC'A'D’ zwei (verschieden grofie)
Rauten mit je vier gleichen Seiten. Daher hat der gréfiere Abschnitt einer Dia-
gonalen, z.B. ED’, die Linge einer Seite so des Ausgangsfiinfecks, wiihrend
der kleinere Abschnitt lingengleich mit einer Diagonalen d; des inneren Fiinf-
ecks ist. Da auflerdem das Mittelstiick von dj identisch ist mit der Seite s1 des
inneren Fiinfecks, verlduft die Wechselwegnahme wie folgt:

do — 50 =dy < sg, so—dy=s1<di,

di —s1=dy < s1, 51 —dy=353 <da,
dy — 59 = d3 < 52,

Sie bricht also nicht ab und liefert demzufolge kein gemeinsames Maf fiir Seite
und Diagonale (s. Aufgabe 2.1.3).

Da alle wesentlichen Entdeckungen und Theorien der Pythagoreer auf dem
Gebiet der Geometrie in die Elemente Euklids eingegangen sind, woriiber in
Abschnitt 2.3 ausfiihrlich berichtet wird, wenden wir uns jetzt dem sog. ,,Gol-
denen Zeitalter” der griechischen Naturwissenschaft und Mathematik zu.
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2.2 Athenische Periode

Wie der Name sagt, lag das Zentrum der mathematischen Forschung in dieser
rund 150 Jahre andauernden Periode (ca. 450 bis ca. 300) in Athen. In der
Philosophenschule Platons (429-348), der Akademie, wurde das Idealbild der
Mathematik als einer rein deduktiv herleitbaren Wissenschaft ausgebildet, das
die Entwicklung dieser Wissenschaft bis heute so aulerordentlich stark pragte.
Fiir Platon nahm die Mathematik eine Zwischenstellung zwischen dem Reich
der reinen Ideen und der Welt der sinnlich erfahrbaren Dinge ein. Im Umkreis
der Akademie entstanden viele der Theorien, die uns durch die Elemente des
Euklid in systematisierter Form {iberliefert wurden — frei von jedem Anwen-
dungsbezug.

2.2.1 FEudoxos

Genialster Mathematiker unter Platons Zeitgenossen ist Eudoxos von Knidos
(4087 — 3557). Er entwickelte seine Theorie des Irrationalen aus dem Bestreben
heraus, den Verhiltnisbegriff auch auf irrationale Verhiltnisse auszudehnen.
Seine zweite grofartige Leistung war die Entwicklung der Exhaustionsmetho-
de (Euklid, Elemente XII), der Basis fiir die Inhaltsbestimmung gekriimmter
Flichen und Volumina, die ein Jh. spéter von Archimedes so meisterhaft an-
gewandt wurde.

Die Grundannahme der Pythagoreer, alle Zahlen seien aus einer Einheit zu-
sammengesetzt, die Einheit selbst aber sei unteilbar, hatte ihnen den Aufbau
einer elementaren Proportionenlehre erméglicht. Das Verhiltnis von zwei ge-
gebenen Zahlen a,b war demnach ein rationales, wenn ein gemeinsames Maf}
k existiert, von dem beide ein ganzzahliges Vielfaches sind: a = n -k, b =
m - k; n,m € N. Ergibt sich, daf} in entsprechender Weise fiir ein Zahlenpaar
c,dgilt:c=n-k', d=m-K,soist a: b= c:d. In diesem Fall ist ma = nb und
mec = nd. Ist aber fiir irgend zwei ganze Zahlen m’,n’ m’a < n’b, dann ist auch
m’c < n/d, und entsprechend fiir die Relation >. Dies wird in den ,, Elementen*
Euklids in Definition 20 des 7. Buches folgendermaflen formuliert:

Zahlen stehen in Proportion, wenn die erste von der zweiten
Gleichvielfaches oder derselbe Teil oder dieselbe Menge von Teilen
ist wie die dritte von der vierten.

Im Gegensatz zu den aus Einheiten gebildeten (natiirlichen) Zahlen sind Strek-
ken unendlich oft teilbar; daher kann nicht unbedingt ein gemeinsames Maf}
vorausgesetzt werden, so daf} diese elementare Proportionenlehre versagt. Eu-
doxos loste dieses Dilemma durch die Konstruktion einer sowohl auf rationale
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wie irrationale Groflen anwendbaren Proportionenlehre. Die eben skizzierten
Uberlegungen mogen ihm dabei den Weg gewiesen haben. Denn er machte die-
se Relationen zur Grundlage der Definition von Verhéltnisgleichheit von zwei
Paaren von Groflen auch in jenen Féllen, in denen nicht gesichert ist, ob ein
rationales Verhéltnis vorliegt. Das ist am Beginn des 5. Buches der ,,Elemente*
Euklids als Definition 5 und 6 in folgenden Worten zum Ausdruck gebracht:

Man sagt, dal Groflen in demselben Verhiltnis stehen, die
erste zur zweiten wie die dritte zur vierten, wenn bei beliebiger
Vervielfaltigung die Gleichvielfachen der ersten und dritten den
Gleichvielfachen der zweiten und vierten gegeniiber, paarweise ent-
sprechend genommen, entweder zugleich grofier oder zugleich gleich
oder zugleich kleiner sind;

Und die dasselbe Verhéltnis habenden Gréflen sollen in Propor-
tion stehend heiflen.

Auf diese Weise befreite Eudoxos die Geometrie von den pythagoreischen Fes-
seln, der Beschriankung auf rationale Groflen. Im 5. Buch der ,,Elemente* wird
dann die so begriindete Verhéltnislehre systematisch aufgebaut.

Vielleicht ist dem Leser aufgefallen, daf§ die simplere Definition (fiir Propor-
tionen, die aus natiirlichen Zahlen gebildet sind) im 7. Buch, die wesentlich
raffiniertere Definition aber schon im 5. Buch der ,,Elemente“ gebracht wird.
Dies ist eines der Beispiele, das dem Historiker die Vorgehensweise FEuklids
offenbart: er vereinigte Vorlagen unterschiedlicher Art in seinem Werk und
benutzte offenbar im 7. Buch eine éltere Definition, die durch die im 5. Buch
vorgestellte, auf Eudoxos zuriickgehende Definition eigentlich schon iiberholt
war. Eine andere, sich in solchen Fillen anbietende Erkldrung liegt in der An-
nahme, im langen ProzeB der Uberlieferung seien Teile durcheinander geraten.
Solche Fragen stellen sich nicht nur bei Euklid: die iiberlieferten Texte sind
Abschriften von Abschriften oder von Bearbeitungen oder von Ubersetzungen
bzw. von allem zusammen, nie die eigenhéndigen Niederschriften der Verfasser
selbst. Nur durch sorgfiltiges Vergleichen und kritisches Abwégen der Heraus-
geber, die die jeweils aktuellen Forschungsergebnisse beriicksichtigen miissen,
entstehen jene Textausgaben, die dann allzu leicht als ‘definitive Ausgaben’
angesehen werden.

Neben Eudoxos ist vor allem der ebenfalls hoch begabte Theaitetos (4157
— 3697) zu erwihnen, dem Platon einen eigenen Dialog widmete. Zu seinen
Schopfungen gehort eine systematische Konstruktion der quadratischen Irra-
tionalitéiten (Elemente X) und, darauf gestiitzt, der Existenzbeweis der fiinf
regelméfigen (oder platonischen) Korper (Elemente XIII, wo auch nachgewie-
sen wird, dafl es nicht mehr als fiinf dieser Koérper geben kann).
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Auch Aristoteles (384-322) wies der Mathematik eine zentrale Rolle unter den
Wissenschaften zu, wenngleich sich seine Auffassung vom Wesen der Mathe-
matik sehr von der platonischen unterschied. Denn er vertrat die Ansicht,
die mathematischen Objekte seien durch Abstraktion aus der Anschauung ge-
wonnen. Vor allem interessierte ihn das Mathematische in Verbindung mit der
Ausarbeitung seiner Syllogistik. In seine ,,Physik“ nahm er Untersuchungen
auf iiber das Unendliche (das nach ihm nur potentiell, aber nicht aktuell exi-
stieren kann) und das Kontinuum (wie Raum und Zeit), das seiner Ansicht
nach nicht aus Punkten zusammengesetzt sein kann.

Zeitlich endet die Athenische Periode etwa mit dem groflen mathematischen
Systematiker Euklid, wenngleich dessen Wirkstéitte das Museion in Alexan-
dria war. Seine Bedeutung fiir die Geometrie rechtfertigt, ihm einen eigenen
Abschnitt (2.3) zuzuweisen.

Da Euklid in seinen Elementen jedoch nur mit Zirkel und Lineal ausfithrbare
Konstruktionen behandelt, muf3 hier noch auf die Entdeckung der Kegelschnit-
te und die Entwicklung ihrer Theorie eingegangen werden. Heute, wo man
Kurven in der Regel durch ihre (algebraischen oder transzendenten) Gleichun-
gen beschreibt (wie es Descartes im 17. Jh. lehrte; vgl. Kap. 6), wiirde man
den Kreis unter die Kegelschnitte einordnen. Fiir die Griechen waren dagegen
bei der ersten Systematisierung der Geometrie die Konstruktionsmittel aus-
schlaggebend — daher bestimmen die mit Lineal und Zirkel konstruierbaren
Figuren den Bereich der (Elementar-)geometrie bis auf den heutigen Tag.

2.2.2 Die sogenannten Klassischen Probleme der Mathematik

Naturgeméafl mufiten die griechischen Mathematiker gelegentlich auf Proble-
me stoflen, die sich einer exakten Losung mittels dieser beiden (theoretisch
gedachten) Instrumente trotz allen Bemiihens entzogen. Drei davon haben in
der Geschichte der Geometrie eine besondere Bedeutung erlangt; sie werden
oft unter dem Namen der ,,drei klassischen Probleme der Geometrie“ zusam-
mengefat. Es sind das delische Problem oder die Wiirfelverdoppelung, die
Winkeldreiteilung und die Kreisquadratur. Da jedoch die Entscheidung {iber
die wahre ,Natur“ dieser Probleme (sie konnte erst im 19. Jh. gefillt werden)
mit algebraischen Hilfsmitteln erzielt wurde, ist es heute iiblich, alle drei in
der Algebra zu behandeln. Das Resultat der Untersuchung wird den Lesern
bekannt sein: Wiirfelverdoppelung und Winkeldreiteilung fithren auf kubische
Gleichungen, das Problem der Kreisquadratur dagegen ist transzendent, kann
also durch keine algebraische Gleichung (noch so hohen Grades) erfafit werden.
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Aus heutiger Sicht betrachtet, bedeutet das, dafl die Griechen zur Loésung
dieser Aufgaben entweder weitere Kurven (iiber Gerade und Kreis hinaus)
einfithren muBiten (teilweise durch den Entwurf komplizierterer Zeicheninstru-
mente bestimmt), oder das Lineal in einer in der Geometrie sonst nicht er-
laubten Weise einzusetzen sich gendtigt sahen. Einen Uberblick iiber ihre
vielfaltigen Anstrengungen bietet die folgende Tabelle. Einige Beispiele fiir
die verschiedenen Mdoglichkeiten seien hier vorgestellt — teilweise im Vorgriff
auf die zeitlich spiteren Abschnitte, um den Zusammenhang zu wahren. Eine
eingehende Darstellung findet man z.B. in [Heath 1921, Bd. 1, Kap. VII].
Die Wiirfelverdoppelung

Das Problem der Wiirfelverdoppelung hat einen legendéren, in voneinander
abweichenden Versionen iiberlieferten Ursprung. Laut Theon von Smyrna for-
derte der Gott durch einen Orakelspruch von den von der Pest geplagten
Deliern, sie sollten einen Altar von der doppelten Grofle des bestehenden er-
richten (vgl. hierzu auch Abschnitt 3.3.1). Das habe die Architekten in grofie
Verlegenheit versetzt, da sie nicht wufiten, wie man einen Korper verdoppele.
Nach anderer Uberlieferung versuchte man der Aufforderung, das wiirfelformi-
ge Grabmal des Glaukos zu verdoppeln, dadurch zu folgen, dal man die Lénge
der Seiten verdoppelte, dabei den Irrtum bemerkte und nach der richtigen
Losung zu forschen begann (vgl. die Wiedergabe der Texte in [Waerden 1956,
262-266]). Rein geometrisch betrachtet, ergibt sich die Fragestellung leicht als
Verallgemeinerung des Problems der Quadratverdoppelung (vgl. hierzu auch
Abschnitt 3.3.1); algebraisch betrachtet, ist es die Ausdehnung des Quadrat-
wurzelziehens auf das Kubikwurzelziehen, womit sich schon die Babylonier
beschéftigt hatten.

In Griechenland fiithrte um die Mitte des 5. Jhs. vor Chr. Hippokrates von
Chios das Problem auf die Bestimmung zweier mittlerer Proportionalen x,y
zwischen der Wiirfelseite a und ihrem Doppelten zuriick:

a:rx=x:y=y:2a. (2.2.1)

Diese Bildung zweier geometrischer Mittel x, y zwischen zwei gegebenen Grofien
(hier: a,2a) entspricht einer reinen kubischen Gleichung, wie man sich leicht
iiberlegt. Es war diese Fassung der Problemstellung, von der praktisch alle
spéteren Versuche einer Losung ihren Ausgang nahmen.

Die fiir die Wiirfelverdoppelung von Hippokrates gefundene Beziehung (2.2.1)
inspirierte um 350 v. Chr. den Eudoxos-Schiiler Menaichmos dazu, diese bei-
den Proportionalen mit Hilfe einer Parabel und einer gleichseitigen Hyperbel
zu bestimmen und auf diese Weise das delische Problem konstruktiv zu 16sen
(s. Aufgabe 2.2.1).
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Nicht gesichert ist, ob Menaichmos Parabel und Hyperbel bereits als Schnitte
eines senkrechten Kreiskegels erkannt hat oder ob er lediglich (modern formu-
liert) untersuchte, wie aus der Funktionsbeziehung y? = 2ax die Verwandlung
aller Rechtecke, deren eine Seite die Lange 2a hat, in flichengleiche Quadrate
der Seitenlinge y folgt, bzw. aus ry = 2a? die Umwandlung eines Rechtecks
2a - a in alle moglichen anderen, die flichengleich dazu sind. Dazu konnte er
sich des von Euklid im 2. Buch der Elemente beschriebenen Verfahrens der
Fléchenanlegung bedienen.

Der Zusammenhang dieser Kurven mit dem Kreiskegel war jedenfalls (um
330) Aristaios bekannt. Er erzeugte die Hyperbel (genau gesagt: einen Ast
derselben), die Parabel und auch die Ellipse als Schnitte senkrecht zu einer
Erzeugenden des stumpfen, des rechten bzw. des spitzen (senkrechten) Kreis-
kegels. Er behandelte diese Kurven in einer (verlorenen) Abhandlung iiber
solche ,koérperliche® Orter — so genannt, weil sie vom Korper des Kegels
abgeleitet wurden. Alle iibrigen Kurven héherer Ordnung (einschliellich der
transzendenten) wurden als ,lineare Orter“ bezeichnet (nicht zu verwechseln
mit dem heute {iblichen Begriff ,linear®).

Auch eine von Euklid verfafite Abhandlung iiber Kegelschnitte ist nicht {iber-
liefert. Der Grund fiir den Verlust diirfte bei beiden Werken der gleiche sein:
sie wurden iibertroffen durch die in acht Biicher gegliederte Kegelschnittleh-
re des Apollonios von Perga. Dieser gehort allerdings, ebenso wie der ihn an
Bedeutung noch iiberragende Archimedes, schon der alexandrinischen Epoche
an.

Ein anderes, auf der Bestimmung zweier mittlerer Proportionalen aufbauen-
des Losungsverfahren ist die Kissoide des Diokles, etwa um 180 v. Chr. ge-
funden, wovon Proklos in seinem mehr als 500 Jahre spéter verfafiten Euklid-
Kommentar berichtet. In einen Kreis seien der senkrechte Durchmesser AB
und der waagrechte Durchmesser C'D eingezeichnet. Auf den Bogen BD baw.
BC seien die Punkte E bzw. F markiert, wobei die Bégen BE und BF gleich
lang seien. Es seien EG und F'H senkrecht auf DC' gezeichnet. Die Verbin-
dungsgerade EC' schneide F'H in P, einem Punkt der Kissoide. Die weiteren
Punkte erhiilt man, indem man die Lage von E und F variiert (Abb. 2.2.1).
Es gilt nun nachzuweisen, daf§ der Punkt P auf der so konstruierten Kissoide
mit den Strecken F'H und HC zwei mittlere Proportionalen zwischen DH und
HP liefert, daf} also gilt:

DH:HF = HF : HC = HC : HP. (2.2.2)
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Abb. 2.2.1 Die Kissoide des Diokles

Das lafit sich leicht zeigen, wenn man die Gleichheit der beiden Dreiecke
ADHF und ACGE beriicksichtigt sowie die Tatsache, dal HF das geo-
metrische Mittel aus DH und HC ist (Hohensatz im rechtwinkligen Drei-
eck ADCF). Fiihrt man mit den Achsen OC,OB und dem Ursprung O ein
Koordinatensystem ein und setzt OH = z, HP = y und den Kreisradius
OB = OC = OD = r, so erhélt man die cartesische Gleichung der Kissoide
als

T—IS
Y’ = (Hx) : (2.2.3)

Sie hat eine Spitze bei C' und die Kreistangente in D ist zugleich Asymptote.

Setzt man die Kissoide als gegeben voraus und will die beiden mittleren Pro-
portionalen zu zwei gegebenen Strecken a, b finden, dann wihle man den Punkt
K auf OB so, dal DO : OK = a : b. (Beachte, daf} an dieser Stelle nur das
Verhaltnis der beiden gegebenen Strecken eingeht, da der Radius r des der Kis-
soide zugrundeliegenden Kreises vorgegeben war!) Dann verbinde man DK
und verldngere bis zum Schnittpunkt ¢ mit der Kissoide. Durch @ zeichne
man die Ordinate LM senkrecht zu DC'. Dann sind LM und MC die beiden
mittleren Proportionalen zu DO und OK:

DM : LM =LM : MC =MC: MQ.

Ferner gilt
DM : M@ =DO:0K =a:b.
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Will man die zu den beiden gegebenen Strecken a,b gehérenden mittleren
Proportionalen bekommen, hat man demnach noch eine &hnliche Vergrofle-
rung (bzw. Verkleinerung) der Strecken DM, LM, MC und M@ im Mafistab
DM : a vorzunehmen.

Die Winkeldreiteilung

Das klassische Problem der Teilung eines beliebigen Winkels in drei gleiche
Teile hat viele griechische Mathematiker beschéftigt. Da sie das Problem mit
Zirkel und Lineal allein nicht zu losen vermochten, ersannen sie raffinierte
Methoden mit anderen Hilfsmitteln.

Daf} die Drittelung eines beliebigen Winkels mit Zirkel und Lineal allein nicht
zu losen ist, wurde erst mit den Methoden der modernen Algebra bewiesen.
Das Problem fiihrt auf die gemischte kubische Gleichung;:

23— 3r’z —r?a=0 (2.2.4)
(oder eine dazu dquivalente Form). Trigonometrisch gedeutet lautet sie
4 cos® o — 3cos o — cos(3a) = 0. (2.2.5)

Das ist die aus der Trigonometrie bekannte Formel zur Berechnung des cos o,
wenn cos(3«a) bekannt ist (vgl. dazu Aufgabe 2.2.5).

Vermutlich trat dieses Problem in den Gesichtskreis der Mathematiker, als sie
versuchten, fiir astronomische Zwecke eine Sehnentafel aufzustellen. Wie un-
ten im Abschnitt 2.5.5 iiber die Sehnentafel des Ptolemaios genauer erldutert
wird, st6f8t man dabei auf die elementargeometrisch nicht mehr zu bewélti-
gende Aufgabe, aus der Sehne fiir 3° die Sehne fiir 1° zu gewinnen. Auch
die systematische Konstruktion regelméfliger Vielecke iiber das Fiinfeck und
Sechseck hinaus verlangt die Vornahme von nichttrivialen Winkelteilungen:
360° : 7 beim Siebeneck, 120° : 3 bzw. 60° : 3 beim Neuneck.

Fiir die Teilung eines Winkels in n gleiche Teile erdachte sich Hippias von
Elis eine Kurve, die spéiter den Namen ‘Quadratrix’ erhielt, weil sie auch das
Problem der Kreisquadratur beantwortet. Damit ist schon angedeutet, dafl es
sich um eine transzendente Kurve handeln muf! Dennoch ist sie leicht be-
schreibbar, da sie durch zwei einfache Bewegungen erzeugt wird. Man denke
sich ein Quadrat, dessen obere Seite sich parallel zur Ausgangslage mit kon-
stanter Geschwindigkeit zur unteren hinbewegt. In der gleichen Zeit drehe
sich die linke Quadratseite um den unteren linken Eckpunkt mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit im Uhrzeigersinn derart, daf§ die beiden Bewegungen
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zugleich beginnen und zugleich enden. Das obere Ende der sich drehenden
Strecke beschreibt dann einen Viertelkreis innerhalb des Quadrates. In der
Endlage fallen demnach die beiden sich bewegenden Seiten mit der unteren
Quadratseite zusammen.

Es empfiehlt sich fiir uns, ein rechtwinkliges Koordinatensystem einzufiihren,
dessen z-Achse die untere Seite, dessen y-Achse die linke Seite des Quadrates
ist (die Seitenénge sei a). Der Schnittpunkt P(z,y) = P(p,¢) der beiden
bewegten Strecken beschreibt die Quadratrix (p = Abstand vom Ursprung,
¢ = Winkel zwischen z—Achse und rotierender Seite, abnehmend von /2 bis
0°). P wandert also von der oberen linken Ecke nach rechts und unten. Die
Bewegungsvorschrift hat zur Folge, dafl z.B. nach einem Drittel der Zeit die
von oben herabkommende Seite ein Drittel ihres Weges (parallel zu sich selbst)
zuriickgelegt hat, gleichzeitig auch die linke Seite eine Drehung um ein Drittel
von 90°; also um 30° vollzogen hat. Denkt man sich jetzt die Quadratrix
gegeben, teilt die linke Quadratseite in n gleiche Teile und zieht durch den
obersten Teilpunkt eine Parallele zur oberen Seite, so erhéilt man auf der Kurve
einen Schnittpunkt. Dessen Verbindung mit dem Ursprung liefert also einen
Strahl der Lange p, der vom Winkel 7/2 den Bruchteil }L abgeschnitten hat.
Aus der Proportionalitét der Bewegungen folgt die Gleichung

;T =p-sing: a. (2.2.6)
Die daraus unmittelbar abzuleitende Polargleichung ist transzendent — soweit
die Quellen verraten, ist diese élteste transzendente Kurve friither entdeckt wor-
den als die Kegelschnitte! Etwa zwei Generationen nach ihrem Erfinder Hippias
erkannte Deinostratos die Moglichkeit, die Quadratrix auch als Hilfsmittel bei
der Kreisquadratur einzusetzen (vgl. Aufgabe 2.2.2).

y:a=2¢:

Ein von den Griechen hédufiger verwendetes Verfahren sind sogenannte Ein-
schiebungskonstruktionen (griechisch ‘Neusis’-Konstruktionen). Das Grund-
prinzip dabei ist es, eine gegebene Strecke in bestimmter Weise zwischen ge-
gebene Kurven einzupassen. Dazu kann man die Endpunkte dieser Strecke
auf einem Lineal markieren und letzteres solange verschieben, bis die beiden
Punkte die gewiinschte Lage einnehmen. Da in der Elementargeometrie dieses
Markieren auf einem Lineal nicht erlaubt ist, spricht man auch oft von einer
‘Papierstreifenkonstruktion’.

Pappos beschrieb eine derartige Konstruktion aus klassischer Zeit fiir die Win-
keldreiteilung. Man bette den zu drittelnden Winkel o = JAOB < 7/2 so in
ein Rechteck ein, dafl der Scheitel O in der linken unteren Ecke zu liegen
kommt, der eine Schenkel mit der unteren Seite zusammenfllt und der ande-
re die Diagonale OB des Rechtecks bildet (solche Rechtecke lassen sich immer
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finden). Die Eckpunkte des gewiihlten seien, im Gegenuhrzeigersinn bezeich-
net, O, A, B,C.) Auf einem Papierstreifen markiere man die beiden Strecken
DF = FE = OB, plaziere E so auf der iiber B hinaus verldngerten Geraden
CB, dal D auf der Seite AB zu liegen kommt und zugleich der Papierstreifen
durch O geht. Wenn diese Position experimentell gefunden ist, teilt die neue
Hilfslinie ODF E den gegebenen Winkel im Verhéltnis 2 : 1, d.h. er wird durch
sie gedrittelt (vgl. Aufgabe 2.2.3).

Archimedes gab eine dhnliche ‘Neusis’ (Papierstreifenkonstruktion) zur Win-
keldreiteilung an — durch einen Vergleich der beiden tritt das Prinzip klar
hervor, das sich auf die Fiinftelung, Siebtelung, ...eines gegebenen Winkels
ausdehnen 148t. In einen Kreis mit Zentrum O und Radius r sei der zu dritteln-
de Winkel o mit Scheitel in O eingebettet — sagen wir so, dafl der zugehorige
Bogen AFE in die linke Hilfte zu liegen kommt und F sein unterer, A sein
oberer Endpunkt sei. Dann werde der Kreisdurchmesser FOD eingezeichnet
und nach rechts iiber D hinaus verldngert. Auf dem Papierstreifen wird die
Strecke BC' = r markiert und dann der Streifen so an die beschriebene Figur
angelegt, dafl C' auf dem verldngerten Durchmesser liegt, B auf dem Kreisum-
fang und die Verldangerung (nach links) durch A geht. Nachdem diese Position
des Streifens gefunden ist (was wiederum nur experimentell zu machen ist),
werden noch die beiden Radien OB und OA eingetragen. Ahnlich wie in der
von Pappos beschriebenen Konstruktion entsteht dadurch ein Streckenzug aus
drei gleichlangen Strecken (hier: CB = BO = OA = r; im vorhergehenden Fall
EF = FB = BO), der zwischen zwei Schenkeln eines Winkels hin- und her-
pendelt. Er bildet mit diesen zwei gleichschenklige Dreiecke, wobei nach dem
Satz vom Auflenwinkel eine Winkelverdoppelung auftritt (s. Aufgabe 2.2.4).

Der eben erwihnte Streckenzug bietet eine einfache (und verallgemeinerungs-
fihige) Moglichkeit, die Dreiteilungsgleichung (2.2.5) (bzw. die n—Teilungsglei-
chung) fiir einen gegebenen Winkel abzuleiten. Hinweise dazu werden in Auf-
gabe 2.2.5 gegeben.

In der Neusis-Konstruktion, die durch Pappos iiberliefert ist, ging es darum,
eine gegebene Strecke (oben als DE bezeichnet) an die Strecke AC seitlich so
anzusetzen, daf} ihre Verldngerung durch B ging (wodurch dann die Lage von C
bestimmt ist). Im 2. Jh. v. Chr. ersann Nikomedes ein Instrument, das diese
Forderung mechanisch zu erfiillen gestattet (vgl. [Scriba 1992]). Die damit
konstruierbaren Kurven erhielten wegen ihrer Gestalt den Namen Konchoide
oder Kochloide, auf deutsch ‘Muschelkurven’. Das Instrument besteht aus zwei
T—{6rmig fest miteinander verbundenen Linealen, auf denen sich ein drittes
in bestimmter Weise bewegen kann (Abb. 2.2.2).
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Abb. 2.2.2 Die Konchoide des Nikomedes
und das zu ihrer mechanischen Konstruktion dienende Instrument

Das erste Lineal AF B sei in Lingsrichtung mit einem Schlitz versehen. An
seiner Mitte F' sei senkrecht dazu das zweite Lineal F'E angebracht, in das in
der Entfernung b von F ein fester Stift C' eingesetzt sei. Das dritte Lineal ende
in einer Spitze P und trage im festen Abstand a von P einen Stift D (also
PD = a), der sich im Schlitz des ersten Lineals bewegen kann. Jenseits von D
beginnt auch auf diesem Lineal ein Schlitz in Langsrichtung, in den der Stift
C eingreift. Beim Verschieben dieses dritten Lineals beschreibt der Endpunkt
P die Muschellinie. Offensichtlich ist fiir sie der Querbalken des T-formigen
Gerétes (genauer: die durch A, F' und B laufende Gerade) eine Asymptote
(Abb. 2.2.2).

Zum Vergleich dieses Instruments des Nikomedes mit der von Pappos beschrie-
benen Einschiebung mufl man den Stift C' identifizieren mit der Ecke O und
den Schlitz AF' B des ersten Lineals mit der Rechteckseite BA, auf der die feste
Strecke a = DE beginnen soll. Zeichnet man jetzt mit diesem Gerét die Kon-
choide, so wird sie die verldngerte obere Rechteckseite C'B in dem gesuchten
Punkt schneiden und damit die Losung liefern (vgl. Aufgabe 2.2.6).

Die Kreisquadratur

Die Aufgabe, zu einem gegebenen Kreis ein exakt flichengleiches Quadrat zu
konstruieren, ist nach heutigem Versténdnis ein Integrationsproblem, sie wird
daher in der mathematischen Analysis behandelt. Die Griechen sahen es in
erster Linie als ein geometrisches Konstruktionsproblem. Dafiir seien einige
Beispiele angefiihrt.

Schon die noch ins 5. vorchr. Jh. fallenden Versuche des Hippokrates, Kreis-
monde zu quadrieren, sind vielleicht von der Aufgabe angeregt worden, die
Flidche eines Kreises in ein Quadrat zu verwandeln. Das gelang ihm in drei
Féllen, wovon der einfachste derjenige ist, bei der der Mond von einem Halb-
kreis und einem Viertelkreis begrenzt wird (siche Abb. 2.2.3).
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Abb. 2.2.3 Méndchenquadratur des Hippokrates

Zur Quadratur des Vollkreises trug dieses Ergebnis allerdings nichts bei. Die
dadurch indirekt aufgeworfene Frage, ob es iiber die von Hippokrates quadrier-
ten Kreismonde hinaus weitere gibt, die sich elementargeometrisch quadrieren
lassen, konnte erst 1947 (mit Methoden der Algebra) endgiiltig beantwortet
werden: es existieren genau fiinf solcher Kreismonde [Scriba 1988].

Um 430 v. Chr. versuchte Antiphon, die Kreisfliche durch einbeschriebene
regelmafBige 3 - 2""-Fcke oder 4 - 2"-Fcke auszuschopfen. Wenig spéter zog Bry-
son gleichzeitig ein- und umbeschriebene regelméflige Polygone heran, scheint
aber einen einfachen Zwischenwertsatz (Mittelbildung) verwendet zu haben,
um dessentwillen sein Verfahren kritisiert wurde. Um die Mitte des 4. Jhs.
erkannten die Briider Deinostratos und Menaichmos, wie sich die Kurve des
Hippias zur Kreisquadratur heranziehen 148t (vgl. Aufgabe 2.2.2). Den ent-
scheidenden Nachweis, daf§ die Kreiszahl 7 sowohl fiir das Verhéltnis des Um-
fangs zum Durchmesser wie fiir das Verhéltnis von Kreisfliche zum Quadrat
des Durchmessers bestimmend ist, lieferte Archimedes, dem wir auch die bei-
den oft als Ndherungswerte verwendeten Schranken

10

1
371<7r<37

verdanken.



2.3 Euklid 49

2.3 Euklid
2.3.1 Die Elemente

An der Grenze zwischen der athenischen und der hellenistischen Periode der
griechischen Mathematik steht — zeitlich wie inhaltlich — Euklid. Uber ihn
selbst ist fast nichts bekannt, aber sein Werk war so folgenreich fiir die gesamte
Mathematik und insbesondere fiir die Geometrie, daf§ der Name Euklid héufig
als Synonym fiir Mathematik bzw. fiir Geometrie benutzt wurde, und er ist
nach wie vor in solchen Zusammenhéngen wie euklidischer Raum, euklidische
Geometrie, euklidische Metrik, euklidischer Ring in sténdigem Gebrauch.
Euklids Hauptwerk, die , Elemente®, ist der &lteste groflere mathematische
Text, der aus der griechischen Antike iiberliefert wurde. Unser bescheidenes
Wissen iiber die den ,Elementen* vorangegangene Entwicklung beruht zum
Teil auf den fragmentarischen, unzuverldssigen und subjektiv gefarbten Be-
richten von Gelehrten der Spétantike und des islamischen Mittelalters, zum
Teil auf dem, was man mittels inhaltlicher und sprachkritischer Analysen aus
dem Text der ,,Elemente® iiber seine Vorgeschichte erschlieBen kann bzw. zu
konnen glaubt und nur zum geringsten Teil auf voreuklidischen Textfragmen-
ten. Wo wie im Fall der Friihgeschichte der abendlédndischen Mathematik ei-
ne diirftige Quellenlage mit einer gewissen weltanschaulich-philosophischen
Relevanz zusammentrifft, ist ein weites Feld von Spekulationen, Hypothesen
und Streitfragen zu erwarten. So ist die Sekundarliteratur iitber Euklid und
die ,,Elemente“ mittlerweile fast uniibersehbar und wichst noch stiandig. All
dies auch nur in Kiirze zu referieren, wiirde allein ein Buch fiillen. ([Schrei-
ber 1987], [Schonbeck 2003], siche auch den Euklid-Artikel in [WuBling/Arnold
1989].) Wir miissen uns in diesem Kapitel auf einen summarischen Uberblick
iiber den Inhalt und einen — freilich subjektiv ausgewéhlten — Aspekt sowie
einige Angaben zur Uberlieferungsgeschichte beschrinken. Weitere inhaltliche
und tradierungsgeschichtliche Ausfithrungen werden in den folgenden Kapiteln
zwangsldufig zur Sprache kommen (vgl. auch Bd.1, Abschnitt 4.5).

Die ,,Elemente“ sind in 13, iiblicherweise mit romischen Zahlen numerierte
,Biicher gegliedert, wobei ein ,,Buch“ einer Papyrusrolle, also einem Kapitel
eines modernen Buches entspricht. Die folgende Liste gibt einen ersten Uber-
blick {iber den Inhalt und seine vermutliche Herkunft:

I Anfang eines axiomatischen Aufbaus der ebenen Geometrie bis zur Satz-
gruppe des Pythagoras, weitgehend Wissen der ionischen Periode, ins-
besondere der Pythagoreer.

II Grundlagen des algebraischen Operierens mit geometrischen Groéfien
(Strecken, Flidchen, Volumina), ebenfalls pythagoreisches Gedanken-
gut, iiblicherweise als Reaktion auf die Entdeckung inkommensurabler
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Streckenpaare gedeutet. Die Konsequenz war die Hinwendung zu einem
geometrischen Groflenbegriff. Der am Ende des 19. Jhs. von dem déni-
schen Mathematikhistoriker H. G. Zeuthen hierfiir vorgeschlagene Ter-
minus ,,geometrische Algebra“ hat sich weitgehend durchgesetzt.

Kreislehre, vermutlich pythagoreisch.
Konstruktion ein- und umbeschriebener regelméfliger Vielecke.

Die Proportionentheorie des Eudoxos in ihrer allgemeinen, d.h. nicht auf
geometrische Groflen beschrankten Form.

Anwendung der Proportionentheorie auf ebene Geometrie.

— IX Sétze iiber natiirliche Zahlen, hier im folgenden nicht weiter beriick-
sichtigt.

Eine sehr anspruchsvolle algebraische Theorie der mit Zirkel und Li-
neal konstruierbaren Groflen, insbesondere Klassifikation nach der Zahl
der (modern formuliert) ineinandergeschachtelten Quadratwurzeln, die
zu ihrer Erzeugung notwendig sind. Vermutlich auf Theaitetos zuriick-
gehend.

Elementares zur rdumlichen Geometrie.
Sétze iiber Volumina, zum Teil von Eudoxos (vgl. Aufg. 2.3.1).

Konstruktion der fiinf regulidren Polyeder aus dem Radius der Umkugel
(nach Theaitetos), wobei die Ergebnisse von Buch X zur Charakteri-
sierung der jeweiligen Kantenldngen herangezogen werden. Buch XIIT
schlieft mit dem (relativ trivialen) Nachweis, daf es auer den behan-
delten fiinf keine weiteren reguléren Polyeder gibt (vgl. Aufg. 2.3.2).

Abgesehen von den Vorarbeiten der genannten Quellen (ionische Mathemati-
ker wie Thales, Oinopides, Hippokrates, Leon, Pythagoreer, Eudoxos, Theai-
tetos) wiren Euklids ,, Elemente“ in der vorliegenden Form kaum vorstellbar
ohne die Philosophie des Platon und ohne die Methodologie des Aristoteles.
Erstere zeigt sich in der Art der Darstellung, die weder auf die materielle

‘Welt

noch auf irgendwelche Anwendungen explizit Bezug nimmt, moglicher-

weise auch in der Beschrdnkung der benutzten Konstruktionsmittel auf Zirkel
und Lineal. (Von den Instrumenten selbst ist freilich nirgends die Rede, nur
von den mit ihnen erzeugbaren Objekten Strecke und Kreis.) Letztere betrifft
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sowohl den deduktiven Aufbau als Ganzes als auch die Teilung der Voraus-
setzungen in Axiome (das sind Grundsiitze allgemeiner Art, deren Wahrheit
unbestreitbar ist) und Postulate (das sind theoriespezifische Grundsitze, iiber
deren Zulassung man verschiedener Meinung sein kann. Bei Euklid betreffen
sie im wesentlichen die angenommene Ausfiihrbarkeit gewisser konstruktiver
Grundoperationen, aus denen alle Lésungen von Konstruktionsaufgaben kom-
biniert werden). Die meisten Biicher beginnen mit Definitionen, insbesondere
Buch I. Einige dieser Definitionen reduzieren abgeleitete Begriffe in solcher
Weise auf Grundbegriffe, wie es auch in der modernen Logik iiblich ist, z. B.
Def. I,17: Ein Durchmesser des Kreises ist jede durch den Mittelpunkt gezoge-
ne, auf beiden Seiten vom Kreisumfang begrenzte Strecke; Def. 1,23: Parallel
sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und dabei, wenn man sie
nach beiden Seiten ins unendliche verldngert, auf keiner [Seite] einander tref-
fen. Andere versuchen einen Grundbegriff zu beschreiben, z.B. Def. I,1: Ein
Punkt ist, was keine Teile hat. Def. 1,2: Eine Linie [ist eine] breitenlose Lénge.
Es ist klar, dal man mit ,Definitionen* dieser zweiten Art keinen mathema-
tischen Satz iiber die definierten Begriffe beweisen kann. Sie sind also vom
modernen Standpunkt unnétig und werden auch von Euklid selbst im weite-
ren nirgends benutzt. Diese Kritik setzt jedoch voraus, dal Euklid tatséchlich
so etwas wie einen formal-axiomatischen Aufbau der Geometrie (etwa im Sinne
von Hilberts berithmtem Buch ,,Grundlagen der Geometrie“ 1899) beabsichtig-
te, was keineswegs sicher ist. Andererseits haben Mathematiker, Philosophen
und Ubersetzer jahrhundertelang um diese Definitionen gestritten und sie zu
verbessern versucht, wobei der Unterschied zwischen Definitionen der Art 1,23
und solchen der Art I,1 meist unbeachtet blieb.

Angesichts so vieler Wurzeln und Quellen der ,,Elemente* ist Euklid vielfach ei-
gene wissenschaftliche Leistung abgesprochen, er als blofler, wenn auch sehr er-
folgreicher und geschickter , Lehrbuchschreiber” und ,,Didaktiker” dargestellt
worden. Beides muf} in Frage gestellt werden: Es gibt begriindete Zweifel, ob
Euklid den iiberlieferten Text selbst niedergeschrieben hat, ob sein Unter-
richt nicht, den Gebriuchen der Zeit entsprechend, ein miindlich-diskursiver
war und der Text sich aus den Aufzeichnungen seiner Schiiler entwickelt hat.
In diesem Fall konnte Euklid ein guter Didaktiker gewesen sein, von dessen
Uunterricht aber nur die sproden Fakten aufgeschrieben wurden (wie es Stu-
denten auch heute noch oft halten), und auch seine umstrittenen Definitionen
wéren eventuell nur die mifflungene stichpunktartige Niederschrift einer um-
fangreichen propéddeutischen Erlduterung. Hat er die ,,Elemente* jedoch selbst
geschrieben, so ist natiirlich die absolute Trockenheit des Stiles, die sture Auf-
einanderfolge von Definition, Satz und Beweis, das Fehlen von Motivationen



52 2 Geometrie in griechisch-hellenistischer Zeit und Spéatantike

und Beispielen zu beméngeln. Nicht wenige Didaktiker der Neuzeit, aber auch
Schriftsteller unterschiedlichster Epochen, sahen in der Herrschaft Euklids im
mathematischen Schulunterricht fritherer Zeiten den Hauptgrund fiir die per-
manente Unbeliebtheit des Faches Mathematik. (Siehe z.B. [Fladt 1927], Aus-
zug im Anhang, oder den polemischen Buchtitel ,Los von Euklid“ [Kusserow
1928]).

Was die eigene wissenschaftliche Leistung Euklids betrifft, so mufl man einer-
seits seine heute kaum noch bekannten sogenannten kleinen Schriften mit zu
Rate ziehen, andererseits zeigt sich, dafl der im folgenden néher erlduterte kon-
struktive Aspekt der ,,Elemente“ sich als roter Faden durch das sonst stofflich
so heterogene Werk zieht. Man kann diesen Aspekt schwerlich den so unter-
schiedlichen Quellen zuschreiben. Hier ist ein origineller wissenschaftlicher Stil
unverkennbar. Gerade aus der Sicht des ausgehenden 20. Jahrhunderts kann
man in Euklid einen hervorragenden Pionier einer algorithmischen Kultur in
der Mathematik sehen, die wihrend langer Perioden verschiittet war und da-
her auch in Euklids Werk nicht gesucht, folglich nicht gesehen wurde?.

Die Bausteine der Elemente, Propositionen genannt, gliedern sich in Lehrsétze
mit folgendem Beweis und Aufgaben mit anschliefender Losung. Eine Aufgabe
handelt stets von gegebenen Objekten (Punkte, Strecken, Kreise), iiber die
gewisse Voraussetzungen gemacht werden, und gesuchten Objekten, die in
bestimmten Beziehungen zu den gegebenen Objekten stehen sollen, z.B. Buch
I, Prop. 2 (Ubersetzung hier und im folgenden nach Thaer):

An einem gegebenen Punkte eine einer gegebenen Strecke glei-
che Strecke hinzulegen, d.h. zu gegebenen Punkten A, B,C (B un-
gleich C') einen Punkt D konstruieren, so da AD kongruent BC'

Die Losung einer solchen Aufgabe besteht immer aus der Beschreibung eines
Verfahrens (Algorithmus), dessen Eingabe die gegebenen Objekte und dessen

2Zum Beweis, daB diese Sicht auf Euklid heute von namhaften Mathematikern geteilt
wird, zitieren wir aus dem Vorwort des Buches [Shamos/Preparata 1985] (deutsche Uberset-
zung PS): , Die iibliche Meinung ist, daf§ Euklids Hauptbeitrag zur Geometrie die Darstellung
der axiomatischen Beweismethode war. Dariiber wollen wir hier nicht streiten. Relevanter fiir
unser Thema ist die Erfindung der euklidischen Konstruktion, ein Schema, bestehend aus ei-
nem Algorithmus und seiner Rechtfertigung, miteinander auf hohem Niveau verbunden. Die
euklidische Konstruktion erfiillt alle Bedingungen eines Algorithmus: Sie ist unzweideutig,
korrekt und fithrt immer zum Ergebnis. Nach Euklid setzte sich die Bliite der Geometrie
fort, wiahrend die Analysis von Algorithmen fiir die Dauer von 2000 Jahren verfiel. Dies
kann besonders durch den Fortschritt der indirekten Beweistechnik illustriert werden, einer
Technik, die den Existenzbeweis vereinfacht, aber die Angabe von Algorithmen umgeht.“
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Ausgabe die gesuchten Objekte sind, und aus dem Beweis, dafl dieser Algo-
rithmus unter den iiber die gegebenen Objekte gemachten Voraussetzungen
Objekte mit den gesuchten Eigenschaften liefert. Dieses Vorgehen ist nicht
nur insgesamt paradigmatisch fiir alle Gebiete der Mathematik aller folgenden
Zeiten, sondern es weist auch im Detail viele bemerkenswerte, in die Zukunft
weisende Ziige auf, von denen hier nur wenige diskutiert werden kénnen.

Die zur Formulierung von Konstruktionsalgorithmen erlaubten Schritte wer-
den in den (auf Definitionen und Axiome folgenden) Postulaten am Beginn
von Buch I fixiert:

Gefordert soll sein

1) DaB man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,

2) Dafl man eine begrenzte gerade Linie zusammenhingend gerade verldngern
kann,

3) dafl man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann
[Thaer]

Abb. 2.3.1 Zu Proposition 1.2 der ,,Elemente“ Euklids

In den ersten beiden Aufgaben wird dann gezeigt (ohne daff dies jedoch so
erklirt wird), dal man die Operation, bei gegebenen Punkten A, B, C' (B un-
gleich C') den Kreis vom Radius BC' um A zu konstruieren, durch ein (modern
gesprochen) , Unterprogramm® auf die speziellere Operation reduzieren kann,
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den Kreis um A durch B zu konstruieren, womit die sonst mehrdeutige Formu-
lierung des 3. Postulates nachtriaglich geklirt ist. Dazu wird zunéchst mittels
der in I.1. gelosten Hilfsaufgabe (Unterprogramm!) ein Punkt H so konstru-
iert, dafl A, B und H ein gleichseitiges Dreieck bilden. Man verldngere H A und
HB iiber A bzw. B hinaus soweit, bis die folgenden Schnittpunkte gefunden
werden: Derjenige Schnittpunkt E von H B mit dem Kreis um B vom Radius
BC, der auf der H abgewandten Seite von B liegt, derjenige Schnittpunkt D
von HA mit dem Kreis um H vom Radius HF, der auf der H abgewandten
Seite von A liegt (Abb. 2.3.1). Man versteht nun die oben zitierte Proposition
[.2: Da AD kongruent zu BC' ist, entspricht der Kreis um A durch D dem
Kreis um A mit dem Radius BC.

Algorithmen wurden auch in der altdgyptischen und der altmesopotamischen
Mathematik gelehrt, jedoch nur mittels Serien von numerischen Beispielen.
Bei Euklid werden erstmals Algorithmen allgemein formuliert. Dazu bendtigt
man (modern gesprochen) Adressen fiir die Eingabeobjekte, Zwischenresulta-
te, Ausgabeobjekte. Euklid benutzt grofie (griechische) Buchstaben fiir Punk-
te, adressiert Geraden mittels zweier auf ihnen angenommener Punkte und
Kreise mittels dreier auf ihnen angenommener Punkte. Dies ist eine Pionier-
tat ohnegleichen, aber ein sachlicher Umstand triagt dazu bei: Geometrische
Objekte sind — im Gegensatz zu Zahlen — an einen bestimmten Ort ge-
bunden. Gibt man einem konkreten geometrischen Objekt einen Namen, so
bezeichnet dieser Name allein das Objekt ohne ein zugehoriges Bild nicht —
im Gegensatz zu den Zahlbezeichnungssystemen. Daher nehmen die Namen
geometrischer Objekte, die in der Beschreibung eines Algorithmus unvermeid-
bar sind, sozusagen automatisch den Charakter von Variablen an. Es sei jedoch
am Rande bemerkt, dal Euklid die von ihm fiir geometrische Algorithmen so
erfolgreich entwickelte ,, Programmiertechnik” auch in den zahlentheoretischen
Biichern der ,,Elemente“‘ nutzt, um — auch hier erstmals unter Verwendung
von Variablen — Algorithmen zur Losung zahlentheoretischer Aufgaben wie
z. B. den beriithmten euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des grofiten
gemeinsamen Teilers zu formulieren.

Der Begriff der unendlich ausgedehnten Geraden ist Euklid fremd. Es gibt
nur gerade Strecken, die laut Postulat 1 als Verbindung ihrer Endpunkte kon-
struiert werden konnen und deren sukzessive Verlangerung durch das zweite
Postulat als zuldssige Elementaroperation deklariert wird. Wahrend die Be-
stimmung der Schnittpunkte von Kreisen iiberall dort, wo ihre Existenz an-
schaulich evident ist, ohne theoretische (axiomatische) Rechtfertigung durch-
gefithrt wird, ist die Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden unter
diesen Umsténden eine echte Aufgabe, da ja von den Geraden nur Teilstrecken
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schon konstruiert vorliegen, die man je nach gegenseitiger Lage unvorherseh-
bar oft verlingern muf}, um schlielich zum Schnittpunkt zu gelangen. Es ist
nur konsequent, wenn Euklid — in Analogie zu den anderen Grundoperatio-
nen — eine Voraussetzung formuliert, unter der diese Prozedur als ausfiithrbar
angenommen wird:

5. Postulat: Und daf}, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit
zwei geraden Linien bewirkt, dafl innen auf derselben Seite entste-
hende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die
zwei geraden Linien bei Verldngerung ins unendliche sich treffen
auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als
zwel Rechte sind. (Abb. 2.3.2)

Al

£ e

Bl

Abb. 2.3.2 Zum 5. Postulat der ,,Elemente* Euklids

Proposition .17 besagt, daf§ in jedem existierenden Dreieck die Summe zweier
beliebiger Winkel stets kleiner als zwei Rechte ist, demnach die im 5. Postulat
genannte Bedingung fiir die Existenz eines Schnittpunktes (der dann dritter
Eckpunkt eines Dreiecks ABC ist) notwendig ist. Das 5. Postulat bereinigt
also die sich hier moglicherweise auftuende Schwierigkeit mit der Festsetzung,
dafl diese notwendige Bedingung auch hinreichend sein soll. Leider wird sich
nie feststellen lassen, ob Euklid und eventuell sogar schon seine Vorldufer hier
wirklich ein Problem erkannt und tief dariiber nachgedacht hatten, oder ob das
5. Postulat sozusagen als Improvisation in die Welt kam. Jedenfalls fiihrte sei-
ne gegeniiber den anderen Postulaten auffallend kompliziertere Formulierung
dazu, dafl man schon in der Antike daran Kritik iibte und versuchte, es als Satz
zu beweisen. Uber viele Zwischenstufen hat sich hieraus im 19. Jahrhundert
schlielich die nichteuklidische Geometrie entwickelt, deren in den siebziger
Jahren des 19. Jhs. bewiesene Widerspruchsfreiheit klarlegt, da§ das 5. Postu-
lat weder denknotwendig noch gar aus den iibrigen Axiomen und Postulaten
der euklidischen Geometrie beweisbar ist. Es mufl auch noch bemerkt werden,
daBl sich — mit zunehmender Distanz zur Methodologie des Aristoteles —
der Unterschied zwischen Axiomen und Postulaten zu verwischen begann. Po-
stulate sind ja ausdriicklich diskutierbare, nicht denknotwendige Grundsétze,



56 2 Geometrie in griechisch-hellenistischer Zeit und Spéatantike

die man akzeptieren oder verwerfen kann. Erst vor dem Hintergrund der Ver-
driangung des Unterschieds zwischen Axiomen und Postulaten (deren duferer
Ausdruck vom européiischen Mittelalter an die gelegentliche Umnumerierung
des 5. Postulats als 11. Axiom war) ist die Aquivalenz des Postulats zu der
heute iiblichen (schon von Ptolemaios stammenden, aber vor allem durch John
Playfair 1796 popularisierten) Formulierung der Eindeutigkeit der Parallelen
zu einer gegebenen Geraden durch einen gegebenen Punkt akzeptabel. Als
Axiome sind beide Aussagen in der Tat gleichwertig, d.h. jede mit Hilfe der
anderen und der {ibrigen Axiome beweisbar. Als Postulat sagt Euklids Fiinftes
aber mehr aus, namlich daf} die Ausfithrbarkeit der betreffenden Operation an-
genommen wird, d.h. daf§ der zyklische Prozefl der wiederholten Verléingerung
der beiden Strecken unter der angegebenen Voraussetzung stets einen Schnitt-
punkt liefert (Zur Verdeutlichung: Man konnte mit guten Griinden auch die
Ausfiihrbarkeit der Linealoperation, Postulat 1, unter der dort angegebenen
schwachen Voraussetzung ablehnen, z.B. weil die Punkte zu dicht beieinander
oder zu weit voneinander entfernt sind, ohne dafl die Giiltigkeit des Satzes
iiber die eindeutige Existenz der Verbindungsgeraden dadurch angetastet wer-
den mu$.)

Was den weiteren geometrischen Inhalt der Elemente betrifft, so wird vieles
genauso und genau in derselben Reihenfolge bewiesen, wie es auch heute noch
tiblich ist. Die bei Euklid verbleibenden Beweisliicken beziehen sich fast immer
auf Anordnungsfragen und lassen sich meist leicht schliefflen. Seine Beweisideen
sind durchgéngig brauchbar, oft trickreich, woraus man auf eine lange Reifung
des Stoffes schlieSen konnte. Elementarstoff, den man gefithlsméfig in den
»Elementen* vermutet (z.B. der vierte Kongruenzsatz oder die Konstruktion
der gemeinsamen Tangenten zweier Kreise) findet sich dort hiufig nicht, ist
Zutat spéterer Generationen. Lehrsétze erweisen sich bei genauer Betrachtung,
auch der Stelle, an der sie erscheinen, oft als Sétze iiber Konstruktionsaufga-
ben, indem sie z.B. Voraussetzungen als notwendig oder Losungen als eindeutig
bestimmt nachweisen. Nach intensivem Studium kann man zu der Meinung ge-
langen (aber dies ist subjektiv), daf hier keineswegs eine , Enzyklopédie®“ alles
bis dahin Bekannten beabsichtigt war, vielmehr ein — reichlich konstrukti-
vistisches — wissenschaftliches Programm exemplarisch demonstriert werden
sollte, bei dem insbesondere im Bereich der Geometrie die Leistungsfihigkeit
des ,,Programmpakets® Zirkel und Lineal ausgeschopft wurde. Der iiberwélti-
gende Einfluf}, den Euklids ,,Elemente“ auf spétere Zeiten ausgeiibt haben, hat
das Bild der antiken Geometrie insgesamt ein wenig deformiert. Zirkel und Li-
neal haben dort nicht die dominierende Rolle gespielt, die die ,,Elemente* sug-
gerieren. Von Kegelschnitten, anderen speziellen Kurven verschiedenster Art,
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Abb. 2.3.3 Figur zum euklidischen Beweis des Kathetensatzes; Tafel mit Figur zum
Beweis des Satzes von Pythagoras vor dem Zeughaus in Berlin [Foto Hollewood Media]

approximativen Methoden der Inhaltsbestimmung und anderen wesentlichen
Inhalten der antiken Geometrie erfahrt man in den ,,Elementen® nichts.

Zu den vielbewunderten didaktischen Kunstgriffen Euklids zéhlt sein Beweis
des Kathetensatzes fiir rechtwinklige Dreiecke, aus dem sich dann leicht der
Satz des Pythagoras ergibt. Die Schwierigkeit bestand darin, daf§ der {ibli-
che und wahrscheinlich schon den Pythagoreern bekannte Beweis iiber die
Ahnlichkeit der Teildreiecke zum Gesamtdreieck Siitze iiber Ahnlichkeit von
Dreiecken und damit Proportionenlehre erfordert. Die eudoxische Proportio-
nenlehre zdhlt aber zu den anspruchsvollsten Teilen der ,Elemente* und wird
erst in Buch V behandelt. Der Satz des Pythagoras sollte dagegen moglichst
frith zur Verfiigung stehen. Zu Euklids proportionsfreiem Beweis gehort Abb.
2.3.3 (siehe auch 2.3.4). Die Dreiecke ADB und FCB sind nach dem Kongru-
enzsatz SWS kongruent, also flachengleich. Da, wie zuvor bewiesen, jedes Drei-
eck auch jedem Rechteck aus einer Dreieckseite und der halben zugehotrigen
Hohe flachengleich ist, ist Dreieck ADB flichengleich dem halben Rechteck aus
Grundseite DB und Hohe DL, Dreieck FCB flichengleich dem halben Rechteck
aus Grundseite FB und Hohe FG. (Schiilern fillt es erfahrungsgeméf schwer,
Dreieck FCB aus dieser ungewohnlichen Perspektive zu betrachten, d.h. die
zur Basis FB gehorige Hohe zu finden!) Insgesamt ergibt sich mit den iiblichen
Bezeichnungen b = AB,c = BC,p = DL : b®> = pc. Der Leser sei aufgefordert,
diesen schonen Beweisgedanken an den jeweils passenden Stellen abzurunden
mit dem Verweis auf das jeweils benutzte der Axiome.
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1) Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.
5) Die Doppelten von demselben sind einander gleich.

7) Was einander deckt, ist einander gleich.

Auf diesem Wege erhilt man tatséichlich einen proportionsfreien Beweis fiir den
Satz des Pythagoras. Allerdings mufl man scharf hinsehen, was man tatséchlich
bewiesen hat:

Das Quadrat iiber der Hypotenuse ist zerlegungsleich der Ver-
einigung aus den beiden Quadraten iiber den Katheten.

Vom Flicheninhalt darf nicht die Rede sein, sonst kommen die Proportionen
hintenherum wieder herein. Um diesen nédmlich zu definieren, mufli man be-
weisen, dafl das Produkt aus Grundseite und Hoéhe eines Dreiecks eine von der
Auswahl der Grundseite unabhéngige Grofle ist, d.h. (Abb. 2.3.5) a-hq = b-hy
bzw. a : hy = b : he, was nur aus der Ahnlichkeit der beteiligten Dreiecke folgt.

siny=h,:b="h,:a siny'=h,:b=h,:a

Abb. 2.3.5 Zur Unabhéngigkeit des Produkts Seite mal Hohe im Dreieck

Das ilteste bekannte Pergamentmanuskript der ,Elemente* (D’Orville 301
nach einem fritheren Besitzer genannt und heute in der Bodleian Library in
Oxford aufbewahrt) wurde in Byzanz geschrieben und zwar im Jahre 888,
also rund 1200 Jahre nach der vermutlichen Entstehungszeit der ,,Elemen-
te“. Es représentiert, wie man heute weif}, eine Textfassung, die von dem
alexandrinischen Mathematiker Theon um 370 verfait wurde. Erst 1808 wur-
de in der Bibliothek des Vatikans eine zwar jiingere Handschrift (aus dem 10.
Jh.) gefunden, die aber einen ilteren Textzustand wiedergibt und den moder-
nen Ausgaben der ,Elemente“ stets zugrundeliegt (Abb. 2.3.6). Auch dieser
Text ist jedoch wahrscheinlich nicht der ,,urspriingliche® (falls es einen solchen
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je gegeben hat). Insgesamt hat man bisher rund 120 Zeilen Text auf Scher-
ben und Papyrusfragmenten gefunden, die wesentlich &dlter als die genannten
Manuskripte sind, dem Inhalt nach zu den , Elementen“ gehétren, jedoch im
Wortlaut stets vom heute als ,,kanonisch* geltenden Text abweichen.
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Die , Elemente“ stellen ein Kulturgut ersten Ranges dar, dem zu allen Zei-
ten gebiihrende Aufmerksamkeit geschenkt wurde. Der Umgang mit ihm war
jedoch stets zweigeteilt: Die einen (es wére zu einfach zu sagen: die Mathema-
tiker) setzten sich ohne iibergrofien Respekt vor dem Wortlaut mit dem Inhalt
auseinander, lielen sich davon anregen, entwickelten ihn weiter. Jede Zeit fand
neue interessante Seiten der ,,Elemente“, eine sehr moderne Sicht wurde oben
dargelegt. Die anderen behandelten die ,Elemente® als Bildungsgut, als Ma-
terial fiir Sprachstudien, als Lesetext, als historisches Dokument, jagten dem
Phantom des authentischen Wortlauts nach. Eine Schwierigkeit besteht in der
ausgepragten Vieldeutigkeit der altgriechischen Sprache. Wer sich nicht in den
Sinn des Gemeinten versetzen kann (und wer kénnte beweisen, dafy ihm das ge-
lungen ist!) hat wenig Chancen, eine gelungene Ubersetzung oder gar Deutung
zustande zu bringen. Aber um es ganz deutlich zu sagen: Beide Formen der
Beschiftigung mit den ,,Elementen“ sind legitim, beiden hat die Mathematik
wie auch ihre Historiographie viel zu verdanken.

2.3.2 Die sonstigen geometrischen Schriften Euklids

Aufler den ,Elementen* werden dem Euklid einige kleinere Werke zugeschrie-
ben, die zum Teil in griechisch oder arabisch erhalten blieben, zum Teil ver-
loren sind, zum Teil von der modernen Forschung als ,,unecht*, d.h. nicht von
Euklid stammend, bezeichnet werden. Einige dieser Schriften wurden jahr-
hundertelang zusammen mit den ,Elementen® studiert, iibersetzt, gedruckt
und gehoérten genauso zum allgemeinen mathematischen Bildungsgut wie die
»Elemente“ selbst. Heute ist sogar ihre Existenz meist nur Spezialisten be-
kannt, und sie sind zum Teil schwer zugénglich, da sie zwar in der griech.-lat.
Standardausgabe der Werke Euklids von Heiberg/Menge enthalten sind, aber
kaum in moderne Sprachen iibersetzt oder neu gedruckt wurden. Ihre Kennt-
nis ist aber fiir ein abgerundetes Bild der Personlichkeit und Leistung Euklids
wesentlich, und genau wie die ,Elemente* bergen auch sie manchen fiir die
moderne Mathematik anregenden Gedanken. Eine vollstéindige Ubersicht fin-
det man in [Schreiber 1987] und dem Euklid-Artikel in [Wufliing/Arnold 1989].
Hier werden nur diejenigen Schriften kurz vorgestellt, die im weiteren Sinn zur
Geometrie gehoren. Das sind

e cine verlorene Kegelschnittslehre, deren Inhalt vermutlich ungefihr den
ersten 4 Biichern der hier spéter zu besprechenden Kegelschnittslehre
des Apollonios von Perge entsprach, (Wahrscheinlich hat letztere, wei-
tergehende, die ,Konika“ des Euklid in dhnlicher Weise verdréngt wie
die ,,Elemente“ einige Werke gleichen Titels von fritheren Verfassern ver-
dréingt haben.)
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e cine verlorene Schrift iiber geometrische Orter im Raum, (Dabei konnte
es sich um Flidchen wie Ebene, Kugel und Rotationsellipsoid im Raum
oder auch um Orter, d.h. Kurven, auf solchen Flichen handeln.)

e cine Katoptrik, d.h. Lehre von Spiegeln und Spiegelbildern, von der heute
klar ist, daf} der erhaltene Text nicht von Euklid stammt, obwohl Euklid
nach dem Zeugnis spétantiker Berichterstatter eine ,,Katoptrik® verfaf3t
haben soll,

e cine Schrift ,Phainomena® iiber die Anfinge einer auf die Bediirfnisse
der Astronomie zugeschnittenen sphérischen Geometrie,

e cine Schrift ,Data“, eine ,Optika®, eine Schrift ,,Uber Teilungen von
Figuren“ und eine verlorene Schrift ,, Porismen*.

Uber die vier letztgenannten soll etwas ausfiihrlicher berichtet werden. Aber
schon die Titeliibersicht zeigt, dafl Euklid nicht der war, als der er in der neue-
ren mathematikhistorischen Literatur gern dargestellt wird. Seine Schriften
iiberdecken bis auf Bauwesen und Geographie praktisch alle Gebiete damali-
ger angewandter Mathematik.

Die ,Data“ (griech. Dedomena, d.h. Gegebenes) stehen in engstem Zusam-
menhang mit den ,Elementen“ und wurden bis zum Beginn der Neuzeit sehr
oft mit diesen zusammen gedruckt. Von ihnen gibt es eine moderne deut-
sche Ubersetzung [Thaer 1962]. Auf den ersten Blick bieten sie gegeniiber
den ,Elementen“ wenig Neues, scheinen eine Art Kompendium zu sein und
wurden auch meist so gedeutet. Es scheint jedoch, als habe Euklid hier ver-
sucht, Konstruktionsaufgaben zu behandeln, deren gegebene Objekte nicht
wie in den ,Elementen“ Punkte, Strecken und Kreise, also nach griechischer
Auffassung sinnlich wahrnehmbare Dinge, sondern Aquivalenzklassen solcher
Dinge beziiglich verschiedener Aquivalenzrelationen sind. Er beginnt namlich
damit zu definieren, wann ein geometrisches Objekt der Grée nach, der Ge-
stalt nach, der Lage nach gegeben ist. Die Propositionen sind dann von fol-
gender Art, z.B. Prop. 39:

Sind alle Seiten eines Dreiecks der Grofle nach gegeben, so ist
das Dreieck der Gestalt nach gegeben.

Das kann man so interpretieren:

Es seien drei ,,Lingen“ gegeben, jede natiirlich durch eine kon-
krete Strecke, d.h. einen Repriisentanten der betreffenden Aquiva-
lenzklasse von gleichlangen Strecken. Das zu konstruierende Ob-
jekt ist seinerseits eine Aquivalenzklasse, nimlich von kongruenten



2.3 Euklid 63

Dreiecken. Aus den konkreten Reprisentanten konstruiere man wie
in den ,,Elementen“ ein konkretes Dreieck als Représentant der ge-
suchten Klasse. Diese Aufgabe und ihre Losung sind, wie man in
der modernen Mathematik sagt, reprisentantenunabhéngig, d.h.
Anderung der Reprisentanten der gegebenen Klassen beeinflufit
zwar das konkret erhaltene Ergebnis, aber nicht die Aquivalenz-
klasse, in der es liegt.

In analoger Weise werden in den Data u.a. Aufgaben iiber Verhéltnisse be-
handelt, die ja auch — modern gesprochen — Aquivalenzklassen von Briichen
sind, so dafl z.B. das Ergebnis der Aufgabe, zu Gréflen a,b, ¢ (etwa Strecken
oder Flichen) ein d mit @ : b = ¢ : d zu finden, nicht von dem konkreten
Repriisentanten (a,b) sondern nur von der Klasse aller zu (a,b) dquivalenten
Paare (a/,b'), eben dem Verhéltnis, abhéngt. Den Hohepunkt der theoretisch
sehr anspruchsvollen, wenn auch in der praktischen Durchfithrung meist fast
trivialen Schrift bildet die Auffassung des Begriffes der Potenz eines Punktes
beziiglich eines Kreises als eines Abstraktums, das zwar durch das Produkt
der Sehnenabschnitte einer beliebigen durch den Punkt gelegten Kreissehne
gegeben ist, aber von der willkiirlichen Wahl dieser Sehne nicht abhéngt.

Die ,,Optik* Euklids ist die &lteste erhaltene Schrift zu diesem Thema. Damals
war Optik etwa die ,Geometrie des Sehens®. Sie beruhte auf der Erfahrung
der geradlinigen Ausbreitung von ,,Sehstrahlen“ durch die Luft zwischen Ob-
jekt und Auge, und obwohl es schon zwei entgegengesetzte Theorien iiber die
Richtung dieser Sehstrahlen gab (bei Euklid wird die Richtung vom Auge zum
Gegenstand angenommen), spielte dies fiir die bearbeiteten geometrischen Fra-
gen natiirlich keine Rolle. In einem vielhundertjdhrigen Proze8 wandelte sich
der Begriffsinhalt der Optik allméhlich: Wihrend ,, Dioptrik“ noch im 1. Jh.
nach Chr. lediglich die Lehre vom Peilen mittels , Diopter” ist, wird daraus
schliefflich die Lehre vom Durchgang der Sehstrahlen durch die Grenzschich-
ten zwischen unterschiedlichen Medien. Im islamischen und européischen Mit-
telalter treten Fragen der Anatomie und Physiologie des Auges hinzu, auch
psychologische Fragen des Sehens wie z.B. eine ausgedehnte Klassifikation op-
tischer Tauschungen. Erst sehr spét, etwa seit Kepler, wird Optik zu einem
Teilgebiet der Physik und insbesondere zur Lehre von der Natur des Lichtes
und seiner Ausbreitung.

Ist Euklids ,,Optik* aus der Sicht heutiger Optik einerseits ungeheuer primitiv,
so enthélt sie andererseits einen grofartigen wissenschaftlichen Gedanken, der
wieder — wie fast immer bei Euklid — nur exemplarisch demonstriert und
offensichtlich von denen, die er nicht mehr personlich in seine Gedankenwelt
einfithren konnte, nicht verstanden wurde. Euklid zeigt an vielen, geometrisch
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meist sehr elementaren Beispielen, was man aus dem unmittelbar Beobacht-
baren (das sind hier die Sehwinkel) mit mathematischen Mitteln iiber das
Beobachtete erschliefien, aber auch was man nicht erschliefflen kann (Aufgabe
2.3.5). Dabei 148t er keinen Zweifel, daf er dies zunéchst als eine geometrische
Hilfswissenschaft fiir die Astronomie konzipiert. Die scharfsinnigen Schliisse
des Aristarch von Samos (vgl. 2.4.1) sind ganz in diesem Sinne, und die Le-
bensdaten und -umstéinde beider schliefen nicht aus, dal Aristarch noch ein
direkter Schiiler von Euklid gewesen sein kénnte. (Mehr Details zu Euklids
»Optik* in [Schreiber 1995].)

Die Schrift ,,Uber Teilungen® ist nur in einer arabischen Fassung iiberliefert,
in der alle 36 Aufgaben, aber nur von den vier wohl interessantesten auch die
Losungen enthalten sind (siehe hier Aufgabe 2.3.3). Es geht darum, gewisse
elementargeometrische Figuren durch gerade Schnitte, die gewissen Nebenbe-
dingungen geniigen (z.B. durch einen gegebenen Punkt gehen) in gegebenen
Verhéltnissen des Flicheninhalts zu ,,zerschneiden®. Einige der Aufgaben sind
hervorragend dazu geeignet, zu verstehen, in welcher Weise die in Buch IT der
,Elemente“ systematisch gelehrte geometrische Algebra dazu dienen kann, in
einer zur spateren kartesischen Koordinatenmethode analogen Art iiber Ana-
lyse und Synthese die Losung einer Aufgabe mit Zirkel und Lineal zu finden.
Andere erfordern einen scharfsinnigen Trick, sind zum Teil nur dazu gestellt,
diesen Trick zu prisentieren (Aufgabe 2.3.4). Alle miteinander haben eigent-
lich keine echte praktische Bedeutung. Umso erstaunlicher ist es, daf sie iiber
Jahrhunderte zum Standardinhalt von Schriften iiber praktische Geometrie
(FeldmeBkunst u.4.) zéhlten. (Mehr Details in [Schreiber 1987, 1994].)

Die Schrift ,,Porismen“ zahlt zu den verlorenen. Wir wissen von ihrer Existenz
und einiges iiber ihren Inhalt aus den Berichten von Pappos und Proklos, aber
sowohl ihr eigentlicher Sinn als auch die Bedeutung des Ausdrucks ,,Poris-
ma“ sind weitgehend ungekléirt, trotz vieler Versuche namhafter Mathemati-
ker (u.a. Fermat und Chasles), dies zu rekonstruieren. Aus der Beschreibung,
die Pappos im VII. Buch seiner ,Synagoge“ (lat. Collectio) gibt, geht zumin-
dest hervor, daf} u.a. im wesentlichen der Satz von Desargues enthalten war,
jedoch in einer eigentiimlichen dynamischen Formulierung:

Ha&lt man von 6 Punkten A, B,C, P,Q, R, von denen P,Q, R;
A, B, P sowie B,C,Q und A, C, R je auf einer gemeinsamen Gera-
den liegen, P, @, R fest und bewegt A und B lings zweier Geraden,
so bewegt sich auch C' auf einer Geraden (Abb. 2.3.7).

Man konnte daraus schlieffen, dafl Euklid in den , Porismen* mittels geome-
trischer Figuren so etwas wie funktionale Zusammenhénge erfassen wollte,
indem er einige Teile der Figur (wir wiirden sagen: Parameter) festhilt, eini-
ge (wir wiirden sagen: die unabhingigen Verdnderlichen) einer willkiirlichen
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Verdnderung unterwirft und die Art, wie die restlichen Teile der Figur (die
abhéngigen Verdnderlichen) sich daraufhin verhalten, als eine Art Lehrsatz
ausspricht. Aber um diese Hypothese ernsthaft aufzustellen, wissen wir lei-
der viel zu wenig iiber den urspriinglichen Inhalt. Schon Pappos fiigt ndmlich
verschiedene Sétze Euklids zu einem zusammen und verallgemeinert ihn dann
auch noch, so daf§ sich seine eigene Zutat kaum von Euklids Absicht trennen
1a8¢.

Abb. 2.3.7 Satz von Desargues in der Fassung von Euklid/Pappos

2.4 Alexandrinische (hellenistische) Periode

Unter dem von Aristoteles erzogenen Alexander dem Grofien (356-323), der
als Feldherr des korinthischen Bundes den Kampf gegen die Perser aufnahm,
Kleinasien besetzte, Syrien, Agypten und Palistina unterwarf, Babylon und
Persien eroberte und bis nach Indien vorstie, erfolgten zahlreiche Stédte-
griindungen. Von ausschlaggebender Bedeutung fiir die Entwicklung der Wis-
senschaft und Mathematik wurde die 332/331 vorgenommene Griindung der
Stadt Alexandria am Westrand des Nildeltas. Von 304 bis 30 v. Chr. hatte
die makedonische Dynastie der Ptolemé&er in dieser Stadt ihren Regierungs-
sitz. Dem dortigen Museion, in dem Kiinstler und Gelehrte gemeinsam lebten
und arbeiteten, war die berithmte Bibliothek von Alexandria angegliedert,
die bedeutendste der ganzen Antike. In mehreren hunderttausend Buchrollen
stand den Wissenschaftlern fast die gesamte bis in ihre Zeit verfafite Litera-
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tur als Arbeitsgrundlage zur Verfiigung. So ist es nicht verwunderlich, daf} in
der Wissenschaftsgeschichte, neben der Bezeichnung , hellenistische Periode*
(abgeleitet vom Prozefl der Hellenisierung, dem Entstehen einer einheitlichen
Kultur mit Griechisch als Weltsprache), auch von der alexandrinischen Peri-
ode gesprochen wird. Thre Bliitezeit reichte bis etwa zur Mitte des 2. Jhs. v.
Chr.; der nachfolgende Niedergang der Wissenschaften am Ausgang der Antike
wurde nur gelegentlich noch von bemerkenswerten Einzelleistungen aufgehellt.
Doch behielt Alexandria noch lange Zeit seine Attraktivitéit als Studienort.
Schon Euklid hat wahrscheinlich in der Bibliothek in Alexandria gearbeitet.
Zu deren Direktoren gehérte auch Eratosthenes von Kyrene (2767-1947) —
ihm gelang, basierend auf einer Gradmessung zwischen Alexandria und Sye-
ne (Assuan), eine erstaunlich genaue Bestimmung des Erdumfanges. Er war
ein Zeitgenosse des Archimedes und etwa eine Generation élter als Apolloni-
os. Euklid, Archimedes und Apollonios bilden das herausragende Dreigestirn
des goldenen Zeitalters der griechischen Mathematik. Zeitlich zwischen Euklid
und Archimedes fallt die Wirksamkeit von Aristarch, bekannt als der erste
Astronom, der das heliozentrische Weltsystem formulierte — im 16. Jh. berief
sich Copernicus auf diesen antiken Vorlaufer, der auch eine Erwdhnung in der
Geschichte der Geometrie verdient.

2.4.1 Aristarch

In seiner Abhandlung ,, Uber die GroBen und Entfernungen von Sonne und
Mond“ ging Aristarch von der Annahme aus, Sonne und Mond wiirden, vom
Zentrum der Erde aus gesehen, unter dem gleichen Winkel erscheinen. Dann
betrachtete er die Situation des Halbmondes, wenn genau 50 % der der Erde
zugewandten Mondoberfliche von der Sonne beleuchtet sind: hier bilden die
drei Himmelskorper ein Dreieck mit einem rechten Winkel im Mondzentrum.
Den spitzen Winkel bei der Erde nahm er zu 87° an (in Wahrheit 89°50’) und
die Breite des Erdschattens da, wo ihn der Mond durchquert, zu zwei Mond-
breiten. Die weiteren Uberlegungen Aristarchs folgen in Aufbau und Strenge
dem Vorbild Euklids, sind dariiberhinaus aber auch deshalb von Interesse, weil
sie im Grunde mit trigonometrischen Verhéltnissen arbeiten. Diese Verhaltnis-
se schétzte er in systematischer Weise ab, wie es nach ihm in &hnlicher Weise
auch Archimedes in seiner Kreismessung tat. Aristarch verwendete zwei Séitze:
1) Ist o das Bogenma$f eines Winkels mit o < /2, dann nimmt das Verhéltnis
Siza ab und das Verhiltnis **?® zu, wihrend o von 0 bis /2 anwéichst.
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2) Ist 8 das Bogenmaf} eines zweiten Winkels mit 8 < 7/2 und « > (3, dann
gilt
sina  «a tana
sin 3 < I6] < tan 0
Hierauf aufbauend, bewies er:
1. Die Entfernung Erde-Sonne ist grofler als das 18fache, aber kleiner als das
20fache der Entfernung Erde-Mond.
2. In gleicher Weise verhélt sich der Sonnendurchmesser zum Monddurchmes-
ser.
3. Das Verhiltnis des Sonnendurchmessers zum Erddurchmesser ist grofler als
19 : 3, aber kleiner als 43 : 6.
Gaben auch die konkret ermittelten Werte, wie wir heute wissen, die wirkli-
chen Verhiltnisse nicht richtig wieder, so ist doch die Genialitdt bewunderns-
wert, mit der Aristarch seine Methode entwickelte und durchfiihrte (s. Aufgabe
2.4.1).

(2.4.1)

2.4.2 Archimedes

Archimedes (2877-212; vgl. Bd. 1, Abschn. 4.5), von vornehmer Abstammung,
wuchs in der um 733 v. Chr. von den Korinthern am Ostufer Siziliens gegriinde-
ten Hafenstadt Syrakus auf, die sich immer wieder der Angriffe der Karthager
erwehren mufite. Er war der Sohn eines Astronomen und hat vermutlich in
Alexandria studiert, bevor er wieder in seine Heimatstadt zuriickkehrte. Sei-
ne Arbeitsgebiete umfassen neben der Mathematik die Mechanik, die Optik,
die Hydrostatik und die Technik — im 2. Punischen Krieg soll er durch die
Konstruktion besonders wirksamer Waffen wesentlich zur zwei Jahre andau-
ernden Verteidigung der Stadt gegen die Belagerung durch die Roémer bei-
getragen haben. Entgegen dem Befehl des Heerfithrers Marcellus wurde der
greise Archimedes bei der Einnahme von Syrakus im Jahre 212 v. Chr. von
einem rémischen Soldaten erschlagen — der legendiiren Uberlieferung nach,
als er mit dem Zeichnen einer geometrischen Figur beschéftigt war und dem
herantretenden Romer zugerufen haben soll: ,,Stére meine Kreise nicht!“

Archimedes’ wohl genialste Leistungen gehéren der Vorgeschichte der Infinite-
simalrechnung an. In einer Eratosthenes gewidmeten Schrift iiber die Methode,
die erst 1906 in einer im 10. Jh. angefertigten Abschrift wiederentdeckt wurde,
erliuterte er seine auf mechanischen Uberlegungen basierenden heuristischen
Methoden zur Flichen- und Voluminabestimmung. (Die Abschrift ist ein sog.
Palimpsest, eine Pergamenthandschrift, deren Text im 13. Jh. abgewaschen
und neu iiberschrieben wurde. Gliicklicherweise lief} sich der Archimedes-Text
dennoch entziffern. Diese einmalige Handschrift wechselte am 29. Okt. 1998 in
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einer spektakuldren Auktion ihren Besitzer zum stolzen Preis von zwei Millio-
nen Dollar! [Archimedes h])

Geometrie als solche bildete keinen Schwerpunkt im Schaffen des Archimedes,
hatte freilich bei der Untersuchung infinitesimaler Probleme (wie z.B. der Pa-
rabelquadratur) eine unentbehrliche Hilfsfunktion zu {ibernehmen. Ganz dem
Bereich der Geometrie kann man nur die leider verlorene Untersuchung tiber
halbregelméflige Polyeder zurechnen. Als Beispiel, wie Archimedes geometri-
sche Uberlegungen in seinen Untersuchungen einsetzte, sei die Abhandlung
iiber die Spiralen erwéhnt [Archimedes g]. Archimedes widmete diese Unter-
suchung dem Mathematiker Dositheos, wobei er in einer als Brief an diesen
formulierten Einleitung zunéichst auf andere Arbeiten und friither iibersandte
Beweise einging (man vgl. den Auszug im Anhang A.2 [Archimedes g, S.7]).
Dann fuhr er fort:

,Néachstdem handelt es sich um folgende Probleme iiber die Spirale..., fiir
welche ich dir in diesem Buche die Beweise aufgeschrieben habe. Es sind aber
diese: Wenn ein Halbstrahl sich innerhalb einer Ebene um seinen Endpunkt
mit gleichformiger Geschwindigkeit dreht, bis er wieder in seine Ausgangsstel-
lung zuriickkehrt, gleichzeitig sich aber ein Punkt auf diesem Halbstrahl mit
gleichférmiger Geschwindigkeit vom Endpunkt des Halbstrahls aus bewegt, so
wird der Punkt eine Spirale beschreiben. Ich behaupte nun, daff das Fliachen-
stiick, das von der Spirale und der Anfangslage des Halbstrahls begrenzt wird,
der dritte Teil ist des Inhaltes des Kreises, dessen Mittelpunkt der feste End-
punkt des Halbstrahls ist, und dessen Radius die Entfernung des beweglichen
Punktes nach vollendeter Drehung von diesem Punkte ist. ...«

Als erste Beobachtung ist festzuhalten, da§ Archimedes die (heute nach ihm
benannte) Spirale bewegungsgeometrisch definiert als Kombination einer Ro-
tations- mit einer linearen Bewegung — mit Zirkel und Lineal 148t sich diese
,mechanisch“ erzeugbare Kurve nicht konstruieren. Sodann bemerkt man, dafl
bereits der erste von ihm zitierte Satz eigentlich der Integralrechnung zuzu-
rechnen ist. Denn iibersetzt man die Definition in die Gleichung

r=a@, (2.4.2)

so behauptet er ja (da ein infinitesimales Flichenstiick in Polarkoordinaten als
Dreieck die Grofe 37 - rd¢ hat):

15 4 3 9
/ a“p dp = _ma”. (2.4.3)
0 2 3
Der feste Endpunkt des Halbstrahls nach einer Umdrehung hat den Abstand
2am vom Zentrum, der genannte Kreis also die Fliche 473a?, womit diese
Behauptung des Archimedes bestétigt ist.
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Abb. 2.4.1 Manuskriptseite aus dem Archimedes-Palimpsest
[Auktionskatalog der Fa. Christies, New York 1998]
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Auch die Tangente an die Spirale wurde von Archimedes studiert (vgl. Aufgabe
2.4.2). Zeichnet man senkrecht zu einem Radiusvektor r = OP durch das
Zentrum O eine Gerade und denkt sich im Kurvenpunkt P die Tangente ¢t =
PT gezeichnet, wobei T ihr Schnittpunkt mit dieser Geraden sei, so wird die
Strecke PT als polare Subtangente s; bezeichnet. Archimedes wies nach, daf3
st = T; gilt.

Obgleich die Zuweisung an Archimedes nicht gesichert ist, sei hier noch auf
die nur arabisch iiberlieferte Konstruktion des regelméfligen Siebenecks hinge-
wiesen. Das regelméBige Dreieck, Viereck (= Quadrat), Fiinfeck und Sechseck
lassen sich bekanntlich mit Zirkel und Lineal in einen gegebenen Kreis ein-
beschreiben. Das geht beim Siebeneck nicht mehr — algebraisch fithrt die
Teilung des Kreises in sieben gleiche Teile auf eine kubische Gleichung und
gehort daher der gleichen Problemklasse an wie die Wiirfelverdoppelung und
die Winkeldreiteilung. Die angeblich von Archimedes gefundene Konstruktion
arbeitet zwar auch nur mit diesen beiden Gerédten, verwendet das Lineal al-
lerdings in einer in der euklidischen Geometrie nicht erlaubten Weise: es wird
solange um einen festen Punkt gedreht, bis zwei Dreiecke, von denen eines
bei der Drehung anwéchst, wihrend das andere abnimmt, flichengleich sind
[Scriba 1992]. Es ist dies ein besonderer Typus einer Einschiebungskonstrukti-
on oder sog. Neusis. Das angewandte Verfahren ist verbliiffend und theoretisch
reizvoll, aber nicht praktisch anwendbar.

2.4.3 Apollonios

Fast eine Generation jiinger ist Apollonios von Perge (2607 — 1907; vgl. Bd.
1, Abschnitt 4.5). Auch er studierte in Alexandria bei den Nachfolgern des
Euklid und arbeitete dort lange Zeit. Wie schon erwédhnt, verdréngte seine
Kegelschnittlehre die édlteren Darstellungen. Nur die ersten vier Biicher (=
Kapitel) sind griechisch iiberliefert, drei weitere in arabischer Ubersetzung; das
letzte Buch ist nicht erhalten. Im Gegensatz zu Euklid erlduterte Apollonios in
Vorworten zu den einzelnen Biichern seine Absichten, darin dem Vorgehen von
Archimedes folgend. Das Werk beginnt in Form eines an Eudemos gerichteten
Briefes:

»Apollonios griifit Eudemos.

Falls du bei guter Gesundheit bist und auch sonst sich die Umsténde so ver-
halten, wie du es dir wiinschst, ist es gut. Auch ich kann im allgemeinen nicht
klagen. In der Zeit, die wir gemeinsam in Pergamon verbrachten, bemerkte
ich dein grofles Interesse, mit meinen Untersuchungen {iber die Kegelschnitte
bekannt zu werden. Daher schicke ich dir das erste Buch, das ich inzwischen
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iiberarbeitet habe; die weiteren werden folgen, wenn ich sie zu meiner Zufrie-
denheit beendet habe. Wie du dich erinnern wirst, berichtete ich dir damals,
daf} ich diese Untersuchungen seinerzeit auf Bitten des Geometers Naukrates
aufnahm, als er mit mir in Alexandria zusammen war. Nachdem ich sie in acht
Biichern niedergelegt hatte, gab ich sie ihm — sehr {ibereilt, da er im Begriff
war, abzusegeln. Ich konnte sie daher nicht mehr sorgfiltig iiberarbeiten, ja,
ich hatte alles einfach so niedergeschrieben, wie es mir gerade in den Sinn kam,
und die Revision zuriickgestellt. Daher werde ich jetzt, wie es die Gelegenheit
erlaubt, korrigierte Fassungen herausgeben. . .

Die ersten vier der acht Biicher enthalten eine elementare Einfiithrung ...

[Es folgt eine Inhaltsangabe dieser Biicher.]

Die restlichen Biicher enthalten Ergidnzungen ...

Wenn sie alle herausgegeben sind, steht es allen frei, sie zu lesen und sich ihr
eigenes Urteil dariiber zu bilden, je nach ihrem eigenen Geschmack.

Lebe wohl.

In den Begleitbriefen zu spiiteren Biichern geht Apollonius teilweise ausfiihr-
licher auf die Vorgeschichte der behandelten Themen ein und hélt fest, welche
Teile Ergebnisse seiner eigenen Forschungen wiedergeben. Ein wichtiger Un-
terschied gegeniiber den Vorgingern liegt in der Allgemeinheit, mit der Apol-
lonios in den ,Conica“ seine Sitze formuliert und beweist. BewuBt kniipft
er an Euklid an, wenn er in den ersten vier Biichern die Elemente, also die
Grundlagen der gesamten Kegelschnittlehre, systematisch errichtet, bevor er
sich im zweiten Teil spezielleren Problemen zuwendet.

Apollonios erzeugt die verschiedenen Kegelschnitte alle an einem einzigen
schiefen Kreiskegel (im Fall der Hyperbel iiber die Spitze hinaus zu einem
Doppelkegel verldngert), indem er die ebenen Schnitte unter verschiedenen
Winkeln vornimmt — wie wir sahen, hatte Aristaios die Kurven mittels senk-
rechter, an drei verschiedenen Kreiskegeln angebrachter Schnitte gewonnen.
Dabei diskutierte Apollonios die geometrischen Beziehungen, die wir heute
aus der Scheitelgleichung

v =ra(l£]) (2.4.4)

der Kegelschnitte entnehmen wiirden (mit den Konstanten r = latus rectum,
t = latus transversum). Daraus leiten sich auch die noch heute iiblichen Namen
ab: fehlt das zweite Glied auf der rechten Seite, hat man es mit einer reinen
Flichenanlegung (griechisch: parabole) zu tun; fillt dieses Glied positiv aus,
liegt eine Anlegung mit Uberschuf8 (hyperbole) vor; ist es negativ, eine solche
mit Mangel oder Defekt (elleipsis).

In dieser Form zum Ausdruck gebracht, lassen sich die drei Beziehungen nach-
traglich als die Koordinaten der drei (nicht-entarteten) Kegelschnitte in einem
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schiefwinkligen Koordinatensystem interpretieren, wie es im 17. Jh. von Des-
cartes eingefiihrt wurde. Dessen Achsen werden von einem der Durchmesser
und der Tangente im Schnittpunkt mit dem Kegelschnitt gebildet. Hatte Ar-
chimedes die Kegelschnittgleichungen als Verhéltnisgleichungen definiert, so
bediente sich also Apollonios — wie schon Menaichmos — der Tradition der
Flichenanlegung aus dem 2. Buch Euklids. Nachdem er fiir jede der Kegel-
schnittkurven eine charakteristische Beziehung (symptoma) gewonnen hatte,
brauchte Apollonios nicht mehr auf den stereometrischen Ursprung zuriickzu-
greifen. Tangenten- und Asymptoteneigenschaften, die harmonischen Eigen-
schaften von Pol und Polare und Brennpunktbeziehungen der Kegelschnitte
bilden den Inhalt der weiteren Untersuchungen. Da Apollonios zwischen der
aus einem Ast bestehenden Hyperbel und ‘zwei zugehorigen Hyperbeln’ un-
terscheidet und den Kreis nichts als spezielle Ellipse unter diese subsumiert,
formuliert er beispielsweise den Satz, der demjenigen iiber Pol und Polare nahe
kommt, folgendermaflen:

Zieht man durch den Schnittpunkt zweier Tangenten eines Ke-
gelschnitts, eines Kreises oder zweier zugehoriger Hyperbeln eine
Gerade, die die Kurve in zwei Punkten schneidet, so wird dieje-
nige Strecke auf ihr, die zwischen diesen Punkten liegt, durch die
Verbindungslinie der Beriihrungspunkte der Tangenten und den
Tangentenschnittpunkt im gleichen Verhiltnis geteilt?.

Im Gegensatz zu Euklids Elementen, die auch im Mittelalter und bis weit
in die Neuzeit hinein (freilich oft nur auszugsweise) Grundlage des Geome-
trieunterrichtes bildeten, wurden die Conica des Apollonios zunéchst nur im
islamischen Bereich rezipiert. In Westeuropa erlangten sie erst wieder grofiere
Bedeutung, nachdem im 17. Jh. Kepler die Ellipse als die wahre Bahn eines
Planeten um die Sonne erkannt und Newton diese Bahnform aus dem allge-
meinen Graviationsgesetz abgeleitet hatte.

Apollonios ist Autor einer Reihe weiterer Schriften, wovon aber nur die Ver-
hiltnisschnitte (in arabischer Ubersetzung) erhalten sind. Verschiedene Ab-
handlungen iiber Schnitte handelten von Eigenschaften projektiver Punkt-
reihen, eine andere von Einschiebungen. Auch untersuchte er das nach ihm

3Modern gesprochen bedeutet das: Bezeichnen P und Q die Beriihrungspunkte zweier
Tangenten an einen Kegelschnitt, 7" ihren Schnittpunkt, R’ den T nichstgelegenen, R den
anderen Schnittpunkt einer Geraden durch 7', welche den Kegelschnitt zweimal schneidet
und ist S der Schnittpunkt der Geraden durch 7" mit der Geraden PQ), so wird die Strecke
R'R durch S und T innen und auflen im gleichen Verhiiltnis, also harmonisch geteilt, d. h.
esist RS: SR = RT :TR'.
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benannte Problem, zu drei gegebenen Kreisen in der Ebene (oder ihren Aus-
artungen zu Punkten bzw. Geraden) mit Zirkel und Lineal diejenigen Kreise
zu konstruieren, die die gegebenen beriihren (vgl. Aufgabe 2.4.3).

In manchen seiner Beitrige kniipfte Apollonios an die Arbeiten von Archime-
des an, so bei Untersuchungen iiber Brennspiegel (geometrische Optik) und bei
solchen iiber die regelméfigen Korper (wie wir sahen, hatte sich Archimedes
mit den halbregelméBigen beschiftigt). Hier konnte er den Nachweis liefern,
daB sich die Oberflichen des regelmifligen Dodekaeders und Tkosaeders, die
der gleichen Kugel einbeschrieben sind, wie ihre Volumina verhalten. In Form
einer Bearbeitung des Hypsikles von Alexandria (um 180 v. Chr.) wurde diese
Studie des Apollonios den Elementen Euklids als 14. Buch angehéngt.

2.5 Spatantike, Rom und Byzanz

Nach den drei groflen Theoretikern Euklid, Archimedes und Apollonios hat
die hellenistische Welt keine Mathematiker mehr von wirklich vergleichbarem
Rang hervorgebracht. Auch in den beiden diese ablésenden Kulturen, in Rom
im Westen und in Byzanz im Osten, lassen sich gleich bedeutsame Namen
nicht angeben. Daher erscheint es berechtigt, die Zeit ab der Mitte des 2.
vorchristlichen Jahrhunderts bis zum Zerfall des rémischen Reiches wihrend
der Volkerwanderung (3. bis 6. Jh. n. Chr.) zusammenzufassen. SchlieBllich
soll auch die Spiétbliite der Mathematik in Byzanz, die etwa vom 10. bis 14.
Jh. anzusetzen ist, hier noch betrachtet werden, da sie sich — u. a. auch aus
sprachlichen Griinden — in enger inhaltlicher Verbindung zur griechischen
Mathematik entwickelte.

2.5.1 Heron

In Heron von Alexandria haben wir einen Mathematiker und Techniker vor
uns, iiber dessen Biographie so wenig bekannt ist, dafl man ihn irgendwo zwi-
schen 150 v. Chr. und 200 n. Chr. (oder gar noch etwas spéter) datiert hat
— heute nimmt man an, er habe gegen Ende des 1. Jhs. n. Chr. in Alex-
andria gewirkt. Ahnlich wie Archimedes hat er sich sowohl auf mechanisch-
technischem wie auf mathematischem Gebiet betétigt, auf letzterem freilich
bevorzugt unter praktischen Aspekten, so dafl ein Vergleich mit dem genialen
Theoretiker Archimedes ganz unangemessen wére. Vielmehr war sein Schaf-
fen enzyklopéadisch angelegt und entsprach damit einer Tendenz der Zeit: dem
Bestreben, das klassische Erbe zu sammeln und zu bewahren. Viele seiner
Schriften und Vorlesungen fanden, oft stark {iberarbeitet, weite Verbreitung.
Das lag nicht zuletzt an ihrem auf Anwendungen ausgerichteten Charakter,
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der dieser Epoche entgegenkam. So kniipfte Heron nicht nur an die klassi-
sche Tradition an (z.B. an die Elemente Euklids und an mehrere Schriften
des Archimedes), sondern griff daneben auch auf die babylonisch-#gyptische
Tradition zuriick, wobei er manche nur nédherungsweise giiltige Verfahren {iber-
nahm bzw. weiterentwickelte. In einem (teilweise aus arabischen Erwihnungen
bekannten) Euklid-Kommentar ersetzte Heron viele indirekte Beweise Euklids
durch direkte.

Sein Werk ,,Metrika“ (der griechische Text wurde erst Ende des 19. Jhs. wie-
der aufgefunden) richtete sich vorwiegend an Praktiker. Darin werden, neben
vielen Konstruktions- und Vermessungsvorschriften ebener und raumlicher Ge-
bilde, z.B. zur Berechnung von Quadrat- und Kubikwurzeln auch Ndherungs-
rezepte angegeben, die den algorithmischen Aspekt hervorheben. Das 3. Buch
(= Kapitel) behandelt die Teilung von Flichen und Kérpern nach vorgeschrie-
benen Verhéltnissen, darunter auch die Archimedische Kugelteilung.

Mit Herons Namen noch heute verbunden ist die heronische Dreiecksformel.
Sind die drei Seiten a, b, ¢ eines beliebigen Dreiecks gegeben, ermdoglicht sie,
unter Verwendung der Hilfsgroe s = ;(a + b + ¢) den Flicheninhalt ® des
Dreiecks ohne den Umweg iiber die Berechnung einer seiner Héhen zu ermit-
teln:

= /s(s —a)(s — b)(s —c). (2.5.1)

Obgleich heute nach Heron benannt, kannte schon Archimedes diese Formel.
Zu dem von Heron gegebenen Beweis vgl. Aufg. 2.5.1. Wie Abb. 2.5.1 zeigt,
bedient sich Heron des Inkreises des Dreiecks (Radius 7); die drei von den
Ecken aus zu dessen Mittelpunkt gezogenen Strecken zerlegen das Dreieck in
drei Teildreiecke der Hohe r. Das Einfiigen von zwei rechtwinkligen Dreiecken
ermoglicht dann die Berechnung von r. Auf der abgebildeten Seite gehort, ab-
gesehen von den beiden Figuren, nur der iiber diesen befindliche Schriftblock
zum Heronschen Text; alles weitere sind Randglossen eines ebenfalls griechisch
schreibenden Lesers; sie deuten an, welche Schwierigkeiten dieser hatte, als er
sich bemiihte, den Beweis zu verstehen. Ungewchnlich fiir die damalige Zeit
ist u.a., dal Heron im Beweisgang mit dem Produkt von vier Lingen arbei-
tet (genauer gesagt: dem Produkt von zwei Flichen). Das erlaubt ihm, ohne
Behinderung durch Quadratwurzeln zunichst das Quadrat der gesuchten Drei-
ecksflache auszurechnen. Heron versdumt es, in diesem Fall alle erforderlichen
Hilfsséitze der Elemente Euklids zu zitieren; so erkannte z.B. der Scholiast nicht
sofort, dafl die Verbindungslinien der Eckpunkte mit dem Mittelpunkt des ein-
beschriebenen Kreises zugleich die Winkelhalbierenden sind! Auch fiihrte ihn
in die Irre, dal die beiden Figuren einen Spezialfall anzudeuten scheinen: ein
rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck anstelle des allgemeinen Falles.
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Abb. 2.5.1 Manuskriptseite aus Herons ,,Metrika“ mit dem Beweis der Dreiecks-

formel: Codex Constantinopolitanus Palatii Veteris No. 1 (11./12. Jh.), fol. 71".
[Codex Constantinopolitanus Palatii Veteris No. 1, ed. by E. M. Bruins. Part One: Reproduction
of the Manuscript, S. 138. Leiden: E. J. Brill 1964.]
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2.5.2 Pappos

Neben weiteren Mathematikern, die weniger auf geometrischem als auf an-
deren Gebieten titig waren (wie z.B. der Zahlentheoretiker Diophantos, der
vermutlich um 250 in Alexandria wirkte; vgl. Bd. 1, Abschnitt 4.5), und ne-
ben den Begriindern der Trigonometrie, auf die weiter unten eingegangen wird,
wirkte um 320, also in der Spitzeit, in Alexandria der fiir die Uberlieferungs-
geschichte bedeutsame Pappos. Er gehorte dem Kreis der alexandrinischen
Neuplatoniker an. Seine , Collectiones” sind ein Sammelwerk in acht Biichern;
bis auf das erste und den Anfang des zweiten sind sie sdmtlich erhalten. In der
frithen Neuzeit entnahmen die européischen Mathematiker den , Collectiones*
viele Anregungen, enthalten sie doch wichtige Ausziige aus (teils erhaltenen,
teils verlorenen) Schriften von Euklid, Apollonios, Archimedes und anderen
Mathematikern. Pappos erweiterte diese Ausziige um kritische Kommentare
und bemerkenswerte eigene Zutaten.

Zu diesen gehoren Sétze iiber projektive Gebilde, Bemerkungen zu Extrem-
wertaufgaben und der sog. Guldinsche Schwerpunktsatz an Rotationskérpern
(von Paul Guldin 1641 publiziert!). Pappos formulierte letzteren in einer fiir die
Antike ganz ungewohnlichen Allgemeinheit und bemerkte selbst dazu: ,,Die-
se Sitze, die in Wirklichkeit einer sind, umfassen eine beliebige Anzahl von
Theoremen aller Art iiber Kurven, Oberflichen und Korper, welche alle auf
einmal durch einen einzigen Beweis bewiesen werden.“ Hatte Apollonios den
geometrischen Ort zu drei und vier Geraden diskutiert, so dehnte Pappos die
Untersuchung auf n beliebige Geraden aus — eine Fragestellung, die im 17.
Jh. mehrere Mathematiker zum Studium herausforderte.

2.5.3 Proklos

Aus der in der Spétzeit vermehrt entstehenden Sammel- und Kommentarlite-
ratur sei noch der ausfiihrliche Kommentar des Proklos Diadochos (410-485)
zum ersten Buch der euklidischen Elemente erwihnt. Proklos, nach Studien
in Alexandria Haupt der Akademie in Athen, verfafite auch Kommentare zu
einer Reihe von Dialogen des Plato. Seinen Euklid-Kommentar erdffnete er
mit einer Darlegung der neuplatonischen Philosophie der Mathematik; wich-
tig fiir die Nachwelt wurden vor allen Dingen die vielen wertvollen historischen
Bemerkungen, die Proklos darin iiberlieferte (meist gehen sie auf die verlore-
nen Werke des Eudemos und Geminos zuriick). Proklos setzt sich ausfiihrlich
mit den Prinzipien der Geometrie auseinander, diskutiert das Verhéltnis von
Postulaten, Axiomen und Hypothesen zueinander, erldutert den Unterschied
zwischen Lehrsétzen und Problemen, bespricht Beweisstrukturen und Fach-
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ausdriicke. Die einzige Stelle, an der er iiber Euklid hinauszugehen versucht,
ist, als er sich bemiiht, das Parallelenpostulat zu beweisen, nachdem er einen
Beweisversuch des Ptolemaios zuriickgewiesen hat. Ob Proklos auch Kom-
mentare zu weiteren Biichern der Elemente verfafite, wie er beabsichtigte, ist
ungewif.

Drei Themen sind in diesem Abschnitt noch zu besprechen: die Entstehung
der Trigonometrie, die Schriften der romischen Feldmesser und die Leistungen
der Byzantiner nach der Jahrtausendwende.

2.5.4 Sehnengeometrie

Die Trigonometrie wurde bis hin zu Copernicus (1473-1543) als Bestandteil
der Astronomie aufgefafit und dementsprechend in astronomischen Werken
behandelt — das erste selbstéindige Lehrbuch der Trigonometrie verfafite Re-
giomontanus um 1464, doch erschien es erst posthum fast 70 Jahre spéter
(1533). Erste Elemente hatten wir in der vorgriechischen Mathematik ken-
nengelernt. Die Angabe des Riicksprungs zur Kennzeichnung der Neigung ei-
ner Fliche (etwa einer Pyramide) enthélt ja den Kern einer Tangensfunktion.
Dabei ist freilich zu bedenken, dafl die Babylonier die beiden erforderlichen
MaBangaben (GroBe des Riicksprungs bei gegebener Hohendifferenz) in unter-
schiedlichen Mafleinheiten ausdriickten und sie nicht zu einem gemeinsamen
Oberbegriff, wie ihn die Tangensfunktion darstellt, zusammenfafiten. Auch
ihr Bemiihen, ein Kreissegment durch Sehne und Pfeil zu erfassen, kann man
einer frithen Vorstufe der Trigonometrie zurechnen, basierte doch die ebene
Trigonometrie vor der Einfithrung der Sinus- und Tangensfunktion auf dem
Kreis und dem Studium der Beziehungen zwischen Kreissehnen. (Aus diesem
Grunde ist es auch besser, von Sehnengeometrie zu sprechen und den Begriff
‘Trigonometrie’ zu reservieren fiir jenen Zweig der Geometrie, in dem recht-
winklige Dreiecke samt ihren Seitenverhéltnissen, also die trigonometrischen
Funktionen, zur Anwendung kommen).

Bequemer als das Rechnen mit Sehnen ist dasjenige mit Halbsehnen, wor-
auf die uns geldufigen Winkelfunktionen beruhen. Auf diese kommen wir in
Abschnitt 3.4.4 bei der Behandlung der indischen Geometrie zuriick; denn in
Indien wurden sie zuerst eingefiihrt. In der iiberlieferten griechischen Literatur
kommen sie nicht vor. Mit der Verbreitung der sin-Funktion iiber Indien hinaus
verschwand die etwas umsténdlichere Sehnenrechnung aus der Mathematik.

Zum besseren Verstandnis der Sehnengeometrie ist es jedoch dienlich, sich
vorab den Zusammenhang zwischen der Sehne und dem Sinus klarzumachen
(Abb. 2.5.2). Zeichnet man im Kreis vom Radius r zum Zentriwinkel a die
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Sehne s, so ist die halbe Sehne J, geteilt durch 7, der Sinus von §. Verwendet

man, wie iiblich, fiir die Sehne (lateinisch: chorda, corda) die Abkiirzung ‘crd.’,

so gilt also: sin § = 5 : 7 = ;. Daraus folgt:

s =crd.a = 2r - sin g. (2.5.2)

o2

Abb. 2.5.2 Der Zusammenhang zwischen Sehnen- und Sinusgeometrie

2.5.5 Ptolemaios

Man weif3, dal der Astronom Hipparch im 2. vorchr. Jahrhundert eine Sehnen-
tafel berechnete. Uberliefert ist die Sehnentafel des Ptolemaios. Sie ist enthal-
ten in seinem astronomischen Hauptwerk ,,Matematike syntaxis“, in spéaterer
Zeit auch ,Megalé syntaxis“ genannt (die mathematische bzw. grofie Samm-
lung), dem bis zu Copernicus mafigeblichen astronomischen Lehrbuch. Be-
kannter ist es unter dem arabischen Titel ,,Almagest.*

Klaudios Ptolemaios (ca. 100 — ca. 160), ebenfalls in Alexandria wirkend,
schickte dieser Tafel und ihrer Berechnung die Bemerkung voraus, er wer-
de nur die kleinstmogliche Zahl von Lehrsétzen bringen, die dazu erforderlich
sei — alles Dinge, die schon vor ihm bekannt waren. Er ging von der Berech-
nung der Seitenlédngen der ersten regulédren Polygone im Kreis aus und setzte
sich das Ziel, die Sehnenwerte im Abstand von jeweils einem halben Grad an-
zugeben. Die Linge des Durchmessers setzte er dabei zur Vermeidung von zu
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kleinen Sexagesimalbriichen zu 120 Teilen (partes = p) an, denn — wie in der
Astronomie seit den Babyloniern iiblich — rechnete auch Ptolemaios im Se-
xagesimalsystem. Dieses Vorgehen lieferte ihm mittels elementargeometrischer
Uberlegungen die Sehnen zu folgenden regelmiifligen n—FEcken:

n 3 4 5 6 8§ 10 12
¢ 120° 90° 72° 60° 45° 36° 30°

Mit Hilfe seines Sehnensatzes (einem Aquivalent fiir die Subtraktionsformel
der Sinusfunktion; vgl. Aufgabe 2.5.2) konnte er daraus die Sehne von 12°
berechnen, woraus er durch wiederholte Halbierung die Sehne von 1%0 gewann.
Zum weiteren Vorgehen bemerkte er [Ptolemaios, 32 - 33):

»Nun kann freilich, wenn z.B. die Sehne zu dem Bogen von 1;0 gegeben ist,
die das Drittel desselben Bogens unterspannende Sehne durch geometrische
Konstruktion auf keinerlei Weise gefunden werden. Wire das moglich, dann
hétten wir ja ohne weiteres auch die Sehne zum Bogen von éo zur Verfiigung.
Deshalb werden wir zuerst die Sehne zum Bogen von 1° aus den Sehnen zu den
Bogen von 1%0 und ZO auf methodischem Weg ableiten unter Zugrundelegung
eines Satzes, der zwar mit absoluter Genauigkeit die Groflenbetrége nicht fest-
zustellen vermag, aber bei so minimalen Gréflen doch wenigstens einen Wert
liefern kann, der sich fiir die sinnliche Wahrnehmung von dem absolut genauen
nur ganz unwesentlich unterscheidet.*

Danach zitiert Ptolemaios den besagten Satz wie folgt:

Wenn in einem Kreis zwei ungleiche Sehnen gezogen werden, so ist
das Verhaltnis der gréfleren Sehne zur kleineren Sehne kleiner als
das Verhéltnis des Bogens auf der grofleren Sehne zum Bogen auf
der kleineren Sehne.

Das bedeutet: weil die Winkeldreiteilung nicht elementar konstruierbar ist, be-
diente sich Ptolemaios an dieser Stelle der linearen Interpolation, um schlie3-
lich die Sehne von 1° zu bekommen. Er fand: crd. 1° = 1P2/12”. In seiner
Tafel gab er dann die Léngen der Sehnen fiir Winkel zwischen %O und 180°
in Schritten von jeweils einem halben Grad an, was einer Sinustafel mit der
Winkeldifferenz von 15" entspricht (s. Aufgabe 2.5.2).

Ptolemaios hatte, wie der Leser bemerkt haben wird, die Sehne von 12° aus
den Sehnen von 72° und 60° gewonnen, also aus den Seiten des regelméfi-
gen Fiinfecks und Sechsecks. Von Interesse ist in diesem Zusammenhang seine
Konstruktion der Seite des regelméBigen Fiinfecks (s. Aufg. 2.5.3); denn sie
wich von der von Euklid beschriebenen ab.
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Um 370 verfalte Theon von Alexandria einen Kommentar zu den beiden er-
sten Biichern des Almagest. Dabei wurde er — wie er selbst erwdhnt — von
seiner gelehrten Tochter Hypatia unterstiitzt. Auch soll Hypatia einen Kom-
mentar zu den Kegelschnitten des Apollonios (wie auch zur Arithmetica des
Diophantos) verfait haben; leider sind diese Werke der wegen ihrer Bildung
und Eloquenz beriithmten Wissenschaftlerin, die am Museion in Alexandria
Vorlesungen hielt, nicht {iberliefert. Als Anhéngerin des Neuplatonismus wur-
de sie 415 vom christlichen Pobel ermordet.

2.5.6 Menelaos

Neben der ebenen Trigonometrie benétigt der Astronom aber auch die sphéri-
sche, stellt sich doch der gestirnte Himmel dem Beobachter in Gestalt einer
Kugel dar, so dal die einfachste geometrische Figur das aus Grofikreisbégen
gebildete sphérische Dreieck ist. Eine erste Sammlung von Lehrsédtzen aus
diesem Bereich hatte um 100 v. Chr. Theodosios von Pitane angelegt. Die
Grundlagen dafiir hatte um 100 n. Chr. der in Alexandria wirkende Astronom
Menelaos in seiner ,, Sphérik“ niedergelegt. Dort findet sich erstmals der Be-
griff und eine Definition des sphérischen Dreiecks. Lehrsétze dariiber bringt
Menelaos in Analogie zu denjenigen, die Euklid iiber ebene Dreiecke formuliert
hatte. Zentral war dabei seine Regel der sechs Stiicke. Sie tritt allerdings bei
Menelaos wie auch bei Ptolemaios, der sie ebenfalls beweist, nicht in der Form
einer Aussage zum sphiérischen Dreieck auf, das von einer Transversalen ge-
schnitten wird, sondern wird bezogen auf zwei Grofikreisbogen ADB und AEC
(beide kleiner als ein Halbkreis), die von zwei anderen Groflkreisbégen DFC
und BFE (ebenfalls kleiner als ein Halbkreis) in D, B bzaw. C, E geschnitten
werden. Das Ergebnis wird in einer dem Ausdruck

sinCE sinCF sinDB 953
sinEA  sinFD sinBA (2:53)
gleichwertigen Form angegeben. Heute wiirden wir das eher auf ein sphéri-
sches Dreieck ADC' (mit einer verldngerten Seite ADB) beziehen, das von
dem Groflkreis BEF in B, E, F geschnitten wird, und die Behauptung in der
Form ausdriicken, dafl das Produkt der drei Sinus gleich dem Produkt der drei
anderen Sinus ist (abgesehen vom Vorzeichen):

sin AE -sinCF -sin DB =sin EC -sin FD - sin BA. (2.5.4)

Ahnlich wie beim Sehnensatz des Ptolemaios folgen aus der Regel der sechs
Stiicke (deren Anwendung ja die Kenntnis von fiinf Gréflen voraussetzt, will
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man die sechste berechnen) einfachere Regeln, falls einer oder gar mehrere der
Groflkreisbogen sich iiber 90° erstrecken. Doch sei es dem Leser iiberlassen,
derartige Spezialfille zu betrachten.

2.5.7 Sonnenuhr, Analemma

Die Anregung zur Verkniipfung von Bewegungen auf sphérischen Bahnen und
ebenen Kurven muf} sich in der Astronomie schon friih ergeben haben — so-
bald man ndmlich die einfachste Art der Sonnenuhr, den Gnomon, genauer
zu beobachten begann. Die Agypter verwendeten ihn in Form des Obelisken.
Wie schon erwé#hnt, soll Anaximandros dieses Instrument, das er angeblich in
Babylon kennengelernt hatte, in der ersten Hélfte des 6. Jhs. v. Chr. in Grie-
chenland eingefithrt haben. Markiert man die Tageswanderung des Schattens
der Spitze des senkrechten Stabes auf der (ebenen) Grundfliche, so erhélt man
ja das Bild des Tageskreisbogens des Sonnenlaufs; macht man das in regelméfi-
gen wochentlichen oder monatlichen Abstédnden, spiegeln diese Linien auch die
Verdnderungen im Jahreslauf. So kann man mit diesem Schattenzeiger auch
den Zeitpunkt der Sonnenwenden, die Schiefe der Ekliptik und die geographi-
sche Breite des Beobachtungsortes bestimmen. Daher wurde der Gnomon zu
einem fiir Astronomen wie Geographen unentbehrlichen Instrument, und die
Beschéftigung mit seiner Theorie (d.h. mit Anfingen der Theorie geometri-
scher Abbildungen) war unabdingbar.

Plinius beschreibt in seiner Naturalis Historia (36, 72 f.) ausfiihrlich die groite
antike Anlage, das Solarium des Augustus auf dem Marsfeld in Rom mit sei-
nem 30 m hohen Obelisken. Das Analemma, das ebene Zifferblatt, erstreckte
sich iiber ein Feld von etwa 65 m mal 175 m. Wie Ausgrabungen von Tei-
len desselben vor einigen Jahren ergaben, enthielt es Stundenlinien, Meridian
(Mittagslinie mit Tagesmarken) und Monatslinien sowie eingemeiflelte Tier-
kreisnamen und Angaben zur Jahreszeit ([Buchner 1982]; vgl. Abb. 2.5.3).
Das geometrisch-mechanische Verfahren der Erzeugung des Liniennetzes auf
verschieden geneigten Auffangflichen von Sonnenuhren unter Beriicksichti-
gung der geographischen Breite wurde wahrscheinlich von Eudoxos von Knidos
entwickelt. Ptolemaios widmete dem Problem eine eigene (nur in lateinischer
Ubersetzung erhaltene) Schrift ,, Analemma“. Lediglich arabisch iiberliefert ist
seine Abhandlung ,,Planisphaerium®. Sie wurde nach Revision durch al-Majriti
1143 von Hermann von Kérnten ins Lateinische iibertragen und beschreibt die
Abbildung von Himmelskreisen auf eine Ebene. Ptolemaios wahlte als Projek-
tionszentrum den Siidpol der Himmelskugel und legte die Ebene durch den
Aquator. Diese Abbildung, die stereographische Projektion, liegt dem belieb-
testen astronomischen Instrument des Mittelalters, dem (ebenen) Astrolabium
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Abb. 2.5.3 Solarium und Mausoleum des Augustus auf dem Marsfeld in Rom
(Rekonstruktion) [E. Buchner, in: Archéologische Entdeckungen. Die Forschungen des Deutschen
Arché#ologischen Instituts im 20. Jh., Bd.II S. 180 Abb. 202 Mainz: Philipp von Zabern 1999]

zugrunde. Da sie Kreise in Kreise (bzw. die Meridiane in Geraden) abbildet,
ist sie fiir astronomische Zwecke besonders geeignet.

2.5.8 Kartographie

Auf Abbildungsprobleme stieflen auch die Geographen, sobald sie versuch-
ten, groflere Bezirke oder gar die ganze Oikumene — den ihnen bekannten
Ausschnitt der bewohnten Erde — darzustellen. Dem schon genannten Era-
tosthenes verdankt man die Einfiihrung eines rechtwinkligen Koordinatensy-
stems , gebildet aus Parallelkreisen und Meridianen, die durch feste Punkte
(Stédte, deren Koordinaten man bestimmt hatte) hindurchgehen. Als Mittel-
parallele wihlte er einen durch die Sdulen des Herakles (Gibraltar) gehenden
Breitenkreis. Wurden auch manche Details dieses Entwurfs vom Astronomen
Hipparch kritisiert (der fiir die schwierige Lingenbestimmung die Beobachtung
von Mondfinsternissen vorschlug), so ist doch das von Eratosthenes angewand-
te Verfahren der Zuordnung von Punkten auf der Kugel zu ihren Bildpunkten
in der Kartenebene geometrisch klar bestimmt. Der Geograph Strabon (64/63
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v. Chr. — 20 n. Chr.) verwendete es in seiner, tiberwiegend ldnderkundlich—
historisch orientierten Geographia als Grundlage eines Entwurfs einer Welt-
karte im rechtwinkligen Koordinatensystem .

Ausfiihrlich setzte sich Klaudios Ptolemaios, dessen ,,Geographike hyphegesis“
fiir die geographische Wissenschaft eine dhnlich bedeutsame Rolle spielte wie
sein ,, Almagest* fiir die Astronomie — néamlich die Zusammenfassung und
Ubermittlung des geographischen Wissens zu seiner Zeit —, mit der Theorie
der Projektion auseinander. Er kritisierte die Verwendung der Zylinderpro-
jektion, wie sie sein Vorgénger Marinos von Tyros (Anfang 2. Jh. n. Chr.)
im Anschlufl an Eratosthenes benutzt hatte, wegen der starken Verzerrungen
zu den Polen hin, und propagierte stattdessen zwei Varianten der in dieser
Hinsicht wesentlich giinstigeren Kegelprojektion. Sein grofler Katalog enthélt,
geordnet nach Erdteilen und Léndern, fiir 8.100 Orte die Léngen- und Brei-
tenkoordinaten und bietet somit die Moglichkeit, die entsprechenden Stellen
in einem beliebig konstruierten Koordinatensystem zu markieren. Ob er selbst
eine Karte nach diesen Angaben konstruierte, ist unbekannt.

Marinos hatte die Oikumene auf eine ebene Karte abzubilden versucht, indem
er die Erdoberfliche auf einen die Erdkugel am Aquator beriihrenden Zylin-
der projizierte, wodurch er ein rechtwinkliges Koordinatensystem erzeugte. Die
Idee des Ptolemaios war, der Erde sozusagen eine Kegelhaube aufzusetzen, die
den Globus in einem Breitenkreis beriihrt, der etwa in der Mitte der damals
bekannten bewohnten Zone liegt (Ptolemaios wihlte den durch Rhodos verlau-
fenden Kreis von 54°). Denn dann wird der diesen Kreis enthaltende Streifen
der Erdoberfliche bei der Abbildung kaum verzerrt. Die Meridiane bleiben
auch bei dieser Projektion Geraden, die Breitenkreise werden in Kreisbégen
abgebildet. Nur die nérdlichen und siidlichen Randgebiete werden merklich
in Nord-Siidrichtung gestreckt (Abb. 2.5.4). Um auch diesen Mangel auszu-
gleichen, fiigte Ptolemaios dem auf die Nordhalbkugel aufgesetzten Kegel von
Stiden her einen Gegenkegel an; das fithrt im Kartenbild zu einer Abknickung
am Aquator (vgl. Abb. 5.2.2).

Damit noch nicht zufrieden, entwickelte Ptolemaios eine modifizierte, mathe-
matisch anspruchsvollere Kegelprojektion. Wiederum werden dabei die Brei-
tenkreise als Kreisbogen dargestellt. Diesmal sollen die beiden Breitenkreise
durch Thule (27°) und Syene (66°17") sowie ein dritter, der durch einen Ort
geht, der in gleicher Entfernung wie Meroé spiegelbildlich siidlich des Aquators
mit 106°42" Polabstand gelegen ist, streckengetreu abgebildet werden. Damit
sind fiir jeden Langenkreis drei Punkte vorgegeben; diese werden durch den
so bestimmten Kreisbogen miteinander verbunden. — Wollte man nicht nur
drei, sondern alle Breitenkreise ldngentreu abbilden, wiirden die Léngenkreise
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in transzendente Kurven iiberfiihrt. Ptolemaios wéhlte also eine Anndherung,
die sich mit Zirkel und Lineal konstruieren 148t (vgl. Abb. 5.2.4; die stereo-
graphische Projektion wurde von Ptolemaios zur Herstellung von Erdkarten
nicht in Betracht gezogen.)

Historische Karten aus der Zeit der Renaissance, bei der die Kegelprojektionen
des Ptolemaios verwendet wurden, sind in Abschnitt 5.2 abgebildet. (Die Ent-
wicklung der Kartographie seit der Renaissance ist in geometrischer Hinsicht
dadurch bestimmt, dafl der Kartograph drei Forderungen zu erfiillen bestrebt
ist: Langentreue, Winkeltreue und Flédchentreue. Deren Unvereinbarkeit 18t
sich mathematisch mit Hilfe der im 18. Jh. entwickelten Differentialgeometrie
aufzeigen. Die Fiille der inzwischen bei der Kartenherstellung verwendeten
Projektionen ist daher u.a. eine Folge der Entscheidung, auf welche dieser Ei-
genschaften am ehesten zugunsten anderer verzichtet werden kann. Vgl. auch
Abschnitt 5.2.)

2.5.9 Agrimensoren

Es ist wohl eine allgemein verbreitete Ansicht, dal sich die mathematische
Theorie aus der Praxis heraus entwickelte — auch in der bisherigen Darstel-
lung wurde wiederholt darauf hingewiesen, die Griechen hétten in vielem aus
den vorgriechischen Kulturen Erkenntnisse und praktische Regeln iibernom-
men und diese dann systematisiert, begriindet und zu einem Theoriegebédude
verkniipft. Dabei wird aber oft iibersehen, dafl es nicht nur den Weg von
der Praxis zur Theorie, von den Rezepten und Regeln zum wissenschaftlichen
Lehrbuch gibt. Auch in umgekehrter Richtung wirkt die Beeinflussung; das
hat die mathematikhistorische Forschung nicht immer ausreichend wahrge-
nommen. Bruchstiicke aus mathematischen Theorien kénnen den Weg zuriick
in die Praxis finden. Je nachdem, in wessen Hénde sie dabei gelangen, ist sich
der Anwender des inneren Zusammenhanges und des Giiltigkeitsbereichs einer
Aussage bewuflt, oder die Kenntnis der Struktur und des logischen Aufbaus,
die die Theorie auszeichneten, geht wieder verloren. Dann kann es vorkommen,
daf die iibernommenen Elemente nur halb verstanden und in einer Weise ein-
gesetzt werden, die den Bediirfnissen der Praxis nicht unbedingt in optimaler
Weise gerecht wird.

Ein Beispiel fiir einen solchen Transfer liefern die romischen Feldmesser oder
Agrimensoren. (Ein anderes kann man in den mittelalterlichen Bauhiitten und
ihrer noch bis zu Albrecht Diirer nachwirkenden Tradition sehen; vgl. Kap.
4). Wenn Cicero (in ,,De Divinatione“ I, 17) berichtet, Romulus habe Rom
nach den Regeln der FeldmeBkunst gegriindet (was bekanntlich im Jahr 753
v. Chr. geschehen sein soll), so belegt diese Feststellung wohl eher die hohe
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Wertschitzung dieses Berufs zur Zeit Ciceros (106-43), als daf sie eine histo-
rische Tatsache beschreibt. Denn im rémischen Reich wurden Vermessungs-
aufgaben wohl urspriinglich von verschiedenen ,Berufen“ ausgefiihrt: fiir die
Festlegung von Tempelbezirken waren Priester zustidndig, fiir die Vorbereitung
von Truppenlagern das Militér, fiir den Bau von Wasserleitungen Architekten.
Fiir die erste, von Caesar angeordnete Reichsvermessung (durchgefiihrt 37-20
v. Chr.) zog man offenbar noch griechische Fachleute hinzu. Die Landvertei-
lung nach Eroberungen machte in Rom, das sich, wie bekannt, um den Ausbau
des Rechtssystems grofle Verdienste erwarb, eine Agrargesetzgebung notwen-
dig, als deren Folge ,,Rechtspfleger® benétigt wurden, denen die Ubertragung
in die Wirklichkeit oblag. Auch bei der Neugriindung von Stédten in den Ko-
lonien waren solche Fachleute erforderlich.

Bis gegen Ende des 1. Jhs. n. Chr. hatte sich dann der Stand der Agrimensoren
herausgebildet. Er entwickelte um diese Zeit auch seine eigene Literatur, die
gromatischen Schriften (benannt nach einem einfachen Mefigerit, der Groma
oder Stella, das von Heron zu einem Prézisionsinstrument, der Dioptra, wei-
terentwickelt wurde; s. Abb. 2.5.5). Die Fachliteratur der Feldmesser wurde
im 3. Jh. zum sog. ,,Corpus gromaticorum® zusammengefaft.

Wie die Agrimensoren ihrem Beruf nachgingen, schilderte anschaulich Cassio-
dorus (4807-5757), nachdem er bemerkt hatte, andere Wissenschaften seien
so theoretisch, dafl die Professoren nur eine Handvoll von Studenten haben:

y,Aber der Feldmesser ist mit der Beilegung einer Grenzstreitigkeit betraut,
die entstanden ist, damit mutwilliger Streitsucht ein Ende gesetzt werde. Er
ist ein Richter eigener Art; sein Gerichtshof sind die verlassenen Felder; man
konnte ihn fiir verriickt halten, sieht man ihn gewundene Pfade entlanglaufen.
Wenn er nach Beweismaterial sucht im wilden Gehdolz oder im Dickicht, lduft
er nicht wie du und ich, er sucht sich seinen eigenen Weg. er erklért seine
Feststellungen, er wendet seine Kenntnisse an, er entscheidet Streitigkeiten
durch seine Fufistapfen, und wie ein gigantischer Strom nimmt er dem einen
Stiicke des Landes weg und gibt sie dem anderen. [Dilke 1971, S. 45/46 (engl.)]

Unser heutiges Wissen {iber die geometrischen Kenntnisse der rémischen Feld-
messer stammt vor allem aus Sammelhandschriften, die sich jetzt im Besitz
der Herzog August Bibliothek in Wolfenbiittel befinden. Es handelt sich um
die beiden Codices Arcerianus A und B (benannt nach Johannes Arcerius,
dem sie von 1566 bis 1604 gehorten) und um den Codex Gudianus (nach dem
Handschriftensammler Marquard Gude, 1635-1689). Der Arcerianus wurde im
5.-6. Jh. geschrieben und ist damit die ilteste (vollstindig erhaltene) antike
mathematische Handschrift. Der Gudianus stammt aus dem 9. Jh. In beiden
Fillen haben wir es also mit Abschriften von Texten zu tun, die die Tétigkeit
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Abb. 2.5.5 Rekonstruktion a) der Groma zur Festlegung rechter Winkel

und b) der Dioptra des Heron
[O.A.W. Dilke: The Roman Land Surveyors. Newton Abbot, David & Charles 1971; S. 50, 75]

der Feldmesser oder Agrimensoren betreffen. Zu den Autoren, durch welche
Einzelheiten aus dem Vermessungswesen der Romer bekannt sind, gehoren
Vitruvius (um Chr. Geburt), der ehemalige Offizier Columella, der um 65 n.
Chr. zwolf Biicher tiber das Landleben verfafite, der Architekt und Aufseher
des Wasserwesens in Rom, Frontinus (f um 100 n. Chr.) und die Feldmesser
Hyginus und Balbus.

Zu den Aufgaben der Agrimensoren gehorte neben der Landvermessung auch
die Rechtsprechung, soweit sie Grundstiicksstreitigkeiten betraf. (Ein Beispiel
findet sich im Anhang A.3). Demzufolge sind die Feldmesserschriften auch
nicht einfach Handbiicher der praktischen Geometrie, sondern zugleich juri-
stische Leitfaden. So enthalten sie u.a. eine ausdifferenzierte Fachterminologie
zur Bezeichnung der verschiedenen Feldertypen und ihrer Begrenzungen, die
weit iiber die sonst in der Geometrie iiblichen Ausdriicke fiir ebene Figuren
hinausgeht. Wahrend z.B. Euklid definiert: ,,Eine Grenze ist das, worin etwas
endet,* schreibt der Vermessungsbeamte Balbus: ,,Grenze ist das, bis wohin
das Eigentumsrecht reicht.

Die Grundelemente der Geometrie wurden aber oft in Anlehnung an die von
Euklid gegebenen oder auch bei Heron zu findenden Definitionen eingefiihrt.
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Abb. 2.5.6 Agrimensoren-Handschrift
[Cod. Guelf. 105 Gud. Lat. 2°, fol. 77: geometrische Definitionen,
Herzog August Bibliothek Wolfenbiittel]
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Einige Beispiele aus der Wolfenbiitteler Handschrift Cod. Guelf. 105 Gud. Lat.,
(vgl. Abb. 2.5.6):

Rectum est cuius longitudinem sine latitudine metimur.
(Eine Gerade ist, was wir als Lidnge ohne Breite messen.)

EUuKLID hatte nach der bekannten ersten Definition

Punctum est, cuius pars nulla est
(Ein Punkt ist, was keinen Teil hat.)

als zweite angegeben:

Linea autem sine latitudine longitudo.
(Eine Linie aber [ist] eine Lénge ohne Breite.)

Der Feldmesser nimmt also ausdriicklich die praktische Tétigkeit des Messens
mit in die Definition auf, die fiir den Theoretiker Euklid nur storend wére.
Analog wird bei der Definition der Fliche (planum) und des Korpers (soli-
dum) — man beachte die Zeichnung — vorgegangen. Auf der folgenden Seite
werden dann drei Arten von Linien eingefiihrt: die gerade, die kreisférmige
und die ,flexuose®, also die beliebig gebogene. Mit deren Hilfe kénnen die
verschiedenartigsten Figuren benannt und spéter berechnet werden.

Die von den Agrimensoren verwendeten Naherungsformeln lassen sich teilweise
bis in die vorgriechischen Kulturen zuriickverfolgen. Das gilt sowohl fiir Mef3-
wie fiir Rechenverfahren. Gelegentlich sind auch Verbesserungen zu beobach-
ten, so, wenn die Fliche eines Kreissegmentes mit der Sehne s und dem Pfeil
p (vgl. Formel 1.2.11) nach der Vorschrift

s+p.

F =
2

p+ (;)2/14 (2.5.5)
berechnet wird. Der erste Teil, der die Ersetzung des Segments durch ein
Trapez erkennen 14t, findet sich auch in einem &gyptischen Papyrus (3. Jh.
v. Chr. oder friiher); das Korrekturglied steht in einem umfangreichen Werk
von Columella iiber die Landwirtschaft (64 n. Chr.), das dem Landwirt auch
Grundkenntnisse im Vermessungswesen vermitteln will. Heron diskutiert die
Korrektur ausdriicklich. Der Nenner 14 148t die Verwendung des archimedi-
schen Wertes 272 fiir m erkennen und zeigt damit, wie ein durch theoretische
Uberlegungen gewonnener Wert in die Praxis eindringt, ohne daf8 in der Regel
der Praktiker die Begriindung der Vorschrift einzusehen vermag (vgl. Aufgabe
2.5.4).



2.5 Spétantike, Rom und Byzanz 91

/h

CH <
N

O ulaf e eonertbuf imroum confaaraened mdhoan~func: |

c"mbufn'.tm olonnf: K areccdodr ;.Jmf.ongc Acunie erwn

wr . N.mennproximo effedeber . immofifier Flﬂttfl' PXIpf A

colanity 11’1&"-:.17'!-{6.‘!:’7;1 uetufal mumapi.t 1rufooliae tmﬂrfl'

rurrcur - feralbef ummant ccoerertf meentbuf” limicef primof

i1 ;:.fmzt'.l.mpcw nenpof furt *

By

Iy
an uiu.:S?ﬁﬁLabnrmn fmm}mxb: P[ur-:murn eramc Affign.cur,
b1 . Biam ook a0 - confrmuerunc - Aragutenim Frer ﬁxbr::._
bellorum pemaili nonfoli erant cormenm urbtf'muﬁ'nﬂgfﬂ,uf:ﬂ-‘
eTam loat Afpera c—:cf(mlﬁ.cbgtb.urt-ubl:th;mphrﬁn?;ign pre
pugmaculum cer :pf:ilnan.zmm"_'f-:.\.erumn.x urbibuf’ é?’é’"u&a .
tudo Umref Acapere_pprer Locxcﬁﬁ:rcuizx:mm nonFozut.Se:rre&m}'i '

Abb. 2.5.7 Agrimensoren-Handschrift
[Cod. Guelf. 105 Gud. Lat. 2°, fol. 99: Anlage rechteckiger Felder,
Herzog August Bibliothek Wolfenbiittel]
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Zum Abschlufl der Behandlung der Agrimensoren sei zur Veranschaulichung
noch eine weitere Seite aus dem Gudianus abgebildet (Abb. 2.5.7). Sie illu-
striert, wie vor den Mauern einer Stadt in der zwischen Meer und Gebirge
liegenden Ebene rechteckige Felder angelegt werden sollen.

Aus dem Bereich der romischen Kultur sind noch einige Gelehrte aus dem
5./6. Jh. zu besprechen (Martianus Capella, Boethius und Cassiodor). Die
mathematischen Teile ihrer Schriften bildeten, neben elementaren Teilen von
Euklids Elementen, eine wesentliche Grundlage fiir die im Mittelalter erfolg-
te Vermittlung geometrischer Kenntnisse im Rahmen des Quadriviums (der
vier mathematischen Wissenschaften Arithmetik, Geometrie, Astronomie und
Harmonik oder Musik). Sie werden daher in Kap. 4 vorgestellt.

2.5.10 Byzanz

Die Mathematikerschule in Alexandria fiel schliefllich der Heidenverfolgung
zum Opfer, bei der — wie erwdhnt — 415 Hypatia ihr Leben verlor, die Aka-
demie in Athen wurde 529 durch den Kaiser Justinian I. (er regierte von 527
bis 565) geschlossen. In Konstantinopel (seit dem Tod des Kaisers Theodosius
395 unabhingig von Rom) war es den Gelehrten noch etwas linger moglich,
zu arbeiten und ihre sammelnde und kommentierende T#tigkeit fortzusetzen.
Hier wirkten die Erbauer der Hagia Sophia, Anthemios von Tralles (1 534) und
Isidor von Milet, der nach Anthemios’ Tod die Bauleitung iibernahm. Erste-
rer schrieb eine Abhandlung iiber Brennspiegel. Darin bewies er, dafl parallel
einfallende Strahlen von einem parabolischen Spiegel im Brennpunkt gesam-
melt werden. Auch suchte er darin nach einer Anordnung, die einen von der
Sonne ausgehenden Lichtstrahl, der durch ein kleines Loch in einen abgedun-
kelten Raum eintritt, so reflektiert, dafl er unabhéngig von der Tages- oder
Jahreszeit durch einen bestimmten Punkt geht. Es gelang Anthemios, eine
punktweise Konstruktion fiir die Gestalt der Spiegelfliche — ein Ellipsoid —
anzugeben. Aus deren Eigenschaften beziiglich einer festen Ebene (konstan-
te Abstandssumme von zwei festen Punkten) folgerte er die Moglichkeit der
Fadenkonstruktion der Ellipse (s. Aufg. 2.5.5).

Dem mit Anthemios befreundeten Eutokios aus Askalon (* um 480) verdankt
man eine Anzahl wertvoller Kommentare zu Schriften des Archimedes und
Apollonios, worin er u.a. iiber Losungen des Problems der Wiirfelverdoppelung
berichtet, die anders nicht iiberliefert sind. Die ersten vier Biicher der Kegel-
schnitte des Apollonios sind nur deshalb in der Originalsprache erhalten, weil
Eutokios dazu einen Kommentar verfafite. Doch in der Zeit der Bilderstiirme
(726-843) erlebte auch dieses letzte Zentrum, das die griechische Mathematik
zu bewahren versucht hatte, einen deutlichen Niedergang.
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Rektor der 863 durch Bardas neubegriindeten Universitéit in Konstantinopel
wurde der Philosoph Leon von Byzanz, nachdem er ein Angebot, an den Kali-
fenhof in Bagdad zu kommen, ausgeschlagen hatte. Er hielt seine Schiiler zum
Abschreiben klassischer philosophischer wie mathematischer Schriften an. Eine
damals entstandene Euklid-Handschrift wird heute in Oxford aufbewahrt, eine
Archimedes-Abschrift gelangte spéter iiber den Hof der unteritalienischen Nor-
mannen in den Besitz der Pédpste und wurde im 16. Jh. intensiv studiert, bevor
sie verlorenging. Auch die schonste der erhaltenen Ptolemaios-Handschriften
wurde damals in Byzanz kopiert.

Im 10. bis 14. Jh. bildete sich allméahlich in Konstantinopel wieder eine diinne
Oberschicht heraus, die an philosophischen und mathematischen Studien inter-
essiert war und sich bewuf3t der griechischen Sprache bediente. Erneut waren
in dieser Phase der byzantinischen Mathematik die Wissenschaftler bestrebt,
das griechische Erbe sammelnd zu bewahren und weiterzufithren. Es machen
sich in diesem Zeitraum allerdings auch neue Einfliisse bemerkbar: solche des
lateinischen Mittelalters, solche aus dem Bereich der arabischen Kultur und
Wissenschaft und die Beriihrung mit dem indischen Ziffernrechnen und ande-
ren indischen Methoden.

Um 1050 wird Michael Psellos Leiter der erneuerten Universitédt, an der man
sich mit der Philosophie und Wissenschaft von Platon und Aristoteles — nicht
zuletzt mit dessen logischen Schriften — kritisch kommentierend auseinander-
setzt. Psellos schlofl sich Platon und Proklos in der Auffassung an, die Mathe-
matik sei das Bindeglied zwischen der Welt der Ideen und den korperlichen
Dingen und zugleich ein Mittel, die Schiiler zum abstrakten Denken zu er-
ziehen. In seine Lebenszeit fiel die endgiiltige Spaltung (1054) der Kirche in
die west- und die ostromische. Anderthalb Jahrhunderte spéater, wihrend des
4. Kreuzzuges (1202-1204), kam dann Byzanz unter westromische Herrschaft
und wurde bis 1261 vom lateinischen Kaisertum regiert.

Im 12. Jh. machten die Byzantiner die erste Bekanntschaft mit den indischen
Zahlen, wie Randnoten in einer Euklid-Handschrift belegen. Erstmals wird das
indische Rechnen in einer anonymen Schrift von 1252 erlédutert; eine spétere
Darstellung verfafite Maximos Planudes (12557-1310). Er lebte bereits unter
der 1261 beginnenden, rund 200 Jahre dauernden Herrschaft der Dynastie
der Paléologen, unter der die eigentliche humanistische Bliitezeit der byzan-
tinischen Mathematik zu verzeichnen ist. Nikolaos Rhabdas (f 1350) gab im
Jahr 1340 diese Abhandlung heraus, zugleich verfafite er eine Schilderung des
Fingerrechnens.

Auf geometrischem Gebiet arbeitete Theodoros Metochites (12607-1332) u.a.
iiber die Elemente des Euklid, iber Apollonios und Ptolemaios. Zur gleichen
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Abb. 2.5.8 Mausoleum der Galla Placidia in Ravenna.
Byzantinische Mosaiken mit Sternen und geometrischen Ornamenten schmiicken die
Gewolbe des Grabmals, erbaut im 5. Jh. fiir die Tochter von Theodosius I., dem
Groflen, der als letzter Alleinherrscher das romische Weltreich regierte. [Foto Alten]

Zeit schrieb Johannes Pediasimos eine praktische Geometrie im Stil Herons von
Alexandria. Der zweisprachige Basilianerménch Bernhard Barlaam (12907—
13487) aus Kalabrien, der 1339 als byzantinischer Gesandter mit Papst Bene-
dikt XII. iiber eine Wiedervereinigung der ost- mit der westromischen Kirche
verhandelte, interpretierte das 2. Buch der Elemente Euklids arithmetisch-
algebraisch. Isaak Argyros (13107-1371) schrieb Scholien zum 1. bis 6. Buch
der Elemente. Den Niedergang vor Augen, nachdem sich die Unionsverhand-
lungen mit den Pépsten zerschlagen hatten und die Tiirkengefahr wuchs, emi-
grierten viele Gelehrte nach Italien und gaben dort ihr Wissen an die auf-
blithende Wissenschaft der Renaissance weiter (vgl. Kap. 5).

Zum Abschlufl mufl betont werden, dafl die Erforschung der byzantinischen
Mathematik keineswegs abgeschlossen ist, da viele Handschriften bisher nicht
ediert und ausgewertet wurden. Die Zusammenarbeit von Mathematikhistori-
kern und Byzantinisten, wie sie zum Beispiel Kurt Vogel und Herbert Hunger
um 1960 vorbildlich verwirklichten, ist dabei unumgénglich. Eine Intensivie-
rung dieser Erforschung wére aufgrund der Stellung der byzantinischen Ma-
thematik im Schnittpunkt der gegenseitigen Beeinflussung von Ost und West
dringend zu wiinschen.
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Die klassischen Probleme in der griechischen Mathematik

~ 585 Thales Durchmesser halbiert Kreis; rechtwinkliges Dreieck in Halb-
kreis
=~ 550 Pythagoras 7, regelméfBiges Fiinfeck im Kreis
Pythagoreer
~ 450 Hippasos Zwolfflichner (Dodekaeder); Entdeckung des Irrationalen
=~ 440 Hippokrates Quadratur der Kreismoéndchen; Einschiebung von zwei mitt-
leren Proportionalen z,y (& = Z = ¥ zur Loésung des deli-
schen Problems
~ 434 Anaxagoras Kreisquadratur versucht (wie?)
~ 430 Antiphon Kreisquadratur mittels einbeschriebener 3 - 2" —Ecke oder 4 -
2™ —Ecke
~ 420 Hippias Winkelteilung mittels ¥ = 7r¢}2
=~ 410 Bryson Kreisquadratur mittels ein- und umbeschriebener Vielecke;
Zwischenwertsatz
~ 390 Archytas Einschiebung zweier geometrischer Mittel, stereometrisch
gelost
~ 380 Theaitetos Fiinf platonische Korper mit umbeschriebenen Kugeln
~ 370 Eudoxos Irrationalitétentheorie; ‘platonische’ bewegungsgeometrische
Einschiebung von zwei geometrischen Mitteln ?
~ 350 Briider Deino-  Kreisquadratur mittels der Kurve von Hippias (‘Quadra-
stratos u. Me-  trix’); Parabel und Hyperbel fiir zwei geometrische Mittel
naichmos
=~ 330 Euklid »Elemente*: mit Zirkel und Lineal ausfithrbare Konstruktio-
nen
287-212 Archimedes Kreisquadratur, Kugelvolumen; Siebeneckkonstruktion (nur
arabisch erhalten); Winkeldreiteilung (Papierstreifenkon-
struktion)
=~ 240 Eratosthenes Mechanische Losung fiir das Einschieben von zwei mittleren
Proportionalen
~ 210 Apollonios Kegelschnitttheorie; zwei geometrische Mittel; platonische
Korper
~ 180 Diokles Kissoide
=~ 180 Nikomedes Konchoide (Muschellinie)
~ 75 Heron Neusiskonstruktion fiir zwei geometrische Mittel
857-165?  Ptolemaios Sehnentafel (Winkeldreiteilung)
~ 320 Pappos Sammelwerk ,, Collectiones* mit historischen Berichten
=~ 370 Theon Euklid-Bearbeitung
=~ 460 Proklos Kommentar zum 1. Buch der Elemente Euklids
~ 520 Simplikios Ausziige aus Eudemos (um 320 v. Chr.): Bericht iiber Ménd-
chenquadratur des Hippokrates
~ 520 Eutokios Kommentar zu Archimedes’ ,,Uber Kugel und Zylinder“: Be-

richt iiber die Geschichte des delischen Problems
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2.6 Aufgaben zu 2

Aufgabe 2.1.1: Entfernungsmessung nach Thales

Da die Entfernung des Schiffes auf See nicht direkt mefbar ist, soll Thales es einmal
von der Spitze eines Turmes und einmal vom Fufl des Turmes aus angepeilt haben.
Der Turm stellt eine Seite eines Dreiecks dar, die beiden Sichtlinien bilden die beiden
anderen Seiten.

a) Inwiefern ist zur Begriindung dieses Verfahrens der zitierte geometrische Satz
erforderlich?

b) Welche Formel folgt daraus fiir die Berechnung der Entfernung des Schiffes?

Aufgabe 2.1.2: Varianten der Entfernungsmessung nach Thales

Wie konnte Thales die Entfernung eines Schiffes auf See bestimmt haben, wenn kein
geniigend hoher Turm am Ufer zur Verfiigung stand? (Unter der Voraussetzung, dafl
er die ihm zugewiesenen Siitze alle kannte, sind zwei verschiedene Verfahren méglich.)

Aufgabe 2.1.3: Der Goldene Schnitt am Pentagon
Bekanntlich stehen beim regelmiffigen Fiinfeck Diagonale und Seite im Verhiltnis
des Goldenen Schnittes zueinander (vgl. Abb. 2.1.5). Man leite die zwischen dy und
so bestehende quadratische Gleichung her und als deren Losung dieses Verhéltnis.
Wodurch kommt seine Irrationalitéit zum Ausdruck?

Aufgabe 2.2.1: Die Losung des delischen Problems mittels Kegelschnitten

a) Man zeige, wieso der Ansatz von Hippokrates auf die Losung der Wiirfelver-
doppelung fiihrt.

b) Man skizziere die drei darin enthaltenen Kegelschnitte in einem (z,y)-Koordi-
natensystem und bestimme die Groflen z und y.

Aufgabe 2.2.2: Die Quadratrix des Hippias

a) Man zeichne die Quadratrix durch Konstruktion einiger Punkte gem#8 der be-
wegungsgeometrischen Vorschrift (z.B. unter Heranziehung eines Winkelmessers
oder durch fortgesetzte Halbierung der Strecken und Winkel).

b) Man schreibe ihre Polargleichung in der Form p = f(¢).

¢) Der Endpunkt der Quadratrix im ersten Quadranten ist unbestimmt, da in dieser
Lage die sich abwiirts bewegende und die sich drehende Seite zusammenfallen.
Man bestimme durch Grenziibergang den Abstand p vom Ursprung, d.h. die
x—Koordinate dieses Punktes (die y—Koordinate ist dann gleich 0).

d) Inwiefern ist durch seine Position eine Moglichkeit gegeben, die Kreisquadratur
zu bewéltigen?

e) An welchen Stellen werden die Beschréinkungen elementargeometrischer Kon-
struktionen iiberschritten?
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Aufgabe 2.2.3: Papierstreifenkonstruktion zur Winkeldreiteilung nach Pappos

a) Man zeichne die der Papierstreifenkonstruktion zugrundeliegende Figur, wie im
Text beschrieben.

b) Zum Beweis der Richtigkeit trage man noch die Hilfslinie F'B ein und fille das
Lot von F' auf BE, dessen Fuflpunkt G genannt sei.
Warum ist jetzt BF ebenfalls gleich OB = DF = FE? Bezeichnet man den
kleineren der beiden abgeteilten Winkel SAOD mit 3, so gilt JOFB = 2
(warum?). Aber auch 4BOE = 243 (warum?). Folglich ist & = 34, wie zu
beweisen war.

Aufgabe 2.2.4: Winkeldreiteilung durch Neusis nach Archimedes

a) Man zeichne die im Text beschriebene Figur.

b) Man weise nach: JOBA = JOAB = 2 - JBOC = 4BCO. Dann betrachte man
den Auflenwinkel bei O des Dreiecks ABO (verldngere BO iiber O hinaus) und
iiberzeuge sich, dafl BOD = 3 - JAOE.

Aufgabe 2.2.5: Herleitung der trigonometrischen Winkeldreiteilungsgleichung

a) Man zeichne erneut die der archimedischen Neusis in Aufg. 2.2.4 zugrundeliegen-
de Figur ohne den Kreis, der Ubersichtlichkeit wegen mit neuen Bezeichnungen
wie folgt: Vom Scheitel A des Winkels « aus werde auf dem oberen Schenkel
die Strecke r = AB abgetragen, dann von B aus die nédchste Strecke r zum
Punkt C auf dem unteren Schenkel, dann zwei weitere Strecken der Lénge r
nach oben zu D und wieder nach unten zu E. (Der Ausgangswinkel o darf nicht
zu grofl gewéhlt werden.) Jetzt fille man von den drei Punkten B, C, D die Lote
auf den jeweils gegeniiberliegenden Schenkel, die in F,G, H auftreffen mogen
(man zeichne diese Senkrechten gestrichelt ein). Dadurch sind drei zueinander
dhnliche rechtwinklige Dreiecke entstanden: AAFB ~ NAGC ~ NAHD. Au-
Berdem seien die Basen der drei entstandenen gleichschenkligen Dreiecke als
AC =z, BD = y,CE = z bezeichnet; die Basiswinkel sind «, 2« und 3a (warum
7). Damit sind auf dem unteren Schenkel die Teilstrecken wie folgt festgelegt:
AF =FC =% ,CH = HE = 3, auf dem oberen AB =7, BG =GD =}.

b) Man iiberzeuge sich, dal nun gilt:

AF x/2 r+y/2 x+z2/2
AB~ r oz r4y

oder
T 2rty 2x+z Ttz
ro x Ty +vy o Yy ’
Durch Elimination von y ergibt sich daraus die Gleichung (2.2.4):

2

2 —3r2z —r?2 =0,

wo z gegeben, x gesucht ist.
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¢) Man driicke z durch cosa, z durch cos3a aus und gewinne so die Winkel-
dreiteilungsgleichung in ihrer trigonometrischen Form: Gleichung (2.2.5).

Aufgabe 2.2.6: Die Konchoide des Nikomedes

a) Man iiberzeuge sich, daf} die Polargleichung p = f(¢) der Konchoide die Form

b
= = . . 2.6.1
p a+cos¢ a—+b-seco (2.6.1)

hat (¢ = IDCF).
b) Wie grof} ist der Abstand eines beliebigen Punktes P der Konchoide von der
Geraden AFB?

¢) Man beweise, daf} diese Gerade eine Asymptote ist.

Aufgabe 2.3.1: Pyramidenvolumen nach Euklid

a) In den ,Elementen“, XII,3 wird eine beliebige dreiseitige Pyramide ABCD
mit der Grundfliche G und der Hohe h durch Schnitte durch die Mittelpunkte
E F,G,H,L,K der Kanten in der in Abb. 2.6.1a) gezeigten Weise in zwei zur
Ausgangspyramide dhnliche Pyramiden P, = HKLD, P, = GFCL und zwei
dreikantige Prismen Pry = AEGHKL und Pro = EBKGFL zerlegt, von de-
nen an dieser Stelle schon bekannt ist, dafl ihr Volumen das Produkt von Grund-
fliche und Hohe ist, so daf3 sie zusammen das Volumen igh haben. (Bei Pry
ist die Grundflache ig und die Hoéhe %h, Pry denke man sich zunéchst durch
ein verkehrt herum aufgesetztes kongruentes Exemplar zu einem affin verzerrten
Quader mit der Grundfliche %Q und der Hohe %h erginzt und nehme dann die
Hilfte dieses Produkts!) Da man mit der Vereinigung der beiden Restpyrami-
den P;, P, analog verfahren kann, wobei aber jetzt der Faktor 411 (als Produkt
aus der 2, der Viertelung der Grundfliche und der Halbierung der Hohe) davor-
zusetzen ist, wiirde der heutige Mathematiker ohne weiteres schlieBen, dafl das
Pyramidenvolumen durch die unendliche Reihe

1 1

V:g'h~(4+(4)2+,..(4)"+...), (2.6.2)

das Volumen demnach durch deren Summe ;g - h gegeben wird. Man begriinde
die Formel (2.6.2) und den Wert der Reihe.

b) Euklids Weg zu dieser Volumenformel ist viel umsténdlicher. Indem er benutzt,
daf3 die aus der Pyramide abgespaltenen prismatischen Teile mehr als die Half-
te des Pyramidenvolumens betragen (Woraus folgt das?), zeigt er zuniichst in
X1I1,4-5 durch indirekten Beweis (dhnlich, wie dies spéter Archimedes bei seinen
Herleitungen von Volumenformeln tun wird), daf die Volumina dreiseitiger Py-
ramiden mit gleichen Hohen sich verhalten wie ihre Grundflichen. Schlieflich
wird in XII,7 gezeigt, dafl man jede dreiseitige Pyramide ABCD durch zwei
andere dreiseitige Pyramiden DEFC und ACED, so dafl je zwei von ihnen
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D

Abb. 2.6.1 Figur zu Aufg. 2.3.1

jeweils eine Grundfliche und die zugehérige Hohe gemeinsam haben, zu einem
schiefen dreikantigen Prisma ergénzen kann (Abb. 2.6.1b), woraus sich die Volu-
menformel ergibt. Die Textstelle der ,,Elemente“, in der diese Folgerung explizit
formuliert wird, ist allerdings moglicherweise ein spéiterer Zusatz. Im Verhélt-
nis zur gar nicht offensichtlichen Grundidee von XII,7 ist sie in der Tat fast zu
trivial, um noch ausgesprochen zu werden.

¢) Es gibt aber noch eine merkwiirdige Methode, von der Pyramidenzerlegung in
XII,3 direkt zur Volumenformel zu gelangen. Setzt man némlich voraus, dafl das
Pyramidenvolumen sowohl zur Grundfliche als auch zur Hohe proportional ist,
so ist in der Formel V' = ¢Gh nur noch die Konstante ¢ zu bestimmen. Aus der
in XII,3 angegebenen Zerlegung ergibt sich dann eine lineare Gleichung fiir die
Konstante ¢ mit der Losung ¢ = 3 [Schreiber 1994]. Stellen Sie die Gleichung
auf.

Aufgabe 2.3.2: Konstruktion des regulidren Dodekaeders aus dem Wiirfel

a) In Buch XIII der ,Elemente* wird gezeigt, dal man ein regulidres Dodekaeder
aus einem Wiirfel erhalten kann, indem man in der in Abb. 2.6.2 gezeigten Weise
,» Walmdicher® auf die Wiirfelseiten aufsetzt. (Dies ist bis heute die eleganteste
Methode, die Existenz des regulidren Dodekaeders nachzuweisen.) Uberlegen Sie,
dafl dieser Nachweis notwendig bzw. die Existenz des reguldren Dodekaeders
nicht selbstversténdlich ist.
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b) Nimmt man die Kantenléinge des gegebenen Wiirfels als Einheit, so ist ein be-
liebiges Walmdach durch die beiden Parameter z (0 < x < 1/2) und h(> 0)
bestimmt. Diese beiden Parameter miissen jedoch vier Bedingungen erfiillen

1)Das Trapez eines Daches mufl mit dem anschliefenden Dreieck des anschlie-
Benden Daches in einer Ebene liegen. (Man verwandle dies in eine Gleichung
fiir  und h!)

2)Die entstehenden Fiinfecke miissen lauter gleichlange Kanten haben, d.h.
der First AB eines Daches muf3 genauso lang sein wie die Kante AE vom
First zur Wiirfelecke. (Man verwandle auch dies in eine Gleichung fiir
und h!)

3)Die Winkel der Fiinfecke miissen gleich sein. (Wenn 1) und 2) schon erfiillt
sind, geniigt dafiir, dafl jede Diagonale der Art BD und jede Diagonale der
Art AC gleich der Diagonale C'E, also gleich 1, ist.)

Man priife nach, dafl (wunderbarerweise!) die durch die Bedingungen 1) und 2)
schon eindeutig bestimmte Losung z, h auch die beiden Bedingungen 3) erfiillt.

A
P __B E
h
xI'L i D
C
X
h h

Abb. 2.6.2 Figur zu Aufg. 2.3.2

¢) Aus der beschriebenen Konstruktion des reguléren Dodekaeders ergibt sich, daf
umgekehrt jedem Dodekaeder fiinf Wiirfel einbeschrieben sind. Betrachten wir
das regulire Fiinfeck ABCDE aus Abb. 2.6.2 als Seitenfliche eines regulidren
Dodekaeders, so konnte jede der fiinf Diagonalen die Rolle der Wiirfelkante
CFE iibernehmen. Eine Kongruenzabbildung des regulidren Dodekaeders auf sich
wird gegeben, indem man i) fiir eine willkiirlich ausgewéhlte Ecke A die Bildecke
f(A) festlegt, ii) fiir eine der drei von A ausgehenden Kanten k eine der drei
von f(A) ausgehenden Kanten als Bildkante und iii) fiir eine der an die gewéhlte
Kante k grenzenden Flichen eine der beiden in Frage kommenden Bildflichen
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auswéhlt. Demnach gibt es 20 (Eckenzahl des Dodekaeders) mal 3 mal 2 gleich
120 Deckabbildungen des reguldren Dodekaeders auf sich. Es zeigt sich, dafl
die Gruppe dieser 60 orientierungserhaltenden Abbildungen des regulidren Do-
dekaeders auf sich (das sind Drehungen um seinen Mittelpunkt) isomorph zur
Gruppe As der gerade Permutationen der fiinf einbeschriebenen Wiirfel ist. Man
gebe eine umkehrbar eindeutige Abbildung von der Menge der Drehungen des
Dodekaeders auf diese Menge von Permutationen der Wiirfel an und beweise die
Isomorphie beider Gruppen. Dieser Zusammenhang erwies sich als von grofler
Bedeutung fiir die Nichtauflosbarkeit der Gruppe S5 und folglich fiir den Satz
von Ruffini und Abel iiber die Unlosbarkeit der allgemeinen Gleichung fiinften
Grades in Radikalen. Dies zeigt ein weiteres Mal, wie eng Theorien und Sétze
der neuzeitlichen Mathematik oft mit bis auf Euklid zuriickgehenden Wurzeln
verbunden sind.

Aufgabe 2.3.3: Teilung von Dreiecken in gegebenem Flidchenverhéltnis

Aufgabe 19 der Schrift Euklids iiber die Teilung von Figuren verlangt, ein gegebenes
Dreieck ABC mittels einer durch einen gegebenen Punkt D gehenden Geraden in
zwei flichengleiche Teilstiicke zu zerlegen.

a) Man reduziere diese Aufgabe darauf, aus den Seiten a, b, ¢ des gegebenen Drei-
ecks und zwei die Lage von D beziiglich des Dreiecks charakterisierenden weite-
ren Strecken d, e eine Strecke zu bestimmen, deren Kenntnis die Konstruktion
der gesuchten Geraden ermoglicht.

b) Man 16se das reduzierte Problem auf algebraische Weise und folgere daraus die
Losbarkeit der Aufgabe mit Zirkel und Lineal.

¢) Man iiberlege sich, wie die in b) gefundene Losung auf der Basis von Buch II
der ,,Elemente“ mit Zirkel und Lineal bewerkstelligt werden konnte.

d) Man untersuche (iiber Euklid hinausgehend), wie die Losbarkeit und die Anzahl
der Losungen von der Lage des Punktes D beziiglich des Dreiecks abhéngen. (Ist
z.B. D der Schwerpunkt des Dreiecks, so gibt es ja drei Geraden der gesuchten
Art.)

e) Wie dndert sich alles, wenn statt Halbierung des Flicheninhalts die Teilung in
einem anderen gegebenen Verhiltnis gefordert wird? (Euklid behandelt am Bei-
spiel 1:3 die Teilung in beliebigem rationalem Verhéltnis.) Mufl dieses Verhiltnis,
etwa durch eine willkiirlich geteilte Strecke gegeben, irgendwelchen Bedingun-
gen geniigen, damit die Aufgabe mit Zirkel und Lineal l6sbar bleibt? Hinweis:
Die historische Losung der Aufgaben a),b) kann man in [Schreiber 1987] finden,
eine Losung von d) in [Schreiber 1994].

Aufgabe 2.3.4: Halbierung eines Dreiecks mit aufgesetztem Kreisabschnitt

Eine weitere Aufgabe (Nr. 28) aus der ,, Teilung von Figuren“ verlangt, eine Figur,
die aus einem Dreieck und einem auf eine der Dreieckseiten nach auflen aufgesetzen
Kreisabschnitt besteht, durch eine Gerade in zwei flachengleiche Hélften zu teilen,
die durch den Mittelpunkt des Kreisbogens geht. In Abb. 2.6.3 ist die historische
Losung dieser Aufgabe ohne Begriindung eingezeichnet. Wer die Konstruktionsvor-
schrift bzw. ihre Rechtfertigung daraus nicht rekonstruieren kann, sei auf [Schreiber
1987] verwiesen.
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Abb. 2.6.3 Figur zu Aufg. 2.3.4

Aufgabe 2.3.5: Scheinbarer Mittelpunkt einer Strecke in Abhéngigkeit vom Be-
trachterstandpunkt

In seiner ,,Optik“ wirft Euklid die Frage auf, von welchen Punkten aus man eine durch
den Punkt B ungleich geteilte Strecke AC' so sehen kann, daf sie halbiert wirkt. Daf3
es unendlich viele solche Punkte gibt, folgt sofort aus dem Peripheriewinkelsatz: Man
kann den gemeinsamen Sehwinkel o, unter dem die Teilstrecken erscheinen sollen,
sogar vorgeben (Abb. 2.6.4). Moglicherweise entstand aus diesem Problem der Satz
des Apollonios, der Kreise als geometrischen Ort derartiger Punkte in einer Ebene
charakterisiert [Schreiber 1994]: Sind A, B,C in dieser Reihenfolge auf einer Gera-
den gegeben, so konstruiere man mit einem beliebigen Sehwinkel o den zugehorigen
Augpunkt P als Schnitt der beiden Falkreise k1, k2. Bezeichnet M das Homothetie-
zentrum dieser beiden Kreise, so ist MA: MB = MB : MC, also MB? = MA-MC.
Daher ist M allein durch A, B,C' bestimmt und von « bzw. P unabhingig. Da P
auch durch Spiegelung von B an der Geraden g durch die Mittelpunkte der beiden
Kreise entsteht, ist PM = BM, d.h. der variable Punkt P liegt stets auf dem Kreis
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius M B (Abb. 2.6.5). Um zu derjenigen Cha-
rakterisierung dieses Kreises mittels A, B, C zu gelangen, die der Satz des Apollonios
aussagt, bezeichnen wir AB mit a, BC mit b, PA mit ¢, PC mit e (Abb. 2.6.5) Da
nach dem Sinussatz

in Dreieck ABP  a:c=sinJAPB :sinJABP,
in Dreieck BCP  b:e=sin4BPC :sinJCBP

und letzterer gleich dem Sinus seines Nebenwinkels JABP ist, ist JAPB = 4BPC
(gleichbedeutend mit sin JAPB = sin ¢BPC) genau dann, wenn PA: PC =c:e =
a : b. Daher kann der als Ort aller Punkte P mit JAPB = JCBP charakterisierte
Kreis auch als Menge aller Punkte P mit PA : PC = a : b charakterisiert werden
(Apollonios). Man vollziehe diese Uberlegungen nach.

Zwei weitere modern aufbereitete Aufgaben im Anschlufi an Euklids ,,Optik* findet
man in [Schreiber 1995].

Aufgabe 2.4.1: Aristarch von Samos (um 310 — um 230 v. Chr.) hat ein Stiick des
von Euklid in seiner ,,Optik* skizzierten Programms verwirklicht, durch geometrische
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Abb. 2.6.5 Figur zu Aufg. 2.3.5

Uberlegungen aus beobachtbaren Fakten auf die wirklichen GréBen und Entfernungen
weit entfernter Objekte zu schlieflen. Der Leser fertige zu den folgenden Gedanken
selbst Prinzipzeichnungen an und vollziehe daran die Schliisse Aristarchs nach.

a) Wenn von der Erde aus genau die Hélfte des Mondes beleuchtet erscheint (,, Halb-
mond“), bilden Mond, Sonne und Erde (genauer: der Standpunkt des Beobach-
ters auf der Erde) ein beim Mond rechtwinkliges Dreieck, dessen Form bzw.
Seitenverhéltnisse durch den zu messenden Sehwinkel zwischen Mond und Son-
ne vollig bestimmt sind. (Die praktischen Schwierigkeiten bestehen darin, dafl

1)der genaue Zeitpunkt des Halbmondes nicht leicht zu bestimmen ist,

2)der Mond schlecht zu erkennen ist, wenn gleichzeitig die Sonne am Himmel
steht,

3)der Sehwinkel sehr nahe bei 90 Grad liegt und folglich geringe Mefifehler
bereits sehr grofie Auswirkungen auf die Seitenverhéltnisse haben.)

Aristarch fand fiir das Abstandsverhiltnis Erde-Sonne: Erde-Mond die untere
Schranke 18 : 1 und die obere Schranke 20 : 1, folglich einen viel zu kleinen Re-
lativwert fiir den Sonnenabstand, obwohl er durch einen mathematischen Trick
aus FEuklids ,,Optik“ die Abschiitzung zu verbessern suchte.
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b) Unter der zu beobachtenden Annahme, dafl bei einer totalen Sonnenfinsternis
der Mond die Sonne ziemlich genau bedeckt, ergibt sich fiir das Verhéltnis der
Durchmesser beider Himmelskorper ebenfalls ein Wert von ungefihr 19 : 1.

¢) Man beobachtet, dafl bei einer Mondfinsternis der Mond etwa die gleiche Zeit
benétigt, um vollstdndig in den Kernschatten der Erde einzutauchen, wie um
unmittelbar anschlielend daran auf der anderen Seite des Schattens wieder her-
vorzukommen. Demnach ist der Kernschatten der Erde an der Stelle, an der der
Mond ihn durchquert, etwa doppelt so breit wie der Monddurchmesser. (Man
begriinde dies und vergleiche es mit dem Ph#inomen eines Zuges, der genau so
lange braucht, vollstéindig in einem Tunnel zu verschwinden, wie um an der an-
deren Seite wieder zu erscheinen!) Was kann man daraus unter Benutzung der
Ergebnisse von a) und b) iiber die Durchmesser von Erde und Mond erschliefen?

d) Da der gemeinsame Wert des Sehwinkels, unter dem Sonne bzw. Mond erschei-
nen, je etwa 0,5 Grad betrégt (Aristarch hatte einen grofieren Ndherungswert),
entspricht der Umfang beider Kreisbahnen je etwa 720 Durchmessern der betref-
fenden Himmelskorper. Kennt man (laut Eratosthenes) einen ungefihren Wert
fiir den Erddurchmesser, so hat man nun auch absolute Ndherungswerte fiir die
Durchmesser und die Entfernungen von Sonne und Mond. Obwohl Aristarch auf
Grund des laut a) gemessenen Winkels einen viel zu kleinen Wert fiir den Durch-
messer und die Entfernung der Sonne erhielt, ergab sich das qualitativ richtige
Resultat, dafl die Sonne betréchtlich grofler als die Erde ist. Aristarch zog dar-
aus die Konsequenz, es sei sehr unglaubhaft, dafl die riesige Sonne sich um die
kleine Erde dreht. Das Gegenteil sei anzunehmen. In der Antike konnte sich
diese Ansicht nicht gegen die iiberméchtige Physik des Aristoteles durchsetzen.
Copernicus jedoch wufite von seinem Vorgénger und erwéhnte ihn ausdriicklich.

Aufgabe 2.4.2: Die Spirale des Archimedes

a) Man gebe die Untermenge derjenigen Punkte auf der archimedischen Spirale an,
die mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind.

b) Inwiefern kann die Archimedische Spirale als Hilfsmittel zur Rektifikation (Aus-
streckung) des Kreisumfangs verwendet werden und damit indirekt zur Kon-
struktion von 7 7

¢) Auch die Dreiteilung eines beliebigen Winkels kann geleistet werden, wenn eine
Archimedische Spirale als gegeben angenommen wird. Wie hat man vorzugehen?

d) Man bestéitige mit Hilfe der Differentialrechnung das Ergebnis von Archimedes
fiir die Subtangente. Wie kann man daraus eine Konstruktionsvorschrift fiir die
Tangente an die archimedische Spirale gewinnen?

e) Zeichnet man in einem Kurvenpunkt P die Normale n und bringt sie mit der
itber O hinaus verlingerten Subtangente zum Schnitt (der Schnittpunkt sei N),
so ist die Strecke ON = s, die polare Subnormale. Man weise nach, daf} gilt:
$n, = a. (Diese Beziehung wird von Archimedes nicht angegeben!) Welche Tan-
gentenkonstruktion ergibt sich hieraus?



2.6 Aufgaben zu 2 105

Aufgabe 2.4.3: Das Problem des Apollonios

a) Im Sonderfall, bei dem die drei gegebenen Kreise im Problem des Apollonios zu
Punkten entartet sind, fallen alle beriihrenden Kreise zu einem zusammen. Wie
findet man dessen Zentrum?

b) Man bestimme fiir den Spezialfall, bei dem zwei Punkte und ein Kreis gegeben
sind, dessen Mittelpunkt den gleichen Abstand von den gegebenen Punkten hat,
die beriithrenden Kreise.

¢) Wie ist zu verfahren, wenn drei kongruente, sich nicht schneidende Kreise gege-
ben sind, deren Zentren die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks bilden? Wie
viele berithrende Kreise gibt es in diesem Fall?

d) Wie hat man im ausgearteten Fall, dafl drei Geraden vorgegeben sind, zu ver-
fahren?

Eine vollstdndige elementare Losung fiir alle Fille findet man in dem Artikel von H.
Begander: Das Apollonische Berithrungsproblem. Mathematische Schiilerzeitschrift
»alpha* 1980, Heft 5, Verlag Volk und Wissen.

Aufgabe 2.5.1: Die heronische Formel
Man beweise die heronische Formel fiir die Fliche ® eines beliebigen Dreiecks & =
V/5(s — a)(s — b)(s — ¢) nach dem Vorbild von Heron (vgl. Abb. 2.5.1).

Man zeichne den Inkreis des Dreiecks ABC (um Ubereinstimmung mit den Figuren
im Manuskript zu erhalten, bezeichne man die Eckpunkte mit A, B, C, von oben im
Gegenuhrzeigersinn beginnend). Dann verbinde man dessen Mittelpunkt O mit den
drei Ecken A, B,C und fille von O aus die Lote auf die drei Seiten a,b,c, deren
FuBlpunkte D, E, F' seien. — Dadurch wird der Umfang des Dreiecks 2s = a + b+ ¢
in 6 paarweise gleiche Stiicke geteilt, deren Lénge die Strecken s —a, s —b, s — ¢
sind, also diejenigen Groflen, die neben s in der zu beweisenden Formel vorkommen.
Der folgende Beweisgang ist dadurch bestimmt, daf§ diese vier Gréfien geometrisch
dargestellt und passend ausgedriickt werden.

Man verlidngere die Dreiecksseite CDB iiber B hinaus um die Strecke AF bis H.
Weshalb gilt jetzt: CH-OD = ® und damit ®2 = CH?-OD? ? Sodann errrichte man
die Senkrechte OL auf OC (die BC in K schneide) und die Senkrechte BL auf BC und
verbinde noch C' mit L. Weshalb liegen jetzt die Punkte C, O, B, L auf einem Kreis,
so dafB gilt ICOB+ JCLB = 2R ? Da auch 4COB + JAOF = 2R (warum ?7), folgt:
JAOF = 4CLB. Daher gilt AAOF ~ ACLB. Dies fithrt auf CH : HB = BD : DK.
Jetzt betrachte man CH? : (CH - HB) = (BD - DC) : OD? (warum gilt das?) und
setze ein in die oben hergeleitete Beziehung ®2 = CH? - OD? :

= CH?-OD*=CH-HB-BD-DC = s(s —a)(s — b)(s — c).
Aufgabe 2.5.2: Der Sehnensatz des Ptolemaios

a) Man beweise den Sehnensatz des Ptolemaios: In einem geschlossenen, einem
Kreis einbeschriebenen Sehnenviereck mit den Seiten a, b, ¢, d und den Diagona-
len e und f gilt: ef = ac+ bd. (Man zeichne dazu das Viereck ABC'D mit den
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Diagonalen e = AC und f = BD. Weshalb sind dann die Winkel $BDC und
JBAC einander gleich? Man verbinde B mit einem auf AC' gelegenen Punkt E,
der so gewihlt ist, dal AABE ~ ADBC. Es ist aber auch AABD ~ ANEBC.
Man bestétige, daf somit gilt: AB-CD = AE- BD bzw. AD - BC =CE - BD,
woraus durch Addition der Sehnensatz folgt.)

b) Man betrachte den Sonderfall, da beide Diagonalen zugleich (verschiedene)
Durchmesser des Kreises sind. Welcher Lehrsatz ergibt sich?

¢) Es sei die Seite d ein Kreisdurchmesser. Der Bogen iiber f werde mit ¢, derje-
nige iiber a mit 1) bezeichnet. Fithrt man der Kiirze halber fiir die Sehne die
Abkiirzung s ein, so daf die zugehorigen Sehnen s(¢) bzw. s(¢) werden, und
setzt mit Ptolemaios den Durchmesser zu 120 an, ergibt sich s(180° —1)-s(¢) =
s(1)-s(180° — @)+ s(¢p—1))-120P. Worin unterscheidet sich, nach Einfiihrung der
weiteren Abkiirzung s(180° — ¢) = ¢(¢), das Resultat von der Differenzformel
der Sinusfunktion?

Aufgabe 2.5.3: Die Konstruktion des regelmifligen Fiinfecks nach Ptolemaios
Man fithre die Konstruktion der Seite eines regulidren Pentagons nach Ptolemaios am
Einheitskreis durch und bestétige algebraisch, dafi sich als Lange die Groflie s5 =
1V/10 — 2V/5 ergibt.

Man zeichne einen Kreis mit Mittelpunkt O und (horizontalem) Durchmesser AOB,
errichte in O die Senkrechte nach oben, die den Kreis in C schneide. Dann halbiere
man den Radius OB in D. Mit einem in D eingesetzten Zirkel {ibertrage man die
Strecke DC' in die Strecke DE auf dem Durchmesser AB, so daf§ E zwischen A und
O zu liegen kommt. Damit ist B durch O im Verhéltnis der stetigen Teilung geteilt
(Nachweis?). Behauptet wird: s; = C'E. Man hat folglich diese Strecke nur noch mit
einem in C angesetzten Zirkel auf den Kreis zu iibertragen, um die erste Fiinfeckseite
in der gewiinschten Position zu erhalten.

Aufgabe 2.5.4: Herons Formel fiir das Kreissegment
Man iiberlege sich, wie Heron (oder wer immer der Ersterfinder war) zu der Formel
(2.5.5) fiir die Fliche des Kreissegments gekommen sein kénnte.

Aufgabe 2.5.5: Herleitung der Ellipsengleichung aus der Géartnerkonstruktion

Man leite aus der der sog. Gartnerkonstruktion der Ellipse zugrundeliegenden Bezie-
hung, dafl die Summe der Verbindungsstrecken eines Kurvenpunktes zu zwei festen
Punkten (den Brennpunkten) konstant ist, die Mittelpunktsgleichung der Ellipse her.

Man wihle dazu die beiden Brennpunkte F; und F5 auf der x— Achse mit den Koordi-
naten —e, +e und bezeichne die konstante Summe der Abstéinde des Kurvenpunktes
P = (z,y) von ihnen mit 2a. Ferner beachte man, dafl fiir die Ellipse die Bezie-
hung €% + % = a? gilt, wobei a die groBe, b die kleine Halbachse und e die lineare
Exzentrizitdt sind.
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3.0 Einfithrung

Bevor im folgenden Kapitel das européische Mittelalter behandelt wird, soll
in diesem Kapitel ein Uberblick iiber die Entwicklung der Geometrie in den
orientalischen Lindern bis zum 15. Jh., in Japan bis zu seiner Offnung im Jahr
1868 und in den altamerikanischen Kulturen gegeben werden. Es zeigt sich,
daf es trotz vieler noch offener Forschungsprobleme méglich ist, fiir die Mathe-
matik in China, Japan, Indien und den islamischen Léndern bestimmte jeweils
charakteristische Ziige anzugeben. Allerdings erlaubt die durch das Thema die-
ses Bandes, Geometrie, vorgegebene Einschrinkung nur, allgemeine Aussagen
eher zu skizzieren, als sie durch umfassende Beispiele aus allen Teilgebieten der
mathematischen Wissenschaften dokumentarisch zu belegen. Wahrend sich die
chinesische und die indische Mathematik in einem lange andauernden einhei-
mischen Reifeprozefl entwickelten und die japanische Wasan-Mathematik fast
wie unter einer Glasglocke eine kurze artifizielle Bliite erlebte, konnte die Ma-
thematik in den islamischen Landern nicht auf eine einheitliche, eigenstandige
Entwicklung vom Altertum her aufbauen. Vom 8. Jh. an, als sie sich auszu-
bilden begann, war sie auf die Ubernahme und Weiterbildung von Rechen-
und Mefverfahren benachbarter Kulturen angewiesen. Das mag sie besonders
aufgeschlossen fiir das Studium der theoretischen Mathematik der Griechen
gemacht haben. Jedenfalls kam es infolge der vielseitigen Einfliisse zur Aus-
bildung einer ‘arabischen Mathematik’. Einer ihrer charakteristischen Ziige ist
die Ubernahme des deduktiv vorgehenden beweisenden Verfahrens, worin sie
sich von den iibrigen mathematischen Kulturen im Orient unterscheidet.

Die Bezeichnung ‘Arabische Mathematik’ ist ebenso wie die auch gebrauchli-
che ‘muslimische Mathematik’ nicht ganz zutreffend: weder waren alle unter
arabischer Herrschaft téitigen Mathematiker Araber noch waren sie alle Mos-
lems. Selbst wenn man das Adjektiv ‘arabisch’ auf die Sprache bezieht, darf
man nicht vergessen, daf§ vom 10. Jh. an wissenschaftliche Schriften auch in
persischer Sprache verfafit wurden.

Die Namen und Buchtitel orientalischer Gelehrter und ihrer Werke werden in
der Literatur sehr unterschiedlich wiedergegeben. Darum finden sich in die-
sem Kapitel gelegentlich voneinander abweichende Schreibungen bzw. Anga-
ben von Varianten.

Wegen der nur spérlich erhaltenen schriftlichen Dokumente aus den altameri-
kanischen Kulturen wird die Entwicklung geometrischer Elemente und Kon-
struktionen im prakolumbischen Amerika anhand bemerkenswerter Beispiele
aus der Kultur der Jagervolker Inuit und Ojibwa in Nordamerika und aus
den Hochkulturen der Azteken und Maya in Mittelamerika sowie der Inka in
Stidamerika dargestellt und illustriert.
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3.1 China
3000 — 1500

um 2000 — 1500

Legendére Hsia-Dynastie,
begriindet vom mythischen
Kaiser Yii

109

Frithe  Stromtalkulturen am
Huang-Ho und Jangtsekiang
Bronzeinschriften in vorklassi-
scher Sprache

1500 — 1030  Shang-Dynastie Erste Lieder, Sakralbronzen
1030 — 481  Chou-Dynastie Konfuzius (551 — 479) verkiindet
seine Sittenlehre
Laotse (um 300) begriindet die
Lehre vom Taoismus
221 — 207 Shi-Huang-ti einigt die Rei- Bau der chinesischen Mauer
che und wird erster Kaiser (2450 km)
206 v. Chr. — Han-Dynastien Bliite von Mathematik, Astro-
220 n. Chr. nomie, Philosophie und gereimter
Prosa
221 — 280  Zeit der drei Reiche Mathematische Inselsammlung
260 — 618  Weiterer Zerfall, verschiede- Vordringen des Buddhismus,
ne Dynastien Tempel, Kloster mit Buddhafigu-
ren entstehen
618 — 906 Tang-Dynastie Bliite von Wirtschaft und Kultur
Hohepunkt chinesischer ~ (Malerei, Lyrik von Li-Tai-po,
Macht Tu-fu und Po-Kii-i)
907 — 960 Periode der 5 Dynastien
960 — 1278  Sung-Dynastien Tuschmalereien von Tieren und
Pflanzen
1278 — 1368  Yuan-Dynastie (Mongolen- zweite Bliite der Mathematik;
herrschaft) Blau-Wei-Porzellane, Lackarbei-
ten, Malerei; Reise Marco Polos
(1271 — 1291)
1368 — 1644  Ming-Dynastie Monumentale Bauten, Ming-
Graber
1644 — 1911  Chhing-Dynastie Franzosischer und britischer Ein-
fluB und Konflikte
1911  Ausrufung der Republik
1949  Ausrufung der Volksrepublik

durch Mao Tse-tung

3.1.0 Historische Einfithrung

Im Rahmen einer knappen Darstellung des Beitrags der chinesischen Mathe-
matiker zur Entwicklung der Geometrie ist es nicht moglich — und auch nicht
sehr sinnvoll —, niher auf die (nach chinesischer Tradition viertausendjéhri-
ge) Geschichte des riesigen Gebietes China einzugehen. Es ist iiblich, sie nach
Dynastien zu gliedern (vgl. die Tabelle). Die Friihzeit (ab ca. 2000 vor unserer
Zeitrechnung) ist weitgehend legendir. Um -600 bis -300 sollen friihe, nicht
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iiberlieferte mathematisch-astronomische Schriften in China verfafit worden
sein. Die noch bekannten sog. altchinesischen Texte sind in einem Zeitraum
von rund 500 Jahren niedergeschrieben worden, in dessen Mitte ziemlich ge-
nau der Beginn der christlichen Zeitrechnung in Europa fillt; ihr Alter ent-
spricht demnach etwa dem der alexandrinisch-hellenistischen Texte aus dem
européischen Kulturraum. Eine zweite Bliitezeit erlebte die Mathematik in
China im 13. Jh., Spétwerke entstanden noch im 16. Jh. Mit der Ankunft des
jesuitischen Astronomen und Mathematikers Matteo Ricci in Peking im Jahr
1601 findet die européische Wissenschaft langsam Eingang in China; die von
auflen unbeeinflufite Entwicklung endet damit. Allerdings gab es im 17. Jh.
noch viele Vorbehalte. Erst als in der 2. Hélfte des 19. Jhs. die chinesischen
Gelehrten erneut mit der westlichen Wissenschaft intensiv in Beriihrung ka-
men, zeigten sie sich dem fiir sie oft fremdartigen Denken aufgeschlossen (vgl.
Bd.1, Abschnitt 2.1).

Kennzeichnend fiir beide Epochen der Mathematik in China, die antike und
die mittelalterliche (um noch einmal zum Vergleich eine fiir Europa geltende
Periodisierung anzuwenden), ist eine Besonderheit: eine gewisse Anzahl von
mathematischen Werken wurde zum Kanon erhoben, woran sich spétere Ma-
thematiker zu halten hatten. Das war moglich, weil Mathematik vor allem
im Rahmen der Beamtenausbildung gelehrt wurde — China besaf ein straff
organisiertes Beamtenwesen. Neben den iiblichen Verwaltungstéitigkeiten der
Beamten, an die wir wohl zuerst denken und die elementare Rechenfertig-
keiten verlangten, waren mathematisch anspruchsvollere Aufgaben von dafiir
ausgebildeten Spezialisten zu bewiéltigen: Himmelsbeobachtungen und Kalen-
derberechnungen von den Astronomen, Landvermessung von den Geodéten. So
konnte schliellich 656 unter dem Titel ,,Die zehn mathematischen Klassiker*
(oder Handbiicher, Suanjing shi shu) von Beamten eine Sammlung von Wer-
ken verschiedenen Schwierigkeitsgrades zusammengestellt werden, die von da
an die Ausbildung — und damit auch das mathematische Schaffen — in China
bestimmte. , Die zehn mathematischen Klassiker* (oder Teile daraus) wurden
wieder und wieder kommentiert und dabei ergénzt und erweitert; gleichzeitig
scheute man sich, mit vollig neu konzipierten Biichern die Tradition zu ver-
lassen. Dennoch war die alte chinesische mathematische Literatur sehr reich-
haltig. Ein 1936 erstellter Katalog solcher Werke in Pekinger Bibliotheken
verzeichnete mehr als tausend Titel. Von vielen weiteren Werken, die vor dem
13. Jh. entstanden, kennt man nur noch die Titel. Im 15. Jh. wurden die zehn
Klassiker in eine Enzyklopadie aufgenommen, danach aber wurde es immer
schwieriger, an einen vollstéindigen Text zu gelangen. Ein Neudruck (der er-
ste bekannte war 1084 ausgegeben worden!) erfolgte gegen Ende des 18. Jhs.,
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nachdem es gelungen war, den urspriinglichen Text der zehn Biicher wieder
aufzufinden.

Die Entwicklung der chinesischen Geometrie im Rahmen ihres mathematischen
wie kulturellen Umfeldes soll hier in chronologischer Abfolge beschrieben wer-
den:

a) Von den Anfingen bis zur San Guo-Periode (San Kuo; der Teilung
Chinas in drei Reiche zwischen 220 und 280);

b) Von der Teilung bis zum Beginn der Sung-Dynastie (960);

¢) Unter den Dynastien Sung (960-1279), Yuan (Mongolenherrschaft, 1271
1368) und Ming (1368-1644).

3.1.1 Von den Anfingen bis zur Teilung Chinas in drei Reiche
zwischen 220 und 280

Bei archéologischen Ausgrabungen fand man auf Alltagsgegenstéinden aus dem
13. und 12. Jh. v. Chr. Ornamente, die mit Fiinf-, Sieben-, Acht- und Neun-
ecken verziert sind. Im Gegensatz zu den griechischen und arabischen Ma-
thematikern scheinen aber die chinesischen deren Regelméfigkeit nicht zum
Anlafl besonderer Forschungen genommen zu haben. Anders war es mit den
Beziehungen zwischen den Seiten des rechtwinkligen Dreiecks, die offenbar nur
wenige Jahrhunderte spéter die Aufmerksamkeit chinesischer Mathematiker
weckten. Doch weifl man iiber diese frithe Zeit fast nichts; denn die Uberliefe-
rung der altchinesischen Wissenschaft wurde durch den Erlafl des despotischen
‘Gelben Kaisers’ Shi Huang Di (Shi Huangdi, Shih Hoang-ti) aus dem Jahr
213 v. Chr. grausam unterbrochen: er ordnete die Verbrennung aller Biicher an
und lief} viele Gelehrte umbringen. Nachfolgende Generationen konnten sich
nur unter Miihen einige der alten Schriften wieder beschaffen.

Zhoubi suanjing (Chou Pei Suan Ching)

Drei besonders wichtige Werke dieser Periode seien hier vorgestellt. Das &lte-
ste ist das ,,Zhoubi suanjing® (Klassische Arithmetik des Chou Gnomon —
Needham [Needham 1959] iibersetzt ,, Klassische Arithmetik des Gnomon und
die Kreisbahnen des Himmels“). Hat man es frither bis auf die Zeit um -1100
zuriickdatiert, so nimmt man heute an, es stamme frithestens aus dem spéten
4. vorchristl. Jh., enthalte aber vermutlich &ltere Teile aus dem spéten 6. und
dem 5. Jh. v. Chr. [Needham 1959, 19, 210, 257], [Martzloff 1997, 124]. Im we-
sentlichen ein Buch iiber Astronomie und Kalenderrechnung, wird die darin
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enthaltene Mathematik nur als Hilfsmittel gelehrt. Behandelt werden in Dia-
logform Eigenschaften des rechtwinkligen Dreiecks, der Satz des Pythagoras,
Quadrat und Kreis, das Messen von Héhen und Entfernungen und die Anwen-
dung des Gnomons. An Rechenfertigkeiten (deren Erlernen der Beschiftigung
mit der Geometrie vorausgehen soll) werden Bruchrechnung und Quadratwur-
zelziehen vorausgesetzt. (Urspriinglich machten die Chinesen beim Zé&hlen und
Rechnen von Rechenstdbchen Gebrauch, die je nach Lage die Einer, Zehner,
Hunderter im Dezimalsystem darstellten. Um die Mitte des 14. Jhs. tauchte
der Abakus — die Kugelrechenmaschine, chinesisch suan pan — auf und ver-
breitete sich rasch im ganzen Land sowie dariiber hinaus in Japan und Korea.
Aufgrund seiner Ahnlichkeit mit dem rémischen Abakus gibt es Spekulatio-
nen, der suan pan kénne auf bisher ungeklirte Weise von Europa nach China
gelangt sein.)

Deduktive Beweise im euklidischen Sinn fehlen in der , Klassischen Arithmetik
des Chou Gnomon“. Der Satz des Pythagoras wird z.B. mit einem Verfahren,
das als ‘Zusammenlegen von Rechtecken’ bezeichnet wird, an einem konkreten
Beispiel anschaulich verdeutlicht; das ist jedoch als allgemeingiiltig gedacht.
Kurz gefaflt, besagt die Beschreibung: Man zeichne das rechtwinklige Dreieck
mit den Seiten 3, 4, 5, iiber seiner Hypotenuse das Quadrat und ergénze iiber
dessen drei Seiten kongruente Dreiecke (3, 4, 5), so dafi das Hypotenusenqua-
drat iiber Eck in ein Quadrat der Seitenlédnge 7 eingepaflt ist. In der beigege-
benen Figur (Abb. 3.1.1) sind beide Quadrate durch zwei sich iiberkreuzende
Netze in 5 x 5 bzw. 7 x 7 Einheitsquadrate zerlegt. Das innere Quadrat ist 25
Einheitsquadrate grof}, das duflere zerfillt in vier Rechtecke der Grofle 3 x 4
und das zentrale Einheitsquadrat.

Driickt man das allgemein aus, so entspricht dem die Formel

ab

2
:4~
¢ 2

+ (a —b)? = a® + b*. (3.1.1)
Dieser élteste chinesische ,, Beweis* verbindet also eine anschauliche Konstruk-
tion mit Uberlegungen, die implizit algebraische Umformungen vornehmen.
Damit ist auch die Richtung angedeutet, in der sich die Geometrie in China
entwickelte: orientiert an der Praxis, wurde sie unter algebraischem Blickwin-
kel fortgebildet; man versuchte, die geometrischen Fragestellungen auf Glei-
chungen zu reduzieren, um die Probleme mit Methoden der Gleichungslehre
beantworten zu kénnen ([Needham 1959, 22-23], [Libbrecht 1973, 96ff.]).

Die astronomischen Teile, die natiirlich wesentlicher Bestandteil des Werkes
waren und fiir eine Gesamtbeurteilung unentbehrlich sind, sollen hier nicht
besprochen werden. Daraus darf man allerdings keineswegs folgern, fiir die
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Abb. 3.1.1 Chinesische Figur zum Satz des Pythagoras

antiken Autoren habe bereits eine derartige Trennung der beiden Diszipli-
nen Geometrie und Astronomie bestanden. Andererseits ist aufféllig, dafl von
Astrologie und Weissagung, die damals in China in hoher Bliite standen, im
»Zhoubi suanjing“ nichts zu finden ist. Die himmlischen und irdischen Erschei-
nungen werden ohne jeden Anflug von Aberglauben ganz sachlich abgehandelt
(vgl. das Zitat im Anhang A.4, S. 573).

Jiuzhang suanshu (Chiu Chang Suan Shu)

Das zweitélteste Werk, das hier zu behandeln ist, gehort zu den bekanntesten
chinesischen mathematischen Biichern {iberhaupt: das ,Jiuzhang suanshu“
(Chiu Chang Suan Shu, Neun Biicher arithmetischer Technik) [Vogel K. 1968].
Die frithe Han-Zeit (-202 bis +9) gilt heute als gesicherte Entstehungszeit;
dltere Vorlagen wurden bei seiner Abfassung mitverwendet. Anders als das
zuvor genannte Werk ist es ein rein mathematischer Text: eine Sammlung von
240 Aufgaben, versehen mit Losungsanweisungen. Da es 656 zum offiziellen
Lehrbuch erkldrt wurde, das alle staatlichen Beamten und Ingenieure studie-
ren muflten, wurde es zum einflufireichsten aller chinesischen mathematischen
Werke. Unter den ,,Zehn Klassikern der Mathematik®, in die es zum gleichen
Zeitpunkt aufgenommen wurde, gehorte es bereits zu den fortgeschrittenen
Werken, weil es wegen seiner lakonischen Kiirze als schwierig galt. Auch gingen
Teile weit iiber die Bediirfnisse der niederen Beamten und Kaufleute hinaus.
Neuere Untersuchungen konnten den Nachweis babylonischen Einflusses auf
die ,Neun Biicher [oder eigentlich besser: Kapitel] arithmetischer Technik er-
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bringen — insofern nicht verwunderlich, als die Chinesen bereits um -200 eine
Gesandtschaft in Babylon unterhielten.

Das erste, vierte, fiinfte und neunte Kapitel sind es vor allem, die mit geome-
trischen Fragestellungen zu tun haben. Die anderen enthalten Aufgaben aus
dem Bereich des praktischen Rechnens und diverser fiir den Beamten wichtiger
Anwendungen (Getreidemischungen, Verteilungsaufgaben, Steuern und Abga-
ben, aber auch Bruch- und Wurzelrechnung, Bewegungsaufgaben, euklidischer
Algorithmus, lineare Gleichungssysteme und unbestimmte Gleichungen). Wie
nicht anders zu erwarten, bringt das erste Kapitel Berechnungen einfacher
ebener Figuren: Rechteck, Dreieck, Trapez, auch Kreis und Kreissegment. Die
Kreisfliche wird nach der babylonischen Vorschrift (vgl. S. 18 (1.2.9)) oder als
Sf berechnet. Fiir das Kreissegment findet sich eine auch von Heron disku-
tierte, aber von ihm als zu ungenau zuriickgewiesene Formel (F = Fliche, s
= Sehne, p = Pfeil; vgl. Abb. 1.2.5):

(s+p)-p

5 :
Im 4. Kap., iiberschrieben ‘kleine Breite’, werden Flachenverwandlungen be-
rechnet, wobei die Breite einer gegebenen Fliche verkleinert, die Lénge so
vergroflert werden soll, dafl der Inhalt erhalten bleibt. Das ‘Taxierung der Ar-
beit’ genannte 5. Kap. enthélt Aufgaben iiber die Volumenberechnung von
Mauern, Ddmmen, Kanélen usw., also stereometrische Probleme in eingeklei-
deter Form. Als Korper kommen Prisma, Pyramide, Tetraeder, Keil, Zylin-
der, Kreiskegel und Kegelstumpf vor. Wenn dann im 9. Kap. Aufgaben iiber
rechtwinklige Dreiecke zusammengestellt sind, deutet diese spéte Einordnung
schon auf die verschiedene Herkunft der einzelnen Teile des Werkes hin. Fiir
diesen Abschnitt 148t sich eine enge Verwandtschaft zum zuvor beschriebe-
nen Buch ,,Zhoubi suanjing® nachweisen. Manche der Aufgaben, wie z.B. die
des geknickten Bambusstabes, gelangten spéter — moglicherweise tibermittelt
durch buddhistische Ménche — nach Indien und schlielich nach Westeuropa.
Betrachten wir einige Beispiele aus diesem letzten Buch [Vogel K. 1968, 90ff.].
Aufgabe 4 fordert, aus einem kreisrunden Baumstamm einen rechteckigen Bal-
ken gegebener Stirke auszusédgen. Bei der Losung wird implizit vorausgesetzt,
daBl der Umfangswinkel {iber dem Durchmesser ein rechter ist. Die folgende
Aufgabe verlangt die Berechnung der Gesamtléinge einer Schraubenlinie, vor-
gestellt als eine sich um einen Baum windende Schlingpflanze. Die Losungs-
regel beruht auf der Abwicklung in eine Ebene. Die Aufgabe vom schrig an
eine Wand gelehnten Stab, dessen Fufl um eine bestimmte Strecke wegbewegt
wird, wobei die Spitze um eine gegebene Grofie absinkt, findet sich auch in
anderen Kulturen, ebenso die Aufgabe vom geknickten Bambusstab.

F= (3.1.2)
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In Aufgabe 20 wird eine Stadt mit quadratischem Grundrifi vorgestellt, die
auf jeder Seite in der Mitte der Mauer ein Tor habe (vgl. Abb. 3.1.2). In einer
Entfernung von 20 bu (chinesisches Lingenmaf) nach Norden vom nérdlichen
Tor steht ein Baum. Geht man vom siidlichen Tor um 14 bu nach Siiden und
dann um 1775 bu nach Westen, so wird der Baum gerade hinter der nordwest-
lichen Ecke der Stadtmauer sichtbar. Gefragt wird nach der Lénge einer Seite
der Stadtmauer (d.h. nach der Quadratseite). Man erhélt eine quadratische
Gleichung der Form 22 + px = ¢, p,q > 0. Herleitung und Losungsweg wer-
den nicht angegeben, sondern lediglich eine Regel, die den Algorithmus zum
Ausziehen einer Quadratwurzel auf diesen Fall iibertrégt (vgl. Aufg. 3.1.1).

[ ]

Abb. 3.1.2 Quadratische Stadt in den ,,Neun Biichern arithmetischer Technik®

Das Kapitel enthélt mehrere Varianten dieser Stadtaufgabe, die auch von
spiteren Autoren (so z.B. von Qin Jiushao im 13. Jh.) wieder aufgegriffen
wurde [Juschkewitsch 1964, 50].

Haidao suanjing (Hai Tao Suan Ching)

An dieses letzte Kapitel kniipfte ein kleines, aber wichtiges Buch , Haidao
suanjing® von Liu Hui an [Swets 1992]. Es erschien im Jahr 263; sein Titel
bedeutet: ,Mathematische Inselsammlung®. Ergénzend zu seinem Kommentar
zu den ,,Neun Biichern* beschrieb Liu Hui darin das Messen von Hohen und
Entfernungen. Er verwendete dabei eine Mefllatte, an der, falls erforderlich, am
oberen Ende ein senkrechter Querstab angebracht ist. Die Verfahren basieren
meist auf der Betrachtung von &hnlichen rechtwinkligen Dreiecken. (Daher
ist es nicht berechtigt, von praktischer Trigonometrie zu sprechen, wie das
Mikami 1913 in seiner Darstellung der Mathematik in China und Japan tat
[Mikami 1913]; denn weder Winkeleigenschaften noch Winkelfunktionen treten
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dabei auf. Auch finden sich darin keine algebraischen Verallgemeinerungen,
sondern lediglich konkret vorgegebene Aufgaben.)

Das letzte Buch der ,,Jiuzhang suanshu® (Neun Biicher) schlof nach den zitier-
ten Stadtaufgaben mit einigen Vermessungsaufgaben. Liu Hui hielt die dort
beschriebenen Verfahren im Fall von unzugénglichen Objekten fiir nicht aus-
reichend und erlduterte daher noch das ‘chong cha-Verfahren’, die zu seiner
Zeit schon verbreitete Methode der doppelten Messungen (Abb. 3.1.3).

Der Holzschnitt illustriert deutlich die Situation der Insel, die seinem Werk den
Namen gab, wie die behandelte Problematik: die auf einer Insel aufragende,
unzugéngliche Bergspitze wird von zwei Beobachtungspunkten aus iiber das
Ende einer Stange hinweg angepeilt. Gefragt wird nach der Hohe des Berges
und nach seiner Entfernung von der vorderen Stange. Der Abstand der Mef3-
latten voneinander ist bekannt. Also lduft das Verfahren darauf hinaus, aus
einer Strecke und den beiden anliegenden Winkeln ein Dreieck zu konstruieren
und dann dessen Hohe zu berechnen. Wie Liu Hui vorgeht, erldutert Aufgabe
3.1.2.

Da sich die chinesischen Astronomen schon friih fiir den Abstand der Sonne
von der Erde interessierten, kénnte das Verfahren unter diesem Aspekt ent-
wickelt und dann auf irdische Verhéltnisse iibertragen worden sein. Liu Hui
nahm in sein Werk neun Aufgaben dieser Art auf. Die Methode markiert den
Hohepunkt der frithen chinesischen Vermessungstheorie; sie wurde in vielen
spateren Werken erlautert und oft mit den von Liu Hui formulierten Aufga-
ben illustriert (vgl. [Swets 1992]).

Volumenberechnungen

Aus seinem Kommentar zu den ,,Neun Biichern“ verdient Liu Huis Berechnung
der Kreiszahl 7 besondere Erwéhnung (s. Bd. 1, Abschnitt 2.1.2). Rund 150
Jahre vor ihm hatte der Astronom und Philosoph Zhang Heng behauptet, dafl
sich das Quadrat des Kreisumfangs [also (277)%] zum Umfangsquadrat des
dem Kreis umbeschriebenen Quadrats [also (8r)?)] wie 5 : 8 verhélt, woraus
folgt: ™ ~ /10 = 3,162.... (Diesen Niherungswert kannten im 7. Jh. auch
Brahmagupta und im 9. Jh. al-Chorezmi.)

Liu Hui ging zur Umfangsberechnung vom einbeschriebenen regelméfBigen
Sechseck fg aus, dessen Seitenzahl er durch wiederholte Verdoppelung auf 192
erhohte, woraus er den Niherungswert m ~ 15%7 bestimmte. Bessere Nihe-
rungswerte leitete er durch Exhaustion der Kreisfliche her (vgl. Abb. 3.1.4),
indem er ihre Grofle durch

fn+1 <f<fn+2'(fn+1*fn) (3'1'3)
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B Z B % X i

Abb. 3.1.3 Tllustration der Methode der doppelten Messungen

Blockdruck aus der Enzyklopidie Tu Shu Ji Chen (1726)

[Frank G. Swets: The Sea Island Mathematical Manual: Surveying and Mathematics in Ancient
China, page 10, Fig 3, 1992, University Park, PA: The Pennsylvania State University Press]
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approximierte. Aus dem 6 - 2°-Eck gewann er einen Bruch, der m ~ 3,14159
entspricht und damit die Genauigkeit des von Ptolemaios um 150 n. Chr.
verwendeten von 3,14166 iibertrifft (s. Aufg. 3.1.3). Zwei Jahrhunderte spéter

gewann Zu Chongzhi (Tsu Ch'ung-Chi) sogar den Niherungsbruch °

3 Geometrie im Orient und in altamerikanischen Kulturen

die Schranken 3,1415926 < 7 < 3,1415927.
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Abb. 3.1.4 Erlduterung des Exhaustionsverfahrens von Liu Hui

in einem Text von Dai Zhen (Tsai Chen)
[Joseph Needham, Science and Civilization in China, vol. 3, Cambridge University Press 1959]
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In den ,,Neun Biichern“ werden im 5. Buch neben dem Quader und geraden
Prismen auch verschiedene kompliziertere, aber durch ebene Flichen begrenz-
te Korper berechnet, z.B. ansteigende Ddmme mit abgeschriagten Seiten und
pyramidenstumpfartige Gebilde. Manches erinnert an entsprechende Regeln
in der babylonischen Mathematik. Man zerlegte solche Korper in Teilkérper
und verwendete erforderlichenfalls auch Mittelbildungen. Im schwierigen, nicht
elementar zu behandelnden Fall der Pyramide kam Liu Hui nicht allein mit
Zerlegungen aus: er mufite Restpyramiden erneut zerlegen und das Verfahren
wiederholt anwenden, im Grunde also einen Grenziibergang vollziehen (vgl.
hierzu [Wagner 1979]).

Am interessantesten sind die Korper mit gekriimmten Oberflichen: Zylinder,
Kegel und Kegelstumpf. Wahrend wir das Zylindervolumen als Grundfldche
mal Héhe zu berechnen gewohnt sind, verlangt die chinesische Regel, den Um-
fang des Grundkreises zu quadrieren, davon ein Zwolftel zu nehmen und das
Ergebnis mit der Hohe zu multiplizieren. Das entspricht ganz dem babyloni-
schen Verfahren der Berechnung der Kreisfliche (unter Verwendung des Wer-
tes 3 fur w : F' = 71*;, vgl. S. 18 (1.2.9)). Entsprechend wird der Kegelinhalt
bestimmt (Multiplikation mit g) und das Kegelstumpfvolumen als

_ DU +UF + U5 h

v 12 3

(3.1.4)
Fiir das Kugelvolumen ist keine Regel formuliert (weshalb nicht, wird disku-
tiert in [Fu 1991]. Allerdings wird im Buch tiber das Wurzelziechen der Kugel-

durchmesser d aus dem Kugelvolumen V mittels der Vorschrift d = </ 196V

ermittelt, was aquivalent zu V = 196d3 ist. So ergibt sich an dieser Stelle
TR 287. Wie immer wird keine Begriindung gegeben, doch kann man sich
vorstellen, man habe das Kugelvolumen zu drei Vierteln des Volumens des
umbeschriebenen Zylinders geschétzt. In Liu Huis Kommentar wird in diesem
Zusammenhang die Abschitzung [Ld® < m < [5d* angegeben. Dem entspricht
I< < 3&. — Offen bleibt natiirlich, ob es damals schon einen Mathema-
tiker gab, der den Zusammenhang zwischen der Kreiszahl 7 und der in diese
Kugelberechnung eingehenden Konstanten gesehen hat.

3.1.2 Von der Teilung bis zum Beginn der Sung Dynastie (960)

In den folgenden Jahrhunderten verlief die Entwicklung relativ langsam. Ver-
mutlich im 4. oder 5. Jh. entstand ,,Sunzi suanjing“ (Sun Tzu Suan Ching:
des Meisters Sun arithmetisches Handbuch). Bedeutsam ist es wegen seiner
Beschreibung des Rechnens mit Bambusziffern; neben der Erlduterung des
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Rechnens (einschliellich einer Darlegung des Ausziehens von Kubikwurzeln)
enthélt es auch eine Zusammenstellung der gebriuchlichen Mafle und Gewich-
te. (Eine englische Ubersetzung ist enthalten in [Lam/Ang 1992, 149-182]).

Als wichtigstes, aber leider verlorengegangenes Buch dieser Epoche wird das
»Zhui shu“ (Chui Shu, Das Zusammenbinden) des Zu Chongzhi (Tsu Ch’ung-
Chi oder Tsu Chhung-Chih) aus dem 5. Jh. angesehen. Es galt als eines der
schwierigsten Biicher — wahrscheinlich, weil darin 7 auf sieben Dezimalstellen
genau berechnet und fiir astronomische Berechnungen die Differenzenmethode
(Interpolation) beschrieben wurde.

Beriihrungen mit Indien

Vom Ende des 5. Jhs. an kam es auch zu ersten Kontakten mit indischen
Gelehrten. Darauf weist eine Reihe von Titeln verlorener Werke hin, die den
Zusatz ‘Brahmin’ enthielten. Auch haben indische Buddhisten das chinesische
Denken beeinflufit — in der Mathematik z.B. hinsichtlich der Wiedergabe sehr
grofler Zahlen. Im 7. und 8. Jh. waren indische Gelehrte im astronomischen
Biiro der chinesischen Hauptstadt tdtig und arbeiteten bei der Verbesserung
des Kalenders mit; einer von ihnen, bekannt durch ein bedeutsames astrono-
misches Werk, wurde sogar zum Leiter berufen. Wahrscheinlich brachten diese
Inder aus ihrer Heimat auch eine Friithform der Trigonometrie mit nach China.
Es wire allerdings verfehlt, daraus zu schlieflen, es habe eine bestédndige inten-
sive wissenschaftliche Kommunikation zwischen beiden Landern gegeben. Viel-
mehr blieben neue Entwicklungen oft auf den Entdecker und seinen Schiiler-
kreis beschrankt. Ein Bericht aus dem Jahr 855 schildert die Miihen weiter
Reisen, die begabte junge Méanner unternehmen mufiten, wollten sie sich bei
einem der seltenen grofien Meister weiterbilden [Needham 1959, S. 202 - 206].
Dies, ebenso wie innere Unruhen im 7. und 8. Jh., die schliefllich zur Teilung
des riesigen Reiches in fiinf Dynastien fiihrten, mégen die Stagnation der Fol-
gezeit mitbedingt haben, war doch der Hof nicht nur ein politisches, sondern
auch ein kulturelles und wissenschaftliches Zentrum héchsten Ranges gewesen.

3.1.3 Die Dynastien Sung (960-1278), Yuan (Mongolenherrschaft,
1278-1368) und Ming (bis 1644)

Erst im 13. und 14. Jh. erlebte die Mathematik in China wieder einen star-
ken Aufschwung. Insbesondere gilt die zweite Halfte des 13. Jhs., als mehre-
re hervorragende Mathematiker wichtige Werke verfafiten, als die eigentliche
Bliitezeit der chinesischen Mathematik.
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Qin Jiushao (Ch’in Chiu-shao)

Von den wenigen, auf die wir uns hier beschrinken miissen, sei zunéchst Qin
Jiushao genannt. Er vollendete sein Werk ,,Shushu jiuzhang“ (Shu-shu chiu-
chang, Mathematische Abhandlung in neun Biichern) im Jahr 1247, zehn Jah-
re, nachdem die Mongolen in seine Heimat eingefallen waren und die Unruhen
ihn lange von der Beschiftigung mit mathematischen Problemen abgehalten
hatten [Libbrecht 1973]. Die Hauptquelle waren die oben besprochenen ,,Neun
Biicher, Jiuzhang suanshu*. Auch Qin Jiushao wihlte eine Gliederung in neun
Biicher, ordnete den Stoff aber anders an und brachte oft schwierigere Aufga-
ben als sein Vorbild — neun in jedem Buch (= Kapitel), also insgesamt 81.
Auf die meist praktisch ausgerichtete Fragestellung folgt die Antwort, dann
die Erlduterung in allgemeiner Form, schliellich die numerische Losung.

Unter den Vorschriften zur Berechnung der elementaren ebenen Figuren ragt
diejenige heraus, die der Heronschen Formel zur Fldchenberechnung eines Drei-
ecks aus den drei Seiten entspricht (s. Aufgabe 3.1.4). Sie tritt auch bei Brah-
magupta (um 625) und bei al-Karagi (um 1015) auf. Bei Qin Jiushao erscheint

sie in der Form
1 2 2 p2)\2
r= i (120 315)

Auch in anderen Féllen sind die angegebenen Losungswege nicht immer die
einfachsten. Es ist nicht auszuschliefen, da bei der Uberlieferung an einigen
Stellen Miflverstindnisse auftraten, oder aber, daf ein Autor auch einmal eine
Aufgabe aus einer Quelle iibernahm, die er selbst nicht ganz richtig interpre-
tierte. Hier ein Beispiel fiir eine ‘praktische’ Aufgabe [Libbrecht 1973, 107]:

»Man bestimme die Seite eines quadratischen Feldlagers, in dem 99 Kompanien
untergebracht werden sollen. Jeder Kompanie wird ein quadratisches Feld von
90 Fufl Lénge zugewiesen; zwischen je zwei Kompaniefeldern muf3 ebenfalls
ein Abstand von 90 Fufl bestehen. Wir nehmen die Fldche fiir jede Kompanie
als das Vierfache der von ihr belegten Fliche. Wir legen das Rechteck BGFE
unter das Rechteck DHJI. Die Breite des Rechtecks ABKE' ist x und die
Lénge x + 2, was die Fliche z(x 4 2) ergibt. Also ist die Fliche gleich 4-99+ 3.
Dies ergibt die Gleichung x(x +2) = 4-99 + 3 oder 2%+ 2z — 399 = 0 mit der
positiven Losung = = 19.¢

Siehe hierzu Aufg. 3.1.5!

Unter den Volumenberechnungen befinden sich Pyramiden- und Kegelstumpf:
hier findet man wieder die schon aus dem Moskauer Papyrus bekannte (rich-
tige) Regel
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h
3’
(V' = Volumen, a = Linge der Grundkante, b = Lénge der Oberkante, h =
Héhe) sowie Betrachtungen iiber zusammengesetzte Figuren.

V = (a® + ab+b?) - (3.1.6)

Die Hohenmessung eines entfernten Berges wird vorgenommen, indem von
zwei Stellen in der Ebene aus die Spitze angepeilt wird. In die Berechnung
gehen dann der Abstand der beiden Beobachtungspunkte und die Steigung
der beiden Sehstrahlen sowie Sitze iiber dhnliche Dreiecke ein. Dieses bekann-
te Verfahren ist in China erstmals im Jahr 263 belegt (s. Abb. 3.1.3); seine
Anwendung wird von Qin Jiushao bei anderen praktischen Aufgaben vari-
iert. Noch ein letztes Textbeispiel fiir eine solche ‘praktische Aufgabe’: Die
zahlenmé#Bige Stérke des Feindes in der Ferne zu ermitteln [Libbrecht 1973,
147-149]:

,Der Feind legt ein kreisformiges Lager auf einer sandigen Ebene nordlich eines
Flusses an. Wir kennen die Zahl der Soldaten nicht. Spione berichten, dafl der
Platz, den jeder Soldat im Lager einnimmt, ein Quadrat der Seitenléinge von
8 Fufl sei. Unsere Armee hilt sich siidlich des Flusses am Fufl eines Berges
auf. Am Fuf} des Berges errichten wir einen Gnomon (eine senkrechte Stange)
von 80 Fufl Hohe, sodafl sich die Spitze in Hohe einer Einbuchtung (eines
Absatzes) am Bergrand befindet. Von der Spitze des Gnomons spannen wir
eine Schnur zum Bergrand. Diese horizontale Schnur zum Standpunkt des
Beobachters habe die Lange von 30 Schritt. Der Beobachter an diesem Punkt
sieht die nordliche Lagergrenze in einer Linie mit der Gnomonspitze. Danach
visiert er die siidliche Lagergrenze an in einer Sichtlinie, die die Stange acht
Fufl unterhalb der Spitze streift. Das Auge des Beobachters befindet sich 4,8
Fuf} iiber dem Boden. Wir benutzen den exakten Wert von 7 (= 272) und
verwenden die ch’ung-ch’a-Methode [Methode der doppelten Messung]. Man
finde die zahlenmé&Bige Starke des Feindes.“

U. Libbrecht, der den Text 1973 analysierte, bemerkte zum Ldsungsrezept
lakonisch: ,, This is entirely incorrect* [Libbrecht 1973, 147-149]. Vielleicht
hétten die Spione doch besser die Soldaten zihlen sollen, anstatt den von
ihnen eingenommenen Platz auszumessen!

Li Ye (Li Zhi)

Im Jahr 1248 legte Li Ye (Li Yeh, urspriinglich Li Zhi), der zeitweise hohe Ver-
waltungsdmter innehatte, sein Buch ,,Ceyuan haijing (Tshé Yuan Hai Ching,
Der Seespiegel der Kreismessung) vor. Es hat nichts mit der Berechnung von
7 zu tun, sondern handelt zum Teil von Eigenschaften eines Kreises, der in
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ein Dreieck einbeschrieben ist. Vor allem aber beschéftigte sich der Verfas-
ser mit der Losung von Gleichungen auf algebraischem Weg, wobei er negative
Koeffizienten durch einen dariibergelegten Querstrich kennzeichnet (vgl. Bd.1,
Abschnitt 2.1.2). Li Ye kannte offensichtlich Qin Jiushaos ein Jahr zuvor fer-
tiggestelltes, aber erst viel spéter gedrucktes Werk nicht; lebte doch Li Ye im
Norden, Qin Jiushao im Siiden des riesigen Landes.

Yang Hui

Dreizehn Jahre spiter erschien der Kommentar Yang Huis zu den ,,Neun
Biichern arithmetischer Technik (Kunst)“. Yang Hui vermied bewuf}t gewohn-
liche Briiche, indem er sie durch Dezimalbriiche ausdriickte — auf diese Weise
konnte er sie auf dem Rechenbrett in Analogie zu den ganzen Zahlen darstellen
und genauso mit ihnen rechnen. (In Europa wurde das Rechnen mit Dezimal-
briichen erst gegen Ende des 16. Jhs. durch Stevin bekanntgemacht.) Bei Yang
Hui findet sich auch ein Ansatz in Richtung auf eine theoretische, beweisende
Geometrie: An der der Aufgabe 3.1.1 zugrundeliegenden Figur (es handelt sich
um die in Euklids Elementen I, 43 und II, Def. 2 behandelte Gnomonfigur)
wies er die Fliachengleichheit der beiden durch die Diagonale bestimmten, in
einem Parallelogramm gelegenen Teilparallelogramme nach.

Als wandernder Gelehrter verdiente sich Zhu Shijie (Chu Shih-Chieh) seinen
Lebensunterhalt. Er gab 1299 eine Einfithrung in die mathematischen Studien
heraus, dem er vier Jahre spéter das beriithmt gewordene Werk ,, Siyuan yujian“
(Ssu Yuan Yii Chien, Kostbarer Spiegel der vier Elemente) folgen lief3.

Guo Shojing (Kuo Shou-Shing)

Unter der Yuan-Dynastie, der Mongolenherrschaft, tat sich als Mathemati-
ker, Astronom und Ingenieur auch Guo Shojing (Kuo Shou-Shing) hervor. Er
entwickelte die Sphérik, die Lehre von sphérischen Dreiecken, doch ist nicht
gesichert, ob er sich dabei schon der Winkelfunktionen bediente. Da alle seine
Schriften verlorengingen, weifl man nur indirekt etwas iiber ihren Inhalt. Von
‘Trigonometrie’ bei ihm zu sprechen, mag daher nicht gerechtfertigt sein. Of-
fenbar waren es Probleme der Bewegung der Himmelskorper, die er vor allem
studierte. Zur Bestimmung der Lénge eines Kreisbogens gab er ein Verfahren
an, das auf eine komplizierte quadratische Gleichung zwischen Durchmesser d,
Pfeil p und Bogen b hinausléuft:

b

2.
d (2

V-3 p—(d®—bd)-p*+p*=0. (3.1.7)
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Seine (verlorene) Methode wurde bezeichnet als ‘das Studium von rechtwink-
ligen Dreiecken, Sehnen und Pfeilen, Quadraten und Rechtecken, die alle, ge-
neigt oder senkrecht, in Kreisen enthalten sind’. Zur genauen Beschreibung
der verdnderlichen Winkelgeschwindigkeit der Sonne wandte er Differenzen
zweiter Ordnung an.

Da Guo am Hof des Mongolenherrschers Kublai Khan tétig war, in des-
sen Dienst auch muslimische Spezialisten standen, liegt die Vermutung na-
he, er kénne mit von diesen mitgebrachten mathematischen Kenntnissen in
Beriithrung gekommen sein. Auch Perser, Syrer und Gelehrte aus anderen
Léndern wirkten damals am Mongolenhof, der somit viele Gelegenheiten zum
Austausch wissenschaftlicher Kenntnisse bot. Im Jahr 1368, beim Ubergang
von der Yuan- zur Ming-Dynastie, wurde sogar neben der bestehenden einhei-
mischen Sternwarte ein eigenes muslimisches astronomisches Biiro eingerich-
tet. Als Ende des 16. Jhs. die Jesuiten nach Peking kamen, arbeiteten dort
noch immer Nachkommen dieser ‘arabischen’ Astronomen im ihrem Observa-
torium. Einfliisse der berithmten Sternwarten in Samarkand und Maragha auf
die chinesische Astronomie und Mathematik kénnen also nicht ausgeschlossen
werden. Es gibt sogar Vermutungen, schon zu einem fritheren Zeitpunkt sei-
en arabische Ubersetzungen der ,,Elemente* Euklids und des ,, Almagest* von
Ptolemaios nach China gelangt, doch fehlen der historischen Forschung bisher
eindeutige Belege dafiir.

Zwischen 1400 und 1500 verlor die chinesische Mathematik ihre zuvor erreichte
Kraft, erholte sich aber im 16. Jh. wieder. So gab z.B. 1552 Gu Yingxian (Ku
Ying-Hsiang), Gouverneur von Yiinnan, ein Buch heraus, worin er die bis dahin
gefundenen Vorschriften fiir die Berechnung von Kreisbogen und Kreissegmen-
ten systematisch zusammenstellte ([Needham 1959, 51]). Dort findet man z.B.
die den folgenden Formeln entsprechenden Anweisungen (d = Durchmesser, s
= Sehne, p = Pfeil, b = Bogen, F' = Fliche eines Kreissegmentes):

d d\? [s\* 2p?
=) =T e

2
d=p+ D p Lo (3.1.9)
p 2
Auf dem von den Chinesen besonders gepflegten Gebiet der Auflosung von
Gleichungen und Gleichungssystemen (unter Einsatz des Pascalschen Drei-
ecks und eines dem Hornerschema nahestehenden Verfahrens) gerieten sogar
einmal erworbene Kenntnisse wieder in Vergessenheit. Erst lange, nachdem die

Jesuiten die européische Algebra eingefiihrt hatten, besann man sich wieder



3.1 China 125

auf die mittelalterliche chinesische Algebra und machte sich im 18. Jh. erneut
die ehemals gebréduchlichen einheimischen Verfahren zu eigen.

Kreis- und Kugelpackungen

Anders als die griechischen haben sich die chinesischen Mathematiker nicht
weiter fiir die Kegelschnitte interessiert. Hingegen verfolgten sie eine in Eu-
ropa kaum untersuchte Problemstellung: das Einpassen von sich beriihrenden
Kreisen in vorgegebene Figuren wie Halbkreise, Ellipsen und andere Formen,
sogenannte Kreispackungen (Abb. 3.1.5). (Diese Fragestellung wurde von ja-
panischen Mathematikern aufgenommen; sie wird im Abschnitt iiber die japa-
nische Mathematik erortert.) Auch das griechische Interesse an den reguliren
und halbregulidren Korpern und an den sog. klassischen Problemen hat kein
Pendant in der chinesischen Mathematik — mit Ausnahme der Kreisquadra-
tur.
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Abb. 3.1.5 Kreispackung in einem Kreissegment
[Joseph Needham, Science and Civilization in China, vol. 3, Cambridge University Press 1959]
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Zur Abrundung des Bildes der chinesischen Mathematik bleibt festzuhalten,
daB ein wichtiges Kennzeichen die Bevorzugung von Rechenalgorithmen war,
deren einzelne Schritte mit Bambusstdbchen auf dem Rechenbrett ausgefiihrt
wurden. Die dabei eingesetzten Algorithmen waren hoch entwickelt, legten
auch friith die Verwendung negativer Zahlen nahe, wurden jedoch (in den Tex-
ten) nicht durch theoretische Uberlegungen begriindet, sondern anhand von
Beispielen vorgefiihrt.

Gleiches gilt flir die zumeist auf Anwendungen ausgerichteten geometrischen
Séatze. Mittels konkreter Beispiele wurden heuristische Verfahren eingeiibt, De-
ren induktive Verwendung lieferte den chinesischen Mathematikern eine Fiille
weiterer Ergebnisse. Die griechische Denkweise dagegen, Geometrie als deduk-
tives System zu verstehen und entsprechend aufzubauen, fand erst mit dem
Eintreffen der Jesuiten Eingang in China. Zwar hatte die erste, von Matteo
Ricci veranlafite und in Zusammenarbeit mit Xu Guangqi (Hsii Kuang-Chhi)
1607 vollendete Ubersetzung der ersten sechs Biicher der ,,Elemente“ Euklids
(aufgrund der lateinischen Euklid-Ausgabe (1574 u.6.) des Jesuiten Christoph
Clavius [Knobloch 1990a]) infolge ihres religivsen Einschlags einen stark mis-
sionarischen Charakter und stieff daher auf Vorbehalte. (Erst 1857 lagen alle
Biicher der Elemente in chinesischer Ubersetzung vor!) Doch dann setzte sich
die deduktive Betrachtungsweise durch. Die Chinesen gaben die Priifungen der
angehenden Beamten in der traditionellen Mathematik zugunsten von Exami-
na in européischen Verfahren auf [Martzloff 1997, 273ff.], [Li/Du 1987, 1901t .]
Auch die Trigonometrie brachten die Jesuiten mit. In Zusammenarbeit mit
Xu Guangqi verdffentlichte Matteo Ricci 1607 das erste moderne Trigonome-
triebuch in chinesischer Sprache. Bendtigte man die Geometrie vor allem fiir
astronomische und Kalenderberechnungen, so die Trigonometrie fiir die Pra-
xis der Landvermessung. Die 15 in diesem Buch behandelten Vermessungs-
probleme beschrinkten sich auf relativ einfache Aufgaben und konnten sich
an Scharfsinn nicht mit der oben besprochenen ,,Mathematischen Inselsamm-
lung“ des Liu Hui messen. — Ergénzend zu solchen Feststellungen iiber den
Umfang mathematischer Kenntnisse oder den geometrischen Inhalt einzelner
Biicher mufl nochmals betont werden, dafl Geometrie wie Arithmetik damals
nicht als autonome Disziplinen verstanden, sondern als integrale Bestandtei-
le einer umfassenderen Wissenschaft angesehen wurden, wie es im Zitat A.4
anklingt.

Spiele

Zum Abschluf3 dieses Abschnittes noch eine Bemerkung zu mathematischen
Spielen, die als ‘chinesisch’ bezeichnet werden. Das bekannteste unter ihnen ist
wohl das in Europa unter dem Namen ‘Tangram’ verbreitete: eine quadrati-
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Abb. 3.1.6 Tangram und chinesische Ringe

sche Holzplatte ist in ein (kleineres) Quadrat, ein schiefwinkliges Viereck und
fiinf Dreiecke verschiedener Grofle zerlegt. Aus diesen Teilen soll eine Vielzahl
von Figuren zusammengesetzt werden. Uber seine Herkunft weil man nichts
Sicheres. Der ilteste bisher bekannte gedruckte Hinweis stammt aus dem An-
fang des 19. Jhs. Doch 1989/90 fanden zwei chinesische Mathematikhistori-
ker, Liu Dun und Guo Zhengyi, in einer chinesischen Quelle aus dem Jahr
1617 eine kurze Beschreibung eines &hnlichen Zerlegungsspieles. Eine Varian-
te, Yizhitu (die Formen wachsender Weisheit) genannt, besteht aus einem in
15 Teilstiicke zerlegten Quadrat, worunter sich auch zwei Halbkreise befinden
[Martzloff 1997, 367-369].

Die Kunst des Papierfaltens (die es u.a. auch erlaubt, den Satz des Pythago-
ras zu veranschaulichen), wird in einem bekannten Gedicht von Du Fu (Tu
Fu) erwdhnt [Needham 1959, 112]. Die Herkunft der ‘Chinesischen Ringe’ ist
bis heute ungeklért. In Europa erwidhnte G. Cardano 1550 dieses auf topolo-
gischen Verkettungen beruhende Geduldspiel in seinem Werk ,, De subtilitate
libri XXTI“, und 1693 versffentlichte J. Wallis in seinen ,,Opera“ (Bd. 2, S. 472)
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eine mathematische Analyse. In dem in China verbreiteten Roman ,, Honglou-
meng* (Der Traum vom roten Zimmer), der 1791 in 120 Kapiteln vertffentlicht
wurde, wird das Spiel im 7. Kapitel streifend erwdhnt — das schliefit freilich
einen moglichen européischen Ursprung nicht aus [Martzloff 1997, 366-370].
Die Bezeichnung ‘chinesisch’ sagt nichts iiber die Herkunft aus, war es doch
in Europa nicht uniiblich, durch eine exotisch klingende Angabe das Interesse

an solchen Puzzles zu erhohen.

Wesentliche Inhalte der chinesischen Geometrie

6. — 4. Jh.

Frithe Han-Zeit
202 v. Chr.
-9 n. Chr.

263

Ende 5. Jh.

656

1261

13. Jh.

1601

Chou Pei Suan Chin

(Klass. Arithmetik des Gnomon und der Kreisbahnen):
Dreiecks- und Kreislehre, Satz des Pythagoras, Hohen- und
Entfernungsmessungen, einfache astronomische Anwendun-
gen; keine Beweise

Chiu Chang Suan Shu

(Neun Biicher arithmetischer Technik):

240 Aufgaben; Berechnung einfacher ebener Figuren, Néhe-
rungen fiir Kreisfliche und -segment, Inhaltsberechnungen
einschlieBlich Pyramide, Kreiskegel und Kegelstumpf (oh-
ne Beweise). Angewandte Aufgaben (u.a. Anwendung des
Satzes von Pythagoras)

Liv Hut: Hai Tao Suan Ching

(Mathematische Inselsammlung):

Hohepunkt der frithen chinesischen Vermessungslehre; Be-
rechnung des Kreisumfangs aus dem regelméfligen 92-Eck
Erste Kontakte mit indischen Gelehrten:

Frithform der Trigonometrie, Kalenderberechnungen

Suan Chung Shih Shu

(Zehn mathematische Klassiker):

Standardisierung der mathematischen Probleme

YANG Hul

Kommentar zu den Neun Biichern; Ansétze zu beweisender
Mathematik

Neue Bliite der chinesischen Mathematik:
Weiterentwicklung der Probleme aus den Neun Biichern:
Heronsche Formel zur Fldchenberechnung eines Drei-
ecks, Lehre von den sphérischen Dreiecken; Interesse an
Kreispackungen

Der Jesuit MATTEO RiccI bringt westliche Astronomie und
Mathematik nach China
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3.2 Japan

11.2.660 v. Chr.

400 n. Chr.
ab 7. Jh.
ab 13. Jh.

1637

1867

1868
1894
1904
1910
27.9.1940
7.12.1941
1945
ab 1950

129

Der Mikado (Kaiser) Jimmu Tenno griindet das Reich
Japan iibernimmt die chinesische Schrift

Aufstieg des Hofadels, absoluter Beamtenstaat
Aufstieg der Schogun (Reichsfeldherren) zu den ei-
gentlichen Machthabern, Militéiradel, Lehnsleute (Sa-
murai)

Abschlieung von der Auflenwelt, Bliite von Kunst
und Wissenschaft, Wasan-Mathematik

Ablosung der Schogun-Herrschaft durch absolute
Monarchie

Offnung Japans fiir Handel mit anderen Staaten
Chinesisch-Japanischer Krieg

Russisch-Japanischer Krieg

Korea von Japan einverleibt

Beitritt zum Dreiméchtepakt

Angriff auf die USA in Pearl Harbour

Atombomben auf Hiroshima und Nagasaki

Aufstieg zur grofiten Wirtschaftsmacht Asiens

e Japanische Kunst und Kultur: Geprigt durch Buddhismus und chi-
nesische Einfliisse, Tempelanlagen nach chin. Vorbild, Malerei auf Sei-
de, Pinselzeichnungen, Kalligraphie; Buddha- und Goétterplastiken nach
chin. Vorbildern; Lackkunst, Topferei (Teegerite), Porzellan

e Literatur: 750 — 800 Zehntausend-Blatter-Sammlung von 4500 Ge-

dichten

um 1010 Monogatari (Sagen, Mérchen, Geschichte), Nik-

ki (Tagebuch)

um 1000 Zuihitsu (Essay), No (klass. Drama mit Musik

und Tanz), Kabuki (Volkstheater und Puppen-
spiel)

seit 1868 Einfliisse européischer Literatur

e Philosophie: Konfuzianische Ethik in 3 Wellen als Grundlage des Feuda-
lismus; buddhistische Philosophie von der oberen Priesterschaft gepflegt
(Zen-Sekte); abendl. Philosophie zuerst von Niederldndern vermittelt
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3.2.0 Historische Einfiihrung

Da eine ausfiihrlichere Geschichte der japanischen Mathematik in einer west-
lichen Sprache aus neuerer Zeit nicht existiert, mufl man sich weithin noch an
der 1913 erschienenen Darstellung von Mikami und an derjenigen von Smith
und Mikami aus dem folgenden Jahr orientieren. In letzterer wird die Ent-
wicklung chronologisch in 14 Kapiteln beschrieben, wobei die Autoren gleich
zu Beginn eine Einteilung in sechs Epochen vornehmen:
Bis 552 Die nur wenig und indirekt durch die chinesische Mathe-
matik beeinflufite Zeit
552 bis 1603  Das Eindringen der chinesischen Wissenschaft, zuerst iiber
Korea, dann direkt: das japanische Mittelalter
1603 bis 1675 die Renaissance der japanischen Mathematik: erneutes
Einstromen chinesischer Wissenschaft, erste Begegnung
mit européischer Wissenschaft
1675 bis 1775 die Lehrtétigkeit Seki Kowas und seines Schiilers Take-
be bereiteten den Boden fiir die einheimische Wasan-
Mathematik vor
1775 bis 1868 Hohepunkt der eigenstindigen japanischen Mathematik,
die in geringem Mafl schon durch die européische beein-
fluBBt wird
Seit 1868 Offnung Japans, Anschluf an die westliche Mathematik

Im breiter angelegten Buch von M. Sugimoto und D. L. Swain, , Science
and Culture in Traditional Japan® (1978), das auch eine aufschlufireiche Be-
schreibung des kulturellen und sozialen Hintergrundes der japanischen Wasan-
Mathematik enthélt, charakterisieren die Verfasser die historische Entwicklung
ab 552 durch die Beschreibung kulturell-wissenschaftlicher ‘Wellen’. Sie bet-
ten diese ein in Zeiten der Isolation des Landes bzw. solche der (relativen)
Aufgeschlossenheit. Das ergibt etwa folgendes Bild:
Ca. 600 bis 894 1. chinesische Welle,
894 bis 1401 halb-abgeschlossene Periode.
1401 bis 1854 2. chinesische Welle; diese wird {iberdeckt
von 1639 bis 1854 durch eine Zeit der Isolation und iiberlagert
von 1543 bis 1639 von einer ersten westlichen Welle und
von 1720 bis 1854 von einer zweiten westlichen Welle.
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3.2.1 Friihzeit und Mittelalter

Uber die élteste Zeit der mathematischen Entwicklung in Japan ist nichts mit
Sicherheit iiberliefert. Gewif} ist lediglich, dal wie in China so auch in Japan
das Dezimalsystem bekannt war. Deshalb kommen wir gleich zum ‘japanischen
Mittelalter’. Es begann mit der Einfiihrung des Buddhismus, der von China
und Korea her nach Japan gelangte und iiber den chinesische Rechenbiicher,
der chinesische Kalender und das chinesische Maf]system in Japan heimisch
wurden. Mindestens seit 600 ist das Rechnen mit Bambusstédbchen belegt,
vielleicht schon vom 7. Jh. an auch das Rechnen mit beweglichen Kugeln auf
dem Abakus (japanisch: Soroban).

Das schon im frithen Mittelalter in Japan &uflerst reiche, vielfdltige und ver-
feinerte Kulturleben umfafite Malerei, Literatur, Musik, Architektur und Gar-
tenbaukunst, vernachldssigte jedoch Medizin, Naturwissenschaften und Ma-
thematik. Ende des 7. Jhs. wurde in Kyoto eine Universitéit gegriindet, ein
Institut fiir Weissagung und ein medizinisches Institut. Die Universitit diente
der Ausbildung von Staatsdienern, anfangs wurden nur konfuzianische Phi-
losophie und Mathematik im Unfang der fiir die Verwaltung erforderlichen
Kenntnisse gelehrt. Zu den Kompetenzen des Wahrsagungsinstituts gehorten
Astronomie, Astrologie und das Kalenderwesen. Erst aus dem 12. und 13. Jh.
sind einige Namen japanischer Mathematiker bekannt, doch sind ihre Schriften
nicht erhalten.

3.2.2 Die Renaissance der japanischen Mathematik

Daher kann man Genaueres erst iiber die Zeit seit dem 17. Jh. berichten. Im
Jahre 1603 wurde die feudale Periode abgelost durch den zentral verwalteten
Staat unter Tokugawa. Bereits ab 1543 bestanden Handelsbeziechungen zu den
Portugiesen, ab 1609 kamen Handelsbeziehungen zu den Niederldndern hin-
zu. Die Missionierung durch die Jesuiten hatte 1549 eingesetzt. Dies macht
deutlich, daf§ das oben ‘Renaissance der japanischen Mathematik’ genannte
Phénomen sich ereignete, als es engere Kontakte zu den Europdern gab. Die
in dieser Zeit betriebenen oder entwickelten Wissenschaften waren folglich
nicht vollig frei von européischem Einfluf.

Doch bald setzte eine Gegenbewegung ein: schon 1587 wurden die Jesuiten
des Landes verwiesen, und im ersten Drittel des 17. Jhs. begann eine massive
Unterdriickung des Christentums. Das Land schlof§ sich nach auflen vollig ab
(erst 1868 offnete sich Japan wieder!). Diese, durch die Insellage begiinstig-
te Isolation Japans hatte eine einmalige Entwicklung auch der Mathematik
zur Folge: es bildete sich eine eigene Mathematikkultur, Wasan genannt, her-
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aus. Der Name bedeutet ‘Japanische Mathematik’. Betrieben wurde sie von
den intellektuellen Samurais aus Zeitvertreib; ihr Praxisbezug war gering. Sie
ging nicht im Sinne der griechischen Mathematik axiomatisch-deduktiv vor
und sie war nicht, wie die européische Mathematik seit dem 17. Jh., mit einer
naturwissenschaftlichen Begriffsbildung oder mit philosophischen Reflexionen
verbunden. Andererseits entwickelte sie sich aufgrund der fritheren Begegnung
mit dem Westen auch nicht génzlich unbeeinflufit von européischen Erkennt-
nissen (bis hin zu solchen aus der frithen Neuzeit). Fiir die chinesische Mathe-
matik, ihre urspriingliche Quelle, zeigte sie bald nur noch vereinzelt Interesse.
So nahm sie, fast vollig abgeschlossen wie in einem Treibhaus, einen eigenen
Charakter an. Dieser Epoche soll unsere besondere Aufmerksamkeit gelten.
Die Renaissance der Mathematik in Japan im 17. Jh. begann unter chinesi-
schem Einfluf3. Im Zentrum der Publikationen, deren Anzahl merklich zunahm
und die nun auch im Druck erschienen (freilich oft in geringer Zahl), stand
das elementare Rechnen auf dem Rechenbrett. Doch auch schwierigere Ope-
rationen wie das Ausziehen von Quadrat- und Kubikwurzeln mit Hilfe der
Rechenstéibchen wurden gelehrt. Das Interesse am Vermessungswesen wuchs,
womit Berechnungen von Flidchen- und Rauminhalten einhergingen, wie sie
bereits im Abschnitt iiber die Geometrie bei den Chinesen erdrtert wurden.
So finden sich auch hier fiir = die Werte 3,16 oder v/10. Diese praktische
Rechenkunst umfafite, was Handwerker, Baumeister, Kaufleute und Verwal-
tungsbeamte an Kenntnissen benotigten.

Die Geometrie in der Wasan-Mathematik

Im Gegensatz zu diesen Praktikern entstammte Yoshida Shichibei Koy, auch
Mitsuyoshi genannt, einer angesehenen und sehr wohlhabenden Familie. Er
reiste eigens nach China und erlernte griindlich die chinesische Sprache, um
die dortigen anspruchsvolleren mathematischen Schriften studieren zu kénnen,
bevor er seine eigenen Werke schrieb. Das erste verfafite er 1627 unter dem
Titel ‘Jinko-ki’. Es gilt als das bedeutendste Lehrbuch aus der Zeit der Ming-
Dynastie. Den Titel iibernahmen nach Yoshidas Tod auch andere Autoren
(sinngeméf bedeutet er: Abhandlung iiber Zahlen von der grofiten bis zur
kleinsten). In die Erstauflage hatte Yoshido noch viele angewandte Aufgaben
aufgenommen, in der zweiten, fiinfbandigen, reich illustrierten behandelte er
auch viele Probleme aus dem Bereich der Unterhaltungsmathematik. Spétere
Autoren nahmen sich Yoshidas Aufgabensammlung gern zum Vorbild, so daf3
sie als Grundlage fiir die entstehende Wasan-Mathematik grofie Bedeutung
erlangte. Dabei bildete sich die Sitte heraus, ungeloste Aufgaben als Heraus-
forderung in die eigenen Werke aufzunehmen. Die Nachfolger 16sten sie nach
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Moglichkeit und legten ihren Kollegen gleichzeitig neue bzw. abgewandelte
Probleme von groflerem Schwierigkeitsgrad vor.

Fin 1639 publiziertes Werk von Imamura Chisho machte den Verfasser un-
ter seinen Nachfolgern bekannt, weil es sich systematisch mit der Berechnung
der regelméfigen Vielecke (vom Dreieck bis zum Zehneck) beschiftigte — ein
Thema, das recht beliebt wurde. Wie raffiniert es aufgezogen werden konn-
te, zeigt eine Aufgabe aus einer Sammlung des Isomura Kittoku, die 1660 in
fiinf Biichern erschien; sie lehnte sich an die Sammlung des Yoshida an und
wurde vom Verfasser 1684 erneut, um Anmerkungen ergénzt, publiziert. In
dieser Aufgabe wird gefordert, in einen Kreis vom Durchmesser 3 Fufl neun
andere Kreise so zu plazieren, dafl jeder von dem in das Zentrum gesetzten
Kreis, von seinen beiden Nachbarn und vom vorgegebenen dufleren Kreis 0,2
Fuf} entfernt ist. Gefragt wird nach dem Durchmesser des ins Innere gesetzten
zentralen Kreises und dem Durchmesser der iibrigen acht ringférmig angeord-
neten Kreise. (Deren Zentren bilden dann ein regelméfiiges Achteck; vgl. Abb.
3.2.1)

Abb. 3.2.1 Eine Variante der neun ‘schwebenden Kreise’ bei Seki: die ringférmig
angeordneten Kreise beriihren einander, aber weder den inneren noch den &ufleren
Kreis. [Takakazu Seki: Collected Works. Edited with Explanations. Osaka Kyoiku Tosho 1974]

Verwandt ist die Aufgabe, in einen gegebenen Kreis 19 kleinere ringférmig
so einzupassen, daf} diese je ihre beiden Nachbarn und den gegebenen Kreis
beriihren, und unter gleichen Bedingungen 19 Kreise aulen tangential als Ring
anzulegen. Gefragt wird nach den Radien der beiden Kreissorten. (Jetzt geht
es also implizit um ein regelméBiges Neunzehneck.) — Im Unterschied dazu
begniigten sich andere Mathematiker damit, die Seitenldngen einer grofien
Zahl regelméfliger Vielecke, die einem gegebenen Kreis einbeschrieben sind,
moglichst genau zu berechnen [Smith/Mikami 1914, 77/78].
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Verbreitet war das Stellen von Aufgaben in eingekleideter Form, die sich den
Anschein gaben, Relevanz fiir die Praxis zu haben. Bei Yoshidas Nachfolgern
finden sich z.B. die beiden folgenden Aufgaben [Smith/Mikami 1914, 66/67]:

a) Ein Erdhaufen hat die Form eines kreisférmigen Kegelstumpfes. Der Um-
fang oben hat die Lénge 40, derjenige unten die Linge 120, die Hoéhe
betragt 6. Wie hoch ist der Haufen, wenn 1200 Mafl Erde gleichméfig
von oben abgetragen werden?

b) Ein kreisformiges Stiick Land vom Durchmesser 100 soll durch zwei par-
allele Sehnen unter drei Personen so aufgeteilt werden, daf} sie 2900,
2500 und (nochmals) 2500 MaB erhalten. Gesucht werden die Lénge der
Sehnen und die Hohen der Segmente (s. Aufgabe 3.2.1).

Einer der berithmtesten japanischen Mathematiker ist der wahrscheinlich im
gleichen Jahr wie Newton geborene Seki Kowa. Er antizipierte in gewisser Wei-
se die Entwicklung einer Determinantenrechnung (nahezu gleichzeitig mit den
Ansétzen von Leibniz) und verbesserte die Behandlung algebraischer Gleichun-
gen und Gleichungssysteme. Letztere leitete er u.a. aus dhnlichen geometri-
schen Aufgaben ab wie die erwéihnten Kreisanlagerungen, deren Bedingungen
er Schritt fiir Schritt analysierte. Sein bedeutender Schiiler Takebe Hikojiro
Kenkd hob in einer Beschreibung seines Lehrers vor allem dieses systematische,
mit einer speziellen Notation verbundene Vorgehen hervor.

Das Kreisprinzip

Eine besondere Erwihnung verdient das Yenri- (auch Enri-) oder Kreisprinzip
der japanischen Mathematik. Es handelt sich um ein eigenartiges Verfahren
zur Bestimmung der Lénge eines Kreisbogens bzw. des Umfanges eines Krei-
ses und damit um eine Moglichkeit, die Kreiszahl m mit hoher Genauigkeit zu
berechnen. Historisch umstritten ist die Urheberschaft des Verfahrens: dltere
Zuweisungen an Seki Kowa lassen sich nicht belegen. Wahrscheinlich geht zu-
mindest die Ausarbeitung der Methode auf seinen Schiiler Takebe zuriick, der
sich mit fanatischer Beharrlichkeit dem Problem der Kreisquadratur widme-
te. Spétere japanische Mathematiker priesen Takebe in den hochsten Toénen;
er sei der eine Mensch in tausend Jahren, das Licht des Landes der aufge-
henden Sonne. Eine Ausnahme scheint er auch darin gewesen zu sein, dafl er
sich philosophische Gedanken {iber die mathematischen Objekte machte. Des
weiteren unterschied er zwischen dem Typus des analytischen Mathematikers
(dem er sich selbst zurechnete) und jenem des intuitiven und vertrat die An-
sicht, manche Probleme konnten eher vom ersten, andere eher vom zweiten
Typus bewiltigt werden.
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Nach heutiger Einteilung kommt das Yenri-Prinzip der Infinitesimalrechnung
nahe, doch der interessante geometrische Ansatzpunkt rechtfertigt es, hier auf
diese eigenartige, von Takebe um 1720 herum entwickelte Methode einzuge-
hen. Ziel des Verfahrens ist die genaue Berechnung der Lénge eines Bogens
b eines Kreises mit gegebenem Durchmesser d. Die zugehorige Sehne sei s,
der Pfeil (Abstand zwischen Bogenmitte und Sehnenmitte) p. Takebe wihlte
d =10, p = 0,000001, so dafl er den winzigen Bogen als geradlinig annehmen
durfte; dann berechnete er dessen Quadrat mittels des Satzes von Pythago-
ras auf 53 Dezimalstellen genau zu 0,00000 0000033333 3511111225 .... Be-
rechnet man in gleicher Weise das Quadrat der halben Bogen zu den Pfeilen
p=1, p=0,1und p = 0,00001, so findet man 10, 1 und 0,0001 oder, anders
ausgedriickt, das Produkt des Durchmessers mit dem jeweiligen Pfeil: d - p.
Daher wihlte Takebe d - p = 0,00001 als erste Ndherung fiir das Quadrat des
sehr genau berechneten Bogens und als erste Differenz d; = épQ. Wiederho-
lung des Verfahrens fiihrt auf die zweite Differenz dy = 185 d2. Weiterfithrung
und Einsetzen der jeweils vorausgehenden Differenz in die folgende lieferte ihm
schlielich die unendliche Reihe

i W —dp {1 n ilo: 2(2;1(7;!))!2 : (Z)n} (3.2.1)

Da der Pfeil p nichts anderes ist als der Sinusversus (= 1 — cos), wird hier das
Quadrat des Arcussinus durch den Sinusversus ausgedriickt. Takebe leitete
eine Anzahl weiterer Reihen durch #hnliche, dem Einzelfall angepaBte Uber-
legungen her. Daher handelt es sich beim Yenri- oder Kreisprinzip nicht um
ein generelles Verfahren, wie es etwa die Taylorreihe der Infinitesimalrechnung
darstellt, sondern um auf den Kreis angewandte, spezielle Schlulketten, deren
Resultat mit unendlichen Reihen iibereinstimmt, die in Europa im ausgehen-
den 17. Jh. bekannt waren.

Daran schlieit sich ein historiographisch interessantes Problem an. Der Jesuit
Pierre Jartoux kam im Jahr 1700 nach Peking und lebte dort bis zu seinem
Tod im Jahr 1720. Auch als Astronom tétig, korrespondierte er mit Leibniz
und war mit der von diesem entwickelten Differentialrechnung vertraut. Er
soll einige Reihenentwicklungen hergeleitet haben, wovon drei damals nach
Japan gelangten. Da die von Takebe iiberlieferten Erlduterungen nicht vollig
verstéandlich sind, halten es Smith und Mikami (1914) fiir nicht ausgeschlossen,
daBl er eine oder mehrere der aus dem Westen importierten Reihen zu sehen
bekam und sich dann bemiihte, sie so gut wie moglich zu erklaren. Jedenfalls
regte er andere japanische Mathematiker an, in dieser Richtung zu forschen;
sie leiteten mit scharfsinnigen Uberlegungen im 18. Jh. noch eine ganze Anzahl
weiterer Reihenentwicklungen ab.
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Ebenfalls auf einer Idee beruhend, die der Infinitesimalmathematik nahekommt,
ist ein von Isomura Kittoku und Takebe angewandtes Verfahren der Bestim-
mung der Kugeloberfliche. Traditionellerweise wurde in Japan fiir ihre Grofle
ein Viertel des Quadrats des Umfangs verwendet: O = | (2rr)? = (77)?. Iso-
mura erkannte die Unzuldnglichkeit der Regel und faite den Gedanken, die
Oberfliche aus der Differenz der Volumina zweier konzentrischer, nur leicht
verschiedener Kugeln zu ermitteln. Er nahm eine Kugel vom Durchmesser 10
und eine zweite vom Durchmesser 10,0002, berechnete den Inhalt der durch
beide begrenzten Kugelschale zu 0,0314166283 241188 und dividierte durch
ihre Dicke 0,0001. Dann wiederholte er die Rechnung fiir zwei Kugeln mit den
Durchmessern 10 und 9,9998 und bildete aus beiden Endergebnissen den Mit-
telwert 314, 16000 00418 88. (Wegen r = 5 ist dies aufgrund der den Japanern
damals noch nicht bekannten Oberflichenformel O = 4mr? das Hundertfache
von w!) Takebe verfeinerte das Verfahren 1722, erkannte dabei, daf er das
Hundertfache von 7 erhalten hatte, und schlofl aus dieser Zahlenrelation, die
Beziehung zwischen d und O miisse O = d*r lauten (s. Aufgabe 3.2.2).

Was bei Isomura und Takebe aber noch auf einen konkreten numerischen Fall
beschriinkt war, wurde bald am Beispiel der Oberfliche eines Ellipsoids in
allgemeiner Form ausgefiihrt.

Abb. 3.2.2 Kugelpackung in einem Kegel aus Fujita Sadasuke: Seijo Sampd (1779)
[Smith/Mikami: A History of Japanese Mathematics. Chicago: Open Court Publ. Co. 1914, S.184]

Dem 18. Jh. gehort auch die Verallgemeinerung der Probleme iiber Kreispackun-
gen in der Ebene auf Kugeln an, die (unter gewissen Nebenbedingungen) so in
eine gegebene Kugel (oder einen Kegel) gepackt werden sollen, daf} sie sowohl
den einhiillenden Korper wie ihre Nachbarn beriihren (Abb. 3.2.2).
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Schon im letzten Drittel des 17. Jh. war die dann {iber zwei Jahrhunderte
bestehende Sitte aufgekommen, mathematische Probleme mit ihrer Losung,
aber ohne jede Andeutung des Losungswegs, auf Votivtafeln vor Tempeln aus-
zuhéngen (s. Abb. 3.2.3). Urspriinglich als Dank fiir eine Shinto-Gottheit oder
fiir Buddha gedacht, stellten die Tafeln zugleich Herausforderungen der Kol-
legen dar — die Sitte erinnert an die Gewohnheit mancher européischer Ma-
thematiker jener Zeit, sich durch auf Flugblédttern verbreitete Probleme mit
anderen Mathematikern zu messen.

Abb. 3.2.3 Beispiel eines Tempelproblems,

zusammen mit seiner Behandlung in der Zeitschrift ,SUT Bulletin“ 1987, Nr. 5.
[Science University of Tokyo, SUT Bulletin 1987, Nr. 5, S. 11]

Beispiele solcher Aufgaben mit geometrischem Hintergrund sind etwa:

a) Man hat zwei Kreise, den umbeschriebenen und den einbeschriebenen ei-
nes Vierecks. Bekannt sind der Durchmesser des umbeschriebenen Krei-
ses und das Produkt der Diagonalen des Vierecks, gesucht wird der
Durchmesser des einbeschriebenen Kreises. (Im Jahr 1795 gab ein Ma-
thematiker die zur Losung fithrende Bezichung iv/u + e = e an, in der ¢
das Diagonalenprodukt, v und i die beiden Kreisdurchmesser sind.)
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Abb. 3.2.4 Ein japanisches Tempel-Problem (um 1800):

Fiinf in eine Ellipse einbeschriebene Kreise
[Smith/Mikami, a.a.O. S. 186]

b) In eine Ellipse mit der grofien Achse a und der kleinen Achse b sind fiinf
Kreise in symmetrischer Anordnung einbeschrieben (vgl. Abb. 3.2.4).
Man berechne den Durchmesser des Kreises A.

¢) In eine Kugel sind zwei Kugeln der Grofie A, zwei der Grofie B und zwei
der Grofle C so eingepafit, dafl sie sich gegenseitig beriihren. Gegeben
sind die Durchmesser von A und C, gesucht wird derjenige von B.

d) Ein Kreissegment wird durch den Pfeil halbiert. In die linke Hilfte ist
das grofitmogliche Quadrat einbeschrieben (eine Seite liegt auf der Sehne,
die anschliefende auf dem Pfeil), in die rechte Hilfte der groBBtmdogliche
Kreis. Gegeben ist die Summe von Sehne, Pfeil, Durchmesser des Kreises
und Seite des Quadrats sowie die Summe der drei Quotienten Pfeil zu
Sehne, Kreisdurchmesser zu Pfeil und Quadratseite zu Kreisdurchmesser.
Gesucht werden die einzelnen Grofien. (Ausgehiingt am Gion Tempel
in Kyoto, wurde es wegen seiner Schwierigkeit als das Gion-Tempel-
Problem bekannt, fiihrt es doch auf eine Gleichung fiir die Sehne vom
Grad 1024. Vereinfachungen ergaben dann eine Gleichung vom Grad 46
und schliefllich eine vom Grad 10.)

Zu Beginn des 19. Jhs. widmete Aida Ammei der Ellipse und mit ihr verbun-
denen Problemen ein umfangreiches Werk. Dadurch wurden andere Mathe-
matiker angeregt, sich ebenfalls mit ihr zu befassen, und Ellipsenstudien im
weiteren Sinn (vgl. auch die oben erwihnten Aufgaben) wurden zu einem be-
liebten Thema. Aida beschrieb die Gartnerkonstruktion sowie ein Instrument
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mit verdnderbarem Abstand der Brennpunkte zum Zeichnen aller moglichen
Ellipsen. Da um diese Zeit ein Instrument zum Zeichnen von Ellipsen aus
dem Ausland nach Japan gekommen sein soll, ist nicht auszuschliefen, dafl
Aida davon Kenntnis erhalten oder es gar gesehen hatte. Er leitete die El-
lipsengleichung als affines Bild des Kreises ab, berechnete die Fldche eines
Ellipsensegmentes und auch die Lénge des Ellipsenbogens.

Zur Bestimmung des letzteren schlug er einen ungewthnlichen Weg vor. Mogli-
cherweise inspiriert durch die oben beschriebene Methode der Berechnung des
Kreisumfanges, begann er, in die Viertelellipse eine Folge von Sehnen zu zie-
hen, die sich dieser immer mehr anschmiegten. Die erste war die Verbindung
zwischen den Endpunkten (also den beiden Punkten, in denen die groe und
die kleine Halbachse den Ellipsenbogen treffen). Dann errichtete er im Mit-
telpunkt der groflen Halbachse die Ordinate und zog von deren Schnittpunkt
mit dem Ellipsenbogen die beiden Sehnen zu den Endpunkten, danach vier-
telte er die grofle Halbachse und erhielt in gleicher Weise vier Sehnen, die
sich dem Bogen stirker anschmiegten, usw. (Dieses Vorgehen entspricht ganz
demjenigen des Archimedes bei seiner geometrischen Quadratur der Parabel.)
Zwischen den Sehnen der n—ten Wiederholung und dem Ellipsenbogen liegen
dann n schmale Ellipsensegmente. Treibt man diese Konstruktion weit ge-
nug, verschwindet praktisch die Fliche der Segmente, und ihre Summe strebt
gegen die Lénge des Viertelbogens der Ellipse. Bei der Berechnung der Ellip-
sensegmente ersetzte Aida die kleinen Ellipsenbogen durch geschickt gewéhlte
Kreisbogen; dennoch ergaben sich Ausdriicke, die so kompliziert waren, daf
er die Summation seinen Nachfolgern iiberlassen mufite.

Andere japanische Mathematiker versuchten sich an der Berechnung der Ober-
fliche eines Ellipsoids. Sie zerlegten diese entweder durch Parallelschnitte in
Ringe, die sie als Kegelstumpf behandelten, oder durch zentrale, eine gemein-
same Achse enthaltende ebene Schnitte, die gegeneinander um kleine Winkel
gedreht sind, in (apfelsinenschalenférmige) Sektoren, die ebenfalls in geeigne-
ter Weise approximiert werden mufiten. Das fiihrte zu langen und komplizier-
ten Reihenentwicklungen, bei deren Behandlung sie — auch unter Verwen-
dung von Tabellen zur Koeffizientendarstellung — grofies Geschick zeigten.
Im Druck soll das Ergebnis erstmals 1844 veroffentlicht worden sein.

Die Verliebtheit der Autoren in eine mathematische Artistik, die losgelost von
praktischen Anwendungen, aber auch unberiihrt vom Streben nach dem Erar-
beiten vereinheitlichender Theorien sich selbst gentigt, ist nicht zu verkennen.
Die lange Isolation des Landes trug offensichtlich wesentlich dazu bei, dafl Ma-
thematik wie ein Glasperlenspiel betrieben wurde: alle Aufmerksamkeit war
fokussiert auf wenige Typen von Problemen, die man zu héchster Perfektion
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Abb. 3.2.5 Figuren zu 20 Aufgaben aus Yamamoto Kazen: Sampo Yoyutsu (1841)
[Smith / Mikami a.a.0. S. 246, Fig. 57]
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zu entwickeln suchte. Es wére verfehlt, hier unseren Wissenschaftsbegriff anzu-
wenden — Wasan war ein Zeitvertreib, eine Kunst, vergleichbar der Teezere-
monie oder der Blumenbindekunst. Impulse, andersartige, von auflen herange-
tragene Fragestellungen wahrzunehmen und zu untersuchen, fehlten den iiber-
wiegend der Oberschicht entstammenden Anhéngern der Wasan-Mathematik.
Auch in den beiden ersten Dritteln des 19. Jhs., als durch importierte Biicher
langsam wieder westliches Wissen einsickerte, verliefen sie nicht die einge-
schlagenen Bahnen, sondern verfeinerten weiterhin ihr traditionell entwickeltes
Instrumentarium (s. Abb. 3.2.5).

Eine Anderung trat erst ein, nachdem sich Japan ab 1868 ganz aus der Iso-
lation befreite. Eine neue Generation von Mathematikern gewann Anschlufl
an die internationale Mathematik, wahrend die Vertreter der traditionellen
Methoden sich meist vom Glauben an die Uberlegenheit der einheimischen
Verfahren nicht abbringen lassen wollten. Mit ihrem Aussterben geriet dann
die landeseigene Tradition in Vergessenheit. Seit einigen Jahrzehnten sind es
die Mathematikhistoriker, die sich verstérkt fiir diese eigenartige Entwicklung
interessieren.

Wesentliche Inhalte der japanischen Geometrie

Friithzeit und  Einflufl von China (u.a. Dezimalsystem), reiches Kulturleben,
Mittelalter aber geringes Interesse an Naturwissenschaften und Mathematik
17. Jh. Nach Berithrung mit Portugiesen und Niederldndern 1603
Ablésung der feudalen Periode durch zentral verwalteten Staat;
Beginn der Isolierung, Entstehung einer eigenen Mathematik-
kultur ,, Wasan“ unter den Samurai: geringer Praxisbezug, intel-
lektueller Zeitvertreib.

1627 Y OSHIDA SHICHIBEI KOYU, auch MITSUYOSHI genannt: Jinko-ki:
Aufgabensammlung, neben angewandten Aufgaben solche aus
der Unterhaltungsmathematik; Vorbild fiir viele Werke gleichen
Titels

1639 IMAMURA CHISHO studiert regelmifiige Vielecke (Dreieck bis
Zehneck); Studium von Kreispackungen

1640/2 — 1708  SEKI KOWA und sein Schiiler

1664 — 1739 TAKEBE HIKOJIRO KENKO:
Yenri-Prinzip fiir die Berechnung eines Kreisbogens: Reihenent-
wicklung; Berechnung der Kugeloberflache aus Volumendifferen-
zen zweier konzentrischer Kugeln

ab ca. 1660 Tempelprobleme

18. Jh. Verallgemeinerung der Kreispackungen auf Kugelpackungen;

mathematische Artistik, kein Streben nach vereinheitlichenden
Theorien, Fehlen von Anstéflen von aufien
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3.3 Indien

3. Jt. v. Chr.

seit 2000 v. Chr.

1500 — 200
ca. 560 — 480
ca. 545 — 470

327 — 325

322 — 184

271 — 231

184 — 320 n. Chr.

320 — 480

480 — 1525

ca. 505 — 587

712

1498

1525 — 1754

1600

ab 1757

1877

1920

1947

2. Halfte 20. Jh.

Geometrie im Orient und in altamerikanischen Kulturen

Stadtkulturen im Industal:
Mohenjo-Daro, Harappa
Eindringen der Indoarier
Vedische Periode

Buddha stiftet neue Religion
Mahavira stiftet neue Religi-
on

Alexander d. Gr. in Indien
Reich der Maurya-Dynastie

Kaiser  Ashoka:  grofite
Ausdehnung des Maurya-
Reiches

Verschiedene Herrscher-

h&user regieren Kleinstaaten
Reich der Gupta-Dynastie

Viele Dynastien in indischen
Teilstaaten

Varahamihira

Beginn der allméhlichen Er-
oberung des Subkontinents
durch den Islam

Vasco da Gama landet in
Calicut

Reich der Grofmoguln

Griindung der ostindischen
Kompagnie

England bricht die Herr-
schaft der Hindufiirsten
Queen Victoria wird Kaise-
rin von Indien

Gandhi ruft zum gewaltlo-
sen Widerstand auf
Unabhéngigkeit und Teilung
in Indien und Pakistan
Aufstieg zur Atommacht

rechtwinklig angelegte Straflen mit
Kanalisation

Sprache Sanskrit
Indoarisch-Brahmanische = Kultur
und Religion, Rigveden, Helden-
epos  Mahabharata,  Kharosti-
Schrift und Zahlzeichen
Buddhismus in Nordostindien
Jainismus breitet sich in Nordwest-
indien aus

Hellenistischer Einfluss

Tempel und Steinplastik (Grofie
Stupa von Sanchi)

Buddhismus wird Staatsreligion

Hellenistisch gepréigte Ghandara-
Kultur

»,Goldenes Zeitalter® von Wissen-
schaft und Kunst

Aufleben und Erstarken des brah-
manischen Tempel
mit Skulpturen und geometrischem
Schmuck, Hochbliite der indischen
Mathematik

Astronomische Beobachtungen und
Berechnungen

Eindringen arabischer und persi-
scher Kulturelemente

Hinduismus,

Begegnung mit christlicher Religion
und abendléndischer Kultur
Bliitezeit der sog. Mogul-
Architektur und -Malerei mit
geometrischer Ornamentik
Verstérkter Einfluss
ropéischer Kultur

westeu-

Entwicklung zum Industriestaat
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3.3.0 Historische Einfiithrung

Wie in China und Japan, so liegen auch in Indien die Anfinge der Mathematik
fast vollstdndig im Dunklen. Immerhin besteht die Moglichkeit, dal die Aus-
grabungen in Mohenjo-Daro und Harappa im Industal, wo Uberreste einer bis
etwa 3000 v. Chr. zuriickreichenden Stadtkultur geborgen werden, noch néhe-
re Aufschliisse bringen, da die dort gefundene vorindische Schrift noch nicht
entziffert wurde. Um -2000 begannen indogermanische Stdmme, deren Spra-
che das Sanskrit war, einzudringen. Die um -1500 beginnende vedische Periode
(polytheistische Verehrung von Naturgottheiten, aufgezeichnet in den Veden)
ist mathematisch gekennzeichnet durch die sog. Sulbasiitras (Schnurregeln).
Verfafit etwa ab -800, doch nur in sehr spéten kommentierten Ausgaben (um
300 n. Chr.) iiberliefert, enthalten sie Anweisungen zur Konstruktion von Op-
feraltdren; diese sind hier als erste geometrische Objekte zu behandeln (vgl.
Bd.1, Abschnitte 2.3.1 u. 2.3.2).

Buddhismus und Jainismus breiten sich um -500 aus. Beide wandten sich meh-
rere Jahrhunderte lang gegen die vedischen Opferriten, so dafl die Schnurre-
geln allméhlich aufler Gebrauch kamen. Seit etwa -400 sind Karosti-Schrift
und -Ziffern nachweisbar.

Einige wenige Texte sind aus der um ca. 400 n. Chr. endenden nachvedischen
Periode erhalten. Seit rund 700 verdriangte der Hinduismus den Buddhismus.
Mit dem Einfall der Araber im Jahr 712 begann die Islamisierung Indiens,
ohne dafl es dem Islam gelungen wére, den Hinduismus zu verdréngen.

Im indischen Friithmittelalter, der Zeit zwischen 400 und 1200, verselbstéandigte
sich die Mathematik in Indien. Noch aus dem 5. nachchr. Jh. stammen wohl
die ersten sog. Siddhantas, astronomisch-mathematische Hindu-Texte; das 6.
bis 12. Jh. ist die Bliitezeit, in der viele indische Mathematiker schopferisch
tatig waren. Die folgenden 400 Jahre, die man auch als das Spatmittelalter der
indischen Mathematik bezeichnet hat, sind vor allem durch Kommentatoren
der vorausgegangenen Mathematiker bestimmt.

Insgesamt wird, dem Thema des Bandes entsprechend, vor allem die geome-
trische Seite der mathematischen Entwicklung in Indien behandelt werden.
Weitergehende Bemerkungen miissen auf ein Mindestmafl beschréankt bleiben.
Obgleich die Geometrie im Vergleich zu den Leistungen der Inder auf den Ge-
bieten der Algebra und Zahlentheorie nur eine untergeordnete Rolle spielte,
bietet sie doch geniigend Stoff, der einer Betrachtung wert ist. Zwar haben
auch die Inder keine theoretische Geometrie im Sinne der euklidischen zu ent-
wickeln begonnen, doch ihre anschaulich-intuitive Behandlung (an die sich
meist konkrete numerische Berechnungen anschlossen) ist nicht ohne Reiz und
schlug manchenorts ungewohnliche Wege ein, die ihr einen besonderen Cha-
rakter verleihen.
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3.3.1 Das Altertum

Sulbasiitras

Abb. 3.3.1 Ein Altar in Gestalt eines Falken.
Eingezeichnet sind die Formen der zu verwendenden Ziegelsteine.

Die aus dem Altertum stammenden Regeln der Schniire oder Sulbasutras
(Schnurregeln) gehoren der Sakralgeometrie an. Es handelt sich um (in meh-
reren Fassungen iiberlieferte) Anweisungen fiir die vedischen Priester, wie Op-
feraltére in Ost-West-Richtung auszulegen und aus besonders geformten Zie-
gelsteinen zu konstruieren sind. Es gab, je nach dem Ritual, das vollzogen
werden sollte, quadratische, rechteckige, trapez-, kreis- oder halbkreisformige
Altére, aber fiir besondere Zwecke auch solche in Gestalt eines Falken, der
aus diesen Elementen zusammengesetzt wurde (s. Abb. 3.3.1), und radf6rmi-
ge. In jedem Haushalt sollten drei einfache Feueraltire stehen (quadratisch,
kreisférmig oder halbkreisformig), gemauert aus Ziegelsteinen vorgegebener
Formen; auch die Anzahl der Schichten der Ziegel [Srinivasiengar 1988, 6]
hatte ihre mythische Bedeutung. In einer der verschiedenen Fassungen der
Sulbastitras heiBt es ausdriicklich: , Wir wollen die Regeln fiir die Absteckung
des Bodens fiir die Altére beschreiben.“ Mathematische Unterrichtung ist al-
so nicht das eigentliche Ziel, sondern nur ein Nebenzweck. Beschrieben wird,
was zur Erfiilllung der religiosen Vorschriften an geometrischem Wissen er-
forderlich ist: Flichenverwandlungen, Ahnlichkeitsbeziehungen, der Satz vom
Ergénzungsparallelogramm, der pythagoreische Lehrsatz. In der Problemstel-
lung gibt es gewisse Analogien zu babylonischen Aufgaben, die Ausfithrungen
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allerdings unterscheiden sich. Ankldnge an die chinesische Mathematik sind
insofern spiirbar, als Inder wie Chinesen eine Vorliebe fiir rechnerische Algo-
rithmen erkennen lassen. In diesen Texten werden jedoch die Verfahren norma-
lerweise nicht abgeleitet, sondern lediglich Regeln gegeben, wie vorzugehen ist.
Auf diesen in den frithen indischen Texten besonders deutlich aufscheinenden
mythisch-religiosen Hintergrund griindet sich die These, die Geometrie habe
sich weniger aus praktischen Bediirfnissen heraus entwickelt als aus rituellen
Erfordernissen [Seidenberg 1962].

Nur zum Teil lassen sich die Methoden aus den angegebenen Resultaten re-
konstruieren. Wenn, um ein numerisches Beispiel dafiir zu geben, der Wert fiir
v/2 nach der Vorschrift 1+ il,) + 3?4 — 3 41,3 4 berechnet werden soll, so kann man
das durch wiederholte Anwendung des babylonischen Verfahrens (Gleichung
(1.2.7) Va2 +b~a+ 2 gewinnen (siehe Aufg. 3.3.1).

Eine Gruppe von Sétzen behandelt die Vergroerung einer quadratischen Al-
tarfliche: sie soll verdoppelt, verdreifacht, ..., versechsfacht werden. Eine
dafiir grundlegende geometrische Feststellung in den Schnurregeln ist der Satz:
»,Die quer iiber das Quadrat gelegte Schnur bringt die doppelt so grofie (Bo-
den)fldche hervor®. Das entspricht inhaltlich dem Satz des Pythagoras fiir das
gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck. Der Vergleich des gegebenen Quadrats
a? mit dem neuen x? fiihrt auf die Gnomonfigur. Setzt man fiir die Differenz
von Diagonale und Seite die Grofle y = x — a, so hat man die beiden Rechtecke
der GroBe a -y und das kleine Eckquadrat y? anzulegen. Das formulieren die
Schnurregeln so (vgl. Abb. 3.3.2):

Nunmehr die allgemeine Anweisung: Das (Rechteck), welches man
mit der Verlingerung (einer Quadratseite und ihr selbst) zwei-
mal zeichnet, fiigt man an zwei Seiten (des Quadrats) hinzu und
das Quadrat, welches durch sie (d.h. die Verlingerung) hergestellt
wird, an einer Ecke.

Damit ist also geometrisch die Formel konstruiert
2 2y _ 2
a®+ 2ay +y°) = (a+y)*, (3.3.1)

d.h., der Gnomon wird dargestellt durch die Fliche 2ay + 3. Mit Hilfe dieser
Gnomon-Figur kann dann auch das Verfahren zur oben angegebenen Bestim-
mung von /2 erklirt werden. (Es gibt aber keinerlei Hinweis, da8 die Inder in
diesem Zusammenhang die Irrationalitat von V2 entdeckt hitten.)

Die Verdoppelung der quadratischen Altarfliche erinnert nicht nur an das
klassische griechische Problem der Wiirfelverdoppelung, sie kénnte auch den
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Abb. 3.3.2 Gnomonfigur bei Quadratverdoppelung

Anstol zur Entdeckung des pythagoreischen Lehrsatzes am gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreieck gegeben haben. Man mufl ja nur zwei Exemplare des
Ausgangsquadrates zu einem Rechteck nebeneinanderlegen, sie durch zwei
Diagonalen mit gemeinsamem Endpunkt halbieren und die beiden &dufleren
Dreiecke so umlegen, dafl ein neues Quadrat entsteht (s. Abb. 3.3.3):

Abb. 3.3.3 Pythagoreischer Lehrsatz am gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck

In den Schnurregeln sind insgesamt sechs konkrete pythagoreische Dreiecke
enthalten, ndmlich diejenigen mit den Seiten (3, 4, 5), (12, 5, 13), (15, 8,
17), (7, 24, 25), (12, 35, 37) und (15, 36, 39), doch allgemein wird der Satz
iiber die Kathetenquadratsumme nicht ausgesprochen. An mindestens einer
Stelle werden die konkreten Dreiecke aber als Beweis fiir die Richtigkeit des
fiir die Diagonale des Rechtecks formulierten Satzes herangezogen. Die Ge-
wohnheit der indischen Mathematiker, ihren Konstruktionen von Anfang an
konkrete Mafle zugrunde zu legen, mag sie eher veranlafit haben, die numeri-
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schen Beziehungen zu studieren, als tiber allgemeine geometrische Relationen
nachzusinnen.

Die Verallgemeinerung vom Quadrat auf ein beliebiges Rechteck wird in den
Regeln so ausgesprochen: ,,Die quer iiber das Rechteck (gelegte) Schnur bringt
beides (d.h. beide Flichen zusammen) hervor, was die Léngsseite und die
Breitseite jede fiir sich hervorbringen.“

Ist die Verdreifachung der quadratischen Altarfliche gefordert, kann man das
einfache und das verdoppelte Quadrat addieren, was nach folgender Vorschrift
geschieht:

Wiinscht man zwei verschieden grofle Quadrate zu vereinigen, so
reifie man mit der Seite des kleineren auf dem gréfieren einen (Par-
allel)streifen auf. Die quer iiber diesen Streifen (gelegte) Schnur ist
die Seite der beiden vereinigten Quadrate.

Diese Figur zeigt, was gemeint ist, die folgende das vervollstéandigte neue Qua-
drat:

a) b) c)

Abb. 3.3.4 Addition zweier ungleicher Quadrate zu einem dritten Quadrat

Durch Verdnderungen der Hilfslinien ergibt das die bekannte Figur, die den
Lehrsatz des Pythagoras in der Form ¢ = 2ab+ (b — a)?[= a® + b?] illustriert.
Die religiosen Vorschriften verlangten auch, bei besonderen Anldssen Altére
zu errichten, die bei Flachengleichheit eine andere Form hatten. Daraus er-
gab sich das Problem der Zirkulatur des Quadrates, d.h. die Ermittlung des
Halbmessers eines zu einem gegebenen Quadrat flichengleichen Kreises:

Wiinscht man aus einem Quadrat einen Kreis zu machen, so lege
man von der Mitte des Quadrats aus nach einer Ecke (eine Schnur)
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und fiihre sie in die Richtung einer Seite (des Quadrats) herum. Zu-
sammen mit einem Drittel, was bei ihr iibrig bleibt (was auerhalb
des Quadrates liegt), beschreibe man den Kreis.

In einer anderen Fassung wird noch ergénzend bemerkt: ,, Wieviel fortgenom-
men wird, soviel soll hinzukommen.“ (Vgl. Aufg. 3.3.2, [Jaggi 1986, 182])

s

Abb. 3.3.5 Zirkulatur des Quadrats nach den Schnurregeln

Fiir die umgekehrte, viel bekanntere Aufgabe der Kreiquadratur gibt es in den
Regeln zwei Vorschriften:

1) Wiinscht man aus einem Kreis ein Quadrat zu machen, so mache man
aus dem Durchmesser 8 Teile, teile einen solchen Teil in 29 Teile, nehme
28 Teile (von diesen 29 Teilen) fort und weiter von dem (verbleibendem
einem) Teil noch den um seinen 8. Teil verminderten 6. Teil.

2) Oder auch man mache (aus dem Durchmesser) 15 Teile und nehme 2
(Teile) fort. Die letztere (Schnur) ist die gewdhnlich als Seite des Qua-
drats benutzte [Miiller 1930, 179-190].

(Vgl. Aufg. 3.3.3)

Natiirlich stellt sich die Frage, wie die Verfasser der Schnurregeln auf die an-
gegebenen Bruchteile gekommen sind. Den zweiten Wert %g konnte Conrad
Miiller unter der Annahme herleiten, man habe den Viertelkreisbogen gedrit-
telt und durch die beiden Teilpunkte eine vertikale bzw. eine horizontale Linie
gezogen. Diese Linien bilden, zusammen mit den begrenzenden Radien des
Viertelkreises, ein Quadrat, dessen Flache dem Viertelkreis etwa zu entspre-
chen scheint (Abb. 3.3.6).

Die Quadratseite kann mit Hilfe des Satzes von Pythagoras zu s = ‘{13 -d
(d = Durchmesser des Kreises) berechnet werden. Nun wird zwar, im Gegen-
satz zu v/2, fiir v/3 in den erhaltenen Sutras kein Bruchwert angegeben, doch
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Abb. 3.3.6 Quadratur des Kreises nach den Schnurregeln
[Rekonstruktion von C.Miiller in ,,Die Mathemtaik der Sulbastitra®. Abhandlungen aus dem Math.
Sem. der U. Hamburg 7]

158t sich mit den indischen Verfahren leicht in zwei Schritten die Ndherung
V3 = g + 115 = ?g gewinnen, womit die Frage beantwortet ist. Auch fiir die
kompliziertere erste Vorschrift ist eine Rekonstruktion moglich, wenn man die
oben zitierte Bruchdarstellung fiir v/2 heranzieht. Miiller betont dabei, die fiir
uns naheliegende Frage nach der Genauigkeit bzw. danach, welches der beiden
Verfahren dem exakten Wert am néchsten komme, habe sich damals nicht ge-
stellt. Weder besalen die Inder eine exakte Konstruktion, mit der sie hdtten
vergleichen kénnen, noch war ihnen zu jener Zeit die Beziehung zwischen Um-
fang und Inhalt des Kreises bekannt. (Der Kreisumfang wird in den Sutras an
einer Stelle als 3d angegeben!)

Jaina-Geometrie

Seit rund 400 vor Christus entwickelte sich auch eine sog. Jaina-Geometrie.
Offenbar war sie vor allem am Trapez als Bild des Universums und der Kon-
tinente wie am Kreis als Bildnis der Erde und als Bahn der Himmelskorper
interessiert. In den sog. Ganita-Texten werden die Erde und die Himmels-
bahnen beschrieben. Dabei wird als Verhiltnis des Umfanges eines Kreises zu
seinem Durchmesser neben 7 = 3 die GroSe v/10 (ohne Begriindung) ange-
geben, die sich spiter auch bei Brahmagupta findet. Daneben ist die Rede
vom Kreissegment. Es hat sich jedoch nicht eine einzige mathematische oder
geometrische Jaina-Schrift erhalten. Darin sollen auch Aufgaben aus der All-
tagspraxis enthalten gewesen sein.
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3.3.2 Das Mittelalter

Die Wiederbelebung mathematischer Studien in Indien im Mittelalter, etwa
zwischen 400 und 1200, fallt zusammen mit der sog. klassischen indischen Epo-
che oder Renaissance des Brahmanismus, in der Literatur und Philosophie eine
Bliite erlebten. Das Einstromen astronomischer Kenntnisse von Alexandria her
konnte das Erwachen des Interesses an mathematischen Problemen mitveran-
laBt haben. Auffillig ist dabei, dafl die Mathematiker dieser Zeit nicht auf die
alten Schnurregeln zuriickgriffen — anders als in China, wo, wie wir sahen,
die iiberlieferten Werke hoch geschétzt und immer wieder neu kommentiert
wurden. Am folgenreichsten fiir die globale Entwicklung der Mathematik war
zweifellos die Entstehung des dezimalen Positionssystems, das seit dem 7. Jh.
belegt ist. Sicher hat dabei das Rechenbrett Pate gestanden, das iiberall im
Orient verwendet wurde, nimmt doch seine Einteilung in Spalten die Bedeu-
tung des Stellenwertes in der Zahlenschreibweise vorweg. Uber ein astronomi-
sches Werk der Inder wurde dann das Ziffernsystem den Arabern bekannt und
breitete sich iiber diese schlielich in der ganzen Welt aus.

Das Bakhshali-Manuskript

Zu den &ltesten erhaltenen Aufgabensammlungen und Wirtschaftstexten mit
Rechnungen gehort das vielleicht aus dem 6.Jh. stammende Bakhshali-Manu-
skript. Es ist auf Birkenrinde geschrieben und wurde erst 1881 in Nordwest-
indien ausgegraben. Es umfafit rund 70 Seiten und ist offenbar ein Kommen-
tar zu einem élteren, verlorenen Werk. Den Hauptteil nimmt die Erlauterung
der elementaren Rechenoperation ein, einschliefllich der Bruchrechnung und
des Quadratwurzelziehens. Dazu kommen die Behandlung von Reihen, die
Gewinn- und Verlustrechnung, die Zinsrechnung und der Dreisatz. Die numeri-
schen Beispiele und ihre Losungen werden im Dezimalsystem ausgefiihrt. Wie
auch in allen spiteren mathematischen Texten Indiens tiberwiegt im Bakh-
shali-Manuskript das Interesse an algebraischen Themen: lineare Gleichungen
und Gleichungssysteme, quadratische Gleichungen (auch negative Zahlen sind
dabei zugelassen) und der falsche Ansatz werden betrachtet. Dagegen fehlt ein
sonst immer wieder auftretendes Thema: die fiir die Astronomie und Zeitmes-
sung wichtige Behandlung des Schattens am Gnomon. Einige Autoren sehen
darin einen Beweis fiir die frithe Entstehungszeit dieses Textes [Jaggi 1986,
130-131].

Die Strya Siddhantas

Aus mindestens ebenso frither Zeit stammen astronomische Texte, die sog.
Surya Siddhantas. In den &lteren wird noch mit der Sehnengeometrie gear-
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beitet, die auf Hipparch und Ptolemaios zuriickgeht und den Indern aus alex-
andrinischen Quellen bekannt geworden war. Thnen blieb es vorbehalten, die
Unbequemlichkeiten der Sehnenrechnung zu iiberwinden — kein hellenisti-
scher Astronom hatte versucht, dieses Werkzeug grundsétzlich zu verbessern.
Erstmals taucht der Sinus, die fiir die moderne Trigonometrie grundlegende
Funktion, in einem indischen astronomischen Handbuch aus dem 4. oder 5.
Jh. auf [Berggren 1986, 132]. Die indischen Gelehrten entwickelten den Bau
von Observatorien zu einer hohen Kunst. Um Winkel und Schattenléingen
moglichst genau ablesen zu konnen, errichteten sie riesige ‘Instrumente’. Ei-
nige wurden restauriert bzw. rekonstruiert; Abb. 3.3.8 zeigt die Anlage, Abb.
3.3.9 die Darstellung eines Instruments des Observatoriums von Jaipur.

In Sanskrit-Versen sind in diesem Surya Siddhanta die Werte der Sinus-Funk-
tion im Abstand von Sio(: 60° : 2%) bis zu 90° angegeben. Zu Beginn des 6.
Jhs. verwendete Varahamihira trigonometrische Formeln in seinem astronomi-
schen Werk ,,Pancha Siddhantika®; darin gab er eine kommentierte Ubersicht
tiber sdmtliche fiinf Siddhantas. Eine der einfacheren Anweisungen darin, dieje-
nige zur Bestimmung der geographischen Breite, sei hier wiedergegeben (Abb.
3.3.7):

Sei s die Lange des Schattens, g = 12 die Hohe des Gnomons und [ die Ent-
fernung der Gnomonspitze von ihrem Bildpunkt (dem Schattenende), so ist
also zuerst mittels des Satzes von Pythagoras die Strecke [ errechnet. Dann
soll 120s durch ! dividiert werden. (Der Faktor 120 ergibt sich aus der An-
nahme, daf} das rechtwinklige Dreieck als einem Kreis vom Durchmesser 120
einbeschrieben gedacht wird.) Daher ist der zu bildende Quotient der Sinus
des Winkels an der Gnomonspitze. Zur Zeit der Tag- und Nachtgleiche, wenn
die Sonne genau iiber dem Aquator steht, gleicht er (bzw. der zugehérige Bo-
gen) der geographischen Breite. — Der zweite Teil der Anweisung bezieht sich
auf den Fall einer Beobachtung an einem anderen Datum als der Tag- und
Nachtgleiche.

Die Inder ersetzten nicht allein die Sehne durch den Sinus, sie fithrten auch
den Kosinus und den Sinusversus (sinversa = 1 — cosa) ein (letzterer tritt

z.B. in Formeln der Art
e 1 —cosa
in = 3.3.2
sin ) \/ 5 ( )
auf). Um 930 studierte Manjula die Funktionen Sinus, Cosinus und Sinusversus

in allen vier Quadranten. In der sphérischen Trigonometrie findet man sogar
frithe Andeutungen des Sinus- und Cosinussatzes.
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faafrranwersemTaTiq gassaeTe |
o o faur faa=erangd forama 11 2o 1
T faqassitar AR IsEsaaResad |
TR AEATRy faafsa: @ o2 o

Measure the midday shadow on the day when the Sun is at the equinoxes (the
equinoctial shadow). Square it, add 144, and find the square root. By this
divide the product of the shadow multiplied by 120. The result is the sine of
the latitude of the place, called visuvajjya.

Abb. 3.3.7 Varahamihiras Anweisung zur Bestimmung der geographischen Breite

aus der Mittagshohe der Sonne
[Subbarayappa/Sarma: Indian Astronomy, S. 184, Nr. 15.5.2]

Abb. 3.3.8 Das rekonstruierte Observatorium in Jaipur [Foto H.-W. Alten]
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Abb. 3.3.9 Abbildung eines Instruments aus dem Observatorium in Jaipur
[Foto H.-W. Alten]
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Aryabhata I

Die bei den Indern héufige Verbindung von Astronomie und Mathematik fin-
det sich schon 499 in dem in sehr komprimierten Versen abgefafiten Werk
Aryabhatiya des Aryabhata I, das der aus dem #uflersten Siiden Indiens stam-
mende Verfasser im Alter von 23 Jahren schrieb (s. Bd. 1, Abschnitte 2.3.3 u.
2.3.4). Oft sind diese Merkverse nur versténdlich, wenn man mit dem Gegen-
stand (astronomischen oder mathematischen Sétzen) schon vertraut ist; sie wa-
ren als Erinnerungsstiitzen in Verbindung mit miindlichem Unterricht gedacht.
Ahnlich wie bei den Sulbasiitras sind daher bei Ubersetzungen Ergénzungen
erforderlich, die gewo6hnlich in Klammern gesetzt werden. In vier Teilen be-
handelte Aryabhata I

1) eine ihm eigene alphabetische Darstellung der Zahlen (sie hat nichts mit
dem Positionssystem zu tun) und neben astronomischen Angaben die
Sinusfunktion samt einer Sinustabelle von 24 Werten (d.h. im Abstand

o . .
von 32 , in Form der ersten Differenzen),

2) die Rechenkunst (einschliefllich etwas Geometrie) in 33 Versen,
3) die Zeitrechnung und
4) die Sphérik.

Neben alten indischen Einfliissen ist insbesondere im astronomischen Teil auch
griechische Beeinflussung nachweisbar (Epizykeltheorie). Seinerseits wurde das
Aryabhatiya schon um 800 n. Chr. ins Arabische iibersetzt.

Die geometrischen Aufgaben enthalten Formeln fiir die Fliche des Dreiecks,
das Volumen der Pyramide, die Fliche des Kreises (F = r - U/2) und die
Oberfliiche der Kugel. Nach bisheriger Auffasung hatte Aryabhata Pyramiden-
und Kugelvolumen falsch angegeben. In seiner deutschen Ubersetzung konnte
K. Elfering 1975 eine Interpretation vorlegen, die die Richtigkeit der Regel
fiir das Pyramidenvolumen nachweist und den von der Kugel handelnden Vers
als auf die Oberfliche bezogen erkannte [Elfering 1975]. Er wére danach zu
iibersetzen als

Die Hélfte des Umfangs mit dem halben Durchmesser multipliziert,
ist der Fldcheninhalt des Kreises. Dieser (d.h. der Kreisumfang)
mit seiner bestimmenden Basis () multipliziert, ist die Oberfliche
der Halbkugel, und zwar genau.

Diese Deutung wird auch durch einen spéateren indischen Kommentar gestiitzt.
Leider enthalten die knappen Merkverse keinerlei Hinweis darauf, wie Arya-
bhata I (oder seine Quelle) zu dieser Erkenntnis gelangt ist.
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In einem anderen Vers gibt Aryabhata einen Wert fiir 7 an:

Einhundertvier mal acht, dazu zweiundsechzigtausend, ist néhe-
rungsweise der Kreisumfang fiir den Durchmesser eines Zehntau-
senderpaares.

Das bedeutet: m ~ ggggg. Diesen Wert kann man rekonstruieren, indem man,

vom regelméfigen Sechseck ausgehend, durch wiederholte Halbierung der Seh-
nen bis zum 384-Eck fortschreitet [Gericke 1984, 185], [Elfering 1975, 87].

Aufschlufireich fiir das gedankliche Umfeld, in dem mathematische Einsichten
von den Indern gewonnen und urspriinglich auch formuliert wurden, ist der
Vers iiber den Lehrsatz des Pythagoras:

Nachdem man das Quadrat des Mafles eines Gnomons mit dem
Quadrat seines Schattens addiert hat, ist die Quadratwurzel davon
der Radius des ,,Himmelskreises®.

Zwei weitere Verse fassen elementare Ahnlichkeitsbeziehungen und den Hohen-
satz im rechtwinkligen Dreieck zusammen, ein anderer handelt von der gemein-
samen Sehne zweier sich schneidender Kreise. — Was danach folgt, betrifft
die Summation von Reihen, das Auflosen von bestimmten und unbestimmten
Gleichungen und andere Themen aus dem Bereich der Algebra und Zahlen-
theorie.

Brahmagupta

Neben den iiblichen Vorschriften zur Berechnung geradlinig begrenzter ebener
Flichen und elementarer Korper, die hier zu wiederholen iiberfliissig ist, finden
sich in den indischen Texten auch einige bemerkenswerte Besonderheiten. So
gibt Brahmagupta (598 — nach 665) eine Formel (Vorschrift) zum Berechnen
des Inhaltes eines allgemeinen Vierecks mit den Seiten a, b, ¢, d und dem halben
Umfang p an, die an die Heronsche (besser: archimedische) Formel (2.5.1) von
S. 75 fiir die Dreiecksfléche erinnert:

F=\({p-a)@p-bp-cdp-d. (33.3)

Er sagt aber nicht, dafl es sich hierbei um eine Ndherungsformal handelt, die
nur im Spezialfall eines Sehnenvierecks im Kreis exakt giiltig ist. (Die richtige
Formel wire

F=+/(p—a)(p—b)(p—c)(p—d) — abed - cos? a, (3.3.4)
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wobei a die halbe Summe zweier gegeniiberliegender Winkel ist.) Spétere Ma-
thematiker iibernahmen die Formel, ebenso wie den Spezialfall fiir d = 0, den
Brahmagupta angefiihrt hatte. Erst Aryabhata II wies dann um 950 darauf
hin, die Formel (3.3.3) gebe nicht den richtigen Wert fiir jedes Viereck an.
Ebenfalls bei Brahmagupta findet man den Sehnensatz des Ptolemaios fiir das
Sehnenviereck a, b, ¢, d mit den beiden Diagonalen e, f im Kreis:

e-f=a-c+b-d; (3.3.5)
erstmals bei ihm tritt zusétzlich die Proportion

e ad+bc

f  ab+cd (3.3.6)
auf. Man vergleiche das mit den Bemiihungen Regiomontans im 15. Jh. um eine
Formel fiir den Flicheninhalt des Sehnenvierecks oder damit, dafl in Europa
erst im Jahr 1615 W. Snellius auf diese Formel Brahmaguptas stief3, fiir die
schliefllich 1727(!) Phillip Naudé der Jiingere einen ersten Beweis geben konnte.
Die in altchinesischen Texten angegebene Formel (3.1.2) fiir die Fliche eines
Kreissegmentes gibt auch der indische Jaina-Gelehrte Mahavira um 850 wieder
an: [ = (S'gp)'p (F = Fliche, s = Sehne, p = Pfeil). In seinem Werk griff er fast
alle Probleme wieder auf, mit denen sich seine Vorgédnger beschéftigt hatten.
Doch wie bei den meisten Mathematikern, die Indien hervorgebracht hat, steht
auch bei ihm die Beschéftigung mit numerischen Fragen, Gleichungslosungen
und unendlichen Reihen im Vordergrund [Juschkewitsch 1964, 86].

Dreidimensionale Koordinatengeometrie

Im 9. Jh. finden sich bei Vacaspati Ansétze zu einer dreidimensionalen Koordi-
natengeometrie. Er entwickelte die Idee in einem philosophischen Kommentar
bei der Betrachtung der Lage eines Atoms im Raum. Dazu dachte er sich drei
Achsen, eine in Ost-West-Richtung zwischen Aufgangs- und Untergangspunkt
der Sonne am Horizont, eine nordsiidliche senkrecht dazu und eine dritte,
die vom Kreuzungspunkt der beiden zur jeweiligen Mittagsposition der Sonne
fithrt (sie steht also in der Regel nicht senkrecht auf der Grundebene!). Den
Abstand zweier Atome gab er dann fiir die drei Richtungen an [Bag 1979,
169-170].
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Der Einfluf3 Euklids

Ein schwieriges historisches Problem ist der Nachweis des Einflusses der Ele-
mente Euklids auf die indische Mathematik. Einzelne Definitionen oder Sétze
scheinen vom 6. Jh. an bekannt geworden zu sein; mit Sicherheit waren die
Elemente vom 14. Jh. an in Indien zugénglich. Wie schon erwéhnt, hat die
Begegnung mit Euklid (in arabischer oder persischer Ubersetzung) aber die
indischen Mathematiker nicht zur Ubernahme des deduktiven Beweisens ver-
anlafit.

Bhaskara 11

Im 12. Jh. lebte Bhaskara II, dem man mehrere geniale Beitrége zur Mathema-
tik verdankt (s. Bd.1, Abschnitt 2.3.6). Vor allem bekannt ist er als Erfinder
der zyklischen Methode fiir die Lésung unbestimmter quadratischer Gleichun-
gen in zwei Unbekannten, die von Hermann Hankel als das Feinste bezeichnet
wurde, was in der Zahlentheorie vor Lagrange erreicht wurde. Hier sei seine
Berechnung der Kugeloberfliche skizziert, die uns wieder mit einem neuen Ver-
fahren bekanntmacht und zeigt, auf wie vielféaltige Weise das gleiche Problem
im Lauf der Geschichte angegangen wurde. Bhaskara I stellte sich den Aqua-
tor einer Kugel vom Umfang 96 in 96 gleiche Teile unterteilt vor. Durch die
Teilpunkte zog er 48 Meridiane, von denen jeder ebenfalls in 96 gleiche Bégen
unterteilt wurde. Durch die Teilpunkte gleicher Hohe legte er die Breitenkreise.
So entstehen kleine Felder (sphérische Trapeze bzw., an den Polen, sphérische
Dreiecke), die er als eben ansah. Thre GréBe nimmt vom Aquator nach den
Polen hin ab, sie erweist sich als proportional zum Sinus des Winkelabstan-
des vom Pol, wenn man die Felder innerhalb eines (apfelsinenschalenférmigen)
Streifens vom Pol zum Aquator betrachtet. So konnte Bhaskara einen guten
Néherungswert fiir die Kugeloberflache erhalten ([Bag 1979, 296]. (Die gewihl-
te Schrittgrofie bedingt, daf er die Sinuswerte im Abstand von o = 37(; = 320
benotigt. — Vgl. Aufg. 3.3.4)

Zum Abschluf} sei noch eine andere interessante Variante der Bestimmung der
Kugeloberfliche, die man friiher irrtiimlicherweise Aryabhata I zuschrieb, vor-
gestellt. Sie beruht auf der folgenden, vielleicht seiner Schule entspringenden
Uberlegung. (Uberliefert ist sie in dem Werk Yuktibhasa eines unbekannten
Verfassers aus dem 16. Jh.) Man denke sich die Oberfliche der Kugel durch
Parallel- (Breiten-)kreise in Ringe zerlegt. Dann néhere man die Fliche eines
solchen Ringes durch die Oberfliche desjenigen Kegelstumpfes an, der durch
den unteren und oberen Parallelkreis bestimmt ist; schliefilich summiere man
alle diese Streifen, indem man sich die Kegelstiimpfe in die Ebene abgewickelt
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denke und ihre Oberfléiche als Trapeze betrachte. Auch diese Uberlegung fiihrt,
wenn man nach heutiger Auffassung zur Grenze iibergeht, auf die exakte For-
mel O = 47r? [Bag 1979, 296] [Sarasvati Amma 1979, 213-215]; (vgl. Aufg.
3.3.5).

Auf die Bevorzugung der Behandlung auch geometrischer Probleme mittels
algebraischer Methoden durch die indischen Mathematiker ist schon mehrfach
hingewiesen worden. Thre gréfiten Leistungen liegen nicht in der Geometrie,
sondern in der Algebra, der Zahlentheorie (Teilerproblem, Kettenbruchmetho-
de, Behandlung diophantischer Gleichungen) sowie in der Entwicklung zahl-
reicher unendlicher Reihen und in Uberlegungen, die in die Richtung infini-
tesimaler Methoden weisen. Nichtsdestoweniger haben sie, wie die Beispiele
zeigen, sowohl im Altertum wie im Mittelalter auch auf geometrischem Gebiet
bemerkenswerten Ideenreichtum bewiesen.

Wesentliche Elemente der indischen Geometrie

700 — 500 v. Chr.  Sulba-Satras (Schnurregeln,)

(Vedische Periode)  Altarkonstruktionen mittels Dreiecken und Rechtecken;
Satz des Pythagoras; Addition von Quadraten; Verwand-
lung von Quadrat in Kreis und Kreis in Quadrat

ca. 5. Jh. Siddhantas (astronomisch-mathematische Texte)
Einfithrung der trigonometrischen Funktionen: zunéchst Si-
nus und Cosinus (Beziehung zum Gnomon); um 930 in allen
vier Quadranten

400 - 1200 ARYABHATTA T (* 476):

(Hindu-Mittelalter) — Aryabhattiya (Math. Merkverse)

Elementargeometrie, sphirische Geometrie, Epizykeltheo-
rie (griechisch beeinflufit)
BRAHMAGUPTA (* 598):
Verallgemeinerung der Heronschen Dreiecksformel auf das
Sehnenviereck; Satz des Ptolemaios fiir das Sehnenviereck
BHASKARA II (1114 - 11857)
Siddhanta-siromani (Kranz der Wissenschaften):
Hohepunkt der indischen Mathematik (zyklische Metho-
de in der Zahlentheorie); Berechnung der Kugeloberfliche
durch Zerlegung
1200 — 1600 zahlreiche Kommentatoren der Werke BHASKARAS 1I;

(Spétmittelalter) allgemeines Kennzeichen: rechnende Geometrie. —

Beriihrung mit islamischer Mathematik
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3.4 Islamische Linder

622 Flucht (Hedschra) Mohammeds von Mekka nach Medina (Beginn des arabischen
Kalenders)

632 Mohammed f

635 Eroberung von Damaskus, von Mesopotamien

642 Eroberung von Agypten (Alexandria!)

635/51 Sassanidenreich (Persien, seit 226) zerschlagen

711 Ubergang bei Gibraltar, Westgotenreich in Spanien zerschlagen

712 Eroberung von Choresmien (zwischen Kaspischem Meer und Aralsee), Vorstof3 bis
zum Indus

732 Karl Martell besiegt die Araber bei Tours u. Poitiers

9. Jh. Araber auf Kreta, Sizilien

‘West Ost

634-644 Kalif Umar
(Biicherverbrennung)
661-750 Umajjaden, Sitz Damaskus
717-720 Kalif Umar II: 718 Umsiedlung
der Gelehrten vom Museion in
Alexandria nach Antiochia
756-1031 Umajjaden, Sitz Cérdoba, seit ~ 750-1517 Abbasiden, Sitz 763-1258
929 Kalifat Bagdad, nach Mongoleneinfall
1261-1517 Kairo
754-775 Kalif al-Mansur, Griinder

8.-10. Jh.: Ubersetzungen ins
Arabische
11.-13. Jh.: Ubersetzungen ins

Bagdads (763)

768-809 Kalif Hartun ar-Rashid
(1001 Nacht)

813-833 Kalif al-Ma’miin

Lateinische
833-843 Kalif al-Mu’tazim

847-861 Kalif al-Mutawakkil
892-903 Kalif al-Mu’tadid

912-961 Emir, ab 929 Kalif ’Abd ar-Rahman
961-976 Kalif al-Hakam II, Bibliothek in Cordéba

969-1171 Fatimiden in Agypten,
Hauptstadt Kairo (gegr. 969)

1206-1227 Dschingis-Khan, Einbruch
der Mongolen

1258 Hulagu-Khan erobert Bagdad,
erhélt Titel Ilkhan

1409-1449 Ulug Beg in Samarkand

(Usbekistan)
1517 Kairo von den Tiirken erobert

1031 Zerfall des Kalifats in
Fiirstentiimer

1492 Untergang Granadas, des letzten
maurischen Koénigreiches
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3.4.0 Historische Einfiihrung

Die Mathematik in den islamischen Léndern, hinfort meist als arabische Ma-
thematik bezeichnet, fufit auf drei Sdulen: der Mathematik des alten Zwei-
stromlandes, der zeitgenossischen indischen Mathematik und insbesondere der
griechischen Mathematik (vgl. Bd.1, Abschnitt 5.0).

Wenn immer wieder betont wird, die arabische Mathematik habe vor allem
das dezimale Positionssystem und die (beweisend vorgehende) griechische Ma-~
thematik dem Abendland — und damit der gesamten heutigen Zivilisation —
vermittelt, so ist das zwar richtig, verengt aber den Blickpunkt in unzuldssiger
Weise. Wird doch dabei eine Bewertung vorgenommen, die den gegenwirti-
gen historischen Entwicklungszustand zum Mafistab des Urteilenden macht.
Das sollte aber nicht Richtschnur einer historischen Darstellung sein. Deren
Aufgabe ist es in erster Linie, ein mdglichst objektiv gezeichnetes Bild der Ent-
wicklung (in unserem Fall: der Mathematik bzw. der Geometrie) zu vermitteln
und dabei zu versuchen, die wechselseitigen Einfliisse herauszuarbeiten sowie
die Rolle zu charakterisieren, die diese Tétigkeiten in der zeitgendssischen Zi-
vilisation und Kultur einnahmen. Dabei spielten, insgesamt gesehen, die Be-
ziehungen zur Religion nur eine relativ untergeordnete Rolle. Die Mehrzahl
der Untersuchungen ist der sog. reinen Mathematik zuzuordnen.

Der Prophet Mohammed aus Mekka hatte um 610 die ersten Visionen; die
ihm zuteil gewordenen Offenbarungen sind im Koran niedergelegt. Mit sei-
nen Anhéngern siedelte er im Jahr 622 nach Medina iiber. Mehr und mehr
Beduinenstadmme schlossen sich ihm an; bald hatte die von ihm gepredigte
Religion auf der gesamten arabischen Halbinsel Eingang gefunden. Drei Jah-
re nach dem Tod Mohammeds eroberten die Araber Damaskus und machten
es zum Sitz der Kalifen. Zwei Jahre spéiter unterwarfen sie Persien, erreich-
ten 664 Kabul und 674 Buchara und Samarkand. Im Jahr 762/63 (also 140
Jahre nach der Flucht Mohammeds von Mekka nach Medina, dem Beginn
der islamischen Zeitrechnung — der ,Hedschra“ — und dem Eintritt der ara-
bischen Volksstéimme in die Geschichte) wurde Bagdad als Sitz des Kalifats
der Abbasiden neu gegriindet (vgl. Band 1, Abschn. 3.6). Es entwickelte sich
rasch zu einem einflufireichen Kulturzentrum. Besonders verdient um die Wis-
senschaft machten sich in Bagdad die Kalifen al-Mansiir (er regierte von 754
bis 775), Hartin-ar-Rashid (786-809) und al-Ma’'miun (813-833). Der Letztge-
nannte griindete in Bagdad das Haus der Weisheit, das mit einer reichhaltigen
Bibliothek und einem Observatorium ausgestattet war.

Im Zug der Ausdehnung nach Westen hatten die arabischen Heere schon vor
der Neugriindung Bagdads auch den grofiten Teil der iberischen Halbinsel er-
obert — im Jahre 711 hatte der Befehlshaber Tarik nach der Unterwerfung
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Nordafrikas erstmals bei Gibraltar (= Dschebel-al-Tarik, der Berg des Tarik)
européischen Boden betreten. Hier wurde 756 das Emirat von Cordéba ge-
griindet. Dort erbliihte die islamische Kultur vor allem im 10. Jh., als die Stadt
zur zweitgroBten Europas (nach Byzanz) angewachsen war, deren gepflasterte
Straflen abends beleuchtet wurden.

Doch das Kulturgefiille zwischen dem 6stlichen Teil und dem Westen war er-
heblich. In Bagdad kreuzten sich die Einfliisse der drei genannten Kulturkrei-
se, ja man konnte dort teilweise ankniipfen an die einheimische syrische und
persische Gelehrsamkeit. In die westarabischen Provinzen in Nordafrika und
Spanien dagegen drangen Kultur, Kunst und Wissenschaft erst allméhlich aus
den 6stlichen Landesteilen vor. Einigendes Band war, neben der Religion, die
arabische Sprache. In ihr allein durfte der Koran gelesen und rezitiert werden,
sie wurde zugleich Kanzleisprache der Verwaltung und Sprache der Wissen-
schaft.

Die wichtigsten Quellen unserer Kenntnis sind arabische Texte, die zwischen
dem 10. und 19. Jh. abgeschrieben wurden — hé#ufig von der Mathematik
unkundigen Schreibern. Auch in nichtmathematischen Texten (Astronomie,
Optik, Jura, Linguistik u.a.m) konnen Ausfithrungen enthalten sein, die wir
heute der Mathematik zurechnen. Obgleich die Erforschung der arabischen
Mathematik mit dem Beginn des 19. Jhs. einsetzte, sind bisher bei weitem
nicht alle Manuskripte auf ihre Bedeutung hin durchgesehen und erforscht
worden. Die bedeutendsten Handschriftensammlungen befinden sich in Biblio-
theken im Nahen Osten, in Europa, in Indien und Nordafrika [Berggren 1986],
[Rashed 1996].

3.4.1 Die Ubersetzungstitigkeit

Zunichst begann im Osten eine eifrige Ubersetzungstitigkeit in die arabi-
sche Sprache. Etwa seit 900 waren dort, neben einigen indischen Werken,
sdmtliche griechische Klassiker in guten arabischen Fassungen zugénglich. Es
konnte nicht ausbleiben, daf} sich die islamischen Mathematiker in zahlreichen
Kommentaren mit diesem Erbe auseinandersetzten. In einer zweiten, die erste
Ubersetzungsperiode iiberlagernden Phase gaben kritische Punkte und offen
gebliebene Fragen Anlafl zu weiterfiihrenden eigenen Untersuchungen.

Dann aber wurde, vom 11. Jh. an, vor allem Spanien (neben Sizilien), zum
Ort der Begegnung einer kleinen westeuropéischen Gelehrtenschar mit der
islamischen Kultur und Wissenschaft und damit zu dem wichtigen Briicken-
kopf, iiber den die Vermittlung griechischen und orientalischen Wissens an
Westeuropa stattfand. In Toledo, in geringerem Maf} auch in anderen Stiadten
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der iberischen Halbinsel, entwickelten sich bedeutende Ubersetzungsschulen.
Die in arabischer Sprache vorliegenden wissenschaftlichen Werke wurden hier
grofitenteils ins Lateinische, die Gelehrtensprache des Mittelalters, iibertragen
und dann in Abschriften in Europa verbreitet. (Dabei darf jedoch das kultu-
relle Gefélle zwischen dem Osten und dem Westen nicht iibersehen werden:
viele bedeutende Werke der in Persien, Agypten und anderen Lindern des Vor-
deren Orients tatigen Mathematiker waren damals im Westen nicht bekannt
geworden und konnten folglich hier keine Wirkung ausiiben. Thre Kenntnis
verdanken wir erst der modernen historischen Forschung.)

Dieser Entwicklung ist der zweite Strang der Vermittlung, der von Byzanz
iiber Italien lief, zur Seite zu stellen; davon wird im folgenden Kapitel iiber
das Mittelalter noch zu sprechen sein.

Geordnet nach den Teilgebieten theoretische Geometrie, praktische Geometrie
und Trigonometrie sollen in den folgenden Abschnitten Schwerpunkte und Bei-
spiele der selbstdndigen Untersuchungen islamischer Mathematiker vorgestellt
werden. Grenziiberschreitungen lassen sich dabei nicht immer vermeiden.

3.4.2 Theoretische Geometrie

Im Bereich der theoretischen Geometrie setzte die intensive Beschéftigung
mit den Elementen des Euklid bereits um 820 ein. Das Werk wurde mehr-
fach ins Arabische iibersetzt, wiederholt kommentiert und stellte die maf3geb-
liche Grundlage fiir weitere Forschungen der islamischen Mathematiker dar.
Offensichtlich begannen diese sehr friih, sich fiir mathematische Fragen um
ihrer selbst willen zu interessieren; denn insgesamt gesehen spielen Anwen-
dungen eher eine untergeordnete Rolle. Als Schwerpunkte dieses Abschnitts,
der in mancherlei Richtung erweitert werden koénnte, sollen beispielhaft die
Konstruktion regelméBiger Vielecke und die Kreisberechnung (als Themen im
Bereich der sog. drei klassischen Probleme, wobei auch die Kegelschnitte hin-
einspielen) sowie die Parallelentheorie vorgestellt werden.

Zwar nicht in einem selbsténdigen Werk, doch in einem Abschnitt seiner bahn-
brechenden Algebra, behandelte am Beginn der arabischen Mathematik al-
Chorezmi (Hwarizmi) (vgl. Bd. 1, Abschnitt 5.2), der in Bagdad am Hof des
Kalifen al-Ma’mun arbeitete, auch geometrische Probleme. Teilweise schlof3
er sich dabei an Heron an (einschliellich der in einigen Aufgaben vorkom-
menden Zahlenwerte). Seine Stoffauswahl entspricht insgesamt dem Inhalt der
beiden ersten Biicher der ,Elemente* Euklids. Erwdhnenswert ist ein (viel-
leicht durch eine indische Quelle inspirierter) anschaulicher Beweis (s. Abb.
3.4.1 und Aufgabe 3.4.1) des pythagoreischen Lehrsatzes fiir den Fall eines
gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks:



3.4 Islamische Lénder 163

Abb. 3.4.1 al-Chorezmis anschaulicher Beweis des Lehrsatzes von Pythagoras
fiir das gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck.

In der 2. Hilfte des 9. Jhs. schrieben die Bant Misa ein eigenes Werk iiber
Geometrie. Diese drei Briider entwickelten damals in Bagdad eine rege wis-
senschaftliche Tétigkeit in Mechanik, Astronomie, Mathematik wie auch im
Musikinstrumentenbau. Das in lateinischer Ubersetzung von Gerhard von Cre-
mona erhaltene Werk ist als ,Liber trium fratrum de geometria“ bekannt;
kennzeichnender hatten es die Autoren ,,Das Buch von der Berechnung ebener
und sphérischer Figuren“ genannt. (In Form einer Bearbeitung durch at-Tusi
ist der Inhalt auch auf arabisch iiberliefert.) Die drei Briider versahen sémtliche
Satze mit Beweisen. Kreis, Kugel und Kegel bildeten die wichtigsten Objek-
te ihrer Untersuchungen. Sie unterwarfen sich also nicht den durch Euklids
»Elemente“ markierten Beschrankungen. Erstmalig beschrieben sie in der ara-
bischen Literatur das antike griechische Exhaustionsverfahren; ihr Werk wurde
jahrhundertelang im Orient studiert und hat in der lateinischen Fassung auch
auf die européischen Mathematiker eingewirkt.

Konstruktion regelméfliger Vielecke

Eine bei den Geometern beliebte Aufgabengruppe war die Frage nach Kon-
struktionen regelméfiger Vielecke iiber die bekannten elementar konstruierba-
ren (Dreieck, Quadrat, Fiinfeck, Fiinfzehneck und die daraus durch Seitenver-
doppelung ableitbaren regelméifliigen Polygone) hinaus. Das reguldre Siebeneck
und das regulére Neuneck muflten als erste das Interesse wecken; die Konstruk-
tion des letzteren ist eng mit dem Problem der Winkeldreiteilung verbunden,
diejenige des ersteren fiihrt auf eine kubische Gleichung. Damit sind beide,
algebraisch gesehen, von gleichem Schwierigkeitsgrad, und es lag nahe, den
auch schon von griechischen Mathematikern eingeschlagenen Weg zu beschrei-
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ten, ndmlich Losungen mit Hilfe von Kegelschnitten zu suchen. Doch auch
geistvolle Einschiebungskonstruktionen wurden von islamischen Mathemati-
kern ersonnen [Hogendijk 1984], [Scriba 1985a].

Einer der Gelehrten, dem die regelméfligen Vielecke offenbar besonderen Spaf3
machten, war Abu’l-Wafa. Der im 10. Jh. in Bagdad wirkende vielseitige Ma-
thematiker ist Autor einer Abhandlung ,, Uber jene Teile der Geometrie, die
die Handwerker benétigen“. Darin beschrieb er viele schone Konstruktionen
von regulidren Polygonen bis hin zum Zehneck. Darunter befanden sich (mit
Ausnahme von 7- und 9-Eck) solche, die sich mit dem Lineal und einer festen
Zirkeloffnung durchfiihren lassen. Wie er das fiir das Quadrat vorschlug, zeigt
Aufgabe 3.4.2.

Fiir das Siebeneck gab er eine sehr einfache Naherungskonstruktion: man neh-
me als Seite die Hilfte einer Seite des dem Kreis einbeschriebenen gleichsei-
tigen Dreiecks (s. Aufgabe 3.4.3). So hatte es schon Heron gelehrt, wihrend
die von Abu l-Wafa angegebene Einschiebungskonstruktion (eine exakte, aber
nicht elementargeometrische Konstruktion!) fiir das regulidre Siebeneck von
Archimedes stammt [Berggren 1986], [Gericke 1984], [Juschkewitsch 1964].
Eine andere, auf der Konstruktion von zwei Kegelschnittkurven beruhende
Siebeneckskonstruktion entwickelte al-Kiht gegen Ende des 10. Jhs. Man den-
ke sich das Siebeneck in einen Kreis eingezeichnet, benenne eine Ecke A, die
iiberndchste B und die folgende C, so dal das Dreieck ABC' aus einer kurzen
Sehne (AB), einer Seite (BC) und einer langen Sehne (C'A) des Siebenecks
gebildet wird. Jetzt denke man sich die Dreiecks-(= Siebenecks-)seite BC nach
links um die kurze Diagonale AB und nach rechts um die lange Diagonale C'A
verldngert und die so festgelegten Endpunkte E (links) und D (rechts) mit A
verbunden. Dann 148t sich zeigen, daf8 fiir die Strecke EBCD gilt:

EB?*=BC-BD und CD?=EB-EC. (3.4.1)

Also steht man vor der Aufgabe, eine gegebene Strecke ED so durch zwei
Punkte B und C zu teilen, dafl diese beiden (auch Archimedes schon bekann-
ten) Gleichungen erfiillt sind. Indem al-Kahi sie auf die Konstruktion einer
Parabel und einer Hyperbel zuriickfithrte und deren Schnittpunkte bestimm-
te, konnte er aus der verlangten Streckenteilung das Dreieck ABC' aufbauen,
darum einen Kreis schlagen und in diesen die weiteren Siebenecksseiten ein-
tragen (s. Aufgabe 3.3.4).

Wohlbekannt sind die besonders reichhaltigen arabischen Ornamente. Wahrend
manche als Ganzes ein hohes Mafl an Symmetrie zeigen, sind in anderen oft
regelmiiflige Polygone verschiedener Art kunstvoll miteinander verkniipft. Die
dariiber iiberlieferten Diskussionen von Rechtsgelehrten wurden bisher noch
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nicht eingehend untersucht. Aufler Abu’l-Wafas oben beschriebener Schrift ist
aus der Feder von Mathematikern lediglich eine um 1415 herum entstandene
Studie al-Kaschis (al-Kasi) bekannt, worin er ein dreidimensionales, bienen-
wabenartiges Muster, mugarna genannt, behandelte.

Da es sonst keine Zeugnisse iiber die bewufite Anwendung geometrischer Kennt-
nisse auf die Architektur oder die Konstruktion von Mosaiken gibt (obgleich
sich heute nachweisen 148t, daB in letzteren die Vielfalt der im 19. Jh. entdeck-
ten ebenen Symmetriegruppen ihren praktischen Niederschlag fand), wird die
Vermutung begriindet sein, es handele sich um empirisch gewonnene Einsich-
ten, die im Rahmen der handwerklichen Tradition von Generation zu Genera-
tion weitergeben und verfeinert wurde (vgl. Abb. 3.4.2 — 3.4.6).

Kreisberechnung

Wie in allen bisher behandelten Kulturen konnte die Beschéftigung mit der
Figur des Kreises auch in der islamischen nicht ausbleiben. Man studierte die
in den ,Elementen* Fuklids zu findenden, mit dem Kreis zusammenhéngen-
den Konstruktionen und versuchte, sie weiterzuentwickeln oder auf zuséitzliche
Fragen anzuwenden. Daneben versuchten die islamischen Mathematiker, die
Kreiszahl 7 genauer zu bestimmen. Dabei zeigt sich sehr deutlich, wie sie so-
wohl an die griechische wie die indische Mathematik ankniipften. Denn schon
al-Chorezmi gab fiir die Kreisberechnung an: U = d - (3 + %) und U = d - /10
oder U =d- ggggg. Der erste Wert ist der archimedische, vom dritten sagte er,
er werde von den Astronomen verwendet. Er konnte ihn, wie auch den zweiten,
indischen Schriften entnommen haben [Gericke 1984], [Juschkewitsch 1964].

Fiir die Ermittlung des Flédcheninhaltes F' eines Kreises vom Durchmesser d

gab er folgende Vorschrift an:

1 11

F=d— _d*— - _d 3.4.2
7 27 ( )

Sie kommt einer von Heron angegebenen Regel sehr nahe (vgl. Aufgabe 3.4.5.).

Eigenartig ist auch al-Chorezmis Regel fiir die Berechnung des Fléicheninhaltes
S eines Kreissegments aus dem Bogen b, der Sehne s und der Segmenthéhe
(dem Pfeil) p. Zunéchst wird der Durchmesser d als d = Z; + p bestimmt, dann
eine doppelte Regel angewendet:

fiir ein Segment, das kleiner als ein Halbkreis ist, rechne man nach der Formel

d b
S=5 g (3.4.3)
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Abb. 3.4.2 Ziegelornamente am Iwan der Freitagsmoschee von Nain, Iran
Ein Iwan (auch Eiwan oder Liwarg ist die iiberwdlbte Vorhalle eines mit der
Schmalseite zu einem Hof gedffneten Gebetsraumes. [Foto H.-W. Alten]
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Abb. 3.4.3 Medrese (Theologische Lehranstalt) Tillja-kari am Registan
in Samarkand, Usbekistan [Foto H.-W. Alten]
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-W. Alten]

Dar am Registan in Samarkand, Usbekistan

[Foto H.

Abb. 3.4.4 Medrese Schir
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Abb. 3.4.5 Geometrische Ornamente und Friese in kufischer Schrift
am Iwan der Freitagsmoschee in Yazd, Iran [Foto H.-W. Alten]
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Abb. 3.4.6 Kuppeldekoration eines Mausoleums in Schah-i Sinda, Usbekistan
[Foto H.-W. Alten)]
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N :
Abb. 3.4.7 Sextant im Mauerquadranten vom Observatorium des Ulug Beg,
Samarkand, Usbekistan [Foto H.-W. Alten]
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Abb. 3.4.8 Observatorium des Ulug Beg, Samarkand, Usbekistan
[Foto H.-W. Alten]

Fiir ein Segment, das groer als ein Halbkreis ist, rechne man nach der Formel

d b d.s
S—2~2+(p—2)2. (3.4.4)
Da die von ihm verwendeten Termini indischer Herkunft sind, hat al-Chorezmi
vermutlich auch diese Vorschriften in einer indischen Schrift kennengelernt
[Juschkewitsch 1964] (s. Aufgabe 3.4.6).

Eine besondere Leistung arabischer Mathematik ist die Berechnung der Kreis-
zahl 7 in al-Kaschis ,,Abhandlung iiber den Kreis*, die er 1424 abschlof}. Al-
Kaschi hatte sich das ehrgeizige Ziel gesetzt, m so genau zu berechnen, dafl der
Fehler beim Umfang eines Kreises, dessen Durchmesser 600 000 Erddurchmes-
ser betréigt, eine Haaresbreite nicht iibersteigt. Er iiberlegte sich, daf§ dazu
fiir einen Kreis vom Radius 60 ein regelmifliges Vieleck heranzuziehen sei,
dessen Seite die Ungleichung a < 634 erfiillt. Er folgerte, es sei ein Vieleck
von 3 - 2?8 = 805306368 Seiten zu betrachten, bzw., ausgedriickt im Sexa-
gesimalsystem, ein 1,2,816,12,48-Eck. Al-Kaschi fiihrte seine Rechnungen so
geschickt durch, dal das Ergebnis auf zehn Sexagesimalstellen bzw. 17 Dezi-
malstellen genau ist. Nicht nur gab er es in beiden Systemen an, es war auch
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das erste Mal, dafl in der islamischen Mathematik Dezimalbriiche verwendet
wurden. In dezimaler Form geschrieben, fand er 2w = 6,283 185307 179 586 5.
Erst um 1600 reproduzierte Adriaan van Roomen diese Berechnung mittels des
230 _Ecks. Wenig spiiter iibertraf ihn Ludolph van Ceulen, der unter Verwen-
dung des 60 - 229-Ecks zuerst 20 und dann 32 Dezimalen berechnete, weshalb
7 manchmal auch als die Ludolphsche Zahl bezeichnet wird.

Das Parallelenpostulat

Ein Thema, dessen sich die Muslime besonders intensiv annahmen, war das
Parallelenpostulat Euklids, das ja schon in der Antike Anlafl zu Diskussio-
nen gegeben hatte. (In seinem heute verlorenen, damals noch vorhandenen
Euklid-Kommentar hatte Simplikios um 520 iiber einen angeblichen Beweis
eines gewissen Aganiz (Geminos ?) geschrieben. Grundlage soll die Definition
»Parallele Geraden sind solche festen Abstandes“ gewesen sein.) — Die For-
schungen zum Parallelenproblem sind vielleicht das am meisten in die Zukunft
weisende Beispiel rein geometrischer Studien in der islamischen Mathematik.
Um 830 kniipfte al-Dschauhari (al—Gauhaﬁ) an die genannte Definition an,
eine Generation spéter lehnte sich Tabit ibn Qurra daran an, bevor er in einer
zweiten Untersuchung den von Euklid vermiedenen Bewegungsbegriff heran-
zog. Um 900 verbreitete sich an-NairizT in einem ausfiihrlichen Kommentar zu
den ersten zehn Biichern der Elemente Euklids auch iiber das Parallelenpo-
stulat. Ausgehend von der Definition paralleler Geraden als solcher, die bei
beliebiger Verldngerung #dquidistant bleiben, bewies er das Parallelenaxiom.
Der vielseitige arabische Mathematiker, Astronom, Physiker und Arzt ibn al-
Haitam, vertraut mit den Arbeiten seiner Vorginger, arbeitete gleichfalls mit
Bewegungen, verwendete ein Viereck mit drei rechten Winkeln (ein Lambert-
sches Viereck; vgl Abb. 6.4.2) und wies nach, dafl der vierte Winkel weder
spitz noch stumpf sein kénne. (Stillschweigend verwendete er dabei das Archi-
medische Axiom wie auch das Axiom von Pasch.) Rund hundert Jahre spéter
arbeitete der Mathematiker und Dichter Umar Chayyam (‘Umar Hayyam) mit
dem Saccheri-Viereck, das zwei rechte und zwei gleiche Winkel besitzt (vgl.
Abb. 6.4.1), kritisierte aber die Einfiihrung von Bewegungen in geometrische
Beweise. Im 13. Jh. bezog Nasir ad-Din at-Tst in zwei von ihm veranstalteten
Euklid-Ausgaben zum Parallelenproblem Stellung. Uberdies nahm er in eine
selbstandige Schrift zu diesem Thema grofle Ausziige aus den Arbeiten seiner
Vorganger auf.

Gemeinsam war allen diesen zwischen dem 9. und dem 15. Jh. angestellten
Untersuchungen der islamischen Mathematiker, dafl sie die nichteuklidischen
Moglichkeiten durch Zirkelschliisse und Scheinbeweise ausschlossen. So kamen
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sie alle zu dem Ergebnis, das Parallelenpostulat sei beweisbar. Wie erwéhnt,
fanden dabei (teilweise implizit, ohne daf§ sich die Forscher dessen bewuft
wurden) so wichtige Axiome wie das von Archimedes/Eudoxos und das von
Pasch Anwendung [Gericke 1984, 204-214].

Nicht alle arabischen Texte wurden spéter rechtzeitig den européischen Mathe-
matikern bekannt. Es steht jedoch fest, dafi die Ausfithrungen von an-Nairizi
zum Parallelenproblem um 1600 von dem einflufireichen jesuitischen Mathe-
matiker Christoph Clavius, diejenigen von Nasir ad-Din at-TtsT um 1650 von
John Wallis studiert und weitergebildet wurden. —

In Verbindung mit Grundlagenfragen wurde die Geometrie im arabischen Be-
reich auch zur Begriindung algebraischer Operationen herangezogen. So gab
etwa Tabit ibn Qurra, gestiitzt auf Buch 2 der ,,Elemente“ Euklids, geometri-
sche Beweise fiir die Regeln al-Chorezmis zur Auflésung quadratischer Glei-
chungen. Auch die im 10. Jh. beginnenden Anstrengungen, kubische Glei-
chungen mittels Kegelschnitten zu l6sen, gehoren in diesen Zusammenhang.
Beriithmt wurde eine Untersuchung al-Chayyams, in der allerdings die notwen-
digen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz von L&sungen noch
unvollstdndig behandelt wurden. Das gelang, wie die mathematikhistorische
Forschung erst vor einem Vierteljahrhundert zeigte, zuerst im 12. Jh. Saraf ad-
Din at-TisT (nicht zu verwechseln mit Nasir ad-Din at-Tist) [Hogendijk 1989].
Andere Mathematiker bemiihten sich um eine geometrische Begriindung der
von Euklid im 5. Buch dargelegten Verhéltnislehre.

3.4.3 Praktische Geometrie

Neben den Untersuchungen auf dem Gebiet der theoretischen Geometrie be-
handelten die islamischen Mathematiker auch vielfach Fragen aus dem Bereich
der praktischen Geometrie. Wie nicht anders moglich, bildete die Geometrie
weiterhin die Grundlage des Vermessungswesens. Die schon erwihnte Algebra
des al-Chorezmi weist in ihrem geometrischen Kapitel Ahnlichkeit mit der alt-
hebriischen Abhandlung ,,Mishnat ha-Middot* (der Lehre vom Messen) auf.
Entstanden ist diese zwischen der Mitte des 2. Jhs. und dem 9. Jh. Der unbe-
kannte Verfasser hatte sich auf Heron gestiitzt und war vielleicht auch mit Eu-
klids ,,Elementen“ vertraut. Moglicherweise hat al-Chorezmi seine Aufgaben
diesem hebréischen Werk entnommen. Vielleicht aber standen beiden Autoren
auch nur die gleichen, heute nicht mehr bekannten Quellen zur Verfiigung.

In dem bereits erwéhnten Werk des Abu’l-Wafa aus dem 10. Jh. mit dem Ti-
tel ,,Buch iiber das, was ein Handwerker von den geometrischen Konstruktio-
nen benotigt* werden systematisch Konstruktionen mit fester Zirkeloffnung
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beschrieben. Sie waren demnach schon im arabischen Handwerk beliebt —
in den europdischen Bauhiitten des Mittelalters sind sie ebenfalls zu finden.
Thr praktischer Vorteil liegt in der Vermeidung von Fehlern, die beim wie-
derholten Verstellen der Zirkeloffnung unvermeidlich sind. (Das mag seit der
Renaissance auch ein Motiv fiir Geometer wie Leonardo da Vinci, Tartag-
lia, Cardano und spéter fiir Mascheroni und Steiner gewesen sein, sich mit
solchen Konstruktionen theoretisch zu beschiftigen.) Nachdem er im zweiten
und dritten Kapitel die elementargeometrisch konstruierbaren regelméfigen
Vielecke behandelt hatte, wandte sich Ab@’l-Wafa im letzten Kapitel seines
Buches der Aufgabe zu, die Kugeloberfliche in regelméflige sphérische Viel-
ecke zu zerlegen. Das ist gleichbedeutend mit der Konstruktion regelméfBiger
Polyeder, was der Verfasser aber nicht erwihnt. Er bestimmte darin nicht nur
die fiinf platonischen, sondern auch zwei der 13 von Archimedes gefundenen
halbregelméfligen Korper. Bei der Vorliebe der Araber fiir geometrische Or-
namente (bedingt durch das religitse Verbot bildlicher Darstellungen in den
Moscheen) kénnte man vermuten, er habe den Handwerkern damit Anleitun-
gen zur Ausgestaltung gekriimmter Oberflichen geben wollen. Jedenfalls hat
am Anfang des 15. Jhs. al-Kaschi in sein Buch ,,Schliissel der Arithmetik* im
Kapitel iiber Messungen auch komplizierte Berechnungen und Konstruktio-
nen fiir Spitzbogen, Gewolbe, Kuppeln und die fiir die arabische Architektur
charakteristischen sog. Stalaktiten aufgenommen.

Kennzeichnend fiir die praktische Geometrie der islamischen Mathematik ist
nicht nur die erfolgreiche Weiterfithrung der von den Griechen und — in gerin-
gerem Mafl — von den Indern iibernommenen Verfahren. Sie zeichnet sich auch
dadurch aus, daf sie die Ansétze des Archimedes beim Studium gekriimmter
Flichen und Korper systematisch erweitert, die auf infinitesimale Betrachtun-
gen hinfiithren, daB sie geometrische Uberlegungen in die Sprache der Algebra
tibersetzt und dafl sie mit wohliiberlegten Methoden Berechnungen (auch von
irrationalen Gréflen) mit hoher Genauigkeit vorzunehmen vermag. Dabei tra-
ten allerdings die im Altertum (wie auch im européischen Mittelalter) verbrei-
teten Verfahren, die auf Ahnlichkeitsbetrachtungen von Dreiecken beruhten,
starker zugunsten trigonometrischer Methoden zuriick.

3.4.4 Trigonometrie

Im Islam hatten Astronomie, aber auch Geographie bzw. Geodésie bekanntlich
wichtige religose Aufgaben zu erfiillen: der vom Mondlauf abhéngige Kalender
mufte von den Sternkundigen jeweils im Voraus berechnet werden, wofiir man
das Datum der ersten Sichtbarkeit der Mondsichel nach Neumond kennen muf3-
te. Die Zeiten der fiinf téglichen Gebete richten sich nach dem Sonnenstand
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und sind folglich auch abhéingig von den jeweiligen geographischen Koordi-
naten. Auch war es erforderlich, fiir jeden bewohnten Ort die Kibla (qgibla),
die nach Mekka orientierte Gebetsrichtung, genau zu bestimmen. Sie wurde
zusétzlich auf den Sonnenuhren sowie in jeder Moschee angezeigt.

Bereits um 800 waren in Bagdad alexandrinische wie indische Werke zur
Astronomie bekannt, in denen trigonometrische Verfahren behandelt wurden
[Sesiano 1993]. So bot sich Gelegenheit, die einschlidgigen Arbeiten von Hip-
parch, Ptolemaios und Menelaos mit der [seit dem 6. Jh. (7)] in Indien ent-
wickelten Halbsehnentrigonometrie, zu vergleichen. Am Beginn der arabischen
Trigonometrie steht wieder al-Chorezmi, der eine Sinustafel samt Erldute-
rungen dazu abfafite. Zunehmend wurde dann die Sehnentrigonometrie der
Griechen durch die Sinustrigonometrie verdrangt. Die Muslime erweiterten
die beiden trigonometrischen Grundfunktionen der Inder, Sinus und Cosi-
nus, auf sechs. Tangens und Cotangens wurden zunéchst beim Studium des
Schattenwurfs von Sonnenuhren entwickelt: der Tangens als Bezeichnung der
Schattenlénge eines horizontal an einer Wand angebrachten Stabes genormter
Lénge, der Cotangens als der Schatten des Gnomons (einer vertikalen Stan-
ge auf horizontalem Untergrund). Seit dem spéten 10. Jh. kannte man die
Moglichkeit, den Kreisradius als Einheitsldnge anzusetzen, so daf alle Funk-
tionen als Streckenverhéltnisse angesehen werden konnten. Sie wurden dann
bald auch bei anderen Aufgaben eingesetzt. Dazu traten Secans und Cosecans
(die Verhiiltnisse von Hypotenuse zur anliegenden bzw. gegeniiberliegenden
Seite im rechtwinkligen Dreieck). Fiir alle diese Funktionen waren Tabellen
zu berechnen und die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen zu untersu-
chen. So soll z.B. im 9. Jh. al-Habasch (al-Habas) Tafeln fiir einige der neuen
Grundfunktionen aufgestellt haben. Fast alle Astronomen im islamischen Be-
reich verfafiten astronomisch-trigonometrische Handbiicher (sog. ziges). Meh-
rere Jahrhunderte lang brachten Mathematiker und Astronomen viel Zeit fiir
solche Berechnungen einschliellich der Verbesserung der dazu erforderlichen
Methoden auf (neben Interpolationen erster Ordnung finden sich auch Beispie-
le fiir solche zweiter Ordnung). Dabei behielten sie — wie es schon Ptolemaios
getan hatte — das auf die Babylonier zuriickgehende Sexagesimalsystem und
die Teilung des Kreises in 360° bei. In Abu I-Wafas Werk ,,z1¢ Almagisti* aus
dem 10. Jh. findet sich z.B. folgende Formulierung fiir das Additions- und
Subtraktionstheorem der Sinusfunktion [Berggren 1986, 136]:

,Berechnung des Sinus der Summe zweier Bogen und des Sinus ihrer Differenz,
wenn jeder von beiden gegeben ist. Multipliziere den Sinus eines jeden mit dem
Cosinus des anderen (ausgedriickt im Sexagesimalsystem). Wir addieren die
beiden Produkte, wenn wir den Sinus der Summe der beiden Bogen suchen,
aber wir nehmen die Differenz, wenn wir den Sinus ihrer Differenz suchen.“



3.4 Islamische Lénder 177

Abb. 3.4.9 Armillar-Sphére, dargestellt in der ersten gedruckten Ausgabe
von Hajji Kalifahs Jihan Numa (Spiegel der Welt) [ARAMCO World, Vol. 43, No. 3]
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Abb. 3.4.10 Moslemische Astronomen mit Instrumenten, 16. Jh.
[ARAMCO World, Vol. 43, No. 3]
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Beim Beweis dieses Satzes stiitzt sich Abu 1-Wafa auf einen Satz aus dem 3.
Buch der Elemente Euklids.
Auch in die Sphérik fithrten die islamischen Mathematiker die trigonometri-
schen Funktionen ein. So war im 10. Jh. der Sinussatz fiir sphérische Dreiecke
bekannt: in einem Kugeldreieck verhalten sich die Sinus zweier Seiten wie die
Sinus ihrer Gegenwinkel.
Nastr ad-Din at-Tist, den A. P. Juschkewitsch [Juschkewitsch 1964, 304] als
den bedeutendsten orientalischen Gelehrten auf dem Gebiet der Trigonome-
trie bezeichnete und fiir den der Mongolenfiirst Hulaga Khan im 13. Jh. eine
Sternwarte in Maragha in Persien errichten lie}, untersuchte systematisch die
Anwendung des Sinussatzes

c:siny="b:sinf =a: sina (3.4.5)
fiir alle moglichen Fille ebener Dreiecke.
Er verfafite die erste selbstindige Abhandlung zur Trigonometrie: die ,, Ab-
handlung tiber das vollsténdige Vierseit“. Den auf diese Figur bezogenen Satz
des Menelaos hatten die islamischen Astronomen schon friith bei Dreiecksbe-
rechnungen herangezogen; at-T1st behandelte die spéarischen Dreiecke mit und
ohne ihn, wihrend der Sinussatz schon seinen Vorgéngern bekannt war. Th-
ren Hohepunkt erreichten die muslimische Astronomie und Trigonometrie im
15. Jh. an der berithmten, hervorragend ausgestatteten Sternwarte des Ulug
Beg in Samarkand (s. Abb. 3.4.7, 3.4.8). Dort war der geniale al-Kaschi tétig,
der sich eines geschickten Iterationsverfahrens bediente, um mit groBer Genau-
igkeit aus der Winkeldreiteilungsgleichung den Sinus von 1° zu berechnen. Im
Prinzip ging er folgendermaflen vor. Da sich sin 3° beliebig exakt bestimmen
a8t (man kann ihn z.B. aus der Differenz von 36° am Fiinfeck und 30° am
Sechseck mit Zirkel und Lineal konstruieren), verwendete er die Winkeldrei-
teilungsgleichung

sin3a = 3sina — 4sin® a (3.4.6)

(in dieser trigonometrischen Schreibweise findet sie sich erstmalig am Ende
des 16. Jhs. bei Vieta). Sie ist vom Typus 23 + ¢ = px (in der damaligen Klas-
sifikation wurden die Koeffizienten — hier p = Z, q= }Lsin 3° — als positiv

vorausgesetzt). Al-Kaschi berechnete die erste Niherung aus x = q*p”’:s R~ g

zu 21 = 1. Die zweite Niherung folgt dann aus z» usw., wobei sich
als Besonderheit ergibt, dafl sich mit jedem Schritt eine weitere Sexagesimal-
stelle exakt ermitteln 1a8t (vgl. Aufgabe 3.4.7). Das Ergebnis al-Kaschis, in
Dezimalschreibweise umgerechnet, liefert 18 Stellen:

sin1° = 0,017 452406 437 283 571. (3.4.7)

— q+a®
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Diese Auswahl aus der Geometrie der islamischen Mathematiker ist nicht nur
aus Platzgriinden selektiv. Eine groflie Anzahl arabischer Handschriften ruht
noch ungesichtet in orientalischen Bibliotheken, so dafi die Forschung bisher
kein einigermaflen vollstdndiges Bild der Entwicklung und des erreichten Wis-

sens erarbeiten konnte. Uberraschungen auf diesem Gebiet sind nicht ausge-

schlossen.

Wesentliche Inhalte der islamischen Geometrie

8. —10. Jh.

Mitte des 9. —

Mitte des 11. Jh.

ab 9. Jh.

2. Halfte 9. Jh.

2. Halfte 9. Jh.

1. Hilfte 11. Jh.

ab 9. Jh.

ab 9. Jh.

vor 983
13. Jh.

1424

Ubersetzungen griechischer, persischer und indischer Werke
(insbes. in Bagdad) — zuvor keine eigenstindige mathema-
tische Kultur

Selbststéndige Weiterentwicklung der Mathematik im An-
schlufl

an EUKLID und HERON

Geometrische Losungen kubischer Gleichungen (u.a. mittels
Kegelschnitten)

BANU MUSA (drei Briider): Buch iiber Geometrie: Kreis-
berechnung, Oberfléchen und Inhalte von Kérpern, Winkel-
dreiteilung mit Einschiebung; Fadenkonstruktion der Ellip-
se. Buch iiber Kegelschnitte

ABU-L-WAFA: Geometrische Konstruktionen fiir Handwer-
ker (u.a. mit fester Zirkeloffnung); regelméBige und zwei
halbregelméfliige Korper

IBN AL-HAITHAM (ALHAZEN): geometrische Optik; Glanz-
punktproblem (Gleichung 4. Grades)

Intensive theoretische Beschéftigung vieler Mathemati-
ker mit dem Parallelenproblem: Auschlufl der nicht-
euklidischen Maoglichkeiten durch Scheinbeweise oder Zir-
kelschliisse

Starker praktisch ausgerichtete Weiterbildung der Trigono-
metrie im Anschluff an Inder und Griechen

AL-KUHIL: Konstruktion des regelméfligen Siebenecks
AT-TUST: erstes selbststindiges Werk iiber ebene und
sphérische Trigonometrie

AL-KAST: Berechnung von 7 auf 10 Sexagesimal- und 17
Dezimalstellen mit Hilfe eine regelméfligen Vielecks von
3228 = 805 306 368 Seiten
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9000
8000

5000
3000
2500
1500
600
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500
1000

ab
9000
3000
2500
1500

200

1000
1200
1525
1546

ab
7000
4000
3500
3200
2500
2000
1000

200
300
400
450
1000
1200
1500
1532

Amerika

Besiedlung aus Asien iiber die Beringstrafie in mehreren Schiiben

Nordamerika
Feldbeuter und Kleintierjager
Grofiwildjager

Sammler von Wildfriichten und -pflanzen

Siedlungsbeginn

Beginn des Pflanzenbaus

Anfinge von Keramik und Ackerbau
Dauersiedlungen

Grabhiigel

Erste Dorfer, Keramik

Korbmacher

Stédte im Pueblogebiet

Tempel- und Hiigelstadte
Mittelamerika

Mammut-Jager

Anfénge des Pflanzertums
Pflanzer mit Siedlungen, Keramik
Erste Tempelhiigel, Olmeken

Stédtebildung

Teotihuacan-Tolteken; , Klassische Zeit*

, Klassische“ Maya
Azteken und andere
Toltekische Maya

Ende des Aztekenreiches
Ende des Maya-Reiches

Siidamerika

Jager

Jager

Beginn des Pflanzenbaus
Alteste Keramikfunde
Dérfliche Siedlungen
Friihe Fischer-Pflanzer
Beginn der Keramik; Chavin-Kultur
, Klassische Zeit*:

Erste Stadte

Mochica

Nazca

Tiahuanaco
Tiahuanaco-Ausbreitung
Inkareich

Chimu

Ende des Inkareiches

Bereich

,,Great Basin®

Osten und Ebenen

Westkiiste

Osten und Ebenen

Siidwesten

Osten und Ebenen

Osten

Osten

Pueblogebiet des siidwestlichen
Nordamerika (Mogollonkultur)
Siidwesten

Siidwesten

Mittel-Mississippi und Siidosten
Bereich

Zentral-Mexiko
Nordost-Mexiko
Zentral-Mexiko (Tehuacénserie)
Zentral-Mexiko

(La Venta-Kultur, 500-100)
Teotihuacan, Monte Alban
Zentral-Mexiko

Guatemala, Siidost-Mexiko
Zentral-Mexiko

Yucatén

Zentral-Mexiko

Yucatan

Bereich

Patagonien

Peru, Venezuela, Argentinien
zentrale Anden

Ecuador, Kolumbien
zentrale Anden (Chillénserie)

Nordkiiste und Siidkiiste

stidliches Hochland
Nordkiiste

Siidkiiste

Siid-Anden

siidliches Hochland

Anden (Kolumbien bis Chile)
Kiistenstaaten

Anden
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Abb. 3.5.1 Indianische Hochkulturen in Mittelamerika

3.5.0 Historische Einfiihrung

Im Gegensatz zu den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels haben wir es bei
den altamerikanischen (indianischen) Kulturen mit einer grofien Zahl unter-
schiedlicher Entwicklungen zu tun. Am bekanntesten sind die straff organisier-
ten mesoamerikanischen Kulturen der Nahua- und Mayavolker. Die Azteken
und Maya lebten im zentralen und siidlichen Mexiko und den benachbarten
Teilen von Guatemala, Belize, El Salvador und Honduras. Das Inkareich er-
streckte sich zur Zeit seiner grofiten Ausdehnung (um 1500) von der Nordgren-
ze von Ecuador bis zum Rio Maule in Mittelchile. Die Ruinenstédte und sonsti-
gen Uberreste dieser durch intensive Bautitigkeit ausgezeichneten grofraumi-
gen Kulturen stellen der archéologischen Forschung seit langem reiche Quellen
zur Verfiigung. Mit diesen altamerikanischen Hochkulturen kamen die Spanier
in Beriihrung, als sie im 16. Jahrhundert die ,,Neue Welt* entdeckten. — Viel
liickenhafter ist unsere Kenntnis der weniger seffhaften Indianervolker und
Eskimo (Inuit) auf dem nordamerikanischen Kontinent und der Bewohner des
tropischen Tieflandes in Siidamerika. Wahrend die Frage nach mathematischen
Ideen und Vorstellungen der frithen Bewohner Amerikas fiir die ethnologische
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Forschung nur eine unter vielen war, hat die erst in den letzten Jahrzehnten
erstarkte sog. ethnomathematische Forschung weitreichendere Ergebnisse ge-
liefert, die zwar noch sehr liickenhaft sind, aber doch andeutungsweise eine
Beschreibung ermoglichen. Diese kénnen hier nur an einigen Beispielen, die
sich der Geometrie zuordnen lassen, illustriert werden.

Die Ethnomathematik widmet sich der Untersuchung von Auffassungen und
Konzepten in den Kulturen der eingeborenen (indigenen) Volker, die mit Zahl,
Logik und rédumlichen Vorstellungen verbunden sind, sowie der Organisati-
on derselben in Systeme oder Strukturen. Dabei geht es keineswegs nur um
explizit als mathematisch erkennbare Begriffe, sondern auch um die sich nur
implizit offenbarenden, mit mathematischen Sachverhalten verkniipften kultu-
rellen Ausdrucksformen. Auch konnen diese in einem Kontext auftreten, der
von dem traditionellen, westlich bestimmten Versténdnis durchaus verschie-
den ist. Besonderheiten der Sprache sind ebenso Quellen fiir die ethnomathe-
matische Forschung wie Artefakte oder Handlungsweisen (z.B. in Spiel, Tanz
und religiésen Ritualen, aber auch bei handwerklichen Tétigkeiten). Letztlich
destillieren wir mit den Augen des Européers aus diesen Kulturen, was wir
als mathematisch — oder im Kontext dieses Buches als geometrisch — anse-
hen. Die ethnomathematische Betrachtungsweise lehrt uns, Mathematik als ein
Abstraktionsgebilde zu erkennen, dessen kultureller Mutterboden ungeheuer
vielfdltig gestaltet sein kann.

Der in diesem Abschnitt zu betrachtende kulturelle Entwicklungsstand der alt-
amerikanischen Einwohner variiert sehr. Erschwerend kommt hinzu, daf} frithe
Eroberer, Hindler und Missionare zwar oft Aufzeichnungen iiber die Zahlsy-
steme machten, auf die sie bei den Eingeborenen trafen (auch, weil sie diese
im téglichen Umgang bendtigten), aber wenig iiber geometrisch interessante
Einzelheiten berichteten. Kennzeichnend dafiir ist z.B. der Sammelband [Closs
1986]: von 13 Beitrdgen iiber ,Native American Mathematics“ handeln zehn
mehr oder minder ausschliefllich nur von Zahlwoértern und Zahlzeichen, ihrem
Aufbau und ihren Anwendungen. Ein anderer Beitrag weist schon durch seinen
Titel ,,In Search of Mesoamerican Geometry* auf die bestehende Problematik
hin.

Noch ein weiterer Unterschied ist zu beachten: Sefhafte Volkerschaften sind
prinzipiell in der Lage, grole Bauten zu errichten und Haushalts- und Kult-
gegenstidnde mit geometrischen Mustern zu verzieren. Umherstreifende Jager-
und Sammlerpopulationen besitzen lediglich eine nicht sehr umfangreiche Ha-
be, die naturgem&f nur selten dauerhafte Spuren hinterldfft. Und was wis-
sen wir heute von geometrisch inspirierten Spielen oder Tédnzen oder anderen
fliichtigen kulturellen Ausdrucksformen der frithen Einwohner des amerikani-
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schen Doppelkontinents? So kann hier nur eine kleine Sammlung von Beispielen
aus frithen amerikanischen Kulturen vorgestellt werden, die im weitesten Sinn
geometrisch orientiertes Denken und Handeln erkennen lassen.

3.5.1 Die Jigervolker Inuit (Eskimo) und Ojibwa

Die Ojibwa gehoren zu den Einwanderern aus Asien vor etwa 40 000 Jahren. Sie
sind mit vielen anderen Algonquin-Stdmmen verwandt. Thr Jagdgebiet waren
die Wilder Nordontarios um den Huronsee und Oberen See. Die Inuit dagegen
wanderten erst vor etwa 6000 Jahren aus Asien ein. Sie jagten in der offenen
Tundra und den Eisgebieten der Arktis und den anliegenden Inseln. Trotz die-
ser Unterschiede sind ihre mathematischen Vorstellungen einander sehr dhnlich
und werden daher als reprisentativ fiir Jiger- und Sammlergesellschaften ange-
sehen, deren Mitglieder umherstreifen und sich von wildwachsenden Pflanzen
und wilden Tieren erndhren.

Im Gegensatz dazu verdndern die seffhaften, Ackerbau treibenden Volksstdmme
ihre Umwelt, ziichten neue Pflanzensorten und domestizieren Tiere, die nicht
nur der Nahrungsversorgung dienen, sondern auch die menschliche Arbeits-
kraft ergdnzen. Damit geht eine zunehmende Spezialisierung einher, wie sie
Jagervolker nicht benotigen. Verbunden damit wéchst der Bedarf an ,, Mathe-
matik“ im weitesten Sinne. Dies gilt etwa fiir die Ausbildung von Zahlsyste-
men. Ethnologen haben aber auch nachgewiesen, dafl Jager fiir ihren Lebens-
unterhalt viel weniger Zeit benotigen als Ackerbauern. Als Folge davon bleibt
ihnen mehr Mufle fiir rekreative Beschéftigungen wie z.B. die Schopfung eines
ausgedehnten Corpus von Mythen.

Die Betrachtung der Ojibwa und Inuit wird sich exemplarisch auf Beispiele ih-
rer Sprache konzentrieren, 148t sich doch die Existenz von Konzepten, die wir
als geometrie-artige ansehen, daran ablesen. Offenbar gibt es bei den Ojibwa
Kategorien, die durch prototypische Elemente fixiert sind, wobei die Grenzen
zwischen zwei Kategorien flielend bleiben. So ist z.B. der Kreis ein zentrales
oder prototypisches Element einer Kategorie, in die verschiedene Objekte fal-
len, die mehr oder minder rund in zwei oder drei Dimensionen sind, vom Quer-
schnitt eines Baumes iiber ein Ei bis zu einer Kartoffel beispielsweise (Abb.
3.5.2). ,Lénglich* bildet eine andere Kategorie. Doch kénnen Gegensténde
auch zugleich zwei Kategorien angehoren, wie etwa eine ldngliche Kartoffel, die
ebenfalls als rund angesehen wird. Entsprechend flieflend, im Vergleich zu rein
geometrischen Konzepten, sind die Dimensionsvorstellungen. Ein Stock, eine
Tierhaut, ein Apfel repriasentieren als Formen Objekte, die sich in eine, zwei
bzw. drei Dimensionen erstrecken. Dagegen sind sie nach unseren geometri-
schen Begriffen allesamt dreidimensionale Gegenstédnde. Der Stock wiederum,
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Abb. 3.5.2 Darstellung des Erdkreises bei den Ojibwa

Bilder der ,vierzipfligen“ Erde finden sich bei vielen Indianerstimmen Nordamerikas und

erreichten bei den Ojibwa des Oberen Sees ihre hochste Bliite. Sie wurden auf die Innen-
haut von Birkenrinde geritzt, auf Schiefer und Holz gekratzt oder auf Lederrollen gemalt. Die
Bilder sollten miindliche Uberlieferungen fixieren und stellen auch Symbole des ,,GroBen Gei-
stes“ dar. Der Erdkreis auf Miderollen der Ojibwa: a) Red Lake, b) White Earth (Minnesota)
[Nach Hoffmann: The Midewin, Taf. III A und IV.] ¢) Midezeichnung mit dem Weltkreis aki
der Ojibwa [Nach W. Jones: Ojibwa Texts II, S. 322 Taf. V]

der einen runden oder rund-linglichen Querschnitt haben kann, hat zusétzlich
eine Gestalt in der Langsrichtung: er kann gerade oder gebogen sein. Fiir all
diese Besonderheiten hat die Sprache der Ojibwa eigene Ausdriicke.

Erwéhnenswert ist eine Beobachtung sprachlicher Erweiterung, die man bei
den Ojibwa machte, als sie mit von den Européern eingefiihrten Gegenstinden
bekannt wurden. Sie, die nur die Rundform des Wigwams kannten, sahen jetzt
die rechtwinklig errichteten Blockhiitten; zudem wurden die Holzstdmme vor
dem Zusammensetzen der Winde von den Siedlern quadratisch behauen. Um
diese ungewohnten Figuren konzeptionell zu erfassen, entwickelten die Ojibwa
zwei neue Kategorien fiir Winkel, und zwar fiir solche, die sich wiederholend
immer wieder auftraten. Die eine umfafite sich wiederholende rechte Winkel
(damit beschrieben sie auch ein Quadrat oder Rechteck, weil sie vier rech-
te Winkel enthalten), die andere steht fiir repetierende spitze oder stumpfe
Winkel (zwischen denen also merkwiirdigerweise nicht unterschieden wird!).
Mittels der letztgenannten Kategorie kann z.B. das Dreieck beschrieben wer-
den, das vom stumpfen Winkel am Dachfirst und den beiden spitzen Winkeln
an der Basis der beiden Dachseiten gebildet wird.

Ahnliche Eigenschaften wie die der Gestaltkategorien der Ojibwa haben je-
ne der Inuit (Abb. 3.5.3). Die Kategorie ,,rund“ kann durch Anhingen eines
Suffixes mehr oder minder stark modifiziert werden: ,,angmaluqtuq“ bedeutet
rund im allgemeinen, ,angmalu-rig-tuq“ vollkommen rund, ,,angmalur-lak-tuq“
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Abb. 3.5.3 Harpune und Kajak der Inuit

Die Harpune der Inuit besteht aus dem Schaft, dem damit durch ein Riemengelenk

verbundenen Knochenzapfen aus Walrofizahn und der Harpunenspitze aus Walro3- oder
Narwalzahn mit der Fangleine aus Haut von Walrofl oder Seehund. Das Holzgerippe des
Kajaks wurde frither aus leichtem Treibholz gefertigt und auflen mit Leder aus dem Fell
von Seehunden oder Klappmiitzen iiberzogen. Die Schrigen an Bug und Heck bilden mit
dem Boden des Kajaks einen stumpfen Winkel von rund 140°. [aus Fridtjof Nansen:
Eskimoleben. Leipzig und Berlin 1903]
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einigermaflen rund. Sehr reich sind auch die Ausdrucksmoglichkeiten zum Be-
schreiben der Lage von Gegenstéinden in der Umgebung des Sprechenden,
wofiir wir im Deutschen im wesentlichen die Ausdriicke ,hier* und ,,dort“
verwenden. Doch sind diese Kategorien und ihre Anwendung bei den Inuit
bisher noch wenig erforscht.

In beiden Sprachen entspricht die betrachtliche Variationsbreite der Kategori-
en den typischen, in der Natur auftretenden Formen. Sie ist aber auch geeignet
zur Beschreibung der menschlichen Produkte jener Geselllschaften, wie Bogen,
Messer, Schlitten oder Mokkasins. Diese Sprachpriagungen lehren uns, dafl die
Erforschung frither geometrischer Begriffsbildung sich nicht allein auf visuel-
le Objekte konzentrieren darf (J. P. Denny in Kap. 6 ,,Cultural Ecology of
Mathematics“ von [Closs 1986]).

Unmittelbarer ist ein Zusammenhang mit geometrischen Fahigkeiten, der Rei-
senden auffiel, die die Arktis am Ende des 19. Jahrhunderts bereisten. Das war
die Féhigkeit der Inuit, sehr detaillierte Karten auch groflier Gebiete von eini-
gen hundert Kilometern Ausdehnung zu zeichnen — in den Schnee, oder mit
dem Bleistift auf Papier. Die relative Lage der einzelnen Objekte und Rich-
tungen war erstaunlich genau wiedergegeben. Was nicht stimmte, waren die
absoluten Entfernungen. (Ergéinzend fiigten die Inuit detaillierte Beschreibun-
gen markanter Stellen hinzu, die fiir die Orientierung auf ihren Wanderungen
unentbehrlich waren.) Ihre geometrische Vorstellungskraft befihigte sie offen-
bar eher topologisch als metrisch zu denken. Es bliebe zu erforschen, ob nicht
die Entfernungen zwischen eingetragenen Lokalitédten mehr durch die Zeit be-
stimmt waren, die sie zum Durchqueren des Weges benétigten, als durch die
Linge der Wegstrecke selbst [Ascher 1991].

3.5.2 Die Hochkulturen der Azteken, Maya und Inka

Als Gemeinsamkeit dieser Kulturen tritt der Aufbau der Gesellschaften in
Klassen hervor: Eine grofle Zahl von Landarbeitern wird beherrscht von einer
kleinen Zahl von Aristokraten und Priestern. Daneben gab es Soldaten, die aus
herausgehobenen Familien kamen, und eine kleine Mittelklasse von Handwer-
kern und Kaufleuten. Diese Sozialstruktur spiegelte sich vor allem in der An-
lage der Stadte und der Gestaltung von repriisentativen Monumentalbauten.

Azteken

Die Azteken bildeten den grofiten Stamm der Nahua-Sprachgruppe in Me-
xiko. Nach mehrjihriger Wanderung hatten sie 1325 (so geben ihre eigenen
Quellen an) ihre Hauptstadt Tenochtitlén gegriindet. Sie lag auf einer Insel
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im Gebiet der heutigen Stadt Mexiko City und war im 15. Jahrhundert zum
Zentrum der aztekischen Expansion geworden. Als Cortés 1519 dort ankam,
beherrschte Tenochtitlan alle iibrigen Stédte. Die Macht teilten sich der Konig
als Kriegsanfiithrer und der Oberpriester, ein naher Verwandter, als eine Art
Friedensfiirst. Die Hauptwirtschaftsform war der Maisanbau, weshalb zu jedem
Gehoft eine grofle Maisscheuer gehorte.

Die Azteken besaflen eine rebusartige Schrift, womit auch historische Ereignis-
se und Tributlisten festgehalten wurden. In der Kunst iibernahmen sie vieles
von voraufgegangenen Kulturen: Pyramiden- und Tempelarchitektur, Ball-
spielplatzanlagen, Steinschneidekunst und Goldverarbeitung. Als besondere
aztekische Leistung gilt der zwischen 1476 und 1520 aus dem gewachsenen
Felsen herausgehauene Tempel von Malinalco im Hochland von Mexiko. Der
als Drachenmaul gestaltete Eingang fiihrt in das kreisrunde Innere (Durch-
messer 5,20 m), wo sich an der umlaufenden Bank und dem Tempelboden
Tierabbildungen finden, die auf die aztekischen Kriegerorden hinweisen. Reste
der alten Aztekenkultur haben sich in abgelegenen Télern bis heute erhalten.
Artefakte lassen erkennen, dafl vor der Ausfithrung von Malereien und Skulp-
turen die Objekte von talentierten Aztekenkiinstlern in ihrem réumlichen Zu-
sammenhang geplant und skizziert wurden, bevor sie — vermutlich von we-
niger begabten Handwerkern — umgesetzt wurden. Dabei bedienten sie sich
simpler geometrischer Hilfsmittel. Spuren des Gebrauchs einfacher Zirkel konn-
ten an Objekten nachgewiesen werden. Eine iiberlieferte Liste von Handwerks-
zeug aztekischer Baumeister nennt neben dem Zirkel auch das Quadrat (einen
rechten Winkel?), das Senkblei, ein Richtscheit, die Maurerkelle und den Keil.
Lange bevor sich die Azteken in Mexiko niederlieflen, stand in der Nachbar-
schaft eine der bedeutendsten Ruinenstddte Mesoamerikas in Bliite: Teoti-
huacén, 40 km nordlich von Mexiko-City gelegen. Sie war ehemals Hauptstadt
eines groflen Reiches, das um 600 seinen Hohepunkt erlebte; zwischen 650 und
750 wurde die schachbrettartig angelegte Stadt aufgegeben. Einige typische
Charakteristika seien kurz skizziert, bevor die Aztekenhauptstadt Tenochtitlan
vorgestellt wird. Der im Zentrum von Teotihuacan angelegte zeremonielle Be-
reich wird beherrscht von den Pyramiden der Sonne und des Mondes und ist
um eine zentrale, von der Pyramide des Mondes ausgehende Prozessionsstrafle,
die etwa 44 m breite und 5 km lange Strafie der Toten, herum angeordnet. Die
iiber 22 Quadratkilometer ausgedehnte Stadt, die schon in den letzten vor-
christlichen Jahrhunderten stark anwuchs, erlebte ihre Bliitezeit vom ersten
bis zur Mitte des siebten Jahrhunderts. Sie beeinflufite auch andere in der
frithklassischen Periode (ca. 300-550) errichtete Tempelanlagen in Mesoame-
rika. Der Name Teotihuacin bedeutet ,,Ort der Gotter®. Die Sonnenpyramide
ist ca. 61 m hoch, hat eine basale Seitenléinge von 213 m und einen Rauminhalt
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el

Abb. 3.5.4 Sonnenpyramide in Teotihuacén (Mexiko)

Die Stufenpyramide mit dem monumentalen Aufgang stammt aus der klassischen Periode der
Teotihuacédn-Kultur (100-600 n. Chr.) vor der Herrschaft der Azteken. [Foto H.-W. Alten]

von rund einer Million Kubikmeter (Abb. 3.5.4). Sie ist tiber einer durch einen
langen Tunnel zugénglichen Basalthohle errichtet, die als Eingang zur Unter-
welt angesehen wurde. Mit ihr verkniipft sind Mythen iiber die Entstehung
von Sonne und Mond und die Zyklen der Zeit; auch sollen dort die Wasser-
und Regengeister hausen.

Uber die Motivation fiir die Planung und Ausfithrung dieser gewaltigen stidte-
baulichen Struktur sind verschiedene Vermutungen angestellt worden. Es han-
dele sich nicht um eine ,rationale“ Stadtplanung, vermuten die einen, sondern
um das nachtrigliche Bemiihen, die wichtigsten zeremoniellen Gebdude sinn-
voll miteinander zu verbinden, wobei astronomisch bedeutsame Ereignisse die
Grundrichtungen vorgaben. Andere sehen in der Anlage die Spiegelung der
zentralisierten, hierarchisch aufgebauten Herrschaft, die mehr als 100 000 Ein-
wohner verschiedener sozialer Schichten integrativ zusammenhalten mufte.
Diesem Ziel habe die Verbindung von religiésen und zivilen Gebéduden in einer
einheitlich konzipierten Anlage in erster Linie gedient. Sicher haben Kunst
und Architektur Teotihuacdns, in Verbindung mit den dort ausgeiibten kul-
tischen Riten, das Bewufitsein der Zusammengehorigkeit bei der Bevolkerung
gescharft.
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Auffillig ist das auch bei anderen Anlagen zu findende, geometrisch ange-
legte ,, Talud-Tablero“-Profil in der Architektur der Wéande der Gebédude: der
Wechsel von geneigten Flichen und vertikalen Paneelen. Es ist schon in vor-
christlicher Zeit nachweisbar und wiederholt sich, sich nach oben verjiingend,
in den Pyramidenbauten. Die Paneele boten Raum fiir reichhaltige Ausgestal-
tung durch (teils stark hervorspringende) Skulpturen. (J. K. Kowalski in Kap.
4 ,Natural Order, Social Order, Political Legitimacy, and the Sacred City* in
[Kowalski 1999])

Nun zur Hauptstadt Tenochtitlan des Aztekenreiches. Der grofle Tempelbe-
zirk darin bildete ein Rechteck von 350 x 300 m. Darauf standen neben dem
Haupttempel (Templo Mayor, Pyramide der Sonne) mehrere kleinere Tempel
und weitere sakrale Anlagen. Man hat den grofien pyramidenférmigen Tempel
von Tenochtitlan als das kosmische Zentrum des aztekischen Universums be-
zeichnet (E. M. Moctezuma in Kap. 9 , The Templo Mayor of Tenochtitlan®
in [Kowalski 1999]), weil seine Bestandteile (z.B. die Opferstitten) mit den
mythischen Gottheiten der Azteken in Verbindung gebracht werden kénnen.
Der obere, heilige Bereich fufite auf einer ausgedehnten Plattform, die den
irdischen Bereich symbolisierte. Unter der Pyramide, die mehrfach erweitert
wurde, entdeckte man eine unterirdische Quelle. Der dort befindliche Teil des
riesigen Bauwerks war der Unterwelt, dem Reich der Toten, zugewiesen, so dafl
die drei von den Gottern geschaffenen Welten, die himmlische, die irdische und
die Unterwelt sich symbolisch im stufenférmigen Aufbau der Sonnenpyramide
wiederfanden. Der eigentliche Tempelbezirk war durch eine ,,Schlangenmauer*
— eine grofle, aus méchtigen behauenen Quadern mit plastisch herausgehaue-
nen Schlangenkdpfen bestehende Mauer — vom profanen Bereich getrennt. Re-
ste solcher Mauern fanden sich auch an anderen Orten. Schon der Vergleich
dieser beiden groflen Tempelanlagen verdeutlicht die Gemeinsamkeiten, die
man auch in anderen heiligen Stétten der Azteken und der ihnen vorangegan-
genen oder parallel entwickelten Kulturen wiederfindet.

So stammt der den Chichimeken zugeschriebene Kern der Pyramide von Tena-
yuca (Abb. 3.5.5) vor den Toren von Mexiko-City schon aus dem 13.Jh. Dem
Brauch altmexikanischer Volker entsprechend wurde sie im Abstand von je-
weils 52 Jahren — einem , mexikanischen Jahrhundert* — viermal ummantelt,
zuletzt unter der Herrschaft der Azteken im Jahre 1507. Wie die Maya rech-
neten die Azteken im Vigesimalsystem (Basis 20) und teilten demzufolge in
ihrer fiir Aussaat und Ernte so wichtigen Kalenderrechnung das Sonnenjahr
in 18 Monate a 20 Tage und 5 ,leere“ Tage. Die Tage eines Monats erhielten
Namen, deren 20 Glyphen auf dem berithmten Kalenderstein (Abb. 3.5.6) in
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Abb. 3.5.5 Tempelpyramide von Tenayuca
[Foto H.-W. Alten]

Abb. 3.5.6 Kalenderstein der Azteken
(Museo Nacional de Antropologia, Mexiko-City) [Foto H.-W. Alten]
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Abb. 3.5.7 Schlangenfries am Coatepantli in Tollan (Tula, Mexiko)
[Foto H-W. Alten]

Abb. 3.5.8 ,,Steinmosaik“ im Palast des GroBen Sehers in Mitla (Mexiko)
[Foto H.-W. Alten]
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einem Kreisband um die von den Symbolen der vier vorangegangenen Welt-
zeitalter eingeschlossenen Sonne dargestellt sind. Die Tage eines Sonnenjahres
wurden durch ihre Namen und die Nummer des Monats (bzw. einem Symbol
fiir die 5 leeren Tage) gekennzeichnet. Daneben rechnete man im ,rituellen®
Jahr von 260 Tagen, eingeteilt in 13 Perioden a 20 Tage, ebenfalls bezeichnet
durch Tagesnamen und Nummer der Periode. Wegen kgV (260, 365) = 18980
= 52 x 365 wiederholte sich die gleiche Konstellation beider Kennzeichnungen
eines Tages erst nach 52 Sonnenjahren — eine Erkldrung fiir das ,,mexikani-
sche“ Jahrhundert und die Ummantelung von Pyramiden. Auch die gefiederte
Schlange als Symbol des Gottes Quetzalcoat] findet sich in vielen Kulturen
Mesoamerikas. Mythen berichten vom Groflen Koénig Quetzalcoatl, der den
Tolteken im 10. Jh. die Kultur brachte. Ihre Tempelstadt Tolldn (heute Tula)
umschlieft eine Mauer, deren mittlerer Ornamentfries den Zug von Schlan-
gen mit Totenschédeln im weit gedffneten Rachen zeigt (Abb. 3.5.7). Solche
»ochlangenmauern® schmiicken auch das toltekische Teotihuacdn, den Tempel
der gefiederten Schlange in Xochicalco sowie den Tempel auf der Pyramide des
Kukulcan und den Tempel der Krieger im von Tolteken und Maya gepréigten
Chichen Itza auf Yucatan.

Rein geometrische Ornamente iiberziehen die Mauern im Palast des Groflen
Sehers in der Tempelstadt Mitla (Abb. 3.5.8). Die mosaikartigen Bénder mit
Stufenméandern bestehen nicht aus Mosaiksteinchen, sondern wurden aus den
sorgféltig aneinander gefiigten Steinplatten herausgemeiflelt. Thre Muster zei-
gen deutliche Verwandtschaft mit der Textilweberei. Sie stammen von den
Mixteken, welche die Zapoteken zwischen 1000 und 1400 im Hochtal von Oa-
xaca verdréngten und deren seit dem 5. Jh. v. Chr. entwickelte Hochkultur
auf dem Monte Alban abloste.

Maya

Die voreuropéische Kultur der Maya entwickelte sich ab 1000 v. Chr. in den
Tieflindern von Nord-Guatemala und der Halbinsel Yucatan und in angren-
zenden Gebieten. Sie gilt als kiinstlerischer und wissenschaftlicher Hohepunkt
der indianischen Kultur. Mittelpunkt der weitliufig angelegten Stéddte bildeten
die steinernen Tempel und Paléste, oft auf hohen kiinstlichen Stufenpyrami-
den errichtet. Inwieweit deren Anlage nach astronomischen Gesichtpunkten
erfolgte, ist noch nicht gesichert. Jedenfalls lagen astronomische Beobachtun-
gen dem Kalender der Maya zugrunde: ein Sonnenjahr zu 18 Monaten von
je 20 Tagen und fiinf Schalttagen. Thre Schrift, eine Mischung aus Silben-,
Wort- und Bilderschrift, ist in vielen Glyphen der klassischen Zeit (300-950)
in Steinreliefs erhalten. Aus nachklassischer Zeit (1000-1500) sind drei Codi-
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ces (Handschriften) iiberliefert, die auch Zahlen und kalendarische Angaben
enthalten. Der Hohepunkt der Mayakultur war jedoch schon iiberschritten, als
die Spanier mit ihr in Beriihrung kamen.

Auffallig ist die Bevorzugung der Symmetrie in Skulpturen wie Bauwerken der
Maya, oft um eine zentrale Achse herum angelegt. Es wird vermutet, dafl bei
der Komposition von Stelen in Tikal mit der Uberlagerung von gleichschenkli-
gen und pythagoreischen Dreiecken gearbeitet wurde, doch gibt es dafiir bisher
keine stichhaltigen Beweise. Da die Monumente durch die Witterung haufig
stark gelitten haben, ist z.B. der Nachweis des Auftretens exakter Winkel (wie
sie bei durch kleine Zahlen bestimmten pythagoreischen Zahlen vorkommen
miifiten) in vielen Féllen nicht mehr moglich. Methodisch stellt sich ohne-
hin die Frage, ob eine erkennbare geometrische Struktur den Artefakten vom
heutigen Forscher nicht nur auferlegt, sondern vom Hersteller schon bewuft
eingeplant wurde.

Das gilt auch fiir die Planung von Monumentalbauten wie Tempeln und Ver-
waltungsgebduden und deren relative Positionierung zueinander. Man hat das
fiir die Anlagen von Tikal (Abb. 3.5.9, 3.5.10) und Copan untersucht. So konnte
z.B. fiir Tikal eine exakte Ost-West-Linie vom Torweg des Tempels I (erbaut
um 700) zum Torwegs des Tempels III (erbaut um 810) nachgewiesen wer-
den. Sie miifite mittels astronomischer Beobachtungen vor der Errichtung des
Tempels I1I festgelegt worden sein. Die Orientierung der Fassaden dieser Tem-
pel selbst weicht jedoch um 9° bzw. 18° ab. Hierfiir miilte eine andere (z.B.
astronomische) Erklirung gefunden werden. Rechtwinklige und gleichschenk-
lige Dreiecke sowie parallele Linien lassen sich ebenfalls im Plan von Tikal
nachweisen. Bei der Anlage von Copén konnten markante Punkte wie Altére,
Stelen, Plattformen (z.B. Ballplitze) oder Felsenreliefs als Orientierungspunk-
te gedient haben.

Fiir astronomisch bestimmte Ausrichtungen 6ffentlicher Gebdude und Anlagen
gibt es starke Indizien. Dabei war offenbar nicht nur der Sonnenlauf mafige-
bend, sondern auch die Grenzlage des Aufgangspunktes der Venus; dieser son-
nennahe Planet nahm in der Kosmologie der Maya einen besonderen Platz ein.
Solche astronomischen Gesichtspunkte kénnten erklidren, weshalb rein recht-
winklige Anlagen, wie sie uns im Zentrum von Teotihuacdn begegneten, bei
den Maya eher selten sind und oft durch scheinbar irregulidre Plazierungen
unterbrochen werden.

Imposante Beispiele der Baukunst der Maya finden sich auch in der Rui-
nenstatte Uxmal. Sie liegt auf der Halbinsel Yucatan in Mexiko, war zwischen
dem 7. und 11. Jahrhundert besiedelt und wird als eines der wichtigsten Maya-
Zentren angesehen. Das sog. Haus der Nonnen wurde um einen grofien, nahezu
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Abb. 3.5.9 Die nérdliche Akropolis von Tikal (Guatemala)
[Foto H-W. Alten]

Abb. 3.5.10 Pyramide II von Tikal (Guatemala)
[Foto H-W. Alten)]
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Abb. 3.5.11 Haus der Nonnen in Uxmal (Yucatédn, Mexiko)
[Foto H.-W. Alten]

Abb. 3.5.12 Pyramide des Magiers in Uxmal (Yucatan, Mexiko)
[Foto H.-W. Alten]
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quadratischen Platz herum angelegt und scheint kosmologische Vorstellungen
zu versinnbildlichen (Abb. 3.5.11). Die in mehreren Bauabschnitten errichtete,
gestufte Pyramide das Magiers besitzt einen nahezu elliptischen Grundrifl und
tragt mehrere Tempel (Abb. 3.5.12).

Als Meisterstiick der Mayaarchitektur aber gilt der (teilweise rekonstruier-
te) Gouverneurspalast. Er wurde im spéten 9. und frithen 10. Jahrhundert
wihrend einer wirtschaftlichen Bliitezeit errichtet. Er diente zugleich als Re-
sidenz der Elite wie als Zentrum der Verwaltung und ist das herausragen-
de unter den vielen eindrucksvollen Gebduden in diesem weitldufigen Bezirk
(Abb. 3.5.13). Der Palast selbst steht auf einer Stufung von vier Plattfor-
men, so daf} er weithin sichtbar war und eine Hohe erhielt, die vergleichbar
ist mit der einiger Pyramidentempel auf dem Gelinde. Am fast 100 Meter
langen, rechtwinkligen Bau (teilweise rekonstruiert) fillt zuerst die gewaltige
Masse von groflen, sauber behauenen Steinblocken in der einheitlichen Glie-
derung der ausgedehnten Langsfront auf. Sie ist durch zwei hohe, in spitzen
Dreiecken endende Eingénge dreigeteilt. Jeder Teil besitzt kleinere, rechtecki-
ge Zugdnge, wodurch die gesamte Léngsfront symmetrisch gegliedert ist; die
Proportionsfolge 2-7-2 springt unmittelbar ins Auge. Aufgesetzt auf die glat-
te Quaderwand ist eine weitere, hohere Fassadenwand, die durch wundervol-
le Beispiele der Skulpturkunst der Maya verziert ist. Die Gestaltung weist
strenge Symmetrien auf. Sie enthilt Quadrate, grofie und kleine, gegenein-
ander versetzte Rechtecke mit Betonung der Diagonalen, unterstreicht aber
dennoch durch klare, netzartige Gliederung die Monumentalitdt der Gesamt-
ansicht. Eigenartig sind die in Rechtecke oder Quadrate eingesetzten, plastisch
hervortretenden Spiralen, die aus horizontalen und vertikalen Teilstiicken zu-
sammengesetzt sind, also keine Kriimmungen aufweisen. An der benachbarten
Pyramide des Magiers fillt der Blick auf ein aus diagonal verlaufenden Rauten
gebildetes Gitterwerk, das — wie die Spiralen — zwischen die charakteristi-
schen Skulpturen der Maya eingepafit ist. Auch an anderen Gebduden finden
sich @hnliche netzwerkartige Strukturen und der Wechsel zwischen Feldern,
die geometrische Muster enthalten, und solchen, die mit Skulpturen ausgefiillt
sind (Abb. 3.5.14).

Besonders eindrucksvolle Zeugen der Maya-Kultur finden sich in Chichén Itza
im Norden der Halbinsel Yucatan. Sie entstanden, als das schon 432 v.Chr.
gegriindete Chichén im 10.Jh.n.Chr. vom Mayastamm der Itzd gemeinsam
mit den aus Tollan vertrieben Tolteken neu gegriindet wurde. Die grofie Tem-
pelpyramide des Kukulcan (Abb. 3.5.15; kuk = Quetzal, ul = Feder, an =
Schlange) und der Tempel der Krieger bestiitigen durch ihre geometrische Ge-
stalt und das von Schlangenkdpfen beherrschte Dekor die Verwandtschaft mit
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Abb. 3.5.13 Palast des Gouverneurs in Uxmal(Yucatdn, Mexiko)
[Foto H.-W. Alten]
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Abb. 3.5.14 Ornamente und Rundplastik am Haus der Nonnen in Uxmal
[Foto H.-W. Alten]
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Abb. 3.5.15 Pyramide des Kukulcan in Chichén Itz&(Yucatdn, Mexiko)
[Foto H-W. Alten]
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der toltekischen Kultur im Hochland, wihrend ein als Observatorium genutz-
ter Rundbau — wegen der Wendeltreppe im Innern von den Spaniern Caracol
(Schnecke) genannt — steinerner Zeuge fiir die hoch entwickelten astronomi-
schen Beobachtungen und Berechnungen der Maya ist.

Die Architekten dieser groflartigen Bauwerke miissen ein ausgeprigtes Gefiihl
fiir geometrische Formen, die Wirkung von Symmetrien als Elemente der Ge-
staltung von Bauwerken und ihrer dekorativen Verzierung sowie ein besondere
Gabe fiir eindrucksvolle architektonische Kompositionen besessen haben [Ko-
walski 1987].

Inka

Das Inkareich, ein indianischer Staat im westlichen Stidamerika, existierte etwa
von 1200 bis 1532, dem Jahr, in dem der Inka Atahualpa von Francisco Pizar-
ro in Cajamarca gefangen genommen wurde. Dann begann mit der Eroberung
durch die Spanier die Zerstérung der Inkakultur. Das Gebiet reichte von der
Pazifikkiiste bis in die Gebirgsgegenden der Anden und in Nord-Siid-Richtung
von Ecuador bis Mittelchile. Es war urspriinglich von sehr unterschiedlichen
Volksgruppen bewohnt. Seit etwa 1400 setzten sich die Inka durch und errich-
teten einen straff organisierten Staat. Die Hauptstadt war Cuzco, am Ostrand
der Anden unweit vom Aquator gelegen (heute: Peru). Unter dem an der Spit-
ze stehenden Inka verwalteten vier Vizekonige die vier Reichsviertel. Zwar
gab es eine gemeinsame Sprache, doch im Gegensatz zu den Maya besaflen
die Inka keine Schrift. Artefakte bilden daher die einzige originale Quelle fiir
das Studium ihrer Kultur; hinzu treten die Berichte der spanischen Erobe-
rer. Bemerkenswert ist die Entwicklung eines einmaligen, hochst komplexen
Systems von farbigen Knotenschniiren (Quipus) zum Aufzeichnen von stati-
stischen Angaben. Die mathematischen Elemente dieses symbolischen Systems
bilden Zahlen, raumliche Konfiguration und Logik.

Cuzco wurde im 15. Jahrhundert neu strukturiert, wobei der ideale Plan rdum-
licher Beziehungen den natiirlichen Gegebenheiten angepafit werden mufite.
Die Stadt war in vier Teile gegliedert. In jedem von ihnen lebten drei Grof3-
familien, die einen gemeinsamen Vorfahren (einen fritheren Regenten) hatten.
Jedes der Viertel war verantwortlich fiir in der Umgegend liegende Siedlungen
weiterer Grofifamilien; dabei trennten ideale, radial von der Hauptstadt ausge-
hende Linien die Zusténdigkeitsbereiche voneinander. Hier, wie auch andern-
orts, symbolisierte die geometrische Struktur die Herrschaftsverhéltnisse. An
den groflen Verbindungsstralen legten die Inka Vorratslager an, Gruppen von
Getreidespeichern, jeweils ergénzt durch Verwaltungs- und Arbeitsgebdude.
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Abb. 3.5.16 Zyklopische Mauer in Cuzco (Peri)
Wahre Wunderwerke an Prézision haben die Baumeister der Inka mit den Mauern
aus gigantischen, polygonalen Steinblécken in der Hauptstadt des Inkareiches
geschaffen.[Foto H.-W. Alten]

Auch dies geschah ganz methodisch durch massenweise Wiederholung dessel-
ben Grundmusters. In gleicher Weise wurde das Schema fiir Wohnh#user, die
etwa um eine Platz herum errichtet wurden, unverindert von Einheit zu Ein-
heit repetiert. Auch die Erweiterung von Stadten geschah nach diesem Muster:
ein neu angelegter Bezirk war praktisch eine Kopie schon vorhandener.

Die o¢ffentlichen Bauten und Tempel wurden aus groflen, exakt behauenen po-
lygonalen Blocken ohne Mortel errichtet (Abb. 3.5.16). Obgleich das Grund-
muster das Quadrat oder Rechteck war, variierten die Blocke in Grofle und
Gestalt und gaben dadurch den Mauern zusétzliche Festigkeit. Fiir einfache
Gebéude verwendete man an der Sonne getrocknete Lehmziegel.

Die Tendenz, vorhandene Muster so oft wie erforderlich zu wiederholen, zeigt
sich auch in der Keramik der Inka. Denn die Dekorationen der Tongefife
wiederholen die meist aus kleinformatigen geometrischen Mustern bestehen-
den Elemente, bis ein Streifen oder eine Flidche vollkommen damit angefiillt
ist. Diese Elemente kénnen Quadrate, Dreiecke, Rechtecke, Trapeze, parallele
oder diagonal verlaufende Linien oder Kreise sein, auch ineinander verschach-
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telt. Spiegelungen, Doppelspiegelungen in vertikaler wie horizontaler Richtung
und Rotationssymmetrien treten hier ebenso auf wie bei der Gestaltung von
Bauwerken.

So ist die Trapezform des Tores zum Tempel in Machu Picchu (Abb. 3.5.17, re)
ein Kennzeichen der Inka-Architektur und findet sich in verschiedenen Gréfien
in Tiiren, Fenstern und Nischen. Die Inka-Festung Machu Picchu (Abb. 3.5.17,
li) ist die wohl spektakuldrste Anlage der Baumeister des Inkareiches. Sie wur-
de erst 1911 von Hiram Bingham zwischen den steilen Felswénden des Uru-
bambatales entdeckt, diente dem Schutz der Hauptstadt Cuzco und wird iiber-
ragt vom schroffen Felskegel des Huayna Picchu, auf dessen Gipfel Gebaude
letzte Zuflucht boten und Terrassen den Anbau von Gemiise zur Verpflegung
der Fliichtlinge erméglichten. Die auf geometrischen Uberlegungen beruhenden
und mit gewaltigem Aufwand hoch entwickelter Technik gebauten Terrassen
ziehen sich auch an den steilsten Hédngen in der wilden Bergwelt zu schwin-
delnder Hohe hinauf (Abb. 3.5.18). Mit ihrer Hilfe konnte die Versorgung der
wachsenden Bevolkerung sichergestellt werden.

Die aus Wolle oder Baumwolle gefertigte Kleidung spielte eine wichtige Rolle
in der Kultur der Inka, ihr Wechsel markierte wichtige Abschnitte eines Men-
schenlebens und war mit zeremoniellen Handlungen verbunden. Hauptmuster
der Ponchos waren kleine Rechtecke mit geometrisierenden Mustern [Ascher
1981].

Ein interessantes Beispiel geometrischer Dekoration liefern die Streifenorna-
mente auf aus Grabfunden stammenden Tongefédflien der Inka. Die Muster,
zumeist aus einfachen, geradlinig begrenzten Elementen bestehend, wieder-
holen sich in den Streifen und kénnen in einer oder zwei variablen Farben
eingefiirbt sein. Meistens sind diese Farben fest mit dem Grundmuster ver-
bunden, weshalb die Einfarbungen nicht auf neue Symmetriegruppen fiihren.
Sowohl Translations- wie Rotationssymmetrie finden sich haufig, horizontale
oder Gleitspiegelungen sind selten. Neben einfachen Streifen kommen auch
Doppelstreifenmuster vor, z.B. gebildet aus trapezformigen Grundelementen,
die gespiegelt oder durch Farbumkehrung abgesetzt sind.

Trotz dieser Vielfalt weisen die Streifenmuster, die bisher untersucht wurden,
aber nicht alle dabei moglichen Symmetriegruppen auf. Die sieben Grund-
symmetriegruppen fithren bei Verwendung von zwei Farben auf 17 weitere;
diese sind jedoch nur teilweise in den Streifenornamenten der Inka realisiert
worden. Bedeutsamer freilich als diese mathematische Unvollkommenheit ist
das Interesse der Kiinstler und Handwerker der Inkakultur an solchen Dekora-
tionen, die ja nicht einer praktischen Notwendigkeit entspringen, sondern von
spielerischer Freude der Schopfer zeugen [Ascher 1991].
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Abb. 3.5.17 Inka-Festung und Tempeltor von Machu Picchu (Per)
[Foto H.-W. Alten]

Abb. 3.5.18 Terrassen bei Pisac (Peri)
[Foto H.-W. Alten]
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Insgesamt rechtfertigen die bisherigen Forschungsergebnisse die Annahme, Geo-
metrie sei als integrativer Bestandteil des Konglomerats von Religion, Technik
und Wissenschaft in den zentralamerikanischen Kulturen zu betrachten (F. Vi-
nette in Kap. 13 , In Search of Mesoamerican Geometry“ von [Closs 1986]).

Abb. 3.5.19 Tonvase der Naszca-Kultur mit Ornamentbéndern,
aus: [Auktionskatalog Richter & Kafitz, 2006, Nr. ET 041]
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3.6 Aufgaben zu 3

Aufgabe 3.1.1: Lénge einer chinesischen Stadtmauer

Wortlich lautet die Aufgabe 20 des 9. Kapitels der ,Neun Biicher* [Vogel K. 1968,
99-100] (vgl. Abb. 3.1.3):

»Jetzt hat man eine Stadt mit quadratischem Grundrifl. Man weify nicht, ob die Qua-
dratseite groff oder klein ist. In der Mitte jeder Seite ist ein offenes Tor. Geht man
aus dem Nordtor 20 Schritte heraus, dann hat man einen Baum. Geht man aus dem
Siidtor 14 Schritte heraus, biegt ab und geht nach Westen 1775 Schritte, dann erblickt
man den Baum. Frage: Wie gro8 ist die Quadratseite der Stadt? Die Antwort sagt:
250 Schritte.*

a) Man skizziere die Situation der quadratischen Stadt mit dem Baum und dem
Weg des Beobachters, wobei man fiir den Weg nach Norden die Gréfle a, fiir den
Weg nach Siiden b und fiir den Weg nach Westen c setze.

b) Wie gewinnt man am besten die im Text angegebene Gleichung, in der z die
Lénge (in Schritten) einer Seite der Stadtmauer bezeichnet?

¢) Wie hingen p, ¢ von a,b, ¢ ab?

d) LaBt sich die quadratische Gleichung auch als Beziehung zwischen Flichen in-
terpretieren?

e) Man lose die quadratische Gleichung und versuche dann, die im Text gegebe-
ne Regel zu verstehen (die chinesischen Mathematiker stellten die Koeffizienten
der Gleichung durch Rechenstdbchen dar und vollzogen mit ihnen die erforder-
lichen Operationen): ,Die Regel lautet: Mit der Zahl der Schritt, die man aus
dem Nordtor herausgegangen ist, multipliziere die Zahl der Schritt, die man
nach Westen gegangen ist; verdoppele es, dann ist es der Dividend. Addiere die
Schrittbetrdge, um die man aus dem Siidtor und dem Nordtor herausgegangen
ist, es ist der ergénzte Divisor. Ziehe daraus die Quadratwurzel; dann gibt es
die Quadratseite der Stadt.*

f) Es ist offenkundig, dafl es hier nicht um ein der Praxis entnommenes Problem
handelt. Vielmehr ist ein geometrischer Lehrsatz (der sich auch bei Euklid fin-
det) in interessanter Weise ‘eingekleidet’ worden. Welche Bestandteile mufite der
Autor der Flichenbeziehung hinzufiigen?

Aufgabe 3.1.2: Die Methode der doppelten Messung nach der ,Mathematischen In-
selsammlung®

Das im Holzschnitt der Abb. 3.1.3 dargestellte Verfahren wird in der ersten Aufgabe
der Mathematischen Inselsammlung folgendermaflen beschrieben ([Li/Du 1987, 76—
78], [Swets 1992, 19-20, 42-43]):

Beobachte eine Insel, deren Hohe und Entfernung unbekannt ist. Errichte zwei Mef3-
latten der Hohe h = 3 zhang; die Entfernung zwischen beiden ist d = 1000 bu.
Die beiden Stangen und die (Spitze der) Insel sollen in einer Linie (vertikalen Ebene)
liegen. Gehe a1 = 123 bu von der ersten Stange zuriick und beobachte die Spitze
dieser Stange und die Bergspitze in einer Linie vom Boden aus; man sieht, dafl die
beiden zusammenfallen. Dann gehe as = 127 bu von der zweiten Mefllatte aus zuriick
und beobachte die Bergspitze vom Boden aus: das Ende der zweiten Latte und die
Bergspitze fallen zusammen. Man bestimme die Hohe der Insel und ihre Entfernung
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von der ersten Stange. (Dem Leser wird aufgefallen sein, dafl der Holzschnitt nicht
genau die Beschreibung der Mathematischen Inselsammlung wiedergibt, sondern eine
verbesserte Version: das Auge des Beobachters befindet sich nicht mehr am Erdboden,
sondern an der rechten oberen Ecke der zusétzlich eingezeichneten Rechtecke. Er muf3
also jetzt beim Beobachten nicht mehr am Boden liegen, sondern kann in stehender
Haltung beobachten. Dann geht natiirlich seine Augenhohe in die Rechnung mit ein.
— Die weitere Beschreibung im Aufgabentext bezieht sich auf den primitiveren Fall.)
(Antwort:) Die Hohe der Insel ist 4 i 55 bu, ihre Entfernung betriigt 102 i 150 bu.

(Methode:) Multipliziere den Abstand d mit der Hohe h der Stangen, das ergibt den
Zahler. Nimm die Differenz der Abstéinde der Beobachtungspunkte as —as als Nenner,
durch den der Ziahler zu dividieren ist. Zum Ergebnis addiere die Hohe der Stange;
das Ergebnis ist die Hohe der Insel. — Um die Entfernung der Insel von der vorderen
Stange zu finden, multipliziere man die Strecke a;, um die man von der ersten Stange
zuriickgegangen ist, mit dem Abstand d der beiden Stangen voneinander; das ergibt
den Zihler. Nimm die Differenz der Abstinde der Beobachtungspunkte as — a1 als
Nenner, durch den der Zdhler zu dividieren ist. Das Ergebnis ist die Entfernung der
Insel von der vorderen Stange y.
(Die Buchstabenbezeichnungen fehlen natiirlich in der Beschreibung). In Formeln aus-
gedriickt ergeben die Anweisungen:
v d-h th y= d-a; .
az — ax az —ai
a) Man leite diese beiden Formeln ab.
b) Man verallgemeinere sie auf den in der Abbildung gezeigten Fall, der die Au-
genhohe des Beobachters beriicksichtigt.

Aufgabe 3.1.3: Abschitzung des Kreisinhaltes nach Liu Hui

a) Man mache sich anhand einer Skizze klar, was geometrisch die obere Schranke
in Liu Huis doppelter Abschéitzung bedeutet.

b) Welche Grenzen fiir 7 ergeben sich, wenn man fiir f,,41 das Zwolfeck, fiir f,, das
Sechseck einsetzt?

¢) Welcher der dabei nétigen Rechenschritte kann nicht exakt ausgefiihrt werden,
erfordert also ein Abrundung? Mufl diese Rundung nach oben oder unten vor-
genommen werden, will man sicher gehen, dafl man im Fall eines Polygons mit
hoher Seitenzahl nicht mit der unteren Schranke iiber F' hinaus kommt bzw. mit
der oberen diesen Wert unterschreitet?

Aufgabe 3.1.4: Berechnung einer Dreiecksfliche nach Ch’in Chiu-shao

a) Verifiziere, dafl die Formel (3.1.5) der nach Heron benannten entspricht.
b) Man versuche, eine geometrische Deutung dieser Formeln zu geben.
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Aufgabe 3.1.5: Bestimmung eines quadratischen Feldlagers

a) Man entwerfe eine Skizze des auf S. 121 beschriebenen Lagers.

b) BGFE sei die letzte rechte Spalte, die aus freigelassenen Quadraten besteht
und die unter die letzte untere Zeile DHIJ (die ebenfalls aus freigelassenen
Quadraten gebildet wird) umgelegt wird. Das so aus dem Quadrat erzeugte
Rechteck ist ABKFE'.

¢) Wie ist die Verteilung der belegten Felder, wenn man davon ausgeht, dafl die
obere linke Ecke der Lagers von einer Kompanie eingenommen wird?

Aufgabe 3.2.1: Aufteilung eines kreisférmigen Landstiickes

Man betrachte die Aufgabe b) von S. 134 [Smith/Mikami 1914, 66]:
a) Welcher Wert fiir 7 wurde hier implizit verwendet?
b) Welche Segmentaufteilung empfiehlt sich in diesem Fall?

¢) LBt sich die Aufgabe mit Hilfe einer der von Heron diskutierten Formeln fiir
die Flidche eines Kreissegments losen (vgl. (2.5.5) und (3.1.2))?

d) Was ergibt sich bei Anwendung der Integralrechnung?

Aufgabe 3.2.2: Bestimmung der Kugeloberfliche nach Kittoku und Takebe
Man fiithre die japanische Bestimmung der Kugeloberfliche aus der Differenz der Vo-
lumina zweier Kugeln modern als Grenziibergang durch. [Mikami 206,/207]

Aufgabe 3.3.1: Indische Bruchdarstellung fiir v/2

a) Man leite die angegebene indische Bruchdarstellung fiir /2 mit Hilfe des baby-
lonischen Verfahrens her.

b) Auf wieviele Dezimalstellen ist der angegebene Wert genau?

Aufgabe 3.3.2: Verwandlung eines Quadrats in einen fliichengleichen Kreis
Man fiihre die Konstruktion nach der in den Sulbasiitras (Schnurregeln) gegebenen
Vorschrift aus.

a) Gemeint ist, man solle 1/3 der Differenz aus der Hilfte der Diagonalen d und
der Halfte der Seite s zur halben Seite addieren und damit einen Kreis um den
Mittelpunkt des Quadrates zeichnen.

b) Man berechne die Fliche des so konstruierten Kreises und iiberpriife, um wieviel
sie von der gegebenen Quadratfliche abweicht.

Aufgabe 3.3.3: Kreisquadratur nach den Schnurregeln

Die erste Regel macht deutlich, wie schwierig es oft ist, die sehr komprimierte Aus-
drucksweise der Verse zu verstehen. Gemeint ist in diesem Fall, die Quadratsei-
te a ergebe sich aus dem Kreisdurchmesser d gemifl folgender Berechnung: a =

(g + 8~129 - 8~129(é - 6?8)> -d.
Man berechne die sich aus den beiden Vorschriften auf S. 148 ergebenden Niherungs-
werte von .
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Aufgabe 3.3.4: Berechnung der Kugeloberfliche nach Bhaskara 1T
Man betrachte den Ansatz von Bhaskara II allgemein:

a) Man unterteile den Kreisumfang 27r in n Teile (a = 27), verwende fiir die Fléiche
eines der kleinen Trapeze die Bogenlinge ldngs des Meridians als Hohe und den
Mittelwert der Bogen des oberen und unteren Breitenkreises als Breite. Dann
summiere man die Dreiecksflichen am Pol und die Trapezflichen innerhalb eines
halben Streifens vom Pol bis zum Aquator. Dieser Ausdruck ist zu verdoppeln
und dann mit n zu multiplizieren.

b) Schliefllich wire, modern betrachtet, der Grenziibergang fiir n — oo, d.h. fiir
a — 0 zu vollziehen. Man bestétige, daf sich so ergibt:

) /2 ) ) o )
O = 4nr (/ sin« - do — lim 2)2471'7'.
0

a—0

Aufgabe 3.3.5: Kugeloberfliche nach dem Yuktibhasa-Text
Man berechne die Kugeloberfliche nach der Yuktibhasa-Beschreibung:

a) Es seien r der Kugelradius, r; < ro < r die Radien der beiden Parallelkreise der
Lange Uy = 27ry bzw. Uy = 27ry, die den Streifen begrenzen. Man stelle sich
den Streifen als die Auflenfléiche einer aus der Kugel herausgeschnittenen Scheibe
vor; sie wird als Kegelstumpf angendhert. Dessen Hohe sei h, der ldngs eines
Léngenkreises gemessene Abstand zwischen den beiden begrenzenden Kreises
seis (> h).

b) Man iiberlege sich, da§ der abgewickelte Streifen als Trapez der Hohe s und der
gemittelten Linge Ut ;UZ betrachtet werden kann, und berechne dessen Fléichen-
inhalt in Abhéngigkeit von r und h. (Beachte zwei #hnliche Dreiecke, wenn vom
Zentrum ein Radius r zu einem Punkt der Streifenmitte gezogen wird.)

¢) Man addiere die AuBenflichen aller dieser Scheiben (Kegelstiimpfe).

Aufgabe 3.4.1: Der Satz des Pythagoras bei al-Chorezmi
Man {iberlege sich, daf§ die Figur von al-Chorezmi fiir den Beweis des Satzes von
Pythagoras in zweifacher Weise gedeutet werden kann (Abb. 3.4.1).

Aufgabe 3.4.2: Abu I-Wafas Quadratkonstruktion mit fester Zirkeloffnung
Man fithre Abu I-Wafas Konstruktion eines in einen Kreis einbeschriebenen Quadrats
durch (auch als ,,Konstruktion mit rostigem Zirkel“ bezeichnet).

a) Gegeben ist ein (mit dem rostigen Zirkel gezeichneter) Kreis mit seinem Mit-
telpunk;\ S /Zgichfn\e einen Durchmesser ASG ein. Markiere mit dem Zirkel die
Bogen AZ, AE, GT, GH und ziehe die Linien ZF und T H, die den Durchmesser
ASG in I und K schneiden. Verbinde Z mit K und T mit [; der Schnittpunkt
dieser Verbindungslinien sei M. Nun zeichne den durch M und S gehenden
Durchmesser ein, der den Kreis in D und B schneide. Dann ist ADGB ein
Quadrat.
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b) Man iiberlege sich, dafl fiir den gleichen Kreis dieselbe Konstruktion auch mit
einer anderen festen Zirkel6ffnung durchgefithrt werden kann.

Aufgabe 3.4.3: Siebeneckskonstruktion nach Abu 1-Wafa

a) Man konstruiere ein regelméBiges Siebeneck nach der Vorschrift von Abu I-Wafa.
Ist die Abweichung mit bloem Auge zu erkennen?

b) Um wieviel Prozent weicht die so gewonnene Seitenlinge des Siebenecks von der
wahren ab?

Aufgabe 3.4.4: Siebeneckskonstruktion nach al-Kuht
Man fithre al-Kuhis Siebeneckskonstruktion vollstindig durch.

a) Warum enthilt das im Text beschriebene Dreieck ABC die Winkel a, 4« und
2a7

b) Wie grof} sind die Winkel in den drei Teildreiecken des erweiterten Dreiecks
AED?

¢) Man leite die beiden fiir die Konstruktion zentralen Beziehungen EB? = BC -
BD und CD? = EB - EC her.

d) Zur Konstruktion der Parabel und Hyperbel gehe man der Einfachheit halber
von der bereits nach Vorschrift durch B und C geteilten Strecke ED aus (zeichne
sie horizontal etwa in der Mitte einer DIN-A4-Seite). In B errichte man eine
Senkrechte nach oben: BZ = CD, und eine nach unten: BF' = BC. Erginze
das Rechteck EBZT. Jetzt gilt:

FZ.-BC = (BC + ET)-BC =TZ?
EC-EB=(EB+ BC)-EB=(TZ+ BC)-TZ = ET.

e) Gibt man BC = m als feste Strecke vor und setzt TZ = y, ET = z, so stellt
die erste Gleichung eine Parabel, die zweite eine Hyperbel dar. Bringe beide
auf Normalform und zeichne sie in die Figur ein — von der Hyperbel wird nur
der linke Ast benétigt. Dann folgen EB = TZ = y; und CD = ET = x;
als Koordinaten des Schnittpunktes der beiden Kurven. Also wurden zu einer
gegebenen Strecke m die Langen der beiden anderen Strecken konstruiert, die
zusammen ein zu Dreieck BC' A dhnliches bilden. Folglich mufl man, wie al-Kuhi
bemerkt, zum Einbeschreiben eines regelméfligen Siebenecks in einen gegebenen
Kreis noch eine dhnliche Vergréfierung vornehmen.

Aufgabe 3.4.5: Berechnung der Kreisfliche nach Heron und al-Chorezmi
Heron hatte fiir die Berechnung der Kreisflache aus dem Durchmesser die Vorschrift
F=d - %dz — 114032 angegeben.

a) Wie héngt sie mit dem Wert des Archimedes fiir 7 zusammen?

b) Was steckt gedanklich hinter der Vorschrift al-Chorezmis? Bedeutet sie eine
,» Verbesserung® gegeniiber der von Heron angegebenen Regel?
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Aufgabe 3.4.6: Formeln von al-Chorezmi fiir das Kreissegment

a) Handelt es sich bei der Berechnung des Kreisdurchmessers um eine Niherungs-
formel?

b) Man versuche, fiir den ersten Fall (Segment kleiner als ein Halbkreis) eine heu-
ristische Begriindung der Formel zu geben.

¢) Was liefert die Formel in den beiden Extremfillen, in denen p = 0 bzw. p = r
ist?

Aufgabe 3.4.7: Das Iterationsverfahren al-Kaschis zur Berechnung sin 1°

Man verfolge den Anfang von al-Kaschis Berechnungsverfahren zur Bestimmung von
sin 1° im Sexagesimalsystem. Dabei ist zu beachten, dafl er bei der Definition sei-
ner Sinusfunktion einen Kreisradius 60 zugrundelegt und den Sinus als Strecke (die
Halbsehne) versteht. Daher ist ein Wert nahe bei 1 zu erwarten (der zugehéorige Kreis-
umfang ist 27 - 60 &~ 360). Ferner nimmt die Dreiteilungsgleichung, wenn man die-
se Sinusdefinition benutzt und sie durch Sina von der iiblichen unterscheidet, die
Gestalt Sin3a = 3 - Sina — 0;0,4 - Sin®a an (0;0,4 = 600 + 36400). Setzt man jetzt
x = Sina und mit al-Kaschi Sin3° = 3;8,24,33,59,34, 28,15, ergibt sich 3z =
3;8,24,33,59,34, 28,15+ 0; 0, 423

a) Man iiberzeuge sich (unter Beschrinkung auf die ersten Stellen), daf diese Glei-
chung umgeschrieben werden kann als

 47,6;8,29,53,37,3,45+ 2
B 45,0 ’

b) Da ein Wert nahe bei 1 zu erwarten ist, setzt al-Kaschi z = 1;a,b,¢,... in
die Gleichung ein, wo a, b, ¢, . . . die folgenden Sexagesimalstellen darstellen, und
zieht 1 davon ab: 0;a,b,c,... = 47,6:8,20,53,37,3,45+ (Lia,bye,..)* _ 1=

45,0
2,6;8,29,53,37,3,45+ (1;a,b
R B35 +(Labe)® Die erste Sexagesimalstelle auf der linken Seite, a,

45,0
muB der ersten Sexag651malstelle rechts gleich sein. Wegen des groflen Nen-
2,6:8,29,...41° _

ners hingt letztere nicht von a ab; es geniigt zu berechnen 150 =

0;2, [49 oder 50], also a = 2.

¢) Im zweiten Schritt wird ganz entsprechend die Stelle b aus dem Ansatz 1;2,, ¢,
.. . berechnet. Man bestétige das Ergebnis b = 49. Al-Kaschi wiederholte
dieses raffinierte Iterationsverfahren bis zur 9. Sexagesimalstelle!

d) Setzt man f(z) = 47’6;8’29’3:;’%7’3’4“””3 , so erkennt man den hinter dem Verfahren
stehenden Gedanken: die Funktion f(x) wiicht in der Néhe von 1 so langsam,
daB die n-te Stelle von f(x) nicht von der n-ten Stelle von x abhéingt, sondern
nur von den ersten n — 1 Stellen. Die Frage, ob dies generell gerechtfertigt ist,

wird jedoch von al-Kaschi nicht ansprochen.
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375 — 568
466
486 — 751
um 500
711

718 — 1492
732
756
756
800
843
870

ab 862
911
955
962

10. Jh.
987 - 1328
um 1000
1024 - 1137
1066
1077
1096 — 1270
11./12. Jh.
1130 — 1260
~ 1150 - 1535
12./13. Jh.

1138 — 1250

13./14. Jh.

1337 — 1453
1453
15. Jh.
1469

1470
1480
1492

Wissenschaft
und Kunst im
Mittelalter

4 Geometrie im européischen Mittelalter

Germanische Volkerwanderung

Zusammenbruch der romischen Herrschaft in Gallien

Fréankisches Reich der Merowinger

Angeln, Sachsen und Juten wandern in England ein

Araber iiberqueren die Meerenge von Gibraltar, erobern die iberi-
sche Halbinsel bis auf Asturien

Reconquista (Riickeroberung) der iberischen Halbinsel

Sieg Karl Martells iiber die Araber bei Tours und Poitiers
Omajjaden griinden Reich (seit 929 Kalifat) von Cérdoba
Konstitutierung des Kirchenstaates

Karl der Grofle wird in Rom zum Kaiser gekrént

Vertrag von Verdun: Karolingerreich wird in drei Teile geteilt
Vertrag von Meersen: Lothars (mittleres) Reich wird aufgeteilt

In Nowgorod herrschen Normannen (Waréger)

An der Seinemiindung entsteht das Herzogtum Normandie
Schlacht auf dem Lechfeld (Ungarn zuriickgeschlagen)

Otto I (d. Gr.) wird vom Papst zum Kaiser des Heiligen Romischen
Reiches gekront

Friihe romanische (ottonische) Baukunst

Kapetinger regieren Frankreich

Leif Eriksson entdeckt Nordamerika (Vinland)

Fréankisch-Salische Kaiser

Schlacht bei Hastings, Normannen erobern England

Gang Heinrichs IV. nach Canossa

Kreuzziige

Romanische Dome, Kloster und Skulpturen in Westeuropa
Normannisch-Staufische Herrschaft in Sizilien und Unteritalien
Ausbreitung und Herrschaft der Hanse iiber die Ostsee

Aufblithen oberitalienischer Stiddte (Pisa, Venedig, Genua, Mai-
land), Friihe Gotik in der Ile de France

Herrschaft der Staufer in Deutschland

Hochgotische Kathedralen in Westeuropa

Hundertjéhriger Krieg zwischen England und Frankreich
Untergang des ostromischen Reiches

Spétgotik in Deutschland, England und Frankreich

Vereinigung von Kastilien und Aragon durch Heirat der ,,Katholi-
schen Konige* Isabella und Ferdinand

Moskau wird ,,Drittes Rom*“

Grof}fiirst Iwan III. griindet das Zarentum in Moskau

Eroberung Granadas, Ende der Reconquista, (Wieder-)Entdeckung
Amerikas durch Kolumbus

karolingische Buchmalereien, Evangeliare und Wandmalereien in
ottonischer, Glasmalereien in salischer, Fresken in staufischer Zeit,
Bliite der Glasmalerei in der Gotik; Scholastische Philosophie (Al-
bertus Magnus), Pflege von Kunst und Wissenschaft in Klostern
und Domschulen (Septem artes liberales), Griindung von Univer-
sitdten



4.0 Einfithrung 213

4.0 Einfiihrung

Als Epoche des européischen Mittelalters soll hier die Zeit nach dem Zusam-
menbruch des Romischen Reiches unter den Stiirmen der Volkerwanderung
bis zur Renaissance zusammengefafit werden. Unter dem Aspekt der Entwick-
lung auf mathematisch-naturwissenschaftlichem Gebiet bietet es sich an, mit
dem Beginn des 15. Jhs. zu enden und nicht etwa erst mit seinem Ende, der
Entdeckung Amerikas. Auf diese Weise kénnen die beiden Neuerer in der Ma-
thematik des 15. Jhs., Nikolaus von Kues und Regiomontanus, die folgende
Periode erdffnen.

Schwieriger ist es, eine prizise Abgrenzung des Beginns des Mittelalters in der
Entwicklung der Mathematik vorzunehmen. Abschnitt 3.8 des ersten Bandes,
der auch eine Ubersicht zur Entwicklung im européischen Mittelalter enthiilt,
zeigt schematisch die Hauptstrome der Tradierung mathematischen Wissens
(siche dort Abb. 3.1): die griechisch-hellenistische Welt wirkte stark auf die
islamischen Lénder (die auch indisches Wissen weitergaben); deren Einfluf} auf
Europa im Mittelalter (vorwiegend iiber Sizilien und Spanien wirksam) wurde
erginzt durch iiber Ostrom (Byzanz) vermitteltes mathematisches Wissen der
Antike. Doch auch das untergehende Westromische Reich gab Reste der an-
tiken Bildung und Wissenschaft direkt an das Mittelalter weiter. Dadurch ist
es schwierig, ein eindeutiges Datum des Beginns fiir diese ,,mittlere“ Epoche
festzulegen. In Hinblick auf die Geschichte der Mathematik mag es sinnvoll
sein, dieses Kapitel mit dem 5. Jh. beginnen zu lassen.

4.1 Geometrie im frithen Mittelalter
4.1.1 Die Sieben Freien Kiinste

Fundamental fiir die nur langsam sich wieder verbreitende Lehre auf mathema-
tischem Gebiet wurden einige spétromische Werke, in welchen Einfiihrungen
in die sog. ,Artes liberales* oder ,Sieben Freien Kiinste“ (oder wenigstens
Teile davon) niedergelegt waren. Diese sieben Wissenschaften bestanden aus
zwei Teilen: dem ,, Trivium*, gebildet aus Grammatik, Rhetorik und Dialek-
tik (auch Logik genannt), und dem Quadrivium von Arithmetik, Geometrie,
Astronomie und Musik. Im Unterricht in den kirchlichen Schulen und an den
Universitéten (seit dem 12. Jh.; vgl. Bd. 1, Abschnitt 6.3) bildete das Trivium
(der dreifache Weg der sprachlich orientierten Fécher), das die erforderlichen
Lateinkenntnisse vermittelte, die Basis aller Lehre. Das daran anschliefende
Quadrivium hatte die Aufgabe, in die Vierfalt mathematischer Wissenschaf-
ten einzufithren, die schon Platon im Anschlufl an die pythagoreische Wissen-
schaftslehre als Bildungsgrundlage angesehen hatte.
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Riickgriff auf Platon

Im ,,Staat“, gestaltet als ein Dialog zwischen Sokrates, Glaukon und anderen
Gespréichspartnern, hatte Platon die hohen Anforderungen beschrieben, die
an einen weisen Staatsmann zu stellen seien. Ganz oben steht die Philosophie,
die wahre Wissenschaft, die zur reinen Erkenntnis (nicht zuletzt des Guten
und Schénen) fiithrt. Aber natiirlich muf fiir Platon der Staatsmann auch
die Kriegskunst beherrschen: ,, Unser Staatshiiter ist nun ja doch Kriegsmann
sowohl wie Freund der wahren Wissenschaft“. Sokrates fragt nach denjeni-
gen Lehrgegensténden, die zur Vernunfterkenntnis fithren und damit den Weg
zum Reich des wesenhaften Seins 6ffnen. Als erstes wird die Z#hl- und Re-
chenkunst genannt — die Begriindung sei hier iibergangen. Dann einigt man
sich auf die Geometrie als die zweite Wissenschaft. Wieder wird zunéchst der
Nutzen fiir den Heerfiihrer angefiihrt: ,,um némlich Lager abzustecken, feste
Plidtze einzunehmen, ein Heer zusammenzuziehn oder auszudehnen, sowie in
betreff aller sonstigen Wendungen, die Heere nicht nur im Gefechte selbst,
sondern auch auf ihren Méarschen machen, wird es bei einem einen grofien Un-
terschied machen, ob er Geometrie versteht oder nicht.“ Doch dafiir wiirde
»ein klein wenig Geometrie hinreichend sein.“ Zu priifen ist daher, ob ihr
umfassenderes und tieferes Studium ,,zur Bewerkstelligung der leichteren be-
grifflichen Anschauung der Idee des Guten“ dienlich ist, betont Sokrates. Dies
wird bejaht, da sie Erkenntnis des immer unverédnderlichen Seins ist. Daher
diirfen die Biirger, folglich erst recht die Lenker des idealen Staates, ,,in keiner
Weise der Geometrie abhold“ sein. Hinzu kommen die Nebengewinne der Geo-
metriekenntnis: erstens der praktische Gewinn fiir den Krieg, zweitens ,,wird
auflerdem bekanntlich in bezug auf jedes andere Lernen, um besser aufzufas-
sen, ein himmelhoher Unterschied sein zwischen einem, der sich mit Geometrie
befafit hat, und dem, der es nicht getan hat“. Als dritte unentbehrliche Wis-
senschaft fithrt Platon/Sokrates dann die Sternkunde, als vierte die Lehre von
den Harmonien ein; denn erstere 6ffnet die Augen fiir die GesetzméBigkeiten
der Bewegungen am Himmel, letztere die Ohren fiir die sich in harmonischen
Tonen offenbarenden Bewegungen. Daher sind ,,diese Wissenschaften mit ein-
ander verschwistert, wie die Pythagoreer behaupten. (Ein Auszug findet sich
im Anhang A.1, S. 569)

Martianus Capella

Der élteste erhaltene Abrifl der durch Platons Darlegungen im Staat so hoch
bewerteten und zugleich als Familie miteinander verkniipften Freien Kiinste
stammt aus der Feder von Martianus Capella, nach 450 geschrieben: Uber die
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Hochzeit von Merkur und Philologie. In dieser, aus neun Biichern bestehenden
neuplatonisch-philosophischen Allegorie beschrieb der Verfasser teils in Prosa,
teils in Versen die Hochzeit des Gottes der Kaufleute und Handwerker mit
der Philologie, d.h. mit der personifizierten Wissenschaft (mit Ausnahme der
Philosophie). Als Géste sind neben Gottern auch allegorische Figuren gela-
den wie die vier seit Platon vereinten Kardinaltugenden Prudentia (Weisheit),
Temperantia (MéBigung), Fortitudo (Tapferkeit) und Justitia (Gerechtigkeit).
In den Biichern 3 bis 9 erscheinen der Reihe nach die sieben Artes als Braut-
jungfern, als Geschenke ihre Gelehrsamkeit darbietend. Das gab Martianus
Gelegenheit, niichtern im Handbuchstil den Lehrstoff dieser sieben Diszipli-
nen vorzubringen. Da vollstandig iiberliefert, wurde dieses Werk zu einer der
wichtigsten Quellen fiir den mittelalterlichen Schulunterricht. Freilich ist, was
als ,,De geometria®“ iiberschrieben ist, weitgehend der Mitteilung geographi-
scher Kenntnisse vorbehalten. Erst nach einer Ermahnung durch die Gotter
wird noch eine ganz knappe Beschreibung der Geometrie nach Euklid an-
gehéingt. Im Gegensatz dazu gilt das Buch iiber die Astronomie als die beste
in lateinischer Sprache verfafite Abhandlung des frithen Mittelalters.

Qualitativ iiberlegen sind die — nur unvollstindig erhaltenen — Darstellun-
gen der mathematischen Disziplinen durch Boethius, den Kanzler des Ost-
gotenkonigs Theoderich. Er prigte den Ausdruck Quadrivium fiir die vier
mathematischen Wissenschaften (Néheres zur Geometrie des Boethius siehe
unten). Auch verdankt man ihm lateinische Ubersetzungen einiger aristote-
lischer Schriften, worin sich Beispiele und Vergleiche mathematischer Natur
befanden.

Eine ganz knappe, jahrhundertelang mit Vorliebe benutzte Darstellung der
Artes liberales verfafite Cassiodor; er schrieb sein Werk um die Mitte des 6.
Jhs., nachdem er sich 537 — nach der Riickeroberung Italiens durch Justinian
— aus der Politik in das von ihm gestiftete Kloster Vivarium zuriickgezogen
hatte. Dort sollten sich die Ménche dem Studium der heiligen Schriften und
der Pflege der Wissenschaften widmen. In einem Lehrbuch fiir die Ordensmit-
glieder, betitelt , Institutiones divinarum et humanarum litterarum®, faite er
auch die Gegensténde der Artes zusammen, wobei er freilich die Geometrie auf
nur rund zwei (1) Seiten beschreibt. (Seine Begriindung fiir das Studium auch
der weltlichen Wissenschaften findet sich im Textbeispiel im Anhang: A.5, S.
574).

Cassiodor erkléirt den Namen Geometrie als ,, terrae dimensio*, Erdausdehnung
oder -messung. Er erwiihnt die Geschichte ihres Ursprungs in Agypten, die
Einteilung des Jahres in Monate, die Bestimmung des Abstandes der Erde
von Mond und Sonne sowie der Grofie der Erde. Die eigentliche Geometrie sei
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die Wissenschaft von der unbewegten Grofie (im Gegensatz zur Astronomie,
die es mit Bewegungen zu tun hat). Sie habe es zu tun mit Gréfien in der
Ebene (abzéhlbaren, rationalen und irrationalen) und kérperlichen Figuren.
Die ebenen Figuren besitzen Lange und Breite, die korperlichen dariiber hinaus
noch Hohe. Die Vielfalt dieser Figuren untersucht die Geometrie auf der Erde
wie am Himmel. Dies taten bei den Griechen Euklid, Apollonios, Archimedes
und andere Autoren; bei den Roémern gab Boethius Euklid in lateinischer
Sprache heraus. Mit einem Hinweis darauf, daf§ die Beschéftigung mit der
Astronomie die Seele zum Himmel lenke, damit auch zur Gestalt der Kugel und
der Kreisform, enden diese kurzen vier Abschnitte, in denen nicht eine einzige
Figur konkret betrachtet, nicht ein einziges Axiom noch ein einziger Satz aus
den Elementen Euklids zitiert oder gar eine Figur gezeichnet wird. In etwa 20
Handschriften sind noch ein paar kurze geometrische Zusétze enthalten, die
vermutlich aus Boethius entnommen wurden.

4.1.2 Beda Venerabilis und Alcuin

Die ersten Stétten, in denen man sich der Wissenschaft langsam wieder an-
nahm, waren die Kloster. Irland war schon im 5. Jh. mit dem Christentum
bekannt geworden. Um 700 finden sich bei dem irischen Moénch Beda Venera-
bilis im Kloster Jarrow bei Newcastle erste eigenstédndige Erkenntnisse. Ihm
verdankt man nicht nur die dlteste erhaltene Darstellung des Fingerrechnens,
er beschiéftigte sich auch mit astronomischen Problemen wie den Mondpha-
sen und beschrieb den Zusammenhang zwischen diesen und den Gezeiten des
Meeres.

Bedeutsam fiir die weitere Verbreitung von Bildung und Wissenschaft wurde,
daBl der Frankenkonig Karl der Grofie im Jahr 781 den gelehrten Monch Alcuin
aus York kommen lief}, damit er an seinem Hof die Palastschule iibernihme und
den Ausbau des Schulwesens im Frankenreich {iberwache. Unter den Texten,
die ihm zugeschrieben werden, haben die ,,Propositiones ad acuendos iuvenes“,
56 Aufgaben zur Verstandesschéirfung der Heranwachsenden, eine gewisse Be-
kanntheit erlangt. Die 13 erhaltenen Handschriften wurden zwischen dem En-
de des 9. Jhs. und dem 15. Jh. geschrieben. Die Autorschaft Alcuins ist nicht
absolut gesichert, denn es wird kein Verfasser angegeben. Doch es gibt gute
Indizien, die dafiir sprechen. M. Folkerts, der die Handschriften untersuchte
und zusammen mit H. Gericke eine deutsche Ubersetzung der Aufgaben pu-
blizierte [Folkerts/Gericke 1993], unterschied (neben einigen nicht leicht ein-
zuordnenden Aufgaben wie der bekannten von einem Wolf, einer Ziege und
einem Kohlkopf, die iiber einen Fluf} transportiert werden sollen) zwischen
drei arithmetisch-algebraischen Gruppen (Gleichungen und Reihen), Anord-
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nungsproblemen und Aufgaben der rechnenden Geometrie. Wihrend man die
Mehrzahl der Probleme der Unterhaltungsmathematik zurechnen kann, ste-
hen die geometrischen Aufgaben in der Tradition der rémischen Feldmesser
und finden sich in gleicher oder &hnlicher Form auch in der sog. ,,Geometria
incerti auctoris“. Wieder begegnet man dem uralten Rezept zur Berechnung
einer Vierecksfliche, die Mittelwerte der Gegenseiten miteinander zu multipli-
zieren. Als Beispiel sei hier Aufgabe 25 {iber ein rundes Feld mit den beiden
angegebenen Losungen zitiert [Folkerts/Gericke 1993, S. 325/26]:

,, Von einem runden Feld.

Ein rundes Feld hat einen Umfang von 400 Ruten. Sage, wieviel Aripenni es
umfassen mufl. [1 Aripennus = 12 Ruten mal 12 Ruten)]

Losung 1:

Der vierte Teil dieses Feldes, das von 100 Ruten umschlossen wird, ist 100.
Wenn du diese mit sich multiplizierst, d.h. sie 100mal nimmst, werden es
10000. Diese mufit du durch 12 teilen. Der zwdolfte Teil von 10000 ist 833
(genau 833 é), und wenn du dies wieder durch 12 teilst, findest du 69. Soviel
Aripenni enthilt das Feld.

Losung 2:

Nimm den vierten Teil von 400, es sind 100. Nimm ferner den dritten Teil von
400, es sind 133. Nimm die Héilfte von 100, es sind 50. Nimm die Hélfte von
133, es sind 66. Multipliziere 50 mal 66, es sind 3151 (wohl ein Schreibfehler?
Richtig wire 3300; offenbar wird mit diesem Wert weitergerechnet). Teile dies
in den 12. Teil, es ist 280 (3300 : 12 = 275). Teile wieder 280 in den 12. Teil,
es ist 24. Nimm viermal 24, es ist 96. Es sind im Ganzen 96 Aripenni.“

Hierzu siehe Aufgabe 4.1.1.

Auf Aufgabe 25 aufbauend, enthiilt Aufgabe 29 eine Weiterfithrung, die wohl
eher den Scherzaufgaben als der praktischen Geometrie zuzuweisen ist [Fol-
kerts/Gericke 1993, S. 330/332]:

, Von einer runden Stadt.

Eine runde Stadt hat einen Umfang von 8000 Fufl. Sage, wer es kann, wieviel
Hiuser sie umfafit, wenn jedes Haus 30 Fufl lang und 20 Fuf} breit ist.
Losung 1:

Im Umfang dieser Stadt werden 8000 Fufl gezéhlt, sie werden im Verhéltnis
3 : 2 geteilt in 4800 und 3200. In jenen steckt die Lénge, in diesen die Breite
der Héauser. Ziehe von jedem Posten die Hélfte ab, es bleiben von dem gréfleren
Posten 2400, von dem kleineren 1600. Diese 1600 dividiere durch 20, und du
findest 80mal 20. Ferner ergibt der groflere Posten 2400, durch 30 geteilt, 80mal
30. Nimm 80mal 80, es sind 6400. Soviel Hauser kénnen in dieser Stadt so, wie
oben angegeben, gebaut werden.
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Losung 2:

Der Umfang dieser Stadt ist 8000 Fufl. Nimm den vierten Teil von 8000, es
sind 2000. Nimm ferner den dritten Teil von 8000, es sind 2666. Nimm die
Halfte von 2000, es sind 1000, und die Hélfte von 2666, es sind 1333. Nimm
den 30. Teil von 1333, (es sind 44, ferner den 20. Teil von 1000, es sind 50.
Multipliziere 50 mit 44) es sind 2200. Dann nimm 2200 viermal, es sind 8300.
Das ist die Anzahl der Hiuser.“

Hierzu siehe Aufgabe 4.1.2.

Es ist wohl deutlich geworden, daf§ es sich hier eher um Aufgaben zur Verstan-
desschérfung als fiir den direkten Gebrauch in der Praxis handelt. Dennoch
machen die Rechenrezepte deutlich, auf welchem Niveau sich die praktische
Geometrie zur Zeit der Karolinger befand.

4.1.3 Gerbert von Aurillac

Was sich bis zum Ende des 1. Jtds. an Kenntnissen der wissenschaftlichen
Mathematik der klassischen Antike erhalten hat, waren kiimmerliche Bruch-
teile, hauptséchlich weitergegeben durch gelehrte Monche in den Klostern. Die
erste folgenreiche Begegnung mit der islamischen Wissenschaft fand kurz vor
der Jahrtausendwende statt, als 967 bis 970 der franzosische Monch Gerbert
nach Katalonien kam. Da er 999 zum Papst gewihlt wurde (als Sylvester II.
regierte er bis 1003), fanden seine mathematischen Werke starke Beachtung.
Dazu gehort die erste bekannte Beschreibung des Rechnens auf dem Rechen-
brett (Abakus) im Abendland. Als Neuerung fiihrte er bezifferte Rechenstei-
ne, calculi, ein, verwendete aber nicht die gebrduchlichen rémischen Ziffern,
sondern die westarabischen oder Gobarziffern. Anfianglich in der Geometrie
kaum bewandert, fand er als Abt von Bobbio in der Klosterbibliothek Teile
der Euklid-Ubersetzung des Boethius und verfaite selbst ein — allerdings in
der Urfassung verlorenes — Buch iiber Geometrie. Bearbeitungen aus dem
12. Jh. machen den geringen Kenntnisstand der damaligen Zeit deutlich: nur
die einfachsten Sitze iiber Geometrie und Feldmessung sind darin enthalten.
Die Parallelenlehre Euklids wird nicht erwéihnt, die Winkelsumme im Dreieck
experimentell ermittelt.

4.1.4 Boethius und Pseudo-Boethius

In der ersten Halfte des 11. Jhs. wurde eine Kompilation, die man Boethius
zuzuschreiben pflegte, aus zwei oder drei Quellen angefertigt. Sie wird heute
— weil man den Verfasser nicht kennt — als die ,, Geometrie II* des ,,Boethius*
bezeichnet. Demgegeniiber enthilt die ,, Geometrie I nicht nur Euklidexzerpte,
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sondern auch umfangreiche Teile von Boethius’ Arithmetik, von Agrimenso-
rentexten und andere Ausziige. Sie entstand vermutlich im 8. Jh. in Corbie.
Die Zweite Geometrie besteht aus zwei Biichern, deren erstes sich teilwei-
se mit den Euklid-Ausziigen der Geometrie I deckt, erweitert um eine Rei-
he von Beweisen und einen Abschnitt iiber das Abakus-Rechnen. Das zweite
Buch besteht hauptséchlich aus Texten der Feldmesser-Literatur, wie oben
beschrieben, ergéinzt durch einen Abschnitt {iber Briiche. Zeigt diese Geo-
metrie einerseits, auf welchem Tiefstand das geometrische Wissen — wie die
Kenntnis der Mathematik im allgemeinen — im 11. Jh. in Europa angelangt
war, so hat sie doch Teile jener Euklid-Ubersetzung aus dem Griechischen
ins Lateinische bewahrt, die wahrscheinlich auf Boethius zuriickgeht. Dariiber
hinaus gehort sie zu den frithesten Werken, in denen eine Abakus-Tafel und
die arabischen Ziffern abgebildet wurden. Eine Auswahl der Zeichnungen (die
den aus Agrimensoren-Texten entnommenen vorausgehen) verdeutlicht, wel-
che geometrischen Probleme der anonyme Autor in seinem Werk behandelte
(Abb. 4.1.1).

4.1.5 Die Scholastik

Bevor in groBerem MaBstab das Abendland durch die Ubersetzungen aus dem
Arabischen mit den klassischen Texten der Antike bekannt wurde, bildete sich
in Philosophie und Theologie unter dem Einflufl des Anselm von Canterbury
und des Pierre Abaelard um 1100 die sog. scholastische Methode heraus. Aus-
gehend von den Ansichten der Kirchenvéter und anderer Autorititen werden
in Diskussionen die gegensitzlichen Standpunkte gekldrt und Entscheidungen
durch Vernunftschliisse getroffen. Ab etwa 1175 verkniipft man dieses Ver-
fahren mit der aristotelischen Logik und bildet damit ein geistiges Training
aus, das als Vorbereitung dem mathematischen Denken entgegenkommt. Im
13. Jh. erlangte diese scholastische Geisteshaltung unter Thomas von Aquin
mit der erfolgreichen Verschmelzung von christlicher Lehre und aristotelischer
Philosophie ihren Hohepunkt.

Kloster und spéter die groflen Kirchen hatten zur Heranbildung des theolo-
gischen Nachwuchses eigene Schulen eingerichtet. Daraus gingen ab 1200 die
européischen Universitéten als Zentren des Studiums und der Bildung und als
Trager scholastischen Denkens hervor.

4.1.6 Ubersetzungen aus dem Arabischen

In Spanien begann, bald nachdem im Zuge der Reconquista 1075 Toledo
den Mauren entrissen worden war, eine eifrige Ubersetzertitigkeit. Auch in
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Abb. 4.1.1 Rom und der hellige Petrus
aus: Lambert von Saint-Omer, Liberfloridus
[Herzog August Bibliothek Wolfenbiittel, Cod. Guelf. 1 Gud. lat.]
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Stidfrankreich und in Sizilien, das nach zweihundertjéhriger arabischer Herr-
schaft 1091 von den Normannen erobert wurde, fertigte man Ubersetzungen
arabischer wissenschaftlicher und mathematischer Texte an und begann, sich
kompilierend und kommentierend mit ihnen auseinanderzusetzen. Der gebilde-
te Adelard von Bath, der die arabische wie die griechische Sprache beherrschte,
iibersetzte unter anderem die Elemente Euklids aus dem Arabischen ins Latei-
nische. Diese vermutlich um 1120 entstandene Euklid-Ubersetzung (gewdhn-
lich als Adelard I bezeichnet), war sehr wahrscheinlich die erste, die alle 15
Biicher (einschlieflich der beiden unechten XIV und XV) in lateinischer Spra-
che zugénglich machte. Zuvor kannte das Mittelalter die Elemente lediglich
durch Exzerpte aus der um 500 angefertigten Euklid-Ubersetzung des Boe-
thius, wihrend die Araber sich seit dem 8. Jh. mit dem vollstdndigen Werk
auseinandersetzten. Offenbar unabhéingig von Adelard iibersetzten ebenfalls
noch im 12. Jh.auch Hermann von Kérnten und Gerhard von Cremona die
Elemente; letzterer {ibertrug auch den wertvollen Euklid-Kommentar des an-
Nairizi (Anaritius), die Geometrie der Bant Musa und andere mathematische
und astronomische Werke.

Bis 1500 waren es jedoch noch nicht die reinen Euklid-Ubersetzungen, sondern
Bearbeitungen, die am stéirksten wirkten. Eine davon wird gewohnlich Adelard
IT genannt, weil sie sich auf Adelard I stiitzte, doch weist sie auch bemerkens-
werte Beziige zur Boethius-Tradition auf. Als Verfasser wird heute Robert von
Chester (wie der Name andeutet, ebenfalls ein aus England stammender Ge-
lehrter) angesehen. Schon gegen Ende des 12. Jhs. bemiihte man sich um eine
Verschmelzung dieser Kompilation des Robert mit der Boethius-Uberlieferung.
Ein Beispiel dafiir ist der nur in einer einzigen Handschrift erhaltene, lediglich
flinf Blatter umfassende Text, der — um 1200 in Norddeutschland geschrieben
— mindestens seit dem Ende des 18. Jhs. im Besitz der Liineburger Ratsbi-
bliothek ist (s. Abb. 4.1.2). Urspriinglich von einem sonst nicht bekannten
Magister Helmoldus dem Michaelis-Kloster in Hildesheim iibereignet, enthélt
die Handschrift die meisten der Definitionen, Postulate, Axiome und Lehrséitze
der ersten vier Biicher der Elemente (ohne Beweise). Definitionen und Postu-
late dhneln im allgemeinen der sog. Geometria II des ,,Boethius®, Axiome und
Propositionen folgen meistens Adelard II.

Eine andere Euklid-Bearbeitung nahm Campanus kurz vor 1260 vor. Dafl von
ihr noch rund 130 Handschriften erhalten sind (gegeniiber 23 der Geometrie
IT des ,,Boethius*), bezeugt, wie einflufireich sie gewesen ist. Die Beweise hat
Campanus i. a. sehr stark erweitert und z. T. (unter Benutzung von Bemer-
kungen oder ganzen Sétzen von Jordanus) im Bemiihen um eine didaktisch
angelegte Darstellung zu Kommentaren umgebaut.
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Abb. 4.1.2 Euklid-Handschrift aus Liineburg.
[M. Folkerts: Ein neuer Text des Euclides Latinus. Faksimiledruck der Handschrift Liineburg
D4°48, £-3" — 17Y. Gerstenberg, Hildesheim 1970]
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4.2 Praktische Geometrie
4.2.1 Hugo von St. Victor

Neben dem wissenschaftlich ausgerichteten Strang der Euklid-Uberlieferung
entstanden im Mittelalter auch eine Reihe von Schriften zur praktischen Geo-
metrie. Wihrend der erstere in den Universitdtsunterricht miindete, schlossen
letztere an die Agrimensoren-Tradition an. Vorbild fiir die Folgezeit wurde die
in der ersten Hélfte des 12. Jhs. von Hugo von St. Victor verfaite , Practica
geometriae“. Hugo gliederte sein Werk in drei Abschnitte: Hshenmessung (al-
timetria), Flichenberechnung (planimetria) und ,,Cosmimetria“ (Berechnun-
gen des Erdumfangs, der geographischen Breite, der Grofle von Sonnendurch-
messer und Sonnenbahn und einige optische Probleme wie die Bestimmung des
Horizontes). Dabei nannte er, der ja ein Gelehrter und nicht ein Handwerker
war, auch antike Vorldufer. Schon der Prolog zeigt, wie sehr sich Hugos Stil
von den niichternen Texten Euklids und seiner Kommentatoren unterscheidet:

»Mein Ziel ist es, unsere Studenten in der praktischen Geometrie zu unter-
richten, nicht als etwas Neues, sondern vielmehr als eine Sammlung alten, ver-
streuten Materials. Du magst sagen, was du willst, ich meine, unsere Vorgénger
bewirkten Wunder. Sie entwickelten ungeheure Energie und versuchten, die
Wahrheit zu ergriinden. Harte Arbeit konnte ihren Eifer nicht bremsen, noch
konnten Hindernisse sie von ihrem Bestreben abhalten. Sie hatten tiefe Ein-
sicht in wunderbare und fast unglaubliche Dinge, und selbst in geringeren
bewiesen sie viele Beispiele ihres Scharfsinns. Es mag nicht moglich sein, ih-
nen gleichzukommen, aber es wére eine Schande, es nicht zu versuchen. Doch
genug der Ermahnung; wir wollen uns unserer Aufgabe zuwenden.“
[Ubersetzt nach der engl. Ausgabe von F. A. Homann]

Uber die Linie wird gesagt, sie sei eine Ausdehung von einem Punkt zu ei-
nem anderen in irgendeiner Richtung, vorwirts, riickwérts, nach rechts oder
links, oben oder unten; solange Ausdehnung vorhanden sei, werde nichts wei-
ter bendtigt, um Natur und Definition der Linie zu geniigen. Der Punkt habe
das Vermogen, von sich eine Linie in jeder beliebigen Richtung ausgehen zu
lassen oder in sich aufzunehmen.

Noch nicht in den Quellen, die Hugo heranzog, zu finden ist die Beschrei-
bung des Astrolabs (eines von den Arabern {ibernommenen Instruments) fiir
Winkel- und Hohenmessungen. An einer senkrecht zu haltenden Platte, auf
die die in Abb. 4.2.1.a) gezeigten Linien und Teilstriche eingeritzt sind, ist im
Zentrum ein drehbarer Stab, die Alhidade (Sichtlinie) angebracht; er reicht
auf beiden Seiten bis zum kreisformigen Rand der Platte und ist mit einer
Visiereinrichtung versehen. Die Abb. 4.2.1.b) zeigt die praktische Anwendung:
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Der Geometer (oder Astronom) hélt das Astrolab so vor das Auge, daf er 1dngs
der in passende Stellung gebrachten Alhidade sein Ziel, z.B. eine Turmspitze,
anvisiert. Wie erkenntlich, mufl dabei die Augenhohe beriicksichtigt werden.
Hugo erwéhnt, die Vermesser triigen darum oft einen Stock dieser Lénge mit
sich (s. Aufgabe 4.2.1 und vergleiche mit Aufg. 3.1.2 und Abb. 3.1.3).

ASTROLABE
DORSAL SIDE

MID LINE

FETTE TR ST UESTEN
=+ + -+

+

LHOIH

SURVEYOR

b) ADDED BASE LARGE BASE

Abb. 4.2.1 Astrolab nach Hugo von St. Victor

a) Konstruktion, b) Schema der Anwendung.
[Practical Geometry, transl. by F. A. Homann, Marquette University Press, Milwaukee, Wisconsin

1991. a) Fig. 11, b) Fig. 14]

Auch ein hebriisch geschriebenes Buch iiber praktische Geometrie des jiidi-
schen Mathematikers Abraham bar Hiyya (Savasorda), das Buch der Messun-
gen, wurde 1145 von Plato von Tivoli unter dem Titel ,Liber embadorum®
ins Lateinische iibersetzt. — Im letzten Viertel des 13. Jhs. beschrieb Johan-
nes oder Robertus Anglicus aus Montpellier die Anwendung eines anderen aus
dem arabischen Bereich kommenden Mefinstruments, des Quadranten (Vier-
telkreis) fiir Winkelmessungen.

4.2.2 Leonardo von Pisa

Ebenfalls im 13. Jh., doch bereits am Anfang desselben, griff Leonardo von Pi-
sa, in erster Linie bekannt durch sein umfangreiches arithmetisch-algebraisches
Buch , Liber abbaci“, bei der Abfassung seiner Practica geometriae auf den Li-
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ber embadorum des Abraham bar Chijja zuriick. Allerdings ist diese Practica
geometriae, im Gegensatz zu ihrem Titel, kein spezielles Werk iiber angewand-
te geodiitische Geometrie, sondern sie enthilt (anders als etwa Hugo von St.
Victors Werk) verschiedene Lehrsiitze mit Beweisen, die sich auf das Messen,
die Planimetrie und Stereometrie beziehen. Auch Aufgaben iiber die Zerlegung
von Figuren sind darin enthalten. Leonardo verarbeitete sowohl einschléigige
griechische wie arabische Literatur, fiigte aber auch eigene Lehrsétze oder Be-
weise hinzu (s. auch Bd. 1, Abschnitt 7.3).

Johannes von Sacrobosco (John of Holywood)

Weder in der Mathematik noch in der Astronomie war man in der Zeit der
Scholastik schon in der Lage, die diffizileren Argumentationen in den klas-
sischen Werken der griechischen Gelehrten zu verfolgen oder gar weiterzu-
entwickeln. Das elementare Niveau auch des Universitdtsunterrichtes in der
Astronomie dokumentiert anschaulich das beliebte und spéter oft gedruckte
kleine Buch des Johannes von Sacrobosco. Wiahrend aber Leonardo von Pi-
sa durch orientalische Quellen mitbeeinflufit war, steht Sacrobosco (urspiing-
lich John of Holywood) in der angelséichsischen Tradition. Drei Abbildungen
mogen einen Einblick in die Qualitit dieser elementaren Einfiithrung in die
Astronomie vermitteln. In Abb. 4.2.2a wird die Einteilung der Welt vorge-
stellt: Innerhalb des Fixsternhimmels liegen die Sphéren der fiinf Planeten
und diejenigen von Sonne und Mond konzentrisch um die Erde herum, auflen
(als Doppelring, geschmiickt mit den Tierkreiszeichen dargestellt) umgibt die
neunte Sphire, das Primum mobile, alle iibrigen und teilt seine Bewegung al-
len anderen Sphéren mit. Abb. 4.2.2b erldutert eine Mondfinsternis und Abb.
4.2.2¢ illustriert die Entstehung einer Sonnenfinsternis: die Erde befindet sich
im Zentrum; der Mond, von der strahlenden Sonne beleuchtet, wird in zehn
verschiedenen Phasen auf einer exzentrischen Bahn gezeigt.

4.2.3 Trigonometrie

Eine vertiefte Beschéftigung mit der Astronomie, wie sie gegen Ende des Mit-
telalters zunahm, erforderte ausreichende Vertrautheit mit der ebenen und
sphérischen Trigonometrie. (Da der Sehnenrechnung der Griechen die Idee,
rechtwinklige Dreiecke zu verwenden, noch fehlt, sollte man eigentlich bes-
ser von Dreieckslehre anstatt von Trigonometrie sprechen.) Die einschligigen
Lehrséitze lernte das Abendland aus griechischen wie aus arabischen Quel-
len kennen, wobei letztere auch in Indien entwickelte Verfahren {ibernommen
und fortgebildet hatten (vgl. Kap. 3). Als wichtigen Bestandteil enthielten die
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Abb. 4.2.2 Astronomische Schemata von Johannes de Sacrobosco:

a) Einteilung des Weltalls. (Man beachte die Randglossen eines frithen Lesers.)
b) Schema zur Erliuterung der Mondfinsternis. ¢) Mondphasen und Sonnenfinsternis

[Joh. de Sacrobosco: Sphaera. Venedig 1574, p. 79, p. 12.]
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meisten trigonometrischen Werke Tafeln, seien es Sehnentafeln im Anschlufl
an Ptolemaios, seien es spéter Sinustafeln oder Tafeln anderer Winkelfunk-
tionen. Es wiirde zu weit fiihren, diese alle im einzelnen zu nennen und die
Fortschritte (vor allem der Genauigkeit, aber auch der Berechnungsmethoden)
zu beschreiben; ein grober Uberblick muB hier geniigen.

Sehr verbreitet waren, nachdem sie von Gerhard von Cremona und anderen
Ubersetzern ins Lateinische iibertragen worden waren, die Sphirik des Theo-
dosius von Bithynien und diejenige des Menelaos, die ja den fundamentalen
Transversalensatz fiir die Ebene wie fiir die Kugel enthielt (vgl. Abschn. 2.5.6).
Auch der Almagest wurde im 12. Jh. zweimal ins Lateinische {ibersetzt. Da-
durch lernten die Astronomen die Sehnentrigonometrie des Ptolemaios kennen.
Die von den Indern eingefiihrten Funktionen Sinus, Kosinus und Sinus versus
finden sich in einem Werk des al-Chorezmi, das im 10. Jh. von al-Magritt {iber-
arbeitet worden war und im 12. Jh. von Adelard von Bath iibersetzt wurde,
der allerdings im Gegensatz zu Robert von Chester das lateinische Wort Sinus
noch nicht kannte. Die Vervollkommnung des Almagest des Albategnius (al-
Battani), der systematisch die trigonometrischen Linien anstelle der Sehnen
verwendete, iibersetzte — ebenfalls im 12. Jh. — Plato von Tivoli. Sowohl
Richard von Wallingford im 14. wie Regiomontanus im 15. Jh. waren mit die-
sem Werk vertraut. Selbstverstédndlich verfehlten auch die verschiedenen aus
dem Arabischen iibersetzten Tafeln ihre Wirkung nicht, so z.B. auf Johannes
de Lineriis im 14. und auf Johannes von Gmunden im 15.Jh. Im Jahre 1534
druckte Peter Apian das von Gerhard von Cremona iibersetzte Werk ,, Verbes-
serung® des Almagest von Gabir ibn Aflah (Geber), das zuvor beispielsweise
schon von Richard von Wallingford benutzt worden war.

Mit der Reform der Astronomie durch die Wiener Schule im 15. Jh. (Johan-
nes von Gmunden, Georg Peurbach, Johannes Regiomontan) ging auch eine
Erneuerung und Verfeinerung der Trigonometrie und Tafelberechnung einher.
Johannes von Gmunden beschrieb 1437 im . Tractatus de sinibus, chordis et
arcubus“ (Abhandlung iiber Sinus, Sehnen und Bégen) die Berechnungsme-
thoden des Ptolemaios wie des az-Zarqali, Georg von Peurbach setzte diese
Arbeit fort. Dessen Schiiler Regiomontanus berechnete sogar drei Sinustafeln
mit sich steigernder Genauigkeit. Diese erzielte er, indem er, der Sitte der
Zeit entsprechend, den Kreisradius zunehmend vergréfierte (um Dezimal- oder
Sexagesimalbriiche zu vermeiden): 60.000 beim ersten, 6.000.000 beim zweiten
und 107 beim dritten Mal. Vor allem aber verfafite Regiomontanus das erste
selbstédndige Lehrbuch der ebenen und sphérischen Trigonometrie in Westeu-
ropa mit dem Titel ,De triangulis omnimodis libri quinque“ (Fiinf Biicher
iiber Dreiecke aller Arten, gedruckt zu Niirnberg 1533). Darin wird z.B. der
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Sinussatz fiir Dreiecke ausdriicklich formuliert (s. Abb. 4.2.3 und Abschnitt
5.2).

s (LIBER SECVINDVS

TRIANGVLORV M,

I,
In omni triangulo reilineo proportio lateris ad latus eft, tandp fi=
nus recti angulialterum corumrefpicientss, ad finum retum anguli
reliquum latus refpicientis,

Abb. 4.2.3 Johannes Regiomontanus: Formulierung des Sinus-Satzes
[Joh. Regiomontanus: De triangulis omnimodis. Niirnberg 1533, p. 46]

4.3 Der wissenschaftliche Aufbruch
4.3.1 TUbersetzungen aus dem Griechischen

Erst nachdem viele Werke aus dem Arabischen iibersetzt worden waren, be-
gann man in groferem Maf, Texte auch unmittelbar aus dem Griechischen ins
Lateinische zu iibersetzen, soweit dafiir Handschriften greifbar waren. Hatte
man bis vor kurzem noch geglaubt, die von Zamberti am Ende des 15. Jhs.
durchgefithrte Euklid-Ubersetzung sei die erste, die direkt aus dem Griechi-
schen vorgenommen wurde, so weil man inzwischen, daf§ die Elemente (in der
Redaktion von Theon) schon im 12. Jh. in Sizilien direkt aus dem Griechischen
ins Lateinische iibersetzt wurden.

Der wichtigste Ubersetzer, der viele griechische Werke ins Lateinische iiber-
trug, war Wilhelm von Moerbeke; er wirkte im 13. Jh. Er arbeitete fiir seinen
Freund, den einflufireichen Theologen und vielseitigen Gelehrten Thomas von
Aquin. Zweimal reiste Wilhelm selbst nach Griechenland, um nach griechi-
schen Handschriften zu suchen. Am pépstlichen Hof von Viterbo iibersetzte er
zahlreiche Werke, darunter auf mathematischem Gebiet solche von Archime-
des, Heron, Proklos und Ptolemaios.

4.3.2 Archimedes im Mittelalter

Der grofie Einfluf}, den Archimedes auf die Entwicklung der Mathematik in der
frithen Neuzeit ausiibte, ist lange bekannt. Allein Galilei erw#hnte ihn in seinen
Werken mehr als hundert Mal und pries ihn in den hochsten Tonen. Weniger
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deutlich war bis zum Beginn des Erscheinens des monumentalen Sammelwer-
kes ,,Archimedes in the Middle Ages“ von Marshall Clagett ([Clagett 1964],
seit 1964), welche Rolle seine Werke im Mittelalter spielten. Denn im Gegen-
satz zu Euklid ist die Zahl der erhaltenen Handschriften, worin sich Werke von
Archimedes befinden, klein. Erst im 12. Jh. werden lateinische Ubersetzungen
angefertigt, so z.B. vor 1187 eine Ubertragung der ,, Kreismessung® durch Ger-
hard von Cremona. Die mafigebliche, die Mehrzahl der archimedischen Werke
umfassende Ubertragung stammt von Wilhelm von Moerbecke (1269). Thm
stand, neben einem anderen Manuskript, eine heute verlorene Handschrift aus
Byzanz zur Verfiigung, die die meisten der Werke des Archimedes in griechi-
scher Sprache enthielt. (Da es in Byzanz nur wenige Archimedes-Handschriften
gab, hatten auch die Araber Schwierigkeiten, sich mit dem gesamten mathe-
matischen Schaffen des Archimedes vertraut zu machen. Doch bemichtigten
sie sich der entscheidenden Methoden und verstanden es — viel besser als das
européische Mittelalter —, sie weiterzuentwickeln.)

In der ,Kreismessung“ hatte Archimedes gleich in Satz 1 bewiesen, dafl die
Fliche F' eines Kreises gleich ist der Fliche eines rechtwinkligen Dreiecks,
dessen den rechten Winkel einschlieende Seiten die Lénge des Kreisradius r
bzw. diejenige des Kreisumfangs u haben. Eine Anzahl mittelalterlicher Kom-
mentatoren hielt es fiir erforderlich, von Archimedes stillschweigend gemachte
Annahmen durch Riickgriff auf Lehrséitze des Euklid sorgfiiltig zu beweisen.
Darunter fiel etwa der Nachweis, dafl durch Verdoppelung der Seitenzahl ei-
nes dem Kreis einbeschriebenen regelméfligen Vielecks mehr als die Hélfte der
noch nicht ausgeschopften Fléche erfafit wird — modern gesprochen, dafi das
Exhaustionsverfahren auch wirklich konvergiert.

Ein anderer Kommentator erkannte die Schwierigkeit, die in der Annahme
liegt, im erwdhnten Dreieck lasse sich die Lénge der einen Seite gleich der
Lénge des Kreisumfangs machen. Er zog daher die archimedische Abhandlung
iiber die Spirale mit heran, in der die ersten 18 Sétze diesem Problem gewidmet
sind, und stellte so eine Hybridfassung aus den beiden Schriften zusammen.
Mehrere Manuskripte dieser Art aus dem 13. und 14. Jh. machen deutlich, wie
sich in jener Zeit Gelehrte darum bemiihten, Werke des Archimedes zu verste-
hen und da, wo sie es fiir erforderlich hielten, auch zu verbessern. Das beweist,
daf} es auch schon vor der Renaissance (als dann auch der griechische Text der
Werke zugiinglich wurde) beachtenswerte Versuche gab, sich mit den Studien
des Archimedes auseinanderzusetzen. Als charakteristisches Beispiel sei hier
zitiert, wie Johannes de Muris (1. Hilfte des 14. Jhs.) in seiner Abhandlung
,De arte mensurandi“ (Uber die Kunst des Messens) im 6. Kapitel das Pro-
blem der Kreismessung vorstellt ([Clagett 1964, Bd. 3, 31-32]; dt. Ubersetzung
vom Autor):
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,Die Fliache eines Kreises zu messen, nachdem zuvor eine Abschitzung des
Verhiltnisses zwischen Durchmesser und Umfang des Kreises gegeben wurde.
Dieses Verhaltnis hat bisher wohl niemand auf eine Zahl zuriickgefiihrt, ob-
gleich Archimedes, der eifrigste Forscher unter den Geometern, der Meinung
war, er habe das Verhéltnis der geraden Linie zur Kurve mit Hilfe von Spiralen
bewiesen. Ich habe vor, seine diesbeziigliche Absicht und das, was die Kreis-
quadratur angeht, im 8. Buch darzulegen. Fiir den Augenblick gebe man sich
zufrieden mit der angeniherten Ubereinstimmung, nimlich, daf der dreifache
Durchmesser, vermehrt um ein Siebentel davon, dem Kreisumfang gleicht [also
= 3%], und daf}; wenn vom Umfang 212 weggenommen wird, ein Drittel des
Restes dem Durchmesser gleicht [d.h. (u — ;) : 3 = d]. Ich werde iiber die
Herleitung dieser Ubereinstimmung weiter unten, am Anfang des 8. Kapitels,
sprechen. Dabei wird angenommen, dafl man sich damit zufrieden gebe, daf,
wenn ein Kreis gleichméflig auf einer Ebene abrollt, bis er eine vollsténdige
Drehung hinter sich gebracht hat, die in der Ebene beschriebene Linie, wenn
es denn eine solche gibt, gleich dem Kreisumfang ist. Denn wenn man dies
annimmt (bis wir ausfiihrlicher die Gleichheit einer Kurve mit einer geraden
Linie beweisen werden), ist es leicht, die Kreisfliche zu messen.

Das allgemeine Verfahren ist dieses: Multipliziere (1) den Radius mit dem hal-
ben Umfang, oder (2) den Durchmesser mit dem halben Umfang, und nimm
vom Produkt die Hélfte, oder (3) entweder den Durchmesser mit dem halben
Umfang oder den Umfang mit dem Radius, wobei das halbe Produkt genom-
men wird, oder (4) den ganzen Durchmesser mit dem ganzen Umfang, wobei
ein Viertel des Produktes genommen wird, oder (5) bilde 11 Mal das Quadrat
des Durchmessers und nimm dann 114 des Produktes, oder (6) subtrahiere ein
Siebtel des Quadrats des Durchmessers vom Quadrat des Durchmessers und
subtrahiere dann die Hilfte eines Siebtels [d.h. d? — ‘172 - ‘ﬁ = F]. Das durch
all diese Verfahren erzielte Ergebnis liefert die Kreisfliche. Diese Methoden,
mit denen unsere Vorfahren bisher zufrieden waren, unterscheiden sich nur in
den Zahlen [der Zwischenrechnungen]. Und diese Herleitungen gehen von der
Annahme aus, dafl aus dem Produkt eines Radius und eines halben Umfangs
ein Rechteck gebildet wird, das dem Kreis [d.h. der Kreisfldche] gleich ist. Dies
wird evident in dem, was folgt.“

Johannes de Muris hatte also Skrupel, den krummlinigen Kreisumfang mit
einer geraden Strecke zu vergleichen. Sicher wirkte hier noch das aristotelische
Diktum nach, Krummes und Gerades sei nicht miteinander vergleichbar. So
half sich Johannes zunéchst, indem er den Kreis als auf einer Ebene abrollend
beschreibt und dessen wihrend einer Umdrehung erzeugte geradlinige Spur als
Léange nimmt. Der Hinweis auf die Spirale des Archimedes, definiert als r = a¢,
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bezieht sich auf deren Eigenschaft, nach einem Umlauf des Winkels gerade
einen Radiusvektor der Lange r = 2am zu besitzen; ihr erster Schnittpunkt
mit der positiven z—Achse hat daher den gleichen Abstand vom Ursprung,
den ein Kreis vom Radius a als Umfangslange besitzt.

Ausfiihrungen wie diese bezeugen das Bemiihen mathematisch interessierter
Gelehrter des Mittelalters, iiber Euklid hinaus auch weitere antike Autoren zu
verstehen und die darin aufgeworfenen Fragestellungen selbstédndig zu durch-
denken. Wenn dabei manches auch unbeholfen erscheint oder, wie hier, trivia-
le Alternativen der Berechnung aufgelistet werden, so sollte man andererseits
das Streben nach gedanklicher Kldrung in einer Zeit, die filschlich oft als das
dunkle Mittelalter bezeichnet wurde, nicht iibersehen.

4.3.3 Das 14. Jahrhundert

Im 14. Jh. werden die Universitéten in Paris und Oxford zu Zentren der mathe-
matisch-physikalischen Aktivitédt. Robert Grosseteste, der erste Kanzler der
Universitdt Oxford, und sein Schiiler Roger Bacon entwarfen, unter Berufung
auf die naturwissenschaftlichen Schriften des Aristoteles und islamischer Au-
toren, ein neues Wissenschaftsideal: das eigene, auf Beobachtung und Erfah-
rung beruhende, erforderlichenfalls durch Experimente bestatigte Urteil soll
iiber die Giiltigkeit von Vorstellungen iiber die Natur entscheiden und nicht
allein die Autoritdt von anerkannten Autoren. Es entstand eine am Studium
der GesetzméBigkeiten von Verdnderungen interessierte Schule, benannt nach
dem Merton College der Universitéit Oxford. Fortschrittlich darin, dafl sie ver-
suchte, physikalische mit mathematischen Uberlegungen zu verbinden, blieb
ihre Mathematik — ebenso wie die der Pariser Schule — noch eingebettet in
die allgemeinen philosophisch-theologischen Vorstellungen der Spétscholastik.

Bradwardine

Wichtigster Vertreter war Thomas Bradwardine, der spéiter zum Erzbischof
von Canterbury aufstieg. Wahrend seiner Lehrtétigkeit am Merton-College
verfafite er mehrere mathematische Schriften, die teilweise weit iiber England
hinaus intensiv studiert wurden. Der Kinematik ist ein Traktak iiber die Ge-
schwindigkeit bei Bewegungen gewidmet. Die ,,Geometria speculativa“ (theo-
retische Geometrie) lehnt sich an die Campanus-Bearbeitung der Elemente
Euklids an, verweist haufig auf Boethius, enthélt aber auch eigene Beitrége
des Verfassers. Dazu gehort die Konstruktion sternférmiger Vielecke durch
Verldingerung der Seiten regelméfliiger n—Ecke (n > 5) und eine Diskussion
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des Kontingenzwinkels, also des Winkels zwischen Kreis und Tangente. Brad-
wardine, wie vor ihm Campanus, kamen zu dem Ergebnis, dafl solche Winkel
zu den geradlinig begrenzten in einem gewissen irrationalen Verhéltnis stehen,
das aber verschieden sei von der Irrationalitét, die zwischen Seite und Diago-
nale eines Quadrates bestehe. Auch die Frage der liickenlosen Ausfiillung des
Raumes durch die regelméfligen Korper studierte Bradwardine. Seine Geo-
metrie wurde gegen 1500 gedruckt, erlebte mehrere Auflagen und wurde von
den nachfolgenden Mathematiker-Generationen sehr geschétzt. Dal er auch
ein eigenes, zur Lehre des Aristoteles in Widerspruch stehendes Gesetz fiir die
Geschwindigkeit einer Bewegung in Abh#ngigkeit von Kraft und Widerstand
formulierte, sei hier nur nebenbei erwéhnt.

In einer Abhandlung ,,De continuo“, die sowohl philosophische wie physikali-
sche und mathematische Fragen beriihrte, begriindete er seine Auffassung, das
Kontinuum kénne nicht aus unteilbaren Atomen bestehen. Sei eine Strecke nur
aus endlich vielen, nicht weiter teilbaren Punkten zusammengesetzt, so fithr-
te er z.B. aus, konne man iiber ihr als Durchmesser d = 2r einen Halbkreis
ziehen und in jedem dieser Punkte eine Senkrechte errichten. Dann werde der
Halbkreisbogen in ebenso vielen Punkten geschnitten, wie der Durchmesser
Punkte hat, der Vollkreisbogen U also in doppelt so vielen. Also miisse man
schlieflen: U = 2r, was jeder Erfahrung widerspreche.

In Paris griff wenig spéter Nicole Oresme die in Oxford angestellten Untersu-
chungen auf und fiihrte sie weiter, wobei er sich auch geometrischer Interpre-
tationen verschiedener Bewegungsarten bzw. Qualitdtsinderungen bediente.
Man spricht daher auch von der Lehre der Formlatituden: die Breitendnde-
rung einer Form veranschaulicht die Zu- bzw. Abnahme einer Qualitit, z.B.
einer Geschwindigkeit. Diese Untersuchungen der Mathematiker des 14. Jhs.
wurden oft durch die Beschiftigung mit Euklid angeregt. Sie gehoéren zu den
Hoéhepunkten mathematischen Schaffens im européischen Mittelalter. Zu Be-
ginn des 17. Jhs. stieflen diese vorwiegend in Oxford und Paris angestellten
Uberlegungen auf neues Interesse: in ihren Denkansiitzen weisen sowohl Ga-
lileis Bewegungslehre wie die Indivisibilienmethode Cavalieris nicht zufillig
Gemeinsamkeiten mit den Forschungen der spétscholastischen Gelehrtenschu-
len auf.

4.4 Angewandte Geometrie im Hoch- und Spit-Mittelalter

4.4.1 Villard d’Honnecourt

Zum Abschluf} dieses Kapitels wenden wir uns nochmals der angewandten Geo-
metrie zu, und zwar jener Seite, die zum ,Handwerkszeug® in den Bauhiitten
des Mittelalters gehorte. Allerdings wurden die Fachkenntnisse der Baumei-
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ster geméf den Vorschriften der Ziinfte miindlich weitergegeben, so dafl es mit
einer Ausnahme fiir das frithe und hohe Mittelalter keine nennenswerten Quel-
len gibt, die iiber die Art der geometrischen Regeln Auskunft geben wiirden.
Als frithestes Zeugnis dieser Art von Literatur ist das einzigartige Skizzenbuch
des Villard d’Honnecourt iiberliefert. Dieser aus der Picardie (in der N&he von
Cambrai) stammende Baumeister hat bei zahlreichen Reisen durch Frank-
reich, die Schweiz und Ungarn im 13. Jh. Details bedeutender Kathedralen
auf urspriinglich 63 Pergamentbléttern festgehalten. Sein Skizzenbuch besteht
daher aus Bauzeichnungen, Steinmetzkunst, Plastik- und Maschinendarstel-
lungen, aber auch figiirliche (menschliche und tierische) Kompositionen sind
eingestreut. Leider enthélt das Skizzenbuch neben den 325 erhaltenen Feder-
zeichnungen (auf 33 Blittern) fast keinen erlduternden Text. Die Abb. 4.4.1
und 4.4.2 vermitteln einen Eindruck von der Qualitit der Zeichnungen. Auf
der ersten ist ein Rosettenfenster der Kathedrale in Lausanne dargestellt (die
obere franzosische Inschrift lautet: ,,C’est une reonde veriere de leglize de Loza-
ne“, die untere lateinische: , Ista est fenestra in Losana ecclesia“ (auf deutsch:
dies ist ein [rundes Glas-]Fenster der Kathedrale in Lausanne).

Das zweite abgebildete Blatt (Abb. 4.4.2) zeigt Risse fiir das Chorgewdlbe
von zwei Kathedralen. Die Inschrift in der oberen Zeichnung lautet: ,Istud
bresbiterium invenerunt Ulardus de Hunecort et Petrus de Corbeia, inter se
disputando® (Dieses Presbyterium entwarfen Villard d’Honnecourt und Petrus
von Corbie, als sie miteinander disputierten).

4.4.2 Die Bauhiittenbiicher

Andersartig sind vier sog. Bauhiittenbiicher angelegt, die rund 250 Jahre
spéter in Siiddeutschland in deutscher Sprache verfafit wurden — aus der
Zwischenzeit sind vergleichbare Texte nicht erhalten, vielleicht auch nicht ge-
schrieben worden, da das Fachwissen der Baumeister, Steinmetzen und Zim-
merleute in miindlicher Unterweisung von Generation zu Generation weiter-
gegeben wurde. Es handelt sich bei diesen vier frithen Druckwerken um drei
kleine Schriftchen von Matthédus Roriczer: das ,,Biichlein von der fialen Ge-
rechtigkeit”, das ,,Wimpergbiichlein* und die ,,Geometria deutsch“, sowie um
das ,,Fialenbiichlein“ von Hanns Schmuttermayer.

Fialen (auch Violen genannt) sind die kleinen Ziertiirmchen zur Bekrénung
von Strebepfeilern und Flankierung von Wimpergen, den gotischen Ziergiebeln
(Wimperg, urspriinglich wintperge = vor dem Wind bergend: Schutzgiebel).
Die Fiale besteht aus einem Schaft oder Leib und einem Helm oder Risen
(auch Riesen), wobei der Schaft auch als Tabernakel — einem Hohlraum zur
Aufname von Figuren — ausgebildet sein kann. Gerechtigkeit meint in diesem
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Abb. 4.4.1 Aus dem Skizzenbuch des Villard d’Honnecourt (1230-35):

Kirchenfenster der frithgotischen Kathedrale (geweiht 1275) von Lausanne
[Album des Villard de Honnecourt. Paris o.J.]
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Abb. 4.4.2 Aus dem Skizzenbuch des Villard d’Honnecourt (1230-35):

Risse fiir zwei Chorrdume von Kirchen: Darstellung der Gewdlberippen.
[Album des Villard de Honnecourt. Paris 0.J.]
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Zusammenhang den sachgerechten Entwurf der Zeichnungen oder Risse, nach
denen die Steinmetzen zu arbeiten haben. — Diese ersten Lehrschriften fiir die
Gestaltung von Verzierungen an gotischen Domen sind auch druckgeschichtlich
von hoher Bedeutung: sie sind seltene Inkunabeln (Wiegendrucke) aus den
ersten Jahrzehnten des Buchdrucks. Es handelt sich um kleine Schriften: 16
Bldtter umfait das Biichlein von der fialen Gerechtigkeit (nur vier Exemplare
sind, teilweise unvollstéindig, erhalten), 6 Blitter die Geometria deutsch, wobei
die letzten drei Seiten die Anweisungen zur Konstruktion von Wimpergen
enthalten.

Die Familie Roriczer stellte in drei Generationen vier Dombaumeister in Re-
gensburg. Der erste, Wenzel, stammte wahrscheinlich aus Bohmen, erfuhr seine
Ausbildung bei der beriihmten Baumeisterdynastie der Parler in Prag und ist
seit 1411 bis zu seinem Tode 1419 als Baumeister am Regensburger Dom nach-
weisbar. Sein Sohn Lorenz hatte in Eichstétt und am Chorbau von St. Lorenz
in Niirnberg gearbeitet, bevor ihm 1456 die Verantwortung fiir den Weiter-
bau des Regensburger Doms iibertragen wurde. Wéhrend seiner 20jdhrigen
Tétigkeit vollendete er das Hauptportal, schuf einen prunkvollen eintiirmigen
Entwurf (nicht ausgefiihrt) und wurde als Gutachter sowohl beim Bau des
Wiener Stephansdoms wie der Miinchener Frauenkirche hinzugezogen. Sein
ilterer Sohn ist Mathes (Matthius) Roriczer, der Verfasser der drei genann-
ten Schriften. In einer eigenen Druckerwerkstatt — der ersten einheimischen
in Regensburg — gab er sie 1486/88 heraus. Inzwischen war er Nachfolger
seines Vaters als Dombaumeister in Regensburg geworden.

Kurz nach Roriczers ,,Fialenbiichlein“ erschien in Niirnberg Hans Schmutter-
mayers , Fialenbiichlein®“, worin auch die Konstruktion der Wimperge behan-
delt wird. Der Verfasser war Goldschmied in Niirnberg. Bei Schreinen und
Monstranzen hatte er dhnliche Motive wie die Steinmetze an den Domen an-
zubringen; vielleicht rithrte daher sein Interesse an diesen geometrischen Kon-
struktionen. Wie Roriczer berief sich auch Schmuttermayer auf die Baumei-
sterfamilie der Parler; beide stehen also in der gleichen Traditition gotischer
Baukunst. Von Schmuttermayers Schrift ist nur ein einziges Exemplar erhal-
ten.

Mathes Roriczer begann sein Fialenbuch mit einer Widmungsrede an den Bi-
schof von Eichstétt, der ihn zu dieser Verdffentlichung ermuntert hatte, worin
er seine Absicht in altertiimlichem Deutsch darlegte (die Schreibweise wurde
hier nach dem Nachdruck von F. Geldner, Miinchen 1965, modernisiert):

,---80 doch eine jede Kunst Materien, Form und Ma#f ist, habe ich mit der
Hilfe Gottes etwas beriihrter Kunst der Geometrie zu erldutern und zunéchst
diesmal den Anfang des ausgezogenen Steinwerks, wie und welcher Maflen das
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aus dem Grunde der Geometrie mit Austeilung des Zirkels hervorkommen und
in die rechten Maf}e gebracht werden soll, zu erkldren vorgenommen und in die-
sen hernachberiihrten Formen mit einer kleinen Auslegung gezogen ... dieses
mein Vorhaben ... allein gemeinem Nutzen zugute vorgenommen habe.“

Ausgangspunkt der Fialenkonstruktion ist bei beiden Autoren die sogenannte
Vierung iiber Ort. In ein als Grundrify dienendes Quadrat wird durch Ver-
binden der Seitenmitten ein zweites gesetzt, wonach dieser Prozefl mehrmals
wiederholt wird. Durch Drehung jedes zweiten Quadrats um das Zentrum um
45° entsteht eine Folge ineinandergeschachtelter Quadrate mit parallelen Sei-
ten (Schmuttermayer bildet in seinem Fialenbiichlein acht ab). Zwei aufein-
anderfolgende Quadrate haben das Seitenverhiltnis von 1 : 1/2/2; sie bilden
die hohergelegenen Querschnitte der spitz zulaufenden Fialentiirmchen, die
in genau festgelegten Abstinden vom Fufi aus der Reihe nach zu tibertragen
sind. Nachdem so der Leib der Fiale entworfen wurde, beschreibt Roriczer die
Konstruktion des Risen (Helm, Spitzdach) und anschlieBend den Entwurf der
Verzierungen (Blumen und Laubwerk) (vgl. Abb. 4.4.3). Rezepturartig wird
der Steinmetz angewiesen, mit dem Zirkel bestimmte Strecken abzugreifen und
auf das Werkstiick zu iibertragen.

Neben der Vierung iiber Ort, einem schon bei Platon, Vitruv und Villard
zu findenden Konstruktionsprinzip, und der Halbierung von Strecken kommt
bei Roriczer gelegentlich auch die Drittelung vor. Zunéchst bezeichnet er alle
markierten Punkte mit Buchstaben; erst am Ende werden diese und die iiber-
fliissigen Hilfslinien wieder beseitigt. Roriczer schlieBt (die Schreibweise ist
wieder nach dem Nachdruck von F. Geldner, Miinchen 1965, modernisiert):

,Danach setze den Riesen der Fiale auf den Leib der Fiale und beseitige alle
Teilstriche [Hilfslinien], so bleiben nur die rechten Linien, die fiir die Fiale
notwendig sind. Danach heifit die Figur eine rechte [d.h. eine richtig, gerecht
konstruierte] Fiale, ausgezogen aus dem Grund[rifl]. Ein Beispiel dafiir neben
der Schrift, und zwar der Grund- und der Aufriff. Also hat ein Ende das
Biichlein der Fialen Gerechtigkeit. Anno Domini M.CCCC.LXXXVJ Jar. Am
Abbend Petrj Und Paulj.«

Neben der systematischen Verwendung von Buchstaben zur Bezeichnung von
Punkten, aber gelegentlich auch von Zeichnungen ist bemerkenswert, dafl die
gesamten Konstruktionen ohne Berechnungen durchfiihrbar sind, sowie, daf3
alle weiteren Mafle aus dem Ausgangsquadrat konstruktiv abgeleitet werden.
Bedenkt man die lange Bauzeit der Dome und Kathedralen, so wird der Vorteil
eines solchen Verfahrens offensichtlich: auch spétere Generationen von Stein-
metzen konnten mit seiner Hilfe leicht die Absichten ihrer Vorgéinger ausfiithren
und begonnene Bauteile fertigstellen.
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Abb. 4.4.3 Schluf3 des Biichleins von der Fialen Gerechtigkeit des Matthéius Roriczer:

Zwei Aufrisse, Grundrif}, Textende und Druckermarke (in Rot).
[Matthéus Roriczer: Biichlein von der Fialen Gerechtigkeit, Regensburg 1486|

Leichte Abwandlungen des Fialenschmucks stellten kein Problem dar, weil
dabei lediglich die Maflverhéltnisse etwas abzuéndern waren, der imposante
Gesamteindruck des ,,gotischen Stils“ aber erhalten blieb.

Roriczers ,,Geometria Deutsch“, das erste gedruckte Geometriebuch in deut-
scher Sprache, enthélt ,etliche niitzliche Kapitel [gemeint sind einzelne Kon-
struktionen| aus der Geometrie®, wie die Konstruktion eines rechten Winkels,
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eines regelméifBigen Fiinf-, Sieben- und Achtecks oder das Auffinden des ,,ver-
lorenen* Mittelpunktes eines Kreises (insgesamt sieben Konstruktionen). Das
Besondere an der Fiinfeckkonstruktion ist, dafl sie mit fester Zirkel6ffnung vor-
genommen wird (s. Aufg. 5.3.2). Auch Albrecht Diirer beschrieb diese fiir den
Praktiker niitzliche Konstruktion.

Sehr einfach ist die Siebeneckskonstruktion: In einen Kreis vom Radius r wird
eine Sehne gleicher Lange gelegt (also die Seite eines regelméfliigen Sechsecks,
sodann ein Radius gezeichnet, der diese Sehne in der Mitte trifft. Das Stiick
zwischen Kreiszentrum und Sehnenmitte soll dann siebenmal am Kreisum-
fang abgetragen werden, also die Seite des regelméfligen Siebenecks darstellen
(s. Aufgabe 4.4.1). Zu bedenken ist, dafl es im Gegensatz zum Fiinfeck kei-
ne mit Zirkel und Lineal exakt ausfiihrbare Siebeneckskonstruktion gibt (vgl.
Abschnitte 2.4.2 und 3.4.2). Einige dieser Konstruktionen haben eine lange Ge-
schichte: diejenige des rechten Winkels geht auf Proklos zuriick, diejenige des
Achtecks gab Heron an. Dennoch steht dieses kleine Geometriebiichlein, ebenso
wie die Fialenbiicher, in starkem Gegensatz zur antiken, beweisenden Geome-
trie. Darin liegt ein bedeutsamer Unterschied gegeniiber den der Renaissance
zuzurechnenden Werken, wie z.B. Diirers ,,Unterweisung der Meflkunst*. Die-
se enthalten nicht nur rezeptartige Vorschriften, sondern sind bemiiht, auch
die mathematische Begriindung dazu wenigstens ansatzweise zu vermitteln.
Anders gesagt: die fithrenden Kopfe sind bestrebt, Wissenschaft und Praxis
miteinander zu verbinden und damit der Praxis (wie auch der Kunst — man
denke an Leonardo da Vinci) ein wissenschaftliches Fundament zu geben.

4.4.3 Visualisierung

Die spekulativ-philosophische Denkhaltung des Mittelalters begiinstigte die
frithe Entfaltung der graphischen Darstellung abstrakter, nicht selbst sicht-
barer Dinge und ihrer gegenseitigen Beziehungen, eine Richtung angewandter
Geometrie, die durch die Hinwendung der Renaissance zum Diesseitigen und
sinnlich Wahrnehmbaren jah abbrach und wesentlich erst im 19. Jahrhundert
wieder aufgenommen wurde, heute aber in allen Zweigen von Wissenschaft und
Technik unverzichtbar ist. Besonders findet man in der mittelalterlichen Lite-
ratur Kreisdiagramme sowie gerichtete und ungerichtete Graphen mit Knoten-
und Kantenbeschriftungen, zum Beispiel den Baum der Wissenschaften, den
Baum der Tugenden und den der Laster (s. Abb. 4.5.1), [Schreiber 2003]. Ver-
wiesen sei auch auf die Erfindung der européischen Notenschrift als Vorldufer
des ebenen Koordinatenprinzips (vgl. die Bemerkung S. 326).
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Wesentliche Inhalte der Geometrie im européischen Mittelalter

spatromisch  BOETHIUS, CASSIODOR:
(6. Jh.) etwas Elementargeometrie nach EUKLID
11. Jh. ,Boethius“ Geometrie II:
ein mathematisches Kompendium mit elementaren, auf BOE-
THIUS fulenden Euklid-Exzerpten und Ausziigen aus Agrimen-
sorenhandschriften
um 1120 ADELARD VON BATH:
Euklid-Ubersetzung aus dem Arabischen ins Lateinische
12./13.Jh  HUGO VON ST. VICTOR, LEONARDO VON PIsA:
praktische Geometrie, Verwendung einfacher Instrumente (Ele-
mentargeometrie beeinflufit von Agrimensorenpraxis)
13. Jh. JOHANNES DE SACROBOSCO:
sehr elementare sphérische Geometrie als Grundlage der Er-
kldarung der Himmelsbewegungen
um 1235 VILLARD D’HONNECOURT:
Architekturskizzenbuch

14. Jh. THOMAS BRADWARDINE:

»spekulative® (= theoretische) Geometrie
14. Jh. NicoLE ORESME:

Theorie der Formlatituden (Gestalt veréinderlicher Qualititen)
15. Jh. JOHANNES VON GMUNDEN:

Abhandlung iiber die Sinusfunktion, Sehne und Bogen
um 1500 MATTHAUS RORICZER, HANS SCHMUTTERMAYER:
Bauhiittenbiicher

4.5 Awufgaben zu 4

Aufgabe 4.1.1: Kreisfliche aus Kreisumfang

Man iiberlege sich, dafl in der ersten Losung der Kreisumfang zu einem Quadrat
ausgespannt wird, wihrend hinter der zweiten Losung die babylonische Formel (1.2.9)
F =u2/12 steht.

Aufgabe 4.1.2: Alcuin: Rechteckige Hauser in kreisférmiger Stadt

a) Welche geometrische Vorstellung steht hinter der ersten Lésung? Inwiefern wird
die Hausform in den Losungsgang eingebaut?

b) Worin liegt die Verbindung der zweiten Losung mit der zweiten Losung der
vorigen Aufgabe?

¢) Die entsprechende Aufgabe in der ,,Geometria incerti auctoris“ verlangt, dafl
man vom Umfang den 22. Teil abziehe, den Rest durch 3 teile; dies sei der
Durchmesser. Dessen Hilfte werde mit dem halben Kreisumfang multipliziert,
das Ergebnis durch 600 dividiert. Welche Uberlegungen stehen hinter dieser
Vorschrift? [Folkerts/Gericke 1993, S. 332]
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d) Wie wiirde man heute die Aufgabe losen? Welches der drei Verfahren kommt
der wahren Losung am néchsten?

Aufgabe 4.2.1: Anwendung des Astrolabs nach Hugo von St. Victor

Hugo erldutert, daf in Abb. 4.2.1.b) vier kongruente Dreiecke auftreten. Auf der Skala
kann das Verhéltnis der beiden Katheten (wir wiirden sagen: der Tangens) abgelesen
werden.

a) Welche Messungen und welche Rechenschritte sind zur Bestimmung der Hohe
des anvisierten Objekts erforderlich?

b) Falls die direkte Messung der Entfernung zwischen dem Feldmesser und dem
Objekt nicht moglich ist, empfiehlt Hugo, von zwei verschiedenen Standpunk-
ten aus das Ziel anzuvisieren (auch dieses Verfahren war den Agrimensoren
bekannt). Man verfolge seine Anweisungen [Ubersetzt aus dem englischen Text
in [Homann 1991, 46-47] :

,» Verwende das Astrolab da, wo du bist. Richte die Alhidade auf die Spitze des
Objekts, bis du sie durch beide Offnungen sehen kannst. Notiere, um wie viele
Striche das Ende der Alhidade gegeniiber der Horizontalen abgesenkt ist und
vergleiche das mit den zwolf Strichen der ganzen Seite. Geméifl der Regel ist
das das Verhéltnis der Héhe zum Abstand vom Objekt, vermehrt um die Gréfie
des Beobachters. [Zuvor hatte Hugo erklirt, da ,, vermehrt um die Gréfle des
Beobachters* nur bei einer Messung in Diagonalenrichtung wortlich zu verste-
hen ist und andernfalls diese Grofie proportional umzurechnen ist. Wiirde die
Sonne angepeilt, handelte es sich also um den Schatten des Beobachters auf dem
Boden.|

Dann gehe um eine bestimmte Distanz zuriick an einen anderen Punkt. Nimm
das Astrolab und visiere die Spitze an. Notiere die Anzahl der Striche auf der
Quadratseite und vergleiche sie mit der Gesamtlinge. Das Verhiltnis ist nun
das zwischen Hohe und der Distanz [zum Objekt], vermehrt um die Grofe des
Beobachters [im oben erlduterten Sinn]. Dann vergleiche die erste und zweite
Basis, um zu bestimmen, um wieviel die zweite die erste iibertrifft. Nun berechne
die Liange der ersten mittels der Differenz zwischen erster und zweiter, d.h. finde
die Distanz zwischen der ersten und der zweiten Position.

Nimm beispielsweise an, die erste Ablesung sei vier. Weil zwolf das Dreifache von
vier ist, wird der Abstand vom Objekt, vermehrt um die Gréfle des Beobachters,
das Dreifache der Hohe sein. Nimm an, die zweite Ablesung sei drei. Weil zwolf
das Vierfache von drei ist, wird der Abstand plus die Grofle des Beobachters das
Vierfache der Objekthohe sein. Die Annahme ist also, der erste Abstand plus
die Grofie des Beobachters (die erste Basis) ist das Dreifache der Objekthshe
(der Senkrechten), und der zweite Abstand plus die Grofe des Beobachters (die
zweite Basis) ist das Vierfache der Objekthohe. Offensichtlich ist die zweite
Basis ein und ein Drittel mal so grofl wie die erste. Ein Drittel der ersten Basis
wird also der UberschuB der zweiten iiber die erste betragen. Berechne diesen
Abstand und nimm ihn als genau ein Drittel der ersten Basis.
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Eine Warnung: Dieser Abstand ist nicht immer derjenige zwischen dem ersten
und dem zweiten Standpunkt. Denn die Anpassung der Grofle des Beobachters
ist in den beiden Féllen nicht die gleiche. Vielmehr mufl der Abstand gemessen
werden vom Endpunkt der ersten Addition (wo die erste Basis endet) zum End-
punkt der zweiten Addition (wo die andere endet). Dies gibt die wahre Differenz
zwischen den Basen.“

¢) Damit endet diese Vorschrift. Wie grof} ist die Hohe H des anvisierten Objekts?

Losungshinweis: Man bezeichne die Absténde der beiden Beobachtungspositionen vom
Objekt mit dy; und dy, die Differenz d = dy — d;, die Augenhohe des Messenden mit
h und zeige, daf sich fiir die angegebenen Mewerte ergibt: H = 2d + h.

Aufgabe 4.4.1: Siebeneckskonstruktion von Roriczer

eMan berechne den Zentriwinkel, der zu einer Seite des nach Roriczer konstru-
ierten Siebenecks gehort, und vergleiche ihn mit dem beim exakt regelméfigen
Siebeneck auftretenden Zentriwinkel 27/7.

eMan vergleiche damit die in Aufg. 3.4.3 behandelte, auf S. 164 beschriebene
Siebeneckskonstruktion von Heron und Abu’l-Wafa.

Abb. 4.5.1 Baum der Laster (aus einer Sammelhandschrift des 14. Jhs., Hessische Landes- und
Hochschulbibliothek Darmstadt)
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14. Jh.

1370
1397 — 1523
1409
1434 — 1498
1436
um 1445
1452 — 1519
1453
1453
1471 — 1528
1475 — 1520
1492
1492
1494

um 1510
1517
1518 — 1550
1519 — 1522
1543
1543
1547
1548 — 1603
1560
1564 — 1616
1569
1582

1587
1588
1609
1610

1614
1618

5 Neue Impulse der Geometrie in der Renaissance

Der Maler Giotto di Bondone (1266 — 1337) und die Dichter Petrarca
(1304 — 1374) und Boccaccio (1313 — 1375) leiten die Renaissance ein
Hanse erreicht Vorherrschaft zunéchst im Ostseeraum

Kalmarer Union der skandinavischen Lander unter dénischer Fithrung
In Rostock wird die erste nordeuropéische Universitit gegriindet
Florenz unter der Herrschaft der Medici

Erste Abhandlung iiber Perspektive (Piero della Francesca)

Erfindung des Buchdrucks mit beweglichen Lettern (Gutenberg)
Leonardo da Vinci

Tiirken erobern Konstantinopel, Ende des byzantinischen Reiches
Ende des hundertjiahrigen Krieges zwischen Frankreich und England
Albrecht Diirer

Michelangelo

Erster Erdglobus in Europa (Martin Behaim, Niirnberg)
Wiederentdeckung Amerikas durch Kolumbus

Spanien und Portugal teilen sich die Neue Welt (Vertrag von Tordesil-
las)

Peter Henlein fertigt in Niirnberg erste Taschenuhren

Luthers Thesenanschlag, Beginn der Reformation in Deutschland
Rechenbiicher von Adam Ries

Erste Weltumsegelung

,»De revolutionibus orbium coelestium* von Copernicus wird gedruckt
Paracelsus begriindet die moderne Medizin

Iwan IV. (der Schreckliche) nimmt den Titel ,,Zar* an

Elisabeth I. regiert England

In Neapel wird die erste europiische Akademie gegriindet

William Shakespeare

Mercators winkeltreue Erdkarte

Gregorianischer Kalender 16st den Julianischen (zunéchst in katholi-
schen Lindern) ab

Erster Versuch einer britischen Koloniebildung in Amerika (Virginia)
Untergang der spanischen Armada

Kepler veroffentlicht die beiden ersten Gesetze der Planetenbewegung
Galilei verdffentlicht sensationelle astronomische Entdeckungen mit
dem Fernrohr

Erste Logarithmentafel (Lord Merchiston Neper)

Ausbruch des Dreifligjahrigen Krieges

5.0 Vorbemerkungen

Der hier zu betrachtende Zeitabschnitt der rund 230 Jahre zwischen etwa 1400
und etwa 1630 wird in der Wissenschaftsgeschichte iiblicherweise, wenn auch
nicht ganz korrekt und nicht in Ubereinstimmung mit der Periodisierung etwa
der Kunstgeschichte, als Renaissance (d.h. Wiedergeburt, ndmlich der Antike)
bezeichnet. Er unterscheidet sich von allen anderen Perioden der Mathema-
tikgeschichte durch die Kombination zweier Merkmale:
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e gegeniiber der vorausgehenden Zeit deutliche Hinwendung zur Praxis
und Erschliefung zahlreicher neuer Anwendungsgebiete und Anwendun-
gen (Dies hat aber die ,Renaissance” mit der zweiten Hélfte des 20.
Jahrhunderts gemeinsam.);

e die wesentlichen Fortschritte kommen oft nicht von den studierten Ge-
lehrten, sondern teils von Praktikern aller Art: Rechenmeister (Adam
Ries), Ingenieure (Simon Stevin), Kiinstler (P. della Francesca, Diirer),
Handwerker (Biirgi), Nautiker, Kaufleute (Thomas Gresham),..., teils
aber auch von mathematikbegeisterten gebildeten Amateuren®: Arzte
(Gemma Frisius, Robert Recorde, Cardano), Juristen (Vieta), adlige
Gutsbesitzer (John Neper), Hoflinge (G. B. Benedetti), ..., und das
ist in dieser Haufung einzigartig in der Geschichte der Mathematik.

Es waren hauptséchlich die letztgenannten Praktiker und an der praktischen
Seite der Wissenschaften interessierten Amateure, die seit der Mitte des 16.
Jhs. begannen, Akademien als Form des wissenschaftlichen Gedankenaustau-
sches zu organisieren, bevor diese anfangs rein privaten Akademien seit der
Mitte des 17. Jhs. in landesherrliche Institutionen umgewandelt oder nach
dem Vorbild der bereits bestehenden von den Fiirsten neu gegriindet wurden.
Natiirlich gab es in dieser Periode parallel zur oben skizzierten Hinwendung
zur Praxis eine stetige quantitative und qualitative Ausdehnung des Schul-
und Hochschulwesens weit iiber den Standard des Mittelalters hinaus, und
auch ,,professionelle Mathematiker, d.h. die Mathematiklehrenden der Schu-
len und Hochschulen, schrieben gar nicht so selten iiber praktische Probleme
der Geometrie. Die Renaissance forderte aber bei den Gelehrten vor allem das
Interesse an der fast vergessenen altgriechischen Sprache und die damit ver-
bundenen Bemiihungen, Texte antiker Autoren, die bis dahin meist nur durch
Riickiibersetzung aus dem Arabischen bekannt waren oder von deren einsti-
ger Existenz man aus verschiedenen Quellen wufte, im griechischen Original
zu beschaffen bzw. wiederherzustellen. Dies wurde begiinstigt, als nach dem
endgiiltigen Untergang des byzantinischen Reiches (1453 Eroberung Konstan-
tinopels durch die Tiirken) griechische Gelehrte in Ttalien Zuflucht suchten und
aufler der Kenntnis des Griechischen auch eine Reihe von im {ibrigen Europa
bis dahin unerreichbaren Manuskripten mitbrachten. Andererseits ermoglichte
die Erfindung des Buchdrucks um 1445 erstmals die Verbreitung wissenschaft-
licher Texte in groflerem Unfang. In der Tat gehoren die ,,Elemente“ zu den

“Das Wort Amateur hat heute einen etwas negativen Beiklang. Urspriinglich ist es aber
von amare (latein. lieben) abgeleitet und bedeutet eine Person, die eine Sache nicht als Beruf,
sondern — modern gesprochen — als hobby betreibt, wobei materielle Interessen hochstens
eine Nebenrolle spielen.
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Abb. 5.0.1 Titelblatt der ersten Druckausgabe der ,,Elemente“, Venedig 1482.
Sie unterscheidet sich von allen spéteren Ausgaben dadurch, dafl sie ohne Nennung
von Herausgeber, Ubersetzer oder Drucker nach nur einem Einleitungssatz sofort mit

dem eigentlichen Text, d.h. mit den Definitionen von Buch I, beginnt.
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ersten gedruckten Biichern (1482 in Venedig durch den aus Augsburg stam-
menden Drucker Erhard Ratdolt, Abb. 5.0.1) und werden sofort zu einem
,Bestseller, der im Laufe der nichsten 500 Jahre zahllose Ubersetzungen,
Bearbeitungen und Editionen erlebt, von denen noch zu berichten sein wird.
Bedenkt man, dafl antike Mathematik im wesentlichen Geometrie war, so war
es in der Renaissance natiirlich viel leichter, Fortschritte in der Arithmetik,
Algebra und numerischen Mathematik iiber das Niveau der Antike hinaus
zu erzielen als in der Geometrie. Mifit man als Fortschritt nur die Zahl und
Schwierigkeit neuer geometrischer Lehrsétze und Losungen konstruktiver Auf-
gaben, so wird man feststellen, dafy die Mathematiker der Renaissance mit viel
Miihe versuchten, sich das Wissen und das Niveau der Antike wieder anzu-
eignen. Betrachtet man aber die Vielfalt neuer Praxisanforderungen an die
Geometrie, die Fiille der zur Losung solcher Aufgaben ersonnenen Mittel und
den Beitrag, den die Geometrie zur gesellschaftlichen Wirksamkeit und An-
erkennung der Mathematik leistete, so erscheint die Renaissance als eine der
fruchtbarsten Perioden in der historischen Entwicklung der Geometrie.

5.1 Geometrie an Schulen und Universititen, Euklid in der
Renaissance

Nach den ersten, oft nicht genau datierbaren Universititsgriindungen begann
um 1360 eine Ara der Regularitit: Landesherren (regierende Bischofe ein-
geschlossen) wiinschten eine Landesuniversitit, reiche Handelsstidte ebenso,
eine pépstliche Bulle genehmigte bzw. bestétigte eine solche Griindung. So
entstehen u.a. die Universitidten von Krakow (1364), Wien (1365), Heidelberg
(1386), Koln (1388), Erfurt (1392), Leipzig (1409), Rostock (1419), Lowen
(1422), Greifswald (1456), Ingolstadt (1459), Uppsala und Tiibingen (1477),
Kopenhagen (1479). Der aufkommende Protestantismus (1517 Thesenanschlag
Luthers) spaltet auch das europiische Bildungswesen tief und nachhaltig. Als
Reaktion auf die meist aus Kloster- oder Domschulen hervorgegangenen ka-
tholischen hoheren Schulen entstehen die protestantisch und humanistisch ge-
prigten ersten Gymnasien. Zur Strategie der 1534 mit dem Ziel der Reka-
tholisierung gegriindeten Gesellschaft Jesu gehort der Aufbau eines eigenen
Bildungssystems von hohem Niveau: Je nach ortlicher Situation innerhalb der
bestehenden Schulen und Universitédten oder auch als Konkurrenz dazu werden
Jesuitenkollegs geschaffen. Insbesondere dort spielt Euklid eine hervorragende
Rolle: Eine Reihe der wichtigsten gedruckten Euklidausgaben dieser Zeit wer-
den von Jesuiten fiir den Gebrauch an den jesuitischen Bildungseinrichtungen
bearbeitet und herausgegeben, darunter die umfangreiche des Christoph Clavi-
us, die seit ihrem ersten Erscheinen (Rom 1574) bis 1738 iiber 20 Auflagen hat.
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Clavius fiigte dem eigentlichen Text Euklids aufler den spétantiken Biichern
XIV und XV ein sechzehntes Buch und weitere umfangreiche Ergénzungen
hinzu, in denen sowohl historisch als auch inhaltlich-mathematisch fast alles
enthalten war, was sich seit fast 1900 Jahren rund um diesen Text ergeben
hatte. Vieles, was man in den ,Elementen* vermutet, aber vergeblich sucht,
wie z.B. der vierte Kongruenzsatz fiir Dreiecke oder die Konstruktion der
gemeinsamen Tangenten zweier Kreise, findet sich bei Clavius. Weitere jesui-
tische Renaissanceausgaben Euklids stammen u.a. von St. Gracilis (1557), J.
Lanz (1617) und C. Malapertius (1620). Matteo Ricci, ein Schiiler von Clavius,
der zu den ersten jesuitischen Missionaren in China gehorte, iibersetzte in den
Jahren 1603-07 mit Hilfe einheimischer Literaten Teile des Werkes von Clavius
ins Chinesische und konnte dadurch die Position der Jesuiten am chinesischen
Kaiserhof entscheidend stérken. 1594 lielen die Jesuiten in Rom sogar eine
arabische Euklidausgabe (nach dem sogenannten Pseudo-Tusi) drucken, die
als Ubungstext fiir die in den islamischen Bereich zu entsendenden Jesuiten
dienen sollte.

Wiéhrend der bereits in 5.0 erwéhnten ersten Druckausgabe der ,,Elemente“ der
lateinische Text von Giovanni Campano (um 1260) zugrunde gelegen hatte,
erschien 1505 eine auf einem griechischen Manuskript beruhende neue latei-
nische Ubersetzung der ,,Elemente“ sowie der ,Data“, ,Optik“, ,Katoptrik®
und ,,Phdnomena“ von Bartholomeo Zamberti. Hiermit begann ein Streit um
die Art und den Sinn der Beschéftigung mit Euklid, der sich in unterschied-
lichem Gewand durch die Jahrhunderte lebendig erhalten sollte: Campano
hatte sich, wie auch schon seine arabischen Quellen, um einen mathematisch
moglichst sinnvollen Text bemiiht. Zamberti, mehr Philologe als Mathemati-
ker und im Bewuftsein seiner originaleren Quelle, beschimpfte Campano als
,barbarischsten aller Ubersetzer®, scheiterte jedoch selbst nur allzu oft am in-
haltlichen Verstéindnis. Das Altgriechische ist eine extrem vieldeutige Sprache,
und bis heute ist es sehr schwierig geblieben, den Sinn antiker mathematischer
Texte lediglich vom philologischen Standpunkt erschlieen zu wollen. Jedoch
begann eigentlich mit Zamberti, der erstmals einen , originalen“ griechischen
Text Euklids im Druck allgemein zugénglich gemacht hatte, eine Richtung der
Auseinandersetzung mit dem Erbe Euklids, die dieses mehr als Kulturerbe
und altsprachlichen Ubungs- und Lesetext denn als mathematischen Lehrtext
verstand. Dies hat den Umgang mit der euklidischen Geometrie fiir viele Ge-
nerationen von Gymnasiasten und Studenten geprégt, leider oft zum Nachteil
ihres Interesses und Verstidndnisses fiir Mathematik.

Die Wiederbelebung des Altgriechischen als Wissenschaftssprache gehorte wie
bereits bemerkt zum Programm der Humanisten und wurde besonders an den
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meist protestantischen Gymnasien gepflegt. 1533 erschien in Basel die erste
griechische Druckausgabe der ,,Elemente“ zusammen mit dem Kommentar des
Proklos. Sie war von dem Griézisten Simon Grynaeus herausgegeben, der zum
Kreis um Erasmus von Rotterdam gehorte, und findet sich, ebenso wie die &dlte-
sten lateinischen Druckausgaben, noch heute in Bibliotheken einiger ganz alter
Universitdten oder Gymnasien. Noch 1773 vertrat der Hallenser Mathematik-
professor J. A. Segner im Geleitwort zu einer neuen lateinischen Schulausgabe
der ,,Elemente“ die Ansicht, daf§ der Riickzug von griechischen auf lateinische
Schulausgaben, erzwungen durch zunehmend unzureichende Kenntnis des Alt-
griechischen, einen beklagenswerten Verlust der miindlichen und schriftlichen
Ausdrucksfihigkeit der Schiiler sowie ihres logischen Denkvermogens zur Folge
haben miisse (Zitat in [Schreiber, P. 1987a, 124]).

Zur Skizze der dufleren Umstédnde der Euklidpflege in der Renaissance gehort
unbedingt, daf} die ,, Elemente“ bzw. Teile davon seit der Mitte des 16. Jhs. in
zahlreichen volkstiimlichen Druckausgaben in den lebenden Sprachen erschie-
nen: 1543 italienisch, 1551 und 1570 englisch, 1555 und 1562 deutsch, 1564 und
1616 franzosisch, 1576 spanisch, 1606 niederléndisch. Dies setzt sich bis ins 18.
Jh. fort und ist wohl zu unterscheiden von den neuzeitlichen Editionen Eu-
klids in lebenden Sprachen, die meist strengen historischen und philologischen
Anspriichen geniigen und sich an einen vollig anderen Leserkreis wenden. Die
volkstiimliche Euklidliteratur des 16. bis 18. Jhs., verfafit von Rechenmeistern
und gelehrten Amateuren, aber auch von Universititsprofessoren, liefl die Be-
weise oft zugunsten ausfiihrlicher Beispiele und Anwendungen weg, reduzierte
auch die rein theoretische Proportionenlehre Euklids auf Zahlenrechnungen
und bot in Anhéngen und Ergénzungen die eigenen wissenschaftlichen Spezia-
litdten der jeweiligen Bearbeiter von der Feldmeflkunst {iber die Handhabung
des Proportionalzirkels bis zu den Unterhaltungsaufgaben. Der vom Kauf die-
ser Biicher zu erwartende praktische Nutzen und die leichte Verstéindlichkeit
wurden auf den Titelbldttern in Wort und Bild reilerisch angepriesen (Abb.
5.1.1).

Geometrie gehort in der Renaissance nach wie vor zu den sieben freien Kiinsten
und daher zum Lehrkanon an den ,, Artisten“fakultiten, den Keimen der spéte-
ren philosophischen Fakultdten. Thre erfolgreiche Absolvierung ist Vorausset-
zung fiir das Studium der Theologie, Medizin oder Rechtswissenschaft. Die
Studenten sind nach heutigem Mafistab meist noch sehr jung, wenn sie die-
ses studium generale durchlaufen. Einen allgemeinen deutlichen Niveauunter-
schied zwischen der Mathematik an den Universitdten und der an den sonsti-
gen Bildungsanstalten (Gymnasien, Kollegien, Pagenschulen, Ritterakademi-
en,...) hat es nicht gegeben, jedoch gab es einige Universititen, an denen die
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Abb. 5.1.1 Titelblatt einer deutschen Ausgabe der Biicher I-VI der ,,Elemente*
[Menso Folkerts (Hrsg.): Bibliographia Euclideana, Gerstenberg-Verlag Hildesheim 1981]
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mathematischen Wissenschaften besonders gepflegt wurden, z.B. Wien oder
Krakow. Die Geometrie ist eingeteilt in geometria speculativa (d.h. theore-
tisch orientiert) und geometria practica.

Der theoretisch orientierte Teil der Renaissancegeometrie gruppiert sich um
einige bevorzugte Themen wie z.B. die Kreisquadratur oder das Problem der
yhornformigen* Winkel: Ausgangspunkt ist ein Zusatz unklarer Herkunft zu
Proposition III.16 der , Elemente“, worin behauptet wird, der (sogenannte
Kontingenz-)Winkel zwischen einem Kreis und seinen Tangenten sei kleiner
als jeder spitze Winkel mit geraden Schenkeln. Fiir Clavius und andere war
diese Textstelle Anlafl genug, seitenlang iiber derartige ,,unendlich kleine, aber
dennoch von Null verschiedene* Grofien zu spekulieren, und es ist nicht aus-
zuschlielen, dafl diese noch im 17. Jh. jedem Mathematiker geldufigen Texte
anregend auf die Entstehung der Infinitesimalmathematik gewirkt haben. An-
dere Renaissancemathematiker wie etwa der Franzose J. Peletier wiesen die
Vorstellung, der Kontingenzwinkel sei eine unendlich kleine positive Grofe,
entschieden zuriick. Im Werk des vorwiegend philosophisch orientierten Pariser
Gelehrten P. de la Ramée finden sich, eingebettet in heute schwer nachvollzieh-
bare Spekulationen, erste Ansétze eines Nachdenkens iiber den strukturellen
Charakter einer axiomatisch aufgebauten Geometrie: Es sei nicht ihre Aufga-
be, das (physikalische) Wesen von Objekten wie Punkt und Gerade zu kléren.
Axiome seien nicht denknotwendig, ihre Annahme sollte aber philosophisch
bzw. didaktisch motiviert sein. Henry Savile, Professor an der Universitéit Ox-
ford, der selbst Vorlesungen iiber die ,,Elemente* hielt, stiftete einen Lehrstuhl
fir Geometrie mit der Bedingung, der jeweilige Inhaber miisse sich mit den
»naevi® (Geburtsmakeln) der ,,Elemente, ndmlich dem Parallelenproblem und
dem ohne ausreichende axiomatische Grundlage benutzten Verhéltnisbegriff
der Proportionentheorie beschiiftigen. Auch die von der Scholastik hervorge-
brachte Leidenschaft fiir das Systematisieren und Klassifizieren schliagt auf die
Geometrie durch. So st6fit Clavius beim Auflisten aller Moglichkeiten, wie ein
Dreieck aus gegebenen Seiten und Winkeln zu konstruieren sei, auf den bei
Euklid nicht erwéhnten vierten Kongruenzsatz. Andere Autoren untersuchen,
wieviele verschiedene Arten von Vier-, Fiinf-, Sechs-...ecken es geben kann.
Wiéhrend an einigen Universitéten besondere Lehrstiihle fiir Mathematik ein-
gerichtet werden, auf denen mancher Mathematiker wirkt, der bis heute nicht
vergessen ist, ist es durchaus tiblich, die Mathematik von Professoren ande-
rer Spezialisierung nebenbei lehren zu lassen. Keplers akademischer Lehrer
in Tiibingen, M. Maestlin, ist auch Professor fiir Hebréisch. In Leiden wirkt
mit J. J. Scaliger am Ende des 16 Jhs. ein Mann auf einem mathematischen
Lehrstuhl, der zwar hochverdient um den als Chronologie bezeichneten Teil der



252 5 Neue Impulse der Geometrie in der Renaissance

historischen Wissenschaften ist, jedoch eine von ihm selbst fiir exakt gehaltene
Losung des Problems der Kreisquadratur publiziert, die ob ihrer groben Feh-
ler von Vieta, Snellius, Ludolph van Ceulen und anderen Zeitgenossen scharf
angegriffen wurde. Diese Kritik wies Scaliger mit der Begriindung zuriick, daf3
man wohl von einem renommierten Gelehrten wie ihm nicht verlangen konne,
Mathematik nach der Art eines Fechtmeisters (wie van Ceulen) oder Feldmes-
sers zu treiben (vgl. den Beitrag von Vermij in [Hantsche 1996]).

Héufig verfaiten aber auch Universititsprofessoren Schriften iiber praktische
Aspekte der Geometrie wie Geodéisie, Kartographie, Optik und Perspekti-
ve, Astronomie und Astrologie, Ballistik, Architektur und Festungsbau, wobei
auch Fragen mit nur scheinbarem Praxisbezug wie die ,, Teilung von Figuren“
nach Euklid behandelt wurden. Zum Teil dienten derartige Arbeiten schlicht
der Aufbesserung der meist mageren Bezahlung eines Universititsprofessors.
Als Beispiele nennen wir die spéter zu besprechenden Beitrige von W. Snel-
lius in Leiden und P. Apian in Ingolstadt zur Geodéisie, Kartographie und
Navigation sowie die vielen praktischen Arbeiten von W. Schickard in Tiibin-
gen [Hantsche 1996]. Aber auch von Clavius gibt es eine ,,Geometria practica“
in 8 Biichern (1604). Darin wird u.a. erstmals der Nonius als Hilfsmittel zur
Steigerung der Ablesegenauigkeit fiir lineare Messungen beschrieben. (P. Nu-
nez, lat. Nonius, nach dem das Gerét benannt ist, hatte 1542 eine dhnliche
Vorrichtung nur fiir Winkelmessungen vorgeschlagen.) Clavius transformiert
die Grundaufgaben der sphérischen Geometrie mittels der stereographischen
Projektion in Aufgaben der ebenen Geometrie und 16st sie dort. Fiir die aus
der Bauhiittenpraxis stammende ndherungsweise Konstruktion des reguléren
Fiinfecks mit fester Zirkeloffnung, wie sie in der ,,Geometria deutsch® des M.
Roriczer und auch von Diirer 1525 gelehrt wurde (vgl. Aufgabe 5.3.2) rech-
net Clavius den Fehler nach. Dies ist u.a. deshalb interessant, weil es belegt,
da8 auch Gelehrte wie Clavius die von Kiinstlern und Handwerkern verfafite
Literatur zumindest partiell zur Kenntnis genommen haben.

Einen eigenen Weg beschritt Joachim Jungius mit seiner ,,Geometria empiri-
ca“ von 1627 [Jungius 1627], einem mehrfach aufgelegten Lehrbuch fiir das
akademische Gymnasium. Darin versuchte er, bei der Einfithrung in die Geo-
metrie die empirischen Erfahrungen der Schiiler einzubeziehen, indem er auch
das Experimentieren mit den geometrischen Hilfsmitteln wie Zirkel und Line-
al erlaubte. So wollte er bei den Schiilern durch die Anschauung Einsichten
in geometrische Beziehungen wecken. Die leider nur unvollstdndig bekannte,
von Jungius vorgenommene deutsche Ubersetzung unterstrich mit ihrem Titel
,Reifl-Kunst oder Erfahrmessiger Figuhrkiindigung“ dieses Bestreben.
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5.2 Geometrie in Astronomie, Geodisie und Kartographie

Das Interesse an der Astronomie war seit den &ltesten Kulturen bis zum Be-
ginn des 19. Jahrhunderts eine der stéirksten Triebfedern fiir die Beschéftigung
mit Mathematik. War es anfangs neben kultisch religiosen Motiven und den
Bediirfnissen der Kalenderrechnung ein reines ,, Wissenwollen“ gewesen, so hat-
te seit der Spétantike zunehmend die Astrologie das Hauptmotiv fiir die Ent-
wicklung der Astronomie gebildet. Auch viele bedeutende Mézene der astrono-
mieorientierten Mathematik in Mittelalter und Renaissance, von Alfons X. von
Kastilien und Friedrich II. von Hohenstaufen bis zu den deutschen Kaisern des
ausgehenden 16. Jhs., wurden vor allem durch ihre Astrologiegldubigkeit dazu
motiviert, Mathematiker und spéter auch den Druck mathematischer Werke
zu fordern. Seit dem 15. Jahrhundert kommt aber die Rolle der Astronomie
als Hilfswissenschaft fiir die sich entwickelnde Nautik und Geodésie hinzu, die
im Laufe von etwa 300 Jahren die Astrologie als ,,Motor* der Astronomie fast
vollig ablosen werden.

Astronomie ist aus mathematischer Sicht zunéchst einmal die Geometrie der
auf eine gedachte Kugel projizierten Bewegungsabldufe am Himmel. Daher ist
es nicht verwunderlich, daf8 die sphérische Trigonometrie sich lange Zeit gleich-
rangig neben der ebenen Trigonometrie entwickelte (wihrend sie doch kein
Bestandteil heutiger mathematischer Schul- und Allgemeinbildung mehr ist).
Trigonometrie war noch bis ins 15. Jh. kein selbsténdiger Zweig der Mathema-
tik, sondern unlésbar mit ihrer Hauptanwendung in der Astronomie verbun-
den, aber Astronomie ihrerseits als Bestandteil des Quadriviums galt natiirlich
als eine mathematische Wissenschaft. Dies hat nicht nur die Terminologie er-
heblich beeinflufit, z.B. umbra recta = Schatten des senkrechten Gnomons auf
waagerechter Ebene fiir cosinus, umbra versa = Schatten des waagerechten
Stabes auf senkrechter Ebene fiir sinus (Abb. 5.2.1), Bezeichnungen wie Azi-
mut und Rektaszension fiir spezielle Winkel, sondern fiihrte auch iiber lange
Zeit zu einer Beschrinkung der betrachteten Begriffe und Aufgaben auf solche,
die in der Astronomuie tatséchlich vorkommen. Daf} z.B. der Winkelcosinus-
satz erst 1593 von Vieta und in deutlicherer Form 1600 von Bartholoméus
Pitiscus formuliert und bewiesen wurde, ist keineswegs der relativen Schwie-
rigkeit zuzuschreiben, die zugehorigen Polarprinzipien aufzufinden, sondern
vielmehr der Tatsache, dafl die Bestimmung eines sphérischen Dreiecks aus
seinen drei Winkeln in der Positionsastronomie nirgends vorkommt. Ahnliches
trifft auf die spéte Einfithrung der Tangensfunktion zu.

Dem Kenner moderner Trigonometrie stellen sich neben den bereits erwahn-
ten Schwierigkeiten (mangelnde Systematik, heute uniibliche Terminologie und
schwerfillige, kaum formalisierte Schreibweisen) beim Versuch, Trigonome-
trie der Renaissance zu verstehen, weitere Hindernisse in den Weg, z.B. be-
ziehen sich die Werte der zahlreichen damals berechneten Tafeln (je eine
Streckenlénge in Abhéngigkeit von einem in Grad, Minute und Sekunde ge-
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messenen Winkel) nicht auf den Einheitskreis, sondern auf einen von Fall zu
Fall unterschiedlich angenommenen Radius (der dann, da als Sinuswert von 90
Grad auftretend, sinus totus genannt wird). Um Briiche méglichst zu vermei-
den, wurde diesem sinus totus eine sehr grofle Maflzahl zugewiesen, z.B. 60 000
(Regiomontanus), 100 000 (Regiomontanus, Rhaeticus, Maurolyco), 600 000
(Joh. von Gmunden, Georg von Peurbach), 6 000 000 (Regiomontanus), 107
(Neper), 10% (Rhaeticus).

Diesen allgemeinen Bemerkungen lassen wir eine kurze chronologische Uber-
sicht folgen. Eine sehr faktenreiche, wenn auch in vielen Details korrektur-
bzw. erginzungsbediirftige Darstellung ist [Braunmiihl 1900]. Einen Zugang
zur umfangreichen neueren Literatur bieten [Hamann 1980] und die aktuali-
sierte englische Ubersetzung [Zinner 1990] des Klassikers von 1938 iiber Re-
giomontanus.

Bald nach 1400 etablierte sich an der Wiener Universitét eine von Johannes
von Gmunden begriindete astronomisch-trigonometrische Schule. Sein Schiiler
und Amtsnachfolger Georg von Peurbach ist vor allem als derjenige von Be-
deutung, der der alten ptoleméischen Astronomie ihre letzte Ausprigung vor
ihrer Ablosung durch das copernicanisch-keplersche Weltsystem gab. Seine
durch frithen Tod unvollendeten Arbeiten setzte sein Schiiler und Freund Re-
giomontanus (eigentlich Johannes Miiller) fort. Regiomontanus, der sich nach
einer ldngeren Italienreise und voriibergehender Tétigkeit fiir den ungarischen
Ko6nig Matthias Corvinus in Niirnberg niederlief}; entfaltete dort eine dreifache
Téatigkeit: Er betrieb eine Werkstatt zur Anfertigung von (teils von ihm selbst
erfundenen oder verbesserten) Instrumenten, befaite sich mit der Ubersetzung
und dem Druck klassischer mathematischer und astronomischer Schriften und
schrieb neben anderen eigenen Werken seine ,, Fiinf Biicher iiber beliebige Drei-
ecke“, mit denen er in Europa die Trigonometrie als systematische und von
der Astronomie geloste Disziplin begriindete (s. Abb. 4.2.3). Regiomontanus
ist vielfach als der bedeutendste deutsche Mathematiker des 15. Jahrhunderts
gefeiert worden. Dementsprechend umfangreich ist die Literatur iiber ihn. Es
ist jedoch klar, dal er bei allem eigenen Verdienst sehr viel seiner umfang-
reichen Kenntnis antiker, islamischer und auch mittelalterlicher européischer
Literatur (hier besonders Levi ben Gerson) verdankte.

Wihrend die ersten vier Biicher (d.h. Kapitel) seines folgenreichen Werkes
ganz auf dem Sinussatz der ebenen bzw. dem der sphérischen Trigonometrie
beruhen und alle Dreiecksaufgaben dort im wesentlichen durch Zerlegung in
rechtwinklige Dreiecke gelost werden, ist im 5. Buch erstmals der Cosinussatz
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der sphérischen Geometrie als ein Satz {iber beliebige sphérische Dreiecke for-
muliert und bewiesen, freilich in einer fiir uns schwer lesbaren Form, ndmlich:

sinvers A : (sinvers a — sinvers (b — ¢)) = sintotus 2 : sinb-sinc.  (5.2.1)

Dabei ist A der heute als o bezeichnete Winkel und sinvers = sinus versus
= sinus totus - cosinus eine geometrisch durchaus sinnvolle Gréfle, nédmlich
die ,Pfeilhohe“ des zum doppelten Winkel gehorigen Bogens (Abb. 5.2.1).
Gleichung 5.2.1 148t sich durch eine einfache Rechnung in die heute {ibliche
Form

cosa =cosb-cosc+sinb-sinc- cos«

F 3
v

Sinus totus

umbra recta ~ cos A >
Sinus
versus A

F 3

Abb. 5.2.1 Geometrische Bedeutung von umbra recta, sinus totus und sinus versus

tiberfiihren. Man beachte jedoch, dafl in einer noch von der griechischen Tra-
dition geprigten Mathematik Gleichung 5.2.2 ganz sinnlos gewesen wére, da
sie gegen das Homogenitétsprinzip verstoit, wenn man die beteiligten Gréfien
jeweils als Strecken auffafit, wihrend 5.2.1 die zuléssige Form einer Proportion
hat: Strecke: Strecke = Fliche: Fliche. Mit dieser Uberlegung wird auch die
Rolle des sinus totus klarer. Ubrigens stellt 5.2.1 genau wie 5.2.2 eine Bezie-
hung zwischen den drei Seiten eines sphérischen Dreiecks und einem beliebigen
seiner Winkel her. Jedoch war auch Regiomontanus noch so sehr im Banne der
Astronomie, daf§ er den Satz nur zur Berechnung der dritten Seite bei zwei
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gegebenen Seiten und einem gegebenen Winkel nutzte, aber nicht, um sich bei
drei gegebenen Seiten die Winkel zu verschaffen.

Wiéhrend das erst 1533 (d.h. 57 Jahre nach seinem Tode) gedruckte Hauptwerk
des Regiomontanus einen bedeutenden Einfluff auf Johannes Werner, Georg
Joachim Rhaeticus, Peter Apian, Francesco Maurolyco und andere Spezialisten
der Trigonometrie ausiibte, scheint Copernicus relativ unabhéngig von direk-
ten Vorgéngern zu seiner Trigonometrie gekommen zu sein, die sich daher auch
durch einige Besonderheiten wie z.B. die Einfithrung der secans-Funktion (als
Kehrwert des Cosinus) oder den Gebrauch der Tangens-Funktion auszeichnet.
Grofle Verdienste um die systematische und didaktisch geschickte Aufberei-
tung des angesammelten Wissens erwarben sich vor allem Rhaeticus und Bar-
tholoméus Pitiscus. Rhaeticus definiert als erster alle sechs trigonometrischen
Funktionen sin, cos, tan, cot, sec, cosec als Seitenverhéiltnisse am rechtwinkli-
gen Dreieck und tabelliert sie so, dal die Winkel jeweils nur zwischen 0 und 45
Grad variieren und je eine Tabelle fiir das Ablesen eines Paares sin-cos, tan-
cot, sec-cosec eingerichtet ist. Pitiscus fiihrte mit dem Titel ,, Trigonometriae
sive dimensionae...* seines 1595 erschienenen Buches das Wort Trigonometrie
ein.

Die zunéchst in Deutschland erreichten Fortschritte der Trigonometrie verbrei-
teten sich bald nach Italien (Maurolyco), Frankreich (Fine, Vieta), Grofibritan-
nien (Neper) und den Niederlanden (Gemma Frisius, Stevin, Snellius). Vieta
gelingt als erstem die Ableitung des Winkelcosinussatzes, wobei er freilich statt
des heute dafiir iiblichen Polardreiecks (das Snellius einfiihrt, s. Aufg. 5.2.1)
nur eine Ecke des Dreiecks durch die zugehorige Polarecke ersetzt. Allméhlich
dringen auch geodétische und andere technische Anwendungen der Trigonome-
trie in die Lehrbiicher ein: In einer venezianischen Handschrift aus der Mitte
des 15. Jhs. wird die kiirzeste Entfernung zwischen Start und Ziel einer Reise
aus den geradlinigen Teilstiicken der Route und den Richtungsdnderungen in
den Knickpunkten bestimmt. In einer 1514 von Johannes Werner herausgege-
benen Schrift taucht, anscheinend erstmals in Europa, die aus der islamischen
Trigonometrie wohlbekannte Aufgabe auf, aus den geographischen Koordina-
ten zweier Punkte der Erdoberfléche ihre kiirzeste Entfernung zu bestimmen.
Ahnliche Aufgaben hatte auch schon Regiomontanus. Pitiscus hat in der drit-
ten Auflage (1612) seines Trigonometriebuches erstmals einen Anhang {iber
Anwendungen im Bauwesen. Diese Auflage wird 1614 ins Englische iibersetzt.
Die ,,Chorographie” von Rhaeticus hétte einen bedeutenden Beitrag zur Ent-
wicklung der Geodéisie leisten konnen, blieb aber ungedruckt. So kam der
grofite Schub in Richtung Geodésie von den Niederléndern.



5.2  Geometrie in Astronomie, Geodésie und Kartographie

Stammbaum der europiischen Trigonometrie

Ptolemios

wm B5 - um 160 \

islam. Trigonometrie

e

Levi ben Gerson

Ny 12881344
Johannes von Gmunden

um 1380 - 1442

Georg von Peurbach

RS
1423 - 1461

@

Regiomontanus
1436- 1476

|

Johannes Wemer

1468 - 1528 \

‘L (Georg Hartmann)
1489 - 1564
Peter Apian

1495- 1552
Y §

Francesco Maurolyco Oronce Fine
1494 - 1575 1494 - 1555

-~
*Copemims

1473 - [543

Georg Joachim Rhaeticus
15141574

Reiner Gemma Frisius
/ 1508 - 1555
t

Gerhard Mercator
1512- 1594

Yy
Simon Stevin «€———  Francois Viéte John Neper

1548- 1620 / 1540- 1603 \ / 1550 - 1617
Y

Adriaan van Roomen Bartholomius Pitiscus

1561 - 1615 561 - 1613

N

Willebrord Snellius

1581 - 1626

257



258 5 Neue Impulse der Geometrie in der Renaissance

Reiner Gemma (eigtl. van Steen) Frisius, ein Arzt aus dem friesischen Nor-
den der Niederlande, beschrieb 1533 als erster die Methode der Triangulation
zur rein terrestrischen Entfernungsmessung, d.h. ausgehend von einer sehr ge-
nau vermessenen Basisstrecke werden nur noch Winkel gemessen und daraus
die Seiten anschlieflender Dreiecke sukzessive trigonometrisch berechnet. 1547
schlug er, wiederum als erster, vor, die geographische Lénge mittels mitgefiihr-
ter genau gehender Uhren zu messen. Das einfache Prinzip besteht darin, daf§
die Langendifferenz zweier Orte proportional zur Differenz ihrer Ortszeiten
ist, so dafl man nur die astronomisch bestimmte Ortszeit am jeweiligen Stand-
ort mit der mitgefithrten Ortszeit des ,,Eichortes“ zu vergleichen braucht. Die
technische Realisierung setzt freilich Uhren voraus, die nicht nur iiber ldngere
Zeitrdume sehr genau gehen, sondern auch unempfindlich gegen die Erschiitte-
rungen einer ldngeren Land- bzw. Seereise sind. Das konnte erst um 1736 durch
den Briten John Harrison verwirklicht werden [Howse 1980, Sobel 1995].

Snellius, Sohn und Amtsnachfolger eines Leidener Mathematikprofessors, fithr-
te zwischen 1615 und 1617 die erste Gradmessung durch Triangulation aus®.
Dabei bestimmte er die rund 130 km betragende Entfernung zwischen den
Orten Alkmaar und Bergen op Zoom, die ungefihr auf dem gleichen Meri-
dian liegen, mit bemerkenswerter Genauigkeit. In seinem Hauptwerk , Era-
tosthenes Batavus“ (svw. der niederldndische Eratosthenes) 1617 wird aufier
dieser Vermessung auch erstmals das Verfahren des sogenannten Riickwérts-
einschneidens® beschrieben, das spiter nach dem im 18. Jh. als Professor in Pa-
ris tétigen Laurent Pothenot benannt wurde. Dabei werden von einem Stand-
ort S aus, den es zu ermitteln gilt, die Winkel zwischen je zweien von drei
Punkten A, B, C mit bekannter Lage gemessen. Die Kreise durch S, A, B und
S, B, C ergeben sich aus den Peripheriewinkeln und der Standort S als der
von B verschiedene Schnittpunkt dieser Kreise. Daraus folgt auch, dafl das
Verfahren versagt, wenn S auf dem Kreis durch A, B,C liegt, und daf} es
beliebig ungenau wird, wenn S diesem ,,gefihrlichen Kreis® nahekommt. Ge-
rade derartige Uberlegungen kiindigen, bei aller theoretischen Trivialitit des
Sachverhalts, eine neue Art von geometrischem Denken an.

°Die erste europiische Gradmessung war schon 1525 durch Jean Fernel, Leibarzt des
franzosischen Konigs Heinrich I1., zwischen Paris und Amiens durchgefiihrt worden, indem
die Strecke mit einer Kutsche durchfahren wurde, deren Radumdrehungen gezahlt wurden.
Da er trotz dieser fehlertréchtigen Methode einen relativ genauen Wert bekanntgab, ist Fernel
spéter (u.a. von Snellius) Manipulation des Ergebnisses vorgeworfen worden [Bialas 1982].

5Beim Vorwértseinschneiden bestimmt man durch Anpeilen eines ,, Neupunktes® von zwei
bekannten Standorten die Lage dieses neuen Punktes. Solches Vorgehen wird schon dem
Thales zugeschrieben.
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Abb. 5.2.2 Weltkarte des Ptolemaios

a) Rekonstruktion der Kegelprojektion des Ptolemaios, b) Karte der bewohnten
Welt in Kegelprojektion (Strafiburg 1513), rekonstruiert aus den Léngen- und

Breitenangaben im Handbuch der Geographie des Ptolemaios
[a) aus Lloyd A. Brown: The Story of Maps, Bonanza Books, New York 1949, neue Ed. Dover Publ.
Inc., Mineola 1990; b) Herzog-August-Bibliothek, Wolfenbiittel 1.2. 4.1 Geogr. 2°]
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b)

Abb. 5.2.3 Modifizierte sphérische Projektion des Ptolemaios
a) Rekonstruktion der modifzierten sphérischen Projektion des Ptolemaios, b)
Weltkarte von Nicolaus Germanus aus der ersten in Deutschland gedruckten

Ptolemaios-Ausgabe (Ulm 1482)
[a) aus Lloyd A. Brown: The Story of Maps, Bonanza Books, New York 1949, neue Ed. Dover Publ.
Inc., Mineola 1990; b) Herzog-August-Bibliothek, Wolfenbiittel 2.2 Geogr. 2°]
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Das 17. Jh. wird dann das Jahrhundert der ersten grofangelegten Landes-
vermessungen, an denen Mathematiker wie J. Kepler, W. Schickard, G. D.
Cassini und M. Ricci beteiligt sind. Der Tiibinger Mathematikprofessor W.
Schickard hat dabei anscheinend unabhingig von Snellius und zur gleichen
Zeit wie dieser die Triangulation und das Riickwértseinschneiden praktisch
betrieben. Es ist hier nicht der Ort, ausfiihrlich darzulegen, in welchem Mafle
die (Wieder)Entdeckung Amerikas und die anderen grofen Entdeckungsreisen
des 15. und 16. Jahrhunderts das mittelalterliche Weltbild revolutionierten,
wie das neue Bild von der Erde auch die Frage nach der Stellung der Erde im
Kosmos und nach dessen Struktur intensivierte. In engem Zusammenhang mit
dem Aufschwung von Astronomie, Geographie und Geodésie entwickelte sich
jedoch ein weiteres neues Anwendungsgebiet der Geometrie, seiner Natur nach
am engsten mit ,eigentlicher Geometrie“ verbunden: die Kartographie. Die
Antike hatte im wesentlichen nur eine mathematisch interessante und exakt
definierte Abbildung der Kugeloberfldche in die Ebene entwickelt, ndmlich die
stereographische Projektion, deren Kreistreue ja dem Funktionieren der Astro-
labien bzw. spéter der mechanisch angetriebenen Zifferblétter astronomischer
Uhren zugrundeliegt. Auf die Idee, diese Abbildung auch fiir geographische
Karten zu nutzen, scheint vor Johannes Werner niemand gekommen zu sein.
Es handelte sich ja selbst in der Geographie des Ptolemaios nur um die Ab-
bildung des bekannten Teiles der Welt, und dafiir entwickelte Ptolemaios die
wesentlich schlichteren aber auch anschaulicheren Kartenbilder, die wir heute
als Teile von Kegelprojektionen identifizieren (Abb. 2.5.4 und 5.2.2, 5.2.3).

Wihrend des européischen Mittelalters hatten die Weltkarten — wie auch die
meisten anderen bildlichen Darstellungen — einen iiberwiegend symbolischen
Anspruch zu erfiillen. Es gab die sogenannten Radkarten mit Jerusalem als
Mittelpunkt der kreisformigen Weltscheibe und mitunter exakter Viertelung
durch Gewdésser wie das Mittelmeer und das Rote Meer, wobei ein Viertel
Europa, ein zweites Viertel Afrika und die restlichen beiden Viertel Asien
darstellten. Spétere Karten waren mit vielen, meist phantastischen Details
ausgestattet oder, sofern es sich um Seekarten handelte, waren es symbolisier-
te Darstellungen der jeweils zur Erreichung eines bestimmten Zieles zu nut-
zenden KompaBkurse bzw. Windrichtungen [Kéberer 1982]. Eine geometrisch
fundierte Kartographie setzt erst um 1500 ein, wobei aber selbst elementare
Grundbegriffe wie Fléchen- oder Winkeltreue noch lange nicht explizit werden.
Bezeichnungen wie orthographische und stereographische Projektion werden
erst um 1600 in der einflufireichen , Optik“ des belgischen Jesuiten Frangois
d’Aguilon eingefiihrt. Der kaiserliche Hofastronom Johann Stoberer (lat. Sta-
bius) entwickelte in Wien das spiiter wegen seiner aparten herzférmigen Ge-
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Abb. 5.2.4 Herzférmige Weltkarte nach dem Prinzip von Stab(ius) und Joh. Werner

[herausgegeben von Peter Apian: Tabula orbis cogniti universalior, Ingolstadt, 1530]
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stalt vielfach reproduzierte flichentreue Bild der Kugeloberfliche (Abb. 5.2.4):
Ausgehend von einem lédngentreuen geraden Bild NS eines , Nullmeridians®
werden die Breitenkreise nach beiden Seiten ldngentreu auf konzentrischen
Kreisbogen um das Bild N des Nordpols abgetragen, so dafl sich die markante
Herzform als Ort der Endpunkte dieser Kreisbégen und zugleich als Doppelbild
des 180-Grad-Meridians ergibt. Ob Stabius selbst die heuristische Uberlegung
angestellt hat, dal man auf diese Weise, durch Léngentreue am Nullmeridian
und auf den von dort abgetragenen Breitenkreisen, ein flichentreues Bild der
Kugeloberfliche erhalten kénnte, 148t sich nicht mehr feststellen. Die Mittel,
eine solche Hypothese wie Flichentreue oder Winkeltreue exakt zu bestétigen,
werden ohnehin erst im 19. Jh. bereitgestellt. Ausgefiihrt wurde Stoberers Idee
1514 in Niirnberg durch den bereits erwidhnten J. Werner, versffentlicht erst
1530 durch Peter Apian. Stoberer entwarf aber auch eine Karte der halben
Erdkugel durch senkrechte Parallelprojektion auf eine Tangentialebene, und
an der Ausgestaltung dieser 1515 gedruckten Karte wirkte im Auftrag Kai-
ser Maximilians sogar Albrecht Diirer mit (Abb. 5.2.5). Weitere in dieser Zeit
erstmals vorgeschlagene bzw. benutzte kartographische Abbildungen sind u.a.

e der mittelabstandstreue Azimutalentwurf (Cusanus, Snellius), bei dem
die Meridiane in von N ausgehende Strahlen und die Breitenkreise in
konzentrische Kreise der Karte so abgebildet werden, dai ihr Radius
gleich der im Bogenmaf} gemessenen Poldistanz ist. (Der Name des Ver-
fahrens bedeutet also, daf} alle Punkte in ihrer wahren Entfernung vom
Nordpol=Kartenmittelpunkt abgebildet werden.)

e der zuerst von Gerhard Mercator benutzte, spater nach Sanson und
Flamsteed benannte Entwurf, bei dem die Breitenkreise in abstands-
treue parallele Strecken und die Meridiane so abgebildet werden, dafl
sich Fldchentreue ergibt.

Den Hohepunkt der Renaissancekartographie stellt ohne Zweifel das Schaffen
des flimischen, spéter in Duisburg wirkenden Kartographen Gerhard Kre-
mer (Mercator) dar. Der in Portugal lehrende hervorragende Mathematiker
Pedro Nunez (Nonius) hatte sich 1537 erstmals mit den fiir die Seefahrt so
wichtigen Kurven konstanten Kurses (spiter Loxodromen genannt) auf der
Erdkugel beschiftigt, d.h. Kurven, die dadurch definiert sind, daf sie alle Me-
ridiane unter einem konstanten Winkel schneiden. (1624 fiihrte Snellius in
seiner Navigationstheorie ,, Tiphys Batavus® fiir diese Kurven die bis heute ge-
brauchliche Bezeichnung Loxodrome und gleichzeitig fiir GroBkreisbégen, d.h.
kiirzeste Kurven auf der Kugel, den Namen Orthodrome ein.) Nunez zeig-
te durch nidherungsweise Konstruktion (Benutzung von nur acht Meridianen
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Abb. 5.2.5 Stab(ius)-Diirer-Karte 1514

und Approximation durch Kreisbégen jeweils bis zum néchsten Meridian, Abb.
5.2.6), daf} diese von ihm ,,curvas dos rombos“ (rhombische Kurven) genannten
Loxodromen sich spiralférmig beiden Polen nihern, ohne sie jemals erreichen
zu kénnen. Auf einem 1541 von Mercator angefertigten Globus sind einige die-
ser Kurven eingezeichnet. 1568 stellte er die erste Weltkarte fertig, auf der diese
Kurven sich als Geraden abbilden — die Mercatorprojektion war geboren. Ver-
breitet wurde sie allerdings erst durch den nach seinem Tode 1595 gedruckten
groflen Weltatlas. Seitdem ist in der Literatur viel dariiber gerétselt worden,
wie er diese Karte zustandegebracht hat [Kéberer 1982]. Das Problem besteht
darin, dafl einerseits das exakte Gesetz, nach dem die Abstédnde der Breiten-
kreisbilder vom Aquatorbild mit wachsender Breite ins Unendliche wachsen
miissen, erst durch Losen einer Infinitesimalgleichung gefunden werden kann,
dafl andererseits die Mercatorprojektion, bei der die Kugeloberfliche (aufler
den beiden Polen) auf einen tangential an den Aquator gelegten und anschlie-
Bend abgewickelten Zylinder unendlicher Hohe abgebildet wird, sich auf keine
Weise elementargeometrisch als ,Projektion“ erkliren 148t. (Insofern ist auch
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Abb. 5.2.6 Loxodromen-Diagramm von P. Nunez 1537

[Nunez: Tratodo em defensam da carta marear. Lissabon 1537]

das Bild auf S. 84 in [Mainzer 1980] irrefithrend.) Da die Loxodromen zuerst
— punktweise konstruiert — auf Mercators Globus erschienen, ist jedoch am
wahrscheinlichsten, daf} er sie von dort auf die approximativ konstruierte Kar-
te libertragen hat. Auf jeden Fall hatte die Wichtigkeit der neuen Erfindung
fiir die Hochseeschiffahrt zur Folge, dafl sich viele Mathematiker mit dem Pro-
blem der exakten Definition und Berechnung der Mercatorkarte beschéftigt
haben und sie so einen kleinen Baustein zur Entwicklung der Infinitesimal-
mathematik beitrug. (Zur Bezeichnungsverwirrung tréigt bei, dafl einer die-
ser Mathematiker, Nikolaus Kauffmann, sich ebenfalls Mercator nannte.) Ein
lange fast vergessener englischer Mathematiker, Thomas Harriot, dessen viel-
seitige bemerkenswerte Arbeiten zu Lebzeiten unveroffentlicht blieben, bewies
um 1600 wohl als erster die Winkeltreue der stereographischen Projektion
und leitete daraus ab, daf§ die Loxodromen bei stereographischer Projektion
auf die Aquatorebene die Bilder aller Breitenkreise unter konstantem Winkel
schneiden, folglich als logarithmische Spiralen um den Pol abgebildet wer-
den. Er erkannte iibrigens auch, dafl der Flicheninhalt eines sphérischen Drei-
ecks dem sphiirischen Exzess, d.h. dem Uberschufi der Winkelsumme iiber 180
Grad, proportional ist. Im Vorgriff erwéhnen wir hier noch, dafl es fiir eine
moglichst giinstige Route zwischen zwei weit voneinander entfernten Orten
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der Erde natiirlich wiinschenswert ist, global ndherungsweise orthodrom, lokal
aber loxodrom zu navigieren. Dies fiihrt auf das sehr schwierige, erst Ende
des 19. Jh. geloste Problem, in einer Mercatorkarte das Bild des Grofikreisbo-
gens zwischen zwei gegebenen Punkten zu bestimmen, das dann durch einen
Polygonzug approximiert werden kann, der lokalen loxodromen Wegstiicken
entspricht [Schreiber, O. 1908].

Die Trigonometrie hat uns von der Astronomie zur Geodisie und Kartogra-
phie gefiihrt. Nun miissen wir aber noch einmal zur Astronomie zuriickkehren:
Am Ende des hier zu betrachtenden Zeitabschnitts steht ein Geistesriese, mit
einem Bein noch in der Renaissance, aber mit dem anderen schon in der folgen-
den, durch die Erfindung der Koordinatenmethode und der Infinitesimalma-
thematik geprégten Periode: Johannes Kepler. Hier geht es zunéichst um seine
astronomisch motivierten Beitrige zur Geometrie. Mit seinem Erstlingswerk
»Mysterium cosmographicum* (Das Weltgeheimnis, 1596) empfahl er sich dem
bedeutendsten Astronomen der vorhergehenden Generation, Tycho de Brahe,
als der gesuchte Kopf, der Beobachtungsdaten in Ubereinstimmung mit ei-
ner kithnen Theorie bringen kann. Kepler hatte versucht, die Abstéinde der
damals bekannten Planeten von der Sonne durch die Ineinanderschachtelung
der fiinf reguldren Korper so zu erkliaren, dal die Umkugel eines Korpers eine
Planetenbahn bestimmt und gleichzeitig die Inkugel des folgenden Korpers ist
(Abb. 5.2.7). Damit wére erstmals nach Platons Atomtheorie und in grofier
gedanklicher Ndhe zu ihr dem Ensemble aller fiinf platonischen Koérper eine
naturwissenschaftliche Bedeutung zugewiesen worden. Uber die Unsinnigkeit
dieser Spekulation aus heutiger Sicht braucht kein Wort gesagt zu werden.
Wenig bekannt und darum hier ausdriicklich erwdhnt sei aber, daff Kepler
an der Grundidee lebenslang festhielt. Nachdem er selbst das copernicanische
Modell der kreisformigen Bahnen um die Sonne mit seinen drei Gesetzen ent-
scheidend verbessert hatte, gab er 1621 eine zweite Fassung des ,, Mysterium
cosmographicum*® heraus, in der die konzentrischen Kugeln in solcher Wei-
se durch Kugelschalen endlicher Dicke zwischen je zwei aufeianderfolgenden
platonischen Korpern ersetzt waren, dafl der Zwischenraum zwischen der Um-
kugel des inneren und der Inkugel des dufleren Kérpers gerade genug Platz fiir
die elliptische Bahn des jeweiligen Planeten lief§ (siche Aufgabe 5.2.5).

Zu erwdhnen ist hier weiterhin der Schub, den die Keplerschen Gesetze der
Planetenbewegung (1. und 2. Gesetz 1609 in ,, Astronomia nova“, 3. Gesetz
1619 in ,,Harmonice mundi®) der rein geometrischen Theorie der Kegelschnit-
te gegeben haben. Aus der Fiille der Fragen greifen wir das folgende, aus
dem 2. Gesetz entstehende nach Kepler benannte Problem heraus: Planet P
bewege sich auf einer Ellipsenbahn um die in einem Brennpunkt S stehende
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Abb. 5.2.7 Keplers Weltmodell aus dem ,, Mysterium Cosmographicum*
[aus M. Caspar (Ubers. und Hrsg.): Das Weltgeheimnis, Augsburg 1923]
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Sonne. Da der Fahrstrahl PS in gleichen Zeiten gleiche Fliachen tiberstreicht,
ist zur Bestimmung des Ortes von P zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ die
Halbellipse A (Aphel = sonnenfernster Punkt) PP, (Perihel = sonnennéchster
Punkt) in zwei in einem durch das Zeitverhiltnis gegebenen Verhiltnis stehen-
de Teilflaichen ASP und SP,P zu zerlegen (Abb. 5.2.8), so dafl also z.B. ein
Vierteljahr nach dem Aphel die beiden Flichen gleich sind, einen Tag nach
dem Aphel ASP etwa 1/183 von SP,P betriigt. Zur weiteren Behandlung
siehe Aufgabe 5.2.6.

7

B, A

S

Abb. 5.2.8 Das Keplersche Problem:
Ausgehend vom 2. Keplerschen Gesetz ist fiir ein gegebenes Verhiltnis der beiden
schraffierten Fliachen die Lage des Planeten P zu bestimmen.

Newtons Gravitationstheorie wird den physikalischen Grund der Kegelschnitt-
bahnen und damit das Phénomen parabel- und hyperbelférmiger Bahnen
von Himmelskorpern klaren. Merkwiirdigerweise ist es aber Kepler, der in ei-
nem ganz anderen Zusammenhang, ndmlich in seiner ersten Schrift zur Optik
(Ad Vitellionem paralipomena quibus astronomiae pars optica, 1604), zum er-
sten Mal die Idee formuliert, dafl die drei naiv verschiedenen Formen nicht-
ausgearteter Kegelschnitte stetig ineinander iibergehen, indem bei einem fest-
gehaltenen Brennpunkt der zweite ins Unendliche abwandert und von der
anderen Seite wieder herankommt. Keplers Motiv zu dieser Betrachtung ist
die Definition eines Brennspiegels als eines solchen, bei dem die von einem
Punkt ausgehenden Strahlen in einem zweiten Punkt wieder zusammenlau-
fen. Wie der Titel der genannten Schrift ausweist, betrachtet Kepler die Optik
vor allem als eine Hilfswissenschaft der Astronomie (wie es schon Euklid ge-
sehen hatte!), und der Anlafl dieser ersten optischen Schrift Keplers war die
von Tycho Brahe hinterlassene Frage, wieso bei der Beobachtung einer Son-
nenfinsternis mittels camera obscura der Sonnendurchmesser auf dem Bild-
schirm zu grof}, der Monddurchmesser aber zu klein erscheint. Kepler klirte
allgemein, dafl bei endlich ausgedehnter Lichtquelle und endlich ausgedehn-
ter Lochblende das leuchtende Bild einerseits die Vereinigung aller Bilder der
Lichtquelle bei variierendem Blendenpunkt, andererseits die Vereinigung aller
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Bilder der Lochblende bei variierendem Leuchtpunkt ist (Abb. 5.2.9, vgl. auch
[Schreiber, P. 1997]). Mittels der Kenntnis des Blendendurchmessers und des
Abstandes des Bildschirms von der Blende kann man daher den Einflufl des
endlichen Blendendurchmessers eliminieren. Vom Standpunkt reiner Elemen-
targeometrie ist dies trivial und weit unter dem Niveau antiker Geometrie. Neu
ist die unbefangene Anwendung bekannter Geometrie auf vielfiltige praktische
Probleme.

In einer weiteren Schrift (Dioptrice, 1611) hat Kepler die Optik durch Be-
handlung des Strahlenganges im menschlichen Auge und in verschiedenen,
ganz systematisch untersuchten Linsensystemen erheblich an den modernen
Begriffsinhalt von Optik herangeriickt, aber die Formulierung des exakten Bre-
chungsgesetzes trotz intensiver Bemiithungen knapp verfehlt. Seine fiir nicht
zu groBe Offnungswinkel gefundene Niherung, die im Grunde auf einer Nihe-
rung der Sinusfunktion beruhte, war freilich fiir die damaligen praktischen
Bediirfnisse ausreichend. In welchem Mafle Kepler auch jenseits seiner astro-
nomisch motivierten Arbeiten ein kreativer Geometer war, zeigen seine noch
zu besprechende Fafirechnung, aber auch seine Studien iiber Parkettierungen
und Polyeder, enthalten in der ,,Harmonice mundi“ und in der kleinen, so-
zusagen populdrwissenschaftlichen Schrift ,, Vom sechseckigen Schnee“ (1611).
Keplers Motiv war die feste Uberzeugung, daB die gleiche geometrische Har-
monie die Welt im Groflen wie im Kleinen regiert. Er versucht also, der speku-
lativen Kosmologie seines ,,Mysterium* einen dazu passenden ,, Mikrokosmos*
gegeniiberzustellen. Dabei fithrt ihn sein systematisches Vorgehen dazu, auch
Parkette mit sternférmigen Bausteinen und Monstern, (Abb. 5.2.10), Stern-
polyeder (Abb. 5.2.11), von denen oft (irrtiimlich) gesagt wird, er habe sie
als erster gekannt (vgl. Kap. 5.3) und die ersten dualarchimedischen Polyeder
aufzufinden (siehe dazu Aufgabe 5.2.4) und auch die unendlichen Scharen der
Prismen und Antiprismen in die Diskussion der archimedischen halbreguldren
Polyeder einzubeziehen, die er freilich wieder verwirft, weil sie nach seiner Mei-
nung bei geniigend grofler Eckenzahl nicht mehr , kugelférmig“ sondern ,,schei-
benférmig® sind (Weltharmonik deutsch, S. 66). Im ,Sechseckigen Schnee®
wird u.a. die Frage diskutiert, wieweit die in der Natur realisierten hochsym-
metrischen Formen durch Naturgesetz und/oder maximale ZweckméBigkeit
bestimmt sind.
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Blendenbild bei
punktformiger
Lichiquelle

Bild der Lichtquelle
bei punktformiger
Blendendffnung

Lichtquelle

a)
Bildschirm Blende

b) c)

Abb. 5.2.9 Das Brahe-Problem:
a) Komposition des Lichtflecks auf der Mattscheibe aus der Form der Lichtquelle
und der Form der Lochblende. b) Ist die Lichtquelle ein gleichseitiges Dreieck und die
Blende ein Kreis, so ergibt sich das Bild als Vereinigung aller dreieckigen Bilder, wenn
ein fester Punkt (etwa die obere Spitze des Dreiecks) alle Punkte der kreisformigen
Blende durchlduft bzw. c¢) als Vereinigung aller kreisformigen Blendenbilder, wenn
der leuchtende Punkt die dreieckige Lichtquelle durchlduft. Hier sieht man, daf ei-
ne dreieckige Blende zusammen mit einer kreisférmigen Lichtquelle das gleiche Bild
erzeugen wiirde.
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Abb. 5.2.10 Kepler-Parkett aus ,, Harmonice mundi“
Der Versuch, mit reguliren Fiinfecken zu pflastern, fithrt zu einem Parkett, das au-
Berdem regulédre Zehnecke, Sternfiinfecke und die von Kepler selbst als ,Monster*

bezeichneten nichtkonvexen Sechzehnecke enthélt.
[aus M. Caspar (Ubers. und Hrsg.): Weltharmonik. Miinchen — Wien 1939]
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Abb. 5.2.11 Die beiden von Kepler in ,,Harmonice mundi“ angegebenen reguléren
Sternpolyeder. Das kleine Sterndodekaeder S's tritt schon um 1425 bei P. Uccello auf

(Abb. 5.3.19). Tt wird heute als grofies Sterndodekaeder bezeichnet.
[aus M. Caspar (Ubers. und Hrsg.): Weltharmonik. Miinchen — Wien 1939
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5.3 Geometrie in der Kunst der Renaissance

Uber dieses Kapitel an der Grenze zwischen Wissenschafts-, Kultur- und Kunst-
geschichte gibt es eine duflerst umfangreiche, oft reich und attraktiv illustrierte
und weit in das 19. Jh. zuriickreichende Spezialliteratur, von der hier nur ein
grober Eindruck vermittelt werden kann. (Als neueste umfangreiche Darstel-
lungen seien [Kemp 1990] und [Field 1997] empfohlen, zur mathematischen
Perspektive siehe auch die im Literaturverzeichnis genannten Arbeiten von K.
Andersen und dort zitierte weitere Literatur.) Dennoch ist manches Folgende
bisher nirgends formuliert worden: Den Kunsthistorikern fehlt oft Kenntnis
und Interesse fiir das, was heute mathematisch relevant ist. Die Mathema-
tikhistoriker fritherer Generationen haben als echte Kinder ihrer Zeit alles
gering geschéitzt, was nicht ins Bild einer auf den Beweis von Sitzen oder die
explizite Formulierung von Algorithmen gerichteten Mathematik pafite. Dem
modernen, von Informatik gepréigten Mathematiker wiederum fehlen Zeit und
Moglichkeit fiir ausgedehnte historische Studien in diesem Bereich. Die hier
zu besprechende Mathematik ist jedoch in besonderem Mafle ,,unbewufite Ma-
thematik“ (zum Begriff vgl. Einleitung), d.h., man soll bei der Beurteilung
des geometrischen Wissens und Konnens der Renaissancekiinstler aus heutiger
Sicht neben dem, was sie eventuell geschrieben haben, mindestens gleichran-
gig ihre kiinstlerischen Werke zu Rate ziehen. (Dies trifft in besonderem Mafle
z.B. bei Paolo Uccello, Leonardo da Vinci und Wenzel Jamnitzer zu). Nir-
gendwo duflert sich so deutlich wie in der Kunst das in materiellen Objekten
ausgedriickte intuitive, nicht in Worte gefafite Wissen um Formen, Sachverhal-
te und Algorithmen. Schliefilich mufl voraus bemerkt werden, dafl die hiufige
Erwidhnung von Albrecht Diirer im Folgenden objektiv begriindet ist. Er ist
mit Abstand der ,mathematischste Kopf* unter den Kiinstlern seiner Zeit
[Diirer c].

Mit Beginn der Renaissance wandten sich die Kiinstler von der symboltréchti-
gen Darstellungsweise des Mittelalters ab und begannen, sich um Realismus zu
bemiihen. So kam es zwangsliufig zur Wiedererweckung” und Entwicklung der
Zentralperspektive. Es wére aber ganz falsch, die Beziehungen zwischen Geo-
metrie und Kunst in dieser Zeit hierauf zu beschranken. Kiinstler fiihlten sich
damals nicht nur im besten Sinne des Wortes als Handwerker, d.h. sie stell-
ten praktisches Koénnen iiber programmatische Anspriiche, sondern sie waren
auch ungeheuer vielseitig: Ingenieure, Architekten, Mechaniker, Naturforscher.
Auch sie waren im Rahmen ihrer jeweiligen Moglichkeiten daran interessiert,

"Die Pioniere der Perspektive in der Renaissance wuBten nichts iiber die sehr bescheidenen
Vorleistungen der Antike hierzu. Selbst Vitruvs ,,De architectura®, worin auch nur wenig
dariiber steht, erscheint in Italien erstmals 1521 im Druck und in Deutsch erst 1548.
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sich antikes Wissen wieder anzueignen, aber noch mehr als bei den Univer-
sitdtsgelehrten stand dabei die Hoffnung auf praktischen Nutzen, der Wille
zur Anwendung und der dazu oft erforderlichen Umgestaltung und Weiter-
entwicklung im Vordergrund. Neben der Perspektive spielen eine wesentliche
Rolle

e vereinzelte weitere Beispiele der Anwendung des erst viel spéter allge-
mein gefafiten Grund-Aufri-Verfahrens zur Losung raumlich-konstrukti-
ver Aufgaben,

e die geometrischen Konstruktionen, wobei oft praktikable Nédherungsver-
fahren an die Stelle exakter Losungen treten, auch in solchen Féllen, in
denen eine exakte Losung mit Zirkel und Lineal mdglich ist, Erfindung
von Mechanismen zur Losung von geometrischen Aufgaben,

e Entdeckung neuer geometrischer Formen (Kurven, Flichen, Kérper),
e Ansitze zum Studium ebener Parkette und Ornamente,

e die von den reguldren und halbreguldren Polyedern ausgehende #stheti-
sche Faszination,

e der Versuch, Harmonie und Schonheit in Zahlenverhéltnissen oder ande-
ren mathematisch ausdriickbaren Gesetzen zu erfassen

e und last not least die ersten Anfiinge einer nichtlateinischen geometri-
schen Fachterminologie, da die Kiinstler, sofern sie an Berufsgenossen
gerichtete Schriften verfalten, sich meist der jeweiligen Landessprache
bedienten.

All dies vereint findet sich vorzugsweise bei Albrecht Diirer und auch bei Leo-
nardo da Vinci. Dennoch gibt es grofle Unterschiede: Diirer vollendet drei
theoretische Schriften, die — bis heute mehrfach aufgelegt und gedruckt —
leicht zugénglich sind. Leonardo bringt nichts zu Ende. Seine schriftliche Hin-
terlassenschaft wird nach seinem Tode in alle Winde zerstreut und erst in
unserem Jahrhundert allméhlich wieder zusammengefiigt, wobei neben iiber-
raschenden Neuentdeckungen von Bléttern Leonardos auch Falschungen und
Irrtiimer ans Licht kommen. ([Marinoni 1987] gibt nicht nur eine gute Ge-
schichte dieser Manuskripte, sondern auch eine sehr schéne Einfithrung in de-
ren Charakter.) Diirer neigt zu theoretischem, deduktivem, systematischem
Vorgehen. Leonardo ist sprunghaft, trennt selten Mathematik von Natur, De-
duktion von Induktion, irrt sich hédufig. Seine Stérken liegen viel mehr in der
Vorwegnahme technischer Prinzipien und Erfindungen und in der subtilen Be-
obachtung der Natur.
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5.3.1 Perspektive

Nach dem Zeugnis von Giorgio Vasari soll Filippo Brunelleschi, bekannt als
Architekt der Florentiner Domkuppel, um 1400 eine Methode erfunden ha-
ben, aus dem Grund- und Aufrifl eines Gebdude-Ensembles punktweise eine
perspektivisch korrekte Ansicht zu konstruieren. Das Verfahren wurde spéter
als ,,Durchschnittsmethode“ bezeichnet, weil es darauf beruht, den Grund-
Aufril um den angenommenen Augpunkt und die angenommene Bildebene zu
ergénzen und dann den Durchschnitt des ,,Sehkegels* mit der Bildebene zu be-
stimmen (Abb. 5.3.1). Es ist, nach der Analemma-Methode der Astronomen,
der zweite Spezialfall der Losung eines konstruktiven rdumlichen Problems
mittels des Mehrtafelverfahrens. Das Verfahren ist nach wie vor geeignet,
grundlegende Gesetze der Perspektive anschaulich und zugleich mathematisch
korrekt herzuleiten, aber in der praktischen ,,punktweisen“ Durchfiihrung ist
es natiirlich ungeheuer aufwendig. Brunelleschi selbst hat nichts Schriftliches
iiber seine Erfindung hinterlassen, und seine Prioritét ist heute umstritten.

I
Aufrifs

Objekt Auge
Prr Blld von P
h\\
1 Ar‘—‘—-———_____.A " T
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I I
I } %) ¥
| I
I x(P) I
Grundrifs
Bildebene

Abb. 5.3.1 Schematische Darstellung der Durchschnittsmethode

Alle weiteren Bemiithungen richteten sich einerseits auf die Mechanisierung des
mithsamen Konstruktionsprozesses (Abb. 5.3.2 u. 5.3.3). Daraus entwickelte
sich iiber viele Zwischenstufen schliellich die Fotografie. Andererseits versuch-
te man, mittels der Durchschnittsmethode Gesetzméfligkeiten abzuleiten, die
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die Konstruktion perspektivisch korrekter Bilder erleichtern. Diese Linie gip-
felte in der Losung der Fragen, welche Parameter eines Bildes man unter wel-
chen Bedingungen frei wéhlen kann und wie aus einem korrekten Bild der
Betrachterstandpunkt rekonstruierbar ist. Letzteres wurde ansatzweise zuerst
von Simon Stevin 1605 in seinem Perspektivlehrbuch ,, Van de deursichtighe*
diskutiert und im 18. Jh. von J. H. Lambert zur Vollendung gebracht. Wahrend
aber der Gelehrsamkeit zugeneigte italienische Kiinstler wie Leone Battista
Alberti (,Della pittura libri tre“ 1436), Antonio Averlino Filarete (,, Trattato
della architectura“ um 1460) und Piero della Francesca (,De prospectiva pin-
gendi“ um 1475) die ersten Schriften iiber Perspektive verfafiten, wurden die
Tricks unter den Malern zunéchst als Berufsgeheimnis behandelt. Nicht wenige
deutsche und niederldndische Kiinstler reisten im 15. u. 16. Jh. hauptséchlich
deshalb nach Italien, um an Ort und Stelle, in den Malwerkstétten der italie-
nischen Meister, etwas mehr iiber die ,,neue perspektivische Kunst“ zu lernen.

Das simpelste, von jedermann leicht zu begreifende Hilfsmittel wurde zun#chst
der pavimento, d.h. der schachbrettartig gemusterte Fuboden mit einer Kante
parallel zum vorderen unteren Bildrand, mittels dessen korrekter Konstruktion
man die Verkleinerung gegen den Bildhintergrund fiir das gesamte Bild appro-
ximativ richtig gestalten konnte (Abb. 5.3.4). Allméhlich lernte man auch die
Konstruktion eines zur Bildfront nicht parallelen pavimento und schliellich
die projektive Skalierung beliebig geneigter Geraden (Abb. 5.3.5). In diesem
Zusammenhang bildeten sich Begriffe wie Horizont, Fluchtpunkt, Hauptpunkt
usw., jedoch behaftet mit vielen, heute schwer nachvollziehbaren Unklarhei-
ten. Z.B. identifizierte man den Augpunkt (gleich Ort des Betrachterauges)
mit dem Hauptpunkt (gleich Lotfufipunkt vom Augpunkt auf die Bildebene).
Es ist charakteristisch, dafl Leonardo, indem er eben nicht als Mathematiker
sondern als Naturbeobachter denkt, drei Arten von Perspektive gleichrangig
nebeneinanderstellt: die mafstibliche Verkleinerung der entfernteren Objek-
te, die zunehmende Unschérfe der Umrisse und die zunehmende Triibung der
Farben [Leonardo 1952, p.767].

Wiéhrend in Ttalien Guidobaldo del Monte, ein Schiiler Commandinos, um
1600 das erste begrifflich einigermafien klare (aber sehr umsténdliche und weit-
schweifige) Lehrbuch der Perspektive mit strengen Beweisen schreibt, breitet
sich die Lehre der Perspektive nach Frankreich (Jean Pélerin genannt Via-
tor 1505, Jean Cousin 1560, Jacques Perret 1601), Deutschland (Diirer 1525,
1538, Hieronymus Rodler 1531 u.a.), den Niederlanden (Simon Stevin 1605)
und schlieBlich auch nach England (1710 eine Ubersetzung aus dem Franzdsi-
schen, dann Brook Taylor 1715) aus. Vor allem geriet sie gegen Ende des 16.
Jhs. in die Hénde der Jesuiten, die sie zur Perfektion entwickelten, fiir die sie
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Abb. 5.3.2 Vorschldge Diirers zur mechanischen Erleichterung der Erzeugung
perspektivischer Bilder: a) Das wesentliche Element ist hier der verstellbare Stab zur
Fixierung des Augpunktes [Underweysung, 1525]. b) Indem der Zeichenstift mit einem
in die riickwartige Wand geschlagenen Nagel durch einen straffen Faden verbunden
wird, kann der Augpunkt in eine Entfernung von der Bildebene gelegt werden, die

grofer als die Reichweite des Zeichners ist [2. Auflage der Underweysung 1538].
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Abb. 5.3.3 Weitere Vorschlidge zur Erzeugung perspektivischer Bilder:
a) Indem die Mattscheibe durch ein quadratisches Raster ersetzt wird, das auf die
Zeichenfliche iibertragen wird, kann man das unbequeme Zeichnen auf der senkrech-
ten Bildebene durch die Arbeit auf dem Zeichentisch ersetzen [Underweysung 1538].
b) Demgegeniiber zeigt die Auflage von 1525 eine noch sehr umsténdliche Methode,
Bildpunkte mit Hilfe ihrer ,, Koordinaten“ zu bestimmen, d.h. mittels zweier verschieb-
barer zueinander senkrechter Faden im Bildrahmen. Freilich hat dieses Bild fiir den
Anfénger in Perspektive den didaktischen Vorteil, den Sehstrahl zwischen Objekt und
Bild durch materielle Realisierung anschaulich zu machen. [Underweysung 1525].
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Abb. 5.3.4 Pavimento-Methode
Wahl des Horizontes h parallel zur unteren Bildkante f und des Hauptpunktes H auf
h fixiert das Lot, auf dem das Auge A liegen mufl. Wahl des Abstandes zwischen f
und der ersten Fugenreihe g verfiigt, wie die Seitenansicht zeigt, iiber die Augdistanz
d = HA. Gleichzeitig legt sie den Fluchtpunkt F' der Diagonalrichtung fest und
gestattet damit die Konstruktion aller weiteren Fugenreihen.
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Abb. 5.3.5 Konstruktion einer projektiven Skala nach Diirer
[2. Auflage der Underweysung 1538]
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aber ein Instrument ihrer Strategie war, die Menschen durch iiberwiltigen-
de Sinneseindriicke fiir den Katholizismus zuriickzugewinnen. Als Nebenlinien
entwickelten sich die Reliefperspektive und die anamorphoretische oder ,,curio-
se“ Perspektive. Bei der ersteren wird der Halbraum hinter einer ,,Frontebene®
umkehrbar eindeutig auf die Schicht zwischen dieser Ebene und einer dazu
parallelen Fluchtebene abgebildet (Abb. 5.3.6). Sie soll zuerst um 1420 von
Lorenzo Ghiberti bei der plastischen Gestaltung der Tiir des Baptisteriums
am Florentiner Dom verwendet worden sein (Abb. 5.3.8), was aber angesichts
des frithen Datums kaum glaubhaft ist. Spéter wurde sie hauptséchlich in der
Theaterperspektive oder fiir den sogenannten coro finto (fingierten Chor) ver-
wendet, d.h. wenn das Baugeldnde einer Kirche nicht grof8 genug fiir eine weit
ausgedehnte Apsis war, wurde diese durch ein Relief vorgetduscht (vgl. auch
Abb. 6.3.6). Bei der anamorphoretischen Perspektive handelt es sich um ein
gewOhnliches perspektivisch korrektes Bild, das aber fiir einen extremen Be-
trachterstandpunkt konstruiert wird. Nur wenn man diesen findet, erschliefit
sich der Inhalt, sonst wirkt das Bild chaotisch, bestenfalls wie marmoriert.
Ein besonderes Lehrbuch dieser curiosen Perspektive von dem franzosischen
Franziskaner J. F. Niceron erschien 1638.
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Abb. 5.3.6 Prinzip der Reliefperspektive

5.3.2 Konstruktionen

Die éltesten deutschen Lehrtexte zur konstruktiven Geometrie stehen noch in
der Tradition der Bauhiitten. Es sind ,,Das Biichlein von der Fialen Gerech-
tigkeit* (1486, Reprints 1923, 1965) und die (lange Zeit als anonym geltende,
siehe [Steck 1948]) ,,Geometria deutsch* (1487, Reprint 1965) von Matthaus
Roriczer, das ,,Fialenbiichlein® (um 1490, Reprint 1881) von Hans Schmutter-
mayer, ,,Underweisungen und lehrungen sein handwerck desto bass und kiinst-
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Abb. 5.3.7 Portrit des Luca Pacioli mit seinem Schiiler Guidobaldo (Herzog von
Urbino) von Jacopo de’ Barbari (eigentl. Jacob Welch) 1495.

[Museo Nazionale di Capodimonte, Neapel]

lich zu volpringen® von Lorenz Lacher (oder Lechler, 1516). Auf dieser Traditi-
on fufit das geometrische Hauptwerk Diirers ,,Underweysung der messung mit
dem zirckel und richtscheyt in Linien ebnen unnd gantzen corporen...“ (im fol-
genden kurz ,, Underweysung*, 1525, eine zweite, vor allem um Ausfithrungen
zur Perspektive erweiterte Ausgabe posthum 1538. Sehr wichtig ist dafiir das
sogenannte Dresdner Skizzenbuch von Diirer). Von den genannten Vorgéngern
unterscheidet sich Diirer jedoch durch die zumindest teilweise direkte Kenntnis
antiker Quellen und ein insgesamt unvergleichlich hoheres mathematisches Ni-
veau. Ein Exemplar der lateinischen Druckausgabe der ,,Elemente“ von Zam-
berti (1505), das Diirer nach eigenhéindiger Eintragung 1507 in Venedig fiir
einen Dukaten kaufte, befindet sich jetzt in der Herzog-August-Bibliothek in
Wolfenbiittel. 1523 erwarb er aus dem Nachlafl Regiomontans einen zweiten
Text der ,,Elemente®. In — wie uns scheint — iibergrofler Bescheidenheit beginnt
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Abb. 5.3.8 Eines der zehn Felder der Paradiespforte von Lorenzo Ghiberti am Bapti-
sterium des Florentiner Domes. Angesichts ihrer frithen Entstehung (um 1420) ist eine
korrekte reliefperspektivische Konstruktion sehr unwahrscheinlich. Das Werk doku-
mentiert jedoch ein frithes Interesse an naturalistischen bzw. illusionistischen Reliefs
und damit das Motiv, das Problem mathematisch zu durchdringen. [Foto A. Schreiber]

Diirer seine ,, Underweysung* mit den Worten: ,, Der aller scharff sinnigst Fucli-
des / hat den grundt der Geometria zusammengesetzt(.) Wer den selben woll
versteht / der darff diser hernach geschrieben ding gar nit/...“ In Wahrheit
bringt Diirer aber nicht nur viele Einzelheiten, die man bei Euklid vergeblich
suchen wiirde (darunter antikes Material aus verschiedenen Quellen ebenso
wie eigene Beitréige), sondern er weist der Geometrie neue Problemfelder und
Richtungen.

Zum Titel der ,Underweysung® ist noch zu bemerken, dafl seit Beginn einer
deutschsprachigen geometrischen Literatur in allzu wortlicher Ubersetzung des
Wortes Geometrie Euklid stdndig mit ,MeBkunst“ in Verbindung gebracht
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wurde, so dal Messen in dieser Zeit soviel wie Konstruieren bedeutet, also
von der heutigen Bedeutung des Wortes weit entfernt ist. (Zum Inhalt der
,Underweysung* siche folgende Ubersicht in moderner Sprache.)

Diirer weifl natiirlich und lehrt auch, wie man ein regulires Fiinfeck exakt
mit Zirkel und Lineal konstruiert. Seinen Kiinstlerkollegen empfiehlt er aber
auflerdem eine schon in der ,,Geometria Deutsch* beschriebene Naherungskon-
struktion, die mit fester Zirkel6ffnung und relativ geringer Schrittzahl leicht
durchfiihrbar ist und bei der die Winkel trotzdem um nicht mehr als 1,2 Grad
vom Sollwert abweichen. Auch gute ndherungsweise Konstruktionen fiir das
reguldre 7-; 9-; 11- und 13-Eck finden sich im 2. Buch seiner , Underwey-
sung“, dabei die 9-Ecks-Konstruktion anscheinend aus bis dahin nur miindlich
iiberlieferter Handwerkertradition [Steck 1948, S. 49]. (Alle diese Konstruk-
tionen werden im Aufgabenteil niher vorgestellt.) Besonders geschiitzt von
spiteren Mathematikern wurde Diirers ndherungsweise Winkeldreiteilung. In
[Vogel F. 1931] wurde sie mit mehreren anderen Niherungslésungen der glei-
chen Aufgabe verglichen und gezeigt, dafl sie nirgends um mehr als etwa 20
Bogensekunden vom genauen Wert abweicht und damit alle anderen spéteren
Losungsvorschliage tibertrifft. Zu ergénzen ist, dafl Diirers Konstruktionsidee
sich leicht iterieren 148t und dann eine noch groflere, praktisch freilich nicht
mehr realisierbare oder benotigte Genauigkeit liefert. Bei allem ist sich Diirer
des grundlegenden Unterschiedes zwischen exakten (er nennt sie ,,demonstrati-
ve*) und Niherungslosungen (er nennt sie ,,mechanice®) jederzeit bewufit und
hebt sich damit sogar von den meisten professionellen Mathematikern seiner
Zeit ab.

Abb. 5.3.9 Albrecht Diirer, Selbstbildnis aus dem Jahre 1500
[Alte Pinakothek Miinchen, Wikimedia Commons]
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Underweysung - Inhaltsiibersicht

Definitionen von Grundbegriffen, spezielle Kurven, be-
sonders verschiedene Spiralen und (riumliche) Schrau-
ben, Diirers ,,Muschellinie‘ und verwandte Kurven, Epi-
zykloide, Ellipse als affine Transformation des Kreises,
Ellipse Parabel und Hyperbel als Kegelschnitte (unter
Verwendung von Grund Aufrif3-Verfahren), am Beispiel
des Kreises Ansatz zur funktionalen Denkweise (Rekon-
struktion von Ordinate aus gegebener Abszisse und um-
gekehrt), proportionale Streckenteilung, Rekonstruktion
des Mittelpunktes eines gegebenen Kreises und andere
Grundkonstruktionen.

Klassifikation von Kurven, Winkeln und Flichen, dabei
besonders verschiedene Formen von Kreisbogendreiecken
und -vierecken, exakte (soweit moglich) und niherungs-
weise Konstruktion von regulidren n-Ecken fiir (in die-
ser Reihenfolge!) n = 6, 3, 7, 14, 4, 8, 16, 5, 10, noch-
mals 7, ndherungsw. 5, 15, 9, 11 und 13. Sehr genaue
nidherungsweise Kreisbogen- (bzw.Winkel-) Dreiteilung,
ebene Muster aus Kreisen, Parkettierungen mit gleich-
seitigen Dreiecken, Quadraten, Rhomben und reguliren
Fiinfecken, reguliren Sechs- und Siebenecken, Quadraten
und Achtecken, ... flichengleiche Verwandlungen, insbes.
niherungsweise Kreisquadratur, Satz des Pythagoras.
Sdulen und Pyramiden, graphische Darstellung der
stangens-Funktion® (Wie ist Schrifththe in Abhiingigkeit
von der H6he ihrer Anbringung zu staffeln, damit alle
Zeilen gleich hoch erscheinen?) Konstruktion von Son-
nenuhren, Konstruktion. verschiedener Alphabete nach
einheitlichen geometrischen Regeln.

Die fiinf reguliren Polyeder in Grund- und Aufsicht und
Netzabwicklung, polyedrische Kugel (mit ,,Meridianen*
und ,,Breitenkreisen*), Netzabwicklungen von 7 archime-
dischen Polyedern sowie zwei weiteren, im modernen Sin-
ne nicht halbreguldren Polyedern, Problem der Wiirfel-
ver-n-fachung nebst dem antiken Gerédt zur Konstruk-
tion der zwei mittleren Proportionalen zu zwei gegebe-
nen Strecken, kurze Ausfiihrungen zur Zentralperspek-
tive, insbesondere Konstruktion einer Wiirfelansicht mit
Schatten bei gegebenem Einfall des Lichtes, Vorschlige
fiir mechanische Hilfsmittel.
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5.3.3 Neue Formen
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Abb. 5.3.10 Diirers Konstruktion der Ellipse aus dem Kreis
[Underweysung 1525]

Im 1. Buch der ,,Underweysung® breitet Diirer eine grofie Vielfalt von teils
bekannten, teils aber neuen Konstruktionsprinzipien fiir ebene und raumli-
che Kurven aus. Neben verschiedenen Spiralen und Schraubenlinien gibt es
auch ganz neue wie seine ,,Muschellinie“ (Aufgabe 6.1.1) oder die von ihm
als Spinnenlinie bezeichnete Epizykloide. Dabei wird die Beziehung zwischen
punktweiser Konstruktion einer Kurve und mechanischer Erzeugung mittels
Mechanismen exemplarisch demonstriert. In diesem Teil befindet sich auch
der vieldiskutierte ,intelligente Irrtum® Diirers, der zwar Ellipsen als affine
Streckung oder Stauchung von Kreisen kennt und zu konstruieren weifl (Abb.
5.3.10), andererseits mit ganz regulirem Zweitafelverfahren punktweise den
ebenen Schnitt eines geraden Kreiskegels als , Eilinie“ konstruiert, aber von
der ja gar nicht so selbstverstédndlichen Identitédt dieser beiden Kurvenarten
nichts weif. (Sie kommen ja in den ,Elementen“ nicht vor®.) Und bei der
punktweisen Konstruktion der ,Eilinie“ unterlduft ihm der Denkfehler: Da
der Kegel oben einen kleineren Durchmesser als unten hat, kann die Eilinie
nur eine Symmetrieachse haben und mufl wirklich wie ein Ei aussehen (Abb.
5.3.11). Hier koénnte man sagen: Diirer ist hinter der Antike zuriick. Aber er
ist ihr voraus, denn die Art, wie er zu seiner Eilinie kommt, ist verallgemei-
nerungsfahig. In gleicher Weise konstruiert er auch Parabel und Hyperbel.
Er demonstriert, sozusagen zuféllig am Kegel, eine prinzipielle Methode, sich
Kurven als ebene Schnitte von Kérpern konstruktiv zu verschaffen, und wird
damit zum bemerkenswerten Vorlaufer von Monge. Er konstruiert auch, neben
der archimedischen Spirale, eine ,ionische Schnecke* durch knickfreies Zusam-
mensetzen von immer grofferen Kreisbdgen und analog eine wirklich eiférmige

8J. Werner, der in dieser Zeit in enger Verbindung mit Diirer stand und dem Diirer sicher
viel mathematisches Wissen verdankt, hatte eine Schrift {iber Kegelschnitte verfafit, in der
aber merkwiirdigerweise auch nur Parabeln und Hyperbeln behandelt wurden.
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Abb. 5.3.11 Diirers Ellipsenkonstruktion aus dem Kegel
[Underweysung 1525, S.34]



5.3 Geometrie in der Kunst der Renaissance 287

geschlossene Kurve aus sechs Kreisbogen, die ,fast“ ohne Knick? aneinan-
derschlieflen (Aufgabe 5.3.7). Nach der Begriindung der Koordinatenmethode
wurden derartige stiickweise zusammengesetzte Kurven fiir lange Zeit aus der
Mathematik verbannt. Heute wiirde man dazu neigen, in Diirer den Vater des
,»splining“ zu sehen.

5.3.4 Grund-Aufriverfahren

Piero della Francesca handhabt es in seiner damals unpubliziert gebliebenen
»Prospettiva pingendi® (um 1475) mit erstaunlicher Virtuositéit. (Einige Pro-
ben findet man in [Field 1997].) Wihrend Diirer zur Zentralperspektive 1525
nur ,technische Vorschlige* macht (siehe Abb. 5.3.2 u. 5.3.3), die iibrigens
wegen ihrer hdufigen Reproduktion in neueren Biichern nicht wenig dazu bei-
getragen haben, die landldufigen Vorstellungen von Diirers Mathematik und
dem Inhalt seiner ,,Underweysung“ zu priagen, war er selbst sich dieses Defi-
zits bewuflt, und die posthume Ausgabe von 1538 weist hauptséchlich in dieser
Hinsicht Ergénzungen auf, aber nichts wesentlich Eigenes. Hingegen erweist
Diirer sich schon 1525 in einer Weise als Meister des Zweitafelverfahrens, die
ihn in beachtliche, bisher wenig gewiirdigte, geistige Nihe von Monge riickt.
Besonders deutlich wird dies an der einfachen Aufgabe, bei in Grund- und
Aufrif§ gegebenem Wiirfel nebst punktformiger Lichtquelle den Schatten des
Wiirfels zu konstruieren (Abb. 5.3.12). In seinen ,,Vier Biichern von mensch-
licher Proportion® 1528 wendet er das Zwei- und Dreitafelverfahren vielseitig
an, um z. B. aus der Front eines Kopfes und dem gedrehten Grund- oder
Seitenrif das geneigte Gesicht zu konstruieren (Abb. 5.3.13). Uberraschender-
weise findet man das spéter zum Standard gewordene Verfahren, einen Koérper
zunéchst in einer sehr einfachen Lage im Grund- und Aufri§ darzustellen und
dann schrittweise in immer allgemeinere Lagen zu drehen, hier auch fiir den
Wiirfel und einige andere einfache Polyeder demonstriert (Abb. 5.3.14): Diirer
will die proportionierte Darstellung des menschlichen Korpers in den verschie-
densten Stellungen lehren und approximiert ihn zu diesem Zweck polyedrisch,
was anscheinend stilistisch nicht ohne Auswirkungen auf die folgende Kiinst-
lergeneration gewesen ist.

®Dieser kleine Knick enthiillt uns das aus der Antike iiberkommene Defizit der
Renaissancemathematiker hinsichtlich eines allgemeinen Tangentenbegriffes, verursacht
hauptséchlich wohl dadurch, daf sich fiir die in der Antike dominierenden Kegelschnitte,
aber nur fiir diese, der Begriff der Tangente durch die Existenz genau eines gemeinsamen
Punktes mit der Kurve ohne Grenzprozefl erfassen 1ait.
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Abb. 5.3.12 Schatten des Wiirfels nach Diirer
[Underweysung 1525]
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Abb. 5.3.13 Anwendung zugeordneter Normalrisse zur Konstruktion

verschiedener Ansichten desselben menschlichen Kopfes

[Diirer 1528: Vier Biicher von menschlicher Proportion]
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Abb. 5.3.14 Schrittweise Konstruktion von Grund- und Aufrifl eines Wiirfels
in allgemeiner Lage [Diirer 1528]
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Abb. 5.3.15 Kreisornamente a) Leonardo da Vinci b) Diirer
5.3.5 Ornamente und Parkette

Kann die Renaissance den iiberwaltigenden gotischen Maflwerken noch etwas
dekorativ Regelméfliges hinzufiigen? Leonardo, Diirer und andere entdecken
ganz ungotische Kreisbogenmuster (Abb. 5.3.15) und die vielfach verschlun-
genen Knoten, die offenbar aus der islamischen Kunst iibernommen werden
(Abb. 5.3.16). Beide experimentieren mit den Moglichkeiten, aus wenigen Sor-
ten von paarweise kongruenten , tiles“1? (im weiteren Sinne) regelmiBige Par-
kette zusammenzufiigen. Diirer gibt etliche weder vor noch nach ihm wieder
behandelte Moglichkeiten an'!. Diese Art Geometrie wird spiter Kepler auf
ein Niveau bringen, an das erst das ausgehende 20. Jh. wieder ankniipfen will
[Griinbaum /Shephard 1987]. Dies ist ein Gebiet, in dem viele Ideen gesam-
melt werden mufiten, ehe man an das Systematisieren und die Theoriebildung
gehen konnte. Mittelalter und Renaissance lieben aber schon die teils nur ge-
malte, teils aber in Bauwerken realisierte ,, FuBbodengeometrie“ (Abb. 5.3.17,
Aufgabe 5.3.8).

OTnteressant ist, daB die heutigen englischen Fachausdriicke ,tile, tiling“ bei Diirer in ge-
nau diesem Zusammenhang anklingen: ,,Man mag auch auf einem Plano manicherley figuren
zusamensetzen / als Dryangel / quadrat / 5.6.7. oder achteck /daraus man vill wunderlichs
dings mag machen von tillen (!!) und estrichen /...“

"Diirer bemerkt nicht, daf zwei der von ihm gefundenen Parkette aus Quadraten und
Achtecken durch Drehung um 45 Grad ineinander iibergehen.
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Abb. 5.3.16 Knoten: a) in der islamischen Kunst, b) Leonardo da Vinci c) Diirer
[a) aus A. Speltz: Das farbige Ornament aller historischen Stile. Leipzig: A. Schumanns Verlag
1915; b) und ¢) aus Steck 1948]

Abb. 5.3.17 Fulboden im Baptisterium der Kathedrale von Pisa, 12. Jh.
[A.Speltz 1915 a.a.0.]
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5.3.6 Polyeder

Die reguldren und halbregulidren Polyeder werden aufler durch die verbreite-
te Kenntnis der ,,Elemente* vor allem durch Paciolis ,,Divina proportione®
(1509) ins allgemeine BewuBtsein geriickt!'?. Leonardo illustriert dieses Buch
in einer Weise, die zeigt, dafl er viel mehr {iber mathematische Perspektive
wufte, als aus seinen verstreuten schriftlichen AuBlerungen zu entnehmen ist
(Abb. 5.3.18). Zugleich zeigt dieses Buch, dafl der Begriff der Halbregularitéit
noch nicht in der heutigen Bedeutung verfestigt war. Vielmehr scheint die
Existenz einer Umkugel und die gute Anndherung an diese Kugel ein wesent-
liches Kriterium fiir die Akzeptanz gewesen zu sein. So behandelt auch Diirer
aufler den 5 reguldren nur 7 der archimedischen Koérper, aber im gleichen
Zusammenhang auch einige im modernen Sinne nicht halbregulire Korper
mit Umkugel'® (Aufgaben 5.3.10-12). Eine eindrucksvolle Menge intuitiv re-
gelméBiger Korper zeigt das wohl als Musterkatalog gedachte Werk ,,Perspec-
tiva corporum regularium* (1568) des Goldschmieds Wenzel Jamnitzer (Abb.
5.3.20). Die sich an die Renaissance anschlieende Stilperiode des Manierismus
neigt dazu, komplizierte geometrische Formen um ihrer selbst willen als Sujet
zu wihlen [Eimer 1956]. Es entstehen regelrechte geometrische Stilleben (Abb.
5.3.21). Ein iiberraschender frither Vorlaufer dieses Stils war Paolo Uccello (um
1397 - 1475), der laut Vasari von seinen Malerkollegen deshalb scharf kritisiert
wurde. Und zu den groflen wissenschaftshistorischen Wundern gehort, daf$ Uc-
cello schon 1426 in dem in Marmor eingelegten Fuflboden von San Marco in
Venedig den heute als ,,grofies Tkosaeder“ bezeichneten reguliren Sternkorper
abbildet (Abb. 5.3.19). In Paciolis ,,Divina proportione“ und ausfiihrlicher in
Diirers ,,Underweysung* werden erstmals auch Netzabwicklungen von Poly-
edern gezeigt. Eine bemerkenswerte Behandlung der archimedischen Polyeder
vom mathematischen Standpunkt befindet sich dann in Stevins Schrift ,Pro-
blemata geometrica® (1583).

Die kunsthistorische Literatur des 19. und 20. Jhs. ist voll von Versuchen,
mathematische Gestaltungsprinzipien aus den Kunstwerken der Renaissance
zu rekonstruieren (siehe z.B. [Dehio 1895], [Fichtner 1984]), oft wohl auch, sie
willkiirlich hineinzulesen (Abb. 5.3.22). Da werden Bilder und architektonische
Risse nachtréiglich mit komplizierten Konstruktionen iiberzogen, aber nur sel-

2Dabei kniipfte Pacioli an eine Schrift iiber regulire Polyeder von Piero della Francesca
an, dessen Schiiler er anscheinend zeitweilig gewesen ist.

13Noch Kepler schreibt 1619 in seiner , Weltharmonik®, als er alle Moglichkeiten fiir ar-
chimedische Polyeder systematisch aufzihlt und dabei (wohl erstmals) auch auf die halbre-
guldren Prismen und Antiprismen stoft, dafl diese zu verwerfen seien, weil sie scheibenformig
sind und mehr einer ebenen Figur als einer Kugel gleichen (Buch II, Def. XIII).
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Abb. 5.3.18 Ilustrationen Leonardos zur ,,Divina Proportione“ von L. Pacioli
[Pacioli: De Divina Proportione. Deutsch von C. Winterberg. Wien 1889]

Abb. 5.3.19 Fulbodenmosaik im Eingangsbereich von San Marco, Venedig, nach einer
Vorlage von P. Uccello um 1425. Es zeigt offensichtlich den heute als grofles
Ikosaeder bezeichneten Sternkérper. [Foto A. Schreiber]
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Abb. 5.3.20 Wenzel Jamnitzer: ,, Perspectiva corporum regularium®
[Niirnberg 1568, Tafel 23] Nach gezeichneten Vorlagen des Verfassers wurden die Bildtafeln von Jost
Ammann in Holz geschnitten. Links in der mittleren Reihe erkennt man das groBle Dodekaeder.

Demnach war noch ein weiterer Sternpolyeder schon vor Kepler bekannt.
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Abb. 5.3.21 Ein manieristisches geometrisches Stilleben
[Lorenz Stoer 1567]
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ten sind die Beweise, dafl die Kiinstler wirklich so geplant haben, schliissig bzw.
haben die Kiinstler selbst uns solche Schliissel in die Hand gegeben (Zu einer
sachkundigen Kritik des , Triangulatur- und Quadraturwahns“ in der archi-
tekturhistorischen Literatur siehe auch [Conrad 1990, S. 821f]). Von Diirer gibt
es allerdings eine ganze Reihe geometrisch konstruierter Bildentwiirfe (Abb.
5.3.23). Nachweisbar ist in der Literatur das Ringen um mathematisch erfaf-
bare Proportionen des menschlichen Korpers. Es geht bis auf Vitruv zuriick.
Daran kniipfen u.a. Giotto, Leonardo da Vinci, Piero della Francesca und Al-
berti an. Letzterer gibt an, seine Zahlenverhéltnisse durch vielfache Messun-
gen an verschiedenen Menschen gewonnen zu haben. Diirers ,, Vier Biicher von
menschlicher Proportion“ (1528) gehen wiederum iiber das traditionelle An-
liegen hinaus. Erstmals werden hier geometrische Transformationen benutzt;
Diirer entwickelt aus einem Normalgesicht durch lineare oder auch nichtli-
neare Netzverzerrung verschiedene andere Kopfe (Abb. 5.3.25). Implizit zeigt
er, wie viele verschiedene Gesichter man aus wenigen Grundelementen bzw.
durch Variation eines Details erzeugen kann. Ist er am Ende auch der Vater des
Phantombildverfahrens? Erwéhnt mufl noch werden, dafl auch die Konstruk-
tion #sthetisch schoéner und stilistisch einheitlicher Alphabete (also modern
gesprochen Typographie) in der Renaissance einsetzt und sich durchaus in ge-
danklicher Ndhe zum Proportionenkanon des menschlichen Korpers befindet.
Daf3 Diirer in seiner ,,Underweysung® verschiedene Alphabete mit Zirkel und
Lineal konstruiert (Abb. 5.3.24), ist relativ bekannt, weil vielfach reproduziert.
Aber auch in diesem Fall hatte er Vorlaufer, u.a. Pacioli und Leonardo. Die
graphische Gestalt von Buchstaben und Ziffern hat bis heute nichts von ihrer
Faszination fiir Kiinstler verloren.

5.3.7 Terminologie

Wir beschrianken uns hier auf die Entstehung einer deutschen Fachsprache
und kommen damit wieder zu Diirers ,,Underweysung“. Es beginnt schon im
Titel mit dem , richtscheyt®, wofiir sich letztlich wieder das latinisierende Li-
neal durchgesetzt hat. Auch Diirers ,,brenlini* fiir Parabel und ,,gabellini“ fiir
Hyperbel haben sich nicht eingebiirgert. (Es waren wirklich terminologische
Vorschldge fiir des Lateins und Griechischen unkundige Leser, denn Diirer
gibt auch die aus dem Griechischen entlehnten Bezeichnungen an.) Ein Kreis
ist eine ,,zirckel lini“, eine Kreisfliche ist eine ,,runde ebene“, ein Quadrat eine
»gefierte ebene* oder ,fierung®, eine Diagonale ein ,ortstrich“, eine waage-
rechte Strecke eine ,,zwerchlini®, eine Parallele eine , barlini, ... Wesentlicher
als diese ungelenken Einzelworter scheint, dafl man Diirers Text und beson-
ders seine Konstruktionsbeschreibungen auch heute noch gut verstehen kann.
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Abb. 5.3.22 Eine ,,Analyse“ von Max Steck (Diirer, Christi Kreuzigung, 1521)

Hier ist der Bezug des dartibergelegten Gitters zum Bild nicht iiberzeugend
[Steck 1948, Tafel XXXV].
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Abb. 5.3.23 Eine geometrische Hilfskonstruktion
Auf dieser Studie hat Diirer selbst seine geometrische Hilfskonstruktion stehen
gelassen [Steck 1948, Tafel X].

Abb. 5.3.24 Beispiele der Konstruktion von Buchstaben bei Pacioli und Diirer
Der erste Buchstabe links oben (S) ist von Pacioli, die anderen sind von Diirer.
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mathematisch beschreibbaren Verzerrung menschlicher Képfe [Diirer 1528]
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Als Beispiel sei seine Beschreibung zitiert, wie man zu einem gegebenen Kreis
exakt die Kante des einbeschriebenen Fiinf- und Zehnecks und zugleich néhe-
rungsweise die des Siebenecks findet (Abb. 5.3.26):

2
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Abb. 5.3.26 Diirers Originalzeichnung zur Konstruktion des 5-, 10- u. 7-Ecks
[Underweysung 1525]

»Nun ist von noétten ein fiinfeck zumachen / in ein zirckelryl / dem thue al-
so / Reifl auB einem Centrum .a. ein zirckelryl / und zeuch ein zwerchlini
durch das Centrum .a. und da sie zu beden seyten die zirckellini durchschnei-
det / da setz .b.c. Darnach zeuch durch das Centrum .a. ein aufrechte lini zu
gleychen wincklen (d.h. sie bildet mit der schon gezogenen Waagerechten glei-
che Nebenwinkel, ist also senkrecht auf ihr) / und wo sy eben die zirckellini
durchschneydet / do setz ein .d. (Jetzt fehlt die Anweisung, zunichst e als
Mittelpunkt der Strecke ac zu konstruieren, was sich aber aus der beigefiigten
Zeichnung ergibt.) Darnach reif} ein gerade lini e.d. und nym ein zirckel / setz
in mit dem ein fuf} in den punckt .e. den andern in das .d. und reif3 von .d.
herab auf die zwerchlini .b.c. wo sie die durchschneidt da setz ein .f. und reifl
f.d. gerad zusamen / dise lenge .f.d. ist ein seiten eins fiinfteyls (d.h. die Kante
des einbeschriebenen Fiinfecks) / das ecket im zirckel herum dryt / so ist .f.a.
ein seyten eins zehenecks / (Bis hier ist die Konstruktion exakt und stammt
aus dem Almagest des Ptolemaios). Darnach teyl .a.c. mit einem punckten .e.
in zwey gleiche teyl (Offenbar ist hier die Reihenfolge des Textes verdorben
worden, das kann aber am Setzer liegen.) /so du dann aufl dem punckten .e.
mit einer aufrechten lini ueber sich ferst / bis an die zirckellini / so hast du
ein sibenteil des zirckels Mechanice / (d.h. diese Strecke ist nur ndherungs-
weise die Kante des Siebenecks) / wie ich das unden hab aufgeryssen.“ (Die
Strecken sind in der zugehorigen Zeichnung mit 5 bzw. 10 bzw. 7 beschriftet,
womit Miverstindnissen weiter vorgebeugt wird.)

Man entnimmt der Leseprobe, dafl die Rechtschreibung auch gelaufiger Worter
ganz und gar nicht feststand, daf} im allg. nur Worter wie Centrum und Me-
chanice, die als Fremdworter empfunden wurden, grof3 geschrieben wurden,
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Abb. 5.3.27 Wendeltreppe von H. Rodler (1531

Wias ist an dieser Wendeltreppe falsch? [H. Rodler: Eyn schén n
underweysung der kunst des messens mit dem Zirckel/Richtscheyt oder Linial. Simmern 1531]
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1514).

(

, Kupferstich

Abb. 5.3.28 A. Diirer: Melencolia I
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dafl der ,slash“ / das bevorzugte Universalsatzzeichen war. Im Original sind
zusitzlich noch die ,n“ am Wortende durch Uberstreichen des vorletzten Buch-
staben ersetzt. Entscheidend ist aber, dafl das Wesen der von Euklid entwickel-
ten Adressierungstechnik gut bewahrt worden ist.

Diirers Werk wurde schon 1532 ins Lateinische iibersetzt und so in mehreren
Auflagen in Paris gedruckt. In Deutschland fand es bald Nachahmer, die je-
doch nicht annéhernd das Niveau Diirers erreichten, u.a. Hieronymus Rodler
(,Eyn schén niitlitz buchlin underweisung®, Simmern 1531, sehr fehlerhaft,
siehe Abb. 5.3.27), Heinrich Lautensack (,,Des Circkels unnd Richtscheydts...
underweisung®, Frankfurt a. M. 1564), Hans Lencker (,,Perspectiva literaria®,
Niirnberg 1567, 1571) und Paul Pfinzing (,Ein schéner kurtzer Extract der
Geometriae unnd Perspectivae“, Niirnberg 1599, 1616).

Wir beschliefen dieses Kapitel mit einem Blick auf Diirers vieldiskutierten
Kupferstich ,MELENCOLIA I* aus dem Jahre 1514. (Abb. 5.3.28). Nach all-
gemeiner Auffassung stellt der in tiefes Sinnen verfallene Engel ein symboli-
sches Selbstportrit Diirers dar: Melancholie — ausgelst durch langes und zum
Teil vergebliches Griibeln iiber schwierigen mathematischen Problemen. (Zu
ausfiihrlichen Besprechungen und Deutungen siehe u.a. [Panofsky /Saxl 1923],
[Steck 1948, S. 141], [Schroder 1980, S. 64ff]. Das abgebildete Polyeder wird in
den Aufgaben 5.3.10 und 5.3.11 ndher untersucht.)

5.4 Geometrische Keime der Infinitesimalmathematik

Die im 17. Jh. entstehende ,,moderne“ Mathematik ruht auf vier Sdulen: Funk-
tionsbegriff, Koordinatenmethode, Differential- und Integralrechnung, von de-
nen mindestens die drei letztgenannten urspriinglich der Geometrie angehéren.
Die historischen Wurzeln dieser vier Kernbereiche reichen unterschiedlich weit
in die Vergangenheit zuriick. Es ist klar, daf} die Bestimmung von Mafizah-
len (Langen, Flicheninhalte, Rauminhalte) fiir geometrische Objekte zu den
dltesten Praxisaufgaben der Mathematik gehort. Elementargeometrisch 16sbar
sind diese aber nur fiir die ,linearen Objekte“: Streckenziige, geradlinig be-
grenzte ebene Flidchen, Polyeder. Die ersten eigentlich mathematischen Ver-
suche, diese Grenze zu iiberschreiten, gehen, wie wir gesehen haben, auf De-
mokrit (nicht schriftlich tiberliefert), auf Buch XII der ,Elemente“ und auf
Archimedes zuriick. In der auf alles Praktische orientierten Renaissance wur-
den diese Teile antiker Mathematik mit besonderem Interesse rezipiert und
bald weiterentwickelt. Einen wesentlichen Schliissel dafiir bildete die Editi-
on der Schriften des Archimedes {iber Spiralen, iiber die Kreismessung, {iber
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die Quadratur der Parabel, iiber Konoide und Sphéroide und iiber schwim-
mende Korper (ein erster latein. Druck Basel 1544, sehr wirkungsreich, dann
die griechisch-lateinischen Ausgaben von Commandino 1558, 1566). Charak-
teristisch fiir die Renaissance sind die Versuche, die strengen aber mithsamen
Beweismethoden eines Archimedes fiir Flicheninhalts- und Volumenformeln
durch heuristische und verallgemeinerungsfihige Uberlegungen zu ersetzen.
Ein typisches Beispiel ist der Beginn von Keplers Schrift ,,Neue Stereome-
trie der Fasser® (1615, im folgenden kurz ,Neue Fafirechnung®), worin Kepler
zunichst aus der Antike bekannte Resultate zusammenstellt, dafiir aber neue
Begriindungen gibt: ,Der Umfang eines Kreises hat so viele Teile als Punkte,
nédmlich unendlich viele; jedes Teilchen kann angesehen werden als Basis eines
gleichschenkligen Dreiecks, dessen Spitze im Mittelpunkt des Kreises liegt.
Daraus wird nun gefolgert, dal der Flidcheninhalt des Kreises sich aus dem
Inhalt unendlich vieler Dreiecke zusammensetzt, deren gemeinsame Hohe der
Radius ist, wihrend sich die Basen zum Kreisumfang addieren, der Inhalt also
gleich dem halben Produkt aus Umfang und Radius ist. Analog erhélt Kepler
aus der Volumenformel der Pyramiden, dafl das Volumen einer Kugel gleich
einem Drittel des Produkts von Radius und Oberflache ist, indem er sich ei-
ne Kugel in unendlich viele Pyramiden zerlegt denkt, deren Grundflichen die
Oberflache bilden und deren gemeinsame Spitze der Mittelpunkt der Kugel
ist.

Wahrend alles bisher Gesagte aus der historischen Situation heraus ohne wei-
teres versténdlich ist, gibt es fiir das aufstrebende Interesse an Problemen der
Schwerpunktsbestimmung neben den Bediirfnissen des Schiffbaues, durch die
z.B. Stevin zu seinen Untersuchungen motiviert wurde, merkwiirdigerweise
einen theologischen Grund: Der mittelalterliche Theologe und Logiker Johan-
nes Buridanus hatte argumentiert, daf jeder geologische Prozefl (und sogar die
massenhafte Entlaubung der Baume im Herbst) den Schwerpunkt der Erde
verlagert und dieser dann immer wieder danach trachten muf, in den Mittel-
punkt des Universums zu gelangen, wodurch eine sténdige torkelnde Bewegung
der Erde um diesen angenommenen Mittelpunkt entstehen mufl. Da anderer-
seits das Dogma von der Unbeweglichkeit der Erde galt, 16ste dies natiirlich
einen theologischen Streit aus, an dem u.a. der fiir die Mathematikgeschichte
wichtige Bischof Nicole Oresme beteiligt war und auf den sich noch im 17. Jh.
z.B. der jesuitische Mathematiker Paul Guldin bei seiner Beschiiftigung mit
Schwerpunktsproblemen bezog. Fiir die nach ihm benannten Guldinschen Re-
geln, die in seinem vierbindigen Hauptwerk ,,Centrobaryca® (Wien 1635-41)
enthalten sind, hat er selbst mehr metaphysische als mathematische Argumen-
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te angefiihrt. Einen auf Infinitesimalmethoden (ndmlich Zerlegung in , Indivi-
siblen®) gegriindeten Beweis der Regeln versucht erst Bonaventura Cavalieri
1635. Als wesentlicher Vorldufer kann auch hier Kepler betrachtet werden, der
im ersten Teil seiner ,Neuen Fafirechnung®“ aus dem Kreis und anderen Kegel-
schnitten durch blofle Verlagerung der Rotationsachse weg von den Symmetrie-
achsen eine grofle Vielfalt von Rotationskorpern erzeugt. Es folgen dann Séitze
wie z.B. ,,Lehrsatz XVIII. Jeder Ring mit kreis- oder ellipsenférmigem Quer-
schnitt ist gleich einem Zylinder, dessen Hohe gleich dem vom Mittelpunkt
der Figur bei der Rotation beschriebenen Kreisumfang und dessen Grund-
fliche der Querschnitt ist.“ Zur Begriindung sagt er: , Wenn man némlich den
Ring durch Schnitte aus dem Zentrum in unendlich viele und sehr diinne Schei-
ben zerschneidet, so wird eine Stelle der Scheibe gegen den Mittelpunkt A des
Ringes hin um so viel schmaler sein als diese Stelle dem Mittelpunkt ndher
liegt... und umsoviel breiter in einem weiter auflen gelegenen Punkt. Danach
wird die Dicke an diesen beiden Stellen zusammen doppelt so grofl sein wie in
der Mitte der Scheiben. Diese Uberlegung wiirde nicht gelten, wenn die Schei-
ben mit ihren Teilen diesseits und jenseits des Mittelpunktes [des rotierenden
Profils] nicht symmetrisch zueinander wiren.“

Koordinatenmethoden sind indirekt in der Antike iiberall dort in Gebrauch, wo
Kurven durch ihre Symptome beschrieben werden. Expliziter d&uflert sich die
Koordinatenmethode in der Astronomie und in der Geographie. Einen wesent-
lichen Beitrag dariiber hinaus leistet die Renaissance nicht. Jedoch kann G.B.
Benedetti als ein (bisher wenig gewiirdigter) Vorldufer von Descartes gelten,
da er in seinem ,,Speculationum*® 1585 erstmals systematisch die Realisierung
aller vier species und des Wurzelziehens durch geometrische Konstruktion zu-
sammenstellt und auf dieser Grundlage, noch ohne sich vom antiken Homo-
genitatsprinzip zu losen, die Losung beliebiger Konstruktionsaufgaben auf die
algebraische Analyse der gesuchten Stiicke und deren sozusagen algorithmische
Konstruktion aus den gegebenen Groflen zuriickfiihrt.

Die Friithentwicklung der Differentialrechnung war zunéchst dadurch stark ge-
hemmt, daf fiir die Kegelschnitte, auf die sich Sétze iiber Tangenten seit der
Antike weitgehend konzentrierten, ausnahmsweise eine elementare Definition
moglich ist, weil sie diejenigen Geraden sind, die genau einen Punkt mit dem
Kegelschnitt gemeinsam haben. Fiir die Bediirfnisse der geometrischen Op-
tik, in der spiegelnde oder brechende Flichen (die in den praktisch wichtigen
Fillen durch Rotation von Kegelschnitten entstehen) lokal durch ihre Tangen-
tialebenen zu ersetzen sind, war dies ausreichend. Der wesentliche Ansto8, sich
allgemeiner mit dem Tangentenproblem zu beschéftigen, wird durch Fragen
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nach lokalen Extremwerten von Funktionen gegeben, die bis in die Renais-
sance kaum und hochstens in sehr versteckter Weise gestellt wurden'®. Aber
der entscheidende Denkanstof8 hierzu, an den Fermat ankniipfen wird, kommt
aus der Renaissance und von Kepler:

In seiner schon mehrfach erwéhnten ,,Neuen Fafirechnung®, die eigentlich Pro-
blemen der Volumenbestimmung von Rotationskérpern gewidmet ist und schon
im Titel ausdriicklich auf Archimedes Bezug nimmt, bricht funktionale Denk-
weise und das Suchen nach Maxima spontan durch (Alle Zitate nach der deut-
schen Ubersetzung der ,Neuen Stereometrie der Fisser“ in Ostwalds Klassi-
kern): Erster Teil, Lehrsatz XXIX. ,Wenn die Zitrone, die Pflaumen, die pa-
rabolische Spindel und der Doppelkegel (von Kepler fiir seine Rotationskérper
eingefiihrte phantasievolle, aber exakt definierte Begriffe), die sdmtlich abge-
stumpft sind, sowohl dieselben Schnittkreise wie auch denselben Kreis um die
Mitte des Korpers haben, so ist die Zitrone der grifite Korper...“ (Hervorhe-
bungen hier und im folg.: Schreiber) Zweiter Teil, Lehrsatz IV. ,Unter allen
Parallelepipeden oder Siulen, die einer und derselben Kugel einbeschrieben
sind und auf zwei quadratischen, einander entgegengesetzten Grundflichen
stehen, ist der Wiirfel am grifiten.“ Folgesatz 2 zum Lehrsatz V. ,Daraus
geht hervor, dafl ein gewisser praktischer geometrischer Sinn in der Regel liegt,
nach der die osterreichischen Béttcher die Fésser bauen... daf er ndmlich mit
der Regel des Lehrsatzes V iibereinstimmt und den moglichst gréfiten Inhalt
besitzt, obgleich er von der vollstédndigen Erfiillung der Regel etwas abweicht.
Andere Gestaltungen, welche bis zu den Punkten sehr nahe bei G sich dies-
seits und jenseits erstrecken, dndern nur wenig an dem Rauminhalt, weil die-
ser fiir AGC' der groBtmogliche ist: das einem grifsten Wert auf beiden Seiten
benachbarte zeigt ndmlich am Anfang nur unmerkliche Abnahme.“ Hier ist
nicht nur funktionales Denken am Werk, sondern zum ersten Mal, zwar oh-
ne jeglichen Beweis, aber ausgehend von geometrischer Intuition formuliert,
was spéter in der Differentialrechnung als Satz von Fermat bezeichnet werden
wird, dafl ndmlich unter gewissen heute wohldefinierten Voraussetzungen ein
Extremalwert hochstens dort eintreten kann, wo die von beliebig kleinen Ande-
rungen des Arguments verursachten Anderungen des Funktionswertes minimal
werden. Im Lehrsatz XXVII wird dieser neue Gedanke nochmals bekréftigt:

1n der Literatur findet sich gelegentlich der Hinweis auf isoperimetrische Betrachtungen
der antiken Geometer und dabei besonders auf eine Textstelle im Euklidkommentar des Pro-
klos. An der angegebenen Stelle bei Proklos [Proklos/Steck 1945, S. 443] steht sehr schlecht
formuliert: ,,...Daher erweist sich das Quadrat als gréfler denn alle Figuren von gleichem
Umfang.* Nur aus dem Zusammenhang kann man hier entnehmen, dafl als konkurrieren-
de Figuren wohl nur Vierecke zugelassen sind. Andernfalls wire die Behauptung natiirlich
falsch.
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, Wenn die beiden Halften eines sterreichischen Fasses nicht vollstdndig dhn-
lich sind, sondern der eine Falboden um weniges kleiner und enger ist als der
andere, so ist, sofern nur die Visierlinge die nédmliche ist, die Differenz der
Inhalte beider Hilften unmerklich. ... In jenen Punkten, in denen nach einem
gewissen Kreisgesetz eine Anderung vom Kleineren zum GroBeren und hier
auch wieder zum Kleineren eintritt, ist aber jene Differenz immer unmerk-
lich.“

Wesentliche weitere Wurzeln des beginnenden funktionalen Denkens, die eben-
falls der Renaissance angehoren, betreffen die mathematische Formulierung
von Bewegungsgesetzen (Galilei, Kepler). Insofern dort stets die Zeit als un-
abhéngige Variable auftritt, sind sie aber ihrer Natur nach nicht eigentlich
geometrisch.

Bifier ond Wechfelruthets Finfitich
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Lrhavs Helm/IMathematico ju Fransts
fuve/ befehricben.

lles pon neutsem jesunde swiberurh erfee
1 pnd Cotrigirts

A SREEEE—

Abb. 5.4.1 Ausschnitt aus dem Titelblatt des Buches: Adam Risen, Rechenbuch auff
Linien und Ziphren in allerley Handthierung, Geschéfften und Kauffmanschafft, 1574
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Wesentliche Inhalte der Geometrie in der Renaissance

1377 — 1446

1404 — 1472

um 1420 — 1492

1436 — 1476

um 1445 — 1517

ca. 1450 — ca. 1500

1471 — 1528
1473 — 1543
1502 - 1578
1508 — 1555
1508 — 1585
1512 — 1594
1514 — 1576
1546 — 1601
1561 - 1613
1564 — 1642
1571 - 1630

FiLipPo BRUNELLESCHI: Erfinder der ,,Durschnittsmetho-
de* fiir perspektivische Darstellungen (nach Vasari)
LEONE BATTISTA ALBERTI: Biicher iiber die Baukunst
und Malerei (mit Perspektive)

PIERO DELLA FRANCESCA: ,De prospectiva pingendi“
(Perspektive in der Malerei)

REGIOMONTANUS: Begriindung der Trigonometrie in Eu-
ropa als systematische Theorie, Ubersetzung klassischer
mathematischer und astronomischer Werke

Luca PAcioLL: ,,Divina proportione® (Goldener Schnitt;
regulére u. halbregulére Polyeder)

MATTHAUS RORICZER: ,Das Biichlein von der Fialen
Gerechtigkeit“ (1486), ,,Geometria Deutsch® (1487), Be-
schreibung von Verzierungen in gotischer Baukunst
ALBRECHT DURER: , Underweysung® (1525, 1538) und
,Proportionenlehre® (1528) behandeln umfassend prakti-
sche Geometrie, insbesondere Perspektive, Mehrtafelver-
fahren, Kurven, Parkettierung, regelméfiige Polyeder
NicorAus COPERNICUS: ,De revolutionibus orbium co-
elestium libri VI¢ (1543), heliozentrisches Weltsystem
PEDRO NUNEZ: Kurven konstanten Kurses (Loxodromen)
in der Seefahrt

GEMMA FRisius: Methode der Triangulation (Zerlegung
in Dreiecke bei Vermessungen)

WENZEL JAMNITZER: ,,perspektiva corporum regularium*
(1568)

GERHARD MERCATOR: Erste Weltkarte in ,Mercator-
Projection®

GEORG RHAETICUS: Definitionen der trigonometrischen
Funktionen am rechtwinkligen Dreieck

TycHO BRAHE: Astronomische Messungen (Grundlagen
von Arbeiten Keplers)

BARTHOLOMAUS PITiscus: ,, Trigonometriae sive dimen-
sionae ... “ (1595), 10 Biicher zur Trigonometrie
GALILEO GALILEL: Begriindung der modernen Kinematik
JOHANNES KEPLER: ,Neue Stereometrie der Fasser”
(1615) (Keim der Infinitesimalrechnung), ,, Vom sechsecki-
gen Schnee“ (1611) und , Harmonice Mundi“ (1619) ent-
halten zahlreiche Ansétze zur diskreten und kombinatori-
schen Geometrie, Gesetze der Planetenbewegung
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5.5 Awufgaben zu 5

ro |3
()

Abb. 5.5.1 Figur zu Aufg. 5.2.1

Aufgabe 5.2.1: Polardreiecke auf der Kugel

A, B, C seien die Eckpunkte eines Dreiecks auf der Kugelfliche. C* bezeichne denje-
nigen Pol zum Groflkreis durch A, B, der auf der selben Halbkugel beziiglich dieses
GroBkreises liegt wie C. Analog seien die Punkte A” und BY definiert. A" B CT ist
das Polardreieck zu ABC (Abb. 5.5.1). Man iiberlege sich

a) daf} das Polardreieck des Polardreiecks von ABC wieder ABC' ist,

b) wie die im Bogenmaf} gemessenen Seiten des Polardreiecks von den Winkeln
des Urdreiecks und die Winkel des Polardreiecks von den Seiten des Urdreiecks
abhéngen,

¢) wie man daraufhin aus drei gegebenen Winkeln eines sphérischen Dreiecks die
Seiten des Polardreiecks und aus dessen Winkeln die Seiten des Urdreiecks be-
stimmen kann. (Dies entspricht einer Herleitung des Winkelkosinussatzes der
sphérischen Trigonometrie aus dem Seitenkosinussatz.)

Aufgabe 5.2.2: Vietas Konstruktion des Sehnenvierecks

Im Anhang von Vietas , Mesolabum® 1596 findet sich die folgende reizvolle Konstruk-
tionsaufgabe: Damit ein konvexes Viereck mit den Seiten a, b, ¢, d existieren kann, ist
offenbar notwendig und anschaulich auch hinreichend, dafl jede dieser Seiten kiirzer
als die Summe der drei iibrigen ist. Vieta zeigte, dafl man unter dieser schwachen Vor-
aussetzung dem Viereck immer eine solche Form geben kann, daf§ es einen Umkreis
besitzt, also ein Sehnenviereck ist, und dafl der zur Konstruktion dieser Gestalt aus
gegebenen a, b, ¢, d erforderliche Winkel «, etwa bei der Ecke C, aus den gegebenen
Seiten mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist. Ein trivialer Spezialfall liegt vor, wenn
zwei gegeniiberliegende Seiten gleich sind. (Dann ist die gesuchte Figur ein symme-
trisches Trapez.) Einen Hinweis zur Losung des allgemeinen Falles gibt die von Vieta
benutzte Figur (Abb. 5.5.2), wobei D’ und A’ so bestimmt sind, da§ SD’ = SD und
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SA’ = SA, ferner BG parallel zu AA’ und A’E parallel zu AB. Da ein Sehnenviereck
dadurch charakterisiert ist, daf§ die Summe je zweier gegeniiberliegender Innenwinkel
180 Grad betrigt (Man begriinde dies gegebenenfalls mittels des Peripheriewinkelsat-
zes), tritt o nochmals als AuBlenwinkel bei A auf. Zur Kenntnis von « geniigt es nun,
die drei Seiten des Dreiecks A’ EC zu kennen, wobei A’F = AB = a,BC =b,CD =c¢
und DA = D’A’ = BE = d gegeben sind und EF (warum) = DA’ ist. Man benotigt
alsoz = FF und y = GC. (Losung: Esist t+y =c—aund z : d = y : b. Man muf} al-
so die Strecke ¢ — a im Verhiiltnis d : b teilen.) Im Anschluff an diese Aufgabe entsteht
natiirlich die Frage, ob auch fiir n > 4 zu n Strecken aq, ..., a,, die die notwendigen
Ungleichungen erfiillen, immer ein konvexes Sehnen-n-Eck mit diesen Seiten existiert
und ob es aus diesen Seiten mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist. Die Antwort auf
die erste Frage lautet ja, die Antwort auf die zweite ist nein. Die Beweise findet man
in [Schreiber 1993]. Siehe auch Aufgabe 7.2.4.

S

Abb. 5.5.2 Figur zu Aufg. 5.2.2

Aufgabe 5.2.3: Riickwirtseinschneiden

Man l6se die Aufgabe des Riickwértseinschneidens analytisch statt graphisch, d.h.
wie hingen die kartesischen Koordinaten des Neupunktes von den Koordinaten der
drei gegebenen Punkte ab? Wie driickt sich in der analytischen Formel aus, daf§ der
Neupunkt nicht zu nahe am , gefihrlichen Kreis“ liegen darf?

Aufgabe 5.2.4: Archimedische und dualarchimedische Polyeder und Vielecke

Ein Polyeder ist archimedisch halbreguldr, wenn seine Flichen reguldre (aber nicht
notwendig paarweise kongruente) Vielecke sind und seine Ecken (bestehend jeweils
aus der zyklisch geordneten Menge der in einer Ecke zusammentreffenden Flichen)
paarweise kongruent sind.
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a) Man beweise, daf} jedes archimedische Polyeder eine Umkugel hat, d.h. einen
Mittelpunkt, von dem alle Ecken gleich weit entfernt sind.

b) Das zu einem archimedischen Polyeder P reziproke dualarchimedische (oder Ca-
talansche) Polyeder DP hat die Umkugel von P als Inkugel. Seine Flichen sind
in den Ecken von P tangential an diese Kugel. Daher hat es seine Ecken ge-
nau auf den Strahlen vom Mittelpunkt der Kugel durch die Mittelpunkte der
Flachen von P, und die Kanten beider Polyeder sind einander umkehrbar ein-
deutig zugeordnet. Aus der Gleichheit aller Ecken des archimedischen P ergibt
sich die Gleichheit aller Flichen von DF und aus der méglichen Verschiedenheit
der Flichen von P die mégliche Verschiedenheit der Ecken von DF.

Man beweise, dal ein Polyeder genau dann regulér ist, wenn es archimedisch
und dualarchimedisch ist, also sowohl eine Um- als auch eine Inkugel hat.

¢) Kepler hat in seiner ,Harmonice mundi“ ein zweidimensionales Analogon des
Begriffs archimedisches Polyeder andiskutiert. Das ist also ein konvexes Vieleck,
dessen aus je einer Ecke und den beiden anliegenden (méglicherweise verschie-
den langen) Kanten bestehende ,,Eckenfiguren® paarweise kongruent sind. Man
fiihre dies weiter aus: Zu jeder der unendlich vielen moglichen Eckenfiguren gibt
es ein archimedisches Vieleck, und dieses hat immer einen Umkreis, ist also ein
Sehnenvieleck. Dieser Umkreis ist der Inkreis des zugehorigen reziproken dualar-
chimedischen Vielecks. Wodurch sind die letzteren charakterisiert?

Aufgabe 5.2.5: Keplers ,Mystericum cosmographicum*

Man rechne Keplers Planetenmodell nach, d.h. welche Radien haben die ineinander-
geschachtelten In-bzw. Umkugeln, wenn man den Bahnradius der Erde gleich 1 setzt?
Man vergleiche die erhaltenen Werte mit dem Verhiltnis der mittleren Bahnradi-
en, das moderne astronomische Nachschlagewerke angeben. Kénnte man die seither
neu entdeckten Planeten Uranus, Pluto und Neptun in das Keplersche Modell einbe-
ziehen, indem man passende archimedische und dualarchimedische Polyeder zulafit?
(Archimedische Polyeder haben nur eine Umkugel, aber keine Inkugel, bei den dualar-
chimedischen ist es umgekehrt.)

Aufgabe 5.2.6: Keplers Problem

Z bezeichne den Mittelpunkt des Kreises & mit dem Durchmesser 2a = APh (A =
Aphel = sonnenfernster Punkt, Ph = Perihel = sonnennéchster Punkt) der Bahn des
Planeten P (Abb. 5.5.3 vgl. auch Abb. 5.2.8). In einem Brennpunkt S der Ellipse
steht die Sonne. Dann entsteht die Bahnellipse von P durch affine Stauchung aus
diesem Kreis k. Dabei ist der Planetenort P das Bild eines ,,Pseudoplaneten® @, der
sich auf dem Kreis k so bewegt, dafi PQ stets senkrecht auf der groflen Achse APh
der Bahnellipse ist.

a) Man begriinde, warum das zu bestimmende Verhéltnis der Fliche ASP zur Ge-
samtfliche der Halbellipse gleich dem Verhiltnis der Fliche ASQ zur Fliche
des Halbkreises ist, Dadurch wird das urspriingliche Keplersche Problem auf
das elementarere Problem reduziert, den Standort des zu P gehorigen Pseudo-
planeten @ in Abhéngigkeit von der Zeit mittels des 2. Keplerschen Gesetzes zu
bestimmen.
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Ph

AT

Abb. 5.5.3 Figur zu Aufg. 5.2.6

b) Wenn man die Lage von @ (und damit auch von P) durch den als exzentrische
Anomalie bezeichneten Winkel § = AZQ bestimmt, wird das Fldchensegment
ASQ als Vereinigung aus dem Sektor AZ(Q) und dem Dreieck SZQ als é(ﬁaz +
aesin ) berechnet. (Die zur Basis ZQ) = a des Dreiecks SZQ gehorige Hohe
SN kann durch 8 und die Exzentrizitit e = SZ der Bahnellipse ausgedriickt
werden.) Man begriinde dies.

¢) Indem man e durch die numerische Exzentrizitit € = e/a der Ellipse ausdriickt,
erhélt man schlieBlich bei gegebenem Verhéltnis ¢ der Fliche ASP zur Halbel-
lipse die Keplersche Gleichung

f+e-sinf=c-7m

zur Bestimmung von (3. Man rechne dies nach und iiberlege noch, dafl dies fiir
sehr kleine Exzentrizitéiten, also anndhernd kreisférmige Bahnen um die Sonne,
in nullter Ndherung wieder eine gleichférmige Bewegung ergibt.

Aufgabe 5.3.1: Diirers Konstruktion des reguléren 5-, 7- und 10-Ecks

Man rechne zu der im Text angegebenen Diirerschen Konstruktion der Fiinf-, Zehn-
und Sieben-Eckskante zu gegebenem Kreis (Abb. 5.3.25) nach, dafi die Fiinf- und
die Zehneckskante exakte Losungen sind. (Sowohl aus der angegebenen Konstruktion
als auch aus der beigegebenen Figur ergeben sich bei Radius 1 des umbeschriebenen

Kreises fiir die Fiinfeckskante \/ 5 (5 —V/5), fiir die Zehneckskante j(v/5—1).) Fiir die
Siebeneckskante, fiir die die Hohe des aus der Seite des reguléren Sechsecks gebildeten
gleichseitigen Dreiecks genommen wird, bestimme man den dabei gemachten Fehler.
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Aufgabe 5.3.2: Niherungskonstruktion des regulidren Fiinfecks mit fester Zirkel-
weite

Abb. 5.5.4 Figur zu Aufg. 5.3.2

Die schon in Roriczers ,,Geometria Deutsch® beschriebene Konstruktion verlauft wie
folgt: AB sei die gegebene Kante a. Die Kreise (alle vom Radius a) um A und B
schneiden sich in C' und D. Der Kreis um D schneide die Gerade C'D in E, den Kreis
um A in F und den Kreis um B in G. Dann trifft die Gerade EF' den Kreis um B in
der C-Halbebene beziiglich AB in H und, symmetrisch dazu, die Gerade durch EG
den Kreis um A in K. H und K sind nach A, B zwei weitere Eckpunkte des gesuchten
Fiinfecks. Demnach ist klar, dafl der letzte Eckpunkt L auf der Geraden DFE und den
Kreisen um H bzw. K liegt. Nach Konstruktion haben alle fiinf Seiten die Lénge a
des benutzten Zirkelradius.

Man berechne die Grofle der Winkel bei A, K und L (Aus Symmetriegriinden ist der
bei B gleich dem bei A und der bei H gleich dem bei K.) und verifiziere, dafl die
Winkel bei A, B etwa 108,37 Grad und die bei H, K etwa 107,04 Grad betragen,
demnach der Winkel bei L etwa 109,18 Grad ist.

Aufgabe 5.3.3: Diirers Neuneckskonstruktion

Diirers eigentiimliche approximative Konstruktion eines reguliren Neunecks (nach
[Steck 1948, S. 49] aus der Handwerkerpraxis stammend) ist von ihm wie folgt be-
schrieben (vgl. Abb. 5.5.5):

ReiBl auBl einem Centrum .a. eine grosse zirckellini /darein reiff mit un-
verrucktem zirckel / drey fischsblasen / der obern ende an der zirckellini
sey .b. der andern end auf den seyten sey .c.d. Darnach reifl in der obern
fischblasen / ein aufrecht gerade lini .b.a. dise lini teil mit zweyen punck-
ten .1.2. in drey gleiche felt / also das 2. der negst punckt beym .a. sey /
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Abb. 5.5.5 Figur zu Aufg. 5.3.3

unnd far durch den punckten .2. mit einer geraden zwerchlini zu gleichen
wincklen .b.a. und wo sie die blasenlini zu beden seyten durchschneidet /
da setz .e.f. Darnach nym ein zirckel / setz in mit dem eyn fuf / in das
Centrum .a. und den andern in den punckten .e. und reify durch das .f. zu
ring herumb / ein zirckellini - So geet die leng .e.f. zu neun mal in disem
zirckelrif§ herum.

Man iibersetze diese Konstruktionsvorschrift in moderne Sprache. Die Behauptung
ist dann, dafl der Winkel eaf niherungsweise 40 Grad betrigt. Man ermittle seinen
genauen Wert und beurteile die Genauigkeit.

Aufgabe 5.3.4: Diirers approximative Winkeldreiteilung
Die Konstruktion (die eigentlich eine Dreiteilung eines zugehorigen Kreisbogens ist

E F
C D

A c g l B
Abb. 5.5.6 Figur zu Aufg. 5.3.4

und daher in der zeichnerischen Genauigkeit durch Wahl eines moglichst grofien Ra-
dius r verbessert werden kann) verlduft fiir einen (0.B.d.A. spitzen) Winkel wie folgt:
Man teile die Verbindungsstrecke der Endpunkte A, B des zu teilenden Kreisbogens
in drei gleiche Teile und iibertrage die beiden dufleren Strecken durch Zirkelschlége
wie in Abb. 5.5.6, die mittlere aber durch senkrechtes Hochziehen auf den Kreisbogen.
Nun sind die Sehnen AC, EF und BD (und folglich auch ihre Bogen) gleich, und es



316 5 Neue Impulse der Geometrie in der Renaissance

bleiben die Reste CE und F'D zu teilen. Man konnte hierauf die gleiche Konstruktion
anwenden und dies beliebig oft iterieren. Diirer begniigt sich damit, diese Restbogen
durch Zirkelschlige um A bzw. B auf die Grundsehne AB zuriickzuholen, dort linear
zu dritteln und die jeweiligen Anteile von zwei Dritteln den &ufleren Teilbdgen, die
beiden mittleren Drittel aber dem mittleren Bogen durch abermalige Zirkelschlige um
A bzw. B zuzuschlagen. Man beachte aber: Da E nicht auf der geraden Verlangerung
von AC liegt, ist C'E’ etwas kiirzer als CE und analog auf der anderen Seite! Wie F.
Vogel 1931 berechnete, hat die damit erreichte theoretische Genauigkeit einen Fehler
von weniger als 20 Bogensekunden, was bereits unterhalb jeder praktisch erreichbaren
Zeichengenauigkeit liegt. Man versuche, diese Fehlerrechnung nachzuvollziehen.

Aufgabe 5.3.5: Diirers Winkeldreiteilung nach Vahlen

In [Vahlen 1911], wo die Diirersche Ndherung S. 290 ebenfalls behandelt wird, ist die
Konstruktion etwas abweichend beschrieben, ndmlich: Man drittele die Sehne AB in
C’, D’ und konstruiere E, F' wie oben. Als Sehne des Drittelbogens nehme man dann
das arithmetische Mittel aus den drei Sehnen AF, EF, FB. Man iiberlege sich, daf}
diese Beschreibung dasselbe Resultat liefert wie die Diirersche!

Aufgabe 5.3.6: Diirers ndherungsweise Kreisquadratur
Sie beruht darauf, 5/2 des Kreisradius als Diagonale des anniihernd flichengleichen
Quadrats zu nehmen. Auf welchen Néherungwert fiir 7 fithrt das?

Aufgabe 5.3.7: Dirers Eilinie

»Nun will ich leren machen ein lini / die einem wolgestalten ey gleich werdt.“ Diirers
sgesplinte® Eilinie (Abb. 5.5.7) ist zusammengesetzt aus den Kreisbogen k(1) von
Punkt 3 bis Punkt 7 um Punkt 5, k£(2) von Punkt 7 bis Punkt d um Punkt a (und
symmetrisch dazu k(3)), k(4) von d bis m um f (und symmetrisch dazu k(5)) und
k(6) zwischen m und n um den Mittelpunkt ¢ der Strecke zwischen 10 und h: ,,Setz
den zirckel mit dem ein ful in den punckten i und dem andern in die zirckellini .ch.
auff das kiirtzest so du sie erreychen magst.*

a) Man begriinde, warum die Kurve in den Punkten 3,7, m und n glatt ist, aber
in ¢ und d einen Knick hat (den man mit bloBem Auge nicht sieht).

b) Man berechne den Winkel zwischen den einseitigen Tangenten in c!

¢) Wie miifte man die Konstruktion der Kreismittelpunkte f bzw. g abindern,
damit keine Knicke entstehen?

Aufgabe 5.3.8: Symmetrieabbildungen eines Fufibodenmusters

a) Welche Symmetrieabbildungen gestattet das in Abb. 5.3.17 gezeigte Fuflboden-

muster (Pisa, Ende 12. Jh.)?

b) Welche zusiitzlichen Abbildungen werden méglich, wenn man die Unterkreuzung
der Bénder ignoriert und diese nur als Linienmuster auffafit?

¢) Man versuche das Muster iiber den gezeigten Ausschnitt hinaus fortzusetzen.
Aufgabe 5.3.9: Sternpolyeder

a) Wodurch unterscheiden sich die meisten von Jamnitzer gezeichneten , regelméfi-
gen® aber nicht konvexen Polyeder (vgl. Abb. 5.3.20) von seinem grofien Dode-
kaeder (Mitte links) und den Polyedern von Uccello (Abb. 5.3.19) und Poinsot
(Abb. 7.9.2), die heute als echte Sternpolyeder gelten?



5.5 Aufgaben zu 5 317

k(1)

Abb. 5.5.7 Figur zu Aufg. 5.3.7

b) Warum gilt Keplers Oktaederstern (Abb. 5.5.8) im modernen Sinne nicht als
Sternpolyeder bzw. wie miifite man die Definition des Begriffs Sternpolyeder
abédndern, damit Keplers Oktaederstern darunter fallt?

¢) Welche weiteren Sternpolyeder wiirde es in diesem Sinne geben? (Zur letzten
Frage vergleiche man Aufg. 2.3.2)

Abb. 5.5.8 Figur zu Aufg. 5.3.9

Aufgabe 5.3.10: Diirers gestutzter Rhomboeder

Der polyedrische Korper in Diirers ,Melencolia I“ (Abb. 5.3.28) entsteht, indem man
einen Wiirfel in Richtung zweier diametral gegeniiberliegender Ecken zu einem von
Rhomben begrenzten Parallelepiped (Rhomboeder) streckt und dann die beiden Spit-
zen senkrecht zu dieser Achse abschneidet. Durch das Verzerren verlor der Wiirfel
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seine Eigenschaft, eine Umkugel zu besitzen. Geeignetes Abschneiden der Spitzen
stellt diese Eigenschaft wieder her (warum ist das moglich?), und wahrscheinlich liegt
diese Idee Diirers vieldiskutiertem Korper zugrunde [Schreiber, P. 1999].

a) Man iiberlege, wie diese Konstruktion (d.h. das Abschneiden der Spitzen des
Rhomboeders, so dafl der gestutzte Korper wieder eine Umkugel hat) mittels
Zweitafelverfahren, also mit einem Hilfsmittel, das Diirer sehr gut beherrschte,
realisiert werden kann.

b) Ubrigens deuten die Kugel im Vordergrund des Bildes und die dabei liegenden
Werkzeuge darauf hin, dafl der Engel gerade dariiber nachdenkt, wie man um-
gekehrt bei gegebener Kugel den entsprechenden Korper herausschneiden kann.
Man versuche auch diese Aufgabe zu 16sen.

Aufgabe 5.3.11: Nochmals Diirers gestutztes Rhomboeder

Aus der Durchschnittsmethode ergibt sich, wie man aus einem perspektivisch korrek-
ten Bild den Betrachterstandpunkt, d.h. Hauptpunkt und Augdistanz, rekonstruieren
kann, wenn das Bild dafiir hinreichende Informationen enthélt, also z.B. im Fall von
Diirers ,,Melencolia I“ der Horizont und die Bilder von im Original rechtwinkligen Ob-
jekten gegeben sind. Aus diesem Betrachterstandpunkt lassen sich dann auch Grund-
und Aufrifl des abgebildeten Polyeders rekonstruieren. Ndhere Anleitung und auch
das Ergebnis kann man z.B. aus [Schréder 1980] entnehmen.

Der Leser sei aber aufgefordert, dies soweit wie moglich selbsténdig durchzufithren und
am erhaltenen Grund-Aufrif§ des Polyeders die in Aufgabe 5.3.10 aufgestellte Hypo-
these zu priifen, d.h. hat Diirers Korper wirklich eine Umkugel? Auflerdem kann man
aus dem Grund-Aufril die wahre Gestalt der Seitenflichen entnehmen, den Koérper
basteln und feststellen, dafl der kleinere Winkel der Rhomben, der ja an sich fiir die
oben beschriebene Konstruktion willkiirlich wahlbar ist, bei Diirer 72 Grad betrégt,
womit ein deutlicher Bezug zum reguliren Fiinfeck (und wenn man will, zum goldenen
Schnitt) hergestellt ist.

Aufgabe 5.3.12: Eine falsche Netzabwicklung

In der ,,Underweysung® stellt Diirer aufler den fiinf reguléiren und sieben der archi-
medischen Polyeder auch zwei im modernen Sinne nicht archimedische Korper durch
ihre Netzabwicklungen dar, die aber beide ebenfalls Umkugeln besitzen. Bei einem
dieser Korper, der durch Abstumpfen der Wiirfelfliichen zu Zwolfecken entsteht, wo-
bei in jeder Ecke drei gleichschenklige und ein gleichseitiges Dreieck entstehen, ist ihm
ein Fehler unterlaufen, den man durch bloBles Betrachten von Diirers Netzzeichnung
(Abb. 5.5.9) finden kann.

Was ist sicher falsch? Man konstruiere den Koérper im Schréigrifl oder Zweitafelver-
fahren und berechne dann das korrekte Verhiltnis der beiden vorkommenden Kan-
tenldngen!

Aufgabe 5.4.1: Guldins Regeln
Man beweise elementargeometrisch Guldins Regeln

a) Das Volumen eines Rotationskorpers ist das Produkt aus rotierender Fliche und
Weg ihres Schwerpunktes.
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Abb. 5.5.9 Figur zu Aufg. 5.3.12

b) Der Inhalt einer Rotationsfliche ist das Produkt aus der Lénge der rotierenden
Profilkurve und dem Weg ihres Schwerpunktes.

im Fall a) fiir das Volumen von Ringen mit dreieckigem oder rechteckigem Profil,
im Fall b) fiir die Mantelfliche eines Kegelstumpfes. (Der allgemeine Fall ergibt sich
hieraus nach dem Verstdndnis des 17. Jhs. fiir beide Regeln durch Zerlegung der
rotierenden Fliiche bzw. Kurve in beliebig kleine Teile.)

Anufgabe 5.4.2: Keplers Regeln fiir den Zusammenhang zwischen Oberfliche und
Volumen

Die von Kepler heuristisch erklirten Beziehungen zwischen Fliche und Umfang des
Kreises bzw. zwischen Volumen und Oberfliche der Kugel kann man auch auf einem
anderen heuristischen Weg erhalten: Man denke sich den Kreis aus konzentrischen
Kreisringen endlicher Dicke d zusammengesetzt. Bei kleinem d ist ihr Inhalt néhe-
rungsweise das Produkt aus d und dem Umfang des Kreises mit dem zugehorigen
mittleren Radius. Aus der Summation dieser Teilfliichen wird fiir gegen Null streben-
des d das Integral.

Man fiihre die analoge Betrachtung fiir Kugeloberfliiche und Kugelvolumen durch.
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Abb. 5.5.10 Pierre de Fermat.
Die Marmorskupltur auf hohem Sockel vor dem Dach der grofien offenen Markthalle
auf dem Marktplatz von Beaumont-de-Lomagne wurde vom Steinmetz Valette aus
Toulouse geschaffen. Als Vorbild diente ein im Hoétel d” Assézat in Toulouse

aufbewahrtes verkleinertes Modell der 1943 von der deutschen Besatzungsmacht
eingeschmolzenen Bronzeplastik des Bildhauers Jean Alexandre Joseoh Falguiere
(1831-1900). Das von dem in Beaumont geborenen Mathematiker, Physiker und
Astronomen Theodore Despeyrous gestiftete bronzene Original war am 20. August
1882 feierlich enthiillt worden. Seit 1955 steht die Skulptur aus Marmor am
urspriinglichen Platz [Foto Martin Barner]
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Die bekannte Welt wird durch zahlreiche geodétisch-geographische Expeditionen ebenso
wie durch die Erfindung und Verbesserung von Fernrohren und Mikroskopen in vielen
Richtungen erweitert.Die Baukunst des Barock (~ 1600 — 1730), des Rokoko (~ 1720 —
1780) und des Klassizismus (~ 1750 — 1830) wird durch neue Formen, Ornamente und
Figuren bzw. Riickbesinnung auf klassische antike Architektur gepréigt. An all dem hat
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die Geometrie einen wesentlichen Anteil.

1633

1643 — 1715
1644

1646

1648
1662
1666
1666

1666 — 84

1672

1687
1709

1725
1729 — 96
1733 — 43
1735 — 37

1740 — 86
1741
1756 — 1763
1768 — 79
1769
1775
1783
1784
1787
1789
1794
1798
1799

Galilei muf3 vor der Inquisition sein Bekenntnis zum copernicanischen
Weltsystem widerrufen

Regierung Ludwig XIV. (,Sonnenkonig“) in Frankreich

B. Pascal baut die erste erhalten gebliebene mechanische Rechenma-
schine (und erhélt 1649 ein kénigliches Privileg fiir die Herstellung)
A. Kircher beschreibt die ,Laterna Magica“ als erster (Keim zur spéte-
ren Filmproduktion)

Der Westfilische Frieden beendet den Dreifligjdhrigen Krieg
(offizielle) Griindung der Royal Society in London

Griindung der Pariser Akademie

Nach einer Pestepidemie und dem folgenden Groflbrand von London
Beginn des Wiederaufbaus unter Leitung von Christopher Wren

Bau des Canal du Midi in Frankreich (Verbindung Atlantik - Mittel-
meer)

Leibniz erfindet die Staffelwalze als Element mechanischer Rechen-
gerdte

Newtons ,,Philosophiae naturalis principia mathematica“

E.W.v. Tschirnhaus und J.F. Bottger erfinden in Sachsen das eu-
ropéische weifle Hartporzellan

Eroffnung der Petersburger Akademie

Regierung Katharina II. in Rufiland

Grofle russische Nordexpedition unter Vitus Bering
Gradmessungsexpeditionen der Pariser Akademie nach Siidamerika und
Lappland beweisen Abplattung der Erde

Regierung Friedrich II. (der ,Grofe) in Preufien

Neugriindung der Berliner Akademie, Berufung Eulers nach Berlin
Siebenjihriger Krieg

Entdeckungsreisen von James Cook

James Watt erhélt Patent auf seine Dampfmaschine

Goethe kommt nach Weimar

England erkennt Unabhingigkeit der USA an

Mechanischer Webstuhl von E. Cartwright

Urauffithrung der Oper ,,Don Giovanni“ von Mozart in Prag

Beginn der biirgerlichen Revolution in Paris

Griindung der Ecole Polytechnique in Paris

Casanova stirbt auf Schlo3 Dux in B6hmen

Napoleon I. Konsul von Frankreich, de facto Alleinherrscher
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6.0 Vorbemerkungen

In der Zeit zwischen etwa 1630 und etwa 1800 (als aus noch zu diskutieren-
den Griinden eine abermalige tiefgreifende Wende in der Mathematik eintrat)
war die Gruppe derjenigen Gelehrten, die sich auf eine aus heutiger Sicht fiir
die historische Entwicklung wesentliche Weise mit Mathematik beschéftigten,
zahlenmiBig klein und leicht zu iiberblicken. Sie standen im allgemeinen in
Kontakt miteinander, wenn auch auf andere Weise als spéter, namlich nicht
durch Kongresse oder Fachzeitschriften, sondern durch die Verbreitung ihrer
Biicher und gedruckten Einzelschriften, durch wissenschaftliche Gespréchszir-
kel an verschiedenen zentralen Orten, die iibrigens teilweise die Keimzellen
der spiteren Akademien gebildet haben, die gedruckten Arbeits- bzw. Sit-
zungsberichte dieser Akademien (die praktisch die ersten wissenschaftlichen
Zeitschriften waren) sowie durch Briefwechsel und persénliche Besuche. Ei-
ne besondere Rolle hat der in Paris lebende Minoritenpater Marin Mersenne
gespielt, der ab etwa 1623 bis zu seinem Tode 1648 fast alle wichtigen Gelehr-
ten Europas durch Briefwechsel und bei sich organisierte persoénliche Zusam-
menkiinfte in Kontakt miteinander brachte. Bis auf ganz wenige Ausnahmen
fithlten sich alle diese Méanner als Naturphilosophen, d.h. sie betrieben Ma-
thematik in engster Verbindung mit Philosophie, Astronomie, Geodésie und
Kartographie, Mechanik, Optik, Akustik und anderen Keimen einer allméhlich
wachsenden Physik und Technik. Mathematik war in dieser Zeit noch ebenso
in diese damals aktuellen Anwendungsgebiete eingebettet wie bis zur Renais-
sance die Trigonometrie in die Astronomie. Eine Spezialisierung innerhalb der
Mathematik gab es nicht, und abgesehen davon, daf} einige Gelehrte wie New-
ton, Hobbes oder Huygens die Bezeichnung Geometrie fiir den Rahmen der
antiken Geometrie reserviert wissen wollten und einige andere wie Descartes
und Huygens die neuen infinitesimalen Methoden mit groffem Mifitrauen be-
trachteten, hétte kaum ein Mathematiker dieser Zeit unseren Versuch verstan-
den, die neue koordinatenorientierte Geometrie von der sich damals stiirmisch
entwickelnden Infinitesimalmathematik zu trennen. In der Tat sind, wie schon
bemerkt, die Grundaufgaben der Analysis fast ausnahmslos von geometrischer
Art: Es geht um die Definition der Begriffe Kurve, Fliche, Korper, Tangente,
Tangentialebene, Evolute und Evolvente, um die Berechnung von Kriimmung,
Bogenlidngen, Flachen- und Rauminhalten. Es geht darum, die Form gewis-
ser durch geometrische oder physikalische Forderungen bestimmter Kurven,
Fldchen oder Korper zu bestimmen wie z.B. beim Problem der Loxodromen,
der Kettenlinie oder der Brachystochronen (Kurven, auf denen sich ein Mas-
senpunkt unter dem Einflufl der Schwerkraft in kiirzester Zeit vom Punkt A
zum tiefer gelegenen Punkt B bewegt), um Gleichgewichtsfiguren rotierender
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Massen usw. Auch die ersten Fragen nach dem Maximum oder Minimum von
Funktionen waren, wie wir bei Kepler gesehen haben, von geometrischer Art.

6.1 Die Koordinatenmethode — Geometrie und Algebra

Ein Koordinatensystem (im allgemeinsten Sinn) leistet stets zweierlei: Einer-
seits ermoglicht es die algebraische Behandlung geometrischer Probleme, d.h.
es gestattet die Ubersetzung von Sitzen und Aufgaben iiber geometrische
Objekte in #dquivalente Sdtze bzw. Aufgaben iiber deren Koordinatengebil-
de und die sozusagen rechnerische Simulation geometrischer Prozesse. (Dazu
tritt seit Beginn der mathematischen Grundlagenforschung die Moglichkeit,
auf algebraisch-arithmetischer Basis zweifelsfreie Modelle fiir axiomatisch cha-
rakterisierte geometrische Strukturen aufzuweisen.) Andererseits ermdglicht
es die Veranschaulichung, die optische Prisentation algebraischer Sachver-
halte und unterstiitzt damit nicht nur wesentlich die Intuition, sondern lie-
fert in bestimmten Entwicklungsstadien der Mathematik Einsichten in sonst
noch unerreichbare algebraische Zusammenhinge. Man mache sich insbeson-
dere klar, daf§ die heute fiir uns selbstversténdliche Verbindung zwischen einer
unter Umsténden sehr abstrakten funktionalen Beziehung (z.B. zwischen 6ko-
nomischen, naturwissenschaftlichen oder technischen Grofien) und dem (zwei-
oder auch dreidimensionalen) graphischen Bild der betreffenden Funktion eine
Frucht dieser ,jinversen Anwendung* der Koordinatenmethode ist. Aus heuti-
ger Sicht ist diese Verzahnung von geometrischen und algebraischen Methoden
Voraussetzung und Kern einer leistungsfihigen Mathematik. Daher ist die Be-
schreibung der historischen Entwicklung, die zu dieser Verzahnung fiihrte, ein
zentrales Kapitel der Geschichte der Geometrie.

Die einfachste und kiirzeste Antwort auf die Frage nach dem Ursprung der Ko-
ordinatenmethode lautet bekanntlich, daf} sie von René Descartes und Pierre
de Fermat nahezu gleichzeitig und im wesentlichen unabhéngig voneinander
um 1637 (das Jahr des Erscheinens von Descartes’ ,,La Géométrie*) begriindet
wurde, daf} folglich das Jahr 1637 eine natiirliche zeitliche Grenze zwischen der
langen Vorgeschichte der modernen Mathematik und deren eigentlichem Be-
ginn markiert. Wir werden in diesem Kapitel drei Probleme zu behandeln
haben:

1. eine kurze Zusammenfassung der Vorgeschichte, d.h. des Ausgangsnive-
aus, auf das die Leistungen von Descartes und Fermat sich griindeten

2. eine moglichst sorgfiltige — und wie sich zeigt — schwierige Analyse des
jeweiligen Beitrages beider aus der oben skizzierten heutigen Perspektive
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3. eine (aus Umfangsgriinden relativ summarische) Ubersicht iiber die we-
sentlichen weiteren Schritte und Beitrage zur vollen Ausbildung der Ko-
ordinatenmethode bis zum Ende des 18. Jhs.

Zusétzlich ist zu bemerken, dafl die Koordinatenmethode natiirlich auch not-
wendige Voraussetzung fiir die Entwicklung der Infinitesimalmathematik war
und beides wihrend des 17. und 18. Jahrhunderts in engster Wechselwirkung,
meist von denselben Personen, vorangetrieben wurde. Trotzdem soll hier ver-
sucht werden, die Entwicklung der Analysis, soweit sie in der Geschichte der
Geometrie beriithrt werden muf, im néchsten Kapitel gesondert zu behandeln.

6.1.1 Vorgeschichte

Die relativ wenigen speziellen Kurven, die in der antiken Mathematik betrach-
tet wurden, waren entweder (wie die Kegelschnitte) als ebene Schnitte einer
einfachen rdumlichen Figur oder durch eine punktweise Konstruktion (wie die
Quadratrix) oder durch eine gedachte mechanische Erzeugung (wie die Kon-
choiden) definiert. Im Prinzip wére auf dieser Basis jeweils eine ebensolche
rein axiomatisch-synthetische Behandlung dieser Kurven méglich, wie Euklid
sie fiir die Geometrie der Geraden und Kreise geliefert hat. Es war jedoch schon
bei den Griechen {iblich, die jeweilige urspriingliche Kurvendefinition alsbald
in eine dquivalente Bedingung zu transformieren, die die Zugehorigkeit eines
Punktes P zu einer solchen Kurve durch eine ,,algebraische“ Beziehung zwi-
schen gewissen variablen (vom Punkt P abhiingigen) und gewissen festen (von
den Bestimmungsstiicken der Kurve abhéngigen) Groflen (meist Strecken, aber
manchmal auch Flichen, Winkel, ...) ausdriickt, das ,,Symptom* der betref-
fenden Kurve. Es ist deutlich, dal die sogenannte geometrische Algebra der
Griechen vor allem dazu diente, mit derartigen Symptomen zu arbeiten und auf
dieser Basis Aufgaben zu 16sen bzw. Sétze zu beweisen. Auflerdem konnte man
schon aus dem diirftigen Beispielmaterial der Antike als Erfahrungstatsache
entnehmen, daf} eine Kurve in der Ebene in der Regel durch ein Symptom mit
genau zwei Variablen beschrieben wird, wéihrend ein Symptom einer Flache
im Raum drei Variablen erfordert. Die antike geometrische Algebra war aber
dadurch beschriankt, dafl Multiplikation von Gréflen — modern gesprochen —
als geometrisch realisiertes kartesisches Produkt aufgefafit wurde, wodurch

a) Gleichungen mit der Homogenitétsforderung belastet waren: Alle Sum-
manden miissen von gleicher Dimension sein. (Sind also a,b,c,x Strecken,
so ist axz? + bx + ¢ = 0 sinnlos, weil az? ein Volumen, bz eine Fliche und
¢ eine Strecke ist.)
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b) die Dimension hochstens raumlich sein konnte, also az?y = bxy? sinnlos,
obwohl der Homogenitétsforderung geniigend. (Bedingung b) war ledig-
lich durch die Moglichkeit etwas gemildert, algebraische Bedingungen
in Form von Proportionen zu formulieren. Man konnte also mit maxi-
mal rdumlichen Gréflen a,b, ¢, d (wobei a,d von gleicher Dimension, b, ¢
von gleicher Dimension sind) die eventuell aus Dimensionsgriinden un-
sinnige Gleichung ab = cd durch die sinnvolle Proportion @ : d = ¢ : b
ausdriicken.) Zusitzliche Behinderungen ergaben sich dadurch, daf§

¢) Groflen grundsitzlich positiv waren

d) es keine algebraische Symbolik gab, vielmehr jede algebraische Identitét
und jede algebraische Umformung durch schwerfiillige geometrische Be-
trachtungen gerechtfertigt werden mufite

Dies alles vorausgesetzt, mufl man betonen, dafy der Satz des Pythagoras, auch
durch seine Plazierung in den ,,Elementen“ am Schlufl von Buch I, sozusagen
als Einstimmung in die folgende geometrische Algebra von Buch II, ein Tor
aufstoft: Er driickt zum ersten Mal eine rein geometrische Beziehung zwischen
drei Punkten, ndmlich einen rechten Winkel aufzuspannen, durch eine rein
algebraische Beziehung zwischen beteiligten Grofien, ndmlich den paarweisen
Absténden der Punkte, aus.

Zum status quo am Vorabend der ,Erfindung der analytischen Geometrie*
muf} noch ergénzt werden, dafl die funktionale Denkweise in der Geometrie
moglicherweise bereits in Euklids ,,Porismen® angedacht, aber nicht verstan-
den, im 13. Jh. durch die Theorie der Formlatituden (Richard Swineshead,
Nicole Oresme und andere) angedacht wurde, aber rein theoretisch und nur
qualitativ, wogegen die aufkommende abendlindische Naturwissenschaft und
Technik reichlich Anregung und Beispiele fiir funktionale Zusammenhénge bo-
ten. Hier haben besonders Kepler, Galilei und dessen Schiiler und Anhénger
Torricelli, Cavalieri, Viviani eine hervorragende Rolle gespielt. Die Messung
von geometrischen Groflen durch Zahlen ist natiirlich alter als die griechi-
sche Geometrie und wird in der mittelalterlichen islamischen Geometrie wieder
aufgenommen, hat aber anscheinend auf die Entstehung der abendldndischen
Koordinatengeometrie keinen nennenswerten Einflul gehabt. Das kartesische
Prinzip zu graphischen Darstellung funktionaler Zusammenhénge, insbeson-
dere iiber einer Zeitachse, lag implizit allerdings auch schon der um 1000 ent-
standenen européischen Notenschrift zugrunde, und der Vergleich mit aufler-
européischen oder zeitgenossischen Musiknotationen zeigt, dal diese Darstel-
lungsform durchaus nicht zwingend ist [Schreiber 2003]. Von grofiem Einfluf
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sind aber die Fortschritte der Algebra in der européiischen Renaissance ge-
wesen. Fermat’s Abhandlung zur Koordinatenmethode ,,Ad locos planos et
solidos isagoge“ (geschrieben vor 1636 und ab 1636 in Abschriften zirkulie-
rend, aber erst 1679 posthum gedruckt) weist schon durch das griechische
Wort ,,isagoge (Einfithrung) im sonst lateinischen Text auf seine Abhingig-
keit von Vieta’s ,,In artem analyticem isagoge* (Einfithrung in die analytische
Kunst, d.h. in die ,,Buchstabenalgebra®) hin. Descartes hat nach 1637 wieder-
holt betont, vor der Niederschrift seiner ,,Géométrie“ von Vieta nichts gelesen
zu haben. In der Tat geht die von ihm eingefiithrte Notation eigene Wege.
Bei ihm sind aber Einfliisse durch seinen ersten mathematischen Mentor Isaac
Beeckman, durch den deutschen Cossisten Johannes Faulhaber und durch das
Studium der Werke von Clavius nachweisbar. Schlieflich mufl betont werden,
dafl Fermat und Descartes wie alle Mathematiker dieser Zeit vollig vertraut
mit der griechischen Art waren, Geometrie unter Zuhilfenahme von Algebra zu
behandeln. Zu Beginn des 17. Jhs. war die Zeit reif, dies unter Benutzung der
mittlerweile in der Algebra erzielten Fortschritte grundlegend neu zu gestalten.
So findet man Teile der heute Fermat und Descartes zugeschriebenen Gedan-
ken schon etwas frither bei G. B. Benedetti (in ,,Diversarum speculationum*
1585) und M. Ghetaldi (in ,,De resolutione et de compositione mathematica“
1630).

6.1.2 Die Leistungen von Fermat und Descartes

Wenden wir uns zunéchst Fermat zu. Sein Beitrag ist bescheidener, wenngleich
von fundamentaler Bedeutung, und leichter benennbar. Seine erste Neuerung
besteht darin, daf bei ihm die beiden variablen Gréflen (modern x,y) immer die
Koordinaten des variablen Punktes beziiglich eines meist sogar rechtwinkligen,
zumindest aber affinen Achsensystems bezeichnen. Im oben bereits zitierten
Titel seiner kleinen Schrift bedeuten ,loci plani“ ebene Orter, d.h. Sympto-
me oder Gleichungen, in denen nur flichenhafte Groéflen einander gleichge-
setzt werden. Das sind also Geradengleichungen ax + by = cd oder spezielle
Kegelschnittgleichungen wie z.B. 22 4+ y?> = r2,ay = z2. ,Loci solidi“ sind
korperliche Orter, also nicht etwa rdumliche Punktmengen, sondern solche
ebenen Kurven, in deren Symptom nur Volumina gleichgesetzt werden, wie
z.B. ax® + by? = cde. In Fermat’s Klassifikation gibt es auflerdem lineare
Orter (alle anderen Kurven), mit denen er sich aber nicht weiter beschéftigt.
Er benutzt die Vieta’sche algebraische Notation mit groffen Vokalen fiir Va-
riablen und grofien Konsonanten fiir feste Grolen (Parameter) und untersucht
systematisch alle sich dann ergebenden algebraischen Moglichkeiten. Er bleibt
also den antiken Beschriankungen a) (Homogenitét) und b) (algebraische Di-
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mension hochstens 3) verpflichtet. Das Wesentliche seiner Leistung besteht
darin, daf er von den Gleichungen ausgeht. Damit macht er klar:

1. Jede sinnvolle algebraische Gleichung zwischen x und y beschreibt (be-
ziiglich , kartesischer* oder auch anderer Koordinaten) eine Punktmenge
in der Ebene, die man — ausgehend von dieser Gleichung — auf ihre
geometrischen Eigenschaften untersuchen kann, unabhéngig von einer
eventuellen mechanischen oder punktweisen Erzeugung. Der Bereich der
zu betrachtenden Kurven ist dadurch mit einem Schlag gegeniiber der
Antike ungeheuer erweitert, und an die Stelle von Einzeluntersuchungen
konnen allgemeine Untersuchungen iiber ganze, algebraisch beschriebene
Klassen von Kurven treten.

2. Man kann die Kurven auf algebraischer Basis klassifizieren, und das erste
Ergebnis (auf das Fermat sehr stolz ist, wihrend man das zu 1. Gesag-
te zwischen den Zeilen lesen muf}) lautet: Die Klasse der geometrisch
als Kegelschnitte definierten Kurven ist identisch mit der algebraisch
definierten Klasse der Kurven von hochstens zweitem Grad. Durch die
Moglichkeit, die Kegelschnitte als Bilder eines Kreises bei Zentralprojek-
tion zu erhalten, liegt nun (bei Fermat freilich unausgesprochen) zugleich
die Idee in der Luft, die unendliche Fiille der algebraischen Kurven eines
bestimmten Grades durch geometrische Transformation auf eine oder
endlich viele ,,Normalformen* zu reduzieren.

Beide oben dargelegten Erkenntnisse Fermats sind aus dem Gesamtwerk von
Descartes so nicht herauszulesen. Seine Beitrédge sind iiberhaupt viel diffu-
ser, schwer zu analysieren, trotzdem historisch wirkungsreicher gewesen. Seine
Hauptleistung besteht wahrscheinlich darin, dafl er die Beziehungen zwischen
Algebra und Geometrie durch einen einzigen, ebenso einfachen wie genialen
Gedanken von den antiken Beschrinkungen a) und b) befreit hat. Indem man
eine feste Strecke e als Einheit wéhlt, kann man jedes Rechteck ab flichengleich
in ein Rechteck ce verwandeln und die Strecke ¢ als Repriisentanten der Grofie
ab benutzen. Da dieser Kunstgriff sich beliebig wiederholen 148t, kann man das
Produkt von beliebig vielen Streckengrofien auf eine Strecke heruntertransfor-
mieren. Alle Gleichungen werden im Prinzip homogene Gleichungen zwischen
Strecken. Eine andere, schwiichere Interpretation besteht darin, eine zunéchst
inhomogene Gleichung zwischen Streckengréfien, etwa az? + bx 4 ¢ = d, durch
gedachtes Auffiillen mit entsprechenden Anzahlen von Faktoren e als homo-
gene Gleichung az? + bex + ce? = de? zu interpretieren. (Man vergleiche dies
mit der Rolle des sinus totus in der Trigonometrie der Renaissance!) Es ist
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jedoch nicht rekonstruierbar, ob bzw. bis zu welchem Grade sich Descartes
bewuflt war, daf} die Auszeichnung einer Einheitsstrecke gleichzeitig einen Iso-
morphismus zwischen Strecken und ihren Maflzahlen herstellt, was dem heu-
tigen Zugang zur Koordinatenmethode zumindest im Standardfall zugrunde-
liegt. Der Dualismus zwischen ,,benennbaren®, also héchstens rationalen oder
durch Wurzelausdriicke oder andere Konstruktionsvorschriften beschreibbaren
Groflen einerseits und stetig verdnderlichen als Streckenldngen vorzustellen-
den und folglich von geometrischer Intuition abhingigen Groéfen andererseits
zieht sich noch bis zur mengentheoretisch-arithmetischen Prézisierung des Be-
griffs der reellen Zahl (Dedekind und Cantor 1872, Bachmann 1892, Hilbert
1900) durch die européische Mathematik, und im Grunde ist er durch die kon-
struktivistische, von der theoretischen Informatik nicht hervorgerufene aber
begiinstigte Stromung der Mathematik wieder aufgelebt. Descartes bleibt al-
lem Anschein nach der antiken Vorstellung verhaftet, daf§ die Algebra es mit
geometrisch (bei ihm aber grundsitzlich als Streckenlidngen) représentierten
Groflen zu tun hat, die nur ,ausnahmsweise“ zahlenméfig beschreibbar sind.

Der bis hier beschriebene Hauptbeitrag von Descartes findet sich schon 1628 in
seinen erst posthum gedruckten ,, Regulae ad directionem ingenii“ (Regeln zur
Leitung des Verstandes), dort vielleicht sogar klarer als in der ,,Géométrie*,
wo der Grundgedanke durch eine Fiille anderer, meist nur skizzierter oder an
Beispielen demonstrierter Anliegen iiberdeckt wird. (,, Géométrie* und ,Re-
gulae“ sind in deutscher Ubersetzung gut zuginglich.) Die Abhandlung ,La
Géométrie” ist bekanntlich einer von drei als ausfiihrliche Anwendung gedach-
ten Anhéngen seines philosophischen Hauptwerkes ,,Discours de la méthode*,
von dem hier nur gesagt werden soll, daf} die in ihm dargelegten Prinzipien, die
die Philosophie des Rationalismus begriindeten und einen so grofien Einflufl auf
die allgemeine Geistesgeschichte ausgeiibt haben, leider von geringem Einflufl
auf die Klarheit und Systematik der ,,Géométrie“ gewesen sind. (Dies hat aber
Descartes mit anderen bedeutenden Mathematiker-Philosophen wie Leibniz
oder Lambert gemeinsam.) Von den (erstmals durch Leibniz so bezeichneten)
kartesischen Koordinaten findet sich bei Descartes eher noch weniger als bei
Fermat. Er bleibt hier auf dem antiken Stand, jeweils problemabhéngig die La-
ge des Kurvenpunktes durch zwei geeignet gewahlte Strecken zu beschreiben.
Er geht jedoch 1637 dazu iiber, gegebene Gréflen mit a, b, ¢, d, . .. und variable
Groflen mit den letzten Buchstaben des Alphabets, vorzugsweise z,y, z, zu
bezeichnen, nachdem er zuvor die Parameter mit Grof- und die Variablen mit
Kleinbuchstaben benannt hatte. Auch er deutet eine Klassifikation der Kurven
an, jedoch nach einem anderen Prinzip: Die einfachsten Kurven sind fiir ihn
diejenigen, die wie Gerade oder Kreis durch eine einzige Bewegung erzeugt
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werden kénnen. Schon 1619 spricht er in einem Brief an Beeckman von ,, ver-
allgemeinerten Zirkeln“, mit denen man andere derartige Kurven produzieren
kann. Kurven der ,Klasse n + 1 entstehen, indem man bereits gezeichnete
Kurven der ,Klasse n“ als Konstruktionsmittel zuléfit. (Hier deutet sich eine
Idee an, die 1832 von Jakob Steiner in seiner , Systematischen Entwicklung
der Abhéngigkeit geometrischer Gestalten voneinander” wieder aufgenommen
wird.) So will er Kurven der zweiten Klasse als Orte von Schnittpunkten von
Geraden erzeugen, die sich jeweils gleichférmig auf Kurven der ersten Klasse
bewegen. Modellvorstellung war dabei fiir ihn wohl die Erzeugung der schon
in der Antike bekannten Quadratrix, wobei eine Gerade sich gleichférmig par-
allel zu einer x-Achse in Richtung der dazu senkrechten y-Achse bewegt, die
andere sich gleichférmig um den Koordinatenursprung dreht, d.h. ldngs eines
Kreises bewegt. (Ein anderes gutes, aber Descartes vermutlich unbekanntes
Beispiel wire Diirers Erzeugung der Muschellinie.) Die Problematik eines sol-
chen Klassifikationsversuchs ist darin begriindet, dafl man durch geeignete
Kopplungsmechanismen mehrere solche aufeinander abgestimmte Bewegun-
gen durch eine einzige Bewegung erzeugen kann. Descartes unterscheidet die
algebraischen Gleichungen, die auf die angegebene Weise geometrisch gelost
werden kénnen, von denen, die sich einer solchen , rationalen“ Behandlung ent-
ziehen. Trrtiimlich glaubt er aber (und unterschiitzt iiberhaupt bei weitem die
Schwierigkeiten der algebraischen Auflésung von Gleichungen), dafi jede Po-
lynomgleichung mit seinen Methoden l6sbar sei. Seine Vorgehensweise demon-
striert er u.a. an der graphischen Auflosung der Gleichung 2® + az = b im Fall
a,b > 0. In diesem Fall kann man positive p, g so finden, da a = p?,b = p?q.
Die Losungen von 3 4 p%x — p2q = 0 sind aber die von 0 verschiedenen Lésun-
gen der Gleichung z*4p%z? = p?qx, die sich ergibt, wenn man die gemeinsamen
Losungen der Gleichungen

(x—q/2+y* = (¢/2) (6.1.1)
2 6.1.2

r- = py

sucht. Die graphische Darstellung der Situation im ersten Quadranten eines
x-y-Achsensystems zeigt, dal der Kreis (6.1.1) und die Parabel (6.1.2) im
Bereich positiver x-Werte stets genau einen Schnittpunkt haben, womit ein
rein algebraischer Satz durch geometrische Deutung ,,bewiesen® ist.

Unter den vielen Anregungen, die Descartes in seiner ,, Géométrie“ ausstreut,
findet sich auch der Begriff der cartesischen Ovale. Das sind in Verallgemei-
nerung der Ellipsen Kurven, die durch n ,Brennpunkte® Pi,..., P, und die
Bedingung definiert sind, da P der Kurve genau dann angehort, wenn die
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Summe der Entfernungen PP; gleich einer gegebenen Konstanten ist. Diese
Kurven sollten wenig spéter bei dem von Fermat gestellten Problem, denje-
nigen Punkt P einer Ebene zu finden, fiir den die Summe der Absténde PP,
minimal wird, eine wichtige Rolle spielen.

Einen fiir heutigen Geschmack vielleicht unangemessen breiten Raum nimmt
in der ,Géométrie“ ein Problem ein, dessen Spezialfélle auf Pappos zuriickge-
hen: Gegeben seien n Geraden in der Ebene und zu jeder dieser Geraden g ein
fester Winkel a(g). Man bestimme den Ort derjenigen Punkte P, so daf fiir die
Strecken a(g), die fiir jede dieser Geraden g von P so nach g gezogen werden,
dafl sie dort unter dem Winkel a(g) auftreffen, das Produkt von einigen von
ihnen in einem gegebenen Verhiltnis zum Produkt der restlichen steht. Des-
cartes konnte mit seiner Methode zeigen, daf3 die gesuchten Punkte eine Kurve
n-ten Grades bilden, wenn das Produkt von n Abstdnden gleich dem Produkt
von m < n Abstédnden sein soll, also insbesondere fiir n = m = 2 einen Kegel-
schnitt. Hieraus schlof er irrtiimlich auf unbegrenzte Leistungsfahigkeit seiner
Methoden. Wihrend Descartes im Fall der allgemeinen kubischen Gleichung
ein algebraisches Problem geometrisch gelost hatte, wird hier das geometrische
Problem des Pappos algebraisch gelost. Dieser prinzipielle Unterschied wird
aber von Descartes trotz seines hohen methodologischen Anspruchs nirgends
auch nur andeutungsweise formuliert.

6.1.3 Wirkungsgeschichte

Der ,Discours” war 1637 zunéchst anonym in den Niederlanden, wo Descartes
sich meist aufhielt, erschienen. Mit ihm in Kontakt stehende Mathematiker
erkannten sehr schnell die zukunftsweisende Bedeutung des Anhanges iiber
die Geometrie. Frans van Schooten gab 1649 eine lateinische Ubersetzung die-
ses Anhanges heraus und machte ihn damit erst den italienischen, englischen,
niederldndischen und deutschen Gelehrten allgemein zugénglich. Eine von ihm
und einigen seiner Schiiler (besonders Johan de Witt und Jan Hudde) durch
viele Ergédnzungen auf zwei Bénde erweiterte zweite Ausgabe erschien zuerst
1659/61, dann wieder 1683 und 1695. Hierin findet man auch schon die Aus-
dehnung der Koordinatenmethode auf den dreidimensionalen Fall. Inzwischen
hatten sich fast alle bedeutenden Mathematiker der Zeit diesem Thema zu-
gewandt: Leibniz benutzte als erster die Worte Abszisse und Ordinate (in
einem Brief vom 27.8.1676 an Oldenburg), Koordinaten (1692 in den ,Acta
eruditorum®). Die Briider Jacob (I) und Johann (I) Bernoulli sprachen zuerst
von , cartesischen Koordinaten®, John Wallis behandelte 1655 die Kegelschnit-
te rein analytisch als algebraische Kurven in der Ebene und benutzte dabei
erstmals auch negative Koordinaten. Vor allem ist aber Newton hervorzuhe-
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ben, der sich um 1665 mit der Koordinatengeometrie zu beschéftigen begann.
Seine Bedeutung fiir die Entwicklung der Koordinatenmethode wird heute oft
unterschétzt bzw. durch seine Verdienste um die Analysis und die Physik iiber-
deckt. Wir wollen versuchen, seine Beitréige ohne Riicksicht auf die zeitliche
Reihenfolge (die ohnehin problematisch ist, weil vieles erst lange nach seiner
Entstehung publiziert wurde) zu systematisieren:

1. Newton benutzt ebene und raumliche kartesische Koordinaten genau in
der heute iiblichen Weise, erkennt also negative Koordinaten als vollig
gleichberechtigt an.

2. Newton benutzt auch Polarkoordinaten und lehrt die gegenseitige Um-
rechnung, womit der Koordinatenbegriff einen ersten Anstof3 in Richtung
der heute selbstverstindlichen allgemeinen Bedeutung erhélt.

3. Da Newton immer als Physiker denkt, gibt es fiir ihn eigentlich nur eine
wirklich unabhéngige Variable, ndmlich die Zeit t. Eine Kurve ist fiir ihn
die Bahn eines in der Zeit bewegten Punktes, wird also primér durch die
Funktionen

x=x(t),y = y(t) (6.1.3)

und, sofern rdumlich, z = z(¢) beschrieben. Die Gleichung einer ebenen
Kurve entsteht, indem man entweder ¢ als proportional zu x annimmt
oder — allgemeiner — den Parameter ¢ aus den beiden Gleichungen
(6.1.3) eliminiert.

Abgesehen davon, dafl die Beschreibung einer Kurve durch eine Para-
meterdarstellung allgemeiner als die durch eine Gleichung, insbesondere
auch im drei- und héherdimensionalen Fall anwendbar ist, wollen wir hier
ein fiir alle mal die grundsétzliche Bemerkung einflechten, dafl die durch
Fermat und Descartes ausgeloste Orientierung der Koordinatengeome-
trie auf (modern gesagt) algebraische Mannigfaltigkeiten neben vielem
Positivem und Fruchtbarem natiirlich auch eine gewisse Entfremdung
der Geometrie von der Realitdt gebracht hat. Die in der Wirklichkeit
vorkommenden Kurven, Flachen, ...geniigen nun einmal im allgemei-
nen hochstens stiickweise und nédherungsweise einer algebraischen Bezie-
hung zwischen den Koordinaten. Aufierdem gehen schon beim Ubergang
von einer Parameterdarstellung (mit der man eine urspriinglich mecha-
nische Erzeugung einer Kurve sehr gut beschreiben und auch durch Be-
schrinkung des Parameterintervalls der Realitéit Rechnung tragen kann)
zur Gleichung der Kurve alle Ordnungsbeziehungen verloren, so daf eine
algebraische Gleichung meist eine beziiglich des urspriinglichen Problems
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viel zu grofle Punktmenge beschreibt und gegeniiber der urspriinglichen
Vorstellung iiberraschende zusétzliche Teile aufweisen kann. (Siehe hier-
zu die Diskussion von Diirers Muschellinie in Aufgabe 6.1.1.)

4. Newton greift 1667 das Klassifikationsprogramm von Fermat auf und
zdhlt 72 Typen von Kurven dritten Grades in der Ebene auf. (Weite-
re sechs Fille wurden, obwohl Newton bekannt, dabei iibergangen und
erst im 18. Jh. wiederentdeckt.) Diese Klassifikation wurde erst 1704 als
Anhang zu Newtons ,,Opticks“ publiziert und war zu diesem Zeitpunkt
iiberhaupt seine erste Publikation iiber ein rein mathematisches Thema.
Allerdings wurde sie schon 1710 im zweiten Band des von John Harris
herausgegebenen ,,Lexicon Technicum* erneut abgedruckt.

5. Newton legt im Gegensatz zu Descartes und Fermat Wert auf die gra-
phische Darstellung der Sachverhalte. Seine Klassifikation der Kurven
dritter Ordnung ist ein regelrechter Bilder-Atlas der moglichen Formen.
Wir wollen sie etwas néher betrachten.

Newton geht von der allgemeinsten Form des Polynoms dritten Grades in
x und y aus und zeigt zunéchst, dal man durch geeignete Transformation
des Koordinatensystems (!) auf eine der vier Formen

L a2y’+ey = ax®+bx?®+cx+d,
I1. ry = ax’®+bx®+ cx+d,
III. y? = ax’+bx® + cx +d,
Iv. y = ard+brl+cx+d

kommen kann, die durch weitere Koordinatentransformationen auf die
72 aufgelisteten Typen fithren. Im Fall III. bekommt er je nachdem, ob
die rechte Seite drei verschiedene reelle Nullstellen, eine doppelte und
eine einfache, eine dreifache oder nur eine reelle Nullstelle hat, die fiinf
in Abb. 6.1.1 gezeigten Formen, weil im Fall der doppelten Nullstelle a4
und einfachen Nullstelle as noch zu unterscheiden ist, ob a1 < ag oder
as < ay ist.

Seltsamerweise wollte Newton alle diese Dinge nicht als Geometrie anerken-
nen. Es war wohl seine konservative Erziehung und Bildung, die ihn davor
zuriickschrecken liel, unter dem Terminus Geometrie anderes und mehr zu
verstehen, als die Griechen betrieben hatten. Die von ihm gegebenen Impul-
se 16sten jedoch weitere stiirmische Entwicklungen aus. In Schottland begann
sich unter den Hénden von James Stirling und Colin MacLaurin, beide en-
gagierte Anhénger Newtons, die algebraische Geometrie zu entfalten. Stirling



334 6 Die Entwicklung der Geometrie im 17. und 18. Jahrhundert

CUR CUR
Fig. 71. or PunBlate, by having the Oval infinitely fmall.
‘Which two Species are the Sixty eighth and Sixey
G minek,
If theee of she Roots are equal, the Parabola
c will be Cufpidare ar the Vertex.” And this is the
f/\
C T B Fig. 75.
o
of the Formof a Bell, with an Oval at its Vertex. A 1B

And this makes a Sixty feventh Species,
if two of the Roots are equal, a Parabola will

be formed, cither Nedated by touching an Oval,
Fig. 72,
| g -
! / Neilian Parabola, commonly called Semi-cubical,
(o Which makes the Sevenrierh Species.

If two of the Roots are impoifible, there will
(See Fig. 73

Fig. 73.

c. .~
=
la

efla_ B __
be a Pure Parabola of a Bell like Form, And this
makes the Sevensy firft Specier.

Abb. 6.1.1 Die fiinf Formen von kubischen Kurven des Typs III
[Newton: The Math. Works, Vol. II, S. 158]

links oben: Drei verschiedene reelle Nullstellen. links Mitte: Die beiden grofleren Null-
stellen sind zu einer (in der Figur: T') verschmolzen. links unten: Die beiden klei-
neren Nullstellen sind zu einem Punkt (im Bild nicht gezeigt) zusammengezogen.
rechts oben: Der Fall der dreifachen reellen Nullstelle. Die Gleichung III. wird zu
y? = a(x — A)? und die Kurve zur sogenannten Neilschen halbkubischen Parabel mit
dem Scheitel in A. rechts unten: Es gibt nur eine reelle Nullstelle (¢). Man beachte,
dafl die Numerierung der historischen ,,Fig.“ offensichtlich durcheinander geraten ist.
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publiziert 1717 das erste Buch iiber ebene algebraische Kurven. Darin stellt er
u.a. durch Abzihlung der Koeffizienten der entsprechenden Gleichung fest, daf3
eine Kurve n-ten Grades im allgemeinen durch n(n2+3) Punkte gegeben wird.
MacLaurins Buch folgt 1720. Darin bemerkt er z.B., dafl eine Kurve n-ter und
eine Kurve m-ter Ordnung im allgemeinen m - n gemeinsame Punkte haben,
und wundert sich dann, dafl diese Regel fiir zwei verschiedene Kurven dritter
Ordnung 9 Schnittpunkte liefert, wihrend andererseits Stirlings Regel besagt,
daB eine Kurve dritter Ordnung durch 9 Punkte eindeutig bestimmt ist. Mit
diesem spiter als Cramersches Paradoxon bezeichneten scheinbaren Wider-
spruch beschiftigten sich u.a. Euler (,Introductio® 1748, s.u.) und Gabriel
Cramer (,,Introduction & 1’ analyse des lignes courbes algébriques® 1750). Erst
J. Pliicker konnte das Problem der ,unabhingigen Punktsysteme® endgiiltig
l6sen. MacLaurin stellt auch als erster einen Zusammenhang zwischen der
Transformierbarkeit zweier Kurven ineinander und der Anzahl ihrer Singula-
ritdten her.

Einen weiteren wichtigen Markstein bildete der 1748 erschienene zweite Band
von Eulers , Introductio in analysin infinitorum®. Wihrend die Entwicklung
auch der analytischen Geometrie bis dahin durch nationalistisch motivierte
einseitige Betonung entweder der Descartesschen oder der Newtonschen Po-
sitionen belastet war, gelingt Euler hier die Synthese alles Fruchtbaren aus
beiden Schulen. Nachdem er im ersten Band der ,, Introductio® die arithmeti-
schen und algebraischen Hilfsmittel der Analysis zusammengestellt hat, teilt
er im zweiten Band ,alles Wissenswerte aus der Geometrie“ mit, ,da man die
Analysis des Uendlichen gewohnlich so vortrigt, dass man zugleich die An-
wendung derselben auf die Geometrie zeigt.“ [Euler a, S. V] Sein Stoff ist wie
folgt gegliedert:

e Theorie der krummen Linien iiberhaupt,

e Gleichung einer Kurve,

e Untersuchung und Klassifikation der Kegelschnitte aus ihren Gleichun-
gen (ohne Verwendung der Differentialrechnung),

e Klassifikation der Kurven dritter Ordnung in 16 Arten und Herstellung
der Beziehung zu Newtons Klassifikation,

e Klassifikation der Kurven vierter Ordnung nach gleichem Muster (Euler
z&hlt 146 Arten auf),

e rein algebraische Behandlung von Tangenten, Normalen, Kriimmung,
Wendepunkten, Spitzen, mehrfachen Punkten usw. (,,obgleich dies heut-
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zutage fast ausschliesslich mittelst Differentialrechnung geschieht [a.a.O.
S. IX] - Hier deutet sich ein Stil an, den Lagrange bis zum Extrem treiben
wird.),

e Bestimmung von Kurven mit gegebenen Eigenschaften

und im Anhang (Dies zeigt die noch dominierende Rolle der ebenen Geometrie
im BewufBtsein des 18. Jhs.):

e Allgemeine Theorie der Kérper und ihrer Oberfliche (natiirlich beschriinkt

auf algebraisch Beschreibbares),

Beschreibung ,.einer jeden“ (!) Fliche durch eine Gleichung zwischen drei
Veranderlichen,

Klassifikation der Fldchen nach dem Grad ihrer Ordnung und Aufzéhlung
der sechs Arten von Flichen zweiter Ordnung (Hierin fithrt Euler die
heute noch gebréuchlichen Bezeichnungen wie Quadrik, ein- und zwei-
schaliges Hyperboloid, parabolisches Hyperboloid usw. ein.),

Beschreibung einer Raumkurve als Durchschnitt zweier Flichen und de-
ren Darstellung durch eine Gleichung (Eulers Vorstellungen lassen sich
geringfiigig vereinfacht etwa so beschreiben: Die Fléchen seien durch die
Gleichungen F(z,y,z) = 0 und G(z,y,2) = 0 gegeben. Man 15se beide
etwa nach z auf: z = f(z,y),z = g(z,y). Die Gleichung f(x,y) = g(z,y)
ergibt alle Punkte der x-y-Ebene, zu denen ein gemeinsamer z-Wert bei-
der Flachen existiert. Nun parametrisiere man diese Kurve in der x-y-
Ebene und stelle z als Funktion des Parameters ¢ dar. Auch hier wie in
vielen anderen Fillen erweist sich wieder, dafl Euler im allgemeinen etwa
so denkt und rechnet, wie noch heute ein intelligenter dlterer Schiiler es
ohne Kenntnis moderner Mathematik tun wiirde.),

Normalen und Tangentialebenen der Flichen zweiter Ordnung (wieder-
um rein algebraisch, ohne Differentialrechnung).

Ergidnzt man, daf§ Euler an anderer Stelle (in der Mechanik) die ,,Eulerschen
Winkel“ zur Beschreibung eines Raumpunktes einfiihrt, also im wesentlichen
rdumliche Polarkoordinaten, so kann man den Stand der Koordinatenmethode
um die Mitte des 18. Jhs. wie folgt charakterisieren:

1. Der Ort der Handlung ist der zwei- oder dreidimensionale euklidische

Raum. Dieser wird als physikalischer Raum und nicht wie spéter mehr
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und mehr iiblich als Raum R™ der n-tupel reeller Zahlen aufgefait. (Es
wird also noch nicht bewufit wahrgenommen, dafl Beziehungen zwischen
mehr als drei physikalischen Gréflen in einem zum klassischen euklidi-
schen Fall analogen héherdimensionalen Raum gedeutet werden konnen.)

2. Koordinaten sind kartesisch (im heutigen Sinne), in besonderen Fillen
auch schiefwinklig-affin oder ausnahmsweise ebene oder rdumliche Po-
larkoordinaten. Es wird noch nicht bewufit wahrgenommen, daf$ z.B. die
Kugeloberfliche eine alternative geometrische Struktur ist und dafl dort
z.B. die geographischen Koordinaten eine zu den ebenen Polarkoordina-
ten analoge Funktion haben.)

3. Die Newtonsche Ansicht, dafl Geometrie bei den Kegelschnitten endet,
lebt fort in der Reservierung des Terminus , analytische Geometrie®, aus
dessen Bedeutungsumfang zunehmend ausgeschlossen wird, was nun al-
gebraische Geometrie heifit. (, Geometria analytica® tritt erstmals als
Titel eines 1779 posthum publizierten Newtonschen Manuskriptes auf.
Verfestigt wird die Bezeichnung vor allem durch die weit verbreiteten
Lehrbiicher von S. F. Lacroix.)

4. Newtons Entdeckung, dafl die fiir die damalige Naturwissenschaft in-
teressanten Funktionen sich als Potenzreihen definieren lassen und dafl
die Analysis sich fiir Polynome endlichen oder unendlichen Grades bei
Verzicht auf exakte logische Fundierung weitgehend auf algebraisches
Handeln reduzieren 14t, bewirkt im Verein mit der von Descartes pro-
pagierten Allianz zwischen Algebra und Geometrie die fast vollstéindige
Einengung der Geometrie auf Gegenstiande, die sich in diesem Rahmen
behandeln lassen. Eine klare Abgrenzung zwischen solchen Aufgaben,
die sich wirklich algebraisch behandeln lassen, und solchen, die der Ana-
lysis bediirfen, gibt es zu dieser Zeit nicht. Beides ist unter dem Begriff
»analytisch“ zusammengefafit.

5. Die vielen noch offenen Fragen der ,Elementargeometrie” werden an den
Rand gedriingt, und die analytische Methode wird nicht auf die Elemen-
targeometrie angewendet, insbesondere nicht auf lineare Probleme, wie
sie heute am Anfang jeder Einfiihrung in die analytische Geometrie ste-
hen (und hiufig dann auch schon deren Ende bilden).

Die Uberwindung der unter 5. genannten Einschréinkung verdient besonderes
historisches Interesse. Sie beginnt gegen Ende des 18. Jhs. aus zwei unter-
schiedlichen Motiven heraus in zwei zueinander komplementéren Richtungen:
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Lagranges analytische Mechanik (1788) bereitet den Boden fiir den Uber-
gang zum n- dimensionalen euklidischen Raum, der hier (noch unbewufit)
als Zustands- oder Phasenraum mechanischer Systeme die Biithne betritt. In
ihm sind natiirlich sofort auch die linearen Aufgaben nichttrivial und nicht
mehr durch ,synthetisches“ Vorgehen zu behandeln. Monges Anliegen ist die
Ausbildung von Ingenieuren. Fiir ihn ist immer der dreidimensionale ,, wahre
physikalische Raum* Ort der Handlung. Darstellende Geometrie und Koordi-
natengeometrie betrachtet er als zwei gleichberechtigte und in gewisser Weise
sogar gleichartige Werkzeuge, die Aufgaben des dreidimensionalen Raumes in
eine leichter zu handhabende Struktur zu tibertragen, im einen Fall in die Zei-
chenebene, im anderen Fall in die Rechnung. In seinen ab 1801 immer weiter
ausgedehnten Lehrbiichern zur Anwendung der Algebra und Analysis auf die
Geometrie werden alle Standardaufgaben der linearen Geometrie der Ebene
und des Raumes, Koordinatentransformation, Transformation durch reziproke
Radien, Orientierungsfragen, Berechnung von Léngen, Fldchen- und Raumin-
halten im wesentlichen in der heute iiblichen Weise behandelt. In gewissem
Mafe ist sogar die Idee des Vektors und die Idee, die Geraden statt der Punk-
te als Grundelemente des Raumes zu betrachten, vorweggenommen.

6.2 Geometrie und Analysis

Wir kniipfen hier an Kapitel 5.4 an und betonen, dafl die folgende sehr straffe
Darstellung in der weitgehenden Uberlappung des Stoffes mit dem in dieser
Buchreihe vorgesehenen Band zur Analysis begriindet ist. Eine in sich ge-
schlossene Darstellung der Geschichte der Geometrie erfordert es jedoch, die
anfangs sehr engen Beziehungen zwischen Geometrie und Analysis nicht ganz
zu iibergehen.

Einen Markstein in der Bestimmung von Inhalten bildet die ,, Geometria indivi-
sibilis“ (1635) von Bonaventura Cavalieri. Indivisiblen sind ,,unendlich diinne“
parallele Schichten, in die man eine Fliche oder einen Korper zerlegt denken
kann. Ergibt sich nun durch den Vergleich zweier auf die gleiche Basis ge-
stellter Flichen bzw. Korper, dafl ihre Parallelschnitte zur Basis in jeder Hohe
tiber der Basis den gleichen Inhalt haben, so schliefit Cavalieri daraus, daf ihre
Inhalte insgesamt gleich sind (Aufg. 6.2.1). Dieses in vielen Einzelféllen recht
fruchtbare Prinzip ist nach Cavalieri benannt worden und spielt bekanntlich
bis heute eine wichtige Rolle als heuristische Regel in der Didaktik. Auflerdem
liegt es natiirlich im Grunde jeglicher Reduktion eines hoherdimensionalen In-
tegrals auf ein in der Dimension um eins reduziertes Integral zugrunde. Die
moderne Mathematik unterscheidet sich in dieser Sache von Cavalieri eigent-
lich nur durch die Kenntnis von ,,mathematischen Monstern“ und die dadurch
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motivierte Sorgfalt in der Prézisierung des Giiltigkeitsbereichs. Das Prinzip
geht Bemerkungen u.a. von Archimedes zufolge sehr wahrscheinlich schon auf
Demokrit zuriick und steht dann sicher im Zusammenhang mit dessen Vor-
stellungen vom atomaren Aufbau der Materie. Demokrits Prinzip, wenn es ein
solches gab, handelte also von materiellen Kérpern und deren Zerlegung in
Schichten von Atomdicke. Cavalieri verzichtete auf eine solche Deutung. Fiir
ihn und seine Anhénger (es gab auch Gegner wie z.B. Guldin und Huygens),
war es reine Heuristik, die sich durch die erhaltenen Ergebnisse rechtfertigte,
ein fiir die gesamte Periode charakteristischer Standpunkt. Aulerdem waren
sie iberzeugt, dal die antiken Mathematiker ihre Sdtze mit ebensolchen heu-
ristischen Prinzipien gefunden hatten, bevor sie die Beweise in eine unanfecht-
bare, aber schwer lesbare und noch schwerer auf neue Probleme iibertragbare
Form brachten. Torricelli schreibt geradezu: ,Ich wiirde nicht wagen zu be-
haupten, dafl die Geometrie der Indivisiblen wirklich eine neue Entdeckung
ist. Ich wiirde eher glauben, daf§ die antiken Geometer sie benutzten, um die
schwierigeren Theoreme zu entdecken, obwohl sie in ihren Beweisen offenbar
einen anderen Weg bevorzugten.“ Fiir Anwendungsbeispiele verweisen wir auf
die im Aufgabenteil behandelte Standardaufgabe der Bestimmung des Halbku-
gelvolumens nach Cavalieri und auf den dort ebenfalls vorgestellten Gebrauch,
den Roberval um 1636 von der Methode machte, um den Flacheninhalt unter
einem Zykloidenbogen zu bestimmen (Aufgabe 6.2.2). Dabei hat aber Rober-
val, der aus einer einfachen Bauernfamilie stammte und sich seine Bildung
weitgehend autodidaktisch angeeignet hatte, diese Methode ganz unabhéngig
von Cavalieri gefunden und auch mit einer etwas anderen Rechtfertigung ver-
sehen. Seine ,Scheibchen® sind von endlicher aber beliebig klein w#hlbarer
Dicke, und seine Argumente sind denen der modernen Integralrechnung viel
niher als die Cavalieris.

Geometrische Wurzeln der Differentialrechnung

Im Gegensatz zur Inhaltsbestimmung konnte die Differentialrechnung kaum
an Vorleistungen aus der Antike ankniipfen. Dafl die Frage nach der Tangen-
tenrichtung iiberhaupt allgemeiner als nur fiir Kegelschnitte gestellt wurde,
ist der Fiille neu eingefiihrter bzw. entdeckter Kurven zu danken. Wir sind
heute so auf den Leibniz’schen Zugang mittels des ,charakteristischen Drei-
ecks“ aus dz, dy und Sekante und den anschlieBenden Grenziibergang fixiert,
durch den die Sekante zur Tangente wird, dafl die Bekanntnschaft mit einem
ganz anderen Weg Erstaunen auslosen mufl. Die u.a. von Roberval kultivierte
Vorstellung, dafl die Kurve als Bahn eines bewegten Punktes entsteht und die
momentane Geschwindigkeit sich als Resultierende aus einer Geschwindigkeit
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in z-Richtung und einer Geschwindigkeit in y-Richtung ergibt, lduft in der
Durchfiihrung auf das charakteristische Dreieck hinaus. Aber Descartes hatte
eine vollig andere, freilich rechnerisch viel schwerfélligere Idee, in der wieder
geometrische Uberlegungen sehr eng mit rein algebraischen verbunden sind
und die deshalb unser Interesse verdient: IThm ging es um die Bestimmung
der Subnormalen d(x,) (d.h. der Projektion der Normalen zum Kurvenpunkt
(20, f(xo)) auf die x-Achse. Ist d(xo) bekannt, so bekommt man daraus ele-
mentargeometrisch den Anstieg der Normalen und damit auch den Anstieg
der Tangente. Wir beschreiben das Verfahren von Descartes (in der deutschen
Ubersetzung seiner Géométrie S. 43) in heutiger Sprache. Da Descartes zu
den erklirten Gegnern der Indivisiblen und dhnlicher Methoden auf der Basis
yunendlich kleiner Groflen“ gehorte, sei bemerkt, dafl sein Verfahren schein-
bar keinen Gebrauch von derartigen Uberlegungen macht. In Wahrheit steckt
aber auch hier ein Grenzproze$3, ndmlich in der Annahme, daf§ die im allgemei-
nen zwei Schnittpunkte des Kreises mit der Kurve zu einem Beriihrungspunkt
zusammenrutschen, wenn d sich dem gesuchten Wert néhert.

r 3

]

v

\ X, I x,+d %
Abb. 6.2.1 Zur Normalenbestimmung nach Descartes

Wir fixieren einen Wert xg der unabhéngigen Verdnderlichen und einen Zu-
wachs d (Abb. 6.2.1) und schlagen den Kreis k£ um den Punkt z¢ + d der z-
Achse durch den Kurvenpunkt (xg, f(x¢)). Bei beliebigem d wird dieser Kreis
die Kurve zweimal schneiden, und die z-Koordinaten dieser beiden Schnitt-
punkte erhélt man als Losungen des Gleichungssystems

(x— (zo+d)*+3*> = r(z0,d)? (Gleichung des Kreises k) (6.2.1)
y = f(z) (Gleichung der Kurve) (6.2.2)



6.2 Geometrie und Analysis 341

d.h. nach Elimination von y, Einsetzen von f(zg)? + d? fiir 72 und Streichen
von d? auf beiden Seiten

2% — 2x(xo + d) + xf + 2dxo + f(2)* — f(20)? = 0. (6.2.3)

Die gesuchte Subnormale dj ist unter allen d-Werten dadurch charakterisiert,
daf die bei beliebigem d im allgemeinen zwei z-Losungen von Gleichung (6.2.3)
zu einer Doppellosung xy zusammenfallen. Man mache daher den Ansatz

2% — 2x(zo + d) + (20)? + 2dzo + f(2)% — f(w0)? = (z — x0)? - R(z) (6.2.4)

mit einem Restfaktor R(z), dessen Grad von der als Polynom angenommenen
Funktion f abhingt. (Also z.B. fiir ein Polynom f dritten Grades steht links
ein Polynom 6. Grades, daher muf§ R vom 4. Grade sein.) Durch Koeffizienten-
vergleich erhilt man ein Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten
von R und im Verlauf von dessen Losung schliefllich auch d. Der Leser sei
aufgefordert, dies fiir den Fall f(x) = 2® durchzufiihren, danach den Anstieg
der Normalen (in Abhéngigkeit von zg) und schliefllich den der Tangente zu
bestimmen. Danach wird er ein vollig neues Gefiihl der Dankbarkeit fiir den
Leibniz’schen Differentialkalkiil verspiiren. Wir halten aber fest: Der Begriff
der Tangente kann auch auf eine vollig andere als die uns vertraute Art er-
klart werden, nicht als Grenzlage von Sekanten, sondern als Senkrechte zur
Normalen, die ihrerseits mittels Berithrung eines Kreises ohne Benutzung von
Grenzprozessen definiert wird.

Das Konzept der eine beliebige Kurve beriihrenden Kreise erwies sich als
Schliissel zum weiteren Ausbau der Kurvengeometrie. Man wird sich nach dem
bisher Gesagten vorstellen kénnen, daf§ die Definition des Kriimmungskreises
in einem Kurvenpunkt, wobei der reziproke Wert seines Radius das Maf} der
lokalen Kriimmung ergibt, von den Anh#ngern bzw. Gegnern infinitesimaler
Methoden ebenfalls auf verschiedene Weise bewerkstelligt wurde. Die ,,Infini-
tesimalen“ (als erste Newton und Jacob I Bernoulli, der die bekannte Formel
fiir die Kriimmung als Funktion der ersten und zweiten Ableitung der Funk-
tion als ,,theorema aureum® — goldenes Theorem bezeichnete), bestimmten
den Schnittpunkt zweier benachbarter Kurvennormalen und lieBen dann die
eine gegen die andere konvergieren, wobei der Schnittpunkt gegen den Mit-
telpunkt des Kriimmungskreises strebt. Den Cartesianern war dies natiirlich
ein Greuel. Sie definierten den Kriimmungskreis als denjenigen, der sich der
Kurve unter allen Kreisen, die die Kurve im betreffenden Punkt bertihren,
am besten anschmiegt, so daf§ also in den ,,Kontingenzwinkel“ zwischen Kurve
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und Kriimmungskreis (vgl. 5.1) kein sich besser anschmiegender Kreis hinein-
pafBit. Wieder erwies sich aber, dafl diese von Grenzprozessen freie Variante die
tatsdchliche Berechnung auflerordentlich erschwert.

Zur Geschichte der Kurvengeometrie gehort auch die Herausarbeitung des Be-
griffs der Torsion von Raumkurven als Ma#8 fiir die ,,lokale Nichtebenheit* und
des Begriffs der ,,Geodatischen als kiirzeste Verbindung ihrer Punkte auf ei-
ner gekriimmten Fliache im Raum. Nach Vorarbeiten von Jacob I und Johann I
Bernoulli um 1700 sowie Henri Pitot 1724 kam das erste zusammenfassende
Werk iiber rdumliche Kurven 1729 aus der Feder des erst 17-jahrigen Ale-
xis Claude Clairaut, der spiter auch als praktischer Geodit unter anderem
durch seine Teilnahme an der lapplindischen Gradmessungs-FExpedition der
franzosischen Akademie (1736/37) hervortrat.

Das Grundproblem der Tangentenrichtung war nicht von Anbeginn so eng mit
der Bestimmung von extremalen Funktionswerten verbunden, wie es insbeson-
dere die heutige ,,Schulanalysis“ suggeriert. Es spielte in vielen naturwissen-
schaftlich-technischen Fragen des 17. und 18. Jahrhunderts auch ganz andere
Rollen, z.B. in der Ballistik, in der geometrischen Optik, bei der zweckméfigen
Form von Schiffsriimpfen, Wind- und Wasserréidern, bei der Konstruktion der
Pendeluhr. Christiaan Huygens wurde 1659 auf den allgemeinen Begriff der
Evolute bzw. Evolvente einer ebenen Kurve durch die Frage gefiihrt, wie man
ein Uhrpendel so steuern kann, daf} es sich nicht auf einem Kreisbogen sondern
auf einem Zykloidenbogen bewegt (um auch bei endlicher Auslenkung exakte
Unabhéingigkeit der Schwingungsdauer von der Schwingungsweite zu sichern).
Fiir die tatséchliche technische Entwicklung der Uhren hat seine Entdeckung
letzten Endes keine Rolle gespielt, eine umso grofiere aber fiir die mathemati-
sche Kurventheorie. Daf3 aus der Frage nach der Tangente in vielen Féllen eine
Frage nach dem Ort waagerechter Tangenten wurde, ist vor allem Pierre de
Fermat zu danken. Seine ,,Abhandlungen {iber Maxima und Minima* wurden
etwa zwischen 1638 und 1646 in Etappen niedergeschrieben und (u.a. durch
Mersenne) in Umlauf gebracht, aber erst nach Fermats Tod gedruckt. Man er-
kennt dies daran, dafl er in spéteren Teilen immer wieder auf Einwénde gegen
das frither Geschriebene eingeht und sie zu entkréften versucht. Fermat 16st in
zahlreichen Beispielen geometrische Extremwertaufgaben durch Bestimmung
derjenigen Werte der Veranderlichen, fiir die die Tangente der betreffenden
Funktion parallel zur z-Achse bzw. die lokale Anderungsgeschwindigkeit des
Funktionswertes zu Null wird. Seine Methode zur Bestimmung dieser Stellen
lduft rechnerisch auf die Berechnung des Differentialquotienten dieser Funktio-
nen hinaus, wie wir an seinem ersten, noch sehr einfachen Beispiel demonstrie-
ren wollen. (Das hier erhaltene Resultat war schon in der Antike bekannt und
148t sich ganz leicht elementar erhalten, aber gerade diese Nachpriifbarkeit
dient Fermat zur Rechtfertigung seiner Methode.)
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Eine gegebene Strecke der Lénge a soll so in zwei Teile z und a — x zerlegt wer-
den, dafl das Rechteck aus diesen Strecken, d.h. das Produkt z(a—x) moglichst
grof} wird. Ist x + e ein dem angenommenen Optimalwert benachbarter Wert,
so liefert er ein Rechteck der Grofie (z + e)(a — « — e). Die Differenz beider
Funktionswerte ist e(a — 2x) — €2, also bei sehr kleinem e fast e(a — 2z). (Das
uns naheliegende Argument der verschiedenen Gréfenordnungen von e und e?
benutzt Fermat noch nicht.) Diese Differenz wird offenbar nirgends kleiner als
fir x = a/2, das bedeutet: Unter allen Rechtecken gegebenen Umfangs hat
das Quadrat die grofite Fliache. Schon nach diesem ersten Beispiel ruft Fermat
aus: ,,Eine allgemeinere Methode kann man wohl nicht angeben.*

Es ist verstdndlich, dafl man angesichts dieser von Fermat durch viele weitere
Beispiele verfestigten Methode seit altersher in Frankreich den Prioritétsstreit
zwischen den Anhéngern von Leibniz und denen von Newton fiir gegenstands-
los erklidrte. Indem Fermat von Kriimmung nur qualitativ als konvex oder
konkav spricht (ohne diese Begriffe zu definieren), erkennt er auch schon, dafl
die Wendepunkte einer Kurve als solche Stellen interpretiert und berechnet
werden konnen, in denen der Winkel zwischen der Tangente und einer fe-
sten Richtung, etwa der y-Achse, einen Extremwert annimmt (Abb. 6.2.2):
Vergleicht man die Tangente im Wendepunkt Py, in dem die Kurve vom kon-
kaven zum konvexen Verhalten wechselt, mit den Tangenten in den rechts und
links davon liegenden Punkten P; und Ps, so stellt man fest, daBl der mit
der senkrechten Geraden gebildete Winkel oy, der zu Py gehorigen Tangen-
te kleiner ist als die Winkel oy bzw. as. Man beachte, dafl dies eine an die
anschaulich geometrische Vorstellung von konvex und konkav ankniipfende,
vollig kalkiilfreie Betrachtung ist.

Abb. 6.2.2 Wendepunkt als Ort extremalen Tangentenanstieges nach Fermat
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Den Schlufl von Fermats ,,Abhandlungen bildet die Herleitung des ,, Fermat-
schen Prinzips“, d.h. der Beweis, dafl das Brechungsgesetz aus einem Extre-
malprinzip folgt, ndmlich den zeitlich kiirzesten (bzw. manchmal ldngsten)
Lichtweg ergibt, wenn das Licht in jedem durchléssigen Medium eine fiir die-
ses Medium charakteristische konstante Geschwindigkeit und zwar im dich-
teren Medium die geringere hat. Begleitet wird dies von einer harten Kritik
an Descartes, der versucht hatte, das Brechungsgesetz aus der physikalisch
falschen entgegengesetzten Annahme iiber die Geschwindigkeiten abzuleiten.
Dies ist neben den beiderseitigen Bemiihungen um die Koordinatenmethode
eines von vielen weiteren Anzeichen fiir das insgesamt recht gespannte Kon-
kurrenzverhéltnis zwischen Fermat und Descartes. Fast konnte man sagen, daf3
Frankreich als Aquivalent fiir den bedauerlich nationalistisch geféirbten Streit
zwischen Leibnizianern und Newtonianern den Streit zwischen Descartes und
Fermat hatte.

Bedeutsam fiir die Geschichte der Geometrie ist, daf§ die ersten erfolgreich
gelosten Extremalprobleme meistens von geometrischer Art waren. Einige von
ihnen gehoren bis heute zum eisernen Bestand der Analysisiibungen in Schule
und Grundstudium. Zu ergénzen ist aber noch, dal Fermat im Hochgefiihl
seiner erfolgreichen Methode eine Extremalaufgabe stellte, von der sich spéter
herausstellte, dafl die Differentialrechnung selbst in ihrer voll entwickelten
Form zur Losung wenig beitragen kann, namlich die bereits erwéhnte Auf-
gabe, zu n gegebenen Punkten den Punkt mit minimaler Abstandssumme
zu bestimmen, eine Aufgabe, mit der sich sowohl wegen ihrer theoretischen
Schwierigkeit (im allgemeinen Fall) als auch wegen ihrer Praxisbedeutung bis
in die Gegenwart immer wieder Mathematiker auseinandersetzen (siche Aufg.
6.2.3, 7.3.6, Abschnitt 7.9 und Aufg. 7.9.1 u. 7.9.2).

Die genauere Betrachtung der Geschichte zeigt, daf3 die Differential- und auch
die Integralrechnung sich in einem harten Wettbewerb gegen philosophisch be-
griindete Einwinde und dadurch motivierte alternative rein geometrische oder
geometrisch-algebraische Methoden durchsetzen muften. Zugleich mufl man
aber feststellen, dafl die durch Leibniz, Newton, die Bernoullis und Wallis auf
verschiedenen Wegen erfolgte Kalkiilisierung der infinitesimalen Methoden die
Trennung von Geometrie und Analysis einleitete. Indem man dazu iiberging,
statt mit geometrischen Figuren und geometrischen Argumenten mit Formeln
zu arbeiten, steigerte man die Leistungsfdhigkeit ungeheuer, entfremdete sich
aber gleichzeitig mehr und mehr von den hinter den Formeln stehenden Sach-
verhalten. Zwar ist das Endergebnis einer solchen Rechnung wieder geome-
trisch deutbar, aber meist nicht mehr jeder einzelne Zwischenschritt.
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Kartographie

Es soll hier nicht die Rede von der relativ bald erfolgten Ausdehnung der
Analysis auf Funktionen mehrerer Veréinderlicher sein, und iiber die Entwick-
lung der eigentlichen Differentialgeometrie soll in 7.4 im Zusammenhang be-
richtet werden, aber eine spezielle geometrische Anwendung soll das Kapitel
beschlieen. Wihrend in der Renaissance nur einige spezielle kartographische
Abbildungen eingefithrt und im Rahmen der damaligen Moglichkeiten ele-
mentargeometrisch untersucht worden waren, stellte Johann Heinrich Lambert
in seinen 1772 erschienenen ,, Anmerkungen und Zusétze zur Entwerfung der
Land- und Himmelskarten“ [bei ihm: ...charten] erstmals allgemein die Frage
nach dem Begriff der kartographischen Abbildung der Kugeloberfliche oder
groflerer Teile von ihr in eine Ebene, ihrer mathematischen Beschreibung und
der Charakterisierung solcher Eigenschaften wie Flidchen- oder Winkeltreue
durch partielle Differentialgleichungen. In dieser Arbeit fiihrte er zugleich eine
Anzahl von neuen Netzentwiirfen ein, die zum groflen Teil bis heute, meist
unter Namen wie Lamberts flichen- bzw. winkeltreue (...-) Projektion, in
Gebrauch sind. Lambert, der seine Bildung vollig autodidaktisch erworben
hatte, unterscheidet sich von den anderen bedeutenden Mathematikern des
18. Jhs. dadurch, dafl er die Kalkiile der Analysis nicht so virtuos beherrsch-
te. (Er kompensierte dies durch unkonventionelles Herangehen an Probleme
und die Begriindung einer Anzahl von fruchtbaren neuen Teildisziplinen und
Problemfeldern fiir die Mathematik.) So blieb es auch Euler 1777 und La-
grange 1779 vorbehalten, die allgemeinen Losungen der von Lambert gestell-
ten kartographischen Fragen anzugeben (wobei Lagrange iibrigens schon ohne
weitere Erorterung komplexe Zahlen benutzte), wihrend Gaufl erst ab 1816
die Begriffe Winkeltreue und Fliachentreue auf die Abbildung zweier beliebiger
Fldchen aufeinander iibertrug [Gaufl’ Werke, Bd. 8, S.370ff, Bd. 4, 189-216].
Spéter bewies er exakt, was intuitiv schon lange klar war, dal Flachentreue
und Winkeltreue bei einer Abbildung der Kugeloberfliche in die Ebene (und
allgemeiner bei einer nicht isometrischen Abbildung) nicht gleichzeitig beste-
hen konnen. Lagranges Arbeit iiber kartographische Abbildungen ist, &hnlich
wie die von Lambert und Euler in breitem, nahezu populdrwissenschaftlichem
Stil geschrieben, mit ausfiihrlichen verbalen Einleitungen in die Problematik
und sehr konkreten Anwendungsbeispielen, ein Stil, der im 19. Jh. rapide ver-
lorenging. Die mathematische Sprache ist noch die der als ,,unendlich kleine
Zuwichse” aufgefafiten , Differentiale“. Gaufl schreibt anfangs auch so, geht
aber schon um 1816 zur uns geldufigen Schreibweise fiir (partielle) Ableitun-
gen iiber.
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6.3 Auf dem Wege zur darstellenden und projektiven
Geometrie

Ein riickblickendes Fazit auf die Renaissance zeigt nochmals, daf sich in dieser
Zeit eine Art von Arbeitsteilung herausgebildet hatte: Sofern die ,gelehrten*
Mathematiker nicht mit der WiedererschlieBung antiken Wissens beschiftigt
waren, galten die von ihnen erzielten Fortschritte vorzugsweise den mit der
Astronomie zusammenhingenden Fragen (einschliefllich Trigonometrie und
Optik), wihrend aus der Schicht der Kiinstler, Handwerker und Ingenieure vor
allem méchtige Impulse zur Entwicklung einer praktischen , Alltagsgeometrie®
kamen. Es wire falsch, dies einfach als eine Teilung in ,,reine“ und ,,angewand-
te* Mathematik zu interpretieren. Auch die Astronomie hatte ja grofle prakti-
sche Bedeutung, fiir die Kalenderrechnung, Seefahrt, Geodésie und Kartogra-
phie. Im Laufe des 17. und 18. Jhs. miindeten die Impulse zur Entwicklung
von Perspektive und Mehrtafelverfahren in eine Verwissenschaftlichung. Dies
geschah vor allem in Frankreich, wo unter der bis 1789 ununterbrochenen abso-
lutistischen Regierung ein militédrisch und wirtschaftlich starker Nationalstaat
entstanden war, der u.a. durch die Griindung von Akademien und Hochschulen
verschiedener Art in Paris giinstige Bedingungen fiir die Begegnung zwischen
Theoretikern und Praktikern schuf. Auch der Zirkel Mersennes und sein gei-
stiges Klima begiinstigten den Kontakt zwischen reinen Wissenschaftlern wie
Descartes, Pascal und Roberval einerseits, Architekten, Festungsbaumeistern
und Militdringenieuren wie Girard Desargues und Alain Mallet, handwerklich
arbeitenden Zeichnern und Graveuren wie Abraham Bosse und der Geometrie
zugewandten Kiinstlern wie Laurent de La Hire andererseits. Der Sohn des
letzteren, Philippe de La Hire, dessen Name heute hochstens noch mit der von
ihm propagierten sogenannten Zweikreismethode zur punktweisen Konstrukti-
on von Ellipsen (Abb. 6.3.1) in Zusammenhang gebracht wird, hat eine bisher
wenig gewiirdigte Rolle als Verbindungsglied zwischen Theoretikern und Prak-
tikern der neuen Geometrie gespielt. 1682 wurde er Nachfolger von Roberval
am Collége Royale in Paris, 1687 auflerdem Professor an der Académie Royale
d’Architecture. Seine Lehrtéitigkeit und seine zahlreichen Publikationen um-
spannten aufler der eigentlichen Mathematik alle damaligen Gebiete der Physik
und Technik, zum Teil sogar weitere Naturwissenschaften. Sein Freundeskreis
umfafite Ménner wie Roberval und Bosse. Vergleichbare Bedingungen werden
sich in anderen européischen Zentren wie Berlin, London oder Petersburg erst
Jahrzehnte spéter entwickeln, aber niemals diese Qualitéit erreichen.

Beginnen wir mit dem Architekten und Ingenieur Desargues. Seine erste Publi-
kation 1636 betrifft die Zentralperspektive. Zu den beruflichen Aufgaben des
Architekten gehort aber auch die Konstruktion von Sonnenuhren, und wenn
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P

X=a@coso

Abb. 6.3.1 Zweikreiskonstruktion der Ellipse nach de La Hire

die Sonne sich auf einer Kreisbahn bewegt, beschreibt der Schatten der Spitze
des Gnomons auf der Ebene der Sonnenuhr einen Kegelschnitt. So begegnen
sich die von der Antike her motivierten Studien von Méannern wie Fermat
oder Descartes mit den praktischen Bediirfnissen. 1639 publiziert Desargues
sein ,,Brouillon proiect...“ (Deutsch etwa: Erster Entwurf der Beschreibung
der Ereignisse beim Zusammentreffen eines Kegels mit einer Ebene, moder-
ne englische Ubersetzung in [Field/Gray 1987]). Diese in nur 50 Exemplaren
gedruckte Schrift, die lange vergessen und verschollen war und erst 1845 von
M. Chasles wieder entdeckt wurde!®, gilt heute als die eigentliche Geburtsur-
kunde der projektiven Geometrie. Desargues beginnt mit der Feststellung, daf3
bei ihm alle Geraden und Ebenen in jeder Richtung unendlich ausgedehnt sind
(im Gegensatz zu der bis dahin noch dominanten Darstellung Euklids, die auf
Strecken und deren potentieller Verlingerung beruht). Er erkennt die Analo-
gie zwischen dem Biischel aller Geraden durch einen Punkt und einer Schar
aller untereinander parallelen Geraden (bei Desargues heifien beide Arten von
Biischeln gemeinsam ,ordonnance®, svw. Regel), ordnet solchen Scharen fol-
gerichtig einen ,unendlich fernen* Schnittpunkt zu (Sein gemeinsamer Name
fiir unendlich ferne und endliche Punkte als Zentren von Geradenbiischeln
ist ,,butte”, svw. Ziel.) und schliefit spéter daraus u.a., daf ein Kreiszylinder
der Spezialfall eines Kreiskegels mit unendlich ferner Spitze ist. Bei ihm voll-

Das von Chasles aufgefundene Exemplar war eine 1679 von Philippe de La Hire an-
gefertigte Abschrift. Die Miihe des Abschreibens deutet auf die Wertschitzung, aber auch
darauf hin, daf} schon La Hire kein gedrucktes Exemplar der so seltenen Schrift mehr erhalten
konnte. Erst 1950 tauchte ein Originalexemplar auf, das [Field/Gray 87] zugrunde liegt.
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zieht sich der fiir die moderne Geometrie der Kegelschnitte so wichtige Uber-
gang vom einfachen Kegel zum Doppelkegel, und er konzentriert sich darauf,
moglichst viele allen Kegelschnitten gemeinsame Eigenschaften aus ihrer Er-
zeugung als zentralperspektives Bild eines Kreises abzuleiten. Aber zunéchst
fithrt er in Analogie zu den eigentlichen und uneigentlichen Geradenbiischeln
eigentliche und uneigentliche Ebenenbiischel ein, studiert die Zwischen- und
die Trennungsrelation fiir drei bzw. vier kollineare Punkte und stellt fest, dafl
die letztere bei Zentralprojektionen erhalten bleibt. Er untersucht dann den
Spezialfall der sich harmonisch trennenden Punktepaare, findet den Begriff des
vollstdndigen Vierseits, konstruiert den vierten harmonischen Punkt zu drei
gegebenen und dringt bis zur Theorie der Polaritédt von Punkt und Gerade am
Kegelschnitt vor.

N\245  a) b) 3 ) 7 3 3

2 3 X\ 23/56 \

Abb. 6.3.2 Satz von Pascal, a) allgemeiner Fall, b-d) verschiedene Spezialfille

Desargues’ Gedanken wurden von Fermat und Descartes geschéitzt und iibten
einen starken Einflu} auf den damals erst sechzehnjihrigen Pascal aus. Sie
inspirierten ihn zu seiner ersten Abhandlung iiber Kegelschnitte, die bereits
ohne Beweis den Satz von Pascal enthélt. Dieser, 1640 ebenfalls nur in we-
nigen Exemplaren verbreitete kurze , Essay pour les coniques® (in englischer
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Ubersetzung in [Field/Gray 87]) rundet das moderne Verstindnis des Kegel-
schnittes auch dadurch ab, daf ein Paar sich kreuzender (eventuell im Unend-
lichen, dann also paralleler) Geraden als Kegelschnitt betrachtet wird, womit
zugleich der schon in der Antike bekannte Satz des Pappos als Spezialfall des
Satzes von Pascal erkennbar wird. Pascals Originalfigur diente der Illustration
mehrerer Behauptungen und war daher mit vielen unnétigen Punkten und Ge-
raden iiberladen (Abb. 6.3.3). Abb. 6.3.2 zeigt (mit anderen, heute iiblichen
Bezeichnungen) das Wesentliche. Sein Satz lautet in moderner Sprechweise:
Sind 1,...,6 beliebige Punkte eines Kegelschnittes und bezeichnet 12, 23 usw.
die entsprechende Verbindungsgerade, 12/45 usw. den entsprechenden (even-
tuell uneigentlichen) Schnittpunkt dieser Geraden, so liegen 12/45, 23/56 und
34/61 auf einer (eventuell uneigentlichen) Geraden (d.h. im letztgenannten
Fall sind die drei Geradenpaare paarweise parallel wie z.B. in Abb. 6.3.2d).
Abb. 6.3.2b-d zeigen einige der vielen elementar begriindbaren Spezialfille und
illustrieren zugleich, daf§ die Reihenfolge der Punkte auf dem Kegelschnitt kei-
ne Rolle spielt. Da die Kollinearitdten bei Zentralprojektion erhalten bleiben,
kann man vermuten, daf§ Pascal seinen Satz durch systematische Transfor-
mation eines elementaren Anfangsfalles am Kreis mittels Zentralprojektion in
andere Konfigurationen gefunden hat. Sein ,,Essay“, der ausdriicklich auf De-
sargues Bezug nimmt und dessen Begriffe verwendet, hat mehr den Charakter
einer Ankiindigung, deutet aber schon an, daf} viele Aufgaben iiber Kegel-
schnitte wie z.B. punktweise Konstruktion bei fiinf gegebenen Punkten oder
Konstruktion der Tangente in einem gegebenen Punkt mittels des gefundenen
Satzes durch lineare Konstruktion (d.h. durch Schneiden, Verbinden und Par-
allelen) losbar werden. Eine ausfiihrliche Abhandlung hieriiber, an der Pascal
anschlieend viele Jahre arbeitete, wurde leider nie publiziert und muf als ver-
loren gelten. Mersenne bezeugt, dafi Pascal iiber 400 Folgerungen aus seinem
Satz gezogen hatte. Leibniz hat das Manuskript auch gesehen und einiges iiber
den Inhalt berichtet.

Wihrend also Desargues iiber Pascal auflerordentlich fruchtbar auf die ,, Wis-
senschaft Geometrie“ wirkt, erfahren seine Schriften (aufler den genannten
noch 1640 iiber Schattenkonstruktionen, iiber den Steinschnitt und iiber die
Konstruktion von Sonnenuhren) heftige Ablehnung durch seine Berufskollegen.
Die génzlich ungewohnte Denkweise und eine Fiille von ihm neu eingefiihrter
Begriffe und Namen dafiir mégen dazu beigetragen haben, entscheidend war
aber wohl der Widerstand eines etablierten Berufsstandes gegen unbequeme
Anderungen und Neuerungen. So findet Desargues, selbst Praktiker, unter
allen Praktikern nur einen einzigen, allerdings sehr treuen und sehr riihri-
gen Anhénger: den bereits erwdhnten Illustrator Abraham Bosse, der 1643
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Abb. 6.3.3 Erste Textseite aus Pascals ,, Essay pour les coniques“ (1640)
Die Figur links oben enthilt als Teilfigur die zum Satz von Pascal

gehorige (siche Abb. 6.3.2)
[Hans Loffel: Blaise Pascal 1623 - 1662, Reihe Vita Mathematica, Birkhduser Verlag, Basel 1987]
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allgemeinverstédndlich gehaltene Darlegungen der Schriften von Desargues iiber
Sonnenuhren und Steinschnitt und 1648 eine erweiterte Auflage der ,, Perspek-
tive“ veranlafit, in deren Anhang er erstmals den Satz von Desargues iiber die
Aquivalenz von Zentralperspektivitit und Achsenperspektivitit versffentlicht
(Abb. 6.3.4). Desargues selbst hatte, verbittert durch die Reaktionen seiner

Fachgenossen, nach 1640 nichts mehr publiziert.
_ P
e) ' )
"
7 ——
7 i .
Abb. 6.3.4 Satz von Desargues

a) allgemeiner Fall: Dreiecke ABC und A’B’C’ haben ein Perspektivitéitszentrum genau
dann, wenn die Schnitte P, Q, R der jeweils zugeordneten Seiten auf einer gemeinsamen Ge-
raden, der Perspektivitdtsachse a, liegen. Dabei kann b) das Zentrum Z auch unendlich fern
sein, ¢) einer der Schnittpunkte auf der Achse ins Unendliche abwandern, d.h. die betreffen-
den Dreiecksseiten werden zur Achse und damit auch untereinander parallel. d) Wird noch
ein zweites Paar von Dreiecksseiten bei zentralperpektiver Lage parallel, so enthélt die Achse
a zweil unendlich ferne Punkte, daher muf} auch der dritte Schnittpunkt unendlich fern sein.
e) zeigt, daBl zugleich auch das Zentrum unendlich fern werden kann. Die ,Desarguessche
Figur“ oder ,Konfiguration“ a) kann auf mehrere Weisen gedeutet werden. Z.B. ist P Per-
spektivititszentrum der Dreiecke AA’R und BB’Q. Die Gerade ZCC" iibernimmt dann die
Funktion der Perspektivititsachse. Man sieht nun, dafl b) und c) den gleichen Spezialfall
darstellen. Man denke sich eine der Figuren um 90 Grad gedreht.

b)
a)
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Von der Perspektive zu den Mehrtafelverfahren

Auch in anderen Landern wurden im 18. Jh. Fortschritte in der Mathematisie-
rung der Perspektive erzielt, wobei es oft keine scharfe Abgrenzung zwischen
der eigentlichen Zentralperspektive, ihrem Grenzfall Parallelprojektion und
den Ansétzen zu den Mehrtafelverfahren gab. Illusionistische Malerei erfreute
sich im Barockzeitalter grofien Ansehens (Abb. 6.3.5), auch die Reliefperspek-
tive wurde hiufig genutzt, um rdumliche Tiefe vorzutduschen (Abb. 6.3.6,
Aufgabe 6.3.2). 1715 erscheint in London eine Abhandlung zur Perspektive
von Brook Taylor (in der Analysis bekannt durch die Taylorreihenentwicklung
von Funktionen), die mehrfach aufgelegt und auch ins Franzosische iibersetzt
wurde. Eine volkstiimliche Bearbeitung durch Joshua Kirby (London 1754)
ist vor allem durch das von dem beriithmten zeitgendssischen Graphiker Wil-
liam Hogarth entworfene Titelblatt unsterblich geworden (Abb. 6.3.7), worin
zahlreiche Fehler eingearbeitet sind, die man begehen kann, wenn man die-
ses vorziigliche Buch nicht vor dem eigenen Zeichnen studiert. Wahrlich ein
frithes Stiick Schockwerbung, wie sie heute wieder modern ist, und obendrein
ein hochgeschétztes Exemplar der jetzt so beliebten ,perspektivisch wider-
spruchsvollen* Kunstwerke! Mathematisch bot Taylor vor allem, als erster,
wie es scheint, die Reprisentation von Geraden und Ebenen durch ihre Spu-
ren, d.h. ihre Schnitte mit den Projektionsebenen. Auflerdem studiert er schon
die Rekonstruktion des Betrachterstandpunktes aus dem korrekt konstruierten
Bild.

In Deutschland beschéftigt sich Lambert3 [Lambert/Steck 1943] mehrfach mit
der Perspektive. Nach einer frithen und 1943 erstmals gedruckten kleinen
Schrift (1752), worin aber schon der von Lambert erfundene Perspektograph
beschrieben wird, mit dem man einen Grundrifi mechanisch in seine zentralper-
spektive Ansicht verwandeln kann (Aufgabe 6.3.1), erscheint 1759 seine ,, Freye
Perspective“. Der Titel zeigt an, daf es hier darum geht, ein zentralperspekti-
ves Bild ohne Benutzung von Grund- und/oder Aufriff direkt zu zeichnen. Bei
Lambert wird der Gedanke deutlich, die Zeichenebene als ein — freilich im Fall
der Zentralperspektive dem Raum nicht umkehrbar eindeutig entsprechendes
— Modell des Raumes aufzufassen, indem man sich das Bild eines rdaumlich
kartesischen Dreibeins vorgibt. Danach transformiert sich jede Konstruktion,
die man in Gedanken im Raum ausfiihrt, in eine zugeordnete Konstrukti-
on in der Bildebene. Wie wir sehen werden, wird genau dieser Gedanke von
Monge zur Vollendung gebracht, indem er ihn mit dem Mehrtafelverfahren
kombiniert. Da in Lamberts Auffassung z.B. die Operation des Zichens einer
Parallelen zu einer gegebenen Geraden durch einen gegebenen Punkt sich in
der Bildebene als Verbindung des Bildpunktes des gegebenen Punktes mit dem
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Abb. 6.3.5 ,,Scheinkuppel® der Kirche di Badia in Arezzo, auf eine flache Decke gemalt

von Andrea Pozzo (1642 - 1700), einem Meister der illusionistischen Perspektivmale-

rei. Pozzo hat mehrfach #hnliche Decken gemalt und auch ein Buch iiber Perspektive
verfafit. [Foto A. Schreiber]
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Abb. 6.3.6 Wandbild (1767) in der barocken Kirche Saint-Roch in Paris
Die Umrahmung in Reliefperspektive tduscht grofie Tiefe vor. In Wahrheit ist die
Nische kaum 25 c¢m tief. [Foto P. Schreiber]
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Abb. 6.3.7 Titelblatt von William Hogarth zu J. Kirbys ,,Dr. Brook Taylor’s Per-
spective Made Easy“ (1754). Wer Zeichnungen ohne Kenntnis der Perspektive macht,
wird fiir solche Absurditéten verantwortlich sein, wie sie in diesem Frontispiz gezeigt
werden. (Ubersetzung der Bildunterschrift)
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Fluchtpunkt der gegebenen Geraden realisiert, 6ffnet seine Schrift einen wei-
teren Zugang zur projektiven Geometrie: Bei zentralperspektiver Abbildung
bekommen eben auch parallele Geraden einen Schnittpunkt bzw. der eigentlich
nur gedachte unendlich ferne Punkt transformiert sich in einen im Endlichen
gelegenen Punkt, und das Parallelenziehen erscheint als natiirlicher Grenzfall
des Verbindens.

Lamberts Schrift ist zumindest teilweise seinem Aufenthalt in Frankreich 1758
zu verdanken und erschien im gleichen Jahr in Deutsch und Franzosisch, ei-
ne zweite deutsche Auflage in wesentlich erweiterter Form 1774. Am Rande
sei bemerkt, daf§ Lambert aufler seiner Akademiemitgliedschaft in Berlin seit
1770 das Amt des preuBlischen Oberbaurates innehatte, das nach ihm von so
berithmten Architekten wie David Gilly und Karl Friedrich Schinkel verwaltet
wurde. Eine derartige Nebentétigkeit von Mathematikern, auch als Bausach-
verstéindige und praktische Architekten, ist fiir das 18. Jh. charakteristisch,
und noch bis in die dreiliger Jahre des 19. Jhs. wird Zivil- und Festungsbau-
kunst zu den regulédren Lehrfdchern der Mathematikprofessoren an den Univer-
sitdten gehoren und einen breiten Raum in den mehrbéndigen Lehrwerken der
Mathematik einnehmen, wie sie z.B. von Christian Wolff, Abraham Gotthelf
Késtner und Wenceslaus Karsten geschrieben wurden.

Im Festungsbauwesen hatte sich seit etwa 1600 die sogenannte Kavalierper-
spektive als hauptséichliche Darstellungsweise durchgesetzt. Wihrend dabei in
der heutigen darstellenden Geometrie von der Vorstellung eines senkrechten
und folglich mafltreuen Aufrisses ausgegangen wird, an den sich die meist um
45 Grad geneigten und verkiirzten Bilder der Tiefenlinien anschlieflen, ging
man damals vom mafitreuen Grundrify aus, iiber dem sich die Bilder der senk-
rechten Linien erhoben (daher auch die franzisische Bezeichnung ,élévations
géométrales® fiir diese Art der Darstellung, Abb. 6.3.8). Die Bezeichnung ,, Ka-
valier. .. “ hat nichts mit der landldufigen Bedeutung des Wortes Kavalier zu
tun. Kavaliere sind im damaligen Sprachgebrauch die vorspringenden Teile
(Bastionen) einer Festung. Die Entwicklung der Artillerie hatte zu einer Re-
volution im Festungsbau gefiihrt. Die Planung von Festungsanlagen so, daf} das
gesamte umgebende Gelidnde eingesehen werden konnte und durch Geschiitze
erreichbar war, andererseits von keinem Punkt in die Festung hineingesehen
werden konnte, hatte sich in den Augen der Fiirsten und Feldherren zu ei-
ner der wichtigsten Aufgaben der angewandten Geometrie entwickelt. Ent-
sprechend grofles Ansehen genossen die fithrenden Spezialisten des Festungs-
bauwesens wie der franzosische Admiral Vauban. Er konnte sich unter dem
allméchtigen und unfehlbaren Sonnenk6nig Ludwig XIV. eine Denkschrift iiber
die Mifisténde in Frankreich erlauben, die ihm zwar die Ungnade seines Konigs
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Abb. 6.3.8 Festung Rocca (Italien) in Kavalierperspektive (17. Jh.)
[Ludwig H. Heydenreich, Leonardo the Inventor, S.50 McGraw Hill, Maidenhead UK 1980,
©EMB-Service, Luzern]

eintrug, aber bis heute als ein wichtiges Ereignis in der Geschichte Frankreichs
gilt. Unter seiner Leitung entfaltete sich eine straff organisierte Ausbildung
von Militdringenieuren, die noch gegen Ende des 18. Jhs. Ménner wie Lazare
Carnot und Gaspard Monge hervorbringen sollte. Christian Willenberg, der
1717 die heutige Technische Universitédt in Prag griindete, hatte in Frankreich
eine solche Ausbildung genossen und brachte die typisch franzoésische Kul-
tur der Militdringenieur-Ausbildung in die Lénder der Habsburger Monarchie,
wo die darstellende Geometrie noch heute eine ungleich gréflere Rolle an den
Hochschulen spielt als in anderen Léndern.

Die Autoritdten des Festungsbauwesens waren Gegner der sich ausbreiten-
den Zentralperspektive, da man aus perspektivischen Bildern nicht so einfach
die wahren Mafle und Entfernungen entnehmen kann wie etwa aus der Kava-
lierperspektive (heute verallgemeinert als axonometrische Eintafelprojektion).
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Dieses Argument wird mit dem aufkommenden Maschinenbau immer groéfie-
re Bedeutung gewinnen und die Zentralperspektive zuerst an den Rand der
darstellenden Geometrie und dann in die Kunstakademien verbannen, wo sie
aber auch nicht mehr sehr geschétzt und gepflegt wurde, als die Kiinstler sich
gegen Ende des 19. Jhs. vom Paradigma der moglichst naturalistischen Ab-
bildung abwandten. Im Schatten der Kriegsbaukunst entwickelten sich aber
auch andere Ansitze einer konstruktiven Geometrie wie z.B. das Konstruie-
ren im von Hindernissen durchsetzten Geldnde, das rein lineare Konstruieren
(durch Peilungen, da ein groriumiges Arbeiten mit dem Zirkel natiirlich nicht
moglich ist) und erste Ansétze zur Abschitzung und Minimierung der beim
praktischen Arbeiten im Geldnde unvermeidlichen Fehler. Eine Fundgrube der-
artiger praktischer Geometrie ist ein Buch des bereits erwdhnten A. Mallet aus
dem Jahre 1672 mit dem Titel ,,Les travaux de Mars“ (Die Arbeiten des Mars,
Abb. 6.3.9). Frankreich und zum Teil die Bediirfnisse des Krieges sind auch
der Ausgangspunkt einer neuen Richtung der Kartographie: Die Beschreibung
des Geldndes mittels Hohen- und Tiefenlinien, die spéter als kotierte Einta-
felprojektion bezeichnet wird und auch als Hilfsmittel der reinen Mathema-
tik zur graphischen Darstellung von Funktionen eines komplexen Arguments
bzw. zweier Variablen herangezogen wird. Da die Lotung von Gewissertie-
fen bedeutend einfacher realisierbar ist als die Bestimmung von Hohen im
Geldnde beziiglich einer festgesetzten Nullebene (etwa Meeresspiegel), ist es
nicht verwunderlich, dafl Karten mit Tiefenlinien (Isobathen) frither auftreten
als solche mit Hohenlinien (Isohypsen), und die erste der letztgenannten Art
(1771 von Du Carla) war die Karte einer ,imaginéren Insel“ — es ging also
zunéchst ums Prinzip. 1791 legte Jean Louis Dupain-Triel der Pariser Akade-
mie die erste Karte Frankreichs mit Hohenlinien vor. Isobathenkarten gibt es
schon 1697 von der Maasmiindung (Pierre Ancelin), 1733 von der Merwede
(Samuel Cruquius), 1737 vom Armelkanal (Philippe Buache) [Wiener 1884, I,
S. 25, Kupcik 1980, S. 212f].

Diirers bemerkenswerte Beitrige zu den Mehrtafelverfahren (zugeordneten
Normalrissen) sind in Frankreich nicht unbekannt geblieben. Seine ,, Under-
weysung® war schon 1532 in lateinischer Ubersetzung in Paris erschienen und
danach noch mehrmals nachgedruckt worden. Eine andere wesentliche Quel-
le bildet der sogenannte Steinschnitt. Wenn man Gewdlbe, Fensterlaibungen,
Wendeltreppen oder dhnliches aus Naturstein baut, dessen Gewinnung und
Bearbeitung teuer und miihsam ist, muf} die Form jedes einzelnen Steines vor-
her genau bestimmt werden. Die dazu erforderlichen geometrischen Kenntnis-
se sind in den Bauhiitten jahrhundertelang hauptséchlich miindlich tiberliefert
worden. Als schriftliche Darstellungen zu erscheinen begannen, in Frankreich
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Abb. 6.3.9 Geometrische Konstruktionen im Geliande
[aus A. Mallet: Les travaux de Mars (1672)]
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z.B. 1576 von Philibert de I’Orme oder 1643 von Derand, beschrinkten sie sich
meist auf die Konstruktionszeichnungen samt Hilfslinien, mit dem Hinweis, daf3
jeder Kundige daraus den Hergang entnehmen kénne und weitlaufige schriftli-
che Erklarungen die Sache nur verwirren wiirden [Wiener 1884] (Man verglei-
che dies mit den heutigen Anleitungen zur Selbstmontage neuer Mobel!l). Be-
merkenswerte Fortschritte brachte das 1737/39 erschienene dreibéndige Werk
des Militaringenieurs Amédée Francgois Frézier, das den Steinschnitt noch im
Titel erwdhnt. Der erste Band ist nur der Theorie gewidmet, die beiden fol-
genden den Anwendungen. Frézier geht von klaren und eindeutigen Defini-
tionen aus, formuliert allgemeine Regeln und beweist alle seine Behauptun-
gen. Er behandelt in groflem Umfang gekriimmte Flachen des Raumes und
dabei, den Bediirfnissen des Steinschnittes entsprechend, vorzugsweise solche,
die durch mechanische Schleifvorginge erzeugt werden kénnen, also — modern
gesprochen — Regelfléichen: Eine Gerade wird so bewegt, dafl sie dabei mit
eventuell unterschiedlicher Geschwindigkeit lings zweier Kurven gefithrt wird.
Sehr allgemein 16st er auch die Aufgaben, die Schnittkurve zweier Flichen
zu konstruieren, eine abwickelbare Fldche in die Ebene auszubreiten oder den
Schnittwinkel zweier Flidchen zu bestimmen.

Auf dieser Vorgeschichte baut die historische Leistung von Gaspard Monge
auf. Aus einfachsten Verhéltnissen stammend, wurde seine Begabung durch
gliickliche Umsténde friihzeitig entdeckt, und er kam 1764 an die Militérin-
genieurschule von Mézieres, wo jedoch zu dieser Zeit eine Offiziersausbildung
nur Adligen moglich war. Begabte niederer Herkunft konnten in die sogenann-
te Gipsklasse eintreten, die zu einer Té#tigkeit als Aufseher im Festungsbau
oder Technischer Zeichner bzw. Hersteller von Modellen fithrte. Da Monge
wiederum durch die originelle und iiberlegene Losung geometrisch-technischer
Aufgaben auffiel, wurde er sehr bald aus dem Unterricht herausgenommen und
seinerseits zum Lehrer seiner adligen Mitschiiler befordert, ohne dafl diese ihm
jedoch den geringsten Respekt schuldeten. Diese Erfahrungen haben ihn zum
glithenden Anhénger der franzosischen Revolution werden lassen. Er gehorte
zu den Initiatoren der 1794 in Paris gegriindeten Polytechnischen Schule und
war zeitweise ihr Direktor. Niichtern betrachtet, liegt sein Hauptverdienst um
die darstellende bzw. konstruktive Geometrie wahrscheinlich darin, daf} er ihr
den fithrenden Platz in der Ausbildung der wie Kadetten gehaltenen Zoglinge
der Polytechnischen Schule sicherte, dafl er hervorragende Lehrprogramme fiir
diesen Unterricht konzipierte, danach selbst hervorragende Vorlesungen hielt,
ein zugehoriges Lehrbuch schrieb und durch seine persénliche Ausstrahlung ei-
ne ganze Generation franzosischer Geometer prigte. Dies féllt zur Hauptsache
ins 19. Jh. und wird darum spéter im einzelnen behandelt.
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Die rein wissenschaftliche Bedeutung Monges fiir die darstellende Geometrie
besteht vor allem darin, daf§ er als erster so deutlich, wie es zu seiner Zeit
moglich war, ausgesprochen hat, dafl die Aufgabe der darstellenden Geometrie
eine doppelte ist:

,Erstens soll sie die Methoden liefern, um auf einem Zeichenblatte, welches
also nur zwei Dimensionen, Lénge und Breite hat, alle Raumgebilde, welche
deren drei, ndmlich Lange, Breite und Hohe haben, abzubilden, vorausgesetzt,
dass diese Gebilde streng definiert werden kénnen.

Zweitens soll sie das Verfahren lehren, um aus einer genauen Zeichnung die Ge-
stalt der Raumgebilde erkennen und alle Sitze, welche aus der Gestalt und der
gegenseitigen Lage der Raumgebilde folgen, ableiten zu kénnen.“ [Monge 1900,
zitiert nach den ersten Sitzen der deutschen Ubersetzung seines Lehrbuchs,
Hervorhebungen zusiitzlich]

Heute konnten wir die hier ausgedriickte Meinung noch préziser formulieren:
Es geht nicht nur um die ebene Abbildung raumlicher Objekte sondern dar-
um, ein zweidimensionales Modell des dreidimensionalen Raumes zu schaffen,
in dem Aufgaben, die sich eigentlich auf den Raum beziehen, ersatzweise an
den ebenen Reprisentanten gelost werden, wobei es sich bei den Aufgaben
sowohl um Konstruktionen im engeren Sinne als auch um Entscheidungspro-
zeduren oder um den Beweis von Sétzen handeln kann. Dieser Gedanke riickt
die darstellende Geometrie methodologisch in die Néhe dessen, was man heute
als Kodierung und zwar Kodierung zum Zwecke der Handhabbarmachung von
Objekten fiir Algorithmen bezeichnen wiirde, also in eine Analogie zum Zah-
lenrechnen mittels Zahlbezeichnungssystemen, zum Manipulieren von Funk-
tionen (wie Nullstellenberechnung, Differenzieren, Integrieren,...) mittels For-
meln, die diese Funktionen vertreten, zum Bearbeiten geometrischer Fragen
mittels der Koordinaten der betrachteten Objekte. Gerade die letztgenannte
Analogie, also die grofie methodologische Ndhe zwischen der Koordinatenme-
thode und den Methoden der darstellenden Geometrie mufi Monge bewuft
gewesen sein, denn er entwickelte auch die Koordinatenmethode zum Hand-
werkszeug flir die konstruktiven Aufgaben des dreidimensionalen Raumes und
lehrte den Ingenieur, beide Methoden parallel zu benutzen wie die ,,linke und
die rechte Hand*.

Dafl wir Monge mit dieser Deutung seiner ersten Sétze nichts unterschieben,
was er nicht gemeint hat, sollen einige weitere Zitate aus seiner , Géométrie
descriptive“ belegen:

,Erste Aufgabe. Es sind ein Punkt P durch seine beiden Projectionen P’, P”
und eine Gerade g durch ihre beiden Projectionen ¢',g” gegeben. Man soll
die Projectionen der Geraden h construieren, welche durch den Punkt P hin-
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durch geht und der Geraden g parallel ist.“ [a.a.0., S. 23] In die Sprache des
ausgehenden 20. Jhs. iibersetzt heiflt das: Wir haben im Raum die Operation,
die je einem Punkt P und einer Geraden g die Parallele durch P zu g zuord-
net. Nun ist im ebenen (Zweitafel-)Modell des Raumes der Punkt P durch
seine Kodierung P’, P” und die Gerade durch ihre Kodierung ¢’, ¢"” gegeben.
Man beschreibe einen Algorithmus, der daraus den Kode b/, h” des Resultates
erzeugt.

, Vergleich der darstellenden Geometrie mit der Algebra ... Es verhilt sich die
darstellende Geometrie in diesem Punkte genau so wie die Algebra, in welcher
es auch kein allgemeines Verfahren gibt, um eine in Worten gegebene Aufgabe
in Gleichungen umzusetzen.

...und man kann die Anfinger nur durch verschiedenartige Beispiele daran
gewOhnen, diese Beziehungen richtig zu erfassen und in Form von Gleichun-
gen zu schreiben. Aber gerade wie es in der Analysis, nachdem eine Aufgabe in
Gleichungen umgesetzt ist, Methoden giebt, um diese Gleichungen weiter zu
behandeln und aus ihnen die Werthe der Unbekannten abzuleiten, so besitzt
auch die darstellende Geometrie allgemeine Methoden, um, wenn die Projec-
tionen von Koérpern ausgefiithrt worden sind (d.h. die Kodierung durchgefiihrt
ist), aus ihnen alles zu construiren, was aus der Gestalt und der Lage der
letzteren folgt.

Wir vergleichen hier nicht ohne Absicht die darstellende Geometrie mit der
Algebra; diese beiden Zweige der Mathematik haben die engsten Beziehun-
gen zu einander. Es giebt keine Construction in der darstellenden Geometrie,
welche sich nicht in die Analysis iibertragen ldsst; und umgekehrt kann bei
Aufgaben, welche nicht mehr als drei Unbekannte enthalten, jede analytische
Operation als Beschreibung einer geometrischen Operation aufgefasst werden.

Es wére zu wiinschen, dass diese beiden Zweige der Mathematik zusammen
gepflegt wiirden....“ [a.a.0. S. 17{]

Monge ist sich bewufit, daf die ,leere“ Ebene durch die Auszeichnung einer
festen Geraden, der ,,Achse®, zum Modell des gesamten Raumes wird, indem
man sie als Schnittgerade zweier zueinander senkrechter Ebenen deutet, die
danach aufeinander in die Zeichenebene geklappt werden. Er unterscheidet
sich also von allen seinen Vorgidngern dadurch, dafl sich nicht der Grundrifl
auf einer und der Aufrifl auf der anderen Halbebene beziiglich einer Grund-
linie befindet, sondern jeder Punkt der Zeichenebene eine Doppelfunktion als
Grundrilbild eines Punktes und zugleich als Aufrifibild eines im allgemeinen
anderen Punktes hat. Freilich zeigt sich schon bald, daf3 das schone Programm
auf praktische Schwierigkeiten stoft. Schon eine Gerade ist durch das Paar
aus Grund- und Aufrifibild nicht mehr immer eindeutig bestimmt, und Mon-
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ge greift zu zusétzlichen Projektionsebenen und zu den sogenannten Spuren
(Schnittgebilde mit den Projektionsebenen), um einen gréfleren Bereich von
Raumobjekten eindeutig in der Ebene kodieren zu kénnen, wobei er vieles be-
nutzt, was seine Vorgénger schon am konkreten Fall entwickelt hatten. Nur ist
bei Monge alles auf moglichste Allgemeinheit gerichtet.

Als Monge’s ,Lecons de géométrie descriptive” 1795 erstmals nach seinen
Vorlesungen in schriftlicher Form verbreitet wurden (1798 erste offentliche
Auflage), waren sie schon sehr ausgereift, da Monge viele Jahre lang seine Me-
thoden in der Ausbildung erprobt hatte. Publizieren durfte er vor 1789 nichts
davon, da seine Methoden als militarisch wichtig und dementsprechend geheim
galten. (Die Geheimhaltung richtete sich bemerkenswerterweise nicht nur ge-
gen das Ausland sondern auch gegen die Konkurrenz anderer franzosischer
Militiringenieurschulen wie die von Metz und Besangon!) Dennoch scheinen
Aufzeichnungen seiner Vorlesungen an die Konkurrenz gelangt zu sein. Einer
von Monges ersten Schiilern in Paris, S. F. Lacroix, in anderem Zusammenhang
wegen seiner einflufireichen Lehrbiicher der Koordinatengeometrie erwéhnt,
der aber von 1788 bis 1793 in Besangon unterrichtet hatte, danach an Pariser
Hochschulen tétig und mit Monge befreundet, publizierte schon 1795 ein ei-
genes Lehrbuch der darstellenden Geometrie, das sich nur wenig von Monges
Buch unterscheidet. Im Vorwort erklirte Lacroix, dafl er bereits vor Jahren in
Besangon durch ehemalige Schiiler von Monge in den Besitz von Zeichnungen
und Mitschriften gekommen sei und diese selbsténdig zu einem Lehrgebdude
geordnet habe, bevor Monges Vorlesungen im Druck erschienen. Andere Be-
richte (z.B. Dupins Monge-Biographie 1819) bestétigen im wesentlichen diese
Darstellung.

6.4 Das Ringen um das Parallelenproblem

Die Frage nach der Beweisbarkeit des 5. euklidischen Postulats bzw. seiner
Ersetzbarkeit durch eine ,evidentere“ Annahme, die schon in der Antike von
mehreren Autoren diskutiert worden war, wird in Europa im wesentlichen
durch die Euklid-Edition 1574 von Christoph Clavius wieder bekannt (vgl.
Kap. 5.1). Clavius referiert nicht nur iiber die diesbeziiglichen Bemiihungen
antiker Mathematiker sondern beschéftigt sich auch selbst mit dem Problem
und beweist das 5. Postulat unter der Annahme, daf} eine Linie, die zu einer
Geraden konstanten Abstand hat, wieder eine Gerade ist.'6

16Ein Blick auf die Kugeloberfliche hitte ihn belehren kénnen, wie wenig denknotwendig
dies ist: Die Kurven, die dort konstanten Abstand zu den geodatischen Grofikreisen haben,
sind Kreise aber keine Grofikreise. Leider sind die weitgehenden Analogien zwischen der
ebenen und der sphérischen Geometrie selten bewufit wahrgenommen worden.
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Die gleiche Voraussetzung wie Clavius benutzt auch Guldin 1641 fiir seinen
Beweisversuch. Nicht zufillig sind es hdufig Jesuiten, die sich dieser Frage wid-
men. Spielt doch Euklid in ihrem Bildungssystem eine hervorragende Rolle als
hohe Schule des scharfsinnigen Argumentierens. Danach beschéftigen sich bis
zum Ende des 18. Jhs. viele Denker mit dem Problem, aber nur selten die
fithrenden Mathematiker (Elementargeometrie war ja, wie erwéhnt, bei ihnen
aus der Mode gekommen), und wenn es doch geschah, blieben sie mit ihren
»Beitragen® weit unter ihrem sonstigen Niveau, so z.B. Euler [Belyi 1968] oder
Wallis. Bei letzterem gab es einen gewissen dufleren Zwang. Er hatte den von
Sir Henry Savile, einem Amtsvorgénger in Oxford, gestifteten Lehrstuhl inne,
und jener Savile hatte die Stiftung mit der Bedingung verkniipft, dal jeder
Inhaber des Lehrstuhls sich mit den beiden zuerst von Savile als ,naevi“, d.h.
Makel, bezeichneten ,schwachen Stellen“ der ,,Elemente“ zu beschéftigen ha-
be. (Das ist auler dem Parallelenproblem der nach damaliger Ansicht unklare
Begriff des Verhiltnisses bei Euklid, lokalisiert besonders an der 6. Definition
von Buch V und der 5. von Buch VI.) So hielt also auch Wallis éffentliche Vor-
lesungen iiber diese beiden Themen (im 2. Band seiner Mathematischen Werke
gedruckt). Die Quintessenz seines Beweisversuchs von 1663 besteht darin, das
5. Postulat durch die Forderung zu ersetzen, daf es zu jedem Dreieck &hnliche
(hier im Sinne von: in allen Winkeln iibereinstimmende) Dreiecke von belie-
biger GroBe gibt (Deutsche Ubersetzung in [Engel /Stéckel]). Immerhin klingt
bei Wallis eine kritische Distanz zu der damals noch allgemeinen Auffassung
an, die Axiome seien ausgezeichnet als keines Beweises fihige und auch keines
Beweises bediirftige Sitze. Er schreibt: ,,Jedoch tadle ich ganz und gar nicht,
dafl Euklid keinen Beweis gegeben hat, vielmehr wiirde ich sogar nichts da-
gegen haben, wenn er noch mehr unbewiesene Forderungen aufgestellt hitte,
z.B. wenn er (wie Archimedes) gefordert hiitte, dafi die gerade Linie unter allen
Linien zwischen denselben Endpunkten die kiirzeste sei. Dann hétte er nicht
neunzehn Sétze vorauszuschicken gebraucht, ehe er bewies, daf§ zwei Dreiecks-
seiten zusammengenommen grofer sind als die dritte und anderes, was an und
fiir sich einleuchtend ist.“ (a.a.0. S. 29)

Girolamo Saccheri, auch ein Jesuit und Mathematikprofessor in Pavia, publi-
zierte 1733 eine umfangreiche und relativ niveauvolle Schrift, die in ihrem Titel
»Euclides ab omnio naevo vindicatus“ (Der von jedem Makel befreite Euklid)
auf die Herausforderung Saviles Bezug nimmt. Hierin fithrte er die heute als
Saccherisches Viereck (Abb. 6.4.1) bezeichnete Figur ein, worin AB = CD
und die Winkel bei B und C rechte sind, und kniipfte an sie drei mogliche
Hypothesen, dafl ndmlich der in der Figur mit a bezeichnete Winkel spitz,
stumpf oder ein rechter sein kénne. Der letzte Fall ist zum Parallelenpostulat
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Abb. 6.4.1 Saccherisches Viereck

dquivalent (man erkennt den Zusammenhang zur Forderung, dafi die Kurven
konstanten Abstandes von einer Geraden selbst Geraden sein sollen), der zwei-
te gilt auf der Kugeloberfliche, aber nachweislich in der Ebene nicht. Saccheri
machte zwei mifigliickte Versuche, die Hypothese des spitzen Winkels eben-
falls zum Widerspruch zu fiihren, entdeckte dabei aber bereits eine Reihe von
Sétzen der spéteren sogenannten absoluten Geometrie (d.h. derjenigen Sitze,
die in der euklidischen und nichteuklidischen Geometrie gleichermaflen gelten,
also unabhéngig von der Verwendung oder Verwerfung des Paralelenpostulates
sind).

Friedrich Engel und Paul Stéckel gebiihrt das grofie Verdienst, die am Ende des
19. Jhs. weitgehend in Vergessenheit geratene umfangreiche Vorgeschichte der
dann endgiiltig anerkannten nichteuklidischen Geometrie wieder ins allgemei-
ne Bewuftsein geriickt und die wichtigsten frithen Schriften, aufler von Wallis
vor allem von Saccheri und Lambert, wieder bekannt und in deutscher Uber-
setzung zugénglich gemacht zu haben. Thre Bibliographie der Schriften zum
Parallelenproblem umfaflt fiir den Zeitraum zwischen 1557 und 1800 iiber 100
Eintridge (die aber sehr ungleichméBig iiber den Zeitraum verteilt sind und
sich gegen das Ende der genannten Zeit hiufen), darunter die oben erwihn-
ten, aber z.B. nicht die damals noch unbekannte von Euler. Eine wichtige
Vorarbeit dazu war die von A. G. Késtner angeregte Dissertation von Georg
Simon Kliigel 1763 zur Geschichte des Parallelenproblems. Zu diesem Zeit-
punkt war die wichtigste Arbeit, ndmlich die von Lambert 1766 (posthum
1786 publiziert) noch gar nicht geschrieben, wihrend Lambert die Dissertati-
on von Kliigel nicht nur gekannt hat, sondern wahrscheinlich gerade durch sie
zu seiner eigenen Beschiéftigung mit dem Problem angeregt worden ist.
Lambert fithrt eine dhnliche aber leichter zu handhabende Figur in die Be-
trachtung ein wie Saccheri, ndmlich die in Abb. 6.4.2 gezeigte. Auch hier zeigt
sich, dafl die Annahme, « sei stumpf, mit den iibrigen Axiomen der eukli-
dischen Geometrie unvertriglich, hingegen auf der Kugel erfiillt ist und daf
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die Annahme, « sei ein rechter Winkel, zum Parallelenpostulat dquivalent ist.
Auch Lambert versucht auf verschiedene Weise, seine ,,Hypothese des spit-
zen Winkels“ zum Widerspruch zu fiihren, ist aber im Unterschied zu allen
seinen Vorgéingern mit den Ergebnissen stets unzufrieden. Er treibt die Fol-
gerungen aus der Hypothese des spitzen Winkels bis zu der Erkenntnis, daf§
der Fliacheninhalt eines Dreiecks dann proportional zur Differenz zwischen der
Winkelsumme und 180 Grad sein miifite, und vergleicht dies mit der Tatsa-
che, dal auf der Kugel der Flicheninhalt eines Dreiecks gleich dem mit dem
Radiusquadrat multiplizierten Uberschu der Winkelsumme gegen 180 Grad
ist. Dann schreibt er: ,Ich sollte daraus fast den Schlufl machen, die dritte
Hypothese komme bey einer imaginiren Kugelfliche vor. [d.h. wenn man den
Radius r der Kugel als rein imaginir annimmt, so da 72 negativ und aus dem
Uberschuf der Winkelsumme ein Defekt wird]. Wenigstens mufl immer Etwas
seyn, warum sie [die Hypothese des spitzen Winkels] sich bey ebenen Flichen
lange nicht so leicht umstoflen 148t, als es sich bei der zwoten [Hypothese des
stumpfen Winkels] thun lieB.“ [Engel/Stéckel, S. 203]

Abb. 6.4.2 Lambertsches Viereck

Mit der Bemerkung iiber die Giiltigkeit der Hypothese des spitzen Winkels auf
der Oberfliche einer Kugel von imagindrem Radius war Lambert in der Tat
der nichteuklidischen Geometrie ndher gekommen als Bolyai und Lobatschew-
ski, die heute als die Begriinder der nichteuklidischen Geometrie gelten, aber
im Gegensatz zu Lambert nichts anderes zu bieten hatten als mehr oder weni-
ger weit ausgearbeitete Folgerungen aus der Negation des Parallelenpostulats
und ihre innere Uberzeugung, dafl diese Theorie keine logischen Widerspriiche
aufweist sondern lediglich mit der alltéiglichen Erfahrung oder eher mit den
anerzogenen Vorurteilen kollidiert. Lambert hitte dagegen ein Modell fiir diese
Theorie gehabt, wenn er nur seiner Sache sicher gewesen wire. Offenbar war er
das nicht, denn er beschlofl seine Bemiihungen um einen Widerspruch an der
zitierten Stelle keineswegs und liel das Ganze bei Lebzeiten unversffentlicht.
Johann III Bernoulli publizierte das Manuskript 1786 als erstes einer Reihe
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von Stiicken aus dem Nachla3 Lamberts in dem nur kurzzeitig existierenden
»,2Magazin fiir reine und angewandte Mathematik“, wo es offenbar keine Auf-
merksamkeit erregte und in der folgenden Entwicklung der Dinge vollsténdig
vergessen wurde. Der Herausgeber des ,Magazins“, C. F. Hindenburg, gab
seinerseits einen Kommentar: ,, Was behauptet wird, der Beweis von Euklid’s
Grundsatze lasse sich leicht soweit treiben, dafl das, was daran noch etwa
zuriick bleibt, nicht nur augenscheinlich richtig ist, sondern auch allen An-
schein hat, dafl es nachgeholt, und der Beweis dadurch ergénzt werden kénne;
habe ich, aus vielfiltiger Erfahrung, etwas anders befunden, nehmlich: Das,
was etwa noch zu erweisen iibrig ist, scheint anfangs eine Kleinigkeit zu seyn;
aber diese anscheinende Kleinigkeit, soll sie nach aller Strenge berichtigt wer-
den, ist, wenn man genauer nachsieht, immer die Hauptsache selbst; gewohn-
lich setzt sie den Satz, oder einen ihm gleichgiiltigen [d.h. logisch dquivalenten]
voraus...“ [Engel/Stéckel, S. 143]

Hindenburgs Sétze lassen etwas von den psychischen Qualen ahnen, die fiir
die Beteiligten mit dem Ringen um dieses Problem verbunden waren und fiir
die es in der Mathematik vor 1800 nichts Vergleichbares gibt. In spéteren Zei-
ten treten solche Situationen immer 6fter auf, man denke etwa an Cantors
vergebliches Ringen um das Kontinuumproblem, an den langen Kampf um
das Vierfarbenproblem (siche Kap. 7.8) oder an die immer noch unbezwun-
gene PNP-Problematik der Komplexititstheorie.!” Um diesen Eindruck noch
zu befestigen, sei schon hier eine Stelle aus einem Brief zitiert, den Wolfgang
[ungar.: Farkas] v. Bolyai 1820 an seinen Sohn Johann schrieb, nachdem er
erfahren hatte, daf§ auch dieser wie sein Vater sich mit dem Parallelenproblem
beschéftigte. ,Du darfst die Parallelen auf jenem Wege nicht versuchen; ich
kenne diesen Weg bis an sein Ende — auch ich habe diese bodenlose Nacht
durchmessen, jedes Licht, jede Freude meines Lebens sind in ihr ausgeldscht
worden — ich beschwore Dich bei Gott! lal die Lehre von den Parallelen in
Frieden — Du sollst davor denselben Abscheu haben, wie vor einem liederli-
chen Umgang, sie kann Dich um all’ Deine Mufle, um die Gesundheit, um Deine
Ruhe und um Dein ganzes Lebensgliick bringen.—...“ [Bolyai/Stéckel 1913, S.
76] (Dieses Schicksal wartete tatsédchlich auf Johann v. Bolyai, im {ibrigen hal-
te man dem etwas iiberschwénglichen Stil zugute, dal Vater Bolyai, eigentlich
Mathematiklehrer, auch ein in seiner Heimat geschétzter Literat gewesen ist.)

"Dabei geht es um die Frage, ob eine algorithmisch lsbare Aufgabe, die von einem
nichtdeterministisch arbeitenden System, welches also viele sich immer weiter verzweigende
Maoglichkeiten zeitlich parallel verfolgen kann, innerhalb einer polynomialen Zeitschranke (in
Abhingigkeit vom Format der Eingabe) gelost werden kann, auch von einem streng sequen-
tiell arbeitenden System in polynomialer Zeit 16sbar ist.
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Zum Kapitel des vergeblichen Ringens um das Parallelenproblem gehort noch,
da Adrien-Marie Legendre in seinem 1794 erstmals erschienenen Lehrbuch
,Eléments de géométrie” einen Beweisversuch fiir das 5. Postulat unternahm,
dessen Fehler er selbst kurz nach dem Erscheinen bemerkte, einen neuen Be-
weis fiir die néchste Auflage bastelte und dies sich bis zur 12. Auflage 1823
mehrmals wiederholte. Dabei fand Legendre verschiedene noch heute wichti-
ge Zusammenhinge wie z.B. die beiden nach ihm benannten Séitze: 1. Unter
Voraussetzung der vom 5. Postulat verschiedenen Axiome Euklids ist die Win-
kelsumme eines beliebigen Dreiecks stets kleiner oder gleich 180 Grad. (Heute
weifl man, dafl dazu auch das archimedische Axiom bendtigt wird.) 2. Ist die
Winkelsumme in irgendeinem Dreieck 180 Grad, so in jedem Dreieck. Au-
Berdem konnte er z.B. ohne Parallelenpostulat beweisen, dafl man zu jedem
Dreieck und jeder beliebig kleinen positiven Fehlerschranke e Dreiecke mit
gleicher Winkelsumme konstruieren kann, bei denen die Summe der beiden
Basiswinkel kleiner als € ist. Diese Dreiecke werden also anscheinend beliebig
flach, und es ist in der Tat sehr schwer vorstellbar, dafl der dritte Winkel dann
nicht gegen 180 Grad konvergieren muf}, wie Legendre zu zeigen geglaubt hat-
te. ([Legendre 1844, S. 16], siehe Aufgabe 6.4.2.) Dies geschah in einem Milieu,
in dem die fithrenden franzosischen Mathematiker den Standpunkt eingenom-
men hatten, dafl man sich nicht mehr mit dem Beweis von Sétzen aufhalten
solle, die jedermann ohne weiteres akzeptiere und deren Wahrheit durch Erfah-
rung gesichert sei. Clairaut schreibt 1741 in seinen ,,Eléments de Géométrie®:
, Weitlaufige Auseinandersetzungen iiber Dinge, bei denen von vornherein der
gesunde Menschenverstand entscheidet, sind durchaus tiberfliissig und dienen
nur dazu, die Wahrheit zu verdunkeln und die Leser abzuschrecken.* (Deutsche
Ubersetzung nach [Engel/Stéckel, S. 153]) Also eine franzosische Anti-Euklid-
Bewegung, die bis zu Dieudonné und den {ibrigen Bourbakisten, also bis in
unsere Zeit, reicht!

Scheint demnach aus der Sicht vieler der produktivsten und im Geist ihrer Zeit
arbeitenden Mathematiker des 17. und 18. Jhs. das Parallelenproblem entwe-
der ganz bedeutungslos oder als ein Tummelfeld fiir Auflenseiter, Laien und
Spinner, so zeigt tieferes Eindringen in das schmerzhafte Ringen der Betei-
ligten, daf hier etwas grundsétzlich Neues ans Licht will, ndmlich eine tiefere
Einsicht in das Wesen des mathematischen Beweises, die erst gegen Ende des
19. Jhs. in die (selbst dann noch unvollstédndige und von nicht vielen Mathema-
tikern voll verstandene) Erkenntnis des formalen Charakters der Mathematik,
die Klarung der Begriffe Axiomensystem, Theorie, Struktur, Modell, Folgern,
Unabhéngigkeit usw. fiihrte. Wir zitieren nochmals Lambert, der als Logiker
und Methodologe hier weiter sah als seine Zeitgenossen. Hétten sie ihn nur
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gelesen und verstanden! ,,Und da Euklid’s Postulate und iibrigen Grundséitze
einmal mit Worten ausgedriickt sind, so kann und soll gefordert werden, daf3
man sich in dem Beweise nirgends auf die Sache selbst berufe, sondern den
Beweis durchaus symbolisch vortrage — wenn er moglich ist. In dieser Absicht
sind Euklid’s Postulata gleichsam wie eben so viele algebraische Gleichungen,
die man bereits vor sich hat, und aus welchen x, y, z & ¢ herausgebracht werden
soll, ohne dafl man auf die Sache selbst zuriick sehe.“ [Engel/Stéckel, S.162]
Die endgiiltige Losung des Parallelenproblems im 19. Jh. war (trotz einiger
Versuche von Lobatschewski) fiir die Anwendungen der Mathematik véllig be-
deutungslos. Aber sie hatte den gréfiten Anteil an der Erkenntnis des wahren
Wesens der Mathematik — und dies bedeutete zugleich das Ende der Vorstel-
lung, dafl Mathematik eine Naturwissenschaft und insbesondere Geometrie die
Lehre vom wahren und einzig moéglichen physikalischen Raum sei. Wir kehren
nochmals zur Analogie zum schmerzhaften Ringen um Kontinuumproblem,
Vierfarbenproblem und PNP-Problem zuriick: Warum war das erstgenannte
schmerzhaft? Weil die Mathematiker sich in der Folge von der liebgewordenen
Vorstellung verabschieden mufiten, dafl man die reellen Zahlen, die scheinbar
so vertraute Urmaterie der klassischen Mathematik, jemals mit formalen Mit-
teln vollig eindeutig beschreiben kénnte. Warum war das zweite schmerzhaft?
Weil die Mathematiker einsehen muf$ten, daf§ es Probleme gibt, die grundsétz-
lich nicht auf eine ,elegante“, d.h. von menschlichem Verstand iiberschaubare
und in menschlicher Zeit ausfithrbare Weise gelost werden kénnen, obgleich sie
losbar sind, also ein Abschied von der lange gehegten Vorstellung, dafl Wahr-
heiten letzten Endes immer einfach und schén sind, wenn man den richtigen
Zugang zu ihnen gefunden hat. Warum ist das PNP-Problem schmerzhaft?
Wir wissen es noch nicht, aber eines Tages wird es das Tor zu einer grundsétz-
lich neuen Erkenntnis 6ffnen, und dann werden wir es wissen.
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Wesentliche Inhalte der Geometrie im 17. und 18. Jahrhundert

1591 — 1661  GIRARD DESARGUES: Begriindung der projektiven Geometrie

1598 — 1647 BONAVENTURA CAVALIERIL ,Geometria indivisib. ...* (1635), Prinzip
zur Flachen- bzw. Koérperberechnung durch Zerlegung in , unendlich
diinne* Parallelschnitte

1596 — 1650 RENE DESCARTES: ,, La Géométrie“ (1637), Begriindung der Koordina-
tengeometrie: Klassifikation von Kurven nach ihrer Erzeugung durch
Bewegung

1602 — 1675  GILLES PERSONNE ROBERVAL: Methode beliebig kleiner Scheibchen zur
Flachen- bzw. Volumenberechnung

1601 — 1665 PIERRE DE FERMAT: ,Ad locos planos et solidos isagoge“ (1636),
Einfiihrung der Koordinatenmethode: Beschreibung ebener Punktmen-
gen (Kurven) durch algebraische Gleichungen (in zwei Variablen), al-
gebraische Klassifizierung der Kegelschnitte, Fermatsches Prinzip

1613 — 1672 JAN DE WITT: Ausdehnung der Koordinatenmethode auf den drei-
dimensionalen Fall

1623 — 1662  BLAISE PASCAL: ,Essay pour les coniques® (1640) Fortfithrung der pro-
jektiven Geometrie, Satz von Pascal

1643 — 1727  Isaac NEWTON: Parameterdarstellung und Klassifizierung von Kurven

1646 — 1716 ~ GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ: Kurvengeometrie und Flachenberech-
nung mit infinitesimalen Methoden

1667 — 1733  GIRALOMO SACCHERI: ,,Euclides ab ommnio naevo vindicatus“ (1733):
erste Ansitze zur nichteuklidischen Geometrie

1707 — 1783 LEONHARD EULER: ,Introductio ad analysin infinitorum* Bd. II (1748)
(Anwendungen der Analysis auf die Geometrie), Abhandlungen iiber
sphérische Trigonometrie und Kartenprojektionen

1713 — 1765  ALEXIS CLAUDE CLAIRAUT: Untersuchungen von Raumkurven, Mond-
und Planetenbahnen

1718 — 1777  JOHANN HEINRICH LAMBERT: Anndherung an nichteuklidische Geome-
trie, Schriften zur Perspektive, Zugang zur projektiven Geometrie

1746 — 1818  GASPARD MONGE: Entwicklung und Forderung der darstellenden und
konstruktiven Geometrie

6.5 Aufgaben zu 6

Aufgabe 6.1.1: Diirers Muschellinie

a) Man beschreibe Diirers Muschellinie durch eine Parameterdarstellung. Als Pa-
rameter bietet sich der von Diirer selbst gewihlte (von ihm freilich, weil er die
Kurve punktweise konstruiert, nur fiir 4quidistante diskrete Werte), den wir mit
t bezeichnen. Auflerdem sei a der positive Abstand des Nullpunktes von t auf
der z-Achse, b die Linge des die Kurve ,erzeugenden Stabes“ (Abb. 6.5.1). Als
Hilfsparameter (der nachtriglich durch ¢ ausgedriickt wird) empfiehlt sich der
Winkel « zwischen Stab und z-Achse.
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P

=V

a

\ 4

Abb. 6.5.1 Figur zu Aufg. 6.1.1

b) Man zeige ohne Rechnung bzw. durch elementare Uberlegungen, daf

1) das Maximum der y-Werte der Kurve b ist und genau fiir ¢ = a angenommen
wird,

2) die Kurve sich fiir ¢ — oo (gleichbedeutend mit  — —oo asymptotisch der
Geraden y = b/2 - /2 und fiir t — —oo (gleichbedeutend mit = — oo) der
Geraden y = —b/2 - v/2 nihert, wobei sie in beiden Fillen dariiber bleibt.

3) Man bestimme in Abhingigkeit von a,b mittels der Ableitungen z’(t) und
y'(t) diejenigen Kurvenpunkte, in denen die Muschellinie Tangenten hat,
die zu einer der Achsen parallel sind.

Hinweis: In [Brieskorn / Knérrer 1981] wird Diirers Muschellinie auf S. 58 ebenfalls
behandelt. Dort findet man auch Antwort auf die weitergehende Frage, wie sich die
Kurve in Abhéingigkeit vom variablen Verhéltnis der Strecken a und b édndert. Dieses
Verhiltnis als zweite unabhéingige Variable v ergibt eine ,,Muschelfliche“ iiber der
zv-Ebene, aus der fiir jedes konstante v eine andere ,,Muschelkurve“ ausgeschnitten
wird.

Aufgabe 6.2.1: Kugelvolumen nach Demokrit/Cavalieri

Man denke sich eine Halbkugel mit der Kreisfliche nach unten in einen Kreiszy-
linder mit gleicher Grundfliche eingebettet, dessen Hohe gleich dem Radius R ist
(Abb. 6.5.2) Ein in beliebiger Hohe h(0 < h < R) gefiihrter Schnitt durch den Dif-
ferenzkorper Zylinder - Halbkugel, parallel zur Grundfliche, ergibt einen Kreisring
mit dem &ufleren Radius R und dem inneren Radius . Man rechne nach, dafl sein
Flacheninhalt gleich dem Inhalt des Schnittkreises ist, den ein mit der Spitze nach
unten in den Zylinder gesteckter Kreiskegel in dieser Hohe hat. Aus dem Prinzip von
Cavalieri folgt daher, dafl dieser Kegel und der Differenzkorper volumengleich sind.
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Ist mithin das Volumen des Kegels (1/3 Grundfliche - Hohe) bekannt, so ergibt sich
fiir die Halbkugel das Volumen 2/3 Grundfliche - Hohe, d.h. 3775,

— = —»

Abb. 6.5.2 Figur zu Aufg. 6.2.1

Aufgabe 6.2.2: Flicheninhalt unter einem Zykloidenbogen

Abb. 6.5.3 zeigt die Entstehung der gemeinen Zykloide durch Abrollen eines Kreises
auf einer Geraden.

P(m)

=V

Abb. 6.5.3 Figur zu Aufg. 6.2.2

a) Man beschreibe die Kurve durch eine Parameterdarstellung, wobei als Parameter
der eingezeichnete Rollwinkel ¢ dienen soll.

b) Roberval dachte sich die Bewegung, wie im unteren Teil des Bildes angedeutet,
aus einer reinen Sinusschwingung um die waagerechte Bahn des Mittelpunktes
und einer Auslenkung des Bahnpunktes nach hinten bzw. nach Uberschreiten
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des hochsten Punktes nach vorn zusammengesetzt. (Diese Methode, Bahnkurven
durch Uberlagerung verschiedener Bewegungen zu erkliren, ist charakteristisch
fiir Roberval.) Da die Auslenkung in Richtung der Grundgeraden fiir jeden Pa-
rameterwert r sin ¢ betrégt, ist nach dem Prinzip von Cavalieri (bzw. Roberval)
die keulenformige Korrektur, die man an der Flidche unter der Sinuskurve an-
bringen mu$, gleich der Fliche des Halbkreises. Die Flache unter der Sinuskurve
betriigt aber aus Symmetriegriinden (das unter der Geraden y = r links fehlende
Stiick ist kongruent dem rechts iiberstehenden Stiick) - 72, folglich die Fliche
unter dem Zykloidenbogen zwischen Anfang und Scheitel §7r7"2 und die Fléche
unter dem gesamten Bogen (0 < ¢ < 27) wieder aus Symmetriegriinden das
Doppelte davon.

¢) Man 16se die gleiche Aufgabe kalkiilm#Big durch Integralrechnung und vergleiche
das Ergebnis. Robervals Weg ist , heuristisch®, aber er enthiillt den Grund fiir
das iiberraschend glatte Ergebnis.

Aufgabe 6.2.3: Fermats Aufgabe, Torricelli-Punkt

Wir studieren Fermats Aufgabe, zu n gegebenen Punkten P;(i = 1,...,n) den Punkt
Py zu bestimmen, fiir den die Summe f der Abstinde PyP; minimal wird, zunichst
fiir beliebiges n und im k-dimensionalen euklidischen Raum.

a) Man stelle die zu minimierende Abstandssumme f als Funktion der & Koordi-
naten xz1,...,x; eines variablen Punktes P dar und bilde die k£ partiellen Ab-
leitungen. Aus der notwendigen Bedingung fiir einen Extremwert ergibt sich,
dafl der gesuchte Punkt Py hochstens dort liegen kann, wo entweder alle diese
Ableitungen verschwinden oder wenigstens eine der Ableitungen nicht existiert.
Letzteres tritt ein, wenn P gleich einem der Punkte P; ist. Die erstere Bedingung
fithrt darauf, da§ die Vektorsumme der von P nach den Punkten P; gerichteten
Einheitsvektoren Null sein muf.

b) Die Existenz des gesuchten Minimalpunktes ergibt sich daraus, daf die (k — 1)-
dimensionalen Teilmengen derjenigen Punkte P, fiir die die Abstandssumme
einen konstanten Wert s hat, mit wachsendem s gegen eine (k — 1)-dimensionale
Sphére streben, deren Mittelpunkt inmitten der gegebenen endlichen Punktmen-
ge liegt. Man mache sich dies fiir den Fall k£ = 2 anschaulich klar. (Die Kurven
konstanter Abstandssumme s ndhern sich in diesem Fall fiir grofles s immer
mehr der Kreisform.) Da die k-dimensionale , Fast-Kugel* aller P mit der Ab-
standssumme < s abgeschlossen und beschrinkt ist, muf3 die stetige Funktion
f dort ein absolutes Maximum haben (das tiberall auf dem Rand angenommen
wird) und daher im Innern ein absolutes Minimum.

¢) Diein a) ermittelte notwendige Bedingung besagt in der Ebene (k = 2) fiir n = 2,
dafl der gesuchte Punkt nur auf der Strecke P; P» liegen kann (Natiirlich erfiillt
jeder Punkt der Strecke die Bedingung.); fir n = 4, daf der gesuchte Punkt
nur auf dem Schnittpunkt der Diagonalen liegen kann, falls es einen solchen
gibt, d.h. falls die vier gegebenen Punkte ein konvexes Viereck aufspannen bzw.
dafl es derjenige der vier gegebenen Punkte sein muf}, der im Innern des von
den drei anderen aufgespannten Dreiecks liegt. Fiir den Fall n = 3, den Fermat
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zunéchst nur im Auge hatte, besagt die in a) gefundene Bedingung, daf§ die drei
Einheitsvektoren ein gleichseitiges Dreieck aufspannen miissen, d.h.
(*) die vom gesuchten Punkt zu den Ecken des Dreiecks P, P> Ps ge-
zogenen Strecken miissen paarweise den gleichen Winkel von 120
Grad einschliefen.
Fiir n > 4 bzw. im Fall k¥ > 2 schon fiir n > 3 hat das geschlossene Polygon aus n
Einheitsvektoren noch zu viele , Freiheitsgrade®, als dafl die von der Differential-
rechnung gelieferte notwendige Bedingung irgendwelchen niitzlichen Aufschlufl
iiber die Lage des gesuchten Punktes geben koénnte. (Man findet ihn jedoch fiir
praktische Zwecke approximativ sehr gut, indem man von einem geschéitzten
Startpunkt schrittweise in Richtung des groften Gefélles der Abstandssumme
voranschreitet.)

d) Im Fall der Ebene nicht so trivial wie n = 2,4, aber elementar lésbar, ist der Fall

n = 3. Fiir diese urspriingliche Aufgabe Fermats fanden Cavalieri und Torricelli
schon kurz nach ihrem Bekanntwerden (durch Mersenne) unabhiingig vonein-
ander schone Losungen. Dazu gehort auch die Aufklarung, dafl der seitdem so
genannte ,, Torricelli-Punkt“ des Dreiecks P; PoPs nur dann in dessen Innerem
liegt, wenn alle Winkel des Dreiecks kleiner als 120 Grad sind. Andernfalls, ins-
besondere im Fall der Kollinearitét, ist derjenige der drei Punkte, in dem das
eventuell sogar ausgeartete Dreieck zu flach ist, selbst der Torricelli-Punkt. Man
beweise dies. Abb. 6.5.4 zeigt diejenige Losung der Fermatschen Aufgabe, die
am leichtesten zu begriinden und konstruktiv am leichtesten zu realisieren ist.
Man finde die entsprechende Konstruktion und Rechtfertigung.

e) Hier ein Hinweis, wie man die notwendige Bedingung (x) aus ¢) ohne Differenti-

alrechnung finden kann: Wenn eine Ellipse mit den Brennpunkten P;, P, einen
Kreis um Pj3 schneidet, kann keiner der Schnittpunkte der Minimalpunkt sein,
weil man ldngs der Ellipse in den Kreis hineingelangt und dabei den Abstand zu
P5 verkleinert, wiahrend die Abstandssumme nach P; und P, konstant bleibt.
Also kann der Minimalpunkt nur dort liegen, wo eine solche Ellipse und ein
solcher Kreis sich beriihren. Da diese Uberlegung auch fiir jede andere Teilung
der drei Punkte in einen Kreismittelpunkt und zwei Ellipsenbrennpunkte gilt,
folgt die Gleichheit der drei Winkel. Zur weiteren, bis heute spannenden und
aktuellen Geschichte des von Fermat in Gang gesetzten Problems und der um-
fangreichen Literatur dazu siehe [Schreiber 1986]. Erst 1988 wurde bewiesen,
dafl der Torricelli-Punkt zu mehr als vier Punkten in der Ebene aus diesen im
allgemeinen nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist [Bajaj 1988]. Ein sehr
viel einfacherer Beweis dafiir und fiir die analoge Aussage im Fall k = 3,n =4
wurde kiirzlich von S. Mehlhos (Jena) gefunden. Siehe dazu Aufgabe 7.3.6.

f) Eine leichte Modifikation der oben skizzierten Idee ergibt, dafi der Torricelli-

Punkt von vier Punkten des Raumes, die ein nicht zu flaches Tetraeder aufspan-
nen, nur dort liegen kann, wo sich ein Rotationsellipsoid um zwei der Punkte
(als Brennpunkte der rotierenden Ellipse) und ein Rotationsellipsoid um die bei-
den anderen Punkte berithren. Wie Mehlhos zeigte, lassen sich die Koordinaten
dieses Punktes allerdings im allgemeinen schon nicht mehr durch quadratische
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Abb. 6.5.4 Figur zu Aufg. 6.2.3

Radikale darstellen, d.h. die Koordinaten des Punktes sind aus den gegebenen
Punkten nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

g) Man beweise, dafi der Torricelli-Punkt von n Punkten, die eine (Spiegel- oder
Zentral-)Symmetrie besitzen, auf der Symmetrieachse bzw. im Raum auf der
Symmetrieebene, bzw. auf dem Zentrum der Symmetrieabbildung liegen mu$.

Aufgabe 6.2.4: Konstruktion der Hauptkriimmungskreise einer Ellipse

a) Aus der allgemeinen Formel fiir die Kriimmungsradien einer ebenen, durch eine
Parameterdarstellung gegebenen Kurve leite man die Kriimmungsradien einer
Ellipse in den Scheitelpunkten ab.

* b) Man iiberlege sich, wie man diese Kriimmungskreise bei gegebener Lage der

Scheitelpunkte zweckméBig mit Zirkel und Lineal konstruieren kann. (Fiir Ellip-
sen mit nicht zu grofer Exzentrizitét geniigt in der Regel ein geringer Ausgleich
nach Augenmaf} zwischen diesen Kreisbogen, um sie fiir die meisten Zwecke,
etwa in der darstellenden Geometrie, hinreichend exakt zu zeichnen.)

*  Aufgabe 6.2.5: Abplattung der Erde
Die beiden laut 6.2.4 erhaltenen Gleichungen fiir die Hauptkriimmungsradien einer
Ellipse in Abhéngigkeit von den Halbachsen a,b lassen sich leicht nach a und b
auflosen. Hierauf beruhte die durch die Gradmessungsexpeditionen der Pariser Akade-
mie 1735/37 nach Siidamerika (Lacondamine, Bouguer) und Lappland (Maupertuis,
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Celsius) bestimmte Abplattung des Erdellipsoids. Indem man den zu einer Breiten-
differenz von z. B. einem Grad auf einem Meridian gehoérigen Bogen einerseits am
Aquator und andererseits am Nordpol geoditisch mift, erhéilt man (in Abwandlung
des Verfahrens von Eratosthenes) die Radien der Hauptkriimmungskreise. Da die
Abplattung nicht sehr stark ist und sich die Kriimmung in der Ndhe der Scheitel
nur langsam #ndert, kann man die in grofitmoglicher Ndhe des Nordpols bzw. des
Aquators gemessenen Werte als gute Niherung fiir die genauen Hauptkriimmungen
nehmen. Man unterwerfe die durchgefithrten Rechnungen auch einer Fehleranalyse,
wie es seinerzeit schon Celsius getan hat, um unberechtigten Vorwiirfen der Car-
tesianer entgegenzutreten, die zugunsten der cartesischen Theorie vom verldngerten
Rotationsellipsoid die Ergebnisse der Expeditionen anzweifelten.

Aufgabe 6.3.1: Lamberts Perspektograph
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Abb. 6.5.5 Figur zu Aufg. 6.3.1: Lamberts Zeichnung des Perspektographen [Lam-
bert/Steck, Tafel IX nach S. 176.]

a) Abb 6.5.5 zeigt Lamberts Zeichnung des von ihm erfundenen Perspektographen
aus dem Jahre 1752. Man verwandle diese ,,technische Zeichnung® in eine Dar-
stellung des geometrischen Prinzips und erklédre daran die Wirkungsweise.

b) Wie konnte man ein in Lamberts Zeichnung enthaltenes Detail, das die Gleich-
heit zweier variabler, aber stets zueinander senkrechter Strecken sichert, zur
Komplettierung von Diirers Apparat fiir die Zeichnung der Muschellinie nut-
zen?
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Aufgabe 6.3.2: Reliefperspektive und der Satz von Desargues

Abb. 5.3.6 zeigt das Prinzip der Reliefperspektive. Nach Wahl einer Frontebene und
einer dazu parallelen Fluchtebene sowie eines Augpunktes A in dem der Fluchtebe-
ne abgewandten Halbraum beziiglich der Frontebene wird der Halbraum hinter der
Frontebene umkehrbar eindeutig auf die Schicht zwischen Front- und Fluchtebene
abgebildet, so da3 der Bildpunkt f(P) jedes Punktes P des Urbildhalbraumes auf
dem Sehstrahl von A nach P liegt und daher im Auge den gleichen Eindruck her-
vorruft wie P. Dabei hat jede Schar von parallelen Geraden g einen gemeinsamen
Fluchtpunkt F, in der Fluchtebene, in dem die Bilder der parallelen Geraden zusam-
menlaufen. Will man bei gegebenem Punkt P den Bildpunkt f(P) zwischen Front-
und Fluchtebene oder bei gegebenem Bildpunkt @ den Urbildpunkt P mit f(P) = Q
konstruieren, so geschieht dies durch willkiirliche Wahl eines Fluchtpunktes F, auf
der Fluchtebene bzw. dquivalent durch willkiirliche Wahl eines Punktes Py auf der
Frontebene. Man iiberlege sich, wie der Nachweis, daf3 der jeweils konstruierte Punkt
unabhéngig von dieser Auswahl ist, zwangsldufig auf den (im allgemeinen réumli-
chen Fall giiltigen) Satz von Desargues fithrt, wobei die uneigentliche Schnittgerade
von Front- und Fluchtebene als Perspektivitéitsachse und der Bildpunkt @ = f(P)
als Perspektivitdtszentrum auftreten. Vom Standpunkt der projektiven Geometrie
wiirde sich nichts éndern, wenn man eine im Endlichen gelegene Gerade als Perspek-
tivitdtsachse wahlt, d.h. man konnte den Halbraum hinter der Frontebene auch auf
ein keilformiges Relief zwischen Front- und Fluchtebene abbilden.

Da die praktische Anwendung der Reliefperspektive zur Zeit von Desargues in Bliite
stand, ist es nicht ausgeschlossen (aber leider auch nicht nachweisbar), dafl Desargues
gerade durch die oben skizzierte Uberlegung zu seinem Satz gefiihrt wurde.

Aufgabe 6.4.1: Defekt von Dreiecken als Inhaltsmaf}

Unter der Annahme, dafl die Winkelsumme von Dreiecken kleiner oder héchstens
gleich 180 Grad ist, sei der Defekt eines Dreiecks die Differenz 180 Grad - Winkel-
summe des Dreiecks. Kongruente Dreiecke haben dieser Definition zufolge natiirlich
den gleichen Defekt. Man beweise, dal dann gilt:

a) Ist das Dreieck D durch eine Transversale (von einem Eckpunkt zu einem
Punkt der gegeniiberliegenden Seite) in zwei Teildreiecke Dy, Do zerlegt, so ist
Defekt(D) = Defekt(D;)+ Defekt(D2).

b) Gibt es also iiberhaupt Dreiecke mit positivem Defekt, so gibt es beliebig grofe
Dreiecke und beliebig kleine Dreiecke mit positivem Defekt.

¢) Da folglich jedes Dreieck ein Teildreieck mit positivem Defekt enthélt, hat nach
a) jedes Dreieck einen positiven Defekt. Wegen der Invarianz des Defektes bei
Bewegungen und der Additivitit (a) kann der Defekt als Maf} des Flicheninhalts
dienen. Dazu hat man lediglich eine Eichung auszufiihren, d.h. fiir ein beliebig
zu wahlendes Dreieck den Inhalt 1 festzusetzen.

*  Aufgabe 6.4.2: Legendres Pseudobeweis fiir die Winkelsummen von 180° (Nach Le-
gendre 1823)
Sei ABC' ein beliebiges Dreieck und dabei ohne Beschrankung der Allgemeinheit
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Abb. 6.5.6 Figur zu Aufg. 6.4.2

BC < AC < AB. Nach Euklids Elementen, 1.18, kann man hieraus ohne Benut-
zung des 5. Postulats schliefen o < § < =. Man konstruiere M als Mittelpunkt
von BC,C’ auf dem Strahl AM so, dal AC’ = AB, K so auf AB, dal AK = AM,
und B’ als Verdopplung von AK iiber K hinaus (Abb. 6.5.6a). Der Leser beweise
nun unter alleiniger Verwendung von Dreieckskongruenzsitzen (die vom Parallelen-
postulat unabhiingig sind), daf die in der Abbildung eingezeichneten, jeweils gleich
bezeichneten Winkel wirklich gleich sind. Daraus ergibt sich, dafl die Winkelsum-
me von Dreieck AB’C’ gleich der Winkelsumme von Dreieck ABC ist. Da ferner
B'C" = AC < AB = A(C’, folgt wieder aus 1.18, angewendet auf Dreieck AB'C’, daf3
o’ < o' und folglich o/ < %a ist. Indem man also diese Konstruktion hinreichend oft
wiederholt, bekommt man Dreiecke A™ B"C", so daf fiir die zugehoérigen Winkel gilt

n—1
oc”—i—ﬂ":a"*lg(;) . a.

Legendre glaubte hieraus schlieffen zu kénnen, dal der Punkt C™ gegen die Gerade
AB konvergieren muf}, wenn die Summe der beiden Basiswinkel gegen Null konver-
giert, und daher der Winkel " dann gegen 180 Grad konvergieren miisse. Da die
Winkelsumme bei der gesamten Prozedur konstant bleibt, miisse also schon im An-
fangsdreieck die Winkelsumme 180 Grad sein. In Wahrheit nehmen jedoch in der
nichteuklidischen Geometrie die Dreiecke A” B"C™ die in Abb. 6.5.6b gezeigte Form
an, wobei ihr Anfangsdefekt erhalten bleibt, d.h. wenn die Summe der beiden Basis-
winkel hinreichend klein wird, strebt der Winkel v gegen die Differenz von 180 Grad
und dem Defekt des Anfangsdreiecks.
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Das 19. Jahrhundert ist ein grofles Jahrhundert der Geometrie, der Entdeckungen und
Erfindungen in Naturwissenschaften und Technik, aber auch des Kolonialismus und sozialer
Spannungen

1810  Gergonne’s Annales de mathématiques: erste moderne math. Fachzeitschrift

1813  Volkerschlacht bei Leipzig beendet Napoleons Vorherrschaft in Europa

1815  Wiener Kongref3

1822  Ch. Babbage stellt die erste programmgesteuerte Rechenmaschine zur Tabel-
lierung von Polynomen dritten Grades fertig

1822  J.N. Niepce erfindet die Photographie

1825  Griindung des Polytechnikums Karlsruhe

1825 Erste Eisenbahn in England (Stephenson)

1826  Erster Mehrfarbdruck (A. Senefelder)

1833  Elektromagnetischer Telegraf von Gaufl und Weber

1838 F.W. Bessel, F.G.W. Struve und T. Henderson messen fast gleichzeitig die
ersten Fixsternparallaxen

1851  Erste Weltausstellung in London

1854  Elektrische Gliithbirne (H. Goebel)

1862  Gesellschaft der tschechischen Mathematiker und Physiker: erste nationale
Vereinigung von Mathematikern

1863 Londoner Untergrundbahn

1869  Eroffnung des Suezkanals

1871  Erster Band vom ,Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik* erscheint

1874  Cantors erste Veroffentlichung zur Mengenlehre

1875 Internationale Meterkonvention

1880 Beginn elektrischer Beleuchtung

1884 Internationale Vereinbarung des Nullmeridians von Greenwich

1895 Rontgen entdeckt die X-Strahlen

1896  Becquerel entdeckt die Radioaktivitét

1897  Erster internationaler Mathematikerkongref (Ziirich)

7.0 Vorbemerkungen

Mit der Wende vom 18. zum 19. Jahrhundert &nderten sich sowohl der Cha-
rakter der Mathematik als auch ihre dufleren Bedingungen grundlegend. Allge-
meiner Hintergrund ist die um 1770 beginnende Industrialisierung. Aber auch
die politischen Erschiitterungen Europas durch die Franzosische Revolution
und die nachfolgenden Napoleonischen Kriege, die biirgerliches Gedankengut
in fast jeden Winkel Europas trugen, spielten dabei eine grofie Rolle. Neben die
lokalen und nationalen Akademien traten die in vielen Léndern entstehenden
hoheren technischen Bildungsanstalten als Orte, an denen forschend und leh-
rend Mathematik getrieben wurde. Die philosophischen Fakultéiten der klas-
sischen Universitédten, die jahrhundertelang nur als Vorstudienanstalten fiir
das Studium der Theologie, Medizin oder Rechtswissenschaft gedient hatten,
erhielten eine neue Funktion als Bildungsstétten fiir Lehrer der hoheren allge-
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meinbildenden Schulen, was insbesondere in der Mathematik zur Aufstockung
der Professorenstellen und im Laufe des 19. Jhs. zur Herausbildung des Sta-
tus des Privatdozenten sowie zur Griindung von Instituten und Seminaren
fiihrte. In Preuflen wurde 1866 eine Priifungsordnung fiir Lehramtskandidaten
erlassen, die ausdriicklich forderte, daf3 der angehende Mathematiklehrer in
die Lage versetzt werden miisse, selbst wissenschaftlich in den Hauptgebieten
Geometrie, Analysis und Mechanik zu arbeiten. Es wurden viele Zeitschriften
gegriindet, oft im Zusammenhang mit lokalen und gegen Ende des Jhs. auch
schon nationalen Verbidnden und Gesellschaften von Mathematikern. Latein
als internationale Wissenschaftssprache wurde sehr schnell durch das Publi-
zieren in der jeweiligen Landessprache abgelost. Da dies aber, abgesehen von
einer verbreiteten Kenntnis des Franzosischen, nicht von einem allgemeinen
Aufschwung des Fremdsprachenunterrichts an den allgemeinbildenden Schulen
begleitet war und wegen des in dieser Zeit stark ausgepriagten Nationalismus
eine (mehr oder weniger stillschweigende) Einigung auf e i n e {iberall géingige
moderne Fremdsprache (wie sie fiir uns wieder ganz selbstversténdlich ist) zu
dieser Zeit auflerhalb jeder politischen Moglichkeit lag, wirkte die rapide Zu-
nahme der Zahl produktiver Mathematiker mit den sich plotzlich auftiirmen-
den Sprachbarrieren derart zusammen, daf} sich im 19. Jh. wie in keiner ande-
ren Periode davor oder danach Mehrfachentdeckungen, kaum iiberschaubare
Parallelentwicklungen und daraus resultierende Prioritétsstreitigkeiten héuf-
ten. Eine internationale Versténdigung tiber den Fortschritt der Wissenschaft
wurde bis etwa 1870 allein durch viele, oft schon kurz nach dem Erscheinen
des Originals herausgegebene Ubersetzungen von Biichern und durch einige
wenige sprachbegabte und -interessierte Mathematiker in Gang gehalten. Z.B.
las der Ire Hamilton miihelos Englisch, Franzosisch, Deutsch und mehrere ori-
entalische Sprachen. Gauf} lernte noch im Alter Russisch. Ab 1871 erschien das
»Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik“ (erstes Berichtsjahr 1868)
als erstes mathematisches Referateorgan. Eine Untersuchung iiber die inter-
nationale Wirksamkeit dieser rein deutschen Publikation scheint es noch nicht
zu geben.

Wiéhrend die Mathematiker noch bis gegen Ende des 18. Jhs. meist aufler der
gesamten (und ohne besondere Reflektion dariiber als Einheit empfundenen)
Mathematik auch deren wichtigste Anwendungsgebiete iiberblickten und bear-
beiteten, entwickelte sich im 19. Jh. sehr schnell ein Spezialistentum innerhalb
der Mathematik, das nur noch von wenigen hervorragenden Wissenschaftlern
wie Gaufl, Cauchy, Jacobi, Jordan oder Poincaré durchbrochen wurde. Geome-
trie ist wéhrend des gesamten 19. Jhs. nach allgemeiner Einschétzung neben
Analysis d a s Hauptgebiet der Mathematik und seinerseits sehr stark ver-
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zweigt. Einige ihrer Teildisziplinen sind stark vernetzt mit anderen Zweigen
der Mathematik oder auch mit auflermathematischen Anwendungsbereichen,
Differentialgeometrie zum Beispiel mit Analysis, Geodésie, Physik, dem all-
gemeinen (letztlich sogar philosophischen) Raumproblem, aber nach wie vor
auch mit darstellender Geometrie und deren Anwendungen in Bauwesen und
Maschinenbau.

Bis ins 19. Jh. bestand mathematischer Elementarunterricht aus Rechnen und,
je nach Land und Schulart, mehr oder weniger weit getriebenem Studium der
»Elemente” Euklids. Noch 1773 betonte der nicht unbedeutende Hallenser Ma-
thematikprofessor J. A. Segner in seinem Vorwort zu einer lateinischen Schul-
ausgabe der ,,Elemente“ die Rolle der Geometrie nach Euklid fiir die Schulung
des logischen Denkens und der miindlichen und schriftlichen Ausdrucksfihig-
keit in den klassischen Sprachen (siehe [Schreiber 1987, S. 124]), und an der
Universitdt Edinburgh wurden in Unkenntnis der Arbeiten von Bolyai und Lo-
batschewski zur nichteuklidischen Geometrie noch um die Mitte des 19. Jhs.
weitreichende Schliisse aus der Negation des Parallelenpostulats als blofle Stu-
denteniibung im streng logischen Schlieflen veranstaltet [Kelland 1843, 1864].
Auch B. Bolzano beginnt seine ,,Betrachtungen iiber einige Gegensténde der
Elementargeometrie* (Prag 1804) mit den Sétzen: ,Es ist nicht unbekannt,
dal die Mathematik nebst dem ausgebreiteten Nutzen, den ihre Anwendung
auf das praktische Leben gewihrt, auch noch einen zweyten kaum geringern,
obgleich nicht so in die Sinne fallenden Nutzen durch Ubung und Schérfung
des Verstandes, durch eine wohlthétige Beforderung einer griindlichen Denkart
liefern konne; einen Nutzen, welchen der Staat vornehmlich beabsichtigt, wenn
er das Studium dieser Wissenschaft von jedem Akademiker verlangt.“ Das in
der Tat an den Universitdten der Habsburger Monarchie noch um 1840 fiir alle
Studienanféinger obligatorische mathematische studium generale bereitete der
Mehrheit der so begliickten Studenten grofle Qualen. Man lese dazu den im
Anhang abgedruckten Abschnitt aus den Memoiren des deutsch-béhmischen
Schriftstellers Alfred Meifiner.

Inzwischen hatte die aufstrebende Reformpédagogik geometrische Anschau-
ung als wichtiges Bildungsinstrument entdeckt. Ohne dafl hier auf Einzelhei-
ten eingegangen werden kann, sei auf die Schriften von J. H. Pestalozzi, J. F.
Herbart, F. Frobel und A. Diesterweg verwiesen. Wiahrend aber Frobel das
Betrachten und in die Hand Nehmen einfacher geometrischer Korper forderte,
lief Diesterweg die Unterrichtsriume sogar verdunkeln, um die Vorstellungs-
kraft zu steigern. Derartige pddagogische Meinungsverschiedenheiten strahl-
ten auch auf die forschenden Geometer aus, z.B. tiber Jakob Steiner, der als
Schiiler und Anhénger Pestalozzis ein besonders streitbarer Vertreter der nun
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im Gegensatz zur ,analytischen® als , synthetisch“ bezeichneten Stilrichtung
innerhalb der Geometrie war, oder iiber H. G. Grafmann und B. Riemann,
die stark von Herbart beeinflufit waren. Wihrend die ,, Analytiker“ die Allge-
meinheit der durch den algebraischen und den differentiellen Kalkiil erzielten
Ergebnisse und die Eleganz der Herleitung hervorhoben, kritisierten die ,,Syn-
thetiker“ die damit einhergehende Vernachléssigung des konkreten Falles und
der geometrischen Anschauung. Gauf}, der im ganzen eher zu den Analytikern
gezihlt werden muf, schrieb 1813 in einer Besprechung der dritten franzosi-
schen Auflage von Monges ,, Géométrie descriptive:

»In der Tat hat man vorziiglich die Untersuchungen ...[iiber rdumliche Geo-
metrie] in neuern Zeiten lieber mit Hiilfe der Analysis behandelt, und sie so
gleichsam der Geometrie entzogen, welche sich nur der unmittelbaren Anschau-
ung bedient. Es ist auch nicht zu ldugnen, dass die Vorziige der analytischen
Behandlung vor der geometrischen, ihre Kiirze, Einfachheit, ihr gleichférmiger
Gang, und besonders ihre Allgemeinheit, sich gewthnlich um so entschiedener
zeigen, je schwieriger und verwickelter die Untersuchungen sind. Inzwischen
ist es doch immer von hoher Wichtigkeit, dass auch die geometrische Me-
thode fortwihrend cultiviert werde. ...Aus diesen Griinden sieht man mit
Vergniigen, dass einige Franzosische Geometer in den letzten Jahrzehnten an-
gefangen haben, den Theil der Geometrie, welcher sich mit den Verhaltnis-
sen von Punkten und Linien, die nicht in einer Ebene liegen, von verschie-
denen Ebenen gegen einander,... als eine besondere Disciplin unter dem Na-
men der Géométrie descriptive zu cultivieren. Dem vorliegenden Werke iiber
diese Wissenschaft miissen wir insbesondere das Lob einer grossen Klarheit
und Concision im Vortrage, eines wohlgeordneten Uberganges vom Leichtern
zum Schwerern und der Reichhaltigkeit an neuen Ansichten und gelungenen
Ausfithrungen beilegen, und daher das Studium desselben als eine kréftige
Geistesnahrung empfehlen, wodurch unstreitig zur Belebung und Erhaltung
des echten, in der Mathematik der Neuern sonst manchmal vermissten, geo-
metrischen Geistes viel mit beigetragen werden kann.“ [Gauf’ Werke, Bd. IV,
S. 3591]

Zu erwihnen ist die uniibersehbare Zahl von Geometrie-Lehrbiichern fiir Hand-
werker und Techniker der verschiedensten Richtungen (siehe dazu im Anhang
den Text von F. Wolff), aber auch die Entstehung der grofien Modellsamm-
lungen an verschiedenen Hochschulen, die, nachdem sie in den mittleren Jahr-
zehnten des 20. Jhs. fiir lange Zeit verachtet und verstaubt waren, sich heute
wieder zunehmender Wertschitzung erfreuen [Fischer 1986, Bohm/Quaisser
1991]. Thre Anfénge liegen in Frankreich, wo die seit Monges Zeiten geschaf-
fenen geometrischen Anschauungsmaterialien, soweit sie dem Zahn der Zeit
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standgehalten haben, heute zu den in Pariser Museen gehiiteten nationalen
Reliquien gehoren. So bietet die Geometrie des 19. Jhs., von weitem betrach-
tet, ein gespaltenes Bild zwischen immer schwerer lesbaren, abbildungslosen,
und sich weit von jeder Anschauung entfernenden Druckseiten voller Formeln
einerseits und einer immer ausgefeilteren Kultur des Darstellens und Model-
lierens andererseits.

Waihrend die mathematischen Inhalte bis zum Ende des 18. Jhs. ,,allgemein-
verstindlich“ sind, birgt jeder Versuch, die Geschichte der Mathematik oder
eines ihrer Zweige iiber diesen Punkt hinaus zu fiithren, die Gefahr, entweder
zu viel Sachwissen beim Leser vorauszusetzen oder in die Darstellung der sich
entwickelnden mathematischen Inhalte derart abzugleiten, dafl die historische
Sicht dabei verlorengeht. Hinzu kommt, dafl einige Entwicklungen, die aus
der damaligen Perspektive Randerscheinungen waren, im 20. Jh. zu wichtigen
neuen Theorien und Anwendungen gefiihrt haben, wihrend vieles, was im 19.
Jh. im Zentrum des Interesses stand, inzwischen aus der Mode gekommen,
als technisches Spezialwissen aus der Mathematik ausgegliedert oder durch
innermathematische oder technische Fortschritte bedeutungslos geworden ist.

7.1 Darstellende und angewandte Geometrie

Einer der wenigen Orte, wo wenigstens anfangs und unter dem iiberwalti-
genden Einflufl von Monge analytische und synthetische Geometrie friedlich
miteinander kooperierten, scheint das Paris des beginnenden 19. Jhs. zu sein.
Dabei ist zu bedenken, dal Monge selbst auf Grund seiner vielen Amter und
hiufiger langer Abwesenheit (u.a. 1796/97 in Ttalien, 1798/99 in Agypten) sei-
ne Lehrtétigkeit nach 1789 nur sporadisch ausgeiibt hat und sich auflerdem
neben der Mathematik intensiv mit Chemie beschiftigte. Seine trotzdem rei-
chen Beitriage sowohl zur analytischen als auch zur synthetischen Richtung der
Geometrie flossen meist bald in seine stdndig verbesserten und neu aufgeleg-
ten Lehrbiicher ein, wobei auch hier vieles von seinen Schiilern ausgearbeitet
und hinzugefiigt wurde. Monges Lebenswerk birgt viele Perlen, die heute zur
»geometrischen Folklore“ gehéren (d.h. niemand erinnert sich mehr, woher sie
kommen), so z.B. den Begriff des Leitkreises eines Kegelschnittes, der es gestat-
tet, alle Kegelschnitte unter einem ganz anderen als dem algebraischen oder
projektiven Standpunkt als verwandt anzusehen (Aufg. 7.1.1). Nach 1805 lief§
seine mathematische Produktivitdt rasch nach. M. Chasles, selbst Absolvent
der Ecole Polytechnique, schreibt 1837: ,,Es pflanzt sich noch die Erzdhlung in
der polytechnischen Schule fort, dass Monge in unerhértem Grade verstanden
habe, die zusammengesetztesten Formen der Ausdehnung im Raum deutlich
zu machen und ihre allgemeinen Relationen und ihre verstecktesten Eigen-
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schaften zu versinnlichen, ohne eine andere Hiilfe als die seiner Héande, deren
Bewegungen wunderbar seinem Willen folgten und immer begleitet waren von
einer wahrhaften Beredsamkeit des Sprechers, von Précision, von Reichthum
und Tiefe der Ideen.“ [Chasles 1837, deutsch 1839, S. 205].

Zur von Monge begriindeten Schule zihlt eine lange Reihe bekannter Namen:
Meusnier, Hachette und L. Carnot (die dltesten Schiiler, noch aus der Zeit in
Mézieres), E. Bobilier, Ch. Brianchon, B. Brisson, Ch. Dupin, S. F. Lacroix,
G. Lamé, Th. Olivier, L. Poinsot, J. V. Poncelet, um nur die wichtigsten und
ausgesprochenen Geometer dieser auch sonst an glanzvollen Namen reichen
Zeit zu nennen. Auch J. Gergonne, der 1810 die nach dem Journal der Ecole
Polytechnique erste 6ffentliche mathematische Zeitschrift Frankreichs, ,, Anna-
les des mathématiques pures et appliquées®, griindete, bezeichnete sich selbst
als Schiiler von Monge, obwohl er nicht in Paris studiert hatte. Seine Zeit-
schrift wurde schnell zum Hauptorgan des von Monge begriindeten Stils, der
analytische Methoden nicht verschmihte, jedoch das Schwergewicht auf An-
schaulichkeit und auflerdem auf Praktikabilitdt legte. In Paris spielten neben
der schon mehrfach erwdhnten, 1794 gegriindeten Ecole Polytechnique und der
Universitét die Ecole Normale superieure (spezialisiert auf Lehrerbildung), die
Ecole des Ponts et Chaussées (Briicken und Strafien), die Ecole des Arts et
Metiers (etwa den deutschen hoheren Gewerbeschulen entsprechend) und die
Ecole des Mines (svw. Bergakademie) eine Rolle als Pflegestétten der Geo-
metrie. Die meisten bedeutenden franzosischen Mathematikprofessoren unter-
richteten nach 1789 gleichzeitig an mehreren dieser Anstalten, wobei sie zum
Teil durch ,,Adjunkten® (Hilfsprofessoren) und Assistenten unterstiitzt und
vertreten wurden. Vor allem Monge, Carnot und Poncelet konnten sich infolge
ihrer militarischen bzw. Staatsémter nur zeitweilig der Mathematik widmen.

Brisson und Hachette gaben ab 1811 mehrere iiberarbeitete und erweiterte
Auflagen der hauptséchlichen Lehrbiicher von Monge (auBer der ,Darstel-
lenden Geometrie“ die unter verschiedenen Titeln erschienene ,, Anwendung
der Analysis auf die Geometrie*) heraus. Brisson erweiterte die ,, Géométrie
descriptive“ um Anhénge iiber Zentralperspektive und Schattenkonstrukti-
on. Letztere diente damals nicht vorrangig kiinstlerischen Zwecken (obwohl
schon Monge an passenden Stellen seiner Vorlesungen immer auch auf den
Nutzen der darstellenden Geometrie fiir die Kiinstler hinweist), sondern soll-
te vor allem die Versténdlichkeit bzw. Suggestivitéit technischer Zeichnungen
verbessern (Abb. 7.1.1). Olivier begriindete den Bau geometrischer Modelle.
Hachette machte sich besonders verdient um die Anwendung der darstellenden
Geometrie im technischen Zeichnen des Maschinenbaus. Alternativen zu dem
von Monge bevorzugten Verfahren zugeordneter Normalrisse enthélt vor allem
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Abb. 7.1.1 Kegelzahnrad in Grund- und Aufrifl mit exakt konstruierten Schatten
[Wolff 1840: Die beschreibende Geometrie und ihre Anwendungen. Leitfaden fiir den Unterricht am
Kgl. Gewerbe-Institut Berlin]

die ,Géométrie perspective® (1828) des Ingenieurs B. E. Cousinery, der sich
einerseits enger an die Zentralperspektive anlehnt, andererseits die Grundge-
bilde des Raumes mehr symbolisch représentiert, einen Punkt P z.B. durch
einen orientierten Kreis in der Bildebene, dessen Mittelpunkt der Lotfulpunkt
von P ist, dessen Radius den Abstand von P zur Bildebene und dessen Um-
laufssinn die Halbebene (bzw. das Vorzeichen) dieses Abstandes ,kodiert®.
(Diesen Ansatz entwickelte W. Fiedler in Deutschland 1882 zur ,Zyklogra-
phie“.) Als Spezialfall tritt bei Cousinery in diesem Zusammenhang erstmals
der Distanzkreis in der Zentralperspektive auf, bei dem die Lage des Augpunk-
tes zur Bildebene durch einen Kreis dargestellt wird, dessen Mittelpunkt der
Hauptpunkt und dessen Radius die Augdistanz ist. Bei einer anderen, von der
Zentralperspektive abgeleiteten Darstellung reprisentiert Cousinery Ebenen
durch ihre Schnittgerade mit der Bildebene und ihren , Horizont“ beziiglich
eines auflerhalb der Bildebene fixierten Augpunktes A (d.h. die Schnittgerade
der durch A gelegten Parallelebene mit der Bildebene) und verfihrt analog mit
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den Geraden des Raumes. Derartige Ideen haben, obwohl sie zeitweise in den
Lehrbiichern der darstellenden Geometrie, z.B. von Miiller-Kruppa und Kra-
mes, breiten Raum einnahmen, keine dauerhafte Rolle in den Anwendungen
erlangt, jedoch die Idee des spiter sogenannten ,, Ubertragungsprinzips“ vorbe-
reitet, dessen Wesen darin besteht, geometrische Sétze durch Uminterpretation
der beteiligten Objekte zu beweisen. (Man betrachte z.B. Aufgabe 7.1.3 unter
diesem Gesichtspunkt!).

Ausbreitung der darstellenden Geometrie

Daf} der méchtige Strom der Geometrie in Frankreich um die Mitte des 19.
Jhs. zu versiegen begann, dafl die Mehrzahl der bedeutenden franzosischen Ma-
thematiker sich dann anderen Gebieten der Mathematik zugewandt hatte, ist
wohl hauptséchlich darin begriindet, dafl die groBe Vielzahl von Einzelergeb-
nissen und von Anwendungen dort nicht mehr durch ordnende neue Theorien
gebéndigt werden konnte und dafi anderserseits die starke Mongesche Tra-
dition die Hinwendung zu den Fragen der nichteuklidischen Geometrie oder
der inneren Differentialgeometrie behinderte. M. Chasles, der selbst wichti-
ge Beitrdge vor allem zur projektiven Geometrie geleistet hat, schrieb 1837
am Ende seines beriihmten, schon 1839 als , Geschichte der Geometrie“ ins
Deutsche tibersetzten ,, Apercu historique...“: , In der alten Geometrie standen
die Wahrheiten isoliert, neue waren schwierig zu erdenken oder zu erschaffen,
und nicht jeder Geometer, der es wollte, konnte Erfinder werden. Gegenwirtig
kann jeder irgendeine Wahrheit aufnehmen ... und sie den verschiedenen allge-
meinen Principien unterwerfen,... so dafl man die Zahl der neuen Wahrheiten
beinahe bis ins Unendliche vervielfiltigen kann.* (a.a.0., S. 267)

Die Lehre der darstellenden Geometrie breitete sich rasch in Europa aus. In St.
Petersburg z.B. wurde 1809 die erste russische technische Hochschule als In-
stitut der Ingenieure fiir Verkehrswege (Strafien-, Briickenbau usw.) gegriindet
und der Unterricht in darstellender Geometrie durch Faber und Potier, zwei
aus Paris importierte Schiiler von Monge, aufgenommen. Faber schrieb 1816 in
Franzosisch das erste fiir Rulland bestimmte Lehrbuch dariiber, das noch im
gleichen Jahr von Sewastjanow ins Russische iibersetzt wurde. (Sewastjanow
schrieb spéter selbst Lehrbiicher und gilt heute in Rufiland als eine Art ,rus-
sischer Monge“.) Das erste deutsche Lehrbuch der darstellenden Geometrie
stammt von dem Karlsruher Oberbaudirektor F. Weinbrenner (1810). 1828
folgte das viel gehaltvollere Buch von Guido Schreiber in enger Anlehnung an
Monge. Weitere umfangreiche Lehrbiicher stammen u.a. von Ludwig Burme-
ster (auch iiber Beleuchtungsgeometrie und Kinematik), Karl Wilhelm Pohlke
und Christian Wiener (1884). Letzteres enthilt eine detailreiche Darstellung
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der historischen Entwicklung. Weitere Zentren der darstellenden und ange-
wandten Geometrie bildeten sich in den Lindern Osterreich-Ungarns (Wien,
Graz, Prag, Briinn u.a.) und in Italien. Monges Hoffnung und Wunsch, die
darstellende Geometrie mdge nicht nur ein wesentliches Hilfs- und Versténdi-
gungsmittel der Technik sondern auch auf Dauer ein fruchtbares Gebiet der
Mathematik werden, erfiillte sich jedoch nicht. Sie geriet sehr schnell in die
Hénde von Spezialisten, die kaum noch Kontakt zu anderen Zweigen der Ma-
thematik und daher weder die Chance noch die Fahigkeit hatten, noch of-
fene Probleme unter neuen und allgemeinen Gesichtspunkten zu behandeln.
AuBerlich zeigt sich diese — aus heutiger Sicht allzu frithe — Ausgliederung
der darstellenden Geometrie aus der Mathematik darin, dafl sie hdufig neben
der Mathematik als eigenstdndiges Lehr- oder Priifungsfach gefiihrt wird, aber
auch in vielen eigentiimlichen Begriffen und Fachausdriicken, die schlecht mit
denen der iibrigen Mathematik harmonieren.

Darstellende Geometrie im 19. Jh. umfafite auler den Mehrtafel-Verfahren und
der Zentralperspektive die verschiedenen Formen der Parallelprojektion (auch
Axonometrie genannt), die Rekonstruktion des rdumlichen Urbilds aus zwei
Zentralprojektionen (spéter als Photogrammetrie bezeichnet), die Reliefper-
spektive und die Beleuchtungsgeometrie. Die Anféinge der Photogrammetrie
finden sich schon bei Lambert, Monge behandelt sie in seinen Vorlesungen
bereits im Hinblick auf die praktische Anwendung bei Geléndeaufnahmen aus
der Luft. (Man erinnere sich, dafl ab 1783 in und bei Paris die ersten be-
mannten Ballonaufstiege stattfanden.) Die Anfinge der Beleuchtungsgeome-
trie gehen bis in die erste Hilfte des 18. Jhs. zuriick (P. Bouguer, Lambert,
dann Monge). Thre zentralen Begriffe sind der der Isophote (Kurve gleicher
Beleuchtungsstérke auf einer krummen Fliache bei gegebener Zentral- oder
Parallelbeleuchtung) und der der Isophenge (Kurve gleicher scheinbarer Hel-
ligkeit, zusétzlich abhéingig von einem angenommenen Betrachterstandpunkt).
Waihrend die Beleuchtungsgeometrie zunéchst dazu dienen sollte, Bilder noch
realistischer zu gestalten, fand sie spéter auch verschiedene Anwendungen in
Physik und Technik, z.B. bei der optimalen Ausleuchtung von Rdumen oder
der gleichméfigen Trocknung von lackierten Oberflichen. Fiir eine detaillier-
tere Geschichte dieses Zweiges verweisen wir auf [Bohne/Moller 1989).

Interessante Ansitze einer Denkweise, die sich dann hauptséchlich in ganz
anderen Gebieten der Mathematik (als Fehlerrechnung, Intervallmathematik,
Stabilitéit) entfaltet hat, findet man bei der Anwendung der Perspektive in der
Malerei und Theaterdekoration, zuerst in einem Lehrbuch von De la Gournerie
(1859). Hier wird z. B. untersucht, in welchem Bereich das Betrachterauge vari-
iert werden kann, ohne daf} die Verzerrungen beim Betrachten einer Perspekti-
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ve ein gegebenes Maf iiberschreiten. De la Gournerie hat anscheinend auch als
erster darauf aufmerksam gemacht, daf die richtige Deutung eines zentralper-
spektiven Bildes von Zusatzinformationen iiber die abgebildeten Gegenstéinde
abhéngt (man also z.B. schon weif, dafi gewisse Strecken gleich lang, gewis-
se Winkel 90 Grad, gewisse Flachen waage- oder senkrecht, gewisse Objekte
zusammenhéngend sind). Derartige Spuren, von der klassischen Geschichts-
schreibung der Mathematik meist als unwesentlich iibergangen, gewinnen aus
der Sicht moderner wissenschaftlicher Fragen (Bildauswertung, kiinstliche In-
telligenz) neues Gewicht und Interesse.

Ein Glanzpunkt aus mathematischer Sicht ist der Satz von Pohlke oder ,,Fun-
damentalsatz der Axonometrie“. Er wurde 1853 von Karl Wilhelm Pohlke ge-
funden, der damals Privatdozent fiir darstellende Geometrie bzw. Perspektive
an der Bauakademie und der Kunstakademie in Berlin war (ab 1860 Profes-
sor), aber erst 1860 von ihm publiziert. Dieser Satz hat seitdem immer wieder
die Aufmerksamkeit von Mathematikern (darunter so prominente wie H. A.
Schwarz 1864) auf sich gezogen, teils wegen seiner theoretischen und prakti-
schen Bedeutung, teils wegen der Schwierigkeit, ihn relativ elementar zu bewei-
sen.'® Die tiefe Kluft zwischen Mathematik und darstellender Geometrie zeigt
sich auch darin, dafl dieser vom theoretischen Standpunkt hochinteressante
und eigentlich unverzichtbare Satz in den meisten Lehrbiichern der darstel-
lenden Geometrie nicht einmal erwdhnt, geschweige denn bewiesen wird. Er
besagt, dafl man zu jedem echt zweidimensionalen Dreibein OFE;E;FE3 (d.h.
die Vektoren OE; spannen die Bildebene auf) ein rdumliches kartesisches Drei-
bein und eine Projektionsrichtung angeben kann, so dafl das gegebene ebene
Dreibein die Parallelprojektion des rdaumlichen ist. Dieser Satz liefert somit
die Rechtfertigung fiir das bei axonometrischen Handskizzen iibliche Vorgehen,
die Bilder von drei zueinander paarweise senkrechten Wiirfelkanten willkiirlich
bzw. nach ,,Gefiihl“ zu wéihlen. Egal, wie man dies tut, der Satz von Pohlke
sagt, dafl es immer eine Blickrichtung gibt, aus der der Wiirfel genau so aus-
sieht.

Weitere Zweige der angewandten Geometrie

Zu den ausgesprochen angewandten Richtungen der Geometrie, deren Ent-
wicklung charakteristisch fiir das 19. Jh. ist, zdhlen aufler der darstellenden
Geometrie im oben beschriebenen Umfang die Kartographie und Geodésie
sowie Teile der Optik und Mechanik. Die Optik entfernte sich durch ihre
physikalische Weiterentwicklung weit von ihren klassischen Beziehungen zur

% Einen sehr anschaulichen neueren Beweis gab [Salenius 1978] (siche Aufgabe 7.1.2).
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Abb. 7.1.2 Karten fiir die berechneten Werte der Inclination

[Atlas des Erdmagnetismus, hrsg. von C. F. Gaul und W. Weber, Leipzig-London-Paris-Stockholm-
Mailand-St. Petersburg 1840 (= Gaufl Werke, Bd. XII)]

Geometrie und nutzte nun vorrangig Analysis als mathematisches Hilfsmittel.
Die Entdeckung und technische Ausnutzung von Doppelbrechung, Polarisati-
on und Beugung belebte dafiir auflerordentlich das Interesse an Kristallogra-
phie und verwandten Fragen der regelmifligen rdumlichen Anordnung (mehr
dariiber in 7.9.). Geodisie und Kartographie verloren ihren elementargeome-
trischen Charakter und kamen in immer engere Beziehung zur Differential-
geometrie. (Einiges davon wird in 7.4 zur Sprache kommen.) Die Theorie der
winkeltreuen (seit Gauf als , konform® bezeichneten) und flichentreuen Ab-
bildungen wurde im wesentlichen in die heute iibliche Form gebracht. Aufier
weiteren Netzentwiirfen (u.a. von Mollweide, GauB-Kriiger, Tissot und Ham-
mer) wurden auch neue Themen fiir die Kartographie erschlossen. Besonders
beeindruckend aus geometrischer Sicht ist vielleicht der von Gaufl und Weber
1840 herausgegebene Atlas des Magnetfeldes der Erde, weil hier erstmals die
Komponenten eines komplizierten rdumlichen Vektorfeldes graphisch darge-
stellt wurden (Abb. 7.1.2). Die enge Bindung der detaillierten geoditischen
und kartographischen Erschlieung der Erde an astronomische und mathema-
tische Hilfsmittel fiihrte dazu, dafi die ersten Lehrstiihle fiir Geodésie und sogar
zum Teil fiir Geographie, die Ende des Jhs. an deutschen Hochschulen einge-
richtet wurden, zunéichst mit Mathematikern besetzt wurden (z.B. Hermann
Wagner 1880 fiir Geographie Géttingen, Ernst Hammer 1884 fiir Geodésie TH
Stuttgart, Siegmund Giinther 1886 fiir Geographie TH Miinchen).

Im Schofle der Mechanik entwickelte sich der Vektorbegriff (dariiber in 7.6),
die Lehre von der Hintereinanderausfiithrung von Bewegungen, (dariiber in
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Abb. 7.1.3 Geradfithrungen von a) Watt (1784), b) Peaucellier (1864).
Watts Mechanismus liefert nur eine innerhalb gewisser Grenzen annéhernd gerade
Bewegung, Peaucelliers Mechanismus stellt die historisch erste exakte Losung des
Problems dar (Aufgabe 7.1.4). Spiter wurde gezeigt, dal es auch exakte Lsungen
aus fiinf (statt wie bei Peaucellier sieben) Teilen gibt und daf eine exakte Lésung mit
weniger als fiinf beweglichen Teilen unmoglich ist [Kempe 1877, S. 9, 12].

7.7), die graphische Statik (vor allem L. Cremona in Italien) und die Theo-
rie der Mechanismen. Letztere begann mit Einzelfragen und ihrer Losung wie
z.B. dem von James Watt in Zusammenhang mit der Dampfmaschine 1784 er-
fundenen Geradfithrungs- Mechanismus (Abb. 7.1.3 und Aufgabe 7.1.4). Was
schon seit der Renaissance zum Zwecke des Zeichnens spezieller Kurven mit-
tels Mechanismen erfunden worden war, flof nun mit den neuen Bediirfnissen
des Maschinenbaues, Bauteile ldngs vorgeschriebener Bahnen zu bewegen, zu
Theorieansitzen zusammen, die u.a. von Poncelet in Frankreich, von Tsche-
byschew in Rufiland und J. J. Sylvester in Groflbritannien entwickelt wurden.
Eine schéne populdarwissenschaftliche Einfithrung in diese Art ,Kinematik®,
die viel vom Zeitgeist widerspiegelt, ist [Kempe 1877]. Einige Ingenieurwis-
senschaftler gerieten wegen ihrer Versuche, die Maschinenlehre weitgehend zu
mathematisieren, in heftige Kritik ihrer Fachgenossen. Hier sei stellvertretend
Franz Reuleaux genannt, der auch in der reinen Geometrie durch seine Ent-
deckung bekannt wurde, dafl es auler dem Kreis zahlreiche weitere ebene Fi-
guren von konstanter Breite gibt, besonders einfach das ,,Reuleaux-Dreieck*
(Abb. 7.1.4), das allerdings Euler schon 1778 in den Acta der Petersburger
Akademie veréffentlicht hatte, raumliche Analoga zeigt z.B. [Fischer 1986]).

7.2 Projektive und synthetische Geometrie

Carnots erstes Buch ,,De la corrélation des figures de géométrie“ erschien 1801.
Eine erweiterte Fassung von 1803 unter dem Titel ,, Géométrie de position“ gilt
als sein geometrisches Hauptwerk. Da man den Titel als ,,Geometrie der La-
ge“ iibersetzen kann, was dem spéter zu besprechenden Titel von Christian
v. Staudts Begriindung der projektiven Geometrie entspricht, ist sein Beitrag
héufig in einen so eng sachlich nicht gerechtfertigten Bezug zur Entstehung der
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Abb. 7.1.4 Reuleaux-Dreieck und eine weitere Orbiform (Figur konstanter Breite)

projektiven Geometrie geriickt worden. Carnots Anliegen war jedoch ein ande-
res, das man grob umschreiben kénnte als Versuch einer Verschmelzung oder
Versohnung der anschaulich geometrischen Denkweise mit dem algebraischen
Kalkiil der Koordinatenmethode. Vor allem versuchte er, die bei der analy-
tischen Behandlung geometrischer Sachverhalte auftretenden negativen oder
sogar komplexen Groflen geometrisch zu interpretieren und stellte sich zu die-
sem Zweck Figuren in Bewegung gesetzt und stetig ineinander iiberfiihrt vor.
(Die gedankliche Nihe zu Euklids Porismen hob er selbst hervor.) Zwei Figu-
ren stehen in einer Korrelation, wenn die eine durch eine stetige Verdnderung
(was von Carnot natiirlich nicht exakt definiert wird) in die andere tiberfithrt
werden kann. Bewegt man z.B. eine Gerade, die einen Kreis schneidet, aus
dem Kreis fort, so verschmelzen die beiden Schnittpunkte zunéchst zu einem
Punkt, was sich algebraisch in der Doppellésung der Gleichung fiir die Schnitt-
punkte widerspiegelt, und anschlielend werden die beiden Lésungen dieser
Gleichung komplex. Carnot versucht nun, die Nullstellen auch in diesem Fall
als ,Kodierung“ der gegenseitigen Lage von Kreis und Gerade zueinander zu
deuten. So kommt er Schritt fiir Schritt zur geometrischen Deutung von nega-
tiven und manchmal auch schon komplexen Zahlen. Angeregt waren derartige
Fragestellungen moglicherweise durch die Art, wie Monge nach dem Zeugnis
seiner Schiiler schon sehr friih in seinen Vorlesungen immer wieder den Begriff
der Potenzgeraden zweier Kreise als Beispiel fiir ein Phinomen herausgestellt
hatte, das seine urspriingliche anschauliche Bedeutung als Gerade durch die
beiden Schnittpunkte zweier Kreise zunéchst verliert, wenn diese Kreise sich
nicht mehr schneiden, das aber durch richtige Deutung der Gleichung der Po-
tenzgeraden auch fiir diesen Fall eine rein geometrische Deutung bekommen
kann (Aufgabe 7.2.1). Carnot polemisierte gegen negative Grofien und wollte
sie durch ein algebraisches (wir wiirden heute vielleicht eher sagen: aussagenlo-
gisches) Operieren mit Begriffen wie Durchlaufungssinn, Umlaufssinn, Orien-
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tierung, innen - auflen usw. ersetzen, was sich aber in der Durchfiihrung sehr
schwerfiillig gestaltete und letzten Endes keine historische Wirkung gezeigt
hat. Zusammenfassend kann man sagen, daf§ Carnots Gedanken nur sehr indi-
rekt (in Gestalt seiner kollinearen Korrelationen und der zu ihrer Bestimmung
benutzten Koordinaten) die Entstehung der projektiven Geometrie beeinfluft,
dafiir aber die allgemeine Idee der geometrischen Abbildung, der Invarianten
bei einer Abbildung und der gruppentheoretischen Struktur von Abbildungs-
familien vorbereitet haben.

a) Z b) ;
Z. Lr:./g

Abb. 7.2.1 Invarianz des Doppelverhéltnisses

a) Nach dem Sinussatz der ebenen Trigonometrie ist CA : CZ = sinvy : sina, CZ :
CB = sinf : siny/, also (1)CA : CB = sinvy -sinf : sina - siny’, analog (2)DA :
DB =sind -sinf : sina - sind’. Dabei hat man sich die Strecken CA,CB, DA, DB
und folglich die entsprechenden Sinuswerte in der Weise als gerichtet bzw. vorzei-
chenbehaftet vorzustellen, dafl C' A, C'B gleiches Vorzeichen haben, wenn sie gleich-
gerichtet sind, also C' auflerhalb der Strecke AB liegt. Daher ist das Teilverhiltnis
(A,B;C) = CA : CB positiv, wenn C auBerhalb, aber negativ, wenn C' innerhalb
AB liegt. Fir C = A ist es Null, fiir C = B nicht definiert. Das Doppelverhiltnis
(A, B;C, D) der vier (auf einer gemeinsamen Geraden liegenden) Punkte A, B, C, D
ist definiert als (A, B;C) : (4,B; D) =CA-DB : CB-DA, wegen (1) und (2) folglich
gleich (3)sin~y - sind’ : sin~y’ - sind. Formel (3) bedeutet, daf dieses Doppelverhiltnis
eigentlich eine Eigenschaft der gegenseitigen Lage der vier durch Z gehenden Ge-
raden zueinander, also von der Geraden durch A, B, C, D unabhingig ist. Projiziert
man daher von einem Zentrum Z aus zwei Geraden aufeinander, so bleibt das Dop-
pelverhéltnis von je vier Bildpunkten dasselbe wie das ihrer Urbildpunkte.

b) Die Gerade ¢ ist vom Zentrum Z so auf ¢’ abgebildet, dafl der unendlich ferne
Punkt U von g dabei in den im Endlichen gelegenen Punkt U’ iibergeht. Beziiglich
der Punkte O (als Koordinatenursprung) und F hat der Punkt P auf g eine Koordina-
te, die man als Teilverhiltnis (P, E; O) schreiben kann. Da (P, E; U), wenn iiberhaupt
definiert, nur den Wert 1 haben kann (Fiir Q gegen U strebt (P, E; Q) offenbar gegen
1 und zwar unabhéngig davon, in welche Richtung @ lduft), kann man die Koordina-
te von P beziiglich O, E (und U) auch als Doppelverhéltnis (P, E; O, U) schreiben.
Wegen der Invarianz des Doppelverhéltnisses hat daher P’ auf ¢’ beziiglich der drei
Grundpunkte O’, E', U’ dieselbe Koordinate wie P beziiglich O, E,U. Der zu Abb.
7.2.1 gegebene Beweis der Invarianz des Doppelverhéltnisses ist der projektiven Geo-
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metrie fremd, da er von den Begriffen Streckenlinge, Teilverhiltnis und Sinus eines
Winkels Gebrauch macht, die in der projektiven Geometrie keinen Sinn haben, da sie
bei projektiven Abbildungen nicht invariant (bzw. in modernerer Auffassung: da sie
durch die Begriffe Punkt, Gerade, Inzidenz nicht definierbar) sind. Die Auffassung
v. Staudts unterscheidet sich von der seiner Vorgénger darin, dafl er den oben be-
schriebenen Sachverhalt sozusagen umkehrt, indem er die Koordinaten der Punkte
von g beziiglich der fixierten Punkte O, F,U durch fortlaufende Verdopplung und
Halbierung (im projektiven Sinn) bereits aus OF erhaltener Strecken schrittweise
konstruktiv gewinnt und auf diese Weise den Begriff des Doppelverhéltnisses von vier
Punkten umgekehrt und ,metrikfrei“ durch die so eingefithrten Koordinaten (die er
aber nicht als solche bezeichnet) erhélt.

Die eigentlichen Viter der projektiven Geometrie (abgesehen von Desargues,
dessen beachtliche Vorleistungen zuerst von Poncelet selbst wieder bewufit ge-
macht worden sind) waren Poncelet und Gergonne. Poncelets Gedanken waren
im wesentlichen wahrend seiner zweijahrigen Kriegsgefangenschaft in Rulland
(1812-14) gereift und sind in ihrer urspriinglichen Form von ihm unter dem Ti-
tel ,,Cahiers de Saratov* erst 1862 in den ,,Gesammelten Werken* publiziert
worden, wohl vor allem, um nochmals seine Prioritdtsanspriiche gegeniiber
Gergonne und Pliicker zu begriinden. In der Tat haben alle drei unabhéngig
voneinander in fast gleicher Weise die wesentlichen Begriffe der projektiven
Geometrie entwickelt: die Einfiihrung unendlich ferner Punkte, Geraden und
Ebenen, die dann erst uneingeschriinkt ausfiihrbare Zentralprojektion (ein-
schliellich ihres Spezialfalles, wenn das Zentrum unendlich fern ist) und deren
Hintereinanderausfithrung als universelle Methode, Figuren unter Erhaltung
der Kollinearitéit ineinander zu transformieren (Bei ihnen tritt also die pro-
jektive Abbildung an die Stelle der von Carnot suggerierten stetigen Veréinde-
rung!), das Doppelverhiltnis von vier Punkten als die wesentliche Invariante
projektiver Abbildungen (Abb. 7.2.1), die Dualitétsprinzipien fiir die Ebene
und den Raum, die Theorie von Pol und Polare an Kurven und Fliachen zweiten
Grades, wobei zum ersten Mal der Kegelschnitt explizit auch als Menge seiner
Tangenten aufgefafit wird. Poncelet war vor allem von den Arbeiten seines
Kameraden Charles Brianchon beeinflufit, der 1806 den nach ihm benannten
zum Satz von Pascal dualen Satz publiziert hatte (Abb. 7.2.2), 1816 die Metho-
de vorstellte, Sétze der ebenen Geometrie durch Zentralprojektion raumlicher
Sachverhalte zu gewinnen, und 1818 in seinem Hauptwerk ,, Application de la
théorie des transversales“ als erster systematisch die nur auf den Begriffen
Punkt, Gerade und Inzidenz beruhenden Teile der ebenen Geometrie unter
Betonung der praktischen Bedeutung der rein linearen Konstruktionen zu-
sammenstellte. Nachdem Poncelets Hauptwerk ,, Traité des propriétés projec-
tives des figures“ 1822 erschienen war, das die Ergebnisse Brianchons in einen
groferen Zusammenhang stellte (in einer auf zwei Béinde erweiterten Fassung
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Abb. 7.2.2 Satz von Brianchon
Sind 1,...,6 Tangenten eines Kegelschnittes, ij der Schnittpunkt von ¢ und j und
ij/kl die Verbindungsgerade von ij und kl, so gehen 12/45,23/56,34/61 durch einen
Punkt.
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nochmals 1864/65), wandte Brianchon sein Interesse (wie vor ihm schon sein
Lehrer Monge) der Chemie zu. Poncelet hat sich, wie schon erwéhnt, auch fiir
die Entwicklung einer moglichst analysisfreien, anschaulich-geometrischen Me-
chanik engagiert. (Zum Begriff und seiner Geschichte siehe vor allem [Ziegler
1985].) Sein sehr intuitiver, an die Anschauung appellierender Stil bewirkte,
dafl schon zu seinen Lebzeiten viele seiner Leistungen nur als Vorldufer be-
trachtet und spéteren Autoren zugeordnet wurden (so auch z.B. der in 7.3 zu
besprechende Satz von Poncelet-Steiner). Kritik an seiner naiven Benutzung
des unendlich Fernen ebenso wie an der unendlich kleinen Verdnderung einer
Figur kam vor allem von Cauchy, der ein erkliarter Gegner des Unendlichen in
der Mathematik war, aber als Akademiemitglied und einfluireicher Gutachter
das Erscheinen von Poncelets Arbeiten erheblich verzogern konnte.

Die fiihrende Rolle Frankreichs in der Mathematik und speziell in der Geome-
trie in den ersten Jahrzehnten des 19. Jhs. war in den meisten européischen
Léndern wohl bewuf3t, und die meisten franzosischen ,,Klassiker* | so z.B. Mon-
ge, Carnot, Poncelet, Chasles, aber auch Lacroix, Legendre, Cauchy wurden,
oft schon kurz nach ihrem Erscheinen, in andere Sprachen iibersetzt. Der um-
gekehrte Fall ist nicht bekannt, und Chasles beklagt 1837 an mehreren Stellen,
daB er einschligige neue Arbeiten von deutschen Mathematikern nicht lesen
kann. Thre endgiiltige Gestalt erhielt die projektive Geometrie in Deutschland
und zwar durch A. F. Mobius, J. Steiner, J. Pliicker und Ch. v. Staudt. Mobius
fiihrte 1827 in seinem , barycentrischen Calcul“ die homogenen Koordinaten
ein. Sein Ausgangspunkt waren dabei Fragen der Mechanik (zu Details ver-
weisen wir wieder auf [Ziegler 1985]): Werden 3 nicht kollineare Punkte der
Ebene bzw. 4 Punkte des Raumes in allgemeiner Lage mit Massen belegt, so
nimmt der Schwerpunkt dieses Systems eine von dieser Belegung abhéngige
Lage ein. Indem Mobius auch negative Belegungen zuldfit, erreicht er, daf
man jeden Punkt der Ebene bzw. des Raumes auf diese Weise als Schwer-
punkt erhalten kann. Die Massenbelegungen dienen dann als Koordinaten des
jeweiligen Schwerpunktes. Da dieser sich bei proportionaler Anderung aller
Belegungen nicht dndert, sind die Koordinaten homogen, d.h. fiir beliebiges
A > 0 beschreibt Aa, Ab, Ac, ... den selben Punkt wie a,b, ¢, ... (a,b,c, ... reelle
Massenbelegungen). Es zeigt sich nun, da§ Geraden der Ebene bzw. Ebenen
des Raumes durch homogene lineare Gleichungen beschrieben werden und daf
man die allgemeinsten die Kollinearitit erhaltenden Abbildungen erhélt, in-
dem man die Grundpunkte eines Koordinatensystems Grundpunkten eines
anderen Koordinatensystems zuordnet und diese Zuordnung koordinatenwei-
se fortsetzt (s. Aufg. 7.2.3). Die Arbeit von Mobius fand in Deutschland viel
Anerkennung, u.a. durch Gauf, Jacobi und Dirichlet. Eine Rezension durch
keinen Geringeren als Cauchy gab es sogar in Frankreich.
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Schon ein Jahr nach dem , barycentrischen Calcul“ begannen die ,, Analytisch-
geometrischen Entwicklungen® von Julius Pliicker zu erscheinen, die in den
Grundgedanken recht &hnlich sind aber, obwohl Pliicker in Paris studiert hat-
te, den algebraisch-analytischen Standpunkt der projektiven Geometrie viel
stiarker als Mobius betonen. Auch Pliicker fithrte auf einem etwas anderen Weg
homogene Koordinaten ein und kam durch die dann mogliche Vertauschung
der Rolle von Punktkoordinaten und Koeffizienten der Geraden- bzw. Ebenen-
gleichung zum ebenen bzw. raumlichen Dualitédtsprinzip und zur Einfiihrung
der unendlich fernen Elemente. Pliicker konnte auf seinem Weg recht elegant
auch Geraden im Raum durch homogene Koordinaten erfassen: Nach Fixie-
rung zweier Ebenen und je eines projektiven Koordinatensystems in jeder kann
man jede Gerade des Raumes durch ihre Schnittpunkte mit diesen beiden Ebe-
nen und jeden von diesen wieder durch seine drei Koordinaten in der betreffen-
den Ebene erfassen. Dazu dual kann man zwei Punkte des Raumes fixieren und
das von jedem dieser Punkte getragene Ebenenbiindel mittels je dreier Koordi-
naten koordinatisieren. Jede Raumgerade ist nun beschrieben als Schnitt einer
Ebene des einen und einer Ebene des anderen Biindels. In den sechziger Jah-
ren kniipfte Pliicker hier an und arbeitete die ,,Neue Geometrie des Raumes,
gegriindet auf die Betrachtung der Geraden als Raumelement® (1868) aus, die
durch seinen Tod unvollendet blieb, aber ein Beispiel eines ,,Raumes* liefert,
der vierdimensional ist, obwohl er aus ganz anschaulichen und elementaren
Objekten besteht (s. Aufg. 7.2.4). Bei Pliicker, der sich immer stérker der al-
gebraischen Geometrie zuwandte, findet man zuerst ganz klar den Gedanken,
auch fiir algebraische Gebilde hoherer Art die Koeffizienten einer beschreiben-
den Gleichung als Koordinaten des betreffenden Objekts aufzufassen, so daf3
die Gleichung einer Kurve, Fliche,...den Charakter bekommt, die Inzidenz
zwischen Punkt und Gebilde in eine Beziehung zwischen den Koordinaten die-
ser beiden Objekte zu iibersetzen. Der naheliegende Schritt, Flichen in der
Ebene bzw. Koérper im Raum mittels Ungleichungen in den jeweiligen Koordi-
naten auszudriicken, wurde anscheinend zuerst von Cauchy (1847) gegangen
(dazu in 7.6). Sowohl Mobius als auch Pliicker haben sich der projektiven
Geometrie nur zeitweise gewidmet. Mobius hatte einen Lehrstuhl fiir Astrono-
mie in Leipzig inne und beschéftigte sich mit physikalischen Problemen, auch
Pliicker widmete sich zeitweise hauptséchlich der Experimentalphysik.

Der Beitrag v. Staudts

Bis hier sind alle Beitrége zur projektiven Geometrie sozusagen stilistisch un-
rein. Die Lénge einer Strecke wird stets als gegeben vorausgesetzt, unbefangen
wird auch von Winkelgréfien Gebrauch gemacht (siehe den klassischen Be-
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weis der Invarianz des Doppelverhiltnisses bei Zentralprojektion, Abb. 7.2.1).
Den grofiten Schritt in die Richtung einer axiomatischen und metrikfreien
Auffassung der projektiven Geometrie ging Ch. v. Staudt mit seiner ,,Geo-
metrie der Lage“ (1847). Freilich beginnt dieses fundamentale Buch, das sich
im Vorwort als Anregung fiir einen anders als iiblich gestalteten gymnasialen
Geometrieunterricht prasentiert, mit einer Reihe von Vorbetrachtungen tiber
Strahlen, Winkel, Flachen, Korper usw., die kaum ahnen lassen, dafl alsbald die
erste konsequente, auf wenigen Grundsétzen nach Euklids Vorbild aufgebaute
projektive Geometrie folgen wird. Das Buch ist ungeachtet seines piadagogi-
schen Anliegens vollig frei von Abbildungen und Beispielen oder Anwendungen
und enthélt eine Fiille neuer Fachausdriicke. Einige davon wie ,,Biischel* fiir
einfach unendliche Scharen (z.B. aller Geraden einer Ebene durch einen festen
Punkt oder aller Ebenen des Raumes durch eine feste Gerade) bzw. ,,Biindel*
fiir zweifach unendliche Scharen (z.B. die aller Geraden des Raumes durch
einen festen Punkt oder aller Ebenen des Raumes durch einen festen Punkt)
haben sich dauerhaft eingebiirgert. Andere wie z.B. | einférmiges Gebilde* fiir
die Menge aller Punkte einer Geraden oder fiir ein Geradenbiischel machen
die Lektiire fiir den heutigen Leser miihsam.

Staudt begriindet die Einfiihrung unendlich ferner Elemente damit, dafl Punkt
und ,,Richtung* fiir die Bestimmung einer Geraden dasselbe leisten wie zwei
verschiedene Punkte und analog Punkt und ,,Stellung® (was soviel wie die
Richtung einer Ebene im Raum bedeutet) dasselbe leisten wie ein Punkt und
eine nicht durch ihn gehende Gerade. Dann begriindet er die Dualitidtsprinzi-
pien (bei ihm ,Reciprocitidt®) fiir die Ebene bzw. den Raum (hierin deutlich
sowohl von Poncelet, als auch von Mobius und Pliicker abweichend) mit der
Dualitdt der Grundsétze, die von ihm in der um unendlich ferne Elemente er-
weiterten Struktur festgestellt worden sind (implizit sind das die Axiome der
projektiven Geometrie) und formuliert fortan zweispaltig jeden Sachverhalt
parallel in den beiden zueinander dualen Varianten. Dies alles scheint er mit
seinen Schiilern ausprobiert zu haben, denn er spricht im Vorwort ausdriick-
lich davon, ,dass aber das Gesetz der Reciprocitit jeden fiir die Geometrie
empfinglichen Schiiler mehr anrege, als irgend ein einzelner Satz“. Staudt
fiihrt nun harmonische Punktepaare ein, was nichts anderes ist als die durch
Zentralprojektion verzerrte Beziehung zwischen den vier Punkten A, B, Mit-
telpunkt M von AB, unendlich ferner Punkt U der Geraden AB (Abb. 7.2.3),
zeigt die Invarianz dieser Beziehung bei Zentralprojektion und kommt im wei-
teren durch fortgesetzte projektive Halbierung und Verdopplung einer Einheit
OF beztiglich eines unendlich fernen Punktes U zunéchst zur projektiven Ko-
ordinate auf einer Geraden und dann zum projektiven Netz in der Ebene
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Abb. 7.2.3 Harmonisches Punktequadrupel A, B, M, U
in affiner und projektiver Sicht.
M ist, obwohl inzidenzgeometrisch definierbar, auch im metrischen Sinn Mittelpunkt der
Strecke AB. Indem man den unendlich fernen Punkt U; durch einen beliebigen Punkt der
Geraden AB (und zugleich den speziellen Hilfspunkt Us durch einen beliebigen) ersetzt,
erhiilt man den auf U; bezogenen projektiven Mittelpunkt M’ der Strecke AB.

EENEN U AT
Abb. 7.2.4 Projektive Koordinaten auf der Geraden
Zur Festlegung des Zahlenwertes der Koordinaten auf einer mit O, F und U versehenen Ach-
se nach Art v. Staudts wird die Einheitsstrecke OF beziiglich des gewahlten U-Punktes im
projektiven Sinne durch wiederholte Dopplung in beiden Richtungen immer wieder ange-
tragen und dieses ganzzahlige Punktnetz anschlieBend durch fortlaufende Halbierung der
Teilstrecken beliebig verfeinert. Abb. 7.2.4 zeigt, wie die Konstruktion der Verdopplung D
von AB iiber B hinaus mittels einer beliebig durch U gelegten uneigentlichen Hilfsgeraden
vom affinen auf den projektiven Fall {ibertragen wird. Abb. 7.2.3 zeigte in gleicher Weise eine
der moglichen rein linearen Konstruktionen des Mittelpunktes M einer beliebigen Strecke
AB, zunéchst affin und dann zum projektiven Fall verallgemeinert. Die Koordinatendefini-
tion fiir einen beliebigen Punkt der Achse OEU miiite nun durch eine Grenzbetrachtung
erfolgen. Dies setzt aber, analog wie im affinen Fall, Schliisse iiber die Anordnung voraus
und befindet sich bei v. Staudt noch auf der Stufe der anschaulichen Evidenz.
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bzw. im Raum (Abb. 7.2.4), all dies, ohne explizit von Koordinaten zu spre-
chen. Eine projektive Abbildung ist bei v. Staudt eine solche, die harmonische
Punktepaare in ebensolche iiberfiihrt. Zentralprojektionen sind solche Abbil-
dungen und jede projektive Abbildung li8t sich als Hintereinanderausfiithrung
von Zentralprojektionen darstellen. Dies wird in rein synthetischem und ko-
ordinatenfreiem Stil fortgesetzt bis zur Aufklirung der , Freiheitsgrade“ einer
projektiven Abbildung und zur projektiven Behandlung der Kegelschnitte. Das
Buch fand den Beifall der Kollegen und begriindete seinen Ruhm.

U,
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I
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Abb. 7.2.5 Projektive Koordinaten in der Ebene
Aus der Sicht der ebenen projektiven Geometrie (im Raum ist es analog) wird ein Koordi-
natensystem durch vier Punkte O, Uy, Us, E gegeben. O ist der Ursprung, U; der ,,uneigent-
liche* Punkt der z-Achse, so daf also O und U; zusammen die z-Achse bestimmen, analog
bestimmen O und U: die y-Achse. Indem man noch den Punkt E als denjenigen fixiert,
der die Koordinaten (1,1) bekommen soll, hat man zugleich den 1-Punkt auf der z-Achse
und den 1-Punkt auf der y-Achse festgelegt. Ein affines Parallelkoordinatensystem ist ein
solcher Spezialfall, in dem U; und Us ,wirklich“ unendlich fern sind. Umgekehrt entsteht
ein projektives Koordinatensystem aus einem sogar kartesischen, indem man die unendlich
ferne Gerade ins Endliche heranholt.

In drei ,Beitrigen zur Geometrie der Lage“, die zwischen 1856 und 1860 er-
schienen, behandelte v. Staudt dann hauptséchlich die Frage, wie man ,ima-
ginédre Elemente* vom rein synthetischen Standpunkt gewinnen kann. Er geht
davon aus, dafl auf einer durch den unendlich fernen Punkt zu einer geschlos-
senen Kurve vervollstdndigten projektiven Geraden eine Richtung erst durch
drei in Reihenfolge gegebene Punkte O, E, U gegeben wird. Ein vierter Punkt
X dieser Geraden ist in unserem Sinne positiv, wenn man zu ihm kommen
kann, indem man sich von O iiber F nach U bewegt. Er ist negativ, wenn
man ihn bekommen kann, indem man sich von O in der zu E entgegenge-
setzten Richtung nach U bewegt. Ist nun aber die Gerade von vornherein mit
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einem anderen Durchlaufungs,, Sinn* (das ist der von v. Staudt in diesem Zu-
sammenhang benutzte Fachbegriff) versehen, so kann der Punkt X, obwohl er
auf der Geraden liegt, weder durch Bewegung im positiven noch im negativen
Sinn erreicht werden, weil man durch Bewegung im positiven Sinne nie bis £
kommen kann, folglich erst recht nicht dariiber hinaus. Diese Vorstellung ist
allerdings bei v. Staudt und auch bei den meisten spéteren Autoren versteckt
im Begriff der Involution'?, wobei den komplexen Elementen elliptische Invo-
lutionen entsprechen. Bemerkenswert bleibt die erstmalige Behandlung (vgl.
S. 348) der zyklischen Anordnung auf der durch den unendlich fernen Punkt
geschlossenen projektiven Geraden. Die geistige Nihe zu den Bestrebungen
Carnots wird bei v. Staudt ebenso deutlich wie der eigenstéindige Neuaufbau
von bereits vorliegenden Inhalten. Was den heutigen Leser befremdet, ist das
vollige Fehlen von Hinweisen auf andere Literatur und andere Autoren.

Die projektive Geometrie, die ab etwa 1820 rund hundert Jahre ein blithen-
des Gebiet war, hat sich nach den genannten Beitrdgen in zwei Richtungen
entwickelt. Einerseits bildete sie in Verallgemeinerung dessen, was sie seit Be-
ginn ihrer Existenz fiir das Verstdndnis und die konstruktive Beherrschung der
Kegelschnitte geleistet hat, den zweckméfligen Rahmen fiir die , algebraische
Geometrie® (die in diesem Buch nicht weiter verfolgt wird, weil sie nach unse-
rem Verstéindnis mehr Algebra als Geometrie ist), u.a. deshalb, weil Polynome
mit beliebig vielen Variablen durch den Ubergang zu homogenen Koordina-
ten stets homogen und damit der linearen Algebra besser zugénglich werden.
Andererseits spielte sie mehrere wichtige Rollen in den um 1870 einsetzen-
den Untersuchungen iiber die logischen und methodologischen Grundlagen der
Geometrie. Dariiber wird in 7.7 und 8.1 weiter berichtet.

7.3 Theorie der geometrischen Konstruktionen

Geometrische Konstruktionsaufgaben und ihre Losung bilden, wie wir gesehen
haben, den Ursprung und Kern der Geometrie. Eine Theorie, die den Begriff
der Aufgabe, ihrer Lésung und der Methoden zur Losung bzw. zum Nachweis
der Unlosbarkeit zum Gegenstand hat, eventuell auch die Komplexitdt von

9 Als Involution bezeichnet man in der projektiven Geometrie jede nichtidentische pro-
jektive Abbildung f, die mit ihrer Umkehrabbildung iibereinstimmt, also Punkte, die keine
Fixpunkte sind, paarweise miteinander vertauscht. Ist fa g fiir zwei verschiedene Punkte
A, B einer Geraden g diejenige Abbildung von ¢ auf sich, die jedem Punkt P den vierten
harmonischen Punkt zu A, B, P zuordnet, so ist fa g eine Involution, die genau die Punkte
A, B als Fixpunkte hat. Wie die analytische Rechnung mit homogenen Koordinaten zeigt,
gibt es auch Involutionen ohne Fixpunkte bzw. die beiden Lésungen der Fixpunktgleichung
konnen konjugiert komplex werden. Dies war der Weg zur geometrischen Erkldrung von
,Punkten mit komplexen Koordinaten“. Siehe Aufgabe 7.2.5.
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Losungen oder die Genauigkeit von Niherungen allgemein und theoretisch
untersucht, kann sich in zwei Richtungen entwickeln, einerseits im Rahmen
der mathematischen Logik und Grundlagenforschung. Dies konnte natiirlich
nicht vor dem Ende des 19. Jhs. geschehen. Andererseits durch Ubersetzung
der geometrischen Fragen in die Sprache der Algebra. Bescheidene Ansitze
hierzu finden sich schon in der Antike. Zum Beispiel konnte man den Beweis
der Irrationalitéit von v/2, wie er schon bei Aristoteles und dann wieder in den
»Elementen* (X,115) steht, so interpretieren, dafi die Diagonale eines gege-
benen Quadrates durch rein lineare Operationen nicht in die Richtung einer
Seite {ibertragen werden kann. Auch andere Séitze aus Euklids Buch X sagen
in algebraischer Einkleidung manches iiber die Unmoglichkeit geometrischer
Konstruktionen aus. Fruchtbar konnte eine solche algebraisierte Theorie der
geometrischen Konstruktionen jedoch erst nach der Konstituierung der Koor-
dinatenmethode und nach Bereitstellung algebraischer Hilfsmittel werden, die
ihrerseits den Nachweis der Unlosbarkeit gewisser algebraischer Aufgaben mit
gegebenen algebraischen Mitteln gestatten. Dies leistete im wesentlichen Gauf,
und mit ihm beginnt die eigentliche Theorie der geometrischen Konstruktio-
nen. Trotzdem wollen wir zunéchst in Kiirze einige vorangehende Schritte
referieren. Wenn wir im folgenden von Theorie sprechen, meinen wir immer,
daf} es nicht um Einzelfiille sondern um eine ganze Klasse von Aufgaben oder
um den Begriff der Aufgabe und ihrer Losung als solche geht.

Vieta kronte sein ,,Supplementum geometriae* 1593 mit dem Beweis, dafl al-
le Aufgaben, die auf Gleichungen dritten oder vierten Grades fithren, losbar
werden, wenn man aufler Zirkel und Lineal Instrumente zuléfit, mit denen
die dritte Wurzel aus gegebenen Groflen gezogen und jeder Winkel gedrittelt
werden kann. Dieses Resultat ist eigentlich erst aus der Sicht der komplexen
Zahlenebene verstéandlich, da laut Ferrari eine Gleichung vierten Grades auf
eine Gleichung dritten Grades reduzierbar und eine Gleichung dritten Grades
laut Cardano mittels rationaler Operationen sowie zweiter und dritter Wur-
zeln l6sbar ist. Da man dabei jedoch auch bei reellen gegebenen Gréfien und
reellen Nullstellen im allgemeinen den Weg iiber komplexe Zwischenresultate
nehmen mufl, miiite die Zeichenebene zeitweilig als komplexe Ebene genutzt
werden, wobei die Konstruktion von Quadratwurzeln durch die Wurzel aus der
Radiuskoordinate der betreffenden Zahl und durch das Halbieren ihrer Win-
kelkoordinate, folglich mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar ist, wahrend man fiir
die dritten Wurzeln das Ziehen der dritten Wurzel aus dem Radius und die
Dreiteilung der Winkelkoordinate bendtigt. Hatte Vieta eine Ahnung von der
geometrischen Deutung der komplexen Algebra in der ,, Gauflschen Zahlenebe-
ne“ (Abb. 7.3.1)7 Fast konnte man es aus seinen Rechnungen herauslesen.
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Abb. 7.3.1 Wurzelziehen in der Gaufischen Zahlenebene

Eine andere Richtung der theoretischen Beschéftigung mit Konstruktionen
widmet sich der Untersuchung, wie sich die Anderung (besonders die Ein-
schrinkung) der zuléissigen Instrumente bzw. Konstruktionsschritte oder der
zur Verfiigung stehenden Zeichenfliche auf die Losbarkeit von Aufgaben aus-
wirkt. Schon Pappos (sieche G. Toomer, Math. Intelligencer 1984, No. 2),
spater Abu 1-Wafa und andere mittelalterliche islamische Geometer, Renais-
sancekiinstler wie z.B. Leonardo da Vinci, schliellich Cardano und Tartaglia
hatten sich damit beschéftigt, Konstruktionsaufgaben mit dem Lineal und ei-
nem Zirkel fester Offnung (der also durch eine Kreisschablone ersetzt werden
kann, was jeder Zeichner zu wiirdigen weif3, dem schon einmal ein Kreis durch
einen zu lockeren Zirkel oder ein ausgebuttertes Loch im Zeichenpapier zur
Spirale geraten ist) zu losen. 1653 miindete dies in eine Schrift von G. B. Be-
nedetti, in der alle Aufgaben aus den Biichern I — IV und VI von Euklids ,,Ele-
menten“ mit Lineal und Zirkel fester Offnung gel6st wurden. 1673 erschien in
Amsterdam in niederléindischer Sprache ein Biichlein mit dem seltsamen Titel
»Compendium Euclidis Curiosi“, worin der anonyme Verfasser (der Dine Ge-
org Mohr, wie man heute weif}) das gleiche Ergebnis vorlegte. In der Einleitung
schrieb er, daf er von der diesbeziiglichen Schrift des ,,Joan Baptista“ (gemeint
ist offenbar Giovanni Battista Benedetti) gehort, sie sich jedoch nicht habe ver-
schaffen kénnen und darauf das Ergebnis nach anfanglichem Unglauben selbst
auch erhalten habe. 1677 kam sogar eine englische Ubersetzung dieses ,,curio-
sen Euclid“ zustande (Kostproben in Aufg. 7.3.2). Beide Texte waren lange
verschollen und sind erst 1982 wieder allgemein zugénglich geworden [Mohr
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1673]. Schon 1927 hatte jedoch der déinische Geometer Johannes Hjelmslev die
ebenfalls vergessene Abhandlung , Euclides Danicus“ (der ,,dénische Euklid*)
des gleichen Autors aus dem Jahre 1672 wiederentdeckt und publiziert [Mohr
1928], worin Mohr plausibel machte, daf alle aus gegebenen Stiicken mit Zirkel
und Lineal konstruierbaren Punkte mit dem Zirkel allein konstruierbar sind.

In verzeihlicher Unkenntnis dieses Vorgéngers widmete Lorenzo Mascheroni
dem gleichen Thema sein 1797 gedrucktes Buch ,,La geometria del compasso®
(Geometrie des Zirkels). Interessanterweise motivierte er sein Anliegen damit,
dafl Konstruktionen mit dem Zirkel in der praktischen Durchfiihrung genauer
seien als solche mit dem Lineal, wahrend doch Lambert, Brianchon, Poncelet
und andere das rein lineare Konstruieren oder zumindest die méglichste Ein-
schrankung des Zirkelgebrauchs favorisierten, da nur lineare Konstruktionen
iiber grofiere Entfernungen im Geldnde (durch Peilen und Fluchten) reali-
sierbar sind. 1833 schlof§ Jacob Steiner diesen Problemkreis mit seinem Satz
ab, daB ein einziger gezeichnet vorliegender Kreis oder auch schon ein Stiick
davon samt (unverzichtbarem) Mittelpunkt geniigt, um alle mit Zirkel und
Lineal ausfithrbaren Konstruktionen auf rein lineare zu reduzieren (was im
wesentlichen schon Poncelet 1822 gezeigt hatte). Der Ausbau der Grundlagen
der Mathematik hat alle diese Sdtze unter verschiedenen Gesichtspunkten in
neues Licht geriickt. Wir wollen aber noch das Kuriosum berichten, dafl der
bekanntlich mathematisch interessierte Napoleon Bonaparte wahrend seines
Italienfeldzuges die personliche Bekanntschaft Mascheronis machte, als dessen
Buch gerade vollendet, aber noch nicht im Druck erschienen war. Voller Stolz
iiber den dadurch gewonnenen Vorsprung legte er nach seiner Riickkehr nach
Paris den beriihmten franzosischen Mathematikern ein ,,ganz einfaches* Kon-
struktionsproblem vor und freute sich, dafl diese es natiirlich nicht aus dem
Stand 16sen konnten. (Siehe Aufg. 7.3.1.)

Algebraisierung der Theorie der geometrischen Konstruktionen

Soweit die Vorgeschichte. Der Entschlu8 des damals 18-jihrigen Gauf, sein
Leben der Mathematik und nicht wie erwogen den alten Sprachen zu widmen,
beruht bekanntlich auf seiner Entdeckung, dafl das regulire 17-Eck mit Zirkel
und Lineal konstruierbar ist. Mit dieser Eintragung vom 30.3.1796 beginnt
auch sein Tagebuch, und die weiteren Eintragungen belegen, dafl er bis 1808
immer wieder auf die Fragen der Kreisteilung zuriickgekommen ist, die sich
unter Benutzung der komplexen Zahlenebene auf die rein algebraische Frage
reduzieren, fiir welche natiirlichen Zahlen n die Gleichung 2™ = 1 (bzw. nach
Abspaltung des trivialen Faktors x — 1 von 2™ — 1, fiir welche n die Gleichung
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14+z+...+2"! = 0) durch quadratische Radikale l6sbar ist. Gau}’ endgiiltige
Antwort lautet: Dies ist genau dann der Fall, wenn n die Form

2" prop2 oDk (7.3.1)

hat, wobei m > 0,k > 0 und pq, ..., pr paarweise verschiedene Primzahlen der
Form 241 ( also z.B. 3,5,17) sind. Ein betrichtlicher Teil seines 1801 erschie-
nenen Jugendwerkes , Disquisitiones arithmeticae* ist der Frage gewidmet,
welche Bedingungen eine Polynomgleichung erfiillen muf}, um durch quadrati-
sche Radikale 1osbar zu sein. Dort findet man auch die nach Gaufl benannten
wesentlichen Satze, mit deren Hilfe fiir die meisten klassischen Aufgaben die
Unlosbarkeit mit Zirkel und Lineal nachgewiesen werden kann: Ein irreduzibles
Polynom mit ganzen Koeffizienten ist hochstens dann durch quadratische Ra-
dikale 16sbar, wenn sein Grad eine Zweierpotenz ist. Die Frage nach der Re-
duzibilitdt eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten iiber dem Bereich der
rationalen Zahlen kann auf die Frage nach der Reduzibilitéit eines ganzzahli-
gen Polynoms gleichen Grades im ganzzahligen Koeffizientenbereich reduziert
werden (und letzteres ist durch eine endliche Fallunterscheidung entscheidbar).
Mit diesen algebraischen Hilfsmitteln sind zwei der klassischen Konstruktions-
probleme (vgl. Abschnitt 2.2.2), ndmlich das der Wiirfelverdopplung und das
der Winkeldreiteilung, sofort als unlosbar nachweisbar. Die Wiirfelverdopplung
fithrt auf die Gleichung x2 — 2 = 0 fiir die gesuchte Kante x. Das Polynom ist
irreduzibel und sein Grad keine Zweierpotenz(Aufg. 7.3.3). Wire die Winkel-
dreiteilung allgemein mit Zirkel und Lineal 16sbar, so auch fiir den Fall, daf§
der gegebene Winkel 60 Grad betrdgt und somit selbst konstruierbar ist, d.h.
ein Winkel von 20 Grad und daher ein regulidres 18-Eck wére konstruierbar.
18 hat jedoch nicht die in (7.3.1) angegebene Form. Angesichts dieser Folge-
rungen aus dem Werk von Gau$ ist es offenbar den eingangs erwiahnten Kom-
munikationsschwierigkeiten des 19. Jhs. geschuldet, wenn der jung verstorbene
franzosische Mathematiker Pierre Wantzel zwischen 1837 und 1845 diese Re-
sultate erneut bewies und in verschiedenen Biichern als Urheber der Sitze
bezeichnet wird. Das dritte beriithmte Problem aus der Antike, die Quadratur
des Kreises, lduft unter den neuen Aspekten auf die Untersuchung hinaus, ob
die Zahl m Wurzel einer durch quadratische Radikale 16sbaren Polynomglei-
chung ist. Lambert zeigte 1767 die Irrationalitéit von . Seine an ein breiteres
Publikum gerichtete Schrift ,, Vorldufige Kenntnisse fiir die, so die Quadra-
tur und Rektifikation des Cirkuls suchen®, worin er die vielen Amateure, die
sich mit ganz unzureichenden Voraussetzungen um die Losung dieser Aufga-
be bemiihten (Solche gab es auch im 20 Jh. immer noch!) auffordert, doch
lieber etwas fiir sie Erreichbares und Niitzliches wie z.B. die Berechnung von
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Primzahltabellen zu unternehmen, ist noch heute kostlich zu lesen. Immerhin
konnte Charles Hermite an Lamberts Vorleistungen ankniipfen, als er 1873
die Transzendenz von e bewies. Eine Verallgemeinerung des Beweisgedankens
gestattete schliellich Ferdinand Lindemann 1882 den Beweis der Transzen-
denz von 7, was bedeutet, dafl 7 iiberhaupt nicht Losung irgendeiner algebrai-
schen Gleichung mit rationalen Koeffizienten sein kann. Die Quadratur und
die damit eng zusammenhéngende Rektifikation des Kreises sind also nicht
nur mit Zirkel und Lineal unlésbar, sondern unlésbar mit beliebigen Instru-
menten bzw. Hilfsmitteln (wie z.B. Einschiebung oder Schnitt mit gegebenen
Kegelschnitten), deren algebraische Analyse ergibt, dafi mit ihrer Hilfe nur
Punkte konstruierbar sind, deren Koordinaten algebraisch von den Koordina-
ten der gegebenen Punkte abhéngen. (Zu mathematischen Einzelheiten und
einem gut aufbereiteten Transzendenzbeweis ist immer noch [Vahlen 1911] zu
empfehlen.)

Die Untersuchungen von Gaufl hatten die Behandlung der geometrischen Kon-
struktionsaufgaben auf eine qualitativ hohere Stufe gehoben, sie aber zugleich
in gewisser Weise zu einem Teilgebiet der Algebra werden lassen, als das sie
tatséichlich seither von vielen Autoren aufgefafit wurden, mit der negativen
Nebenwirkung einer gewissen ,, Entgeometrisierung®. Uber die Korrektur die-
ser Entwicklung im 20. Jh. wird noch zu berichten sein. Trotzdem weist auch
das 19. Jh. gewisse Ansétze zu einer anderen Sicht auf die geometrischen Kon-
struktionen auf. Zum Beispiel ist Carnots in 7.2 besprochene ,,Géométrie de
position“ in starkem Mafle als Versuch einer Theorie der geometrischen Kon-
struktionen in einem génzlich anderen Sinne aufzufassen, und Gergonnes ,, An-
nales“ sind eine Fundgrube von Einzelbeitrdgen zu einer zum Teil vollig al-
gebrafreien Behandlung spezieller Konstruktionsprobleme. August Adler, ein
Schulmann aus den damals Osterreichischen Léndern, gab 1890 einen neuen
durchsichtigen und allgemeinen Beweis fiir den Satz von Mohr/Mascheroni,
indem er die Transformation durch reziproke Radien benutzte, um die Ge-
samtfigur aus gegebenen und gesuchten Stiicken sowie Hilfslinien in eine Figur
zu transformieren, in der keine Geraden mehr vorkommen. 1902 zeigte er, dafl
sowohl ein in bestimmter Weise zu benutzendes Lineal mit zwei parallelen
Kanten als auch ein Zeichendreieck, dessen Kanten sich in beliebigem festem
Winkel treffen, die gleiche Leistungsfahigkeit besitzen wie Zirkel und Lineal.
1906 erschien aus seiner Feder ein zusammenfassendes Buch iiber geometrische
Konstruktionen, das nicht (wie z.B. [Petersen 1879]) eine blofle Sammlung von
Losungen und Losungsrezepten war. Paul Ziihlke schrieb um die gleiche Zeit
zusammenfassende Darstellungen iiber das Konstruieren mit Hindernissen (be-
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schrinkte Instrumente, beschrinkte Zeichenfliche). Wir erwihnen dies schon
hier, weil es seinem Geiste nach noch dem 19. Jh. angehort.

Geometrographie

Ins 20. Jh. weisend, obgleich im 19. Jh. entstanden, ist indessen eine ei-
gentiimliche Theorie, die 1888 unter der Bezeichnung Geometrographie von
dem durch wissenschaftsorganisatorische Aktivitdt sehr einflufireichen Fran-
zosen Emile Lemoine begriindet wurde. Hier wurde am Beispiel geometrischer
Konstruktionsalgorithmen erstmals eine Komplexitétstheorie versucht, nach-
dem Steiner am Schlufl seiner oben erwédhnten Schrift von 1833 das spéter
oft zitierte Wort von einem , Losen blofl mit der Zunge* geprigt hatte, wo-
mit er meinte, dafl durch die in Mode gekommene Reduktion neuer Aufgaben
auf bereits geloste bzw. das blole Skizzieren einer Losungsidee das Gefiihl fiir
den tatséchlichen Aufwand bei der Ausfithrung oder iiberhaupt fiir die prak-
tische Durchfithrbarkeit ganz aufler acht gelassen werde. Lemoine zéhlte nun
nach einer von ihm vorgeschlagenen Wertung die Schritte einer Konstrukti-
on (und getrennt diejenigen Schritte, die nach seiner Ansicht die praktische
Genauigkeit beeinflussen) und bezeichnete diejenige Losung einer Aufgabe als
geometrographisch, die die geringste Schrittzahl aufwies. Die Geometrographie
fand fiir kurze Zeit eine betrichtliche Zahl von Interessenten und Mitstreitern,
insbesondere im Kreis der Lehrer, die sich von der Betonung einer ,,sportli-
chen Note“ eine Belebung des erstarrten Geometrie-Unterrichts versprachen,
und es wurden fiir eine Reihe von klassischen Aufgaben erstaunliche Verein-
fachungen erzielt, z.B. die Zahl der Schritte einer Losung des Apollonischen
Beriihrungsproblems von rund 500 (bei Vieta und noch bei Gergonne) auf
etwa 150 heruntergedriickt, vor allem durch trickreiche Mehrfachverwendung
von Hilfslinien. Die Geometrographie sank nach kurzer Bliite ab 1906 schnell
in Vergessenheit. Sie litt an drei Méngeln, die &uflerst lehrreich fiir die moderne
Komplexitéatstheorie sind:

1) Das jahrhundertealte Defizit der klassischen Mathematik hinsichtlich ei-
nes Nachdenkens iiber den Begriff des Algorithmus bewirkte, dafl Lemoi-
ne und alle seine Mitstreiter nur in der Kategorie einer festen Schrittfolge
ohne Verzweigungen oder Zyklen dachten und folglich das Komplexitéits-
maf} in einer bloflen Zahlung eventuell gewichteter Schritte sahen.

2) Lemoine und seine Anhinger konnten sich niemals auf eine gemeinsa-
me Wertung der Schritte einigen. Vielmehr ist ein betréchtlicher Teil
der entstandenen Literatur polemischen Auseinandersetzungen gewid-
met, worin z.B. mit der Stoppuhr bewiesen werden sollte, um wieviel
schneller dieser Schritt als jener ausfiihrbar ist.
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3) Es gab keinerlei Methode zum Beweis der Optimalitdt oder auch nur
der approximativen Optimalitéit einer Losung. Vielmehr war der Name
geometrographisch eine Art Wanderpokal, der am n#chsten Tag der
um zwei Schritte besseren Losung zuerkannt werden konnte. (Man denke
an den heutigen Gebrauch des Wortes ,effizient“!)

Aber auch abgesehen von diesen drei Punkten enthilt die Literatur zur Geo-
metrographie viele bemerkenswerte Gedanken, die man heute, wie iiberhaupt
die geometrischen Konstruktionen, zu einer erstaunlichen Vorgeschichte der
Informatik in der klassischen Mathematik zédhlen mu#f.

7.4 Differentialgeometrie

Das 17. und 18. Jh. hatte viele Vorarbeiten fiir die Behandlung ,,krummer Ob-
jekte“ mittels infinitesimaler Methoden geleistet, die zunéchst kurz referiert
werden sollen. Wéhrend Clairauts schon erwéhntes Buch iiber Raumkurven
(1731) sich auf diejenigen Begriffe und Eigenschaften beschrinkt hatte, die
mittels der ersten Ableitungen der Koordinaten nach dem Kurvenparame-
ter behandelt werden konnen, ging Monge ab 1771 einen mehr geometrischen
Weg zum Begriff der Kriimmung raumlicher Kurven: In jedem Kurvenpunkt
bestimmt die Tangente eine zu ihr senkrechte Normalebene. Zwei ,,infinitesi-
mal benachbarte“ Normalebenen schneiden sich im allgemeinen in einer Gera-
den, die ihrerseits als Normalebene die Schmiegebene der Kurve im gegebenen
Punkt hat. Die Anderung der Neigung dieser Schmiegebene ist die Torsion.
(Der Name Torsion wurde aber erst im 19. Jh. benutzt.) Die drei Einheitsvek-
toren in Richtung der Kurventangente, in Richtung der Kurvennormale und
in Richtung der Normale der Schmiegebene (als Binormale bezeichnet) bilden
das ,,begleitende Dreibein“ der Kurve. Um 1850 vollendeten J. F. Frenet, J.
A. Serret, P.-O. Bonnet und J. Bertrand die Theorie der Raumkurven, indem
sie u.a. bewiesen, daf eine solche Kurve bis auf ihre Lage beziiglich des Ko-
ordinatensystems bzw. bis auf Bewegungen durch die Kriimmung k(s) und
die Torsion w(s) als Funktionen der Bogenlidnge s bestimmt ist. Dieses Er-
gebnis wird Vorbild fiir die koordinateninvariante Charakterisierung hoherer
gekriimmter Mannigfaltigkeiten.

Die systematische differentialgeometrische Betrachtung gekriimmter Flichen
im Raum beginnt im wesentlichen mit Eulers zweibéndigem Lehrbuch der
Differentialrechnung (1755) und setzt sich in Einzeluntersuchungen vor al-
lem der Jahre 1760-67 fort. Euler betrachtet die Schnittkurven aller in einem
gegebenen Flichenpunkt P durch die Flachennormale gehenden Ebenen mit
der Fliche, die also als ebene Kurven eine Kriimmung im Sinne ebener Kur-
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ven haben, und ordnet in P jeder Richtung ¢ in der Tangentialebene den
Kriimmungsradius R(¢) zu, der obendrein vorzeichenbehaftet ist je nachdem,
auf welcher Seite der Fliache der Kriimmungsmittelpunkt liegt. Er stellt fest,
daBl diese Funktion, in der Tangentialebene radial aufgetragen, in zwei zuein-
ander senkrechten Richtungen, den sogenannten Hauptkriimmungsrichtungen,
das Maximum R; und das Minimum Ry annimmt und dafl der Kriimmungs-
radius R(y) in Richtung ¢ der Gleichung

1/R(p) = cos’p/ Ry + sin*p/ Ry (7.4.1)

geniigt. Hieran kniipften Meusnier 1776 und Monge 1784 an, und Dupin fiithrte
1813 die nach ihm benannte Indikatrix ein. Monge studierte diejenigen Kur-
ven in der Fléche, die in jedem Punkt in Richtung der grofleren bzw. kleineren
Hauptkriimmung verlaufen und sich folglich tiberall senkrecht durchschneiden,
nachdem schon Euler im Gedankenaustausch mit Johann Bernoulli den Be-
griff der geodétischen Kurve als einer solchen entwickelt hatte, die lokal die
kiirzeste Verbindung der auf ihr liegenden Punkte innerhalb der Fliche ist.
(Die Bezeichnung Geoditische wurde allerdings erst sehr viel spéter, ndmlich
1844 durch Liouville, eingebiirgert.) Diese Geodétischen entstehen somit als
Losung eines Variationsproblems, und das analoge Problem, in eine gegebene
Randkurve eine Fliche kleinsten Inhalts einzuspannen (spéter als Plateausches
Problem bezeichnet), wurde erstmals 1760 von Lagrange studiert. Er fand fiir
den Fall, daf die Fliche in der Form z = f(x,y) dargestellt werden kann, fiir
die Minimalist die notwendige Bedingung

L+ f) faw + 2fufyfay + (L4 f2) fyy = 0. (7.4.2)

Meusnier zeigte 1776 (1785 publiziert), dafi diese Bedingung zur Bedingung
Ry = —Rj in jedem Punkt der Minimalfliche &quivalent ist, woraus sich u.a.
ergibt, dafl eine Fliche, die in einem Punkt (und wegen Stetigkeit in dessen
Umgebung) eine positive ,,Gaufische* Kriimmung R; - Ry hat, nicht minimal
sein kann. Auflerdem fand er die beiden ersten Arten nichttrivialer Minimal-
flichen, nédmlich die durch Rotation einer Kettenlinie entstehenden Katenoide
und die Wendelfliichen. Erst viel spater wurde klar, daf3 die durch die Lagran-
gesche bzw. Meusniersche Bedingung charakterisierten Flichen nur ,lokale
Minima“ in der Menge aller in einen gegebenen Rand eingespannten Flichen
darstellen, was ihrer physikalischen Erzeugung mittels Seifenlauge (Plateau
um 1850!) entspricht.
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Beginn der inneren Differentialgeometrie

Bis hier wurden die krummen Fléchen stets als Objekte im dreidimensionalen
Raum betrachtet. IThre Rolle in der Geodésie mufite jedoch frither oder spéter
die Frage nach solchen Begriffen und Eigenschaften aufwerfen, die durch Mes-
sung und Experiment innerhalb der Fldche, ohne Bezug auf ihre Einbettung
in den Raum, bestimmt werden kénnen. Es ist eines der grofiten Verdienste
von C. F. GauB}, dafl er diese fiir die moderne Physik grundlegende ,innere
Geometrie®, die fiir gekriimmte Rdume einer héheren Dimension als 2 im phy-
sikalischen Sinn die einzig mogliche ist (weil ein umgebender Raum fiir uns
dann nicht mehr existiert oder uns jedenfalls nicht zugénglich ist), begriindet
und ihren Unterschied zur bis dahin iiblichen Betrachtungsweise deutlich ge-
macht hat.?0

1818 erhielt GauBl den Auftrag, die durch den mit ihm befreundeten Astrono-
men H. C. Schumacher in Dénemark durchgefithrte Gradmessung mit dem Ziel
der genauen Messung des Breitenunterschiedes zwischen Altona und Goéttin-
gen fortzusetzen. An diese Arbeit, die er zwischen 1818 und 1827 unter grofien
Strapazen selbst im Gelédnde ausfiihrte, schlof3 sich die Vermessung des ge-
samten Konigreichs Hannover zwischen 1828 und 1844 an, bei der Gaufl noch
die Auswertung der MeBergebnisse iibernahm [z.B. Biermann 1990, S.19ff].
Analoge Vorhaben waren um diese Zeit in anderen européischen Landern teils
vorangegangen, teils in Arbeit. Diese Auftrige bewirkten eine intensivere Hin-
wendung zur Differentialgeometrie gekriimmter Flichen. Wie Briefstellen be-
legen, plante Gaufl spétestens seit 1822 ein umfangreiches Werk iiber Hohe-
re Geodésie, von dem aber erst 1844-47 zwei Teilabhandlungen veroffentlicht
wurden. (Reprint in Ostwalds Klassikern). Ein im Nachlafl gefundenes unvoll-
endetes Manuskript von 1825 [Gaufl’ Werke Bd.8, 408-442] ging dem voran.
Hatte er 1825 noch mit der Darstellung der Flidchen in der Form F(z,y,z) =0
oder sogar z = f(x,y) gearbeitet, so geht er nun konsequent zur bis dahin nur
gelegentlich benutzten Darstellung mittels zweier Parameter iiber.

Im Laufe dieser Arbeiten muf} ihm die Bedeutung der inneren Geometrie in
solchem Mafle bewufit geworden sein, dafl seine erste Veroffentlichung , All-
gemeine Untersuchungen iiber gekriimmte Flichen“ (1827 fertiggestellt und
in den Gottingischen gelehrten Anzeigen im Uberblick referiert, 1828 latein.

20 An dieser Stelle sei auf ein merkwiirdiges elementargeometrisches Analogon hingewiesen:
Die sphérische Geometrie wurde seit der Antike immer auf der Grundlage der Existenz
der Kugeloberfldche im dreidimensionalen Raum sozusagen als ein praktisch wichtiger Teil
rdumlicher Geometrie behandelt. Bis in unsere Zeit ist es anscheinend niemand eingefallen,
die sphérische Geometrie analog zur ebenen Geometrie rein axiomatisch als innere Geometrie
ohne Bezug auf den umgebenden Raum aufzubauen. [Schreiber 1984, Kap. 2.3]
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publiziert, deutsche Ubersetzung in Ostwalds Klassikern, Wiederabdruck in
Teubner-Archiv Bd. 1) ganz bewuft alles ausldfit, was sich diesem Stand-
punkt nicht unterordnet. Durch die Vielzahl der Quellen 148t sich hier die
Entwicklung der Ideen sehr gut verfolgen. Gauf} iibertrigt 1825 die aus der
Monge-Schule kommende Definition der Totalkriimmung (,, Amplitude*) eines
Kurvenstiickes auf Fliachenstiicke: Man trage in jedem Punkt die Normale der
Lénge Eins an, iibertrage ihren Endpunkt durch Parallelverschiebung auf ei-
ne feste Einheitskugel und nehme den Inhalt der so erzeugten Teilfliche der
Kugel als Maf3 der Totalkriimmung des Flidchenstiickes. Ist die Fliche z.B.
abwickelbar, so ist die zugeordnete Teilmenge auf der Einheitskugel nur ein-
dimensional, die Totalkriimmung also Null. Indem man die Totalkriimmung
eines kleinen Flachenstiickes um einen Flachenpunkt P durch den Inhalt die-
ses Fliachenstiickes dividiert und einen Grenzprozefl durchfiihrt, erhélt man ein
numerisches Maf fiir die lokale Kriimmung im Punkt P (heute als GauBsche
Kriimmung bezeichnet). Seine Abhandlung von 1828 ist ganz der Frage gewid-
met, wie man den Begriff der totalen (und damit natiirlich auch der lokalen)
Kriimmung durch innnerhalb der Fliche ausfithrbare Messungen bestimmen
konne. Dies geht, wie GauB zeigt, iiber Triangulation und die dabei festgestell-
te Differenz zwischen der Winkelsumme in den geodétischen Dreiecken und
180 Grad. Das von ihm selbst als ,theorema egregium® (svw. auflerordentli-
cher Satz) bezeichnete weitere Resultat besagt, daf§ dieser Kriimmungsbegriff,
da er durch Messung in der Fliche definierbar ist, nicht nur bei Verlagerung
der Fliche im Raum sondern auch bei beliebigen Verbiegungen (nicht Ver-
zerrungen) der Fliche invariant ist und dafi er durch Formeln berechenbar
ist, in die nur die (heute als erste FundamentalgroBen g;; bezeichneten) Koef-
fizienten FE, F,G des differentiellen Bogenelements \/ Edp? + 2Fdpdq + Gdg?
als Funktionen der Flichenparameter p,q eingehen. Gaufl zeigt dann weiter,
daf seine lokale Kriimmung identisch mit dem seit Euler betrachteten vorzei-
chenbehafteten Produkt der beiden Hauptkriimmungen ist. Er verallgemeinert
den Begriff der Abwickelbarkeit, der bis dahin nur fiir auf eine Ebene isome-
trisch abbildbare Flichen gebraucht worden war, zur Abwickelbarkeit einer
Fléche auf eine andere (was gleichbedeutend mit der Existenz einer beziiglich
der inneren Geometrien beider Fldchen isometrischen Abbildung aufeinander
ist) und zeigt, dafl in diesem Sinne aufeinander abwickelbare Flichenstiicke
in den jeweils zugeordneten Punkten die gleiche Gauische Kriimmung ha-
ben. (Die Umkehrung, dafl bei einer derartigen Abbildung, die die Gauflsche
Kriimmung punktweise invariant 1i8t, zumindest lokale Abwickelbarkeit der
Fliachen aufeinander vorliegt, gelang 1839 Ferdinand Minding.)
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Abb. 7.4.1 Eine Traktrix mit der Leitgeraden [

Eine Traktrix mit der Leitgeraden [ ist dadurch definiert, da8 fiir jeden Kurvenpunkt
P der Abschnitt der Tangente der Traktrix im Punkt P zwischen P und ihrem Schnitt
mit [ den konstanten Wert R hat. Geméf} dieser Definition ist sie — im Unterschied
zu vielen anderen ,,dynamisch“ definierten Kurven — nicht exakt punktweise konstru-
ierbar. Da sie jedoch alle Kreise £ vom Radius R mit Mittelpunkt M auf [ senkrecht
schneidet, kann man sie recht gut ndherungsweise als orthogonale Trajektorie dieser
Kreisschar zeichnen, indem man von ihrem Riickkehrpunkt Py startet, der irgendwo
im Abstand R von der Leitgeraden vorzugeben ist.

Wahlt man [ als y-Achse und die dazu Senkrechte durch Py als z-Achse eines Ko-
ordinatensystems, so erhilt man fiir den Anstieg der Tangente im Kurvenpunkt
P(z,y) v = £VR?— x2/z, wobei das + fiir den unteren und das - fiir den obe-
ren Ast der zur x-Achse symmetrischen Kurve gilt. Daraus ergibt sich fiir den oberen
Ast die Kurvengleichung y = RIn(R + VR2? — 22/x) — vV/R? — 22 (0 <z < R).
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Weitere Resultate in Gaufl’ ,, Disquisitiones generales circa superficies curvas*
von 1828 (so der Originaltitel) betreffen Analogien zwischen der ebenen Geo-
metrie und der inneren Geometrie krummer Fliachen: Ein Kreis im Sinne der
inneren Geometrie entsteht, indem man in jeder Richtung Geodétische gleicher
Lénge abtragt. Er schneidet dann alle diese seine ,,Radien* unter rechtem Win-
kel. Eine Abstandslinie entsteht, indem man auf einer Geodétischen in jedem
Punkt nach einer bestimmten Seite eine ,geodétische Senkrechte“ von kon-
stanter Linge abtrigt. Die so entstehende Abstandskurve durchschneidet wie-
derum alle ihre Lote senkrecht. All dies dient der Verallgemeinerung des geo-
graphischen Gradnetzes zu geodétischen Gradnetzen auf beliebigen Fldachen.
Weiter dehnt Gaufl einen fiir die héhere Geodésie wichtigen Satz von Legendre
tiber sphérische Dreiecke auf geodéatische Dreiecke beliebiger krummer Flichen
aus: Vergleicht man ein ebenes und ein geodétisches Dreieck mit denselben
Seitenlédngen, so unterscheiden sich die Winkel beider Dreiecke bis auf Gréien
vierter Ordnung um Betriige, deren Summe die Abweichung der Winkelsumme
des geodiitischen Dreiecks von 180 Grad ist und deren Aufteilung von den lo-
kalen Kriimmungen in den Ecken des geodétischen Dreiecks abhangt. Im Fall
konstanter positiver (das war Legendre’s Satz) oder negativer Kriimmung sind
die Winkel des sphérischen oder pseudosphérischen Dreiecks um je ein Drittel
des Exzesses bzw. Defektes des Dreiecks grofier bzw. kleiner als die Winkel des
ebenen Dreiecks mit gleichen Seiten. Hier beriihren sich Gauf’ Uberlegungen
nicht nur mit der praktischen Geodésie sondern auch mit seinem Interesse fiir
die heute als hyperbolisch oder Lobatschewskisch bezeichnete nichteuklidische
Geometrie. Daf§ sie lokal mit der inneren Geometrie einer Pseudosphire, d.h.
einer Fliche konstanter negativer Kriitmmung, tibereinstimmt und folglich kein
Hirngespinst ist, mufl Gaufl spéatestens 1827 gewufit haben, und daf es derarti-
ge Fléchen gibt, dal z.B. durch Rotation der zuerst von Newton eingefiihrten
Traktrix (Abb. 7.4.1) eine solche Flidche (Abb. 7.4.2) entsteht, war auch schon
am Ende des 18. Jhs. bekannt (Aufg. 7.4.1).

Ubergang zur n-dimensionalen Differentialgeometrie

Es mufl Gaul bewuflt gewesen sein, daf seine innere Geometrie nur einer ge-
eigneten Verallgemeinerung des Begriffes der ,,mehrfach ausgedehnten Grofie“
zu hoheren Dimensionen bedarf, um zu einer voéllig neuen Raumauffassung
zu fiihren. Daher setzte er durch, dafl B. Riemann anléfllich seiner Habili-
tation in Gottingen im Jahre 1854 statt wie iiblich iiber das erste der von
ihm eingereichten Themen iiber das dritte sprechen mufte: , Uber die Hypo-
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen® [Gesammelte Math. Werke
1876, Reprint in Teubner-Archiv Bd. 1]. In diesem ihm aufgenétigten Vortrag
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Abb. 7.4.2 Flachen konstanter negativer Kriimmung

In der Mitte die durch Rotation der Traktrix erzeugte ,,Pseudosphére”
[Felix Klein ,,Vorlesungen iiber nicht-euklidische Geometrie“, Springer, Berlin 1928]

erfiillte Riemann voll die von Gaufl gehegten Erwartungen, wenngleich, dem
Charakter eines solchen, im wesentlichen vor Nichtmathematikern zu halten-
den Vortrages entsprechend, auf eine sehr informale Weise, fast ohne Formeln.
Als Beispiele fiir stetig verénderliche, mehrfach ausgedehnte Gréfien, nannte
er auler den ,Orten der Sinnengegenstinde“ (das ist also der ,physikalische
Raum*) die Farben (hieran haben spéiter Helmholtz und Ostwald angekniipft),
jedoch nicht die Zustdnde mechanischer Systeme, was nahegelegen hétte. Seine
verbale Beschreibung, wie man aus einem n-fach ausgedehnten System durch
Verdnderung eines Parameters ein (n+1)-fach ausgedehntes erhélt (also z.B.
aus einer Strecke ein Parallelogramm und aus einem Rechteck einen Qua-
der) erinnert sehr an Grafimanns bereits 1844 publizierte ,, Ausdehnungsleh-
re“, es ist jedoch unklar, ob Riemann dieses damals kaum verbreitete Werk
kannte. Nach der Ausdehnung der von Gauf} eingefiihrten metrischen Funda-
mentalgrofen auf diesen allgemeinen Fall geht er auf die Rdume konstanter
Kriimmung und dabei auf den Sonderfall der Kriimmung Null ein und macht
klar — ohne diese Termini zu benutzen —, dafl konstante Kriimmung die
notwendige Bedingung fiir Homogenitédt und Isotropie eines Raumes, also fiir
Gleichartigkeit aller Punkte und aller Richtungen, und fiir die freie Beweglich-
keit von ,Korpern“ ist. Dann diskutiert er den Unterschied zwischen Unend-
lichkeit und Unbegrenztheit eines Raumes und bemerkt, da3 bei konstanter
positiver Kriimmung der Raum notwendig endlich sein muf}. Von propheti-
schem Scharfblick zeugt der letzte Abschnitt:

,»Nun scheinen aber die empirischen Begriffe, in welchen die rdumlichen Massbe-
stimmungen gegriindet sind, der Begriff des festen Korpers und des Licht-
strahls, im Unendlichkleinen ihre Giiltigkeit zu verlieren; es ist also sehr wohl
denkbar, dass die Massverhéltnisse des Raumes im Unendlichkleinen den Vor-
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aussetzungen der Geometrie nicht geméss sind, und dies wiirde man in der
That annehmen miissen, sobald sich dadurch die Erscheinungen auf einfache-
re Weise erkldren liessen. Die Frage iiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen
der Geometrie im Unendlichkleinen héngt zusammen mit der Frage nach dem
innern Grunde der Massverhéltnisse des Raumes. Bei dieser Frage, welche
wohl noch zur Lehre vom Raume gerechnet werden darf ...Es muf} also das
dem Raume zugrundeliegende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden,
oder der Grund der Massverhéltnisse ausserhalb, in darauf wirkenden binden-
den Kraften, gesucht werden.

Ist Riemann mit Recht als geistiger Vater einer Richtung gewiirdigt worden,
die letzten Endes zur allgemeinen Relativitdtstheorie fithrte, so weisen ihn die-
se letzten Sétze als Vordenker jener noch moderneren Wendung der Physik aus,
die alle von den Paradigmen der klassischen Analysis geprégten physikalischen
Vorstellungen wieder in Frage stellt.

Gauf’ Abhandlung iiber die innere Geometrie wurde schon im 19. Jh. mehr-
fach nachgedruckt und auch ins Franzosische iibersetzt und fiithrte letztlich
dazu, daf} Differentialgeometrie und besonders ihr innerer Standpunkt zu ei-
nem zentralen Gebiet der Geometrie des 19. Jhs. avancierten. Die Gaufische
Definition der Hauptbegriffe setzte sich durch, obwohl noch gelegentlich ande-
re Kriimmungsmafle vorgeschlagen wurden (so schon 1831 von der mit Gaufl
in Briefkontakt stehenden franzosischen Mathematikerin Sophie Germain und
1889 von F. Casorati). Riemanns Habilitationsvortrag wurde erst 1868 nach
seinem Tode durch R. Dedekind aus dem Nachlaf§ veroffentlicht. Am weite-
ren, vor allem kalkiilméfiigen Ausbau der von Gaufl und Riemann initiierten
Richtung der Geometrie waren auler deutschen (Minding, Enneper, Lipschitz,
Christoffel, Weingarten) und franzésischen (Dupin, Bonnet, Bertrand, Liou-
ville, Bour, Darboux) auch italienische Mathematiker (Brioschi, Betti, Dini,
Bianchi, Codazzi, Mainardi, Beltrami, Casorati) stark beteiligt. Christoffel be-
griindete allgemein die sogenannte absolute, d.h. von Koordinaten des umge-
benden Raumes freie innere Differentialgeometrie und schuf in diesem Zusam-
menhang die Elemente des spéiteren Tensorkalkiils. Aber auch die klassischen
und n&her mit der Geodésie verwandten Problemfelder wurden weiter gepflegt.
Z.B. bestimmte C. G. J. Jacobi 1844 explizit die Gleichungen der Geodétischen
auf dem dreiachsigen Ellipsoid.

Teils durch den von Riemann hergestellten Zusammenhang zwischen konstan-
ter Kriimmung und freier Beweglichkeit, teils durch das nach dem Tode von
GauB erstarkende Interesse an der nichteuklidischen Geometrie, galten viele
Untersuchungen in der zweiten Hélfte des 19. Jhs. den Fliachen konstanter ne-
gativer Kriimmung. 1839 studierte Minding systematisch die Rotationsflichen
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Abb. 7.4.3 Kuensche Fliche
[Gerd Fischer: Mathematische Modelle, Vieweg Verlag, Braunschweig / Wiesbaden 1986]

mit konstanter negativer Kriimmung und klassifizierte ihr lokales Verhalten als
elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch (Abb. 7.4.2), wobei als Profil des pa-
rabolischen Falls nur die Traktrix in Frage kommt. 1865 erkannte Dini jedoch,
dafl die Flichen mit den von Minding gefundenen Profilen keine Rotations-
flichen sein miissen, sondern dafl Flichen mit konstanter negativer Kriimmung
auch bei Schraubung dieser Profile mit beliebig wihlbarer Ganghéhe um die
jeweilige Achse entstehen. Bour hatte schon 1857 bewiesen, dafl jede Schrau-
benfldche auf eine Rotationsfliche abwickelbar ist. Die Arbeiten von Ferdinand
Joachimsthal (1846), Alfred Enneper (1868) und dessen Schiilern sowie die von
Theodor Kuen 1884 entdeckte auflergewthnlich geformte Flidche (Abb. 7.4.3)
brachten eine vorher ungeahnte Vielfalt an moglichen Flachenformen fiir den
Fall konstanter negativer Kriimmung zutage. In dem Bestreben, eine Uber-
sicht dariiber und GewiBlheit iiber die Vollstandigkeit der Aufzihlung zu er-
halten, kam es zu Entwicklungen, die spéter ihre Hauptwirkung auferhalb der
Differentialgeometrie entfalten sollten: 1860 hatte die Pariser Akademie die
Preisaufgabe gestellt, Methoden zu finden, mit denen man aus einer gegebe-
nen Fliche weitere darauf abwickelbare Flidchen erzeugen kann. Den ersten
Preis erhielt 1862 der bald darauf im Alter von 33 Jahren gestorbene Ed-
mond Bour. Die von Bour, Ribaucour, Biacklund und anderen gefundenen Me-
thoden, aus einer Fliche durch geometrische Transformation andere Flichen
mit gleichen Kriimmungseigenschaften zu erzeugen (Man beachte den ideen-
geschichtlichen Zusammenhang mit den von Newton angewendeten Metho-
den zur Aufzéhlung aller Kurven dritten Grades und die daran anschliefende
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Entwicklung!), fiihrten iiber Arbeiten von Albert Bicklund, Luigi Bianchi, So-
phus Lie und anderen letztlich zum Begriff der Beriihrungstransformation und
deren Anwendung auf die Losungstheorie von Differentialgleichungen. Hierin
steckten auch Keime der Gruppentheorie. Z.B. fand Lie 1883, dafl Bianchis
Transformationen beziiglich Lies Tranformationen gerade die (modern gespro-
chen) Konjugierten der Béicklundtransformationen sind. Den zweiten Preis der
Pariser Akademie fiir die 1860 gestellte Aufgabe erhielt Delfino Codazzi fiir
die Formulierung der Bedingungen, die zwei vorgegebene quadratische Formen
erfiillen miissen, um erste und zweite Fundamentalform einer Fliache zu sein.
Danach wies G. Mainardi darauf hin, dafl er diese Gleichungen bereits 1857 in
einer italienischen Zeitschrift verdffentlicht hatte. Spéter wurde bekannt, daf3
die Gleichungen von Mainardi-Codazzi bereits 1825 in dem oben erwéhnten,
aus dem Nachlafl publizierten Manuskript von Gaufl enthalten waren und dafl
sie K. Peterson schon 1853 in Dorpat in seiner Dissertation hatte.

Abb. 7.4.4 Fliche konstanter positiver Kriitmmung
Sie entsteht, indem man eine Kugeloberfliche langs eines Meridians aufschneidet und
die Schnittkanten ineinander schiebt. Dadurch entstehen aber an den Polen Spitzen,
d.h. Punkte ohne Tangentialebene. [Gerd Fischer: Mathematische Modelle, Vieweg-Verlag,
Braunschweig / Wiesbaden 1986]

Die ausgiebige Verwendung der Differentialrechnung begiinstigt ,,lokales Den-
ken“ in der Geometrie, und manche nicht ganz exakte Behauptung des 18. und
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frithen 19. Jhs. ist auf den Irrtum zuriickzufiihren, daf alles, was lokal moglich
ist, sich auch problemlos ,fortsetzen“ 148t. Z. B. glaubte Meusnier 1776 be-
weisen zu konnen, dafl Kugeloberflichen und deren Teile die einzigen Flichen
konstanter positiver Kriimmung sind. Erst gegen Ende des 19. Jh. wurden
andere Fliachen konstanter positiver Kriimmung gefunden, die allerdings Sin-
gularitéten aufweisen (Abb. 7.4.4). Felix Klein formulierte 1890 die spéter als
Clifford-Kleinsches Raumproblem auf beliebige Dimensionen verallgemeinerte
Frage nach denjenigen zwei- bzw. dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten kon-
stanter Kriimmung, in denen fiir eine gewisse positive Zahl r von jedem Punkt
in jeder Richtung eine Geodéatische der Lénge r abgetragen werden kann. In
derartigen Rdumen gilt also lokal die euklidische oder Lobatschewskische oder
sphérische Geometrie. Fiir den Fall der Kriimmung 0 und Dimension 2 kommt
z.B. aufler der Ebene auch jeder Zylindermantel unendlicher Linge in Fra-
ge. Erst Heinrich Liebmann bewies um 1900, dafl vollstindige Sphéren die
einzigen unbegrenzten und singularitdtenfreien Flichen konstanter positiver
Kriimmung sind, und David Hilbert konnte 1901 zeigen, daf eine Fldche kon-
stanter negativer Krimmung im dreidimensionalen Raum ohne Begrenzung
oder Singularitéiten nicht existieren kann, dafl also der Schonheitsfehler der
von Beltrami verwendeten ,,Pseudosphére®, nur ein lokales Modell der nicht-
euklidischen Geometrie zu sein, unvermeidlich ist, wenn man sie als innere
Geometrie einer Fliche im R? realisieren will.

Fiir moderne, mehr in technische Details gehende Darstellungen sei auf [Reich
1973], [Scholz 1980], [Fischer 1986, Kommentarband, Kap. 3] und den Arti-
kel Differentialgeometrie in [Dieudonné 1985] sowie auf den Kommentar von
Bohm und Reichardt im Teubner-Archiv, Bd. 1 (Gauf}, Riemann, Minkowski)
verwiesen. Er macht jedoch die umfangreichen historischen und bibliographi-
schen Angaben in den Anmerkungen von Wangerin zur ersten Auflage von
Gauf’ Flichentheorie in deutscher Ubersetzung in Ostwalds Klassikern nicht
iiberfliissig.

7.5 Nichteuklidische Geometrie

Wir kniipfen unmittelbar an 6.4 an und bemerken zu Beginn, daf§ es iiber
dieses wichtige Kapitel der Geschichte der Geometrie soviel gut zuggéingliche
und ins Detail gehende Literatur gibt (u.a. [Engel-Stéckel 1895], [Sommerville
1911], [Bolyai-Stéckel 1913], [Bonola-Liebmann 1919,1921], [Sjostedt 1968],
[Reichardt 1985], [Trudeau 1987]), daBl wir uns hier auf eine relativ straffe
Schilderung des zeitlichen und inhaltlichen Ablaufs beschrénken, dafiir einige
bisher wenig beachtete Gesichtspunkte diskutieren und die ,,Breitenwirkung®
der Ereignisse verfolgen wollen.



7.5 Nichteuklidische Geometrie 419

Mehrfache briefliche AuBerungen von GauB belegen, daff er sich bereits 1792
mit dem Parallelenproblem zu beschéftigen begann und dafl das Interesse des
gleichzeitig mit Gaufl in Gottingen studierenden jungen Ungarn Wolfgang v.
Bolyai an dieser Frage eine wesentliche Quelle fiir deren Freundschaft war, die
sich in einem langjéhrigen unregelméfigen Briefwechsel fortsetzte. Ein eigener
Beitrag von W. v. Bolyai bestand darin, dafl er die Eindeutigkeit der Parallelen
aus der Voraussetzung deduzieren konnte, dafl durch je drei nicht auf einer ge-
meinsamen Geraden liegende Punkte ein Kreis geht. 1832 erschien in Ungarn
sein in lateinischer Sprache verfafites Lehrbuch ,, Tentamen* fiir den gymnasia-
len Mathematikunterricht. In dieser Zeit war es — zum Teil als Folge der weit
verbreiteten Geometriebiicher von Legendre — nicht uniiblich, in derartigen
Lehrbiichern wenigstens in pddagogisch wohlabgewogenen Randbemerkungen
oder Fufinoten auf das Parallelenproblem einzugehen. Zum Beispiel schreibt J.
A. Grunert, damals noch Gymnasialprofessor in Brandenburg, 1834 in seinem
,Lehrbuch der ebenen Geometrie fiir die mittlern Classen hoherer Lehranstal-
ten:

,Die Mathematiker haben bekanntlich seit den Zeiten des Euklides bei der
Theorie der Parallelen Schwierigkeiten gefunden, und es kann hier nicht unsere
Absicht seyn, in ndhere Ertrterungen iiber diesen Gegenstand einzugehen, viel
weniger diese Schwierigkeiten selbst zu heben versuchen, weil dazu eine eigne
ausfiihrliche Abhandlung erforderlich seyn wiirde, die durchaus nicht in ein
Elementarbuch, wie das vorliegende, gehort.“

Er kann es aber dann doch nicht lassen, seine eigene ,, Ansicht iiber diesen
Gegenstand mit wenigen Worten® darzulegen (a.a.0. S. 51). Diese lduft, kurz
gesagt, darauf hinaus, dafl die sonstigen Axiome und Postulate Euklids sozu-
sagen lokal sind und u.a. etwas iiber die Bedingungen fiir die Kongruenz von
Dreiecken aussagen, dafl jedoch die Aussage des 5. Postulats eine ,globale®
Eigenschaft der Ebene zum Ausdruck bringt und es daher nicht zu erwarten
sei, dafl man sie entbehren (d.h. aus den iibrigen Axiomen beweisen) kénne.

Dem ,, Tentamen“ war nun als ,, Appendix“ (Anhang, ebenfalls lat.) die Schrift
von Johann v. Bolyai, dem Sohn Wolfgangs, beigefiigt. Johann war wie schon
einige vor ihm durch seine Versuche, aus der Verneinung des Parallelenpostu-
lats einen Widerspruch abzuleiten, auf Zusammenhénge gestoflen, die zwar im
Widerspruch zur naiven Anschauung standen, ihm jedoch in sich immer sinn-
voller erschienen, je weiter er sie verfolgte. Vor allem stellte er fest, daf} die so
entstehende Alternative zur euklidischen Geometrie derart von einer Konstan-
ten abhéngt, dafl die Verhéltnisse bei hinreichender Kleinheit dieser Konstan-
ten den euklidischen Verhéltnissen beliebig nahe kommen. Die Grundtendenz
seines ,, Appendix® besteht daher darin, die Geometrie zunéchst so weit wie
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moglich ohne Benutzung des Parallelenpostulats oder seiner Verneinung zu
entwickeln (Seiner Wortprigung folgend, hat man diesen Teil spéter als ab-
solute Geometrie bezeichnet.) und dann die Folgen aus der Verneinung des
Parallelenpostulats in Abhéngigkeit von dieser Konstanten so zu entwickeln,
dafl man den euklidischen Fall darin als Grenzfall einer unendlichen Schar von
Méglichkeiten findet. Er betont mehrfach, dafl von der Seite der Mathema-
tik mehr nicht erwartet werden kénne und die Feststellung der Konstanten
physikalischer Messung iiberlassen werden miisse, wobei der Fall der Euklidi-
zitdt prinzipiell nicht verifizierbar ist, weil ja die Abweichung so gering sein
kann, dafl sie sich im Rahmen der moglichen Messgenauigkeit nicht feststel-
len 148t. Neben vielen anderen Einzelergebnissen zeigte er, dafl im Fall der
Nichteuklidizitdt die Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal moglich ist.
Nach dieser Kurzbeschreibung des Inhalts des ,, Appendix® wird der vollstindi-
ge Titel seiner Schrift verstdndlich sein: , Raumlehre, unabhiingig von der (a
priori nie entschieden werdenden) Wahr- oder Falschheit des beriichtigten XI.
Euklidischen Axioms?!: fiir den Fall einer Falschheit desselben geometrische
Quadratur des Kreises.“ (Eine von ihm selbst schon 1832 angefertigte deutsche
Fassung der gesamten Schrift ist u.a. in [Bolyai-Stéckel] und [Reichardt 1985]
abgedruckt.)

Von den vorausgegangenen eindringlichen Warnungen des Vaters an seinen
Sohn, sich nicht in dieses Problem zu verbeiflen, ist schon berichtet worden.
(Weitere derartige Briefstellen findet man u.a. in [Bolyai-Stéckel] und [Reich-
ardt 1985, S. 56ff]. Dort ist auch im einzelnen belegt, dafl die Veroffentlichung
des ,,Appendix“ in der vorliegenden Form erst nach lingerem Hin und Her
zwischen Vater und Sohn zustandekam. Vater Bolyai schickte nun allerdings
das Werk seines Sohnes an seinen Jugendfreund Gauf, und es ist vollig klar,
daf} die beiden Bolyai nicht nur fest mit Zustimmung und Anerkennung rech-
neten, sondern auch und vor allem mit einem 6ffentlichen Eintreten des schon
sehr beriihmten Mannes fiir die neue Theorie. Lob und Anerkennung kamen,
allerdings in einer Form, die den ohnehin psychisch sehr labilen J. v. Bolyai
tief kranken und enttduschen mufite:

»Jetzt einiges iiber die Arbeit Deines Sohnes. Wenn ich damit anfange, ,,dass
ich solche nicht loben darf“: so wirst Du wohl einen Augenblick stutzen: aber
ich kann nicht anders; sie loben hiesse mich selbst loben: denn der ganze Inhalt
der Schrift, der Weg, den Dein Sohn eingeschlagen hat, und die Resultate,
zu denen er gefithrt ist, kommen fast durchgehends mit meinen eigenen zum
Theile schon seit 30-35 Jahren angestellten Meditationen iiberein. In der That
bin ich dadurch auf das Ausserste iiberrascht. Mein Vorsatz war, von meiner

215, Postulat
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eigenen Arbeit, von der iibrigens bis jetzt wenig zu Papier gebracht war, bei
meinen Lebzeiten gar nichts bekannt werden zu lassen. Die meisten Menschen
haben gar nicht den rechten Sinn fiir das, worauf es dabei ankommt . .. Sehr bin
ich also iiberrascht, dass diese Bemiihung [alles selbst schriftlich auszuarbeiten]
mir nun erspart werden kann und hochst erfreulich ist es mir, dass gerade
der Sohn meines alten Freundes es ist, der mir auf eine so merkwiirdige Art
zuvorgekommen ist ... ¢ (Zitiert nach [Reichardt 1985], S. 59f. Es folgen einige
Seiten inhaltlicher Verbesserungsvorschlige.)

In der Tat hat sich Gaufl zwar in Briefen an vertraute Freunde gelegentlich
iiber das Parallelenproblem geduflert, dort auch die Arbeit Johann v. Bolyais
gelobt, jedoch jegliche offentliche AuBerung dariiber unterlassen und sich auch
eine Bezugnahme auf seine brieflichen AuBerungen in geradezu briiskem Ton
verbeten. So schrieb er, nachdem er die Untersuchungen des Juristen F. K.
Schweikart und dessen Neffen F. A. Taurinus (zum Teil abgedruckt in [Engel-
Stéckel 1895]) zur Kenntnis genommen hatte, 1824 an den Letztgenannten:
, Von einem Manne, der sich mir als einen denkenden mathematischen Kopf
gezeigt hat, fiirchte ich nicht, dass er das Vorstehende [eine Kurzdarstellung
von Gauf}’ Ergebnissen und Ansichten] missverstehen werde: auf jeden Fall
aber haben Sie es nur als eine Privat-Mitteilung anzusehen, von der auf keine
Weise ein 6ffentlicher oder zur Offentlichkeit fithren kénnender Gebrauch zu
machen ist.“ (Zitiert nach [Reichardt 1985, S. 39])

Ganz unabhéngig von Lambert, GauB}, Bolyai, Schweikart und Taurinus hatte
im fernen Kasan schon 1826 N. I. Lobatschewski einen ersten 6ffentlichen Vor-
trag iiber die nichteuklidische Geometrie gehalten. In den Jahren 1829-40 folg-
ten mehrere Verdffentlichungen dazu, 1840 schlieBlich sogar in deutscher Uber-
setzung ,, Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien*. Lobat-
schewski besaf} als langjéahriger verdienstvoller Rektor der Kasaner Universitét
eine ganz andere gesellschaftliche Stellung als der frithpensionierte skandalum-
witterte Offizier J. v. Bolyai und vor allem eine andere psychische Konstituti-
on. Er lief} sich durch Miflerfolg und Nichtanerkennung nicht davon abbringen,
lebenslang fiir die von ihm als wahr erkannte Parallelentheorie einzutreten, die
sich von Bolyais Theorie hauptséchlich dadurch unterscheidet, dafl bei ihm der
Gedanke der (modern gesprochen Kriimmungs-)konstanten und der bei gering
gekriitmmtem Raum experimentell nicht wahrnehmbaren Abweichung von der
FEuklidizitat nicht eine so dominierende Rolle spielt. Natiirlich verfolgte Gauf3
auch diese Arbeiten mit hochstem Interesse und bewirkte, dal Lobatschew-
ski zum Korrespondierenden Mitglied der Gottinger Gelehrten Gesellschaft
ernannt wurde. Es trifft auch zu, dal er im Alter noch begann, Russisch zu
lernen, aber es ist eine Legende, daf er dies tat, um die russisch geschriebenen
Arbeiten Lobatschewskis lesen zu kénnen.
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Obgleich, wie bemerkt, das Parallelenproblem um diese Zeit auf unterschied-
lichem Niveau von vielerlei Leuten, sogar in Schulbiichern, diskutiert wurde,
blieben die Veroffentlichungen von Bolyai, Lobatschewski und Schweikart oh-
ne Wirkung. Dies dnderte sich erst, als nach dem Tode von Gauf}, zuerst 1856
durch eine Bemerkung seines ersten Biographen, Sartorius von Waltershausen,
massiv dann durch die Veroffentlichung des Briefwechsels Gaufl-Schumacher
(6 Biande 1860-65) Gau’ Meinung zu dieser Frage allgemein bekannt wurde.
Eine Folge war, dafi Lobatschewskis ,,Pangeometrie“ 1856 in Frankreich und
1867 in Italien und sein Hauptwerk (1840) 1866 in franzosischer Ubersetzung
erschien (mit einem ausfiihrlichen Kommentar des Ubersetzers J. Hoiiel [z.B.
in Sjostedt 1968], der infolgedessen als der Pionier der nichteuklidischen Geo-
metrie in Frankreich gelten muf}). Auch Bolyais ,, Appendix“ wurde 1868 ins
Italienische iibersetzt. Ein gutes Zeitbild vermittelt der 1867 im , Archiv der
Mathematik und Physik“ erschienene Artikel ,,Ueber den neuesten Stand der
Frage von der Theorie der Parallelen* des oben erwidhnten Grunert, inzwischen
Mathematikprofessor an der Universitit Greifswald, Griinder und Herausgeber
des ,,Archivs“, einer vor allem fiir Lehrer bestimmten, europaweit verbreiteten
Zeitschrift. Er schreibt dort u.a.:

»-.-da scheinen sich nun, um hieriiber [ndmlich iiber die Winkelsumme im
Dreieck] zur Entscheidung zu kommen, die Ansichten der neueren Geometer,
und zwar zum Theil sehr gewichtiger Stimmen [!], darin zu vereinigen, dass die
apriorische theoretische Betrachtung mit dem Obigen [den in 6.4 genannten
Sétzen von Legendre| ihre Endschaft erreicht habe, und nichts Anderes iibrig
bleibe, als die Erfahrung zu befragen. Also die Geometrie doch wenigstens in
einem Punkte eine Erfahrungswissenschaft!!“ (a.a.0. S.319)

Damit kommen wir zur entscheidenden Frage der philosophischen Deutung
aller bisher erwéhnten (und weiterer hier nicht erwiihnter) Bemiihungen. Der
hochangesehene Konigsberger Philosoph Immanuel Kant hatte mehrfach, vor
allem aber in seiner ,Kritik der reinen Vernunft“ (1781) dekretiert, die eu-
klidische Geometrie sei ebenso denknotwendig wie der Begriff der natiirlichen
Zahl, a priori, vor aller Erfahrung gegeben, sozusagen das leere Regal, in das
die Erfahrungen dann eingerdumt werden kénnen. Welche Rolle damals eine
derartige autoritidr vorgetragene Meinung spielte, kann man vielleicht besser
verstehen, wenn man sich in Erinnerung ruft, daf§ Mathematik ein Studienfach
im Rahmen der philosophischen Fakultiten war und dafl selbstversténdlich al-
le zukiinftigen Mathematiklehrer an den hoheren allgemeinbildenden Schulen
(woraus sich die Professorenschaft der Universititen und Hoheren Technischen
Bildungsanstalten rekrutierte) in ihrem Studium eine gehorige Portion Philo-
sophie zu absolvieren hatten, haufig aus Neigung der Philosophie lebenslang
verbunden blieben.
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Bei allen bisher behandelten Autoren der nichteuklidischen Geometrie (mit
Ausnahme von Lambert!) ist deutlich, daf sie die Frage nur unter dem Ge-
sichtspunkt eines moglichen Zweifels an der Euklidizitdt des physikalischen
Raumes sehen konnten. Mathematik war Naturwissenschaft, Geometrie zumal
war sozusagen Protophysik, die Lehre vom leeren aber wirklich existierenden
Raum. Schweikart nennt seine Geometrie ,, Astralgeometrie®, weil er der Mei-
nung ist, dafl ihre eventuelle Giiltigkeit sich erst in kosmischen Mafistiben
herausstellen wiirde. Die gleiche Ansicht vertritt J. v. Bolyai. Lobatschewski
spricht von ,imaginédrer Geometrie*, weil sie nur , vorgestellt* ist, solange ih-
re ,, Wahrheit“ nicht erwiesen ist. Gaufl schreibt im oben zitierten Brief an
Taurinus: ,,Alle meine Bemiihungen, einen Widerspruch, eine Inconsequenz in
dieser Nicht-Euklidischen Geometrie zu finden, sind fruchtlos gewesen, und das
Einzige, was unserem Verstande darin widersteht, ist, dass es, wire sie wahr
['], im Raum eine an sich bestimmte (obwohl uns unbekannte) Lineargrosse
geben miisste (a.a.0. S. 38). Sehr bemerkenswert ist auch eine Passage in
einem Brief von Gauf} an seinen Freund Schumacher vom 28.11.1846: . Es [d.h.
die deutsche Ausgabe von Lobatschewskis Theorie der Parallellinien] enthélt
die Grundziige derjenigen Geometrie, die statt finden miisste [!] und strenge
consequent statt finden kénnte, wenn die Euklidische nicht die wahre ist . .. Sie
wissen, dass ich schon seit 54 Jahren dieselbe Uberzeugung habe (mit einer ge-
wissen spéteren Erweiterung, deren ich hier nicht erwihnen will); ... “ (zitiert
nach [Reichardt 1985], S. 77). Abgesehen von der erneuten Bekréftigung der
nichteuklidischen Geometrie nur als mogliche Alternative fiir die Struktur des
physikalischen Raumes, scheint es sehr plausibel (und dies im Gegensatz zu
Reichardts an die zitierte Stelle angeschlossener Vermutung), dal Gaufl mit
seiner in Klammern beigefiigten Bemerkung auf seine wohl um 1827 gewonnene
Einsicht anspielte, daf§ die ebene nichteuklidische Geometrie die innere Geo-
metrie der Fldchen von konstanter negativer Kriimmung ist. Neben der immer
wieder geduBerten und sicher zutreffenden Ansicht, die meisten Mathemati-
ker wiirden ihn nicht verstehen, und es wiirden ihm nur unnétig die ,, Wespen
um die Ohren fliegen“, wie er sich einmal ausdriickte, sowie Gauf3’ bekannter
Abneigung gegen alle Turbulenzen des dufieren Lebens ist ein Grund fiir seine
lebenslange vorsichtige Zuriickhaltung eventuell gewesen, dafl ihm das rdum-
liche Analogon zu den gekriimmten Flichen fehlte. Dies wiirde die ungewdéhn-
liche Erregung erkliren, mit der Gaufl 1854 nach dem Bericht von Zeugen
auf den Habilitationsvortrag von Riemann reagierte: Riemann hatte ja mit ei-
nem Schlag zwei offene Fragen beantwortet, mit denen Gaufl womdglich lange
selbst gerungen hatte: Wie kénnte ein Raum von héherer Dimension als drei
beschaffen sein, in dem man sich einen negativ gekriimmten dreidimensionalen
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Raum eingebettet vorstellen konnte? Wie kann man die innere Geometrie der
Fléchen zu einer inneren Geometrie von Rdumen héherer Dimension verallge-
meinern? Sich einen gekriimmten Raum ohne einen hherdimensionalen Raum
vorzustellen, in dem er sich kriimmen kann, lag wohl damals ebenso jenseits
aller psychologischen Mdoglichkeiten wie die Erkenntnis, dafl der physikalische
Raum im Groflen durchaus inhomogen sein kann oder sogar sein mufl. Gauf3
spricht ja im Zitat von einem ,entweder” (euklidisch) ,,oder* (nichteuklidisch
im klassischen Lobatschewski-Bolyaischen Sinne). Die heutige umfassende Be-
deutung des Wortes Raum und des Beiwortes nichteuklidisch ist das Resultat
viel spéterer Entwicklungen.

Die ersten Modelle nichteuklidischer Geometrie

1868 publizierte der damals 33-jahrige E. Beltrami in italienischer Sprache un-
ter ausdriicklichem Bezug auf Gaufl und Lobatschewski (jedoch ohne Bolyai
zu erwahnen, vgl. das oben angegebene Jahr der Publikation des ,, Appendix“
in Ttalien) seinen berithmten und vielzitierten Artikel ,Saggio ...“ (deutsch:
Versuch einer Interpretation der nichteuklidischen Geometrie), dessen wesent-
licher Inhalt der Nachweis ist, daf3 die nichteuklidische Geometrie die innere
Geometrie der durch Rotation der Traktrix entstehenden (also einer sehr spe-
ziellen) Fldche konstanter negativer Gaufischer Kriimmung ist. Beltrami war
wohl der erste, der in diesem Zusammenhang den Ausdruck ,,Pseudosphére
gebrauchte. Beltramis Artikel machte die nichteuklidische Geometrie in den
Augen der mathematischen Offentlichkeit endgiiltig seris. Es war ja nun ei-
ne Deutung in der realen Welt erfolgt. 1868 &duflert Beltrami noch Zweifel,
ob etwas Analoges auch fiir die rdumliche nichteuklidische Geometrie moglich
sei. Nachdem er Riemanns 1868 gedruckten Habilitationvortrag zur Kenntnis
genommen hatte, dehnte er seine Untersuchung auf den rdumlichen Fall aus.
Inzwischen hatte Felix Klein 1871 ein allgemeineres Modell der nichteuklidi-
schen Geometrie in der euklidischen gefunden, das in vollig analoger Weise fiir
den ebenen wie fiir den rdumlichen Fall funktioniert. Ausgehend von der Wei-
se, wie A. Cayley 1859 die Léngen- und Winkelmessung im projektiven Raum
mittels einer imaginéren Fliche zweiter Ordnung erklédrt hatte (vgl. 7.7), zeig-
te Klein nun, dafl man auf analoge Weise Modelle fiir den nichteuklidischen
Raum im Innern einer nichtausgearteten Fliche zweiter Ordnung erhélt, wo-
bei der Schnitt mit einer beliebigen Ebene ein von einem Kegelschnitt nach
auflen begrenztes Modell der nichteuklidischen Ebene liefert. In diesem Artikel
fiihrte Klein tibrigens auch die seither eingebiirgerten Bezeichnungen hyper-
bolisch (fiir nichteuklidisch im Lobatschewski-Bolyaischen Sinne, elliptisch fiir
die lokal auf der Kugel geltende Geometrie mit Winkelsumme > 180 Grad und
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parabolisch fiir den euklidischen Fall) ein. Damit waren Bedenken beziiglich
der Moglichkeit einer dreidimensionalen hyperbolischen Geometrie, wie sie u.a.
Bolyai und Beltrami explizit geduflert, Gaul und andere vermutlich gehabt
hatten, endgiiltig aus der Welt geschafft, auflerdem der Schonheitsfehler der
Pseudosphiire, wegen der im dreidimensionalen Raum unvermeidlichen Singu-
laritéten kein globales Modell zu liefern, bereinigt. Einfluireiche Lehrbiicher,
u.a. von J. Frischauf (1876) und W. Killing (1885), der von R.Lipschitz er-
brachte Nachweis, dal die Gesetze der Mechanik bei Zugrundelegung eines
hyperbolischen Raumes erhalten bleiben sowie der mehrfache Einsatz von H.
v. Helmholtz fiir die nichteuklidische Geometrie, zum Teil mittels geschickter
populérwissenschaftlicher Vortriige (siehe z.B. den immer noch genufireich zu
lesenden Vortrag [Helmholtz 1870], befestigten deren Stellung.

Nun sind einige geschichtskritische Bemerkungen angebracht.

1) Sowohl das (ebene) Modell von Klein als auch das noch zu besprechen-
de von Poincaré sind in ihren Grundziigen elementar verstdndlich. Ver-
gleicht man damit die urspriinglichen Darlegungen von Beltrami, Klein,
Poincaré und anderen aus dem 19. Jh., so ist man verwirrt von der Fiille
komplizierter Formeln und Betrachtungen, die aus heutiger Sicht eher
nebensichlich erscheinen. Abgesehen von der bereits erwidhnten differen-
tialgeometrischen Modestromung des 19. Jhs. (Moden und Autoritéiten
spielen — leider — auch heute noch eine grofle Rolle fiir die mehr oder
weniger grofie Aufmerksambkeit, die eine mathematische Leistung erregt!)
ist eine wesentliche Ursache darin zu sehen, dafl vor der erstmals 1899
durch D. Hilbert erfolgten modernen axiomatischen Grundlegung der
euklidischen Geometrie iiberhaupt nicht klar war, welche Sitze in einem
»Modell“ (Diesen Begriff gab es auch noch nicht!) als giiltig nachgewie-
sen werden miissen. Die Axiome und Postulate Euklids bilden ja fiir eine
Axiomatik im modernen Sinn eine sehr unvollstéindige Basis. Daher kon-
zentrierten sich alle Bemiithungen darauf, in den nichteuklidischen Geo-
metrien (hier die sphérische eingeschlossen) die Analoga der Formeln der
euklidischen Trigonometrie sowie der Maflbestimmungen (Léngen, Win-
kel, Fldcheninhalte, Volumen) aufzufinden und diese dann in den auf-
gefundenen ,, Versinnlichungen“ (Ausdruck von Klein!) als giiltig nach-
zuweisen. Gegeniiber der Priifung eines als vollstdndig nachgewiesenen
Axiomensystems ist das ein ,offenes und ziemlich umsténdliches Pro-
gramm.

2) Wie mehrfach betont, konnte die nichteuklidische Geometrie vor dem
Aufkommen der mathematischen Logik mit ihren klaren Begriffen von
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formaler Sprache (oder wenigstens scharf begrenztem Begriffssystem),
Axiomensystem, Interpretion, Modell, . ..kurz gesagt, vor der Transfor-
mation der Mathematik aus einer Natur- in eine Strukturwissenschaft,
nur unter dem Aspekt ihrer moglichen Giiltigkeit im physikalischen Sinne
betrachtet werden. Auch die von Beltrami und Klein gefundenen Model-
le wurden von den Autoren selbst nicht als Modelle im heutigen Sinn
und nur sehr vage als Beweis der logischen Widerspruchsfreiheit auf-
gefafit. Vielmehr diente die Veranschaulichung oder Versinnlichung der
Kriftigung der Uberzeugung, daB eine solche, der bisherigen Anschauung
widersprechende Geometrie im physikalischen Sinne moglich ist.

Die historische Bedeutung von Beltramis Publikation im Jahre 1868 soll
nicht bestritten werden. Dennoch hétte man sein Ergebnis schon we-
sentlich frither miihelos aus den Arbeiten von Gaufl und anderen zur
inneren Geometrie der Fldchen konstanter negativer Kriimmung heraus-
lesen konnen. Andererseits findet sich die Grundidee des Modells von
Klein implizit bei Beltrami. Beltrami verfolgte allgemein (auch in an-
deren Publikationen) das Ziel, krumme Fldchen so in die Ebene abzu-
bilden, dafl die Geodétischen dabei in Geraden iibergehen. Dies machte
er auch mit der Pseudosphére. Sieht man sich seine Abbildung an, so
hat man eigentlich das ebene Modell von Klein (Abb. 7.5.1). Nachdem
Beltrami von Riemanns Habilitationsvortrag Kenntnis hatte, erweiterte
er noch im gleichen Jahr (1868, publiziert 1869) sein Modell zu einem
rdumlichen im Innern einer Kugel. Kleins Verdienst bleibt es, dieses
Modell mit der Cayleyschen Mafbestimmung in Verbindung gebracht
und so in einen allgemeineren Zusammenhang eingeordnet zu haben.
Demgegeniiber ist die Ersetzung des Kreisinneren durch das Innere ei-
nes beliebigen nichtausgearteten Kegelschnittes unter didaktischen Ge-
sichtspunkten eher stérend, wenn man nur auf den moglichst elementa-
ren Nachweis der Widerspruchsfreiheit hinaus will. Ubrigens bezog sich
Klein 1871 auf die Arbeit Beltramis von 1868, kannte aber die nach-
folgende von 1869 anscheinend noch nicht, denn er schrieb dort noch
etwas mifiverstdndlich: ,Beltrami, dem man die betreffende Versinnli-
chung der hyperbolischen Geometrie verdankt, hat nachgewiesen, dass
etwas Analoges fiir den Raum nicht mdglich ist.“ [Nachrichten von der
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften Gottingen 1871, S. 626]

Kaum ein anderer innermathematischer Fortschritt hat jemals soviel 6ffent-
liche Aufmerksamkeit erregt wie die nichteuklidische Geometrie. Das Lager
der Mathematiker blieb auch nach den Verdffentlichungen von Beltrami und
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Abb. 7.5.1 Modell von Beltrami-Klein fiir den ebenen Fall
Die ,,Welt“ besteht nur aus den Punkten im Innern des Kreises. Zwischen den Grenzparallelen
g2, 93 zu g1 gibt es unendlich viele weitere Geraden durch P, die g1 nicht treffen. Das Innere
einer Kugel liefert ein analoges Modell der rdumlichen hyperbolischen Geometrie.

Klein gespalten. Neben streitbaren Propagandisten (darunter z.B. der radikal-
liberale Brite W. K. Clifford und der auch als Schriftsteller bekannte Gothaer
Mathematikprofessor Kurd Lafiwitz) gab es ebenso militante Gegner, z.B. J.
Bertrand in Frankreich und I. C. V. Hoffmann (Griinder der Zeitschrift fiir
den math. u. naturwiss. Unterricht) in Deutschland, hiufig aus einer konser-
vativen Grundhaltung heraus (G. Frege, C. L. Dodgson alias Lewis Carroll).
Auch Philosophen fiihlten sich betroffen und in ihrem ureigensten Feld be-
droht, u.a. R. H. Lotze, und E. Diihring. Der um die Astrophysik auferor-
dentlich verdiente Leipziger Professor F. K. Zoéllner schloff aus der nunmehr
moglichen Kriimmung des dreidimensionalen Raumes auf einen umgebenden
vierdimensionalen Raum, in dem folglich vierdimensionale intelligente Wesen
leben kénnten. Seine spiritistischen Versuche, mit diesen in Kontakt zu treten,
erregten um 1880 ungeheures Aufsehen [Wirtz 1887]. Schliefllich regte Helm-
holtz’ ansprechendes Gedankenexperiment, sich in auf einer krummen Flache
lebende zweidimensionale Wesen zu versetzen [Helmholtz 1870, 1968] (siehe
Anhang), eine ganze Literaturgattung an, wovon , Flatland“ (1884) des briti-
schen Schulmannes E. A. Abbott (kein Mathematiker sondern Theologe und
Shakespeare-Forscher, siehe A.10) und ,,Bolland“ (1957) des Niederlinders D.
Burger in mehrere Sprachen iibersetzt wurden und einen bis heute andauern-
den Erfolg erzielten.

1881 fand Henri Poincaré im Zusammenhang mit Untersuchungen {iber die
Anwendung konformer Abbildungen der komplexen Zahlenebene zur Losung
gewisser Differentialgleichungen ein neues Modell der ebenen nichteuklidischen
Geometrie, ohne sich dieser geometrischen Deutung zunéchst bewuf3t zu sein.
Durch Vermittlung von Felix Klein schrieb er 1882 einen zusammenfassenden
Bericht dariiber fiir die in Deutschland erscheinenden Mathematischen Anna-
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len. Erst der Gedankenaustausch mit Klein brachte den Modellcharakter der
Poincaréschen Konstruktion allméhlich zum Bewuftsein, und nach einer 1887
erschienenen Arbeit ,,Sur les hypotheses fondamentales de la géométrie” hat
Poincaré dann in seinem 1902 erstmals erschienenen und noch im gleichen Jahr
(von F. Lindemann und dessen Frau) ins Deutsche iibersetzten wissenschafts-
philosophischen Buch ,,La science et I’hypothese* das von ihm gefundene Mo-
dell mit einer bis dahin nirgends erreichten begrifflichen Klarheit dargestellt:
a sei eine beliebige Gerade der euklidischen Ebene, H eine der beiden von ihr
begrenzten offenen Halbebenen. Punkte im nichteuklidischen Sinn sind alle
Punkte von H, Geraden im nichteuklidischen Sinn alle Halbkreise in H, deren
Mittelpunkte auf a liegen, sowie alle senkrecht auf a stehenden Halbgeraden
in a (die man als Ausartungsfille der zuvor genannten Halbkreise fiir den Fall
eines gegen unendlich gehenden Radius auffassen kann.) Da jede nichteukli-
dische Kongruenzabbildung durch Hintereinanderausfiihrung von (héchstens
3) Geradenspiegelungen erzeugt werden kann, geniigt es zu sagen, was Spiege-
lungen im hyperbolischen Sinne sind, ndmlich Inversionen an den betreffenden
Halbkreisen bzw. Halbgeraden, folglich konforme (winkeltreue) Abbildungen.
Alles 148t sich analog fiir den dreidimensionalen Fall durchfiihren, wobei ei-
ne Ebene an die Stelle von a, ein Halbraum an die Stelle von H tritt und
die nichteuklidischen Ebenen durch Halbkugeln bzw. -ebenen dargestellt wer-
den. Poincaré spricht nun bei der Darstellung dieses Modells erstmals von
»einer Art Worterbuch®, mit dessen Hilfe jede Aussage der ebenen Geometrie
(egal ob sie in der euklidischen oder in der nichteuklidischen Geometrie oder
in keiner von beiden gilt) in die entsprechende Aussage des Modells iiber-
setzt“ werden kann, und anschlieBend wird auf diesem Wege die Giiltigkeit
der Grundaussagen der hyperbolischen Geometrie gepriift. Abgesehen davon,
daf} dieser Publikation natiirlich Hilberts ,, Grundlagen“ vorangegangen waren,
bricht sich hier zum ersten Mal deutlich der formale (das Wort scheint einen
negativen Beigeschmack zu haben) oder besser syntaktische Standpunkt Bahn:
Man hat ein System von Begriffen und eine Interpretation dieser Begriffe. Ist
nun eine beliebige Interpretation der Begriffe gegeben, so kann man priifen,
ob dabei gewisse Sétze wahr werden, d.h. ob sie ein Modell fiir diese Sitze
darstellt.

Poincaré und viele nach ihm sind fasziniert von der Eigenschaft seines Mo-
dells, daf} jeder hyperbolische Winkel durch einen euklidischen Winkel gleicher
Grofe repriisentiert wird (was bei den Modellen von Beltrami und Klein nicht
zutrifft). AuBerdem sieht er die Méglichkeit, die hyperbolische Geometrie nun
unabhéngig von der Frage ihrer Giiltigkeit im physikalischen Raum anzuwen-
den, indem man umgekehrt ihre Sétze als Séitze iiber konforme Abbildungen
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Abb. 7.5.2 Modell von Poincaré
a) in einer euklidischen Halbebene, b) im Inneren eines Kreises
Modell b) entsteht durch konforme Abbildung aus a). Es unterscheidet sich dann aber trotz-
dem grundsitzlich vom Modell von Beltrami-Klein, weil die Geraden in ihm nicht durch
Sehnen sondern durch auf dem Randkreis senkrechte Kreisbogen dargestellt werden. Auch

zum Modell von Poincaré gibt es natiirlich rdumliche Analoga in einem von einer Ebene
begrenzten Halbraum bzw. im Innern einer Kugel.

interpretiert. Natiirlich kann man das ganze Modell durch konforme Abbil-
dung auf das Innere einer Kreisscheibe abbilden, aber dann ist es immer noch
vom Beltrami-Klein-Modell verschieden, denn dort bilden sich alle Geraden in
geradlinige Sehnen ab (Abb. 7.5.2). Erst viel spiter wurde eine andere Eigen-
schaft von Poincarés Modell bewuft, die es ebenfalls gegeniiber dem Modell
von Klein auszeichnet: In ihm lassen sich Konstruktionen der hyperbolischen
Geometrie, die dort mit Zirkel und Lineal auszufiihren sind, durch Konstruk-
tionen mit Zirkel und Lineal im euklidischen Sinne simulieren [Schreiber 1984,
1996a], (Aufgabe 7.5.1).

Das letzte erwdhnenswerte Ergebnis des 19. Jhs. zur hyperbolischen Geometrie
erschien allerdings auch erst 1901 im Druck. Analog zur sphérischen Geometrie
ist auch in der hyperbolischen Geometrie ein Dreieck durch seine drei Winkel
eindeutig bestimmt. Die zugehorige Konstruktionsaufgabe hatte bekanntlich
schon fiir die sphérische Geometrie auf ihre Losung warten lassen, bis Vieta
und Snellius die Polarprinzipien fanden, die diese Aufgabe auf die Aufgabe
reduzieren, ein Dreieck aus seinen drei Seiten zu konstruieren. An der analogen
Aufgabe fiir die hyperbolische Geometrie waren Lobatschewski und Bolyai
gescheitert. Nun fand H. Liebmann auch fiir die hyperbolische Geometrie eine
Art Polar- oder Dualitdtsprinzip, mit dessen Hilfe man eine Konstruktion aus
drei Winkeln auf die Konstruktion eines ,,polaren“ Dreiecks aus seinen drei
Seiten reduzieren kann. Allerdings funktioniert es direkt nur fiir rechtwinklige
Dreiecke, und das macht die Durchfiihrung im allgemeinen Fall zwar méoglich,
aber sehr kompliziert. (Welch ein Gliick, dal man es vermutlich nie ausfiihren
muB! Siehe [Liebmann 1901], [Schreiber 1984].)
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Wir haben bisher den Begriff der nichteuklidischen Geometrie auf die Bolyai-
Lobatschewskische hyperbolische Geometrie eingeschrankt. Mit deren zuneh-
mender Etablierung und parallel zur Entwicklung der inneren Differentialgeo-
metie wuchs aber auch das Bewufitsein, dafl die hyperbolische nur eine von
unendlich vielen moglichen nichteuklidischen Raumformen ist. Natiirlich trat
nun auch die sphérische Geometrie in gewisser Weise in ihr uraltes Recht einer
sinnvollen Alternative ein. Interessanter erschien den Geometern des ausge-
henden 19. Jhs. aber diejenige, seitdem als elliptisch bezeichnete Variante, die
sich daraus ergibt, wenn man nur eine Halbkugelfliche betrachtet und jeweils
ein Paar diametral gegeniiberliegender Randpunkte identifiziert. Zum einen
erhélt man so eine Geometrie, die lokal der sphérischen entspricht, mit einer
zum Fliacheninhalt proportionalen Differenz zwischen Winkelsumme und 180
Grad, jedoch haben je zwei den Geraden entsprechende Geodétische dann im-
mer nur einen Schnittpunkt. Zum anderen ist diese Geometrie isomorph zur
Geometrie des vom Mittelpunkt der Kugel getragenen Geradenbiindels.

In deutlicher Anlehnung an den Titel von Riemanns Habilitationsvortrag nach
dessen Erstveroffentlichung 1866 hatte H. Helmholtz in zwei publizierten Vor-
triigen ,, Uber die thatsichlichen Grundlagen der Geometrie® (1866) und ,Uber
die Tatsachen die der Geometrie zum Grunde liegen“ (1868) vom Standpunkt
des Physikers die Riemannschen Raumformen der Zusatzforderung der frei-
en Beweglichkeit starrer Korper unterworfen und daraus deduziert, dafl dann
nur Rédume konstanter Kriimmung in Frage kommen. Schon einfache Beispie-
le wie ein unendlich langer Zylindermantel, der ja die konstante Gaufische
Kriimmung Null hat, zeigen, dafl diese Helmholtzsche Bedingung fiir jeden
der drei Fille Kriimmung grofler, kleiner oder gleich Null global verschiede-
ne Strukturen ermoglichen kann. Diese Untersuchungen bekamen besonderen
Auftrieb, als Clifford 1873 eine endliche Fliache der konstanten Kriimmung
Null entdeckte, deren globale topologische Struktur ringartig ist (siehe z.B.
[Klein 1928], Kap. VIII u. IX). Seit 1890 sprach man vom Clifford-Kleinschen
Raumproblem, womit die Aufzéhlung aller derartigen Moglichkeiten und der
Nachweis ihrer Vollstindigkeit gemeint ist. (Gelegentlich werden dazu auch
noch die Namen von Riemann, Helmholtz und Lie genannt.) In der Tat schien
diese Frage vor dem Aufkommen der Relativitatstheorie betréchtliche kosmo-
logische Relevanz zu haben.

7.6 Vektorbegriff und n-dimensionale Geometrie

Aus heutiger Sicht ist jedes mathematische Problem, an dem n Variablen be-
teiligt sind, in einem n-dimensionalen Raum angesiedelt. Dafl Algebra haufig,
mehr oder weniger bewuft, Vorstellungen von Analogien zwischen dem Fall
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n < 3 und dem hoher,dimensionalen“ Fall begiinstigt, sieht man z.B. an den
von Diophant eingefithrten und bis zur Begriindung der modernen Algebra
durch Vieta lebendig gebliebenen Bezeichnungen fiir die hoheren Potenzen der
Unbekannten: 6 (dynamis) fiir 22, & (kubos) fiir 23, 66 fiir o4, ox fiir 2°, kK
fiir 2%, ... Besonders die Analogie zwischen der Erzeugung einer Strecke durch
geradlinige Bewegung eines Punktes, der Erzeugung eines Rechtecks durch
geradlinige Bewegung einer Strecke senkrecht zu ihr und der Erzeugung eines
Quaders durch geradlinige Bewegung eines Rechtecks senkrecht zu ihm scheint
frithzeitig die Phantasie der Mathematiker angeregt zu haben. Spuren eines
Spekulierens hieriiber finden sich sowohl in der mittelalterlichen islamischen
Mathematik als auch in Europa. Abtu -Wafa mochte sich um 970 so etwas wie
ein n-dimensionales Analogon zum Satz des Pythagoras vorstellen, um damit
die Summe von mehr als drei Quadraten durch geometrische Konstruktion in
ein Quadrat zu verwandeln. Michael Stifel driickt 1552 in seiner Bearbeitung
der ,,Cof8* von Christoph Rudolff sein Bedauern aus, dafl es in der Geometrie
nicht ,erlaubt® ist, Dinge zu betrachten, die keine ,, Gestalt“ haben wie z.B. die
Bewegung eines Punktes senkrecht zu allen drei Kanten eines Wiirfels. Solange
Geometrie als Protophysik, als Lehre vom wahren physikalischen Raum, also
als ,Naturwissenschaft“ galt, konnte eine grundséitzliche Wendung in dieser
Sache kaum erwartet werden. Das bis dahin hochstmogliche, ndmlich die Deu-
tung der Zeit als eine wahrhafte vierte Dimension, findet sich explizit erst im
Artikel ,, Dimension® von d’Alembert in der franzésischen Encyclopédie (1764).

Wir erinnern an Pliickers vierdimensionalen Raum aller Geraden des R* (1846)
und seine Ansitze, algebraische (oder geometrische?) Objekte, zu deren Cha-
rakterisierung noch mehr Koeffizienten erforderlich sind, als Elemente eines
hoherdimensionalen Raumes aufzufassen (1868). In dhnliche Richtung zielen
die etwa zur gleichen Zeit reifenden Ideen Cauchys. In einer Akademienote
iiber ,, Analytische Orter® (1847) schreibt er sinngeméfl: Wenn eine Funktion
von zwei oder drei Variablen abhéngt, kann man beziiglich kartesischer Ko-
ordinaten ihren Definitionsbereich als eine Menge von Punkten in der Ebene
bzw. im Raum betrachten. Man nehme nun an, dafl die Anzahl der Variablen
grofler als drei ist. Dann wird jedes Wertsystem fiir diese Variablen bestimmen,
was wir einen ,analytischen Punkt*“ nennen wollen und wovon diese Werte die
Koordinaten sind. Unterliegen diese Wertsysteme gewissen durch Ungleichun-
gen ausgedriickten Bedingungen, so formen diejenigen analytischen Punkte,
deren Koordinaten diesen Bedingungen geniigen, einen ,analytischen Ort“.
Dieser Ort wird begrenzt von ,analytischen Einhiillenden*, die durch Glei-
chungen beschrieben werden, welche entstehen, wenn man in den Ungleichun-
gen, die den Ort beschreiben, die Zeichen ,,<“ bzw. ,,>“ durch ,=“ ersetzt.
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Als ,analytische Gerade®“ wollen wir ein System von analytischen Punkten be-
zeichnen, deren sdmtliche Koordinaten lineare Funktionen von einer von ihnen
sind. SchlieBlich wird der ,,Abstand zweier analytischer Punkte“ die Wurzel
aus der Summe der Quadrate der Koordinatendifferenzen dieser Punkte sein.
Die Betrachtung von analytischen Punkten und Ortern bereichert die Mittel
zur Losung von vielen schwierigen Fragen, speziell solcher, die sich auf die
Theorie der Polynome beziehen. (Frei iibersetzt nach [Cauchy, Werke, 1. ser.,
vol. X, S. 292])

Am Kklarsten treten die Analogien zwischen dem anschaulich Vorstellbaren und
dem Hoherdimensionalen bei linearen Begriffen und Aufgaben zutage. Daher
ist der tatsichliche Ubergang zur n-dimensionalen Geometrie aufs engste mit
der Entwicklung der linearen Algebra und der Entstehung des Vektorbegriffs
verbunden. Das Wort Vektor tritt in der Mathematik nicht vor der Mitte
des 19. Jhs. auf, vielleicht zuerst bei W. R. Hamilton. Die Vektoren selbst
erscheinen zuerst in der Mechanik als Geschwindigkeiten und Kréfte, wobei
sowohl die Bezeichnungsweisen als auch die mit dem Kraftbegriff verbundene
physikalische Interpretation jahrhundertelang verworren bleiben. Die Additi-
on von Kriften nach der Parallelogramm-Regel kommt fiir spezielle Félle um
1600 bei Stevin und Snell vor, die von Geschwindigkeiten ab 1635 bei Ro-
berval. Eine in mathematik- wie physikhistorischen Gesamtdarstellungen des
20. Jhs. kaum noch erwiihnte (wenn auch von Bossut, Lagrange und ande-
ren frither vielleicht {ibertriebene) Rolle bei der Lehre von der Komposition
von Kréften hat Pierre Varignon gespielt. Er verwendete das Kréfteparallelo-
gramm in voller Allgemeinheit und die vollige gegenseitige Kompensation von
n Kréften, deren Vektorsumme den Nullvektor ergibt. Mit dem von ihm er-
fundenen Geriét, fiir n Krifte experimentell den Punkt zu bestimmen, an dem
sie sich im Gleichgewicht befinden, kann man auch den Fermatschen Punkt zu
n Punkten bestimmen. Eine relativ abgeschlossene Form erreichte die Statik
bei Monge (,, Traité élémentaire de statique® 1788) und vor allem bei seinem
Schiiler L. Poinsot (,,Eléments de statique® 1803, viele iiberarbeitete Auflagen
und Ubersetzungen). Daf auch Translationen sich hinsichtlich Hintereinander-
ausfithrung wie Vektoren verhalten, kommt zuerst 1832 bei dem italienischen
Mathematiker G. Bellavitis zum Ausdruck. (Diese erstaunlich spiite Erkennt-
nis hingt sicher mit der iiberhaupt schweren Geburt des Abbildungsbegriffs
in der Geometrie zusammen. Wir kommen in 7.7 darauf zuriick.)

Zu Beginn des 19. Jhs. erhielt der physikalische Vektorbegriff einen weite-
ren grofen Schub durch die Untersuchung elektrischer und magnetischer Fel-
der (u.a. Entdeckung des Elektromagnetismus durch Hans Christian Oersted
1820). Nun wurde auch der Erdmagnetismus als ein rdumliches Vektorfeld be-
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griffen, dessen Zustand an jedem Ort nicht allein durch die Richtung in der
Tangentialebene der Erde (Deklination), sondern zusétzlich durch die Inklina-
tion (Neigung gegen diese Ebene) und Intensitit zu charakterisieren ist. Um
die weltweite Erforschung und Auswertung des Erdmagnetismus haben sich
vor allem Gauf}, sein Gottinger Kollege, der Physiker Wilhelm Weber, und
der Norweger Ch. Hansteen (ein Schiiler Oersteds) verdient gemacht, und es
entstanden in diesem Zusammenhang Begriffe wie Rotation und Divergenz.
Das fiihrte jedoch dazu, daf} sich die Vektoranalysis auf der Grundlage von
koordinatenweiser Rechnung weit entwickelte, bevor es eine begrifflich klare
Vektoralgebra gab.

Vektorrechnung, komplexe Zahlen und Quaternionen

Eine seltsame Rolle bei der Entstehung der Vektorrechnung hat die geometri-
sche Interpretation der komplexen Zahlen gespielt. Als ihr erster (historisch
wirkungsloser) Begriinder gilt heute der nowegische Geoddt Caspar Wessel
(1797, publiziert 1799 in Dénisch). Er hatte nichts anderes im Sinn als einen
algebraischen Kalkiil fiir das Verkniipfen von Translationen und Drehungen,
ersteres ausgedriickt durch die koordinatenweise Addition (also der zweidimen-
sionale Spezialfall der Vektoraddition), letzteres durch die Verkniipfung der
Richtungscosinus, die vermoge der Additionstheoreme von Sinus und Cosinus
eben gerade der multiplikativen Verkniipfung von Real- und Imaginérteil einer
komplexen Zahl entspricht. Auch Wessel hatte schon einen ihm unbekannten
Vorldufer, den Danziger Lehrer Heinrich Kuehn, der in den Sitzungsberichten
der Petersburger Akademie 1751/52 eine lateinische Arbeit iiber die geometri-
sche Veranschaulichung der imaginéren Groflen veroffentlichte. Ein Amateur-
mathematiker, J. R. Argand, brachte 1806 in Paris im Selbstverlag anonym
eine weitere Arbeit zu diesem Gegenstand heraus, die zunéchst kaum bekannt
wurde. Sein Anliegen war ausdriicklich, eine geometrische Interpretation des
bis dahin obskuren Rechnens mit komplexen Zahlen zu geben, und seine Er-
gebnisse schlossen u.a. die Moivreschen Formeln und Betrachtungen zum Fun-
damentalsatz der Algebra ein. Diese Arbeit wurde nach 1813 durch Artikel in
Gergonnes ,,Annales“ und die darauf folgende Rezeption durch Cauchy und
andere bedeutende franzosische Mathematiker so bekannt, dafl sie einen be-
deutenden Einflufl erlangt hat. W. R. Hamilton hatte sie jedenfalls studiert
und lie} sich bei der Erfindung der Quaternionen (1843) davon leiten, einen zu
den komplexen Zahlen analogen algebraischen Kalkiil fiir die Transformation
rdumlicher Vektoren zu konstruieren. Eine solche Transformation besteht aus
einer skalaren Streckung bzw. Stauchung (von Hamilton als ,, Tensor* bezeich-
net) um einen Faktor a, die sich bei Hintereinanderausfithrung multiplikativ



434 7 Neue Wege der Geometrie im 19. Jahrhundert

verhélt, und der Drehung um den Koordinatenursprung in die neue Richtung,
die von drei Parametern abhéngt und sich bei Hintereinanderausfithrung wie
das duBere Produkt verhélt. Die Quaternionen bilden demnach (modern for-
muliert) einen vierdimensionalen Vektorraum, dessen Elemente aus einem ein-
dimensionalen , skalaren Anteil“ a-e und einem dreidimensionalen ,, vektoriellen
Anteil“ b-i+c-j+d-k mit den Einheiten e, i, j, k bestehen. Dabei erfolgt die
Addition komponentenweise und die Multiplikation nach den Regeln

ee =e,ei =1ie =14,e] = je = j,ek =ke =k,iit = jj = kk = —e,
jk=—kj=1i,ki=—ik=j,ij = —ji = k.

Multipliziert man die Vektorteile zweier Quaternionen nach diesen Regeln,
so erhélt man eine Quaternion, deren Skalarteil bis auf das Vorzeichen dem
inneren Produkt dieser Vektoren und deren Vektorteil ihrem Vektorprodukt
entspricht. Eine ausfiihrliche Darstellung von Hamiltons eigenen Uberlegungen
findet man z. B. in [Coolidge 1940, 2571f]. Dafl er damit den ersten und zu-
gleich abschlielenden Erweiterungskorper der komplexen Zahlen um den Preis
nicht mehr kommutativer Multiplikation gefunden hatte, wurde erst viel spéter
klar. Wéahrend die Quaternionen aus heutiger Sicht eine begrenzte Bedeutung
fiir die Algebra behalten haben, haben sie sich als ein ausgesprochener Um-
weg zur eigentlichen Vektorrechnung erwiesen, zumal sie sich nicht auf hohere
Dimensionen verallgemeinern lassen. Hamilton war jedoch um 1850 bereits
ein sehr berithmter und einflufireicher Mathematiker, so dafl sich eine starke
Anhéngerschaft auch fiir seinen Quaternionenkalkiil bildete.

Graflmanns Ausdehnungslehre

Inzwischen hatte der Gymnasialprofessor H. G. Gramann in Stettin (heute
Szczecin in Polen) 1844 seine ,Lineale Ausdehnungslehre® versffentlicht, die
damals zunéchst fast vollig unbeachtet blieb, da sie einerseits in einem fiir
die Zeitgenossen ungewohnten, recht ,philosophischen*, formelfreien Stil ge-
schrieben war, andererseits der Vorstellungswelt der Mathematiker dieser Zeit
wohl allzuweit vorauseilte. Heute wird GraBmann weltweit als einer der be-
deutendsten Mathematiker des 19. Jhs. angesehen, der nicht nur der wirkliche
Begriinder der Geometrie des n-dimensionalen Raumes ist, sondern in diesem
Zusammenhang auch der Algebra Impulse gegeben hat, die erst im 20. Jh.
ihre volle Kraft entfalten konnten (und der aufierdem auch auf verschiedenen
Gebieten der Physik, der Sprachwissenschaft und der Volkskunde Bleiben-
des geleistet hat, wofiir er wihrend seines Lebens viel mehr Anerkennung er-
hielt als fiir sein mathematisches Werk, vgl. [Gramann Werke], [Crowe 1967],
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[Zaddach 1994], [Schubring 1996]). Der Versuch zu erklidren, wie Grafmann
anscheinend ohne Vorginger oder Vorgeschichte zu seiner ,, Ausdehnungsleh-
re“ kam, fithrt nur zuriick bis zu seiner Priifungsarbeit von 1839 iiber die
, Theorie der Ebbe und Flut“, in der er reichlich Gebrauch vom zeitgendssi-
schen Stand der physikalischen Vektoranalysis machte, und zu seinem Vater
Justus G., ebenfalls Mathematiklehrer in Stettin, der eine Rolle in der Ent-
wicklung der Kristallographie gespielt hat. Grafmann d. A. hatte schon 1824
in einem Lehrbuch geduflert, man solle Parallelogramme bzw. Parallelepipe-
de in einem spezifischen Sinn als geometrische Produktbildungen auffassen.
Als er sich, beeinfluit von der damals in Deutschland herrschenden dyna-
mistischen Naturphilosophie, der Kristallographie zuwandte, ging er von der
Hypothese formender Krifte aus und beschrieb daher Richtung und Inhalt der
begrenzenden Fliachen durch Lénge und Richtung ihrer (modern gesprochen)
Normalenvektoren. (Zu Details siche [Scholz 1989,48ff.].)

Grafimann d. J. geht 1844 sogleich vom Begriff der extensiven Grofle beliebiger
(endlicher) Stufe aus, was im einstufigen Fall einem Vektor im n-dimensionalen
Raum (bei Gramann: Gebiet n-ter Stufe) entspricht. Wir verwenden im fol-
genden der Verstandlichkeit und Kiirze halber den Ausdruck Vektor fiir Grafl-
manns ,extensive Groffe“. GraBmann selbst hat jedoch das Wort Vektor nie
benutzt, und das Motiv seiner Ablehnung mag gewesen sein, dal Vektoren von
der Physik her als Objekte im Raum beschrieben waren, die durch Richtung
und Lénge gekennzeichnet sind, wiahrend GraBmann von Anfang an den be-
liebigdimensionalen Fall, vor allem aber eine ausgesprochen affine Auffassung
im Auge hatte, bei der die Begriffe Linge und Richtung zunéchst gar keinen
Sinn haben. n-Dimensionalitit des Raumes wird durch die Existenz einer Basis
(bei Grafmann: ,System von Einheiten®) aus n Vektoren angezeigt, die also
einerseits linear unabhéngig sind, andererseits durch Linearkombination jeden
Vektor erzeugen. Der zentrale Grundgedanke besteht nun darin, durch eine
yauBere“ Produktbildung aus Vektoren sukzessive hoherdimensionale extensi-
ve Groflen zu bilden (im einfachsten Fall das von zwei Vektoren aufgespannte
Parallelogrammm (,,Bivektor“) bzw. das von drei Vektoren aufgespannte Par-
allelflach), die obendrein vorzeichenbehaftet sind, so daf} sein &ufieres Produkt
nicht nur linear sondern auch alternierend ist. Im Gegensatz zu Hamiltons von
den Physikern gern iibernommenem Vektor- oder Kreuzprodukt, bei dem die
Lage einer Fliache durch die Richtung eines dazu senkrechten Vektors und ihre
Grofle durch die Lange dieses Vektors représentiert wird, bleibt Grafimanns
»,Bivektor® ein zweidimensionales Gebilde und ist obendrein Element eines
anderen, neuen Vektorraumes der Dimension (}).
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Nach 1870, als sich auch eine Partei von , GraSmannianern* gebildet hatte,
wurden die Hamiltonianer zeitweise als ,,Monovektorianer®, die Gramannia-
ner als , Bivektorianer® bezeichnet. Dieser Streit spielte sich aber hauptséchlich
unter den Physikern ab, die die Vektoranalysis lange vor der Algebra in Ge-
brauch genommen hatten. Die Aneignung der Ideen von Hamilton, Cayley
und Grafimann in der Physik erfolgte hauptséchlich durch J. W. Gibbs in den
USA (1881) und O. Heaviside in England. Das erste derartige Lehrbuch in
Deutschland war die ,,Einfithrung in die Maxwellsche Theorie“ von A. Foppl
1894. Das wird hier nicht weiter verfolgt. (Siehe den Beitrag von K. Reich in
[Schubring 1996].)

Grafimanns ,,Ausdehnungslehre“ von 1844 enthélt in einer freilich damals sehr
schwer lesbaren Sprache fast alle grundlegenden Begriffe und Sétze der affinen
Vektorrechnung wie lineare Abhéngigkeit und Unabhéngigkeit, Austauschsatz,
Invarianz der Dimension, die Dimensionsformel fiir den von zwei Unterrdum-
en gemeinsam erzeugten Unterraum usw. Die Reaktion hierauf war fiir ihn
enttduschend: sie blieb aus. M6bius, der noch am ehesten in der Lage gewe-
sen wire, sich in Grafimanns Gedankenwelt hinein zu versetzen, lehnte eine
Rezension der ,, Ausdehnungslehre* ab. Auf Anraten von Freunden publizier-
te GraBmann 1862 eine vollig umgearbeitete, viel mathematischere Version
seiner Theorie. Erst nachdem diese langsam Fufl gefaBt hatte, erschien 1877
eine Neuauflage der Fassung von 1844, von der der grofite Teil 1864 wegen
Nichtabsetzbarkeit makuliert worden war.

Wiéhrend Gramann 1844 nur in der Einleitung fliichtig erwéhnt, dal er ne-
ben dem dufleren auch ein anderes Produkt mit interessanten algebraischen
Eigenschaften entdeckt habe (das wir heute als ,inneres“ oder ,,Skalarpro-
dukt“ bezeichnen), wendet er diesem in einer 1847 veroffentlichten Preisschrift
mit dem Titel ,,Geometrische Analyse gekniipft an die von Leibniz erfunde-
ne Charakteristik“ mehr Aufmerksamkeit zu. Diese bei der Jablonowskischen
Gesellschaft zu Leipzig eingereichte Schrift wurde vom Leipziger Professor
Mbobius begutachtet [Mobius Werke, Bd. I, 615-33], der nun schrieb: ,,Das Stu-
dium der voranstehenden Abhandlung des Herrn Grafmann und besonders
des letzteren Theils derselben diirfte, ungeachtet des nicht zu verkennenden
Strebens ihres Verfassers nach Klarheit, dennoch mit einigen Schwierigkei-
ten verkniipft sein, welche daraus hervorgehen, dass der Verfasser seine neue
geometrische Analysis auf eine Weise zu begriinden sucht, welche dem bisher
bei mathematischen Betrachtungen gewohnten Gange ziemlich fern liegt. .. Da
gleichwohl diese neue Analysis wegen der Einfachheit, mit welcher sich geo-
metrische Untersuchungen durch sie fithren lassen, alle Aufmerksamkeit zu
verdienen scheint, so habe ich es im Folgenden versucht, sie auf eine dem
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Geiste der Geometrie entsprechendere und damit, wie ich hoffe, leichter fassli-
che Weise zu begriinden und zu zeigen, wie jene Scheingréflen als abgekiirzte
Ausdriicke wirklicher Grossen angesehen werden kénnen.“

Die ,,Ausdehnungslehre® von 1862 unterscheidet sich von der von 1844 mar-
kant u.a. durch die Einbeziehung metrischer Begriffe. Dort erscheint das innere
Produkt von Vektoren als Spezialfall eines viel allgemeineren, nimlich auf ex-
tensive Grofien beliebiger Stufe (Multivektoren) anwendbaren Produktes, wel-
ches dadurch eingefiihrt wird, daf} eine (modern gesprochen) orthonormierte
Basis des Gesamtraumes vorausgesetzt wird. Sind A, B solche Multivektoren,
so definiert GraBmann z.B. ihr Senkrechtstehen aufeinander durch Verschwin-
den dieses Produktes [A/B] trotz A # 0, B # 0, den numerischen Wert eines
Multivektors A durch \/ [A/A]? und den Cosinus des Winkels zwischen A und
B, indem er ihr Produkt [A/B] durch das Produkt ihrer numerischen Werte
dividiert. Daf} Letzteres einen Sinn ergibt — damit eine Zahl ein Cosinuswert
sein kann, darf ihr Betrag nicht grofer als Eins sein — ist der Ungleichung
von Cauchy-Bunjakowski-Schwarz zu verdanken. Die Geschichte dieser Un-
gleichung wollen wir jetzt skizzieren, weil sie exemplarisch zeigt, in welcher
Weise sich fundamentale Begriffe und Denkweisen der modernen Mathematik
oft aus konkreten, aber zufilligen Anlissen und iiber viele Umwege ergeben,
aber auch, wie sich an bestimmten Punkten der Entwicklung Geometrie in
Algebra oder Analysis und umgekehrt verwandelt und dafl heute derartige
Zuordnungen oft sinnlos geworden sind.

Lagrange, bei dem iiberhaupt viel implizite n-dimensionale Geometrie in al-
gebraischer Einkleidung zu finden ist, schreibt 1773 die (durch vollstindige
Induktion leicht zu beweisende) Identitét (von uns modern notiert)

n 2 n n
<Z aibi> + Z(aibj — ajbi)g = (Z a?) (Z b?) (7.6.1)
i=1 i<j i=1 i=1
[Oeuvres, tome 3, 662f].
Cauchy fiigt seiner ,, Analyse algébrique” 1821 einen Anhang (Note II) bei, in
dem er wohl erstmals systematisch und ohne Bezug auf bestimmte Anwendun-
gen den Umgang mit Ungleichungen behandelt. (Wir erwdhnten schon, daf er
spiter Ungleichungen u.a. nutzt, um die heute als semialgebraisch bezeich-
neten n-dimensionalen Teilmengen des n-dimensionalen euklidischen Raumes,
also Flichen im R?, Korper im R?, ..., zu beschreiben.) Dort findet sich als
Theorem XVI die ,,Cauchy’sche Ungleichung“ in der Form

iaibi < iaf . ibf (762)
i=1 =1 =1
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mit dem Zusatz: falls die Verhiltnisse a;/b; nicht alle gleich sind (andernfalls
tritt wegen (7.6.1) die Gleichheit ein) als Folgerung aus (7.6.1). (Lagrange
wird aber keineswegs als Quelle von (7.6.1) zitiert.) Cauchys Ungleichung tritt
also, kurios genug, ohne jeden Bezug zur Geometrie und lediglich durch Un-
terdriickung der in (7.6.1) noch enthaltenen Information iiber die Differenz
zwischen beiden Seiten von (7.6.2) ins Leben. 1829 kam Cauchy nochmals auf
einen Spezialfall dieser Ungleichung zuriick, und diesmal roch es ein wenig
nach Geometrie, weil er sie fiir den Fall n = 2 auf die komplexe Zahlenebe-
ne anwendete, um zu zeigen, daf§ dort die Dreiecksungleichung gilt [Cauchy,
Oeuvres, ser. II, tome IV, 573-609]. 1859 wendete der Petersburger Mathema-
tikprofessor V. J. Bunjakowski, der in Paris ein Schiiler von Cauchy gewesen
war, die Ungleichung (7.6.2) auf #quidistante Funktionswerte an, um auf eine
noch sehr intuitive Weise die analoge Ungleichung fiir den Fall zu begriinden,
dafl (modern gesprochen) die Vektoren reelle Funktionen f, g sind und das in-
nere Produkt als Integral von fg gebildet wird. Die entsprechende analytische
Ungleichung formulierte H. A. Schwarz 1875 fiir einen von ihm bendtigten
Spezialfall in seiner berithmten Arbeit iiber Minimalflichen, wahrscheinlich
ohne von Bunjakowski zu wissen. Als F. Engel 1894/96 die beiden ,, Ausdeh-
nungslehren® in den von ihm herausgegebenen Werken Grafimanns kommen-
tierte, bemerkte er in einer Fuinote zu der oben erwidhnten Grafmannschen
Definition des Winkels zwischen zwei Multivektoren: , Es ist leicht zu zeigen,
dafl der Werth des Ausdruckes fiir cos JAB zwischen den Grénzen -1 und +1
liegt ...“ Sein folgender Beweis beruht auf der Einfithrung einer Vektorbasis
und der Anwendung von Cauchys Ungleichung (7.6.2) auf die Koordinaten-
vektoren. Wieviel eleganter man die Ungleichung koordinatenfrei fiir beliebige
(auch unendlichdimensionale) Vektorrdume aus der axiomatischen Charakte-
risierung des inneren Produktes (als bilinear, symmetrisch und positiv definit)
bekommen kann, um sie dann umgekehrt auf den Fall anzuwenden, dafl der
Vektorraum ein Raum von reellen n-tupeln ist, das findet man erstmals 1918
in dem Buch ,Raum, Zeit, Materie“ von Hermann Weyl.

Kehren wir zuriick zu Grafmann. Seine bahnbrechenden Ideen wurden wie
gesagt duflerst langsam zur Kenntnis genommen. Hamilton selbst gehort zu
den ersten, die sich iiberhaupt dazu duflern. 1853 schreibt er: It is proper to
state here that a species of non-commutative multiplication for inclined lines
occurs in a very original and remarkable work by Prof. H. Grassmann which I
did not meet with till after years had elapsed from the invention and commu-
nication of the quaternions . .. Not withstanding these and perhaps some other
coincidences of view, Prof. Grassmann’s system and mine appear to be per-
fectly distinct and independent of each other, in their conceptions, methods,
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and results ...“ (zitiert nach [Zaddach 1994, S. 15]. Der interessierte Leser
findet dort viel mehr Details iiber Graimann, Hamilton und die Geschichte
ihrer Entdeckungen.) In Deutschland war es zuerst Hermann Hankel, der sich
fiir Grafimanns Arbeiten interessierte und sie bekannter machte. Die grofite
Wirkung aber erzielte vermutlich Giuseppe Peano mit seinem 1888 erschiene-
nen Buch ,,Calcolo geometrico secondo (d.h. hier folgend, nach dem Vorbild)
I’ Ausdehnungslehre di H. Grassmann®. Uber Peanos wichtige Rolle bei der
grundlegenden Modernisierung des Verstandnisses von Mathematik wird noch
zu sprechen sein. Hier sei nur gesagt, dal Peanos Version im Prinzip von dem
axiomatisch gefaBlten Begriff des Vektorraumes ausgeht, wie wir ihn heute ken-
nen.

Weitere Quellen n-dimensionaler Geometrie

Wir sind in einen Bereich gelangt, in dem es immer schwerer wird, Geome-
trie von Algebra und speziell von linearer Algebra zu trennen. Da sind zum
Beispiel die Determinanten. Sie kommen implizit zuerst bei Leibniz (1693)
vor, dann bei G. Cramer (1750), aber zundchst nur als Formelausdriicke in
der Losung von linearen Gleichungssystemen. Die Bezeichnung Determinante
fithrt Gauf} in den , Disquisitiones arithmeticae“ (1801) ein. Dafi daraus auch
ein Stiickchen Geometrie wird, ist wohl Cauchy zu danken, der sich seit 1815
mit den Determinanten beschéftigte (wobei er die folgenreiche Schreibweise
als quadratisches Schema einfiihrte) und den Charakter der Determinanten
als multilineare und alternierende Funktionen ihrer Zeilen bzw. Spalten er-
kannte. Damit stand das algebraische Werkzeug schon bereit, die Bedeutung
der Determinante als orientiertes Volumen des von n Vektoren aufgespannten
n-dimensionalen Parallelkérpers zu erkennen, sobald nur dieser Korper selbst
als Begriff existierte, oder auch den Zusammenhang zwischen der Determi-
nante und dem Spatprodukt von Vektoren im Fall n=3 zu sehen. Die weitere
Ausgestaltung der linearen Algebra erfolgte vor allem durch die beiden eng zu-
sammenwirkenden britischen Mathematiker A. Cayley und J. J. Sylvester. Wie
schwer es damals den Beteiligten fiel, Algebra von Geometrie zu unterschei-
den (Das trifft noch immer auf viele Mathematiker zu!) sieht man z.B. daran,
daBl eine Arbeit Cayleys aus dem Jahre 1843 mit dem vielversprechenden Ti-
tel ,,Analytic Geometry in n Dimensions“ eigentlich nichts anderes enthélt als
eine freilich fiir damalige Verhéltnisse sensationell moderne Auflésungstheorie
der linearen Gleichungssysteme fiir den allgemeinen Fall (in dem nicht not-
wendig Rang gleich Anzahl der Variablen gleich Anzahl der Gleichungen ist).
Whére es nicht so, so miifite man Cayley statt Grafimann als den Vater der
n-dimensionalen Geometrie bezeichnen.
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Im Zusammenhang mit der Losung eines Problems der Wahrscheinlichkeits-
rechnung bestimmte W. K. Clifford 1866 durch vollstdndige Induktion iiber
die Dimension das Volumen eines n-dimensionalen Simplex und einer n-dimen-
sionalen Kugel. Nachdem er einleitend den zwei- und dreidimensionalen Fall
seiner Aufgabe erledigt hat, schreibt er ohne weitere Vorrede: ,Betrachte nun
den analogen Fall in der n-dimensionalen Geometrie. An Stelle der umschlos-
senen Fliche bzw. dem Raumteil haben wir dort etwas, was ich confine [das
Eingeschlossene] nennen werde. Einem Dreieck bzw. Tetraeder entspricht da-
bei ein confine mit n + 1 Ecken, das ich prime confine nennen werde, weil es
das einfachste seiner Art ist.“ Ein weiteres Stiick wirkliche Geometrie des R"
(das sich auf keine Weise als lineare Algebra deuten léfit), hat der Schweizer
Ludwig Schlafli vollbracht. Sein Werk, das angeblich wegen des grofien Umfan-
ges (vermutlich aber, weil die zustédndigen Herausgeber mit dem Inhalt nichts
anfangen konnten) zu seinen Lebzeiten nur in Ausziigen verdffentlicht wer-
den konnte und erst 1901, 6 Jahre nach seinem Tode, vollstdndig publiziert
wurde, tragt wie so viele fundamentale Leistungen des 19. Jhs. einen Titel,
der dem heutigen Leser, wahrscheinlich auch dem damaligen, nichts iiber den
Inhalt sagt: ,,Theorie der vielfachen Kontinuitét“. Was Schlafli dort bietet,
ist u.a. die Ausdehnung der Begriffe Polyeder, Ecke, Kante, Seitenfliche, ...,
Konvexitéit, Regularitit usw. auf den n-dimensionalen Fall. Er fithrt dort die
bis heute zur Kennzeichnung von regulidren Polytopen verwendeten Schléfli-
Symbole ein, und seine Untersuchung gipfelt in dem Nachweis, daB es im R*
genau sechs reguliire Polytope gibt (Abb. 7.6.1), dal aber in allen héheren
Dimensionen nur noch jeweils drei solche Polytope existieren, ndmlich das
selbstduale n-dimensionale Simplex (in Verallgemeinerung des Tetraeders), der
n-dimensionale Kubus und der dazu duale Korper. Die analoge Untersuchung
fithrte er fiir regulére Zerlegungen der Oberfliche der n-dimensionalen Sphére
durch, ferner gab er Inhaltsformeln fiir solche Gebilde und die Klassifikation
der Bewegungen im R" an. In diesem Zusammenhang mufl auch Victor Schle-
gel, Professor an der Hoheren Maschinenbauschule in Hagen, genannt werden,
der seit 1883 in Vortragen und Publikationen die hoherdimensionalen, insbe-
sondere regelméfigen, Polytope und die Moglichkeiten der Pflasterung des R"
mit ihnen behandelte. Sein Name ist heute selbst in der Spezialliteratur tiber
Polyeder fast vergessen. Nur die ,,Schlegeldiagramme“, spezielle Projektionen
von Polytopen auf die euklidische Ebene, erinnern noch an ihn.

Ein anderer Pionier wahrhafter n-dimensionaler Geometrie war E. Betti in Ita-
lien, der — mit Riemann freundschaftlich verbunden und von dessen Arbeiten
angeregt — 1871 den durch Riemanns frithen Tod unvollendeten Versuch fort-
setzte, die (modern formuliert) topologische Aquivalenz von k-dimensionalen
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Abb. 7.6.1 4-dim. reguldres Simplex, 4-dim. Wiirfel und der dazu duale,
von 16 Tetraedern begrenzte 4-dim. Korper

Mannigfaltigkeiten im n-dimensionalen Raum zu untersuchen. Die Folgen fiir
die sich entwickelnde Topologie werden wir in 7.8 sehen.

7.7 Transformationsgruppen

Geometrische Abbildungen wurden lange Zeit nur implizit und in Anwen-
dungsdisziplinen wie Optik, Perspektive, Kartographie oder Mechanik be-
trachtet. Dabei bieten die drei erstgenannten Bereiche relativ wenig Anlaf,
iiber die Hintereinanderausfithrung oder die Umkehrung von Abbildungen
nachzudenken. Auflerdem ist der Bildbereich dort fast immer vom Urbildbe-
reich verschieden. Anders der Begriff der Bewegung oder starren Abbildung in
der Mechanik. Dort wiederum spielten aber die Spiegelungen keine Rolle, weil
sie im Raum nicht an materiellen Korpern realisierbar sind. So ist versténd-
lich, daB8 die ersten implizit gruppentheoretischen Uberlegungen den Bereich
der heute als eigentlich (d.h. orientierungserhaltend) bezeichneten Bewegun-
gen (oder Kongruenzabbildungen) des euklidischen Raumes auf sich betra-
fen, und die erste erwihnenswerte Erkenntnis war vielleicht, dafl eine solche
Abbildung immer eine Schraubung, d.h. als Hintereinanderausfithrung einer
Drehung um eine Gerade und einer Translation in Richtung dieser Geraden
darstellbar ist, wobei einer dieser Anteile entfallen kann, so dafl Translationen
und Drehungen als Spezialfille enthalten sind. (Aber natiirlich war es noch
weit bis zur Anerkennung der identischen Abbildung als Abbildung!) Explizit
steht auch dies erst 1830 in einer Abhandlung von Chasles iiber die Bewegung
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starrer Korper, weiter ausgearbeitet wurde die Klassifikation und Hintereinan-
derausfithrung raumlicher Bewegungen von O.Rodrigues 1840 und L. Poinsot
1851. Ein Versuch, die Verkettung von Bewegungen spiegelungsfrei synthetisch
zu begriinden, stammt von Mobius 1838 und war auch von ihm als Beitrag zur
Mechanik gemeint. Zugleich mufl man feststellen, dafl die zu dieser Zeit domi-
nierende analytische Behandlung derartiger Fragen mit traditionellen Koordi-
natensystemen im Vergleich mit anderen Kalkiilen, besonders aber der heute
iiblichen Darstellung von Bewegungen als Produkt von Spiegelungen, die ein-
fachen geometrischen Sachverhalte damals als ziemlich kompliziert erscheinen
lie. Eine alternative analytische Behandlung kniipfte an Hamiltons Quater-
nionen an: Clifford beschrieb 1873 die allgemeinste raumliche Bewegung eines
starren Korpers mittels der von ihm zu diesem Zweck erfundenen Biquater-
nionen, dhnlich verfuhr E. Study 1903 in seiner ,,Geometrie der Dynamen*.
Immerhin war der Begriff der starren Abbildung samt den zugehorigen im-
plizit gruppentheoretischen Betrachtungen 1866 so weit verfestigt, dafi H. v.
Helmholtz ihn benutzen konnte, um die (aus damaliger Sicht) als physikalisch
mogliche Raumformen in Frage kommenden Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten der Zusatzforderung der freien Beweglichkeit starrer Korper zu unterwerfen
(vgl. den Schlufl von 7.5).

Eine ganz andere Quelle fiir den spéteren Triumph des Begriffs der Trans-
formationsgruppe in der gesamten Geometrie ist Carnots unscharfer Begriff
der (stetigen) Deformation einer Figur in eine ,verwandte“, der von Pon-
celet mittels Hintereinanderausfithrung von Zentralprojektionen zum Begriff
der projektiven Abbildung prizisiert wurde (vgl. 7.2). Der eigentliche Vater
des abbildungs- und gruppentheoretischen Denkens in der Geometrie ist aber
Mébius. Schon sein ,,barycentrischer Calcul“ 1827 ist vom Gedanken der geo-
metrischen Verwandtschaft in seiner allgemeinen Form geprigt. Der zweite
Teil dieses Buches tridgt den Titel ,Von den Verwandtschaften der Figuren
und den daraus entspringenden Classen geometrischer Aufgaben“. Auf 150
Druckseiten werden die projektiven Abbildungen, die daraus durch Fixierung
einer uneigentlichen Geraden entstehenden Affinitéiten, die dquiformen Trans-
formationen, die Ahnlichkeiten als Spezialfille von affinen Abbildungen und
die ,,Gleichheit“ als Spezialfall der Ahnlichkeit dargestellt. Fiir jede dieser
Abbildungsarten wird der Grad der Freiheit ermittelt, den man bei der Be-
stimmung einer solchen Abbildung hat, und Begriffe werden danach klassi-
fiziert, bei welchen der genannten Abbildungsarten sie ihren Sinn behalten.
(Ein Anhang zu [v.Staudt 1847] enthélt &hnliche, aber viel kiirzer gefafite
Uberlegungen, ohne jeglichen Verweis auf Mébius oder andere Vorliufer.) In
spéteren Arbeiten kam Mobius immer wieder auf dieses Prinzip zuriick, so



7.7 Transformationsgruppen 443

1834 beim Studium von nicht notwendig linearen, aber Flicheninhaltsverhalt-
nisse bewahrenden Abbildungen, 1846 bei der Behandlung der Bewegungen
der Kugelfliche in sich und 1852 bei deren stereographischer Abbildung auf
die Ebene, wo die ihnen entsprechenden kreisverwandten Abbildungen durch
Hintereinanderausfithrung von Spiegelungen am Kreis erzeugt werden (1853,
1855) — deshalb hat man die Geometrie der zugehorigen Abbildungsgruppe
spéter als Mobiussche bezeichnet —, vor allem aber 1863 in seiner ,, Theorie der
elementaren Verwandtschaft®, in der er diejenigen Abbildungen zu beschreiben
versuchte, die man heute topologisch nennt (siche hierzu 7.8).

A. Cayley begriindete im Gedankenaustausch mit J. J. Sylvester ab 1845 den
Matrizenkalkiil, der es bekanntlich gestattet, im Rahmen der Linearitat alle
Beziehungen zwischen den unterschiedlichen Abbildungsarten, ihre gruppen-
theoretischen Eigenschaften und ihre Invarianten rein algebraisch zu behan-
deln und dies obendrein problemlos auf n-dimensionale Rdume zu verallgemei-
nern. Der folgende methodologische Grundgedanke spielt freilich dabei noch
keine Rolle: Auch geometrische Abbildungen sind Objekte der Geometrie. Ei-
ne Matrix ist das Koordinatengebilde eines solchen Objektes beziiglich eines
zumindest projektiven Koordinatensystems. Der Vorteil homogener oder inho-
mogener, jedenfalls aber linearer Koordinatensysteme (gegeniiber z.B. Polar-
koordinaten) besteht u.a. darin, dafl Hintereinanderausfiihrung und Umkeh-
rung von linearen Abbildungen sowie die Bestimmung spezieller Eigenschaften
und Invarianten sich hierbei in algebraisch gut handhabbare Prozeduren trans-
formieren. Zugleich bewirkte der hierin begriindete Siegeszug der linearen Al-
gebra und der mit ihr eng verbundenen algebraischen Invariantentheorie, dafl
bestimmte Teile der Geometrie, insbesondere die in 7.8 und 7.9 zu besprechen-
den, an den Rand des Geschehens gedréngt wurden.

Einer der folgenreichsten Erfolge des Cayley-Sylvesterschen Beitrages zur Ko-
ordinatenmethode war 1859 Cayleys Entdeckung, daf eine euklidische Metrik
in einem projektiven Raum erhalten werden kann, indem man die Invarianz ei-
nes ausgezeichneten imaginiren Gebildes zweiten Grades (also in der Ebene: ei-
nes Kegelschnittes) verlangt. Dieses in Cayleys ,,Sixth Memoir upon Quantics®
enthaltene Resultat hatte jedoch eine Vorgeschichte: Ausgehend von einer Idee
von Poncelet hatte E. Laguerre 1853 gezeigt, dal das Senkrechtstehen zweier
Geraden aufeinander dadurch erklidrt werden kann, daf diese ein ausgezeichne-
tes Paar von Geraden desselben Biischels harmonisch trennen. Dabei ist dieses
andere, fiir jedes Biischel feste Paar dadurch bestimmt, dafl seine beiden Ge-
raden durch die beiden besonderen imaginidren Punkte der unendlich fernen
Geraden gehen, die im Komplexen jeder Kreis mit dieser Geraden gemeinsam
hat. Es ist kein Wunder, dafl derartige Entdeckungen die Neigung geférdert
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haben, der analytischen, weitgehend algebraisierten Geometrie komplexe statt
reelle Koordinatenwerte zugrunde zu legen.

Indem er das komplexe durch ein reelles Gebilde zweiten Grades ersetzte,
gewann F. Klein 1871 in Analogie zu Cayleys Vorgehen die Metrik der hy-
perbolischen Geometrie im Innern dieses Gebildes. Damit hatte er einerseits
das schon von Beltrami gefundene ebene Modell auf eine neue und in jeder
Dimension brauchbare Weise begriindet, andererseits gezeigt, dal euklidische
und nichteuklidische Geometrie zwei engstens verwandte Theorien sind, die
sich aus der Sicht der allgemeinen Cayley-Sylvesterschen Invariantentheorie
beide ergeben, indem man die projektiven Abbildungen einer gewissen einfa-
chen Invarianzforderung unterwirft.

Das Erlanger Programm

Von hier ist es nur noch ein kleiner Schritt zum beriihmten , Erlanger Pro-
gramm*, das Klein 1872 bei seiner Berufung nach Erlangen vorlegte. Aber auch
dies hat eine Vorgeschichte: Klein war 1870 im Alter von 21 Jahren anléfllich ei-
ner Studienreise nach Paris gemeinsam mit seinem Freund S. Lie in Beriithrung
mit der dort kurz zuvor von C. Jordan publizierten neuen Gruppentheorie ge-
kommen. Jordan hatte erstmals die aus der Algebra kommende Theorie der
endlichen Permutationsgruppen mit der Theorie der geometrischen Transfor-
mationen unter ein gemeinsames Dach gebracht, wobei noch kein abstrakter
Gruppenbegriff im heutigen Sinn entstand, jedoch die von Jordan ebenfalls
studierten diskreten Untergruppen der euklidischen Bewegungen, die ihren
Ursprung in der Kristallographie haben, eine Briickenfunktion zwischen end-
lichen Gruppen und den kontinuierlichen Abbildungsgruppen der klassischen
Geometrie haben. Merkwiirdigerweise hat Klein selbst spéter zwar den Einflufl
von Jordans , Traité des substitutions* (1870), nicht jedoch den des voraus-
gegangenen, fiir das ,Erlanger Programm® viel relevanteren ,, Mémoire sur les
groupes de mouvements* (1869) bekannt: , Einen groien Eindruck machte mir
Camille Jordan, dessen traité des substitutions et des équations algébriques
eben erschienen war und uns ein Buch mit sieben Siegeln erschien.“ [Klein, Ges.
math. Abhandl. Bd. 1, S. 51] Auch den Terminus Gruppe verwendete Klein
in der ursprunghchen Fassung des ,,Erlanger Programms“ noch nicht, sondern
erst in spiteren Uberarbeitungen. Jordan hatte in der genannten Arbeit von
1869 den Begriff der Gruppe von Bewegungen erstmals explizit geprigt (wo-
bei aber auch er die Existenz der Inversen nur stillschweigend voraussetzte)
und 174 Arten von Untergruppen klassifiziert, die sowohl kontinuierliche als
auch diskrete umfafiten, jedoch noch in verschiedener Hinsicht unvollsténdig
waren. Eine ganz wesentliche Anregungsfunktion fiir Jordan kommt der zu
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dieser Zeit schon weit gediehenen theoretischen Kristallographie, insbesondere
den Arbeiten von A. Bravais (um 1850) zu. Fiir die sehr komplizierte Ge-
schichte der Kristallographie miissen wir jedoch auf [Scholz 1989] verweisen,
ferner zur Entstehung der Gruppentheorie auf [Wufliing 1969], zur Biographie
Kleins auf [Tobies 1981], zur Entstehungs- und Wirkungsgeschichte des Erlan-
ger Programms auf dessen kommentierte Neuausgabe [Ostwalds Klassiker Bd.
253].

Das ,Erlanger Programm* wurde vermutlich nicht zuletzt deshalb so populér,
weil es dem um 1870 herangereiften Problem zu Leibe riickte, Ordnung in
die Vielfalt geometrischer Stromungen und Auffassungen jener Zeit zu brin-
gen. Nach Klein wird eine Geometrie (d.h. eigentlich: eine geometrische Theo-
rie) dadurch gegeben, dafl in einer beliebigen Grundmenge M (Klein dachte
aber dabei urspriinglich nur an n-dimensionale Mannigfaltigkeiten im Rie-
mannschen Sinne) eine Gruppe G von eineindeutigen Abbildungen von M
auf sich fixiert ist. Die Theorie (M, G) hat die Invarianten I(G) dieser Grup-
pe zum Gegenstand. Was Klein sich dabei unter Invarianten vorstellte, war
natiirlich stark vom zeitgendssischen Stand der algebraischen Invariantentheo-
rie geprigt. Ist G1 bei festem ,Raum® M eine Untergruppe von Ga, so sind
alle Invarianten von G erst recht Invarianten von GG, also je kleiner die Grup-
pe, desto reicher die Theorie. Es ist klar, wie zwanglos die von Mo6bius und
anderen Vorldufern angedachte Klassifikation hiermit prézisiert ist. Es ist auch
offensichtlich, dafl Kleins Entdeckung von 1871 betreffs Definierbarkeit der eu-
klidischen Metrik in der projektiven Geometrie eine gewisse Krénung seines
Programms darstellt und die projektive Geometrie als Mutterdisziplin aller
klassischen Geometrien (Topologie also ausgenommen) legitimiert, dafl aber
auch die Elementarverwandtschaften von Mobius dort hineinpassen. Die hier-
mit vollzogene offizielle Ehe zwischen Geometrie und Gruppentheorie hatte
neben vielen anderen (nicht zuletzt didaktischen) Konsequenzen die Folge, daf§
nun endlich allméhlich auch die Umkehrabbildungen der geometrischen Trans-
formationen explizit wurden. Bis dahin hatten alle genannten Autoren zwar
stillschweigend die Eineindeutigkeit der von ihnen studierten Abbildungen vor-
ausgesetzt bzw. benutzt, rdsoniert wurde aber nur iiber die Abgeschlossenheit
von Abbildungsarten beziiglich Hintereinanderausfithrung. Erst die Einbezie-
hung der inversen Abbildungen erzwang auch die Anerkennung der identischen
Abbildung als logische Folge aus den beiden anderen Abgeschlossenheitsforde-
rungen an eine Gruppe.

Es mag manchen traditionsbewufiten Geometer auch heute noch schockieren,
wenn wir nun feststellen, dafl das Erlanger Programm aus der Sicht der mathe-
matischen Logik ein zeitbedingter Schufl dicht am Tor vorbei ist. Aus heutiger
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Sicht wird eine Theorie durch ein Begriffssystem (also, wenn man es ganz ex-
akt macht, durch eine passend gewihlte formalisierte Sprache) und ein mittels
dieser Begriffe (bzw. in dieser Sprache) formuliertes Axiomensystem definiert.
Zu jedem solchen Begriffssystem und jeder seiner Interpretationen (die even-
tuell ein Modell fiir die in diesem Begriffssystem formulierten Axiome ist)
gehort die Gruppe aller Automorphismen dieser Interpretation. Wie man mit
den Methoden der Logik leicht zeigen kann, 148t jeder solche Automorphis-
mus aufler den Begriffen desjenigen Systems, durch das er definiert wird, auch
alle Begriffe invariant, die mittels dieser Grundbegriffe definierbar sind. Ge-
genstand einer im gewéhlten Begriffssystem gegebenen Theorie sind eigentlich
alle durch dieses System von Grundbegriffen (in einem syntaktisch prézisier-
baren Sinn) definierbaren Begriffe. Diese sind nach Obigem Invarianten der zu-
gehorigen Automorphismengruppe. Jedoch lét die Automorphismengruppe in
vielen Féllen auflerdem Begriffe invariant, die nicht definierbar und folglich in
Wahrheit nicht Gegenstand der Theorie sind, weil man {iber sie in der gew#hl-
ten Sprache nicht sprechen kann. Der von Klein als Gegenstand einer Theorie
charakterisierte Bereich von Objekten kann also zu gro sein.?? Zu einer Zeit,
als Begriffe wie der der formalisierten Sprache noch gar nicht und solche wie
Axiomensystem, Beweisbarkeit, Definierbarkeit nur in einem vagen intuitiven
Sinn zur Verfiigung standen, bedeutete Kleins Programm, die noch nicht faf3-
bare Definierbarkeit aus den Grundbegriffen durch die hdufig umfassendere
Eigenschaft der Invarianz beziiglich der Automorphismengruppe zu ersetzen.
Auch die Tatsache, dafl die von Klein als gegeben vorausgesetzten Gruppen
in Wahrheit immer als Automorphismengruppen eines Begriffsystems gegeben
sind, mufite damals noch aufler Betracht bleiben.

Wahrend Kleins Arbeiten den geometrischen Transformationsgruppen im en-
geren Sinne galten, entwickelte S. Lie, der ja zusammen mit Klein in Paris zur
Gruppentheorie gefunden hatte, die ganz eigene Theorie der Beriihrungstrans-
formationen, bei denen die transformierten Elemente Paare aus einem Punkt
des betrachteten Raumes und einer mit diesem Punkt inzidierenden Hyperebe-
ne (d.h Gerade im zweidimensionalen, Ebene im dreidimensionalen Fall usw.)
sind, die als Tangentialmannigfaltigkeit einer gekriimmten Mannigfaltigkeit M
gedeutet wird. Lie schuf eines der wichtigsten Werkzeuge der heutigen Ana-

22Das vielleicht einfachste, wenngleich nicht sehr geometrische Beispiel ist die Theorie der
reellen Zahlen. Hier ist die identische Abbildung der einzige Automorphismus, der demnach
jede einzelne reelle Zahl invariant 148t. Aber schon aus Méchtigkeitsgriinden kann nicht jede
einzelne reelle Zahl ein moglicher Gegenstand der Theorie der reellen Zahlen sein. Insbeson-
dere enthalt diejenige Sprache, mittels der die Theorie und ihr Axiomensystem formuliert
sind, im allgemeinen urspriinglich nur die Individuennamen 0 und 1, woraus sich freilich
abzahlbar viele weitere Individuennamen durch Definition ableiten lassen.
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lysis, indem er den Prozel umkehrte, aus der analytischen Beschreibung von
M die Differentialgleichung der Schar der Tangentialmannigfaltigkeiten und
die Gruppe derjenigen Transformationen zu gewinnen, die diese invariant las-
sen, statt dessen also ausgehend von einer Differentialgleichung die Gruppe
der Transformationen bestimmte, die diese invariant lassen, um daraus mit
geometrischen Vostellungen iiber eine zugehdrige Mannigfaltigkeit M Uber-
sicht iiber die Losungen der Gleichung zu gewinnen. Damit begriindete er eine
neue Rolle der Geometrie als Denkstil in anderen Bereichen der Mathematik.
Ahnlich wie bei Riemann waren seine Einsichten zuniichst mehr intuitiv und
fiir seine an das Rechnen mit Koordinaten gewthnten Zeitgenossen schwer
nachvollziehbar. Es ist hauptséchlich dem selbstlosen Einsatz von F. Engel
zu verdanken, daf} sie schliellich allgemein anerkannt und angewendet worden
sind.

Gruppen und Symmetriebegriff

Der Begriff der Transformationsgruppe steht in engem Zusammenhang zum
heute nicht nur in der Mathematik so wichtigen Symmetriebegriff. Symmetrie
war von der Antike bis ins 18. Jh. nur mittelbar ein mathematischer Begriff und
hatte keineswegs die heutige Bedeutung. Vielmehr bedeutete Symmetrie, z.B.
an einem Geb#ude oder Kunstwerk, die Wiederholung bestimmter Proportio-
nen in vielen oder allen Teilen. Die sich im 19. von Empirie weg entwickelnde
Kristallographie hat auch daran einen betréchtlichen Anteil, daf§ das Wort
Symmetrie schliefllich die heutige Bedeutung angenommen hat. Zugleich war
Kristallsymmetrie neben Optik (und entgegen den Bediirfnissen der damaligen
Mechanik) ein Anlaf}, aus physikalischer Sicht iiber Spiegelungen nachzuden-
ken. R. J. Haiiy, einer der ersten Pioniere der Kristallographie in Frankreich,
sprach schon 1815 in diesem Zusammenhang von Symmetrie. J. F. Hessel, Prof.
der Mineralogie, Technologie und Naturgeschichte in Marburg, der Haiiys Ar-
beit 1819 ins Deutsche iibersetzt hatte, stellte seiner eigenen, zuerst 1830 in
Gehlers ,,Physikalischem Worterbuch“ erschienenen , Krystallonometrie“ eine
rein geometrische Einfithrung in die moglichen Formen rdumlicher Symme-
trie voran sowie eine hierauf gegriindete Klassifikation der Polyeder und der
moglichen Raumfiillungen mit ihnen, wobei er aus Griinden der Systematik,
im Rahmen damaliger Kenntnisse als erster auch alles beriicksichtigte, was
mathematisch moglich, aber in der Natur nicht realisiert ist. ,,...mit Zugrun-
delegung neuer allgemeiner Lehren der reinen Gestaltenkunde ...“ heifit es
im vollstdndigen Titel seines umfangreichen, 1831 auch separat gedruckten
Artikels (Reprint in Ostwalds Klassikern, Bd. 88/89, 1879). Hier wurde zwi-
schen gleichsinniger Kongruenz (bei Hessel ,,ebenbildliche Gleichheit“) und un-
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gleichsinniger Kongruenz (bei Hessel , gegenbildliche Gleichheit*) unterschie-
den, Drehachsen von Polyedern wurden nach der Z&hligkeit der Drehungen
klassifiziert, und anschlielend wurde, implizit gruppentheoretisch, die Hin-
tereinanderausfithrung von Drehungen um verschiedene Achsen untersucht.
Hessels Untersuchungen, die in der Aufzdhlung von 32 Kristallklassen gipfel-
ten, blieben seinerzeit wenig beachtet. So konnte 1849 A. Bravais, zu dieser
Zeit Physikprofessor an der Ecole Polytechnique, von neuem der Kristallo-
graphie eine rein geometrische Untersuchung der moglichen Symmetrien von
Polyedern vorausschicken. Er unterschied dabei im Raum Punktspiegelungen
(Zentralsymmetrien), Achsen- oder Rotationssymmetrien und Ebenenspiege-
lungen, erkannte jedoch nicht die Existenz von Drehspiegelungen. Er nennt
dann ein Polyeder symmetrisch, wenn es wenigstens eine der drei genannten
Arten von Symmetrien besitzt.

Wiéhrend also die ersten Studien iiber Symmetrie im heutigen Sinn im Kon-
text der Kristallographie entstanden und von nicht eigentlichen Mathemati-
kern stammten, fand dieser Begriff ab der Mitte des 19. Jhs. auch das Interesse
von Mathematikern. Mobius beginnt 1849 mit einer Arbeit ,,Ueber das Gesetz
der Symmetrie der Krystalle und die Anwendung dieses Gesetzes auf die Ein-
theilung der Krystalle in Systeme“. Dort heifit es: ,,Eine Figur soll symmetrisch
(in weiterem Sinne) heissen, wenn sie einer ihr gleichen und &hnlichen Figur
auf mehr als eine Art gleich und dhnlich gesetzt werden kann.“ Das ist eine
zwar richtige, aber fiir uns doch etwas verbliiffende Definition. 1851 folgt eine
weitere Arbeit von Mobius ,,Ueber symmetrische Figuren®, worin er zunéichst
seine Kenntnis der oben genannten Arbeit von Bravais mitteilt und dann die
neue Definition aufstellt: ,,§1. Sowie jede Grofle sich selbst gleich ist, so ist
auch jede Figur sich selbst gleich und dhnlich. Es gibt aber Figuren, welche
sich selbst auf mehr als eine Art gleich und &hnlich sind, und solche Figu-
ren sollen symmetrisch genannt werden.“ Nachdem er u.a. dazu {ibergegangen
ist, Symmetrien durch Wertetabellen der entsprechenden Zuordnungen zu be-
schreiben, bemerkt er in einer Fufinote: ,,Am sichersten diirfte der Grad der
Symmetrie einer Figur durch die Zahl bestimmt werden, welche angibt, auf
wie viel verschiedene Arten die Figur sich gleich und &hnlich ist.* In einer kur-
zen Note aus dem Jahre 1855 schliefflich kam Mobius zu der Erkenntnis, daf3
sich der Begriff der Symmetrie so, wie er ihn nun gefafit hatte, auf (modern
gesprochen) allgemeinere als die isometrischen Abbildungen ausdehnen lift:
,Dieser erweiterte Begriff besteht aber darin, dass eine Figur zu sich selbst
auf mehr als eine Art in der ndmlichen Verwandtschaft steht.“ Das so allge-
mein gefafite Konzept der Symmetrie beherrschte in zunehmendem Mafle das
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Denken von Mobius, ohne dafl es zu seinen Lebzeiten noch zur Publikation
der geplanten groflen Arbeit kam. Sie ist erst anldflich der Herausgabe sei-
ner Gesammelten Werke 1886 aus seinem Nachlafl rekonstruiert worden, und
Klein als Herausgeber dieser Gesammelten Werke hat bekannt, erst bei dieser
Gelegenheit das Lebenswerk von Mobius griindlich kennengelernt zu haben.
In einer Note zur letzten Fassung seines , Erlanger Programms® 1921 schreibt
er: ,Im {iibrigen verweise ich gern noch ...auf die Arbeiten von Mébius (die
ich selbst erst nach ihrem innern Zusammenhang erfafite, nachdem ich bei
der von der séchsischen Gesellschaft der Wissenschaften in den Jahren 1885-
1887 veranstalteten Gesamtausgabe seiner Werke mitwirken durfte.) Mébius
hat den allgemeinen Gruppenbegriff und auch viele der geometrischen Trans-
formationen, die zu seiner Illustration im Erlanger Programm herangezogen
werden, noch nicht gekannt, aber er hat, von einem sicheren Gefiihl geleitet,
seine aufeinanderfolgenden geometrischen Arbeiten genau so eingerichtet, wie
es dem Grundgedanken des Programms entspricht. [Ostwalds Klassiker 253,
S. 84].

7.8 Anfiange der Topologie

Obwohl seit dem Ende des 17. Jhs. Leibnizens Vision einer , Analysis situs“
(d.h. Analysis der ,Lage“) durch die mathematische Literatur geisterte und
sich immer mal wieder jemand auf diesen Ausdruck ohne Inhalt bezog, , ha-
ben wir nach anderthalb hundert Jahren noch nicht viel mehr wie nichts“
schrieb Gaufl 1833 [Gaufl’ Werke Bd. V, S. 605]. Als Topologie sich kurz da-
nach tatséchlich zu entwickeln begann, tat sie dies sogleich in zwei Richtungen,
deren gegenseitige Beziehungen bis heute etwas verwirrend sind, obwohl wir
inzwischen léngst Namen dafiir haben: allgemeine oder mengentheoretische
Topologie und kombinatorische (bald umbenannt in algebraische) Topologie.
Am leichtesten, wenn auch nicht ganz exakt, 13t sich dieses Verhéltnis viel-
leicht so charakterisieren, daf3 die allgemeine Topologie es mit der Stetigkeit
und dabei oft mit dem , Lokalen“, dem Mikrokosmos, die algebraische Topo-
logie es aber mit diskretisierten Objekten und dabei meist mit den , globalen*
Eigenschaften zu tun hat. In den Anwendungen wirkt beides zusammen, in
den Methoden aber sind beide Richtungen grundverschieden.

Mengentheoretische Topologie kann eigentlich, wie schon der Name sagt, ohne
Mengenlehre nicht existieren, also nicht vor Cantors und Dedekinds grundle-
gender Theorie und folglich nicht vor 1872. Umgekehrt trat die Mengenlehre
als ein Ansatz zur mengentheoretischen Topologie in die Welt und hatte es
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zunichst mit Begriffen wie innerer, #uferer, Begrenzungspunkt?? einer Men-
ge (im R™), offene und abgeschlossene Menge, Zusammenhang, (metrische)
Vollstéindigkeit, stetige Abbildung zu tun, bevor sie sich, fast gegen Cantors
anfingliche Intention, der Hierarchie der unendlichen Méchtigkeiten, der Wohl-
ordnung, dem Kontinuumproblem und Ahnlichem zuwandte. 1878 entdeckte
Cantor, daf sich eine Strecke stetig auf eine Dreiecksfliche abbilden 148t. Dar-
aufhin begannen Jordan, Peano und andere um einen tragfihigen Kurvenbe-
griff zu kdmpfen, ohne dessen peinlich exakte Definition und Untersuchung,
wie sich bald zeigte, selbst anschaulich so einleuchtende Aussagen wie die
Eigenschaft einer Kurve, bei topologischen (d.h. eineindeutigen und in bei-
den Richtungen stetigen) Abbildungen in eine Kurve iiberzugehen, oder der
Jordansche Kurvensatz nicht bewiesen werden kénnen. Letzterer besagt, daf§
eine einfach geschlossene Kurve in der euklidischen Ebene diese in ein Innen-
und ein Auflengebiet zerlegt. Ein erster, wie sich spéter zeigte, trotz bekannter
Beweisakribie Jordans noch liickenhafter Beweisversuch ist in Jordans ,,Cours
d’Analyse“ um 1880 enthalten.

Ansétze in Richtung einer mengentheoretischen Topologie findet man schon
1863 in der ,, Theorie der elementaren Verwandtschaft von Mobius. Unter ele-
mentarer Verwandtschaft verstand Mobius hier offenbar das, was wir heute
topologische Abbildung nennen, ohne es jedoch zu diesem Zeitpunkt exakt
definieren zu koénnen. Die Arbeit ist voll von grundlegenden Aussagen iiber
topologische Aquivalenz von ein-, zwei- und dreidimensionalen Mengen im eu-
klidischen Raum, die mit aus spéterer Sicht grofitenteils nicht stichhaltigen Be-
griindungen versehen werden, teils aber auch falsch oder zumindest unvorsich-
tig formuliert sind. Zum Beispiel hat M&bius eine im wesentlichen zutreffende
intuitive Vorstellung von den Begriffen innerer Punkt und Begrenzungspunkt
und macht plausibel, dal diese Begriffe bei elementaren Verwandtschaften in-
variant bleiben, schliefit aber dann sofort weiter, dafl ,von zwei elementar
verwandten ebenen Flichen die eine von derselben Anzahl geschlossener Lini-
en, wie die andere, begrenzt sein muss“ und weiter ,,Diese Bedingung ist aber
zur elementaren Verwandtschaft zweier ebenen Flichen nicht bloss notwen-
dig, sondern auch hinreichend.“ In einem undatierten Fragment ,, Allgemeine
Sétze {iber Rdume* aus dem Nachlafl von Dedekind [Dedekind Werke, Bd. 2,
353-355] wird nach der korrekten metrischen Definition der Begriffe innerer,
duflerer und Begrenzungspunkt mittels Umgebungen und eines ,, Kérpers® als
(modern formuliert) abgeschlossener Hiille einer nichtleeren offenen Teilmen-

Z3Hier und im Folgenden ist ein Begrenzungspunkt (auch kurz Grenzpunkt) P einer Menge
M ein solcher Punkt, dal jede Umgebung von P sowohl Punkte von M als auch Punkte
enthailt, die nicht zu M gehoéren. Ein Randpunkt von M ist ein Grenzpunkt von M, der selbst
zu M gehort. Leider ist die deutsche Terminologie in dieser Frage nicht ganz einheitlich.



7.8 Anfange der Topologie 451

ge des R? unter anderem , bewiesen®, dafl die Begrenzung eines Korpers kein
Korper sein kann.

Kombinatorische Topologie hat es zunichst mit den (in ganzen Zahlen aus-
driickbaren) Beziehungen zwischen den Anzahlen von Ecken, Flichen, Kan-
ten, Uberkreuzungen, Lochern usw. von ein-, zwei- oder dreidimensionalen
geometrischen Gebilden und den sich daraus ergebenden Moglichkeiten und
Unméoglichkeiten zu tun. Demgemé&f beginnt sie eigentlich im verachteten Buch
XV der ,,Elemente“ mit den dort dargelegten Beziehungen zwischen regulédren
Polyedern und ihren Ecken, Kanten usw. Eine néchste Station ist das beriihmte
,,Konigsberger Briickenproblem*, das Euler 1735 durch den Danziger Biirger-
meister Ehler vorgelegt wurde und dessen Losung Euler 1736 publizierte. Es
gibt wohl kaum einen besseren Beleg fiir die grundsétzliche Wendung der Ein-
stellung der Mathematiker zu derartigen Fragen zwischen der Mitte des 18.
Jhs. und der heutigen Zeit als jenen Brief, den Euler 1736 iiber das Briicken-
problem an Ehler schrieb:

»Du siehst also, Hochedler Herr, dafl diese Losung ihrem Charakter gemaf
kaum Beziehungen zur Mathematik hat [!!], und ich verstehe nicht, warum
sie vom Mathematiker eher erwartet werden solle als von irgend einem an-
deren Menschen, denn diese Losung stiitzt sich allein auf die Vernunft, und
es ist nicht nétig, zu ihrer Auffindung irgendwelche der Mathematik eigenen
Prinzipien heranzuziehen. Und so weif3 ich nicht, wie es sich ergibt, dafl sogar
Fragen, die ganz geringe Beziehungen zur Mathematik haben, von Mathemati-
kern schneller gelost werden als von anderen. Indessen gestehst Du, Hochedler
Herr, dieser Frage einen Platz in der Geometrie der Lage zu; was aber diese
neue Disziplin betrifft, so bekenne ich, daf} ich nicht weif3, welcher Art Pro-
bleme Leibniz und Wolff hierauf bezogen sehen wollen.“ (Zitiert nach [Konig
1986, S.312]. Dort sind auch die deutsche Ubersetzung von Eulers Abhandlung
iiber das Problem und weitere hierauf beziigliche Angaben zu finden.)

Ein weiterer, ebenso beriihmter Beitrag Eulers zur sogenannten ,, Analysis si-
tus“ betrifft den nach ihm benannten Polyedersatz (1750): Bezeichnet e die
Anzahl der Ecken, k die der Kanten und f die der Flichen eines Polyeders
(der noch zu prizisierenden Bedingungen geniigt), so gilt e — k + f = 2. Erst
1860 wurde durch eine von Leibniz angefertigte Abschrift eines verlorenen
Manuskriptes von Descartes bekannt, dafl dieser die Formel bereits gekannt
hatte. Die Verotffentlichung der Formel durch Euler regte mehrere Mathema-
tiker an, sich weiter damit zu beschéftigen. Es wurde langsam klar, daf sie,
obwohl urspriinglich, wie der Name sagt, eigentlich fiir Polyeder nach Art der
(halb)reguldren und somit fiir gerade Kanten und ebene Begrenzungsflichen
gedacht, in Wahrheit eine Aussage iiber die Zerlegung der Kugeloberfliche
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oder einer zu ihr topologisch dquivalenten Fldche (also insbesondere der durch
einen unendlich fernen Punkt abgeschlossenen euklidischen Ebene) durch be-
liebige Kurven in Gebiete ist, wobei ihre Giiltigkeit nicht von der Konvexitét
der Fliachen oder der Form der Kurven sondern vielmehr von der ,topolo-
gischen* Beschaffenheit der Flidche und ihrer Teilstiicke abhéngt. Nachdem
schon Legendre 1794 das Versagen der Formel in gewissen Féllen festgestellt
hatte, korrigierte der Schweizer Mathematiker I’Huillier die Formel 1812 zu
e—k+f=2(1+h—p)+c, wobei h die Zahl der abgeschlossenen Hohlrdume
des Korpers, p die Zahl der Durchbohrungen des Kérpers und ¢ die Zahl der
ringférmigen Begrenzungsflichen bezeichnet. (Letzteres sei an den Beispie-
len von Abb. 7.8.1 illustriert.) Cauchy erweiterte die Formel 1813 in anderer
Richtung, indem er innere Trennwinde zulief3, die den Korper zellgewebsartig
unterteilen, und folgerichtig den von Euler zunéchst behandelten Fall als einen
solchen betrachtete, in dem der gesamte Raum durch eine geschlossene, ihrer-
seits unterteilte Fliche in einen Innen- und einen Auflenkorper zerlegt wird.
An alle diese Bemiithungen wird J. B. Listing, der wahre Vater der kombina-
torischen Topologie, 1862 ankniipfen.

Anfinge der Graphentheorie

Zunéchst wollen wir aber festhalten, dafl sich aus der spéateren Topologie sehr
frithzeitig der spéter als Graphentheorie bezeichnete Zweig verselbstindigt,
der es nur mit den eindimensionalen Gebilden, bestehend aus Knoten (oder
Ecken) und Kanten (im gerichteten Fall ,Bogen“) zu tun hat, und den wir
wegen seines Umfanges und seiner Eigensténdigkeit gegeniiber der Geometrie
und Topologie nur in seinen ersten, noch eng mit der Topologie verbunde-
nen Anfingen verfolgen wollen. Nach dem Koénigsberger Briickenproblem tritt
hierzu 1858 das von W. R. Hamilton erfundene Knobelspiel, zunéchst auf dem
Ecken-Kanten-Geriist eines Dodekaeders einen sogenannten Hamiltonkreis zu
finden, d.h. einen geschlossenen Kantenzug, der jeden Knoten genau einmal
besucht. Wihrend diese Frage auf den ersten Blick dem Koénigsberger Briicken-
problem sehr verwandt erscheint, konnte erst mit dem Begriffsapparat der
um 1956 entstandenen Komplexitiatstheorie die Erfahrung prézisiert werden,
daf} die Entscheidung iiber die Existenz eines Hamiltonkreises eines gegebenen
Graphen einen grundsétzlich hoheren Schwierigkeitsgrad hat als die auf Grund
der Eulerschen Uberlegung fast triviale Entscheidung iiber die Existenz eines
Eulerschen (offenen oder geschlossenen) Weges. Welche Schwierigkeiten selbst
bedeutenden Mathematikern der Umgang mit kombinatorisch-geometrischen
Betrachtungen anfangs bereitete, werden wir noch mehrfach sehen. Euler wid-
mete 1736 der Frage, wie man in einem Graphen, der die notwendigen Be-
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Abb. 7.8.1 Koérper mit Hohlrdumen, Durchbohrungen
oder ringférmigen Begrenzungsflichen
a) Der aus zwei aufeinander stehenden Wiirfeln bestehende Kérper hat zunéchst unter seinen
Begrenzungen die schraffierte ringférmige. Man zéhle nach, daf§ fiir ihn dann nicht Eulers
Formel, aber die von I’Huilier gilt. Der Ubergang zwischen beiden Formeln geschieht, indem
man den Ring durch zwei weitere Kanten so in zwei Teilflichen zerschneidet, daf§ nun alle
Begrenzungsfldchen einfach zusammenhéingend sind und keine Flidche mit sich selbst eine
Kante gemeinsam hat. b) Analog erhilt man die fiir einen Kérper mit einer Durchbohrung
giiltige Variante der Formel, indem man den Koérper lings einer Fliche zwischen der dufle-
ren Begrenzung und der Begrenzung der Durchbohrung aufschneidet. c) Analog bewiéltigt
man auch das Auftreten eines inneren Hohlraumes. Listing kritisierte jedoch, dafl 'Huillier’s
Methoden versagen, wenn die Durchbohrungen hinreichend kompliziert verzweigt und mit-
einander verflochten sind, vgl. Abb. 7.8.4 und 5.

Abb. 7.8.2 Kénigsberger Briickenproblem
) a) Zeichnung der tatséchlichen Situation in Eulers Arbeit 1736,
b) Ubergang zum Graphen, der das Wesentliche dieser Situation wiedergibt.

[a) aus Konig, Dénes: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Teubner Archiv zur
Mathematik, Bd. 6 ©1986 BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig]
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dingungen erfiillt, einen Eulerschen Weg finden kann, einige kurze und vollig
unzutreffende Bemerkungen, die nur zeigen, dafl ihn diese Frage nicht beson-
ders interessiert hat. Einen Algorithmus zum Finden eines Eulerschen Weges
gab 1871 der junge (kurz darauf verstorbene) Karlsruher Mathematiker Carl
Hierholzer an, anscheinend, ohne Eulers Arbeit iiberhaupt zu kennen?*. Zu
den Anfiangen der Graphentheorie zdhlen auch die ersten Versuche von Ma-
thematikern, Algorithmen zur Durchsuchung von Labyrinthen zu begriinden
(Ch. Wiener 1873, G. Tarry 1895). Am folgenreichsten fiir die Graphentheorie
sollte jedoch ein Problem werden, das sich erst nach einer gewissen Transfor-
mation als graphentheoretisch erweist:
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Abb. 7.8.3 Zur Trivialitit des Vierfarbenproblems im R?
Wenn jeder der n untenliegenden , Riegel“ mit je genau einem der n quer dariiber liegenden
Riegel zu einem Korper verbunden ist, grenzt jeder dieser n Koérper lidngs einer Fliche an
jeden anderen, so dafl man fiir eine zulédssige Farbung dieser Kérper n Farben braucht. Dabei
ist n beliebig.

1852 iibermittelt Frederick Guthrie seinem Mathematikprofessor A. de Morgan
in London die von seinem Bruder Francis Guthrie gestellte Frage, ob man jede
Landkarte so mit nur vier Farben firben kann, dafl je zwei ldngs einer Kante
aneinander grenzende Lander verschiedene Farben erhalten. Durch de Morgan
wurde das Problem unter den Mathematikern bekannt. Gelost wurde es nach
vielen vergeblichen Versuchen, Irrtiimern und auf eine obendrein umstrittene

%4Der von Hierholzer hieriiber gehaltene Vortrag wurde nach seinem Tod von Ch. Wiener
und J. Liiroth rekonstruiert und publiziert [Math. Annalen Bd. 6, 30-32]. Wiener verwies
dort in einer Fufinote darauf, dafl schon Listing 1847 in den ,, Vorstudien zur Topologie“ dies
dargelegt habe. Nachpriifung der entsprechenden Textstelle zeigt allerdings, dafl auch Listing
dort nicht die Auffindung von Eulerschen Wegen sondern eher fiir beliebige Graphen die Zahl
der zur ihrer Durchlaufung mindestens notwendigen Eulerschen Wege diskutiert hatte.
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Weise (mit Computerhilfe) erst 1976. Graphentheoretisch ist in der Tat nur
die urspriingliche Frage, da man im Falle einer ebenen Landkarte zum , dua-
len“ Graphen iibergehen kann, dessen Knoten den Léndern entsprechen und
die miteinander durch eine Kante verbunden sind, wenn die entsprechenden
Lénder aneinander grenzen. Dann wird das Problem zu einer Frage nach der
Mboglichkeit bestimmter Knotenfirbungen von ungerichteten Graphen. (Die
ausfiihrliche Geschichte des Vierfarbenproblems findet man in [Bigalke 1988]
und [Fritsch 1994].) Topologisch bleibt die Frage aber, sobald man sie allge-
meiner stellt, ndmlich entweder fiir Landkarten auf einer anderen Fliche als
der Ebene oder fiir die analoge Farbung von drei- oder hoherdimensionalen
Gebieten. Der letztgenannte Fall wurde von Frederick Guthrie selbst als trivial
erkannt. Er zeigte um 1880, daf man fiir jede Zahl n im R> n Polyeder finden
kann, die paarweise lings gewisser Flichen aneinanderstoflen (Abb. 7.8.3),
so daf} also fiir eine zuldssige Farbung n Farben benétigt werden. Die erst-
genannte Verallgemeinerung (auf Karten auf geschlossenen Flichen héheren
Geschlechts) wurde nach Vorarbeiten von P. J. Heawood und Teilresultaten fiir
spezielle Flachen in den sechziger Jahren unseres Jhs. endgiiltig beantwortet.

Die schwere Geburt der kombinatorischen Topologie

Kehren wir zur allgemeinen Entwicklung der kombinatorischen Topologie zu-
riick. Zunéchst ist es vor allem Gauf, der immm