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Vorwort

Warum Zebra? Wie zu erwarten, handelt es sich um kein Tier. Hinter dem
Titel steckt folgende Geschichte: Gegen Ende der 1990er Jahre wurde im
mathematisch-naturwissenschaftlichen Curriculum fiir Sekundarstufen in den
Niederlanden Platz geschaffen fiir eigenstédndige Projektarbeit. Dies geschah
auf dringenden Wunsch der Universitaten, die auf Studienanfanger mit Erfah-
rung in selbststéndiger Arbeit Wert legten. Also wurden fiir die Oberstufen
u. a. in Mathematik zwei Projekte im Curriculum vorgesehen, mit einem Ar-
beitsaufwand von je etwa 20 Stunden. Es fehlte dann nur noch Material fiir die
Projekte. In den offiziellen Veroffentlichungen des Ministeriums wurde dieses
Detailproblem gelost, indem fiir die Projektinhalte als Platzhalter ein Kas-
ten mit diagonaler Schraffierung plaziert wurde. Diese Késten (welche an die
Streifen eines Zebras erinnern) wurden im Niederléndischen als ,zebra blok-
ken“ bezeichnet. Dies war der Anlass fiir die Zebra-Reihe (zebra reeks) von
Epsilon Uitgaven (Utrecht), die in kleinen Bénden (je etwa 60 Seiten) Material
flir mathematische Projekte présentiert.

Die Zebra-Reihe entstand auf Initiative der damaligen Vorsitzenden der Nie-
derlédndischen Mathematiklehrer-Vereinigung (NVvW) und des Chefredak-
teurs von Epsilon Uitgaven. Die Reihe ist in den Niederlanden sehr erfolg-
reich. Inzwischen sind an die 30 Bénde erschienen, viele von diesen haben
mehrere Auflagen erreicht. Eine Ubersicht ist auf folgender Webseite zu fin-
den: www.epsilon-uitgaven.nl

Die Autoren sind Lehrer und Hochschullehrer fiir Mathematik ebenso wie fiir
Mathematik-Didaktik; so ergab sich eine neue Kooperation zwischen Schul-
und Universitatsbereich, mit Beteiligung von Schulpraktikern ebenso wie von
Forschern. Die Bénde bieten die Gelegenheit zur eigenstindigen Beschéftigung
mit anregender, gehaltvoller Mathematik, wobei in der Regel keine vertieften
Mathematik-Kenntnisse vorausgesetzt werden. Sie sind nicht nur fiir Schiile-
rinnen und Schiiler, sondern auch fiir interessierte Laien zugénglich. Der Fokus
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liegt auf dem Erforschen und Entdecken eines mathematischen Themas; dabei
steht ein breites Themenspektrum zur Auswahl.

Sechs dieser Zebra-Bénde werden im vorliegenden Buch zusammengefasst und
auf Deutsch verdffentlicht. Die Herausgeber haben als iibergreifendes The-
ma die Geometrie gewdhlt. Der wesentliche Grund fiir diese Auswahl ist die
Vielseitigkeit der Geometrie. Geometrie ist ein klassisches (Jahrtausende al-
tes) und zugleich modernes Gebiet; neue geometrische Fragestellungen und
Antworten auf lange ungel6ste geometrische Probleme sind nach wie vor Ge-
genstand der mathematischen Forschung. Geometrie ist aus Anwendungen
entstanden, anwendungsrelevant (in Kunst und Wissenschaft gleichermafen)
und zugleich ein wesentlicher Motor fiir das Fortschreiten mathematischer
Erkenntnis. Geometrie hat zahlreiche Querverbindungen zu anderen mathe-
matischen Disziplinen. All diese Aussagen werden fiir Leserinnen und Leser
dieses Buches erfahrbar und begreifbar.

Wer kann dieses Buch mit Gewinn lesen? Genau wie in Holland sind Schiile-
rinnen und Schiiler eine Zielgruppe, vor allem in Hinblick auf die vorgesehene
Einfiithrung von Projektunterricht auch an den Schulen deutscher Bundes-
lander. Ebenso ist das Buch fiir Personen geeignet, die mit relativ geringen
Vorkenntnissen (etwa Sekundarstufe I) mehr iiber Mathematik erfahren wol-
len. Dariiber hinaus sind die Themen auch fiir Lehrerinnen und Lehrer sowie
fiir Studierende des Lehramts interessant: Praktiker finden zahlreiche Anre-
gungen und Projektvorschldge, und Studierenden erdffnet sich ein schneller
Zugang zu Themen, welche in der fachwissenschaftlichen und fachdidaktischen
Ausbildung relevant sind.

Die Grundversion der Ubersetzung ins Deutsche wurde in sehr umsichtiger
Weise von Mieke Kuschnerus, Studentin der Mathematik an der RWTH Aa-
chen, angefertigt. Der zweitgenannte Herausgeber iiberarbeitete diese Version
vor allem im Hinblick auf mathematische Fachtermini. (Fiir mathematische
Fehler, die vielleicht bei der Ubersetzung entstanden, ist also er verantwort-
lich. Fiir eventuelle mathematische Fehler in den Originaltexten, die bei der
Ubersetzung unentdeckt blieben, sind Autoren und Ubersetzer gemeinsam
verantwortlich.) Den einzelnen Kapiteln wurde eine kurze Einleitung der Her-
ausgeber vorangestellt; die urspriinglichen Einleitungen mit ihrem Bezug auf
die holldndischen Lehrpléne blieben daneben erhalten. Da sich die Zebra-
Bénde an Schiiler richten, haben wir die Anrede ,Du“ aus den Originaltexten
beibehalten.

Fiir ihre Hilfe bei der Fertigstellung der Druckvorlage sind wir einigen Per-
sonen zu Dank verpflichtet. Herr Bernd Bollwerk, MTA am Lehrstuhl A fiir
Mathematik der RWTH, hat einen grofien Teil der Grafik- und Bilddateien in
prasentable Form gebracht und einige verlorene Bilder rekonstruiert. Herr Fe-
lix Voigtlaender, Student der Mathematik an der RWTH, hat eine Reihe von
Grafiken neu erstellt. Schliefslich hat Frau Barbara Giese, Sekretérin am Lehr-
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stuhl A fiir Mathematik, die diffizile und wenig dankbare Aufgabe gemeistert,
die stilistisch recht unterschiedlichen Vorlagen in ein fiir die Buchherausgabe
passendes Format zu bringen.

Utrecht und Aachen Ferdinand Verhulst
Dezember 2009 Sebastian Walcher
Geleitwort

Liebe Leserin, lieber Leser,

Im Vorwort wurde schon sehr viel iiber den Inhalt dieses Buches gesagt. Wie-
derholung, obwohl ein Grundprinzip des Unterrichtens, fithrt uns hier nicht
weiter. Aber es ist immer gut, sich zu freuen, und gerade weil Mathematiker
das oft vergessen, will ich meiner Freude Ausdruck geben. Denn Vieles an und
in diesem Buch ist fiir mich (und hoffentlich auch fiir Sie) Anlass zur Freude.

Ich freue mich erstens iiber die Buchkapitel, welche Schones aus den Nieder-
landen fiir Deutschland zugénglich machen, von Nordrhein-Westfalen bis Kiel
und Berchtesgaden (und natiirlich viele weitere Dorfer, Stddte und Bundes-
lander). Wie auch die Herausgeber in ihrem Vorwort erwéihnen, findet man in
diesem Buch nicht den Hauptstrom des niederléndischen Mathematikunter-
richts, aber doch einen fiir viele Schiiler seit 1998 sehr wichtigen Nebenfluss.
Mit einem Anteil von etwa zehn Prozent im Curriculum der letzten zwei oder
drei Jahre in der Sekundarstufe II sollte jede Schiilerin und jeder Schiiler ein
Wahlfach absolvieren. Dafiir standen 40 Stunden zur Verfiigung. Die vorlie-
genden Texte sind fiir diesen Wahlunterricht geschrieben, oft von Lehrern ge-
meinsam mit Wissenschaftlern. Man erfahrt viel Schones iiber die Geometrie,
wenn man die Texte durcharbeitet. Das ganze Buch diirfte also ein Vielfaches
von 40 Stunden beanspruchen.

Besonders freue ich mich auch, dass zwei von meinen Mathematiker-Kollegen,
die einigen Aspekten des niederlandischen Mathematikunterrichts kritisch ge-
geniiber stehen und dies auch zum Ausdruck gebracht haben, offensichtlich
auch Gutes finden an den Entwicklungen der letzten beiden Jahrzehnte. Denn
sonst hétten sie sich nicht die aufwendige Arbeit gemacht, die niederldndischen
Zebra-Hefte auch fiir deutsche Leserinnen und Leser zugénglich zu machen.
Ich stimme mit den Herausgebern {iberein: Vieles an diesen Kapiteln fiir den
Projektunterricht ist sehr reizvoll.
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Eine spezielle Freude bereitet mir schliefslich das Kapitel iiber nichteuklidi-
sche Geometrie, welches aus der Dissertation meiner Doktorandin Iris van
Gulik entstanden ist. Es zeigt, wie die Geschichte dabei hilft, die Mathematik
verstehen und schétzen zu lernen.

Ich hoffe, dass dieses Buch die mathematisch-nachbarschaftlichen Beziehun-
gen verbessern wird, zwischen den Niederlanden und Deutschland ebenso wie
zwischen allen, die gemeinsam die Kapitel durcharbeiten. Und auch wenn Sie
allein daran arbeiten, sage ich voraus, dass Sie sich freuen werden.

Warum noch warten? An die Freude!

Jan van Maanen

Professor fiir Mathematikdidaktik,
Direktor des Freudenthal-Instituts,
Universitdt Utrecht
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1

Der Goldene Schnitt

Wim Kleijne, Ton Konings

Vorbemerkung der Herausgeber

Der Goldene Schnitt ist ein klassisches Thema der Geometrie mit zahlreichen
Anwendungen in anderen mathematischen Gebieten, in Asthetik und Kunst.
Dartiber hinaus gibt es eine Beziehung zur Fibonacci-Folge und damit auch
zu Wachstumsprozessen. Solche {iberraschenden Querverbindungen gehoren
zu den schonsten Erkenntnissen der Mathematik.

An Voraussetzungen benotigt man einige Kenntnisse der klassischen Geome-
trie (Kongruenz, Pythagoras, ...) und ein wenig Wissen iiber Folgen (es geniigt
auch, keine Angst vor Folgen zu haben).

Einleitung

Dieses Kapitel handelt von einem Thema, das seit der Antike grofses Interesse
auf sich zieht: Der Goldene Schnitt. Es handelt sich dabei um eine Verhéltnis-
zahl, die vielfach in der Mathematik, besonders in der Geometrie vorkommt.
Weiterhin erweist sich, dass diese Zahl ganz besondere arithmetische Eigen-
schaften besitzt und in Beziehung zu der Folge der Fibonacci-Zahlen steht.
Dariiber hinaus ist der Goldene Schnitt oftmals in der Kunst zu finden.

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut: Im ersten Teil wird auf die theoretischen
Aspekte des Goldenen Schnitts, auf die Fibonacci-Zahlen und auf die Bezie-
hung zwischen beiden eingegangen. Dazwischen eingefiigt sind einige Aufga-
ben, die zur Vertiefung der hier besprochenen Theorie gedacht sind. Zu jeder
Aufgabe gibt es Losungshinweise. Am Ende des Kapitels befinden sich die
Losungen zu den Aufgaben.

Wir rechnen fiir das Studium dieser ersten Halfte mit einem Arbeitsaufwand
von etwa zehn Stunden.

F. Verhulst, S. Walcher (eds.), Das Zebra-Buch zur Geometrie, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-05248-4 1, (© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010



2 1 Der Goldene Schnitt

In der Wissenschaft, der Kunst und in der Natur sind der Goldene Schnitt
und die Fibonacci-Zahlen in iiberraschenden Zusammenhéngen zu finden, ihr
Vorkommen wird allerdings auch oft romantisiert. Die zweite Hélfte dieses
Kapitels enthdlt sieben Arbeitsauftriage aus verschiedenen Bereichen (Archi-
tektur, Malerei, Biologie, Chemie, Mathematik) mit deren Hilfe diese An-
wendungen des Goldenen Schnitts und der Fibonacci-Zahlen diskutiert und
niher untersucht werden kénnen. Jede Auftragsbeschreibung enthélt viele in-
teressante Informationen. Es ist beabsichtigt, dass Du nachdem Du alle sieben
Arbeitsauftrage gelesen hast, einen auswéhlst, mit dem Du Dich intensiver be-
schiftigst. Hierfiir wird ein Zeitaufwand von etwa zehn Stunden erwartet.

Weitere Informationen iiber die Themen, die in diesem Buch behandelt werden
sind auf der Webseite der Niederléndischen Mathematiklehrer-Vereinigung zu
finden: http://www.nvvw.nl

1.1 Eine gottliche Teilung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einer Zahl, die seit Jahrhunderten
von grofsem Interesse ist: der Goldene Schnitt. Es geht dabei um eine beson-
dere Art, eine Strecke in zwei Teile zu zerlegen. Der Goldene Schnitt ist ein
Verhiltnis, das man wie folgt findet: Schneidet man einen Gegenstand einer
bestimmten Lénge, zum Beispiel der Lénge 1 m (einen Balken, ein Stock, ein
Stiick Seil) an einer beliebigen Stelle durch, dann erhélt man zwei Teile, die
in der Regel nicht gleich lang sind. Zwischen den Léangen der beiden Teile
besteht ein festes Verhéltnis. Teilt man zum Beispiel die 100 cm in ein kleines
Stiick von 40 cm Lénge und ein grofes Stiick, das 60 cm lang ist, dann verhélt
sich das kleine Stiick zum grofen wie 40 : 60 oder 1 : 1,5.

Zugleich stehen beide Teile in einem festen Verhéltnis zur urspriinglichen Lén-
ge. Das grofsere Stiick verhélt sich zur Gesamtlidnge wie 60 : 100 oder wie
1:1,667. Beachte hierbei, dass 1,667 grofer als 1,5 ist.

Teilt man nun die 100 cm in ein kleines Stiick von 35 cm und ein grofses Stiick
von 65 cm, dann ist das Verhéltnis zwischen dem kleinen und dem grofsen
Stiick 35 : 65 oder 1 : 1,857. Das grofsere Stiick verhélt sich zur gesamten,
urspriinglichen Lange wie 65 : 100 oder wie 1 : 1,538. In diesem Fall ist 1,538
kleiner als 1, 857.

Es muss also auch eine Aufteilung moglich sein, bei der das Verhéltnis des
kleineren Stiicks zum grofseren gleich ist dem Verhéltnis des groferen Stiicks
zur Gesamtlange.

Aufgabe 1.1
Versuche diese Aufteilung zu finden und berechne das dazugehorige Verhéltnis
so genau wie moglich. Dieses Verhéltnis wird ,,der Goldene Schnitt* genannt.
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Euklid schrieb schon um 300 v. Chr. eine mathematische Abhandlung iiber
dieses Verhéltnis, und etwa seit dem Ende des Mittelalters erschienen regelmé-
$#ig mathematische Werke zu diesem Thema. Das Verh&ltnis war nicht immer
unter dem Namen ,Goldener Schnitt* bekannt. Euklid nannte es die ,,Teilung
im inneren und &uferen Verhéltnis“, zu Ende des Mittelalters und zu Beginn
der Renaissance sprach man auch von der Divina Proportio: die Gottliche
Teilung.

Der Name Goldener Schnitt, eigentlich das Goldene Verhéltnis, entstand erst
in der ersten Hélfte des 19. Jahrhunderts. All diese Namen zeigen, dass man
dieses Verhiltnis als etwas sehr Besonderes ansah: ,gottlich® und ,,golden‘.
Einer der Griinde fiir die Faszination, die dieses Verhéltnis ausstrahlt, ist
die Anwendung des Goldenen Schnittes in vielen, auch nicht-mathematischen
Bereichen. So taucht diese berithmte Zahl bei der Untersuchung des Pflanzen-
wachstums auf. Weiter spielt der Goldene Schnitt vor allem in der Bildenden
Kunst und in der Architektur eine grofse Rolle.

Aufgabe 1.2

Zeichne ein Quadrat mit einer Seitenléinge von 10 cm. Teile das Quadrat mit
einer senkrechten Linie ,s0 schon wie moglich” in zwei Teile. Miss die Lange
und Breite der Rechtecke, die durch diese Teilung entstehen. Berechne das
Verhéltnis der Lange zur Breite der Rechtecke in der Zeichnung. Zeichne noch
ein Quadrat und teile es mit einer vertikalen und einer horizontalen Linie ,s0
schon wie moglich®. Miss die Langen der Stiicke, in die das Quadrat unterteilt
ist und berechne die Verhaltnisse. Sind Verhéltnisse dabei, die ungefdhr dem
Goldenen Schnitt entsprechen?

Experimente dieser Art wurden in der Vergangenheit mit grofsen Gruppen
von Testpersonen unternommen, um festzustellen, welches Verhéltnis als das
schonste empfunden wird, und so ein absolutes Schonheitsideal zu finden. Man
hat oft angenommen, dass es eine ,schonste Unterteilung” einer Strecke (oder
eines Quadrats) gibt, und dass diese der Goldene Schnitt ist. Einige Kiinstler
haben ganz bewusst den Goldenen Schnitt in ihren Werken verwendet. An-
dererseits wird das Vorkommen des Goldenen Schnitts in der Kunst auch oft
iibertrieben dargestellt. Wahrscheinlich sind die Begriffe ,schon“ und ,héss-
lich* zu vielschichtig, um sie mit einer einzigen Zahl zu beschreiben. Mehr zu
diesem Aspekt des Goldenen Schnitts ist im Buch von Albert van der Schoot
[10] nachzulesen.

Zuriick zur Mathematik. Im Laufe der Zeit wurde der Goldene Schnitt in
Verbindung mit einer gewissen Folge von Zahlen gebracht, der Folge der
Fibonacci-Zahlen“. Diese Folge wird erstmals in einem Buch behandelt, das
zu Beginn des 13. Jahrhunderts erschien. Man entdeckte dann, dass eine enge
Verbindung zwischen den Fibonacci-Zahlen und dem Goldenen Schnitt be-
steht. Es ist sogar so, dass man den Goldenen Schnitt mit Hilfe dieser Zahlen
besser verstehen kann. Deshalb werden wir hier auch die Folge der Fibonacci-
Zahlen und den Zusammenhang mit dem Goldenen Schnitt ndher betrachten.
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1.2 Die Mathematik hinter dem Goldenen Schnitt

1.2.1 Das Pentagramm

An vielen Stellen in der Literatur, in der bildenden Kunst, in der Philosophie
und im alltédglichen Leben finden wir das Symbol des fiinfzackigen Sterns. So
ist zum Beispiel die Figur in Abbildung 1.1 in einem Bogen eines Klostergangs
in Alcobaca in Portugal zu sehen.

Abb. 1.1: Kloster in Alcobaga, Portugal (Foto: Wim Kleijne).

In der Magie des Mittelalters war der fiinfzackige Stern, Pentagramm genannt,
ein Symbol, welches Schutz vor Hexen, bosen Geistern und dem Teufel bot.
Ein spétes Relikt davon findet man in Goethes ,Faust®. In einer Szene ist
Mephisto nédmlich nicht in der Lage das Zimmer von Faust zu verlassen, denn

Gesteh ich’s nur! Dass ich hinausspaziere,
Verbietet mir ein kleines Hindernis,
Der Drudenfuft auf Eurer Schwelle

worauf Faust fragt:
,Das Pentagramma macht dir Pein?*

Der ,Drudenfufs”, das Pentagramm, der regelméfige fiinfzackige Stern, war ein
fiir bose Geister uniiberwindliches Hindernis.
Beriicksichtigt man dies, so ist es auch verstdndlich, dass das Pentagramm
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in Sakralbauwerken wie im erwihnten Klostergang eingebaut ist: Der Teu-
fel sollte nicht hereinkommen kénnen. An dem Foto des Klosterfensters wird
deutlich, dass der Baumeister unter anderem vor dem Problem stand, das
Pentagramm in ein rundes Fenster einzubauen. Dafiir musste er zuerst ein
regelméfiges Fiinfeck, ein sogenanntes Pentagon konstruieren. Die Konstruk-
tion eines Fiinfecks spielte im mittelalterlichen Kathedralenbau eine wichtige
Rolle, und war nur den Baumeistern vorbehalten. Diese Konstruktion musste
ein Baumeister damals allein mit einem Zirkel und einem Lineal ohne Mar-
kierungen schaffen.

Es gibt einige zeitgenossische Bilder von Baumeistern mit einem Zirkel und
einem Lineal in den Hénden, die verdeutlichen sollen, dass solche Konstruk-
tionen allein damit erstellt werden mussten. Ein Relikt davon findet sich heute
noch im Symbol der Freimaurer.

Auch heutzutage kommen das Pentagramm und das Pentagon viel 6fter vor
als man vielleicht denken mag. Versuche einige Beispiele fiir die Verwendung
dieser Symbole in der heutigen Zeit zu finden. Denke zum Beispiel an Gebdu-
de, Flaggen, diverse Firmenlogos usw. Eine gute Moglichkeit solche Beispiele
zu finden, ist die Suche im Internet.

Die Konstruktion eines Pentagramms und eines regelméafigen Fiinfecks mit
Zirkel und Lineal ist aus mathematischer Sicht sehr interessant. Wir werden
uns in diesem Kapitel unter anderem damit befassen. Dabei wollen wir das
Pentagramm und das Pentagon auch auf ihre mathematischen Eigenschaften
hin untersuchen.

1.2.2 Eine mathematische Eigenschaft

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass der mittelalterliche Baumeister
einer Kathedrale vor dem Problem stand, ein Pentagramm in einem runden
Fenster nur mit Zirkel und Lineal zu konstruieren. Fiir die Losung dieses Pro-
blems wird er sehr schnell auf die Idee gekommen sein, das zum Pentagramm
gehorende regelméfige Fiinfeck, das Pentagon zu konstruieren (siehe Abb.
1.2). Wenn man von der vollstdndigen Symmetrie des Sterns ausgeht, ist so-
fort klar, dass das Fiinfeck ABC DFE, das man durch Verbinden der Eckpunkte
des Sterns erhiilt, regelméfig ist. Das heifst, dass die Seiten AB, BC,CD, DE
und F A gleich lang sind und dass die Winkel an den Eckpunkten A, B,C, D
und E ebenfalls gleich grof sind. Die Strecken, die das Pentagramm bilden,
sind die Diagonalen des Fiinfecks.

Allerdings ist auch die Konstruktion (nur mit Zirkel und Lineal) eines regel-
méfkigen Fiinfecks alles andere als eine leichte Aufgabe. Wir werden deshalb
zunéchst versuchen, einige Besonderheiten des Sterns und des Fiinfecks zu
finden. Es liegt auf der Hand, zu untersuchen, an welchen Stellen sich die fiinf
Strecken schneiden, die den Stern bilden. Um dariiber etwas aussagen zu kon-
nen, muss man beachten, dass diese Strecken die Diagonalen des regelméfligen
Fiinfecks sind. Der Einfachheit halber zeichnen wir nun zunéchst nur drei der
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A B

Abb. 1.2: Regelméfiges Fiinfeck und Pentagramm.

fiinf Strecken, die das Pentagramm bilden (siehe Abb. 1.3). Was miissen wir
wissen, um diese Figur zu konstruieren? Wir sehen bereits auf den ersten Blick
drei verschiedene Langen in dieser Zeichnung, kurze (z. B. DS), langere (z. B.
AS) und die langsten (z.B. AD oder AC).

Der Punkt in dem sich zwei Strecken schneiden kann bestimmt werden, wenn
das Verhéltnis der beiden Teile bekannt ist, in die eine Strecke unterteilt ist.
Die Frage ist also, was wir iber das Verhéltnis DS : SA oder AB : AD sagen
kdnnen.

Wir werden in den folgenden Uberlegungen von einigen Eigenschaften aus-
gehen, die man in Abbildung 1.2 und 1.3 sehen kann. Als erstes haben wir
die Symmetrie der Figur, und zweitens die Parallelitdt zwischen jeweils einer
Seite und einer Diagonalen. So ist zum Beispiel ED parallel zu AC und AB
parallel zu EC. Insgesamt folgt, dass das Dreieck AC'S dhnlich zum Dreieck
DES ist.

Anders ausgedriickt: AACS ~ ADES. Somit ist
DS:AS=DE: AC (1.1)

Da EC||AB und AD||BC, ist das Viereck ABC'S ein Parallelogramm, also
gilt BC = AS.
Da DE = BC gilt also auch

DE = AS (1.2)

Wegen der Symmetrie des Sterns ist
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A B

Abb. 1.3: Diagonalen im regelméfigen Fiinfeck.

AC = AD (1.3)
Setze jetzt (1.2) und (1.3) in (1.1) ein. Man erhélt
DS :AS=AS:AD =AB: AD (1.4)

Das ist ein wichtiges Ergebnis: das Verhéltnis der beiden Teile, in die eine
Diagonale des Fiinfecks durch eine andere Diagonale geteilt wird ist gleich
dem Verhéltnis von einem der beiden Teile zur ganzen Diagonale. Oder etwas
genauer ausgedriickt:
Das kleinere Stiick verhélt sich zum grofieren Stiick, wie das grofere Stiick
zur ganzen Diagonale.

Mit Hilfe dieses Verhéltnisses, das wir soeben bestimmt haben, kénnen wir
nun einige Berechnungen anstellen. Zuerst werden wir die Lénge einer Diago-
nalen berechnen.

Zunéchst sei die Lange einer Seite des Fiinfecks gleich 1. Das heifst in Abbil-
dung 1.3 gilt BC' = AS = 1. Wenn wir die Lange einer Diagonalen d nennen,
dann kann Gleichung (1.4) wie folgt geschrieben werden:

d=1):1=1:4d.

Daraus folgt
(d-1)-d=1

oder auch
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?—d—1=0 (1.5)
Die Losung dieser quadratischen Gleichung ist d = %(1 +/5).

Da d die Lénge einer Strecke ist, kann d nicht negativ sein. Also folgt aus

unserer Rechnung

1
d=5(1+ V5) ~ 1, 61803.

Wir werden diese Rechnung nun auch fiir den allgemeinen Fall, also fiir ein
regelméfiges Fiinfeck, dessen Seitenlédnge nicht unbedingt gleich 1 ist, durch-
flihren. Wir bezeichnen das kleinere Teilstiick einer Diagonalen des Fiinfecks
mit k und das grofere Teilstiick mit g (siehe Abbildung 1.4).

Abb. 1.4: Goldener Schnitt.

Das Verhéltnis aus Gleichung (1.4) kénnen wir jetzt schreiben als
k:g=g:(k+g).

Daraus folgt: g% = k - (k + g), ausmultipliziert: g = k? + kg. Wenn man nun
auf beiden Seiten durch k2 teilt und anschliefend alles auf eine Seite bringt
erhélt man:

(9/k)> —g/k—1=0

woraus wie eben folgt: g/k = % (1£/5). Das Minuszeichen wiirde eine negative
Zahl fiir ein Verhéltnis zweier Langen liefern, was unmdglich ist. Also gilt

1
g/k =50+ V/5) & 1,61803. (1.6)
Beachte, dass dann

1
klg=5(-1+ V5) & 0, 61803.
Zusammengefasst haben wir also folgendes herausgefunden:
(Z ist hierbei die Lénge einer Seite des Fiinfecks, g ist das grofere und &k das
kleinere der beiden Teile, in die die Diagonale unterteilt wird.)

e WennZ =g =1dannistd= 3(1+5) ~1,61803 und k = 1 (-1+V5) =
0,61803.

e Wenn allgemein Z = g dann ist g/k = £(1+ v/5) ~ 1,61803 und k/g =
1(-1+/5) ~ 0,61803.
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Elementare ,,goldene Algebra*

Wenn eine Strecke in zwei Teile geteilt ist, sodass die Teile in dem oben be-
schriebenen Verhéltnis zueinander stehen (siehe (1.4) und (1.6)) sprechen wir
vom ,Goldenen Schnitt* oder ,,Goldenen Verhéltnis“. Man verwendet auch
manchmal die Bezeichnungen ,gottliches Teilverhéltnis* und , Teilung im in-
neren und &uferen Verhaltnis®.

Die Tatsache, dass ein so einfaches Verhéltnis so viele verschiedene rithmende
Namen erhalten hat deutet darauf hin, dass es damit etwas Besonderes auf
sich hat. Das ist tatséichlich der Fall, wie wir im Folgenden sehen werden.
Dabei werden wir feststellen, dass man dieses Verhéltnis oft (ndherungsweise)
unter anderem in der Bildenden Kunst und in der Natur wieder findet. Auch
im alten Griechenland war dieses Verhiltnis bereits bekannt. Euklid erwahnt
es in seiner ,Stoicheia“ (iibersetzt ,Elemente”): dreizehn Biicher, in denen er
um das Jahr 300 v. Chr. die gesamte damals bekannte Mathematik beschrieb.
In diesen Biichern verwendet Euklid fiir diese Unterteilung einer Strecke die
Bezeichnung ,, Teilung im inneren und &ufleren Verhéltnis“. Da wir im Folgen-
den viel mit der Zahl (1 + v/5) rechnen werden, bezeichnen wir diese mit
dem griechischen Buchstaben ¢ (,phi¢). Also

4,0:%(14-\/5).

Zun#chst zeigen wir in der folgenden Aufgabe einige wichtige Eigenschaften
von . Einige der Ergebnisse aus Aufgabe 1.3 werden im Folgenden benétigt.

Aufgabe 1.3

Zeige, dass folgende Gleichungen gelten:
a. p?=p+1

b.1/p=¢p—1

c.o+1/ep=15

d. 2 +1/p?=3

(Hinweis zur Losung von Aufgabe 1.3: Setze den Wert von ¢ in die Gleichungen
ein oder forme Gleichung (1.5) geschickt um)

,JGoldene Konstruktionen*

Im letzten Abschnitt haben wir untersucht, in welchem Verhéltnis sich die
Diagonalen eines regelméfigen Fiinfecks teilen. Wir stiefen dabei auf den so-
genannten ,(Goldenen Schnitt®.

Sind wir jetzt umgekehrt auch in der Lage, eine gegebene Strecke mit Hilfe
von Zirkel und Lineal in zwei Teile zu teilen, die zueinander das Verhé&ltnis
des Goldenen Schnitts haben? Ein Problem hierbei ist, dass dieses Verhéltnis
durch eine irrationale Zahl (also eine Zahl, die nicht als Bruch mit ganz-
zahligem Zahler und Nenner, geschrieben werden kann) gegeben ist, ndmlich
1(14+/5). Wir werden nun mit einer klassischen Konstruktion eine Strecke im
Verhiltnis des Goldenen Schnitts teilen. Unter einer klassischen Konstruktion
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verstehen wir eine Zeichnung, die nur mit Verwendung eines Zirkels und ei-
nes Lineals ohne Markierungen erstellt wird (wie es die alten Griechen taten,
daher die Bezeichnung ,klassisch®, und wie der mittelalterliche Baumeister
vorgehen musste). Das heifst, dass wir bei der Konstruktion nur von Geraden
und Kreisbogen Gebrauch machen werden.

Konstruktion des Goldenen Schnitts auf der Strecke AB (sieche Abbildung
1.5):

1. Konstruiere die Strecke BC' = %AB, sodass sie senkrecht auf AB steht.

2. Zeichne einen Kreis mit Mittelpunkt C' und Radius BC'. Der Schnittpunkt
mit AC wird D genannt.

3. Zeichne einen Kreis mit Mittelpunkt A und Radius AD. Der Schnittpunkt
mit AB wird S genannt.

A S B

Abb. 1.5: Konstruktion des Goldenen Schnitts.

Aufgabe 1.4
Zeige, dass BS : AS = AS : AB

(Hinweis zur Losung von Aufgabe 1.4: Bezeichne die Linge von AB mit a
und driicke die Langen der Strecken BC', AC, AD und AS durch a aus. Zeige
weiter, dass AB/AS = . Daraus folgt dann, dass S die Strecke AB geméifs
dem Goldenen Schnitt unterteilt, dass also BS : AS = AS : AB).

In den folgenden beiden Aufgaben werden noch zwei weitere Konstruktionen
des Goldenen Schnitts behandelt.

Aufgabe 1.5
Zeige, dass in Abbildung 1.6 der Punkt S; die Strecke AB im Goldenen Schnitt
unterteilt. Fiir AB =1 gilt also AS; = 1/p =~ 0,618
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C

D

Abb. 1.6: Weitere Konstruktion des Goldenen Schnitts: AC' = 1 AB. Mit ¢ wird
der Kreisbogen (C, BC') mit Mittelpunkt C' und Radius BC' bezeichnet. Mit T wird
der Kreisbogen (A, AD) bezeichnet.

Abb. 1.7: Weitere Konstruktion des Goldenen Schnitts: ¢ ist der Kreisbogen
(M,MT). ABUT ist ein Quadrat. AM = M B, der Punkt S5 ist der Schnittpunkt
von ¢ mit der Strecke durch A und B.

(Hinweis zur Losung von Aufgabe 1.5: Driicke die Lénge der Strecke AD in
Abhingigkeit der Lange von AB aus und berechne dann AS;/AB.)

Aufgabe 1.6
Zeige, dass in Abbildung 1.7 die Strecke ASy; durch Punkt B im Goldenen
Schnitt unterteilt wird.

(Hinweis zur Losung von Aufgabe 1.6: Driicke nacheinander die Langen der
Strecken MU, M S5, ASs, und AB durch die Lange von AM aus und berechne
dann ASy/AB.)
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Algebra mit ¢

Wir sind ausgegangen von einer griindlichen geometrischen Untersuchung des
Pentagramms. Dabei sind wir schnell auf die Zahl ¢ = %(1 ++/5) gestoken.
In diesem Abschnitt fithren wir nun eine genauere algebraische Untersuchung
dieser Zahl durch.

Der Goldene Schnitt lasst sich als Verhéltnis mit drei verschiedenen Zahlen
auffassen: a,b und a + b. Es gilt ndmlich a : b ="b: (a + b). Dieses Verhéltnis
besitzt eine sehr spezielle Struktur: nacheinander steht zunéchst eine Zahl,
dann zweimal die andere Zahl und zum Schluss die Summe der ersten beiden.
Wenn wir die Verhéltnisgleichung nach diesem Muster fortfiihren, erhalten
wir:

a:b=b:(a+b)=(a+b):(a+2b)=(a+2b):(2a+3b) =...

(Uberpriifen wir zum Beispiel die letzte Verhiltnisgleichung: Die erste Zahl
darin ist a + b, die zweite und dritte Zahl ist a 4+ 2b und die vierte Zahl ist die
Summe der ersten beiden, namlich (a + b) + (a + 2b) = 2a + 3b.)
Auf diese Weise entsteht eine Folge immer grofer werdender, positiver Zahlen
der Form

a,b,a~+b,a+ 2b,2a + 3b,3a + 5b, ...,

wobei wegen der Gleichheit aller Verhéltnisse von je zwei aufeinander folgen-
den Zahlen aufserdem gilt, dass dieses Verhéltnis gleich ¢ ist. Das Besondere
an dieser Zahlenfolge ist, dass jede Zahl die Summe der zwei vorherigen Zah-
len ist. Eine Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass jede Zahl der Folge gleich
der Summe der zwei vorherigen Zahlen ist, heifit in der mathematischen Li-
teratur Lucas-Folge, nach E. Lucas (1842 - 1891). Nennt man die erste Zahl
einer Lucas-Folge f(0), die zweite f(1) usw., gilt also:

fin+1)=f(n)+ f(n—1), fir allen > 1

Ein Beispiel fiir eine Lucas-Folge, auf das wir in diesem Buch noch 6fter zuriick
kommen werden, ist die Folge:

1,1,2,3,5,8,13,...

Diese Folge ist eine Lucas-Folge, da2=1+1;3=142;5=3+2; 8 =3+05;
13 =5+ 8; .... Die Verhéltnisse aufeinander folgender Elemente dieser Folge
sind jedoch nicht gleich dem Goldenen Schnitt, denn 2/1 = 2 # ¢; 3/2 =
1,5 # ¢.... Eine Lucas-Folge hat also nicht notwendigerweise die Goldene-
Schnitt-Eigenschaft. Das heifst, dass das Verhéltnis zwischen zwei aufeinander
folgenden Zahlen einer Lucas-Folge nicht unbedingt ¢ entspricht.

Betrachte die Folge:

1, ¢, <p2, g03, @4, .

Das Verhéltnis zwischen je zwei aufeinander folgenden Zahlen ist gleich ;
die Reihe hat also die Goldene-Schnitt-Eigenschaft. Wir wollen nun unter-
suchen, ob jede Zahl auch gleich der Summe der zwei vorangehenden Zah-
len ist. In Aufgabe 1.3 haben wir bewiesen, dass ¢? = ¢ + 1. Daraus folgt
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=0’ =p(p+1) =’ +pund ¢* = p-9° = - (P? +¢) = ¢* + . Es
scheint, dass diese Folge eine Lucas-Folge ist. Wir kdnnen uns dessen allerdings
noch nicht sicher sein: Dass die ersten fiinf Zahlen dieser Folge die Eigenschaf-
ten einer Lucas-Folge haben, heifst nicht, dass alle Zahlen dieser Folge diese
Eigenschaften besitzen. Bisher haben wir den Beweis wie folgt aufgebaut. Wir
wussten bereits, dass die Eigenschaft fiir ¢? gilt und haben damit beweisen,
dass sie auch fiir ¢? gilt. Davon ausgehend, dass die Lucas-Eigenschaft fiir
den Exponenten 3 gilt, konnten wir diese auch fiir den Exponenten 4 von ¢
zeigen. Dies kénnen wir unendlich oft fortsetzen. Da wir so allerdings zu kei-
nem Ende kommen wiirden, suchen wir einen kiirzeren Weg. Wir versuchen
allgemein zu beweisen: Wenn wir von der Giiltigkeit der Eigenschaft fiir den
Exponenten n ausgehen, gilt diese Eigenschaft auch fiir den Exponenten n+1.
Das wiirde bedeuten, dass aus dem eben fiir den Exponenten 4 Gezeigten die-
selbe Eigenschaft auch fiir den Exponenten 5 gilt. Und weiter folgt dann aus
der Giiltigkeit der Eigenschaft fiir den Exponenten 5, dasselbe fiir den Expo-
nenten 6 und so weiter. Damit wére also bewiesen, dass die Lucas-Eigenschaft
fiir jeden Exponenten von ¢, also fiir jede Zahl der Folge gilt.

Dazu miissen wir jetzt den allgemeinen Schritt beweisen. Wir gehen also davon
aus, dass die Eigenschaft fiir ¢ gilt:

Pt =" "2 (1.7)
und zeigen damit die Giiltigkeit der Gleichung ¢! = " + "1
Es gilt

it ="
=@ (" + ¢"7?) (wegen (1.7))
_ SOn 4 ()Onfl

Also gilt die Eigenschaft auch fiir ¢"*!. Damit ist bewiesen, dass die Lucas-
FEigenschaft fiir alle Zahlen dieser Folge gilt, mit anderen Worten: Jede Zahl
dieser Folge ist die Summe der beiden vorangehenden Zahlen.

Die Folge 1,0, % ©%, 0%, ... ist also eine Lucas-Folge mit der Goldene-
Schnitt-Eigenschaft. Mit Hilfe von Aufgabe 1.3 sind wir auch in der Lage,
die Zahlen dieser Folge wie folgt aufzuschreiben:

Y =p+1
PC=p =0 (p+) =’ +o=p+1+p=20+1
Aufgabe 1.7

a. Fiihre diese Rechnung fort und zeige, dass unsere Folge geschrieben werden
kann als:
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Lo, o+1,20+1,3p+2,...

b. Die allgemeine Gestalt einer Zahl dieser Folge ist A(n) - ¢ + B(n). Zeige,
dass die Zahlenwerte, die A(n) annimmt, sowie die Zahlenwerte, die durch
B(n) gegeben sind, Lucas-Folgen bilden.

(Hinweis zur Losung von Aufgabe 1.7: Verwende die eben beschriebene Me-
thode.)

Zuriick zu der Folge 1,1,2,3,5,8,13,.... Wir wissen bereits, dass diese Folge
eine Lucas-Folge ist, deren aufeinander folgende Zahlen nicht im Verhé&ltnis
des Goldenen Schnitts zueinander stehen. Das Verhéltnis zweier aufeinander
folgender Zahlen ist also ungleich ¢. Berechne nun die ersten Verhéltnisse von
je zwei aufeinander folgenden Zahlen dieser Folge.

fn)=1,1,23,5,8, 13, 21, 34, 55, ...
fln+1)/f(n)=1;2; 1,5; ...

Aufgabe 1.8
Berechne die weiteren Verhéltnisse f(n+1)/f(n) der ersten oben aufgefiithrten
Zahlen dieser Folge.

Wenn man nun die Folge der eben berechneten Verhéaltnisse betrachtet, scheint
diese gegen 1,61803. .. (= ) zu konvergieren. Anders ausgedriickt, scheint der
Grenzwert dieser Folge der Verhéltnisse gleich ¢ zu sein. Das ist tatsédchlich der
Fall. Der Beweis dazu ist nicht so einfach und wird hier deshalb nicht weiter
ausgefiihrt. Man kommt jedoch sehr schnell darauf, dass der Grenzwert ¢ sein
muss, wenn es iiberhaupt einen Grenzwert gibt: Wir gehen davon aus, dass
das Verhéltnis f(n+1)/f(n) gegen einen Grenzwert L konvergiert. Wir gehen
von der Definition einer Lucas-Reihe aus:

fin+1) = f(n) + f(n —1).
Division beider Seiten durch f(n) liefert:
fin+1)/f(n) =1+ f(n—1)/f(n)

Im Grenzfall kann man f(n+1)/f(n) durch L und f(n —1)/f(n) durch 1/L
ersetzen (Warum?). Man erhélt:

L=1+1/L, oder
I~ L-1=0

woraus bereits folgt, dass L = ¢, denn sicher ist L > 0.
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Also gibt es eine bemerkenswerte Verbindung zwischen dem Goldenen Schnitt
und der Folge
1,1,2,3,5,8,13,...

Wir haben in unserem Beweis nur verwendet, dass diese Folge eine Lucas-
Folge ist. Unser Ergebnis, der Zusammenhang mit dem Goldenen Schnitt,
ist also nicht abhéngig von der speziellen Folge 1,1,2,3,5,.... Der gleiche
Zusammenhang gilt allgemein: Fiir eine Lucas-Folge positiver Zahlen ist der
Grenzwert der Folge der Verhéltnisse von je zwei aufeinander folgenden Zahlen
gleich ¢.

Die Fibonacci-Folge In der Geschichte der Mathematik ist die Folge
1,1,2,3,5,8,13,...

aus dem letzten Abschnitt beriihmt geworden. Die Folge ist bekannt unter
dem Namen ,Fibonacci-Folge” und die Zahlen dieser Folge werden ,Fibonacci-
Zahlen“ genannt. Fibonacci (wortlich ,Sohn des Bonacci®), 1175 geboren und
auch bekannt unter dem Namen Leonardo von Pisa, verfasste 1202 das Buch
,Liber abaci“ (Buch der Rechenkunst, abacus = Rechenbrett, also ein Buch
iiber Zahlen, zdhlen und rechnen). In diesem Buch beschrieb er unter anderem
das folgende Problem:

Wie viele Nachkommen hat ein Kaninchenpaar, das die folgenden Bedingun-
gen erfiillt:

1. Jedes Kaninchenpaar ist ab einem Alter von zwei Monaten geschlechtsreif.
2. Jedes Kaninchenpaar bringt ab diesem Alter (von zwei Monaten) monatlich
ein neues Kaninchenpaar zur Welt.

3. Kein Kaninchen stirbt.

Zur Losung dieses Problems ist es hilfreich, ein Baumdiagramm der Nachkom-
men des ersten Kaninchenpaars aufzustellen.
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Abb. 1.8: Der Anfang der Fibonacci-Folge. Hierbei bedeutet O nicht geschlechtsreif,
X geschlechtsreif.

Aufgabe 1.9
Zeige, dass durch Fortsetzung dieses Schemas die Fibonacci-Folge entsteht.

(Hinweis zur Losung von Aufgabe 1.9: Es ist also zu zeigen, dass jede Zahl
die Summe der beiden vorangehenden ist. Im allgemeinen Fall also f(n+1) =
f(n)+ f(n—1). Im Monat n gibt es f(n) Kaninchenpaare. Ermittele zunéchst
wie viele geschlechtsreife Paare darunter sind. Diese bringen im Monat n + 1
je ein neues Kaninchenpaar zur Welt. Berechne so f(n +1).)

Die Fibonacci-Zahlen und der Goldene Schnitt

Fiir die Goldene Zahlenfolge gibt es eine geschlossene Formel, mit der man
die n-te Zahl der Folge berechnen kann. Das heifit, die n-te Zahl dieser Folge
lasst sich als Funktion in Abhéngigkeit von n ausdriicken: t(n) = ™.

Die Fibonacci-Folge ist rekursiv {iber die folgenden Formeln definiert:
fln+1)=f(n)+ fn—1) (1.8)
fO)=1,f(1)=1 (1.9)

Der Ausdruck rekursiv bedeutet, dass man jedes Element der Folge aus den
vorangehenden berechnen kann. So kann man f(2) berechnen, in dem man in
der Gleichung (1.8) n = 1 einsetzt. Man erhélt: f(2) = f(1)+f(0) = 1+1 = 2.
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Auf diese Weise kann man nun f(3), danach f(4) usw. berechnen. Ein Problem
bei dieser Art der Berechnung von einzelnen Folgengliedern ist, dass man zum
Beispiel fiir die Berechnung von f(100) die Werte f(2) bis f(99) benétigt. Es
ware sehr praktisch wenn man, wie bei der Goldenen Zahlenfolge, eine Formel
fir die Fibonacci-Zahlen hétte, in die man nur den Wert von n einsetzen
miisste. In diesem Abschnitt werden wir eine solche Formel mit Hilfe von zwei
Lucas-Folgen herleiten.

Man sieht schnell, dass die Folge,

2 3
a,a-p,a-Q ,a-Y,...

die man durch Multiplikation jeder Zahl der Goldenen Zahlenfolge mit der
(beliebigen) festen Zahl a erhélt, eine Lucas-Folge ist. Den allgemeinen Funk-
tionsterm, der uns die Zahlen der obigen Folge liefert nennen wir u(n), fir
n=0,1,2,....
Die Folge

b,—b-1/p0,b-1/¢* —b-1/¢%, ...
ist ebenfalls eine Lucas-Folge (bitte nachrechnen!). Den allgemeinen Funkti-
onsterm fiir die Zahlen dieser Folge bezeichnen wir mit v(n) firn =0,1,2,....
Weiter ist dann auch die Folge w(n) = u(n) —v(n) fir n = 0,1,2,... eine
Lucas-Folge, denn

wn+1)=un+1)—vin+1)
u(n —1) +u(n) —v(n—1) —v(n)
(n—1) —v(n—1) +u(n) —v(n)

=w(n—1)+w(n)

=un-—1

Fiir verschiedene Zahlen a und b erhélt man viele verschiedene Lucas-Folgen,
deren Werte sich mit Hilfe der Funktion w(n) berechnen lassen. Man konnte
auf die Idee kommen, Zahlen a und b zu bestimmen, fiir die man mit der w-
Folge die Fibonacci-Folge erhélt. Solche Zahlen gibt es tatsédchlich. Wenn man
namlich a¢ und b so wéhlt, dass die ersten zwei Zahlen der w-Folge gleich 1 sind,
dann erhélt man fiir diese a und b die Fibonacci-Folge. Die Lucas-Eigenschaft
der Folge sorgt fiir den Rest: 1,1, ... liefert mit der Lucas-Eigenschaft 2,3, 5,
usw.

Wir suchen also zwei Zahlen a und b, die die folgenden Gleichungen erfiillen:

w(O):a b=1
=a-o+b-1/p=1
Das heifit, dass
a—b=1
%(1+\/5)+b-%(—1+\/5):1
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Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ist

a=1/V5-p~ 0,724
b=1/V5-(=1/p) ~ —0,276

Hiermit erhalten wir eine Formel, mit der man alle Fibonacci-Zahlen berech-
nen kann. Die Formel lautet also

fn) =1/V5-¢- " —1/V5-(=1/¢) - (=1/@)" fiir n = 0,1,2,3,...
=1/V5- "t —1/V5-(=1/p)"H! fiir n =0,1,2,3,...

Damit haben wir eine schone Verbindung zwischen dem Goldenen Schnitt
und den Fibonacci-Zahlen gefunden. Diese Formel ist in der mathematischen
Literatur bekannt unter dem Namen ,Formel von Binet®, benannt nach J.P.M
Binet, der um die Mitte des 19. Jahrhunderts lebte.

Aufgabe 1.10
Berechne die ersten sieben Fibonacci-Zahlen mit der Formel von Binet. Uber-
priife Deine Ergebnisse mit der Rekursionsformel (1.8) und (1.9).

Goldenes Dreieck und regelmifiiges Zehneck

Im letzten Abschnitt haben wir eine Verbindung zwischen einem geometri-
schen Verhiltnis (dem Goldenen Schnitt) und einer Zahlenfolge gefunden,
also einen Zusammenhang zwischen diesem geometrischen Verhaltnis und al-
gebraischen Eigenschaften der Zahl . Nun gehen wir noch einmal zuriick zum
Anfang, wo wir den Goldenen Schnitt im regelméfigen Fiinfeck und damit
auch im Pentagramm fanden. In Abbildung 1.9 ist ein regelméfiges Fiinfeck
zu sehen. Das Dreieck ABC ist zweimal abgebildet, einmal mit der Winkel-
halbierenden des Innenwinkels /B bei B und einmal mit dem Mittelpunkt M
des Umkreises (der hier nicht abgebildet ist).

Mit Hilfe von Abbildung 1.9 werden wir zeigen, dass fiir die Winkel im Dreieck
ABC gilt:

/C=36° /A=/B="172°, /Bl=/B2=36° also/Dl="72°

AB ist eine Seite eines regelméfiigen Fiinfecks, woraus folgt, dass ZM1 gleich
einem Fiinftel von 360° ist, also ZM1 = 72°. Wegen der Symmetrie ist dann
M2 = /M3 =144° (denn (360° — 72°)/2 = 144°). Die Dreiecke AMC und
BMC sind beide gleichschenklig (da AM = CM = BM gleich dem Radius
des Umkreises), woraus folgt, dass ZC1 = ZC2 = 18° (da (180° — 144°)/2 =
18°). Also gilt weiter ZC = ZC1 + £C2 = 18° + 18° = 36°. AABC ist
gleichschenklig, also ist LA = ZB = (180° — 36°)/2 = 72°. Die Winkel des
Dreiecks ABC haben also jeweils die gleiche Grofse wie die Winkel des Dreiecks
ADB, woraus folgt, dass diese beiden Dreiecke dhnlich zueinander sind. Aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke folgt
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c C

Abb. 1.9: Regelmifiges Fiinfeck und Goldenes Dreieck.

AD: AB=AB: AC
Da AB = DC folgt weiter, dass
AD:DC =DC : AC

Hier steht gerade die Teilung der Strecke AC im Goldenen Schnitt. Wir ha-
ben hier also einen zweiten Beweis dafiir geliefert, dass die Diagonalen eines
regelméfigen Fiinfecks durch die Schnittpunkte mit anderen Diagonalen im
Verhiéltnis

Da das Verhéltnis des Goldenen Schnitts in einem gleichschenkligen Dreieck
mit einem Winkel von 36° an der Spitze so einfach zu finden ist, wird ein
solches Dreieck ,Goldenes Dreieck” genannt. Die Winkelhalbierende eines Ba-
siswinkels teilt die gegeniiberliegende Seite im Goldenen Schnitt. Aufserdem
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entsteht so ein neues Goldenes Dreieck, in dem die Winkelhalbierende eines
Basiswinkels die gegeniiberliegende Seite ebenfalls im Goldenen Schnitt teilt.
Indem man ein gleichschenkliges Dreieck stets wieder mit einer neuen Win-
kelhalbierenden eines der beiden Basiswinkel unterteilt, erhdlt man eine Folge
von #hnlichen Dreiecken mit Ahnlichkeitsfaktor ¢ oder je nach der Reihen-
folge, in der man die Dreiecke betrachtet 1/p. In Abbildung 1.10 ist das hier
beschriebene Vorgehen dargestellt. Es sind nur die ersten Schritte abgebil-
det, man sieht jedoch deutlich, dass diese Unterteilung beliebig oft wiederholt
werden kann.

A B

Abb. 1.10: Eine Folge Goldener Dreiecke.

Die Konstruktion eines Pentagramms
Eine schone Anwendung des Goldenen Dreiecks ist in Abbildung 1.11 darge-
stellt, wobei = die Lénge einer Seite des regelméfigen Zehnecks bezeichnet.
Das abgebildete Dreieck ist ein Goldenes Dreieck.
Mit dem Goldenen Schnitt folgt fiir ein Goldenes Dreieck AC = ¢ - AB. Das
heifit, dass

R=¢- .

Also ist .
r=1/p-R= §R~(f1+\/g),

da wir bereits in Aufgabe 1.3 gesehen haben, dass

1
1/90:@—1:5(—1—1-\/5).
R ist der Radius des Umkreises des regelméfigen Zehnecks. Wir sind also in
der Lage, die Linge einer Seite eines regelméfigen Zehnecks in Abhingigkeit
vom Radius des Umkreises und von ¢ auszudriicken. Das heifft auch, dass
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Abb. 1.11: Goldenes Dreieck und regelmiéfiges Zehneck.

wir nun in der Lage sind, in einem gegebenen Kreis ein regelméfiges Zehneck
zu konstruieren, indem wir ausschlielich Zirkel und Lineal verwenden. (Der
gegebene Kreis ist dabei der Umkreis des Zehnecks, das konstruiert werden
soll.)

Aufgabe 1.11
Fiihre diese Konstruktion durch.

(Hinweis zu Aufgabe 1.11: Beachte, dass fiir die Seite = des regelmifiigen
Zehnecks gilt R = ¢ - x und vergleiche dies mit AC' = ¢ - AB aus Abbildung
1.9. Fiihre dann eine der Konstruktionen des Goldenen Schnitts aus.)

Jetzt konnen wir auch das Problem des Baumeisters aus dem ersten Kapitel
16sen. Es ging darum, ein Pentagramm in einem runden Fenster nur mit Zirkel
und Lineal zu konstruieren. Das Problem ist gelést, wenn man in dem runden
Fenster ein regelméfiges Fiinfeck konstruieren kann. Das Pentagramm besteht
dann aus den fiinf Diagonalen des Fiinfecks. In Aufgabe 1.11 haben wir in
einem Kreis ein regelmifiges Zehneck konstruiert. Wenn man je zwei Ecken
des Zehnecks bei Auslassen der dazwischen liegenden Ecke der Reihe nach
verbindet, erhdlt man das gesuchte regelmifige Fiinfeck, das Pentagon, das
der Baumeister benétigte. Siehe Abbildung 1.12.

Wie so oft in der Mathematik, ist dies nicht die einzige Losung des Problems,
mit Zirkel und Lineal ein regelméfiges Fiinfeck ein einem gegebenen Kreis zu
konstruieren. Von den vielen anderen Lésungen folgt hier eine weitere.

In Abbildung 1.9 haben wir gesehen, dass in einem Kreis der Mittelpunktswin-
kel der Seite eines einbeschriebenen regelméfigen Fiinfecks 72° betragt. Wenn
man nun beriicksichtigt, dass die Basiswinkel eines Goldenen Dreiecks 72° be-
tragen, und dass ein Goldenes Dreieck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist,
muss das Problem auf diesem Wege gelost werden kénnen.
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Abb. 1.12: Regelméifiges Zehneck und regelméfiges Fiinfeck.

Aufgabe 1.12
Konstruiere mit Zirkel und Lineal einen Mittelpunktswinkel von 72° in einem
gegebenen Kreis. Konstruiere dann in diesem Kreis ein regelméfiges Fiinfeck.

(Hinweise zur Losung von Aufgabe 1.12:

1. Konstruiere den Goldenen Schnitt auf einem Radius AM des Kreises. (AC
ist das grofere und CM das kleinere Stiick).

2. Zeichne die Kreisbogen (C,CA) und (M, CA) und nenne den Schnittpunkt
der beiden B.

3. LAMB =72°.)

Eine Fraktal-Konstruktion mit Hilfe von ¢

Im vorigen Abschnitt haben wir eine Folge zueinander dhnlicher Dreiecke kon-
struiert. Tatséchlich erhélt man auf diese Weise eine Figur, die aus unendlich
vielen zueinander dhnlichen Bestandteilen (Dreiecken) zusammengesetzt ist.
Anders ausgedriickt: das gleiche Dreieck wird mit abnehmender Grofe unend-
lich oft reproduziert.

Mit dieser Formulierung wird sofort deutlich, dass ein Zusammenhang zu dem
besteht, was wir Fraktal nennen. Ein Beispiel fiir ein sehr schones Fraktal ist
in Abbildung 1.13 zu sehen.

Wenn man diese Figur genau betrachtet, erkennt man, dass ihre Bestandteile
immer wieder in kleinerem Mafistab reproduziert werden. Genauer gesagt,
sind alle Teile, die so entstehen, &hnlich zueinander. In Abbildung 1.14 ist ein
Schema dargestellt, das dem Fraktal aus Abbildung 1.13 sehr &hnlich sieht.
Mit Hilfe dieses Schemas kann man ein Fraktal konstruieren, das dem aus
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Abb. 1.13: Ein Fraktal.

Abbildung 1.13 dhnelt. Der Aufbau des Fraktals kann durch den folgenden
Konstruktions-Algorithmus beschrieben werden:

L

Abb. 1.14: Konstruktion eines Fraktals.
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1. Man beginnt mit einem gleichseitigen Dreieck der Seitenldnge 1.

2. Wie in Abbildung 1.14 dargestellt, werden nun an den beiden Basis-
Eckpunkten gleichseitige Dreiecke mit Streckungsfaktor f (beziiglich des ers-
ten Dreiecks) konstruiert, wobei 0 < f < 1 gelten soll. Der Wert von f ist
noch nicht bekannt, wir berechnen diesen spéter (er ist vermutlich leicht zu
erraten).

3. An diesen beiden Dreiecken werden dann auf diese Weise weitere ahnliche

Wir méchten mit unserer Konstruktion ein gleichseitiges Dreieck ABC' er-
halten, also muss AC = AB gelten. In Abbildung 1.14 erkennt man, dass
AC = 1+ f+ f? gilt. Man sieht aukerdem, dass AB = 2-(f2+ 3+ f*+...).
Wir erhalten also die Gleichung:

I+ f+f2=2-(F24+£2++..) (1.10)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine unendliche Reihe. Man kann jedoch
mit Hilfe der Summenformel fiir die geometrische Reihe zeigen, dass

PHP+rt+=r/0-1) (1.11)
Somit kénnen wir (1.10) als
Lt f+ =22/~ f)

schreiben, wonach folgt
P2 2-1=0 (1.12)

Aufgabe 1.13

a. Zeige, dass (1.11) und (1.12) gelten.

b. Zeige, dass f = —1, f = —p und f = 1/¢ die Losungen der Gleichung
(1.12) sind.

(Hinweis zur Losung von Aufgabe 1.13a): Die Summenformel fiir die geome-
trische Reihe lautet fiir —1 < f < 1:

L+ f+ P+ P+t =1/ f)
zu Aufgabe 1.13b): Setze die genannten Zahlen in der Gleichung fiir f ein.)

Da f positiv sein muss, ist die Losung f = 1/¢. Somit haben wir wieder den
gleichen Streckungsfaktor wie bei der Folge von Goldenen Dreiecken gefunden.
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1.3 Arbeitsauftrige

Vorbemerkung: Es wird erwartet, dass die Schiilerinnen und Schiiler etwa 10
Stunden fiir einen der folgenden Arbeitsauftrige aufwenden, in denen sie sich
der Untersuchung eines der Probleme und den zugehérigen Aufgabenstellun-
gen widmen. Die meisten Auftrage sind so umfangreich, dass sie auch fiir
Gruppen von zwei bis drei Schiilern geeignet sind.

Zu jedem Thema gibt es:

e Allgemeine Informationen zum Problem
e Eine Erkundung des Problems

Von den Schiilern wird erwartet:

e Weitere Aufteilung der Problemstellung in Teilprobleme und Planung des
weiteren Vorgehens
Bearbeitung der Problemstellung
Zusammenfassung, Schlussfolgerungen
Fragen zur weiteren Vertiefung

Zu jedem Thema sollte eine schriftliche Ausarbeitung verfasst werden, die die
oben genannten Punkte enthélt.
Es kann aus den folgenden Arbeitsauftrigen gewéhlt werden:

1. Der Modulor von Le Corbusier
Mafksysteme in der Architektur
2. Der Goldene Schnitt als Schénheitsideal?
Untersuchung asthetischer Vorlieben in der Malerei
3. Phyllotaxis
Fibonacci-Zahlen und Spiralen in der Natur
4. Nabelschau von Kopf bis Fuf$
Ist der Goldene Schnitt ein menschliches Maf?
5. Rétseln mit der Fibonacci-Folge
Rétsel aus dem ,Vierkant voor Wiskunde“-Kalender 1999 [4]
6. Die Goldene Spirale
Beriihrt oder schneidet diese Spirale den Rand der Goldenen Rechteck-
Spirale?
7. Optimierung eines chemischen Prozesses
Wie kann man mit moglichst wenigen Messungen auskommen?

1.3.1 Wahlméglichkeit 1: Der Modulor von Le Corbusier
Malfisysteme in der Architektur

Allgemeines zum Problem:
Fiir einen Architekten ist es aus praktischer und auch aus &sthetischer Sicht
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sehr wichtig, beim Entwurf eines Gebéudes eine bestimmte Menge von Maflen
zu verwenden. Die verwendeten Mafse kann man als Zahlenfolge auffassen.
Gesetzmaéfigkeiten einer solchen Mafifolge kénnten sein:

e Fiir jedes Mal, das verwendet wird, muss auch die Hélfte davon verwend-
bar sein. Diese Regel kdnnte zum Beispiel fiir das Halbieren eines Tiir-
rahmens bendétigt werden, in den man zwei gleich grofe Tiiren einbauen
mochte.

e Wenn zwei Make vorkommen, muss ihre Summe auch vorkommen: Zwei
Fenster unterschiedlicher Gréfte miissen zusammen in einen Fensterrahmen
passen.

e Fiir das Unterteilen einer Flache, oder eines Raumes muss so weit wie
moglich gelten: Fiir die entstandenen Teile miissen die selben Verhéltnisse
gelten, wie fiir die gesamte Fliache. Beim Teilen einer rechteckigen Ebene
in Teilrechtecke kann man versuchen, bestimmte Teilverh&ltnisse zwischen
den entstandenen Rechtecken einzuhalten. Dadurch, dass man alle Mafke
als Folge auffasst, ist das garantiert: aufeinander folgende Zahlen haben
ein festes Verhéltnis zueinander.

e Die Verwendung von ,schénen” Unterteilungen, wie dem Goldenen Schnitt.

Ein bekanntes Beispiel fiir eine Maffolge auferhalb der Architektur sind die
Papierformate A0, Al, ... A4, .... In der Architektur sind Maffolgen der
Renaissance-Architekten Palladio und Alberti sehr bekannt.

Wir werden uns vor allem mit den ,,Modulor-Mafsen* befassen, die der franzo-
sische Architekt Le Corbusier 1945 - 1946 entwarf. Dieses Proportionssystem
basiert auf Langenverhéltnissen des menschlichen Koérpers und ist &hnlich wie
eine Fibonacci-Folge aufgebaut. Es ist eine Kombination von zwei Folgen:
Die rote Folge, ausgehend von einer Korpergrofte von 1,83 m und Goldener-
Schnitt-Verhéltnissen:

... 1,829 m; 1,130 m; 0,689 m; 0,432 m;...

und die blaue Folge, ausgehend von einer Korpergrofie mit ausgestrecktem
Arm von 2,26 m und dem Goldenen Schnitt:

...2,260 m; 1,397 m; 0,863 m; 0,534 m;... .

Durch Zusammenfiigen der roten und blauen Folge erhélt man die gesamte
Modulor-Folge:

...0,432 m; 0,534 m; 0,698 m; 0,863 m; 1,130 m; 1,397 m;
1,829 m; 2,260 m;...

Durch Runden erhélt man also die Folge:

a1 = 43 cm (oder mm), ay = 54, a3 = 70, a4 = 86, a5 = 113, ag = 140,
a7 = 183, ag = 2267 R
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Abbildung 1.15 illustriert diese Folge noch einmal. Abbildung 1.16 zeigt ein
Beispiel fiir einen Entwurf, in dem alle Rechtecke und Zusammenstellungen
von Rechtecken Mafse aus der Modulor-Folge haben. Welche Eigenschaften
und Moglichkeiten hat dieses Mafssystem?

Erkunden der Problemstellung:

In der Modulor-Folge gilt:

a; =2-a; 3

und aulierdem

Q; = Qj—2 + G;—4

Welches Element der Modulor-Folge muss man zu a;_; addieren um a; zu
erhalten? Welche weiteren Eigenschaften hat die Modulor-Folge? Auf wie
viele Arten kann man ao = 366 mit den Werten a; bis ag aufteilen?

Bei dem Rechtecksystem in Abbildung 1.17 haben aufeinander folgende
Léngen und Breiten der Rechtecke Werte aus der Modulor-Folge. Fiihrt
eine Aufteilung von Rechtecken aus diesem System zu einer Kombinati-
on von kleineren Rechtecken aus diesem System, die immer passt? Hat
also, falls drei Rechtecke Modulor-Mafie haben, das vierte Rechteck eben-
falls Modulor-Mafe? Stell Dir das Rechteck-System aus Abbildung 1.17
als Schachtel mit rechteckigen Plattchen darin vor. Mit einigen solcher
Schachteln kann ein Architekt nach Herzenslust puzzeln und kombinieren.
Es liefert Mondrian-artige Flachenaufteilungen (obwohl Mondrian immer
intuitiv ans Werk ging). Lege ein paar ,schone” Rechteck-Kombinationen.
Du kannst dafiir die Rechtecke mit den Mafen a; bis ag auf ein Papier
zeichnen und ausschneiden.

Der niederléandische Architekt H. van der Laan (ein Priester, der vor allem
Kloster und Kirchen entwarf und heute iiber die ,,Bossche School“ viele
Epigonen im Wohnungsbau hat) kritisierte die Modulor-Mafe. Er war der
Meinung, dass das Modulor-Mafsystem nur fiir die Aufteilung von zwei-
dimensionalen Flichen geeignet war. Van der Laan entwickelte ein 3D-
Mafsystem, das die Gesetzmafigkeiten a; = a;_2 +a;_3 und a; =p-a;_1
erfiillt. Das fithrte zur ,plastischen Zahl“ p, vergleichbar mit dem Goldenen
Schnitt. Folgere aus den zwei genannten Gesetzen, dass die plastische Zahl
etwa 1,325 ist. Nimm an, dass das kleinste Mafs dieses Systems 10 cm ist.
Welche weiteren Mafie wiirden sich dann aus den obigen beiden Gesetz-
méakigkeiten ableiten lassen? Dieses Mafssystem enthélt Mafke fiir Quader
(jeder Quader hat drei MaRe: Lange, Breite und Hohe). Kannst Du einen
Baukasten mit verschiedenen Quadern entwerfen, mit denen ein Architekt
spielen kénnte? Und dann einen Entwurf fiir ein Gebdude daraus erstellen?
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Abb. 1.16: Ein Entwurf mit
Abb. 1.15: Le Corbusier, Modulor. Hilfe des Modulors.

Abb. 1.17: System von Rechtecken im Modulor.



30 1 Der Goldene Schnitt

1.3.2 Wahlmoéglichkeit 2: Der Goldene Schnitt als Schénheitsideal?
Untersuchung dsthetischer Priferenzen in der Malerei

Allgemeines zum Problem:

Zeichne ein Quadrat mit einer Seitenldnge von 10 cm. Teile das Quadrat (dem
Gefiihl nach) mit einer vertikalen Linie ,s0 schon wie moglich® in zwei Teile.
Miss die Langen, die durch diese Aufteilung entstanden sind.

Zeichne ein weiteres Quadrat und teile dieses mit einer horizontalen Linie
.80 schon wie moglich”. Miss auch hier die entstandenen Léngen. Experimente
dieser Art wurden auf der Suche nach einem Schonheitsideal in der Vergangen-
heit mit groflen Gruppen von Testpersonen gemacht um festzustellen, welches
Verhéltnis als das schonste empfunden wird.

Aufserdem wurden viele Analysen von Bildern vorgenommen. Wenn man Li-
nien im Verhéltnis des Goldenen Schnitts durch das Bild zog, erwies sich oft
(oder schien sich zu erweisen), dass diese Linien mit wichtigen Linien des
Bildes zusammenfielen, oder dass sie durch zentrale Punkte des Bildes ver-
liefen. Zeichne in Abbildung 1.18 einige Linien im Verhéltnis des Goldenen
Schnitts ein. Auch in dem Bild ,Die Nachtwache” von Rembrandt ist der Gol-
dene Schnitt zu finden. Dazu muss man allerdings das urspriingliche Format
und das gesamte Bild, einschliefilich spiter entfernten Ridndern betrachten.
Siehe Abbildung 1.19, in der einige wichtige Diagonalen bis an den Rand des
urspriinglichen Bildes fortgesetzt, und Goldene Linien senkrecht eingezeichnet
sind.
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Abb. 1.18: Les Bergers D’Arcadie von Nicolas Poussin.

Abb. 1.19: Analyse von Rembrandts Nachtwache.
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Abb. 1.20: Fechners Graphik

Gibt es ein Schonheitsideal? Eine ideale Proportion? Wiirde man diese im-
mer wieder antreffen, wenn man Testpersonen verschiedene Formen vorlegt?
Haben Kiinstler den Goldenen Schnitt intuitiv getroffen? Oder haben sie viel-
leicht bewusst den Goldenen Schnitt verwendet, wie Le Corbusier?

Erkunden der Problemstellung

Albert van der Schoot diskutiert in seinem Buch [10] ausfiihrlich die oben an-
gefiihrten Fragen. Er zeigt auf iiberzeugende Weise, dass der Goldene Schnitt
als dsthetisches Ideal erst in der Romantik (19. Jahrhundert) entdeckt wur-
de. Ausgehend vom voreingenommenen Standpunkt der Romantik, wurde der
Goldene Schnitt, oft mit fragwiirdigen Methoden, auch in Werken der Antike
und der Renaissance ,entdeckt”. Die Erforschung &sthetischer Vorlieben nach
1850 fiihrte zu einer schénen Reihe von bemerkenswerten Entdeckungen und
diversen Einwendungen. So untersuchte G.T. Fechner zum Beispiel die Vorlie-
be fiir Rechtecke mit bestimmten Seitenverhéltnissen. Diese Rechtecke waren
aus weifer Pappe, alle mit dem gleichen Flicheninhalt von 64 cm?. Die Sei-
tenverhéltnisse umfassten Quadrate (1 : 1) und auch langgezogene Rechtecke
(2 : 5). Er liefs Testpersonen das schonste Rechteck auswihlen. Abbildung 1.20
zeigt das Ergebnis seiner Untersuchung. Er schloss daraus, dass das Goldene
Rechteck, sowie Rechtecke, die nur wenig davon abweichen, die héchste Wert-
schitzung geniefien. In Kapitel 6 des Buches von van der Schoot [10] sind viele
darauf aufbauende Untersuchungen beschrieben. Er bezeichnet diese Unter-
suchungen am Ende des Kapitels als , Treibsand der empirischen Forschung",
der wenig Klarheit verschafft hat.

Wenn Du an den Methoden solcher Forschung interessiert bist, wirst Du an
diesem Kapitel Deine Freude haben. Gib eine Zusammenfassung, wie die For-
schungsergebnisse von Fechner spéter bestétigt, widerlegt und erginzt wur-
den.

Du kannst auch beriithmte Bilder untersuchen: Wo befinden sich fiir Dich wich-
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tige Linien in den Kunstwerken, wo verlaufen Goldene Linien. Vergleiche diese.
Zu welcher Schlussfolgerung gelangst Du?

1.3.3 Wahlmaoéglichkeit 3: Phyllotaxis
Fibonacci-Zahlen und Spiralen in der Natur

Allgemeines zum Problem:

In Sonnenblumen, Génsebliimchen und vielen anderen Blumen und Friichten
sind spiralférmige Muster zu finden. Fiir das menschliche Auge bestehen diese
Muster meistens aus zwei Gruppen von Spiralen: Die eine Gruppe lauft mit
dem Uhrzeigersinn, die andere gegen den Uhrzeigersinn. Wenn man nachzéhlt,
wie viele Spiralen mit dem Uhrzeigersinn laufen, und wie viel dagegen, kommt
man auf Anzahlen wie ,21 linksdrehend und 34 rechtsdrehend®, oder ,34 und
55¢. Das sind aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen, in Ausnahmefillen auch
Zahlen aus der ,abweichenden Folge* 4,7,11,18,29,47,. ... Bei Tannenzapfen
und Ananas findet man Muster mit Gruppen von Spiralen mit 3 aufeinander
folgenden Fibonacci-Zahlen, zum Beispiel 5 linksdrehende Spiralen, 8 rechts-
drehende Spiralen, 13 Spiralen, die ,schrig nach oben* verlaufen.

Gibt es eine Erklarung fiir dieses Wachstum in verschiedenen Spiralen? Warum
findet man dort aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen?

Abb. 1.21: Spiralmuster in Sonnenblumen.

Erkunden der Problemstellung:

Beim Wachstumsvorgang einer Pflanze entstehen an der Spitze der Pflanze
oder in der Knospe neue Primordien, aus denen sich z. B. Blatter bilden. Die
Briider Auguste und Louis Bravais entdeckten bereits 1837, dass die neuen
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Blattansédtze an vorhersagbaren Stellen entstehen. Es stellte sich heraus, dass
der Winkel zwischen aufeinander folgenden Blattansitzen im Allgemeinen na-
he bei 137, 5° liegt. Das gilt auch fiir den Stand aufeinander folgender Blatter
an einem Ast und fiir die Blétter eines Rotkohls. (Schneide einen Rotkohl der
Lénge nach durch, und sieh Dir die Hélften von innen an). Der Querschnitt
einer Selleriepflanze in Abbildung 1.22 illustriert dieses Prinzip sehr schon.
Der Winkel zwischen 1 und 2 ist links 137,5° = 0,382... - 360° und rechts
222,5° = 0,618...-360°. Der Winkel 137,5° oder genauer 137°30'28" wird
auch der Goldene Winkel genannt. Das Entstehen von Spiralen mit Fibonacci-
Zahlen hiangt mit diesem Winkel zusammen.

Man stelle sich vor, dass der Winkel zwischen aufeinanderfolgenden Blattan-
séitzen nicht genau der Goldene Winkel sondern 8/21 - 360° = 0, 38095 - 360°
ist, dann entsteht ein Muster von 21 kreisférmig angeordneten Strahlen; siche
die mittlere Zeichnung in Abbildung 1.23. In der Natur wére das keine effizi-
ente Nutzung des Raumes. Wahlt man den Winkel etwas grofer oder kleiner,
entstehen Spiralen.

Abb. 1.22: Querschnitt einer Selleriepflanze.

Mit einem graphischen Taschenrechner (oder einem Grafikprogramm am
Computer) kann man solche Zeichnungen machen. Die Option ,,Polarkoordina-
ten® ist sehr praktisch dafiir. So geniigt die Spirale in der Mitte von Abbildung
1.23 der Gleichung in Polarkoordinaten:

r = 6/360,

dabei ist @ der Winkel gegeniiber der z-Achse und r ist der Abstand zum
Zentrum. Das Festlegen des Bildbereichs, etwa iiber die Option ,window" ist
wichtig. Lasse alle Punkte (dots) auf dem Bildschirm abbilden, die a- und y-
Achse kannst Du ausblenden. Du kannst bei der rotierenden Bewegung Punkte
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Abb. 1.23: Schematische Darstellung des Wachstums aufeinanderfolgender Pri-
mordien im Winkelabstand D - 360°; von links nach rechts fiir D = 0,381100;
D = 0,380952; D = 0,380800.

(dots) mit einer Schrittweite von 0,38095 - 360° = 137,14° anzeigen lassen.
Fertige auf diese Weise das mittlere Bild an.

Vergrofiert man nun die Schrittweite ein wenig, erhdlt man eine linksdrehende
Spirale. Bei einer etwas kleineren Schrittweite erhélt man eine rechtsdrehende
Spirale. Bei einer Schrittweite von 0, 382-360° erhilt man das Innere einer Son-
nenblume: sich iiberlagernde rechts- und linksdrehende Spiralen. Jetzt kann
das Experiment beginnen. Fertige einige Bilder mit dem Sonnenblumenmotiv
an und drucke diese aus. Kannst Du auch dafiir sorgen, dass das Wachstum
nach auflen hin stirker wird? Fertige einige Muster an und schreibe die jeweili-
ge Formel dazu auf. Unter welchen Bedingungen erhdlt man 5 und 8 Spiralen?
Und wann sind es 8 und 13, 13 und 21, usw?

Mit den obigen Untersuchungen, ist der Kern dieses Phinomens jedoch noch
nicht erfasst: Warum verwendet die Natur den Goldenen Winkel? Besitzen
alle Pflanzen in der DNA einen Code, der den Goldenen Winkel enthélt? Das
liegt aufserhalb des Umfangs dieses Arbeitsauftrags und geht vermutlich iiber
die Moglichkeiten eines Schiilers hinaus. Darum erwdhnen wir hier einige For-
schungsergebnisse.

Die franzésischen Physiker Yves Couder und Stéphane Douady haben 1992
das ,Verhalten der Blattansidtze beim Knospenwachstum mit toter Materie
nachgestellt: Tropfen fliissigen Metalls in einer mit Silikon gefiillten Schale
formten die uns bereits bekannten Spiral-Muster.

F. van der Linden, Mathematiker an der TU Eindhoven, simulierte 1991 diese
Blumenmuster in einer Computerzeichnung mit einem einfachen Wachstums-
Algorithmus. Der zentrale jiingste ,,Kern“ wurde auf die Stelle mit dem meisten
verfiigbaren Platz gesetzt. Dabei entstanden das Spiral-Muster und der Golde-
ne Winkel. Ein simpler Verdréingungsmechanismus verwendet als Drehwinkel
ein irrationales Vielfaches von 360° und liefert diese schénen Muster. In dem
Buch ,,Op een goudschaal® von Jelske Kuiper [6] (auch als Zusatzmaterial fiir
Oberstufenschiiler gedacht) wird eine mathematische Erklarung geliefert: Es
wird hergeleitet, dass der Goldene Schnitt die ,irrationalste Zahl“ ist und des-
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halb, anders als rationale Zahlen, die ein kreisférmiges Strahlenmuster liefern,
am besten fiir eine optimale Raumverteilung der Kerne sorgt.

1.3.4 Wahlméglichkeit 4: Nabelschau von Kopf bis Fufs
Ist der Goldene Schnitt ein menschliches Mafs?

Allgemeines zum Problem:

1854 verdffentlichte der deutsche Philosoph Adolf Zeising sein Buch ,Neue
Lehre von den Proportionen des menschlichen Koérpers®, in dem er den mensch-
lichen Korper bis ins Detail nach dem Goldenen Schnitt proportioniert sieht,
siehe Abbildung 1.24. In seinem Buch gibt er der Gesamtlinge des Korpers die
Verhéltniszahl 1000. Den einzelnen Unterteilungen des Korpers hat er Buch-
staben dem Alphabet nach zugeordnet, wobei sich die Vokale ,jiiberraschender
Weise an wichtigen Stellen des Korpers befinden. Spéter sieht Zeising iiber-
all im Tierreich und bei den Planeten unseres Sonnensystems den Goldenen
Schnitt.

Der Titel dieses Arbeitsauftrags ist einer Kapiteliiberschrift des Buches ,De
ontstelling van Pythagoras* [10] entlehnt. In Abschnitt 5.2 dieses Buches er-
lautert Albert van der Schoot, dass bei Zeising die normative Vorgabe des
Goldenen Schnitts und die Beobachtung desselben vollig durcheinander lau-
fen.

Die ,Neue Lehre* hat ihre Spuren in vielen Biichern von Autoren hinterlas-
sen, die kritiklos das gleiche Thema weiterverfolgen. Die Allgegenwartigkeit
des Goldenen Schnitts in der Natur wire gleichzeitig eine Erkldrung fiir die
dsthetischen Vorlieben/Erkennung in der Kunst.

Wie ist es moglich, dass so viele Menschen, von denen viele ein Studium na-
turwissenschaftlicher Fécher absolviert haben, Behauptungen wie denen von
Zeising anhingen?

Erkunden der Problemstellung:

Albert van der Schoot liefert zufrieden stellende, vor allem kulturphilosophi-
sche Argumente, die erkldren, warum Zeisings Lehre in der Romantik zu einem
Kult um den Goldenen Schnitt fiihrte. Trotzdem scheint es doch interessant
zu sein, mit Messungen am menschlichen Korper Zeisings Aufteilung dessel-
ben nach dem Goldenen Schnitt noch einmal zu {iberpriifen. Dabei kann man
darauf abzielen, seine Erkenntnisse zu widerlegen. Es wére aber auch denk-
bar, eine Untersuchung seiner Ergebnisse durchzufiihren, mit dem Ziel diese
zu untermauern. Wie grofs ist der Einfluss einer voreingenommenen Ausgangs-
position?

1.3.5 Wahlméglichkeit 5: Rétseln mit der Fibonacci-Folge
Raéatsel aus dem ,,Vierkant‘“~-Kalender 1999

Allgemeines zum Problem:
In den vorangehenden Kapiteln haben wir gesehen, dass die Fibonacci-Zahlen
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Abb. 1.24: Illustration von Zeising: Die Proportionen beim menschlichen Koérper

entsprechen dem Goldenen Schnitt.
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zahlreiche iiberraschende Eigenschaften haben. Denen kénnen noch viele wei-
tere hinzugefiigt werden. Es gibt sogar eine Zeitschrift ,, The Fibonacci Quar-
terly“, in der zahlreiche neue Erkenntnisse prasentiert werden. Welche Ei-
genschaften gibt es noch, und ist es mdéglich, selber neue Eigenschaften der
Fibonacci-Zahlen zu entdecken?

@e “Fibonacci Quarterly @
Official Publication of The Fibonacei Association E'HM

Abb. 1.25: Titellogo des ,,Fibonacci Quarterly*.

Erkunden der Problemstellung:
Wenn man aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen addiert, zum Beispiel

1+414+24+3+5+8=20=21-1
scheint die folgende Gleichung zu gelten:
B+ +F5+---+F,=F,492— 1

Das ist auch sehr einfach zu beweisen, unter Benutzung von: F,, = F,_1 +
F,_s.

Die folgende Seite kommt aus dem Kalender, den die Stiftung ,Vierkant* 1999
herausgab [4]. Finde die geforderten Formeln und beweise sie. Versuche dann
einige weitere Formeln selbststdndig zu finden. Ein Graphikrechner kann Dir
bei der Suche oder zur Unterstiitzung einer Vermutung behilflich sein. Dazu
musst Du Dich allerdings zunéchst iiber die Moglichkeiten eines Graphikrech-
ners fiir das Arbeiten mit rekursiven Folgen und das Addieren von Folgen
informieren. Versuche auch die gefundenen Eigenschaften zu beweisen.

1.3.6 Wahlméglichkeit 6: Die Goldene Spirale
Beriihrt oder schneidet diese Spirale den Rand der Goldenen
Rechteck-Spirale?

Allgemeines zum Problem:

Wenn man von einem Goldenen Rechteck ABC'D ein Quadrat AEFD ab-
trennt, erhélt man ein neues Goldenes Rechteck BCFE, von dem man wieder
ein Quadrat abtrennen kann, und so weiter.

Die aufeinander folgenden Quadrate bilden eine nach innen laufende Spirale.
Durch die Punkte D, E,G, J,... kann man eine Spirale zeichnen, welche die
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MAANDAG 29
MAART

FitF+ R4+ Ry =1

DINJDAG 30 DONDERDAG 1 IATERDAG 3
APRIL
" Fixkh+FRxF+..
B+ F 4+ F o+ Fy=1? Fo xF, -(F) =?
+ Ry xRy =7
WOENSDAG 31 VRIJDAG 2 ZONDAG 4
(Fa )2 +(F 4y )2 =7 (F, )2 +(F, )2 +(F )z+ Vind een formule voor de
grootste gemene deler van F,
+(FY =2 enF,.

Abb. 1.26: Seite aus dem Vierkant-Kalender 1999.

Goldene Spirale genannt wird. Oft wird diese Spirale, wie in Abbildung 1.26,
ndherungsweise gezeichnet indem man sie aus Viertelkreisen in den aufein-
anderfolgenden Quadraten zusammensetzt. Das Zentrum dieser angenéherten
Spirale wechselt bei jedem Schritt. Eine Formel fiir diese angenéherte Spirale
wiirde in diesem Fall auch aus Formeln fiir die verschiedenen Teile zusammen-
gesetzt sein.

Die Goldene Spirale ist eine vollig glatte Kurve, die mit einer schénen For-
mel beschrieben werden kann. Mit welcher Formel? Und beriihrt die Goldene
Spirale dann die Goldenen Rechtecke, oder schneidet sie diese?

Erlduterung der Problemstellung:
Beachte, dass die Diagonalen AC und BF sich senkrecht im Zentrum der Spi-
rale schneiden. Von diesem Zentrum aus, kann man Geraden zu den aufeinan-
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der folgenden Punkten D, E, G, ... der Spirale zeichnen. Diese Strecken haben
dann Léngen, die immer um demselben Faktor abnehmen: 1/ = 0,618....
Man kann die Spirale natiirlich auch von innen nach aufsen betrachten, dann
haben diese Strecken vom Zentrum O zu den Punkten G, E, D, ... Langen,
die sich je um den Streckungsfaktor ¢ vergrofern.

In Polarkoordinaten (siehe auch 1.3.3) ist die Formel dann:

r(0) 27“0'90@/90

wobei @ der Drehwinkel in Grad und rg die Lange der Verbindungsstrecke des
Zentrums zu dem Eckpunkt ist, mit dem man beginnt. Die Goldene Spirale
gehort zur Menge der logarithmischen Spiralen (wobei exponentielle Spiralen
ein besserer Name wére). Eine allgemeine Formel fiir logarithmische Spiralen
ist: 7(©) = p- ¢g®, wobei r der Abstand zum Zentrum, p der Startwert, g der
Streckungsfaktor und @ der Drehwinkel ist. Mit der Option ,,Polarkoordina-
ten“ am Graphikrechner kann man diverse logarithmische Spiralen darstellen.
Diese Spiralen kann man auch gleichwinklige Spiralen nennen, da der Winkel
« zwischen dem Fahrstrahl (wie z. B. die Strecken OA, OB, OC in Abb. 1.26)
und Tangente der Spirale iiberall gleich ist.

A E B

D F J C

Abb. 1.27: Niherungsweise Konstruktion der Goldenen Spirale.

Das wird auch deutlich, wenn man in Abbildung 1.27 die aufeinander fol-
genden dhnlichen Dreiecke OFC,OCB,OBA,... betrachtet und darin die
Strecken OJ,0G,OF,.... Bei der Bestimmung des Winkels « ist Abbildung
1.28 hilfreich: OP = r(©), dr ist die Zunahme von r(©) bei einer Zunah-
me des Winkels © um dO. Im Grenzfall gilt, dass OP = OM = r(©) und
MP = r(0)-dO. Dann gilt im Dreieck QM P, dass tan(«) = (r(0)-dO)/dr(O),
oder dr(©)/dO = r(0)/ tan(a).
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Bestimme nun aus dieser letzten Glei-
chung zusammen mit den oben genann-
ten Formeln fiir r(©) Beziehungen zwi-
schen diesem konstanten Winkel (in
Grad und/oder Rad), dem Streckungs-
faktor g und ¢.
Welchen Winkel bilden Tangenten der
o Goldenen Spirale mit den Strecken, die
durch den Mittelpunkt verlaufen? Ist
Abb. 1.28: Zur Bezichung zwischen 0 ;,, diesem Winkel auch der Goldene
und g. Schnitt versteckt? Und wie sieht es mit
der Problemstellung von oben aus?

1.3.7 Wahlmoéglichkeit 7: Optimierung eines chemischen Prozesses
Wie kann man mit mdoglichst wenigen Messungen auskommen?

Allgemeines zum Problem:

Bei einem chemischen Prozess in einer grofferen Anlage entsteht bei der Pro-
duktion eines Stoffes eine bestimmte Menge umweltverschmutzender Neben-
produkte. Dieser Effekt ist von der Temperatur abhéngig. Die Beziehung zwi-
schen Temperatur und Menge der Verunreinigungen ist global bekannt: Es
gibt genau ein Extremum, ein Minimum zwischen zwei bekannten Tempera-
turen a und b, siehe Abbildung 1.29. Nur durch das Experimentieren mit dem
chemischen Prozess kann man eine gute Naherung fiir die Temperatur mit der
minimalen Menge an Verunreinigungen finden.

T T

Verun- i Verins
reinigung i feinigung
I

-

Temperatur — Temperatur —

Abb. 1.29: Qualitative Darstellung des Graphen der Funktion, welche den Zusam-
menhang von Temperatur und Verschmutzung beschreibt, sowie eines Messvorgangs.

Erkunden der Problemstellung: Bezeichne die Funktion, die den Zusam-
menhang zwischen Temperatur und Starke der Verunreinigung beschreibt, mit
f(z). Nimm an, dass bekannt ist, dass das Minimum zwischen a und b liegt,
und dass f(a) und f(b) bekannt sind. Nun erhélt man experimentell fiir die
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Temperatur ¢ den Funktionswert f(t), sieche Abbildung 1.29, weift allerdings
noch nicht, ob das Minimum zwischen a und ¢ oder zwischen ¢ und b liegt.
Dazu ist noch eine Messung fiir eine weitere Temperatur u erforderlich.

Sei u > t. Wenn f(u) < f(t), dann liegt das Minimum im Intervall (¢, b). Falls
f(u) > f(t), kann man das Intervall mit dem gesuchten Minimum auf (a,u)
reduzieren. Danach wiederholt man dieses Experiment in dem neuen, verklei-
nerten Intervall, und so weiter. Mit Hilfe von zwei Messungen, durch die das
Intervall (a, b) in drei gleiche Teile unterteilt wird kann man dieses Intervall al-
so auf 2/3 der urspriinglichen Groéfe reduzieren. Zeige, dass mit einem dritten
Experiment entweder ein Drittel oder die Hélfte des urspriinglichen Intervalls
(a,b) ibrig bleibt. Mit diesem Verfahren ist 50% die bestmdgliche Reduktion
des Intervalls, die mit drei Messungen garantiert werden kann. Zeige, dass die
Wahl aufeinander folgender Temperaturen, die das Intervall (a,b) nach dem
Goldenen Schnitt unterteilen, eine konstante Reduktion pro Experiment si-
chert. Verarbeite diese Idee in einem detaillierten Forschungsplan. Illustriere
diesen Plan durch Anwendung dieser Methode auf verschiedene (auch auf we-
niger regelméfige) Funktionen mit einem Minimum in (a,b). Welcher Zusam-
menhang besteht zwischen der Anzahl notiger Experimente und einer vorab
festgelegten Reduktion auf p% des urspriinglichen Intervalls? Ist das also der
beste Forschungsplan?
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1.5 Websites und Literatur

Neben den folgenden Biichern, findet man auch viele Informationen zum Gol-
denen Schnitt und zu verwandten Themen im Internet. Auf der Seite der
Niederléndischen Mathematiklehrer-Vereinigung: http://www.nvvw.nl gibt es
einige Links dazu.
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1.6 Losungen

1.1

Teile die 100 cm in Stiicke mit Lingen von (ungefdhr) 61,8 und 38,2 cm.
Dann ist das Verhéltnis des kleineren Stiicks zum gréferen 38,2 : 61,8 oder
1:1,618 und das Verhéltnis des groferen Stiicks zur Gesamtlange 61,8 : 100
oder 1 :1,618. Bei einer solchen Konstruktion zur Anndherung des Goldenen
Schnitts erhélt man fiir diesen also die Zahl 1, 618.
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1.3
a) o erfiillt die Gleichung ¢? — ¢ — 1 =0, also ist p? = ¢ + 1.

b) Beginne mit der Gleichung 1 = »? — . Links und rechts durch ¢ geteilt
liefert diese: 1/p = ¢ — 1.

c) Ausb) folgt dass p +1/p=p+p—1=2-p—-1=2-2.(1+V5) - 1=
1+v5—-1= 5.

d) Aus a) und b) folgt >+ L =p+1+(p—1)2 =p+1+¢*-2-0+1=

1.4

AB =a,BC = }-a, AC = \/a® + 1a® = /2 -a =} \/gaAD AC-DC =
1.Va—3a=ai( 5—1):i-a,AS:AD =, also A’g:af/wzgo.
1.5

AB =a, AC =4%-4,CB=3%-vV5-a,CD =CB=3%-v5-a, AD =
CD—CAzé \/g-a—% a=a %-(ﬁ—l)za-é,ASleD:a-é.
AISO:TB_af/Lp:SO

1.6

AM:a,MB:aMU V5-a, MSy = \/EaASQ AM +MS; =
a+vV5-a=a-2-1-(VE+1)=a-2 0. Also ASz—a 2-2=0¢p.

1.7

a) Es ist zu zeigen, dass fiir jedes n gilt: o™ = a - ¢ + b, fiir gewisse Werte
von a und b. Die Gleichung gilt fiir n = 0 (mit @ = 0 und b = 1). Gelte die
Gleichung nun fiir n. Dann ist "t =" =¢-(a-p+b) =a- > +b- @ =
a-(p+1)+b-¢=(a+D)- ¢+ a. Diese Gleichung hat die geforderte Form,
also ist die Aussage fiir alle n gezeigt.

b) Aus a) folgt, dass A(n+1) = A(n)+B(n) und B(n+1) = A(n). Diese letzte
Gleichung kann man auch als B(n) = A(n—1) schreiben. Einsetzen in die erste
Gleichung liefert: A(n+1) = A(n)+ A(n —1). Die erste Gleichung kann auch
geschrieben werden als: A(n) = A(n—1)+B(n—1) = B(n)+B(n—1). Durch
Einsetzen in die zweite Gleichung erhélt man B(n + 1) = B(n) + B(n — 1).

1.9

Im Monat n sind von den f(n) Kaninchenpaaren nur diejenigen geschlechts-
reif, die in der vorherigen Generation oder davor geboren wurden. Das sind
genau f(n — 1). Diese sorgen fiir den Nachwuchs im Monat n + 1. Im Monat
n+1 gibt es also die Paare, die bereits da waren, ndmlich f(n), plus die neuen
Kaninchenpaare, namlich f(n—1). Als Gleichung: f(n+1) = f(n)+ f(n—1).
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1.13
a) Da
L+ f+ P+ P+ 4 =1/0 =),

ist
PP+ =10 - -0+

=1/0-fH-0+f)-Q=£/0=F)
=1/(1-f)-1-)/0-f)=r/1-)).

Die Gleichung 1+ f+f2 = 2. f2/(1— f) links und rechts mit (1— f) multipliziert
liefert: (14 f+ f2)-(1— f) = 2- f2. Durch Ausmultiplizieren und Vereinfachen
erhilt man also: f2+2-f—1=0.
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Vielseitige Kugeln

Martin Kindt, Peter Boon

Vorbemerkung der Herausgeber

Sphéren und regelméifige Polyeder faszinieren die Menschheit seit Tausenden
von Jahren. Fiir die alten Griechen, wie etwa Anaxagoras, war die Kugelober-
fliche die vollkommenste Gestalt, und Kepler glaubte zum Beispiel, dass das
Universum aus den fiinf regelméfRigen (Platonischen) Polyedern aufgebaut sei.
Die mathematischen Aspekte solcher und etwas allgemeinerer Fléchen, die in
diesem Kapitel behandelt werden, bringen einige tiefe Einsichten und Uberra-
schungen, und diese Formen spielen eine wichtige Rolle in Natur, Architektur
und industrieller Formgebung.

Man benétigt fiir dieses Kapitel wenige Vorkenntnisse; etwas Wissen iiber
Vielecke in der Ebene reicht. Es ist aber sehr empfehlenswert, die angebo-
tenen Applets zu bearbeiten; entsprechende Computerausstattung sollte also
vorhanden sein.

Vorwort

Eine bekannte Quizfrage lautet: ,Wie viele Seiten hat ein Fufball?* Auf der
Karte des Moderators steht dann die Antwort: ,,Zwei, ndmlich eine Innenseite
und eine Auflenseite.” Dagegen kann man nichts sagen.

Wenn man einen Fufsball allerdings genauer betrachtet, sieht man, dass dieser
aus kleinen Lederstiicken! zusammengesetzt ist. Wenn man diese Stiicke als
Seitenflichen” sieht, dann hat der Ball plétzlich sehr viele Seiten, was den Ti-
tel dieses Kapitels erklart. Der Begriff Kugel muss hier also in weiterem Sinne
aufgefasst werden. Er kann eine kugelférmige Konstruktion aus Stahlrohren
bezeichnen, oder auch eine Kuppel, die aus (fast) ebenen Flichen besteht,

L'A. d. U.: Es handelt sich hier um den ,klassischen® Fufball, wie er bis etwa
2000 weithin in Gebrauch war. Seither sind Design und Material von Fufbé&llen
schnellen Wechseln unterworfen.

F. Verhulst, S. Walcher (eds.), Das Zebra-Buch zur Geometrie, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-05248-4 2, (© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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oder ein kompliziertes Molekiil-Modell, in dem die Atome kugelférmig ange-
ordnet sind, oder ...

Mathematisch ausgedriickt: ,,Kugel“ steht hier auch fiir kugelférmige Polyeder,
inklusive Eckpunkte, Kanten und Seitenflichen.

Der amerikanische Architekt Richard Buckminster Fuller (1895-1983) ist mit
seinen gigantischen kugelférmigen Bauwerken beriihmt geworden. Eines der
bekanntesten ist der Pavillon vor der Weltausstellung in Montreal 1967 (Ab-
bildung 2.36). Dieser Pavillon ist ein Beispiel fiir eine ,geoditische Kuppel®.
Diese geodétische Struktur, die bemerkenswerterweise auch im Mikrokosmos
zu finden ist, wird in diesem Buch untersucht. Das erfordert einige grund-
legende Kenntnisse iiber Polyeder, besonders iiber einige klassische Beispiele
wie die flinf Platonischen und einige Archimedische Polyeder. Beim Aneignen
dieser Kenntnisse kann von einem sehr zeitgeméfien Hilfsmittel Gebrauch ge-
macht werden, zu diesem Kapitel gibt es ndmlich ein digitales Arbeitsheft.
Uber die Adresse www.fi.uu.nl/wisweb /veelvlakken hat man Zugang zu
einigen Applets, die es ermdglichen dreidimensionale Formen auf dem Bild-
schirm zu bewundern und zu untersuchen. In jedem Abschnitt dieses ,realen
Kapitels findet sich ein Verweis zu den dazugehérigen Computeranimationen
mit und ohne Arbeitsauftrage.

Auferhalb dieses Buches findet man auch mit Hilfe einer Suchmaschine im In-
ternet viele Informationen iiber die Suchworter: Polyeder, Vielflichner, Viel-
flach,...Sehr schon ist die Seite des Bildhauers und Mathematikers George
Hart, ,,The Pavilion of Polyhedrality*,

Adresse: http://www.georgehart.com/pavilion.html. Aus den Niederlanden
empfehlen wir noch: http://www.science.uva.nl/misc/pythagoras/.

Abb. 2.1: Die ,Fuftball“*-Projektionen von Quist.
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2.1 Viele kleine Flichen bilden eine Kugel

Der moderne? Fufball besteht aus (meistens schwarzen und weifien) Viele-
cken. Zu Ehren der Fufsball-Europameisterschaft 2000 wurden in Eindhoven
Abbildungen von Fufibédllen auf die dortigen Wassertiirme des Architekten
Quist projiziert.

Verglichen mit einem echten Fuftball, den man
in Abbildung 2.2 abgebildet sieht, sehen die
Projektionen etwas merkwiirdig aus. Beachte
die Formen der schwarzen und weiften Felder.
Die schwarzen Felder sind fiinfeckig, die wei-
Ren sechseckig. Auf dem Foto der Projektionen
ist das nicht der Fall, dort sind nur Sechsecke
zu sehen. Obwohl. .. wenn man den Rand n&her
betrachtet, bekommt man da so seine Zweifel.
Diese Zweifel werden sich noch als sehr berech-
tigt herausstellen, denn es ist schlicht unmdg-
lich, eine Kugel nur aus Sechsecken zu konstru-
ieren. Das werden wir spéater in diesem Kapitel noch beweisen. Die Projektion
auf den Wasserturm ist falsch. Es war kein Ball, sondern ein flaches Muster
aus Sechsecken, das von Quist auf die glanzenden Kugeln projiziert wurde.
FEin solches sechseckiges Gitter, zum Beispiel bei Kaninchendraht, kann man
zu einem Zylinder verbiegen, dieser ist allerdings oben und unten offen. Man
erhalt eine geschlossene Fliache indem man den Zylinder so verbiegt, dass sich
die beiden Enden beriihren. Dieses Gitter kann zum Beispiel auf einen Fahr-
radschlauch oder einen Schlauch fiir einen Autoreifen gezeichnet werden?.

Abb. 2.2: Ein ,klassischer
Fufiball.

Es gelingt allerdings nie, aus einem solchen Sechseck-Gitter eine Kugel zu
bilden, auch nicht wenn man dehnbares Material verwendet. Wer das nicht
glaubt, kann es gerne selber ausprobieren.

Zur Konstruktion einer Kugeloberflache werden neben Sechsecken immer wei-
tere Vielecke bendtigt. In Abb. 2.4 sind zwei Kugeln abgebildet, die viele
Sechsecke enthalten, aber nicht ausschlieflich aus Sechsecken bestehen. Die
erste Kugel ist das Skelett eines mikroskopischen Organismus, der zu den
sogenannten Strahlentierchen (Radiolarien) gehort. Das zweite ist ein ,,Kugel-
Netzwerk®, in Amerika um 1960 errichtet.

Aufgabe 2.1

Das Skelett in Abb. 2.4 gehort zu dem Strahlentierchen Aulonia hexzagona.
Hexagon ist griechisch fiir Sechseck (hexa = sechs, gon = Ecke). Der Name
ist etwas missversténdlich, denn mit ein wenig gutem Willen findet man auch
einige nicht sechseckige ,Zellen“. Finde einige dieser nicht sechseckigen Zellen.

2 A.d. U.: ;modern“ bezieht sich auf ca. das Jahr 2000.
3 Der mathematische Name fiir diese ,,Schlauchform® ist Torus.
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Abb. 2.3: Ein ebenes und ein zylindrisches Sechseck-Gitter.

Abb. 2.4: Aulonia hexagona und ein Netzwerk auf einer Kugel.
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Aufgabe 2.2

Die zweite Kugel in Abb. 2.4 ist menschliches Werk und . . . etwas regelméfiger.
Neben den ,Hexagons® findet man hier auch ,,Pentagons” (Fiinfecke). Ungeféhr
in der Mitte fallt ein Fiinfeck auf. Von diesem Fiinfeck aus kann man senkrecht
zu einer Seite des Fiinfecks eine Reise iiber die Kugel machen. Nach wie vielen
Sechsecken trifft man so wieder auf ein Fiinfeck?

Applets:
Der unten stehende Kasten verweist auf fiinf Applets im digitalen Arbeitsheft
(Webadresse im Vorwort):

1.1 Der Fufiball (De voetbal)

1.2 Sechseckige Gitter (Zeshoekige roosters)

1.3 Vom 5-Eck zum 6-Eck (Van 5-hoek naar 6-hoek)
1.4 Netz eines Fufballs (Bouwplaat van de voetbal)
1.5 Eine andere 5/6-Eck-Kugel (Andere 5/6-hoekbol)

2.2 Uber regelmiRige Vielecke

Im letzten Abschnitt sind wir Sechsecken und Fiinfecken begegnet. Und bei
genauer Betrachtung der Aulonia hexagona waren auch ein paar Siebenecke
zu entdecken.

Solche Vielecke (auf Englisch ,,polygons®) kann man erstellen, indem man von
der einfachsten Form ausgeht: dem Dreieck. Durch Abschneiden einer Ecke
erhélt man ein Viereck, Abschneiden einer weiteren Ecke liefert ein Fiinfeck,
usw.

Abb. 2.5: Vielecke entstehen durch Abschneiden oder Ankleben.
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Wenn der Schnitt zwei benachbarte Seiten (zwischen den Eckpunkten) trifft,
verschwindet beim Abschneiden eine Ecke, und es entstehen dafiir zwei neue
Ecken. Zugleich erhélt man eine neue Seite. So kann man also, ausgehend von
einem Dreieck, durch ,wiederholtes Abschneiden® einer dreieckigen Spitze im
Prinzip ein Vieleck mit beliebig vielen Ecken und Seiten herstellen.

Eine andere Moglichkeit, mit Hilfe eines Dreiecks Vielecke verschiedenster
Art zu erstellen, ist ,wiederholtes Ankleben®. Jetzt wird in jedem Schritt eine
Seite durch zwei neue Seiten ersetzt und gleichzeitig ein neuer Eckpunkt hinzu
gefligt.

Die letztere Methode kann auch ein Vieleck mit ei-
ner Einbuchtung liefern, so wie Abb. 2.6 zeigt. Viel-
ecke die man mit Hilfe der ersten Methode erstellt,
haben keine Einbuchtungen, sie werden auch konvez
genannt. Ein Vieleck mit Einbuchtung(en) heift dann
nicht konvex. Zur Definition von konvexen Vielecken
siehe Aufgabe 2.4.

. . . . . Abb. 2.6: Ein nicht
Wenn man ein Vieleck auf ein Blatt Papier zeichnet, jonvexes Viereck.

teilt dieses Vieleck die Zeichenfliche in zwei Gebiete:
das Innengebiet und das Aufengebiet. In den Abbildungen 2.5, 2.6 und 2.7
ist das Innengebiet stets weifs und das Aulengebiet grau dargestellt.

Die Schoénheitskoniginnen unter den
Vielecken sind die regelmdfsigen Viel-
ecke. Das sind Vielecke, deren Seiten
alle gleich lang und deren Winkel al-
le gleich grof sind. In Abb. 2.7 wird
das regelméfige n-Eck kurz mit {n}

{3} {4} {5}
bezeichnet.
Man kann ein regelméfiges n-Eck mit
Hilfe eines Kreises konstruieren: Tei-
le den Kreis in n gleiche Bogenstiicke;
{6} {7} {8}

die Teilpunkte sind dann die Eckpunk-
te des n-Ecks. Der Mittelpunkt des
Kreises wird auch der Mittelpunkt des

regelméfigen n-Ecks genannt. Abb. 2.7: RegelmiRige Vielecke.

Aufgabe 2.3

In Abb. 2.8 sieht man das Gebdude des Verteidigungsministeriums der USA,
das sogenannte Pentagon. Es ist ein gigantisches Bauwerk, in dem etwa 23000
Menschen arbeiten. Die Auflenwéinde des Gebdudes bilden ein regelméfiges
Fiinfeck. Stell Dir vor, dass ein Jogger um das Gebédude herum lduft. Um wie

viel Grad muss er sich an den Eckpunkten drehen um an der Hauswand zu
bleiben?
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Abb. 2.8: Das Pentagon.

Aufgabe 2.4

Zwei Eckpunkte eines Vielecks heiffen benachbart wenn ihre Verbindungsstre-
cke eine Seite des Vielecks ist. Die Verbindungsstrecke zweier Eckpunkte, die
nicht benachbart sind, nennt man eine Diagonale des Vielecks. Mit Hilfe des
Begriffs Diagonale kann man nun genau definieren, was ein konvexes Vieleck
ist. Versuche eine solche Definition zu formulieren.

Aufgabe 2.5

Du weifst sicher, dass die Winkelsumme in einem Dreieck 180° betrigt. Wie
groft ist die Winkelsumme eines konvexen Vierecks, Fiinfecks, Sechsecks,...?7
Finde eine Formel (mit Beweis) fiir die Winkelsumme eines konvexen n-Ecks.

Aufgabe 2.6

Ein regelméfiges Dreieck hat drei 60°-Winkel. Wenn man drei Ecken abschnei-
det, erhélt man ein Sechseck. Wo genau muss man die Schnitte ansetzen, um
ein regelméfiges Sechseck zu erhalten?

Aufgabe 2.7

Von einem Wiirfel werden eine ,Spitze* und sechs gleich dicke ,,Scheiben®
abgeschnitten; sieche Abb. 2.9. Die sieben Querschnitte werden mit den Zahlen
von 1 bis 7 bezeichnet. Alle Schnittflichen sind parallel. Die Querschnitte mit
den Nummern 1 bis 4 sind regelméfige Dreiecke. Welche Formen haben die
Querschnitte mit den Nummern 5, 6 und 77 Sind diese auch regelméfig?
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Abb. 2.9: Schnitte durch einen Wiirfel.

Applets:

2.1 Regelmifige Vielecke (Regelmatige veelhoeken)

2.2 Diagonalen in Vielecken (Diagonalen in veelhoeken)

2.3 Flachenfiillungen mit regelméfigen Vielecken (Vlakvullingen

met regelmatige veelhoeken)

2.4 Archimedische Flichenfiillung (Archimedische vlakvullingen)

2.5 Selbst Flachenfiillungen konstruieren (Zelf vlakvullingen ma-

ken)

2.3 Vier, fiinf, sechs. .. Flachen

Der Turm des KNMI (Konigli-
ches Niederlédndisches Meteoro-
logisches Institut) in De Bilt in
den Niederlanden war bis vor
einigen Jahren mit einem ku-
gelartigen Polyeder gekront. Der
untere Teil der ,Kugel* ist in
Abb. 2.10 nicht zu sehen, da er
im Turm liegt. Die Kugel be-
steht aus Dreiecksflichen: Den
Flichen® des Vielflachs. Die Eck-
punkte der Flachen sind auch die
Eckpunkte oder Ecken des Poly-
eders. Zwei angrenzende Flachen
schneiden sich in einer Kante.

Abb. 2.10: Turm des KNMI.

4 Bei einem geschliffenen Diamanten nennt man die Flichen Facetten. Beachte,
dass sowohl ein Vieleck als auch ein Vielflach ,yvielseitig® ist. Im ersten Fall sind
die Seiten Strecken, im zweiten Fall geht es um Seitenflichen.
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Im Allgemeinen kann man sagen, dass ein Polyeder (oder Vielflichner) ei-
ne rdumliche (dreidimensionale) Figur ist, welche begrenzt ist durch konvexe
Vielecke (die Seitenflichen). Ein Vielflichner teilt den Raum in einen Innen-
und einen Auflenraum (so, wie das auch im Zweidimensionalen bei einem
Vieleck und der Ebene der Fall ist).

Eckpunkte, die durch eine Kante verbunden sind, heifsen benachbart. Eine
Strecke, die zwei nicht benachbarte Eckpunkte verbindet, heifst Diagonale des
Polyeders. Liegt eine Diagonale in einer Seitenfliche, spricht man von einer
Fldchendiagonale, sonst von einer Raumdiagonale. Bei der Kuppel oben gibt
es nur Raumdiagonalen, aber ein Wiirfel hat zum Beispiel 12 Flidchendiago-
nalen und 4 Raumdiagonalen.

Ebenso wie bei Vielecken kann man zwischen konvexen und nicht-konvexen
Polyedern unterscheiden. Ein Polyeder ist konvex, wenn jede Raumdiagonale
im Innenraum des Polyeders liegt. In diesem Kapitel werden wir meistens
konvexe Polyeder betrachten.

Bei Polyedern macht das Einteilen in verschiedene Arten mehr Miihe als bei
Vielecken. Es ist jedoch so, dass man wie bei den Vielecken mit dem ein-
fachsten Typ beginnen kann, dem Tetraeder (Vierflaichner, siche Abb. 2.11)
um davon ausgehend durch schrittweises Abschneiden Polyeder mit mehr FI&-
chen zu erstellen. In der Abbildung sieht man, wie durch ,,Abschneiden” eines
Eckpunktes oder einer Kante aus dem Tetraeder ein Pentaeder (Fiinfliichner)
entsteht.

Abb. 2.11: Abschneiden von einem Tetraeder.
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Die Pentaeder a und b erscheinen vielleicht

auf den ersten Blick unterschiedlich, haben je- g

doch im Wesentlichen dieselbe ,Verbindungs- @
struktur”. Sie besitzen ndmlich beide zwei drei-

eckige Fléachen, deren Eckpunkte paarweise mit-

einander verbunden sind; diese Verbindungs-

struktur findet man auch bei einem Dreiecks- Abb. 2.12: Ein Dreieckspris-
prisma; sieche Abb. 212 Finfllach ¢ hat da- ma.

gegen eine andere Struktur: die der bekannten

vierseitigen Pyramide. Wenn man nur die Verbindungsstruktur beachtet, gibt
es nur zwei Arten von Pentaedern.

Aufgabe 2.8

Unter der Ordnung einer Fliche ei-
nes Polyeders versteht man die Anzahl
der Kanten (oder auch die Anzahl der
Eckpunkte), welche die Fliche begren-
zen.

Unter der Ordnung eines Eckpunk-
tes versteht man die Anzahl der Kan-
ten (oder auch die Anzahl der Fli-
chen), die sich in diesem Punkt tref-
fen.

Betrachte noch einmal die Kugel des
KNMI. Alle Flachen haben die Ord-
nung 3. Welche Ordnungen haben die
sichtbaren Eckpunkte?

Aufgabe 2.9 Abb. 2.13: Die ,KNMI-Kugel“ aus an-
Die zwei Arten von Pentaedern (siehe derer Perspektive.

letzter Abschnitt) haben natiirlich die
gleiche Anzahl Flachen. Gilt das auch fiir die Eckpunkte und die Kanten?
Beide Arten haben sowohl Flichen der Ordnung 3 als auch der Ordnung 4.
Wie sieht es bei den Eckpunkten aus?

Aufgabe 2.10

Zeichne einen Wiirfel mit seinen zwolf Flachendiagonalen. Sechs dieser Dia-
gonalen bilden die Kanten eines Tetraeders. Zeichne die Kanten dieses Tetra-
eders rot. Zeichne das Tetraeder, welches durch die anderen sechs Diagonalen
gebildet wird blau. Das rote und das blaue Tetraeder schneiden sich, und der
Schnitt dieser beiden Tetraeder ist ein Oktaeder (Achtflichner). Zeichne die
Kanten des Oktaeders lila.

Aufgabe 2.11

In Aufgabe 2.10 haben wir ein Oktaeder gefunden. Es gibt auch andersartige
achtflichige Polyeder (mit einer anderen Verbindungsstruktur). Finde und
zeichne zwei der anderen achtflachigen Polyeder.
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Applets

3.1 Fldchen, Kanten, Ecken (Zijden, hoekpunten, ribben)

3.2 Diagonalen in Polyedern (Diagonalen in veelvlakken)

3.3 Vom Tetraeder zum Pentaeder (Van viervlak naar vijfvlak)
3.4 Selbst Pentaeder konstruieren (Zelf vijkvlakken maken)

3.5 Vom Pentaeder zum Hexaeder (Van vijf naar zesvlak)

2.4 Prismen, Pyramiden, Antiprismen und noch mehr

Prismen und Pyramiden sind vermutlich die bekanntesten Polyeder-Familien.
Ein Prisma erhélt man aus einem Vieleck, indem man es parallel in eine
andere Ebene verschiebt und dann die entsprechenden Eckpunkte miteinander
verbindet. Die parallelen Vielecke werden Grund- und Deckfliche genannt, die
Kanten, die Grund- und Deckfléche verbinden, nennen wir aufrechte Kanten.
Wenn diese Kanten senkrecht zur Grundfléache stehen, sprechen wir von einem
geraden Prisma. In Abb. 2.14 sieht man so ein gerades Prisma. Wenn die
Grundfldche (also auch die Deckflache) ein regelméfiges Vieleck ist, spricht
man von einem regelmdjsigen Prisma. Obwohl das hier abgebildete Prisma
acht Flachen hat, spricht man von einem sechsflichigen Prisma, kurz gesagt:
Prisma {6}. Grund- und Deckfldche werden also in der Bezeichnung nicht mit
gezahlt!

Abb. 2.14: Prisma und Pyramide.

Ebenso heifit die Pyramide {6} daneben eine sechsflichige Pyramide, obwohl
sie einschlieklich Grundfléache sieben Flachen hat. Der Eckpunkt, der zu allen
anderen Eckpunkten benachbart ist, heifit Spitze und die Kanten, die sich dort
treffen, nennen wir aufrechte Kanten.



60 2 Vielseitige Kugeln

Eine Pyramide wird regelmadj$ig genannt, wenn die Grundflache ein regelméfi-
ges Vieleck ist und sich die Spitze lotrecht {iber dem Mittelpunkt des Vielecks
befindet.

Mit Prismen und Pyramiden kann man sehr einfach weitere Polyeder bauen. In
Abb. 2.15 sieht man wie ein Prisma und eine Pyramide zusammen einen Turm
bilden. Die mittlere Figur zeigt zwei Pyramiden wie Siamesische Zwillinge
aneinander geklebt, wir sprechen hier von einer Doppelpyramide.

Abb. 2.15: Turm, Doppelpyramide und Anti-Prisma.

Was weniger auf der Hand liegt, ist die dritte Variante: das Antiprisma. Hier-
bei wird die Deckflache beziiglich der Grundfliche etwas gedreht. Die Grund-
und die Deckfliche werden dann durch eine Zickzacklinie zwischen den Eck-
punkten verbunden, &hnlich wie bei einigen Trommeln die Felle an der Ober-
und Unterseite miteinander verbunden sind.

Aufgabe 2.12

Ein regelméfiges Prisma konnte man ,superregelméfiig® nennen, wenn alle
Kanten gleichlang sind. Das heiftt, dass mit Ausnahme der Grund- und Deck-
flache alle Flachen quadratisch sind. Fiir jede natiirliche Zahl n > 3 gibt es
ein solches superregelméfiges Prisma {n}.

Wann konnte man eine regelméifige Pyramide ,superregelméfig” nennen? Was
weifit Du iiber die Fléchen einer solchen Pyramide? Gibt es fiir jede natiirliche
Zahl n > 3 eine superregelmifige Pyramide?

Aufgabe 2.13

Ein Antiprisma heift regelméfig, wenn Grund- und W‘_“?\
Deckfléche regelmifige Vielecke sind und wenn der /7
Mittelpunkt der Deckfléiche genau iiber dem Mittel- |} Y|
punkt der Grundflache liegt. In Abb. 2.16 sieht man t\\ //’
die Draufsicht eines regelméfigen Antiprismas. Q\\ ///

Abb. 2.16: Regelméfi-
ges Antiprisma von oben.
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a) Wie viele Flichen hat dieses Polyeder insgesamt?

b) Unter welchen Bedingungen kénnte man ein Antiprisma ,superregelméfig*
nennen?

Aufgabe 2.14
Wie viele Diagonalen hat Prisma {6}? und Prisma {n}?

Aufgabe 2.15

In der untenstehenden Tabelle ist n die Anzahl der Kanten (n > 3) der Grund-
flache, durch die ein Prisma, ein Antiprisma, eine Pyramide oder eine Dop-
pelpyramide bestimmt ist. Weiter bezeichnen wir die Anzahl der Eckpunkte
mit F, die Anzahl der Kanten mit K und die Anzahl der Flachen mit F'.

a) Ubernimm diese Tabelle und vervollstindige sie:

’Polyeder ‘ E‘K‘ F ‘
Prisma {n} 2n|3nin + 2
Pyramide {n}
Doppelpyramide {n}
Antiprisma {n}
Turm {n}

b) Vergleiche die drei Spalten. Man sieht, dass es immer mehr Kanten als
Eckpunkte und Fléchen gibt. Die Anzahl der Kanten ist sogar beinah so grofs
wie die Summe der Anzahl der Eckpunkte und der Anzahl der Fldchen. Was
fallt bei dieser Gleichung auf?

Applets

4.1 Prismen (Prisma’s)

4.2 Pyramiden (Piramiden)

4.3 Anti-Prismen (Anti-prisma’s)

4.4 Vom Prisma zum Antiprisma (Van prisma naar anti-prisma)
4.5 Diagonalen in Antiprismen (Diagonalen in anti-prisma’s)

2.5 Die Formel von Euler

Als sich der grofe Schweizer Mathematiker Euler (1707-1783) mit der syste-
matischen Erforschung konvexer Polyeder beschéiftigte, entdeckte er, dass zwei
verschiedene Polyeder mit gleich vielen Seitenflichen und Eckpunkten auto-
matisch auch die gleiche Anzahl von Kanten besitzen. Es erwies sich, dass es
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eine iiberraschend schone Formel fiir den Zusammenhang von E, F und K
gibt. Die Formel, die Euler entdeckte, lautet:

E4+F=K+2
Oft wird sie in diese Form gebracht:
EFE-K+F=2

Diese Eigenschaft gilt fiir eine grofse Klasse von Polyedern, darunter alle kon-
vexen Polyeder, wie wir spéter in diesem Abschnitt noch sehen werden. Dass
es Ausnahmen zu dieser Formel gibt, zeigt das Foto von ,la Grande Arche* in
Paris, siehe Abb. 2.17. Genaues Z#hlen der Seitenflichen, Kanten und Eck-
punkte dieses ,,Tunnel-Polyeders” fiihrt zu der Gleichung: £ — K + F = 0. So
ein Tunnel-Polyeder ist ein Beispiel fiir ein ,nicht-Eulersches* Polyeder.

Abb. 2.17: La Grande Arche.

In Abschnitt 2.2 haben wir gesehen, wie man aus einem konvexen Polyeder
durch Abschneiden von Eckpunkten oder Kanten ein neues konvexes Poly-
eder (mit mehr Seitenflichen) erhilt. Es ist nicht sehr schwer zu beweisen,
dass durch so einen ,chirurgischen Eingriff“ zwar die Werte von E, F und K
veréndert werden, der Wert von E — K + F allerdings nicht!
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Aufgabe 2.16

Betrachte zur Orientierung zunéchst drei verschiedene Arten des Abschnei-
dens einer Ecke und/oder Kante bei einem Wiirfel. Untersuche wie sich die
Werte von E, K und F unter den Operationen (1), (2) und (3) verdndern und
welche Auswirkungen das auf £ — K + F' hat.

Abb. 2.18: Abstumpfen bei einem Wiirfel.

Aufgabe 2.17

Das Abschneiden eines Eckpunktes von einem Poly-

eder, sodass keine einzige Kante verschwindet, wird

Abstumpfen genannt. Abbildung 2.19 veranschaulicht

das Abstumpfen einer Ecke der Ordnung 5, ohne da-

bei eine Kante zu entfernen. Auf diese Weise wird eine

finfllachige Pyramide abgeschnitten. Die fiinf neuen

Eckpunkte des Polyeders sind nun alle von der Ord-

nung 3! Wie verdndern sich die Werte von E, F' und

K wenn ein Eckpunkt der Ordnung 5 abgestumpft Abb. 2.19: Abstump-
wird? Was geschieht, wenn man dasselbe mit einem fen einer Ecke mit Ord-
Eckpunkt der Ordnung k£ macht? Wie wirkt sich diese nung 5.

Operation auf £ — K + F aus?

Wenn alle Eckpunkte eines konvexen Polyeders mit einer Ordnung grofer als
3 abgestumpft werden, ohne eine Kante zu entfernen, entsteht ein konvexes
Polyeder, das ausschliefslich Eckpunkte der Ordnung 3 besitzt. Um zu bewei-
sen, dass die Formel von Euler fiir alle konvexen Polyeder gilt, reicht es also,
diese Formel fiir konvexe Polyeder zu zeigen, deren Eckpunkte alle die Ord-
nung 3 haben. Denn falls ein Polyeder Eckpunkte besitzt, in denen mehr als 3
Kanten zusammen laufen, kann man diese wie oben beschrieben abschneiden,
ohne £ — K + F zu verdndern!

Sei V ein Polyeder mit ausschlieftlich Eckpunkten der Ordnung 3. Wir stellen
uns vor, dass V mit einem der Eckpunkte auf einer Tischplatte steht, so-
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dass keine zwei Eckpunkte in der selben horizontalen Ebene liegen. Dass das
moglich ist, wird auf Seite 65 erldutert.

Aufgabe 2.18

Betrachte das Polyeder in Abb. 2.20, dessen Eckpunkte von unten nach oben
durchnummeriert sind. Lasse dieses Polyeder in Gedanken langsam mit Wasser
volllaufen und achte dabei auf die Anzahl der Eckpunkte, Kanten und Fliachen
des ,,Wasser-Polyeders”. Wenn der Wasserspiegel zwischen den Punkten 1 und
2 liegt, bildet das Wasser ein Tetraeder und wir erhalten: £ =4, K =6, F =4
also F— K + F = 2. Mit dem Applet zu diesem Abschnitt kannst Du das wei-
tere Volllaufen mit Wasser simulieren. Daneben siehst Du wie sich E, K und
F' des Wasser-Polyeders dabei veréndern. Ermittle nach jeder Verdnderung
von E, K und F' den Wert von E — K + F.

Abb. 2.20: Ein Polyeder mit Eckpunkten nur von Ordnung 3.

Anmerkung: Um Aufgabe 2.18 ohne das Applet zu bearbeiten, sollte zunéichst
ermittelt werden, was sich verdndert, sobald der Wasserspiegel einen neuen
Eckpunkt passiert hat. Zu diesem Thema siehe auch Aufgabe 2.5. Die Ergeb-
nisse beider Aufgaben fiihren zu einem Beweis der Eulerschen Polyederformel
fiir beliebige konvexe Polyeder.



2.5 Die Formel von Euler 65

Aufgabe 2.19

Allgemeiner: Wenn der Wasserspiegel einen Eck-
punkt (der Ordnung 3) passiert, gibt es zwei Mog-
lichkeiten; siehe Abb. 2.21

(i) Von den drei Kanten, die sich in diesem Eckpunkt
treffen, verschwindet genau eine vollstdndig im Was-
ser;

(ii) zwei Kanten verschwinden gleichzeitig im Was-
ser.

a) An welchen Eckpunkten des Polyeders aus Auf-
gabe 2.18 trifft mit den Kanten Moglichkeit (i) und
an welchen Moglichkeit (ii) zu?

b) Wie veréndern sich E, K und F' bei einem belie-
bigen Polyeder in Situation (i) und in Situation (ii)?

¢) Sobald das Polyeder komplett mit Wasser gefiillt Apb. 2.21: Steigender
ist, verschwinden drei Kanten gleichzeitig im Was- Wasserspiegel.
ser. Wie verdndern sich F, K und F abschliefend?

d) Wieso folgt aus diesen Beobachtungen und Uberlegungen, dass die Euler-
sche Polyederformel fiir jedes konvexe Polyeder mit ausschliefslich Eckpunkten
der Ordnung 3 gilt?

Es fehlt noch ein Glied in der Kette des Beweises. Die Frage ist: ,Warum ist
es immer moglich ein Polyeder so auf einer horizontalen Fliche zu platzieren,
dass keine zwei Eckpunkte auf gleicher Hoéhe liegen?* Die Antwort lautet:
»WEeil es eine Fliche gibt, die zu keiner einzigen Kante oder Diagonale parallel
ist“. Denn die Anzahl der Kanten und Diagonalen ist endlich. Diese Strecken
kann man alle parallel verschieben, sodass sie sich in einem Punkt O treffen.
Es gibt nun sicherlich eine Gerade g durch O, die keine der anderen Strecken
enthélt. Durch g und jede der nach O verschobenen Strecken kann nun eine
Ebene konstruiert werden. So entstehen endlich viele Ebenen, die g enthalten.
g ist allerdings in unendlich vielen Ebenen enthalten, sodass es sicher eine
Ebene gibt, die g enthélt aber nicht in der oben erwéhnten (endlichen) Menge
von Ebenen durch O enthalten ist. Diese Ebene ist zu keiner der Kanten
oder Diagonalen parallel und kann jetzt als horizontale Grundflache betrachtet
werden.

Aufgabe 2.20
Wie grofs ist die Summe der Anzahlen der Kanten und Diagonalen, wenn das
Polyeder n Eckpunkte besitzt?

Aufgabe 2.21

Nachdem bewiesen ist, dass die Eulersche Polyederformel fiir alle konvexen
Polyeder gilt, kommen wir auf eine Aussage aus Abschnitt 2.1 zuriick. Es ging
darum, ob es moglich ist eine Kugel nur aus Sechsecken zu erstellen. Nehmen
wir an, dass es moglich ist, und wir dafiir insgesamt n Sechsecke benétigen.
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Es gilt also: F' = n. Begriinde, dass daraus folgt: K = 3n und E = 2n, was
im Widerspruch zur Formel von Euler steht!

2.6 Die fiinf regularen Polyeder

,Pythagoras, wissend, dass es fiinf regelméfiige Polyeder gibt, sagt
dass die Erde aus dem Wiirfel, Feuer aus der Pyramide, Luft aus
dem Oktaeder, Wasser aus dem Ikosaeder und das Weltall aus dem
Dodekaeder entstanden ist.

Obiger Text von Plato stellt eine Verbindung zwischen dem Universum, den
vier (griechischen) Urelementen einerseits und fiinf sehr besonderen Polyedern
andererseits her. Diese Polyeder, auch Platonische Korper genannt, verbargen
bereits im Altertum nur wenige Geheimnisse vor Mathematikern.

Die fiinf reguldren (regelméfigen) Polyeder haben die folgenden gemeinsamen
Eigenschaften:

(1)Die Flichen sind kongruente regelmdfige Vielecke.

(2)Jeder Eckpunkt ist von derselben Ordnung.

Abb. 2.22: Die Platonischen Kérper.
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Die Polyeder ,Feuer”, ,Luft“ und ,Wasser” bestehen aus 4, 8 und 20 regelmé-
Rigen Dreiecken; die Eckpunkte sind jeweils von der Ordnung 3, 4 und 5. Das
Polyeder ,,Frde besteht aus 6 regelméfigen Quadraten und die Ordnung jedes
Eckpunktes ist 3. Das Polyeder ,Weltall“ besteht schlieflich aus 12 regelmé-
Rigen Fiinfecken und auch hier ist jeder Eckpunkt von der Ordnung 3.

Die der griechischen Sprache entlehnten Namen, die in den meisten Sprachen
gebrauchlich sind, lauten: Tetraeder (Vierflichner), Hexaeder (Sechsflachner),
Oktaeder (Achtflachner), Dodekaeder (Zwolflachuner), Ikosaeder (Zwanzig-
flichner). Der Astronom Johannes Kepler entwickelte im 17. Jahrhundert ein
Modell des Sonnensystems, das auf den fiinf Platonischen Kérpern basierte.
Er behauptete, dass sich die Léngen der Planetenbahnen verhalten wie die
Radien der Kugeln, welche regelméfigen Polyedern einbeschrieben bzw. um-
schrieben sind. So sollten die Umlaufbahnen des Jupiter und des Saturn sich
wie die Radien der In- und Umkugel eines geeigneten Wiirfels verhalten, die
Bahnen der Venus und der Erde, wie die Radien der In- und Umkugel eines
geeigneten Tkosaeders. Seine Theorie erwies sich jedoch bei genauerer Beob-
achtung und Berechnung als nicht haltbar.

Die Platonischen Polyeder sind in der toten und lebendigen Natur allgegen-
wartig, als Kristalle und als Mikroorganismen. Auch in der bildenden Kunst
und der Architektur spielen sie eine wichtige Rolle.

Abb. 2.23: Ein Mikroorganismus (Circogonia icosahedra) und eine von Salvador
Dali entworfene Stehlampe.

Wir betrachten zunéchst den Aufbau der reguldren Polyeder, die aus Drei-
ecksflachen bestehen.

e Reguldres Tetraeder = superregelméfige Pyramide {3}
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e Regulires Oktaeder = superregelmifige Doppelpyramide {4}
e Reguléres Tkosaeder = superregelméfiges Antiprisma {5} mit einer super-
regelméafigen Pyramide {5} an der Grund- und Deckflache

Fiir Netze dieser und der zwei anderen regelméfigen Polyeder siehe die Applets
zu diesem Abschnitt.

Aufgabe 2.22

Ein regulidres Oktaeder kann auch als superregelméfiges Antiprisma aufge-
fasst werden. Betrachte ein reguldres Oktaeder und iiberlege ob Du dieser
Behauptung zustimmst.

Aufgabe 2.23

Die Ordnung eines Eckpunktes eines Tetraeders, Oktaeders bzw. eines Tko-
saeders ist jeweils 3, 4 bzw. 5. Warum gibt es kein reguldres Polyeder mit
Dreiecken als Seitenflichen und mit einem Eckpunkt der Ordnung 6?7

Aufgabe 2.24

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass es keine weiteren reguléren Poly-
eder aus Dreiecken mit Eckpunkten der Ordnungen 3, 4 und 5 gibt, als die
hier beschriebenen. Wenn man versucht, solche Polyeder zu konstruieren, wird
schnell deutlich, dass es tatséichlich keine anderen Moglichkeiten gibt (die For-
derung, dass jeder Eckpunkt von der gleichen Ordnung sein soll, ist ziemlich
stark). Man kann diese Aussage auch mit Hilfe der Eulerschen Polyederfor-
mel (und ein wenig Algebra) beweisen, ohne dass man sich die Struktur des
Polyeders vorstellen muss.

Betrachte den Fall, dass die Ordnung jedes Eckpunktes 5 ist und setze F' = n.
Man kann nun K und E durch n ausdriicken: Jede der n Flachen wird durch
3 Kanten begrenzt, aber jede Kante ist in 2 Fldchen enthalten, sodass gilt:
K= 37" = %n

Jede der n Flichen hat 3 Eckpunkte, aber jeder Eckpunkt ist in 5 Fldchen
enthalten, sodass gilt: £ = %” = %n

a) Ersetze in der Formel aus dem Eulerschen Polyedersatz F, K und E durch
die eben hergeleiteten Ausdriicke und zeige, dass daraus folgt: n = 20.

b) Zeige auf diese Weise auch, dass man fiir die Ordnung 4 und fiir die Ord-
nung 3 notwendiger Weise ein Oktaeder und ein Tetraeder erhélt.

¢) Was geschieht in der Gleichung, wenn man als Ordnung 6 annimmt?

Aufgabe 2.25
Wie viele Kanten und wie viele Ecken hat ein reguldres Ikosaeder?

Aufgabe 2.26

Zeichne ein regulédres Tetraeder und markiere die Mitten der sechs Kanten.
Das sind die Eckpunkte eines reguliren Oktaeders! Uberpriife dies. Wie grof§
ist das Volumen des Oktaeders im Vergleich zum Volumen des urspriinglichen
Tetraeders?



Von den {ibrigen zwei Platonischen Po-
lyedern ist das Dodekaeder interessan-
ter. Dieser Korper hat eine sehr lan-
ge Geschichte: 1885 wurde in der Ge-
gend von Padua ein Dodekaeder etruski-
schen Ursprungs gefunden (aus der ers-
ten Hélfte des ersten Jahrtausends vor
Chr.). Die Pythagoreer (500 vor Chr.),
die das Pentagramm (den regelméfigen
Fiinfeck-Stern) als eine Art Logo ver-
wendeten, kannten laut Plato das Dode-
kaeder und bewunderten es.

Fiir den bekannten spanischen Maler
Dali war das Dodekaeder die liebste
Form. Im Gebédude der Zweiten Kammer
(Unterhaus des Parlaments der Nieder-
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Abb. 2.24: Romisches Dodekaeder,
Fundort Elst (Gelderland).

lande) héngt ein offenes Dodekaeder als Kunstobjekt. Zur Abschlusszeremo-
nie der Olympischen Spiele 2000 (in Sydney) wurde ein Podium in der Form

eines Dodekaeders gebaut.
Aufgabe 2.27

In Aufgabe 2.24 haben wir gesehen, wie aus dem Eulerschen Polyedersatz
folgt, dass nur drei Moglichkeiten fiir regulidre Polyeder mit ausschlieflich
Dreiecksflachen gibt. Zeige auf dhnliche Weise, dass es nur eine Art reguléres
Polyeder aus Quadraten und eine Art reguléres Polyeder aus Fiinfecken gibt.

Applets

6.2 Baupldne (Bouwplaten)

en icosaéder)

/ 6.1 Platonische Korper (Platonische veelvlakken) \

6.3 Tetraeder im Wiirfel (Tetraéder in kubus)

6.4 Zeichnen von Polyedern (Tekenen in veelvlakken)

6.5 Vom Wiirfel zum Oktaeder (Van kubus naar octaeder)

6.6 Zeichnen des Oktaeders (Teken de oktader)

6.7 Vom Oktaeder zum Wiirfel (Van oktaéder naar kubus)

K6.8 Beziehung von Dodekaeder und Ikosaeder (Relatie dodecaéder

2.7 Halbregulare Polyeder

Man kann ein reguléres Polyeder mit einem Faden an einer Ecke an der Decke
aufhingen und es langsam um seine eigene Achse drehen. Es macht keinen
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Unterschied, an welcher Ecke man den Faden befestigt, das héngende Poly-
eder bietet stets das gleiche Bild. Darum nennt man so ein Polyeder auch
uniform, das heiflst, dass sich an jedem Eckpunkt die gleiche Anordnung von
Vielecken befindet. Wenn ein uniformes Polyeder ausschlieflich regelméfige
Flachen hat, und wenn die Flichen mindestens zwei verschiedene Vielecke
beinhalten, spricht man von einem halbreguldren Polyeder. Superregelméfige
(Anti-)Prismen erfiillen diese Bedingung (Uberpriife das!), also gibt es unend-
lich viele verschiedene halbregulédre Polyeder.

Abb. 2.25: Superregelméfige (Anti-) Prismen sind halbregulére Polyeder.

Archimedes, der um 250 v. Chr. lebte entdeckte noch 13 weitere halbregulére
Polyeder, die sogenannten archimedischen Kérper. In der Renaissance wurden
sie durch Mathematiker und Kiinstler wieder entdeckt und spéter von Kepler
vollsténdig klassifiziert und benannt. Die Nummer 4 in der Zeichnung von
Kepler (sieche Abb. 2.26) kommt Dir vielleicht bekannt vor.

Abb. 2.26: Keplers Zeichnung der Archimedischen Kérper.
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Das Polyeder besteht aus Fiinf- und Sechsecken die genau wie bei einem Fuf-
ball angeordnet sind. Kepler nannte diesen Korper einen Ikosaederstumpf. In
Abb. 2.27 sieht man auch warum. An jeder Ecke des Ikosaeders werden gleich
grofte Pyramiden abgeschnitten, sodass wir an den Seiten des urspriinglichen
Tkosaeders regelméfige Sechsecke erhalten. Dass das resultierende Polyeder
uniform ist, ist leicht zu {iberpriifen. Du kannst auflerdem iiberpriifen, dass
das Polyeder ein 32-Flach ist, bestehend aus 20 Sechsecken (fiir jedes Dreieck
des Ikosaeders eines) und 12 Fiinfecken (fiir jede Ecke des Ikosaeders eines).

Abb. 2.27: Der ,klassische* Fuftball als abgestumpftes Tkosaeder.

Aufgabe 2.28

Der Maler Albrecht Diirer (1471-1528) hat in Underweysung der Messung, ei-
nem Handbuch fiir Zeichner und Maler, die Netze von einigen archimedischen
Korpern gezeichnet. Das einfachste Netz aus dieser Serie ist hier abgebildet.
Zeichne dieses Netz ab und bastele daraus den ,kleinsten archimedischen Kor-
per. Aus welchem regulidren Polyeder ist dieses halbreguldre Polyeder durch
Abschneiden der Ecken entstanden? Wie viele Ecken, Kanten und Fléchen hat
es?

Abb. 2.29: Keplers Nummer 10.
Abb. 2.28: Netz des ,kleinsten” Archi-
medischen Korpers.



72 2 Vielseitige Kugeln

Aufgabe 2.29

Nummer 10 aus Keplers Zeichnung ist in Abb. 2.29 noch einmal abgebildet.
Dieses Polyeder ist aus einem superregelméfigen Prisma {8} und zwei Kap-
pen, bestehend aus 5 Quadraten und 4 gleichseitigen Dreiecken zusammen
gesetzt. Dieses Polyeder passt genau sowohl in einen Wiirfel als auch in ein
reguldres Oktaeder; sieche Abb. 2.30. Der offizielle Name dieses Polyeders ist
Rhombenkuboktaeder.

Abb. 2.30: Das Rhombenkuboktaeder passt in Wiirfel und Oktaeder.

a) Wie viele Ecken, Kanten und Seiten hat dieses Polyeder?

b) Man kann eine der beiden oben beschriebenen Kappen um 45° drehen. So
entsteht ein neues Polyeder: ein Pseudo-Rhombenkuboktaeder. Dieses wurde
durch J.C.P Miller 1930 beschrieben. Was ist der Unterschied zum Rhom-
benkuboktaeder? Uberpriife ob dieses Polyeder auch die Bedingungen fiir ein
halbregulédres Polyeder erfiillt.

Wir werden die archimedischen Kérper hier nicht erschépfend behandeln. In
Aufgabe 2.34 werden wir ihnen noch einmal begegnen. Aufer den vorher ge-
nannten superregelméfigen (Anti-)Prismen und den 13 archimedischen Kor-
pern gibt es keine anderen Polyeder, die sich halbreguldr nennen diirfen. Das
kann man unter anderem mit dem Eulerschen Polyedersatz beweisen, worauf
wir aber in diesem Kapitel nicht weiter eingehen werden.

Applets

7.1 Archimedische Korper (Archimedische veelvlakken)

7.2 Abstumpfen reguldrer Polyeder (Afknotten van regelmatige
veelvlakken)

7.3 Ausstiilpen regulirer Polyeder (Uitstulpen van regelmatige
veelvlakken)
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Wir kehren noch einmal zu den Platonischen Polyedern zuriick. In Abb. 2.31
ist eine Tabelle abgebildet mit der Anzahl der Flichen, Kanten und Ecken
sowie der Ordnung der Flachen und der Eckpunkte.

veelviak 4 R H ;’}}ﬂi g;iip.
4 6 4 3 3
6 12 8 4 1.2
8 12 6 s’ | 4
12 30 20 5| 2
20 | 0 | 1 37| s

Abb. 2.31: Tabelle der reguldren Polyeder.

Wenn man die Zahlenfolgen des Wiirfels und des Oktaeders vergleicht, fillt
sofort etwas auf. Die Zahlen, die sich beim Wiirfel auf die Fléchen beziehen (6
und 4) sind genau die Zahlen, die beim Oktaeder bei den Eckpunkten stehen.
Ebenso sind die ,Eckpunkt-Zahlen* des Wiirfels (8 und 3) gerade die ,Flachen-
Zahlen* des Oktaeders. Aufserdem haben Wiirfel und Oktaeder genau gleich
viele Kanten. Ahnliches gilt fiir Dodekaeder und Ikosaeder.
Wir sagen dazu, dass Wiirfel und Oktaeder ,Geschwister” sind, oder wissen-
schaftlich ausgedriickt, dass sie dual zueinander sind.
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Wir meinen damit, dass durch eine Art Vertauschen der Fldchen und FEck-
punkte das eine Polyeder in das andere iibergeht. In Applet Nr. 5 zu Abschnitt
2.6 ist zu sehen wie Wiirfel und Oktaeder ineinander passen:

i

Abb. 2.32: Dualitat von Wiirfel und Oktaeder.

c

Betrachte Abbildung 2.32, I. Hier kann man sehen, wie jede Flache des Wiirfels
mit einer Ecke des Oktaeders korrespondiert: Fliche ABCD — Eckpunkt 1,
ADHE — 2, ABFE — 3 usw. Die Anzahl der Flachen des Wiirfels muss also
gleich der Anzahl Eckpunkte des Oktaeders sein.

Die Kante (des Wiirfels) an der sich ABCD und ADHE schneiden (also
die Strecke AD) korrespondiert mit der Kante (des Oktaeders) die 1 und 2
verbindet (also Kante 12). Also: Kante AD — Kante 12.

So korrespondiert jede Kante des Wiirfels mit einer Kante des Oktaeders (und
umgekehrt); Wiirfel und Oktaeder haben also die gleiche Anzahl an Kanten.

Der (schwarze) Eckpunkt A des Wiirfels gehort zu den drei Flachen ABCD,
ADHE und ABFE des Wiirfels, die mit den Eckpunkten 1,2 und 3 des
Oktaeders korrespondieren. Diese drei Eckpunkte bestimmen die (schwarze)
Flache 123 des Oktaeders, daher: Eckpunkt A — Flache 123. Jedem Eckpunkt
des Wiirfels in Abb. 2.32, T ist auf diese Weise eine Flidche des Oktaeders
zugeordnet (zum Beispiel auch: B — Fliache 134). Also gilt: Die Anzahl der
Ecken des Wiirfels ist gleich der Anzahl der Flichen des Oktaeders.

Wenn man Abbildung 2.32, T ,von Innen nach Aufsen kehrt“, entsteht Ab-
bildung 2.32, II, die auf die gleiche Weise die Korrespondenz zwischen den
einzelnen Bestandteilen der beiden Polyeder darstellt.
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Im letzten Applet zu Abschnitt 2.6 haben wir gesehen, wie reguldre Dodeka-
eder und Ikosaeder in einander passen. Man kann sich also leicht vorstellen,
dass fiir diese beiden eine #hnlicher Uberlegung wie hier fiir Wiirfel und Ok-
taeder gemacht werden kann.

Aufgabe 2.30

Betrachte Abbildung 2.32. Auf beiden Bildern sieht man, dass der Eckpunkt
F des Wiirfels mit der Fliache 346 des Oktaeders korrespondiert. Mit welcher
Flache des Oktaeders korrespondiert Eckpunkt G? Mit welcher Kante des Ok-
taeders korrespondiert Kante F'G Und mit welchem Eckpunkt des Oktaeders
korrespondiert Fliche DCGH?

Aufgabe 2.31

Ein reguldres Dodekaeder in einem regulédren
Ikosaeder:

a) Wie viele sichtbare Eckpunkte des Tkosaeders
korrespondieren mit den sichtbaren Flachen des
Dodekaeders?

b) Gib mindestens sechs Paare korrespondieren-
der Kanten an.

Aufgabe 2.32

Wir haben bereits gesehen, dass Ikosaeder und
Dodekaeder ,Geschwister sind, ebenso wie Ok- Abb. 2.33: Dualitidt von Do-
taeder und Wiirfel. Wie sieht es nun mit dem dekaeder und Ikosaeder.
einsamen Tetraeder aus?

a) Welches Polyeder entsteht, wenn man die Schwerpunkte der Flachen des
Tetraeders als Eckpunkte nimmt?

b) Jetzt ist wahrscheinlich schon deutlich geworden, warum man ein Tetraeder
,selbst-dual* nennt. Die Zahlen aus der Tabelle auf Seite 73 unterstreichen die
Selbst-Dualitéat. Wieso?

In Abschnitt 2.5 haben wir bereits gesehen wie man aus einem Polyeder ein
neues Polyeder erhilt, indem man eine Pyramide an einem Eckpunkt ab-
stumpft. In einem Applet zu Abschnitt 2.6 haben wir neben dieser Methode
auch das ,Ausstiilpen® (Ankleben einer Pyramide an eine Fliche) verwendet
um Polyeder zu verdndern. Wenn man diese beiden Operationen auf dua-
le Polyeder anwendet, das heiflt, dass man bei einem Polyeder einige Ecken
abstumpft und die dazu korrespondierenden Flidchen des anderen Polyeders
ausstiilpt, entstehen wieder zwei duale Polyeder.

Abbildung 2.34 macht das deutlich. Links ist ein Eckpunkt (A) eines Polyeders
und die korrespondierende Fliche (a) eines dualen Polyeders zu sehen. Auf
dem rechten Bild wurde die Ecke A des ersten Polyeders abgeschnitten und
die Flache a des zweiten Polyeders ausgestiilpt. Daher sagt man auch, dass
die Operationen ,,Abstumpfen* und ,,Ausstiilpen“ duale Operationen sind.
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Abb. 2.34: Abstumpfen und Ausstiilpen sind dual zueinander.

Aufgabe 2.33

Da Wiirfel und Oktaeder zueinander dual sind, sind auch Wiirfel mit einer
abgeschnittenen Ecke und an einer Fliche ausgestiilpte Oktaeder dual zuein-
ander. Bestimme E, K und F' beider Polyeder.

Abb. 2.35: Duale Operationen bei Wiirfel und Oktaeder.

Aufgabe 2.34

Betrachte Polyeder Nr. 8 in der Zeichnung von Kepler (Abb. 2.26). Es handelt
sich dabei sowohl um einen Wiirfel mit abgeschnittenen Ecken als auch um
ein Oktaeder, an dessen FEcken pyramidenférmige Stiicke entfernt wurden. Wie
viele Fldchen hat das dazu duale Polyeder und wie erhélt man es aus einem
Wiirfel?
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Applets

/ 8.1 Was ist Dualitdat? (Wat is dualiteit?) \
8.2 Duale platonische Kérper (De platonische dualen)
8.3 Das Dual eines Prismas (De duale van een prisma)

8.4 Das Dual eines Rautenzwolfflachners (De duale vah het ruitent-
waalfvlak)

8.5 Das Dual eines abgestumpften Polyeders (De duale van een af-
geknot veelvlak)

8.6 Ausstiilpen ist dual zu Abstumpfen (Uitstulpen is duale van af-
K knotten) J

2.9 Geodaitische Kuppeln

Abb. 2.36: Geodétische Kuppel in Montreal.



78 2 Vielseitige Kugeln

Abbildung 2.36 zeigt ein Foto einer beeindruckenden kugelférmigen Konstruk-
tion. Diese Konstruktion steht in Montreal und wurde fiir die Weltausstellung
von 1967 gebaut. Das Bauwerk wurde von dem beriithmten Architekten Ri-
chard Buckminster Fuller (1895-1983) entworfen. Eine solche kugelférmige
Kuppel, die aus vielen Dreiecken konstruiert ist nennt man eine geoddtische
Kuppel. Auch die Kugel von De Bilt (Abschnitt 2.2) ist ein Beispiel fiir eine
geodétische Kuppel. Dort haben wir bereits festgestellt, dass die Ordnung der
Eckpunkte entweder 5 oder 6 ist. In diesem Abschnitt wollen wir nun eine
Methode kennen lernen, geodétische Kuppeln zu konstruieren. So wie bei der
Kugel von De Bilt lassen wir nur Eckpunkte der Ordnung 5 oder 6 zu. Fiir
den Anfang solltest Du nun zunéchst Applet 9.1 ansehen.

Die einfachste geodéatische Kuppel ist das re-
gulédre Tkosaeder. Die Eckpunkte dieses Poly-
eders liegen auf einer Kugel. Man konnte das
Tkosaeder das Skelett der Kugel nennen. Wenn
man das Ikosaeder noch kugelférmiger ausse-
hen lassen moéchte, kann man die Kanten vom
Mittelpunkt aus auf die Kugeloberfliche pro-
jizieren. So entsteht ein Skelett aus 32 ge-
bogenen Kanten. Diese Bogen sind dann so-
genannte geoditische Linien oder Geoditen®
auf der Kugeloberflache, daher kommt der Na-
me geodidtische Kuppel. Im Weiteren werden Apb. 2.87: Regulires Ikosa-
wir keinen Unterschied mehr zwischen Kugel- eder als geodétische Kuppel.
Skeletten aus geraden oder gebogenen Kanten

machen.

Ausgehend von einem reguliren Ikosaeder kann man sehr einfach geodéatische
Kuppeln mit mehr als zwanzig Dreiecken konstruieren. Zunéchst wird jede
Flache des Ikosaeders in gleich viele regelméfige Dreiecke unterteilt. In Ab-
bildung 2.38 sind hierzu zwei Beispiele dargestellt:

In Abbildung 2.38 a sind auf diese Weise 20 - 4 = 80 Dreiecke entstanden. Ei-
ne solche immer feinere Unterteilung der Fliachen eines Tkosaeders in Dreiecke
wird auch Triangulation genannt. Mit Ausnahme der 12 Eckpunkte des ur-
spriinglichen Tkosaeders, liegen die Eckpunkte der kleinen Dreiecke innerhalb
der Umkugel des Tkosaeders. Diese Eckpunkte kénnen jedoch vom Mittelpunkt
des Tkosaeders aus auf die Umkugel projiziert und dann durch geodétische Li-
nien verbunden werden. So entsteht eine neue geoditische Kuppel. In Applet
9.2 ist dieser ,,Rundungs-Prozess* zu sehen.

5 Eine Geodite auf einer Kugel ist ein Grofkreisbogen auf der Kugel, das heift,
Bogen eines Kreises, dessen Mittelpunkt mit dem der Kugel zusammen fallt.
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Abb. 2.38: Konstruktion weiterer geodatischer Kuppeln aus dem Ikosaeder durch
Triangulation.

Aufgabe 2.35

Bestimme die Anzahl der Eckpunkte der geodétischen Kuppeln, die aus den
triangulierten Polyedern in Abbildung 2.38 a und b entstehen. Gib fiir beide
geodétische Kuppeln an, wie viele Eckpunkte die Ordnung 5 und wie viele die
Ordnung 6 haben. Berechne auch die Anzahl der Kanten beider geodétischer
Kuppeln.

Aufgabe 2.36
Warum kann man sicher sein, dass die im letzten Auftrag erwdhnten geodati-
schen Kuppeln nicht nur aus gleichseitigen Dreiecken bestehen?

Teatre Museu
Dali

Abb. 2.39: Geodétische Kuppel des Dali-Museums.
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Aufgabe 2.37

In der spanischen Stadt Figueras befindet sich ein Museum, das ausschliefslich

Werke des surrealistischen Malers Salvador Dali ausstellt. Dieses Dali-Museum

ist mit einer schonen geodétischen Kuppel geschmiickt. Auf der in Abb. 2.39
abgebildeten Ansichtskarte sieht man eine Draufsicht dieser Kuppel. Die Eck-
punkte mit der Ordnung 5 sind durch ein helleres Fiinfeck markiert. Diese
Eckpunkte sind genau die Ecken des urspriinglichen Tkosaeders. Aus wie vie-
len Dreiecken besteht diese Kuppel, wenn man davon ausgeht, dass sie eine
komplette Kugel formt (in Wirklichkeit fehlt die untere Hélfte)?

Aufgabe 2.38

In Abbildung 2.40 sieht man
einen Entwurf von 1954 von
Buckminster Fuller, der sich als
Erfinder der geodétischen Kup-
pel bezeichnete. Hier wurde ei-
ne etwas andere Triangulation
als bei der Dali-Kuppel verwen-
det. Wenn man das Dreiecks-
Muster auf den Fliachen des ur-
spriinglichen Ikosaeders betrach-
tet, sieht man, dass dies relativ
zum grofen Dreieck mit einem
Winkel von 30° gedreht ist. An
den Kanten des Ikosaeders befin-
den sich auf beiden Seiten halbe
Dreiecke. Indem man das Netz
aus Dreiecken auf die Umkugel
projiziert und die urspriinglichen

=3 'l""
P
B A vA Y
A
f,ﬂé'fl_.'-_

ST SRR : S
e N
AT FAVAY e

NN AV, VAL LAY Ko fs
Wt R
g t@@iﬂ* AL .,‘vie 9""%% ORI\
S SRR
su..-i,::';_.#{g%v}ﬁeg aTaas A
#*1%2"%?:55 PR ,‘aﬁé}*%‘“ 1
D RSISER VT
N ”L‘“{)‘l‘ A nﬁ"‘""" :
- R e
e
< ¥

Wg&

AVAVATAVA
e
3 ‘wmg‘:

: -- -'/A?E NTOR

ATTORNEY

Abb. 2.40: Entwurf einer geodétischen Kup-

pel von R. Buckminster Fuller.

Kanten des Ikosaeders weglésst, entsteht wieder eine geodétische Kuppel.

Versuche durch geschicktes Zahlen die Anzahl der Fldchen der geodétischen

Kuppel zu bestimmen.

Anstatt ein Dreiecksnetz auf die Flachen des Ikosaeders zu zeichnen, kénnen

wir es auch umgekehrt machen. Das heifst wir zeichnen ein grofies regelmafiges
Dreieck auf ein Netz regelméfiger Dreiecke (,isometrisches Gitternetz®). In
Abb. 2.41 sind drei Beispiele abgebildet.
Im ersten Fall (mit [3, 0] bezeichnet) passt das grofse Dreieck, eine Fliche des

Ikosaeders nahtlos auf das Gitternetz. Dies entspricht der Situation bei der

Dali-Kuppel.

Im zweiten Fall (mit [2,2] bezeichnet) erhalten wir die Situation wie beim
Entwurf von Buckminster Fuller in Abbildung 2.40.
Im dritten Fall ([1, 2]) ist das Dreieck mit einer anderen Drehung im Gitternetz
platziert. Aus diesem gedrehten Dreieck kann man ein Netz fiir ein Tkosaeder

zeichnen; sieche Abbildung 2.42:
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Abb. 2.42: Netz fiir ein Tkosaeder.



82 2 Vielseitige Kugeln

Wenn man aus diesem Netz ein Tkosaeder erstellt, sodass auf jeder Fliche ein
Stiick des Gitternetzes zu sehen ist, und dann diese Gitternetzlinien auf die
Umkugel projiziert (und die Kanten des Ikosaeders weglésst) entsteht eine
geodétische Kuppel, und zwar die Kuppel von De Bilt! (Siehe auch Applet
9.3)

Aufgabe 2.39

In Abbildung 2.41 geben die Pfeile zwei Richtungen im isometrischen Git-
ternetz an. Die horizontale Richtung (nach rechts) nennen wir die (positive)
2-Richtung und die andere Richtung (die man durch eine Drehung um 60°
erhalt) die (positive) y-Richtung. Erklare mit Hilfe dieser Richtungen die Be-
zeichnungen [3,0], [2, 2] und [1, 2] der drei grauen Dreiecke.

Aufgabe 2.40

Zeige, dass der Flacheninhalt des Dreiecks [2,2] genau 12 mal so grof ist wie
der Flacheninhalt eines Gitterfeldes. Wie viele Seiten hat eine geodétische
Kuppel, die aus einem Dodekaeder aus [2, 2]-Dreiecken konstruiert wird? Diese
nennen wir auch die ,geodétische Kuppel [2, 2], kurz ,,G[2, 2]“.

Aufgabe 2.41
G[1,2] hat 140 Seiten. Begriinde dies. Stimmt das in etwa mit der Anzahl
Fléchen tiberein, die man anhand des Fotos von der Kuppel von De Bilt
schétzen kann?

Es gibt eine schone allgemeine Formel fiir die Be-
stimmung der Anzahl der Flichen von Gz, y] (=
und y sind natiirliche Zahlen).

Die Seite eines Dreiecks [z, y] sei r mal so lang wie
die Seite eines Dreiecks des Gitternetzes; siehe Ab-
bildung 2.43. In dem Dreieck mit den Seiten x,y
und r ist der stumpfe Winkel gleich 120°. Nach v
dem Cosinus-Satz gilt also:

r? = 22 + y* — 2xy cos(120°)

Abb. 2.43: Zur Herleitung
der Formel fiir die Flachen-
zahl.

und da cos(120°) = 1, folgt:

r? =a? + Ty + y2

Der Flicheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlinge r ist gleich r2
multipliziert mit dem Flécheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks mit Seiten-
lénge 1.

Daraus folgt, dass die Anzahl Flichen von G[z,y] gleich 20r? oder auch
20(z% + zy + y?) sein muss.

Aufgabe 2.42
Begriinde, dass fiir jede geodétische Kuppel 3F = 2K gilt.
In der letzten Aufgabe haben wir gesehen, dass fir Gz, y]
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F =20(2* + zy + y?)

gilt. Driicke auch K und E in Abhéngigkeit von x und y aus.

Aufgabe 2.43

Wir haben gesehen, wie das regulére Ikosaeder eine Art ,Mutterrolle” fiir die
geodétischen Kuppeln tibernimmt. Die 12 Ecken des Ikosaeders werden zu
Eckpunkten der geodatischen Kuppel von Ordnung 5, alle anderen Eckpunk-
te haben Ordnung 6. Es gibt auch noch weitere Moglichkeiten geodétische
Kuppeln zu konstruieren, die nicht von einem Ikosaeder ausgehen. Wenn man
jedoch fordert, dass es nur Eckpunkte mit Ordnung 5 und 6 geben soll, so
miissen es genau 12 Eckpunkte mit Ordnung 5 sein. Das folgt aus der Formel
von Euler! In dieser Aufgabe soll das gezeigt werden.

Die Anzahl der Eckpunkte mit Ordnung 5 sei E5 und die der Eckpunkte mit
Ordnung 6 sei Fg. Also E = E5 + FEg.

a) Begriinde, dass folgende Gleichung gilt: 3F = 2K = 5F5 + 6Fj.

b) Zeige, dass aus der Eulerschen Formel bereits F5 = 12 folgt.

Anmerkung:

Bei einer regelméfigen Anordnung der Eckpunkte von der Ordnung 5 auf der
Oberfliache der geoditischen Kuppel, erhalten wir wieder das Ikosaeder als
SMutterstruktur!

Applets

9.1 Was ist eine geodétische Kuppel? (Wat is een geode?)

9.2 Konstruktion geoditischer Kuppeln. (Geodes maken)

9.3 Eine andere Triangulierung. (Andere triangulatie)

9.4 Ubersicht iiber geoditische Kuppeln. (Een overzicht van geodes)

2.10 Fullerene

In Abschnitt 2.7 haben wir gesehen, dass das ,,Futball-Polyeder” ein Archime-
discher Korper ist. Dieses ,,Futball-Polyeder wird nach R. Buckminster Fuller
auch ,Bucky Ball“ genannt. Das ist wiederum ein spezielles Exemplar einer
Familie von Polyedern, die in der Chemie Fullerene (eine weitere Ehrung von
B.F.) genannt werden und die zur Entdeckung vieler neuer Kohlenstoffstruk-
turen fiihrten.

Das abgestumpfte Tkosaeder mag zwar klassisch sein, er ist jedoch auch mo-
dern, und das nicht nur in der Welt des Fufiballs. Die Niederlander Frank
und Bert Schapers (Flugzeugbauer und Graphikdesigner) verwenden in ih-
rem Projekt ,Flat Globe* das Modell des Bucky Ball, um die Erde so genau
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wie moglich in der Ebene abzubilden, sodass zum Beispiel Flugzeugstrecken
direkt auf dem ausgebreiteten Globus gemessen werden konnen (siehe Abbil-

dung 2.44).

Abb. 2.44: Flat Globe“; Illustration aus dem NRC Handelsblad, 13.7.1995.

In der Chemie fithrte der Bucky Ball zur
Entdeckung von Cgg, einem Molekiil, das
aus 60 Kohlenstoffatomen mit einer Verbin-
dungsstruktur gleich jener der 60 = 12 -5
Eckpunkte des Bucky Ball besteht. Diese
Entdeckung war der Anlass fiir die Verlei-
hung des Chemie-Nobelpreises im Jahr 1996
an Curl, Kroto und Smalley.

Aufgabe 2.44

Abbildung 2.44 gehort zu einem Artikel aus
dem NRC Handelsblad. Der Titel dieses Ar-
tikels lautet: 90 Schnitte in der Erde. Erklare
diesen Titel.

Aufgabe 2.45

Abb. 2.45: Das Cgo-Molekiil.

Da der Bucky Ball ein abgestumpftes Ikosaeder ist, erhdlt man den dualen
Korper durch Ausstiilpen des Dodekaeders. In Abb. 2.46 wurde damit an
zwei Seitenflaichen begonnen. Durch die Projektion auf die Umkugel des Do-
dekaeders entsteht eine geodatische Kuppel. Welche? (Siehe auch Applet 10.2)

Aufgabe 2.46

Abbildung 2.47 zeigt ein Gitternetz aus Dreiecken auf dem Bucky Ball. Dieses
Gitternetz kann auf eine Kugel projiziert werden, sodass wieder eine geodéati-
sche Kuppel entsteht. Welche geodétische Kuppel ist das?
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Abb. 2.46: Ausstiilpen des Dodeka- Abb. 2.47: Gitternetz auf dem Bucky
eders. Ball.

Aufgabe 2.47

Betrachte das ,, Kugel-Netzwerk® in Abb. 2.4. Das Netz enthélt genau 12 Fiinf-
ecke, deren Mittelpunkte ein regelméafiges Tkosaeder bilden. Um jeden Eck-
punkt des Ikosaeders liegen 5 Sechsecke, an jeder Kante liegen 3 Sechsecke
und innerhalb jedes Dreiecks liegen wieder 3 Sechsecke. Berechne, wie viele
Sechsecke dieses Netz insgesamt enthélt. Vergleiche Dein Ergebnis mit der
Aufgabe zu Applet 1.5.

Das kugelférmige Gitternetz, das in Aufgabe 2.47 erwéhnt wird, ist ebenso
wie der Bucky Ball ein Beispiel fiir ein Fulleren. Und genau wie beim Bucky
Ball ist der duale Korper dieses Netzes eine geodéatische Kuppel.

Umgekehrt hat der duale Korper einer beliebigen geodétischen Kuppel aus-
schliefslich fiinf- und sechseckige Flichen. Die Definition eines Fullerens lautet
nun wie folgt:

Ein Fulleren ist ein Polyeder, dessen Eckpunkte auf einer Kugel liegen und
das dual zu einer geoddtischen Kuppel ist.

Den dualen Koérper von Glz,y] bezeichnen wir mit  Fulleren [z,y]¢, kurz
Flz,y].

Aufgabe 2.48

Am Anfang dieses Abschnitts haben wir festgestellt, dass ein Fufiball, oder
F1,1] die Struktur des Molekiils Cgp beschreibt. In Abbildung 2.48 sind an-
dere mogliche Molekiilstrukturen mit den Namen Cgy9, Cs40 und Cogg zu
erkennen. Wie kann man anhand der Abbildungen die Anzahl der C-Atome
bestimmen?
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GIANT FULLERENES

“PLATINUM-BURR BALL,”

| {l(CzH5)3P];PtsCso, was developed by
Paul ). Fagan and Joseph C. Calabrese
of the Central Research and
Development rtme
Company.
out for simpli s sake.

Abb. 2.48: Kohlenstoffmolekiile (aus Scientific American).

Applets

10.1 Zwei Fullerene (Twee fullerenen)
10.2 Der duale Fufball (De duale voetbal)
10.3 Fulleren: Duale geoditische Kuppel (Fullereen: duale geode)

10.4 Uberblick: Fullerene und geodétische Kuppeln (Overzicht fulle-
renen en geodes)
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2.11 Ubersicht: Geoditische Kuppeln und Fullerene

Geodéatische Kuppel Fulleren
Glz,y] Flz,y
12 Eckpunkte der Ordnung 5 12 Fiinfecke
—rr=x+try+y*—
F =201 F=10r"+2
K = 30r? K = 30r?
E=10r*+2 E = 20r?

Tabelle 2.1: Einige Beispiele fiir geodétische Kuppeln:

Arctic Institute Baffin Island (USA) G[1
Ehemalige Kuppel des KNMI, De Bilt GJ1
Kuppel des Museo Dali, Figueras G[1
Pavillon der USA Expo 1967, Montreal GJ[1
La Géode, Paris G[1

)

1]
2]
2,0]
6,0]
8,0]

)

FEinige Beispiele fiir Viren mit der Struktur einer geodatischen Kuppel:

Bakteriophage ®R G[2, 0]
menschliche Warze G[1,2]
Herpes G[4,0]
Adenovirus Typ 12 G[5,0]

Fullerene in der organischen Chemie:

Kohlenstoff 60n? = Cgg,2 F[n,n]
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2.12 Abschliefiender Arbeitsauftrag: Entwirf Deine
eigene Kugel

Geodétische Kuppeln und Fullerene kann man sehr schén mit farbigen Mus-
tern verzieren. Das Ziel dieses Arbeitsauftrags ist, dass Du ein solches Mus-
ter selber entwirfst. Das kannst Du einfach mit Hilfe der Applets und einem
Farbdrucker tun. Wenn Du gerne bastelst, kannst Du aber auch mit farbigen
Stockchen oder Vielecken aus Pappe ans Werk gehen.

Abb. 2.49: Beispiele.

Applets

12.1 Entwirf Deine eigene Kugel (Ontwerp je eigen bol)
12.2 Beispiel 1 (Vororbeeld 1)
12.3 Beispiel 2 (Vororbeeld 2)
12.4 Beispiel 3 (Vororbeeld 3)
12.5 Beispiel 4 (Vororbeeld 4)

12.6 Selbst entwerfen (Zelf ontwerpen)
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2.13 Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 2.2
Nach drei Sechsecken.

Aufgabe 2.3
Nach einer Runde hat er sich insgesamt um 360° gedreht, bei jeder Ecke dreht
sich die Laufrichtung also um 360°/5 = 72°.

Aufgabe 2.4
FEin konvexes Vieleck ist ein Vieleck, in dem alle Diagonalen im Innengebiet
des Vielecks liegen.

Aufgabe 2.5

Viereck: 360°, Fiinfeck: 540°, Sechseck: 720°, ... fiir jede zusétzliche Ecke er-
hoht sich die Winkelsumme um 180°.

Allgemein: Winkelsumme eines n-Ecks: (n — 2) - 180° oder n - 180° — 360°.
Beweis: Man kann ein konvexes n-FEck mit Hilfe von n — 3 Diagonalen von
einem Eckpunkt aus in n — 2 Dreiecke unterteilen.

Anderer Beweis: Wahle einen Startpunkt P innerhalb des Vielecks und ver-
binde diesen mit allen Eckpunkten. So entstehen n Dreiecke mit einer Ge-
samtwinkelsumme von n - 180°. Wenn man davon alle Winkel um den Punkt
P (zusammen 360°) abzieht, erhélt man die Winkelsumme des n-Ecks.
Dritter Beweis: Wenn man eine Seite des n-Ecks an einem Eckpunkt ver-
langert, dann bildet die Verldngerung mit der anderen Seite am betreffenden
Eckpunkt einen ,,Auffenwinkel“. So ein Aufenwinkel gibt die Richtungsénde-
rung bei einem Rundgang um das n-Eck an. Nach einem kompletten Umlauf
des Vielecks ist die gesamte Richtungsdnderung 360°. Da an jedem Eckpunkt
ein Innenwinkel und ein Aufenwinkel zusammen einen 180°-Winkel bilden,
wissen wir:

Winkelsumme = n - 180°— Summe der Aufienwinkel = n - 180° — 360°.

Aufgabe 2.6

Teile die drei Seiten in drei gleiche Teile und verbin- j{'\_\\
de die Teilpunkte wie in Abb. 2.50. So erhélt man die // N
Schnittlinien. Y 2%

Aufgabe 2.7

Es sind Sechsecke mit 120°-Winkeln, deren gegeniiber
liegende Seiten je gleichlang sind. Nur Nr. 6 ist regelmé-
big.

Abb. 2.50: Schnitt-

linien.

Aufgabe 2.3
5 oder 6.

Aufgabe 2.9
Bei Vielecken bedeutet gleich viele Seiten auch automatisch gleich viele Eck-
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punkte, bei Polyedern ist das anders! Fiinflachner a hat 6 Eckpunkte und 9
Kanten, Fiinfiléichner ¢ hat 5 Eckpunkte und 8 Kanten.

Bei Fiinflléichner a sind alle sechs Eckpunkte von der Ordnung 3; in Fiinfldch-
ner c ist ein Eckpunkt von der Ordnung 4 und die anderen von der Ordnung
3.

Aufgabe 2.10
Siehe Abbildung 2.51.

Abb. 2.51: Tetraeder und Oktaeder im Wiirfel.

Aufgabe 2.11

Zum Beispiel: eine Pyramide deren Grundfliche ein Siebeneck ist und ein
Prisma dessen Grund- und Deckfliche Sechsecke sind (zum Beispiel ein sechs-
eckiger Bleistift, von dem noch keine Seite angespitzt ist).

Andere Beispiele: Teile den untersten und obersten Eckpunkt des Oktaeders
aus Aufgabe 2.10 in zwei Eckpunkte, die durch eine Kante verbunden sind:

Abb. 2.52: Beispiele zu Aufgabe 2.11.

Aufgabe 2.12
Wenn alle Kanten gleichlang sind. Die entstandenen Fléchen sind dann re-
gelméfige Dreiecke. Das klappt jedoch nur fiir n = 3,4 und 5. Fir n = 6
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wire die Spitze der superregelméfigen Pyramide flach. Fiir n > 6 ist der
Radius des Umkreises des n-Ecks grofer als die Kantenlédnge der betrachte-
ten Grundfliche, und bei Anhebung dieses Mittelpunkts {iber die Grundfliche
wird der Abstand zu einem Eckpunkt des n-Ecks noch grofer. Es gibt also
keine superregelméfigen Pyramiden fiir n > 6.

Aufgabe 2.13

a) 2410 =12

b) Wenn alle Kanten (in Wirklichkeit) gleichlang sind. Die Seitenflichen sind
dann regelméfige Dreiecke.

Aufgabe 2.14

Prisma{6} hat 12 Eckpunkte, jeder Eckpunkt hat 3 benachbarte Eckpunkte.
Eine Diagonale ist eine Strecke, die einen Eckpunkt mit einem nicht benach-
barten Eckpunkt verbindet. Von jedem Eckpunkt aus gibt es also 12—1-3 =8
Diagonalen. Das Produkt 12 - 8 zéhlt jede Diagonale zweimal (jede Diagonale
wird fiir zwei Eckpunkte mitgez&hlt). Schlussfolgerung: Die Anzahl der Dia-
gonalen = die Hélfte von 128, also 48. Beachte, dass 30(=9+6-249) davon
Fldchendiagonalen sind und die anderen 18 Raumdiagonalen. Fiir Prisma{n}
gilt die gleiche Argumentation: Die Anzahl der Diagonalen ist die Hilfte von
2n - (2n — 4) oder 2n(n — 2).

Aufgabe 2.15
a)

‘Polyeder ‘ E ‘K‘ F ‘
Prisma {n} 2n [3n|n+2
Pyramide {n} n+12njn+1
Doppelpyramide {n}| n+2 |3n| 2n
Antiprisma {n} 2n  |4n|2n+2
Turm {n} 2n + 1{4n|2n + 1

b) K ist immer um 2 kleiner als E + F.

Aufgabe 2.16

Nenne in jedem der drei Félle die neuen Anzahlen der Eckpunkte, der Kanten
und der Flachen E*, K* und F*.

(1:E*=FE+4+2,K*=K+3,F*=F+1
(2:E*=FE+1,K*=K+2,F*=F+1

3 E*=FE+2,K*=K+3,F*=F+1

In jedem der drei Falle gilt: £* - K*+ F*=F - K+ F

Aufgabe 2.17
Abstumpfen bei Eckpunkt mit Ordnung 5: E* = E4+5—-1=F + 4, K* =
K+5 F=F+1
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Abstumpfen bei Eckpunkt mit Ordnung k: £* = E4+k—1, K* = K+ k, F* =
F+1
Esgilt: B* - K*+ F*=FE— K+ F

Aufgabe 2.18

Wasserstand ‘E ‘K‘F‘
zwischen 1 und 2 416 |4
zwischen 2 und 3 61915
zwischen 3 und 4 8 112(6
zwischen 4 und 5 | 8 [12|6
zwischen 5 und 6 [10|15|7
zwischen 6 und 7 [10|15|7
zwischen 7 und 8 |[12[18]|8
zwischen 8 und 9 [12]18]|8
zwischen 9 und 10 [14(21|9
zwischen 10 und 11(14(21|9
zwischen 11 und 12(14(21|9
bei 12 12]18|8

Aufgabe 2.19

a) Moglichkeit (i) tritt ein beim Passieren der Punkte 2,3,5,7,8,9;
Moglichkeit (ii) bei den Punkten 4,6, 10, 11.

b) Moglichkeit (i): E - E+2, K - K+3,F - F+1

Moglichkeit (ii): ¥ — B, K — K, FF — F

c¢) Beim Erreichen des hichsten Punktes wird die Anzahl der Eckpunkte um
2 verringert (3 werden abgezogen und 1 neuer kommt hinzu), es verschwinden
3 Kanten und 1 Fliche.

d) Bei keiner der in b) und ¢) untersuchten Verinderungen dndert sich der
Wert £ — K + F.

Aufgabe 2.20
Die Gesamtzahl der Kanten und Diagonalen = die Anzahl Verbindungsstre-

cken zwischen n Punkten = 1n(n —1).

Aufgabe 2.21

Jedes der n Sechsecke hat 6 Kanten. Das Produkt 6 - n zéhlt jede Kante dop-
pelt (an jeder Kante treffen sich zwei Fliachen!), also K = 3 - n.

Jedes Sechseck hat 6 Eckpunkte. Das Produkt 6-n zéhlt jeden Eckpunkt drei-
fach (an jeder Ecke treffen sich drei Flidchen!), also £ =2 - n.

E— K+ F =2n—3n+n =0 was der Eulerschen Formel widerspricht.
Anmerkung: Fiir ein ,,Tunnelpolyeder* (siehe Seite 62) gilt eine andere Rela-
tion zwischen F, K und F, ndmlich £ — K + F' = 0.
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Das erklart warum auf Seite 51 das gebogene Sechseck-Gitter erwahnt wird:
Man kann daraus keine Kugel, aber ein rundes ,,Tunnelpolyeder® biegen.

Aufgabe 2.23
Wenn man sechs regelméfige Dreiecke um einen Punkt aneinander setzt, lie-
gen sie in einer Ebene (6 - 60° = 360°).

Aufgabe 2.24

a) E—K+F = %n — %n—i—n = 2 zusammengefasst: %n = 2 also folgt n = 20.
b) Wenn die Ordnung jedes Eckpunktes 4 ist, verdndert sich der Ausdruck fiir
E und wird zu E = %n. Also wird die Gleichung zu: %n - %n +n = 2 also
%n = 2 also folgt n = 8.

Ist die Ordnung jedes Eckpunktes 3 erhalten wir £ = n also: n — %n +n=2
also n = 4.

¢) Die Ordnung jedes Eckpunktes sei 6: das liefert E = %n also weiter: %n —

%n 4+ n = 2 was zu On = 2 umgeformt werden kann. Widerspruch!

Aufgabe 2.25
30 Kanten und 12 Eckpunkte (folgt direkt aus 2.24 mit n = 20).

Aufgabe 2.26

Siehe Abbildung 2.53. Das grofte Tetraeder ist in ein
Oktaeder und vier kleine Tetraeder aufgeteilt. Die
Kanten der kleinen Tetraeder sind halb so lang wie
die Kanten des grofien Tetraeders. Da der Streckungs-
faktor vom grofen zu einem der kleinen Tetraeder
% ist, betragt das Volumen eines kleinen Tetraeders
(3)® = & des Volumens des grofen Tetraeders. Alle
vier kleinen Tetraeder zusammen haben dann also ge-
nau die Hélfte des Volumens des grofsen Tetraeders.
Fiir das Oktaeder bleibt also auch genau die Half-
te des Volumens. Kurz: Volumen des Oktaeders = %

Volumen des umbeschriebenen Tetraeders.

Abb. 2.53: Zu Aufga-
be 2.26.

Aufgabe 2.27

Es seien alle Seitenflichen quadratisch und F = n.

Es gilt also K = 47" = 2n. Wenn die Ordnung jedes Eckpunktes 3 ist, gilt
aukerdem: F = %n. Nach Euler muss dann weiter %n —2n +n = 2 gelten.
Also folgt n = 6.

Dass die Ordnung eines Eckpunktes nicht 4 sein kann, ldsst sich leicht geo-
metrisch begriinden: 4 Quadrate um einen Punkt liegen in einer Ebene. Al-
gebraisch fiihrt die Voraussetzung, dass die Ordnung aller Eckpunkte 4 ist zu
der Gleichung n — 2n + n = 2, was ein Widerspruch ist.

Eine grofere Ordnung als 4 ist ebenfalls nicht méglich, da wir fiir die Ordnung
k die Gleichung £n —2n 4+ n = 2, die (% — 1)n = 2 entspricht erhalten. Der
Faktor, mit dem n multipliziert wird, ist fiir £ > 4 negativ. Die Gleichung



94 2 Vielseitige Kugeln

kann dann also keine positive Losung fiir n liefern.

Nun noch fiir Fiinfecke:

Wir gehen wieder von der Ordnung 3 fiir jeden Eckpunkt aus. Wir erhalten
also ' =n, K = %n sowie B = gn, woraus folgt: %n — %n +n = 2, also
n =12.

Fiir die Ordnung k£ > 3 kann man die gleiche Argumentation wie oben durch-
fiihren. Das liefert (£ —2)n = 2 und der Faktor (2 —2) wird fiir k = 4,5,6, ...
negativ.

Aufgabe 2.28
Es ist ein abgestumpftes reguléres Tetraeder mit 12 Ecken, 18 Kanten und 8
Fléachen.

Aufgabe 2.29

a) E=24, K =48 und F = 26

b) Im ,normalen Rhombokuboktaeder gibt es drei regelméfige Prismen {8},
im Pseudo-Rhombokuboktaeder nur eins.

Aufgabe 2.30
G — 456; FG — 46; DCGH — 5

Aufgabe 2.31

a) Die sechs sichtbaren Flidchen des Dode-
kaeders korrespondieren mit den numme-
rierten Eckpunkten; siehe Abb. 2.54.

b) Die doppelten Pfeile in Abb. 2.54 zeigen
je auf zwei korrespondierende Kanten.

Aufgabe 2.32
a) RegelméRiges Tetraeder.
by E=F

Aufgabe 2.33

Abgestumpfter Wiirfel: £ =10, K =15, F =7 Abb. 2.54: Zu Aufgabe 2.31.
Oktaeder mit ausgestiilpten Fléchen:

E=7K=15F =10

Aufgabe 2.34

Das duale Polyeder hat 12 Flachen. Indem man an einen Wiirfel an jeder Seite
eine regelméfige Pyramide anklebt, sodass zwei an einer Kante des Wiirfels
aneinandergrenzende Dreiecksflichen der Pyramide in derselben Ebene liegen,
erreicht man, dass die Kanten des Wiirfels keine Kanten des neuen Polyeders
werden. So entstehen also 12 rautenférmige, oder rhombenférmige Fléchen,
daher wird dieses Polyeder auch Rhombendodekaeder genannt.

Aufgabe 2.35
Die 80-flichige geoditische Kuppel hat 120 Kanten und 42 Eckpunkte (12 von
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der Ordnung 5 und 30 mit Ordnung 6)
Die 320-flachige geodétische Kuppel hat 480 Kanten und 162 Eckpunkte (12
von der Ordnung 5 und 150 mit Ordnung 6)

Aufgabe 2.36

An einem Eckpunkt der Ordnung 6 treffen sich sechs Dreiecke. Wenn diese
sechs Dreiecke alle regelméfiig wéren, wiirden also sechs 60°-Winkel aufein-
ander treffen. Also wiirden die Dreiecke eine Flidche oder zwei aufeinander-
treffende Fléchen formen (siche Abbildung 2.38). Es miissen also Dreiecke
darunter sein, die nicht gleichseitig sind, damit der Eckpunkt erhalten bleibt.
Dass einige der Dreiecke nicht gleichseitig sind, kommt durch das ,,Aufblasen®
oder Projezieren auf die Umkugel des urspriinglichen Ikosaeders.

Aufgabe 2.37

Betrachte die unteren drei Fiinfecke. Diese bilden ein Dreieck aus 122 drei-
eckigen ,Zellen“. Insgesamt gibt es auf der gesamten Kugel 20 - 144 = 2880
solcher kleinen Dreiecke.

Aufgabe 2.38

Der Fliacheninhalt einer Fliache des urspriinglichen

Tkosaeders = 192 kleine Dreiecksflichen. Man er-

kennt das zum Beispiel, indem man zunéchst eine

vergleichbare Situation mit einem kleineren Dreieck

betrachtet: Teile ein Dreieck um den Schwerpunkt

herum in drei gleich grofe Dreiecke. Aus zwei der

drei Teile kann man eine Raute konstruieren. In die-

se Raute passen 22 - 2 kleine Dreiecke. Das ganze Abb. 2.55: Zu Aufgabe
(grofe) Dreieck ist 1% mal so grofs, also ist der Fla- 2.38.

cheninhalt 22 - 3 kleine Dreiecke. In der Entwurfs-

zeichnung erhiilt man analog einen Flicheninhalt von 82 -3(= 192) Dreiecken.
Die Anzahl der Fliachen der geodatischen Kuppel ist also 3840 = 20 - 192.

Aufgabe 2.39

Betrachte zum Beispiel das dritte Dreieck in Abb.

2.41. Wenn man vom unteren Eckpunkt aus 1 Schritt

in die (positive) z-Richtung und 2 in die (positive)

y-Richtung macht, erreicht man den néichsten Eck-

punkt, daher die Bezeichnung [1,2]. Ebenso geht es

mit den anderen beiden Beispielen. Anmerkung: Die

Dreiecke werden vervollstdndigt, indem man weiter L
linksherum (in positive Drehrichtung) geht.

Abb. 2.56: Zu Aufga-
Aufgabe 2.40 ben 2.39 und 2.41.
Siehe Losung von Aufgabe 2.9.

Die Anzahl der Fldchen von G|2,2] ist 240.
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Aufgabe 2.41

Das Dreieck [1,2] in Abb. 2.56 hat einen Fliacheninhalt, der 7 mal so grof ist
wie der Flidcheninhalt eines Gitternetz-Dreiecks. Man erkennt das durch Aus-
schneiden und Aufkleben. Eine etwas allgemeinere Methode ist jedoch, eine
Seite r des Dreiecks in Seitenldngen der Gitternetz-Dreiecke auszudriicken.
In diesem Fall gilt (Cosinussatz): 72 = 12 +22 —1-2-cos(120°) =5+ 2 = 7.
Da sich die Flacheninhalte zweier regelméafiger Dreiecke wie die Quadrate der
Seitenléingen verhalten, folgt bereits, dass das graue Dreieck einen Fliachenin-
halt hat, der 7 mal so grofs ist wie ein Gitternetz-Dreieck.

Die Anzahl der Fldchen von G[1,2] ist also 20 - 7 = 140.

Aufgabe 2.42

Jede Fliache enthélt 3 Kanten. F' Flachen enthalten also 3F Kanten. Da jede
Kante zu genau zwei Flichen gehort, wird auf diese Weise jede Kante doppelt
gezdhlt, das heifit 3F = 2K.

Daraus folgt: K = 2 - F = 30(z* + zy + y?).

Mit der Eulerschen Formel erhilt man E = 10(x? + zy + y?) + 2.

Aufgabe 2.43

a) Der erste Teil der Gleichung wird in 2.42 erklart.

Nun zum zweiten Teil: jede Flidche enthilt 3 Eckpunkte. F' Flachen enthalten
also 3F' Eckpunkte. Hierbei werden nun allerdings die Eckpunkte der Ordnung
5 flinfmal gez&hlt und die der Ordnung 6 sechsmal. Also gilt: 3F = 5F5 + 6Fg
b) Um sich Rechenarbeit mit vielen Briichen zu sparen, kann man die Formel
von Euler umschreiben: 6E — 6K + 6F = 12. Mit a) folgt dann:

6(E5 + Eg) — 3(5E5 + GEG) + 2(5E5 + 6E6) =12
woraus folgt: F5 = 12

Aufgabe 2.44
Der Fufsball-Polyeder hat 90(= %) Kanten.

Aufgabe 2.45
G[1,1]

Aufgabe 2.46
GJ[3,0]

Aufgabe 2.47

150: Um jeden der 12 Eckpunkte des Tkosaeders liegen fiinf Sechsecke (insge-
samt 60), auf jeder der 30 Kanten liegt ein Sechseck, das nicht an ein Fiinfeck
grenzt (insgesamt 30) und auf jeder der 20 Flichen gibt es 3 Sechsecke, die
nicht an ein Fiinfeck grenzen (insgesamt 60).

Aufgabe 2.48
Die Struktur von Cayg ist die gleiche wie die Struktur von F'[2, 2], die Struktur
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von Chyg ist die von F'[3, 3] und Cygp hat die Struktur von F'[4, 4]. Die Anzahl
der Eckpunkte von F'[n,n] ist gleich der Anzahl Fléchen von G[n,n] und diese
entspricht 20 - 3n? = 60n2. Fiir n = 2,3 und 4 liefert das respektive 240, 540
und 960, was genau der Anzahl der C-Atome entspricht.

2.14 Losungen zu den Applets

1.1

a) 12 schwarze und 20 weifie Flachen.

b) Begriindung: Um jede schwarze Fliche ist ein Ring aus 5 weifen Flichen.
Das wiirde 12 - 5 = 60 weife Flachen liefern. Jede weifse Fléche grenzt jedoch
an 3 schwarze Fliachen, wird also dreimal gezihlt. Also ist die Anzahl der
weilen Fldchen 60/3 = 20.

1.5

b) 12 Fiinfecke.

¢) 90 Sechsecke (letzteres ist sehr aufwendig, es sei denn, man geht die Sache
geschickt an. In Abschnitt 2.10 ist mehr dazu zu lesen).

2.1
Aus der Losung von Aufgabe 2.5 folgt, dass der Winkel eines regelméfigen
n-Ecks gleich 180° — @ ist.

2.2

Von jedem Eckpunkt eines n-Ecks gehen n — 3 Diagonalen aus. Da jede Dia-
gonale 2 Eckpunkte miteinander verbindet ist n(n — 3) die doppelte Anzahl
der Diagonalen. Also ist die Anzahl der Diagonalen in einem n-Fck %n(n -3)
Andere Lésungsmdaglichkeit: n Punkte haben (g) oder %n(n — 1) mogliche
Verbindungen. Wenn wir davon die Anzahl der Seiten n abziehen, bleibt die

Anzahl der Diagonalen iibrig, das heift: $n(n — 1) —n = 4n(n — 3).

zu Applet 3:

Nur noch mit regelméfigen Dreiecken und mit Quadraten. Erklarung: Die
Winkel eines regelméfigen Fiinfecks betragen 108° , was kein Teiler von 360°
ist.

Fir n = 7,8,9,... gilt 120° < 180° — 360° ~ 180°. Daher kann der Winkel

des regelméfigen n-Ecks kein Teiler von §60° sein.

3.1
a) 140 Flichen, 210 Kanten.
b) 12 Eckpunkte der Ordnung 5, 60 der Ordnung 6.

3.2
4 Raumdiagonalen, 12 Flachendiagonalen.
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3.5
Es gibt 7 Hexaeder (Sechsflichner) mit unterschiedlicher Verbindungsstruk-
tur; siehe Abb. 2.57.

Abb. 2.57: Alle moglichen Verbindungsstrukturen von Hexaedern.

Tabelle 2.2: Tabelle zur Anzahl der Kanten (K), zur Anzahl der Eckpunkte der
Ordnung 3 (E3), 4 (F4) und 5 (F5), und zur Anzahl der Flichen der Ordnung 3
(F3) 4 (F4) und 5 (F5)

K| s | B Bs [ Fs | F|

912(3|0|6(0(0
10{5|1|0(4(2]|0
10{5|0|1|5(0(1
1116 |1 |03 (2|1
1116 |10 (2(4|0
1280|0060
12/810(0]2(2]|2

Anmerkung: Verschiedene Zahlenfolgen in der Tabelle gehoren zu verschiedenen Po-
lyedern, das versteht sich von selbst. Umgekehrt gilt nicht, dass fiir zwei Polyeder
mit unterschiedlichen Verbindungsstrukturen die zugehorigen Zahlenfolgen automa-
tisch auch unterschiedlich sind. Betrachte zum Beispiel die beiden Oktaeder in Abb.
2.52. Fiir beide gilt: K = 14, F3 = 4, Fy = 4, F3 = 4, Fy = 4, dennoch sind sie ver-
schieden. Im linken Oktaeder umgeben zwei Vierecke und ein Dreieck ein Dreieck,
beim rechten Exemplar umgeben drei Vierecke ein Dreieck.

4.3
16(= 2 + 7 - 2) Flichen
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4.4
n ist gerade und n > 6.
4.5
n ist Vielfaches von 3 und n > 9.
6.1
| Polyeder [F[K[E]
Tetraeder |4 |6 |4
Wiirfel 6 (12| 8
Oktaeder |8 [12|6
Dodekaeder|12|30{20
Tkosaeder |20(30(12
7.2

Betrachte die Liste von Kepler (Seite 70). Die Nummern 1,2,3,4,5,8,9 sind
abgestumpfte Platonische Korper. 7.3

Maximale Ausstiilpung bei einem Tetraeder liefert einen Rhomben-Sechsflich-
ner (= Wiirfel), bei einem Wiirfel oder Oktaeder einen Rhomben- Zwdlf flachner
(Rhombendodekaeder), bei Dodekaeder oder Tkosaeder einen Rhomben- Dreif$ig-
flichner (Rhombentriakontaeder). Das Rhombododekaeder hat 12 Fliachen,
24(= 6-4) Kanten und 14(= 8+ 6) Ecken. Das Rhombentriakontaeder hat 30
Fléchen, 60(= 12 - 5) Kanten und 32(= 20 + 12) Ecken.

8.3
Der duale Korper eines Prismas ist eine Doppelpyramide.

9.1
a) 16 kleine Dreiecke
b) 320 kleine Dreiecke

9.4
Fir die Erklarung der Bezeichnungen siehe Aufgabe 2.39.
Geodatische Kuppel [1,2] und [2, 1] sind Spiegelbilder voneinander.
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Perspektive - wie muss man das sehen?
Analysieren perspektivischer Zeichnungen mit Hilfe der
Geometrie

Agnes Verweij, Martin Kindt

Vorbemerkung der Herausgeber

Zum Zeichnen dreidimensionaler Objekte in einer Ebene benotigt man ein
Verstandnis von Perspektive, der kiinstlerischen Inkarnation einer mathema-
tischen Disziplin, der projektiven Geometrie. Die ersten Erkenntnisse zur Per-
spektive stammen aus einer ziemlich spaten Epoche, dem 15. Jahrhundert.
In diesem Kapitel kann man viel iiber Perspektive und ihre mathematischen
Grundlagen lernen. Vermittelt wird diese Thematik anhand einer Analyse von
klassischen Bildern und Architekturzeichnungen.

Zum Versténdnis dieses Kapitels sind nur elementare Kenntnisse iiber Punk-
te und Geraden notwendig; alle weiteren nétigen Fakten werden vorgestellt.
Trotzdem ist der Text anspruchsvoll. Es ist sinnvoll, die Ubungen, Zeichnun-
gen etc. sehr griindlich durchzuarbeiten; so wird die Verbindung von Theorie
und Praxis bewusst.

Einleitung

Im ,Grofsen Worterbuch der niederléndischen Sprache® liest man iiber die Be-
deutung von Perspektive: Die Kunst, Gegenstinde so in einer Ebene abzubil-
den, dass sie auf das Auge den gleichen Eindruck machen wie der Gegenstand
selber von einem bestimmiten Standpunkt aus. Maler und Zeichner haben sich
bereits sehr friih in der Geschichte mit dieser Kunst beschéftigt. Anfangs taten
sie dies vor allem mit Hilfe von Intuition und Beobachtung. Im 15. Jahrhun-
dert sahen italienische Kiinstler wie Leone Battista Alberti und Piero della
Francesca ein, dass geometrische Konstruktionen ein Hilfsmittel zum besseren
Verstéandnis und zur effektiven Verwendung der Perspektive sein konnen. Von
da an kann die Lehre von der Perspektive als eine ,,Tochter der Wissenschaft
und der Kunst* bezeichnet werden. Mit Wissenschaft ist hier die Geometrie
und mit Kunst die Malere: gemeint.

F. Verhulst, S. Walcher (eds.), Das Zebra-Buch zur Geometrie, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-05248-4 3, (© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Welche geometrischen Kenntnisse benotigt man, um dieses Kapitel durchar-
beiten zu koénnen? In den Anfangsklassen der Sekundarstufe hast Du wahr-
scheinlich bereits ,,Sehstrahlen” und ,Blickwinkel* kennengelernt. Diese Wor-
ter zeigen, dass ,;Geometrie* und ,,Sehen” etwas miteinander zu tun haben. In
diesem Kapitel werden diese Begriffe vielfach verwendet. Auferdem werden
wir auf Kenntnisse einiger Sétze aus dem Bereich der klassischen Geometrie
zuriickgreifen, insbesondere auf den Satz von Thales!. Du wirst eine ebenso
schone wie unerwartete Anwendung dieses klassischen Satzes sehen!

Es ist schwer einzuschétzen, wie viele Arbeitsstunden man bendtigt, um dieses
Kapitel durchzuarbeiten. Unsere (grobe) Schitzung ist etwa zwanzig Stun-
den. Die genaue Zeit hiangt allerdings stark davon ab, wie intensiv Du Dich
mit dem abschliefenden Arbeitsauftrag beschéftigst. Wenn Du Gelegenheit
hast, im Rahmen des abschlieflenden Arbeitsauftrags ein oder zwei Muse-
en zu besuchen, wére das ein gelungener Abschluss dieses Kapitels. Im Text
sind gelegentlich einige Vorschlage fiir weitere Untersuchungen anhand einiger
Original-Gemaélde zu finden.

Zum Schluss dieser Einleitung méchten wir uns bei Aad Goddijn vom Freu-
denthal Institut fiir seine wertvollen Ratschldge und seine fachkundige Hilfe
bei den Illustrationen bedanken.

3.1 Die Anfangsgriinde der Perspektive

Den in Abb. 3.1 abgebildeten Holzschnitt fertigte Albrecht Diirer (1471-1528)
an, fiir seine Underweysung der Messung (1525), ein Handbuch fiir Maler
und Zeichner aus geometrischer Sicht. Die Abbildung zeigt, dass (lineare)
Perspektive auf der Bestimmung von Schnittpunkten von Geraden, die auch
oft Sehstrahlen genannt werden, mit der Zeichenfliche bzw. der Bildebene
beruht. Das abzubildende Objekt ist auf einer horizontalen Grundebene plat-
ziert, wiahrend die Bildebene vertikal gehalten wird.

Diirer kannte aufserdem bereits einige Eigenschaften der Perspektive, die man
flir das perspektivische Zeichnen von Abbildungen gut gebrauchen kann. Illus-
trationen dazu sind auch in der &ltesten niederldndisch-sprachigen Literatur
iiber Perspektive zu finden, die zu einem groflen Teil den Werken von Dii-
rer entlehnt ist. Siehe zum Beispiel Abbildung 3.2 mit einer Zeichnung von
Hendrick Hondius (1573-1649).

Die Zeichnung von Hondius suggeriert, dass vier Sehstrahlen ausreichen, um
die perspektivische Darstellung eines Vierecks zu bestimmen. Die geraden Sei-
ten des Vierecks erscheinen auch in der Perspektive als gerade Strecken. Es

! Die Aussage und der Beweis des Satzes sind im Anhang am Schluss des Kapitels
zu finden.
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Abb. 3.1: Aus: Albrecht Diirer, Underweysung der Messung, 1525.
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Abb. 3.2: Aus: Hendrick Hondius, Grondige onderrichtinge in de optica ofte per-
spective konste, 1647.



104 3 Perspektive - wie muss man das sehen?

ist also ausreichend, von jedem der vier Eckpunkte das perspektivische Bild
iiber einen Sehstrahl zu bestimmen.

Aufgabe 3.1

FEine Gerade erscheint in der perspektivischen Darstellung meistens wieder
als Gerade. Diese Erfahrungstatsache kann wie folgt verifiziert werden: Sieh
durch ein Fenster und suche ein Objekt, von dem Du zu wissen glaubst, dass
es gerade Kanten hat. Lege ein Lineal auf das Glas, sodass es genau entlang
einer Kante des Objekts verlauft.

Aufgabe 3.2
Féllt Dir eine Ausnahme fiir die Regel der ,,Erhaltung der Geradlinigkeit* ein?

Aufgabe 3.3
Die Erhaltung der Geradlinigkeit in der Perspektive kann durch folgende geo-
metrische Regeln erklart werden:

o Alle Geraden, die die Gerade ¢ mit einem festen Punkt (der nicht auf ¢
liegt) verbinden, liegen in einer Ebene.
o Wenn zwei Ebenen einander schneiden, ist der Schnitt eine Gerade.

Betrachte nun Abbildung 3.3.

Abb. 3.3: Sehstrahlen, die eine Sichtebene bilden.

Nimm als festen Punkt ,das Auge* (O). Die Sehstrahlen zu den Punkten der
Gerade ¢ bilden eine Sichtebene (vorausgesetzt, ¢ verlduft nicht durch O!).
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Das perspektivische Bild ¢ von £ ist also eine Gerade. Wie kann dies aus den
beiden geometrischen Regeln gefolgert werden?

Aufgabe 3.4

Das perspektivische Bild einer gekriimmten Linie ist im Allgemeinen auch
eine gekriimmte Linie. Manchmal ist das perspektivische Bild von ,,gekriimmt*
jedoch auch ,gerade. Gib an, wann dies der Fall sein kénnte.

taferee!

Abb. 3.4: Sehstrahlen zu einer gekriimmten Linie.

3.2 Perspektivische Verzerrung

In Abbildung 3.5 ist eine perspektivische Darstellung eines Wiirfels zu sehen.
Der Wiirfel weist eine starke Verzerrung auf. Wenn man ein Auge zu héalt
und das andere Auge auf die Abbildung zu bewegt, wobei der Blick auf die
obere Fliache des Wiirfels gerichtet bleiben soll, erhélt man ein besseres Bild.
Probiere dies aus.

Diirer und Hondius verwendeten fiir ihre Erklarungen der Grundsétze der Per-
spektive Figuren, die selbst perspektivisch gezeichnet sind. Sie versuchen also
einen Begriff mit Hilfe seiner selbst zu erkldren. Sie gingen davon aus, dass
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Abb. 3.5: Wiirfel in perspektivischer Darstellung.

die Leser ihrer Lehrbiicher etwas iiber perspektivisches Zeichnen und Malen
lernen wollten, jedoch bereits ausreichend Erfahrung im Betrachten und In-
terpretieren von Perspektive hatten. Auffallend ist hierbei, dass Hondius es
seinen Lesern, was Letzteres betrifft, weniger leicht machte als Diirer. Die I1-
lustrationen von Hondius weisen nédmlich starke perspektivische Verzerrungen
auf. Das heifst, dass einige Teile unnatiirlich aussehen, wie bei dem hier ab-
gebildeten Wiirfel. In der Zeichnung von Hondius in Abb. 3.2 gilt dies vor
allem fiir den linken unteren Teil des Bildes, in welchem das Viereck auf der
Grundebene liegt.

Dass dieses Viereck ein Rechteck darstellt, dessen Seitenldngen das Verhaltnis
1 : 2 haben, erkennt man absolut nicht, ... wenn man nicht auf die richtige
Art hinschaut.

Die richtige Art ist hier: mit einem Auge hinsehen, sodass die eigenen Seh-
strahlen die gleichen Winkel mit dem Papier bilden wie die entsprechenden
Sehstrahlen des Zeichners mit seiner Bildebene.

Fiir Abbildung 3.2 bedeutet das: Betrachte die Zeichnung aus etwa 11 cm Ab-
stand mit einem Auge iiber dem Punkt, der etwa 1,5 cm nach oben und 1cm
nach rechts von der rechten oberen Bildecke liegt (also schrig von oben). Das
ist ganz anders, als man normalerweise eine Abbildung betrachtet! Meistens
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hélt man ein Bild auf Leseabstand (fiir die meisten liegt dieser bei etwa 35 cm)
und am liebsten so, dass die Sehstrahlen im Zentrum der Abbildung senkrecht
zum Papier sind. Am besten ist es, wenn Abbildungen perspektivisch so ge-
zeichnet sind, dass die ,richtige” Art das Bild zu betrachten, nicht sehr von der
yhatiirlichen” Art abweicht. Wiirde der in Abbildung 3.2 abgebildete Zeichner
an einer Buchillustration arbeiten, wiirde er diese ideale Darstellung sicher
nicht erreichen. Das Bild ware allerdings ideal fiir den Fall, dass es fiir eine
Anbringung auf ca. 75 cm unterhalb der Augenhhe an einer Wand gedacht
ist, die man aus etwa einem Meter Entfernung betrachtet.

Abb. 3.6: Sehkreis (zichtcirkel) in der Bildebene (tafereel).

Verzerrung in perspektivischen Zeichnungen hingt mit der Beschréanktheit des
Blickfeldes zusammen. Betrachte Abbildung 3.6: Die Sehstrahlen aus dem Au-
ge, das sich nicht bewegt, bilden einen Kegel, auch Sehkegel genannt.

Die Lotgerade vom Auge auf die Bildebene ist die Achse des Sehkegels. Die-
se Achse schneidet die Bildebene im Hauptpunkt (P), dem Mittelpunkt des
Kreises, der den Schnitt zwischen der Bildebene und dem Sehkegel bildet (der
sogenannte Sehkreis).
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Weifs ein Zeichner nicht, wie seine Abbildung spéter betrachtet wird, sollte er
starke perspektivische Verzerrungen vermeiden. In modernen Biichern iiber
Perspektive wird als Faustregel hierfiir angegeben, dass ein Gegenstand am
besten innerhalb des Sehkreises (grau in Abbildung 3.7), und auf jeden Fall
innerhalb des Distanzkreises des Zeichners liegen sollte.

Abb. 3.7: Auge O, horizontale Grundebene und vertikale Bildebene mit Haupt-
punkt P, Distanzkreis und Sehkreis (grau). (Begriffe: licht /matig/sterk vertekend
= leicht/méfig/stark verzerrt.)

Der Distanzkreis hat, genau wie der Sehkreis den Hauptpunkt P als Mittel-
punkt. Der Radius des Distanzkreises ist gleich der Distanz, also dem Abstand
vom Auge des Zeichners zur Bildebene.

Als Radius des Sehkreises wird oft zwei Fiinftel der Distanz genommen
(manchmal nimmt man auch die Hélfte oder sogar drei Fiinftel).

Innerhalb des Sehkreises ist die perspektivische Verzerrung so klein, dass es
sich kaum lohnt, die genaue Lage des Auges zu suchen. Zwischen dem Sehkreis
und dem Distanzkreis wird die Verzerrung im Allgemeinen noch als akzeptabel
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empfunden. Erst auflerhalb des Distanzkreises wird die Verzerrung als storend
wahrgenommen.

Die Sehstrahlen von einem Auge aus bilden einen Kegel mit einem Winkel
von ungefahr 90° an der Spitze. Scharf sieht man dabei nur, was sich nicht zu
nahe am Auge befindet und aufferdem innerhalb des kleineren Sehkegels liegt.

buiten
biikveld

as
blikveld

zichtkegel _--~

-
-

e onscherm

-

tafereel

Abb. 3.8: Draufsicht der Situation aus Abbildung 3.7, mit Sehstrahlen, die das
Sichtfeld — und den Sehkegel - - - - begrenzen. (Begriffe: blikveld = Sichtfeld,
zichtkegel = Sehkegel, buiten = auRerhalb, onscherp/scherp = unscharf/scharf.)

Anmerkung: Die Abbildungen 3.6 und 3.7 sind nicht perspektivisch, sondern
als ,Parallelprojektion” gezeichnet, das gilt auch fiir die Draufsicht in Ab-
bildung 3.8. Diese Zeichenmethode wird im Folgenden o6fter verwendet um
Fakten zur Perspektive zu erklaren.

Aufgabe 3.5

Fiir den halben Offnungswinkel an der Spitze des Sehkegels nehmen wir eine
Grofe von etwa 22.5° an (es wird auch oft 26° oder 30° angenommen).

a) Rechne nach, dass fiir einen halben Offnungswinkel von 22.5° der Radius
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des Sehkreises circa zwei Fiinftel des Radius des Distanzkreises misst.
Uberpriife, ob auch die anderen Verhiltnisse (%, g) mit den oben genannten
Winkeln iibereinstimmen.

b) Wie grof ist der halbe Offnungswinkel an der Spitze des ,Distanzkegels
(der Kegel, der durch die Verbindungsstrecken von O mit dem Distanzkreis

gebildet wird)?

Ein Zeichner, der bei fester Distanz das (eine) Auge die ganze Zeit auf den
Hauptpunkt seines Zeichenfensters gerichtet hélt, kann sicher keine Bildpunk-
te aufserhalb des Distanzkreises auf der Bildebene bestimmen.

Beim Arbeiten an den Teilen der Zeichnung zwischen dem Distanzkreis und
dem Sehkreis muss der Zeichner, um gut sehen zu kénnen sein Auge etwas dre-
hen, im dulersten Fall bis die Achse seines Blickfeldes den Sehkreis schneidet.
Halt sich der Zeichner an diese Faustregel, bedeutet dies fiir den Betrachter
des Bildes, dass die Verzerrung leicht bis méfig sein wird. Aufserdem kann der
Betrachter in diesem Fall die gesamte Abbildung sehen, wenn er den richtigen
Ausgangspunkt zur Betrachtung des Bildes wihlt und dabei das (eine) Auge
auf den Hauptpunkt der Abbildung richtet. Um alle Teile des Bildes scharf
sehen zu kénnen muss dann hochstens das Auge etwas bewegt werden, nicht
aber der ganze Kopf.

Diese Art des Betrachtens reicht jedoch nicht fiir alle Werke niederléndischer
Maler des 17. Jahrhundert aus. Vor allem die Architekturmaler unter ihnen
beschrankten sich nicht immer auf den Bereich innerhalb des Distanzkrei-
ses. Sie wollten oftmals viel mehr von den Bauwerken zeigen, als von einem
yhatiirlichen Standpunkt aus in einem Blickfeld dargestellt werden kann. In
solchen Féllen weisen die Malereien am Rand eine sehr starke perspektivische
Verzerrung auf. Es ergibt hier ein schoneres Betrachtungserlebnis, wenn man
beziiglich des Bildes den perspektivisch richtigen Standpunkt einnimmt und
so umherschaut, wie der Maler es in seiner Fantasie oder in Wirklichkeit getan
haben muss, inklusive der nétigen Drehungen von Kopf und Augen.

Betrachte zum Beispiel Abbildung 3.9 mit einer stark verkleinerten Schwarz-
Weikt-Kopie des Bildes, das Gerard Houckgeest (ca.1600-1661) im Jahre 1651
vom Chorumgang der Neuen Kirche in Delft erstellte. Darin haben wir den
Hauptpunkt P, den Distanzkreis und den Sehkreis eingezeichnet. Vor allem
die Verzerrung des gefliesten Fulsbodens aufserhalb des Sehkreises ist auffallig.

Um sich hiervon nicht irritieren zu lassen, muss man mit einem Auge die
Zeichnung vom Punkt O, der auf der Lotgeraden durch P auf die Bildebene
liegt aus betrachten, sodass |OP| gleich der Distanz ist. Im Mafstab der hier
abgedruckten Kopie ist die Distanz gleich 4.2 cm, was zu klein ist um irgend
einen Teil der Abbildung scharf sehen zu kénnen. Dieses Problem kann ge-
16st werden, indem man die Abbildung vergréfert, oder noch besser durch
Betrachtung des Originals im Mauritshuis in Den Haag. Im Mafstab des Ori-
ginals - 65.5 cm hoch und 77.5 cm breit - ist die Distanz circa 29.5 cm. Mit den
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Augen etwa 30 cm vom Hauptpunkt entfernt den Blick stets wieder auf einen
anderen Teil des Bildes richtend, kann die dargestellte Kirche ,zum Leben*
erweckt werden.

Abb. 3.9: Gerard Houckgeest, Chorumgang der Neuen Kirche zu Delft, 1651 (Den
Haag, Mauritshuis). Hauptpunkt P, Distanzkreis und Sehkreis (innen) hinzugefiigt.

3.3 Das Triptychon der Perspektive

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird erortert, wie man in solchen Féllen
den Hauptpunkt und die Distanz - und damit auch den richtigen Ausgangs-
punkt fiir die Betrachtung - aus dem perspektivisch dargestellten Gegenstand
bestimmen kann. Dazu bendtigt man zunéchst etwas Erfahrung mit der Kon-
struktion perspektivischer Darstellungen. Dabei werden wir schon einige wich-
tige Figenschaften der Perspektive kennen lernen.

Einige Eigenschaften der Perspektive kdnnen bei Zeichnungen verwendet wer-
den, die mit einem Zeichenfenster angefertigt wurden. Sie sind jedoch von



112 3 Perspektive - wie muss man das sehen?

viel groferer Bedeutung fiir die Erstellung einer perspektivischen Zeichnung
eines Objekts, das nicht durch ein solches Zeichenfenster betrachtet werden
kann, etwa wenn es sich um ein (noch) nicht existierendes Objekt handelt.
Es ist deshalb wenig verwunderlich, dass die Beispiele, die Hondius in seinem
Lehrbuch verwendet, ebenso wie die Beispiele im zuvor von Hondius herausge-
gebenen, zweiteiligen Handbuch Perspective (1604,/1605) von Hans Vredeman
de Vries (1527-1606), ausschlieflich Fantasie-Objekte darstellen. Siehe hierzu
zum Beispiel eine Abbildung aus dem ersten Teil von Perspective in Abbildung
3.10.
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Abb. 3.10: Aus: Hans Vredeman de Vries, Perspective, 1604/1605.
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Eigenschaften, die Diirer, Vredeman de Vries und Hondius kannten und an-
hand von Beispielen in ihren Biichern begriindeten, sind unter anderem die
folgenden:

e Geraden die parallel zur Bildebene verlaufen, werden parallel zueinander
abgebildet.
Die Perspektive erhélt Verhéltnisse, die fiir solche Geraden gelten.
Fiir Geraden, welche die Bildebene schneiden, ist dies nicht der Fall.
Geraden, die nicht parallel zur Bildebene verlaufen haben in der perspek-
tivischen Darstellung Fluchtpunkte und die Fluchtpunkte zueinander
paralleler Geraden fallen zusammen.
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Aufgabe 3.6
Suche in Abbildung 3.10 einige Beispiele, an denen die vier genannten Eigen-
schaften deutlich werden.

Wir werden uns nun vor allem mit der vierten Eigenschaft beschéftigen, also
mit Geraden, die nicht parallel zur Bildebene verlaufen. In Abbildung 3.11
sind die Grundebene oder Bodenebene (horizontal), die Bildebene (vertikal),
das Auge (O), die Augenebene (durch O und parallel zur Grundebene) sowie
der Horizont (Schnittgerade der Augenebene mit der Bildebene) abgebildet.

Abb. 3.11: Der Fluchtpunkt einer Geraden. (Begriffe: grondvlak = Grundebene,
oogvlak = Augenebene, grondlijn = Standlinie, horizon = Horizont.)

Wir beschréanken uns vorlaufig auf Geraden in der Grundebene.

Auf einer solchen Geraden (£) kann eine Folge von Punkten Ay, Ao, As, ... ge-
wahlt werden, sodass der Abstand zwischen zwei aufeinander folgenden Punk-
ten konstant ist. Diese Folge von Punkten erscheint in der perspektivischen
Darstellung als Folge A}, AL, A%, ..., bei der der Abstand zweier aufeinander
folgender Punkte stets kleiner wird.

Die Punkte Aj, Ag, As, ... entfernen sich bis ins ,,Unendliche”, die Punkte
AL AL AL dagegen ndhern sich einem Punkt V. Dieser Punkt V, der
Schnittpunkt des Bildes mit der Geraden durch den Punkt O, die parallel zu
£ verlauft, wird Fluchtpunkt der Geraden ¢ genannt.

Zeichnen wir nun eine zweite Gerade m parallel zu ¢ in der Grundebene, so
hat diese Gerade denselben Fluchtpunkt wie ¢ (sieche Abbildung 3.12).
Diesem Phénomen begegnet man in der Realitdt wenn man mit dem Blick
Eisenbahngleisen folgt: die Folge der Punkte auf den parallelen Geraden ent-
spricht den Schwellen der Schienen. So sieht man, dass der Abstand zwischen
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je zwei Punkten immer kleiner wird, je weiter sich die Punkte entfernen (die
Lénge der Schwellen iibrigens auch). In der Ferne scheinen sich die Schienen
zu treffen.

Abb. 3.12: Parallele Geraden in perspektivischer Darstellung.

Beachte, dass sich £ und ¢’ an der Standlinie (Schnittgerade zwischen Grund-
ebene und Bildebene) schneiden. Dasselbe gilt natiirlich fiir m und m’.

Aufgabe 3.7

Eine Regel in der rdumlichen Geometrie lautet: Wenn zwei Geraden beide
parallel zu einer dritten Geraden sind, so sind sie auch zueinander parallel.
Erkldre mit dieser Regel der rdumlichen Geometrie, dass die parallelen Gera-
den ¢ und m den selben Fluchtpunkt haben.

Beim Erstellen perspektivischer Darstellungen wird oft eine Art Triptychon?
verwendet: Die Grundebene und die Augenebene werden um 90° um die
Grundgerade und den Horizont gedreht, sodass sie sich mit der Bildebene
in einer Ebene befinden.

2 Anmerkung der Ubersetzer: Ein Triptychon ist in der Malerei ein dreigeteiltes
Bild, dessen Teile manchmal durch Scharniere beweglich verbunden sind. In die-
sem Kapitel denken wir uns Grundebene, Bildebene und Augenebene als Tripty-
chon, und Horizont sowie Standlinie als Scharniere.
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Abb. 3.13: Darstellung der Drehung der Augenebene und der Grundebene in die
Zeichenflache (aus Dr. Brook Taylors Method of Perspective Made Easy, 1754).

Die Zeichnung mit der Nummer 57.1 in Abb. 3.13 zeigt, wie diese Drehung
gedacht ist. In 57.2 sieht man das Triptychon mit der perspektivischen Dar-
stellung in der Mitte. Im unteren Teil (auf der nach unten geklappten Grund-
ebene) konnen Figuren in Originalgrofe gezeichnet werden. In der Abbildung
handelt es sich hierbei um das Quadrat ABCD. Im oberen Teil wird die Positi-
on des Auges festgelegt, in der Zeichnung mit E (eye) angedeutet. Der Punkt,
den wir als Hauptpunkt bezeichnen, wird hier C' genannt. Der Abstand von
E und C (oder in unserer Notation zwischen O und P) ist die Distanz.

Aufgabe 3.8
Ein DIN A4 Papier kann man mit Faltkanten parallel zur kiirzeren Seite so

falten, dass drei Fliachen entstehen, wie in Abbildung 3.14 abgebildet. Lege
die Position des Auges in der Augenebene fest.
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Abb. 3.14: Perspektivische Konstruktion eines Fliesenbodens.

a) Zeichne in die Grundebene drei parallele Geraden, die nicht senkrecht oder
parallel zur Standlinie sind. Bestimme nun zunéchst den Fluchtpunkt und
zeichne dann das perspektivische Bild der drei Geraden in die mittlere Flache.
Wenn das Papier ausreichend durchsichtig ist, kann die Zeichnung tiberpriift
werden, indem man mit dem Auge die vorgesehene Position einnimmt.

b) Zeichne in die Grundebene eine Gerade senkrecht zu den drei paralle-
len Geraden. Bestimme den Fluchtpunkt und das perspektivische Bild dieser
Geraden. Bestétige, dass der Winkel zwischen dieser und den drei anderen
Geraden in der perspektivischen Darstellung kein rechter Winkel ist.

Aufgabe 3.9
Welchen besonderen Fluchtpunkt hat eine Gerade, die in der Grundebene liegt
und senkrecht auf der Standlinie steht?

Aufgabe 3.10

Betrachte Abbildung 3.13. Bei Zeichnung 57.2 erkennt man, wie eine Diago-
nale des Quadrats verwendet wurde. Der Fluchtpunkt dieser Diagonalen ist
N. Dieser Punkt wurde gezeichnet, bevor die perspektivische Abbildung des
Quadrats konstruiert wurde. Wie kann N bestimmt werden?

Aufgabe 3.11

In Abbildung 3.14 ist zu sehen, wie die perspektivische Darstellung eines Flie-
senbodens konstruiert wird.

So wie in Abbildung 3.13 spielt die Diagonale hier eine wichtige Rolle. Um
einzusehen, wie wichtig diese Rolle ist, soll das in Abb. 3.15 abgebildete Tripty-
chon abgezeichnet werden und im mittleren Teil die perspektivische Darstel-
lung des Fliesenbodens konstruiert werden. Du kannst natiirlich in Abbildung
3.14 ,spicken*.
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Horizont v P

Standlinie

Abb. 3.15: Perspektivische Konstruktion eines Fliesenbodens.



118 3 Perspektive - wie muss man das sehen?

Aufgabe 3.12

Die perspektivische Darstellung des Fliesenbodens aus Abbildung 3.15 ist
stark verzerrt. Das hingt mit der Position des Auges in Bezug auf das Bild
zusammen. Wie muss die Position des Auges verdndert werden, um eine ge-
ringere Verzerrung zu erhalten?

Aufgabe 3.13

Gegeben ist ein Triptychon mit einer Standlinie, einem Horizont, dem Auge
O und dem Hauptpunkt P. Konstruiere die perspektivische Abbildung eines
regelmafigen Sechsecks in der Grundebene fiir folgende Falle:

a) Zwei Seiten des Sechsecks sind senkrecht zum Horizont.

b) Zwei Seiten des Sechsecks sind parallel zum Horizont.

Bis jetzt haben wir uns ausschliefflich mit Geraden in der Grundebene befasst.
Dabei haben wir gesehen, dass Fluchtpunkte in perspektivischen Darstellun-
gen eine groke Rolle spielen. Geraden in der Grundebene, welche nicht par-
allel zur Bildebene verlaufen (oder die, was auf das gleiche hinauslduft, nicht
parallel zur Grundgeraden sind), haben ihren Fluchtpunkt auf dem Horizont.
Genau das gleiche gilt fiir Geraden, die parallel zur Grundebene verlaufen (ho-
rizontale Geraden). Betrachte hierzu zum Beispiel die Gerade m in Abbildung
3.16.

Abb. 3.16: ¢/ und m sind horizontale Geraden.

Aufgabe 3.14
Wie sieht es nun mit dem Fluchtpunkt einer Geraden aus, die nicht horizontal
und auch nicht parallel zur Bildebene ist?
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Aufgabe 3.15

Bei Abbildung 3.10 stellt sich heraus, dass der Zeichner zu Unrecht annahm,
dass auch nicht horizontale Geraden Fluchtpunkte auf dem Horizont haben.
Wo irrt er sich offensichtlich?

3.4 Einpunktperspektive

Abbildung 3.17 stammt aus dem &ltesten Buch iiber Perspektive, verfasst von
Jean Pelerin (alias Viator) und erschienen 1505 unter dem Titel De Artificia-
li Perspectiva. Die Abbildung ist ein Beispiel fiir Einpunkt- oder Zentralper-
spektive. Einpunkt-, weil im abzubildenden Objekt drei zueinander senkrechte
Grundrichtungen zu erkennen sind, von denen nur eine einen Fluchtpunkt be-
sitzt (die nach hinten verlaufenden Deckenbalken zeigen hier diese Richtung
an). Zentral, weil dieser Fluchtpunkt genau der Hauptpunkt (P) und somit
das natiirliche Zentrum der Zeichnung ist. In der niederlandischen Malerei des
siebzehnten Jahrhunderts wurde meistens diese Variante der perspektivischen
Darstellung gewahlt.
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Abb. 3.17: Aus: Viator, De Artificiali Perspectiva, 1505.
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Bevor wir Beispiele fiir Einpunktperspektive in der Malerei betrachten, wer-
den wir einige Eigenschaften besprechen, anhand des einfachsten dreidimen-
sionalen Objekts, das mit dieser Methode perspektivisch dargestellt werden
kann: des Wiirfels. Abbildung 3.18 zeigt eine Situation, in der ein Wiirfel
ABCD.EFGH mit Hilfe eines Zeichenfensters in Einpunktperspektive ge-
zeichnet werden soll. Von den Geraden entlang der zwolf Kanten des Wiirfels
haben lediglich die Geraden AD, BC, EH, und FG einen Fluchtpunkt, der
in diesem Fall mit dem Hauptpunkt P zusammenfillt.

Abb. 3.18: Darstellung eines Wiirfels mittels Einpunktperspektive.

Aufgabe 3.16

In Abbildung 3.18 sind die Diagonalen der Deckfliche (FH und EG) und einer
Seitenflache (DE und AH) des Wiirfels eingezeichnet. Aufferdem erkennt man
die Sehstrahlen aus dem Auge O zu ihren Fluchtpunkten D;, Dy, D3, Dy.
Zeige, dass diese vier Punkte auf dem Distanzkreis liegen. (Sie werden auch
horizontale beziehungsweise vertikale Distanzpunkte genannt.)
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Aufgabe 3.17

Zeichne das Triptychon aus Abbildung 3.19 ab. Darin sind die Grundflache
des Wiirfels in Originalgrofse, sowie das Auge, der Hauptpunkt und der Di-
stanzkreis bereits eingezeichnet. Konstruiere nun zunéchst die perspektivische
Darstellung der Grundfliche und dann die restlichen Teile des Wiirfels und
betrachte Dein Ergebnis von der Position des Auges aus, in Draufsicht auf die
Bildebene.

Horizont ‘ P '
3 D1 DQ !

Standlinie

Abb. 3.19: Triptychon fiir einen Wiirfel in der Einpunktperspektive.
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Aufgabe 3.18
In Abb. 3.20 ist ein Siegertreppchen (bestehend aus vier Wiirfeln) in Ein-
punktperspektive dargestellt.

Abb. 3.20: Siegertreppchen.

a) Konstruiere nacheinander den Hauptpunkt, den Horizont und die horizon-
talen Distanzpunkte.

b) Damit ist dann auch die Distanz und die Lage des besten Gesichtspunktes
fiir die Betrachtung bestimmt. Betrachte nun die Zeichnung von diesem Punkt
O aus.

Die in Abbildung 3.20 angewandte Methode kann auch verwendet werden,
wenn in einer Zeichnung, einem Bild oder einem Foto in Einpunktperspektive
ein oder mehrere Quadrate zu sehen sind, von denen man annehmen kann, dass
sie horizontale Quadrate darstellen, und einige Seiten parallel zur Bildebene
liegen.

In den Werken der niederléndischen Kiinstler des 17. Jahrhunderts sind solche
Quadrate oft Bodenfliesen. Da wir wissen, dass ein horizontales quadratisches
Gitter oft als Hilfsmittel zum Bestimmen der richtigen Héhe und vor allem
der Tiefe der in Einpunktperspektive abgebildeten Objekte verwendet wird,
ist die Annahme, dass solche Fliesen quadratisch sind, meistens gerechtfertigt.

Wir werden diese Methode, eine Abbildung in Einpunktperspektive zu ana-
lysieren nun auf ein Werk des bekannten Harlemer Architekturmalers Pieter
Janszoon Saenredam (1597-1665) anwenden, in dem ein solcher Fliesenboden
zu sehen ist. Weiterhin werden wir zeigen, wie die dabei gewonnenen Ergeb-
nisse genutzt werden kénnen, um etwas mehr {iber die abgebildete Situation
zu erfahren.

Unsere Wabhl fiel in diesem Zusammenhang nicht zuféllig auf diesen Kiinstler.
Saenredam malte ausschliefslich real existierende Bauwerke, oftmals Kirchen
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Abb. 3.21: Pieter Saenredam, Innenraum der Sint-Bavokerk von West nach Ost,
1660 (Worcester Art Museum, Massachusetts). Hilfslinien sind hinzugefiigt.
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und von den Kirchen meistens einen Teil des Innenraums. Er arbeitete immer
mit Einpunktperspektive. Es ist bekannt, dass er dabei sehr sorgfiltig und
mit Sachkunde ans Werk ging. Er verwendete kein Zeichenfenster, sondern
machte lediglich vor Ort eine Skizze ,mit blofsfem Auge”. Spéter fertigte er
eine Konstruktionszeichnung auf der Grundlage von Messungen in der Kirche
(festgehalten in Grundrissplénen) an, welche dieselben Mafe wie die zu be-
malende Leinwand hatte. Dabei ging er von einem Standpunkt aus, der mit
dem Standpunkt seiner Schitzung iibereinstimmte, sodass er diese spéter als
Kontrolle seiner Konstruktionen verwenden konnte.

Die wichtigsten Geraden der Konstruktionszeichnung iibernahm er auf seine
Leinwand. Erst dann begann er mit der Arbeit an seinem Gemélde. Die Ge-
mélde von Saenredam sind in jedem Fall perspektivisch korrekt, soweit es den
Boden der Kirche und die geradlinigen vertikalen Elemente betrifft. Das be-
wirkt, dass die Methode zur Bestimmung des Hauptpunktes und der Distanz
ohne Einschrinkung auf seine Werke angewendet werden kann.

Aufgabe 3.19

Betrachte Abbildung 3.21, eine Kopie von Saenredams Gemélde der Innenan-
sicht der Sint-Bavokerk zu Harlem (1660), auf dem einige Linien und Punkte
hervorgehoben oder hinzugefiigt wurden. Auferdem wurde hier die Augene-
bene nach unten geklappt, statt wie sonst nach oben.

a) Wie grof ist die Distanz (im Mafistab der Kopie)?

b) Die Originalmafe des Gemaéldes sind 54.5 mal 70.5 cm. In welchem Abstand
kann man das Gemélde also am besten betrachten?

Nun werden wir untersuchen, in wie weit Saenredam die Winkel zwischen
den Winden {iber dem hintersten Bogen des Altarraums perspektivisch rich-
tig abgebildet hat. Aus dem Grundriss der Sint-Bavo-Kirche, der durch den
Landvermesser und Mathematiker Pieter Wils (gestorben ca. 1647) angefertigt
wurde, ldsst sich eine Grofke der betreffenden Winkel von etwa 117° ablesen
(sieche Abbildung 3.22).

Eine gedruckte Version des Grundrisses ist in Beschryvinge der stad Haerlem
(1628) von Ampzing zu finden, speziell ,,fiir diejenigen, die selbige in jedweder
Art perspektivisch abzeichnen wollen®.

Bereits vor der Herausgabe des Buches fertigte Saenredam 1627 eine perspekti-
vische Zeichnung des Inneren von Sint Bavo an. Damals profitierte er vielleicht
noch nicht von Wils perspektivischen Kenntnissen und dessen Grundriss, spé-
ter bei den Vorbereitungen zu seinem Gemélde allerdings schon. Wir diirfen
also auch annehmen, dass er zu diesem Zeitpunkt zum Beispiel bereits wusste,
dass fiir die Punkte A, B, C' und D in Abbildung 3.19 in Wirklichkeit gilt:
/ABC = ZBCD = 117°, von ihm vielleicht auf 120° aufgerundet.

Aufgabe 3.20

In Abbildung 3.21 ist die Strecke BC' parallel zum Horizont und besitzt des-
halb keinen Fluchtpunkt. Die Strecken AB und C'D haben die Fluchtpunkte
Wo und Wh.
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Abb. 3.22: Pieter Wils, Grundriss der Sint-Bavo-Kirche, 1628 (Harlem, Gemeen-
tearchief).

a) Zeige, dass die Strecken AF und DF, die in Wirklichkeit auf gleicher Hohe
wie BC' liegen, den Fluchtpunkt P besitzen. Stimmt dies mit dem Grundriss
iiberein?

b) Wie groft miissten die Winkel ZW;0P und £ZW50P sein, wenn man von der
Annahme ausgeht, dass Saenredam die Groke der Winkel von 117° (eventuell
120°) beriicksichtigte?

c¢) Beim Nachmessen dieser Winkel in der Abbildung fallt auf, dass sie etwa 10°
zu grofs sind. Wie viel ndher als in der Abbildung miissten die Fluchtpunkte
Wy und Wi auf unserer Kopie am Hauptpunkt P liegen? Und wie grof ist
dieser Unterschied ungefdhr im Mafsstab des Gemaéldes?



126 3 Perspektive - wie muss man das sehen?

d) Zeige, dass die Verhéltnisse zwischen |EB|,|BC| und |CF| in Abbildung
3.21 einigermafsen gut mit den Angaben aus dem Grundriss iibereinstimmen.

Anmerkung;:

Das hier aufgezeigte Problem mit den Fluchtpunkten von AB und C'D kdnnte
gelost werden, indem man fir feste £, B,C und F die Punkte A und D so
entlang den Geraden PFE und PF verschiebt, dass die Verldngerungen von
AB und DC in Abbildung 21 den Horizont n&her an P schneiden, als es hier
der Fall ist. Dann wiirden die Strecken AB und CD allerdings um einiges an
Lénge zunehmen. Wahrscheinlich hat Saenredam diese starke perspektivische
Verzerrung vermeiden wollen und deshalb die vom Hauptpunkt weit entfernten
Teile seiner Konstruktion auf Grund seiner zuvor in der Kirche gemachten
Schéitzungen stets etwas mehr  korrigiert®.

3.5 Zweipunktperspektive

In der niederldndischen Malerei wird ab Mitte des 17. Jahrhunderts, besonders
von Architekturmalern, neben der Einpunktperspektive auch eine Form der
Zweipunktperspektive verwendet, die diagonale Zweipunktperspektive genannt
wird. Zur Konstruktion einer solchen perspektivischen Darstellung benétigt
man nicht mehr Kenntnisse als fiir die Einpunktperspektive, obwohl man so
einen lebendigeren Effekt erreichen kann. Siehe zum Beispiel das Gemélde von
Gerard Houckgeest, das in Abbildung 3.9 abgebildet ist. Womdglich wurde die
Idee fiir diese Art der Perspektive unter anderem einer Abbildung aus dem
ersten Teil von Perspective von Vredeman de Vries entlehnt, sieche Abbildung
3.23.

Die wichtigsten horizontalen Linien des Gebaudes, ebenso wie die Fugen der
Bodenfliesen, bilden Winkel von 45° mit der Bildebene. Diese Geraden geben
zwei Hauptrichtungen an. Die Fluchtpunkte dieser beiden Hauptrichtungen
liegen am Rand der Zeichnung. Die dritte Hauptrichtung ist vertikal, besitzt
also keinen Fluchtpunkt.

Weil hier zweit Hauptrichtungen einen Fluchtpunkt haben, spricht man von
Zweipunktperspektive. Der Hauptpunkt ist hier kein Fluchtpunkt einer Haupt-
richtung des Bauwerks, sondern der Fluchtpunkt einer Schar von Diagonalen
der Bodenfliesen. Daher kommt die Bezeichnung: diagonale Zweipunktper-
spektive. Die {ibrigen Diagonalen sind parallel zur Bildebene, haben also kei-
nen Fluchtpunkt.

Aufgabe 3.21

Betrachte Abbildung 3.23. Wie bereits angemerkt, ist der Hauptpunkt hier
gerade der Fluchtpunkt einer Diagonalen und die anderen Diagonalen haben
keinen Fluchtpunkt. Seien nun V; und V5 die Fluchtpunkte der horizontalen
Hauptrichtungen. Begriinde, warum der Hauptpunkt P genau in der Mitte
zwischen V4 und V5 und dass die Distanz d gleich |PV;| ist.
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Abb. 3.23: Aus: Hans Vredeman de Vries, Perspective, 1604/1605.

Wir kennen nun auch den Punkt, von dem aus das Bild am besten betrachtet
werden sollte. Betrachte die Abbildung aus diesem Punkt und Du wirst einen
starken rdumlichen Effekt erfahren!

Aufgabe 3.22

Zweipunktperspektive muss nicht unbedingt diagonal sein. In Abbildung 3.24
ist ein auf der Grundebene gelegenes Quadrat ABC' D zu sehen, dessen Diago-
nalen beide einen Fluchtpunkt haben (W; und W3). Die Seiten AD und AB
des Quadrats haben folglich die Fluchtpunkte Vi und V5.

a) Wie grof ist der Winkel zwischen OV} und OV, wirklich? Und zwischen
OW7 und OW,?
a) Wie grof ist der Winkel zwischen OV} und OW; wirklich? Und zwischen
OVi und OWy?

Aufgabe 3.23
In Abbildung 3.25 ist eine perspektivische Darstellung des Quadrats ABC D
zu sehen.

Kopiere  diese  Abbildung mit einem  Vergroferungsfaktor  von
etwa 140%.

a) Die Position des Auges kann in der Sichtebene (am Horizont nach oben ge-
klappt) bestimmt werden. Dazu sind einige Kenntnisse der ebenen Geometrie
notig. Fir den Anfang ist die Lage von O so gewdhlt, dass ZV;0V, = 90°.
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Abb. 3.24: Nicht diagonale Zweipunktperspektive.

V1 ""2

Horizont

Abb. 3.25: Quadrat in perspektivischer Darstellung.
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Wenn Du nun an den Satz von Thales denkst, wirst Du wissen, dass O auf
einem bestimmten Kreis liegen muss. Zeichne die Hilfte dieses Kreises ober-
halb des Horizonts.

b) Da ABCD ein Quadrat ist, wissen wir auferdem, dass die Diagonalen
senkrecht zueinander sind. Das liefert einen zweiten Halbkreis, auf dem sich
O befinden muss. Zeichne auch diesen Halbkreis und bestimme so den Punkt
0.

¢) Die Diagonalen bilden mit den Seiten des Quadrats Winkel von 45°. Wo
kannst Du diese Winkel in Deiner Zeichnung wieder finden?

In Abbildung 3.26 ist ein Wiirfel abgebildet, der perspektivisch gezeichnet
werden soll. In der Abbildung sind die Sehstrahlen zu den Fluchtpunkten V3
und V5 der Kanten des Wiirfels zu sehen, die nicht parallel zur Bildebene
verlaufen. Weiter sind die Sehstrahlen zu den Fluchtpunkten U; und Us von
den Diagonalen AH und DFE eingezeichnet.

Da die Sehstrahlen OV;, OU; und OU, alle drei parallel zur Ebene AEH D
sind, liegen alle drei in einer Sehebene. Diese Sehebene schneidet die Bildebene
in einer vertikalen Schnittgeraden (parallel zur Kante AFE). Die Fluchtpunkte
V1, Ur und Uy liegen gerade auf dieser Geraden, der sogenannten Fluchtgera-
den der Ebene AEH D. So wie zwei parallele Geraden denselben Fluchtpunkt
haben, so haben zwei parallele Ebenen dieselbe Fluchtgerade! Die Seitenfliche
BFGC des Wiirfels hat also dieselbe Fluchtgerade wie die Ebene AEHD.

Aufgabe 3.24
Betrachte Abbildung 3.26. Zeige: |V1U;| = |V1Us| = |OV4].

Aufgabe 3.25

In Abbildung 3.27 ist die Grundfliche des Wiirfels ABC' D.EFGH perspekti-
visch dargestellt. Die Gerade h ist der Horizont. Kopiere und vergrofsere die
Zeichnung. Um die perspektivische Zeichnung des gesamten Wiirfels anferti-
gen zu kénnen, miissen wir die Position des Auges kennen.

a) In Aufgabe 3.23 haben wir gesehen, wie die Position des Auges bestimmt
werden kann und damit auch der tatséchliche Abstand |OV;|. Mit Hilfe dieses
Abstands kann der Fluchtpunkt U; der Diagonalen AH bestimmt werden.
Fiihre diese Konstruktion durch.

b) Konstruiere dann die perspektivische Darstellung des gesamten Wiirfels.

Aufgabe 3.26

Bei der Konstruktion oder Rekonstruktion in Zweipunktperspektive, ausge-
hend von einem Quadrat in der Grundebene, gelingt es nicht immer, die ho-
rizontalen Fluchtpunkte sowohl der Seitenflichen als auch der Diagonalen auf
das Zeichenpapier zu bekommen. Wenn man jedoch von der Tatsache Ge-
brauch macht, dass eine Diagonale einen Winkel von 45° mit den Seiten des
Quadrats bildet, kann man mit drei horizontalen Fluchtpunkten auskommen.
Dazu verwendet man wieder ein wenig ebene Geometrie.
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Abb. 3.26: Zweipunktperspektive mit vertikaler Fluchtgerade.

In Abbildung 3.28 ist eine solche Situation abgebildet, wobei Vi, Vo und Wy
in der Zeichnung erreichbar sind, Wy dagegen zu weit entfernt ist, um in der
Zeichnung darstellbar zu sein. Statt des Halbkreises mit Durchmesser Vi V5
ist der gesamte Kreis mit diesem Durchmesser eingezeichnet. Fiir den unteren
Halbkreisbogen ist nun der Punkt M in seiner Mitte zu bestimmen. Es gilt:
OW7 verlauft durch M. Das heiftt, dass O nun als Schnittpunkt von MW,
und dem oberen Halbkreis bestimmt werden kann! Beweise, dass diese Kon-
struktion richtig ist, mit anderen Worten: Zeige, dass OW; durch M verlauft.

Aufgabe 3.27
Kopiere das Zeitungsfoto aus Abbildung 3.29. Der Punkt, von dem aus das
Bild am besten betrachtet werden sollte, kann hier das ,,Auge der Kamera“
genannt werden.

a) Rekonstruiere den Ort des Auges. Verwende die (quadratischen!) Fliesen
auf dem Boden und die Methode, die in Aufgabe 3.26 vorgeschlagen wird.
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Abb. 3.27: Anfangsschritte der Darstellung eines Wiirfels in Zweipunktperspektive.

Abb. 3.28: Konstruktion von O ausgehend von Vi, Vo und Wj.
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Abb. 3.29: Im Gebédude des ehemaligen niederléndischen Ministeriums fiir Woh-
nungswesen, Bebauung und Umwelt (VROM).

b) Welche Haltung hat der Fotograf wahrscheinlich eingenommen als er das
Foto machte?

¢) An welcher Seite wurde vom Foto, bevor es abgedruckt wurde, am meisten
abgeschnitten?

3.6 Zweipunktperspektive mit geneigter Bildebene

Bei perspektivischen Zeichnungen oder Fotos ist die Bildebene nicht immer
vertikal! Wenn man zum Beispiel einen hohen Turm fotografiert, halt man die
Kamera schrig nach oben gerichtet und das bedeutet, dass die Bildebene eine
geneigte Fléche ist.

Vredeman de Vries, der in seinem bereits erwéhnten Lehrbuch ein hohes
(Fantasie-) Bauwerk in nicht diagonaler Zweipunktperspektive abbildete, wihl-
te hierfiir ebenfalls eine geneigte Bildebene. Siehe Abbildung 3.30. Es scheint,
als ob der Zeichner ein Zeichenfenster etwa auf Hohe der Deckplatte eines
Schreibpults vor sich gehalten hat, und durch dieses Fenster von oben auf das
Gebédude herunter sah.
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Abb. 3.30: Aus: Hans Vredeman de Vries, Perspective, 1604/1605.

Aufgabe 3.28

In Abbildung 3.31 ist eine grobe Skizze der Situation zu sehen. Zwei Hauptrich-
tungen haben einen Fluchtpunkt: V; ist der Fluchtpunkt einer horizontalen
Hauptrichtung, V3 ist der Fluchtpunkt der vertikalen Hauptrichtung.

a) Verifiziere, dass V; in der Zeichnung von Vredeman de Vries (Abbildung
3.30) auRerhalb der Abbildung liegt.

b) Der Punkt V3, von Vredeman de Vries conterpunt (= Kontrapunkt) ge-
nannt, kann in Abbildung 3.30 gefunden werden, indem man Geraden entlang
der Séulen zeichnet und den Schnittpunkt dieser Geraden bestimmt. Vrede-
man de Vries verwendete jedoch eine andere Konstruktion, die Gebrauch von
den Diagonalen macht. Uberlege, wie er vorgegangen ist und bestimme die
genaue Position von Fluchtpunkt V3 in Abbildung 3.30.

¢) In der Abbildung sind viele horizontale, quadratische Fliesen abgebildet
und auch das Geldnder und die Umrandung des Innenhofs sind laut zugeho-
rigem Text quadratisch. Mit Hilfe dieser Informationen kann die Linge von
OV; rekonstruiert werden. Dabei wird aufser V7 auch der Fluchtpunkt U; von
einer der Diagonalen der Quadrate bendtigt, die auf dem Bild zu finden sind.
Versuche nun selber den Hauptpunkt P und die Distanz mit Hilfe von V7, V3
und der gefundenen Lénge OV; zu bestimmen.

Uberpriife ob Du beim Ansehen der Zeichnung vom Punkt des richtigen Be-
trachtens aus ein wenig Hohenangst bekommst ...
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Abb. 3.31: Zweipunktperspektive mit geneigter Bildebene.

Anmerkung: Die Distanz in Abbildung 3.30 ist verglichen mit der Groéfe der
Abbildung relativ klein und im Verhéltnis viel kleiner als bei allen anderen
Abbildungen im Buch von Vredeman de Vries. Da die Distanz auch im ab-
soluten Sinne sehr klein ist, in diesem Mafsstab 2.0 cm, ergibt es eigentlich
erst nach einer Vergrofserung der Zeichnung Sinn, diese stark verzerrte Abbil-
dung mit einem Auge vom richtigen Ausgangspunkt aus zu betrachten. Die
Tllusion, dass man beim Betrachten des Bildes meint, von oben auf ein Gebau-
de zu blicken, kann auflierdem verstarkt werden, wenn man das Blatt an der
Oberkante etwas hoher hélt als an der Unterkante, sodass das Papier mit der
horizontalen Ebene einen Winkel von 16° (£ZPV;0) bildet. Die eigenen Seh-
strahlen haben dann auch gegeniiber der Erdoberflédche dieselbe Richtung wie
die libereinstimmenden Sehstrahlen des Zeichners. So ist OV; also horizontal
und OV3 vertikal.

Ein anderes Beispiel fiir Zweipunktperspektive mit einer geneigten Bildebene
findet man in einem von Eschers frithesten Werken: die Zeichnung Sint Bavo
(von 1920, siche Abbildung 3.32). Diese ist, was die Wahl des Motivs angeht,
verwandt mit dem in Abschnitt 3.4 behandelten Gemélde von Saenredam,
was die Perspektive angeht jedoch eher vergleichbar mit Abbildung 3.30. In
Eschers Zeichnung ist die Bildebene weder vertikal noch horizontal, und ei-
ne der drei Hauptrichtungen besitzt keinen Fluchtpunkt. Ein Unterschied ist
jedoch, dass Escher nicht von einem hoéheren Standpunkt aus nach unten,
sondern vom Boden aus schrig nach oben blickte. Ein weiterer Unterschied
ist, dass er nicht wie Vredeman de Vries iiber eine Konstruktion ein imagi-
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néres Gebdude zeichnete, sondern auf der Basis seiner eigenen Wahrnehmung
einen Teil des Innenraums einer real existierenden Kirche abbildete. Es ging
Escher dabei offensichtlich mehr um das Linienspiel mit dem Kronleuchter als
Blickfinger, als um eine perspektivisch korrekte Wiedergabe auf einer ebe-
nen Bildfliche. Auch den Spiegelungen in der kugelférmigen Unterseite des
Kronleuchters widmete er viel Aufmerksamkeit. Escher hat sicher nicht ver-
sucht, seine Wahrnehmung im Nachhinein durch Konstruktionen so gut wie
moglich mit den Regeln der Perspektive iibereinstimmen zu lassen, wie Saen-
redam es tat. Sogar mit dem ,Kontrapunkt® V3 von Vredeman de Vries, der
hier oberhalb der Zeichnung aufierhalb der Abbildung liegt, ging Escher lo-
cker um. Auf den ersten Blick scheinen die Bilder der vertikalen Strecken auf
Geraden zu liegen, die einander in genau einem Punkt schneiden. Wenn wir
diese Geraden jedoch tatséchlich einzeichnen, stellt sich heraus, dass es meh-
rere Schnittpunkte gibt. Auch die Position, die wir fiir den Fluchtpunkt V;
der horizontalen Langsrichtung der Kirche, hier unterhalb des Bildes gelegen
finden, héngt davon ab, welche Strecken des Bildes wir zu seiner Bestimmung
verldngern. Dadurch ist die Lage des Horizonts, der durch V; und parallel zur
Breitenrichtung der Kirche verlduft, ebenfalls nicht eindeutig zu bestimmen.
Das alles bewirkt, dass wir den Hauptpunkt und die Distanz nicht eindeutig
aus der Zeichnung ableiten konnen.

3.7 Dreipunktperspektive

Neben der Einpunkt- und Zweipunktperspektive gibt es aulerdem die Drei-
punktperspektive. Dabei haben, wie der Name vermuten ldsst, die vertikale
und beide horizontalen Hauptrichtungen einen Fluchtpunkt.

Eschers Holzschnitt Turm von Babel (1928) ist ein Beispiel fiir eine Dar-
stellung in Dreipunktperspektive. Man erkennt sofort, dass keine der drei
Hauptrichtungen parallel zur Bildebene verlauft.

(Re-)Konstruktion in Dreipunktperspektive verlangt noch etwas mehr geome-
trische Kenntnisse als es bei Ein- und Zweipunktperspektive der Fall war. Wer
Literatur zu diesem Thema sucht, braucht nicht in Biichern nachzusehen, die
alter als 50 Jahre sind. In der niederléandisch-sprachigen Literatur {iber Per-
spektive vom Anfang des 20. Jahrhunderts, in der weniger die Malerei als das
Technische Zeichnen als Anwendungsgebiet im Mittelpunkt steht, zeigt sich,
dass bei Konstruktionsmethoden verglichen mit dem 17. Jahrhundert deutli-
che Fortschritte erzielt wurden. Es wurde jedoch immer noch ausschlieflich
Einpunkt- und Zweipunktperspektive behandelt, wobei die Bildebene beinahe
immer vertikal gewahlt wurde. Dennoch war das Interesse an der Dreipunkt-
perspektive inzwischen geweckt, vor allem durch Fotos von Wolkenkratzern,
die Fluchtpunkte der zwei horizontalen und der vertikalen Hauptrichtung auf-
wiesen.
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Abb. 3.32: M.C. Eschers ,Sint Bavo“ ©1999 Cordon Art - Baarn - Holland. Alle
Rechte vorbehalten. Ober- und unterhalb der Abbildung sind Hilfslinien eingezeich-
net.
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Abb. 3.33: M.C. Eschers ,,Turm von Babel“ (©1999 Cordon Art - Baarn - Holland.
Alle Rechte vorbehalten.

Die Fotografen sahen von unten zu diesen Gebduden auf. Spéter wurde man
auch durch Fotos und Filmaufnahmen, die aus grofser Hohe aus einem Flug-
zeug aufgenommen wurden, mit der Dreipunktperspektive vertraut. Es dauer-
te allerdings noch bis zum Beginn der fiinfziger Jahre, bevor in der Literatur
iiber Technisches Zeichnen (per Hand), Werbezeichnen und freies Zeichnen
und/oder Malen auch der Dreipunktperspektive Aufmerksamkeit gewidmet
wurde. Hierauf hat Escher mit dem Entwurf seines Turms von Babel nicht ge-
wartet. Bevor wir dieses Werk von Escher besprechen, werden wir die nétigen
Eigenschaften der Dreipunktperspektive kennen lernen.
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Abb. 3.34: Wolkenkratzer in Singapur.

Abbildung 3.35 zeigt eine Situation, in der die drei Hauptrichtungen auf einem
geneigten Zeichenfenster in Dreipunktperspektive abgebildet werden sollen.
Keine der Richtungen ist parallel zur Bildebene.

V1, V5 und V3 sind die Fluchtpunkte der drei zueinander senkrechten Richtun-
gen. Die Sehstrahlen von O zu den Punkten Vi, V5 und V3 bilden zusammen
mit den Fluchtgeraden V4 Vo, VoVs und V3V ein Tetraeder (Vierflach).

Der Hauptpunkt P ist die senkrechte Projektion der ,,Spitze* O des Tetraeders
auf die Grundebene V1V, V3 (die in der Bildebene liegt).

Um den besten Ausgangspunkt fiir die Betrachtung eines Bildes wie der Turm
von Babel oder des Fotos von den Wolkenkratzern rekonstruieren zu koénnen,
werden wir nun zunéchst einige Eigenschaften dieses Tetraeders untersuchen.
Das Tetraeder hat die besondere Eigenschaft, dass die drei ,,Blickwinkel* bei
O rechte Winkel sind: ZV;0V, = ZV,0V3 = £ZV30V; = 90°.

Stell Dir nun vor, dass dieses Tetraeder aus Pappe ist. Die Dreiecke, die sich in
Punkt O treffen kénnen dann entlang der Kanten OV;, OV, und OV3 ausein-
ander geschnitten werden, sodass man die Seitenflichen nach aufsen klappen
kann. So erhélt man ein Netz des Tetraeders (sieche Abbildung 3.36).

Da alle Winkel am Punkt O rechte Winkel sind, wissen wir nun, dass O auf
den drei Kreisen mit den Durchmessern V3 Vs, Vo V3 und V3V liegen muss. Im
Netz kann dies wie Abbildung 3.37 verdeutlicht werden.
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Abb. 3.35: Dreipunktperspektive.

(0]

Abb. 3.36: Netz des Tetraeders OV; V5 V3.
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Abb. 3.37: Netz des Tetraeders OV; V5 V3 mit Kreisen um die Seitenflachen.

Aufgabe 3.29

Die drei Kreise haben aufser den drei Fluchtpunkten noch drei weitere Schnitt-
punkte: A, B und C. Bemerkenswert ist hierbei, dass diese Schnittpunkte ge-
nau auf den Kanten des Dreiecks V1 V5 V3 liegen. Das kann mit Hilfe des Satzes
von Thales bewiesen werden. Es ist hilfreich die Verbindungslinien V3 A, Vo B
und V3C' einzuzeichnen. Du kannst nun beweisen, dass VoA und V3 A auf einer
Geraden liegen. Dies geht genauso fiir V3 B und V3B und fiir V1C und V5C.
a) Fihre diesen Beweis aus.

b) Die drei Geraden Vi A, VoB und V3C' scheinen sich in genau einem Punkt
zu treffen. Beweise auch das.

Es gibt noch eine Besonderheit an dieser Abbildung. Verldangere V1 A, Vo B und
V3C und sie scheinen alle drei durch O zu gehen. Das folgt aus einem Satz
der rdumlichen Geometrie. In Abbildung 3.35 gilt ndmlich, dass OC und V3C'
beide senkrecht auf V;V5 stehen. Nach dem Aufklappen des Dreiecks OV; V5
liegen diese beiden Geraden jeweils auf der Verlingerung der anderen.

¢) Verwende nun all diese Besonderheiten fiir die Konstruktion eines Netzes
flir ein Tetraeder mit denselben Eigenschaften wie OV; Vo V3.

Der Schnittpunkt von dem in Aufgabe 3.29b) die Rede ist scheint genau der
Hauptpunkt P zu sein! Um das zu verdeutlichen, werden wir uns auf Dein
rdumliches Vorstellungsvermogen berufen. Ersetze in Gedanken den Kreis mit
Durchmesser V1 Vs durch einen Halbkreis an der Aufenseite des Dreiecks.
Wenn wir diesen Halbkreis um die Seite V3 V5 rotieren lassen, bis er an der
anderen Seite der Grundfliche liegt (also durch A und B verlduft), beschreibt
diese Drehung eine Halbkugel!

Ebenso kénnen wir um die Seiten V1 V3 und V,V3 Halbkugeln erstellen. Da O
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auf jeder der drei Halbkugeln liegen muss, kann man nun sagen, dass O der
Schnittpunkt der drei Kugeln ist.

Wenn Du Probleme hast, Dir das vorzustellen, betrachte zunéchst zwei Halb-
kugeln.

Abb. 3.38: Zwei Halbkugeln mit Schnitthalbkreis, seitlich und von oben gesehen.

Zwei Halbkugeln mit gemeinsamer Aquatorebene schneiden einander in ei-
nem Halbkreis, der senkrecht zur Aquatorebene liegt. In der Draufsicht mit
den zwei Kreisen wird der Schnitthalbkreis durch die gemeinsame Sehne dar-
gestellt.

Wenn man sich nun vorstellt, dass eine dritte Halbkugel dazukommt, welche
die beiden anderen schneidet, dann schneidet der Schnitthalbkreis der ers-
ten beiden Halbkugeln in einem Punkt die dritte Kugel. Das ist gerade der
Schnittpunkt der drei Halbkugeln. Eine Folgerung hieraus ist, dass die drei
Schnitthalbkreise der drei Halbkugeln durch einen Punkt verlaufen. In der
Draufsicht ist dieser Punkt der Schnittpunkt der drei gemeinsamen Sehnen.

O:P/
= = /\u =

Abb. 3.39: Draufsicht der drei Halbkugeln mit Schnittpunkt.
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Der Punkt O ist, wie bereits erldutert, gerade der Schnittpunkt der drei Halb-
kugeln. In der Draufsicht f&llt O mit dem Hauptpunkt P zusammen. Diesen
Punkt erhélt man nun als den Schnittpunkt der drei gemeinsamen Sehnen
oder als Hohenschnittpunkt des Dreiecks Vi V5 Vs.

Beim Rekonstruieren einer Zeichnung in Dreipunktperspektive kann man also
aus den drei Fluchtpunkten der Hauptrichtungen sehr einfach den Hauptpunkt
bestimmen. Damit erh&lt man allerdings noch nicht die Distanz. Wenn man
beachtet, dass Dreieck O PV3 rechtwinklig im Punkt P ist und dass man zwei
Seiten dieses Dreiecks im Netz des Tetraeders OV, V5 V3 wieder findet, dann
wird vermutlich klar, wie man den Abstand OP bestimmen kann.

Aufgabe 3.30

a) Kopiere Eschers Turm von Babel. Bestimme die Fluchtpunkte der Haupt-
richtungen, konstruiere den Hauptpunkt P und finde die Distanz.

b) Uberpriife, ob die gesamte Abbildung in Deinem Blickfeld bleibt, wenn Du
sie mit einem Auge vom Punkt des richtigen Betrachtens aus ansiehst, sodass
der zentrale Sehstrahl durch P verlduft. Erlautere, dass das zu den Aussagen
in Abschnitt 3.2 iiber den Distanzkreis passt.

3.8 Abschliefiender Arbeitsauftrag

Sammle einige (Zeitungs-) Fotos und Abbildungen von Gemélden oder Zeich-
nungen, bei denen Einpunkt-, Zweipunkt- oder Dreipunktperspektive deutlich
zu erkennen ist.

Analysiere eine Abbildung von jeder der drei Arten von Perspektive und ver-
fasse einen kurzen Bericht {iber Deine Untersuchungen.

3.9 Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 3.2
Wenn eine Strecke bei Verldngerung genau durch das Auge verlauft, ist das
perspektivische Bild ein Punkt.

Aufgabe 3.3

Nach der zuerst genannten Regel liegen die Sehstrahlen, die O mit den Punk-
ten von ¢ verbinden in einer Ebene. Nach der zweiten Regel schneidet diese
Ebene die Bildebene in einer Geraden. Diese Schnittgerade (in der Abbildung
¢') ist das perspektivische Bild von /.

Aufgabe 3.4
Wenn die gekriimmte Linie in einer Ebene durch O liegt, ist das perspektivi-
sche Bild eine Gerade. Nimm zum Beispiel einen Kaffeebecher, dessen oberer
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Abb. 3.40: Beispiele fiir perspektivische Darstellungen.

Rand ein Kreis ist. Diesen Rand siehst du wahrscheinlich als Ellipse. Durch
Drehen des Bechers kann die Ellipse schmaler gemacht werden und im Grenz-
fall ist der Rand nur noch als Gerade sichtbar.

Aufgabe 3.5
a) tan(22.5°) = 0.41, tan(26°) ~ 0.49, tan(30°) ~ 0.58
b) 45°

Aufgabe 3.7
Sei V' der Fluchtpunkt von ¢, also £||OV . Da m||¢, folgt weiter m||OV. Also ist
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V der Fluchtpunkt von m. (Anmerkung: Fiir die Definition eines Fluchtpunkts
wird hier stillschweigend verwendet, dass es durch einen Punkt aufserhalb einer
Geraden genau eine Gerade gibt, die parallel zu der Geraden verlduft.)

Aufgabe 3.9
Der Hauptpunkt P.

Aufgabe 3.10
Die Gerade EN ist parallel zur Geraden AC' in der Grundebene.

Aufgabe 3.11
Siehe Abbildung 3.41.

Abb. 3.41: Losung von Aufgabe 3.11.

Aufgabe 3.12
Vergrofere die Distanz (verschiebe O in Abbildung 3.15 nach oben).

Aufgabe 3.13
Siehe Abbildung 3.42.

Aufgabe 3.14
Der Fluchtpunkt liegt oberhalb oder unterhalb des Horizonts, abhéngig vom
Steigen oder Fallen der Geraden beziiglich der Position von O.

Aufgabe 3.15
Der Quader mit der Nummer 5 liegt nicht horizontal, sondern steht schrig
nach oben. Der Fluchtpunkt muss also oberhalb des Horizonts liegen.
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Abb. 3.42: Losung von Aufgabe 3.13.
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Aufgabe 3.16
Die vier Diagonalen bilden je einen Winkel von 45° mit der Kante HE.

Da EH||OP,0D||FH,0Ds||EG,0D3||DE und ODy||AH wissen wir, dass
OD1,0D5,0D3 und ODy je einen Winkel von 45° mit der Strecke OP, die
senkrecht auf Dy Dy und D3 Dy steht bilden. Daraus folgt: |[PD1| = |OP|, usw.;
d.h. Dy, Dy usw. liegen auf dem Kreis mit Mittelpunkt P und der Distanz als

Radius.

Aufgabe 3.17
Siehe Abbildung 3.43.

I
Dy=0
Horizont P :
. Dy D3
H '!‘ G -
’/
E F,
g ’
D ¥
e
AL B
Standlinie LI
AL ‘B
D Cc

Abb. 3.43: Losung von Aufgabe 3.17.
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Aufgabe 3.18
Siehe Abbildung 3.44.

Abb. 3.44: Losung von Aufgabe 3.18.

Aufgabe 3.19
a) 3.75 cm
b) ca. 21 cm

Aufgabe 3.20

b) 27° (eventuell 30°)

¢) 0.8 bis 1.1 cm. Im MaRstab des Gemaéldes sind das 4.5 bis 6 cm.

d) Laut Grundriss sind AB und C'D in Wirklichkeit beinah ebenso lang wie
BC. Die senkrechten Projektionen EB und CF von nacheinander AB und
CD auf die Gerade durch B und C wéren in Wirklichkeit cos(63°)(~ 0.45)
oder cos(60°)(~ 0.5) mal so lang wie BC. Dieses Verhéltnis bleibt auch in
der perspektivischen Darstellung erhalten (BC' ist parallel zur Bildebene!). In
Abbildung 3.19 kann man nachmessen, dass dieses Verhéltnis ziemlich genau
stimmt.

Aufgabe 3.21

Das Dreieck OV V5 ist gleichschenklig und
rechtwinklig und P liegt genau in der Mitte
zwischen V7 und V,. Daraus folgt:

|PVi| = |PVs| =d

Abb. 3.45: Zur Losung von Auf-
Aufgabe 3.22 gabe 3.21.
a) Beide Winkel haben eine Grofe von 90°.
b) Beide Winkel haben eine Grofe von 45°.
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Aufgabe 3.23
Siehe Abbildung 3.46.
c) LZWoOVi = LVAOWr = LW10OVo = 45°.

W';’
Horizont

Abb. 3.46: Zur Losung von Aufgabe 3.23.

Aufgabe 3.24

OV1,0U; und OUs sind in dieser Reihenfolge parallel zu AD, AH und DE.
Also bildet OV; mit OU; und OU; Winkel von 45°. Auflerdem steht die Gerade
U1U; senkrecht auf OV;.

Aufgabe 3.25
Siehe Abbildung 3.47.

Aufgabe 3.26
Die Gerade OW7 ist die Winkelhalbierende von Winkel V;OV5. Da zu gleichen
Peripheriewinkeln gleiche Kreisbogen gehoren, wissen wir nun, dass OW; bei

Verlingerung die untere Hailfte des Kreises halbiert. Mit anderen Worten:
OW7 geht durch den Punkt M.

Aufgabe 3.27

a) Der Hauptpunkt P liegt etwa 3.3cm von der Unterkante und 1.9 cm vom
rechten Seitenrand des Fotos entfernt. Die Distanz ist etwa 7.7 cm.

b) Er hockte oder kniete auf dem Boden.

¢) Die rechte Seite.

Anmerkung: Ein anderer Ausweg fiir den Fall, dass einer der vier gesuchten Flucht-
punkte auflerhalb des Papiers liegt ist, mit zwei anderen zueinander senkrechten
Geraden zu arbeiten. Auf den Boden im Foto kann man zum Beispiel einfach eine
Gerade mit Steigung 2 und eine Gerade mit Steigung f% zeichnen.

Aufgabe 3.28
Siehe Abbildung 3.48.
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Abb. 3.47: Losung von Aufgabe 3.25.

¢) Beachte: ZV10V3 = 90° und |U1 V1| = |OV|

Aufgabe 3.29

a) A auf dem Kreis mit Durchmesser V1Vo = V,A1V1A (1)

A auf dem Kreis mit Durchmesser V1 V3 = V3ALVIA (2)

Aus (1) und (2) folgt: VoA und V3A liegen auf einer Geraden (ndmlich der
Lotgeraden durch A auf V;A). Analog fiir V1B und V3B und fir V1C und
VaC.

b) Aus a) folgt, dass die Geraden V; A, V5B und V3C die Hohen des Dreiecks
V1 V5 V3 sind und die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.
¢) Zeichne ein spitzwinkeliges Dreieck V1V5V3 und drei Halbkreise tiber den
Seiten (nach aufen). Zeichne aufierdem die drei Héhen der Dreiecke. Jede
Hohe schneidet den Halbkreis der gegeniiberliegenden Seite in einem Punkt
O. Verbinde die drei Punkte O mit den zwei Endpunkten der zugehérigen
Seite und Du erhéltst das Netz des Tetraeders OV, V5 V3. Kontrolliere, ob Du
daraus das Tetraeder falten kannst.

Aufgabe 3.30
Siehe Abbildung 3.49.
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Uy Vi
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Abb. 3.48: Zur Losung von Aufgabe 3.28.

3.10 Anhang: Der Satz des Thales

In der Einleitung und an verschiedenen Stellen dieses Buches wird der Satz
des Thales erwahnt. Man vermutet, dass Thales von Milet von 624 vor Chr.
bis 547 vor Chr. lebte. Er ist bekannt als der erste grofse Philosoph des alten
Griechenlands. Laut Proclos, einem anderen Philosophen, entdeckte Thales
in Agypten die Geometrie, die er nach der Riickkehr in sein Vaterland wei-
ter entwickelte. Einer der Séatze, die er entdeckte lautet kurz formuliert: Fin
Winkel in einem Halbkreis ist ein rechter Winkel. Siehe Abbildung 3.50.
Heutzutage wird oft die Umkehrung dieses Satzes nach Thales benannt: Wenn
der Winkel bei C' im Dreieck ABC' ein rechter Winkel ist, so liegt C' auf dem
Kreis mit dem Durchmesser AB. Es ist gerade dieser letzte Satz, der in die-
sem Buch einige Male verwendet wird um den Ausgangspunkt zur richtigen
Betrachtung eines Bildes zu rekonstruieren. Beide Sétze lassen sich leicht be-
weisen:

Ein Winkel in einem Halbkreis ist ein rechter Winkel:

Punkt C liegt auf dem Kreis mit Durchmesser AB; sieche Abbildung 3.51.
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Abb. 3.49: Losung von Aufgabe 3.30. M.C. Eschers , Turm von Babel‘ (©)1999
Cordon Art - Baarn - Holland. Alle Rechte vorbehalten.

Abb. 3.50: Satz des Thales.
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Abb. 3.51: Zum Beweis des Satzes von Thales.

Zeichne den Durchmesser C'D in den Kreis. Vom Viereck ABC'D weift man
nun, dass die Diagonalen einander in der Mitte schneiden, also ist das Viereck
ein Parallelogramm. Andererseits sind die Diagonalen gleich lang, also ist das
Parallelogramm ein Rechteck. Also ist auch bei C' ein rechter Winkel.

Ist der Winkel bei C' ein rechter Winkel, so liegt C auf dem Kreis mit Durch-
messer AB.

Winkel bei C' des Dreiecks ABC' ist ein rechter Winkel; sieche Abbildung 3.52.

Abb. 3.52: Zum Beweis der Umkehrung des Satzes von Thales.

Zeichne die Geraden durch A bzw. B parallel zu BC bzw. AC. Es entsteht
ein Parallelogramm mit einem rechten Winkel bei C, es ist also ein Rechteck.
Darin sind die Diagonalen gleich lang und sie teilen einander genau in der
Mitte (in M). Also liegt C' gleichweit entfernt von M wie A und B, anders
gesagt: C' liegt auf dem Kreis mit Durchmesser AB.
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Schiebereien mit Autos, Miinzen und Kugeln
Hans Melissen, Rob van Oord

Vorbemerkung der Herausgeber

Wie viele Reifen passen in den Kofferraum eines Autos, oder wie viele Glaser
kann man auf ein Tablett stellen? Diese Fragen sind Beispiele fiir Packungspro-
bleme, betreffen also die optimale Anordnung von Objekten in einem begrenz-
ten Raum. Fragestellungen dieser Art wurden schon von Kepler betrachtet,
der wissen wollte, wie viele Kugeln in eine Schachtel passen. Aktuelle Versio-
nen des Problems betreffen zum Beispiel die Einteilung eines Parkplatzes so,
dass moglichst viele Autos darauf passen, oder das Packen von Gegenstén-
den, sodass sie nicht verrutschen kénnen. Hier geht es also um Fragen, die
nicht schwer zu verstehen sind; oft aber sind sie schwer zu beantworten. Ei-
nige der grofiten Fortschritte der Mathematik in den letzten Jahren betreffen
solche Probleme, wie etwa das von Kepler. In diesem Kapitel werden u. A.
experimentelle und mathematische Strategien fiir Naherungslosungen vorge-
stellt; bei einigen einfachen Problemen wird auch bewiesen, dass die gefundene
Losung die beste ist.

An Voraussetzungen reichen auch hier elementare Kenntnisse der Geometrie
(Pythagoras, Lingen- und Fldchenberechnungen am Dreieck).

Einleitung

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit der optimalen Anordnung geome-
trischer Objekte. Dabei werden wir uns mit folgenden Fragen beschéftigen:
Wie kann man einen Parkplatz entwerfen, sodass so viele Autos wie moglich
Platz finden und jeder einzelne Stellplatz gut erreichbar ist? Wie groff muss
ein Tablett sein, auf das genau zehn Coladosen passen? Wie bekommt man
so viele Orangen wie moglich in eine Kiste? Wie viel Wasser befindet sich in
einer Dose Erbsen, und wie viel Platz wird durch die Erbsen selber eingenom-
men? Oder anders gesagt, was ist das ,Abtropfvolumen® einer Dose Erbsen?

F. Verhulst, S. Walcher (eds.), Das Zebra-Buch zur Geometrie, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-05248-4 4, (© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Allgemein wollen wir betrachten, wie nahe Dinge beieinander platziert und
wie feste Gegenstidnde aufeinander gestapelt werden kénnen.

Zu einem Problem dieser Art kann man natiirlich durch Probieren oder Uber-
legen eine Lésung finden. Oft gibt es mehrere mogliche Losungsansitze und
meistens ist klar, wann eine solche Losung ,,gut genug, ,besser” als eine an-
dere, oder sogar ,die beste* ist. Besser heifft zum Beispiel: mehr Autos auf
einem Parkplatz derselben Grofe, die gleiche Anzahl Getrinkedosen auf ei-
nem kleineren Tablett, usw. Manchmal kann man eine beste Losung durch
Berechnungen finden und sogar beweisen, dass es keine bessere geben kann.
Dies ist allerdings im Allgemeinen sehr schwierig oder unméglich. Dann kann
man nichts anderes tun, als gute Naherungslosungen zu finden, zum Beispiel
mit Hilfe eines Computers, durch scharfes Nachdenken oder durch Experimen-
tieren. Wenn man nicht sicher weify, ob man die beste Losung gefunden hat, ist
es oft hilfreich, Schéitzungen anzugeben. Wie gut ist eine gefundene Lsung?
Wie gut wire die Losung, wenn man sich noch mehr anstrengen wiirde, und
was ist in keinem Fall erreichbar? Alle diese Aspekte sollen in diesem Kapitel
zur Sprache kommen.

Dieses Kapitel ist zur Verwendung im Fach Mathematik in der Oberstufe ge-
dacht. Aufserdem ist es fiir Leser gedacht, die Interesse an der Mathematik
haben. Die benétigten Vorkenntnisse sind: der Satz von Pythagoras, Rechnen
in gleichseitigen und rechtwinkligen Dreiecken, Kombinatorik (z. B. die Anzahl
der Moglichkeiten, k Gegensténde aus n auszuwéhlen) und ein wenig gesunder
Menschenverstand. Im Verlauf des Kapitels werden Aufgaben, Arbeitsauftriage
und Anregungen présentiert. Die Aufgaben sind als Hilfe zum besseren Ver-
stdndnis der einzelnen Themen gedacht. Dazu werden am Ende des Buches
Losungen oder Losungshinweise angegeben. Die Arbeitsauftriage sind allge-
meiner formuliert. Sie dienen meistens zur Untersuchung oder Erforschung
eines Themengebietes. Die Anregungen dienen schlieflich zur Ermunterung,
auf einige Themen noch genauer einzugehen. Das Ausarbeiten der Anregun-
gen fillt nicht in das vorgesehene Zeitlimit von 20 Stunden. Es ist also nicht
verpflichtend (aber trotzdem schén), die Anregungen zu bearbeiten.

Die empfohlene Vorgehensweise ist wie folgt: Lies zunéchst das Kapitel von
Anfang an und bearbeite alle Aufgaben sobald Du auf sie stoft. Die Arbeits-
auftrige sollen nur durchgelesen und die Anregungen zunéchst nicht weiter
beachtet werden. Wenn Du das ganze Kapitel durchgearbeitet hast, kannst
Du die Arbeitsauftriage und eventuell auch die Anregungen bearbeiten. Wah-
le aus jedem der drei Abschnitte einen Arbeitsauftrag und bearbeite diesen.
Die Ergebnisse dieser drei Arbeitsauftréige konnen in einem Bericht prisentiert
werden. In Absprache mit Deinem Lehrer kannst Du von dieser Vorgehenswei-
se abweichen, zum Beispiel, indem Du auf weniger Arbeitsauftrige eingehst
oder eine oder zwei der Anregungen ausarbeitest.
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Vorbereitungen

Um jeden Abschnitt mit Vergniigen durcharbeiten zu kénnen, ist es hilfreich,
vorab einige Vorbereitungen zu treffen:

Fiir Abschnitt 4.1 werden bendtigt: kariertes Papier (am besten Késtchen mit
einer Seitenldnge von einem halben Zentimeter), ein Bleistift, ein Radiergum-
mi, ein Lineal und ein (graphischer) Taschenrechner.

Fiir Abschnitt 4.2 werden benétigt: ein Stiick Pappe (A4), eine Schere, zwan-
zig gleich grofse Miinzen und ein Zirkel.

Fiir Abschnitt 4.3 werden benétigt: einige Tennisbélle, Holzperlen, Murmeln
oder andere kleine Kugeln, die man stapeln kann. Es ist aufserdem hilfreich,
kleine kugelférmige Kartoffeln, Weintrauben oder Kastanien und Streichholzer
oder Zahnstocher zu verwenden, um die Kugeln beim Stapeln zusammenste-
cken zu konnen.

4.1 Der optimale Parkplatz

Das Parken von Autos ist heutzutage ein grofses Problem. Jedes Jahr werden
mehr neue Autos verkauft, der verfiigbare Platz bleibt jedoch begrenzt. Orte,
zu denen die Menschen téglich eilen, wie der Arbeitsplatz oder das Stadtzen-
trum, sind wegen ihrer begehrten Lage zu teuer, um mit Parkplédtzen iibersét
zu werden. Man muss also mit den zur Verfiigung stehenden Flidchen sparsam
umgehen.

Wir werden hier untersu-
chen, wie man die ver-
fligbare Flache auf einem
Parkplatz so gut wie mog-
lich ausnutzen kann. Wenn
auf einem Parkplatz keine
Stellplétze markiert sind,
entsteht die Anordnung
der Autos von selber. Die
ersten Parker parken meis-
tens ordentlich nebenein-
ander am Rand des Park-
platzes, aber natiirlich so
nah wie moéglich am Ein-
Abb. 4.1: Geparkte Autos (Ford Modell T). gang eines Biiros oder an
den umliegenden Geschéf-

ten. Einige Fahrer nehmen sich extra viel Platz, um leichter ein- und ausparken
zu konnen. Im Folgenden wird auch das Innere des Parkplatzes mit unregel-
méfkigen Autoreihen gefiillt. Igendwann werden Durchgéinge blockiert, etwa
durch einen eiligen Autofahrer, der mangels ausreichenden Uberblicks nicht
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bemerkt, dass eine Liicke als Ausfahrt fiir andere Parker benétigt wird. Um
eine Menge Arger dieser Art zu vermeiden, wird ein Parkplatz im Vorhin-
ein in einzelne Stellplédtze unterteilt. Fiir eine solche Einteilung gelten einige
Regeln. Die wichtigste Forderung ist, dass jeder Stellplatz immer erreichbar
sein muss. Es wire sehr unpraktisch, wenn man erst andere Autos wegfah-
ren miisste, um selber wegfahren zu konnen. Eine groftmogliche Anzahl an
Stellplétzen muss hingegen nicht immer das zweitwichtigste Kriterium sein.
Auf einem grofien Parkplatz kann es sehr wichtig sein, dass jeder Stellplatz
iiber verschiedene Wege erreichbar ist, sodass die Ausfahrt nicht durch weni-
ge umherfahrende Autos blockiert werden kann. Aus dsthetischen Griinden,
aus Griinden der Ubersichtlichkeit oder um eine einfache Pflege des Park-
platzes zu erméglichen, kann aufserdem eine regelméfige Aufteilung gefordert
sein. Vielleicht miissen aufierdem bereits vorhandene Strafenlaternen oder Be-
pflanzungen beriicksichtigt werden. Im Folgenden werden wir diese Themen
nicht weiter beachten, sondern einen Parkplatz mit einer maximalen Anzahl
an Stellpldtzen suchen.

4.1.1 Quadratische Parkplitze

Um zu untersuchen, wie man einen Parkplatz einteilen kann, gehen wir von
einer ganz simplen Situation aus. Auf einem Blatt karierten Papiers zeichnen
wir ein Quadrat, das aus einigen Gitternetzquadraten besteht. Das ist unser
Parkplatz. Fiir ein Auto verwenden wir ein einfaches Modell. Ein Auto ist bei
uns ein Késtchen des Papiers.
So ein quadratisches Auto kann sich
zwischen den Gitternetzlinien be-
‘ ‘ wegen, vorwarts, riickwéarts, nach
rechts und nach links, jeweils iiber
freie Késtchen auf dem Papier. Der
Wendekreis eines Autos beim Ein-
und Ausparken wird vernachléssigt,
unsere Autos brauchen also nicht zu
wenden. In unserem Entwurf eines
Parkplatzes miissen wir nun festle-
gen, welche Flachen zum Parken vor-
gesehen sind, und welche Késtchen
flir das Erreichen der Stellplédtze als
Zufahrt von den Stellpldtzen zum
Ein- und Ausgang in Anspruch ge-
Abb. 4.2: Bewegungsmoglichkeiten eines nommen werden sollen. Wie bereits
Autos. erwahnt, wollen wir die verfiighare
Flache optimal ausnutzen. Wir ver-
suchen also so viele Stellplitze wie moglich auf der zur Verfiigung stehenden
Fléche zu erhalten. Es bleibt die Forderung, dass jeder Stellplatz jederzeit
iiber eine freie Zufahrtsfliche erreichbar sein muss. Unsere quadratischen Au-
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tos miissen also iiber einen zusammenhidngenden Weg aus freien Kastchen
vorwérts, riickwérts oder iiber eine Seite zum Ausgang fahren kénnen. Wir
nehmen weiter an, dass der Parkplatz einen kombinierten Ein- und Ausgang
hat, der vorab festgelegt ist und dass nicht mehr als ein Auto gleichzeitig auf
dem Parkplatz fahrt.

In Abbildung 4.3 sind einige sehr kleine, quadratische Parkpléitze zu sehen
mit einer Grofe von 2 mal 2 Autolédngen. Die ersten drei Entwiirfe zeigen, wie
man darauf zwei Stellplétze anordnen kann (schwarz markiert). Diese Park-
plétze erfiillen die Forderung, dass jeder Stellplatz jederzeit vom Eingang aus
erreichbar ist. Das sind auch bereits alle moglichen Parkplétze aus 2 mal 2
Feldern mit zwei Stellpldtzen. Ein zwei mal zwei Fldchen grofser Parkplatz
mit drei Stellplétzen ist nicht moglich. (Warum nicht?) Der vierte Entwurf
ist nicht sehr gut. Dadurch, dass direkt vor dem Eingang ein Parkplatz ist,
kann hochstens ein Auto auf dem gesamten Parkplatz parken.

Fiir einen drei

In In In In

Abb. 4.3: Mogliche 2 x 2-Parkplatzeinteilungen.

mal drei Felder grofen Parkplatz kann man dasselbe tun. Der erste Parkplatz
in Abbildung 4.4 bietet Platz fiir drei Autos. Man kann hier keinen weite-
ren Stellplatz hinzufiigen, ohne dass andere Parkplatze blockiert werden. Der
zweite und der dritte Parkplatz haben den Eingang ebenfalls rechts unten,
bieten jedoch beide Platz fiir fiinf Autos. Fiinf Stellpldtze sind die maximale
Anzahl, die man hier erreichen kann. Der letzte Parkplatz schlieflich hat den
Eingang in der Mitte, wodurch sogar sechs Stellpldtze moglich werden. An

In In In

Abb. 4.4: Mogliche 3 x 3-Parkplatzeinteilungen.

diesen letzten vier Entwiirfen erkennt man einige interessante Phénomene.
Man koénnte zum Beispiel denken, dass man einen Parkplatz mit den meisten
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Stellpléatzen erhélt, indem man einen bestehenden Entwurf so lange mit einem
weiteren Stellplatz erweitert, bis es nicht mehr weiter geht. Das erste Beispiel
zeigt, dass das nicht zu stimmen braucht. Beim letzten Beispiel erweist sich,
dass die Position des Eingangs die maximale Anzahl mdoglicher Stellplétze
beeinflussen kann.

Zum Schluss zeigen wir noch einige Mdglichkeiten eines 4 mal 4 Késtchen um-
fassenden Parkplatzes. In Abbildung 4.5 sind drei Entwiirfe abgebildet. Die
zweite und dritte sind maximal, in dem Sinne, dass kein Stellplatz mehr hinzu-
gefiigt werden kann. Trotzdem ist die Anzahl der Stellpldtze unterschiedlich:
6 und 8.

In In In

Abb. 4.5: Maximale und nicht maximale 4 x 4-Parkplatzeinteilungen.

Aufgabe 4.1

Zeige, dass man einen 4 mal 4 Késtchen grofsen Parkplatz entwerfen kann,
der Platz fiir 9 Autos bietet, indem man den Ein-/Ausgang an einer anderen
Stelle platziert.

Arbeitsauftrag 4.1

Entwirf einen 5 mal 5, einen 6 mal 6 und einen 7 mal 7 Késtchen grofen
Parkplatz mit so vielen Stellplatzen wie moglich. Untersuche den Einfluss der
Position des Ein-/Ausgangs.

Anregung 1

Versuche alle moglichen besten Losungen fiir den Parkplatz mit 5 mal 5 und mit
6 mal 6 Kéastchen zu bestimmen. Ist eine bessere Losung mdglich, wenn der Ein-
/Ausgang innerhalb des Parkplatzes liegen darf, statt am Rand? (Die Autos wiirden
dann iiber einen Tunnel oder einen Aufzug den Parkplatz verlassen.) Wie beeinflusst
ein zweiter Ein-/Ausgang die moglichen Losungen dieses Problems?

Wie kann man nun allgemein die beste Einteilung eines Parkplatzes bestim-
men? Eine Methode funktioniert wie folgt. Man platziert die einzelnen Stell-
plétze irgendwie (zum Beispiel zufillig) auf dem Parkplatz, wobei bei jedem
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neu hinzugefiigten Stellplatz darauf geachtet werden muss, dass alle bishe-
rigen Stellpldtze {iber den Eingang erreichbar bleiben. Wenn man an dem
Punkt anlangt, bei dem man keine Fldche mehr hinzufiigen kann, hat man
meistens eine relativ gute Losung gefunden. Das muss nicht die bestmdgliche
sein. Man kénnte zum Beispiel per Zufall den ersten Stellplatz direkt an den
Eingang legen. In Abbildung 4.6 ist ein Beispiel fiir einen 4 mal 4 Késtchen
groflen Parkplatz, in dem mit Nummern markiert ist, in welcher Reihenfolge
die einzelnen Stellpldtze hinzugefiigt wurden.

In

Abb. 4.6: Mogliche Reihenfolge des Platzierens von Stellpléatzen.

Der Entwurf, den man so erhélt, ist bei weitem nicht immer der bestmdogliche.
Das heifst, man muss bei dieser Methode zur Verbesserung moglichst viele
alternative Entwiirfe betrachten. Ein Nachteil dieser Methode ist, dass man
nie sicher sein kann, ob man den besten Entwurf bereits gefunden hat. Es
handelt sich allerdings auch um eine sehr simple Methode. Vielleicht ist es
besser, etwas intelligenter vorzugehen. Eine Idee ist zum Beispiel, auf der
Gegenseite des Ein-/Ausgang mit dem Verteilen der Stellplitze zu beginnen,
worbei man dafiir sorgt, dass alle Stellpldtze erreichbar bleiben.

Arbeitsauftrag 4.2

Uberlege Dir einige Strategien fiir den Entwurf eines Parkplatzes, an Stelle des
beliebigen Verteilens von Parkplétzen. Zum Beispiel: ,Beginne am Rand und
wandere spiralférmig nach innen“, oder ,Mache horizontale Reihen®. Vergleiche
die Ergebnisse dieser Strategien fiir einige grokere Parkplitze.

Eine Methode, mit der man immer die beste Losung findet, funktioniert wie
folgt: Fertige einen Entwurf fiir jede mogliche Anordnung von Autos auf dem
Parkplatz an: Zuerst alle moglichen Parkpldtze mit einem Stellplatz, dann
mit zwei Stellplitzen, usw., bis zu n? Stellplitzen. Uberpriife danach fiir je-
den Parkplatz, ob es einen Eingang gibt, von dem aus jeder Stellplatz zu
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erreichen ist. Wenn es einen solchen Eingang nicht gibt (zum Beispiel sind
n? Stellplitze fiir n > 2 unmdglich), dann wandert dieser Entwurf in den
Miilleimer. (Besorge Dir am besten schon einmal einen grofen!) Zahle die An-
zahl der Stellpldtze bei den iibriggebliebenen Entwiirfen. Derjenige mit den
meisten Stellpldtzen ist dann der beste. Bei dieser Methode wird systematisch
jede Moglichkeit abgearbeitet. Sie eignet sich gut fiir die Zuhilfenahme eines
Computers. Man findet alle moglichen Losungen, also ist die beste sicher-
lich dabei. Wir wollen jedoch sehen, wie viel Arbeit diese Methode eigentlich
macht.

Aufgabe 4.2

Wie viele 5 mal 5 Késtchen grofte Entwiirfe gibt es, wenn man nicht darauf ach-
tet, dass jeder Stellplatz erreichbar sein muss? Nimm an, dass ein Computer
1000 Entwiirfe pro Sekunde iiberpriifen kann. Wie lange wiirde er benétigen,
um alle Méglichkeiten durchzugehen?

Man kann diese Methode abkiirzen, indem man bei dem Entwurf, der kom-
plett mit Autos gefiillt ist (also sicher unmdoglich ist) beginnt und dann alle
Entwiirfe betrachtet, die einen Stellplatz weniger haben, usw. Der erste Ent-
wurf, der alle Forderungen erfiillt, ist dann auch bereits der beste. Man ist
so frither fertig, da man nicht noch alle Entwiirfe mit weniger Stellplatzen
betrachten muss.

Aufgabe 4.3
Wie viele 5 mal 5 Entwiirfe muss man mit der obigen Methode hochstens
betrachten, wenn sich herausstellt, dass die beste Losung 14 Stellplétze hat?

4.1.2 Eine untere Schranke

Zum Parkplatzproblem, wie wir es bisher betrachtet haben, kann man einige
interessante Fragen stellen. Eine Frage ist natiirlich: Wie viele Autos kénnen
héchstens auf einem n mal n Parkplatz parken und wie entwirft man einen
solchen Parkplatz? In der Praxis kommt es oft nicht darauf an, die allerbeste
Aufteilung zu finden. Ein Architekt oder eine Architektin wiirde eher wissen
wollen, wie groft ein Parkplatz sein muss, um eine feste Anzahl Autos unter-
bringen zu kénnen. Er oder sie mochte eine Garantie, dass zum Beispiel 40%
einer Parkplatzfliche fiir Stellpldtze verwendet werden kann. Moglicherweise
ist das nicht die bestmdogliche Aussage, sie liefert jedoch bereits eine Vorstel-
lung von der ungefdhr benétigten Parkfliche. Wir werden nun zeigen, wie man
zu einer solchen Aussage kommen kann.

Eine Garantie iiber einen prozentualen Mindestanteil der Stellpldtze an der
Gesamtfliache des Parkplatzes kann man durch das Angeben einer Aufteilung
liefern, die in allen Féllen moglich ist und die diesen prozentualen Anteil auf-
weist. In Abbildung 4.7 ist ein 14 mal 14 Parkplatz abgebildet. Die Stellpldtze
in diesem Entwurf sind in 7 Reihen mit je 13 Autos angeordnet und jeder Stell-
platz ist vom Eingang aus erreichbar. Von 14 - 14 = 196 moglichen Feldern

sind 7 - 13 = 91 Stellplétze. Der prozentuale Anteil der Stellplétze % - 100%
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ist gut 46%. Wir nennen diesen Anteil die Effizienz des Entwurfs. Die Effizienz
ist eine Zahl zwischen 0 und 100%, die angibt welcher Anteil des Parkplatzes
von Autos zum Parken benutzt werden kann.

In

Abb. 4.7: Eine regelméifige Anordnung auf einem 14 x 14-Parkplatz.

Aufgabe 4.4

Im Entwurf in Abbildung 4.7 kénnen noch vier weitere Stellplétze hinzugefiigt
werden. Zeige wie das moglich ist. Nachdem man 5 Stellplédtze verschoben
hat, kénnen noch 4 weitere Stellpldtze hinzugefiigt werden. Siehst Du, wie
das geht?

Wir kehren nun wieder zu unserem urspriinglichen Entwurf zuriick. Es han-
delt sich dabei zwar um den Spezialfall eines 14 mal 14 Késtchen grofen
Parkplatzes, diese Strategie kann jedoch auch verallgemeinert werden. Wenn
man einen n mal n Felder umfassenden Parkplatz zur Verfliigung hat, wobei
n gerade ist, dann erhélt man auf diese Weise %n Reihen mit je n — 1 Stell-
plitzen. Es passen dann also in - (n — 1) Autos auf den Parkplatz. Es gibt

2
insgesamt n? Flichen auf dem Parkplatz, also betrigt die Effizienz:

n(n—1)/2

1
on’

DN | =
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Fiir n = 14 erhélt man somit fiir diesen Entwurf eine Effizienz von 46, 4%.

Aufgabe 4.5

Fertige einen &hnlichen Entwurf fiir eine ungerade Zahl n an, und leite eine

Formel fiir die Effizienz bei ungeradem n her. Positioniere den Eingang in der

rechten unteren Ecke. Zeige, dass diese Formel, die fiir ungerade Werte von

n gilt, stets eine grofere Effizienz als die obige Formel fiir gerade n liefert,
1

also grofer ist als % — 5, auf ungerade n angewandt. (Das darf man natiirlich

eigentlich nicht, da diese Formel nur fiir gerade n gilt.)

In der Graphik von Abbildung 4.8 erkennt man, wie die Effizienz unserer
Losung von der Grofe n des Parkplatzes abhéngt. Je groker der Parkplatz,
desto effektiver wird diese Losung. Die Effizienz nihert sich immer mehr 50%
an, erreicht diesen Wert jedoch nie. Die Graphen der zugehorigen Funktionen
haben namlich eine horizontale Asymptote. Man erkennt aufserdem deutlich
die unterschiedliche Effizienz der Losungen fiir gerade bzw. ungerade n.

4 6 8 10 12 14 16 18 20"

Abb. 4.8: Effizienz unserer Entwiirfe auf einem n x n-Parkplatz.

Arbeitsauftrag 4.3

Entwirf eine bessere Einteilung des n mal n Felder grofsen Parkplatzes, fiir die
man zeigen kann, dass eine Effizienz von mindestens 50% immer moglich ist.
Denk dabei an Spiralen, Zick-Zack-Muster oder andere Zusammenstellungen
gerader Wege. Die Konstruktion muss fiir jeden Wert von n moglich sein! Es
kann sein, dass dabei wieder verschiedene Félle zu unterscheiden sind.
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Anregung 2
Wenn Du Dir viel Miihe gibst, kannst du sogar eine Konstruktion finden, fiir die
man eine Effizienz von mindestens % - % zeigen kann. Dass heift, dass die Effizienz

beliebig nahe an 0,666 ... herankommt, wenn der Parkplatz, also n nur grof$ genug
ist! Versuche eine solche Konstruktion zu finden.

4.1.3 Eine obere Schranke

Der Architekt weifs, dass die Grundstiickspreise sehr hoch sind und méchte
wohl am liebsten einen Parkplatz mit einer Effizienz von mindestens 90%.
Das scheint etwas viel verlangt zu sein, es muss schliefslich noch gentigend
Platz iibrig bleiben, um die Autos wegfahren zu lassen. Zum Beispiel fiir
einen 2 mal 2 Felder grofsen Parkplatz kann die Effizienz nicht hoher als
50% werden. Ist 90% fiir grofe Parkplitze vielleicht doch machbar? Oder
kénnen wir dem Architekten auf iiberzeugende Weise klar machen, dass das
unmoglich ist?

Wir werden hier zwei Argumentationswege beschreiben, mit deren Hilfe man
einen Maximalwert fiir die Effizienz finden kann, eine obere Schranke, die
vielleicht nicht erreichbar ist, jedoch trotzdem eine Vorstellung von dem liefert,
was sicher nicht moglich ist. Die erste Argumentation geht wie folgt. Der n mal
n Fldchen grofe Parkplatz hat einen Eingang. Auf der gegeniiber liegenden
Seite des Parkplatzes befindet sich sicher ein Stellplatz. Man bendtigt also
mindestens n — 1 leere Fliachen, um von diesem Stellplatz zum Ausgang zu
gelangen. Das bedeutet, dass es hdchstens n? — (n — 1) Stellpliitze geben kann,
also kann die Effizienz nicht grofer als
n?—(n—1) n—1

n2 N n?2
werden. Indem man diesen Anteil fiir einige Werte berechnet, erkennt man
bereits, dass eine Effizienz von 90% fiir n gleich 2,3,4,...,8 nicht moglich
ist (fiir grofere Werte klappt es vielleicht trotzdem). Es ist klar, dass dieses
Argument nicht besonders stark ist. Man betrachtet nur die Erreichbarkeit
eines bestimmten Stellplatzes, obwohl alle Stellpldtze erreichbar sein miissen.
Es muss also noch bessere Aussagen geben.

Aufgabe 4.6

Ein n mal n Flichen grofer Parkplatz (mit n > 3) habe einen Eingang an
einer Ecke und je einen Stellplatz in den anderen drei Ecken. Wie viele Fldchen
miissen nun frei bleiben, um von diesen drei Ecken zum Ausgang gelangen zu
kénnen? Fiir welche Werte von n kann man mit Sicherheit keine Effizienz von
90% erreichen?

Nun zu einer anderen Argumentation. Von einem Stellplatz aus kann man
sich im Allgemeinen in vier Richtungen bewegen: vorwiérts, riickwérts, nach
links und nach rechts (am Rand sind es weniger Richtungen). Eine dieser vier
Flachen kann kein Stellplatz sein. Zu jedem Stellplatz gehort also mindestens
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eine leere Fliache an einer Seite, um den Parkplatz verlassen zu kénnen. Wir
gehen jetzt alle Stellplitze durch und zéhlen alle leeren Fliachen, die direkt
an diese angrenzen (oben, unten, links und rechts), die also zum Verlassen
des Stellplatzes benutzt werden kénnen. Diese Anzahl ist also je 1,2, 3 oder 4.
Wenn es p Stellplétze gibt, dann ist die Anzahl aller freien Fliachen, die man
so zihlen kann mindestens gleich p (und hochstens 4p). Da die meisten leeren
Fléchen auf diese Weise mehrfach gezahlt werden, folgt daraus jedoch nicht,
dass es mindestens genauso viele leere Flachen wie Stellpldtze geben muss.
Wir nennen die Anzahl der freien Fliachen f und die Anzahl freier Flachen,
die wir zéhlen (mit allen Mehrfachzdhlungen) bezeichnen wir mit z. Es gilt
also p < z, da man von jedem Stellplatz aus wegfahren kénnen muss. Jede freie
Flache wird hochstens viermal gezahlt, also z < 4f. Aus p < z < 4f kénnen
wir nun folgern, dass die Anzahl der freien Fldchen f mindestens gleich p/4
ist. Da die Anzahl der Stellpldtze p plus die Anzahl der freien Flachen f gleich
der Gesamtsumme der Flichen n? ist, erhalten wir: n2 =p+ f > p+ 2= ‘%”.
Fiir die Effizienz gilt also

<

Ut~

P

n2
Hier steht, dass die Effizienz nie grofer als 80% sein kann! Dieses Argument ist
vielleicht etwas schwerer zu verstehen. Wem das Nachvollziehen sehr schwer

fallt, sollte versuchen, einmal ein konkretes Beispiel durchzugehen und die
einzelnen Werte fiir konkrete Zahlen zu berechnen.

Arbeitsauftrag 4.4

Bis jetzt haben wir uns auf quadratische Parkplidtze beschrénkt. Versuche
einige der Aussagen aus diesem Abschnitt fiir rechteckige Parkpléitze zu ver-
allgemeinern, wie zum Beispiel die Félle 2 mal n Flichen 3 mal n, 4 mal n
sowie fiir spezielle Rechtecke mit festen Grofsen, wie zum Beispiel 5 mal 7.

4.2 Coladosen auf einem Tablett

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie man runde Gegensténde,
also Kreise, die sich nicht iiberlappen diirfen, so nah beieinander wie moglich
anordnet. Es ist hilfreich, dabei ein wenig zu experimentieren. Dazu benotigst
Du einige Kreise, oder was dafiir gelten kann: Miinzen, Plattchen vom Floh-
spiel, Coladosen, was Du gerade so zur Hand hast. Wir werden Anordnungen
suchen, bei denen die Kreise einen grofstmoglichen Teil der Fliche einnehmen.
Wir unterscheiden dabei drei Schritte:

1. Finde eine Anordnung, die sehr gut oder vielleicht sogar die bestmogliche
ist. So eine Anordnung kann man zum Beispiel mit Hilfe eines Computers,
durch einen schlauen Einfall oder durch Ausprobieren mit Miinzen finden.
Dabei ist oft ein wenig Gliick erforderlich. Das Finden solcher Anordnun-
gen behandeln wir in Abschnitt 4.2.2.
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2. Berechne fiir eine gefundene Anordnung, wo genau die Kreise liegen und
welcher Teil der Flache durch die Kreise abgedeckt wird. Diese Berechnung
kann ein schweres Stiick Arbeit sein. Sie ist jedoch notwendig, um mit
Sicherheit sagen zu kénnen, welche Anordnung von zwei gegebenen die
bessere ist. Das werden wir in Abschnitt 4.2.3 behandeln.

3. Beweise, dass eine gefundene Anordnung nicht mehr verbessert werden
kann. Manchmal kann man sogar beweisen, dass diese Anordnung eindeu-
tig bestimmt ist, aber es gibt oftmals auch mehrere Moglichkeiten. Dieser
Schritt im Beweis ist oft der schwierigste. Ein Beispiel hierzu werden wir
in Abschnitt 4.2.4 betrachten.

4.2.1 Kreise in der Ebene

Versuche die Kreise (Miinzen, Coladosen, usw.) so auf einen Tisch zu legen,
dass so wenig Platz wie moglich zwischen den Kreisen bleibt. Es wird offen-
sichtlich sein, dass man nie den gesamten Tisch bedecken kann, wenn sich die
Kreise nicht {iberlappen diirfen. Wir sind in erster Linie an einer Anordnung
von unendlich vielen Kreisen auf einem unendlich grofsen Tisch interessiert.
Man muss dann nicht berticksichtigen, was an den Réndern passieren kénnte.
Die Rénder erschweren die Uberlegungen (machen sie aber auch interessanter),
worauf wir spater noch naher eingehen werden. Eine auf der Hand liegende

Abb. 4.9: Quadratische und hexagonale Anordnungen von Miinzen.

Moglichkeit, die Kreise moglichst effizient in einer Ebene anzuordnen, ist sie
ordentlich neben- und iibereinander zu legen, sodass ein quadratisches Muster
entsteht. Dass dies jedoch nicht die beste mogliche Losung des Problems ist,
wird schnell klar, indem man die Reihen ein wenig verschiebt. Man kann die
Reihen namlich etwas besser ineinander fiigen. Jeder Kreis beriihrt dann sechs
andere Kreise, statt nur vier, wie im quadratischen Fall. Die Kreise liegen nun
in einem regelméfigen Muster auf, einem sogenannten hexagonalen Gitter. Es
scheint unméglich, die Kreise noch dichter nebeneinander zu bekommen. Dass
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dies tatséchlich nicht besser geht, wurde vor etwa hundert Jahren durch den
dénischen Zahlentheoretiker Thue bewiesen.

Anregung 3

Statt einem unendlich groflen Tisch, kannst du auch einen Tisch betrachten, der
in eine Richtung unendlich ist, in eine andere jedoch nicht: Ein Gebiet, das von
zwei parallelen Geraden begrenzt wird. Versuche, in Abhéngigkeit vom Abstand der
beiden Geraden (fiir Miinzen mit einem festen Radius) Anordnungen zu finden, die
die Flache so gut wie moglich bedecken.

Anregung 4

Um eine Miinze kann man einen geschlossenen Ring aus sechs gleichen Miinzen legen,
die einander beriihren. Ist dies auch mit Miinzen unterschiedlicher Grofie, vielleicht
mit einer anderen Anzahl als sechs moglich? Experimentiere hiermit. Versuche eine
Formel fiir die Radien zu finden.

Um zu berechnen, wie effizient eine Anordnung mit Kreisen ist, verwenden
wir Voronoi-Zellen. Die Voronoi-Zelle eines Kreises in einer Anordnung ist die
Menge aller Punkte, die ndher am Mittelpunkt dieses Kreises liegen, als am
Mittelpunkt eines anderen Kreises, also aller Punkte, die sich am né&chsten
zu diesem Mittelpunkt befinden. Bei der quadratischen Anordnung ist eine
solche Voronoi-Zelle ein Quadrat mit dem Kreis als Inkreis, fiir die hexagona-
le Anordnung ist die Voronoi-Zelle ein Sechseck; sieche Abbildungen 4.10 und
4.11. Der prozentuale Anteil einer Fliache, der durch Kreise bedeckt ist, ist also
gleich dem prozentualen Anteil der bedeckten Fléche einer Voronoi-Zelle. Dies
gilt, weil alle Kreise die gleiche Voronoi-Zelle haben und alle Voronoi-Zellen
zusammen die gesamte Fliche ausfiillen. Wenn die Kreise einen Radius der
Lénge 1 haben, dann hat das den Kreis umgebende Quadrat in der quadrati-
schen Anordnung die Seitenldnge 2. Der Teil, der von einem Kreis tiberdeckt
wird ist also 7 = 0,78538.... Das heifit, dass bei der quadratischen Anord-
nung gut 78% der Fliche durch Kreise bedeckt wird.

Abb. 4.10: Voronoi-Quadrate. Abb. 4.11: Voronoi-Sechsecke.
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Aufgabe 4.7

Berechne welcher Anteil an der Gesamtflache bei der hexagonalen Anordnung
von Kreisen bedeckt ist. Es ist dabei hilfreich, die Sechsecke in mehrere kon-
gruente Dreiecke zu unterteilen.

4.2.2 Dreieckige Tabletts: Losungen suchen

Wir werden nun das néchste Problem betrachten: Ein Fabrikant mdchte Ta-
bletts herstellen, auf die eine vorgegebene Anzahl Coladosen passt. Genauer
gesagt mochte der Fabrikant wissen, wie grofs ein solches Tablett sein muss,
damit genau 2, 3,4,5,... Dosen darauf Platz finden. Das gleiche Problem hat
ein anderer Fabrikant beim Entwurf von Getrankekésten, die eine gegebene
Anzahl Flaschen aufnehmen miissen. Um auf diese Fragen eine Antwort geben
zu konnen, werden wir ein paar Experimente durchfiihren. Du kannst natiir-
lich runde oder rechteckige Tabletts verwenden, wir werden uns hier jedoch
auf Tabletts beschrinken, die die Form eines gleichseitigen Dreiecks haben.

Aufgabe 4.8

Nimm ein rechteckiges Stiick dicke Pappe und schneide vom Rand aus wie in
Abbildung 4.12 dargestellt ein gleichseitiges Dreieck heraus. (Tja, wie kriegt
man das hin? Siehe eventuell Anhang 2.)

Abb. 4.12: Pappe mit ausgeschnittenem Dreieck.

Lege einige Miinzen in das dreieckige Loch in der Pappe. Schiebe nun die
Miinzen mit einem Lineal in die Richtung der obersten Ecke. Halte das Li-
neal so, dass die Miinzen die ganze Zeit iiber in einem gleichseitigen Dreieck
liegen. Die Miinzen befinden sich so in einem gleichseitigen Dreieck, das Du
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versuchst so klein wie mdglich zu machen. Manchmal musst Du die Miinzen
mit der Hand ein wenig verschieben, um sie in die richtige Position zu be-
kommen. Versuche die Miinzen in ein moglichst kleines Dreieck zu bekommen
und versuche dies fiir verschiedene Anzahlen von Miinzen. Fertige Skizzen der
verschiedenen Losungen an. Unterscheide zwischen den Fillen, wo Du Dir si-
cher bist eine recht gute Losung gefunden zu haben und denen, wo Du noch
zweifelst.

Dies ist natiirlich nur eine experimentelle Methode, bei der man nie sicher sein
kann, wirklich die bestmdogliche Losung, also das kleinste Dreieck gefunden zu
haben. Manchmal findet man dabei Losungen, bei denen man die Miinzen
nicht ndher aneinander schieben kann, die aber offensichtlich nicht die besten
Lésungen sind. Dazu sind in Abbildung 4.13 einige Beispiele mit vier Miinzen
abgebildet.

Abb. 4.13: Anordnungen mit vier Miinzen, die nicht weiter zusammengeschoben
werden konnen. In der mittleren Anordnung kénnte man auch eine der beiden un-
teren Miinzen in die Liicke iiber den oberen beiden Miinzen legen.

4.2.3 Sieben Miinzen: Lésungen berechnen

Man kann mit Hilfe der Pappe und den Miinzen verschiedene Entwiirfe fiir
Tabletts finden. Es wére aber auch sehr interessant, die Mafle eines solchen
Tabletts zu bestimmen. Man kann natiirlich jeden Entwurf abmessen, jedoch
kann man erst durch eine Berechnung sicher sein, welcher Entwurf besser
ist. Als Beispiel nehmen wir ein Tablett mit sieben Dosen, das wir durch
Herumschieben von Miinzen gefunden haben.

In Abbildung 4.14 sind weifte Verbindungsstrecken zwischen den Mittelpunk-
ten der sich beriihrenden Kreise sowie Verbindungsstrecken von den Mittel-
punkten der Kreise, die den Rand beriihren, zum Rand gezeichnet. Die Mit-
telpunkte der Kreise liegen in dem mit einer diinneren Linie eingezeichneten
kleineren Dreieck. Wir werden nun zunéchst bestimmen, wie das grofe und
das kleine Dreieck sich zueinander verhalten. Das kleinere Dreieck, in dem
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Abb. 4.14: Sieben Miinzen in einem Dreieck.

sich die Mittelpunkte der Kreise befinden, hat eine Seitenlidnge, die wir mit D
bezeichnen. Den Radius der Miinzen nennen wir r. Was ist nun die Lénge ei-
ner Seite des grofen Dreiecks? In Abbildung 4.15 sieht man, dass diese Lénge
gleich D + 2z ist. Aus Anhang 2 folgt: = v/3r. Das grofe Dreieck hat also
eine Seitenlinge von D + 2+/3r.

x D x

Abb. 4.15: Dreiecke, in denen die Kreise (grokes Dreieck) bzw. ihre Mittelpunkte
(kleines Dreieck) liegen.
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Zuriick zu Abbildung 4.14 mit den sieben Miinzen. Man sieht, dass die Mit-
telpunkte der oberen vier Miinzen die Eckpunkte und den Mittelpunkt eines
gleichseitigen Dreiecks bilden.

Aufgabe 4.9

Zeige, dass dieses gleichseitige Dreieck die Seitenlinge 2v/3r hat und berechne
die Lénge der Seiten des grofsen Dreiecks, in dem sich die sieben Miinzen
befinden.

Aufgabe 4.10
Rechne diese Formel mit den Angaben nach, die Abbildung 4.14 entnommen
werden kénnen. Miss alle Abstdnde mit einem Lineal.

Aufgabe 4.11

Berechne fiir alle Anordnungen von vier Miinzen in Abbildung 4.13 die Grofe
des Dreiecks, das um die Miinzen passt. Die Miinzen haben einen Radius der
Lénge 1.

Bei dem Tablett fiir sieben Getrédnkedosen, das wir eben berechnet haben, ist
etwas merkwiirdig. Eine der Dosen ist nédmlich nicht zwischen den anderen
Dosen oder dem Rand des Tabletts eingeklemmt. Diese Dose kann sich also
beim Laufen mit dem Tablett verschieben. Das ist unpraktisch.

Aufgabe 4.12

Finde eine andere Anordnung auf demselben Tablett, bei der jede der sieben
Dosen zwischen den anderen oder dem Rand eingeklemmt ist. Eine solche
Anordnung ist bereits durch Umstellen von zwei Dosen mdoglich.

Arbeitsauftrag 4.5

Versuche fiir 1,2,3,4,...,9 oder 10 Dosen das kleinste (gleichseitige) dreiecki-
ge Tablett zu finden, auf welches diese Anzahl Dosen passt. Verwende hierfiir
die Schiebemethode mit Miinzen. Berechne fiir jedes Tablett die Seitenlénge.

4.2.4 Vier Miinzen: Ein Beweis

Oft ist es ausreichend, eine gute Anordnung zu finden, und man ist bereits
froh, wenn alles genau ausgerechnet werden konnte. Manchmal ist es jedoch
wichtig, mit Sicherheit zu wissen, ob die gefundene Losung auch die allerbeste
ist. Um zu illustrieren, wie man zeigen kann, dass eine bestimmte Anordnung
die beste mogliche ist, werden wir beweisen, dass die dritte Anordnung mit vier
Miinzen, die wir in Abbildung 4.13 gesehen haben (drei Miinzen in den Ecken
und eine Miinze in der Mitte) nicht mehr verbessert werden kann. Wir ver-
wenden hierzu die Zeichnung aus Abbildung 4.16. Unten sind die wichtigsten
Schritte des Beweises aufgefithrt. Wenn Du dies nicht auf Anhieb verstehst,
lies die Schritte noch einmal durch. Das Lesen mathematischer Beweise ist ein
Fach fiir sich. Man muss dabei sehr sorgfaltig lesen, um sicher zu gehen, dass
man alles versteht.
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Abb. 4.16: Unterteilung fiir den Beweis bei vier Kreisen.

Schneide einen Kreis aus, am besten aus festem, durchsichtigem Plastik, oder
ansonsten aus Pappe. Mache ein Loch in den Kreis an der Stelle, wo sich
der Mittelpunkt befindet. Stich die Spitze Deines Bleistifts durch das Loch
und bewege den Kreis in dem gleichseitigen Dreieck, das Du aus der Pappe
herausgeschnitten hattest, an dessen Rand entlang. Man kann so gut erkennen,
dass sich der Mittelpunkt des Kreises in einem kleineren gleichseitigen Dreieck
bewegt, das innerhalb des grifieren Dreiecks liegt.

Wir vermuten, dass die Anordnung, bei der drei Kreise in den Ecken liegen
und einer in der Mitte die beste mogliche Anordnung ist. Zeichne zunéchst ein
grofies Dreieck, in das die Kreise genau passen. Wenn die vier Kreise den Radi-
us r haben, dann hat das grofe Dreieck die Seitenlinge 4/3r (Aufgabe 4.11).
Als n#chstes zeichnen wir in dieses Dreieck ein kleineres Dreieck, indem wir
die Mittelpunkte der drei dufieren Kreise verbinden. Dieses kleinere Dreieck ist
halb so grof wie das grofe Dreieck, hat also die Seitenlinge 2v/3r. Das kleine
Dreieck hat die wichtige Eigenschaft, dass ein Kreis mit Radius r innerhalb
des grofen Dreiecks immer seinen Mittelpunkt innerhalb des kleinen Dreiecks
hat. Das sieht man leicht, indem man einen Kreis im groffen Dreieck herum
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schiebt. Wenn man ihn zum Beispiel ldngs des Randes des grofsen Dreiecks
bewegt, lauft sein Mittelpunkt entlang des kleinen Dreiecks.

Wir werden nun zeigen, dass in das groke Dreieck keine vier Kreise passen,
die grofer sind als die bisher betrachteten. Gébe es nédmlich eine bessere Lo-
sung mit Kreisen mit Radien R > r, so wiirden die Mittelpunkte dieser Kreise
immer noch im kleinen Dreieck, jedoch nicht mehr auf dessen Rand liegen.
Das kleine Dreieck haben wir in drei Bereiche aufgeteilt, die alle die Form ei-
nes Drachens (Drachenvierecks) haben. Die Grenze zwischen zwei Drachen ist
durch eine durchgezogene und eine gestrichelte Linie markiert. Damit kénnen
wir festlegen, zu welchem Bereich die auf der Grenze liegenden Punkte geho-
ren, ndmlich zu dem Bereich auf der Seite mit der durchgezogenen Linie. Das
Schone an dieser Aufteilung ist, dass wir vier Mittelpunkte, aber lediglich drei
Bereiche haben, in denen sich diese befinden miissen. In einem dieser Bereiche
miissen sich also zwei Mittelpunkte befinden. Also weifs man sofort, wie weit
die Mittelpunkte héchstens voneinander entfernt liegen kénnen. Es ldsst sich
leicht nachrechnen, dass die Breite (vom linken zum rechten Eckpunkt) jedes
Drachens gleich v/3r und die Hohe (vom obersten zum untersten Eckpunkt)
2r ist. Das heifit, dass zwei Mittelpunkte innerhalb eines Drachens nie weiter
als 2r voneinander entfernt sein kdnnen. In unserer verbesserten Anordnung
miissten die Mittelpunkte aber 2R von einander entfernt liegen, weil sich die
Kreise nicht iiberlappen diirfen. R kann also nicht grofer als r sein. Grofere
Kreise als die bisherigen sind also nicht mdoglich!

Wir wissen, dass die Losung mit R = r moglich ist, davon sind wir ausgegan-
gen. Man sieht aufierdem leicht, dass es nur eine Losung gibt, da die Kreise auf
keine andere Weise in dem grofen Dreieck angeordnet werden kénnen. Von
den zwei Mittelpunkten, die in einem Drachen-Bereich liegen, muss ndmlich
einer auf einem Eckpunkt und der andere genau in der Mitte des kleineren
Dreiecks liegen. Nur so ist ihr Abstand gleich 2r. Danach bleiben nur die an-
deren beiden Eckpunkte des kleinen Dreiecks als Positionen fiir die anderen
beiden Mittelpunkte.

Wir kehren nun wieder zu unserem Problem mit dem Tablett und den Colado-
sen zuriick. Wenn die Anzahl der Dosen gleich einer Dreieckszahl! ist, so wie
1,3,6,10 oder 15, dann kann man ein Tablett anfertigen, auf dem die Dosen in
einer schonen regelméfigen Anordnung stehen kénnen. Wenn die Anzahl der
Dosen gleich einer Dreieckszahl minus eins ist, kann man einfach das Tablett
und die Anordnung fiir die Dreieckszahl iibernehmen und dabei eine beliebige
Dose weglassen. Wiirde die Anordnung besser werden, wenn man die Dosen
anders verteilt? Wahrscheinlich ist die Antwort: Nein, das ist immer noch das

! Die n-te Dreieckszahl ist die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen. Die fiinfte
Dreieckszahl ist zum Beispiel 1 + 2 4+ 3 4+ 4 + 5 = 15. Die n-te Dreieckszahl ist
gleich n(n + 1)/2.
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bestmogliche Tablett. Dieses Problem ist allerdings noch ungel6st, niemand
weifs es sicher.

Abb. 4.17: Aufteilung fiir 7 Kreise.

Arbeitsauftrag 4.6

Man kann einen Beweis fiir die Anordnung mit sieben Kreisen finden, indem
man die in Abb. 4.17 angegebene Aufteilung des inneren Dreiecks verwendet,
genau wie wir das bereits fiir vier Kreise getan haben. Die Lénge der vier
diinnen, gestrichelten Linien ist gleich dem Durchmesser der Kreise. Finde
in dieser Abbildung alle moglichen Kombinationen von Positionen, an denen
sich die sieben Mittelpunkte befinden kénnen. Es gibt wieder ein Feld, in
dem zwei Mittelpunkte liegen. Betrachte hierfiir alle Moglichkeiten. Es sind
mehrere verschiedene Losungen moglich. Finde alle!

Anregung 5
Lose dieses Problem fiir ,,Dreieckszahl minus eins“ und teile Deine Lésung den Au-
toren dieses Kapitels mit. (Adressen siche am Ende des Buches.)

4.2.5 Stabile Stapel

Wir haben bereits gesehen, dass es beim experimentellen Bestimmen von Lo-
sungen oft mehrere Moglichkeiten gibt, die sich nicht alle als gleich gut er-
weisen. Anstatt nach der besten Losung zu suchen, bei der sich die Kreise
in einem kleinstmdoglichen Dreieck befinden, kann man auch versuchen die
,schlechteste Losung zu finden, bei der noch alle Kreise eingeklemmt sind.
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Abb. 4.18: 14 Miinzen.

Dieses Problem stammt von einem leidenschaftlichen Raucher, der sich die
folgende Frage stellte: Nimm ein neues Pickchen Zigaretten?.

Abb. 4.19: Zwanzig Zigaretten in ei-  Abb. 4.20: Eine ,ausgediinnte* An-
nem Péckchen. ordnung mit 8 Kreisen.

Die Zigaretten sind darin fest eingepackt: erst eine Reihe von 7 Zigaretten,
dann eine Reihe von 6 und dann wieder eine von 7. Wenn man eine Zigarette
herausnimmt, bleiben die {ibrigen Zigaretten an ihrem Platz. Wie viele Ziga-

2 Rauchen ist schlecht fiir die Gesundheit. Du kannst auch Schokoladenzigaretten
nehmen.
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retten kann man weglassen, sodass die {ibrigen Zigaretten weiter eine stabile
Struktur bilden und nicht in der Schachtel herum klappern? Was ist im Allge-
meinen die am wenigsten dichte Konfiguration von Kreisen, die noch in dem
Sinne stabil ist, dass sich keiner der Kreise frei bewegen kann? Man muss da-
bei annehmen, dass die Miinzen kleine Zackenrdnder haben, sodass sie nicht
aneinander oder am Rand abrutschen, sondern nur wegrollen kénnen. In Ab-
bildung 4.20 ist eine stabile Anordnung von acht Kreisen in einem Quadrat
abgebildet.

Arbeitsauftrag 4.7

Denke Dir einige Formen aus, in denen gleich grofse Kreise eingeklemmt sind,
wie eine Packung Zigaretten, ein Quadrat, verschiedene Dreiecke, usw. Kann
man einige Kreise weglassen, ohne dass die {ibrigen beginnen sich zu bewegen?
Suche auferdem Anordnungen von Kreisen, die stabil aber so ,ausgediinnt
wie moglich sind. Die umfassende Figur muss also so grof wie moglich sein,
wobei die Kreise nicht beweglich sein diirfen.

4.2.6 Das Problem von Malfatti

1803 stellte sich der Italiener Malfatti folgende Frage: Nimm an, man hat
ein Stiick Marmor in der Form eines dreiseitigen Prismas (das ist ein Block
mit einer beliebigen, dreieckigen Grundfliche und einer bestimmten Hohe)
und mochte daraus drei Zylinder meifseln, sodass die Zylinder zusammen ein
moglichst groffes Volumen haben. Die Zylinder miissen dabei nicht gleich grofs
sein. Nach Malfattis Meinung ist klar, wie man dabei vorgehen muss: In das
Dreieck zeichnet man drei Kreise, die jeweils zwei der anderen Kreise und zwei
Seiten des Dreiecks beriihren, wie in Abbildung 4.21.

Abb. 4.21: Malfatti-Kreise in einem Dreieck.

Beim Ausprobieren bemerkt man schnell, dass es gar nicht so leicht ist, drei
Kreise in ein Dreieck zu zeichnen, die sich alle beriihren.
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Die drei Kreise sind durch diese Forderung eindeutig festgelegt, es ist jedoch
nicht einfach, ihre Radien zu berechnen. Das Problem, in einem gegebenen
Dreieck die Radien dieser drei Kreise nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal zu
konstruieren heifit seitdem das Problem von Malfatti und ist schwierig.

1930 kamen jedoch Zweifel an der Aussage von Malfatti auf. Die Amerikaner
Lob und Richmond fanden damals eine Anordnung in einem gleichseitigen
Dreieck, die von der Fldche her ein wenig besser war, als die Anordnung, die
Malfatti vorschlug. Sie platzierten zunéchst einen grofien Kreis (den Inkreis)
in das Dreieck und fiillten dann zwei der verbleibenden Liicken mit je einem
groftmoglichen Kreis.

/\
/ \
/\/\ A

/\ y \
/ G / \ / d \ I‘\

Abb. 4.22: Die drei Malfatti-Kreise (links) und die drei Kreise mit der groften
Gesamtflidche (rechts) im gleichseitigen Dreieck.

Im Jahre 1967 traf der Amerikaner Goldberg eine iiberraschende Feststel-
lung: Malfatti hat nie recht. Es ist immer besser, den sogenannten ,gierigen*
(,ereedy*) Ansatz zu verfolgen, bei dem jeweils ein groftmoglicher Kreis in
die verbleibende Fliche platziert wird. Goldberg machte seine Behauptung
plausibel mit Hilfe numerischer Resultate. Ein wirklicher Beweis wurde bis
heute nicht geliefert.

Aufgabe 4.13

Berechne den Gesamt-Flacheninhalt der drei Kreise in den beiden oben abge-
bildeten gleichseitigen Dreiecken und vergleiche die Ergebnisse. Das Dreieck
hat die Seitenlénge 1.
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Arbeitsauftrag 4.8

Bestimme in einem gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreieck (die Form eines
Geodreiecks) die drei Kreise, wie Malfatti sie gezeichnet hitte und die drei
Kreise nach dem ,gierigen” Ansatz. Untersuche, welche der beiden Losungen
die grofere Fléiche liefert. Was passiert, wenn man mehr als drei Kreise be-
trachtet?

Anregung 6

Man kénnte vermuten, dass der ,gierige’ Ansatz auch fiir andere Formen als Dreiecke
immer die beste Anordnung von zwei oder mehr Kreisen liefert. Untersuche in einem
Viereck oder in einem Fiinfeck, ob diese Vermutung fiir zwei Kreise wahr ist.

4.3 Gestapelte Kanonenkugeln

Sir Walter Raleigh war ein englischer
Admiral, der gegen Ende des sech-
zehnten Jahrhunderts lebte. Wéhrend
seiner wilden Jahre als Seerduber im
Dienst der englischen Konigin Elisabeth
I. machte er den Spaniern das Leben
schwer. Von seinem Admiralitdtsgebau-
de aus blickte er auf einige Kanonen,
die im Hafen aufgestellt waren. Neben
diesen Kanonen lagen stets einige Kano-
nenkugeln, die ordentlich zu einer Pyra-
mide aufgestapelt waren. Raleigh frag-
te sich nun, wie viele Kanonenkugeln
eigentlich benétigt werden, um einen
solchen Stapel zu bilden. Er trug sei-
nem wissenschaftlichen Ratgeber, dem
Astronomen und Mathematiker Tho-
mas Harriot, auf, die Antwort fiir ihn
zu finden. Harriot bereitete diese Auf-
gabe keine grofsen Schwierigkeiten. Er
l6ste das Problem gleich fiir den allge-
meinen Fall fiir verschiedene Arten von
Pyramiden. Dazu werden wir nun einige Abb. 4.23: Thomas Harriot.
Beispiele betrachten.




180 4 Schiebereien mit Autos, Miinzen und Kugeln
4.3.1 Die Anzahl von Kugeln in einem Stapel

Kugelférmige Kanonenkugeln konnen auf verschiedene Arten zu einer Pyrami-
de aufgestapelt werden. Man kann zum Beispiel damit beginnen, die unterste
Schicht aus Kugeln in ein quadratisches Muster oder auch als gleichseitiges
Dreieck anzuordnen, genau wie bei den Miinzen in der Ebene. Wenn Du das
selber einmal ausprobieren mochtest, und Du zufillig keine Kanonenkugeln zur
Hand hast, kannst Du dafiir auch Orangen, Tischtennisbélle, kleine Edamer-
Kése, Perlen oder Murmeln verwenden. Um zum Beispiel eine Pyramide mit
vier Schichten zu erhalten, beginnt man damit, 16 Kugeln ordentlich zu einem
4 mal 4 Kugeln groflen Quadrat zu legen. Als néchstes platziert man darauf
eine Schicht aus 9 Kugeln in einem 3 mal 3 Kugeln grofien Quadrat, dann eine
Schicht mit 2 - 2 = 4 Kugeln und schlieflich bleibt noch Platz fiir genau eine
Kugel als Spitze der Pyramide. Fiir einen ,quadratischen” Stapel mit einer
Hohe von 4 Schichten benétigt man also 16 + 9 + 4 + 1 = 30 Kugeln.

Abb. 4.24: Besteht diese Pyramide aus dreieckigen oder quadratischen Schichten?

Um die Anzahl der Kugeln in einer Pyramide von, sagen wir hundert Schich-
ten Hohe zu bestimmen, muss man also die ersten hundert Quadratzahlen
der Reihe nach addieren. Das ist moglich, der Nachteil dieses Algorithmus ist
jedoch, dass die bendtigte Arbeit zur Berechnung von der Hohe des Stapels
abhéngt. Fiir tausend Schichten ist es also mindestens zehn Mal so aufwen-
dig diese Rechnung auszufiihren, wie fiir hundert Schichten. Wir werden nun
eine ,geschlossene* Formel herleiten, mit der man die Summe der ersten n
Quadratzahlen direkt berechnen kann. Der Rechenaufwand bei Nutzung der
Formel ist so gut wie unabhéngig von der Hohe der Pyramide. Das ist der
Unterschied zum algorithmischen Vorgehen, bei dem die Quadrate sukzessive
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aufsummiert werden. Wir erhalten diese Formel, indem wir jede Quadratzahl
als die Differenz von zwei Werten einer anderen Folge schreiben. Diese Folge
kennen wir noch nicht, deshalb nennen wir sie xq, 1, 2, . . . . Die Folge muss so
definiert sein, dass die Differenzen aufeinander folgender Folgenglieder Qua-
dratzahlen sind:

12 =x —x0,22 = X2 —m1,32 =13 —;Eg,...,n2 =Xy — Tp_1-
Warum suchen wir eine solche Folge? Wenn wir eine solche Folge gefunden
haben, dann ist das Berechnen der Summe der Quadratzahlen ein Kinderspiel:

12 +224+3% 4+ +n?
= (=20 +21) + (=21 +%2) + (Sxg +x3) + - + (—Zp_1 + Tn)

= —2o+ Ty

(Wir haben hier die Reihenfolge von je zwei aufeinander folgenden Zahlen
verdndert: 1 —xg = —xo + x1) Das ist schon, weil sich fast alle Folgenglieder
gegenseitig wegheben und die Summe der ersten n Quadratzahlen nun nur
durch z,, bestimmt ist (bis auf eine Konstante —zg). Die Kunst ist nun ,nur
noch®, jede Quadratzahl als Differenz zweier Zahlen aus der Folge (z,) zu
schreiben. Das heiftt, dass wir fiir z,, irgendeine Funktion von n finden miissen,
so dass n? = x, —x,_1 fiir jeden beliebigen Wert von n gilt. Da die Differenzen
Quadratzahlen liefern sollen, kann man es mit einer quadratischen Funktion,
wie zum Beispiel: x,, = an? + bn + ¢ probieren, in der Hoffnung, dass die
Konstanten a,b und ¢ geschickt gewahlt werden kénnen. Wenn es eine solche
Funktion gibt, muss gelten:

n? =a, — 1 = [an® +bn+c —[a(n —1)? +b(n — 1)+ (|
= (an? + b+ c) — (an® — 2an +a) — (Dr—b) — ¢ = 2an + (—a + b)

Leider fillt der Term an? weg. Es bleibt also kein quadratischer Term, wes-
wegen man mit dieser Formel nie fiir jedes n auf den Wert von n? kommen
kann. (Warum nicht?) Man sieht hier, was Du vielleicht bereits wusstest:
Die Folge der Differenzen einer quadratischen Folge ist eine lineare Folge.
Eine weiterer Ansatz ist, fiir x, eine Funktion dritten Grades zu wéhlen:
2, = an®+bn? +cn+d. Dann fillt der Term vom Grad 3 wohl wieder weg, es
bleibt jedoch vielleicht etwas Quadratisches iibrig. Es gibt noch einen anderen
Grund, warum dieser Ansatz naheliegend ist. Die Anzahl der Kanonenkugeln
in einer Pyramide, hat etwas mit dem Volumen der Pyramide zu tun. Volumen
ist so etwas wie Lénge mal Breite mal Hohe. Die Lange, Hohe und Breite sind
von der Ordnung n, also hat die Anzahl (Volumen = Produkt) wahrscheinlich
etwas mit der dritten Potenz von n zu tun. Dieser Ansatz erweist sich in der
Tat als richtig:
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n® =z, —Tp_1
= [an® +n* +cn+d) — [a(n —1)> +b(n —1)* + ¢c(n — 1) + d]
= [an® + bn® 4 cn + d] — [(@n® — 3an® + 3an — a) + (bn® — 2bn + b)
+(en—c¢) +d]
=3an® + (=3a +20)n + (a — b+ ¢).

In dieser Gleichung steht auf der linken Seite n? und rechts eine quadratische
Funktion von n. Die Formel muss nun noch durch die Bestimmung von a,b
und ¢, sodass gilt 3a = 1,—3a + 2b = 0 und a — b + ¢ = 0 vervollstéandigt
werden. Die Bedingungen sind fiir a = %, b= % und ¢ = % erfiillt. Es gilt also:

1 1 1
12+22+32+-~-+n2=—x0+xn=—xo+§n3+§n2+6n+d

Da d gleich xy sein muss (setze n = 0 in die Gleichung ein) erhalten wir mit
der Festlegung x¢ = 0 das folgende Resultat:

1 1 1
PP+22 432+ dn?=-nP4+ on?4 -
T2 43+ 3" +2n +6n

Mit dieser Formel kann man einfach ausrechnen, wie viele Kanonenkugeln sich
in einem Stapel einer bestimmten Hohe befinden. Fiir eine Héhe von n = 4
Schichten erhilt man tatsdchlich 30 Kugeln, was wir ja bereits wussten. Fiir
100 Schichten werden gut und gerne 338 350 Kanonenkugeln benétigt.

Anregung 7

Bemerkenswert an dieser Formel ist, dass sie Briiche enthélt, obwohl das Ergebnis -
eine Anzahl!- immer eine natiirliche Zahl sein muss. Dass dies trotz der Briiche immer
der Fall ist, wird deutlich, wenn man die Formel wie folgt schreibt: n(n+1)(2n+1)/6
(Bitte nachrechnen!). An dieser Form sieht man leichter, dass das Ergebnis immer
eine natiirliche Zahl ist. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt ndmlich, dass n gerade ist,
oder n + 1 ist gerade. Das heifst, dass n(n + 1) immer durch 2 teilbar ist. Versuche
zu zeigen, dass n(n+1)(2n+ 1) immer durch 3 teilbar ist. Setze zum Beispiel einige
Zahlen fiir n ein und iberlege, warum die Aussage stimmt.

Aufgabe 4.14

Statt von einer quadratischen Grundflache kann man auch von einem Dreieck
als Grundfliache ausgehen. Fiir eine Pyramide aus vier Schichten ben6tigt man
dann 10+ 6+3+1 = 20 Kugeln (die Zahlen 1, 3,6 und 10 sind Dreieckszahlen
der Form n(n + 1)/2). Finde, dhnlich wie eben, eine Formel mit der man die
Anzahl der Kugeln in einer Pyramide der Hohe n berechnen kann.

Anregung 8

Man kann auch eine Pyramide mit einer rautenformigen Grundfliche (zwei gleichsei-
tige Dreiecke aneinandergelegt, zum Beispiel mit Reihen der Lange 1,2,3,4,3,2,1),
aber auch ein Sechseck oder eine rechteckige Grundflache betrachten.
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Wir wissen nun, wie viele Kugeln benotigt werden um eine ,dreieckige oder
eine ,quadratische” Pyramide aus Kugeln zu bilden. Ist es auch moglich, aus
einer dreieckigen Pyramide einer bestimmten Héhe eine quadratische Pyra-
mide zu machen, ohne dass man Kugeln iibrig behalt? Wenn man eine Liste
mit den Anzahlen betrachtet, die fiir eine quadratische und fiir eine dreieckige
Pyramide bendtigt werden, sieht man, dass dies nie mdéglich zu sein scheint
(aufler natiirlich fiir einen Stapel mit einer Hohe von einer Kugel):

Anzahl der Schichten:(1|2|3[4|5|6| 7 | 8 | 9
Dreieck: 1(4|10]20|35(56| 84 {120(165
Quadrat: 115(14(30|55(91[140|204|285

Die Anzahlen der Kugeln in der dreieckigen Pyramide scheinen nicht unter
den Anzahlen der quadratischen Pyramide vorzukommen. Diese Tabelle kann
man noch viel weiter fiihren, aber auch wenn dabei noch immer keine glei-
chen Anzahlen vorkommen, kann man trotzdem nicht sicher sein, ob das nie
geschehen wird. Vielleicht tritt dieser Fall ndmlich doch fiir einen sehr groften
Stapel ein. Zwei niederlindische Mathematiker (Frits Beukers und Jaap Top)
bewiesen 1982, dass dieser Fall tatsdchlich nie eintritt. Der Beweis ist jedoch
zu kompliziert um hier ndher darauf eingehen zu konnen.

Anregung 9

Wenn man eine quadratische Pyramide mit n > 6 Schichten betrachtet, kann man
daraus eine dreieckige Pyramide machen, die mehr Schichten hat. Man behélt jedoch
immer einige Kugeln {ibrig. Finde eine Formel, oder eine Abschétzung fiir die Anzahl
der Schichten der dreieckigen Pyramide in Abhéngigkeit von n.

Es ist jedoch moglich, aus zwei aufeinander folgenden dreieckigen Pyramiden
genau eine quadratische Pyramide zu machen. Eine dreieckige Pyramide mit
vier Schichten und eine aus fiinf bestehen zusammen aus 20435 = 55 Kugeln,
gerade genug fiir eine quadratische Pyramide mit fiinf Schichten!

Aufgabe 4.15
Zeige (mit Hilfe der Formeln), dass dies fiir alle dreieckigen Pyramiden stimmt.

Aufgabe 4.16

Eine quadratische Pyramide mit 5 Schichten und eine dreieckige mit 6 Schich-
ten enthalten zusammen 111 Kugeln. Eine quadratische Pyramide aus 6
Schichten und eine dreieckige aus 4 Schichten bestehen zusammen ebenfalls
aus 111 Kugeln. Steckt dahinter eine allgemein giiltige Aussage?
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Arbeitsauftrag 4.9

Ein bekanntes Puzzle besteht aus zwanzig Kugeln, die man in einer dreie-
ckigen Pyramide aufstapeln muss. Wir haben bereits gesehen, dass 20 genau
die richtige Anzahl fiir eine dreieckige Pyramide aus vier Schichten ist. Die
Schwierigkeit dieses Puzzles besteht darin, dass die Kugeln bereits in kleinen
Gruppen aneinander befestigt sind. In Abbildung 4.25 sieht man, dass es zwei
Reihen aus jeweils vier Kugeln und vier Reihen aus je drei Kugeln gibt. Die
Kunst ist nun, diese sechs Teile so zu stapeln, dass eine Pyramide entsteht.
Man kann dieses Puzzle nachbauen, indem man kleine Kartoffelchen, Perlen,
Tischtennisbélle oder runde Trauben mit Zahnstochern aneinander befestigt.
Wenn Du mit dem Zusammensetzen der Pyramide beginnst, wirst Du mer-
ken, dass es einfacher aussieht, als es ist. Du kannst die Kugeln natiirlich
auf andere Weise aneinander befestigen, zum Beispiel jede der vier Schichten
mit 10,6,3 und 1 Kugel. Man erhélt dann ein Puzzle aus vier Teilen, das
fiir Babys im Alter von zwolf Monaten geeignet ist. Dieses Puzzle kann man
allerdings auf verschiedene Arten zusammensetzen. (Wie und auf wie viele
Arten?) Die zwei extremsten Unterteilungen in Puzzleteile sind: alle Kugeln
aneinander befestigt (ein Puzzleteil) bzw.: alle Kugeln einzeln (20 Puzzletei-
le). Dazwischen gibt es sehr viele andere Moglichkeiten. (Wie viele?) Entwirf
einige interessante. Kannst Du Kugeln auch so aneinander befestigen, dass
man nie eine Pyramide daraus bauen kann? Kann es sein, dass die Teile zu ei-
ner Pyramide zusammengesetzt werden konnen, aber dass man sie dann nicht
mehr auseinander nehmen kann, weil sie fest ineinander verkeilt sind?

Abb. 4.26: Das Kugel-Puzzle

Abb. 4.25: Das Kugel-Puzzle in Einzelteilen. zusammengefiigt.
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4.3.2 Die Hohe eines Stapels

Wir haben uns bis jetzt mit der Anzahl der Kugeln in einer Pyramide be-
schéftigt. Aber wie sieht es mit der Hohe einer Pyramide aus? Wie hoch ist
zum Beispiel eine dreieckige Pyramide aus 4 Lagen Tennisbéllen? Zur Ab-
kiirzung nennen wir den Radius der Kugeln r und die Anzahl der Lagen n.
Um die Hohe einer Pyramide aus Kugeln zu bestimmen, ist es hilfreich die
Lage der Mittelpunkte der Kugeln zu betrachten. In Abbildung 4.27 ist zu
sehen, wie die Mittelpunkte der Kugeln eine Pyramide aus regelméfigenTe-
traedern (regelméfigen Vierflachnern) bilden. Von der Grundfliche aus muss
man zunéchst auf die Hohe der Mittelpunkte der Kugeln aus der untersten
Schicht kommen. Jeder solche Mittelpunkt liegt auf der Hohe r. Als néchstes
bilden je vier Mittelpunkte die Eckpunkte eines Tetraeders. Da sich die Ku-
geln beriihren, haben die Mittelpunkte den Abstand 2r von einander. Das ist
also gerade die Kantenlénge eines Tetraeders. Jede folgende Schicht aus Mit-
telpunkten korrespondiert auf diese Weise mit einer Schicht aus Tetraedern.
Zum Schluss gehen wir noch eine weitere Radiusldnge nach oben, und wir
befinden uns auf der obersten Kugel der Pyramide. Die Hohe eines Stapels
aus vier Schichten ist also 2r + 3h, wobei h die Hohe eines Tetraeders ist. Fiir
n Schichten aus Tennisbéllen miissen wir n — 1 Tetraeder-Hohen nach oben.

Abb. 4.27: Zwanzig Kugeln in einer Dreieckspyramide und die zehn Tetraeder, die
ihre Mittelpunkte als Ecken haben.

Aufgabe 4.17
Rechne nach, dass die Hohe eines Tetraeders mit Kantenlange 2r durch

2
hzg’l’\/g
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gegeben ist. Verwende hierbei, dass sich die Spitze eines Tetraeders genau
iiber dem Mittelpunkt des gleichseitigen Basisdreiecks befindet. Zu den Ver-
héltnissen in einem halben gleichseitigen Dreieck siehe Anhang 2.

Die Hohe einer dreieckigen Pyramide aus n Schichten aus Kugeln mit einem

Radius r ist also:
6
2r ({(n— 1)+ 1> :

Eine dreieckige Pyramide, die aus Tennisbéllen mit einem Durchmesser von
6,5 cm in vier Schichten besteht, ist also 22,4 cm hoch.

Aufgabe 4.18

Wie viele Tennisbélle mit einem Durchmesser von 6,5 cm bendtigt man, um
eine dreieckige Pyramide zu bilden, die so hoch ist wie Du selber? Wiegen die
Bélle zusammen mehr oder weniger als Du? Ein Tennisball wiegt 57 Gramm.

Aufgabe 4.19
Berechne die Hohe einer quadratischen Pyramide aus n Schichten von Kugeln
mit Radius r.

4.3.3 Die Vermutung von Kepler

Wir wissen bereits, dass Thomas Harriot durch Sir Walter Raleigh mit der
Losung des Problems der Pyramidenstapel beauftragt wurde. Er 16ste die-
ses Problem ordentlich. Wichtiger war jedoch, dass er dieses Thema in seiner
Korrespondenz mit Johannes Kepler erwahnte. Kepler war der beriihmteste
Astronom seiner Zeit. Er wurde unter anderem durch seine mathematische
Beschreibung der Planetenbahnen beriithmt. Kepler kam durch diesen Brief-
wechsel auf die Idee, die sechseckige Struktur von Schneekristallen zu erklé-
ren, indem er von einer regelméfig gestapelten Anordnung der Atome ausging.
1609 beschrieb er in einem Buch iiber Schneekristalle erstmals die dichteste
Aufschichtung von Kugeln. Wie wir bereits gesehen haben, erhilt man die-
se Anordnung, indem man zunéchst die Kugeln in der Ebene so dicht wie
moglich nebeneinander legt: in einem hexagonalen Muster, bei dem jede Ku-
gel also sechs Nachbarn beriihrt. Die néchste Schicht ordnet man ebenfalls
nach diesem Muster an und setzt diese etwas versetzt auf die erste, sodass die
Kugeln genau in die Kuhlen der unteren Schicht passen. Bei jeder folgenden
Schicht kann man jedoch zwei Entscheidungen treffen, die nicht &dquivalent
sind. Wenn wir die Positionen der Mittelpunkte der Kugeln der ersten Schicht
mit A bezeichnen, und die der zweiten Schicht mit B, dann kann die dritte
Schicht wieder genau iiber der ersten liegen (A) oder an einer anderen Stelle
(C) (siche Abbildung 4.28).

Die Reihenfolge ABC ABC ABC ABC wird in der Fachsprache auch kubisch
flichenzentrierte Packung genannt, die Moglichkeit AB AB AB AB AB AB
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Abb. 4.28: Verschiedene Lagemdglichkeiten in einem Kugelstapel.

heifst hexagonal dichteste Kugelpackung. Dies sind schone, regelméfige An-
ordnungen, die aufferdem periodisch sind: das Muster ABC oder AB wieder-
holt sich jedes Mal. Fiir jede neue Schicht im Stapel hat man zwei Moglich-
keiten. Nach jedem Buchstaben folgt einer der beiden anderen. Es ist also
auch sehr einfach ein nicht periodisches Muster zu erstellen, zum Beispiel:
ABCBACBABCBCABCBCBCBABA....Es gibt hierbei kein Muster, das
sich wiederholt. Die Dichte des Stapels (das ist der Anteil am Gesamtvolu-
men der Pyramide), das durch die Kugeln ausgefiillt wird, wird durch diese
Wahlmoglichkeit nicht beeinflusst. Die Dichte bleibt gleich

T~ 0,74048.

V18

Kepler ging ohne weiteres Uberlegen davon aus, dass diese auf der Hand lie-
genden Moglichkeiten des Stapelns nicht verbessert werden kénnen. Er lieferte
hierfiir keinen Beweis. Seit dieser Zeit ist das Problem der Bestimmung des
dichtesten Stapels aus Kugeln bekannt als die Vermutung von Kepler.

Es erwies sich in der Tat als gewaltiges Problem. Hunderte von Jahren ge-
lang es keinem Mathematiker einen Beweis dafiir zu finden. Viele Wissen-
schaftler versuchten obere Schranken fiir die Dichte (den Teil des Raumes,
der durch die Kugeln eingenommen wird) zu entwickeln, in der Hoffnung der
Wabhrheit so ein Stiickchen n&her zu kommen. Von 1993 stammt eine Ober-
grenze (wie beim Parkplatzproblem) von Mulder: 0,773055... (Eine Menge
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sich nicht iiberlappender Kugeln kann nie mehr als 77,3055 ... % des Raumes
filllen) Diese ist allerdings noch ,weit* entfernt von der tatséchlichen Grenze:
0,74048 . ... Auferdem versuchten experimentierfreudige Wissenschaftler die
maximale Dichte in einem Stapel aus Kugeln durch Schiitteln und Riitteln
von Dosen mit Metallkiigelchen, Hagelkérnern und selbst Erbsen oder durch
Feststampfen der Kugeln zu bestimmen. Es erwies sich jedoch als unméglich,
auf diese Weise in die Néhe der besten Dichte zu kommen. Wenn man eine
Menge kleiner Kiigelchen in einen Topf gibt erhélt man einen ,Stapel“ mit
einer Dichte von etwa 60%. Wenn man als néchstes den Topf sehr gut schiit-
telt und die Kiigelchen andriickt (wie bei einer Zuckerdose, in der man auf
diese Weise neuen Platz schaffen kann) steigt die Gesamtdichte auf etwa 64%.
Das ist noch weit entfernt vom optimalen Wert von 74%. Der Grund ist, dass
sich in einigen Bereichen Kristallstrukturen bilden. Das sind kleine Gruppen
aus Kugeln, die bereits nah genug beieinander liegen. Deshalb ist zu wenig
Bewegung moglich, um alle Kugeln auf den richtigen Platz zu bekommen.
Die einzige Art, die dichteste Anordnung zu erhalten, ist die Kugeln einzeln
ordentlich aufeinander zu stapeln.

Arbeitsauftrag 4.10

Fiihre einige Experimente aus, bei denen Du die Dichte von verschiedenen Sta-
peln gleich grofer Gegenstidnde bestimmst. Nimm hierfiir einen Topf oder eine
Dose, bei der Du gut feststellen kannst, wann sie ganz voll ist, und eine grofie
Anzahl Gegensténde von (moglichst) gleicher Gestalt, die sich nicht so leicht
verformen lassen. Du kannst zum Beispiel Murmeln oder Miinzen verwenden,
Legosteine, Streichholzer, Négel, Erbsen, .... Eicheln oder Reiskérner eignen
sich ebenfalls. Beachte, dass Du fiir das Bestimmen der Dichte das Volumen
des Topfes und der Gegenstéinde, mit denen Du den Topf befiillst, sowie deren
Anzahl kennen musst (oder geht es auch anders?). Zuckerkorner sind zum Bei-
spiel weniger geeignet. Untersuche, wie die Dichte durch Schiitteln und durch
ordentliches Aufstapeln zunimmt. Hingt dies von der Grofse der Gegensténde,
oder von deren Form ab? Untersuche eventuell auch den Einfluss der Grofse
des Topfes.

Anregung 10

In einem Netz mit Orangen (sieche Abb. 4.29) sind die Orangen auch auf eine be-
stimmte Art angeordnet. Was wird hier minimiert? Kannst Du fiir 3,4, 5,6, ... Oran-
gen bestimmen was hier tatséchlich geschieht?

Es gibt einige Griinde, warum die Vermutung von Kepler so schwer zu bewei-
sen ist. Wir haben bereits gesehen, dass es nicht nur eine einzige Losung dafiir
gibt, sondern unendlich viele verschiedene. Die Anordnung der Kugeln um ei-
ne andere Kugel des Stapels herum ist nicht festgelegt, anders als das bei den
Kreisen in der Ebene der Fall war. Dort wurde jeder Kreis von genau sechs
Kreisen umgeben und fiir diese sechs Kreise gab es keinen Spielraum mehr. Sie
koénnen sich héchsten alle zusammen um den mittleren Kreis herum drehen.
Die rdumliche Situation mit Kugeln ist komplett anders. Da stellt sich schon
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Abb. 4.29: Ein Netz mit Orangen.

die Frage, wie viele Kugeln iiberhaupt gleichzeitig eine andere Kugel beriihren
kénnen. In der Fachsprache heiflt diese Zahl die kissing number, die ,Kuss-
zahl“. Zwolf ist auf jeden Fall méglich, denn diese Situation haben wir bei der
kubisch flichenzentrierten Anordnung. Aber passen vielleicht auch dreizehn
Kugeln um eine gegebene Kugel? Diese Frage war 1694 der Gegenstand einer
heftigen Diskussion zwischen dem schottischen Astronomen David Gregory
und Sir Isaac Newton, dem Gelehrten, der unter anderem die Wirkung der
Schwerkraft erklirte. Gregory behauptete, dass auch dreizehn Kugeln moglich
sind, konnte jedoch nicht angeben wie. Newton dagegen hatte das Gefiihl, dass
zwolf die maximale Anzahl von Kugeln sei. Das Problem ist, dass die Lage
von zwoOlf sich beriihrenden Kugeln nicht festgelegt ist. Es gibt zum Beispiel
genug Raum, um die dufferen Kugeln ihre Plétze tauschen zu lassen, ohne dass
sie den Kontakt zur mittleren Kugel verlieren. Das erlésende Wort wurde erst
1847 durch den Deutschen Hoppe gesprochen. Er bewies, dass Newton mit
seiner Vermutung recht hatte.

Anregung 11

Versuche zu bestimmen, wie viele Bleistifte einander gleichzeitig beriihren kénnen.
Nimm hierzu Bleistifte mit einem runden Querschnitt (keine sechseckigen) und nimm
an, dass sie ,unendlich“ lang sind. Jeder Bleistift muss also Kontakt zu jedem an-
deren Bleistift haben. Ein Beispiel mit vier Bleistiften erhéltst Du, indem Du zwei
Bleistifte direkt nebeneinander auf den Tisch legst und zwei andere Bleistifte, die
ebenfalls ganz eng zusammen liegen senkrecht zu den ersten beiden dariiber legst.
Lass Dich hier nicht aufhalten, es geht auch noch mit mehr Bleistiften. Aber mit
wie vielen??

Der Beweis der Kepler-Vermutung wurde 1998 durch den amerikanischen Ma-
thematiker Thomas Hales erbracht. Der Beweis besteht aus sieben Artikeln
und einer Doktorarbeit eines seiner Studenten, insgesamt 250 Seiten zusam-
men mit 3 Gigabytes Computercode und Daten. Im Beweis werden an die
5000 mogliche Anordnungen der Kugeln durchgerechnet. Jede Konstellation
liefert ein schwieriges Minimierungsproblem.
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Abb. 4.30: Kisestapel.

4.4 Anhang 1: Losungen zu den Aufgaben

4.1
Zwei mogliche gute Losungen sind in Abbildung 4.31 angegeben.

Abb. 4.31: Losungen des 4 x 4-Parkplatzproblems.

4.2

Ein 5 mal 5 Fliachen grofes Geldnde hat 25 mogliche Fléchen. Jede dieser
Fléachen kann man als Stellplatz auswéhlen oder eben nicht. Da man bei jeder
Fliche diese beiden Moglichkeiten hat, gibt es insgesamt 22° = 33 554 432
verschiedene Entwiirfe, also viel zu viele um sie alle per Hand zu iiberpriifen.
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Der Computer benétigt 225 /(1000-60-60) Sekunden = 9 Stunden, 19 Minuten
und 14 Sekunden fiir die Berechnung.

4.3
25+25+25++25+25
25 24 23 15 14
LB B 25
B 1 1-2 1.2..... 14
=11 576 916
oder einfacher:
1 25 25 25
522~ — — 22 - 11 1
2 ( (12> <13)> 12 P76 916
4.4

Siehe Abbildung 4.32.

|In

Abb. 4.32: Losungen zu Aufgabe 4.4.

4.5
Fiir ungerade n gibt es (n+1)/2 Reihen mit n—1 Autos. Also ist die Effizienz:
11 1

- . 1
5 — 5.2 Sie ist also stets grofer als 5 — 5.

4.6

Es muss mindestens (n—1)+(n—1)+4(n—2) = 3n—4 freie Flidchen geben (falls
n > 3). Die Effizienz betriigt also hochstens 1 — (3n — 4)/n?. Fiir alle n < 28
ist diese Obergrenze kleiner als 90%. (Verwende Deinen Taschenrechner, oder
16se die Gleichung 1 — (3n — 4)/n? = 0,9 nach n auf.)

4.7
Das regelméafige Sechseck mit einem einbeschriebenen Kreis vom Radius 1
kann in zwolf halbe gleichseitige Dreiecke mit einer Grundseite der Lange 1
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und einer Hohe von % aufgeteilt werden. Der Flacheninhalt des Sechsecks
ist also 12 - (% -1 %) = 24/3. Der von Kreisflichen bedeckte Anteil der

Gesamtfliche ist also 7/v/12 = 0, 90689.

4.8

Mit 3,6,10, 15,21, usw. Miinzen erhélt man eine schéne hexagonale Anord-
nung: erst eine Miinze, dann zwei, dann drei, usw. Mit 2, 5,9, 14, 20 usw. Miin-
zen erhélt man dasselbe Muster wie eben, bei dem jedoch eine beliebige Miinze
weggelassen wird. Besser geht es nicht. Fiir die iibrigen Falle 4,7,8,11,12,13
benéGtigt man etwas mehr Gliick und Fantasie.

4.9

Teile das Dreieck vom Mittelpunkt aus in 6 halbe gleichschenklige Dreiecke.
Die Lange der Seiten, die den Mittelpunkt mit einem Eckpunkt des Dreiecks
verbinden, ist der Abstand zwischen zwei Mittelpunkten, also gleich 2r. Die
anderen Seiten der halben Dreiecke sind also r und v/3r lang. Das heifst, dass
die Seitenlinge des Dreiecks, die wir suchen gleich 2/3r ist.

Das innere gleichseitige Dreieck, das die Mittelpunkte der sieben Miinzen ent-
hélt hat also eine Seitenldnge von D = 2v/3r + 2r.

Das grofte Dreieck, in dem sich die Miinzen befinden, hat also eine Seitenlédnge
von D + 2v/3r = 2(2V/3 + 1)r.

4.10

Miss die Werte nach und setze sie ein.

4.11

4410/v/3 =9,77350, 4 + 2v/3 = 7,46410 und 4+/3 = 6, 92820

4.12

Die zwei Bilder in Abbildung 4.33 zeigen die moglichen Positionen der Miinzen
(Getrénkedosen):

4.13

Die drei Kreise haben einen Radius von %(\/3 —1). Die Gesamtflache der drei
Kreise ist also 37(2 — v/3) = 0,31567 ...

Der groke (,gierige “) Kreis hat einen Radius der Linge v/3/6 und die zwei
kleinen Kreises haben einen Radius der Léange \/3/ 18. Die Flache der drei

Kreise zusammen betrigt also 55—47r =0,31997... (also ein bisschen grofer als
die der Malfatti-Kreise).

4.14
Die Anzahl der Kugeln in einem dreieckigen Stapel ist:
1-2 2.3 3-4 n-(n+1) 1 1 1
d 2, 2 vy 2 Z ..V 23 T2y
(n) 5 + 5 + > +e 5 5" + 5" + 3"

4.15
Die Anzahl der Kugeln in einem quadratischen Stapel ist:
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Abb. 4.33: Zur Losung von Aufgabe 4.12.

1 1 1
q(n)=12+22+32+~--+n2:§n3+§n2+6n.

Weiter gilt:

d(n—1)+d(n)
= =1+ (- 1)

+
1y 1, 11
_<6" " T n 6)
1, 1, 1
<6n3+§n2+§n>

_1 3 1 5 1 _

=3n +2n +6n—q(n)
4.16
qgn)+dn+1)=qn+1)+dn-1)

4.17

Die Hohe h des Tetraeders ist in Abbildung 4.34 genau die Lange der Strecke
TP. Das ist die Strecke, die man erhélt, wenn man das Tetraeder auf einen
Tisch stellt und von seiner Spitze aus das Lot nach unten féllt. Der untere
Endpunkt dieser Strecke P ist genau der Mittelpunkt der dreieckigen Grund-
fliche, mit gleichem Abstand zu allen drei Eckpunkten. Das Dreieck AHM P
hat die Winkel 30°,60° und 90°. Mit Anhang 2 folgt, dass man den Abstand
des Punktes P zu H erhélt, indem man den Abstand HM = r durch %\/5
teilt:

r = —=T.

V3
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Abb. 4.34: Tetraeder.

Wende nun den Satz des Pythagoras auf das Dreieck an, das durch einen
Eckpunkt H, die Spitze T und den projizierten Punkt P gebildet wird. So
erhiilt man: (2r)2 = 22 + h2. Zusammen mit der Formel fiir x liefert das die
Antwort.

4.18
Angenommen Du bist 1,80m grofs. Berechne zuerst, wie viele Schichten die

Pyramide haben muss:
6
6,5 <\3[(n 1)+ 1) — 180.

(Vorsicht: Der Durchmesser der Bélle ist 2r = 6,5) Man benétigt also n = 32
Schichten. Mit der Formel fiir die Anzahl der Bélle aus Aufgabe 4.14 folgt,
dass man 5984 Bille benétigt! Diese Bille wiegen zusammen 341 Kilo. Wenn
Du mehr wiegst als dieser Stapel aus Tennisbéllen, solltest Du dringend etwas
Sport treiben!

4.19

r(v2(n —1) +2).

4.5 Anhang 2: Das gleichseitige Dreieck

In Abschnitt 4.2 musst Du ein Stiick in Form eines gleichseitigen Dreiecks aus
einer Pappe heraus schneiden. Wie konstruiert man ein solches Dreieck? Wir
werden hier drei Wege behandeln:
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1. Zeichne zuerst eine Seite des Dreiecks ein. Zeichne als néchstes mit Hilfe
eines Geodreiecks an jedem der zwei Eckpunkte der Seite eine Gerade, die
mit der ersten Seite einen Winkel von 60° bildet. Der Schnittpunkt dieser
zwei Geraden ist der dritte Eckpunkt des Dreiecks. Du wirst merken, dass
diese Methode nicht so exakt ist, wenn man ein grofes Dreieck zeichnen
mochte. Man zeichnet schnell ein paar Millimeter daneben, und das ist
sichtbar.

2. Zeichne wieder zunéchst eine Seite des Dreiecks. Platziere die Spitze eines
Zirkels an einem der beiden Eckpunkte und zeichne einen Kreis vom ande-
ren Eckpunkt aus nach oben. Wiederhole dies mit dem anderen Eckpunkt.
Der Schnittpunkt der beiden Kreislinien ist der dritte Eckpunkt. Fiir ein
grofes Dreieck bendtigst Du allerdings einen sehr grofsen Zirkel.

3. SchlieRlich zeigen wir, wie man ein gleichseitiges Dreieck falten kann.
Nimm hierfiir ein rechteckiges Blatt Papier, zum Beispiel im A4 Format.
Falte das Papier einmal langs in der Mitte und klappe es wieder auf.

Abb. 4.35: Falten eines gleichseitigen Dreiecks, erster Schritt.

Das Blatt hat nun in der Mitte einen Langsknick; sieche Abbildung 4.35.
Lege einen Finger auf eine Ecke des Blatts (A) und falte den néchst gele-
genen Eckpunkt (B) bis zum Knick (C). Dann gilt: AB = AC', und wegen
der Symmetrie mit dem ersten Langsknick als Spiegelachse gilt aufterdem:
AC = BC. Das Dreieck ABC' ist gleichseitig. Der Knick AD ist nun eine
Symmetrieachse des Dreiecks ABC, also ist der Winkel bei A gleich 60°
und das Dreieck ABD hat Winkel mit den Grofen 30°, 60° und 90°. Zwei
dieser Dreiecke bilden zusammen unser gleichseitiges Dreieck.

Falte das Blatt abschliefsend entlang der Strecke DC' und beende Dein
Dreieck indem Du die iiberstehende Ecke entlang der Kante des Dreiecks
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Abb. 4.36: Falten eines gleichseitigen Dreiecks, zweiter Schritt.

wegknickst. Das so gefaltete Dreieck kann als Schablone zum Ausschneiden
eines gleichseitigen Dreiecks aus einer Pappe verwendet werden.

Abb. 4.37: Falten eines gleichseitigen Dreiecks, Abschluss.

Einige Berechnungen in diesem Buch finden an gleichseitigen oder halben
gleichseitigen Dreiecken statt. Wenn man ein gleichseitiges Dreieck von einem
Eckpunkt aus in zwei kongruente Dreiecke teilt, erhdlt man zwei rechtwinklige
Dreiecke mit den Winkeln 30°,60° und 90°. Wenn das gleichseitige Dreiecke
die Seitenldnge 2 hat, hat die ldngste Seite des rechtwinkligen Dreiecks eben-
falls eine Lénge von 2. Die kiirzeste Seite hat dann Lénge 1 und die verblei-
bende Seite ist die Hohe h des gleichseitigen Dreiecks. Wir kénnen h mit Hilfe
des Satzes von Pythagoras berechnen: 12 + h? = 22, also h = v/3. In einem
solchen Dreieck gelten also die folgenden Verhéltnisse:
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lingste Seite : kiirzeste Seite : Hohe = 2 : 1: v/3.

Man erhélt also die kiirzeste Seite, indem man die ldngste Seite halbiert, und
die Hohe, indem man die kiirzeste Seite mit /3 multipliziert.
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Eine kiihle Sicht der Wahrheit

- Beweisen und Begriinden in der Mathematik

Ferdinand Verhulst

Vorbemerkung der Herausgeber

Beweise in der Mathematik sind nicht bei allen beliebt, nicht einmal bei all
denen, die Mathematik eigentlich gut finden. Auch deshalb geht es in diesem
Kapitel um Beweise und die wichtige Rolle, die sie fiir die Mathematik spielen:
Beweise dienen zur Erklarung, warum ein Sachverhalt richtig ist, sie vertiefen
das Verstdndnis und bahnen oftmals den Weg zu neuen Erkenntnissen und
iiberraschenden Einsichten. Dies wird an einer Reihe von Beispielen erlautert.
Es wird auch ein kurzer Einblick in die Debatte iiber Grundlagenprobleme bei
Beweisen in der Mathematik gegeben.

An mathematischen Vorkenntnissen ist Grundwissen iiber ebene Geometrie
(z.B. Pythagoras) und Zahlen (Briiche, irrationale Zahlen ...) erforderlich.

Vorwort

Man erzahlt iiber den Mathematiker Euklid (ca. 300 v. Chr.), dass einer sei-
ner Studenten, nachdem Fuklid ihm einen Beweis erklart hatte, seinen Lehrer
fragte: ,Was habe ich jetzt davon?* Euklid rief einen Diener herein und sagte:
,Gib diesem Studenten drei Geldstiicke, er mdchte etwas verdienen mit dem,
was er lernt.”

Dieses Kapitel richtet sich an diejenigen, die etwas verstehen wollen. Wirt-
schaftlicher Erfolg ist zwar wichtig, wir wollen jedoch auch begreifen, wie
Dinge funktionieren und wie wir zu einer Form von Wahrheit gelangen kon-
nen. Der franzosische Mathematiker Dieudonné nannte als Motivation fiir den
Wunsch, die Dinge zu verstehen, ,die Ehre des menschlichen Geistes*. Das
mag pathetisch klingen, hat jedoch einen wahren Kern. Wenn ein Reh aus
dem Wald kommt um auf einer Wiese zu grasen, streckt es ab und zu den
Kopf in die Hohe, um zu sehen, ob Gefahr droht. Wenn der Mensch sich in
der Natur umsieht, achtet er auch auf Gefahren, aber gleichzeitig betrachtet

F. Verhulst, S. Walcher (eds.), Das Zebra-Buch zur Geometrie, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-05248-4 5, (© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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er die Bdume, die Wolken, den Horizont, die Farben und er beobachtet diese
Dinge, um Verdnderungen und Phénomene in der Natur zu begreifen. Der
Student von Euklid tut nicht viel mehr als das Reh auf der Wiese.

Polya [13] nennt noch einen weiteren Grund, sich mit mathematischer Argu-
mentation auseinander zu setzen. Es ist in den meisten Disziplinen wie zum
Beispiel in der Rechtswissenschaft, in der Physik oder in der Psychologie sehr
schwer, durch Beobachtungen und Schlussfolgerungen absolute Sicherheit zu
erlangen. Mit mathematischer Argumentation verfiigt man dagegen iiber einen
sicheren Standard, um Gedankengéinge und Evidenz von unterschiedlicher Art
beurteilen zu kénnen und sie auf ihren Wahrheitsgehalt hin zu analysieren.

Danksagung: Eine erste Version des niederléndischen Zebra-Buchs ist ausfiihr-
lich kommentiert worden durch die Zebra-Redaktion, durch Prof. Jan Aarts,
Dr. Geertje Hek und durch Prof. Gerke Nieuwland. Einige Beispiele stammen
von Prof. Aarts, Dr. Taoufik Bakri, Dr. Manuel Nepveu und aus [1], [2], [13].
Fiir die endgiiltige Version ist allein der Autor verantwortlich.

5.1 Einleitung

Die Mathematik ist ein Fach, mit dem man sehr viel tun kann, ein aktives
Fach. Man kann berechnen, wie stark eine Briicke sein muss, um Lastwagen
tragen zu konnen, wie die Gestalt einer Flugzeug-Tragflache optimiert werden
kann, um so wenig Treibstoff wie moglich zu verbrauchen oder wie sich das
Klima iiber die néchsten Jahrhunderte entwickeln wird. Es gibt sehr viele
Bereiche, in denen die Mathematik eine grofse Rolle spielt, zum Beispiel bei
der Schaltung von Ampeln oder beim Abspielen einer CD. Wenn wir also mit
der Mathematik schon so viel tun kénnen, warum sollten wir uns dann noch
die Miihe machen, Sétze zu beweisen? Einer der grofsen Mathematiker des
20. Jahrhunderts, Hermann Weyl, schlieftt sich L.E.J. Brouwer mit folgender
Aussage an:

Mathematik ist mehr ein Tun als eine Lehre.

Andererseits wollen wir auch Gewissheit haben und versuchen deshalb eine
Balance zwischen der praktischen Anwendung der Mathematik und dem Be-
weisen zu finden. Einige Mathematiker beschéftigen sich nur mit Rechnen und
Anwenden, andere nur mit Beweisen, wieder andere befassen sich mit beidem.
Alle drei Einstellungen sind vertretbar, solange man in jedem Fall beim Ge-
brauch der Mathematik kritisch bleibt.

Als Beispiel wollen wir uns nun zwei klassischen Problemen aus dem Bereich
der natiirlichen Zahlen 0,1,2,3,... widmen. (Mehr zu den natiirlichen Zahlen
wird spéter gesagt.)

Pierre de Fermat (1601-1665) war als Anwalt tétig, beschiftigte sich aber auch
intensiv mit der Mathematik. Er hat sich unter anderem fiir die Primzahlen
interessiert. (Wenn Du nicht weifst was fiir Zahlen das sind, siche Abschnitt



5.1 Einleitung 201

5.3.1.) Viele versuchten zu Fermats Zeit Formeln fiir die Bestimmung von
Primzahlen zu finden. So wie viele andere Mathematiker studierte Fermat
den Ausdruck

ok 1,

wobei flir k& eine natiirliche Zahl gewdhlt wird. Erhélt man, wenn man fiir &
eine Primzahl einsetzt, stets wieder eine Primzahl?

Zunichst scheint diese Vermutung zu stimmen: 22 — 1 = 3, 23 — 1 = 7,
251 =31,27—1 = 127, sind alle vier Primzahlen. Nehmen wir noch zwei gro-
Rere Primzahlen: k£ = 17 oder 31. Auch fiir diese Zahlen liefert uns die Formel
Primzahlen. (Die Rechnung ist hier etwas ldnger.) Fiir & = 127 erhalten wir
eine 39-stellige Primzahl, diese war von 1876 bis zur Mitte des 20. Jahrhun-
derts die grofste bekannte Primzahl. Trotzdem ist die Behauptung nicht wahr.
Die Formel liefert nicht immer Primzahlen, denn 2'' — 1 = 2047 = 23 x 89 ist
keine Primzahl.

In diesem Fall haben wir also recht schnell ein
Gegenbeispiel gefunden, bereits fiir £ = 11
ist unsere Vermutung nicht mehr richtig. Es
ist jedoch nicht immer so einfach, ein Gegen-
beispiel zu finden. Betrachten wir zum Bei-
spiel die beriihmte Goldbachsche Vermutung
(Goldbach 1690-1764) aus dem Jahre 1742:
Jede gerade Zahl grofer als 4 ist die Summe
von zwei ungeraden Primzahlen. Zum Beispiel
6=3+3,8=54+3,10= 7+ 3 und so wei-
ter. Man kann diese Vermutung mit Hilfe des
Computers iiberpriifen, wobei man bereits zu
schwindelerregend hohen Zahlen gelangt ist.
Fiir alle tiberpriiften Zahlen stimmt die Ver-
mutung. Da es jedoch unendlich viele gerade
natiirliche Zahlen gibt, kann man so mit ei-
nem Computer nie beweisen, dass die Gold-
bachsche Vermutung wirklich immer gilt. Fiir
die Aussage iiber die Formel von Fermat haben wir schnell ein Gegenbeispiel
gefunden, und wer sagt uns, dass es nicht auch eine unglaublich grofle Zahl
gibt, fiir welche die Goldbachsche Vermutung nicht gilt? Die Frage nach der
Richtigkeit dieser Vermutung ist bis heute nicht gekléart. Nur ein Beweis oder
ein Gegenbeispiel kann uns in dieser Frage Klarheit verschaffen.

Wir haben mit der Feststellung begonnen, dass Mathematik ein Fach der Ta-
ten ist. Aus verschiedenen Griinden interessieren wir uns aber auch fiir die
Frage, ob ein Beweis dafiir gegeben werden kann, dass eine mathematische
Aussage wahr ist. Wenn wir zum Beispiel ein Raumfahrzeug ins All schicken,
das dort einige Jahre lang Aufnahmen vom Saturn machen soll, werden wir
vorher Berechnungen iiber diese Reise mit dem Computer anstellen. Diese Be-
rechnungen und die Rechenmethoden miissen ausgiebig auf ihre Korrektheit

Abb. 5.1: Fermat und seine
Muse.
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getestet sein. Zudem ist fiir viele Menschen die Suche nach der Wahrheit ein
innerliches Bediirfnis. Diese Einstellung haben wir wahrscheinlich von den al-
ten Griechen iibernommen. Spéater werden wir sehen, dass das Herleiten eines
Beweises auch Hintergrundwissen und Einsicht in die Bedeutung einer Be-
hauptung oder eines Satzes liefert. Ein Beweis ist zugleich eine bessere und
ausfiihrlichere Erklarung einer Behauptung und tragt so zur Weiterentwick-
lung der Mathematik bei.

5.2 Was ist beweisbar?

Die Frage ob etwas wahr ist, und inwieweit es wahr ist, beschéftigt die Men-
schen schon seit Jahrhunderten. Am Anfang steht immer eine Behauptung
(oder etwas schwécher eine Vermutung), dies fiihrt dann zu einem Gedanken-
gang, der zeigen soll, dass die Behauptung oder Vermutung wahr ist. Betrach-
ten wir zunéchst einige Beispiele.

5.2.1 Rechtsprechung

Jan wird beschuldigt, ein Portemonnaie aus einer
Jacke gestohlen zu haben und wird vor eine Per-
son gefiihrt, die dariiber urteilen soll. Das konnte
zum Beispiel ein Lehrer, ein Elternteil oder viel-
leicht sogar ein Polizist oder ein Richter sein. Der
Vorwurf ist eindeutig und Jan streitet ab, etwas
damit zu tun zu haben. Nun gibt es einen Zeugen,
der Jan bei den Jacken herum hantieren gesehen
hat. Jan behauptet aber: ,Ich habe nur nachge-
sehen, ob mein Fahrradschliissel in meiner Jack-
entasche war. Ich dachte, dass ich vergessen hat- Abb. 5.2: Justitia.

te mein Fahrrad abzuschlieffen. Der Zeuge wird

befragt, ob er gesehen hat wie Jan ein Portemonnaie genommen hat. ,,Nein®,
entgegnet dieser, ,,das nicht, aber Jan wurde letztes Jahr schon einmal bei ei-
nem Diebstahl erwischt!“ Oh, jetzt begeben wir uns auf diinnes Eis. Darf ein
solches Argument von demjenigen, der iiber diese Tat urteilen soll, beriick-
sichtigt werden? Jan leugnet weiter. Und was ist jetzt die Wahrheit? Wenn
keine weiteren Beweismittel, wie zum Beispiel eine Untersuchung von Jans Ta-
schen oder seines Schlieffachs verfiighar sind, dann muss Jan freigesprochen
werden. Wahrheitsfindung ist in der Rechtsprechung eine schwierige Ange-
legenheit. Oft wird eine Vielzahl von Indizien, die alle fiir sich allein nicht
iiberzeugend sind, insgesamt als Beweis angesehen. In vielen Féllen ist das
berechtigt. Auf diese Weise entstehen allerdings auch Fehler, und Menschen
werden zu Unrecht verurteilt, oder aus Mangel an Beweisen freigesprochen.
Im letzteren Fall folgt in héherer Instanz oft doch noch eine Verurteilung.
Das Gesetz ist meistens in Ordnung, die Schwierigkeit liegt darin, es an die
Situationen des wirklichen Lebens anzupassen.
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5.2.2 Wirtschaft

Nun zu einer anderen Art von Behauptungen. Zwei politische Parteien konkur-
rieren bei einer Wahl. Partei S sagt, dass die Sozialausgaben drastisch erhéht
werden miissten, das sei fair und moralisch richtig. Partei K ist der Meinung,
dass dann andere Ausgaben zu kurz kiimen, oder dass dann die Steuern erhoht
werden miissten. Das fordere allerdings die Arbeitslosigkeit, und bewirke, dass
mehr Menschen Sozialhilfe ben6tigten. Wer hat nun Recht?

Man konnte sagen, dass eine Antwort auf diese Frage objektiv mit 6konomi-
schen Argumenten zu finden sein miisste, doch so einfach ist es nicht. Wirt-
schaftswissenschaftler scheinen sich manchmal vollig zu widersprechen, aufer-
dem zeigt sich bei niherem Hinsehen, dass sowohl Partei S als auch Partei
K die Situation stark vereinfachen. Die Zusammenhénge in einer Gesellschaft
sind sehr komplex. Die Wirtschaftswissenschaft hat sich in den letzten fiinfzig
Jahren stark entwickelt, kann allerdings immer noch keine guten Vorhersagen
treffen. Was ist Wahrheit in dieser Frage? Das NRC-Handelsblad schrieb dazu
in einem Jahresriickblick am 29. Dezember 2006:

Was erhdlt man, wenn man ein hochentwickeltes okonomisches Modell
und einige der kliigsten Kopfe der Welt kombiniert? Die Antwort auf
diese Frage lautete 2006: Ungenaue Vorhersagen iiber die wirtschaft-
liche Entwicklung.

Doch wir sollten nicht zu streng iiber die Wirtschaftswissenschaftler urteilen.
Die 6konomische Realitét ist sehr komplex und schwer in Modellen zu be-
schreiben. Es wird noch komplizierter, weil moralisch-politische Abwéigungen
ebenfalls eine Rolle spielen. Das ist in der Mathematik und in den Naturwis-
senschaften nicht der Fall.

5.2.3 Physik

Nun zu einer wiederum anderen Art von Aussage: Eisen dehnt sich bei Er-
warmung aus. Ist das wahr? In einer ersten Reaktion wiirde man sofort zu-
stimmen, doch dann kommt ein Schlaumeier, der ein Buch iiber Astronomie
gelesen hat. Er erzdhlt uns, dass sich in der Atmosphére der Sonne Eisenatome
befinden. Die Temperaturen dort sind so hoch, dass sich von den Eisenatomen
einige Elektronen abgelost haben, aber es sind immer noch Eisenatome. , Ja*
sagt derjenige, der die Aussage gemacht hat, ,natiirlich habe ich nicht an sol-
che extreme Bedingungen gedacht“. An was denn dann? ,An ein Stiick Eisen
unter irdischen Gegebenheiten, zum Beispiel in einem Labor.“ Hierfiir ist die
Aussage sicher wahr, aber wie wahr ist die Aussage? Man kann es tausendmal
probieren, und sie scheint jedes Mal zu stimmen. Man kann es eine Million
Mal wiederholen und das Eisen wird sich immer noch ausdehnen. Aber wer
sagt, dass die Aussage immer stimmt? Es kommt noch ein weiterer Aspekt
hinzu: Wir wissen sehr viel von Festkorpern. Wir wissen, dass die Molekiile



204 5 Eine kiihle Sicht der Wahrheit

und Atome in einem Festkorper nach einem festen Muster aneinander gebun-
den sind und auch, dass sich bei Erwarmung die Teilchen schneller in ihrem
Gitter bewegen. Sie bendtigen dann mehr Platz, und das nennen wir ,ausdeh-
nen“. In dieser physikalischen Fragestellung, was wahr ist, konnen wir unsere
Behauptung durch wiederholbare Experimente belegen und eine allgemeine
Theorie iiber Festkorper bestitigen. Das gibt der Aussage: ,,Fisen dehnt sich
bei Erwérmung unter irdischen Bedingungen aus“ eine sehr grofse Glaubwiir-
digkeit. Also betrachten wir die Aussage als wahr.

Dieses Beispiel verdeutlicht zugleich, warum die Naturwissenschaften erfolg-
reich sind. Man kann in diesen Fachern Probleme isolieren, Experimente wie-
derholen und solide Theorien entwickeln. In dem Fall der Rechtsprechung
kann man die Straftat nicht nochmal wie einen Film abspielen, eine Theorie
ist meistens schwer zu finden. Bei polit-Gkonomischen Fragen veréndern sich
die Umsténde dauernd und die Wirtschaftswissenschaftler sind sich meistens
iiber die Theorie nicht einig.

5.2.4 Beweise in der Mathematik

Wie sieht das jetzt in der Mathematik aus? Wann ist auf diesem Gebiet etwas
wahr? Wir betrachten zunéchst drei verschiedene Aussagen, in der Mathema-
tik nennen wir eine solche Aussage auch Satz.

Satz 1: Die Summe der Winkel in einem Dreieck betrégt immer 180°.
Satz 2: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Satz 3: v/2 ist irrational.

Das scheinen drei verniinftige Aussagen zu sein, doch sind alle drei recht un-
genau.

Satz 1 hat fiir uns eine Bedeutung, wenn wir wissen, was ein Dreieck ist. Wei-
ter ist der Satz wahr, wenn das Dreieck in einer Ebene liegt. Fiir ein Dreieck
auf der Oberflache einer Kugel zum Beispiel gilt die Aussage nicht.

Satz 2 hat fiir uns eine Bedeutung, wenn wir wissen was Primzahlen sind und
den Begriff ,unendlich kennen. Der Satz ist wahr.

Fiir Satz 3 ist ebenfalls Vorwissen notig. Wir miissen wissen, was fiir eine Ope-
ration ,Wurzelziehen* ist und weiter, was der Begriff ,irrational* bedeutet.

Bei mathematischen Aussagen muss man also offensichtlich zun&chst den Kon-
text definieren, auf den sich die Aussagen beziehen, sowie die Begriffe, die dar-
in verwendet werden. Danach hat die Aussage (hoffentlich) eine Bedeutung
und kann dann wahr oder falsch sein. Die Richtigkeit einer Aussage zeigen wir
mit Hilfe eines Beweises.

Zwischen Definitionen und (bewiesenen) Sétzen liegt allerdings meistens ein
lange Phase des Experimentierens. So kann man etwa ausprobieren, ob die
Formel 2% — 1 fiir verschiedene Primzahlen k wieder eine Primzahl liefert
(manchmal ja, manchmal nein), oder auch Rechenexperimente und Beweis-
versuche fiir die Goldbachsche Vermutung aus der Einleitung durchfiihren.
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(Es ist bis heute nicht bekannt, ob sie wahr ist.) Diese Phase des Probierens
und des Formulierens von Vermutungen ist meistens in Mathematikbiichern
nicht beschrieben. Trotzdem ist diese Phase unentbehrlich und dauert oft sehr
lange.

In der experimentellen Phase der Mathematik, beim Formulieren von Ver-
mutungen und in der spdteren Phase des Beweisens ist es notwendig, alles
wortiiber wir sprechen und alle Begriffe, die wir gebrauchen, genau zu definie-
ren. Einige Menschen finden diese vielen Definitionen irritierend. Sie halten es
lieber ungenau, so lésst sich einfacher dariiber sprechen. Doch die Mathematik
ist unmoglich ohne Exaktheit. Darin sind sich alle Mathematiker einig.

a b

Abb. 5.3: Die Figur in a ist ein Viereck, die in b auch?

Wir geben ein Beispiel fiir die Notwendigkeit von Definitionen und Verab-
redungen. Dazu betrachten wir ein Viereck (siehe Abbildung 5.3a) in der
zweidimensionalen Ebene mit Eckpunkten A, B, C, D. Mit dem Wissen, dass
die Summe der Winkel in einem Dreieck in der Ebene immer 180° betragt,
ldsst sich leicht beweisen, dass die Summe der Winkel in einem Viereck im-
mer gleich 360° ist: o+ B + v + & = 360°(bitte nachpriifen!). Gehen wir nun
von den gleichen Eckpunkten A, B, C, D aus, und betrachten das Viereck
ABCD in Abbildung 5.3 b. Man sieht schon, dass hier o+ 8+ v + ¢ < 360°.
Ah, denken wir uns, das ist kein Viereck, weil sich zwei Seiten schneiden. Es
war allerdings nicht vorher verabredet, dass das verboten ist. Wenn wir bei
unserem Satz bleiben wollen, dass die Summe der Winkel in einem Viereck
immer 360° betragt, miissen wir eine Definition eines Vierecks geben, sodass
sich zwei Seiten nicht schneiden diirfen.

In Fachern wie Wirtschaftswissenschaften oder Soziologie gibt es weniger
Ubereinstimmung und mehr Richtungsstreit. Die eine Schule zieht vor, die
Gesellschaft zu betrachten, um dann auf mehr oder weniger philosophische
Art Schliisse aus dem Gesehenen zu ziehen. Die andere Schule ist der Mei-
nung, dass man alles messen und zdhlen muss, worauthin dann statistische
Aussagen iiber die Gesellschaft mdoglich sind. Aufierdem gibt es viele weitere
verschiedene Richtungen wegen unterschiedlicher politischer Grundhaltungen.
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Mathematiker haben unter solchen Problemen selten zu leiden, obwohl es na-
tiirlich stilistische Unterschiede im Betreiben der Mathematik gibt.

Nach den Definitionen und der experimentellen Phase, in der Vermutungen
aufgestellt werden, folgt in der Mathematik die Beweisfithrung als dritte Pha-
se. Dazu werden wir im Folgenden einige Beispiele betrachten. Es wére etwas
langweilig, in diesem Buch andauernd Definitionen geben zu miissen, deshalb
beschrinken wir uns auf einige wenige Themengebiete der Mathematik und
halten dadurch die Anzahl der benétigten Definitionen moglichst gering.

5.3 Beweisbeispiele

In diesem Abschnitt fiihren wir zunéichst einige mathematische Begriffe ein
und betrachten dann exemplarisch einige mathematische Beweise.

5.3.1 Begriffe
Natiirliche Zahlen

Zu Anfang ist es hilfreich, sich mit einigen Mengen vertraut zu machen. Eine
Menge, die Du wahrscheinlich bereits kennst, ist die Menge der natiirlichen
Zahlen N. Diese Menge besteht aus den Zahlen 0, 1, 2, 3,... (die Punkte be-
deuten: ,und so weiter). Etwas genauer: Wenn n eine natiirliche Zahl ist (zum
Beispiel die Zahl 3), dann ist n+ 1 auch eine natiirliche Zahl. Dass jede natiir-
liche Zahl n einen Nachfolger n + 1 hat, benutzen wir spater, um den Begriff
der Induktion einzufiihren. Die natiirlichen Zahlen nennen wir die Elemente
der Menge N. Da wir in den natiirlichen Zahlen unbegrenzt weiter zédhlen kén-
nen, hat diese Menge unendlich viele Elemente. In der Mathematik ist es sehr
praktisch, Abkiirzungen zu verwenden. Wenn wir zum Beispiel ausdriicken
wollen, dass n ein Element der Menge der natiirlichen Zahlen ist, schreiben
wir
n € N.

So sparen wir viele Worte, was fiir den erfahrenen Mathematiker sehr ange-
nehm ist. Die meisten Anfinger miissen sich erst ein wenig an solche Schreib-
weisen gewOhnen.

An dieser Stelle sollten wir uns bewusst machen, dass wir bereits einen groften
Schritt gemacht haben. Aus dem Alltag kennen wir den Begriff ,,Anzahl”, zum
Beispiel 4 Apfel oder 8 Autos. In der Mathematik ist 4 (oder 8) jedoch eine
»Zahl“ und damit ein Element der unendlichen Menge N. Offenbar verwen-
den wir unsere Erfahrungen mit dem Begriff ,Anzahl“ um eine ganz andere
Welt mit unendlich vielen Elementen zu ersinnen. Es ist faszinierend, diese
Gedankenwelt mit ihren eigenen Regeln und Gesetzen zu untersuchen.
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Ganze Zahlen

Jetzt betrachten wir auch die Gegenzahlen der natiirlichen Zahlen (natiirliche
Zahlen mit —1 multipliziert) und erhalten so die ganzen Zahlen, bestehend
aus allen natiirlichen Zahlen und diesen negativen Zahlen. Wir nennen dies
die Menge der ganzen Zahlen Z. Jede natiirliche Zahl ist eine ganze Zahl. Die
Menge der natiirlichen Zahlen ist also eine Teilmenge der Menge der ganzen
Zahlen. Wir schreiben das als

N CZ.

Gerade und ungerade

Es ist interessant, bestimmte Teilmengen von N zu unterscheiden. Zunéchst
die geraden Zahlen: Das sind alle Zahlen, die in dem Sinn durch 2 teilbar sind,
dass das Ergebnis dieser Division stets wieder eine natiirliche Zahl ist. Formal
aufgeschrieben heiflt das: n ist gerade, wenn n = 2m fiir eine natiirliche Zahl
m gilt. Also sind zum Beispiel 2, 14 und 34 gerade. Mit dieser Definition ist
die Zahl 0 auch gerade.

Ungerade Zahlen sind natiirliche Zahlen, die nicht durch 2 teilbar sind. Man
kann jede ungerade Zahl in der Form 2m + 1 mit einer natiirlichen Zahl m
schreiben.

Weiter werden wir annehmen, dass wir durch Vereinigung der Menge der gera-
den und der Menge der ungeraden Zahlen die Menge aller natiirlichen Zahlen
erhalten. Das scheint intuitiv klar zu sein, ist es aber nicht! Wir wissen bereits,
dass sich jede gerade Zahl als 2m mit einer natiirlichen Zahl m schreiben lésst.
Die darauf folgende gerade Zahl ist 2m+ 2. Zwischen diesen beiden Zahlen be-
findet sich genau eine ungerade Zahl der Form 2m + 1. Sind wir damit fertig?
Noch nicht ganz, denn wir miissen noch zeigen, dass sich diese Argumentati-
on wiederholen ldsst fiir jede natiirliche Zahl m = 1, 2, 3,.... Mathematisch
lasst sich diese anscheinend offensichtliche Tatsache mit dem Prinzip der In-
duktion beweisen. Diese Beweismethode wird im folgenden Abschnitt noch
ausfiihrlicher behandelt.

Schlieflich stellen wir noch fest, dass wir hier die geraden Zahlen als Teilmenge
von N betrachtet haben. Wir konnen diesen Begrift auf die Menge der ganzen
Zahlen ausweiten, womit dann beispielsweise auch —2 oder —8 gerade sind.

Primzahlen

Es gibt noch eine besondere Teilmenge von N, die Du wahrscheinlich bereits
kennst, die Primzahlen. Das sind natiirliche Zahlen, die nur durch zwei natiir-
liche Zahlen teilbar sind, und zwar durch 1 und durch sich selber. Eigentlich
gilt das auch fiir die Zahl 1, die man allerdings aus verschiedenen praktischen
Griinden, die hier nicht weiter wichtig sind, nicht zu den Primzahlen zahlt.
Die ersten zwanzig Primzahlen sind:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,59, 61,67, 71, . . . .
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Es gibt natiirlich nur eine gerade Primzahl: 2. Eine gute Frage ist, ob die Folge
der Primzahlen irgendwann aufhért. Mit anderen Worten, gibt es endlich viele
oder unendlich viele Primzahlen? Wir werden sehen, dass es unendlich viele
sind. Bereits die alten Griechen kamen zu dieser Erkenntnis. Man sieht auch,
dass es schon viele Primzahlen gibt, die kleiner als 100 sind. Es sind genau
25 (oben fehlen noch 73,79, 83,89,97). Eine interessante Frage ist auch, ob
sich in jedem Hunderterabschnitt (ungefiihr) gleich viele Primzahlen befin-
den, oder ob die Absténde zwischen den Primzahlen gréfer werden. Wenn die
Verteilung der Primzahlen ungeféhr gleich bliebe, dann wére die Anzahl der
Primzahlen, die kleiner als eine natiirliche Zahl N sind, proportional zu N.
Der Mathematiker Gauft vermutete, dass diese Anzahl allméhlich abnimmt
und die Anzahl der Primzahlen kleiner als N proportional ist zu N/log(N).
Mit dieser Vermutung hat Gaufs recht behalten, siehe [2].

Rationale Zahlen

Auch die ndchste Menge, mit der wir uns nun beschéftigen, kennst Du bereits.
Es handelt sich um die Menge der Bruchzahlen Q. Bruchzahlen werden meis-
tens rationale Zahlen genannt und lassen sich als Quotient von zwei ganzen
Zahlen schreiben. Sie haben also die Form p/q mit zwei ganzen Zahlen p und
g (natiirlich gilt hier ¢ # 0). Fiir ¢ = 1 erhalten wir die ganzen Zahlen. In
diesem Sinn sind die ganzen Zahlen also auch rationale Zahlen, aber natiir-
lich sind diese nicht so interessant wie andere rationale Zahlen. Wir erhalten
dabei auch eine Menge ,jiberfliissiger* Briiche, beispielsweise 2/4,3/6,4/8.
Durch Kiirzen erhalten wir fiir alle drei Briiche 1/2. Oft fordern wir daher
beim Umgang mit rationalen Zahlen, dass alle gemeinsamen Faktoren von p
und ¢ heraus gekiirzt sind. In anderen Worten, wir vereinbaren meistens beim
Umgang mit rationalen Zahlen der Form p/q, dass p und ¢ ganze Zahlen mit
groftem gemeinsamen Teiler (auch ggT) 1 sind.

Reelle Zahlen

Zum Abschluss betrachten wir die Menge der reellen Zahlen R. Da eine allge-
meine Definition fiir diese Zahlen nicht so leicht ist, verzichten wir hier darauf.
Du kennst aber bereits viele reelle Zahlen. Zunéchst sind alle Elemente von
Q reelle Zahlen, aber auch v/2, v/3, 7 (wir gehen jetzt davon aus, dass Du
die Operation Wurzelziehen kennst). Wenn wir alle ganzen Zahlen auf einer
Geraden einzeichnen, jeweils mit dem Abstand eins, dann haben wir eine Ge-
rade mit unendlich vielen Liicken. Die Gerade ist natiirlich unendlich lang,
aber davor fiirchten wir uns in der Mathematik nicht, es spielt sich alles nur
in unseren Kopfen ab. Die Liicken kénnen wir jetzt mit rationalen Zahlen fiil-
len. Das funktioniert, weil man Paare rationaler Zahlen mit beliebig kleinem
Abstand finden kann. Dazu gibt es am Ende des Abschnitts eine Aufgabe.

Unsere Zahlengerade scheint nun komplett ausgefiillt zu sein. Eine Zahl wie
V2 ist jedoch, wie wir noch sehen werden, nicht rational (also kein Element
von Q). Wir werden spéter einen Satz dariiber formulieren. Also wird unsere
Zahlengerade durch die rationalen Zahlen merkwiirdigerweise noch nicht ganz
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komplett. Wenn wir alle rationalen Zahlen durch einen Punkt auf der Geraden
markieren (das sind unendlich viele Punkte, die unendlich dicht aneinander
liegen), dann sind dazwischen trotzdem noch unendlich viele Liicken fiir die
irrationalen Zahlen. Diese sind nach Definition diejenigen reellen Zahlen, die
nicht in Q liegen. Wie gesagt werden wir uns die Menge R nicht im Detail
ansehen. Wir beschrénken uns darauf fiir einige Zahlen zu beweisen, dass sie
reell sind aber nicht rational. Mehr zu diesem Thema steht im Zebra-Buch
Blik op Oneindig [4].

5.3.2 Wie ein Beweis aussieht

Wir werden einen klassischen Satz mit einer Methode beweisen, die schon von
Euklid formuliert worden ist. Wir nummerieren die einzelnen Beweisschritte
um sie spater besser besprechen zu kénnen. Das ist allgemein in einem Beweis
jedoch nicht {iblich.

Satz 5.3.1
Es gibt unendlich viele Primzahlen in N.

Beweis 1. Wir nehmen an, dass die Anzahl der Primzahlen endlich ist. Wir
benennen diese Primzahlen mit pi,ps,ps3, -+ ,pn, wobei wir sie der Groke
nach geordnet haben. Also ist p; = 2,ps = 3, und so weiter. Es gibt also
genau N Primzahlen.

2. Eine Folgerung hieraus ist, dass jede Zahl, die grofer ist als py, keine
Primzahl ist. Also ist jede Zahl grofker als py teilbar durch gewisse von diesen
N Primzahlen.

3. Wir definieren nun eine Zahl G als das Produkt aller N Primzahlen.

G=p1-p2-p3 DN

4. Betrachte die Zahl G + 1. Diese Zahl ist durch keine der gegebenen Prim-
zahlen teilbar. Bei der Division durch eine beliebige unserer N Primzahlen
bleibt immer ein Rest. Als Beispiel zeigen wir hier, dass G + 1 nicht durch ps
teilbar ist:

G+1 1
= p1pP2p4- PN + —.
b3 P3
Das Produkt pipops---pn ist eine natiirliche Zahl und 1/ps ist ein echter
Bruch, also ist G 4 1 nicht durch ps teilbar. Analog kénnen wir zeigen, dass
G + 1 durch keine von den N Primzahlen teilbar ist.
5. Das ist ein Widerspruch zur Folgerung aus dem 2. Schritt, woraus wir nun
schlieffen, dass unsere Annahme aus dem 1. Schritt falsch war. 0
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Das Symbol [0 bedeutet, dass ein Beweis abgeschlossen ist.

Um zu verdeutlichen, dass ein Beweis abgeschlossen ist, wird oft statt
dem Symbol OO auch ged geschrieben. Das ist eine Abkiirzung fiir quod
erat demonstrandum, Lateinisch fiir ,was zu beweisen war*.

Fiir diesen Satz gibt es noch viele weitere Beweise. Obwohl Geschmécker na-
tiirlich verschieden sind, sind sich die meisten Mathematiker dariiber einig,
dass dies ein schoner Beweis ist. Wieso schon? Was hat Mathematik mit Schon-
heit zu tun, es geht doch nur um die Wahrheit? John Keats, ein Dichter des
19. Jahrhunderts schreibt:

Schénheit ist Wahrheit, Wahrheit Schénheit, — Das ist alles, was wir
auf Erden wissen, und alles, was wir wissen miissen.

Doch nicht nur Dichter der Romantik sprechen {iber Schénheit. Mathema-
tiker finden einen Beweis schon, wenn er kurz und klar ist. Doch eigentlich
verdeutlicht das nur, dass der menschliche Geist nicht in der Lage ist einen
langen, komplizierten Beweis zu {iberblicken. Das Schonheitsempfinden bei ei-
nigen Beweisen illustriert die Grenzen des Menschen.

Der Fall liegt anders, wenn ein Beweis eine Idee enthélt, die helfen kann auch
andere mathematische Aussagen zu beweisen. Dann hat der Beweis ,, Tiefe*
und lehrt uns mehr iiber die Mathematik. Vielleicht sollten wir das doch
schon finden.

Wir werden einen weiteren Satz formulieren und beweisen, wobei ein neuer
Aspekt hinzu kommt. Wir setzen Wurzelziehen und Quadrieren einer Zahl als
bekannt voraus.

Satz 5.3.2
Die Zahl v/2 ist irrational.

Beweis 1. Wir nehmen an, dass v/2 rational ist. Das heifit es existieren po-
sitive ganze Zahlen p und g sodass v/2 = p/q.

2. Unter der Annahme, dass der Bruch p/q vollstindig gekiirzt ist, also p und
q teilerfremd sind, kénnen p und ¢ nicht beide gerade sein, denn dann wéren
sie beide noch durch 2 teilbar. Also ist p oder ¢ ungerade, oder p und ¢ sind
beide ungerade.

3. Quadrieren der Gleichung liefert: 2 = p?/q>.

4. Multiplizieren beider Seiten mit ¢? liefert: 2¢ = p?.

5. Offensichtlich ist p? das Zweifache einer natiirlichen Zahl (2¢?), also ist p?
gerade. Daraus folgt weiter, dass auch p gerade ist.

6. Da p gerade ist, existiert eine natiirliche Zahl m mit p = 2m.

7. Wir setzen p = 2m in die Gleichung aus Schritt 4 ein. Das liefert: 2¢® = 4m?,
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und wenn wir links und rechts durch 2 teilen: ¢% = 2m?2.

8. Jetzt ist ¢® das Doppelte einer natiirlichen Zahl, also ebenfalls gerade. Also
ist auch ¢ gerade.

9. Im 2. Schritt haben wir festgestellt, dass p und ¢ nicht beide gerade sein
kénnen. Im 8. Schritt haben wir jedoch gefolgert, dass beide gerade sind. Wi-
derspruch! Wir schliefen daraus, dass die Annahme aus 1. falsch war, also v/2
irrational ist. 0

Ist dieser Beweis korrekt? Ja, das ist er. Es sind jedoch einige Zwischenschritte
dabei, die genauer bewiesen werden miissen, der grofte davon in Schritt 5:
Wenn p? gerade ist, ist auch p gerade. Wir formulieren daraus einen neuen
Minisatz und beweisen diesen:

Satz 5.3.3
Falls p eine ganze Zahl und p? gerade ist, so ist p ebenfalls gerade.

Beweis 1. Wir nehmen an, dass p ungerade ist. Also existiert eine ganze Zahl
n sodass p = 2n + 1.

2. Also gilt weiter p? = (2n +1)? = 4n? +4n + 1.

3. 4n? ist gerade, 4n ist gerade, also ist die Summe der beiden ebenfalls gera-
de, dazu wird 1 addiert. Also ist p? ungerade.

4. Die Annahme aus dem 1. Schritt, dass p ungerade ist, fiihrt zu der Schluss-
folgerung, dass p? ungerade ist. Widerspruch! Also ist die Annahme aus Schritt
1 falsch und p ist gerade. O

Wir miissten diesen Minisatz eigentlich vor dem Satz iiber die Irrationalitdt
von /2 beweisen, da er im 5. Schritt des Beweises dazu verwendet wird. Dann
ware allerdings nicht ersichtlich, wofiir wir den Minisatz bendtigen. Viele ma-
thematische Texte sind schwer lesbar, weil zunéchst nur Teilresultate bewiesen
werden, deren Nutzen man zu dem Zeitpunkt noch gar nicht begreift. Spater
werden diese dann im Beweis des ,wichtigen Satzes* bendotigt, den der Autor
liefert. In der Praxis funktioniert die Mathematik meistens so, wie wir es hier
gemacht haben: Zunéchst eine Argumentationskette verfassen, die einen Be-
weis liefern soll, dann die Stellen identifizieren, an denen die Beweisfithrung
noch nicht ganz schliissig und korrekt ist, und zuletzt diese Stellen ausbessern,
sodass wir einen wirklichen Beweis erhalten.

Wir geben noch einen anderen Beweis von Satz 5.3.2, in dem wir ohne Satz
5.3.3 auskommen. Der Beweis wird dadurch etwas kiirzer, aber Du denkst Dir
wahrscheinlich ,Wie kommt man auf eine solche Argumentation?.

Alternativer Beweis zu Satz 5.3.2
1. Wir nehmen an, dass v/2 rational ist. Das heifit es existieren positive ganze
Zahlen p und ¢ sodass v/2 = p/q. Weiter nehmen wir an, dass der Bruch p/q
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vollstandig gekiirzt ist, also ist g positiv und so klein wie mdoglich.
2. Quadrieren der Gleichung liefert: 2 = p?/q2.
3. Multiplizieren mit ¢?: 2¢% = p?.
4. Subtrahieren von pq auf beiden Seiten: 2¢% — pqg = p® — pq.
5. Faktorisieren: ¢(2¢ — p) = p(p — q).
6. Da 2¢ # p und p # ¢ konnen wir durch (p — ¢) und durch ¢ teilen und
erhalten:
pP_2a-p_ 4
¢ p-q p-q
7. Der Ausdruck ganz rechts muss positiv sein, also gilt

I

pP—q
8. Wegen ¢ > 0 folgt aus Schritt 7, dass p > g und p — g < gq.
9. Jetzt haben wir in Schritt 6 einen Bruch fiir p/¢ mit dem positiven Nenner
p—q, der kleiner ist als ¢ (Schritt 8). Das ist ein Widerspruch zu Schritt 1 (¢ so
klein wie moglich). Also kénnen wir daraus schliefen, dass v/2 nicht rational
ist. O

Jetzt folgt ein Beispiel fiir eine ganz andere Art von Beweis. Fiir diesen Beweis
setzen wir die Definition eines Dreiecks in einer Ebene als bekannt voraus. Der
Einfachheit halber (das ist nicht notwendig) betrachten wir ein spitzwinkliges
Dreieck, also ein Dreieck, in dem alle Winkel zwischen 0° und 90° grof sind.
Auferdem verwenden wir den Begriff ,Quadrat®, das ist ein Viereck in der
Ebene, dessen Winkel alle 90° betragen und dessen Seiten alle gleichlang sind.
Weiterhin bendtigen wir eine Vorstellung von einer Geraden in der Ebene und
den Begriff der Steigung einer Geraden.

Satz 5.3.4
In jedem spitzwinkligen Dreieck in einer Ebene kann man ein Quadrat
finden, dessen vier Eckpunkte alle auf den Seiten des Dreiecks liegen.

Wie beweist man so etwas? Zunéchst beschreiben wir das Dreieck etwas ge-
nauer durch Eckpunkte A, B, C, Winkel «, 3, 7 und gegeniiberliegende Sei-
ten a, b, c; siche Abbildung 5.4. Wir kénnen natiirlich auf der Seite ¢, der
Grundseite des Dreiecks, ein kurze Strecke einzeichnen und als Grundseite
des Quadrats betrachten. Wenn wir hieraus ein Quadrat konstruieren, hat
dieses wahrscheinlich zwei Eckpunkte, die nicht auf den Seiten a und b des
Dreiecks liegen. Falls das doch erfiillt wére, wire das ein grofter Zufall (siehe
Abbildung 5.4). Wie bekommen wir einen Eckpunkt auf Seite b?

Es ist einfacher, zunéchst einen Punkt P auf der Grundseite ¢ des Dreiecks
zu wahlen. Dann zeichnet man eine Lotgerade senkrecht zu ¢ durch P und
bezeichnet ihren Schnittpunkt mit der Seite b als Q. Die Verbindungsstrecke
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C

Abb. 5.4: Skizze zu Satz 5.3.4.

Cc

Abb. 5.5: Wachsende Quadrate.

PQ ist nun die erste Seite unseres gesuchten Quadrats (sieche Abbildung 5.5
oder 5.6).

Jetzt liegen bereits drei Eckpunkte auf den Seiten des Dreiecks. Nur der vierte
Eckpunkt befindet sich noch innerhalb (oder auferhalb) des Dreiecks. Jedoch
ist diese Konstruktion schon sehr vielversprechend, weshalb wir ihr den Namen
»Konstruktion C*“ geben. Man sieht sofort, dass das Quadrat sehr klein wird,
wenn wir den Punkt P sehr nah am Eckpunkt A wahlen, dann liegt der
vierte Eckpunkt sicherlich nicht auf der Seite a. Wenn wir mit P immer n&her
an A heranriicken, verschwindet das Quadrat im Eckpunkt A. Umgekehrt
wichst das Quadrat, je weiter sich P von A entfernt (siehe Abbildung 5.5)
und irgendwann wird schlieflich der vierte Eckpunkt des Quadrats auf der
Seite a liegen. Klar! Oder vielleicht doch nicht?

Diese Uberlegungen weisen darauf hin, dass die Konstruktion eines solchen
Quadrates moglich ist. Das Unbefriedigende an unserer Argumentation ist
jedoch, dass unser ,Beweis“ nur auf Bildern und Zeichnungen beruht, und
vielleicht mehr suggestiv als korrekt ist. Letzteres ist zum Gliick nicht der
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Fall. Unter Beriicksichtigung unserer Uberlegungen schreiben wir jetzt den
Beweis auf.

A P B X

Abb. 5.6: Zu den Koordinaten des Punktes Z.

Beweis zu Satz 5.3.4

1. Betrachte ein beliebiges spitzwinkliges Dreieck, wie es in Abbildung 5.4
beschrieben ist. Lege dieses in ein Koordinatensystem, sodass der Punkt A im
Ursprung liegt und die z-Achse entlang der Grundseite ¢ des Dreiecks verlauft
(sieche Abbildung 5.6).

2. Bei der oben erwihnten Konstruktion C' nennen wir den vierten Eckpunkt,
der noch auf keiner Seite des Dreiecks liegt, Z. Bei Ausfithren der Konstruktion
C fiir verschiedene Punkte P liegen die resultierenden Punkte Z auf einer
Kurve, die wir bestimmen werden.

3. Wenn wir die Seitenldnge unseres Quadrats mit v bezeichnen und der Punkt
P den Abstand p zum Eckpunkt A des Dreiecks hat, dann gilt tan o = v/p,
also p = v/ tan a.

4. Die Koordinaten des vierten Eckpunktes Z sind dann also: z = p+ v =
v/tan a + v =wv(l+1/tan ) und y = v.

5. Um eine Gleichung fiir die Kurve, auf der sich Z befindet, zu erhalten,
setzen wir y fiir v ein und finden so den Zusammenhang zwischen x und y:
x = y(141/tan «). Also liegt der Punkt Z auf der Geraden mit der Gleichung;:

tan «
= —%.
1+ tan «

6. Die Gerade, welche die Grundseite ¢ enthélt, hat Steigung 0, die Gerade,
welche die Seite b des Dreiecks enthélt, hat Steigung tan a. Es gilt

)

tan o
0 < —— < tan q,
1+ tan o
sodass die Gerade, auf welcher die Punkte Z liegen, die bei Konstruktion

C entstehen, innerhalb des Dreiecks liegt und die Seite a schneidet. Dieser
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Schnittpunkt liefert dann den gesuchten vierten Eckpunkt des Quadrats (siehe
Abbildung 5.7). O

B

A p B

Abb. 5.7: Quadrat mit allen Eckpunkten auf den Seiten des Dreiecks.

Schritt 5 ist schwierig, und wahrscheinlich etwas gewohnungsbediirftig. Die
Koordinaten z und y werden im 4. Schritt mit dem freien Parameter v be-
rechnet. Dabei ist v die jeweilige Seitenlinge der Quadrate, die wir konstru-
ieren. Dann eliminieren wir den Parameter v, und als ob wir ein Kaninchen
aus einem Zylinder zaubern, erhalten wir den Zusammenhang zwischen den
Koordinaten x und y des Punktes Z.

Anmerkung. Wenn Du den Begriff der Ahnlichkeit kennst, kannst Du den
Beweis abkiirzen.

Nach Schritt 2 geht es dann weiter: Betrachte Abbildung 5.6 und verbinde
die Punkte A und Z durch eine Gerade. Diese Gerade schneidet die Seite a
im Punkt Z;. Durch zentrische Streckungen des Quadrats, mit Zentrum A,
erhalten wir dhnliche Quadrate. Fiir das gesuchte Quadrat strecken wir unser
erstes Quadrat mit dem Faktor AZ;/AZ (wobei AZ der Abstand zwischen A
und Z ist).

Aufgabe 5.1

Behauptung: Die Zahl G 4 1 im Beweis von Satz 5.3.1 liefert uns eine Formel,
durch die man aus einer Menge gegebener Primzahlen eine neue Primzahl
bestimmen kann. Probiere diese Rechnung mit den ersten drei Primzahlen
aus:G=2—-G+1=3,G=2-3—-G+1=7,G=2-3-5—-G+1=31L
a) Beweise: G + 1 ist ungerade.

b) Zeige, dass die Behauptung falsch ist.

Aufgabe 5.2

Betrachte zwei verschiedene rationale Zahlen, zum Beispiel p/q und r/s. Zeige,
dass zwischen diesen beiden rationalen Zahlen immer noch eine weitere liegt,
wie nah beieinander sie auch gewéhlt sind.
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Aufgabe 5.3
Im 6. Schritt des Beweises zu Satz 5.3.4 werden zwei Ungleichungen verwendet.
Beweise diese.

Aufgabe 5.4
Betrachte noch einmal Satz 5.3.4. Gibt es genau ein solches Quadrat, oder
gibt es mehrere, die die geforderten Bedingungen erfiillen?

Aufgabe 5.5
Beweise: Falls m eine Primzahl ist, dann ist /m irrational.

Aufgabe 5.6
Berechne (algebraisch) die Nullstellen der Funktion f(x) mit f(z) = 23 +
3x2 — 25z + 21, also die Losungen der Gleichung

2+ 322 — 250 +21 = 0.

Zeige, dass es nicht mehr als drei Nullstellen (Losungen) gibt.

Aufgabe 5.7
Positive natiirliche Zahlen a, b, ¢, die der Gleichung

a® 4+ b? =

geniigen, werden auch Pythagoreische Tripel genannt (¢ und b kann man als
Léngen der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks auffassen, ¢ ist dann die
Lénge der Hypotenuse. In diesem Dreieck gilt der Satz von Pythagoras, woraus
der Name dieser Tripel abgeleitet ist). Wir nehmen an, dass das Zahlentripel
(a, b, ¢) in dem Sinn vereinfacht ist, dass der grofte gemeinsame Teiler der
Zahlen gleich 1 ist.

a) Gib drei Beispiele Pythagoreischer Tripel an.

b) Zeige, dass a und b nicht beide gerade oder ungerade sein konnen.

Aufgabe 5.8

Viele Beweise sind lang und kompliziert. Man kdnnte versucht sein zu denken
»Es wird schon stimmen“, doch dass ist gefahrlich. Ein bekanntes abschrecken-
des Beispiel ist folgender ,Beweis®, dass 1 = 2 gilt:

Schritt 1: Betrachte zwei gleiche Zahlen a und b.

Schritt 2: Multipliziere mit a, dann gilt a? = ab.

Schritt 3: Addiere auf beiden Seiten a? dazu: a? + a? = a? + ab

Schritt 4: Dies entspricht der Gleichung 2a? = a? + ab

Schritt 5: Subtrahiere auf beiden Seiten 2ab: 2a? — 2ab = a? + ab — 2ab.
Schritt 6: Dies entspricht der Gleichung 2a? — 2ab = a? — ab.

Schritt 7: Es gilt also offenbar: 2(a? — ab) = 1(a® — ab).

Schritt 8: Dividiere links und rechts durch a? — ab. Man erhilt die Gleichung
2=1.

Welcher Schritt (oder welche Schritte) ist (oder sind) falsch?
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5.4 Der Stil eines mathematischen Beweises

Wir haben bereits einige Beispiele mathematischer Beweise gesehen. Jetzt
wollen wir noch ein paar allgemeine Anmerkungen dazu machen. Auferdem
werden wir einige niitzliche Beweistechniken behandeln. Man sollte jedoch
nicht glauben, dass man damit alle Sdtze beweisen kann. Oft sind neue Ideen
und iiberraschende Erkenntnisse notig, um ein Problem lsen zu konnen.

5.4.1 Wie ausfiihrlich muss ein Beweis sein?

Beim Beweis von Satz 5.3.2 haben wir gese-
hen, dass Schritt 5 etwas ,zu grof“ war. Also
haben wir im Satz 5.3.3 die Korrektheit von
Schritt 5 bewiesen. Auch die Schritte 6 und
8 konnte man noch beweisen, aber so kommt
man nie zu einem Ende. Mathematiker hand-
haben dieses Problem, indem sie eine Aussa-
ge, wie sie zum Beispiel in Schritt 6 gebraucht
wird, ,trivial“ nennen. Mit ,trivial meint man
,selbsterklarend, ,nicht der Miihe wert, ge-
nauer erkléart zu werden*.
Der Nachteil daran ist natiirlich, dass die Tri-
Abb. 5.8: Der englische Ma- Vialitdt einer Aussage stark von den eige-
thematiker G.H. Hardy. nen Vorkenntnissen, dem personlichen Wis-
senstand und den eigenen Erfahrungen ab-
héngt. Trotzdem sind sich Mathematiker aus demselben Teilgebiet meistens
einig in der Frage, ob ein Beweisschritt trivial ist oder nicht.

Sehen wir noch ein Beispiel einer Aussage an, iiber deren Trivialitit sich
streiten ldsst. Betrachte eine natiirliche Zahl ¢ > 1 und alle Teiler von a,
also alle natiirlichen Zahlen ai, as, ... durch die man a teilen kann, sodass
das Ergebnis wieder eine natiirliche Zahl ist. Wenn zum Beispiel a = 54 gilt,
dann sind 2 und 9 Teiler von a (es gibt noch mehr). Wir haben dazu den
folgenden Satz:

Satz 5.4.1
Fiir € N mit a > 1 ist der kleinste aller Teiler (# 1) von a eine Primzahl.

Trivial? Nun, eigentlich nicht ganz, und einige Mathematiker wiirden auch
sagen ,jiiberhaupt nicht“. Hier folgt ein Beweis.

Beweis 1. Falls a eine Primzahl ist, sind wir bereits fertig. Sei nun a keine
Primzahl und a; ihr kleinster Teiler.
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2. Wir nehmen an, dass a; keine Primzahl ist.

3. Aus der Annahme in Schritt 2 folgt weiter, dass natiirliche Zahlen b und ¢
existieren, sodass a; = bc.

4. Dann sind also b und ¢ Teiler von a, die kleiner sind als a;. Wir hatten aber
a1 als kleinsten Teiler von a gewahlt. Widerspruch! |

G.H. Hardy (1877-1947) war ein beriihmter Mathematiker aus der ersten
Hilfte des 20. Jahrhunderts. Ein bekanntes und populéres Buch von ihm
ist ‘A Mathematician’s Apology’, in dem Hardy erklart, wie ein Mathe-
matiker denkt und wie schon die Mathematik ist. Er kokettierte ziemlich
damit, dass er ein reiner Mathematiker war, der sich von Anwendungen
fern hielt. In einer anderen Geschichte iiber ihn heifst es, dass er wiahrend
einer Vorlesung in Oxford einen Beweis fiihrte und dabei eine bestimmte
Aussage ,trivial‘ nannte. Dann hielt er plotzlich inne und fragte ,Ist das
wirklich trivial?“ Er verlief den Horsaal um in die Bibliothek zu gehen
und nachzuschlagen. Nach einer halben Stunde (!) kam er zuriick mit den
Worten ,Ja, es ist triviall®.

Ein gutes Beispiel zum Einfluss von Hinter-
grundwissen und Erfahrung auf die Triviali-
tat einer Aussage ist in der Ebenen Geome-
trie, der Geometrie von Geraden, Kreisen,
Dreiecken und Vielecken in der Ebene zu
finden. Ungefdhr 300 v. Chr. entstanden Eu-
klids Elemente, die eine sehr prézise Darstel-
lung mathematischer Sétze und ihrer Bewei-
se enthalten. Bis zur Mitte des 20. Jahrhun-
derts bildeten diese Sitze den Kern des Ma-
thematikunterrichts in der Schule. Jeder, der
an diesem Unterricht teilgenommen hatte,
war vertraut mit Euklids Begriffen und sei-
nen Beweisfiihrungen. Ein einmaliges Buch
iiber sehr interessante Ideen in der Euklidi-
schen Geometrie wurde Mitte des 20. Jahr-
hunderts von O. Bottema [3] verfasst. Die-
ses Buch kann in Bezug auf Stil und The-
menwahl als einer der letzten Vertreter einer
2300 Jahre langen Ara Euklidischer Geome-
trie angesehen werden.

Sehen wir uns zwei Sitze und deren Beweise
aus diesem Buch an. Kapitel 3 von [3] be-
ginnt mit zwei Sdtzen und den dazugehorigen Beweisen iiber Lotgeraden, die
durch einen Punkt verlaufen (drei Geraden die durch einen Punkt verlaufen
heifien ,kopunktal“). Hier folgt der Text:

Abb. 5.9: Euklid gemé&f einer
Phantasie-Darstellung aus der
italienischen Renaissance.
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Aus Kapitel 8 von [3]:

1. Dass die Mittelsenkrechten m eines Dreiecks sich in einem Punkt schnei-
den, folgt direkt, wenn man m, und so weiter als geometrischen Ort der-
jenigen Punkte auffasst, die zu B und C' den gleichen Abstand haben, und
den Schnittpunkt von zwei Mittelsenkrechten mit m bezeichnet.

Mit Hilfe dieses Satzes hat Gauf einen sehr einfachen Beweis dafiir gelie-
fert, dass sich die Hohen in einem Dreieck in einem Punkt schneiden (Ab-
bildung 5.10). Er konstruierte ein ABC umbeschriebenes Dreieck A'B’C’
mit parallelen Seiten zum ersten Dreieck; aus den Eigenschaften eines
Parallelogramms folgt, dass AB’ und AC’ beide die gleiche Lange wie BC
haben, sodass sich die Héhen von ABC' als Mittelsenkrechte von A’B’C’

erweisen.

C

Abb. 5.10: In einem Dreieck schneiden sich die drei Hohen in einem Punkt.

Fiir den Leser von heute geht das wahrscheinlich etwas sehr schnell. Das unter-
streicht, wie vertraut die Menschen aus Bottemas Zeiten (ungeféhr der ersten
Halfte des 20. Jahrhunderts) mit der Ebenen Geometrie waren. Die Details,
die uns in diesem Beweis fehlen, wurden damals als ,trivial“ betrachtet. Wir
werden auf diesen Satz spéter in einer Aufgabe zuriick kommen.

5.4.2 Bemerkungen zur Logik

Viele Menschen glauben, dass man fiir den Umgang mit der Mathematik viel
Logik bendtigt. Wir wollen hier gleich klarstellen, dass dies nicht der Fall
ist. Logik ist ein schones Fach, jedoch verwenden Mathematiker in ihrer Pra-
xis meistens nur die ,natiirliche* Logik, die den meisten Menschen vertraut
ist. Dafiir wollen wir nun einige Beispiele angeben. Behauptungen werden in
der Logik iibrigens ,,Propositionen” genannt, wir werden hier aber weiter das
Wort ,Behauptung verwenden. Aufserdem gibt es in der Logik einen ganz
eigenen Gebrauch von Symbolen, die es ermoglichen, Gedankengénge sehr
knapp und iibersichtlich aufzuschreiben. Eine Aussage kann zum Beispiel mit
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A bezeichnet werden, die Negation der Aussage bezeichnet man dann mit
—A. Abgesehen von diesem Abschnitt werden wir solche Symbole nur selten
verwenden.

e Fine mathematische Aussage ist ,wahr” oder ,falsch®, also gilt immer A
oder —A, einen Mittelweg gibt es nicht. Ob man tiber die Wahrheit einer
Aussage entscheiden kann, ist natiirlich einen andere Sache.

Beispiele:

,Die Zahl 11 ist eine Primzahl.“ (wahr)

,Das Verhéltnis zwischen Umfang und Durchmesser eines Kreises ist bei
jedem Kreis in der Ebene gleich, ndmlich die Zahl 7. (wahr)

,In einem gleichseitigen Dreieck betragt die Grofse der Innenwinkel 70°. ¢
(falsch)

e In der oben beschriebenen Notation kann man die Aussage ,,Die Zahl 11
ist eine Primzahl“ mit A bezeichnen; —A heifit dann ,,Die Zahl 11 ist keine
Primzahl®.

e Wenn die Aussage B aus Aussage A folgt, dann ist das eine neue, dritte
Aussage. Wir schreiben dafiir ,,A — B“ (Implikation).

e Dabei ist es wichtig zu begreifen, dass wenn , A — B*“ gilt, Aussage B
nicht wahr sein muss. Dazu miisste ndmlich auch Aussage A wahr sein.
Betrachte zum Beispiel die Aussagen ,7%2 = 14, ,7 = £1“ und , 72 =1 —
m = £1“ Die letzte Aussage ist wahr. Die erste Aussage, unser Ausgangs-
punkt 7% = 1%, ist jedoch falsch und die zweite in diesem Falle ebenfalls.
Mathematiker verwenden wahre Implikationen in Beweisfiihrungen. Man
zeigt damit, dass wenn A wahr ist, auch B wahr ist: A — B.

e Mit der Umkehrung muss man jedoch vorsichtig sein. Wenn A — B, dann
ist B — A die Umkehrung der Aussage. Allerdings ist, wenn A — B wahr
ist, die Umkehrung nicht auch zwangsldufig wahr. Ein Beispiel aus dem
Alltag: A: Es regnet. B: Die Strafe ist nass.

e Vielfach werden Eigenschaften oder Merkmale mit Definitionen verwech-
selt, das hat auch mit Umkehrungen zu tun. Zum Beispiel aus der Aus-
sage ,Katzenartige Tiere haben scharfe Z&hne* wird die Schlussfolgerung
,Dieses Tier hat scharfe Zéhne, also ist es katzenartig® gezogen. Das Tier
konnte jedoch genauso gut ein Hecht sein, oder ein Wolf. ,Scharfe Z&hne
ist eine Eigenschaft katzenartiger Tiere, keine definierende Beschreibung.
Zur Illustration ein simples Beispiel aus der Mathematik: ,Ein Dreieck
hat Seiten und Ecken®, und die Schlussfolgerung ,Die Figur in Abb. 5.3a
hat Seiten und Ecken, ist also ein Dreieck®. Solche Fehler scheinen einfach
vermeidbar, werden aber dennoch oft gemacht.

Viele logische Betrachtungen und viele der oft interessanten Gedankengin-
ge und Paradoxa, die man dabei antrifft, sind in diesem Buch und bei der
praktischen Arbeit mit Mathematik nicht zu finden. Die Logik spielt in der
Informatik eine wichtige Rolle, zum Beispiel bei Ansétzen, mit Hilfe eines
Computers Beweise nachzupriifen (siehe Abschnitt 5.5.5).
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5.4.3 Widerspruchsbeweis

Einige Widerspruchsbeweise haben wir be-
reits gesehen, zum Beispiel in den Bewei-
sen zu den Sétzen 5.3.1, 5.3.2 und 5.3.3. Bei
einem solchen Beweis nimmt man an, dass
die Aussage des Satzes falsch ist. Im weite-
ren Verlauf erhdlt man dann zwingend eine
falsche Aussage, oder einen Widerspruch zur
Annahme. Also muss dann die Aussage des
Satzes wahr sein.
Abb. 5.11: Sherlock Holmes.  Auf dhnliche Weise geht der beriihmte De-
tektiv Sherlock Holmes vor. Er erklart sei-
nem Freund Watson etwas ungeduldig wie man ein Verbrechen aufklért:

»Wie oft habe ich Dir gesagt, dass wenn wir alles Unmdgliche ausge-
schlossen haben, das Verbleibende, wie unwahrscheinlich es auch er-
scheinen mag, wahr sein muss.”

Wir geben noch ein einfaches Beispiel fiir einen Widerspruchsbeweis. Wieder
erhalten wir einen Widerspruch (oder eine Unmdoglichkeit) wenn wir anneh-
men, dass die ,,Behauptung® falsch ist.

Behauptung:
Wenn ein Postbote in einer Strafe mit 53 Adressen 228 Briefe austragen muss,
dann liefert er an mindestens einer Adresse 5 oder mehr Briefe ab.

Beweis 1. Wir nehmen an, dass an jeder Adresse héchstens 4 Briefe abgelie-
fert werden.

2. Der Postbote tragt dann hochstens 4 mal 53, also 212 Briefe aus.

3. Es bleiben also 228 — 212 = 16 Briefe {ibrig.

4. Die Annahme ist also falsch und es werden an mindestens einer Adresse
mehr als 4 Briefe ausgeliefert. O

Hier ein weiteres Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch, dieses Mal zu
einem etwas interessanteren Satz.

Satz 5.4.2
Fiir eine reelle Zahl a > 0 gilt: Wenn « irrational ist so ist /a ebenfalls
irrational.

Beweis 1. Annahme: \/a ist rational.

2. Also existieren natiirliche Zahlen p und ¢ sodass \/a = p/q.

3. Quadrieren des Ausdrucks aus 2. liefert: a = p?/¢>.

4. p? und ¢2 sind natiirliche Zahlen, also folgt aus der Annahme im 1. Schritt,
dass a rational ist. Widerspruch. 0
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Der Widerspruchsbeweis beruht auf der Logik, die wir im vorigen Abschnitt
behandelt haben. Wir wollen Aussage A beweisen. Jedenfalls gilt immer ent-
weder A oder —A, eine weitere Moglichkeit ist ausgeschlossen. Nehmen wir
nun an dass ~A wahr ist. Wenn daraus etwas Unsinniges folgt, dann kann —A
nicht wahr sein und es bleibt nur A.

5.4.4 Vollstandige Induktion

Eine Beweismethode, die bei Aussagen iiber (fast) alle natiirlichen Zahlen
meistens gute Ergebnisse liefert, beruht auf dem ,Prinzip der vollstdndigen
Induktion®. Wir erwdhnten den Begriff ,Induktion® bereits im letzten Kapitel.
Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Nehmen wir an, dass wir die natiirlichen Zahlen von 1 bis n aufsummieren
wollen. Wenn n sehr grof ist, dann kann das eine sehr aufwendige Rechnung
werden. Man kann jedoch eine bemerkenswert einfache Formel verwenden.
Wir formulieren daraus einen Satz:

Satz 5.4.3
Fiir alle n € N gilt:

1
1+2+-~-+n:§n(n+1).

Diese Formel stimmt jedenfalls fiir n = 1, denn 1 = %1(1 +1); fir n = 2
stimmt sie auch und ebenso fiir n = 3. Auf diese Weise kommen wir allerdings
nicht weiter. Wir interessieren uns schlieflich dafiir, ob die Formel auch fiir
beliebig grofie n stimmt. Die Idee bei der Induktion ist es nun, zu beweisen,
dass falls eine Formel fiir ein bestimmtes n richtig ist, diese Formel auch fiir
die darauf folgende Zahl stimmt. Im Beweis werden wir dies fiir ein beliebiges
n zeigen, doch zunéchst wollen wir annehmen, dass die Formel zum Beispiel
fir n = 17 gilt. Es gilt also

1
14243+ +17=--17-18.

[\)

Jetzt konnen wir die Aussage auch fiir n = 18 beweisen. Denn
14243+ +17+18= - -17-18 4+ 18,

-18-19.

N~ DN —

1
18(17+2) =

Wir werden dieses Argument jetzt fiir ein ,allgemeines* n ausfithren, wobei
wir auf die gleiche Weise vorgehen.
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Beweis zu Satz 5.4.3

Wir halten fest, dass die Aussage fiir n = 1 und fiir n = 2 wahr ist, denn
14+2=3und §-2(2+1) = 3. Nehmen wir nun an, dass die Formel richtig
ist fiir ein festes n. Wir zeigen unter dieser Voraussetzung weiter, dass unsere
Formel auch fiir n + 1 gilt:

1+24+---+n+(n+1)

T Y

n(n+1)+(n+1)

n+ 1)(%n+ 1)

(n+1)(n+2).

DN | =

Das ist die Formel fiir die Summe bis n+1, wobei wir in unserer urspriinglichen
Formel n durch n 4 1 ersetzt haben. |

Das Prinzip der vollstindigen Induktion, das wir hier im Beweis verwendet
haben, funktioniert also folgendermaflen: Wir haben eine Behauptung oder
Aussage in der eine beliebige natirliche Zahl n vorkommt. Wir stellen fest,
dass die Behauptung fiir bestimmte n wahr ist, zum Beispieln = 1 oder n = 2.
Weiter nehmen wir an, dass die Behauptung fir ein beliebiges n stimmt und
beweisen damit, dass sie auch fiir n+ 1 gilt. Da die Behauptung zum Beispiel
fir n =1 oder n = 2 bereits tberpriift wurde, ist so gezeigt, dass sie fir jede
naturliche Zahl gilt.

Abb. 5.12: Gault im Jahre 1828.
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Einer der grofien Mathematiker der Geschichte ist Carl Friedrich Gaufs
(1777-1855). Als er noch Schiiler war, bekam seine Klasse die Aufgabe,
alle Zahlen von 1 bis 100 zu addieren. Die Schiiler fingen fleiffig an zu
rechnen, bis auf Carl, der nach ein paar Minuten zufrieden aus dem Fenster
sah. Daraufhin fragte der Lehrer ihn, warum er nicht rechne, worauf Carl
antwortete: 5050. Groke Verwunderung machte sich breit. Wie kam er
darauf? Tja, erklarte Carl, 1 + 99 = 100,2 + 98 = 100, so macht man
weiter bis 49+ 51, das gibt dann schon 4900, dann fehlen nur noch 50 und
100, die zahlt man noch dazu.

Die Methode von Gaufs ist sehr schlau, unsere Formel ist allerdings noch etwas
praktischer. Das Prinzip der vollsténdigen Induktion liefert uns eine méchtige
Beweismethode, die auf den ersten Blick ziemlich aufwendig erscheint. Der
Vorteil dieser Methode ist jedoch die damit verbundene Routine. Wenn diese
Beweismethode funktioniert, muss man sich {iber die Beweisfiihrung kaum
noch Gedanken machen. Hier eine weitere Aussage, die man auf diese Weise
beweisen kann.

Satz 5.4.4
Fiir alle n € N ist n3 + 2n durch 3 teilbar.

Beweis Fiir n = 1 ist die Behauptung wahr. Nehmen wir an, dass die Be-
hauptung fiir ein bestimmtes n gilt und beweisen dann, dass sie auch fiir n+1
gilt, also dass (n+ 1)® +2(n + 1) durch 3 teilbar ist. Wir beginnen damit, die
Klammern aufzulGsen:

n®+3n2 +3n+1+2n+2,
= (n*+2n) +3(n*+n+1).

(n+1)*+2(n+1)

Der erste Term in Klammern ist nach unserer Annahme durch 3 teilbar, der
zweite Term ebenfalls, da (n? +n + 1) eine natiirliche Zahl ist. Die Summe
zweier Zahlen, die durch 3 teilbar sind, ist auch durch 3 teilbar. 0

Nicht nur Gleichungen sondern auch Ungleichungen kénnen oft per Indukti-
on nachgewiesen werden. In vielen mathematischen Formeln findet man den
Ausdruck n! (sprich: n Fakultédt). Das ist nichts anderes als eine Abkiirzung
fiir das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen: n! =1-2-3...n. Um festzu-
stellen, wie grofs n! eigentlich ist, vergleichen wir diese Funktion mit 2". Das
ist, wie wir wissen, eine sehr schnell wachsende (exponentielle) Funktion von
n. Wir setzen einige Zahlen ein:
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n=1, nl=1, 2" =2,
n=2 nl=2 2"=4,
n=3, nl=6, 2" =8,
n=4, nl =24, 2" = 16,
n=>5, n! =120, 2" = 32.

Fir n = 1,2,3 ist 2™ groker als n!, ab n = 4 scheint n! jedoch schneller zu
wachsen. Das wollen wir nun als Satz formulieren und beweisen.

Satz 5.4.5
Fiir alle natiirliche Zahlen n > 4 gilt n! > 2".

Beweis Fiir n = 4 ist die Behauptung dieses Satzes wahr. Wir nehmen an,
dass die Behauptung fiir ein festes n > 4 wahr ist, und schitzen dann (n + 1)!
wie folgt ab:

(n+1)!'=Mm+1)n! > (n+1)2",
>2.2m = 2"t

Jetzt noch eine etwas aufwendigere Formel, die sich spéter als niitzlich erwei-
sen wird.

Satz 5.4.6
Fiir alle n € N gilt

1
12+22+~--+n2:6n(n+1)(2n+1).

Beweis Fiir n =1 gilt die Formel: 1 = £1(1+41)(2+ 1). Die Formel gelte fiir
ein festes n. Wir berechnen:

1
12+22+---+n2+(n+1)2:gn(n+1)(2n+1)+(n+1)2

- %(n +1)[n(2n +1) +6(n+1)]

1
=+ 1)(2n* + Tn + 6)

1
= E(n +1)(n+2)(2n + 3).
Das ist genau die Formel, welche entsteht, wenn wir n durch n + 1 ersetzen.
Wir folgern mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion, dass die Formel fiir
alle n richtig ist. 0
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5.4.5 Zuriickfithren auf eine bekannte wahre Aussage

Zum Beweis, dass eine Behauptung wahr ist, ist es manchmal mdglich die
Aussage in eine andere Form zu bringen. Dabei stellt sich oft heraus, dass
wir dadurch bereits die Richtigkeit der Behauptung, oder zumindest die Be-
hauptung als beweisbar erkennen. Zunéchst ein simples Beispiel, das wir nicht
einmal als Satz formulieren.

Wir suchen die Losungen der Gleichung
z* — 132% 4 36 = 0.

Das ist eine Gleichung vierten Grades (der Grad ist die hochste Potenz von z,
die in der Gleichung vorkommt), fiir deren Losung wir keine Formeln gelernt
haben. Setze y = 22, das liefert die Gleichung:

y? — 13y + 36 =0,

eine quadratische Gleichung mit den Losungen 4 und 9 fiir y. Fiir £ haben
wir also die Losungen +2, 43.

Durch die Substitution y = 22 haben wir die ,schwierige® Gleichung vierten
Grades zuriickfithren kénnen auf eine Gleichung zweiten Grades, die wir leicht
16sen konnen.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel. Dieser Satz scheint selbstversténdlich zu
sein, wenn man eine Skizze dazu zeichnet. Das wére allerdings kein Beweis,
im Gegensatz zu dem Folgenden.

Satz 5.4.7

Betrachte den Kreis C' in der Ebene mit Mittelpunktskoordinaten (0,0)
und Radius r > 0. Jede Gerade in der Ebene hat mit dem Kreis C keinen,
genau einen oder genau zwei Schnittpunkte.

Beim folgenden Beweis setzen wir die Tatsache als bekannt voraus, dass eine
quadratische Gleichung 0,1 oder 2 reelle Losungen hat.

Beweis Wir bezeichnen die Koordinaten in der Ebene mit  und y (siehe
Abbildung 5.13). Fiir einen Punkt, der auf dem Kreis C liegt, gilt dann x? +
y? = r2. Betrachte ein beliebige Gerade, gegeben durch die Gleichung y =
ax + b mit beliebigen reellen Zahlen a und b. Falls die Gerade den Kreis
schneidet, hat der Schnittpunkt die Koordinaten x,,ys. Fiir einen solchen

Schnittpunkt gelten zwei Gleichungen:

22 4 y2 =12 (der Punkt liegt auf dem Kreis),
ys = axs +b (der Punkt liegt auf der Geraden).
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Gerade y=ax+b

y L .

- i

e gy . _{/ I
N ran TN
| | ; / [ | . —'—'-LII = 1

' X \ X Y X

-

Abb. 5.13: Drei Moglichkeiten der Lage von Kreis und Gerade in der Ebene.

Wir quadrieren die zweite Gleichung und setzen dies in die erste Gleichung
ein. Wir erhalten
22 + (azs +b)? =12,

oder nach Umformen
(1+ a?)z? + 2abx, +b* —r* = 0.

Diese quadratische Gleichung fiir x; hat keine, genau eine oder genau zwei
Losungen. Eine Losung fiir x4 eingesetzt in die Geradengleichung, liefert die
dazugehorige y-Koordinate y;. O

Wir haben die geometrische Aussage iiber den Schnittpunkt eines Kreises mit
einer Geraden auf die Losungen einer quadratischen Gleichung zuriickgefiihrt.
Das ist ein Problem, dessen Lésung bekannt ist, sodass der Beweis abgeschlos-
sen ist. Wir merken noch an, dass die Annahme, der Mittelpunkt des Kreises
C habe die Koordinaten (0,0) nicht unbedingt erforderlich ist. Wenn man
einen beliebigen Mittelpunkt (z¢,yo) wihlt, muss man den Beweis ein biss-
chen abéndern: Ersetze x durch x — xg, y durch y — yo, und so weiter. Der
Rest ist leicht nachzurechnen. Fiir weitere geometrische Probleme dieser Art
kann das Buch von Aarts [1] zu Rate gezogen werden.

5.4.6 Gibt es ein Rezept fiir Beweise?

Mit einem Beweis durch Widerspruch und mit dem Prinzip der vollstéandi-
gen Induktion kann man schon eine Menge beweisen. Es wére bequem, wenn
wir mit noch ein paar solcher Ideen ,alles beweisen konnten. Dann wire das
Beweisen in der Mathematik eine Art Routine, doch das ist tatsédchlich nicht
moglich. Es gibt immer wieder Probleme, bei denen ein origineller und manch-
mal ein komplett neuer Ansatz nétig ist.

Auferdem kann ein Satz oft auf verschiedene Arten bewiesen werden. Fiir den
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Satz von Pythagoras zum Beispiel gibt es mehr als 200 verschiedene Beweise.
Im Buch von Bruno Ernst [6] sind 29 davon beschrieben, im Buch von Loomis
[12] einige hundert.

Mehrere Beweise zu einem Satz

Warum sollten wir mehrere Beweise fiir einen Satz bendtigen, ein Beweis reicht
doch aus, um zu zeigen, dass der Satz wahr ist? Die Antwort auf diese Frage
ist, dass ein Beweis die eigentliche Bedeutung und den Hintergrund eines
Satzes aufklart. Das Vorhandensein mehrerer Beweise erweitert also unseren
Einblick in die Bedeutung eines Satzes. Hierfiir wollen wir ein Beispiel geben.

Satz 5.4.8
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

B2+ 4nd=0+24-+n)

Das scheint ein merkwiirdiger Satz zu sein. Auf der linken Seite des Gleich-
heitszeichens stehen dritte Potenzen, auf der rechten Seiten ein Quadrat, den-
noch gilt die Gleichheit fiir beliebige n € N. Wir beweisen diesen Satz auf
zwei Arten.

Beweis 1 zu Satz 5.4.8 (mit vollstdndiger Induktion)

1. Wir stellen fest, dass die Behauptung fiir n = 1 wahr ist.

2. Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir ein festes n gilt.

3. Nun werden wir beweisen, dass die Behauptung dann auch fiir n + 1 wahr
ist. Es gilt auf Grund der Annahme in Schritt 2:

P42+ 40+ (n+1)°=1+2+ - +n)?+(n+1)>
2
1
= <2n(n+1)> + (n+1)%.

Fiir die zweite Zeile haben wir Satz 5.4.3 verwendet: 1+2+---+n = sn(n+1).

4. Wir quadrieren und klammern dann in der zweiten Zeile (n + 1)?/4 aus:
. . 1 .
B2+ w034+ (n+1) = ZnQ(nJrl)ZJr(nJrl)‘s
1
= Z(n +1)2(n® +4(n +1))

1
= Z(n +1)%(n* +4n + 4)

1
= ;(n+1’(n+2)?

_ (;(n—i— 1)(n+2))2.
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5. Wir verwenden wieder Satz 5.4.3, hier fiir (n+1) und in die andere Richtung.
Dann gilt:

B2+t (n+1)d =042+ +n+(n+1)>

6. Wir wissen schon, dass der Satz fiir n = 1 gilt (Schritt 1). Aus der Annahme,
dass die Behauptung des Satzes fiir ein festes n gilt, folgt (Schritt 5) dass
die Behauptung auch fiir (n + 1) gilt. Damit ist der Satz per vollstindiger
Induktion bewiesen. O

Jetzt ein ganz anderer Beweis.
Beweis 2 von Satz 5.4.8 (geometrisch)

Betrachte ein (grofes) Quadrat mit Seitenldnge 1424 - - +n, siehe Abbildung
5.14.

Abb. 5.14: Geometrische Veranschaulichung von Satz 5.4.8.

Der Term auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens ist also der Flachenin-
halt dieses Quadrats. Der obere Randstreifen mit der Lange 142+ --4+n und
der Breite n hat den Flicheninhalt (1424 ---+n)-n, der rechte Randstreifen
mit der Lange n und der Breite 142+ - - - +n natiirlich ebenfalls. Zusammen
hat die schraffierte Fliache also den Flacheninhalt O,,:

Onp=2n(1+2+---+n)—n’

Wir ziehen n? ab, weil wir sonst das Quadrat, das in beiden Flichen enthalten
ist, doppelt zéhlen wiirden. Wir verwenden wieder Satz 5.4.3 und erhalten:

1
On:2n~§n(n+1)—n2:n3.
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Wenn wir die gleiche Rechnung fiir die folgenden Streifen mit der Breite n —
1 durchfiihren, erhalten wir O,_; = (n — 1)3. Wir machen so weiter, bis
wir beim Quadrat mit der Seitenldnge 1 (links unten) angelangt sind. Die
Summe aller Flacheninhalte dieser Streifen ergibt genau den Term links vom
Gleichheitszeichen in unserem Satz. O

Der erste Beweis dieses Satzes ist ziemlich rechenaufwendig, aber er liegt auf
der Hand, wenn man ein wenig Erfahrung mit vollstindiger Induktion hat.
Der zweite Beweis ist nicht so offensichtlich. Er liefert allerdings einen geome-
trischen Hintergrund fiir den Satz.

Es gibt noch mehr Interessantes zu diesem Satz zu sagen, siehe [10].

Der unerwartete Gedankengang

Wie bereits erwahnt, ist ein Beweis nicht immer Routine. Wir wollen das noch
einmal mit einem einfachen Problem illustrieren.

Ziige des Springers

Eine normales Schachbrett hat 8 x 8 = 64 Felder. Wir betrachten einen Teil
davon mit 5 x 5 Feldern, Abbildung 5.15. Links unten steht ein Springer auf
einem weifsen Feld. In wie vielen Ziigen kann der Springer zum oberen, rechten
Feld gelangen? In Abbildung 5.15 sieht man, dass das in 4 Ziigen moglich ist.
Mit 2 Ziigen geht es sicherlich nicht, denn ein Springer kommt mit 2 Ziigen
hochstens 4 Felder weiter. Geht es auch mit 3 Ziigen?

sprong
4

sprong
3

sprong
1

sprong
2

start
paard

Abb. 5.15: Der Springer kommt in 4 Ziigen von links unten nach rechts oben.

Man kann es ausprobieren, sooft man will, es klappt nicht. Wir vermuten,
dass es nicht moglich ist. Aber wie beweist man das? Beim ersten Zug, zwei
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Felder nach vorne, eins zur Seite, kommt der Springer vom weifen Startfeld
auf ein schwarzes Feld. Im zweiten Zug landet der Springer wieder auf einem
weilen Feld. Allgemein landet der Springer nach einer geraden Anzahl Ziige
auf einem weifen Feld, und nach einer ungeraden Anzahl Ziige auf einem
schwarzen Feld. Mit 3 Ziigen kann der Springer also unmoglich das weifse Feld
rechts oben erreichen.

Im néchsten Beispiel liefern wir einen iiberraschenden, kurzen Beweis. Was
Kongruenz von Dreiecken bedeutet, wird als bekannt voraus gesetzt. Zwei
Dreiecke sind kongruent (ein Dreieck kommt durch Verschieben, Drehen bzw.
Spiegeln in der Ebene genau (deckungsgleich) auf dem anderen zu liegen),
wenn sie zum Beispiel zwei Seiten mit gleichen Langen haben, und auch die
von diesen beiden Seiten eingeschlossenen Winkel gleich grof sind. Diese Art
von Kongruenz wird mit SWS (Seite-Winkel-Seite) bezeichnet.

Satz 5.4.9
In einem gleichschenkligen Dreieck AABC (a = b) sind die den beiden
gleich langen Seiten gegeniiber liegenden Winkel gleich grof (o = f3).

Beweis AABC ist kongruent zu ABAC (SWS), siehe Abbildung 5.16. Also
gilt a = g. d

A . B

Abb. 5.16: Gleiche Seitenldngen ergeben gleiche gegeniiberliegende Winkel.

Ein ganz anderes Beispiel fiir einen Beweis mit einem unerwarteten Gedan-
kengang findet man in der Zeitschrift Euclides [7].



232 5 Eine kiihle Sicht der Wahrheit

Satz 5.4.10
Betrachte die reellen Zahlen R. Es ist moglich, irrationale Zahlen a und b
in R so zu wihlen, dass a® € Q (also rational ist).

Das klingt merkwiirdig, doch der Beweis dazu ist noch merkwiirdiger:

Beweis Aus Satz 5.3.2 wissen wir, dass /2 irrational ist. Jetzt gibt es zwei
Maoglichkeiten:

1. \/Q\/5 ist rational. In diesem Fall haben wir den Satz bereits bewiesen.
2. \/Q\/E ist irrational. Betrachte in diesem Fall

(x/iﬂ)\/§ —2 =2

Aus dieser Rechnung folgt der Beweis des Satzes, also sind wir fertig. O

Wir haben also einen Beweis gefiihrt, indem wir davon ausgehen, dass es nur

2
zwei Moglichkeiten gibt, aber ohne zu wissen ob \/ﬁf nun rational ist oder
nicht. Das ist ein komischer Beweis. (Die Autoren in [7] nennen ihn einen
,romantischen Beweis".)

Manchmal liefert ein unerwarteter Gedankengang auch Einblicke in die Zu-
sammenhénge zwischen verschiedenen Teilgebieten der Mathematik. Das zeigt
die Behandlung des folgenden Problems. Es ist groftenteils aus [2] entlehnt.

In Aufgabe 5.7 wurden die Pythagoreischen Tripel a, b, ¢ eingefiihrt. Das sind
positive natiirliche Zahlen, die die Gleichung a? 4+ b> = ¢? erfiillen und den
grofiten gemeinsamen Teiler 1 haben. Die letzte Bedingung fiigen wir hin-
zu um ,iiberfliissige Kombinationen auszuschlieffen. Das bekannte Beispiel
a = 3,b = 4,c = 5 liefert eine unendliche Menge von Tripeln 3n,4n, 5n fir
alle natiirlichen Zahlen n, welche die Gleichung a? + b*> = ¢? erfiillen. Nach
unserer Definition zdhlen diese nicht als neue Kombination. Trotz dieser ein-
schrénkenden Bedingung gilt aber der folgende Satz:

Satz 5.4.11
Es gibt unendlich viele Pythagoreische Tripel.

Wir werden den Beweis in zwei Teile aufspalten und ihn nicht so formal streng
aufschreiben, wie die vorangehenden Beweisbeispiele.
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Beweis (erster Teil)
Zunéchst stellen wir fest, dass in einem Pythagoreischen Tripel die Zahl ¢ am
groften ist. Teilen der Gleichung a? + b? = ¢? durch ¢? liefert:

2 b\ 2
(g) + () ~1.
c c
Das bringt uns auf die Idee, dass die rationalen Zahlen a/c und b/c auf dem
Kreis mit der Gleichung
2242 =1
liegen. Betrachte diese Kreis in einem Koordinatensystem, Abbildung 5.17,

und wiahle einen Punkt auf der y-Achse, mit Koordinaten (0,7) mit 0 < r < 1
und 7 rational.

y
y=r(1-x) Kreis x2+y2=1
a~_], \
/ e . \._
llll. I| X
| [~
N /

Abb. 5.17: Suche nach Punkten auf dem Kreis 2 +y* = 1 mit rationalen Koordi-
naten.

Wir legen nun eine Gerade durch die Punkte (1,0) und (0,7). Diese Gerade
ist gegeben durch die Gleichung

y=r(l—2zx)

(bitte nachrechnen) und schneidet den Kreis im Punkt @. Der Schnittpunkt
Q@ liegt sowohl auf dem Kreis, als auch auf der Geraden. Also gilt fiir die
Koordinaten von Q:

P ryt=1 (der Punkt liegt auf dem Kreis),
y=r(1—=z) (der Punkt liegt auf der Geraden).

Wir quadrieren die zweite Gleichung, setzen diese in die erste ein und erhalten

2 +r(l—z)? =1
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und mit Ausmultiplizieren und Ausklammern von 2?2 folgt
(147)z? —2r%z +r2 —1=0.

Mit der bekannten Formel fiir die Losung quadratischer Gleichungen erhalten
wir

22 £\ /At —4(1+7r2)(r2 - 1) 1241

F12= 201+ 12) T 142
Die Losungen sind also 23 = 1 und a9 = (r2 — 1)/(r? + 1). Einsetzen in die
Geradengleichung liefert fiir y: y; = 0 und yo = 2r/(r? + 1). Es gibt also zwei
Schnittpunkte: (1,0) (was wir bereits wussten) und

2
re—1 2r
Q: TR
re+1 r2+1
Da wir r rational gewahlt hatten, sind die Koordinaten von () ebenfalls ra-
tional. Denn wir kénnen schreiben r = p/q mit natiirlichen Zahlen p und g;

Einsetzen in die Formel fiir die Koordinaten von @ ergibt wieder Quotienten
natiirlicher Zahlen. O

Wir kénnen unendlich viele rationale Zahlen 0 < r < 1 wahlen, aus denen wir
mit Hilfe dieser Konstruktion unendlich viele Pythagoreische Tripel erhalten,
falls uns die Koordinaten von () ein Tripel mit gréfitem gemeinsamem Teiler
1 liefern. Letzteres ist nicht immer der Fall, es gibt jedoch unendlich viele, die
diese Bedingung erfiillen. Das wollen wir jetzt beweisen, was allerdings etwas
unangenehmer wird.

Beweis (zweiter Teil)
Aus dem ersten Teil des Beweises folgt, dass

r2—1 2 2r 2
— ) + (=) =1,
r2 +1 r2+1

(r? —1)* 4+ (2r)2 = (r* + 1)

Wir kénnen r als r = p/q mit natiirlichen Zahlen p < ¢ schreiben. Einsetzen

liefert
2 2 2 2 2
q q q

(¢* = p°)% + (2p0)* = (P + ¢*)*.
Wir erhalten also ein Pythagoreisches Tripel ¢% — p?, 2pq, p? + ¢2, falls diese

drei Zahlen den groften gemeinsamen Teiler 1 haben. Wir zeigen, dass wir
bereits unendlich viele solcher Tripel finden, wenn wir p = 1 und ¢ gerade

oder

oder
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wihlen. Das besagte Pythagoreische Tripel ist dann also ¢ — 1, 2¢q, 1+ ¢2. Wir
fihren wieder einen Widerspruchsbeweis.
Sei d ein gemeinsamer Primfaktor von ¢ — 1 und 2¢. Dann ist

¢ -1 qg 1

a  Tuua

eine natiirliche Zahl. 2¢/d = m muss ebenfalls eine natiirliche Zahl sein. Dar-
aus folgt q/d = m/2. Aus unserer Annahme, dass ¢ gerade ist, folgt weiter,
dass ¢ - 4 eine natiirliche Zahl ist, jedoch ist 1/d keine natiirliche Zahl. Wi-
derspruch.

Die Zahlen ¢?> — 1 und 2¢ haben also keinen gemeinsamen Primfaktor, also
kénnen sie beide keinen gemeinsamen Primfaktor mit 1 + ¢? haben. Damit
kénnen wir schlieklich folgern, dass ¢ — 1,2¢, 1 + ¢ mit einer geraden Zahl ¢
immer ein Pythagoreisches Tripel ergibt. 0

Das Interessante an diesem Beweis sind der unerwartete Ansatz und die geo-
metrische Konstruktion der Pythagoreischen Tripel. Aufierdem zeigt dieser
Beweis eine Verbindung zwischen diesen Tripeln und den rationalen Punkten
auf dem Einheitskreis auf. Wir erhalten also nicht nur einen Beweis, sondern
auch neue Erkenntnisse und Einsichten iiber Pythagoreische Tripel.
Aufserdem ist die ,;Geschichte natiirlich noch nicht zu Ende. Wir haben durch
die Wahl von p = 1 und geradem ¢ unendlich viele Pythagoreische Tripel kon-
struiert, es gibt jedoch noch viel mehr solcher Tripel, die durch die Wahl
anderer p und ¢ entstehen. Hieriiber kannst Du Dir selber noch Gedanken
machen.

Aufgabe 5.9

Betrachte Satz 5.4.1 mit a; als kleinstem Teiler einer Zahl a, die keine Prim-
zahl ist. Beweise die Abschitzung a; < +/a.

Aufgabe 5.10
Zeige, dass fiir jede reelle Zahl a (a # 1) und jede natiirliche Zahl n > 1

1—a"

at+a*+a*+---+a"=a
l1—-a

gilt.

Aufgabe 5.11
Zeige fiir jede natiirliche Zahl n:

1
13+23+~~+n3:1n2(n+1)2.

Aufgabe 5.12
Betrachte eine positive, reelle Zahl a (beliebig aber fest) und eine beliebige
natiirliche Zahl n; beweise die Ungleichung

(I1+a)" > 1+ na.
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Aufgabe 5.13

Der Beweis von Satz 5.4.7 ist nicht ganz vollstdndig. Finde den fehlenden
Schritt. Rechne nach, was aus der Annahme b? < r2, bzw. aus der Annahme
b2 > r? folgt.

Aufgabe 5.14

Beweise oder widerlege die folgende Behauptung: Gegeben sind in der Ebene
ein Quadrat und ein gleichseitiges Dreieck mit gleichem Umfang. Das Quadrat
hat dann stets den groferen Fliacheninhalt.

Aufgabe 5.15

Die folgende Aufgabe ist aus [13]:

Ein Bér lauft vom Punkt P aus 1 km Richtung Stiden. Danach l&uft er 1 km
Richtung Osten. An diesem Punkt angekommen, wendet er sich nach links
und lduft 1 km Richtung Norden. Jetzt befindet er sich wieder an seinem
Ausgangspunkt P. Welche Farbe hat der Béar?

5.5 Die Regeln des Spiels

Dieser Abschnitt enthélt einige Anmerkungen zu den Grundlagen der Mathe-
matik. Dabei gelangen wir zu philosophischen Fragen wie ,Was ist Wahrheit?
oder ,Wie erkennen wir diese? Uber dieses Thema ist schon sehr viel geschrie-
ben worden; hier kann natiirlich nur eine kleine Einfiihrung gegeben werden.
Abschliefende Antworten auf die gestellten Fragen gibt es in den meisten
Féllen nicht.

5.5.1 Axiomatik

Wir haben bereits zahlreiche Beispiele von
Satzen iiber Geraden und Dreiecke in der
Ebene betrachtet. Diese ,FEbene Geometrie*
kann axiomatisch aufgebaut werden. Das
Gleiche gilt fiir die Zahlentheorie. Wie sieht
das in der Geometrie aus?

Zunichst werden Grundelemente festgelegt,
die nicht genauer erklart werden. In der Ebe-
nen Geometrie sind das zum Beispiel Punkt
und Gerade. Im Folgenden werden dann
Aziome formuliert, die die Ausgangspunk-
te der mathematischen Theorie bilden. Axio-
me kénnen nicht bewiesen werden, aber aus-
gehend von den erwéhnten Grundelementen

Abb. 5.18: David Hilbert.
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und Axiomen kann dann die gesamte Ebene Geometrie mit Hilfe von Defi-
nitionen und Beweisen aufgebaut werden. Jedenfalls ist das nach klassischer
Ansicht die ideale mathematische Theorie. Die alten Griechen betrachteten
die Axiome als unantastbare Wahrheiten, an denen niemand zweifelte. Heut-
zutage sieht man sie eher als geeignete, aber doch ziemlich willkiirliche Aus-
gangspunkte fiir eine mathematische Theorie.

Als Beispiel fiir ein Axiom wéahlen wir hier das sogenannte Parallelenaziom.
Wir stellen fest, dass es in einer Ebene Geradenpaare gibt, die keinen ge-
meinsamen Punkt haben, diese heifsen parallel. Des Weiteren nennt man auch
gleiche Geraden parallel. Das Parallelenaxiom lautet:

In einer Ebene gibt es zu jedem Punkt P und zu jeder Gerade m genau eine
Gerade, die durch P und parallel zu m verlauft.

In [1] (Abschnitt 4) ist ein Beispiel zur Anwendung des Parallelenaxioms zu
finden.

Satz 5.5.1
Wenn in einer Ebene fiir die Geraden [, m und n gilt, dass [ und m sowie
m und n parallel sind, dann sind auch [ und n parallel zueinander.

Nun, das ist kein besonders aufregender Satz, fiir den Beweis benétigt man
jedoch das Parallelenaxiom.

Beweis 1. Angenommen, [ ist nicht parallel zu n.

2. Aus der Annahme in 1. folgt, dass [ und n einen Schnittpunkt P haben.
3. Mit dem Parallelenaxiom folgt dann weiter, dass es genau eine Gerade durch
den Punkt P gibt, die parallel zu m ist. Da [ und n beide parallel zu m sind,
gilt also [ = n.

4. Der 3. Schritt liefert einen Widerspruch zur Annahme aus Schritt 1, also
miissen [ und n parallel sein. O

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts gab es viele Untersuchungen und im Zu-
sammenhang damit auch viele Diskussionen zum axiomatischen Aufbau der
Mathematik. Einer der bedeutendsten Wortfithrer auf diesem Gebiet war Da-
vid Hilbert (1862 - 1943). Er war der Meinung, dass die gesamte Mathematik,
unser Wissen iiber die Wahrheit, durch geeignete Wahl von Grundelemen-
ten, wie Punkt und Gerade in der Ebenen Geometrie oder natiirliche Zahlen
in der Zahlentheorie, und eine dazu passende Wahl von Axiomen aufgebaut
werden konne. Fiir die mathematische Argumentation wurde weiter die Le-
gitimitat der Verwendung von Techniken wie ,yvollstdndige Induktion und
~Beweis durch Widerspruch* als Ausgangspunkt genommen.

Das schien ein verniinftiger Standpunkt zu sein, er erwies sich jedoch als pro-
blematischer als zunéchst angenommen.
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Ein Beispiel fiir ein Axiomensystem in der Zahlentheorie ist dasjenige von
Peano:

Wir betrachten eine Menge von Grundelementen, natiirliche Zahlen ge-
nannt, wobei jedem Grundelement n ein Nachfolger n™ (wir schreiben auch
nt =n+ 1) mit den folgenden Eigenschaften zugeordnet ist:

1. 0 ist eine natiirliche Zahl.

2. Es existiert kein n mit der Eigenschaft n* = 0.

3. Fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen n; und ns mit ny # ns gilt auch

+ +

ny #ng.

4. Falls eine Menge V', die 0 als Element enthélt, die Eigenschaft hat, dass
fiir jedes Element n von V auch der Nachfolger n™ in V enthalten ist,
so ist V' die gesamte Menge der natiirlichen Zahlen.

5.5.2 Intuitionismus

Der Amsterdamer Mathematiker L.E.J.
Brouwer (1881 - 1996) formulierte ernst-
hafte Kritik an der axiomatischen Kon-
zeption der Mathematik. Seiner Meinung
nach ist Mathematik zuallererst ,konstruk-
tive Aktivitat“, also mit anderen Worten
ein ,Fach der Taten“, mit Taten auf ge-
danklichem, geistigem Gebiet. Behauptun-
gen und Sétze seien nur von Bedeutung,
wenn sie von einem menschlichen Geist
konstruiert worden sind. Mit dem Begriff
der Unendlichkeit bekommen wir dann so-
fort Schwierigkeiten. Ebenso ist auch der
Beweis von Satz 5.4.10 intuitionistisch in-
akzeptabel. Denn wir wissen bei dieser Be-

weisfilhrung gar nicht, ob \/5\/5 irrational
ist. Abb. 5.19: L.E.J. Brouwer bei sei-
Allgemeiner gesagt, sieht Brouwer grofle ner Promotion im Jahr 1907.
Probleme bei Widerspruchsbeweisen. Ein

solcher Beweis setzt immer voraus, dass eine Behauptung entweder wahr oder
falsch ist, wiahrend eine weitere, dritte Moglichkeit offenbar logisch ausge-
schlossen ist.

Deshalb werden sehr viele Beweise klassischer mathematischer Sétze durch
die Intuitionisten iiber Bord geworfen, obwohl es nur in einer beschrankten
Zahl von Fallen intuitionistische Ersatzversionen gibt. Das alles stiefs bei Hil-
bert und einigen anderen Mathematikern auf Ablehnung und fiihrte in der
Zeit von 1910 bis 1930 zur sogenannten ,Grundlagenkrise der Mathematik®.
In dieser Krise spielte nicht nur Brouwer, sondern auch Gédel und viele andere
Mathematiker eine wichtige Rolle.
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5.5.3 Intermezzo: Der Platonismus

Ein Platonist in der Mathematik ist jemand, der davon ausgeht, dass alle ma-
thematischen Wahrheiten unabhéngig von der Menschheit existieren. Diese
Wahrheiten miissen nur entdeckt werden. So existieren aus dieser Sicht die
natiirlichen Zahlen und zum Beispiel auch die Teilmenge der Primzahlen als
Idee unabhdingig vom menschlichen Geist. Ein Platonist ist der Meinung, dass
die Primzahlen genauso existieren und so real sind wie Apfel oder Stiihle.
Viele Mathematiker sind Platonisten. Es gibt jedoch auch eine grofe Gruppe
von Mathematikern, darunter so beriihmte wie Henri Poincaré, die glauben,
dass mathematische Ideen und Sétze durch den Menschen geschaffen werden.
Sie werden nicht entdeckt sondern erfunden.

Das ist eine interessante Diskussion, doch fiir die alltégliche Arbeit mit Ma-
thematik macht es keinen Unterschied, welchen Standpunkt man vertritt. Die
Tatsache ob ein Mathematiker Platonist ist, ist also eigentlich nicht sehr rele-
vant, hat aber groffen Einfluss auf die Art, wie der Mathematiker mit Themen
wie den ,,Grundlagen” umgeht. Diese Eigenschaft hat der Platonimus mit all-
gemein weltanschaulichen Standpunkten gemeinsam.

Plato unterscheidet zwischen dem, was wir erleben und dem, was als ,,Jdee*
existiert. Mit unseren Sinnen nehmen wir zum Beispiel ,,gute Taten“ wahr,
oder kénnen sechs Apfel zihlen, doch damit beziehen wir uns auf ,das Gu-
te* oder ,sechs als Zahl“. ,Das Gute* und ,die Zahlen* sind dann ,Ideen“.
Plato meint, dass das Erleben, die Sinneswahrnehmungen liickenhaft sind
und verdeutlicht das mit seinem berithmten ,,H6hlengleichnis®. Eine Kurz-
fassung hiervon lautet wie folgt:

Vergleiche die Lage des Menschen beziiglich Erkenntnis und Unwissenheit
mit der folgenden Situation. Stell Dir Menschen in einer unterirdischen
Héhle vor. In dieser Héhle leben Menschen von klein auf, an Armen und
Beinen gefesselt, sodass sie sich nicht bewegen und nur geradeaus blicken
kénnen. Hinter thren Ricken bremnt ein Feuer und zwischen den Gefan-
genen und dem Feuer befindet sich eine niedrige Mauer. Hinter dieser
Mauer werden Gegenstinde, Figuren und Tiere entlang getragen, welche
tiber die Mauer herausragen. Die Gefangenen kénnen nur die Schatten
dieser Gegenstinde an der gegeniiberliegenden Wand beobachten. Wenn
sie miteinander sprechen, wiirden sie dann nicht den Schattenbildern Na-
men geben, und glauben dber die Figuren und Tiere selber zu sprechen? Sie
wirden niemals etwas anderes fiir das Wesentliche halten, als die Schatten
der Dinge.

5.5.4 Gd6dels Bombe geht hoch

Nach den vielen philosophischen Diskussionen iiber die Grundlagen der Ma-
thematik gab es um 1930 schockierende Neuigkeiten. Der Mathematiker Kurt
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Godel (1906 - 1978) beschiftigte sich in Wien mit der Frage, ob die gesamte
Mathematik mit einigen geeigneten Axiomen als Ausgangspunkt logisch aufge-
baut werden kann'. Das Schockierende ist, dass seine Antwort ,nein“ lautete.
Godel verwendete hierfiir den Begriff ,entscheidbar®. Wenn eine mathema-
tische Behauptung oder ihre Negation, im Rahmen eines Axiomensystems
beweisbar ist, so ist die Behauptung entscheidbar. Betrachte zum Beispiel
die Arithmetik, ein Teilgebiet der Zahlentheorie, das aus der Gesamtheit der
Aussagen zu den natiirlichen Zahlen besteht, welche aus logischen Begriffen
und Argumenten aufgebaut werden kénnen. Ein Beispiel ist die Aussage, dass
es unendlich viele Primzahlen gibt. In seinem Unvollsténdigkeitssatz zeigte
Godel, dass ausgehend von einem Axiomensystem fiir die Arithmetik das Fol-
gende gilt: Entweder existieren Aussagen die nicht entscheidbar sind oder das
Axiomensystem ist widerspriichlich. Im Fall der Unentscheidbarkeit kann man
im gegebenen Axiomensystem keinen Beweis dafiir finden, ob die Behauptung
wahr oder falsch ist.

Mit anderen Worten, wenn man die Arithmetik gut aufbaut (zum Beispiel
mit einem Axiomensystem wie dem von Peano), dann gibt es wahre Behaup-
tungen, die nicht durch logische Herleitung aus dem Vorgegebenen beweisbar
sind. Man kann natiirlich annehmen, dass das an den Axiomen (zum Beispiel
von Peano) liegt und diese deshalb &ndern oder ergédnzen. Das kann fiir eine
bestimmte Behauptung helfen, allerdings gibt es dann andere Behauptungen,
die sich wieder als nicht entscheidbar erweisen.

Um zu verstehen, wie Godel seine
Ergebnisse verstand, ist es hilfreich
zu wissen, dass er Platonist war. Sei-
ner Meinung nach existiert die Ma-
thematik objektiv, unabéngig vom
Menschen, und dabei sind auch ei-
nige nicht entscheidbare Wahrhei-
ten. Nach Goédel sind diese Aussagen
wahr, aber das ist von uns nicht mit
Beweisen festzustellen, da die Me-
thode des logischen Beweisens mit
Hilfe der Axiome hier versagt.

Fiir David Hilbert, der die gesamte
Mathematik axiomatisch aufbauen
wollte waren Godels Unvollstandig-
keitssétze ein schwerer Riickschlag.
Godel selbst sah das weniger als Pro-
blem, da fiir ihn neben dem deduk-
tiven Ableiten von Sétzen aus Axio-

Abb. 5.20: Godel mit Einstein in Prin-
ceton, 1950.

! Vornehmer gesagt: nur mit Hilfe formaler Logik (Aussagenlogik) aus den Axiomen
abgeleitet.
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men auch die intuitive Einsicht in mathematische Wahrheiten unverzichtbar
ist.

5.5.5 Beweise und Computer

Wir haben bereits in der Einleitung festgestellt, dass man eine Vermutung,
wie die von Goldbach, nicht beweisen kann, indem man Schritt fiir Schritt al-
le geraden natiirlichen Zahlen durchgeht. Allerdings spielt der Computer eine
wesentliche Rolle in der experimentellen Phase einer mathematischen Theo-
rie. In vielen Bereichen der Mathematik werden heutzutage Berechnungen mit
dem Computer angestellt, um Ideen zu testen und um Inspiration fiir neue
Sétze zu finden.

Es gibt auch Beweise, die so lang sind und so viele einzelne Schritte benotigen
um alle Moglichkeiten nachzurechnen, dass die Hilfe eines Computers unver-
zichtbar ist. Ein Beispiel hierfiir ist der Beweis des Vier-Farben-Problems.
Dieses Problem wurde 1852 als Vermutung formuliert, es geht, etwas ungenau
gesagt, darum, dass jede Landkarte, mit beliebigen Landesgrenzen, héchstens
vier verschiedene Farben benotigt. Hierbei miissen aneinander grenzende Lén-
der natiirlich verschiedene Farben haben. 1976 wurde diese Vermutung von
Appel und Haken bewiesen, wobei sie ein sehr grofies Computerprogramm mit
langer Rechenzeit verwendeten, um alle méglichen Félle und Beweisschritte
nachzurechnen. Diese Rechnungen waren so kompliziert und so umfangreich,
dass sie fiir einen Menschen nicht ausfithrbar waren.

Einige Mathematiker akzeptieren einen solchen Beweis nicht. Sie sind der Mei-
nung, dass jeder Schritt, der zur Gesamtheit des Beweises gehort, von einem
Menschen nachzurechnen sein muss. Wahrscheinlich ist das zu konservativ ge-
dacht, und wir miissen einen solchen ,Computerbeweis* akzeptieren, es wird
in Zukunft sicher noch mehr von dieser Sorte geben. Einen Schonheitspreis
bekommen solche Beweise jedoch nicht.

Ein ganz anderes Projekt, bei dem Computer zum Einsatz kommen, ist das
Projekt AUTOMATH. Es wurde 1967 durch den niederléndischen Mathemati-
ker N.G. de Bruijn begonnen. Die Idee dahinter ist, dass fiir die Entdeckung
neuer Mathematik, neuer Sitze und Beweise, die Kreativitit des menschli-
chen Geistes unentbehrlich ist, dass aber fiir das Kontrollieren der Korrekt-
heit einer Argumentation der Computer eingesetzt werden kann. Hierbei ist
es wichtig, fiir Sétze und Beweise eine dufserst prézise Sprachregelung zu ent-
wickeln, sodass man mit einem Computerprogramm den Beweis Schritt fir
Schritt verifizieren kann. Das Projekt lief bis in die achtziger Jahre des 20.
Jahrhunderts und konzentrierte sich vor allem auf die Sétze und Beweise eines
Mathematikbuchs von E. Landau. Dieses Buch handelt von der Analysis und
ist bereits so exakt formuliert, viel exakter als ein durchschnittliches Mathe-
matikbuch(!), dass die Ubersetzung in Automath-Sprache méglich war. Das
Projekt ist abgeschlossen und man hat dabei so viel gelernt, dass es bis heute
einen sehr groffen Einfluss auf die Forschung auf dem Gebiet des Beweisens
mit dem Computer hat.
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5.5.6 Das Spiel mit den Regeln

Die Grundlagenkrise der Mathematik erreichte einen Héhepunkt in der ersten
Halfte des 20. Jahrhunderts. Sie beschéftigt die meisten Mathematiker der
Gegenwart allerdings nicht mehr so sehr, wohl weil es keine definitive Antwort
auf die fundamentalen Fragen gibt, und auch weil die tégliche Praxis der
Mathematik weiter geht und oftmals zu niitzlichen und schénen Ergebnissen
fihrt. Die meisten Mathematiker sind zufrieden damit, dass sie an die Arbeit
gehen kénnen mit:

e einigen Grundbegriffen wie Punkt, Gerade und Zahl (abhéingig vom Fach-
gebiet, auf dem sie sich bewegen);

e einem geeigneten System von Axiomen als Ausgangspunkt fiir Argumen-
tationen;

e dem Gebrauch von Techniken wie vollstindige Induktion und Wider-
spruchsbeweisen wie in Abschnitt 5.4.

Und doch hat die Diskussion iiber Grundlagen zu viel Einsicht und Klarheit
gefiihrt. Die Standpunkte und Ergebnisse dieser Erforschung der Fundamente
ergénzen sich sehr viel mehr, als dass sie gegensiitzlich sind.

5.6 Hinweise zu den Aufgaben

Hier folgen Hinweise, die bei den Aufgaben helfen sollen. Die Intention bei den
Aufgaben ist, dass Du die Beweise selber genau und vollstdndig aufschreibst.

Aufgabe 5.1
a) Es gibt eine gerade Primzahl, 2, also ist G gerade.
b) Finde ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 5.2
Nimm zum Beispiel das arithmetische Mittel von p/q und r/s.

Aufgabe 5.3
Wir wissen, dass tan « > 0, also gilt die linke Ungleichung. Weiter teilen wir
tan a durch eine Zahl grofer als 1, also gilt auch die rechte Ungleichung

Aufgabe 5.4
Fiihre diese Konstruktion auch mit den zwei anderen Seiten durch, es gibt
also mindestens drei.

Aufgabe 5.5

Folge dem Beweis von Satz 5.3.2. Nimm an, dass y/m rational ist: /m = p/q
mit natiirlichen Zahlen p, g. Zeige, dass p? ein Vielfaches von m ist, und daraus
folgt, dass p ein Vielfaches von m ist. Das fithrt zum Widerspruch.
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Aufgabe 5.6
Die Losungen sind —7,1, 3. Zeige, dass die Funktion fiir x < —7 fallend, fiir
—7 <z < 1 positiv, fiir 1 < z < 3 negativ und fiir > 3 steigend ist.

Aufgabe 5.7

b) Zeige: wenn a und b gerade sind, muss ¢ auch gerade sein. Widerspruch,
denn sie haben den grofiten gemeinsamen Teiler 1.

Zeige weiter, dass wenn a und b ungerade sind, ¢? gerade ist (durch 2 teilbar),
aber kein Vielfaches von 4. Dann kann c¢ keine natiirliche Zahl sein. Wider-
spruch.

Aufgabe 5.8
Die Schritte 1 — 7 sind richtig, aber weil a = b wird in Schritt 8 durch Null
geteilt.

Aufgabe 5.9
Sei a keine Primzahl, ¢ = aym mit a; und m Teiler von a,a; < m,a; > 1.

Dann gilt v/a = \/aim = \/a1/m > \Jai /a1 = a;.

Aufgabe 5.10
Fiir n = 1 stimmt die Formel. Die Aussage gelte fiir ein festes, beliebiges n,
wir beweisen dass die Formel auch fiir n + 1 gilt:

1—q"
a+a2+a3_~_.“+an+an+1: a +an+1

)

(1 rar).
—a (5 ai‘z),
=

= (T

1—a™+a® —a™t!
1—a ’

1—a”
1—-a
Aufgabe 5.11
Wir kénnen Satz 5.4.8 anwenden oder den Beweis direkt mit vollsténdiger
Induktion fithren.

Aufgabe 5.12
Fiir n = 1 ist die Aussage wahr. Es gelte die Aussage fiir ein festes, beliebiges
n, wir beweisen, dass die Formel auch fiir n + 1 gilt:

(I+a)"" = (1+a)"(1+a),
> (1+na)(1+a) = (1+na+a+na?).

Fiihre diese Rechnung selber zuende.
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Aufgabe 5.13

Fehlender Zwischenschritt: Die Gleichung ist quadratisch wenn der Koeffizient
von 2 ungleich Null ist. Das ist der Fall.

Wenn b? < r? gibt es zwei Schnittpunkte, wenn b2 > r2 hiingt es von a ab: es
gibt Schnittpunkte wenn a?b? > (1 + a?)(b* — r?).

AufBerdem fehlt die Betrachtung des Falles senkrechter Geraden.

Aufgabe 5.14

Das Quadrat hat Seitenlinge d und Flicheninhalt d?. Das Dreieck hat Sei-
tenlédnge a und es gilt 3a = 4d. Berechne den Flécheninhalt des Dreiecks und
verwende die Gleichheit der Umfénge.

Aufgabe 5.15

Der einzige Punkt auf der Erde, an dem man in einem solchen Dreieck wieder
an seinen Ausgangspunkt zuriick kommt ist der Nordpol. Also ist der Bér ein
Eisbéar, er hat also die Farbe ...

Arbeitsauftrage

Arbeitsauftrag 5.1

Beweise, dass die folgende Behauptung gilt:

Wenn die Quersumme einer natiirlichen Zahl (die Summe ihrer Ziffern) durch
drei teilbar ist, dann ist auch die Zahl selber durch drei teilbar.

Arbeitsauftrag 5.2

In Bruno Ernsts Buch [6] oder bei Loomis [12] oder im Internet, stehen eini-
ge Beweise des Satzes von Pythagoras. Uberlege Dir, welche Einsichten und
Erkenntnisse diese Beweise zur Bedeutung dieses Satzes liefern. Vergleiche
insbesondere den Beweis von Euklid mit einem der anderen Beweise.

Arbeitsauftrag 5.3

Wir betrachten regelméfige Vielecke (n-Ecke) in der Ebene.

Zeige, dass sich wenn n gerade ist, n/2 Diagonalen in einem Punkt schneiden.
Fiir ungerade n schneiden sich keine drei Diagonalen in einem Punkt. Unter-
suche ob diese Behauptung wahr ist. Beginne zum Beispiel mit einem regel-
maékigen Fiinfeck.

Arbeitsauftrag 5.4

Formuliere die zwei eingerahmten Sétze aus [3] in Abschnitt 5.4.1 neu und
beweise diese vollstédndig, mit allen Zwischenschritten.

Zeige, dass diese Beweisfithrung auch fiir andere Sétze verwendet werden kann
(siehe hierzu Kapitel 3 aus [3]).
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Arbeitsauftrag 5.5

Betrachte die Folge der Fibonacci-Zahlen 1,1,2,3,5,8,13,..., das ist eine
Folge natiirlicher Zahlen, bei der jede Zahl die Summe der beiden vorherigen
ist. Allgemein gilt fiir eine Fibonacci-Zahl a,,

(py2 = Apg1 +ap, ag =1, a; = 1.

Zeige:
2 n+1
U1 = Anlppz = (=1)"7

5.7 Websites und Literatur

Wenn man bei einer Suchmaschine ,,mathematische Beweise* oder ,mathema-
tical proofs” eingibt, findet man sehr viele Seiten mit zum Teil lehrreichen,
zum Teil amiisanten, aber auch falschen Meldungen und Berichten. Beweise
zu Pythagoras findet man unter [14].

Eine moderne Ubersicht iiber die Grundlagen der Mathematik ist [9]. In der
sehr schonen Biographie von Brouwer [5] findet man einiges iiber Leben und
Werk des Intuitionisten, die Grundlagenkrise, in die er verwickelt war und
auch zahlreiche andere Diskussionen, an denen er beteiligt war.

Fiir Leserinnen und Leser, die nicht holl&ndisch sprechen, sei als allgemeine
Einfiihrung [11] empfohlen. Auferdem wurden, so weit verfiighar, englische
Ubersetzungen der Biicher mit angegeben.

Die Geometrie, die wir betrachtet haben, war immer in Euklids Sinn auf-
gebaut. Man kann auch von einem anderen Axiomensystem ausgehen, siche
hierzu das folgende Kapitel.

Das AUTOMATH ARCHIVE findet man auf
http://www.automath.webhop.net/
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Nicht-Euklidische Geometrie und ihre
Geschichte

Iris van Gulik-Gulikers

Vorbemerkung der Herausgeber

Durch einen Punkt in der Ebene, welcher nicht auf einer gegebenen Gera-
den liegt, gibt es eine und nur eine dazu parallele Gerade. Diese (vielleicht
offensichtlich erscheinende) Aussage ist eine Formulierung des sogenannten
Parallelenpostulats der Ebenen Geometrie. In diesem Kapitel geht es um den
axiomatischen Aufbau einer mathematischen Theorie, welchen in der Geome-
trie erstmals Euklid eingefiihrt hat: Aus wenigen (offensichtlich richtigen oder
als richtig akzeptierten) Grundtatsachen werden weitere Eigenschaften und
Beziehungen hergeleitet. Der Versuch, das Parallelenpostulat aus den ,einfa-
cheren* von Euklids Axiomen zu beweisen, hat Mathematiker jahrhunderte-
lang vor unlésbare Probleme gestellt, bis man auf die Idee kam, die Beweisver-
suche aufzugeben und Modelle fiir Geometrien zu konstruieren, die nicht dem
Parallelenpostulat gentigen. So entstand die Nicht-Euklidische Geometrie. In-
zwischen haben diese ,seltsamen® Geometrien auch zahlreiche Anwendungen
z. B. in der Physik gefunden.

Dieses Kapitel benotigt mehr Vorkenntnisse als die vorangegangenen; zu emp-
fehlen ist insbesondere das Durcharbeiten von Kapitel 5 zum Thema Beweise.
Es ist auch hilfreich (aber nicht zwingend notwendig), etwas tiefgehendere
Kenntnisse der Euklidischen Geometrie zu haben.

Einleitung

Dieses Kapitel behandelt die Entwicklung der nichteuklidischen Geometrie
im Lauf der Geschichte. Es erldutert den Entstehungsprozess der Geometrie
und macht deutlich, dass die Geometrie keineswegs vor mehr als 2000 Jahren
in Griechenland abgeschlossen wurde, sondern iiber Jahrhunderte ein aktives
Forschungsgebiet der Mathematik war und noch immer ist.

F. Verhulst, S. Walcher (eds.), Das Zebra-Buch zur Geometrie, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-05248-4 6, (© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Die Geschichte beginnt mit Zweifeln am Aufbau von Euklids Elementen und
mit Versuchen, das Parallelenaxiom aus anderen Axiomen und Postulaten
herzuleiten. Erst im 19. Jahrhundert entdeckten Bolyai und Lobacevskii, dass
dies nicht moglich ist. Sie entwickelten eine Geometrie, in der die Negation des
Parallelenaxioms angenommen wird. Es gibt zwei Varianten der nichteuklidi-
schen Geometrie: die elliptische und die hyperbolische Geometrie. Ein Modell
der hyperbolischen Geometrie, Poincarés Kreisscheibenmodell, spielt in den
,Cirkellimieten* (Kreislimiten) von Escher eine grofse Rolle. Mit Hilfe des Dy-
namischen Geometrie-Systems Cabri konnen Ergebnisse im Rahmen dieses
Modells erforscht werden, darunter auch der Satz, dass die Winkelsumme in
einem Dreieck nicht gleich 180° ist.

Schiilerkommentar: ,,Wenn man zum ersten Mal hért, dass die drei
Winkel in einem Dreieck zusammen keine 180° ergeben, denkt man
das kann doch nicht sein. Aber es geht doch. Das steht im Gegensatz
zu allem, was man weifl. Und das ist schwer zu akzeptieren. Aber es
ist sehr interessant.“

Dieses Kapitel kann als Wahlthema verwendet werden fiir niederléandische
Oberstufenschiiler mit Mathematik B12 in ihrem Profil, die den Unterbereich
~Beweise in der ebenen Geometrie” bereits abgeschlossen haben. Die Entwick-
lung der nichteuklidischen Geometrie bietet eine schéne Gelegenheit, vorhan-
dene Geometrie-Kenntnisse auszubauen und etwas {iber die Entwicklung einer
mathematischen Disziplin zu lernen.

Schiiler konnen dieses Kapitel selbststdndig durcharbeiten. Die Bearbeitung
der Aufgaben in den ersten fiinf Abschnitten sollte etwa 20 Schulstunden
in Anspruch nehmen. Das Kapitel schlieft mit einigen Arbeitsauftragen. In
Absprache mit dem Lehrer kann ein Auftrag ausgewihlt und in 10 bis 20
Schulstunden bearbeitet werden.

Zu diesem Kapitel ist auch ein Handbuch fiir Lehrer (in Niederlandisch) er-
héltlich. Neben der ausfiihrlichen Ausarbeitung aller Aufgaben wird kurz der
Inhalt aller Abschnitte beschrieben. Zusétzlich werden einige Vorschlage fiir
Arbeitsauftrage gemacht und Bewertungskriterien fiir verschiedene Formen
der Prisentation geliefert. Lehrer kdnnen dieses Handbuch per email bei der
Autorin anfordern.

6.1 Die Elemente von Euklid

Die ebene Geometrie, die man in der Schule lernt, basiert auf den Elementen
von Euklid, einem griechischen Mathematiker, der um 300 vor Christus lebte
und der einflussreichste Mathematiker des Altertums ist. Von seinem Leben
ist wenig bekannt, aufler dass er Lehrer in Alexandria war.
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Die Elemente stellen sein bedeutendstes
Werk dar. Es liefert in 13 Bénden die
dlteste systematische Abhandlung iiber
Geometrie. Es werden darin nacheinan-
der die ebene Geometrie, die Arithme-
tik sowie die rdumliche Geometrie be-
handelt. Es gilt hierzulande und auch
in vielen anderen Landern seit Jahrhun-
derten als Musterlehrbuch fiir das Stu-
dium der Geometrie. Es ist nach der Bi-
bel das Buch, das in der westlichen Welt
am h&ufigsten produziert und studiert
wurde. Seit der Erfindung des Buch-
drucks sind mehr als tausend Ausga-
ben erschienen, dazu sind aufserdem vie-
le tausend handschriftliche Kopien im
Abb. 6.1: Euklid. Relief am Dom Umlauf. Die Elemente wurde erstmalig
von Florenz. (Foto: Deutsches Muse- 1482 gedruckt.

um Miinchen)

6.1.1 Axiomatischer Aufbau

Euklid liefert in seinem Werk einen axiomatischen Aufbau der ebenen Geo-
metrie. Buch I beginnt mit 23 Definitionen, 5 Axiomen und 5 Postulaten,
aus denen weitere Sétze logisch stringent hergeleitet werden. Euklid hélt die-
sen Ausgangspunkt fiir notwendig und hinreichend als Fundament, auf dem
das ganze Bauwerk der Geometrie durch logische Argumentation aufgebaut
werden kann. Wenn man andere Ausgangspunkte betrachtet, entsteht auch
eine andere, ,neue‘ Geometrie. Das werden wir im Verlauf dieses Kapitels noch
sehen. Die erste Seite von Euklids Elementen gibt einen Teil der 23 Defini-
tionen wieder. Eine Definition ist eine prézise Umschreibung eines Begriffs.

Aufgabe 6.1

Betrachte die Zeichnungen auf der ersten Seite der Elemente. Von welchen
Begriffen liefert Euklid Beschreibungen auf der ersten Seite seines Buches
(siche Abbildung 6.2)?

Die fiinf Axiome in Die Elemente sind keine spezifischen geometrischen Ei-
genschaften, sondern ,selbstverstédndliche Tatsachen, die man nicht verdndern
kann. Sie lauten wie folgt:

Dinge, die zu demselben gleich sind, sind auch untereinander gleich.
Wenn man zu gleichen Dingen Gleiches hinzufiigt, sind die Ganzen gleich.
Wenn man von gleichen Dingen Gleiches abzieht, sind die Reste gleich.
Dinge, die einander decken, sind gleich.

Das Ganze ist grofer als ein Teil davon.

Lo
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Abb. 6.2: Die erste Seite der Elemente in der ersten Druckausgabe von 1482.
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Aufgabe 6.2
Driicke die Axiome 1,2,3 und 5 algebraisch aus.

Die fiinf Postulate, also ,,Arbeitshypothesen” lauten in heutiger Sprache wie
folgt:

1.
2.
3.

Von einem Punkt zu einem anderen Punkt kann man eine Strecke ziehen.
Man kann eine Strecke zu einer Geraden verlédngern.

Man kann einen Kreis mit jedem gegebenen Radius und jedem gegebenen
Mittelpunkt zeichnen.

Alle rechten Winkel sind einander gleich.

Wenn bei einer Geraden, die zwei andere Geraden schneidet, die Sum-
me der beiden Innenwinkel (Nachbarwinkel) an der gleichen Seite kleiner
ist als die Summe von zwei rechten Winkeln, so werden sich die beiden
Geraden auf der Seite schneiden, an der sich diese beiden Winkel befinden.

/ P = £ utiones funt quings: €2 quoliber piicto in quemlibet
/‘\ ¢ L9/ Y| punctum rectd lined ducereatqslined definitdin ctingg
o S il vrectiiqs quatiilibet protrabere. @ Puper centrii quodlis
] ES@ ber quaromlibet occupando fpacium civculus dehignare.

e Sfeel] @ Omnes rectos angulos ibitnuicem efle equales: @i
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Abb. 6.3: Die fiinf Postulate in der ersten Druckausgabe der Elemente von 1482.

6.

1.2 Das Parallelenpostulat

Euklids Postulate bilden die ,Spielregeln* des Beweisens. Wenn man diese
Postulate anders wahlt, erhdlt man auch eine andere Geometrie, was zu vie-
len Diskussionen unter Mathematikern fiihrte. Es wurde vor allem das fiinfte
Postulat, iiber parallele Geraden, diskutiert. Euklid formulierte das fiinfte
Postulat, auch Parallelenpostulat genannt, in moderner Sprache wie folgt:

Wenn zwei Geraden g und h durch eine dritte Gerade t geschnitten
werden, und die Innenwinkel (Nachbarwinkel) oz und /3 an einer Seite
der Geraden zusammen kleiner als 180° sind, dann schneiden sich g
und h auf dieser Seite von ¢.
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Aufgabe 6.3
Stelle Euklids Formulierung des Parallelenpostulats in einer Zeichnung dar.

Bereits zu Euklids Zeiten war man, auf Grund des Kontrastes zwischen dem
komplizierten Charakter des fiinften Postulats und der Einfachheit der ande-
ren Axiome und Postulate, von diesem Postulat besonders fasziniert. Es fallt
auf, dass Euklid selber das Parallelenpostulat so lange wie mdoglich nicht ver-
wendete (bis zu Satz 29). Dadurch entstand die Vermutung, dass das fiinfte
Postulat iiberfliissig ist und aus den anderen Axiomen und Postulaten ab-
geleitet werden kann. Man vermutete auch, dass man es durch ein anderes,
einfacheres Postulat ersetzen kénnte, das zu derselben Geometrie fiihrt. Diese
Vermutungen beschéftigten viele Mathematiker bis ins 19. Jahrhundert. Erst
dann stellte sich heraus, dass weder das eine noch das andere moglich ist.

Auch der Schotte John Playfair beschéftigte
sich mit dem Parallelenpostulat. 1795 verof-
fentlichte er eine Ausgabe von Die Elemente
fiir Studenten. Er 16ste darin die schwierige
Formulierung des Parallelenpostulats auf, in
dem er es folgendermafsen formulierte:

Durch einen gegebenen Punkt aufser-
halb einer gegebenen Geraden ver-
lduft genau eine Gerade, die parallel
zu dieser ist.

Abb. 6.4: John Playfair. (Foto: Dabei verwendete Playfair Euklids Definiti-
St. Andrews University Library.) —on paralleler Geraden:

Parallele Geraden sind Geraden, die in derselben Ebene liegen und sich
in beide Richtungen bis ins Unendliche verlidngert in keinem Punkt
schneiden.

Der Vorteil von Playfairs Formulierung gegeniiber der von Euklid ist, dass sie
weniger technisch ist und es auferdem einfacher ist, die Negation des Postulats
zu formulieren. Aber es stellte sich heraus, dass mit diesem ,,Ersatz-Postulat
nichts gewonnen war, da aus Playfairs Postulat Euklids fiinftes Postulat folgt.
Der Anfang des Beweises hierfiir ist wie folgt.

Gegeben:

Drei Geraden AB, C'D und EF, fiir die gilt, dass AB und C'D mit EF jeweils
die Winkel AEF sowie EFC bilden und weiter, dass beide Winkel zusammen
kleiner als 180° sind.

Zu zeigen:
AB und CD schneiden sich in der Richtung von A und C.
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Beweis:
Zeichne eine Gerade GH durch FE, die mit EF den Winkel GEF bildet, der
ebenso grof ist wie EF D.

Abb. 6.5: Skizze zum Beweis.

Dann ist GH parallel zu CD (Wechselwinkel). Der Beweis kann abgeschlossen
werden mit Hilfe der folgenden Schritte:

1. Von einem Punkt zu einem anderen Punkt kann man eine Gerade zeich-
nen.

2. Zeige, dass sich die Geraden AB und C'D schneiden miissen.

3. Begriinde, an welcher Seite sich die Geraden schneiden mit der Tatsache,
dass die Geraden ein Dreieck mit Seite EF bilden miissen.

4. Zeige, warum Euklids flinftes Postulat schlieflich bewiesen ist.

Aufgabe 6.4
Arbeite die beschriebenen Schritte des Beweises (dass aus Playfairs Postulat
Euklids fiinftes Postulat folgt) aus und erléutere die einzelnen Schritte.

6.1.3 Sitze, die ohne das Parallelenpostulat beweisbar sind

Dass Euklid wohl selbst Schwierigkeiten mit der selbstverstdndlichen Annah-
me des Parallelenpostulats hatte, wird daran deutlich, dass er so lange wie
moglich versuchte, Die Elemente ohne Verwendung des fiinften Postulats auf-
zubauen. Das gelang ihm mit den ersten 28 Sétzen, auch Propositionen ge-
nannt, des ersten Buches.

Um einen Eindruck zu vermitteln, welche Folgen die Annahme des Paral-
lelenpostulats fiir die ebene Geometrie hat, werden wir hier einige Sétze in
moderner Sprache formulieren, die man ohne das fiinfte Postulat beweisen
kann.
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e Proposition I.5: In einem gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel
gleich grok.

e Proposition I.6: Wenn in einem Dreieck zwei Winkel gleich grof sind, dann
ist das Dreieck gleichschenklig.

e Proposition [.13: Ein rechter Winkel hat 90° und ein gestreckter Winkel
hat 180°.

e Proposition I.15: Die sich gegeniiber liegenden Winkel (Scheitelwinkel) von
zwei sich schneidenden Geraden sind gleich grof.

e Proposition 1.16: In einem Dreieck ist der Aufenwinkel [der Winkel zwi-
schen einer Seite und der Verlangerung einer anderen Seite] grofer als jeder
nicht angrenzende Innenwinkel.

e Proposition [.17: Zwei Winkel eines Dreiecks sind zusammen immer kleiner
als 180°.

e Proposition 1.27: Wenn zwei Geraden durch eine dritte Gerade geschnitten
werden, sodass die beiden Wechselwinkel (oder Z-Winkel) gleich grofs sind,
so sind die Geraden parallel.

e Proposition 1.28: Wenn zwei Geraden durch eine dritte Gerade geschnitten
werden, sodass die beiden Stufenwinkel (oder F-Winkel) gleich grof sind,
so sind die Geraden parallel.

Auch Kongruenzsétze fiir Dreiecke konnen ohne Verwendung des Parallelen-
postulats bewiesen werden. Zwei Dreiecke sind kongruent (mit dem Symbol
= bezeichnet) wenn sie dhnlich und gleich grof sind.

Fiir kongruente Dreiecke muss gelten:

e Eine Seite und die zwei anliegenden Winkel sind gleich (WSW) (Proposi-
tion 1.26).

e Eine Seite, ein anliegender Winkel und der gegeniiberliegende Winkel sind
gleich (SWW) (Proposition 1.26).

e Zwei Seiten und der Winkel zwischen diesen beiden Seiten sind gleich
(SWS) (Proposition 1.4).

e Alle drei Seiten (SSS) sind gleich (Proposition I1.8).

Einige der oben aufgefiithrten Sitze sind vielleicht bereits aus der Schule be-
kannt, wahrscheinlich jedoch nicht bewiesen worden. Euklid hingegen hat in
den Elementen alle Sétze bewiesen.

Der Beweis von Proposition 1.16 geht zum Beispiel so:

Gegeben:
Dreieck ABC.

Zu zeigen:
£C93 > /B und £C%3 > LA.

Beweis:
Bezeichne den Mittelpunkt von BC mit D.
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Verldngere AD um die Strecke AD und bezeichne den neuen Endpunkt mit
E.

Abb. 6.6: Skizze zum Beweis von Euklids Proposition 1.16.

Dann gilt AD = DE.

Weiter gilt BD = DC und £D; = ZD; (Proposition 1.15).

Daraus folgt ABDA = ACDE (SWS).

Also gilt £Cy = /B.

Da CFE durch den Winkel ZCy3 verlauft, gilt Z/Cs3 > ZC5, also gilt £Cs3 >
/B.

Aufgabe 6.5

Auf dhnliche Weise wie oben kann man beweisen, dass ZCs3 > ZA gilt. Be-
weise dies mit Hilfe des Mittelpunktes F' von AC.

Aufgabe 6.6

Beweise Proposition 1.28: Nimm an, dass ZEGB = ZGH D gilt. Zeige weiter,
dass AB parallel zu CD ist. Die vor 1.28 genannten Propositionen diirfen
verwendet werden.

Behalte bei diesem und auch bei den folgenden Beweisen die Struktur des
Beweises von Proposition 1.16 bei:

Gegeben:
Schreibe auf, was gegeben ist.

Zu zeigen:
Schreibe auf, was zu zeigen ist.

Beweis:
Fiihre den Beweis mit klaren Verweisen auf Axiome, Postulate oder friiher
bewiesene oder angenommene Sétze.
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c H\ D
F
Abb. 6.7: Skizze zum Beweis von Euklids Proposition 1.28.

6.1.4 Sitze, die mit dem Parallelenpostulat bewiesen werden

Fiir die Umkehrung von Proposition 1.27 und Proposition 1.28 muss in Satz
1.29 zum ersten Mal das Parallelenpostulat verwendet werden. Man erhalt
dann den wahrscheinlich aus der Schule bekannten Satz, dass bei zwei paral-
lelen Geraden, die durch eine dritte Gerade geschnitten werden, die Stufen-
und Wechselwinkel gleich sind.

Bevor wir das beweisen, wollen wir zundchst eine wichtige Beweismethode
betrachten: den Widerspruchsbeweis. Dieser Typ von Beweis wird uns spé-
ter noch ofter begegnen. Ein Widerspruchsbeweis besteht aus den folgenden
Schritten:

1. Nimm an, dass das Gegenteil (die Negation) der zu beweisenden Behaup-
tung wahr ist.

2. Zeige dann, dass daraus etwas folgt, das unmoglich ist.

3. Aus dieser Unmdoglichkeit folgt dann, dass die Behauptung, die zu bewei-
sen war, wahr sein muss.

Als Beispiel werden wir den folgenden Satz, von dem jeder einsieht, dass er
wahr sein muss, mit einem Widerspruchsbeweis zeigen:

In einer (beliebigen) Gruppe von 13 Menschen haben mindestens zwei
im selben Monat Geburtstag.

Der Widerspruchsbeweis dazu lautet:

1. Nimm an, dass alle 13 Personen in unterschiedlichen Monaten Geburtstag
haben.

2. Dann miisste es 13 Monate geben. Das ist unmoglich.

3. Also miissen in einer Gruppe von 13 Menschen mindestens zwei im gleichen
Monat Geburtstag haben.
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Aufgabe 6.7

Beweise die Umkehrung von Proposition 1.27 und 1.28: Wenn zwei parallele
Geraden durch eine dritte Gerade geschnitten werden, sind die Stufen- und
Wechselwinkel gleich (Proposition 1.29).

Zeige also: /AGH = /GHD und /EGB = /ZGHD.

c H\ D
F
Abb. 6.8: Zum Beweis von Euklids Proposition 1.29.

Anleitung: Beginne mit den Stufenwinkeln und verwende einen Widerspruchs-
beweis. Nimm an, dass die Negation der Behauptung wahr ist (LAGH #
ZGHD) und zeige, dass daraus etwas folgt, das unméglich wahr sein kann.
Daraus folgt dann, dass die Behauptung wahr sein muss.

Die zuvor aufgefiihrten Propositionen und das Parallelenpostulat diirfen wie-
der verwendet werden.

6.1.5 Die Winkelsumme im Dreieck

Proposition 1.32 von Euklid ist ein Satz, dessen letztem Teil die meisten sicher
schon oft begegnet sind:

In einem Dreieck ist der Aufenwinkel [der Winkel zwischen einer Sei-
te und der Verldngerung einer anderen Seite] gleich der Summe der
beiden nicht anliegenden Innenwinkel, und die Summe der Winkel eines
Dreiecks ergibt 180°.

Auch fiir den Beweis dieses Satzes darf das Parallelenpostulat verwendet wer-
den.

Aufgabe 6.8

Beweise den ersten Teil dieser Proposition: In einem Dreieck ist der Aufsen-
winkel gleich der Summe der beiden nicht anliegenden Innenwinkel.

Zeige also: ZACD = /BAC + ZABC.

Anleitung: Verwende eine Hilfslinie durch C' parallel zu AB. Es diirfen nur
die Sétze verwendet werden, denen wir bis hierhin begegnet sind.
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A

Abb. 6.9: Skizze zum Beweis des ersten Teils von Euklids Proposition 1.32.

Aufgabe 6.9
Beweise den zweiten Teil der Aussage: In jedem Dreieck betrigt die Summe
aller Winkel 180°. Zeige also: ZABC + /BCA + ZCAB = 180°.

Wir haben nun gesehen, wie man den Satz {iber die Winkelsumme eines Drei-
ecks mit Hilfe des Parallelenpostulats beweisen kann. Es geht jedoch auch
andersherum: Man kann zeigen, dass das fiinfte Postulat gilt, wenn die Win-
kelsumme eines Dreiecks gleich 180° ist. Wenn man auch diese Aussage zeigt,
ist bewiesen, dass der Satz liber die Winkelsumme gleichwertig (man sagt
auch dquivalent) zum Parallelenpostulat ist.

Um das zu beweisen, bendtigen wir einen Hilfssatz:

Durch einen nicht auf einer gegebenen Geraden r liegenden Punkt A
verlauft stets eine Gerade, die einen beliebig kleinen Winkel ZAB,, B
mit der ersten Geraden bildet.

Abb. 6.10: Skizze zum Hilfssatz und seinem Beweis.

Der Beweis dieses Hilfssatzes geht so:

Gegeben:
Gerade r und Punkt A, nicht auf r gelegen.
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B, C und B,, liegen auf r, sodass C und B,, auf verschiedenen Seiten von B
liegen und sodass gilt: BBy = BA, B1Bs = B A, und so weiter.

Zu zeigen:
Wenn wir n hinreichend grofs wihlen, wird ZAB,, B beliebig klein.

Beweis: BB; = BA (gegeben).

Das Dreieck ABB; ist also ein gleichschenkliges Dreieck und mit Proposition
1.32 von Euklid gilt « = Z/CBA=/AB1B+ /BAB| =2/AB;B.

Also gilt: ZAB1B = %a.

Aufgabe 6.10
Zeige analog /AByB = %a.

Fortsetzung des Beweises: Diesen Prozess kann man beliebig oft fortsetzen.
Nach n Schritten finden wir einen Punkt B,, auf r, fiir den gilt: ZAB, B =

Wenn wir also n hinreichend grof wéhlen, ist ZAB,, B beliebig klein.

Der Beweis der Aussage ,,Wenn die Winkelsumme eines Dreiecks gleich 180°
ist, gilt das fiinfte Postulat* geht nun wie folgt:

Gegeben:
AP und BQ sind Strecken, die auf derselben Seite von AB liegen, sodass
/BAP 4+ ZABQ@ = 180° — § mit § > 0. (1)

Zu zeigen:
BQ schneidet AP (Parallelenpostulat).

Beweis:

Abb. 6.11: Zum Beweis des Parallelenpostulats aus dem Winkelsummensatz.
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Der Hilfssatz besagt, dass es auf AP einen Punkt C' gibt, fiir den gilt
LZACB < 4. (2)

Dann gilt ZBAP + ZABC = 180° — LACB > 180° — 6. (3)

Also folgt aus (1) und (3): ZABC > ZABQ.

Der Punkt @ liegt also im Inneren von Dreieck ABC, das heifit, die Gerade
BQ schneidet AC.

Aufgabe 6.11
Bei welchem Schritt im obigen Beweis verwenden wir den Satz, dass die Win-
kelsumme in einem Dreieck 180° betragt?

6.1.6 Weitere Untersuchungen der Elemente von Euklid

Wer den Inhalt des ersten Buches von Euklids Elementen und der anderen 12
Biicher weiter untersuchen méchte, kann nach dem Durcharbeiten der Auf-
gaben den Arbeitsauftrag hierzu wéhlen. Die Biicher von Dijksterhuis [4] (in
niederldndischer Sprache) und Heath [10] (in englischer Sprache) liefern viele
Informationen. Auch die folgende Internetseite (in englischer Sprache) kann
als Ausgangspunkt gewahlt werden:
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html.

6.2 ,,Beweise* des Parallelenpostulats

Wie wir bereits gesehen haben, ist das fiinfte Postulat weniger naheliegend
als die anderen vier Postulate. Auferdem fiel es vielen Mathematikern schwer,
es ohne Weiteres als unbewiesenen Satz anzunehmen. Sie versuchten deshalb
einen Beweis dafiir aus den iibrigen Axiomen und Postulaten zu finden. Viele
Mathematiker, darunter Ptoleméus, Proclus, Clavius, Wallis, Legendre und
Saccheri meinten, einen solchen Beweis geliefert zu haben, obwohl sich im
19. Jahrhundert herausstellte, dass dies unmdoglich ist. Bei ndherer Untersu-
chung erweist sich oft, dass die ,,Beweise* auf Annahmen aufbauen, die gleich-
wertig zum Parallelenpostulat sind, also nur eine andere Formulierung des
flinften Postulats darstellen. In anderen Féllen haben sich Mathematiker auf
die Anschauung berufen und ihre Ergebnisse aus einer Zeichnung abgeleitet.
Wir wissen natiirlich bereits, dass das keinen formal sauberen Beweis liefert.
In diesem Abschnitt werden wir zwei Beweisversuche des Parallelenpostulats
betrachten. Zunéchst werden wir noch darauf eingehen, wie man bei einem
Beweis leicht in den Nebel geraten kann.

Es stellt sich die Frage, wie diese Mathematiker glauben konnten, einen Be-
weis gefunden zu haben, obwohl doch etwas an ihrem Beweis nicht stimmen
kann. Wie schnell man sich bei einem Beweis irren kann, zeigt das folgende
algebraische Beispiel:

1. Seia=0b.
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Dann gilt a? = ab.

Daraus folgt a® + a® = a2 + ab.

Das kénnen wir zusammenfassen zu: 2a% = a2 + ab.

Also: 2a% — 2ab = a® + ab — 2ab.

Vereinfacht: 2a? — 2ab = a? — ab.

Das kann auch geschrieben werden als: 2(a? — ab) = 1(a® — ab).
Beide Seiten durch (a? — ab) geteilt liefert also 2 = 1.

e B o

Wir wissen natiirlich alle, dass 2 # 1 und doch scheint der Beweis zu stimmen.

Aufgabe 6.12
Versuche herauszufinden, in welchem Schritt des Beweises der Fehler steckt.

6.2.1 Wallis

Der englische Mathematiker John Wallis versuchte im siebzehnten Jahrhun-
dert nicht das fiinfte Postulat mit den ersten vier Postulaten zu beweisen,
sondern nahm ein anderes Postulat an, das seiner Meinung nach naheliegen-
der ist als das Parallelenpostulat. Aus den ersten vier Postulaten und diesem
neuen Postulat versuchte er das Parallelenpostulat herzuleiten. Wallis’ Postu-
lat lautet wie folgt:

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC' und eine Strecke DFE.
Dann gibt es ein Dreieck DFEF das dhnlich zum Dreieck ABC ' ist.

A B D E

Abb. 6.12: Zum Postulat von Wallis.

Die Herleitung des Parallelenpostulats geht dann so:

Gegeben:
Eine Gerade ¢ und ein Punkt P, der nicht auf der Geraden liegt.

Zu zeigen:
Es gibt genau eine zu ¢ parallele Gerade m durch P.
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Beweis:

Zeichne die Gerade m durch P parallel zu ¢ wie folgt: Konstruiere eine Lot-
gerade PQ auf ¢, die durch P verlduft und zeichne m senkrecht zu PQ).
Zeichne eine weitere Gerade n durch P.

Es ist zu zeigen, dass n die Gerade ¢ schneidet.

0 l

Abb. 6.13: Zu Wallis’ Beweis des Parallelenpostulats: Nachweis, dass n und ¢ sich
schneiden.

Wir betrachten den Teil von n, der von der Geraden m und der Strecke PQ
eingeschlossen wird.

Fiir jeden Punkt R auf diesem Stiick der Geraden zeichnen wir die Lotgerade
RS auf die Strecke PQ.

Nun wenden wir Wallis’ Postulat auf A PSR und Strecke PQ an. Daraus folgt,
dass ein Punkt T existiert sodass A --- ~ APQT.

0 I
Abb. 6.14: Zu Wallis’ Beweis des Parallelenpostulats: Das Dreieck APQT'.
Wir nehmen an, dass 7" auf derselben Seite von P(Q liegt wie R.
Wegen der Ahnlichkeit muss gelten: ZTPQ = Z....

Da beide Winkel die Strecke PQ als Schenkel haben und T" auf derselben Seite
von PQ liegt wie R, muss T auf n liegen.



6.2 ,Beweise” des Parallelenpostulats 265

Auferdem muss gelten, dass ZPQT = /..., das heifst ZPQT ist ein rechter
Winkel. Also liegt T auch auf £.

Also schneiden sich £ und n im Punkt T'.

Und daraus folgt, dass m die einzige zu ¢ parallele Gerade durch P ist.

Aufgabe 6.13
Lies die obenstehende Herleitung des Parallelenpostulats griindlich durch. Er-
ginze die fehlenden Schritte.

Der Beweis von Wallis ist korrekt, dennoch ist damit das Parallelenpostulat
nicht bewiesen. Es gibt namlich keinen Grund, anzunehmen, dass Wallis’ Pos-
tulat glaubwiirdiger ist als Euklids fiinftes Postulat. Wie sich zeigt, ist es zu
diesem gleichwertig (dquivalent). Der Beweis, dass Wallis’ Postulat aus dem
Parallelenpostulat folgt, beginnt folgendermafien:

Gegeben:
AABC.

Zu zeigen:
Es gibt ein Dreieck, das dhnlich zum Dreieck ABC (das heifit, drei gleiche
Winkel wie Dreieck ABC hat), aber nicht dazu kongruent ist.

Beweis:
Wahle einen Punkt H zwischen A und C.
Wiéhle einen Punkt G zwischen A und B, sodass ZAGH = ZABC. (1)

A H C

Abb. 6.15: Zum Beweis der Aquivalenz von Wallis’ Postulat und Parallelenpostulat.

Aufgabe 6.14
Fiithre den Beweis zu Ende, indem Du zeigst, dass AABC und AAGH drei
gleiche Winkel besitzen. Es diirfen nur die Sitze verwendet werden, denen
wir bisher begegnet sind und die mit Hilfe des Parallelenpostulats bewiesen
werden kdnnen.
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6.2.2 Saccheri

Viele Jahrhunderte lang beschéftigten sich Mathematiker mit dem Parallelen-
postulat. Unter ihnen war auch der Mathematiker Girolamo Saccheri.

EUCLIDES

AB OMNI NEVO VINDICATUS:
SIVE

CONATUS GEOMETRICUS
QUO STABILIUNTUR

Prima ipla uvpiverfz Geomessiz Principia.

AUCTORE
HIERONYMO SACCHERIO

Angesichts der Misserfolge sei-
ner Vorginger, die versuchten,
das fiinfte Postulat aus den an-
deren vier Postulaten herzulei-
ten, schlug der Italiener Sacche-
ri in seinem 1733 verdffentlich-
ten Werk Fuclides ab Omni Nae-
vo Vindicatus (,Euklid, von je-
dem Makel befreit“) einen ande-
ren, neuen Weg ein. Er verwende-

te einen Widerspruchsbeweis: Er
nahm die Giiltigkeit der ersten
28 Sétze von Euklid an, die oh-

SOCIETATIS JTESU
In Ticinenli Univerficate Matheleos ProfeTore.

_ Orueco LM ne das Parallelenpostulat bewie-
EX‘MO SEN AT UI sen werden konnen, verwarf das
MEDIOLANENSI fiinfte Postulat und untersuchte

die Folgerungen, die sich daraus
ergeben. Er hoffte, so auf Wider-
spriiche zu stofien, da er von der
Richtigkeit des fiinften Postulats
iiberzeugt war. Leider zog auch
Saccheri, voreingenommen durch
seine Euklidischen Uberzeugung
und Intuition, im entscheidenden
Augenblick die falschen Schliisse. Er verwarf das Ergebnis seiner Uberlegun-
gen zu Unrecht als widerspriichlich, wodurch er zu der Uberzeugung kam, das
Parallelenpostulat bewiesen zu haben.

Ab Avftore Digatum.

MEDIOLANG, MDCCXXXITL
Ex Typogesphia Payli Avconii Moatani.  Suprrierum pemiffe.

Abb. 6.16: Titelseite von Saccheris Euclides
ab Omni Naevo Vindicatus.

Saccheri betrachtete Vierecke mit rechten Basiswinkeln und gleich langen auf
der Basis stehenden Seiten. Solche Vierecke sind als Saccheri-Vierecke be-
kannt.

Wir werden sehen, dass es ohne Verwendung des Parallelenpostulats nicht
moglich ist zu beweisen, dass auch ZC und ZD rechte Winkel sind. Dass
diese beiden Winkel gleich sind, ldsst sich allerdings auch ohne das Paralle-
lenpostulat beweisen.

Aufgabe 6.15
Zeige mit Hilfe von Folgerungen aus den ersten vier Postulaten, dass ZC =
/ZD.

Fiir die Winkel an den Eckpunkten C' und D gibt es drei mdgliche Hypothesen,
die fiir wahr gehalten werden kénnen, aber noch zu beweisen sind:
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Abb. 6.17: Ein Saccheri-Viereck.

Hypothese 1: Die Winkel an den Eckpunkten C' und D sind rechte
Winkel.
Hypothese 2: Die Winkel an den Eckpunkten C und D sind stumpfe
Winkel.
Hypothese 3: Die Winkel an den Eckpunkten C' und D sind spitze
Winkel.

Saccheris Ansatz war nun der folgende: Er nahm die Hypothese des stumpfen
Winkels bzw. die Hypothese des spitzen Winkels als wahr an und versuchte
zu zeigen, dass jede dieser beiden Hypothesen zusammen mit den ersten vier
Postulaten (also ohne Verwendung des Parallelenpostulats) zu einem Wider-
spruch fiihrt. Daraus wiirde folgen, dass die Hypothese der rechten Winkel
wahr ist, und damit folgt das Parallelenpostulat.

Aufgabe 6.16

Zeige, dass aus der ersten Hypothese das Parallelenpostulat folgt. Zeige dazu,
dass die Winkelsumme in einem Dreieck gleich 180° ist, denn daraus folgt
das Parallelenpostulat (sieche Abschnitt 6.1). Hierbei diirfen nur Aussagen
verwendet werden, die mit den ersten vier Postulaten bewiesen werden kénnen.
Verwende bei Deinem Beweis Abbildung 6.18.

Gegeben:

Viereck ABHG mit rechten Winkeln an den Eckpunkten G und H.

D ist der Mittelpunkt der Strecke AC und E der Mittelpunkt der Strecke BC'.
F, G und H sind Fufspunkte der Lotgeraden von den Punkten C, A und B auf
die Gerade durch D und F.

Zu zeigen:
Die Winkelsumme im Dreieck ABC betragt 180°.

Der Beweis besteht aus den folgenden Schritten:
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C

A B

Abb. 6.18: Zum Beweis des Parallelenpostulats aus der Hypothese der rechten
Winkel.

1. Viereck ABHG ist ein Saccheri-Viereck mit Basiswinkeln /G und ZH.
Zeige zunichst AADG = ACDF und ACEF = ABFEH und zeige, dass
daraus AG = BH folgt.

2. Zeige, dass die Winkelsumme S des Dreiecks ABC als S = ZA15 + ZB1»
geschrieben werden kann.

3. Erklare, wie daraus folgt, dass die Winkelsumme des Dreiecks ABC' gleich
180° ist.

Arbeite diese drei Schritte aus.

Wir haben damit gesehen, dass aus der Hypothese der rechten Winkel das
flinfte Postulat folgt. Es war jetzt also Saccheris Aufgabe, zu zeigen, dass die
anderen beiden Hypothesen tatséchlich zu einem Widerspruch fiihren. Wie er
dabei vorging, soll hier kurz erldutert werden.

Die Hypothese des stumpfen Winkels

Saccheri gelang es iiber eine lange Reihe von Sétzen, mit Hilfe der ersten vier
Postulate zu zeigen, dass die Hypothese des stumpfen Winkels zu einem Wi-
derspruch fiihrt, indem er folgenden Satz bewies, der meistens nach Legendre
benannt wird:

Die Summe der Winkel in einem Dreieck ist gleich oder kleiner als
180°.

Dieser Satz klingt etwas merkwiirdig, weil man bereits in der Schule lernt, dass
die Winkelsumme eines Dreiecks genau 180° betriagt. Wie wir aber bereits ge-
sehen haben, kann das nicht ohne das Parallelenpostulat oder eine dquivalente
Aussage bewiesen werden.
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Saccheri benotigte einen Hilfssatz, um obigen Satz zu beweisen:

Abb. 6.19: Skizze zum Hilfssatz.

Sei D der Mittelpunkt von BC und F der eindeutig bestimmte Punkt
auf der Geraden durch A und D, fiir den gilt, dass A, D und E auf
einer Geraden liegen, £ # A und AD = ED. Es gilt dann, dass die
Winkelsumme von AAEC gleich der Winkelsumme von AABC ist
und ZA; oder ZF ist kleiner oder gleich %AAlg.

Aufgabe 6.17
Beweise diesen Hilfssatz.
Anleitung: Zeige zundchst: ABDA =2 ACDE und dann: LA, + ZE = ZA15.

Der eigentliche Beweis (durch Widerspruch) des Saccheri-Legendre-Satzes
geht wie folgt:

Gegeben:
Ein beliebiges Dreieck ABC'.

Zu zeigen:
Die Summe der Winkel im Dreieck ABC' ist kleiner oder gleich 180°.

Beweis:

Wir nehmen an, dass die Winkelsumme des Dreiecks ABC griofer als 180° ist,
180° + p° fiir eine positive Zahl p.

Es ist nun moglich Dreieck ABC' durch ein anderes Dreieck mit der gleichen
Winkelsumme zu ersetzen, in dem jedoch ein Winkel hochstens so grofs ist,
wie die Hélfte von ZA.(1)

Diesen Schritt kdnnen wir wiederholen, sodass wir ein neues Dreieck mit der
Winkelsumme 180° + p° erhalten, mit einem Winkel der héchstens ein Viertel
von ZA betragt.

Wir konnen diesen Schritt so oft wiederholen, bis wir ein Dreieck mit der
Winkelsumme 180° 4 p° erhalten, in dem ein Winkel héchstens p° betragt.
Die Summe der anderen beiden Winkel ist dann also grofler oder gleich 180°,
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was mit dem Satz, dass die Summe zweier beliebiger Winkel eines Dreiecks
kleiner 180° ist zu einem Widerspruch fiihrt.(2)
Damit ist der Beweis gefiihrt.

Aufgabe 6.18
Welche Sétze werden zur Rechtfertigung der Schritte (1) und (2) benotigt?

Die Hypothese des spitzen Winkels

Saccheri gelang es also, die Hypothese des stumpfen Winkels zu einem Wider-
spruch zu fithren. Damit bleibt die Hypothese des spitzen Winkels. Saccheri
selbst glaubte, auch diese Hypothese erfolgreich zu einem Widerspruch gefiihrt
zu haben. Es erwies sich jedoch spéter, dass sein Beweis nicht wasserdicht ist.
Saccheri war so iiberzeugt von der Wahrheit des Parallelenpostulats, dass er
letztendlich eine falsche Schlussfolgerung zog. Wir werden hierauf jedoch nicht
weiter eingehen, da dies den Rahmen der Schulmathematik iibersteigt.

6.3 Die Begriinder der nichteuklidischen Geometrie

wIn der Geometrie sehe ich gewisse Mdingel,
die meiner Meinung nach erkldren, warum
diese Wissenschaft, abgesehen vom Ubergang
zur Analysis, bis heute keinen Schritt diber den
Zustand hinaus gekommen ist, in dem Euklid
sie uns hinterlassen hat. Zu diesen Mdngeln
gehort auch die Unklarheit bei der grundle-
genden Vorstellung mathematischer Grifien,
sowie die unklare Art, in der die Messung
der Gréfien wiedergegeben wird, und schlief3-
lich die ungemein groffe Liicke in der Paral-
lelentheorie, die bis heute von keinem Mathe-
matiker geschlossen werden konnte.

Nikolai Ivanovich Lobaéevskii, der von 1792

bis 1856 lebte, studierte das Parallelenpostulat und behauptete, dass dieses
Postulat nicht bewiesen werden kann. Er entwarf eine neue, nichteuklidische
Geometrie, indem er das fiinfte Postulat durch ein anderes ersetzte.
Lobagcevskiis erstes Werk tiber nichteuklidische Geometrie stammt aus dem
Jahre 1826. Es wurde nie gedruckt und die handschriftliche Version ging ver-
loren. Seine erste Verdffentlichung, die zugleich die erste Veroffentlichung
iiber nichteuklidische Geometrie ist, erschien 1829 auf Russisch im Bulletin
der Kasaner Universitdt. Um seine Forschungen auch aufierhalb Russlands
zu verbreiten veroffentlichte Lobacevskil 1840 in Berlin eine Zusammenfas-
sung seiner neuen Geometrie: Geometrische Untersuchungen zur Theorie
der Parallellinien.

Abb. 6.20: N.I. Lobacevskil.
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Jahrhunderte lang war das Parallelenpostulat ein Problem, das die Mathe-
matiker beschéiftigte. Bereits im fiinften Jahrhundert nach Christus versuchte
der griechische Mathematiker Proclus, der einen Kommentar zu Die Elemente
schrieb, das fiinfte Postulat aus den anderen Axiomen und Postulaten herzu-
leiten. Viele weitere Mathematiker wie Wallis und Saccheri versuchten einen
Beweis fiir das Parallelenpostulat zu finden. Erst im 19. Jahrhundert stellte
sich heraus, dass das unmoglich ist. Diese Zeit, zu der sich Europa in Aufruhr
befand, war reif fiir einen Durchbruch in der Forschung zum Parallelenpostu-
lat.

Viele Augen richteten sich plotzlich auf zwei bis dahin unbekannte Mathe-
matiker: den Russen Nikolai Lobacevskii und den Ungarn Janos Bolyai. Sie
schlugen beide unabhéngig voneinander einen ganz neuen Weg ein: Sie suchten
nach einer Moglichkeit, mit Hilfe der ersten vier Postulate und der Negati-
on des fiinften zu einer anderen Geometrie zu gelangen. Dies gelang ihnen
tatsdchlich und so kamen sie zu der Uberzeugung, dass es unmdoglich ist, das
Parallelenpostulat mit Hilfe der ersten vier Postulate zu beweisen. Die Vernei-
nung des fiinften Postulats fiihrt ndmlich nicht zu einem Widerspruch, sondern
zu einer anderen, nichteuklidischen Geometrie.

Die grofte Bedeutung dieser Entdeckung von Lobaéevskii und Bolyai begann
man erst im Jahre 1860 zu begreifen, mit der Veroffentlichung eines Brie-
fes des beriihmten Mathematikers Gauf. Darin war zu lesen, dass Gauf von
der Moglichkeit einer nichteuklidischen Geometrie liberzeugt war und selber
bereits zuvor einige wichtige Resultate auf diesem Gebiet erzielt, aber nie
verdffentlicht hatte.
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Janos Bolyai (1802 - 1860) erforschte gegen den Willen seines Vaters Farkas
das Parallelenpostulat. Doch die Versuche des Vaters, Janos davon abzu-
bringen, misslangen. Zwischen 1820 und 1823 bereitete Janos seine Arbeit
iiber die nichteuklidische Geometrie vor. 1823 schrieb er an seinen Vater:

Ich habe es noch nicht entdeckt, doch der Pfad
dem ich folge fiihrt so gut wie sicher zu mei-
nem Ziel, wenn dieses Ziel denn erreichbar ist.
Noch bin ich noch nicht so weit, ich habe je-
doch bereits grofiartige Dinge herausgefunden,
die mich erschiittert haben. Ich wiirde es auf
ewig bedauern, wenn diese Dinge verloren gin-
gen: Wenn Sie sehen, was ich beabsichtige,
werden Sie mir sicher beipflichten. Nun kann
ich schlicht sagen, dass ich aus dem Nichts ei-
ne andere Welt geschaffen habe. Alles was ich
Ihnen bisher geschickt habe, ist verglichen mit

einem Turm wenig mehr als ein Kartenhaus
Abb. 6.21: J. Bolyai. gewesen.“

Bevor Janos’ Arbeit verdffentlicht wurde, kam er jedoch zu dem Schluss,
dass Gauf ihm in Vielem voraus gewesen war, obwohl Gauft zuvor nichts
auf diesem Gebiet veroffentlicht hatte. Das war ein herber Schlag fiir Janos.
Dennoch wurde 1831 seine Arbeit als ein 26 Seiten umfassender Anhang im
Buch seines Vaters iiber Beweisversuche zum Parallelenpostulat verffent-
licht.

Jéanos selber glaubte, dass sein Vater heimlich Gaufs {iber seine Entdeckun-
gen informierte und dass Gauft daraufhin versuchte, sie sich selber zu zu-
schreiben. 1848 entdeckte er, dass auch Lobacevskil 1829 ein sehr dhnliches
Werk verfasst hatte. Er geriet in eine tiefe Depression und veréffentlichte
keine weiteren Forschungsergebnisse.

Aufgabe 6.19
Uberlege, warum Gaufs seine Arbeiten zur nichteuklidischen Geometrie nicht
veroffentlichte.
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Seit Beginn des 19. Jahrhunderts interessierte sich Carl Friedrich Gauf’

(1777 - 1855) fiir die Frage, ob mit einem ande-
ren fiinften Postulat nicht auch ein anderes wi-
derspruchsfreies Gebdude moglich ist. Er dis-
kutierte iiber dieses Thema unter anderem mit
seinem guten Freund Farkas Bolyai, mit dem
er gemeinsam an der Universitit in Gottingen
studiert hatte.

Gaufs hat nie etwas iiber nichteuklidische Geo-
metrie veroffentlicht. Aus seinen Notizbiichern
und seiner Korrespondenz geht jedoch her-
vor, dass er bereits Jahrzehnte vor Ande-
ren der eigentliche Entdecker der nichteukli-
dischen Geometrie war.

Abb. 6.22: C.F. Gauk.

Lobacevskiil und Bolyai entwickelten eine neue, nichteuklidische Geometrie.
Darin wird Euklids Parallelenpostulat durch die Negation dieses Postulats
ersetzt. Die anderen Axiome und Postulate bleiben gleich.

Es gibt zwei Varianten der nichteuklidischen Geometrie. Im ersten Fall, der
von Lobacevskil und Bolyai betrachtet wurde, wird das flinfte Postulat durch

das folgende ersetzt:

Es gibt mehrere zu einer Geraden ¢ parallele Geraden, die durch einen
Punkt P verlaufen, welcher nicht auf ¢ liegt. (Hyperbolische Geome-

trie)

Abb. 6.23: Hyperbolische Geometrie.

Eine andere Moglichkeit ist, das Parallelenpostulat durch folgende Annahme

zu ersetzen:

Es gibt keine zu einer Geraden ¢ parallele Gerade durch einen Punkt

P, der nicht auf ¢ liegt. (Elliptische Geometrie)
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Dabei gilt Euklids Definition von Parallelitdt nach wie vor:

Parallele Geraden sind Geraden, die in derselben Ebene liegen und
einander nicht schneiden.
Aufgabe 6.20
Dass das hyperbolische und das elliptische Postulat im Widerspruch zum Par-
allelenpostulat stehen, folgt nicht direkt aus Euklids Formulierung des fiinften
Postulats. Aus welcher Formulierung kann man diesen Schluss direkt ziehen?

Aufgabe 6.21

Formuliere das hyperbolische und das elliptische Postulat so um, dass der
Begriff der Parallelitét nicht mehr darin vorkommt. Verwende dazu Euklids
Definition von Parallelitét.

Seit der Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie begann man sich Fra-
gen zur Konsistenz der Geometrie von Lobadevskil und Bolyai zu stellen. Ein
geometrisches System heifst konsistent, wenn es nicht moglich ist, dass eine
Kette logischer Schlussfolgerungen aus den Axiomen und Postulaten zu einem
Widerspruch fithrt. Diese Eigenschaft kann man zeigen, indem man ein Mo-
dell angibt, das heifft eine bekannte mathematische Struktur, die die Axiome
und Postulate erfiillt. Um die Konsistenz der nichteuklidischen Geometrie zu
beweisen, stellt sich also die Frage, wie diese Geometrie in einem Modell rea-
lisiert werden kann.

Der Italiener Eugenio Beltrami war 1868 der erste, der ein Modell fiir die
hyperbolische Geometrie entdeckte. Dasselbe Modell wurde einige Jahre spé-
ter auch von dem Deutschen Mathematiker Klein geliefert, weswegen dieses
Modell heutzutage Beltrami-Klein-Modell genannt wird. Im Beltrami-Klein-
Modell gelten die folgenden Vereinbarungen:

e Punkte werden durch Punkte im Inneren eines Kreises repréasentiert.
e (Geraden werden durch offene Strecken représentiert, die Punkte auf der
Kreislinie miteinander verbinden.

R A

Abb. 6.24: Beltrami-Klein-Modell.
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Aufgabe 6.22
Warum gilt das Parallelenpostulat nicht fiir das Beltrami-Klein-Modell?

Spéter fand Poincaré weitere Modelle fiir die hyperbolische Geometrie. In
Abschnitt 6.4 und 6.5 werden wir Modelle der elliptischen und der hyper-
bolischen Geometrie betrachten, in denen Punkte, Geraden und Winkel nicht
mehr die bis dahin verwendete Euklidische Bedeutung haben. Im Rahmen der
Arbeitsauftriage kann das Beltrami-Klein Modell néher untersucht werden.

Die Geometrie von Lobacevskii und Bolyai

Fiir einen ersten Einblick in die nichteuklidische Geometrie ist das Studi-
um von Lobacevskiis Werk am besten geeignet, da er eine vollstandige und
vor allem in spéateren Publikationen auch sehr saubere Erlduterung seines
Systems liefert. Das Studium von Bolyais Werk ist wegen seiner Knapp-
heit und der Verwendung unbekannter Notation viel komplizierter, die Aus-
gangspunkte sind jedoch dieselben. Deshalb werden wir hier lediglich einen
kleinen Teil von Lobacevskils Werk betrachten. Wir werden die Theorien
von Lobadcevskil und Bolyai nicht weiter diskutieren, da wir vor allem an
den Modellen interessiert sind, die sich daraus ableiten lassen.

Lobacevskil setzt voraus, dass im Strahlenbiindel durch den Punkt A mehr
als eine Gerade existiert, die C'B nicht schneidet (hyperbolisches Postulat):

E G H C
A D
K B

Abb. 6.25: Zu Lobacevskiis Geometrie.
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Er betrachtet eine Gerade BC' und einen Punkt A, der nicht auf der Gera-
den, aber in einer Ebene mit der Geraden liegt. AD ist die Lotgerade von
A auf BC und AFE ist senkrecht zu AD. In der Euklidischen Geometrie ist
AE die einzige Gerade, die BC nicht schneidet. In der Geometrie von Lo-
bacevskii und Bolyai gibt es mehrere solcher Geraden durch A, die BC nicht
schneiden. Die nicht-schneidenden Geraden werden von den schneidenden
Geraden durch die Geraden AH und AK getrennt, die beide BC' nicht
schneiden. Diese beiden Geraden, die Lobacevskii ,Grenzparallele“ nennt
(heute wird auch der Name ,Lobacevskii-Parallele verwendet), haben bei-
de eine bestimmte ,,Richtung der Parallelitét.

Der Winkel zwischen der Lotgeraden AD und einer der beiden Paralle-
len wird ,Parallelitdtswinkel* fiir die Lotlange AD genannt. Lobacevskil
verwendete das Symbol I7(a) um den Parallelitdtswinkel in Abhéngigkeit
von der Linge a auszudriicken. In der Euklidischen Geometrie gilt stets
II(a) = 90°. In der Geometrie von Lobacevskil ist IT eine Funktion von a,
die gegen 90° geht, wenn a gegen 0 geht, und die gegen 0 strebt, wenn a
unendlich grofs wird.

6.4 Ein Modell der elliptischen Geometrie

Der deutsche Mathematiker Bernhard Riemann (1826 - 1866) ist der Entde-
cker der elliptischen Geometrie. Diese Geometrie wurde die Grundlage der
Relativitatstheorie, mit der Albert Einstein zu Beginn des zwanzigsten Jahr-
hunderts die Physik auf den Kopf stellte.

Wir erhalten ein Modell fiir die ebene elliptische Geometrie, indem wir von
einem Universum als Sphire (Kugeloberfliche) ausgehen.

Abb. 6.26: Riemanns Modell der elliptischen Geometrie.

Alles innerhalb dieser Geometrie spielt sich dann auf dieser Sphére ab. Die
Objekte werden wie folgt definiert:
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e Fine Gerade ist ein Grofikreis, also der Durchschnitt der Sphéire mit einer
Ebene, die durch den Mittelpunkt der Kugel verlduft. (Vergleiche dies
mit Meridianen oder Langenkreisen, jedoch nicht mit Parallelkreisen oder
Breitenkreisen, auker dem Aquator, da diese in Ebenen liegen, die nicht
durch den Mittelpunkt der Kugel verlaufen.)

e Fin Punkt ist ein Punkt der Sphére zusammen mit seinem ,Gegeniiber
(Antipode)!. Dem Antipoden-Paar (A4, A’) entspricht also in diesem Mo-
dell ein Punkt.

e Der Winkel zwischen zwei Geraden ist der Winkel zwischen den Ebenen,
in denen die Grofkreise liegen.

Wir werden in diesem Kapitel einige Resultate der elliptischen Geometrie
betrachten. Es ist dabei hilfreich eine Kugel zur Hand zu haben, auf der man
zeichnen kann. Du kannst aber auch einfach eine Kugel in Dein Heft zeichnen.

6.4.1 Gilt das Parallelenpostulat?

Aufgabe 6.23

Wiéhle einen Punkt auf der Kugel und untersuche wie viele Strahlen (Ab-
schnitte von Geraden) es gibt, die in diesem Punkt enden. Ist diese Anzahl
von der Wahl des Punktes abhingig?

Aufgabe 6.24

Konstruiere beliebige Geraden (also Grofikreise) auf der Kugel und untersuche
ob diese sich schneiden.

Betrachte ein fest gewihlte Gerade und wihle einen Punkt, der nicht auf die-
ser Geraden liegt. Wie viele Geraden verlaufen durch diesen Punkt, welche
die gegebene Gerade nicht schneiden?

Welchen Schluss kann man hieraus iiber Euklids fiinftes Postulat diesem Mo-
dell ziehen?

6.4.2 Die Winkelsumme im Dreieck

Da in der elliptischen Geometrie das fiinfte Postulat nicht gilt, kann auch
der Satz, dass die Winkelsumme jedes Dreiecks gleich 180° ist nicht mehr
gelten, denn dieser ist, wie wir in Abschnitt 6.1 gesehen haben, dquivalent
zum Parallelenpostulat.

Aufgabe 6.25

Ein Dreieck ist gegeben durch die Verbindungsstrecken zwischen drei Punkten,
die nicht auf einer Geraden liegen.

Zeichne beliebige Dreiecke auf eine Kugel. Beachte dabei die Definition einer
Geraden in diesem Modell.

! Anmerkung der Ubersetzer: Diese Festlegung erscheint einem ungewdhnlich, und
es ist auch nicht einfach, sich dies bildlich vorzustellen. Aber es hat einen guten
Grund, dass man nicht einfach Punkte auf der Sphére statt Antipoden-Paaren
wihlt. (Welchen?)
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Abb. 6.27: Zur Winkelsumme im Dreieck.

Versuche die Winkelsumme der Dreiecke zu schétzen. Was gilt fiir die Win-
kelsumme fiir alle Dreiecke in der elliptischen Geometrie? Was ist die kleinste
mogliche Winkelsumme? Und wie groft ist die grofste mogliche Winkelsumme?

6.5 Ein Modell der hyperbolischen Geometrie: Poincarés
Kreisscheibenmodell

Der franzosische Mathematiker Jules Henri Poincaré stellte 1906 in seinem
Buch La Science et Uhypothése ein Modell fiir die hyperbolische Geometrie
im Inneren eines Kreises v in der Euklidischen Ebene vor. In dieser Poincaré-
Kreisscheibe gelten die folgenden Vereinbarungen:

Abb. 6.28: Poincarés Kreisscheibenmodell.
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e Punkte werden durch Punkte im Inneren eines Euklidischen Kreises repra-
sentiert.
e (eraden werden reprasentiert durch:
— offene Kreisbogen (wie zum Beispiel m), die den Kreis 7 senkrecht
schneiden
— offene Strecken, die durch den Mittelpunkt des Kreises v verlaufen (wie
zum Beispiel 1), wobei man eine solche Strecke als Bogen eines Kreises
mit unendlichem Radius auffassen kann.
(Die Endpunkte der Kreisbégen und Strecken gehoren also nicht zu den
Geraden)
o  Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden in einem Punkt sind die
Winkel zwischen den Tangenten der zwei sich schneidenden Kreisbogen in
diesem Punkt.

6.5.1 Vorbereitungen mit Cabri

Wir werden in diesem Abschnitt einige Eigenschaften der Poincaré-Kreisschei-
be untersuchen. Wir werden das nicht auf dem Papier tun, wie Poincaré um
1900, sondern mit Hilfe des Computers. Wir verwenden hierzu das vielleicht
bereits bekannte Programm Cabri?. Um dieses Programm auch fiir das Mo-
dell der Poincaré-Kreisscheibe verwenden zu kénnen, muss zunéchst die Datei
hyperbol.men von der Seite
http://members.home.nl/gulikgulikers/WiskundePagina.htm
heruntergeladen werden. Speichere die Datei auf Deiner Festplatte und sorge
dafiir, dass die Datei vom Typ .men ist. Starte Cabri und 6ffne die Datei hy-
perbol.men. Nun werden an der Standard-Symbolleiste am rechten Rand vier
neue Schaltflichen fiir das Konstruieren und Messen innerhalb der Poincaré-
Kreisscheibe, ab jetzt kurz P-Kreisscheibe, hinzugefiigt.

Alle Konstruktionen beginnen mit einem Kreis, der P-Kreisscheibe, beliebiger
Grofe. Es gibt zwei Arten, einen solchen Kreis zu zeichnen:

Verwende die Standardoption von Cabri zum
Zeichnen eines Kreises. Lege hierzu den Mittel-
punkt und einen Punkt auf der Kreislinie fest.

Abb. 6.29: Kreis mit Stan-
dardoptionen.

2 Mehr Informationen (auf Niederlindisch) iiber dieses Programm sind unter
http://www.pandd.demon.nl/cabri.htm zu finden. Eine Demo-Version ldsst sich
von der Homepage von Cabri (http://www.cabri.com/download-cabri.html) her-
unterladen.
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Verwende den Einheitskreis mit der Option -
unit disc (erste Option des Meniipunkts ganz e
rechts). Wahle den Mittelpunkt und einen
Punkt auf der positiven z-Achse, der dann als
Euklidischer Abstand 1 zum Mittelpunkt fest-
gelegt wird. Der Rand des Einheitskreises wird
disc horizon genannt und die Achsen werden
grau dargestellt. Abb. 6.30: Kreis mit Option
Diese Option muss verwendet werden wenn spi- unit disc.

ter nichteuklidische Absténde gemessen werden

sollen. Der Einheitskreis kann auch tiber einen anderen bereits vorhandenen
Kreis gezeichnet werden.

Die wichtigsten Operationen, die fir den Umgang mit der P-Kreisscheibe
benétigt werden, sind in den folgenden Unterabschnitten aufgefiihrt.

Aufgabe 6.26
Probiere alle nun folgenden Operationen in Cabri aus.

Zeichnen von Figuren

Mit der ersten neuen Schaltfliche kann man unter anderem Punkte, Geraden
und Standardfiguren zeichnen:

Gerade (d-line): Wé&hle zwei Punkte inner-
halb der P-Kreisscheibe und klicke dann auf
die P-Kreisscheibe. Verwende die Option d-line
(bnd points), wenn die zwei Punkte der Ge-
raden auf dem Rand des Kreises liegen sollen.
(Diese Punkte selber gehdren dann nicht zur P-
Kreisscheibe und werden uneigentliche Punkte App. 6.31: Zeichnen einer

genannt.) Geraden.

Strecke (d-segment): Wihle zwei Punkte in-
nerhalb der P-Kreisscheibe und klicke dann auf
die P-Kreisscheibe.

Abb. 6.32: Zeichnen einer
Strecke.
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Dreieck (d-triangle): Wéhle drei Punkte inner-
halb der P-Kreisscheibe und klicke dann auf die
P-Kreisscheibe.

Abb. 6.33: Zeichnen eines
Dreiecks.

Kreis (d-circle): Wéhle einen Mittelpunkt und
einen Punkt auf dem Rand des Kreises. Dann
klicke auf die P-Kreisscheibe. Der Mittelpunkt
ist der nichteuklidische Mittelpunkt des Krei-
ses. Hierauf werden wir spéter noch zuriick
kommen.

Abb. 6.34: Zeichnen eines
Kreises.

Konstruktionen

Mit der zweiten neuen Schaltfliche kénnen spezielle Geraden und Punkte
gezeichnet werden:

Lotgerade durch einen Punkt auf der Geraden
(perpendicular at point): Markiere die Ge-
rade und den Punkt auf dieser Geraden. Kli-
cke dann auf die P-Kreisscheibe. Fiir ein Lot
auf eine Gerade durch den Mittelpunkt der P-
Kreisscheibe muss die Standardoption von Ca-
bri zum Erstellen einer Geraden und einer Lot- Abb. 6.35: Zeichnen eines
geraden verwendet werden. Lots durch Punkt auf der Ge-
raden.

>
¥

Lotgerade durch einen Punkt aufierhalb einer
Geraden (perpendicular from point): Mar-
kiere die Gerade und den Punkt auferhalb der
Geraden. Klicke dann auf die P-Kreisscheibe.

S

Abb. 6.36: Zeichnen eines
Lots durch Punkt auflerhalb
der Geraden.
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Spiegelungen

Die dritte Schaltfliche dient zur Spiegelung von Figuren. Da wir diese Ope-
rationen hier nicht verwenden, sollen sie auch nicht weiter erlautert werden.

Messungen

Die letzte neue Schaltfliche dient zum Messen nichteuklidischer Abstande
zwischen Punkten sowie zum Messen von Winkeln.

Nichteuklidischer Abstand zum Mittelpunkt
des Kreises (non E distance to center): W&h-
le einen Punkt und klicke auf die Achsen des
Einheitskreises. Der gewiinschte Abstand steht
dann in einem Feld, das man verschieben und
anklicken kann.

Nichteuklidischer Abstand zwischen zwei Punk-
ten (non E distance between points): W&h-
le zwei Punkte aus und klicke dann auf die
Achsen des Einheitskreises und auf die P-Kreis-
scheibe. Der gewiinschte Abstand steht dann in
einem Feld, das man verschieben und anklicken
kann.

Winkel (angle): Wiéhle nacheinander drei
Punkte an, wobei der zweite Punkt der Schei-
telpunkt des zu messenden Winkels ist. Klicke
dann auf die P-Kreisscheibe. Das Feld mit dem
erhaltenen Winkelmafs kann an eine passende
Stelle gezogen und angeklickt werden.

S
5

=

i

-
Iy

Abb. 6.37: Messung des Mit-
telpunktsabstandes.

E
ANy

Abb. 6.38: Messung des Ab-
stands zweier Punkte.

Abb. 6.39: Winkelmessung.
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Winkelsumme (triangle sum): Wihle die drei
Eckpunkte des Dreiecks an und klicke auf die P-
Kreisscheibe. Das Feld mit den erhaltenen Win-
kelgréfsen kann verschoben und angeklickt wer-
den.

Abb. 6.40: Winkelsumme im
Dreieck.

6.5.2 Das hyperbolische Postulat

Mit Hilfe von Cabri und dem hyperbolischen Menii werden wir nun zeigen,
dass im Modell von Poincaré das hyperbolische Postulat gilt.

Es gibt mehrere zu einer Geraden ¢ parallele Geraden durch einen
Punkt P aufierhalb von #.

Oder auch: Es gibt mehrere Geraden durch einen Punkt P aufterhalb
von £, die ¢ nicht schneiden.

Aufgabe 6.27

1. Konstruiere einen Kreis.

2. Konstruiere eine Gerade innerhalb der P-Kreisscheibe und benenne diese
Gerade mit £.

3. Konstruiere aufierhalb der Geraden einen Punkt, den Du mit P bezeich-
nest.

4. Konstruiere verschiedene Geraden durch P, welche die Gerade ¢ nicht
schneiden.

5. Konstruiere eine Gerade durch P, welche die Gerade ¢ nur auf dem Rand
des Kreises schneidet. Féarbe diese Gerade rot. (Zeichne zunéchst einen
Punkt auf den Rand des Kreises und zeichne dann eine Gerade durch
diesen Punkt und P.) Da die Punkte auf dem Rand des Kreises nicht
mehr zur P-Kreisscheibe gehoren (uneigentliche Punkte), schneiden sich
diese beiden Geraden nach den Festlegungen in diesem Modell nicht. Diese
Gerade bezeichnet man als Grenzparallele.

6. Es gibt noch eine weitere Grenzparallele. Konstruiere auch diese und farbe
sie ebenfalls rot.

7. Was kann man nun iiber die Lage der Geraden aussagen, die ¢ nicht schnei-
den?

8. Speichere Deine erstellte Datei, drucke sie aus und klebe sie in Dein Heft.

Aufgabe 6.28
1. Lies den Abschnitt iiber die Geometrie von Lobacevskii und Bolyai in Ab-
schnitt 6.3 noch einmal griindlich durch. In der letzten Aufgabe (Aufgabe
6.27) haben wir die Grenzparallelen gezeichnet. Wir werden nun auch den
Parallelitdtswinkel bestimmen.
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2. Verwende Deine Zeichnung aus der letzten Aufgabe. Zeichne eine Gerade
durch P senkrecht zu /.

3. Bestimme die Winkel zwischen dieser Lotgeraden und den beiden Grenz-
parallelen. Wenn Du alles richtig gemacht hast, sind diese beiden Winkel
gleich.

4. Verschiebe den Punkt P. Was kann man nun iiber die Grofe des Paralle-
litdtswinkels schliefsen?

5. Speichere die bearbeitete Zeichnung in einer neuen Datei, drucke sie aus
und klebe sie in Dein Heft.

6.5.3 Die Winkelsumme im Dreieck

Da in der hyperbolischen Geometrie das fiinfte Postulat nicht gilt, kann auch
der Satz, dass die Winkelsumme jedes Dreiecks gleich 180° ist, nicht mehr
gelten. Denn dieser ist, wie wir in Kapitel 6.1 gesehen haben, dquivalent zum
Parallelenpostulat. Wir werden nun mit Hilfe von Cabri untersuchen, ob wir
eine andere Aussage iiber die Winkelsumme eines Dreiecks in der hyperboli-
schen Geometrie zeigen konnen.

Aufgabe 6.29

1. Konstruiere einen Kreis.

2. Konstruiere ein Dreieck auf dieser P-Kreisscheibe und bezeichne die End-
punkte mit A, B und C.

3. Bestimme die Winkelsumme dieses Dreiecks und speichere Deine Zeich-
nung.

4. Verschiebe einige Eckpunkte und untersuche, wie sich dabei die Winkel-
summe veréndert.

5. Konstruiere ein Dreieck mit einer moglichst kleinen Winkelsumme. Spei-
chere die Zeichnung in einer neuen Datei.

6. Konstruiere ein Dreieck mit einer moglichst grofen Winkelsumme. Spei-
chere auch diese Zeichnung in einer weiteren Datei.

7. Versuche anhand Deiner Untersuchungen eine allgemeine Aussage {iber
die Winkelsumme eines Dreiecks in der hyperbolischen Geometrie zu for-
mulieren. Beriicksichtige dabei die Rundungsfehler, die bei Rechnungen
in Cabri auftreten.

8. Drucke die verschiedenen Zeichnungen aus und klebe sie in Dein Heft.

6.5.4 Nichteuklidische Abstiande

Im Modell von Poincaré werden die nichteuklidischen Winkel in ihrer wahren
Grofke widergegeben. Das gilt aber nicht fiir nichteuklidische Absténde.

Aufgabe 6.30
Untersuche mit Hilfe von Cabri, was man iiber nichteuklidische Abstdnde im
Vergleich zu Abstédnden in der Euklidischen Ebene aussagen kann.
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Am einfachsten lasst sich der Unterschied zwischen den beiden Abstdnden un-
tersuchen, indem Du zunéchst einige Punkte auf der z-Achse markierst, die
den gleichen Euklidischen Abstand haben. Ermittle anschliefend den nichteu-
klidischen Abstand zwischen diesen Punkten und beschreibe, was Dir auffallt.
Speichere Deine Datei, drucke sie aus und klebe sie in Dein Heft.

6.5.5 Parallele Geraden

Weil der nichteuklidische Abstand anders gemessen wird als der gewohnte
Euklidische Abstand, sehen auch zwei parallele Geraden anders aus, als wir
es gewohnt sind. Wenn man an ein Bild von zwei parallelen Geraden denkt,
stellt man sich zum Beispiel Eisenbahnschienen vor, die iberall gleich weit
voneinander entfernt liegen und Schwellen haben, die senkrecht zu den Schie-
nen stehen. Auf einer P-Kreisscheibe sehen parallele Geraden allerdings ganz
anders aus.

Aufgabe 6.31
1. Konstruiere einen Einheitskreis.
2. Konstruiere eine Gerade auf der P-Kreisscheibe und bezeichne diese Ge-
rade mit £.
3. Konstruiere einen Punkt aufserhalb von ¢ und bezeichne diesen mit P.
4. Verwende die Option hypercycle aus dem figuren tekenen-menu (Figuren-
zeichnen-Menii) und klicke zuerst P und dann die Gerade ¢ an.
5. So erhéltst du den Kreisbogen, der iiberall den gleichen Abstand zur Ge-
raden ¢ hat. Du kannst das wie folgt verifizieren:
6. Markiere einige Punkte auf dem ,hypercycle und konstruiere Lotgeraden
von diesen Punkten auf /.
7. Bestimme fiir diese Punkte den Abstand zu ¢. Wenn alles stimmt, sind
diese Absténde gleich.
8. Speichere Deine Datei, drucke sie aus, und klebe sie in Dein Heft.

6.5.6 Hyperbolische Kreise

Das Schone an diesem hyperbolischen Modell ist, dass Kreise den gewohnten
Euklidischen Kreisen sehr dhnlich sind. Nur die Mittelpunkte befinden sich
nicht da, wo man sie erwarten wiirde.

Aufgabe 6.32

1. Konstruiere einen Einheitskreis.

2. Konstruiere einen Kreis auf der P-Kreisscheibe, nahe dem Rand. Bezeich-
ne den Mittelpunkt des Kreises mit M.
Der Mittelpunkt des Kreises scheint nicht ,in der Mitte* zu liegen. Trotz-
dem ist der Abstand vom Mittelpunkt zu den Punkten auf der Kreislinie
iiberall gleich. Uberpriife dies fiir verschiedene Punkte und speichere Deine
Zeichnung in einer neuen Datei.
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3. Konstruiere verschiedene andere Kreise mit demselben Mittelpunkt aber
mit unterschiedlichen Radien. Speichere Deine Zeichnung in einer neuen
Datei.

4. Vergrofere alle Kreise auf dieselbe Grofe. Konstruiere einen Punkt inner-
halb dieses hyperbolischen Kreises. Bezeichne diesen mit P.

5. Konstruiere eine Gerade durch M und P.

6. Bestimme die Schnittpunkte von M P mit dem hyperbolischen Kreis und
bezeichne diese mit S und 7.

7. Bestimme den nichteuklidischen Abstand zwischen S und T'.

Dieser Abstand ist der Durchmesser des Kreises. Verschiebe P und iiber-
priife, dass jeder Durchmesser des Kreises dieselbe Lange hat. Speichere
Deine Zeichnung in einer neuen Datei.

8. Drucke die verschiedenen Zeichnungen aus und klebe sie in Dein Heft.

6.5.7 Weitere Untersuchungen zur Poincaré-Kreisscheibe und zur
hyperbolischen Geometrie

Es gibt noch viele andere Resultate, die man im Modell der Poincaré-
Kreisscheibe entdecken kann. Wir werden hier darauf nicht weiter eingehen,
es kann jedoch am Schluss dieses Kapitels ein Arbeitsauftrag dazu gew#hlt
werden. Nicht nur Mathematiker, sondern auch viele Kiinstler wie zum Bei-
spiel Escher sind vom Poincaré-Modell fasziniert. Auch die Arbeit von Escher
auf diesem Gebiet kann in den Arbeitsauftrigen ndher untersucht werden.
Es kann auch ein anderes Modell der hyperbolischen Geometrie zur ndheren
Untersuchung ausgewéhlt werden, das schon erwéhnte Beltrami-Klein-Modell.

6.5.8 Unterschiede zwischen der Euklidischen und der
Nicht-Euklidischen Geometrie

Das Ende dieses Kapitels ist nun erreicht. Im folgenden Abschnitt befinden
sich einige Arbeitsauftrage und abhéngig von der Zeit, die Dir noch zur Ver-
fiigung steht (in Absprache mit Deinem Lehrer) kannst Du Dich damit noch
beschéftigen.

Bevor Du jedoch mit Deinen eigenen Untersuchungen beginnst, ist es niitz-
lich, sich noch einmal die wichtigsten Unterschiede zwischen der Euklidischen
und der nichteuklidischen Geometrie vor Augen zu fithren, wie sie in diesem
Kapitel zur Sprache gekommen sind.

Aufgabe 6.33

Beschreibe die Unterschiede zwischen der Euklidischen und der Nicht-Euklid-
ischen Geometrie beziiglich des fiinften Postulats und der Winkelsumme im
Dreieck.
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6.6 Arbeitsauftrage

6.6.1 Untersuche die Bedeutung der nichteuklidischen Geometrie
in den Werken von Escher

Viele Kiinstler, darunter auch M. C. Escher, sind vom Poincaré-Modell, in dem
JGeraden Kreisbogen sind, die senkrecht auf dem Rand des dufleren Kreises
stehen, sehr fasziniert. Escher stellte ein Reihe sogenannter ,Cirkellimieten®
(Kreislimiten) zusammen. Bei diesen Bildern handelt es sich um Kreise, die
mit Mustern ,gepflastert” sind, die mit Hilfe der hyperbolischen Geometrie
konstruiert wurden.

In Abbildung 6.41 verwendet Escher zum Beispiel ,Geraden* als Verbindungs-
linien vom Kopf zum Fuft von Engeln und Teufeln.

Abb. 6.41: M.C. Escher, ,Cirkellimiet IV*. (©2004 The M.C. Escher Company B.V.
- Baarn - Holland. Alle Rechte vorbehalten.

Untersuche die Rolle, welche die hyperbolische Geometrie bei den ,Cirkellimie-
ten“ spielt. Berticksichtige dabei sowohl die mathematische Seite von Eschers
Tllustrationen als auch die kiinstlerische Darstellung. Du kannst auch etwas
iiber Escher selber schreiben.

Die ,Cirkellimieten” sind im Internet leicht zu finden. Du kannst dazu zum
Beispiel eine Suchmaschine verwenden, und nach dem englischen Begriff ,circle
limit* suchen.

Versuche auch selber eine Kreisfliche mit hyperbolischen Mustern zu pflas-
tern. Dabei muss die Kreisfliche mit kongruenten, regelméfiigen Vielecken
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(mit gleichen Winkeln und gleichen Seitenlédngen) ausgefiillt werden. Eine sol-
che Anordnung von Vielecken in einem Kreis ist nur méglich, wenn die regel-
miéfigen Vielecke n Seiten haben und sich m Vielecke in einem Punkt treffen,
sodass gilt: % + % < %

Gleichseitige Dreiecke kann man zum Beispiel mit Cabri mit der folgenden
Option aus dem meten-menu (Messungs-Menti) zeichnen:

Gleichseitiges Dreieck (non E regular tri-
angle): Wihle den Schwerpunkt des Dreiecks
und einen der Eckpunkte. Klicke dann die P-
Kreisscheibe an. Der Schwerpunkt darf dabei
nicht der Mittelpunkt des Kreises sein, der Eck-
punkt jedoch schon.

Abb. 6.42: Konstruktion ei-
nes gleichseitigen Dreiecks.

Fiir die Gestaltung der Kreisfliche kannst du die Funktion edge reflect aus
dem spiegelingen-menu (Spiegelungs-Menii) von Cabri verwenden.

Spiegeln eines Dreiecks an einer der Seiten
(edge reflect): Markiere eine der Seiten und
den gegeniiberliegenden Punkt. Klicke dann die

P-Kreisscheibe an.

Abb. 6.43: Spiegeln eines
Dreiecks.

Wenn Dein Muster am Ende nicht schén aussieht, kannst Du die Startpunkte
des ersten Dreiecks verschieben. Ein Beispiel fiir einen Teil von einem solchen
Muster ist in Abbildung 6.44 abgebildet.

6.6.2 Verfasse eine ausfiihrliche Biographie einer Person, die eine
wichtige Rolle bei der Entwicklung der nichteuklidischen
Geometrie spielte.

Wihle eine oder mehrere Personen, die eine wichtige Rolle in der Entwicklung
der nichteuklidischen Geometrie gespielt haben. Schreibe eine ausfiihrliche
Biographie iiber jede der Personen. Beriicksichtige dabei unter anderem die
folgenden Punkte:

o Welche Informationen kann ich iiber das Leben dieses Mathematikers zu-
sammentragen?
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Abb. 6.44: Beispiel fiir ein Muster.

e Haben auch andere Familienmitglieder eine bedeutende Rolle in der Ma-
thematik oder einer anderen Wissenschaft gespielt?
Was sind die wichtigsten Entdeckungen und Werke dieses Mathematikers?
Auf welche Gebiete hat sich der Mathematiker neben der nichteuklidischen
Geometrie spezialisiert?

Als Ausgangspunkt kann die folgende Website der St. Andrews University in
Schottland genommen werden:
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk /history /BiogIndex.html.

6.6.3 Untersuche ein anderes Modell der hyperbolischen
Geometrie: Das Beltrami-Klein-Modell

Das Beltrami-Klein-Modell ist ein Modell der hyperbolischen Geometrie im
Inneren einer offenen Kreisscheibe, in dem die folgenden Vereinbarungen gel-
ten:

e Punkte werden durch Punkte im Inneren eines Kreises repréasentiert.
e (eraden werden durch offene Strecken représentiert, die Punkte auf der
Kreislinie miteinander verbinden.

Das Beltrami-Klein-Modell hat den Vorteil, dass Geraden Euklidische Stre-
cken sind.

Aus Abbildung 6.45 wird deutlich, dass im Beltrami-Klein-Modell das hyper-
bolische Axiom gilt: Es gibt mehrere Geraden durch P, welche die Gerade ¢
nicht schneiden.

Untersuche dieses Modell ebenso, wie wir bereits die Poincaré-Kreisscheibe
untersucht haben. Du kannst dazu ebenfalls Cabri verwenden. Hierzu muss
zunéchst eine andere Symbolleiste heruntergeladen werden:
http://members.home.nl/gulikgulikers/WiskundePagina.htm.
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Abb. 6.45: Zum hyperbolischen Axiom im Beltrami-Klein-Modell.

Starte Cabri und offne die Datei mit der neuen Symbolleiste (dieser Vor-
gang kann einige Zeit dauern). Alle Konstruktionen beginnen mit einem Kreis.
Dieser Kreis kann mit der Option absolute circle unter dem ,Zeiger“ Knopf
konstruiert werden. Mit Hilfe von F1 erhéltst Du eine Anleitung zu den ver-
schiedenen Operationen.

Eine weitere hilfreiche Website ist die franzosische Seite:
http://www.cabri.net/abracadabri/GeoNonE/GeoNonE.htm.

6.6.4 Untersuche Gaufs’ weitere Bedeutung fiir die Mathematik

Im 19. Jahrhundert wurden Mathematiker immer mehr zu Spezialisten auf
einem bestimmten Gebiet. Diese Spezialisierung wurde lediglich durch einige
wenige geniale Mathematiker durchbrochen. Einer von ihnen war Gaugf.

In diesem Buch ist deutlich geworden, welche Bedeutung Gaufs fiir die Ent-
wicklung der nichteuklidischen Geometrie hatte. Untersuche nun seine weitere
Bedeutung fiir die Mathematik. Beriicksichtige dabei besonders den Inhalt sei-
ner Werke.

Als Ausgangspunkt kann folgende Website dienen:
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history /Mathematicians/Gauss.html.

6.6.5 Untersuche weitere Resultate der hyperbolischen Geometrie
im Modell von Poincaré

In Abschnitt 6.5 haben wir einige Ergebnisse von Poincaré betrachtet. Es
gibt allerdings noch viele andere wichtige Resultate im Modell der Poincaré-
Kreisscheibe. Untersuche einige dieser anderen Resultate der P-Kreisscheibe.
Berticksichtige hierbei insbesondere:

In- und Umkreis eines Dreiecks
Besondere Punkte eines Dreiecks, wie zum Beispiel Schwerpunkt und
Schnittpunkt der Hohen

e Satz von Pythagoras
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Spiegelungen

Horozykel

Saccheri-Vierecke

Kongruente und &hnliche Dreiecke

Hierbei werden wahrscheinlich einige Befehle in Cabri benotigt, die bis hierhin
noch nicht erldutert wurden. Im Internet gibt es weitere Informationen dar-
iiber. Untenstehende Websites kénnen als Ausgangspunkt gewéhlt werden. Es
gibt jedoch noch viele weitere hilfreiche Internet Seiten.

e http://mcs.open.ac.uk/tcl2/nonE/nonE.html (Englisch)
e http://www.pandd.demon.nl/hypm0.htm (Niederldndisch)

6.6.6 Untersuche den weiteren Inhalt von Die Elemente von
Euklid

Untersuche den weiteren Inhalt und Einfluss von Die Elemente von Euklid.
Gib hierbei in jedem Fall eine ausfiihrliche Beschreibung des Inhalts der ein-
zelnen Biicher der Elemente.

Die folgende Website kann dabei als Startpunkt fungieren:
http://aleph0.clarku.edu/~ djoyce/java/elements/toc.html. Auferdem liefern
die Biicher von Dijksterhuis [4] (Niederldndisch) und Heath [10] (Englisch)
viele Informationen zu diesem Thema.
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