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Vorwort

Stochastik ist die Mathematik des Zufalls. Sie ist von grofiter Bedeutung fiir die Berufs-
praxis der Mathematiker. An vielen Schulen hat sie ihren festen Platz gefunden.

Die beiden Hauptgebiete der Stochastik sind Wahrscheinlichkeitstheorie und Stati-
stik. In der Wahrscheinlichkeitstheorie untersucht man zufillige Prozesse mit festen als
bekannt angenommenen steuernden Wahrscheinlichkeiten. Dies ist theoretisch und prak-
tisch von eigenstandigem Interesse. Dariiber hinaus liefert die Wahrscheinlichkeitstheorie
Grundlagen fiir die Statistik, in der aus beobachteten Daten Schliisse iiber unbekannte
Wahrscheinlichkeiten und {iber zweckméafliges Verhalten gezogen werden sollen.

Stochastische Fragen treten in den unterschiedlichsten Problemkreisen auf. Hier einige
Beispiele:

e Was sind gute Strategien bei Gliicksspielen und anderen Entscheidungsprozessen
unter Unsicherheit?

o Welche Wahrscheinlichkeitsaussagen lassen sich iiber das Wachstum von Popula-
tionen und iiber die Vererbung von Eigenschaften machen?

e Wie iibermittelt man okonomisch Nachrichten?

o Wie vergleicht man mit vorgegebener Sicherheit die Qualitat von Heilmitteln oder
Produktionsverfahren?

e Was lésst sich liber die Genauigkeit von Messungen aussagen?

Dies sind Fragen, die sich nicht ohne Zusatziiberlegungen nur durch den Beweis mathema-
tischer Sitze beantworten lassen. Ein wesentlicher Teil der Schwierigkeit besteht bereits
darin, die passenden mathematischen Begriffe zu entwickeln, die es erlauben, diese ,rea-
len“ Fragen angemessen mathematisch auszudriicken. Die fiir Berufspraxis und Schule
gleichermaflen wichtige Umsetzung von realen Problemen in eine adiquate theoretische
Form kann man wohl nirgends besser iiben als in der Stochastik. Die Ubungsaufgaben,
die oft von der ,eingekleideten“ Art sind, sind dabei duBerst wichtig. Der Leser sollte so
viele wie moglich 16sen.

Ich habe versucht, ein wenig von der Faszination zu vermitteln, die Stochastik ausiiben
kann. Dies war mir wichtiger als eine moglichst vollstindige Abhandlung der praktisch
gebrauchlichen Verfahren. Ist das Interesse geweckt, kann ja der Leser weitere Literatur
heranziehen. Immerhin wird aber ein gewisser Fundus der Methodenlehre vermittelt,
und ich denke, dass der Leser, der hier die Grundideen verstanden hat, sich schnell in
systematischere Darstellungen und Handbiicher hineinfinden wird.

Das Buch wendet sich an Studenten der Mathematik, der Physik und der Informatik
vom dritten Semester an. Es setzt nur Grundkenntnisse aus der Analysis und der linea-
ren Algebra voraus. Nur in einigen spiteren Abschnitten wiirde man eigentlich ein wenig
Mafitheorie brauchen. Die Aussagen lassen sich aber auch ohne solche weiter gehenden
Vorkenntnisse verstehen, wenn man bereit ist, auf einzelne Beweise (vor allem von Exi-
stenzsitzen) zu verzichten. Diese sind in vertiefenden Vorlesungen leicht nachzuholen.

Das Buch enthélt mehr Stoff als man bei angemessenem Tempo in einer vierstiindigen
Vorlesung vermitteln kann. Dies gibt Wahlméglichkeiten. Die relativ zahlreichen mit
einem Stern versehenen Abschnitte, Sidtze und Beispiele und die Anhinge kénnen am
leichtesten weggelassen werden. Jedenfalls werden sie spiter nicht unbedingt benétigt.



vi Vorwort

Allerdings sind darunter viele Rosinen, so dass vieles dafiir spricht, lieber einen Teil des
Kuchens nicht zu essen.

Vieles aus den ersten Paragraphen ist Schulstoff. Weil Anfinger mit der mathema-
tischen Modellierung realer Experimente oft Schwierigkeiten haben, scheint mir eine
ausfiihrliche Darstellung nicht nur fiir die zukiinftigen Lehrer sinnvoll.

Man kann im Prinzip den gesamten Statistikteil auf eine spatere Lehrveranstaltung
verschieben, aber Mathematikstudenten mit anderen Studienschwerpunkten und Physik-
studenten fehlt oft die Zeit, eine solche zu besuchen.

Wie bei Lehrbiichern {iblich habe ich die Quellen in der Regel nicht genannt. Es gibt
aber historische Hinweise und Hinweise zum Weiterlesen.

Ich mochte den vielen Mitarbeitern und Freunden herzlich danken, die bei der Ent-
stehung dieses Buches geholfen haben. Petra Kiister hat schon bei der Ausarbeitung des
Skripts mitgewirkt, das als Grundlage diente. Aus Vorlesungsnotizen von Gtz Kersting
habe ich manche Anregung geschopft. Erich Berger, Wolfgang Stadje, Gotz Kersting,
Uwe Rosler, Hans-Jiirgen Doring, Ulrich Wacker, Catherine Pallenberg, Norbert Neu-
mann, Herold Dehling und Heinrich Hering haben Teile des Manuskripts gelesen, und
ihre Vorschldge haben zu wesentlichen Verbesserungen gefiihrt. Michael Krawczak hat
das schone Titelbild beigetragen. Das Manuskript haben Frau Schrors, Frau Zimmer,
Frau Graupner, Frau Gieseking und Frau Steffen sehr einwandfrei getippt. Dem Vieweg-
Verlag, insb. Frau Schmickler-Hirzebruch, danke ich fiir die gute Zusammenarbeit. Mei-
ner Frau danke ich fiir ihr Verstdndnis dafiir, dass ich oft selbst sonntags so schwer vom
Schreibtisch wegzukriegen war.

Die fiinfte Auflage enthélt u.a. einen zusitzlichen Paragraphen {iber Laufzeitanalysen
fiir rekursive Algorithmen. Ich danke Herrn Uwe Résler und Herrn Ludger Riischendorf
fiir wertvolle Hinweise zu diesem aktuellen Thema. Der Abschnitt iiber nichtparametri-
sche Tests wurde deutlich erweitert.

Herrn Erich Berger danke ich fiir die sorgfiltige Herstellung der neuen Druckvorlage
mit LATEX und fiir unzahlige Verbesserungsvorschlige, die ich gerne aufgegriffen habe.

Ich widme dieses Buch meinem Lehrer Konrad Jacobs, der mein Interesse an Stochastik
geweckt hat und dem ich viel verdanke.

Gottingen, im Oktober 1999. Ulrich Krengel
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Kapitel I Diskrete
Wahrscheinlichkeitsraume

Zunichst sollen die wichtigsten Grundbegriffe fiir solche Zufallsexperimente entwickelt
werden, die nur endlich viele oder abzahlbar viele mogliche Versuchsausgiange haben. Fiir
sie bendtigt man weniger theoretischen Hintergrund.

§1 Modelle fiir Zufallsexperimente,
Abzihlmethoden

Ziel der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Analyse der Gesetzméfligkeiten, die bei der
Beschreibung so genannter ,,Zufallsexperimente“ eine Rolle spielen. Darunter verstehen
wir Experimente, deren Ausgidnge nicht durch logische oder andere Griinde durch die
Versuchsbedingungen determiniert sind. Wenigstens gedanklich sollten die Experimente
unter den gleichen Bedingungen wiederholbar sein, und zwar so, dass der Versuchsaus-
gang bei unabhingig angestellten Wiederholungen nicht notwendig stets der gleiche ist,
sondern nur statistischen Regelméafigkeiten folgt.

Beispiele

e Wiirfelexperimente

e Blindes zufilliges Ziehen von Kugeln oder Losen aus einer Urne
e Kartenspiele

Die gleichen Gesetzmafligkeiten treten auch bei ,Experimenten® ganz anderen Typs auf,
etwa

o Geburten (Junge oder Médchen)

Ermittlung der Anzahl der Ausschussexemplare in der Tagesproduktion einer Ma-
schine

Unfallstatistiken

Registrierung von Lebensdauern

Anzahl der Ausschlige eines Geiger-Zahlers zur Messung von radioaktiver Strah-
lung.

Dagegen ist die Frage, wie ,,wahrscheinlich“ es ist, dass auf dem Mars einmal Leben
existiert hat, von ganz anderer Art. Entweder ist die richtige Antwort ja oder nein,
unabhéngig davon, ob wir sie kennen oder nicht.



2 Kapitel I Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Um nun Gesetzmaifligkeiten in Zufallsexperimenten mathematisch untersuchen zu kon-
nen, muss man zunichst mathematische Modelle dafiir bilden, innerhalb derer sie sich rein
mathematisch beschreiben und ,,definieren® lassen. Diese Modellbildung ist ein Vorgang,
der auch bei anderen mathematischen Disziplinen auftaucht, etwa in der Geometrie. Zum
Beispiel ist eine Kugel fiir viele Zwecke ein passendes Modell fiir die Erde. Will man etwa
eine Kirchturmhohe aus einer Langenmessung und aus Winkelmessungen bestimmen, so
ist ein Dreieck ein Modell.

Der Ubergang von der Wirklichkeit zum Modell ist nie rein logisch begriindbar. Er
setzt in starkem Mafl Erfahrung iiber die Natur des Experiments voraus. Das ist keine
Besonderheit der Modelle fiir Zufallsexperimente. So geniigt das ebene Modell der Erd-
oberfliche vollauf, wenn man eine Landkarte des Landkreises Gottingen herstellen will.
Fir feine geophysikalische Betrachtungen ist selbst das Modell der Erdkugel zu grob und
man betrachtet im feineren Modell Abplattungen. Wir sehen daran auch gleich, dass die
Wahl des Modells von der Zielsetzung mitbestimmt wird.

Wir halten also fest, dass es keinen prinzipiellen Unterschied zwischen den Rollen, die
Modelle in Geometrie und Stochastik spielen, gibt. Praktisch scheint es aber Unterschiede
zu geben, weil das passende Modell fiir Zufallsexperimente oft weniger offensichtlich ist.
Man téduscht sich leicht dariiber, ob ein Versuch wirklich hinreichend viele Symmetrien
enthélt, um die Annahme zu rechtfertigen, alle Versuchsausginge seien gleichwahrschein-
lich. Haufig lasst sich die Angemessenheit eines Modells nur empirisch priifen, und das
ist stets mit Unsicherheiten behaftet, die mit dem zufalligen Ausgang der Experimente
zusammenhéngen. Haufiger als in anderen Gebieten wird man schon aus Griinden der ma-
thematischen Praktikabilitdt bewusst ein relativ grobes Modell in Kauf nehmen miissen.
Gelegentlich wird man sogar ohne geniigend Erfahrung iiber die Natur des Experiments
ad hoc Modelle entwerfen, um gewisse Phinomene iiberhaupt erst einmal einer Rech-
nung zuganglich zu machen, und um zu vergleichen, welche qualitativen Auswirkungen
verschiedene Modellannahmen haben.

Zeitweise haben Mathematiker sogar geglaubt, es lige im Wesen der zufilligen Er-
scheinungen, dass sie sich eben nicht mathematisieren lieflen. Jedenfalls hat es — im
Gegensatz z.B. zur Geometrie — bis in dieses Jahrhundert hinein gedauert, bis man ei-
ne gesicherte axiomatische Grundlegung gegeben hat. Andererseits macht gerade dieses
Phinomen, dass man iiber Zufallsereignisse mathematisch rigorose Resultate beweisen
kann, einen Reiz des Gebietes aus.

Ist man sich der Schwierigkeit der Modellbildung in der Stochastik bewusst, so wird
man die Anwendbarkeit der abgeleiteten Resultate auf reale Probleme auch nachtriglich
noch iiberpriifen miissen. Eine Art Riickkopplung kann hilfreich sein. Wenn die abgelei-
teten Resultate nicht gut mit der Erfahrung iibereinstimmen, wird das Modell revidiert
werden miissen.

Die Frage der Modellbildung wird fiir uns ein wiederkehrendes Leitthema sein, das mit
der Entwicklung der mathematischen Theorie in Wechselwirkung steht.

1.1 Endliche Wahrscheinlichkeitsriume

Beginnen wir mit einer kleinen Aufgabe: Es sei die Wahrscheinlichkeit dafiir zu bestim-
men, dass die Summe der bei zwei Wiirfen eines Wiirfels erhaltenen Augenzahlen min-
destens 10 ist.

Wir kénnen das Ergebnis des aus zwei Wiirfen bestehenden Zufallsexperiments durch
das Paar (7, k) der beobachteten Augenzahlen beschreiben. Z.B. bedeutet (4, 1), dass der
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erste Wurf eine 4 und der zweite eine 1 ist. Die Menge Q = {(3,k) : 1 < i,k < 6} aller
moglichen Ergebnisse hat 36 Elemente. Aus Symmetriegriinden ist es nahe liegend, sie
als gleichwahrscheinlich anzusehen. Jedes (i, k) € Q hat also die Wahrscheinlichkeit 1/36.
Die Menge der Ergebnisse, fiir die die Summe ¢ + k der Augenzahlen mindestens 10 ist,

1st
A= {(676)a (6’ 5)7 (5’6)a (6’4)’ (575)a (476)}'

Da A sechs Elemente hat, ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit also 6/36 = 1/6.

Wir wollen auch Experimente betrachten, fiir die nicht alle moglichen Ergebnisse
gleichwahrscheinlich sind. Werfen wir eine Reiflzwecke auf den Fuflboden, so landet sie
entweder mit der Spitze nach oben oder mit der Spitze schridg nach unten. Bezeichnen
wir das erste dieser moglichen Ergebnisse mit o und das zweite mit u, so ist Q = {o, u}
eine Beschreibung der Ergebnismenge. Die Annahme, o und u seien gleichwahrschein-
lich, wire sehr unplausibel. Man konnte versuchen, die Wahrscheinlichkeit p von o durch
Ausfiihrung vieler Wiirfe zu schitzen.

Allgemein ordnen wir einem Zufallsexperiment mit endlich vielen moglichen Ausgdngen
eine endliche nichtleere Menge €2 zu, deren Elemente w die Versuchsausgénge bezeichnen.
Sie heilen Ergebnisse oder oft auch Stichproben, Realisierungen oder Elemen-
tarereignisse. {2 heifit Ergebnismenge oder Stichprobenraum, gelegentlich auch
Grundraum oder Ergebnisraum.

Die Teilmengen von (2 sind die Ereignisse, die in unserem Modell in Betracht gezogen
werden. Genauer: Wir identifizieren A C 2 mit dem Ereignis, dass ein w € A der beobach-
tete Versuchsausgang ist. Diese Konvention gestattet es, mengentheoretische Notationen
einzusetzen. So bedeutet AN B das Ereignis, dass sich A und B ereignen, denn w € ANB
besagt, dass w in A und in B liegt. Offenbar ist A U B das Ereignis, dass sich A oder B
ereignet. (Das Wort ,,oder” ist immer im nicht ausschlieBenden Sinn zu verstehen.) Das
Komplement A° von A in 2 bezeichnet das Ereignis, dass A nicht geschieht. Ereignisse
A und B heiflen unvereinbar, wenn die Mengen A und B disjunkt sind, d.h. wenn ihr
Durchschnitt A N B die leere Menge () ist. ) heifit auch das unmdogliche Ereignis.
heifit das sichere Ereignis.

Nun miissen den Ereignissen noch Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden. Die Men-
ge der Ereignisse ist mengentheoretisch die Potenzmenge P(f2), d.h. die Menge aller
Teilmengen von Q. Eine Abbildung P von P(Q) in [0, 1] heifit Wahrscheinlichkeits-
verteilung oder Wahrscheinlichkeitsmafl, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

P(Q) =1; (1.1)
P(A) >0 fir alle 4; (1.2)
P(AUB) = P(A)+ P(B) fir alle disjunkten A, B. (1.3)

Ist (1.1) erfiillt, so nennt man P normiert. Die letzte der obigen drei Eigenschaften heifit
Additivitat von P. P(A) heifit Wahrscheinlichkeit von A. Das Paar (2, P) heifit der
dem Experiment zugeordnete Wahrscheinlichkeitsraum. Er dient uns als Modell fiir
das reale Experiment. Die Wahl von 2 ist oft nahe liegend. Die ,richtige“ Wahl von P
ist nur in wenigen Fallen klar und wird uns noch viel beschiftigen. Die oben genannten
»Axiome“ (1.1)—(1.3) stecken nur einen Rahmen ab.

Indem wir Wahrscheinlichkeiten nur im Modell definiert haben, sind wir der Frage,
was Wahrscheinlichkeiten realer Ereignisse sind, aus dem Weg gegangen. Man versteht
wohl allgemein die Wahrscheinlichkeit eines realen Ereignisses als Maf fiir die Sicherheit
oder Héufigkeit, mit der es bei wiederholter Ausfithrung des Experiments auftreten wird.
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Sei etwa A beim Wiirfeln mit einem Wiirfel das Ereignis, dass die geworfene Augen-
zahl hochstens 4 ist. Wirft man den Wiirfel n-mal, so unterscheiden wir zwischen der
absoluten Hiufigkeit £, (A), also der Zahl der Wiirfe unter diesen n Wiirfen, bei de-
nen A auftritt, und der relativen Haufigkeit h,,(A) = k,(A)/n. Empirisch beobachtet
man, dass sich die h,(A) fir sehr grole n einem Grenzwert P(A) anndhern. (Konvergenz
lasst sich natiirlich empirisch nie priifen, da wir dazu eine unendliche Folge von Wiirfen
durchfithren miissten.) Nehmen wir an, dass fiir alle Ereignisse A Konvergenz von h,,(A)
gegen P(A) vorliegt, so iiberlegt man sich leicht, dass P die Eigenschaften (1.1)—(1.3)
haben muss.

Man hat daher Versuche unternommen, Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von relativen
Héaufigkeiten zu definieren. Aber dies fiihrt zu grolen Schwierigkeiten. Relative Haufigkei-
ten hdngen von der konkret beobachteten Folge von Wiirfen ab und sind deshalb zufillig.
Begrifflich sind damit relative Haufigkeiten sehr verschieden von Wahrscheinlichkeiten.
Wir werden spéter, in §3, umgekehrt einen Zusammenhang von Wahrscheinlichkeiten
und relativen Hiufigkeiten herstellen, indem wir ausgehend von dem axiomatischen Mo-
dell Konvergenz von relativen Haufigkeiten in geeignetem Sinn beweisen. Dafiir ist es
aber jetzt noch zu friih.

Nun zuriick zu unserem mathematischen Modell. Wir ersparen uns den ziemlich tri-
vialen Beweis der folgenden

Eigenschaften von P: Fir A, B, A; € P(2) gilt

P(A°) =1- P(A), speziell P(0)=0; (1.4)
ACB = P(A) < P(B) (= bezeichnet die logische Implikation); (1.5)
P(A\B)=P(A)—P(ANB) (mit A\B=ANB°), (1.6)

1=1 1=1

P( U Ai> < P(A;) fir beliebige Ay, ..., Ay; (1.8)
i=1 i=1

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB). (1.9)

Aus (1.7) folgt
P(A) = ) P({w}). (1.10)

w€EA
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten der
Ergebnisse, bei denen A eintritt. P ist also durch die Werte aller P({w}) mit w €
bestimmt. Wir schreiben auch P(w) statt P({w}). Die Abbildung w — P(w) heifit
Wahrscheinlichkeitsfunktion. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung kann also durch An-
gabe der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsfunktion beschrieben werden. Offenbar gilt fiir
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion stets

P(w) > 0 fiir alle w € Q, und Z P(w)=1. (1.11)
weN
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Umgekehrt definiert jede Abbildung w — P(w) mit diesen Eigenschaften gemif (1.10) ein
eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafl. Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion kann
daher auch als Abbildung w — P(w) mit den Eigenschaften (1.11) definiert werden. Auch
der Name Wahrscheinlichkeitsvektor ist gebrauchlich. In vielen Fillen ist ndmlich Q
von der Form {1,2,...,n}, und P durch einen Vektor (p1,...,p,) mit p; > 0 und
Siy pi = 1 gegeben, indem man P(i) = p; setzt.

Fir ein Experiment gibt es im Allgemeinen mehrere mogliche Modelle. Die Auswahl
des Modells richtet sich nach Kriterien wie Einfachheit, Bestimmbarkeit der Wahrschein-
lichkeiten, usw. In dem eingangs gegebenen Beispiel mit den zwei Wiirfen eines Wiirfels
kénnte man z.B. auch daran denken, die Menge {2,3,...,12} als Ergebnismenge zu
wahlen, denn die Zahlen 2, ..., 12 sind die moglichen Augensummen, und nur nach diesen
ist gefragt. Allerdings wiaren dann die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten P(2), ..., P(12)
nicht alle gleich, und die einfachste Art sie zu bestimmen wire wohl ein Riickgriff auf
das oben verwendete Modell.

Wie findet man nun die Wahrscheinlichkeiten P(w)? Dies ist von Beispiel zu Beispiel
verschieden. Wir werden drei verschiedene Ansitze kennen lernen:

(1) Kombinatorische Bestimmung von P(w) durch Abzédhlen von . Dies ist moglich,
wenn man z.B. auf Grund von Symmetrie-Erwagungen davon ausgehen kann, dass alle
w € 2 gleichwahrscheinlich sind. P heifit dann die Gleichverteilung auf 2, und (Q, P)
wird in diesem Fall als laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet. Bezeichnet
card(2) die Anzahl der Elemente von (2, so ist in diesem Fall

1
Plw) = card(Q)
fir alle w € 2, und
card(A)
= ——" 1.
P(4) card(Q) (1.12)

die Laplace-Wahrscheinlichkeit von A. Das zugehérige Zufallsexperiment wird La-
place-Experiment genannt.

Wenn man davon spricht, dass ein Element einer Menge Q zufdllig ausgewihlt wird,
meint man — sofern nichts anderes gesagt wird — dass alle w gleichwahrscheinlich sein
sollen.

(2) Statistische Schitzung. Z.B. findet man Schitzungen von Lebensdauern durch Sterbe-
tafeln. Die Wahrscheinlichkeiten der Geburten von Jungen bzw. Madchen und die Wahr-
scheinlichkeit, im zweiten Jahr nach Erwerb des Fiihrerscheins einen Unfall zu verursa-
chen, kann man statistisch schitzen. Zur Diskussion dieser Verfahren werden wir theore-
tische Uberlegungen mit heranziehen miissen.

(3) Logische Uberlegung und Kombination statistischer Methoden mit mathematischen
Ableitungen. Oft lasst sich durch eine Uberlegung die Form von Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen bis auf unbekannte Parameter bestimmen. Diese miissen dann noch geschitzt
werden.

Am einfachsten sind die Laplace-Experimente. Daher beginnen wir damit. Ein histo-
risch wichtiges Beispiel soll aber vorher zeigen, dass die Gleichwahrscheinlichkeit manch-
mal erst durch passende Definition der Ergebnisse herbeigefiihrt werden muss.
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Beispiel 1.1 (Spielabbruch) Zwei Spieler spielen eine Folge von Spielen, wobei jedes Mal
jeder der beiden mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gewinnt, unabhéngig davon wie die anderen
Spiele ausgehen. Beide bringen den gleichen Einsatz ein und vereinbaren, dass derjenige
die Gesamtsumme erhilt, der als Erster 10 Spiele gewonnen hat. Nach 15 Spielen habe
Spieler A 8 Spiele gewonnen und Spieler B 7 Spiele. Durch ein unvorhergesehenes Ereignis
werden die beiden gezwungen, ihre Spielfolge abzubrechen. Wie ist das Geld aufzuteilen?

Da in den Spielregeln der Spielabbruch nicht vorgesehen war, konnte wohl Spieler B
verlangen, den vollen Einsatz zuriickzuerhalten oder das Spiel spater zu beenden. Nehmen
wir aber an, man einigt sich darauf, den Einsatz entsprechend den Wahrscheinlichkeiten
zu verteilen, mit denen das Weiterspielen zum Erfolg fithren wiirde. Wie grof sind diese?

Ansatz 1: Spatestens nach vier weiteren Spielen wire alles entschieden. Schreiben wir
z.B. ABBA fiir den Fall, dass Spieler A das erste und letzte dieser vier Spiele gewinnt und
Spieler B die beiden anderen, so wéren die folgenden Spielverldufe (Ergebnisse) méglich:

AAAA AABB ABBB

AAAB ABAB BABB

AABA ABBA BBAB

ABAA BAAB BBBA

BAAA BABA BBBB
BBAA

Da bei den 11 Spielverldufen der ersten beiden Spalten der Spieler A gewinnt, und bei den
5 der letzten Spalte der Spieler B, und da aus Symmetriegriinden die obigen Spielverldufe
gleichwahrscheinlich sind, miisste Spieler A 11/16 des Geldes erhalten und Spieler B 5/16.
So argumentierte Pascal 1654 in einem Brief an Fermat.

Ansatz 2: Man kann einwenden, dass diese Spielverldufe gar nicht eintreten, da meist
schon vorher ein Spieler genug Siege beisammen hat. Die wirklich méglichen Fortsetzun-
gen waren

AA ABBB
ABA BBB
ABBA BABB
BAA BBAB
BBAA
BABA

Hier gewinnt A in den 6 Spielen der ersten Spalte, und B in den 4 Spielen der zwei-
ten Spalte. Miisste A also 6/10 des Geldes erhalten? Das wire richtig, wenn hier alle
Spielverldufe gleichwahrscheinlich wiren. Es ist aber P(w) = 1/4 fir w = AA und
P(w') = 1/16 fir o' = BBAB. Wenn man die unterschiedlichen Wahrscheinlichkei-
ten beriicksichtigt, kommt man auf die gleiche Losung wie oben. Durch die kiinstliche
Verldngerung der Folgen ist es in Ansatz 1 gelungen, den gleichwahrscheinlichen Fall
herbeizufiihren.

1.2 Einfache Urnenmodelle

Zahlreiche Abz&dhlprobleme lassen sich auf kombinatorische Formeln zuriickfiihren, die
wir am Beispiel von mehrfachen Ziehungen aus einer Urne kennen lernen wollen. In einer
Urne seien N Kugeln, die wir uns mit 1,2, ..., N nummeriert denken. Sukzessive werden
insgesamt n Kugeln zufillig gezogen.
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Wir sprechen von einer Stichprobe mit Zuriicklegen, wenn Kugeln mehrfach gezogen
werden diirfen, also nach jeder Ziehung die gezogene Kugel zuriickgelegt wird und neu
geschiittelt wird bevor die nichste Kugel gezogen wird. Kann jede Kugel nur einmal auf-
treten, so spricht man von einer Stichprobe ohne Riicklegen. (Statt ,,mit Riicklegen“
und ,ohne Riicklegen“ sagt man auch ,mit Wiederholung“ und ,,ohne Wiederholung®,
obwohl es zu Mehrfachziehungen irgendwelcher Kugeln natiirlich beim Riicklegen nicht
kommen muss.)

Man kann das Ergebnis der Folge der Ziehungen dadurch beschreiben, dass man das n-
Tupel (w1,ws, ...,w,) angibt, in dem w; die Nummer der bei der i-ten Ziehung gezogenen
Kugel ist. Hierbei kommt es also auf die Reihenfolge des Erscheinens der einzelnen Kugeln
an. Wir sprechen dann von einer Stichprobe in Reihenfolge. (1,3,4,1) und (1,1, 3,4)
werden dann als verschiedene Ergebnisse betrachtet. Soll dagegen nur unterschieden wer-
den wie oft die einzelnen Kugeln in der Stichprobe erscheinen, so spricht man von einer
Stichprobe ohne Reihenfolge. Die beiden eben genannten Folgen wiren dann das
gleiche Ergebnis {1,1,3,4} = {1,3,4,1}. Wir verwenden dann geschweifte Klammern
wie bei Mengen. Hier kommt es aber auf die Vielfachheit der Elemente an: {1, 3,4} ist
von {1,1,3,4} verschieden.

[Wieder sind auch andere Bezeichnungen in Gebrauch: Stichproben in Reihenfolge werden auch ge-
ordnete Stichproben genannt. Stichproben in Reihenfolge ohne Riicklegen heiflen auch Permutationen

von n aus N Elementen, und Stichproben ohne Reihenfolge ohne Riicklegen auch Kombinationen von n
aus N Elementen.]

Durch die eben genannten Unterscheidungen ergeben sich vier verschiedene Stichpro-
benrdume, deren Elemente wir nun zihlen wollen. Sei A = {1,2, ..., N}.

I) Stichproben in Reihenfolge mit Riicklegen: Als Stichprobenraum kann
Y ={w=(w1,...,wn): w; €A firi=1,...,n}=A"

gewdhlt werden. Offenbar ist card(€;) = N™.
IT) Stichproben in Reihenfolge ohne Riicklegen: Als Stichprobenraum dient

Qi = {w= (w1, ...,wn): ws €A, w; #wj fiiri #5 (1 <4,5<n)}.

Um die Anzahl der Elemente von €1 zu bestimmen, bedienen wir uns eines Abz&hlprin-
zips, das gleich etwas allgemeiner formuliert wird als wir es hier brauchen.

Abzéhlprinzip: Sei 2 eine Menge von n-Tupeln w = (wi,ws, ...,w,), die wir als
Ergebnisse eines aus n Teilexperimenten (Stufen) bestehenden Experiments auffassen,
wobei w; das Ergebnis der i-ten Stufe ist. Fiir das erste Teilexperiment gebe es k; mogliche
Ausgénge. Fiir jedes ¢ sei die Zahl k; der moéglichen Ausgiéinge des i-ten Teilexperiments
unabhéngig davon wie die fritheren Teilexperimente ausgegangen sind. Dann ist

card() = k1 - ko ... - ky.

Beweis: Simple Induktion. a

Beim Ziehen von Kugeln ohne Riicklegen ist k; = NN, da zuerst noch alle Kugeln in
der Urne sind. Nach der v-ten Ziehung liegt (w;, wa, ..., w,) fest, und fiir jede Wahl
von (wi,ws, ...,w,) gibt es noch k,+; = N — v Kugeln zur Auswahl fiir die (v + 1)-te
Ziehung. Welche dies sind, hdngt von (w1, ws, ...,w,) ab, aber nicht ihre Zahl. Es folgt

card( ) =N-(N-1)- ... - (N—=n+1).
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Das aus n Faktoren bestehende Produkt auf der rechten Seite wird meist abgekiirzt durch
die Notation
(N)y;=N(N-1)-... . (N—-n+1). (1.13)

Man kann nicht mehr Kugeln ohne Riicklegen ziehen als in der Urne enthalten sind. In
der Definition von (N), kommt dies auch zum Ausdruck. Fir n > N ist (N), = 0.

Spezialfall N = n: Dann sind am Schluss alle Kugeln gezogen und €211 besteht gerade
aus der Menge der Permutationen von {1, ..., N}. Mit der iiblichen Notation N! =
1-2-3-...-Nist (N)y = N!, und wir erhalten den bekannten Satz, dass N! die Zahl
der Permutationen einer Menge der Méachtigkeit IV ist, als Spezialfall wieder.

IIT) Stichproben ohne Reihenfolge ohne Riicklegen: Jede solche Stichprobe ist
dadurch beschrieben, dass man angibt, welche Kugeln darin vorkommen. Der zugehorige

Stichprobenraum 21 ist demnach gerade die Menge der Teilmengen der Méchtigkeit n
aus A = {1,..., N}, also

Q= {{wl,wg, oo Wnt o w €A, wy #F wjfur g #j}.
Wir kénnen gy auch beschreiben, indem wir eine Aquivalenzrelation in Qq einfihren:

(Wi, wa, «o oy wp) ~ (W, wsg, ..., wh)
gelte genau dann, wenn es eine Permutation 7 von {1, ...,n} gibt mit w, = wy; fiir i =
1, ..., n. Dabei sei m¢ das Bild von 7 unter der Permutation 7. Die Elemente von 1y sind
dann die Aquivalenzklassen. Jede Aquivalenzklasse kann z.B. durch den Reprisentanten
(w1,wa, ...,wp) Mit w; < wy < ... < w, beschrieben werden.

Da jede der Aquivalenzklassen n! Elemente hat, ist card(€y) = n! - card(Qyy). Daraus
folgt
(N)n

card(Qm) = ol

Wir schreiben fiir die rechte Seite auch (]Z) (gelesen: N iiber n). Schreibt man (N), in
der Form N!/(N — n)!, so ergibt sich

(17\1[) B ?u(—Jfrv'?n_)' - <N]in) (I1<n<N). (1.14)

Im Fall n > N ist wegen (N),, = 0 auch (1:) = 0. (1::) ist die Anzahl der n-elementigen
Teilmengen einer Menge der Méchtigkeit N. Da jede Menge genau eine 0-elementige
Teilmenge hat, nimlich die leere Menge 0, setzen wir (13[ ) = 1. Indem wir noch 0! =1
setzen, erreichen wir, dass (1.14) auch fiir n = 0 gilt.

[Eine franzésische Fabel berichtet von einem Schifer, der seine Schafe besonders schnell z&hlt, indem
er deren Beine z&dhlt und durch 4 teilt. Nennt man zwei Beine dquivalent, wenn sie zum gleichen Schaf

gehoren, so entspricht jedem Schaf eine Aquivalenzklasse. Wir haben also das ,,Prinzip des Schéifers®
angewandt, um unsere Aquivalenzklassen zu zé&hlen.]

IV) Stichproben ohne Reihenfolge mit Riicklegen: Als Stichprobenraum v
konnen wir die Menge der Aquivalenzklassen unter der obigen Aquivalenzrelation in
1 nehmen. Indem wir aus jeder Aquivalenzklasse den Représentanten mit w; < wy <
... < wy auswihlen, sehen wir, dass sich ;v auch als die Menge

{(wi,wa, ...,wn) €A™ : w1 <ws < ... <wp}
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beschreiben lisst. Da nun die Aquivalenzklassen nicht gleich michtig sind, ist das Prinzip
des Schéfers nicht anwendbar.

Wir ordnen den Elementen w = (wy, ...,w,) von Qpy die Folgen (wf, ... ,w
w; = w; + @ — 1 zu. Durch diese Zuordnung wird Qv bijektiv auf die Menge

/!

/) mit

m={(w}, ... ,w,) €EB": w) <wy <...<w,}

mit B ={1,2, ..., N + n — 1} abgebildet. Nach Fall III folgt

N4+n-1
n .

card(Qry) = card(Qqy) = (

Eine alternative Interpretation: Bevor wir Anwendungen diskutieren, wollen wir
sehen, dass wir gleich noch vier weitere Abzahlprobleme mitgel6st haben, indem wir nur
die Stichproben anders interpretieren:

Wir fragen nach der Anzahl der Moglichkeiten n Murmeln auf N Zellen genannte
Platze zu verteilen. Sind die Murmeln unterscheidbar, so ist eine Verteilung dadurch
beschrieben, dass man fiir jedes ¢ mit 1 < ¢ < n die Nummer w; der Zelle angibt, in
die man die i-te Murmel platziert hat. Eine Verteilung ist also beschrieben durch ein
n-Tupel w = (w1, ...,w,) mit 1 < w; < N. Die Menge der Ergebnisse (Verteilungen) ist
also wieder (21, aber jetzt mit der Uminterpretation

Nummer der Murmel,
Nummer der Zelle.

Nummer der Ziehung ~
Nummer der Kugel ~

Sind die Murmeln ununterscheidbar, so kénnen wir zwischen Permutationen von
(wi, ...,wy) nicht mehr unterscheiden. Diese werden also identifiziert. Ununterscheidbare
Murmeln entsprechen Stichproben ohne Reihenfolge, wihrend unterscheidbare Murmeln
Stichproben in Reihenfolge entsprechen.

Stichproben
vom Umfang n | mit Riicklegen ohne Riicklegen
aus {1, ..., N}
. . I II unterscheidbare
Reihenfol
n Herhentolge N (N)n Murmeln
I I1I
ohne v n+ N -1 1 N ununterscheid-
Reihenfolge < n ) ( n ) bare Murmeln
mit Mehrfachbe- | ohne Mehrfach- Verteilungen
setzung besetzung M e
auf N Zellen
Tabelle 1.1

Ziehen ohne Riicklegen bedeutet, dass die Nummer einer Kugel in der Stichprobe nicht
mehrfach auftreten darf. Dies bedeutet jetzt, dass jede Zelle nur einmal auftreten darf,
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dass man also in jede Zelle maximal eine Murmel legen darf. Solche Verteilungen nennen

wir Verteilungen ohne Mehrfachbesetzung. Verteilungen, bei denen jede Zelle beliebig

viele Murmeln enthalten darf, nennen wir Verteilungen mit Mehrfachbesetzung.
Unsere Uberlegungen sind in Tabelle 1.1 zusammengefasst.

1.3 Anwendungsbeispiele

(1) (4 Wiirfel) Es werden vier véllig gleich aussehende Wiirfel gleichzeitig geworfen.
Welches ist die Wahrscheinlichkeit p dafiir, dass die vier erscheinenden Augenzahlen
verschieden sind?

Man konnte versucht sein, folgendermaflen zu argumentieren: Jedes Ergebnis ist da-
durch beschrieben, dass man sagt, wie oft die 1, die 2, usw. auftritt. Also ist Qv mit
N = 6 und n = 4 ein passender Stichprobenraum. Die Menge der Ergebnisse, bei denen
die vier Augenzahlen verschieden sind, ist dann Qyp1. Also ist

O/ -5

Falsch daran ist das ,also“, denn damit wird Gleichverteilung unterstellt. Aber waren
die Wiirfel verschieden gefirbt, oder wiirden sie nacheinander geworfen, so wiren sie
unterscheidbar, ohne dass sich an p etwas dndern diirfte. Dem Ergebnis {1,1,1,1} in Qpy
(vier Einsen zu werfen) entspricht im unterscheidbaren Fall nur das Ergebnis (1,1,1, 1),
aber dem Ergebnis {1, 2, 3,4}, dass die Augenzahlen 1,2, 3,4 auftreten, entsprechen 4! =
24 Ergebnisse im unterscheidbaren Fall, in dem ; der angemessene Stichprobenraum
ist. Die richtige Losung ist daher
o card(QH) _ (6)4 )

~ocard(©y) 6% 18"

(2) (Geburtstagszwillinge)* Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit p, dass mindestens
zwei von den n = 25 Schiilern einer Klasse am gleichen Tag Geburtstag haben?

Als Stichprobenraum kénnen wir 0y mit n = 25 und N = 365 wihlen. Das Ergebnis
(w1, ...,wss) bedeutet, dass Schiiler Nummer 1 am w;-ten Tag des Jahres Geburtstag
hat, Schiiler 2 am wo-ten Tag, usw. Das interessierende Ereignis ist das Komplement
des Ereignisses {21y, dass alle Schiiler an verschiedenen Tagen Geburtstag haben. Also ist
p =1— P(Qq). Unter der Annahme der Gleichverteilung auf Q; ist

card(Qr1)  (N)n 1 2 n—1
P(Qp) = = =1{l1—-=)]-{1—-——=—}-... (11— .
(€u) card(Q) N7 N N N
Wir begniigen uns mit einer Approximation. Ist k3 viel kleiner als N2, so ist 1 — k/N =

exp(—k/N), wobei wir die Notation exp(a) = e* benutzen und wie iiblich = fiir ,,ungefihr
gleich®“ schreiben. Also ist

n—1
k n(n-—1 600
P(Q) =~ eXp(— Z N) = exp(———(—z—]v—)) = exp(—m) ~ 0,44 .

k=1

Damit ist p ~ 0,56. (Ohne die Approximation ergibe sich p = 0,568.)
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(3) (Zahlenlotto) Es werden n = 6 Kugeln aus N = 49 Kugeln ohne Riicklegen gezogen.
Notieren wir die Kugeln in der Reihenfolge der Ziehungen, so ist 211 die Ergebnismenge;
notiert man nur die Teilmenge der gezogenen Kugeln, so muss man mit {2y arbeiten.

Im Gegensatz zum ersten Beispiel fithren nun beide Beschreibungen bei Annahme der
Gleichverteilung zu den gleichen Wahrscheinlichkeiten fiir die in den beiden Modellen
einander entsprechenden Ereignisse, denn da nun alle w; verschieden sind, entsprechen
jeder Teilmenge {wy, ...,we} genau 6! geordnete 6-Tupel. Der Gleichverteilung auf Qp
entspricht also die Gleichverteilung auf ;. Natiirlich lassen sich in €2y auch Ereig-
nisse beschreiben wie ,die dritte gezogene Kugel ist eine 5%, die in {1 nicht definiert
sind. Interessiert man sich aber nur fiir Ereignisse wie ,unter den 6 geratenen Zahlen
{2, 11, 17, 32, 40, 48} sind mindestens drei Richtige®, so hat man die freie Wahl zwi-
schen 2y und Q7. Wir wollen Qp; benutzen. Die Wahrscheinlichkeit jedes Ergebnisses
ist dann

1 1
P(w) = = ~7,1511-1078.
(w) <49) 13983816
6

Dies ist auch die Wahrscheinlichkeit pg fiir ,,6 Richtige®, denn dazu muss das gezogene
w genau dem geratenen gleich sein.

Wir wollen nun ps = P(genau 4 Richtige) bestimmen: Sei @ = {@;1, @2, ...,we} die
Menge der geratenen Zahlen. Dann ldsst sich das Ereignis ,,genau 4 Richtige“ in Qg
beschreiben durch

Ay = {w € Q- Card((D ﬂw) = 4} .
Wir kénnen eine zu A4 gehorige Menge w von Kugeln dadurch beschreiben, dass wir
zuerst 4 Kugeln von @ und dann 2 Kugeln von {1, 2, ...,49} \ @ festlegen. Da @ aus
6 Kugelnummern besteht, gibt es fiir die erste Wahl (2) Moglichkeiten, fiir die zweite

gibt es (%) Moglichkeiten. Jede Wahl der 4 Kugeln aus @ ldsst sich mit jeder Wahl
von 2 Kugeln aus {1, ...,49} \ @ zu einem Element w € A4 zusammensetzen. Also ist

card(44) = (§) - (%) , und
(5)(2)
4/ \ 2
pa = P(Ay) = ~Sot
6
Ebenso bestimmt man z.B. ps = P(genau 5 Richtige). Die Wahrscheinlichkeit fiir min-

destens 4 Richtige wire pg + ps + p4.

Aus Symmetriegriinden ist klar, dass die gesuchten Wahrscheinlichkeiten nicht von @ abhingen. Das
wére nur anders, wenn der Zufallsmechanismus keine Gleichverteilung herstellen wiirde. Trotzdem heifit
dies nicht, dass man nicht durch geschickte Wahl von @ seine Gewinnchancen verbessern kann. Die Hohe
der Auszahlung hingt nimlich davon ab, was die iibrigen Lottospieler tun. Da sie gewisse Zahlenkom-
binationen bevorzugen, kann man mit einer héheren Auszahlung rechnen, wenn man solche @ angibt,
die die iibrigen Lottospieler vernachlissigen. Welche das sind, kann man untersuchen, indem man von
fritheren Auslosungen die Gewinnhdhen mit den ausgelosten Zahlen vergleicht. Z.B. werden (bisher) die
Zahlen der ersten Spalte und die iiber 31 etwas seltener getippt. Allerdings kommen nur 50 % der Ein-
zahlungen zur Auszahlung. Der typische Spieler erhilt also im Mittel nur 50 Pf von jeder eingesetzten
Mark zuriick. Einer meiner Diplomanden, Herr G. Hoffmann, zeigte, dass man von jeder eingesetzten
Mark im Mittel 67 Pf zuriickerhalten kann, wenn man aus den seltener getippten Zahlen seinen Tipp
zufillig auswahlt.

(4) (Spatzen) Auf wie viele Arten kdnnen sich zwei nicht unterscheidbare Spatzen auf
4 Telegraphenleitungen verteilen? Nach Fall IV mit N = 4 und n = 2 erhilt man die
Antwort (**27!) = 10. Man priife dies durch Auflistung aller Verteilungen.
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1.4 Die hypergeometrische Verteilung

Mit dem Lottospiel haben wir schon einen Spezialfall einer wichtigen Verteilung ken-
nen gelernt, die auch in vielen anderen Situationen auftritt. Um eine allgemeine Formel
abzuleiten, betrachten wir eine Urne, welche S schwarze und W weifle Kugeln enthélt,
insgesamt also N = S+ W Kugeln. Es werden n < § + W Kugeln ohne Riicklegen gezo-
gen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Stichprobe genau s schwarze und n — s = w
weifle Kugeln enthilt, ist

()
h(s;n,N,S) = £ Y7 (0<s<n). (1.15)
S+ W

)
Zur Ableitung argumentieren wir wie oben. Wir denken uns die Kugeln mit 1,2, ..., N
nummeriert, wobei etwa die Kugeln 1, ..., S5 schwarz seien. Es gibt (S“;W) Ereignisse in
Qq11 - Es gibt (f) Moglichkeiten, s schwarze Kugeln aus S vorhandenen schwarzen Kugeln
ohne Zuriicklegen zu ziehen, da es (f) Teilmengen der Michtigkeit s von {1, ..., S} gibt.
Entsprechend gibt es (‘2)’) Moglichkeiten, w weifle Kugeln aus einem Reservoir von W
weilen Kugeln ohne Riicklegen zu ziehen. Jede Kombination einer dieser Mengen von s

schwarzen Kugeln mit einer dieser Mengen von w weiflen Kugeln entspricht genau einem
Ergebnis w aus dem Ereignis ,,die Stichprobe enthilt genau 5 schwarze Kugeln“.

Beispiel 1.2 (Skatspiel) Beim Skat erhilt jeder der drei Spieler zehn Karten aus einem
Pack mit 32 Karten, und zwei Karten (der Skat) werden zunichst beiseite gelegt. Es gibt
4 Asse. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A genau 3 Asse erhilt? Dies
entspricht dem obigen Experiment mit S = 4, W = 28, n = 10 und s = 3. Die Asse
entsprechen den schwarzen Kugeln, die anderen Karten den weiflen. Also ist die gesuchte

Wahrscheinlichkeit
4\ /28 32\ 66
3/)\ 7 10/ 899"

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer der drei Spieler 3 Asse erhilt, ist dreimal
so groB3, da die Ereignisse, dass Spieler A, B bzw. C drei Asse erhilt, unvereinbar sind.

1.5 Vereinigungen von Ereignissen

Es ist manchmal schwierig, die Ergebnisse direkt abzuzdhlen, die zu einem Ereignis
gehoren, nach dem gefragt ist, aber die eingangs angegebenen Eigenschaften von P
konnen weiterhelfen. Nicht selten ist z.B. P(A°) leichter zu ermitteln als P(A). Ziemlich
typisch ist es, dass die Wahrscheinlichkeit von Durchschnitten leichter zu bestimmen ist
als die von Vereinigungen. Man benutzt dann die Formel (1.9) oder entsprechende For-
meln fiir Vereinigungen von mehr als zwei Ereignissen. Z.B. rechnet man durch doppelte
Anwendung von (1.9) auf (A4; U A2) U A3 leicht nach, dass

P(AiUA;UA;) = [P(A1) + P(Az) + P(A3)]
— [P(A1 N A2) + P(A1 N A3) + P(Ay N A3)] (1.16)
+P(A1 ﬂAzﬂAg)
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ist. Dies ldsst sich noch verallgemeinern. Sind A, Aq, ..., A,, m beliebige Ereignisse, so
sei
Sk = > P(A;, NA;,N...NA;) (1.17)
{i1, 2, -, ik }C{1, ..., m}
die Summe der Wahrscheinlichkeiten von allen Durchschnitten, die aus genau k der m
Ereignisse gebildet werden kénnen. Z.B. ist in (1.16) die erste eckige Klammer Sj, die
zweite S und der letzte Term S3. Induktiv ldsst sich fiir alle m zeigen

P(U A,-> = S = Sy + 85— ... +(=1)™H1S,,. (1.18)
i=1

Da wir in § 3 ohnehin eine allgemeinere Formel ableiten, lassen wir den Beweis hier weg.

Beispiel 1.3* (2 Asse beim Skat) Wie grofl ist beim Skat die Wahrscheinlichkeit p, dass
mindestens einer der drei Spieler genau 2 Asse erhalt?

Sei A; das Ereignis, dass der i-te der drei Spieler genau zwei Asse erhélt. Die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit ist p = P(A; U A2 U A3). Wie im obigen Beispiel zeigt man

4\ /28 32\ 2079
P(4i) = (2) ( 8)/(10) = 7192 ~ 0,289,

P(A; N Ay) lasst sich am schnellsten mit Hilfe der erst im néchsten Paragraphen dis-
kutierten bedingten Wahrscheinlichkeiten berechnen, aber auch die folgende Rechnung
enthalt fiir kombinatorisches Abzahlen typische und daher lehrreiche Elemente:

Wir denken uns die Karten mit 1, 2, ..., 32 nummeriert, und zwar so dass 1, 2, 3,
4 die Asse sind, und wahlen als Stichprobenraum {2 die Menge der Permutationen
w = (wi, ...,wsz) der Karten. (wy, ...,wig) seien die zehn Karten des ersten Spielers
in der Reihenfolge des Aufnehmens und (wi1, -..,wzq) die des zweiten Spielers. Wie vie-
le Elemente hat A; N A2 7 Man kann auf (120) Arten die Zeitpunkte i; < i bestimmen,
an denen Spieler 1 die Asse aufnimmt, und analog die Zeitpunkte i3 < i4 fiir Spieler 2
mit i3,i4 € {11, ...,20}. Zum Zeitpunkt i; gibt es 4 Wahlméglichkeiten fiir das Ass, zum
Zeitpunkt i3 noch 3, zum Zeitpunkt i3 noch 2 und zum Zeitpunkt i4 nur eine. Die iibrigen
Koordinaten wahlt man aus {5, ..., 32} nach dem Schema der Stichprobe in Reihenfolge
ohne Riicklegen. Es folgt

10\
card(A1 N A2) - < 2) - 4! 28!

und
card(A1 N Ag) 405

32! ~ 7192
Aus Symmetriegriinden ist P(A;NA3) = P(A;NA3). Da nicht jeder der drei Spieler zwei
Asse haben kann, ist P(A;NA2NA3z) = 0. Mit (1.16) folgt p ~ 3- (0,289 —0,056) = 0,699.

P(A; N Ay) = ~ 0,056..

[Der Leser lasse sich nicht dadurch verwirren, dass wir bei der Ableitung der hypergeometrischen
Verteilung mit einem anderen Stichprobenraum gearbeitet haben. Hiufig lassen sich Rechnungen verein-
fachen, wenn man Wahrscheinlichkeiten, die das gleiche reale Ereignis in zwei verschiedenen Modellen
hat, gleichsetzt. Natiirlich muss gewéihrleistet sein, dass das Resultat davon unbeeinflusst bleibt, die
Modelle also in diesem Sinn dquivalent sind.]

Die berechneten Wahrscheinlichkeiten beziehen sich natiirlich auf die Kartenverteilun-
gen nach dem Austeilen aber vor dem Aufnehmen des Skats. Die Verteilungen nach dem
Aufnehmen des Skats hiangen von der Spielweise ab.
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1.6 Multinomialkoeffizienten

Die Binomialkoeffizienten (2) beschreiben auf wie viele Arten man eine Menge von n
nummerierten Kugeln derart in zwei Gruppen teilen kann, dass die erste Gruppe k£ Kugeln
enthilt. Wie viele Moglichkeiten gibt es nun, die Zahlen 1, ..., n so in r Gruppen zu teilen,
dass die erste Gruppe k1 Elemente hat, die zweite Gruppe k2 Elemente usw.? Offenbar

muss man ki + k2 + ... + k., = n voraussetzen. Man kann zuerst auf ( ) Arten die
erste Gruppe auswihlen, dann auf (" k‘) Arten die zweite Gruppe, usw., schliellich auf
(" 1 — kz— - - ‘) Arten die r-te Gruppe. Multipliziert man diese Anzahlen miteinander,

S0 erglbt sich nach leichter Rechnung die gesuchte Zahl

n!
ki'ka! ... k!

n
k11k21"',k7‘ .

Die so bestimmten Zahlen heilen Multinomialkoeffizienten.

Warnung: Die Gruppen, in die wir die Kugeln eingeteilt haben, sind nummeriert.
Wir haben also nicht die Anzahl der Einteilungen in Gruppen der Gréfle kq, ..., k, un-
abhéngig von deren Bedeutung oder Reihenfolge studiert, sondern in benannte Gruppen.
Wir wollen den Unterschied an einem Beispiel erldutern.

Wir bezeichnen sie mit

Beispiel 1.4 (Mannschaftseinteilung) 26 Schulkinder haben einen Fufiball, vier Tennis-
schldger, einen Fuflballplatz und einen Tennisplatz zur Verfiigung. Die Zahl der Eintei-
lungen in zwei Fulballmannschaften A, B mit je 11 Spielern und zwei Tennisteams C, D
mit je 2 Spielern (fiir ein ,,Doppel“) ist 26!/(2!2!11!11!). Dabei sind die Mannschaften
benannt. Z.B. sind A und C die Mannschaften, die bei Spielbeginn mit der Sonne im
Riicken spielen. Die Gruppeneinteilungen

A={1,2,...,11}, B= {12, ...,22}, C ={23,24}, D= {25,26}
und
A = {12, S, 22}, B = {1, .11 C = {23,24}, D = {25, 26}

wiirden als verschieden gezdhlt, obwohl bei beiden Einteilungen die gleichen Teams ge-
geneinander spielen.

Interessiert man sich fiir die Zahl der Einteilungen in zwei Teams der Grofle 11 und
zwei Teams der Grofle 2, so wire unsere obige Losung noch durch 4 zu teilen, weil immer
vier ,benannte“ Gruppeneinteilungen die gleiche Einteilung in Mannschaften ergeben.

1.7 Runs*

In einem Horsaal sitzen in der ersten Reihe sieben Damen und neun Herren nebeneinan-
der, und zwar in der Reihenfolge

DHDDDDHHHHHHDHHD .
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Deutet diese Anordnung auf eine Tendenz hin, dass Nachbarn zum gleichen Geschlecht
gehdren? In einer fortlaufenden Folge von Symbolen nennen wir jede maximale Teilfolge
von einander benachbarten gleichen Symbolen einen run. Die obige Folge beginnt also
mit einem D-Run der Linge 1, auf den ein H-Run der Linge 1 und dann ein D-Run
der Lange 4 folgt, usw. Insgesamt gibt es 7 Runs, von denen vier D-Runs und drei H-
Runs sind. Wenn Symbole der gleichen Art hidufiger benachbart sind, als es dem Zufall
entspricht, wird es relativ wenige Runs geben, bei einer Tendenz zur Abwechslung viele.
Fir Runs interessiert man sich in vielen Situationen. Lange Runs von defekten Produkten
deuten auf Fehler in der Produktionsanlage, lange Runs von erkrankten Pflanzen in einer
Reihe auf Ansteckung.

Wie grof ist nun bei rein zufilliger Anordnung von 7 D’s und 9 H’s die Wahrschein-
lichkeit p, wie oben 4 D-Runs und 3 H-Runs anzutreffen? Wir benétigen das

Lemma 1.5 Die Zahl der Moglichkeiten, n ununterscheidbare Murmeln auf N Zellen so

zu verteilen, dass keine Zelle leer bleibt, ist (1’:,:11)

Beweis: Man legt zuerst in jede der N Zellen eine Murmel. Dann sind noch n’ =n—- N
Murmeln zu verteilen. Nach Modell 1y ist die Anzahl der Verteilungen dieser ununter-
scheidbaren Murmeln auf die N Zellen

N+n' -1\ (N+n' -1\ (n-1 -
() -Can) =GR
Nun zu unserer Frage iiber die Runs. Fiir eine Folge von d D’s und h H’s gibt es (d‘gh)
Anordnungen, wenn wir sowohl die D’s wie die H’s untereinander als nicht unterscheidbar
betrachten. Wie viele davon bestehen aus, sagen wir, » D-Runs und s H-Runs? Da
D-Runs und H-Runs abwechseln, ist » — 1 < s < 7 + 1. Nach dem Lemma gibt es
(‘:j) Méglichkeiten, die Langen ki, k2, ...,k, > 1 der D-Runs festzulegen, und ("~})
Moglichkeiten die Langen der H-Runs festzulegen, also (‘::}) (}s’:}) Moglichkeiten, die
Langen aller Runs festzulegen. Ist = s + 1, so muss der erste Run ein D-Run sein, im
Fall = s — 1 ein H-Run. Dann liegt also nach Wahl der Langen aller Runs die ganze
Folge fest. In diesen Fiéllen ist also die gesuchte Wahrscheinlichkeit

d-—1\ [h—-1 d+h
r—1)\s—1 d |
Im Fall » = s muss dies noch mit 2 multipliziert werden, da man noch die Wahl hat, die
Folge mit einem D oder einem H zu beginnen.
In unserem Beispiel war d = 7, h = 9, r = 4, s = 3. Die Wahrscheinlichkeit p ist
6\ (8) /(16\ _ 7T
(s) )/ (%) = 7
Um zu beurteilen, ob die beobachtete Zahl von 7 Runs ungewdhnlich klein ist, wiirde

man nach der Wahrscheinlichkeit fragen, hochstens 7 Runs zu beobachten. Diese lédsst
sich nun leicht berechnen. In der Praxis benutzt man natiirlich Tabellen.

1.8 Einfache Identititen fiir Binomialkoeffizienten

Die Binomialkoeffizienten (Z) treten so oft auf, dass es lohnt, sich ein paar Rechenregeln

zu merken. Wir beginnen mit dem Satz, nach dem die Koeflizienten benannt sind.

Satz 1.6 (Binomischer Lehrsatz)
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(z+y)" = i (Z) ok ynk (1.19)

k=0

Beweis: Schreibt man (z+y)" = (z1+vy1) (z2+y2) ... (zn+Yn) mit z; =z und y; =y,
so tritt das Glied z* y”~* beim Ausmultiplizieren immer dann auf, wenn in k& Klammern
der Faktor z; und in n — k Klammern der Faktor y; gewahlt wird, also in (Z) Fillen. O

Folgerung 1.7
(i) g:% (:) =om (i) é(—n’“ (:) =0; (i) i k (Z) =n.2"1

Beweis: (i) Setze in (1.19) z =1, y = 1. (ii) Setze z = —1, y = 1. (iii) Leite (1.19) nach
x ab und setze dann z = y = 1. a

Niitzlich sind auch die fiir 0 < k < n giiltigen Relationen

<Z) - (n - k) (1.20)
(:) - (n;l) ! (Z:i) | (1.21)

(1.20) folgt direkt aus der Definition; (1.21) ergibt sich aus der Beobachtung, dass es
(Z) Teilmengen der Michtigkeit k£ von {1, ...,n} gibt. Dies sind (2:;) Teilmengen, die

das Element 1 enthalten und (";1) Teilmengen, die es nicht enthalten. Aus (1.21) folgt,
dass in Pascals Dreieck (Bild 1.1) die (n + 1)-te Reihe die Binomialkoeffizienten (})

und

Bild 1.1 Pascals Dreieck

(k =0, ...,n), enthélt. Aus dem Dreieck wiederum entnimmt man, dass die Binomial-
koeflizienten bis zur Mitte hin ansteigen, d.h.
k+1< g impliziert (:) < <k:1> . (1.22)

Aus unseren Abzihliiberlegungen ergibt sich auch noch leicht:

i (f) (nvi/s> - <SJ,2W) (n<S+W).

s=0

Folgerung 1.8

Beweis: Die Summe der Wahrscheinlichkeiten h(s; n, W + S, S) in (1.15) ist 1. O
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Anhang*

Historische Anmerkungen: Die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Augensummen bei einem
Wurf mit drei Wiirfeln wurden schon im 13. Jh. in dem Epos ,,De Vetula“ richtig bestimmt, als des-
sen Autor man Richard de Fournival (1201-1260), den Kanzler der Kathedrale von Amiens, vermutet.
Auf einen (evtl. mittelbaren) islamischen Einfluss deuten darin vorkommende arabische Fachtermini.
Geronimo Cardano (1501-1576) schrieb um 1564 ein Manuskript iiber Gliicksspiele ,, De ludo aleae“, das
aber erst 1663 erschien. Darin ist bereits das Prinzip des fairen Spiels formuliert. Als Beginn der wissen-
schaftlichen Beschiftigung mit Wahrscheinlichkeiten betrachtet man den Briefwechsel von Blaise Pascal
(1623-1662) und Pierre Fermat (1601-1665) aus dem Jahre 1654. Dieser war angeregt durch Fragen des
Schriftstellers und Gliicksspielers Chevalier de Méré iiber Gewinnaussichten in einigen Spielsituationen,
u.a. auch bei einem Spielabbruch. (Es gibt iibrigens eine interessante fiktive Fortsetzung des Briefwech-
sels iber die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in dem Buch von A. Rényi: ,Briefe liber die
Wahrscheinlichkeit*.)

Christiaan Huygens (1629-1695) horte von dem Briefwechsel von Pascal und Fermat, hatte aber
keinen Zugang dazu. Er ging iiber Pascal und Fermat hinaus, indem er den Begriff des Erwartungswerts
einfiihrte. Sein ,, Tractatus de Ratiociniis in Ludo Aleae“ (1657) war sehr einflussreich.

Jakob Bernoulli (1654-1705) stellte den Zusammenhang von Wahrscheinlichkeiten und relativen Hiu-
figkeiten durch das (in § 3 diskutierte) ,,Gesetz der groen Zahlen“ her. Sehr wahrscheinlich fand er den
Beweis schon zwischen 1687 und 1689, aber dieser wurde erst 1713 in seinem nicht ganz vollendeten
posthum herausgegebenen Buch ,,Ars conjectandi“ veréffentlicht; vgl. A. P. Yushkevich (1986). Pierre
Simon Marquis de Laplace sah 1812 in seinem beriihmten Buch , Théorie analytique des probabilités*
als Ziel der Wahrscheinlichkeitstheorie die Riickfiihrung auf gleichwahrscheinliche Fille an. Fiir ihn
waren dies Félle, tiber die wir gleich wenig wissen; er glaubte, dass der Zufall in einer in seiner Sicht
deterministischen Welt nur ins Spiel kommt, weil wir etwas nicht wissen.

Fiir die gegenteilige Ansicht, dass es echt nichtdeterministische Vorginge gibt, lisst sich der Atom-
zerfall anfithren. Zwar ist es theoretisch denkbar, dass bisher unbekannte Variable den Zeitpunkt des
Zerfalls von Atomen bestimmen, aber es gibt keinerlei Anhaltspunkte fiir die Existenz solcher Variablen.
Die Quantenmechanik enthilt den Begriff Wahrscheinlichkeit als konstitutives Element. Es gibt keine
deterministische Hintergrundtheorie zur Quantentheorie, und wenn es eine gibe, so miisste sie Eigen-
schaften haben, die mit anderen als gesichert geltenden Ergebnissen der Physik in Widerspruch stehen.
Fiir die mathematische Theorie ist es unwesentlich, ob das deterministische Weltbild richtig oder falsch
ist.

Auf die Entwicklung des axiomatischen Ansatzes kommen wir in § 10 zuriick.

D’Alembert stellte 1761 die Vermutung auf, lange Runs triten viel seltener auf als nach den Re-
geln der Wahrscheinlichkeitstheorie zu erwarten und leitete daraus Zweifel an der Anwendbarkeit der
Wahrscheinlichkeitstheorie auf die reale Welt ab. Als Marbe dies zu Beginn dieses Jh. experimentell zu
untermauern versuchte, widerlegten ihn H. Bruns und L. v. Bortkiewicz durch Herleitung des Erwar-
tungswerts und der Varianz der Zahl der Runs (damals Iterationen genannt) gegebener Linge. Spiter
erlangten Runs in der Testtheorie Bedeutung.

Anwendung der Urnenmodelle auf die statistische Physik: In der statistischen Physik sieht
man von der Beschreibung der Bewegung von Teilchen nach den Gesetzen der newtonschen Mechanik
ab. Die Teilchenzahlen sind zu grof}, als dass man noch eine Chance hitte, die zugehorigen Differenzial-
gleichungssysteme zu l6sen oder die Anfangsbedingungen zu bestimmen.

Stattdessen macht man einen stochastischen Ansatz. Fiir jedes Teilchen wird der Zustand in jedem
Zeitpunkt durch die drei Ortskoordinaten und die drei Geschwindigkeitskoordinaten beschrieben. Fiir ein
abgeschlossenes System koénnen wir annehmen, dass die Menge der moglichen Zustinde, der Phasenraum,
eine beschrinkte Teilmenge des R® ist. Man teilt ihn in Zellen genannte gleich grofie 6-dimensionale
Quader, die so klein sind, dass die interessierenden Gréflen, etwa die Energie, innerhalb jeder Zelle als
konstant angesehen werden kénnen. Es gebe insgesamt N Zellen.

Interessiert man sich fiir die Energie der Teilchen, so teilt man die Zellen in Gruppen mit jeweils
gleichem Energieniveau ein. Es mége N; Zellen vom Energieniveau E; geben. Sind n Teilchen vorhanden,
so sei der Mikrozustand des Systems das n-Tupel w = (w1, ...,wn), in dem w; die Nummer der Zelle
angibt, in der sich das i-te Teilchen gerade aufhilt. Die Besetzungszahl X ;(w) des j-ten Energieniveaus
ist die Zahl der Teilchen in Zellen vom Energieniveau E;. Man interessiert sich fiir die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses

A(kl, ...,kd) = {w : Xl(w) = kl, ...,Xd(w) = kd},
dass sich fiir j =1, ...,d gerade k; Teilchen in Zellen vom Energieniveau F; aufhalten. Natiirlich muss
k1 + k2 + ... + kg = n sein. A priori hat man keinerlei Kenntnis dariiber, welche Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf (2 angemessen ist.
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Beispiel: In Wirklichkeit sollen NV und n grof sein, aber zur Illustration verwenden wir kleine Werte. Der
Phasenraum sei in 6 Zellen 1, ..., 6 unterteilt. Die Zellen 1, 2, 3 mogen zum Energieniveau F; gehoren,
die Zellen 4, 5, 6 zum Energieniveau E3 (Bild 1.2). Der Mikrozustand w = (2, 6, 3, 6, 4) beschreibt die
Situation, in der Teilchen 1 in Zelle 2 ist, Teilchen 2 in Zelle 6, usw. Das Energieniveau F; ist doppelt
besetzt, nimlich durch die Teilchen 1 und 3. Also ist X1 (w) = 2. Analog ist hier X2 (w) = 3.

®
®q

5 6

Z.
42 /43 /A

H\\\g
\

Bild 1.2 Besetzung von Zellen des Phasenraums

Mazwell-Boltzmann-Statistik: Konnen beliebig viele der Teilchen in jeder Zelle auftreten und sind
die Teilchen unterscheidbar, so ist Q = {1, ..., N}"™ die Menge der Mikrozustinde. Betrachtet man
jedes Element aus Qj als gleichwahrscheinlich, so spricht man von der Maxwell-Boltzmann-Statistik. Fiir
jedes w ist dann P(w) = N™". Es gibt n!/(k1' k2! ... kgq!) mégliche Aufteilungen von {1, ...,n} auf die
verschiedenen Energieniveaus, die die Eigenschaft haben, dass k; Teilchen in Zellen vom Energieniveau

E; sind. Fiir jede dieser Aufteilungen gibt es le.cj mogliche Verteilungen der k; Teilchen vom Niveau
E; auf die N; Zellen zu diesem Niveau, und bei fester Verteilung auf die Niveaus kann man all diese
Verteilungen frei miteinander kombinieren. Es folgt also

1 !
NN

P(A(k1, - kd)) = S e !

Man kann Grenziibergénge mit wachsender Teilchenzahl vollziehen. Bei geeigneter Einteilung in Niveaus
kann man auch zu empirisch iiberpriifbaren Resultaten gelangen. Spricht man etwa vom Niveau E;, wenn
die Energie eines in dieser Zelle befindlichen Teilchens < « ist, und sonst vom Niveau E3, und zdhlt man
ab, wie viele Zellen vom Niveau F; sind, so lidsst sich eine Energieverteilung ableiten. Fiir ,klassische*
Teilchen, etwa fiir Molekiile, stimmt die so theoretisch aus einem an sich willkiirlichen Ansatz abgeleitete
Energieverteilung gut mit Messergebnissen iiberein. So betrachtet man die Annahme der Gleichverteilung
als nachtréglich gerechtfertigt. (Einzelheiten finden sich in Lehrbiichern iiber theoretische Physik.)

Fermi-Dirac-Statistik: Fiir Elementarteilchen stimmen die Resultate, die man aus der Annahme der
Gleichverteilung auf p ableiten kann, nicht mit den Beobachtungen iiberein. Fiir Elementarteilchen
mit halbzahligem Spin, sog. Fermionen, zu denen die Elektronen, Protonen und Neutronen gehéren,
kommt man aber mit einer Gleichverteilungsannahme auf Qi = {w € Qp : w; # w;j Vi # j} zu
guten Ubereinstimmungen. Diese Annahme lisst sich dann so interpretieren, dass fiir Fermionen das so
genannte Pauli-Verbot gilt: Es ist verboten, dass sich in einer Zelle zugleich zwei Teilchen aufhalten.

Statt 217 konnen wir ebenso gut Q111 benutzen, denn jedes w € Qg lidsst sich auf n! Arten permutieren,
ohne dass sich etwas an den Besetzungszahlen dndert. (Die Besetzungszahlen X (w) sind daher auch auf
den Aquivalenzklassen wohldefiniert.) Benutzt man Qq als Ergebnisraum, so ist ein ,,Mikrozustand*
w € Qqr1 beschreibbar, indem man angibt, welche der N Zellen eines der Teilchen enthalten. (Die iibliche
Sprechweise ist dann ,,Zustand“ statt Zelle und , besetzter Zustand® fiir eine Zelle, die ein Teilchen
enthilt.) Es gibt dann (1:) Mikrozustinde, und ein w € A(ki, ...,kg) kann dadurch festgelegt werden,
dass man fiir jedes j angibt, welche k; der N; Zustédnde vom Niveau E; besetzt sein sollen. Also ist dann

Plaes, k) = (N)7 (1) - ().
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Bose-FEinstein-Statistik: Fiir Bosonen, d.h. Elementarteilchen mit ganzzahligem Spin, zu denen Pho-
tonen und Mesonen gehéren, kommt man zu Ergebnissen in Ubereinstimmung mit physikalischen Beob-
achtungen, wenn man die Gleichverteilung auf Qv annimmt. Man iiberlegt sich analog wie oben, dass
dann

P(A(k1, ... kq)) = (N+n—l)'1 (Nl +k1:1—1) (Nd-i-k:d—l)

ist. Diese Verteilung ist duflerst bemerkenswert, weil kein plausibler Zufallsmechanismus zu ihr fiihrt.

n

(Das soll nicht heifien, dass es keinen Zufallsmechanismus gibt, der diese Verteilung zur Folge hat.)

Aufgaben

Aufgaben, deren Losungen am Ende des Buches skizziert sind, sind durch (L) gekennzeichnet.
In allen Aufgaben gebe man ein Modell fiir das beschriebene Experiment an. Die auftretenden Ereig-
nisse sind mathematisch zu beschreiben.

1. Aus einer Urne mit 3 roten und 4 schwarzen Kugeln und aus einer Urne mit 2 roten, 2 weiflen
und 3 schwarzen Kugeln wird je eine Kugel gezogen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
gezogenen Kugeln die gleiche Farbe haben?

2. Ein Wiirfel wird 7 mal geworfen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass jede der Ziffern 1, ...,6
unter den Wurfergebnissen vorkommt?

3. Unter 32 Karten befinden sich 4 Asse. Die Karten werden gemischt und nacheinander aufgedeckt.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die neunte aufgedeckte Karte das zweite aufgedeckte
Ass ist? (L)

4. Die Ecken eines Wiirfels sind gleichméaBlig schrig abgeschliffen worden, so dass der Wiirfel auch
auf jeder dieser Ecken liegen bleiben kann. Allerdings ist die Wahrscheinlichkeit jeder Ecke nur
1/4 so grofl wie die jeder Seite. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit einer Sechs?

5. Fir einen gefilschten Wiirfel ist P({1,3,5}) = P({1,2,3}) = P({2,4,5}). Man bestimme
P(2), ..., P(6) in Abhingigkeit von P(1).

6. Durch Berechnung der jeweiligen Wahrscheinlichkeiten nehme man Stellung zum folgenden Ar-
gument:

Beim dreimaligen Wiirfeln sind die Ereignisse ,,die Augensumme ist 11“ und ,die Augensum-
me ist 12“ gleichwahrscheinlich, da beide Summen auf sechs Arten dargestellt werden kénnen.
(11=6+44+1=6+34+2=5+4+5+1=5+4+2=5+3+3=4+4+3;
12=64+54+1=6+4+2=6+4+3+3=54+5+2=54+4+3=4+4+4))

7. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass beim viermaligen Werfen eines Wiirfels
a) das Maximum der erhaltenen Augenzahlen gleich 4 ist,
b) das Minimum der erhaltenen Augenzahlen kleiner oder gleich 4 ist.

8. In einer Lotterie wurde eine siebenstellige Gewinnzahl auf die folgende Weise ermittelt: In einer
Trommel kommen die Ziffern 0 bis 9 je sieben mal vor. Die sieben Ziffern der Gewinnzahl werden
nacheinander ohne Riicklegen gezogen. Wie gro83 sind die Wahrscheinlichkeiten der Gewinnzahlen
8888888, 1234567, 44911017

9. Man beweise induktiv die Formel (1.18).

10. Ein Priifer hat 18 Standardfragen, von denen er in jeder Priifung 6 zufillig auswihlt. Ein Kandidat
kennt die Antworten von 10 Fragen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass er die Priifung
besteht, wenn er dazu mindestens drei Fragen richtig beantworten muss?

11. Eine Gruppe von n Personen, darunter A und B, setzt sich zufiillig an einen runden Tisch. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Personen zwischen A und B sitzen? (L)

12.  Wie viel Rosinen muss man in 500 g Teig tun, damit ein 50-g-Brétchen mit Wahrscheinlichkeit
99 % mindestens eine Rosine enthilt?

13. Drei Kugeln werden in 6 Schachteln eingeordnet, welche von 1 bis 6 nummeriert seien. Jeder
Verteilung wird eine Zahl zugeordnet, indem man die Schachtelnummer mit den Besetzungszahlen
multipliziert und die Resultate dann aufaddiert. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die
Zahl 9 bzw. 10 ist, wenn die Einordnung a) der Maxwell-Boltzmann, b) der Fermi-Dirac, c) der
Bose-Einstein-Statistik folgt.
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14.

15.

Beim Schachspiel kann ein Turm nur horizontal und vertikal schlagen. Wir nehmen nun den

allgemeineren Fall an, dass das Spielbrett aus n X n Feldern besteht.

(A) - Wie viele Méglichkeiten gibt es, n einander gleiche Tiirme auf dieses Brett zu stellen, so

dass keiner den anderen bedroht?

(B) - Bezeichnet A, die gesuchte Zahl, so kénnte man wie folgt argumentieren: fiir einen Turm

hat man n? Moglichkeiten, ihn zu platzieren; dieser bedroht dann eine Reihe und eine Spalte.

Das Problem reduziert sich daher auf ein (n — 1) x (n — 1)-Brett mit n — 1 Tiirmen, so dass
n = n? A,_ ist. Dies bedeutet aber 4, = n?(n — 1)2(n —2)? ... 2212 = (n!)2. Warum ist

dieses nicht die gesuchte Lésung von (A)? (L)

Wie viele verschiedene 5-stellige Zahlen kann man durch Nebeneinanderlegen von 5 von 6 Kéirtchen
bilden, auf denen die Ziffern 1, 1, 2, 2, 2, 3 stehen? (L)
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§ 2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit

2.1 Definition und Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkei-
ten

Haufig steht, bevor das Ergebnis eines Zufallsexperiments bekannt ist, schon die Infor-
mation zur Verfiigung, dass das Ergebnis zu einer bestimmten Teilmenge des Stichpro-
benraums gehort. Z.B. sieht ein Spieler beim Skat seine eigenen zehn Karten. Interessiert
sich Spieler 1 fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass Spieler 2 zwei Asse hat,
so wird er zunéchst seine eigenen Asse zdhlen. Hat er selbst drei oder vier Asse, so ist
fur ihn die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A natiirlich 0, hat er maximal zwei Asse,
so ist sie positiv.

Ein anderes Beispiel: Wenn ein 30-jahriger Mann eine Lebensversicherung abschlief3t,
wird man bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass er im [-ten Lebensjahr stirbt,
beriicksichtigen miissen, dass er das Alter 30 bereits erreicht hat.

Fiir ein Laplace-Experiment ist der Ansatz fiir die Definition bedingter Wahrscheinlich-
keiten sehr nahe liegend. Waren urspriinglich alle Ergebnisse w € §2 gleichwahrscheinlich,
und erhdlt man nur die Information, dass w € B liegt, so ordnen wir den Ergebnis-
sen aus B¢ die bedingte Wahrscheinlichkeit 0 zu, und betrachten die Ergebnisse aus B
als gleichwahrscheinlich unter der bedingten Wahrscheinlichkeit. Dies bedeutet, dass fiir
jedes A C 2 die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei gegebenem B den Wert

card(A N B)

P(A]B) = card(B)

(2.1)

erhilt. Aus P(A N B) = card(AN B)/card(2) und P(B) = card(B)/card(f2) ergibt sich

in diesem Fall

P(ANB)
P(B)

Wir definieren nun auch fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsrdume (2, P) und fiir belie-
bige Ereignisse B mit P(B) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A| B) von A be:
gegebenem B durch (2.2).

In §1 hatten wir — zunéchst noch relativ vage und ohne Beweis — einen Zusammen-
hang von Wahrscheinlichkeiten und relativen Haufigkeiten angefiihrt. Sei wieder k,(A)
die absolute H&ufigkeit, mit der sich Ereignis A in n unabhingigen Wiederholungen
des durch (2, P) modellierten Experiments ereignet, und h,(A) = k,(A)/n die relative
Haufigkeit. Fiir grole n sollte mit grofler Wahrscheinlichkeit h,(A) ungefihr P(A) sein.
Die absolute Haufigkeit des Ereignisses A unter denjenigen von den ersten n Experimen-
ten, in denen sich B ereignet, ist k,(ANDB). Also ist die relative Haufigkeit von A unter die-
sen Experimenten k, (AN B)/k,(B) = ho(ANB)/h,(B) =~ P(ANB)/P(B) = P(A|B).
P(A| B) ist also ein Ma$ fiir die langfristige relative Haufigkeit, mit der sich A ereignet,
wenn man nur die Teilfolge der Experimente betrachtet, in denen B eintritt.

Da die zu B gehorigen Ergebnisse w die bedingte Wahrscheinlichkeit P({w}|B) =0
haben, liegt die Idee nahe, fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit nur den kleineren Stich-
probenraum B statt {2 zu verwenden. Dies ist aber nicht zweckmifig, zumal wir spiater
mehrere Bedingungen nebeneinander betrachten werden.

P(A|B) = (2.2)
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Nun aber zunéichst ein paar

Beispiele: (1) (Lebensdauer) Nehmen wir einmal der Einfachheit halber an, die Wahr-
scheinlichkeit py, dass ein zufillig ausgewahlter ménnlicher Bundesbiirger genau im k-ten
Lebensjahr stirbt, sei unabhingig von seinem Geburtsjahr. Wir vernachlassigen also die
durch Einflissse von Kriegen und durch Anderungen der Lebensgewohnheiten und der
arztlichen Versorgung bewirkten Schwankungen. py sei durch die Auswertung von Ster-
betafeln bekannt. Die Wahrscheinlichkeit, dass das k-te Lebensjahr erreicht wird, ist
Sk = Dk + Pk+1 + DPk+2 + .... Die bedingte Wahrscheinlichkeit, im l-ten Lebensjahr zu
sterben, unter der Bedingung, dass das k-te Lebensjahr gerade erreicht ist, ist 0 fiir | < k
und p; /sy fiir I > k.

(2) (Ziehen von Kugeln ohne Riicklegen) Aus einer Urne, die zwei weile und drei
schwarze Kugeln enthilt, werden nacheinander ohne Riicklegen zwei Kugeln gezogen.
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass die zweite gezogene Kugel schwarz ist,
gegeben das Ereignis B, dass die erste gezogene Kugel weif} ist, sollte 3/4 sein, denn,
wenn B geschieht, sind nach der ersten Ziehung noch drei schwarze Kugeln in der Urne,
und eine weifle. Kommt dieser Wert auch bei Anwendung der Definitionsgleichung (2.2)
heraus?

Es handelt sich um ein Laplace-Experiment. Geben wir den weilen Kugeln die Num-
mern 1, 2, und den schwarzen die Nummern 3, 4, 5, so haben die interessierenden Ereig-
nisse die Form

ANB ={(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4), (2,5},
B = {(1’2)’ (1a 3)’ 1a4), (1:5)) (2a 1)’ (2’ 3)’ (2a4)v (2’5)} .

Also ist P(A|B) = card(AN B)/card(B) = 6/8 = 3/4, wie erwartet.

In diesem Beispiel betraf die Bedingung B ein Ereignis, das zeitlich vor A beobach-
tet werden konnte. In der Definition (2.2) spielt jedoch die zeitliche Reihenfolge keine
Rolle. Wir kénnen z.B. ebenso gut nach der Wahrscheinlichkeit P(B | A) fragen, dass
die erste Kugel weifl ist, gegeben die zweite Kugel ist schwarz. (Es ist P(B|A) =
card(AN B)/card(4) = 6/12 = 1/2.)

In der Praxis wird meist nicht P(A | B) aus P(B) und P(ANB) berechnet, sondern um-
gekehrt P(AN B) aus P(B) und P(A| B). Man verwendet dazu die Definitionsgleichung
(2.2) in der umgeschriebenen Form

P(ANB) = P(B)P(A|B). (2.3)

Im obigen Beispiel wiirde man etwa schlieen: Die Wahrscheinlichkeit P(B) ist 2/5, da
zu Beginn zwei von fiinf Kugeln weif} sind. Nachdem B eingetreten ist, sind drei von vier
Kugeln schwarz. Also ist P(A|B) = 3/4 und somit P(ANB) = 2.3 = 3.

Genau genommen hat man bei dieser Rechnung gar nicht den Stichprobenraum fiir
zwel Ziehungen ohne Riicklegen benutzt, sondern Modelle fiir die beiden Teilexperimente.
Stillschweigend wird also angenommen, dass P(B) und P(A|B) im Gesamtexperiment
den gleichen Wert hitten, wie man ihn den Teilexperimenten entnimmt. Das ist sicher
verniinftig, wenn die Modelle adiquat sind. Wir gehen spiter noch etwas darauf ein.

Die Formel (2.3) lasst sich induktiv verallgemeinern:
Sind Ay, A, ..., Ag Ereignisse mit P(AjNAxN ... NAg_1) > 0, so ist
P(A1NA2N...NAg) = P(A))-P(Az| A1) P(A3|A1NAp)

(2.4)
o P(Ag|A1N AN .. N Ak_1).
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Beweis: Simple Induktion. (Aus P(A;NAxN ... NAg_1) > 0 folgt P(A1NA2N...NA;) >
0 fiir alle j mit 1 < 7 < k — 1, so dass die auftretenden bedingten Wahrscheinlichkeiten
definiert sind.) a

Beispiel 2.1 Beim Skat bestimme man die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die drei Spie-
ler je genau ein Ass haben.

Aus Symmetriegriinden konnen wir annehmen, dass Spieler 1 die ersten 10 ausgeteilten
Karten erhalt, Spieler 2 die nichsten 10, dann Spieler 3 zehn, und die letzten 2 in den
Skat kommen. Sei A; das Ereignis, dass Spieler i genau ein Ass erhilt. Dann ist die
gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(A1NAyN A3) = P(A1) - P(Ay| A1) - P(As| A1 N A).

Es ist P(A;) = (‘11) (298)/(‘;’(2)) und P(Az| A1) = (:13) (199)/(33), denn nachdem Spieler 1
zehn Karten und darunter genau ein Ass erhalten hat, sind noch 3 Asse unter den 22

verbliebenen Karten. Analog ist P(As| A1 N Ay) = (%) (190)/(}(2)) :

[Man iiberzeuge sich, dass diese Methode fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 1 und Spieler 2 je
zwei Asse haben, den gleichen Wert wie die kompliziertere Uberlegung in Beispiel 1.3 liefert.]

Die folgenden Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten sind trivial aber niitzlich.

Satz 2.2 (i) Sei P(B) > 0. Durch Pg(A) := P(A|B) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf Q definiert. Ist A C B¢ oder P(A) =0, so ist P(A|B) = 0.

(ii) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) {B, Ba, ...} heifit Zerlegung von §,
wenn die B; disjunkt sind, und thre Vereinigung ) ist. Fiur jede Zerlequng und jedes
Ereignis A gilt

P(A) =) P(B:)P(A|By).
k

(Ist P(Bx) = 0, so ist P(A| Bi) nicht definiert; das Produkt P(By) P(A| By) kann
dann = 0 gesetzt werden.)

(iii) (Formel von Bayes) Ist P(A) > 0, und gelten die Voraussetzungen von (ii), so ist

fiir alle i
P(B;) P(A|B;)

PO = S o pal By
k

(iv) Ist C die disjunkte Vereinigung von Ereignissen Ci, Ca, ... mit P(C;) > 0, und
sind die P(A|C;) alle gleich, so ist P(A|C) = P(A|Cy).

Beweis: (i) Die Eigenschaften Pg(A4) > 0 und Pg(Q2) = 1 sind klar. Ist A disjunkte
Vereinigung von Ereignissen A1, As, ... so ist AN B die disjunkte Vereinigung der A; N B.
Daraus folgt die Additivitat.

(ii) folgt, weil A die disjunkte Vereinigung der A N By, ist, aus der Additivitit von P
und (2.3).

(iii) ergibt sich aus (ii) und P(B; N A) = P(B;) P(A| B;).

(iv) Es ist P(A|C;) P(C) = P(A|Cy) Y. P(C;) =Y. P(A|C;) P(C;)) =Y. P(ANCy)
=P(ANC) = P(A|C)P(C). Nach Division durch P(C) folgt die Behauptung. O
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Beispiele: (1) (Ziehen von Kugeln der gleichen Farbe)* Wie grof ist fiir die obige Urne
mit zwei weiflen und drei schwarzen Kugeln die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses C,
dass beide (ohne Riicklegen) gezogenen Kugeln die gleiche Farbe haben? Sei B; das
Ereignis, dass die erste gezogene Kugel weif} ist, und By das Ereignis, dass sie schwarz
ist. Offenbar ist P(C| B;) = 1/4, denn nachdem eine weile Kugel gezogen ist, ist nur
noch eine von vier Kugeln weif. Analog iiberlegt man sich P(C|B;) = 2/4. Nach der
Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit ist

2

+32_
5 4 5

P(C) = P(B;) P(C|By) + P(By) P(C|By) = 5

(S8 )
] =

(2) (Test fiir eine seltene Krankheit) Eine Krankheit kommt bei ca. 0,5 % der Bevol-
kerung vor. Ein Test zur Auffindung der Krankheit fithrt bei 99 % der Kranken zu einer
Reaktion, aber auch bei 2 % der Gesunden. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Person, bei der die Reaktion eintritt, die Krankheit wirklich hat?

Zur Losung denken wir uns die Bevdlkerung mit {1, ..., N} nummeriert. Ist By die
Menge der Kranken und B, die der Gesunden, so soll also card(B;) = 0,005 N, card(B2) =~
0,995 N sein. Ist A die Teilmenge der Personen, bei denen ein Test im Fall der Anwen-
dung zur Reaktion fiihrt, so soll ferner card(ANBy) = 0,99 card(B;) und card(ANBs) =
0,02 card(B;) gelten. Bei zufilliger Auswahl einer Person ist jeder Person die Wahrschein-
lichkeit 1/N zugeordnet. Also setzen wir

P(B;) = 0,005, P(By)=0,995,
P(ANB;) =0,99-0,005 und P(ANB;)=0,02-0,995.

Nach der Formel von Bayes folgt

P(ANB,) _ 0,99 - 0,005 495

(Bu]4) P(A) 0,990,005+ 0,02-0,995 _ 2485

0,2.

Von allen Personen, an denen die Reaktion beobachtet wird, sind also nur 20 % krank.
Sie sollten sich weiteruntersuchen lassen, aber nicht iiber Gebiihr beunruhigt sein.

Achtung: Nicht jede Information, die wir iiber ein Zufallsexperiment erhalten, eignet
sich zur Bestimmung von bedingten Wahrscheinlichkeiten nach dem obigen Schema. An-
genommen Herr Hans Schlau zieht aus einer Urne mit 4 weiflen und 4 schwarzen Kugeln
ohne Riicklegen 4 Kugeln und sagt wahrheitsgemaf, dass unter den ersten 3 gezogenen
Kugeln mindestens eine schwarze war. Ist nach dieser Information die Wahrscheinlich-
keit, dass die vierte gezogene Kugel weif} ist, grofier als 1/2? Konnte man also darauf
vorteilhaft wetten?

Ist B das von Hans genannte Ereignis und A das Ereignis, dass die vierte gezogene
Kugel weif} ist, so ist, wie man leicht priift, P(A|B) > 1/2. Aber dies beantwortet die
gestellte Frage nur, wenn feststeht, dass Hans Auskunft geben musste, ob B eingetreten
war, und dass es ihm nicht frei stand, welche wahre Teilinformation er gab. Dann wire
es ndmlich denkbar, dass er die Information , B ist eingetreten“ nur duflerte, wenn genau
eine der drei ersten gezogenen Kugeln schwarz war, und dass er z.B. bei genau zwei
schwarzen unter den ersten drei Kugeln gesagt hitte: ,Es ist mindestens eine weifle
darunter.“ Wir sehen, dass der gemachte Ansatz fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten nur
sinnvoll ist, wenn die Information, ob B eintritt, in jedem Fall mitgeteilt wird.
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2.2 Unabhéangigkeit

Zieht man aus der Urne mit den 2 weiflen und 3 schwarzen Kugeln zwei Kugeln nun
mit Riicklegen, so hat der Stichprobenraum 2 die 25 Elemente (¢, k) mit 1 < 7,k < 5.
Das Ereignis A, dass die zweite Kugel schwarz ist, hat nun die 15 Elemente (i,k) mit
3 < k < 5 und das Ereignis B, dass die erste Kugel weif} ist, besteht aus den 10 Elementen
(i,k) mit 1 < i < 2. Es ist
P =2, pB) =2 wd PUnB) =2
5 25

Daraus folgt P(A|B) = (6/25) - (5/2) = 3/5, und somit P(A|B) = P(A). Das ist
auch zu erwarten, da im Fall des Riicklegens die erste Ziehung ,keinerlei Einfluss“ auf
die zweite hat. Fiir die mathematische Formulierung dieses fehlenden Einflusses miissen
wir von Ursache-Wirkung-Vorstellungen absehen und nur den fiir die Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten wesentlichen Aspekt betrachten. Dann legt es das Beispiel nahe, A
von B unabhingig zu nennen, wenn P(A) = P(A| B) gilt. Da P(A| B) nur fiir Ereignisse
B mit P(B) > 0 definiert ist, hat es sich als zweckmifig erwiesen, zu definieren:

Zwer Ereignisse A, B heiflen unabhéngig, wenn P(AN B) = P(A) P(B) ist.

Ist P(B) > 0, so ist dies dquivalent zu P(A) = P(A| B).

Unabhingigkeit von A und B driickt aus, dass A und B wahrscheinlichkeitstheoretisch
in dem Sinn keinerlei Einfluss aufeinander haben, dass die Information, ,,B geschieht*
nichts an der Wahrscheinlichkeit von A dndert. Dies muss man von realer Beeinflussung
unterscheiden. So ist z.B. im obigen Urnenexperiment, selbst wenn es ohne Riicklegen
ausgefiihrt wird, B real unbeeinflusst von A, denn B betrifft die erste Ziehung und A
die zweite. Dennoch war beim Ziehen ohne Riicklegen P(B|A) = 1/2 und P(B) = 2/5,
d.h. P(B) # P(B|A) und damit B nicht unabhiingig von A. Unabhingigkeit ist ein in
A und B symmetrischer Begriff: Ist A unabhingig von B, so auch B von A. Bei realer
Beeinflussung ist dies sicher nicht der Fall. Insofern wire ,fehlender Zusammenhang*
schon eher die Entsprechung von Unabhingigkeit als ,fehlender Einfluss®.

Andererseits kann Unabhingigkeit von zwei Ereignissen A, B selbst dann vorliegen,
wenn real das Eintreten von A davon abhingt, ob B geschieht. Als Beispiel betrachten wir
ein Experiment, das aus zwei Wiirfen eines perfekten Wiirfels besteht. Sei A das Ereignis,
dass die Summe der beiden geworfenen Augenzahlen gerade ist, und B das Ereignis,
dass die zweite geworfene Augenzahl gerade ist. Dann ist P(A) = P(B) = 1/2 und
P(AN B) = 1/4. Also sind A und B unabhéngig, obwohl B mitbestimmt, ob A eintritt.
Dies driickt sich hier auch wahrscheinlichkeitstheoretisch aus, sobald wir nur einen nicht
perfekten Wiirfel nehmen. Ist z.B. die Wahrscheinlichkeit fiir eine gerade Augenzahl 2/5
statt 1/2, so erhdlt man, wenn man den ersten Wurf als unabhingig vom zweiten ansetzt,

P(B) =2, P(A) = (2)* + (2)* = 1 und P(ANB) = (2)* # P(A) - P(B). Beim nicht

perfekten Wiirfel sind also A und B abhingig.

Ein beliebter Anfingerfehler ist die Verwechslung von Unabhingigkeit und Disjunktheit. Sind zwei
Ereignisse A, B disjunkt, so ist P(A N B) = 0. Disjunkte (d.h. unvereinbare) Ereignisse sind also nur
dann unabhingig, wenn mindestens eines von beiden die Wahrscheinlichkeit 0 hat.

Wir benétigen den Unabhingigkeitsbegriff auch fiir mehr als zwei Ereignisse.

Definition 2.3 Wir sagen, die Produktformel gelte fiir eine endliche Familie
{Ai,i € J} von Ereignissen, wenn die Identitét
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P( N A,.) =[] P4 (2.5)

ieJ 1€J

erfilllt ist. Eine Familie {A;, 7 € I} von Ereignissen heifit unabhéngig, wenn fiir je-
de endliche Teilfamilie die Produktformel gilt, also (2.5) fiir alle (nichtleeren) endlichen
Teilmengen J C I erfiillt ist. (Oft sagt man statt ,,unabhingig® auch ausfiihrlicher ,sto-
chastisch unabhingig®. Verkiirzt ist die Sprechweise ,die A; sind unabhingig“ iiblich.)

Man beachte, dass die Giiltigkeit der Produktformel (2.5) fiir eine endliche Familie
Ay, ..., An (also fiir J = {1, ..., m}) noch nicht bedeutet, dass Ay, ..., A, unabhingig
sind, denn die Produktformel braucht dann noch nicht fiir alle Teilfamilien zu gelten.
Z.B. besagt Unabhiangigkeit von drei Ereignissen A, B, C nicht nur, dass P(ANBNC) =
P(A) P(B) P(C) gilt, sondern auflerdem, dass P(AN B) = P(A)P(B), P(ANC) =
P(A) P(C)und P(BNC) = P(B) P(C) gilt. Im folgenden Beispiel gilt die Produktformel
fir A, B, C, aber nicht fiir A, B.

Beispiel 2.4* Eine Miinze wird dreimal geworfen. Steht K fiir ,,Kopf* und Z fiir ,,Zahl“,
so sei Q = {K,Z}3 und P({w}) = 1/8 fiir alle w. Ist

A= {(KaK,K)’ (K,K’Z)’ (K, Z’K))(Z’KaK)}

das Ereignis, dass mindestens zweimal Kopf kommt, B das Ereignis, dass beim ersten
Waurf Kopf kommt, und C das Ereignis, dass beim zweiten und dritten Wurf die gleiche
Seite der Miinze oben liegt, so ist P(A) = P(B) = P(C) =1/2 und P(ANBNC) =1/8,
aber P(AN B) =3/8 # P(A) P(B).

Eine Familie {A;,7 € I'} von Ereignissen heifit paarweise unabhingig, wenn fiir alle
i+ # j die Ereignisse A;, A; unabhingig sind. Unabhéngigkeit impliziert natiirlich paar-
weise Unabhéngigkeit, aber nicht umgekehrt. Beim zweifachen Miinzwurf sind z.B. die
Ereignisse A; = {1. Wurf Kopf}, A2 = {2. Wurf Kopf}, A3 = {1. und 2. Wurf gleich}
paarweise unabhéngig aber nicht unabhingig.

Der Begriff der paarweisen Unabhingigkeit ist unwichtig. Er wurde hier nur erwihnt,
um den Begriff der Unabhangigkeit deutlicher zu machen.

Satz 2.5 (i) Jede Teilfamilie einer unabhingigen Familie von Ereignissen ist unabhdn-
gig. Eine Familie ist genau dann unabhdngig, wenn jede endliche Teilfamilie un-

abhdngig ist.

(ii) Ist {Ai,i € I} eine Familie von unabhdingigen Ereignissen, k ein nicht zu I gehori-
ger Indezx, und P(Ay) = 0 oder P(Ax) = 1, so ist auch {A;,i € IU{k}} unabhingig.

(iii) Ist {A;, 1 € I} unabhingig und fiir jedes i B; eines der Ereignisse A;, A¢, 0, 2, so
ist {Bi,1 € I} unabhdngig.

(iv) Ist I ={1,...,n} endlich, so ist {A;,i € I} genau dann unabhingig, wenn fiir jede
Wahl von B; € {A;, AS} die Produktformel fiir By, ..., By gilt.

Beweis: (i) folgt direkt aus der Definition der Unabhingigkeit.

(ii) Wir miissen (2.5) fiir endliche Mengen J C IU{k} mit k € J priifen. Ist P(Ag) =0,
so steht auf beiden Seiten 0. Ist P(Ax) = 1, so ist P(Ax N A) = P(A) fiir alle Ereignisse
A. Auf beiden Seiten von (2.5) steht dann der gleiche Wert, den man erhilt, wenn J um
{k} verkleinert wird.
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(iii) Wegen (ii) brauchen wir nur den Fall B; € {A;, A} zu betrachten. Durch Induk-
tion iiber m beweisen wir: Ist J C I endlich und card({j € J : B; # A;}) < m, so gilt
die Produktformel fir {B;,j € J}.

Ist m = 0, so sind alle B; = A; und (2.5) besagt, dass die Produktformel fiir die B;
gilt. Sei nun die Induktionsannahme fiir m bewiesen und J’ eine endliche Teilmenge von
I mit card{j € J' : B; # A;} = m + 1. Da es auf die Nummerierung nicht ankommt,
sei 0.B.dA. J = {1,...,N} mit N > m+ 1 und B; = A§. Wenden wir nun die

Induktionsannahme auf Aq, B, ..., By und auf By, ..., By an, so folgt
N N N
P(ﬂ Bj) = P( B]-)—P(AlﬂmBj)
j=1 j=2 j=2
N N N
= [] P(B) - P(4)- [ P(By) = [] P(By).
J=2 j=2 j=1

Also gilt die Produktformel fiir {B;, j € J'}.

(iv) Dass die Giiltigkeit der Produktformel fiir jede Wahl der B; notwendig ist, haben
wir gerade gezeigt. Jetzt schliefen wir umgekehrt. Addieren wir die Produktformeln fiir
By, By, ..., B, und fiir Bf, B, ..., B,, so folgt

P(BN...NB,) =[] P(By).

So erhélt man die Gleichung auch fiir Durchschnitte von n — 1 Mengen, dann fiir solche
aus n — 2 Mengen, usw. a

2.3 Produktexperimente

Wir nehmen an, wir kennen schon Modelle (4, P1), (22, P2), ..., (Q, Pp) flir gewisse
Zufallsexperimente und wollen nun ein Modell fiir das Experiment konstruieren, wel-
ches in der unabhéngigen Hintereinanderausfithrung dieser Teilexperimente besteht. Z.B.
konnte jedes Q; = {1, 2, ...,6} und jedes P; die Gleichverteilung sein, also (§;, P;) ein
Modell fiir das einfache Wiirfeln, und wir wollen ein Modell fiir das n-fache Wiirfeln
bilden. Wir setzen aber nicht voraus, dass die Teilexperimente gleich sind, oder dass ein
P; die Gleichverteilung ist. Es liegt nahe, als Ergebnisraum das kartesische Produkt

Q=[] ={w=(w1,w2, ..., wn) : wi € (i=1,...,n)} (2.6)
1=1

zu wahlen, und als Wahrscheinlichkeitsfunktion

n

P(w) =[] Pi(wi). (2.7)

=1

Man bezeichnet (2, P) als Produkt der Wahrscheinlichkeitsriume (2;, P;), und
schreibt

N=0; x ... xQ,, P:Plx...xPnzl—[Pi.
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Man priift leicht nach, dass durch (2.7) eine Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist.
Ist X;(w) die i-te Koordinate von w = (wy,ws2, ...,wy), so ist in Q das Ereignis, dass
sich im i-ten Teilexperiment A; C Q; ereignet, durch {w € Q: X;(w) € A;} beschrieben.
Abkiirzend schreiben wir dafiir auch {X; € A;}. Das kartesische Produkt

ﬁAi=A1XA2X xAnzﬁ{XiEA,-}
i=1

=1

beschreibt das Ereignis, dass sich fiir alle : = 1, 2, ...,n im i-ten Teilexperiment A;
ereignet. Unter P ist die Wahrscheinlichkeit dafiir

P(ﬂ{X,-eAi}) = Y Pw = > ...> Pw) ... Pu(wn)

WEALIX ... XAn wEA; wEA,
= (Z Pl(w1)> . ( > Pn(w)> = [[P4
wEA; wWEA, i=1

Hélt man ein beliebiges k mit 1 < k < n fest und setzt fiir alle j # k A; = Q;, so folgt
speziell {X; € A;} = Q fiir j # k. Dann ist

n

ﬂ{x,- € A} = {Xy € A},

i=1

und aus der eben ausgefiihrten Rechnung ergibt sich P({X} € Ax}) = Px(Ax). Dies ent-
spricht der selbstverstédndlichen Forderung an (£2, P), dass die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass sich im k-ten Teilexperiment Ay ereignet, mit der Wahrscheinlichkeit iibereinstim-
men soll, die fiir Ay im k-ten Teilmodell (2, Px) vorgegeben ist.

Zugleich folgt aus der Rechnung nun

Da hierin beliebig viele A; = §2; gesetzt werden diirfen (alle Rechnungen galten fiir
beliebige A;), gilt auch fiir alle J C {1, ...,n} die Produktformel fiir {{X; € A;},i € J)}.

Das Modell hat also wirklich die geforderte Eigenschaft, dass darin Ereignisse, die
etwas iiber die Ausgénge verschiedener Teilexperimente aussagen, unabhingig sind. Man
iiberlegt sich nun auch leicht, dass nur der Ansatz (2.7) die Forderungen erfiillt, dass fiir
alle A; P({X; € A;}) = P;(A;) ist und die {X; € A;} unabhingig sind.

Wir wollen die oben nachgewiesene Unabhéngigkeit von Ereignissen, die auf verschie-
denen Teilexperimenten basieren, noch etwas verallgemeinern: Ist z.B. A das Ereignis,
dass unter den ersten fiinf von zehn Wiirfen eines Wiirfels keine 6 vorkommt, und B
das Ereignis, dass unter den letzten 5 Wiirfen 4 Sechsen vorkommen, so sollten A und
B unabhéngig sein. Gewohnlich wird dies aus der Intuition heraus auch ohne Beweis
benutzt, aber korrekter ist es sicher, dies auch zu beweisen.

Ist I = {i1,...,3a} C {1, ...,n}, so sei im obigen Produktmodell

QI:Qil XQiz X ... XQid
und X; die Abbildung
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w i Xi(w) = (X5, (W), ..., X, (w) € 9.

Wir sagen, dass ein Ereignis A C ) nur von den Koordinaten in I abhédngt, wenn es
ein Ay C Q@ mit A = {w e Q: X;(w) € Ar} gibt. (Man iiberlege sich, dass im
eben gegebenen Wiirfelbeispiel das Ereignis A nur von den Koordinaten mit Index in
{1, ...,5} und B nur von den Koordinaten mit Index in {6, ..., 10} abhingt. Man sagt
auch, A hénge von den Zeitpunkten 1, ...,5 ab.)

Es gilt:

Satz 2.6 Ist im obigen Produktmodell {1, ... ,n} die disjunkte Vereinigung von Indez-
mengen I, ..., I, # 0, und hingt fir v =1, ...,p das Ereignis A®) nur von den Koor-
dinaten in I, ab, so sind AV, ... AP unabhingig.

Beweis: Durch Umnummerierung der Koordinaten erreichen wir I; = {1, ...,d1},
I ={dy +1,...,dy + da}, .... Jedes w = (wq, ...,w,) koénnen wir auch als Folge
(w(1), ...,w(p)) mit w(v) € Oy, auffassen, d.h. es ist & = [[’_; Q;, . Die Variablen
X1, ., X1, konnen wir als die p Koordinaten in dieser Produktraum-Darstellung anse-
hen. Setzt man P(*) = [lic;, Pi,soistauch P=]]"_; P®) . Da A®™) nur von den Koor-
dinaten in I, abhingt, gibt es eine Menge A;, C Q;, mit A®) = {w = (w(1), ...,w(p)) :
X1, (w) € Ar}. Damit ist die Behauptung auf den oben diskutierten Fall der Un-
abhingigkeit der Mengen {X; € A;} reduziert. O

2.4 Einige Verteilungen fiir Produktexperimente

Es gibt in der Wahrscheinlichkeitstheorie einige Verteilungen, die immer wieder in Theorie
und Praxis auftreten. Ein paar davon wollen wir nun kennen lernen.

Die Binomialverteilung: Wir betrachten ein Experiment, welches in der unabhingi-
gen n-fachen Wiederholung eines Einzelexperiments mit nur zwei verschiedenen mogli-
chen Ausgingen besteht.

Bezeichnen wir die beiden Ausgéinge mit 0 und 1, so ist also ©; = {0,1} der Stich-
probenraum fiir das i-te Teilexperiment. Da die Teilexperimente Wiederholungen des
gleichen Experiments sind, sollen in allen Teilexperimenten die gleichen Wahrschein-
lichkeiten P; auftreten. p = P;(1) soll also nicht von i abhingen. Natiirlich ist dann
P;(0) =1 — p. Im Produktmodell ist

Q={0,1}" ={(w1, ..., wn) : w; € {0,1},1 <3< n}

und P(w) = p* (1 — p)"*, wenn k die Anzahl der Einsen in w = (wi, ...,w,) ist.
Oft nennt man p Erfolgswahrscheinlichkeit und spricht von einem Erfolg im i-ten
Teilexperiment, wenn w; = 1 ist. Ein Experiment dieser Form nennt man Bernoulli-
Experiment und P heifit Bernoulli-Verteilung. Man spricht auch von n Bernoulli-
Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Das Ereignis, dass insgesamt genau k
Erfolge auftreten, wird durch

Ek:{weﬂi iwi:k}

1=1
beschrieben. Die Zahl der Elemente von Ej ist gleich der Zahl der Moglichkeiten, die k
Zeitpunkte in {1, ..., n} festzulegen, an denen die Erfolge auftreten sollen, also (Z) Es

folgt
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PE) = (1) a-pr O<k<n). (2.8)

Die rechts auftretenden Terme
bup(k) = () p* (1 —p)"* 2.9
no®) = ()" (1-p) (29)

sind > 0 und haben die Summe 1, da die Ej eine disjunkte Zerlegung von €2 bilden.
Sie bestimmen also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0,1,...,n}. Man nennt sie
Binomialverteilung mit Parametern n und p oder b, ,-Verteilung. Zur Abkiirzung
setzt man oft ¢ =1 — p.

Beispiele: (1) (10-mal Wiirfeln) Ein Wiirfelexperiment hat natiirlich nicht zwei sondern
sechs mogliche Ausginge. Fragt man aber z.B. nach der Wahrscheinlichkeit bei 10 Wiirfen
3 Sechsen zu erhalten, so kénnen wir die geworfenen Sechsen als Erfolge betrachten und
die tibrigen Wiirfe als Misserfolge. Die Erfolgswahrscheinlichkeit p ist 1/6. Also ist die

gesuchte Wahrscheinlichkeit () (é)3 ( %)7
(2) Ist p = 0,51 die Wahrschemhchkelt fiir die Geburt eines Jungen, und sind aufein-
ander folgende Geburten unabhingig, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einer

Familie mit 4 Kindern 2 Jungen und 2 Médchen vorkommen, (5) p? (1 — p)2 ~ 0,374.

Die Multinomialverteilung: Hier hat man wieder n unabhingige identische, d.h. un-
tereinander gleiche, Teilversuche, aber jeder Teilversuch hat nun allgemeiner r verschie-
dene mogliche Ausgénge. Die Teilexperimente sind also beschreibbar durch P;(j) = p;
(=1, ...,7), wobei der Wahrscheinlichkeitsvektor (pi, ...,p,) beliebig vorgegeben ist.
Die Wahrscheinlichkeit, in den n Teilversuchen insgesamt k;-mal das Ergebnis 1 k3-mal
das Ergebnis 2, ...,, und k,-mal das Ergebnis r zu erhalten, ist

n! ky k.
kel kgl . k1P o Proo

wenn die k; ganze Zahlen > 0 mit k; + k3 + ... + k. = n sind, und natiirlich = 0 sonst.
Der Beweis ist der gleiche wie im Fall der Binomialverteilung. An die Stelle der Bino-
mialkoeffizienten (’,:) treten die Multinomialkoeffizienten.

Die geometrische Verteilung: Die Wahrscheinlichkeit, erst im neunten Wurf mit ei-

nem korrekten Wiirfel die erste 6 zu wiirfeln, ist offenbar (%)8 . %, denn dies Ereignis tritt
genau dann ein, wenn die ersten 8 Wiirfe keine 6 ergeben, aber der neunte. Allgemein ist
in einem Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p > 0 die Wahrscheinlich-
keit, den ersten Erfolg genau im k-ten Teilversuch zu haben,

p(1-pFl=pd 1 (k=12 ...).

Im Produktraum {0, 1}™ ist das gesuchte Ereignis natiirlich nur beschreibbar, wenn n > k
ist. Aber wir kénnen auch k als Ergebnis eines Experiments auffassen, das darin besteht,
zu beobachten, in welchem Teilexperiment einer Folge von Bernoulli-Versuchen der erste
Erfolg eintritt. Dann ist = {1, 2, ...} die zugehorige Ergebnismenge und P(k) = p¢*—!
die Wahrscheinlichkeitsfunktion. Es ist P(k) > 0 und ) P(k) = 1. Der einzige Unter-
schied zu den bisher benutzten Modellen besteht darin, dass 2 nun abzahlbar unendlich
ist. Die durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(k) auf 2 definierte Verteilung heifit
geometrische Verteilung. (Manche Autoren nennen die Verteilung p ¢* auf {0,1, ...}
geometrische Verteilung.)
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Die negative Binomialverteilung: Dies ist eine Verallgemeinerung der geometrischen
Verteilung. Sei f(k; r,p) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei n > r + k Bernoulli-
Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p > 0 genau k& Misserfolge dem r-ten Erfolg
vorangehen. Ist n = r + k, so ist das beschriebene Ereignis die Menge der Folgen w =
(w1, wa, ...,wn) € {0,1}", welche genau r Einsen enthalten und mit einer 1 enden. Es
gibt genau (k+};_1) solche Folgen, denn dies ist die Zahl der Moglichkeiten, die Nullen auf
die Stellen 1,2, ...,r + k — 1 zu verteilen. Jedes solche w hat Wahrscheinlichkeit p” g*.

Also ist k 1
+r— r
) = ("7 (2.10)

Man iiberlegt sich leicht, dass man mit mehr als r+k Bernoulli-Experimenten den gleichen
Wert erhilt. Die durch (2.13) bei festem r fir £k = 0,1,2, ... definierte Verteilung auf
{0,1,2, ...} nennt man die negative Binomialverteilung (oder Pascal-Verteilung)
mit Parametern r,p > 0.

Der Grund dafiir liegt in der Moglichkeit, (2.13) so umzuschreiben, dass formal eine Ahnlichkeit
zur Binomialverteilung entsteht. Setzt man ndmlich fiir beliebige, nicht mehr notwendig positive ganze

Zahlen m ) ko1

(M=1 wa  (M)=mimoDiemokd D gy
0 k k!

so ldsst sich fiir > 1 und k& > 1 leicht nachrechnen, dass

k)= (1)) (-0*p7

ist, und dies ist auch fiir £ = 0 richtig.

2.5 Diskrete Wahrscheinlichkeitsradume

Wir haben damit Beispiele fiir Verteilungen auf Ergebnismengen 2 erhalten, die nicht
mehr endlich, aber noch abzdhlbar unendlich sind. In Verallgemeinerung der endlichen
Wahrscheinlichkeitsriume nennen wir ein Paar (2, P) einen diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum, wenn 2 eine nichtleere héchstens abzdhlbar unendliche Menge ist und
P eine Abbildung, die jedem A C 2 einen Wert P(A) so zuordnet, dass die folgenden
drei Beziehungen erfiillt sind:

P(Q)=1. (2.11)
P(A)>0 furalle ACQ. (2.12)
Ist Ay, Ag, ... eine Folge disjunkter Ereignisse in €2, so ist

P( G Ai> - iP(A,-). (2.13)

Wenn (2.13) fiir beliebige disjunkte Ereignisse A; gilt, nennen wir P o-additiv. Dabei
nennen wir immer noch alle Teilmengen von {2 Ereignisse. In endlichen Wahrscheinlich-
keitsriumen folgt o-Additivitdt aus der dort geforderten schwéicheren Additivitat, denn
in der disjunkten Folge A;, As, ... miissen dann alle A; bis auf endlich viele leer sein. In
abzdhlbaren Wahrscheinlichkeitsraumen ist o-Additivitat eine echt stirkere Forderung.
Wir gehen auf diese Problematik kurz im Anhang zu diesem Paragraphen ein.
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Ist By C By C ... eine wachsende Folge von Ereignissen und B ihre Vereinigung,
so gilt P(B;) — P(B), denn B ist die abzdhlbare disjunkte Vereinigung der Mengen
Ay = By, A; = B\ By, A3 = B3\ By, ..., und By ist die endliche disjunkte Vereinigung
der Mengen Aj, ..., Ax. Die Behauptung folgt also aus Zle P(4;) = 372, P(A).
Ist C; D C2 D ... eine fallende Folge von Ereignissen und C ihr Durchschnitt, so gilt
P(Cx) — P(C). Dies folgt, indem man die Komplemente By = C§ und B = C° bildet,
wegen P(Cg) = 1 — P(Bg) und P(C) =1 — P(B). Man spricht von der Stetigkeit von
P fiir monotone Folgen von Ereignissen.

Die bisher bewiesenen Sitze iiber Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsrdaumen, be-
dingte Wahrscheinlichkeiten, Unabhéngigkeit, usw. gelten auch fiir allgemeine diskrete
Wahrscheinlichkeitsrdume, wie man sich leicht {iberzeugt.

2.6 Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsrdumen
aus bedingten Wahrscheinlichkeiten

Vielfach lassen sich aus der Art der Konstruktion eines Zufallsexperiments Schliisse
dariiber ziehen, welche bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir gewisse Ereignisse sich in
einem realistischen Modell ergeben miissten. Dann kann es zweckmafig sein, das Modell
mit Hilfe dieser der experimentellen Anordnung entnommenen bedingten Wahrschein-
lichkeiten zu definieren. Ein Beispiel ist das Urnenmodell von Pélya:

Eine Urne enthilt zu Beginn W weifle und S schwarze Kugeln. Es wird eine Kugel
entnommen. Sie wird zuriickgelegt, und fiir ein vorgegebenes ¢ € Z werden ¢ Kugeln
der gezogenen Farbe zusétzlich in die Urne gelegt. (Ist ¢ negativ, so werden |c| Kugeln
entnommen. Man muss dann annehmen, dass W und S hinreichend gro sind.) Nun
wird erneut eine Kugel gezogen. Sie wird wieder zuriickgelegt und ¢ Kugeln der gezogenen
Farbe werden zugefiigt, bevor neu gezogen wird. (Vor jeder Ziehung wird neu geschiittelt.)

Im Fall ¢ = 0 ergibt sich eine Folge von Ziehungen mit Riicklegen und im Fall ¢ =
—1 ohne Riicklegen. Im Fall ¢ > 0 wird bei nachfolgenden Ziehungen eine Farbe umso
wahrscheinlicher, je 6fter sie schon gezogen worden ist. Pélya wollte damit ein Modell fiir
die zufillige Ausbreitung ansteckender Krankheiten vorschlagen. Reprasentiert etwa eine
gezogene schwarze Kugel einen beobachteten Krankheitsfall, so ist im nichsten Zeitpunkt
wegen der Gefahr der Ansteckung die Wahrscheinlichkeit der Beobachtung eines weiteren
Krankheitsfalls erhoht.

Das Ergebnis von n Ziehungen kénnen wir durch eine Folge w = (w1, ...,w,) € Q =
{w, s}™ beschreiben, in der w; = w sein soll, wenn die i-te gezogene Kugel weifl und
= s, wenn sie schwarz ist. Um z.B. fir w = (w, s, w, w) die Wahrscheinlichkeit P(w) zu
bestimmen, kénnen wir wie folgt vorgehen:

SeiAlz{w: wlzw},Azz{w: LU2:8},A3={(UI LU3:’LU},A4'—‘{U)Z w4:w}.
Dann ist {w} = A1 N 43N A3N A4 und

P(w)ZP(Al)P(AzlAl)P(A3|A1 nAz)P(A4|A1 mAzﬂAg)

Offenbar muss bei einem realistischen Ansatz P(A;) = W/(W + S) sein. Ist die erste
Kugel weif}, so sind bei der zweiten Ziechung W + ¢ weifle Kugeln und S schwarze in der
Urne. Also muss P(A3|A;) = S/(W + ¢+ S) sein. Wir erhalten so

P((wsww))— w . S . W +¢c _ W + 2¢
P T W+S WHc+S W+2c+S W+3c+S8
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Nach genau dem gleichen Schema lisst sich die gesamte Wahrscheinlichkeitsfunktion
bestimmen. Bei diesem Experiment gibt es im Prinzip auch die Moglichkeit der Model-
lierung mit einem laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum, aber ein solches Modell ware
duflerst kompliziert.

Das oben benutzte Schema zur Definition einer Wahrscheinlichkeitsfunktion mit Hilfe
von bedingten Wahrscheinlichkeiten lidsst sich folgendermaflen allgemein fassen:

Ein Experiment bestehe aus n Teilversuchen (Stufen). Q; sei Ergebnismenge fiir den
i-ten Teilversuch. P;(w;) sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im ersten Teilversuch w;
beobachtet wird. Fiir 1 < ¢ < n sei P;(w; |wi, ...,w;—1) die bedingte Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass w; in der i-ten Stufe beobachtet wird, wenn wq, ...,w;_1 die Ergebnisse der
Stufen 1, ...,7 — 1 sind. Dann wird das Gesamtexperiment beschrieben durch

Q=M x ... xQ={w=(w1, ...,wn): w; € (1 <i<n)} (2.14)

und
P(LU) B Pl(wl) . Pz(wz |w1) et Pn(wn le, .o ,wn_l) . (215)

Sei wieder X;((wi, ...,wn)) = w;. Das Ereignis, dass im i-ten Teilexperiment 7; € ;
beobachtet wird, wird dann in Q durch {X; = n;} beschrieben. Der folgende Satz zeigt,
dass der Ansatz (2.15) gerade die gewiinschten Eigenschaften hat:

Satz 2.7 (i) Durch (2.15) ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Q definiert.
(ii) Fir allen; € Q; (1 =1,...,n) ist
P({X1=m}) = P1(m) (2.16)
und

P{Xi=n}{Xi=m}n...0{Xicx =ni1}) = FB(m|m, ...,ni-1). (2.17)

(iii) Der Ansatz (2.15) ist der einzige mit den Eigenschaften (i) und (ii).

Beweis: Zum Beweis von (2.16) und (2.17) berechnen wir

= Z Py(m) - Pa(mz|m) ... Pi(ms|m, -y mie1) -

(Wig1, ooy wn)

P (wigr|m, oo mi)

'Pi+2(wi+2 |771, ey My Wi 1) e Pn(wnlnla ey My Wig 1y ey Wno1) -
Bei der Summation iiber w, € 2, bei festem 7y, ...,7;, ...,wn_1 ist die Summe der
Pp(wn| ...) =1, so dass wir den letzten Faktor und die Summation iiber w, streichen

konnen. Dann fillt der vorletzte Faktor durch Summation iiber w,, _; weg, usw. Schliellich
erhalten wir

=Pi(m)-...- Pi(mi[m, ..., mi-1) -
Im Fall 7 = 1 steht nur der erste Faktor da, so dass (2.16) gilt. Im Fall ¢ > 1 erhalten
wir (2.17) durch Einsetzen in die Definitionsgleichung der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Summiert man iiber alle (wy, ...,w,), so folgt ebenso > P(w) = 1. P(w) > 0 ist trivial.
Dass (2.15) der einzige Ansatz mit (2.16) und (2.17) ist, folgt aus (2.4). O
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Die Méglichkeit zu vorgegebenen Werten von Pj(w;) und P;(w; |wy, .. .,w;—1) ein Mo-
dell mit den Eigenschaften (2.16) und (2.17) zu konstruieren, kann man als Rechtfertigung
fiir Rechnungen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten ansehen, die unmittelbar der Ver-
suchsanordnung entnommen werden. Jedenfalls kann man nun sicher sein, dass ein Modell
existiert, in dem dies wirklich bedingte Wahrscheinlichkeiten im Sinn der Definition (2.2)
sind, und es gibt keinen Grund, ein mogliches alternatives Modell fiir zuverlédssiger zu
halten.

2.7 Awustauschbare Verteilungen*

Das pdlyasche Urnenmodell soll nun noch etwas weiterverfolgt werden, da es uns zu einem
niitzlichen Begriff fiihren wird. Wir wollen uns zunichst iiberlegen, dass der Ansatz (2.15)
im Spezialfall des pélyaschen Modells zu einer einigermaflen iibersichtlichen Formel fiihrt:

Satz 2.8 Im pdlyaschen Urnenmodell ist fir jedes w = (w1, ...,w,) mit k schwarzen
Kugeln in der Stichprobe

n—1 n—k—1 k-1
P)=[JW+S+ve)™- [ W+ic) [[(S+ic). (2.18)
v=0 =0 j=0

Beweis: Betrachten wir z.B. w = (w, s, s, w, w), so ist

w S S+c W +c W + 2c

P - . . . . .
W = W ST Wre StWaze STWise STWrde

Man sieht, dass die Folge der Nenner unabhingig von w ist und zum ersten Faktor in
(2.18) fiihrt. Bei Ziehung der (¢ + 1)-ten weifilen Kugel erscheint im Zshler des entspre-
chenden Bruchs der Faktor W +ic, ganz gleich, wie viele schwarze Kugeln vorher gezogen
wurden. Entsprechend erscheint S + jc im Zahler des Quotienten, der zur Ziehung der

(4 + 1)-ten schwarzen Kugel gehort. a

Seily =0 = ... =Q,und 0 = Q; x ... xQ,,. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf 2
heifit austauschbar, wenn fiir alle Permutationen 7 von {1, ...,n} und fiir alle w € Q
gilt

P(w) = P((wr), Wr(2), -+ +1Wr(n))) -

Aus Satz 2.8 folgt, dass die Verteilung auf {w, s}", die zum pélyaschen Modell gehort,
austauschbar ist.

Uber austauschbare Verteilungen gibt es viele interessante Resultate. Wir betrachten
hier nur eine einfache Eigenschaft, die es aber immerhin gestatten wird, etwas Neues
iiber das Ziehen von Kugeln ohne Riicklegen zu lernen.

Zieht man aus einer Urne, die zu Beginn W weile und S schwarze Kugeln enthilt,
sukzessive ohne Riicklegen n < W + S Kugeln, so entspricht dies, wie erwihnt, dem Fall
c= —1. Es ist

w

P({X1 = w}) = 7

und



§2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit 35

P{X:=w}) = P{X1=w})P({X:=w}|{X1=w})
+ P({X1 = s}) P{ X2 = w} [ {X1 = s})
oW W1 S W
T WiS WiS—-1 W+S WisS-1
W
= = P({X) = )

Rechnet man weiter, so erhilt man auch P({X3; = w}) = W/(W + S); nur werden die
Rechnungen jetzt schnell aufwindiger. Wollte man auf diese Weise noch Wahrschein-
lichkeiten wie P({X10 = w}) oder P({X7 = s}|{X10 = w}) ausrechnen, so brauchte
man allerhand Geduld. Alles wird aber ganz einfach, wenn man sich iiberlegt, dass die
Austauschbarkeit der Verteilung es gestattet, die Zeitpunkte nicht nur fiir Elementarer-
eignisse sondern auch fiir andere Ereignisse zu vertauschen. Aus dem folgenden Satz folgt
dann z.B.

P{X7 =s}[{Xw=w}n{Xiz=5}) = P{Xs=s}{Xi=w}n{Xz=5s})
_ S—-1
W4+ S-2°
Satz 2.9 Sei Q) = Q= ... =Q, # 0 abzdhlbar und P auf Q = H?zl Q; austauschbar.

Bezeichne X; die i-te Koordinaten-Abbildung, und X = (X4, ..., X,). Fiir eine beliebige
Permutation T von {1, ..., n} sei X" = (X;1), ..., Xr(n)). Fiir jedes A C Q gilt

P(Xe€A)=P(X" € A).

Insbesondere gilt fiir beliebige A; C §Q;

P(ﬁ{Xl € A1}> = P(ﬁ{X'r(z) € Al}> .

Beweis: Die Austauschbarkeit bedeutet gerade, dass fiir beliebige a € Q2 P(X = a) =
P(XT™ = a) fiir alle 7 gilt. Man braucht dies nur iiber alle a € A zu summieren. a

2.8 Genetische Modelle*

Im einfachsten Fall verlduft bei so genannten , diploiden* Organismen, z.B. beim Men-
schen, die Vererbung von Eigenschaften nach dem folgenden Schema:

Jede Korperzelle des Organismus enthélt in ihrem Zellkern die gleichen Chromosomen.
Entlang der Chromosomen sind Gene wie in einer Kette nebeneinander aufgereiht. Dies
sind die Erbfaktoren, die jeweils fiir ein Merkmal verantwortlich sind, entweder allein
oder gemeinsam mit anderen Genen. Ein Gen kann in zwei oder mehr Zustandsformen
auftreten, die man als Allele bezeichnet. Bei diploiden Organismen treten die Chromo-
somen paarweise auf. Zu jedem Chromosom gibt es ein zweites so genanntes homologes
Chromosom mit den gleichen Genen, wobei das gleiche Gen auf den beiden homologen
Chromosomen entweder als gleiches oder als verschiedenes Allel vorhanden sein kann.
Gibt es fiir ein Gen zwei Allele A und a, so sind also die Kombinationen AA, Aa, aa
moglich, die wir Genotypen nennen. aA lisst sich von Aa nicht unterscheiden.
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Ein Beispiel eines durch ein einziges Genpaar bestimmten Merkmals beim Menschen ist
die Schmeckféhigkeit fiir Phenylthioharnstoff (PTH). In diesem Fall ist die Schmeckfahig-
keit ,,dominant“. Fiir Personen mit den Genotypen AA oder Aa schmeckt PTH leicht
bitter, fiir Personen mit aa nicht. Es wird fiir uns aber keine Rolle spielen, ob wir die zu
den drei Genotypen gehérigen Erscheinungsbilder (Phéinotypen) unterscheiden kénnen
oder nicht.

Sei nun zu einem bestimmten Zeitpunkt in einer groflen Bevilkerung der Genotyp
AA mit der relativen Hiufigkeit v > 0 vorhanden, der Genotyp Aa mit der relativen
Haufigkeit 2v > 0, und aae mit relativer Hiufigkeit w > 0. Dann ist u + 2v + w = 1.

Ist das Gen wie im obigen Beispiel nicht geschlechtsgebunden, so iibertriagt bei jedem
Fortpflanzungsvorgang jedes Elternteil ein Gen seines Genpaares, und zwar wird jedes
der beiden Gene gerade mit Wahrscheinlichkeit 1/2 ausgewahlt, unabhingig vom ande-
ren Elternteil. Hat z.B. der Vater den Genotyp Aa und die Mutter aa, so hat also der
Nachkomme mit Wahrscheinlichkeit 1/2 den Genotyp Aa und mit Wahrscheinlichkeit
1/2 den Genotyp aa.

Wa&hlt man Vater und Mutter unabhingig voneinander zufillig aus (und geht man da-
von aus, dass die obigen relativen Haufigkeiten u, 2v, w nicht vom Geschlecht abhingen),
so wird die Wahrscheinlichkeit, dass Vater und Mutter Genotyp AA haben, gerade u?
sein. Tabelle 2.1 fiihrt die moglichen Kombinationen der Genotypen mit deren Wahr-
scheinlichkeiten auf. Die letzte Spalte enthilt die Wahrscheinlichkeit P44, dass diese
Kombination von Genotypen zu einem Nachkommen vom Genotyp AA fiihrt.

Vater | Mutter | Relative Haufigkeit | Paa
AA AA u? 1
AA Aa 2uv 1/2
Aa AA 2uv 1/2
Aa Aa 4v? 1/4

Tabelle 2.1

Mit der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich also fiir ein Mitglied der
ersten Nachkommengeneration der Genotyp AA mit Wahrscheinlichkeit

Pi(AA) = u® 4 2uv/2 + 2uv/2 + 4v% /4 = (u + v)?.

Aus Symmetriegriinden gilt
Py(aa) = (w +v)?.

Dann ist Py(Aa) =1 — (u+v)? — (w + v)2. Wegen u + 2v + w = 1 folgt
Pi(4a) = (u+v) + (v+w)’ = (u+v)2 - (w+v)> =2(u+v) (v+w).

Gibt es Zeugungen von vielen jeweils zufillig ausgewihlten Elternpaaren, so ergeben sich
als neue relative Haufigkeiten von AA, Aa und aa also

u1 = Pi(A4) = (u+v)?, 201 = P(4da) =2(u+v)(v+w), w=(v+w)?.
Fiir die néchste Generation folgen daraus die relativen Haufigkeiten

uz = (up +'v1)2, 20 =2(ur + 1) (v1 +wy1), we=(n +w1)2.
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Setzt man ein, so ergibt sich
Uz = ((U+U)2+ (u+v) (v-}-w))2 = (u+v)? ((u+v)+(v+w))2 =(u+v)?=u.

Aus Symmetriegriinden folgt w, = w;, und dann muss auch v, = v; gelten. In der
2. Generation ist also die Haufigkeitsverteilung unverdndert. Durch Induktion folgt jetzt
fir die k-te Generation

up = (u+v)?, 2u =2(u+v)(v+w), wp=(v+w)?.
Die Héufigkeitsverteilung der Genotypen ist also in allen Nachkommengenerationen
gleich. Dies ist das bekannte Hardy-Weinberg-Theorem, das 1908 von G. H. Hardy
und W. Weinberg unabhéngig voneinander entdeckt wurde. (Stillschweigend haben wir
eine Reihe von Voraussetzungen gemacht: Es gibt weder Mutationen, noch Immigration,
noch Selektion. Bei einer fiir Uberleben und Partnerwahl so unwesentlichen Eigenschaft
wie PTH-Schmeckfahigkeit diirfte die letztere Bedingung wohl gewihrleistet sein.)

2.9 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Scheinkorrelation*

Jeden Tag werden statistische Untersuchungen durchgefiihrt, die belegen sollen, ob ir-
gendwelche Zusammenhinge zwischen gewissen Groflen bestehen oder nicht. Z.B. kénnte
man versuchen, die Kriminalitdtsrate von Ausldndern und Inldndern zu vergleichen, oder
priifen, ob die Ganzheitsmethode zum Lesen lernen besser geeignet ist als die klassische
Methode mit dem Buchstabieren. Im einfachsten Fall wiirde man an n Versuchsobjekten
nur beobachten, welche von zwei interessierenden Merkmalen an wie vielen Versuchsob-
jekten erfiillt sind. Man wiirde also z.B. zihlen wie viele Schiiler nach der Ganzheits-
methode unterrichtet worden sind, wie viele davon innerhalb von z.B. 8 Monaten ein
bestimmtes Niveau der Lesefahigkeit erreicht haben, und wie hoch die entsprechenden
Zahlen fiir die klassische Methode sind.

Wie man sorgfiltig geplante Studien dieser Art auswerten kann, soll uns spéter beschif-
tigen. Hier soll uns ein Beispiel aus der Praxis zeigen, wie vorsichtig man mit solchen
Zahlen sein muss. (Quelle: Bickel-O’Connell (1975) und Freedman-Pisani-Purves (1978).)

An der Universitidt von Berkeley wurde im Herbst 1973 gezihlt, wie viele mannliche
und wie viele weibliche Bewerber um Zulassung zum , graduate” Studium es gab, und wie
viele jeweils zugelassen wurden. Es gab 8442 minnliche Bewerber, von denen 3738 (44 %)
zugelassen wurden, und 4321 weibliche Bewerber, von denen 1494 (35%) zugelassen
wurden. Da es keinerlei Anzeichen dafiir gab, dass die Damen weniger qualifiziert waren
als die Herren, lag der Schluss nahe, dies sei ein Fall von sexueller Diskriminierung.

Die Bewerbung erfolgte jeweils fiir ein bestimmtes Fach. Als man sich die einzelnen
Féacher ansah, um festzustellen, wo die Hauptquelle der Diskriminierung lag, gab es eine
Uberraschung. In einzelnen Féachern gab es zwar eine leichte Bevorzugung der Ménner,
aber nicht von einer Gréflenordnung, die die obigen Daten erkliren konnte. Und in ande-
ren Fachern gab es eine Bevorzugung der Damen. Summa summarum sah es eher nach
einer Bevorzugung der Damen aus.

Es gab ungefahr hundert Ficher, etwas zu viele, um sie hier aufzulisten. Aber das Bild
aus den sechs grofiten Fachern, die zusammen mehr als ein Drittel aller Bewerber hatten,
war relativ typisch. Auch bei Einschrankung auf diese sechs Facher ergab sich schon das
gleiche Paradoxon. Tabelle 2.2 enthilt die Daten fiir diese sechs Ficher.
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Mainnlich Weiblich
Fach Anzahl der | Prozentsatz der | Anzahl der | Prozentsatz der
Bewerber Zulassungen Bewerber Zulassungen
1 825 62 108 82
2 560 63 25 68
3 325 37 593 34
4 417 33 375 35
5 191 28 393 24
6 373 6 341 7

Tabelle 2.2

Schrinkt man sich auf diese sechs Facher ein, so ist der Anteil der minnlichen Bewer-
ber, die zugelassen wurden, 44,5 % und der entsprechende Anteil der weiblichen Bewerber
32 %. Aber die einzigen Ficher, in denen der Prozentsatz der Zulassungen fiir die Méanner
hoher ist als fiir die Frauen, sind die Féacher 3 und 5, und da sind die Unterschiede nur
3% bzw. 4%. Die Erklirung liegt woanders:

In den ersten beiden Fachern wurde ein ziemlich hoher Anteil der Bewerber zugelas-
sen. Hier gab es eine grofle Zahl ménnlicher Bewerber und nur eine relativ kleine Zahl
weiblicher Bewerber. In den anderen vier Fachern war die Zulassungsquote klein. Hier
gab es liberproportional viele weibliche Bewerber.

Also: FEs gab eine Tendenz, dass Frauen sich in Fdchern bewarben, in denen die
Zulassung schwer zu erlangen war.

Oft studierten Frauen Fécher mit langen Studiendauern, schlechteren Arbeitsmarkt-
chancen und geringeren Bestandteilen an Gebieten wie Mathematik.

Selbst wenn in jedem einzelnen Fach die Zulassungsquote fiir Frauen grofler wire als
die fiir Manner, wiirde das noch nicht implizieren, dass dies auch fiir die Gesamtheit gilt.
Man iiberlege sich dies mit nur zwei Fachern!

Formal lasst sich dieser zunédchst verwirrende Sachverhalt folgendermafien begriinden:
Sei A die Menge der zugelassenen, und B die Menge der méinnlichen Bewerber, sowie
C; die Menge der Bewerber im i-ten Fach. Fiir die zufillige Wahl einer Person aus der
Gesamtheit ist nach der auf die bedingten Wahrscheinlichkeiten angewandten Formel von
der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A|B)=P(A|BNCy)P(C1|B)+ P(A|BNC3) P(C2|B) + ...
und
P(A|B°) =P(A|B°NCy)P(C1|B°)+ P(A|B°NC2) P(C2| B®) + ... .
Die Zulassungsquote P(A|B) der Manner kann selbst dann wesentlich gréfier sein als
die Zulassungsquote P(A | B¢) der Frauen, wenn fiir alle ; die Ungleichung
P(A|BNC;) < P(A|B°NCy)

gilt, denn die ,,Gewichte“ P(C; | B) konnen gerade fiir die 7 grof sein, fiir die P(A4 | BNC;)
relativ grof} ist, und die Gewichte P(C; | B€) konnen gerade fiir die ¢ grof§ sein, fiir die
P(A| BN C;) klein ist.
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Der Schluss, dass statistische Vergleiche zur Klarung von Fragen wie der nach sexueller
Diskriminierung ungeeignet seien, wére allerdings voreilig. Man kann aus diesem Beispiel
nur lernen, dass statistische Vergleiche so geplant werden sollten, dass der Einfluss anderer
Groflen — wie hier der Facherwahl — moglichst eliminiert wird. Ist dies nicht moglich,
so braucht man subtilere Auswertungsmethoden, die dem Rechnung tragen.

Anmerkungen*

Unabhéingigkeit: Lange arbeitete man mit einem vagen Unabhingigkeitsbegriff. Man sagte ,A heifit
von B unabhingig, wenn die Wahrscheinlichkeit von A nicht davon abhingt ob B eintritt“, ohne dass
gesagt wurde, was dies heiflen sollte. Die Produktformel galt als beweisbarer Satz (Multiplikationstheo-
rem). Georg Bohlmann (1869-1928) gab 1908 die heute iibliche prézise Definition der Unabhingigkeit
an.

Zur Formel von Bayes: Die Formel von Bayes in Satz 2.2, die es erlaubt, aus den Wahrschein-
lichkeiten P(By) der Elemente By, einer Zerlegung von Q und aus den Wahrscheinlichkeiten P(A | By)
die ,inversen“ bedingten Wahrscheinlichkeiten P(By | A) zu berechnen, wurde 1713 von Thomas Bayes
publiziert. Fiir wohldefinierte Zufallsmechanismen ist sie v6llig unproblematisch.

Beginnend mit Laplace hat man die Formel spiter aber vielfach auch recht willkiirlich angewandst.
In den Bj wurden Ursachen gesehen, fiir die man A-priori-Wahrscheinlichkeiten P(By) festlegte,
z.B. mangels Vorwissen die Gleichverteilung. Die berechneten Groien P(Bjy | A) waren dann die A-
posteriori- Wahrscheinlichkeiten, die sich aus der Information ergaben, dass A geschehen war.

Problematisch wird dies, sobald man nicht mehr von Wahrscheinlichkeiten wohldefinierter Ereignisse
spricht, sondern Hypothesen Wahrscheinlichkeiten zuordnet. Es passt schlecht in den Rahmen der hier
behandelten Zufallsexperimente, etwa die Erfolgswahrscheinlichkeit p fiir ein Heilmittel als zufillig zu
betrachten, und von der A-priori- (oder A-posteriori-) Wahrscheinlichkeit zu sprechen, dass p < 0,4 ist.

Damit soll nicht gesagt sein, dass Entscheidungsverfahren, die aus Bayes- Ansitzen abgeleitet werden,
nicht oft von grofem Wert sind. Es lassen sich auch Beispiele angeben, bei denen man durchaus iiber
empirisch stiitzbare Vorinformationen verfiigt. Zum Beispiel kénnen in der Qualititskontrolle in langfri-
stigen Beobachtungen ermittelte Kenntnisse iiber typische Schwankungen der Zahl der Ausschussexem-
plare vorliegen, die bei der Schitzung des Schlechtanteils einer bestimmten Lieferung mit herangezogen
werden kénnen, vgl. Stange (1977).

Zur Forderung der o-Additivitit: Die Forderung, dass Wahrscheinlichkeiten P additiv sein sol-
len, ist vo6llig unumstritten. Die Forderung, dass P o-additiv sein soll, wird von der grofien Mehrheit
der Stochastiker nicht in Frage gestellt, aber sie ist zweifellos nicht so selbstverstindlich wie die Addi-
tivitdt. Zumindest ist sie wenig intuitiv. Wer den Begriff der Wahrscheinlichkeit mit Hilfe von relativen
Haufigkeiten motiviert, kann so zwar die Forderung der Additivitit, aber nicht die der o-Additivitit
begriinden. Sind Ej, Ea, ... disjunkte Teilmengen von IN und konvergieren die relativen Haufigkeiten
hn(E;) = n~!card(E; N {1, ...,n}), so folgt daraus nicht die Konvergenz von hn, (Uzl Ei)

Der eigentliche Grund dafiir, dass o-Additivitdt als Axiom ziemlich generell akzeptiert wird, diirfte
praktischer Natur sein: Erstens erfiillen die fiir die meisten Anwendungen ausreichenden Verteilungen,
ndmlich die diskreten und die in Kapitel II diskutierten Verteilungen mit Dichten, dieses Axiom. Zwei-
tens ist o-Additivitdt eine stindig benutzte Eigenschaft in sehr vielen Beweisen, auf die man ungern
verzichtet. Es gibt allerdings auch Problemstellungen in der Stochastik, fiir die sich der additive Rahmen
als zweckméBig erwiesen hat; siehe Dubins-Savage (1976).

Ein Bereich, in dem sich die Benutzung additiver aber nicht o-additiver ,, Wahrscheinlichkeiten“ sehr
natiirlich ergibt, ist die ,wahrscheinlichkeitstheoretische Zahlentheorie®. Ist Ty, = {k, 2k, 3k, ...} die
Menge der durch k teilbaren natiirlichen Zahlen, so existiert offenbar der Limes Q(T}) der relativen
Haufigkeiten hp,(T%), und er ist = 1/k. Da jede k-te Zahl durch k teilbar ist, ist in gewissem Sinn die
»Wahrscheinlichkeit“ der Eigenschaft, durch k teilbar zu sein, gerade 1/k. Sind p und q verschiedene
Primzahlen, so ist Tpq = Tp N Ty, und also Q(Tp N T,;) = Q(Tp) Q(T,). Die Mengen T}, sind also
»unabhéngig® unter Q. Dies mag zunichst nur wie eine oberflichliche Analogie aussehen, aber es hat
zu vielen tiefliegenden interessanten Aussagen u.a. iiber die Zahl der Primteiler von natiirlichen Zahlen
gefiihrt (siehe Kac (1959), Elliott (1979/80)).

Q(F) ldsst sich nicht fiir alle F C IN wie oben definieren, sondern nur fiir solche F, die sich in endlich
vielen Schritten durch Bildung von Komplementen, Durchschnitten und Vereinigungen aus Mengen der
Form T}, konstruieren lassen. Q lidsst sich jedoch mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach zu einer auf der
Menge aller Teilmengen F' C IN definierten Funktion Q derart fortsetzen, dass 0 < Q(F) < 1 fiir alle F
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gilt, Q additiv ist, und Q(F) = lim h,,(F) fiir die F gilt, fiir die der Limes existiert. Dieses Q ist nicht
o-additiv.

Aufgaben

1.

10.

11.

Die Seiten von zwei Wiirfeln sind mit den folgenden Zahlen beschriftet:
Wiirfel 1: 6, 3,3,3,3,3 Wiirfel 2: 5,5,5, 2,2, 2.

Man gebe eine Beschriftung fiir einen dritten Wiirfel so an, dass das folgende Spiel fiir den zweiten
Spieler vorteilhaft ist: Spieler 1 darf einen der drei Wiirfel wihlen; dann darf Spieler 2 einen der
verbleibenden Wiirfel wihlen. Jeder wiirfelt mit dem von ihm gew&hlten Wiirfel, und wer die
hohere Augenzahl hat, hat gewonnen.

Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit
a) beim sechsmaligen Wiirfeln eines Wiirfels mindestens eine Sechs zu erzielen, bzw.
b) beim zwolfmaligen Wiirfeln eines Wiirfels mindestens zwei Sechsen zu erzielen?

Seien die Wahrscheinlichkeiten fiir die Kinderzahlen 0,1, ...,5 einer Familie durch 0,3; 0,2; 0,2;
0,15; 0,1 und 0,05 gegeben. (Die Wahrscheinlichkeiten noch hoherer Kinderzahlen werden hier
vernachlissigt.) Wie grof8 ist, wenn man Jungengeburten und Méadchengeburten als gleich wahr-

scheinlich annimmt, die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewéhlter Junge mindestens eine
Schwester hat? (L)

Ein Wiirfel wird dreimal geworfen. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Drei
gewiirfelt wird, gegeben mindestens einer der Wiirfe ist eine Sechs? (L)

Die k-te von n > 2 Urnen enthilt k schwarze und n — k weile Kugeln. Eine der Urnen wird
zufillig gewdhlt und eine Kugel daraus gezogen. Wie grof ist die bedingte Wahrscheinlichkeit,
dass nach diesem Ziehen die gewéhlte Urne noch mindestens so viel schwarze Kugeln enthilt wie
weifle, gegeben die gezogene Kugel ist schwarz.

Peter und Paul werfen wiederholt eine Miinze. Wenn Kopf kommt, erhilt Peter einen Punkt, wenn
Zahl kommt Paul. Wer zuerst N Punkte hat gewinnt. Wie grof ist Peters Gewinnwahrscheinlich-
keit zu einem Zeitpunkt, an dem er m < N Punkte hat und Paul n < N Punkte.

Fiir » Personen, die im Erdgeschoss eines Hauses in einen Aufzug einsteigen (und voneinander
unabhingig sind), ist jeweils die Wahrscheinlichkeit 1/n, dass sie in Stockwerk k =1, ...,n aus-
steigen. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 2 Passagiere im gleichen Stockwerk
aussteigen?

Ein Wiirfel ist nicht ganz gleichmiBig. Es sei P(k) = 1/6 + ; mit |ex| < 1/12. Man zeige, dass
die maximale Abweichung max |ex| von der Gleichverteilung mindestens halbiert wird, wenn man
ein Wurfergebnis dadurch ermittelt, dass man zweimal wiirfelt und die zur Augensumme mod 6
kongruente Zahl aus {1, ...,6} als Ergebnis angibt.

Sein > 2, Q = {0,1}", und fiir alle w = (w1, ...,wn) € 2 sei P(w) = 27™. Man betrachte die
Ereignisse

Aj={we: wj=1} (G=1,...,n) und B={w€eN: w1+ ... +wnp=1mod2}.
Welche der folgenden drei Familien sind unabhéngig:

a) {Al,...,An,B}; b) {Al,...,An}; C) {Az,...,An,B}?

Auf einer Priifstation werden Produkte getestet. Man weiB}, dass 2% aller erzeugten Produkte
einen Fehler haben. Beim Priifen wird bei 95% der defekten Teile der Fehler festgestellt, aber
auch 1% der fehlerfreien Produkte wird aussortiert. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein nicht
aussortiertes Produkt wirklich fehlerfrei?

Ein die Blutgruppen des Menschen bestimmendes Gen kann 3 Zustinde annehmen: A, B, 0.
Damit gibt es 6 mogliche Genotypen AA, BB, 00, A0, B0, AB, die in der Elterngeneration die
Wahrscheinlichkeiten p;,p2, ...,ps haben mégen. Berechne die Verteilung der Genotypen unter
den Nachkommen bei zufilliger Paarung und zeige, dass das Hardy-Weinberg-Gesetz auch hier
gilt.
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12.

13.

Auf einer Ausstellung sind von 12 Gemilden 10 Originale. Ein Besucher wihlt zufillig ein Bild
aus, befragt aber, bevor er es kauft, einen Experten nach dessen Meinung. Dieser gibt im Mittel
bei 9 von 10 Werken eine richtige Beurteilung ab, unabhingig davon, ob das vorgelegte Bild ein
Original oder eine Filschung ist.

Wenn der Experte entscheidet, dass das Bild eine Filschung sei, gibt der Besucher das Bild zuriick
und wihlt ein anderes. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dieses dann ein Original? (L)

Zwei Spieler A, B wiirfeln in der Reihenfolge ABBABABA .... Wer die erste Sechs wiirfelt
gewinnt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit w4 gewinnt Spieler A? (L)
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§ 3 Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz

3.1 Verteilungen von Zufallsvariablen

In vielen Zufallsexperimenten interessiert nicht so sehr das Ergebnis w, sondern nur eine
bestimmte Grofle X (w), die durch w bestimmt ist. Bei der zufilligen Auswahl einer Person
konnte z.B. w der Name oder die Passnummer der ausgew&hlten Person sein und X (w)
ihr Einkommen. Andere Beispiele wiren die Augensumme beim zweifachen Wiirfeln oder
die Anzahl der aus einer Urne gezogenen weiflen Kugeln. Gelegentlich interessieren auch
Kennzeichen qualitativer Art wie Religion, Augenfarbe usw.

Definition 3.1 Ist (€, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X eine beliebige
Menge, so nennen wir eine Abbildung X : (2 — X eine X-wertige Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable ist also mathematisch nichts anderes als eine Funktion. Nur weil
w das Ergebnis eines Zufallsexperiments ist, ist auch der Wert X (w) zuféllig. Denkt man
an die iibliche Bedeutung des Terms , Variable“ in der Mathematik, so erscheint die Be-
zeichnung Zufallsvariable unpassend, aber sie ist weithin iiblich, und sie entspricht auch
den Bezeichnungen in anderen Sprachen (random variable, variable aléatoire). Man hat
bei der Wahl des Namens wohl eher an die variierenden Werte bei mehrfachen Wie-
derholungen des Experiments gedacht. Immerhin sei erwahnt, dass Zufallsvariable auch
Zufallsgroflen genannt werden.

Gewdhnlich wahlt man grofle Buchstaben wie X, Y, N, S zur Bezeichnung von Zu-
fallsvariablen, und kleine fiir ihre moéglichen oder konkret beobachteten Werte, aber es
ist niitzlich, Ausnahmen zuzulassen.

Am wichtigsten sind reellwertige Zufallsvariable, so dass diese eigentlich immer gemeint
sind, wenn nichts iiber den Wertebereich gesagt wird. R%-wertige Zufallsvariable nennt
man oft Zufallsvektoren.

An Zufallsvariablen interessiert vor allem ihre Verteilung. Die Verteilung von X gibt
an, wie wahrscheinlich die einzelnen Werte von X sind. Da  abzahlbar ist, ist der
Wertebereich Xx 1= {X(w) : w € Q} von X abzihlbar. Unter der Verteilung von X
versteht man das Wahrscheinlichkeitsmafl Px auf Xx mit

Px(z) = P{weN: X(w)=z}) (x € Xx).

Es fiihrt auch nicht zu Schwierigkeiten, wenn wir Px als Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf
der evtl. iiberabzéhlbaren Menge X auffassen, also z.B. auf X = R. Man kann dann

Px(A)=> Px(z) (ACX)
T€EA

setzen. Diejenigen z, die nicht als Werte von X vorkommen, haben die Wahrschein-
lichkeit Px(z) = 0, so dass in Wirklichkeit nur iiber abzéhlbar viele £ summiert wird.
Wir brauchen so bei der Betrachtung verschiedener Zufallsvariabler nicht immer deren
Wertebereiche zu unterscheiden.

Stellt man sich P als eine Massenverteilung auf §2 vor, bei der jeder Punkt w die Masse
P(w) tragt, so ist Px die Massenverteilung auf X', die man dadurch erhilt, dass fiir
jedes w die auf w liegende Masse nach X (w) transportiert wird. Im Allgemeinen kénnen
mehrere w auf das gleiche = abgebildet werden, so dass deren Masse sich dann dort
aufsummiert.
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Wir kennen bereits eine Reihe von Verteilungen, wenn wir auch in den Beispielen in
Abschnitt 2.4 die Zufallsvariablen nicht immer formal definiert hatten. Ist etwa P auf
{0,1}™ das Wahrscheinlichkeitsmaf zu n Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p, so ist die Zahl der Erfolge die Zufallsvariable S(w) = w; + wy + ... + wy,. Die
Wabhrscheinlichkeit fiir & Erfolge war (Z) p*® (1—p)™~*. Dies ist also in der neuen Bezeich-
nungsweise Pg(k). Ps ist die Binomialverteilung by, ,.

Ein anschauliches Bild der Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariablen X lasst sich
gewinnen, wenn man das zugehorige Stabdiagramm zeichnet. Dazu legt man zunéchst
eine Liste der moglichen Werte zx von X an, rechnet fiir jedes zx die Wahrscheinlichkeit
Px(zy) aus, und zeichnet dann senkrecht iiber den Punkten z der z-Achse Striche der
Lange Px(zk). Ist z.B. n = 3 und p = 0,6, so erhalten wir fiir die Zahl S der Erfolge die
Tabelle 3.1 und das daneben abgebildete Stabdiagramm.

0,5
zr =k | Ps(k) 0,4
0 0,064 0.3
1 | 0,288 ’
2 | 0,432 0,2
3 0,216
0,1
0,0
0 1 2 3
Tabelle 3.1 Bild 3.1 Stabdiagramm

Zur Notation: Neben der obigen kurzen Notation Px fiir die Verteilung von X ist
auch die ausfiihrlichere Schreibweise Po X ™! iiblich und niitzlich. Es ist ndmlich Px(4) =
P(X~'(A)), wenn X! die Mengenabbildung bezeichnet, die jedem A C X die Menge
aller Urbilder von Punkten aus A zuordnet.

Obwohl schon {X = 3} eine Abkiirzung fir {w € Q : X(w) = 3} war, werden
wir jetzt ofter auch noch die geschweiften Klammern in Ausdriicken wie P({X = 3})
weglassen und P(X = 3) schreiben. P(X; € A;, X, € A,) ist also Abkiirzung fiir
P({w SVE Xl(w) € A, XQ((.U) € Ag})

Gemeinsame Verteilungen mehrerer Zufallsvariabler: Sind auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (§2, P) mehrere Zufallsvariable X;, X5, ..., X,, mit evtl. verschie-
denen Wertebereichen X, ..., A, definiert, so kann man sie zu einer Zufallsvaria-
blen X mit Wertebereich X = A} x Xy x ... x X, zusammenfassen, indem man
X(w) = (Xi(w), X2(w), ..., Xn(w)) setzt. Die Verteilung von X in X nennt man
dann die gemeinsame Verteilung von X, ..., X,,. Sie ist also durch Angabe aller
P(X; ==z, ...,X, =z,) mit (z1, ...,7,) € X bestimmt.

Beispiel 3.2 Sei wieder P die Bernoulli-Verteilung zu 0 < p < 1 auf Q = {0,1}",
und sei S(w) = wy + ... + wy, die Zahl der Erfolge. Fiir w mit S(w) > 1 sei N(w) =
inf{j > 1: w; = 1} die Wartezeit bis zum ersten Erfolg, und fiir w mit S(w) = 0 sei
N(w) = n+1. Die gemeinsame Verteilung von S und N ist also beschrieben durch Angabe
aller Wahrscheinlichkeiten p(k,h) := P(S=k,N=h)mit 0 <k <n,1<h<n+1.
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Offenbar ist p(0,n +1) = (1 —p)" und p(0,h) =0 fir 1 <h < n.Ist S(w) =k >1
und N(w) = h, so muss w; = 0 fiir ¢ < h und wp = 1 gelten, und es miissen genau k — 1
Einsen unter den wp41, ...,w, vorkommen. Es gibt (Z:’f) solche Elemente w, und fiir

jedes davon gilt P(w) = p* (1 — p)"~*. Also ist fiir k > 1

sy = (3 7)o -, (3.)

Ist k—1 > n— h, so gibt es keine solchen w, und es ist (Z:’f) = 0; die Formel (3.1) bleibt
also richtig. Man beachte, dass P(N = h|S = k) nicht von p abhéngt!

Um Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu berechnen, die nur von einer Zufallsva-
riablen X; abhingen, d.h., die die Form {X; € A} haben, geniigt die Kenntnis der
Verteilung von X;. Will man aber Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen bestimmen, die
von X; und X, abhingen, so geniigt es nicht, die Verteilungen von X; und von X, zu
kennen, sondern man braucht die gemeinsame Verteilung.

Ist {41,12, ..., %k} eine k-elementige Teilmenge von {1, ..., n}, so nennt man die Vertei-
lung von (X;,, Xi,, ..., X;,) eine k-dimensionale Randverteilung oder Marginalver-
teilung von (Xy, ..., X,). Es ist klar, dass sie aus der gemeinsamen Verteilung berechen-
bar ist. Z.B. ist die Verteilung von (Xi, ..., Xg) durch die Zahlen P(X; =z, ..., Xk =
zx) bestimmt, und diese kann man aus den Zahlen P(X; = z1, ..., X, = z,) berechnen,
indem man {iber alle zx 11 € X411, ...,z € &, summiert. Speziell sind die Verteilungen
der X; die 1-dimensionalen Marginalverteilungen von (X1, ..., Xp).

Die gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen ldsst sich als Matrix auffassen.
Die beiden 1-dimensionalen Marginalverteilungen ergeben sich dann als Zeilensummen
und Spaltensummen. Tabelle 3.2 enthilt die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen
S und N aus Beispiel 3.2 fir n =3, p=1/2.

N
1 2 3 4
o 0 o0 1/8]1/8

1/8 1/8 1/8 0 |3/8

2/8 1/8 0 0 |3/8

1/8 0 0 0 |1/8

1/2 1/4 1/8 1/8

W N = O

Tabelle 3.2 Gemeinsame Verteilung von S und N fir n =3, p =1/2

Als Zeilensumme zum Wert 1 von S liest man z.B. P(S = 1) = 3/8 ab, als Spaltensumme
zum Wert 1 von N erhdlt man P(N = 1) = 1/2. Dies erkldart wohl die Bezeichnung
,Randverteilung“. In diesem Beispiel ist es natiirlich einfacher, die Verteilungen von S
und N direkt zu berechnen, aber das muss nicht immmer so sein. Z.B. haben wir in
Abschnitt 1.7 die gemeinsame Verteilung der Zahl der D-Runs und der Zahl der H-Runs
abgeleitet und kénnten daraus nun ohne Miihe die uns noch unbekannte Verteilung der
Zahl der D-Runs berechnen.
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3.2 Unabhingigkeit

Wir kommen nun zu einem ganz zentralen Begriff.

Definition 3.3 Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Familie
{X;,1 € I} von Zufallsvariablen X; : Q — X; heifit unabhéngig, wenn fiir jede Wahl
von A; C X; die Ereignisse {X; € A;}, 1 € I, unabhingig sind.

Es sei nun {X;,i € I} solch eine unabhingige Familie. Indem wir X; durch X;(Q)
ersetzen, konnen wir annehmen, die X; seien abzdhlbar. Wir betrachten 0.B.d.A. nur den
Fall I = {1, ...,n}. Dann gilt also speziell fiir alle (z1, ...,2,) € X = X1 X ... X Ap:

P(Xi=g1,..., Xp=2,) = [[ P(Xi =) (3.2)
i=1
Gilt diese Identitit, so ist offenbar die Verteilung von X = (Xj, ...,X,) gerade das

Produkt Px, x ... X Px, der Verteilungen der X;. Wie in Abschnitt 2.3 folgt dann fiir
alle Ai C /Yi

und dann die Unabhingigkeit der Ereignisse {X; € A;}.
Mit anderen Worten: Es gilt

Satz 3.4 Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Die Zufallsvariablen Xy, ..., X, sind unabhingig.
(ii) Fur beliebige =1, ..., z, gilt (3.2).
(i) Fir beliebige A; C X; gilt (3.3).

Sei f o X, wie tiblich, die Hintereinanderausfithrung von X und f, d.h. f o X(w) =
F(X (w)).

Satz 3.5 Sind die Zufallsvariablen X, ..., X, unabhdngig, und sind f; firi =1, ...,n
beliebige Funktionen auf X; (mit beliebigen Wertebereichen );), so sind die Zufallsvaria-
blenY; = fio X; (i =1, ...,n) unabhdingig.

Beweis: Fiir beliebige vy, ...,yn sei A; = {z; € X;: fi(z;) = y;}. Dannist {Y; = y;} =
{Xi € A;}. Aus (3.3) folgt

P(leyh---aYn:yn):P(Yl:yl)---P(Yn:yn)- a

Ohne Schwierigkeiten ldsst sich dieser Satz noch im Sinne von Satz 2.6 verallgemei-
nern. Sind z.B. X7, X5, ..., X5 unabhingig und definiert man Y; (w) = f1(X1(w), X2(w)),
Y (w) = f2(X3(w), X4(w), X5(w)), so sind Y7 und Y> unabhingig.

Ist (€2, P) das Produkt der Wahrscheinlichkeitsrdume (21, Py), ..., (2, P), und hin-
gen Zufallsvariable Y; auf €2 nur von der i-ten Koordinate ab, so garantiert Satz 3.5 die
Unabhéngigkeit von Yi, ...,Y,. Wir kdonnen uns so immer unabhingige Zufallsvariable
mit vorgegebenen Verteilungen Py, verschaffen.
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3.3 Erwartungswerte

Will man einen ,mittleren Wert“ fiir eine reellwertige Zufallsvariable X angeben, so
ist es sinnvoll, die Werte X (w) mit den Wahrscheinlichkeiten P(w) zu gewichten, also
Y wea X (W) P(w) als Mittelwert zu wéhlen. Damit diese Summe wohldefiniert und reell-
wertig ist, sollte sie unabhingig von Umordnungen in der Summationsreihenfolge sein.
Dies ist genau dann der Fall wenn ), |X(w)| P(w) konvergiert.

Definition 3.6 Ist (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so sagen wir, dass die
Erwartung einer reellwertigen Zufallsvariablen X existiert, wenn ) o [X (w)| P(w) kon-
vergiert. Wir definieren dann

EX=E(X)=)_ X(w)P(w
weN

als den Erwartungswert von X.
Ist z1,z9, ... eine Abzahlung des Wertebereichs von X, so ist
EX=) Y XwPw=Y zP(X=uz). (3.4)
=1 {w: X(w)=z.} i=1

Wir sehen also, dass EX nur von der Verteilung von X abhingt, und dass wir £X ebenso
gut durch die Summe auf der rechten Seite von (3.4) hitten definieren koénnen.

Satz 3.7 Sei (2, P) diskret, und seien X, Y reellwertige Zufallsvariable, deren Erwar-
tung existiert. Dann gilt:

(i) Fir X € R ezistiert die Erwartung von AX, und es ist E(AX) = AEX .
(ii) Die Erwartung von X + Y existiert, und es ist E(X +Y) = EX + EY .

(iii) Sind X, Y unabhingig, so existiert die Erwartung von X -Y und es ist E(X-Y) =
(EX) (EY).

Beweis: (i) und (ii) folgen unmittelbar aus den Definitionen.
(iii): Sind (z;) und (y;) die Werte von X und Y, so gilt wegen der Nichtnegativitét
aller Terme

Y X)) Y(w)|Pw) = ZZIM ly;| P(X = 2:, Y = y;)
weN
= ZZI"Ez, ly;| P(X = z;) P(Y =y;)

- (Z il P(x =) (5 Il POV =3)).

Diese Rechnung ist sogar richtig, wenn die Erwartungen von X oder Y nicht existieren. Da
sie aber existieren, ist das letzte Produkt endlich, und wegen der absoluten Konvergenz
konnen wir die gleiche Rechnung ohne Absolutstriche wiederholen. 0O
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Stellen wir uns die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariablen X als Massenver-
teilung auf R vor, bei der die Werte zx von X das Gewicht P(X = zj) tragen, so ist
EX gerade der Schwerpunkt der Massenverteilung. Hat X z.B. die Werte 0,1; 2,4 und 6,
und sind die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten 0,1; 0,1; 0,4; 0,15 und 0,25, so ergibt sich
EX = 3 und das Stabdiagramm in Bild 3.2.

Wir miissen die z-Achse an der durch den Pfeil markierten Stelle EX = 3 unterstiitzen,
wenn Gleichgewicht herrschen soll.

0,4
0,3

0,2

0’1 | ’

0.0 0o 1 2 T 4 5 6

Bild 3.2

Beispiele: (1) Ist X binomialverteilt, so ist

n

EX = ;k(k>p’“(1—p)"-k
R (n—1)!
- ;”P(k-m((n—l)—(k—n)!

pk—l (1 _p)(n——l)—(k—l) = np.

Man erhélt das gleiche Ergebnis auch leicht mit einem kleinen Trick, der auch in anderen
Beispielen niitzlich ist. Dazu schreiben wir X als Summe X; + X + ... + X,,, wobei
X;(w) = 1 sein soll, wenn das i-te Teilexperiment ein Erfolg ist, und = 0 sonst. Dann ist
EX,=pund EX =E(X;+ ... +X,) =EX;+ ... + EX, = np.

(2) Ist X hypergeometrisch verteilt mit Parametern n, N, S, also P(X = s) =

(%) (N_S)/(N), so liefert der gleiche Trick EX = nS/N. (X;(w) ist 1, wenn die i-te

S n—s n
ohne Riicklegen gezogene Kugel schwarz ist.)

(3) Ist X geometrisch verteilt, so ist P(X = k) =p(1 —p)*~! (k=1,2,...). Also ist
EX =% 7. kp(1 — p)*~1. Um die unendliche Summe auszuwerten, differenzieren wir
die fir |z| < 1 giiltige Identitat

1 >k
D I

k=0

auf beiden Seiten und erhalten so
1 o0
—_— = kxF 1.
(1-2) kz::l

Setzt man darin £ = 1 — p, so folgt EX = p/p* =1/p.
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(4) (Wartezeit beim Ziehen ohne Riicklegen)* In einer Urne befinden sich wieder S
schwarze und N — S weifle Kugeln. T} sei die Nummer der Ziehung, bei der zum ersten
Mal eine schwarze Kugel erscheint. Wird mit Riicklegen gezogen, so ist 77 geometrisch
verteilt mit p = S/N und also ETy; = N/S. Nun soll aber ohne Riicklegen gezogen
werden.

Es ist nicht schwer, P(T7 = k) zu berechnen, aber dieser Weg zur Berechnung von
ET; wird rasch uniibersichtlich. Wir gehen anders vor. Bei n = N Ziehungen werden alle
Kugeln gezogen, also S schwarze. Sei w; = s, wenn die i-te gezogene Kugel schwarz ist,
und = w sonst. Aus Symmetriegriinden sind alle Elemente w = (w, ...,wn) gleichwahr-
scheinlich.

Sei U; der Zeitpunkt, an dem die i-te schwarze Kugel erscheint, 71 = Uy, T; = U; —U; 1
(i1=2,...,5), Ts+1 = (N + 1) — Us . Fiir das Ergebnis

w = (w,w, s, w, w,w,w, s, s,w)
wire also wie in Bild 3.3
Tl(w):?), Tg(w):t'), T3(w):1, T4(w)——-2

(Hier ist S =3, N =10.)

T T> T3 Ty
N —— ————
—O0—O0—0—0—0—0—0O—80—8—0O—
A4 N\ U/ N4
0 Ui U, Us 11

Bild 3.3 Wartezeiten

Wir wollen uns iiberlegen, dass die Verteilungen der Zufallsvariablen T, ...,Ts;
und also auch die zugehorigen Erwartungswerte gleich sind. Es ist klar, dass aus Sym-
metriegriinden 77 und Ts;; die gleiche Verteilung haben. Ist & das Element, das aus
w = (w1, ...,wn) hervorgeht, indem man die Teilfolgen

(wl, ...,le(w)) und (le(w)+1, ...,U.)Uz(w))

vertauscht, so ist 71 (w) = T2(@) und T3 (w) = T1(w). Da die Verteilung P austauschbar
ist, ist P(w) = P(@). (In unserem Beispiel wire & = (w,w,w,w, s, w,w,s,s,w).) Die
Zuordnung von w und @ ist umkehrbar eindeutig. Also ist fiir jedes k

Pli=k)= )  Pw= Y P@=PTr=k).

{w: Ty (w)=k} {@: T2 (w)=k}

Analog zeigt man, dass auch die {ibrigen T; die gleiche Verteilung haben. Also folgt
ETy = ET, = ... = ETs;;. Nun ist aber 77 + ... + Tsy; = N + 1, und daher
N+1=ETi+ ... +Tsy1) = (S+ 1) ETy. Damit gilt

N+1
FTi = ——.
! S+1
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Im Mittel findet man die erste schwarze Kugel etwas schneller als beim Ziehen mit Riick-
legen.

Funktionen von Zufallsvariablen: Ist X : 2 — X eine Zufallsvariable mit beliebigem
Wertebereich X', und f : X — R eine reellwertige Funktion auf X, so ist Y = fo X eine
reellwertige Zufallsvariable. Bezeichne Ep die (oben E genannte) Erwartung bzgl. P, und
Ep, die bzgl. Px. Es gilt

Satz 3.8 EpY existiert genau dann, wenn Ep, f existiert, und es ist EpY = Ep, f.

Beweis: Die Existenz von EpY besagt Y |f(X(w))| P(w) < oo, und die von Ep, f
besagt Y _|f(z)| P({w : X(w) = z}) < oo. Das ist offenbar dasselbe, und im Fall der
absoluten Konvergenz sind die beiden Summen auch ohne Absolutstriche konvergent und
einander gleich. a

3.4 Das Rechnen mit Indikatorfunktionen

Fir beliebiges A C ) definieren wir die Indikatorfunktion 14 von A durch

La(@) 1, falls weA,
w -
4 0, falls w¢A.

Die Zuordnung von 14 zu A ist offenbar umkehrbar eindeutig. Der Nutzen dieser einfa-
chen Zuordnung besteht darin, dass man mit Funktionen rechnen kann. Sei 1 = 1¢ die
konstante Funktion mit Wert 1 auf 2. Die folgenden Identitdten und Aussagen sind sehr
leicht nachzupriifen.

lae=1-14, (3.5)

lanB =1alB, (3.6)

14 =1y, (3.7)

ACB < 1,4<15p, (3.8)
ANB=0 = 14 =14+15p. (3.9)

All dies gilt fiir beliebige Mengen. Ist auf Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl gegeben, so gilt
auflerdem
El, = P(A), (3.10)

dennesist A ={w: 14(w) =1} und also E14 =0 P(A¢) +1- P(A). Durch Induktion
folgt aus (3.6) leicht
1A1ﬂAzﬂ...ﬂAn = 1A11A2 L ]-An (311)

und mittels der de morganschen Regel (A; U ... UA,)¢ = A{ N ... N AS ist dann

1A1UA2U...UAn :]1 —(]1 —]‘Al)(]l - 1A2) (]1 —1An)' (312)

Als erste Anwendung ergibt sich ein Beweis von Gl. (1.18), indem man das Produkt
auf der rechten Seite von (3.12) ausmultipliziert, und dann links und rechts den Erwar-
tungswert bildet.

Als zweite Anwendung geben wir ein Beispiel aus der Zuverlassigkeitstheorie.
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Bild 3.4

Beispiel 3.9* (Zuverldssigkeit von Kiihlsystemen) In einem Kraftwerk sind zum Be-
trieb von Kiihlanlagen zwei voneinander unabhéngige Pumpen installiert. Zum Betrieb
jeder der Pumpen dient ein eigener Generator. Falls einer davon ausfillt, kann er noch
kurzfristig durch das vorhandene Notstromaggregat ersetzt werden. Wir konnen diese
Funktionsweise durch das Diagramm in Bild 3.4 beschreiben.

An den Stellen 1, 2 sind die Generatoren, an Stelle 3 ist das Notstromaggregat, und
an den Stellen 4, 5 sind die Pumpen. An den Stellen 1-5 kénnen unabhéngig voneinan-
der Storungen eintreten, und zwar an Stelle ¢ mit Wahrscheinlichkeit ¢;. Der Weg von
links nach rechts wird dann an Stelle 7 unterbrochen. Die Wahrscheinlichkeit p, dass das
Gesamtsystem funktioniert, ist die Wahrscheinlichkeit, dass es einen ununterbrochenen
Weg von links nach rechts gibt. Wie grof ist p?

Es gibt die Wege W) iiber 1 und 4, W, iiber 3 und 4, W3 iiber 3 und 5 und W; iiber
2 und 5. Sei A; das Ereignis, dass Weg W; offen ist, A die Vereinigung der A;, und B,
das Ereignis, dass es an Stelle j keine Stérung gibt. Dann ist p = P(A), A; = By N By,
A; = BsN By, A3 = B3N Bs und Ay = By N Bs. Nun braucht man nur noch einzusetzen.
Nach den Formeln (3.12) und (3.6) ist

la=1-(1-1p,1p,) (L - 1p,1B,) (1 —1pB,15,) (1 — 1p,15;).

Multipliziert man aus, und nutzt man 1p, = lzBi aus, so heben sich ein paar Terme weg,
und es bleibt

lA = 133185 + 132135 + 181184 + 133134 - ]-Bngngs - 133184135
—-131133134 — 131132134135 + 131132133134135 .

Mit p; = 1 — q; = P(B;) ergibt sich nach Satz 3.7

p=FElg =p3ps+p2ps+Pp1Ps+p3ps—p2p3ps — .- .

Unzuverléssigkeiten in der Schitzung der p; addieren sich in der Formel fiir p natiirlich,
und hinzu kommt, dass die Unabhingigkeitsannahmen in konkreten Systemen manchmal
fragwiirdig sind.

Wir geben noch eine weitere Anwendung:

Die Einschluss- Ausschluss-Formel*: Zu einer Feier bringt jeder Gast ein Geschenk
mit. Die Geschenke werden zufillig auf die Anwesenden verteilt. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit bekommen genau n Gaste ihr Geschenk zuriick?
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Ist N die Zahl der Géste, so konnen wir als Stichprobenraum §2 die Menge der Permu-
tationen w = (w1, ...,wn) der Zahlen 1, ..., N wéahlen. P ist die Gleichverteilung auf
Q. Der k-te Gast bekommt sein Geschenk zuriick, wenn wy = k ist. Sei also X (w) = 1,
wenn wy = k ist, und = 0 sonst. Sei Ay = {w : Xi(w) = 1}. Die Wahrscheinlichkeiten
von endlichen Durchschnitten A von Mengen Ay, ..., Ak, lassen sich leicht berechnen.
Fir ein w € A muss wg, = ki1, ...,wk, = ky sein. Fiir die iibrigen N — n Koordinaten
gibt es (V. — n)! Moglichkeiten, sie auf die iibrigen N — n Plitze zu verteilen. Also ist
P(A) = (N — n)!/N!. Wir stehen also vor dem Problem, die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses zu bestimmen, dass genau n Ereignisse Ay eintreten, wenn die Wahrschein-
lichkeiten der endlichen Durchschnitte der A, bekannt sind. Dieses Problem tritt relativ
héufig auf, und so wollen wir es gleich allgemein l6sen.

Sei also jetzt (£2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A;, ..., Ay seien Ereignisse, und
fir beliebige {k1, ...,kn} C {1, ..., N} sei P(Ag, N ... N A, ) bekannt. Sei

B, ={w € Q: w € A fir genau n Werte von k},
Cpn ={w € Q: we A fiir mindestens n Werte von k} .

Speziell ist C; = A; U ... U Any. Wie in Abschnitt 1.5 setzen wir Sy := 1 und

S, = Z P(Ag, N ...NAg),
{k1,...,kn}

wobei die Summe iiber alle n-elementigen Teilmengen {ki, ...,k,} C {1,...,N} er-
streckt wird.

Satz 3.10 (Einschluss-Ausschluss-Formel) Es gilt:

() P(By) = é(—l)k—" (5) s

n—1

(i) P(Cy) = é(—nk—" ('“ - 1) S, .

Beweis: Ist {41, ...,%,} eine Teilmenge von {1, ..., N}, so sei {in+1, ...,in} das Kom-
plement. Nun ist

g, = > lag--la, (W—=1a, ). -(1-1a,)
{Z1, - in}
N—-n
= > da, el Y (DR 141,
{il,...,in} k=0 {jly~-~7jk}
Es wird tiber alle {j1, ..., jk} C {in+1, --.,in} summiert; dabeiist fiir k =0 {51, ..., jk}
die leere Menge und 14, -...-1 4;, = 1. Es gibt (”;tk) Moglichkeiten, eine Menge

{h1, ... hntx} C {1, ..., N} in disjunkte Teilmengen {i1, ...,in}, {J1, ---,jk} 2u zer-
legen. Also ist

N—-n

n+k
g, = > ()% ) (n )1Ah1'~-‘1Ahn+k-

k=0 {h1, ... hnik}
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Aus P(B,) = E(1p,) und der Additivitit des Erwartungswerts folgt (i).

(ii) C, ist die disjunkte Vereinigung der Mengen B, B,1, ...,Bn. Fir n = N ist
CNy = By, und beide Formeln in Satz 3.10 ergeben wegen (%) = (%:}) = 1 den Wert
Sn. Also gilt (ii) fiir n = N. Ist (ii) fiir ein n > 1 bereits bewiesen, so folgt

P(Cn1) = P(Bn-1)+ P(Cy)
= kﬁ;_l(-nk—”“ (nf 1) Sk + é(—l)k‘" (: : i) Sk
< s Bevmea (1) ()
Aus (521 + (E21) = (k) folgt (ii) fiir n — 1. O

Wir kehren nun zu dem Problem mit den Gésten zuriick. Y (w) = Eszl Xk(w) ist
die Zahl der Gaste, die ihr Geschenk zuriickerhalten. (Allgemeiner spricht man von der
Zahl der Koinzidenzen, engl. ,match“.) Die Verteilung von Y heifit daher auch Koin-
zidenzverteilung. Sie ist nun leicht ableitbar:

Satz 3.11 Sei Y (w) in einer zufilligen Permutation w = (wy, ...,wxn) von {1, ..., N}
die Zahl der k mit wy = k. Dann st

Beweis: Es ist P(Ag, N ... NAg, ) = (N —n)!/N!, also S,, = (1::) (N —n)!/N!'=1/nl
Daraus folgt

N _1\k—n N _1\k—n
P(Y:n):P(Bn):Z(__l_)_CC):Z_L_I)__ 0
k=n

k! n = n!(k—n)! '

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Gast sein Geschenk zuriickerhilt, ist

N _ N (_1\k-1
Pv 2 1) = Pl = >0 (F 1) s =S S

k=1 k=1

Fiir grofes N ist offenbar P(Y > 1)~ 1—e"! = 0,632 und P(Y = n) =~ e~ !/nl

3.5 Varianz und Kovarianz

Wihrend der Erwartungswert eine Mafizahl fiir den Schwerpunkt einer Verteilung ist, ist
die Varianz eine Maf}zahl fiir die Streuung um diesen Schwerpunkt.

Definition 3.12 Ist X eine reellwertige Zufallsvariable auf dem diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum (2, P), und existiert £(X?), so heifit Var(X) = E((X —EX)?) die Varianz
von X, und ox = y/Var(X) die Streuung oder Standardabweichung von X. Ist Y
eine weitere reellwertige Zufallsvariable, fiir die E(Y?) existiert, so heifit
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Cov(X,Y) = E((X — EX) (Y — EY))

die Kovarianz und pxy = Cov(X,Y)/(0x oy) der Korrelationskoeffizient von X
und Y. Die Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert, wenn Cov(X,Y) = 0 ist.

Bemerkungen: (1) Wegen |X| < 1 + X? existiert EX, und wegen (X — EX)? <
X?+2|EX|-|X|+(EX)? auch E((X — EX)?). Die Existenz von E((X —EX) (Y —EY))
folgt aus | X - Y| < X2 + Y2

(2) Wir werden gleich sehen, dass Var(AX) = A\? Var(X) gilt. Von einem Streuungsmaf
wiirde man sich aber wiinschen, dass es sich proportional zu X &ndert. Dies ist fiir ox
der Fall. Warum benutzt man aber nicht E(|X — EX|)? Im Prinzip wére dies moglich,
aber ox hat viele Vorteile, nicht nur, weil es sich meist leichter berechnen lasst. ox tritt
auch auf natiirliche Weise in vielen theoretischen Resultaten auf. Ein anderer Vorteil mag
sein, dass o x gerade die storenden groflen Abweichungen stiarker bewertet.

Ist X Zufallsvariable mit £ X = 0, und haben die Werte z, ..., z, die Wahrschein-
lichkeit P(X = z;) = 1/n, so ist ox = /> z?/n Vielfaches des euklidischen Abstandes
des Punktes (z1, ...,z,) vom Nullpunkt. Die Verallgemeinerung dieser Idee erméglicht
es spater, mit Zufallsvariablen geometrisch zu argumentieren.

(3) Fiir komplexwertige X, Y definiert man Erwartungswerte wie oben, und setzt
Var(X) = E(|X — EX|?) und Cov(X,Y) = E((X — EX) (Y — EY)). Dabei ist ¢ die zu
¢ komplex konjugierte Zahl. Offenbar ist Var(X) = Cov(X, X).

(4) Fiir jede positive ganze Zahl k nennt man F(X*) das k-te Moment von X. Wenn
dieser Erwartungswert existiert, sagt man, dass das k-te Moment existiere. Existiert EX,
so sagt man, dass X — EX aus X durch Zentrieren hervorgehe. Da die Varianz das
zweite Moment von X — EX ist, nennt man sie auch das zweite zentrale Moment
von X.

(5) Wir hatten EX als Schwerpunkt der Verteilung von X gedeutet. Analog lasst sich
Var(X) als Tragheitsmoment bei Drehung um den Schwerpunkt deuten.

Satz 3.13 (Rechenregeln) Sind X, Y, X; komplezwertige Zufallsvariable, fir die die
zweiten Momente existieren, und sind a, b, c, d reelle oder komplexe Zahlen, so gilt:

(i
(ii

) Var(X) = E(|X|?) - |[EX|*.

)
(ili) Cov(X,Y)=E(XY)- EXEY.
)

)

Var(aX + b) = |a|? Var(X).
(iv) Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y).

(v) Cov(X,Y) =Cov(Y,X).

(vi) Var(Xi+ ...+ Xn) =) Var(X;)+ ) Cov(X;,X;).
i=1 i#j

(vil) Sind X, Y unabhingig, so sind sie auch unkorreliert.

(viii) (Bienaymé). Fir unabhingige X1, ..., X, gilt Var(X; + ... + X,,) = ZVar(X,') .

=1
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Beweis: Beginnen wir mit (iii). Benutzt man E(Y) = EY/, so erhilt man

E(X -EX)(Y —EY)) = E(XY)-E(XEY)-E(EX)Y)+ E((EX)(EY))
= E(XY) - (EX)(EY) - (EX) (EY) + (EX) (EY)
= E(XY)-(EX)(EY).

Die Aussage (i) ist der Spezialfall X = Y, denn es gilt |Z|? = ZZ. (iv) ergibt sich
durch eine einfache direkte Rechnung, und (ii) ist wieder Spezialfall. Auch (v) ist klar.
(vi) Wegen (iv) konnen wir EX; = 0 annehmen. Dann ist

Var(X1+ ...+ X,) = E((Xi+ ... +X,) (X + ... +Xn))
= zn:E(Xi X;) + ZE(Xi X;).
i=1 1#]

Da EX; = 0 ist, ist E(X; X;) = Var(X;) und E(X; X;) = Cov(X;, X;).
(vii) Nach Satz 3.5 sind X — EX und Y — FY unabhingig, und daher ist nach
Satz 3.7

Cov(X,Y)=E((X —EX)(Y - EY)) = E(X -EX)E(Y —-EY)=0-0.
Nun folgt (viii) aus (vi). O
Satz 3.14 (Cauchy-schwarzsche Ungleichung) Ezistieren E(|X|?) und E(|Y|?), so gilt
|E(XY)|* < E(IX]?)E([Y]?). (3.13)

In dieser Ungleichung gilt Gleichheit genau dann, wenn X und Y auf der Menge Q' der
w mit P(w) > 0 linear abhdngig sind, d.h. Zahlen a, b existieren, die nicht beide = 0
sind, so dass P(aX + bY # 0) =0 ist.

Beweis: Sei a = E(|Y|?) (= E(YY)), und 8 = —E(XY). Wir konnen a # 0 und also
a > 0 annehmen, denn sonst ist auf Q' Y (w) = 0, und dann ist auch E(XY) = 0. Es ist
a = &. Nach den Rechenregeln erhalten wir

0 < E(laX +BY|?) = E((aX + BY) (aX + BY))
= aaE(XX)+aBEXY)+aBEXY)+BBE(YY)
a(E(XX)E(YY) - E(XY)E(XY) - E(XY)E(XY)+ E(XY)E(XY))
— o (BIXP)E(YP) - |B(XT)P).
Wegen o > 0 gilt (3.13).
Gilt Gleichheit in (3.13), so ergibt die obige Rechnung E(]aX + BY|?) = 0, d.h. auf
Y, muss aX + BY = 0 gelten. Ist a > 0, so kénnen wir a = , b = 8 wihlen. Ist o = 0,

so konnen wir ¢ = 0, b = 1 wihlen. Sind umgekehrt X und Y auf Q' linear abhiingig, so
ist auf Q' aX = —bY, und daraus folgt leicht Gleichheit in (3.13). O

Bemerkungen: (1) Wendet man (3.13) auf die Zufallsvariablen |X| und |Y'| an, so folgt
sogar die formal stiarkere Ungleichung

E(IXY])* < E(X|]*) E(]Y]?). (3.14)
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(2) Durch Anwendung von (3.13) auf die zentrierten Zufallsvariablen X — EX und
Y — EY ergibt sich
ICOV(X,Y)l SO’X Oy . (315)

Interpretation: Fiir reellwertige X, Y bedeutet positive Kovarianz, dass eine Tendenz
besteht, nach der X (w) fiir diejenigen w die grofleren Werte annimmt, fiir die auch Y (w)
die grofleren Werte annimmt. Dann wird ndmlich hiufig X (w) — EX das gleiche Vorzei-
chen haben wie Y (w) — FY und damit

Cov(X,Y) =) (X(w) - EX) (Y(w) — EY) P(w)

w

positiv sein. Negative Kovarianz deutet auf die umgekehrte Tendenz hin.

Positive Kovarianz ist das Gleiche wie positive Korrelation. Nach (3.15) nimmt der
Korrelationskoeffizient pxy = Cov(X,Y)/(0x oy) nur Werte zwischen —1 und +1 an.
In den Extremfillen pxy = +1 und pxy = —1 gilt fiir die zentrierten Variablen X' =
X -EX und Y =Y — EY die Gleichung |E(X'Y")|?> = 0% 0%, , und also miissen X
und Y einer Gleichung Y = cX + d geniigen. Je ndher pxy bei +1 oder bei —1 liegt,
umso besser liegen die Wertepaare (X (w),Y (w)) auf einer Geraden.

Besonders gut lasst sich dies veranschaulichen, wenn Q = {1, ..., n} und P die Gleich-
verteilung ist. Zeichnet man jedes Paar (X(w),Y (w)) als Punkt in der Ebene, so wird
das Paar der Zufallsvariablen durch eine Punktwolke beschrieben. Die Gleichverteilung
bewirkt, dass jeder Punkt gleichwertig ist. Betrachten wir einmal ein paar Punktwolken.

In Bild 3.5a) ist die Punktwolke aufwirts gerichtet. Es ist Cov(X,Y) > 0. Allerdings
liegen die Punkte nicht gut auf einer Geraden. pxy nimmt einen kleinen positiven Wert
an.
In Bild 3.5b) ist keine aufwirts oder abwéirts gerichtete Tendenz zu erkennen.
Cov(X,Y) und pxy sind 0 oder nahe bei 0.

In Bild 3.5¢) gibt es eine abwérts gerichtete Tendenz, und die Punkte liegen gut auf
einer Geraden. Es ist Cov(X,Y') negativ und pxy nahe bei —1.

a) Y | b) Y | c) 1y
7 L ] [ ] L ] 5”' ° L] .i
Bild 3.5

Bemerkung: Die Umkehrung der Aussage, dass unabhingige Zufallsvariable unkorre-
liert sind, gilt nicht. Sei etwa P das Wahrscheinlichkeitsmafl auf Q@ = {1,2, 3,4}, das
durch P(1) = P(2) = 2/5 und P(3) = P(4) = 1/10 gegeben ist, und seien X, Y die
Zufallsvariablen mit
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X(1)=1, Y(1)= -1, X(@2)=-1, Y(2) =1,
X(3)=Y(3) =2, X(4)=Y(4) = -2.

Dann ist FX = EFY =0 und
Cov(X,Y)=E(XY)=(-1)-2+(-1)-2+4- L +4- & =0.

Aber Y ist extrem von X abhingig, denn X (w) bestimmt w eindeutig und damit auch
Y (w). Also ist Y sogar eine Funktion von X. Formal folgt die Abhingigkeit z.B. aus

PX=1Y=-1)=2#2=PX=1)PY =-1).

Beispiele fiir Varianzen: (1) Ist X binomialverteilt mit Parametern n und p, so ist
Var(X) = np (1 — p). Um dies nachzupriifen, schreiben wir wie bei der Berechnung des
Erwartungswerts X = X; + ... + X,, mit Bernoulli-verteilten X;. Dann ist

Var(X) = ZVar(Xi) = n Var(X,)

und
Var(X;) = E(X?) - (EX1) =p-p*=p(1-p).

(2) Sei X die Zahl der schwarzen Kugeln in einer Stichprobe vom Umfang n ohne
Riicklegen aus einer Urne mit S schwarzen und W weiflen Kugeln. Sei X; = 1, wenn die
i-te Kugel schwarz ist, sonst = 0. Setze N =S + W, p=S5/N, ¢ =W/N. Es ist

Var(X;) = EX] — (EX1)? =p-p* =p-q

und

S—1 S—1
X1,X:)=FE(X1X3)—EX{EX,=p- —p? = —-n]l.
COV( 1, 2) (Xl 2) 1 X2 p N -1 p p(N—l p)

Wegen der Austauschbarkeit der Verteilung ist
Var(X;) = Var(X;) und Cov(X;, X;) = Cov(X1,X2) fir 1#7.

Mit Satz 3.13 (vi) ergibt sich nach etwas Rechnung

N —n
N -1

Var(X) = npq

als Varianz der hypergeometrischen Verteilung mit Parametern S, W, n.

3.6 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Mit Hilfe der obigen Begriffe ist es nun nicht schwer, das so genannte schwache Gesetz
der groflen Zahlen fiir Zufallsvariable mit endlicher Varianz zu beweisen. Es wird uns
helfen, den Zusammenhang von Wahrscheinlichkeiten und relativen Haufigkeiten besser
zu verstehen.

Das entscheidende Hilfsmittel ist die zwar elementare, aber fiir theoretische Uberle-
gungen enorm wichtige tschebyschewsche Ungleichung:
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Satz 3.15 Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X eine reell- oder kom-
plezwertige Zufallsvariable mit endlicher Varianz. Dann g¢ilt fir jedes € > 0:

P(|X —EX|>¢) < Var(X)/e*.

Beweis: Sei Z = X — EX. Setze Y (w) = 0 fiir w mit |Z(w)| < &, und Y (w) = €? fiir w
mit |Z(w)| > e. Dann ist Y < |Z|? und also

Var(X) = E(|Z)*) > E(Y)=e*P(Y =€*) = P(|X—EX| > ¢). O

Der Wert der tschebyschewschen Ungleichung liegt in ihrer Allgemeinheit. Die Ab-
schdtzung ist ziemlich grob.

[Die Tschebyschew-Ungleichung wird auch (berechtigt aber weniger verbreitet) Ungleichung von
Bienaymé-Tschebyschew genannt. Bienaymé stellte sie 1853 in Zusammenhang mit der Methode der

kleinsten Quadrate auf. Tschebyschew fand 1867, vermutlich unabhingig, einen anderen Zugang und
verwandte sie erstmals zum Beweis des Gesetzes der grofien Zahlen.)

Gelegentlich ist eine Variante der tschebyschewschen Ungleichung niitzlich, die sog.
markowsche Ungleichung:

Ist ¢ eine auf [0,00) definierte nichtnegative monoton wachsende Funktion, und
é(e) > 0, so gilt fiir jede Zufallsvariable Z

1
¢(e)

Der Beweis ist der gleiche wie oben. Fiir w mit |Z(w)| > € setzt man Y (w) = ¢(¢), und
sonst Y (w) = 0.

P(|Z] 2 €) < E(s(121)) -

Satz 3.16 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen fiir unabhingige Zufallsvariable mit
beschrankter Varianz) Seien X4, X,, ..., X, unabhdngige Zufallsvariable mit gleichem
Erwartungswert und Var(X;) < M < oo. Dann gilt fir alle € > 0

P((?

E(Xl +Xo+ ... +X,) - EXy
Beweis: Sei X = (X; + ... + X,;)/n. Dann ist EX = EX; und

M
25)§———2 — 0.
€°n

Var(X) =n~?Var(X; + ... + X,,) = n"?(Var(Xy) + ... + Var(X,,)) < M/n.
Nun braucht man nur noch die tschebyschewsche Ungleichung anzuwenden. )

Durch das schwache Gesetz der groflen Zahlen kénnen wir jetzt besser verstehen, wes-
halb die relative Haufigkeit der Sechs bei vielen Wiirfen mit einem fairen Wiirfel gew6hn-
lich nahe bei 1/6 liegt, oder allgemeiner, warum bei n Bernoulli-Versuchen die relative
Héufigkeit der Erfolge meistens nahe bei p liegt. Ist ndmlich X; = 1, wenn der i-te Ver-
such einen Erfolg ergibt, und = 0 sonst, so ist EX; = p und Var(X;) =p(1 —p) < 1/4.
hn = (X1 4+ ... + Xp)/n ist die relative Haufigkeit der Erfolge. Also ist

P(lhp, —p| > ¢€) < i
Fiir grofles n ist also die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die relative Haufigkeit der Erfolge
sich um mehr als € von der Erfolgswahrscheinlichkeit p unterscheidet, sehr klein. Dies
ist das schon erwédhnte Gesetz der groflen Zahlen von J. Bernoulli. Um seine Leistung
zu wiirdigen, muss man sich vor Augen halten, dass damals noch direkte Rechnungen
erforderlich waren, und die hier benutzten Begriffe noch nicht verfiigbar waren.
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Wir haben so einen Zusammenhang von Wahrscheinlichkeiten und relativen Haufigkei-
ten gefunden, aber nicht in der Weise, dass Wahrscheinlichkeiten als relative Haufigkeiten
oder als deren Grenzwerte definiert werden, sondern umgekehrt, von einem axiomatischen
Wahrscheinlichkeitsbegriff ausgehend.

Konvention iiber Folgen von Zufallsvariablen: Bisher haben wir nur Modelle fiir
eine endliche Folge von Teilexperimenten konstruiert. Modelle fiir unendliche Folgen von
Teilexperimenten lassen sich nicht mehr im diskreten Rahmen konstruieren. Wir kénnen
uns aber hier mit einer Konvention behelfen: Unendliche Folgen von Teilexperimenten
werden beschrieben, indem man fiir jedes n ein Modell fiir die ersten n Teilexperimen-
te angibt. Wahrscheinlichkeiten, die nur von den ersten n Teilexperimenten abhingen,
werden im Modell fiir die ersten n Teilexperimente bestimmt. Genau genommen miisste
man dann P(") statt P schreiben, um diese Abhingigkeit auszudriicken, aber dies ist zu
schwerfallig. Wir hdangen den Wahrscheinlichkeiten, Zufallsvariablen usw. deshalb keinen
zusétzlichen Index, der das Modell angibt, an.

Als erste Anwendung des Gesetzes der grofien Zahlen betrachten wir:

Beispiel 3.17 (FEin vorteilhaftes Spiel, bei dem man auf Dauer verliert) Ein Spiel, bei
dem in jeder Runde der Erwartungswert des Gewinns gleich dem des Verlustes ist, heifit
fair, eins, bei dem der erwartete Gewinn jeweils grofier ist als der erwartete Verlust, heifit
vorteilhaft. Das folgende Spiel ist vorteilhaft: Man beginnt mit dem Startkapital X, = 1.
In jeder Runde wird eine Miinze geworfen. Das Kapital X,, nach der n-ten Runde sei
Xn_1/2, wenn der n-te Wurf Kopf ist, und 5X,,_1/3, wenn im n-ten Wurf Zahl kommt.
(Man verliert also X,_1/2 mit Wahrscheinlichkeit 1/2, und man gewinnt 2X,_;/3 mit
Wabhrscheinlichkeit 1/2, so dass das Spiel vorteilhaft ist.)

Sei Y, = 1/2, wenn im n-ten Wurf Kopf kommt, und = 5/3, wenn im n-ten Wurf Zahl
kommt. Dann ist X, =Y; - Y -...-Y,. Die Y; sind unabhingig. Aus

B (L) 215 B EX—ﬁEY—)
i=\2) "2 372 o8 P S

Sei p = E(logY;). Dann ist u = (log% + log %) 3 < (log% + log 2) % = 0. Setzt man
€ = |u/2| = —p/2, so gilt nach dem Gesetz der grofien Zahlen

1
P(’;(long + ... +logY,) —u

56)—)1.

Es folgt P(n~!log X,, — u < —u/2) — 1. Fiir grofles n ist also mit Wahrscheinlichkeit
nahe bei 1 X, < e#™2. Wegen u < 0 strebt e#"/? (exponentiell schnell) gegen 0. Auf
lange Sicht strebt der Kapitalstand ziemlich schnell gegen 0. (E X, ist trotz der kleinen
Gewinnwahrscheinlichkeit groff, weil man mit kleiner Wahrscheinlichkeit enorm grofle
Gewinne machen kann.)

Aufgaben

1. Seien X1, X2 zwei unabhingige Zufallsvariable mit
P(X;=k)=(1-p*p (k=0,1,2,...;0<p<1).

Sei Z = max(X1, X2). Man bestimme die gemeinsame Verteilung von Z und X; und die Verteilung
von Z. (L)
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2.

10.

11.

Man zeige: Ist X eine Zufallsvariable mit Werten in Z1, so gilt

a) EX:iP(in), b) EXzzi(%—l)P(XZn).
n=1 n=1

Sei X, gleichverteilt auf {-n,...,0,1, ...,n}. Man vergleiche fiir groBe n P(|Xyn| > n/2) und
P(]Xn| > n/10) mit den Abschitzungen, die man aus der Tschebyschew-Ungleichung erhilt.

Eine Urne enthilt eine weile und zwei schwarze Kugeln. Es werden drei Kugeln mit Riicklegen
gezogen. Sei X = 0, wenn die k-te gezogene Kugel weif} ist, und sonst X = 1.

a) Man beschreibe die gemeinsame Verteilung von X1, X2, X3.

b) Man beschreibe die zu (X2, X3) gehérige Marginalverteilung.

¢) Man bestimme die Verteilung von X; + X2 + X3.

X1, ...,Xn seien unabhingige Zufallsvariable mit positiven Werten, die identisch verteilt sind.
Man zeige, dass E(X1/(X1 + ... + X)) = 1/n ist.

X und Y seien zwei Zufallsvariable mit endlicher Varianz o2 bzw. Uf/. Fiir welche reellen Zahlen
ist E((Y — aX — b)?) minimal und wie gro8 ist dieses Minimum?

Es wird so lange gewdirfelt, bis jede der Zahlen 1, ...,6 mindestens einmal gekommen ist. Wie
grof ist der Erwartungswert der Zahl der benétigten Wiirfe? Wie grof} ist die Varianz der Zahl der
Wiirfe, die man braucht, wenn gerade das zweite verschiedene Wurfergebnis beobachtet wurde,
bis das dritte kommt? (L)

Es gibt Leitungen zwischen den Orten 2 und 3 und von jedem dieser Orte zu den Orten 1 und
4. Jede dieser Leitungen wird unabhéngig von den anderen mit Wahrscheinlichkeit p gestort. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit kann man noch eine Nachricht von 1 nach 4 iibermitteln?

Man wiirfelt wiederholt mit zwei Wiirfeln. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis
»Augensumme ist 7“ vor dem Ereignis ,,Augensumme ist 5“ erscheint. (L)

Die Herstellung eines Artikels verursacht Kosten ¢ > 0. Kann er verkauft werden, so ist dafiir
ein Erlés e > c erzielbar. Die Nachfrage N nimmt mit Wahrscheinlichkeit py, den Wert k& > 0 an.
Sei G, der Gewinn, wenn a Exemplare des Artikels hergestellt werden. Bestimmen Sie G, als
Funktion von N. Fiir welches a ist EG, maximal? (L)

Die folgende schone Aufgabe iiber Wartezeiten beim iterierten Koinzidenzproblem verdanke ich
Herrn Kollegen M. R. Schroeder:

Bei einem Tanzfest von N Ehepaaren werden beim ersten Tanz die Partner einander zugelost. Wer
mit seiner Gattin getanzt hat, verldsst mit dieser das Parkett, und beim nichsten Tanz werden die
verbleibenden Damen und Herren neu einander zugelost, usw. Wie grof ist die erwartete Anzahl
der Ténze, die die Kapelle spielen muss? (L)
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84 Grundbegriffe der Schitztheorie

Wir wollen nun auch ein paar wichtige Begriffsbildungen der Statistik kennen lernen. Ein
klassisches Beispiel soll uns dabei helfen.

Beispiel 4.1 (Schdtzung eines Fischbestandes) Ein Teich enthélt eine unbekannte Zahl
N von Fischen, die geschitzt werden soll. Dazu werden W Fische gefangen, mit einem
weiflen Fleck markiert und wieder ausgesetzt. Man wartet eine Weile, dann werden in
einem zweiten Fischzug n Fische gefangen, und die Zahl x der markierten Fische in
diesem zweiten Fang wird ermittelt.

Eine plausible Schitzung N(z) von N ergibt sich aus folgender Uberlegung: Wenn
z nicht zu klein ist, miisste der Anteil z/n der markierten Fische am zweiten Fang
ungefahr gleich dem Anteil W/N der markierten Fische am Gesamtbestand sein. Wenn
N(z) eine gute Schitzung von N ist, miisste also z/n ~ W/N(z) sein. Es liegt daher
nahe, als Schitzwert N(z) die zu Wn/x nichstgelegene ganze Zahl zu wihlen. (Dass
diese Schatzung fiir kleine xz nicht sehr zuverldssig ist, sieht man schon an der Form von
N(z). Ist z klein, so bewirken kleine Anderungen von z grofie Anderungen von N(z).
Man sollte dann n erhéhen.)

Die eben heuristisch abgeleitete Schitzung ergibt sich unwesentlich modifiziert auch
aus einem ganz anderen Ansatz, der den Vorteil hat, stark verallgemeinerungsfiahig zu
sein. Wir beschreiben dazu den zweiten Fang durch das Modell des Ziehens von n Kugeln
aus einer Urne mit W weiflen und S = N — W schwarzen Kugeln ohne Riicklegen. Die
Wahrscheinlichkeit, genau = markierte Fische im zweiten Fang zu haben, ist dann

- ()(2)/() wsesn

Die Abhédngigkeit der Wahrscheinlichkeit von N ist von prinzipiell anderer Art als bei
bedingten Wahrscheinlichkeiten. N ist nicht Ereignis, sondern ein unbekannter Wert eines
Parameters der Verteilung.

Der Maximum-Likelihood-Ansatz zur Schitzung von IV besagt, man solle den Wert
von N als Schitzwert nehmen, der Py (z) fiir das beobachtete £ maximiert. Um ihn zu
finden, bilden wir

PPN(Q(:)) - Eg; (<2L>(%Vv) <Z; 1; - 1\/('1(VN_ WVI)/(N . n)) '
1z — W — —-W—-n+z

n T n—=o

Es ergibt sich, dass Py (z) > Py_1(z) dquivalent zu (N—W)(N—-n) > N (N-W —n+zx)
ist, und also zu nW > Nz. Die gleiche Aquivalenz gilt fiir die Relationen < und =.

Daraus lisst sich folgern: Py (z) ist maximal fiir N(z) = [nW/z], wobei [t] die grofite
ganze Zahl ist, die < t ist. Ist nW/z keine ganze Zahl, so ist dieses N (z) eindeutig. An-
dernfalls sind nW/z und (nW/z) —1 Werte von N, fiir die Py (x) maximal ist, und es gibt
keine weiteren. Das neue N(z) unterscheidet sich nicht wesentlich von dem der obigen
heuristischen Uberlegung. Wir nennen N(z) = [nW/z] den Maximum-Likelihood-
Schitzer von N. Die Idee hinter diesem Schéitzer ist, dass Werte des Parameters N,
fir die Py (z) grof8 ist, plausibler scheinen als solche, fiir die Py(z) klein ist. Sie bie-
ten gewissermaflen die bessere Erkldarung fiir die Beobachtung z. Aber diese Idee hat
nichts Zwingendes. Wir werden versuchen miissen, auch andere Kriterien mit ins Spiel
zu bringen.
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~

Gewarnt werden muss vor der Versuchung, N(z) als den ,,wahrscheinlichsten“ Wert von
N zu betrachten. Da auf der Menge der Werte, die N annehmen kann, kein Wahrschein-
lichkeitsmaf} definiert ist, hatte eine solche Aussage keinerlei mathematischen Inhalt.

Es soll auch gleich auf eine fundamentale Problematik hingewiesen werden, die analog
auch in anderen statistischen Problemen auftritt: Selbst wenn gezeigt wére, dass N (z)
im obigen Modell mit grofler Wahrscheinlichkeit nahe am wahren Parameter liegt, wére
damit noch nicht sicher, dass das Verfahren zur Schitzung des Fischbestandes sehr zu-
verlassig ist. Ist es wirklich klar, dass die hypergeometrische Verteilung ein gutes Modell
ist? Fische schwimmen oft in Schwarmen, und gewisse Fische konnten sich leichter fan-
gen lassen als andere. Wir konnen daher nicht ausschliefen, dass das Urnenmodell nicht
passt. Ob es passt, kann letztlich nur durch Erfahrung entschieden werden. (Zumindest
sollte man wohl beide Fange und das Aussetzen der Fische moglichst gleichmé&fig iiber
die Flache des Sees verteilen.)

4.1 Der allgemeine Rahmen von Schitzproblemen

Der entscheidende Unterschied zu den bisher untersuchten Modellen ist, dass wir nicht
mehr nur ein Wahrscheinlichkeitsmafl betrachten, sondern eine ganze Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen. Zur formalen Beschreibung eines Schitzproblems mit diskretem
Stichprobenraum bendétigen wir

e eine nichtleere hochstens abzahlbare Menge X', den Stichprobenraum,
e eine Familie {Py : ¥ € ©} von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf X,
e eine zu schitzende Funktion g(d).

X ist die Menge der mdoglichen Beobachtungsergebnisse. Wahrend in der Wahrscheinlich-
keitstheorie (2 eine allgemein akzeptierte Notation fiir den Stichprobenraum ist, wihlt
man in der Statistik oft andere Buchstaben, wie z.B. X'. Durch die unterschiedliche Be-
zeichnung wollen wir darauf hinweisen, dass jedes z € X beobachtbar sein muss. In wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Modellen werden wir zunehmend auch Stichprobenrdume 2
benutzen, deren Elemente w, nicht beobachtbar sind.

© kann eine beliebige abstrakte Menge sein, mit deren Elementen die fiir moglich
gehaltenen Verteilungen parametrisiert sind, aber in der Praxis ist © meist ein Intervall
in R, R? oder IN.

In Beispiel 4.1 war X = {0,1,2, ...,n}, wenn n die Zahl der Fische im zweiten Fang
war. Ferner war ¥4 = N die unbekannte Zahl der Fische im See, Py = Py die hypergeo-
metrische Verteilung A(-; n, N, W) und g(¥) =9 = N.

Dass der Parameter ¥ selbst zu schitzen ist, also g(J) = ¥ gilt, ist natiirlich der
hiufigste Fall. Aber andere Beispiele werden auch vorkommen. Z.B. kénnte die Varianz
np (1 — p) einer Binomialverteilung zu schitzen sein. Dann wire ¥ = p und g(p) =
np (1 — p). Spiter werden wir auch die durch zweidimensionale Parameter ¥ = (u,0?)
bestimmte ,Normalverteilung“ kennen lernen und z.B. g(d¥) = u schitzen.

Ist Y der Wertebereich von g, so heifit jede Abbildung T': X — ) ein Schéitzer von
g(9). Diese Sprechweise lidsst es natiirlich zu, dass auch solche Funktionen T Schitzer
genannt werden, die statistisch vollig unsinnig sind.
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Hiufig deutet man in der Notation bereits an, was geschitzt wird, und setzt ein ,,Dach*
iiber die zu schitzende GroBe. N wire ein Schitzer von N, p ein Schitzer fiir p und §
ein Schitzer fiir g(¥). Man unterscheidet dann nicht immer ganz sorgfiltig den Schétzer
g von dem Schitzwert §(z) aufgrund der Beobachtung z. Z.B. schreibt man meist kurz
p = 0,3, wenn sich aus dem beobachteten z der Schitzwert p(z) = 0,3 ergibt.

4.2 Maximum-Likelihood-Schitzer

Wir haben in Beispiel 4.1 bereits ein sehr wichtiges Verfahren zur Auffindung von Schét-
zern kennen gelernt. Allgemein kénnen wir es folgendermaflen beschreiben:
Die Funktion L, die jedem ¥ den Wert L. (9) := Py(z) zuordnet, nennen wir Likeli-

hood-Funktion. Wenn L, einen Maximalwert in ¥(z) annimmt, also
Lo (9) := sup{L(¥) : ¥ € O} (4.1)

gilt, nennen wir J(z) eine Maximum-Likelihood-Schitzung von ¥ und g(d(z)) eine
Maximum-Likelihood-Schétzung von g(19).

In den meisten Fillen in der statistischen Praxis gibt es einen eindeutig bestimmten
Maximum-Likelihood-Schitzer 9, und er ist gewdhnlich ein guter Schitzer von 9.

Besonders gilt dies, wenn sich die Schétzung auf viele unabhingige Einzelbeobach-
tungen stiitzt. Im allgemeinen Fall braucht jedoch ein Maximum nicht zu existieren,
oder es kann mehrere Maximum-Likelihood-Schitzer geben. Selbst wenn ein eindeutiger
Maximum-Likelihood-Schéitzer existiert, braucht er nicht immer , gut“ zu sein.

In vielen Fillen ist © ein Intervall in R, und eine Maximum-Likelihood-Schitzung
kann durch Differenziation gefunden werden. Dabei ist es haufig zweckmafig, statt L,
die Funktion £, = log L, zu betrachten, die wegen der Monotonie der Funktion ¢ +—
logt das Maximum an der gleichen Stelle hat. (£, heifit log-Likelihood-Funktion; log
bezeichnet wie iiblich den natiirlichen Logarithmus).

Beispiel 4.2 (Schditzung einer Erfolgswahrscheinlichkeit) In n Bernoulli-Experimenten
soll die Erfolgswahrscheinlichkeit p aus der Zahl z der Erfolge geschitzt werden. Es ist

)

Daher ist £, (p) = log L(p) = log (7) + zlogp + (n — z) log(1 — p), und

d I n—zx

Als Nullstelle in (4.2) findet man p(z) = z/n, und man priift leicht, dass es sich um ein
Maximum von L. (p) handelt. Also ist z/n Maximum-Likelihood-Schitzung von p.

In vielen Fillen besitzt die Maximum-Likelihood-Gleichung £ £,(9) = 0 keine

explizit angebbare Losung 19(3:) Fiir diesen Fall sind gute Naherungsverfahren entwickelt
worden. (Vgl. van der Waerden (1971), Kapitel VIII.)

Zum Abschluss dieser Diskussion soll uns ein einfaches Beispiel zeigen, dass man mit
Maximum-Likelihood-Schitzern systematische Fehler machen kann.
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Beispiel 4.3* (Taziproblem) In einer grofien Stadt gibt es N Taxis, die — von auflen gut
lesbar — die Nummern 1, ..., N tragen. Ein Passant steht an einer viel befahrenen Strafle
und beobachtet die Nummern der n Taxis zy, ..., z,. Wiederholungen werden ignoriert.
Nehmen wir an, dass noch alle Taxis in Betrieb sind, so ist X die Menge der Teilmengen
= {z1, ...,7,} vom Umfang n aus {1, 2, 3, ...}, die wir uns so hingeschrieben denken
konnen, dass 1 < 3 < ... < z, gilt. Nun soll N geschitzt werden.

-1
Natiirlich muss N > z, sein. Dann ist Py(z) = (1:[) , denn wenn es N Taxis gibt,

sind die Teilmengen von {1, ..., N} der Michtigkeit n gleichwahrscheinlich. (Z )—1 ist

umso grofer, je kleiner N ist. Also ist N(z) = &, = max; z; der Maximum-Likelihood-
Schitzer. Man schitzt die Zahl der Taxis durch die hochste beobachtete Nummer. Wegen
N(z) < N gibt man nie eine zu hohe Schitzung ab. Aber besonders realistisch scheint
die Schatzung nicht zu sein.

Versuchen wir mit heuristischen Argumenten Schitzer zu finden, die nicht systematisch
N unterschiatzen. Aus Symmetriegriinden miisste ,,im Durchschnitt“ von vielen Stichpro-
ben die Zahl z; — 1 der nicht beobachteten Taxis mit Nummern < x; etwa gleich der
Zahl N — z,, der nicht beobachteten Taxis mit Nummern > z, sein. Also bietet sich
Ni(z) = z, + 1 — 1 als Schitzer an.

Noch besser ist es, die Lange der nicht beobachteten Liicke {z, + 1, ..., N} oberhalb
von =, durch die mittlere Linge der vorangegangenen Liicken zu schitzen, also durch

Tp — N

S|

((£E1—1)+(:B2—:171—1)+...+(xn—xn_1—1)): -

Dies fiithrt zu dem Schatzer
Ny(z) =zp + (2 — ) /1.

(In der Praxis wiirde man die néichstgelegene ganze Zahl als Schitzer wihlen.)

Bisher kénnen wir noch nicht sagen, ob und in welchem Sinn N, ein besserer Schitzer
ist als der Maximum-Likelihood-Schétzer N. Darauf kommen wir spater zuriick.

Auch in diesem Problem wird wieder sichtbar, dass alles davon abhiingt, ob das Modell
stimmt. Wenn z.B. gewisse Taxis schon verschrottet worden sind und die Nummern nicht
neu vergeben wurden, oder man sich in einem Stadtteil aufhilt, in dem nur die kleinen
Nummern vergeben worden sind, wird die Schédtzung entsprechend unzuverlissig sein.

Das Taxiproblem lisst sich leicht so variieren, dass {1, ..., N} durch ein unbekanntes
Intervall {M, M + 1, ..., N} ersetzt wird. Es heifit, dass Varianten davon im zweiten
Weltkrieg eine Rolle gespielt haben. Aus den Seriennummern der abgeschossenen Panzer
wurde die Zahl der Panzer der Wehrmacht von den Alliierten zuverlissiger geschitzt als
durch Geheimdienstmethoden.

4.3 Erwartungstreue

Ist T' eine Abbildung von X in R, so bezeichnen wir den Erwartungswert bzgl. Py mit
FEy. Es ist also

EsT =) T(z)Py(x).
z€eX

Schreiben wir solche Erwartungswerte hin, so soll damit zugleich deren Existenz voraus-
gesetzt sein.
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Die Beobachtung des Ergebnisses des Zufallsexperiments, das dem Schétzproblem zu-
grundeliegt, ldsst sich natiirlich als Beobachtung der Zufallsvariablen X mit X (z) = z
auffassen. Wenn wir augenfillig machen wollen, dass T' Funktion des Beobachtungser-
gebnisses ist, schreiben wir statt 7' auch T'(X).

In einem Schétzproblem heifit ein Schitzer § von g(¥) erwartungstreu, wenn fiir alle
v € © die Gleichung

Ey(9(X)) = g(¥) (4.3)

gilt. Speziell heifit ¥ erwartungstreuer Schitzer von 9, wenn fiir alle ¥ € © die Gleichung
9 = Ey(d(X))

gilt.

b(¥,§) = E9(3(X)) — g(9) heifit Bias der Schitzung §. Ein Schétzer ist also genau
dann erwartungstreu (engl. ,,unbiased“), wenn sein Bias = 0 ist.

Ist X binomialverteilt mit Parametern n und p, so ist F(X/n) = p. Also ist in Beispiel
4.2 die Schitzung p(X) = X/n erwartungstreu.

Wir erwéhnen noch zwei weitere einfache und doch sehr wichtige Beispiele: Unabhangi-
ge Messungen einer Grofle p beschreibt man oft durch unabhingige Zufallsvariable
X1, ..., Xn. Es ist im Moment nicht nétig, die unbekannte Verteilung Py von X =
(X1, ..., X,) genau festzulegen. Wir nehmen nur an, dass FyX; = p firi =1,...,n
sei. (Wenn g der wahre zu messende Wert ist, soll die Verteilung so beschaffen sein, dass
die X; um p herum streuen.) Sei g;(¥) = Ey(X;) = p und

DX
k=1

der Mittelwert. Dann ist Ey(X) = n™! (EyX; + ... + EyX,) = p. Also ist der Mit-
telwert eine erwartungstreue Schitzung von pu.

Haben die X; eine unbekannte Varianz o2, so bestimmt Py auch o2 = gy(¥) =
Varg(X;). (Im einfachsten Fall hingt die Verteilung nur von px und o2 ab, und man
kann ¥ = (p,0?) wahlen. Vary bezeichnet die Varianz bei Benutzung von Py.)

Man wé&hlt gewdhnlich

X =

S

2= > (X - X)? (4.4)

n—1 4
1=1

als Schitzung von o2. Hierbei fillt auf, dass durch n — 1 und nicht durch n geteilt wird.
Der Grund ist, dass man o2 erwartungstreu schitzen mochte. Um zu zeigen, dass s
dieser Forderung geniigt, berechnen wir Eys?. Da die X; unkorreliert sind, ist fiir i # j
Es((X; — p) (Xj — p)) = 0. Ferner ist

)

E,g(()—( —,u)2) = Varg(X') = %Varﬁ(Xl + ... —+—Xn) = —.

Damit ergibt sich

Es((Xi—X)?) = Es((Xi—p)— (X -p)?
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Es folgt
-1
! n-o?. 2 =o2. (4.5)

Eys® = :
98 n—1 n

Zugleich ergibt sich, dass s2/n eine erwartungstreue Schitzung der Varianz Vary(X) =
02 /n des Mittelwertes X ist.

Erwartungstreue ist sicher eine wiinschenswerte Eigenschaft eines Schétzers, aber man
sollte nicht nur erwartungstreue Schitzer in Betracht ziehen. Es gibt Schétzprobleme,
in denen gar keine erwartungstreuen Schétzer existieren. Ist z.B. X binomialverteilt, so
ist die Standardabweichung y/np (1 — p) nicht erwartungstreu schitzbar, denn fiir jeden
Schétzer T ist

E)T = ;T(w) (Z) p*(1-p)"*"

ein Polynom in p. (Damit ist die Ableitung von E,T nach p in p = 0 endlich, aber die
von /np (1 — p) ist unendlich.)

Wenn erwartungstreue Schitzer existieren, brauchen sie von anderen Kriterien aus
betrachtet nicht unbedingt gute Schitzer zu sein. Natiirlich wird man in jedem Fall
versuchen, den Bias klein zu halten.

Ergénzung zum Taxiproblem™: Im obigen Taxiproblem (Beispiel 4.3) ist die Maxi-
mum-Likelihood-Schétzung N nicht erwartungstreu. Aber die Schitzer N; und N> sind
erwartungstreu. Dies lisst sich mit Hilfe der Uberlegungen im letzten Beispiel von Ab-
schnitt 3.3 iiber die Wartezeit beim Ziehen ohne Riicklegen zeigen. Setzt man dort S = n,

so ist der Stichprobenraum 2 die Menge der Folgen w = (wy, ...,wn), in denen genau n
Koordinaten w; den Wert s und N — n Koordinaten den Wert w haben. Wir kdnnen w
die (wiederum aufsteigend geordnete) Menge = = {1, ..., z,} der Indizes ¢ mit w; = s

zuordnen. Die Stichproben z im Taxiproblem und w im Urnenproblem sind zwar auf ganz
verschiedene Art zustandegekommen, aber es ist Py(z) = (1:{ ) o P(w).
Es ist U;(w) = z;, und wir hatten
N+1

E{U,))=ETi+...+T,)=nETy =n 11

gezeigt. Wegen n = S gilt also

n

N 1
EN(N2)=E<Un+U - ”) = : E(U,)-1=N.

Analog zeigt man die Erwartungstreue von Nj.

4.4 Der mittlere quadratische Fehler

Die wohl wichtigste Forderung, die man an einen Schitzer T von g(¢) stellen wird, ist,
dass mit grofler Wahrscheinlichkeit die Schitzwerte T'(z) nahe bei der zu schitzenden
Grofle g(v) liegen. Ein gutes Maf} fiir die Abweichung ist der mittlere quadratische
Fehler

R(9,T) = Ey((T(X) — 9(6))?).

Fiir die Wahl dieser Grofle als Mafizahl fiir die Ungenauigkeit der Schitzung sprechen
dhnliche Griinde wie wir sie nach Definition 3.12 fiir die Benutzung der Varianz angefiihrt
hatten.
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Der mittlere quadratische Fehler lisst sich aus der Varianz und dem Bias berechnen,
denn es ist

R(9,T) = Eg(((T - EsT) — (9(9) — EsT))?) = Vary(T) +b(3,T)*.

Natiirlich méchte man Schitzer T' benutzen, fiir die R(«,T) klein ist. Aber dieses Kri-
terium erlaubt oft keine eindeutige Wahl. Sind T3, T5 zwei Schitzer, so ist oft R(d¥,T})
fiir einige Werte von 9 kleiner als R(¥,T>) und fiir andere ist es gerade umgekehrt. Es
ist nicht schwer, Schitzer anzugeben, die fiir spezielle Parameterwerte gut sind.

Man kann z.B. ein ¥y € © auswihlen und To(z) = g(9¥) setzen. Dann ist R(¥g, Tp) = 0,

aber R(9,To) = (g(9) — g(190))2 kann fiir andere ¥ grof} sein. Solche unsinnigen Schitzer
sollte man natiirlich von vorneherein ausschlieflen.

Immerhin gelingt es in vielen Fillen, wenn man nur Schéitzer betrachtet, die gewisse
Nebenbedingungen (wie z.B. Erwartungstreue) erfiillen, in dieser Klasse von Schétzern
einen zu finden, der — verglichen mit allen anderen in dieser Klasse — fiir alle ¥ einen
kleineren mittleren quadratischen Fehler aufweist.

Hier miissen wir uns mit einem Beispiel begniigen. In dem gleich folgenden Abschnitt
iiber die Informationsungleichung wollen wir zeigen, dass fiir binomialverteiltes X der
Schétzer p(X) = X/n der Erfolgswahrscheinlichkeit p in diesem Sinn optimal unter allen
erwartungstreuen Schitzern ist.

(Dies schliefit nicht aus, dass es auch Argumente fiir andere (nicht erwartungstreue)
Schitzer gibt: Wenn man keine Erfolge beobachtet, sollte man vielleicht nicht gleich auf
p = 0 schlielen — wobei man sich nur ,nach unten“ irren kénnte — sondern blofl darauf,
dass p klein ist. Ein Beispiel eines Schitzers, der dies leistet, wire p;(X) = (X +1)/(n+2).
Man kann nachrechnen, dass R(p,p) > R(p,p;) fiir alle p aus einem offenen Intervall
|p1,p2] mit 0 < p1 < py <1 gilt.)

Natiirlich kann auch ohne Optimalitdtsbeweise die Betrachtung des mittleren quadra-
tischen Fehlers eine Hilfe sein. Z.B. waren im Taxiproblem N; und N, erwartungstreu.
Es lasst sich zeigen, dass der mittlere quadratische Fehler fiir N, kleiner ist als fiir IV;.
Also wird man N, bevorzugen.

4.5 Die Informationsungleichung*

Wir wollen nun eine untere Abschétzung fiir die Varianz Vary(T') eines Schitzers T' =
T(X) von g(9) herleiten.

Wir nehmen an, dass Pg(z) > 0 fiir alle ¢ und z gilt, und dass die Parametermenge ©
ein offenes Intervall in R ist. Es war L (¥) = Py(z) und L;(9) = log L;(¢). Nehmen wir
an, dass die Ableitung nach ¥ existiert, und bezeichnen wir sie mit einem Strich, so ist

L(9) = ‘% log L. (9) = %i—g—g—;—

Wir verwenden die Gleichung

1= L.(9). (4.6)
Aus der Definitionsgleichung des Bias ergibt sich

9(9) +br(9) = BgT = > T(x) L(¥). (4.7)
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Nimmt man an, dass in (4.6) und (4.7) Differenziation und Summation vertauschbar
sind, was bei endlichem X immer erfiillt ist, so ist

g@)+bp(9) = Y T()L,(¥) = Y T(z)L,(3) La(9) ws)
= Ey(T(X)Lx(9))

und

0=> L,(9) =) LL(Y)Ls(¥) = Es(Lx (D)) (4.9)

Multipliziert man (4.9) mit FyT, und subtrahiert man die Gleichung dann von (4.8), so
ergibt sich
g (9) +bp(9) = Eg((T(X) — Es T) L% (V) .

Durch Anwendung der cauchy-schwarzschen Ungleichung erhalten wir
(¢0) +b7(9)" < Es((T(X) = EoT)?) - Es((Lx(9))?)
= Vary(T) - Eﬂ((ﬁl)(('ﬁ))z) .

Die Grofie I(9) = Ey((L'y(99))?) nennt man Fisher-Information. Ist sie positiv —
was in der Regel der Fall ist —, so kann man sie auf die andere Seite bringen und erhilt
die (von Fréchet, Cramér und Rao entdeckte) Informationsungleichung

(¢'(0) + b7.(9))
1(9)

2

Varg(T) > (4.10)

Fiir erwartungstreue Schitzer von g(¥) = ¥ ist unter den oben gemachten Voraussetzun-
gen ¢'(¥) = 1 und b/-(J) = 0; also

1

Va,rg(T) Z 1(19) .

(4.11)

Oft ist X ein Vektor von unabhingigen Zufallsvariablen X3, ..., X, und Py(z) fiir z =
(z1, ..., z,) von der Form Qy(z1) Qy(z2) ... Qo(z,). Setzt man wieder Vertauschbarkeit
von Summation und Differenziation nach ¥ voraus, so ist analog zu (4.9)

Eﬂ(% log Qo (X )) ~0.

Fiir ¢ # j folgt damit

Ev((a% log Qs (X )) (di log Qu(X ))) =0.

I(¥9) = Ey ((dilog(Qﬂ(Xﬂ Qﬂ(XZ)‘---'Qﬂ(Xn))>2>

= ((an%ogczo )) ZEa((—IOng( ))2)-

Wir erhalten
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Ist also I9(¥9) = Ey ((Ed& log Qg(Xi))2) die Fisher-Information zur Familie {Qy,9 € ©},
so ist I(9) = nI9(9).

Sei nun speziell (X7, ..., X, ) Bernoulli-verteilt mit Parameter ¥ = p. Dann ist Q,(1) =
P, @p(0) =1 — p und
d d 1 d 1
— log@Q,(1) = — logp = —, — log@Q,(0) = ———.
dp p(1) dp ) P dp »(0) 1-p
Es folgt

d 2 1 1 1
IQ(p):EP<(% lOng(Xl)) ):P'?+(1—p)-( =

1-p)? p(l-p)

Damit ist I(p) = n / (p (1- p)) Fiir jeden erwartungstreuen Schitzer T von p muss also
Var,(T') > p(1—p)/n gelten. Andererseits ist p(X) = (X1+ ... +X,)/n erwartungstreuer
Schitzer mit Vary(p) = p(l — p)/n. p ist also unter den erwartungstreuen Schétzern
optimal.

4.6 Konsistenz*

Zur Schitzung einer Erfolgswahrscheinlichkeit p haben wir eigentlich nicht nur einen
sondern — genauer — fiir jedes n einen Schitzer angegeben, ndmlich bei Bernoulli-
verteilten X, ..., X,, den Schitzer (X; + ... + X,,)/n. Nach dem schwachen Gesetz der
groflen Zahl konvergieren diese Schitzer in dem Sinne gegen p, dass die Wahrscheinlichkeit
eines Schéatzfehlers, der € > 0 tibertrifft, fiir jedes € > 0 gegen 0 strebt. Diese Eigenschaft
wollen wir Konsistenz nennen.

Sei allgemeiner X, X2, ... eine Folge von Zufallsvariablen, die nacheinander ermittelte
Teilergebnisse beschreibt. Sei X(™ = (Xi, ..., X,,) und g™ = 3™ (X™)) ein Schatzer
von g(¥9), der sich auf X (" stiitzt. Die Folge (§(™) von Schitzern heifit konsistent (fiir
9(9)), wenn fiir alle 9 und alle ¢ > 0

Py(|g™ (X ™) — g(9)] > ) = 0 (4.12)

gilt. Dies ist eine Art Minimalforderung an Folgen von Schétzern. Wenn man nicht einmal
aus einer ganzen Folge von Beobachtungsergebnissen g(1}) immer genauer schétzen kann,
kann man kaum zufrieden sein.

Betrachten wir noch einmal das in Abschnitt 4.3 gegebene Beispiel der unabhéngigen
Messungen. Wir hatten den Mittelwert X = (X; + ... + X,,)/n von n Messungen einer
Grofe p als Schitzer fiir y gewahlt. Schreiben wir dafiir ausfiihrlicher X (n), so ist also
g™ (X™) = X(n) Schatzer fiir g(¥) = p. Nehmen wir an, dass die Varianzen der X;
beschrankt seien, so folgt (4.12) aus dem Gesetz der grofien Zahlen. Der Mittelwert ist
daher konsistenter Schétzer von pu.

Als Schitzung von o2 hatten wir die durch (4.4) definierte Gréfie s> gewéhlt. Im Fall
der Schitzung von o? wire also g(d) = o?

n

§X) = 5= 5 n) = o= B (K =) = (X () — )"
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Setzen wir voraus, dass die vierten Momente von X; — u beschriankt sind, so sind die
Varianzen der Zufallsvariablen (X; — u)? beschrinkt. Also gilt nach dem Gesetz der
grofen Zahlen wegen Ey((X; — p)?) = o2 fiir alle ¢’ > 0

Pg( >€I>—)0.

Ferner gilt Py(|X (n) — u| > €') — 0 fiir alle ¢’ > 0. Da &’ > 0 beliebig war, ldsst sich nun
ohne grofie Miihe auch in diesem Fall (4.12) zeigen. s2(n) ist also konsistenter Schitzer
fiir o2.

(Nach Satz 11.9 braucht man im ersten dieser Beispiele nur die Existenz des Erwar-
tungswerts und im zweiten nur die der Varianz vorauszusetzen. Die X; werden als iden-
tisch verteilt angenommen.)

Auf das Fischfangbeispiel und das Taxibeispiel kénnen wir den Begriff der Konsistenz
nicht unmodifiziert anwenden, da dort bei festem Parameterwert die Zahl n der Be-
obachtungen beschriankt war.

1 n
=3 (Xi—p)?-o’
n 1=1

4.7 Konfidenzintervalle

Schitzt man eine Erfolgswahrscheinlichkeit p aus einer Bernoulli-verteilten Folge X =
(X1, ..., Xpn) durch p(X) = (X1 + ... + X,)/n, und ist n hinreichend grof}, so ist mit
grofler Wahrscheinlichkeit [$(X) — p| klein. Dies legt es nahe zu versuchen, bei Beobach-
tung von z ein kleines Intervall C(z) um den Schitzwert p(z) herum festzulegen, in dem
man p vermuten darf. Man kdnnte etwa fordern, dass — wenn p der unbekannte wahre
Parameter ist — das Ereignis, dass C(z) p enthéilt, mindestens eine Wahrscheinlichkeit
von z.B. 0,95 haben soll.

Im Prinzip kdnnten wir zur Losung dieser Aufgabe die tschebyschewsche Ungleichung
heranziehen. Es ist

p(1-p)

E,(p(X))=p und  Var(p(X)) = ~ 5%.

Fiir jedes § > 0 ist also Pp(|p(X) — p| > §) < 1/(4né?). Wir erreichen, dass
Bp(|p(X) —pl 2 6) < 0,05

gilt, indem wir 1/(4né?) = 0,05, also § = 1/5/n setzen. Setzt man also C(z) = [p(z) — 6,
p(z) + ], so gilt — wie gewiinscht —

P,(pe C(X)) >0,95.

Beobachtet man etwa eine Folge z der Lange n = 50 mit k& = 20 Erfolgen, so ergibt
sich p(z) = 0,4 als Schéitzung der Erfolgswahrscheinlichkeit, § = 1//10 ~ 0,32 und das
»Konfidenzintervall“ C(z) = [0,08, 0,72].

Das so konstruierte Intervall ist unnotig lang, da die Tschebyschew-Ungleichung iiber-
haupt nicht die genaue Form der vorliegenden Verteilung ausnutzt. Wir wollen daher
jetzt ein besseres allgemeines Verfahren zur Konstruktion von Konfidenzintervallen be-
schreiben. Im eben besprochenen Beispiel liefert es das Intervall [0,26, 0,54]. Um noch
kiirzere Intervalle zu erhalten, muss man n erhéhen.
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Sei also ein Schitzproblem mit Stichprobenraum X, Parameterbereich © und der Fa-
milie {Py : ¥ € ©} gegeben, und sei g(9¥) zu schitzen. Ist {C(z) : = € X'} eine Familie
von Teilmengen C(z) des Wertebereichs g(©) von g und gilt fiir ein gegebenes o > 0
(etwa a = 0,05)

Ps{zeX: g(¥)elC(z)})>1-« firalle 9€0©, (4.13)

so heifit C(z) Konfidenzbereich fiir g(¢) zum Konfidenzniveau 1 — a (zur Beobach-
tung z). Oft ist g(®) ein Intervall und C(z) ein Teilintervall. Dann nennt man C(z) auch
Konfidenzintervall zum Niveau 1 — a. Ist C(z) ein Intervall der Form (—o0, ¢(z)], so
heifit ¢(z) eine obere Konfidenzschranke zum Niveau a.

Es ist wichtig, sich diese Definition genau anzusehen, damit die Angabe von C(z) nicht
falsch interpretiert wird:

Nicht ¥ ist zufillig, sondern = und damit C(z). Wird also etwa ein Konfidenzinter-
vall wie [0,26, 0,54] fiir eine Erfolgswahrscheinlichkeit p angegeben, so ist nicht etwa die
Wahrscheinlichkeit > 0,95, dass es p enthilt. Fiir ein festes Intervall I gilt entweder p € T
oder nicht, aber {p € [0,1] : p € I} ist kein , Ereignis“, dem wir eine Wahrscheinlichkeit
zugeordnet haben. Die Aussage iiber das Niveau 1 — « ist vielmehr eine Aussage iiber
die gesamte Familie {C(z) : = € X'}, d.h. iiber die Vorschrift, nach der das Intervall aus
der Beobachtung bestimmt wird. Wenn wir fiir jedes  das Intervall C(z) als Konfidenz-
intervall angeben, wird — was auch immer ¥ € © ist — das zufillige Intervall C(z) in
ca. 95 % der Fille g(¥) enthalten. Das bedeutet aber nicht, dass in ca. 95 % der Fille, in
denen die Beobachtung zum Intervall [0,26, 0,54] fiihrt, g(¢) € (0,26, 0,54] gilt.

Wie kann man nun eine Familie {C(z) : € X'} mit den gewiinschten Eigenschaften
konstruieren?

Manchmal kann man ganz naiv vorgehen. Man bestimmt eine Schitzung § von g(¥)
und versucht mit Hilfe der Verteilungen Py Zahlen é(z) so zu bestimmen, dass fiir alle 9

die Ungleichungen
Py({z: [9(9) - g(z)| <é(x)}) 21 - a
gelten. Dann ist C(z) = [§(z) —d(z),§(z)+I(z)]. Bei erwartungstreuem § fiihrt gelegent-

Bild 4.1 Konfidenzbereiche C(z)
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lich ein Ansatz §(z) = 3 §(z) zum Erfolg, wenn §(z) ein Schitzer der Standardabweichung
von g ist. Beispiele fiir solche relativ einfachen Konstruktionen werden wir in § 13 kennen
lernen.

Im allgemeinen Fall miissen wir leider etwas mehr arbeiten. Wir nehmen jetzt an, dass
g(9) = ¥ zu schitzen sei. Die Angabe der Familie {C(z) : = € X'} ist gleich bedeutend
mit der Angabe von 3

C:={(z,9) e ¥ x0O: JeC(x)}

und daher auch mit der Angabe aller Mengen
AW) ={zeX: (z,9)eC}={z: 9€C(x)}.

A(¥) enthalt die Stichproben z, in deren Konfidenzbereich ¢ enthalten ist. Zeichnen wir
zur Veranschaulichung © und & als Intervalle, so kann sich Bild 4.1 ergeben. Die Mengen
C(z) sind die Schnitte durch C, die wir durch Festhalten der z-Koordinate erhalten, und
die A("9) sind die Schnitte durch C, die wir durch Festhalten der ¥-Koordinate erhalten.

Offenbar sind die drei Aussagen ¥ € C(z), (z,9) € C und z € A("9) iquivalent. Die
Bedingung (4.13) ldsst sich also auch in der Form

Py(A(W)) > 1-« fir alle Y€ © (4.14)

schreiben. Wir brauchen also nur fiir jedes ¥ eine Menge A(¢) C X mit (4.14) anzugeben.

Nun wollen wir natiirlich, dass fiir festes z der Konfidenzbereich C(z) moglichst klein
ist. Ist z.B. C'(z) ein Intervall, so ist die Aussage ¥ € C(z) umso priziser, je kleiner C(z)
ist. (Im Extremfall C(z) = © besagt ¥ € C(z) gar nichts mehr, was wir nicht ohnehin
wissen. )

Insgesamt wird C klein sein, wenn die Mengen A(%9) moglichst wenige Punkte enthal-
ten. Damit wir trotzdem (4.14) erfiillen kénnen, ist es nahe liegend, die Mengen A(¥) so
zu wahlen, dass sie die Punkte x enthalten, fiir welche Py(z) besonders grof§ ist.

Ist nicht nur X sondern auch © diskret, so fithrt dieser Ansatz zu dem folgenden
Verfahren: Fiir jedes ¥ betrachtet man alle Py(z). Ist z1, x5, ... eine (von ¥ abhingige)
Nummerierung der Punkte von X" mit

Pg(ﬂ:l) 2 Pg(mz) 2 Pg(ﬂ:g) Z (4.15)

so wahlt man A(9) = {z1, ..., zx} mit dem minimalen k, fiir das das so bestimmte A(?)
die Ungleichung Py(A(d)) > 1 — « erfiillt. (Eine Nummerierung mit der Eigenschaft
(4.15) existiert bei festem ¢ immer, weil fiir jedes n nur endlich viele z (héchstens n) die
Eigenschaft Py(xz) > 1/n haben.)

Wir wollen das Verfahren an einem Beispiel illustrieren.

Beispiel 4.4 (Bestimmung von Konfidenzintervallen fiir die hypergeometrische Vertei-
lung) In einer Urne liegen W weifle und S = 5 schwarze Kugeln. Es werden n = 5
Kugeln ohne Riicklegen gezogen. z sei die Zahl der gezogenen weiflen Kugeln. Der unbe-
kannte Parameter ist ¥ = W. Es sei bekannt, dass W < 7 ist. (Wir wollen uns mit dieser
Bedingung zusétzliche Arbeit sparen.)

Die Wahrscheinlichkeiten Py(z) = (z) (SE:::) / (0;5) sind in Tabelle 4.1 dargestellt.

Will man eine Familie {C(z),z € X'} von Konfidenzbereichen zum Niveau 1 — o = 0,9
bestimmen, so schreibt das oben dargestellte Verfahren Folgendes vor: Man betrachtet
zuerst bei festem 9 die zugehorige Zeile. Neben die grofite Wahrscheinlichkeit in dieser
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PN 0 1 2 3 4 5 A(9)
0 1, 0 0 0 0 0 {0}
1 |0,167, 0,833, 0 0 0 0 {0,1}
2 {0,047 0,476, 0,476, 0 0 0 {1,2}
3 10,018 0,268, 0,536, 0,179, 0 0 {1,2,3}
4 | 0,008 0,159, 0,476, 0,317, 0,040 0 {1,2,3}
5 |0,004 0,099, 0,397, 0,397, 0,099, | 0,004 | {1,2,3,4}
6 | 0,002 0,065 0,325, 0,433, 0,162, | 0,013 | {2,3,4}
7 10,001 0,044 0,265, 0,442, 0,221, | 0,026 | {2,3,4}

C(z)| {0,1} | {1,2,...,5} | {2,3,...,7} | {38,4,...,7} | {5,6,7}| O

Tabelle 4.1

Zeile macht man einen Punkt, dann neben die zweitgrofite, falls die grofite noch nicht
> 0,9 ist, usw. So macht man der GroBle der Wahrscheinlichkeiten nach in dieser Zeile
weiter bis die ,punktierten“ Wahrscheinlichkeiten eine Summe > 0,9 haben. A(¥) ist die
Menge der z, fiir die neben Py(z) ein Punkt steht. C(z) ist die Menge der ¥, fir die in
Spalte z ein Punkt neben Py(z) steht.

Es mag iiberraschen, dass sich in diesem Beispiel C(5) = (} ergibt. Das obige Verfahren
kann dazu fithren, dass fiir gewisse z der Konfidenzbereich C(z) leer ist. In der Defini-
tion von Konfidenzbereichen war auch nicht gefordert, dass die Mengen C(z) nicht leer
sind. Dennoch stort dies bei der Interpretation. Man sollte deshalb die leeren Mengen
C(x) besser durch Mengen {d(z)} ersetzen, in denen ¥(x) ein geeignet erscheinender
Schatzwert ist. Das Niveau wird dabei hochstens erhoht.

Allgemeine Anmerkungen iiber Konfidenzbereiche: Bei der Wahl des Konfidenz-
niveaus 1 — « ist zu bedenken, dass die Mengen C(z) umso grofler werden, je kleiner man
a wahlt. Zwischen den Zielen, ein hohes Niveau einzuhalten und kleine C(z) zu finden,
muss man einen Kompromiss finden.

Die oben beschriebene Konstruktion liefert Konfidenzbereiche {C(z), z € X'} fiir 0.
Setzt man nun Cy(z) = g(C(z)), so ist {Cy4(z), z € X'} ein System von Konfidenzberei-
chen zu g(¥), das ebenfalls das Niveau 1 — « einhilt.

Noch ein anderes Verfahren, aus bekannten Konfidenzbereichen andere zu erzeugen, ist
erwahnenswert. Ist fir : =1, ...,k {Ci(z),z € X'} ein System von Konfidenzbereichen
zum Niveau 1 — a; fiir ¢;(9) und C(z) = Ci(z) X ... x Cx(z), so ist {C(z),z € X'} ein
System von Konfidenzbereichen fiir den Vektor g(9) = (g1(9), ..., gx(9)) zum Niveau
1—(a1+ ... + ak), denn es gilt

k
Py({z: g(9) ¢ C(z)}) = Pv(U{x: 9:(9) ¢ Ci(:v)}>

k

k
< ZP,g({a:: g:(9) ¢ Cs()}) < D .

i=1
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Die geschilderten Methoden zur Konstruktion von Konfidenzbereichen erfiillen zwar die
geforderte Niveau-Bedingung, aber wir konnen noch nicht sagen, ob nicht in geeignetem
Sinne , bessere“ Methoden existieren. Die Frage nach der Optimalitdt wiirde jedoch an
dieser Stelle zu weit fiihren.

Konfidenzintervalle fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit*: Fiir das Problem, Kon-
fidenzintervalle fiir eine Erfolgswahrscheinlichkeit p zu bestimmen, ist es zweckméaBig,

die oben geschilderte Methode der Wahl der A(¢) zu modifizieren, da die praktische
Durchfithrung sonst sehr schwierig ist. Als Vorbereitung dient

)

Lemma 4.5 Sei X (auf (Q,Pp)) bn, p-verteilt und z < n. Dann ist Pp(X < =z
=1,

als Funktion von p stetig und strikt monoton fallend, und es gilt Py(X < z)
P(X <z)=0.

Beweis: Nicht trivial ist nur die Monotonieaussage. Um fiir p; < p2 die Ungleichung
PP1(X S :13) > sz(X S IE)

zu beweisen, wahlen wir ps mit p; = py p3 und auf einem beliebigen geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, P) zwei voneinander unabhingige Bernoulli-Folgen X; 1, ...,
X,"n (l = 2, 3) mit P(Xi,j = 1) = D;-

Sei X;,; = X3 j X3 ;. Durch die Wahl von p3 ist X 1, ..., X1, eine Bernoulli-Folge
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p;. Aus

{Xo1+ ...+ Xon<z}C{X11+ ... + X1,n <z}
folgt

Ppl(XS:E) =P(X1’1+ +X1,n SCB) ZP(X2,1+ +X2,n S.’IZ) =Pp2(X<:E).

Die Ungleichung ist sogar strikt, da fiir x < n das Ereignis
{X2,1 + ... +X2’n :TL,X3,1+ +X3’n SIL‘}

positive Wahrscheinlichkeit hat. O

Sei nun 0 < a < 1, und sei a = a(p) maximal mit P,(X < a) < /2. Sei ferner b = b(p)
minimal mit P,(X > b) < /2. Setzt man

A(p) = A{a(p),alp) + 1, ...,b(p)},

so gilt P,(A(p)) > 1 — a, so dass die Bedingung (4.14) erfiillt ist. Wir wollen uns nun
iberlegen, wie die zugehorigen Konfidenzintervalle aussehen.

Nach Lemma 4.5 ist a(p) monoton wachsend. Sei p,(z) fiir z < n der nach Lemma 4.5
eindeutig bestimmte Wert von p, welcher P,(X < z) = /2 erfiillt. Sei ferner p,(n) = 1.
Dann ist p < p,(z) dquivalent zu Pp(X < z) > a/2.

Ist > a(p), so ist Pp(X < z) > Pp(X < a(p)+1) > a/2. Ist umgekehrt P,(X < z) >
@/2, so ist £ > a(p). Daher ist z > a(p) dquivalent zu p < p,(z).

Sei py(z) fiir £ > 0 der Wert von p mit P,(X > z) = «/2, und sei p,(0) = 0. Die
analoge Uberlegung zeigt, dass z < b(p) dquivalent zu p > p,(z) ist. Damit ist z € A(p)
dquivalent zu p € [py(z), po(z)]. Das bedeutet, dass die durch die A(p) bestimmten
Mengen C(z) gerade die Form
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C(z) = [pu(2), po(z))]

haben. Diese Mengen bilden also eine Familie von Konfidenzintervallen zum Niveau 1 —«
fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Hinweise zur Berechnung der Konfidenzintervalle*: Bei der Bestimmung von p, und p, kann
man eine Beziehung zur (erst in § 14 diskutierten) F-Verteilung ausnutzen, fiir die es am Ende des Buches
Tabellen gibt. Ist F, , (c) der Wert der Verteilungsfunktion der F-Verteilung mit x4 und v Freiheitsgraden
in ¢, und setzt man u = 2(z+ 1), v = 2(n—2z) und ¢ = (n — z)p/((1 — p) (z + 1)), so gilt fiir eine
bn, p-verteilte Zufallsvariable X

Py(X <z)=1-Fpu (c). (4.16)
(Vgl. z.B. K. Stange (1970), S. 433 oder A. Hald (1952).) Die Bestimmungsgleichung fiir po ist
Py, (X < z) = a/2. Man sucht also den Wert ¢p mit Fu ,(co) = 1 — «/2 in der Tabelle auf und
lost die Gleichung cg = (n — z) po/((1 — po) (z + 1)) nach p, auf.

Die Bestimmungsgleichung fiir py ist Pp, (X > z) = /2. Setze X' = n—- X, z’ = n -z, p' =
2(c'"+1)=2(n—z+1), v =2(n—ga') = 2z. Ist X by, p-verteilt so ist X' by, 1—p-verteilt. Man sucht
daher den Wert ¢, mit Fu/,,,/(cu) =1 — a/2 in der Tabelle auf und bestimmt p, aus der Gleichung
cu =z (1 =pu)/(pu(n—z+1)).

Blyth und Still (1983) haben Konfidenzintervalle tabelliert, die sich von den hier angegebenen un-
terscheiden und die nach verschiedenen dort diskutierten Kriterien Optimalitatseigenschaften aufweisen.
Diese gelten fiir n < 30 und a = 0,05 bzw. a = 0,01.

Fir grofie n stiitzt man sich auf Approximationen der Binomialverteilung. Diesen wenden wir uns im
nidchsten Paragraphen zu.

Aufgaben

1. Bei einer Qualitidtskontrolle wurden 100 Blitzlichtlimpchen gepriift. In dieser Stichprobe waren 4
Exemplare defekt. Man bestimme die Maximum-Likelihood-Schitzung fiir die Anzahl der defekten
Lampchen unter den produzierten 10000 Liampchen.

2. In einem Bernoulli-Experiment treten vor dem r-ten Erfolg genau z Misserfolge auf. Man berechne
hieraus den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit. Ist er erwartungs-
treu? (L)

3. Man vergleiche die Varianz der Schitzung aus Aufgabe 2 mit der unteren Schranke, die sich aus
der Informationsungleichung ergibt.

4. In einer Urne sind N = 10 Kugeln, darunter eine unbekannte Zahl S schwarzer Kugeln. n = 6
Kugeln werden ohne Riicklegen gezogen. Sei z die Zahl der schwarzen Kugeln unter diesen sechs.
Man gebe Konfidenzintervalle C(z) zum Niveau 0,9 an.

5. Man betrachte das Taxiproblem in Beispiel 4.3, wenn n Taxis beobachtet werden und diese nicht
notwendig verschieden sein miissen (Ziehen mit Riicklegen).

6. Xi1,X2,... seien unabhéngig und bm,, p-verteilt mit unbekanntem m und unbekanntem p (mit
0 < p < 1). Man gebe zu jedem n einen Schitzer §(Xi, ..., Xn) von m so an, dass diese Folge
von Schitzern konsistent ist. (L)

7. Seien a < b natiirliche Zahlen. X1, ..., X, seien unabhingige, auf {a,a+1, ..., b} gleichverteilte
Zufallsvariable. Bei unbekanntem a und b bieten sich

= 1 1
X==(X1+ ... + Xn) und Y:a(maxXi-{-minX,')
n
als Schétzer fiir ¢ = (a + b)/2 an. Man untersuche, ob diese Schitzer erwartungstreu sind und
vergleiche Var(X) und Var(Y).

8. Ein Gerit enthilt die stéranfilligen Teile Aj, A2 und B. Es funktioniert, wenn B und mindestens
eins der Teile A;, A2 funktioniert. Aus Untersuchungen einzelner Bauteile sind Konfidenzinter-
valle fiir die Wahrscheinlichkeiten p4 und pg bekannt, dass ein Teil vom Typ A bzw. B nach
einem Jahr noch funktioniert. Unter der Annahme, dass Stérungen in den Bauteilen unabhingig
voneinander auftreten, leite man — notfalls zu einem kleineren Niveau — ein méglichst kleines
Konfidenzintervall fiir die Wahrscheinlichkeit her, dass das Gerit nach einem Jahr noch funktio-
niert.
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9.

10.

Sei X die Anzahl der Unfille in einer bestimmten Stadt in einer Woche. Wir betrachten X als
Poisson-verteilt mit Parameter A > 0. Wir wollen aus der Beobachtung von X die Wahrscheinlich-
keit schitzen, dass in den folgenden drei Wochen kein Unfall geschieht, also g(\) = P(X = 0)3.
Zeigen Sie: Ist T erwartungstreuer Schiitzer, so liefert T' unsinnige Schitzwerte. (L)

Seien X1, X2, ..., X, unabhingig gleichverteilt in {1,2, ...,b} und X = max (Xq, ...,Xn). Ge-
ben Sie ein Konfidenzintervall fiir b zum Niveau 1 — o auf Grund der Beobachtung von X an.

(L)
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§ 5 Approximationen der Binomialverteilung

Fiir grofles n ist die exakte Berechnung der Wahrscheinlichkeit

n

bn, p(k) = (k) p*(1-p)" ", (5.1)

in n unabhingigen Versuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p genau k Erfolge zu haben,
mithsam. Wie wahrscheinlich ist es, bei n = 80 Wiirfen einer Miinze £ = 40 mal Kopf
zu erhalten? Am Ergebnis (30) 2780 lasst sich nicht einmal die Groenordnung so oh-
ne weiteres erkennen. Noch uniibersichtlicher ist die Berechnung von Summen solcher
Wahrscheinlichkeiten, also etwa der Wahrscheinlichkeit zwischen 40 und 50 mal Kopf zu
erhalten. Wir wollen uns daher nun mit Approximationen fiir solche Wahrscheinlichkeiten
beschéftigen.

5.1 Approximation von n! und b, ,(k)

Wir brauchen vor allem Approximationen fiir die in (7) = n!/(k!(n — k)!) mehrfach
auftretenden Fakultdten. Wir nennen zwei Folgen (a,) und (b,) asymptotisch gleich
(oder asymptotisch &quivalent) fiir n — oo und schreiben dafiir

Qn

an ~ by, wenn nli_)n;o . =1
n

ist. Unser wichtigstes Hilfsmittel ist:

Satz 5.1 (Stirlingsche Formel) Ist
M = V2mn(n/e)",

so gilt
n! ~n,.

Der Ausdruck fiir 7, sieht selbst etwas kompliziert aus, aber n! besteht aus n verschie-
denen Faktoren und ist daher schwerer zu berechnen, wenn n grof§ ist. In der Appro-
ximation 7 /(N Mn—k) von (;) ergibt sich noch eine Vereinfachung, weil e™™ im Zzhler
gegen e~ ¥ . e~ ("=k) im Nenner gekiirzt werden kann.

Betrachten wir ein Beispiel. Die Wahrscheinlichkeit bei 2n Wiirfen einer Miinze genau
n-mal Kopf zu erhalten, ist (>*) 272". Als Approximation ergibt sich

Ton yoan ___ @02
7  V2r (nnt1/2)222n T /mn
Die Approximation von n! durch 7, ist schon fiir kleine Werte von n recht genau, aber

es gibt noch schirfere Abschitzungen, die wir zwar nicht brauchen, aber doch erwahnen
wollen. Definiert man p(n) durch

(5.2)

n! =y, - e’/™ |

so besagt Satz 5.1, dass p(n) — 0 fiir n — oo gilt. Wir zeigen im Anhang zu §5
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1 1

1 5.3
onrl <P <155 (5.3)

Also ist 7, - exp(1/(12n)) eine noch bessere Abschitzung von n!. Die folgenden Werte
zeigen, wie gut die Approximationen schon fiir kleine n sind:

n i n! l Mn l M - exp(1/(12n))
2 2 1,919 2,0007
5 | 120 | 118,019 120,0026

Der relative Fehler (n! — n,)/n! strebt sehr schnell gegen 0. Satz 5.1 steht in einigen
Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung (z.B. Courant (1955), S. 317), konnte
also vorausgesetzt werden. Will man das nicht, so ist es zweckméflig, in dem im Anhang
zu diesem Paragraphen gegebenen Beweis der stirlingschen Formel zuerst nur Schritt 1
zu lesen, in dem die folgende Aussage bewiesen wird:

Es existiert ein 7 > 0 mit n! ~ 7e~"n"t1/2, (5.4)

Zum Beweis von Satz 5.1 fehlt dann noch der Nachweis, dass 7 = v/27 ist. Dies wird im
Anhang in Schritt 2 gezeigt, der allerdings die folgenden Uberlegungen bis zum Satz 5.4
voraussetzt. Wir benutzen jetzt nur (5.4).

Sei 0 < p < 1und ¢ =1—p. Es liegt nahe, dass vor allem solche Werte k£ von Interesse
sind, fiir die k/n ungefihr p ist. Wir betrachten daher Folgen (k,) mit k,/n — p,
schreiben aber zur Abkiirzung k statt k,. Offenbar gilt £ — oo, n — k — oco. Aus (5.1)
und (5.4) folgt daher

-t (B) () e

Aus k ~ np und n — k ~ nq ergibt sich

n 1
k(n—k) o,’

wobei o, = ,/npq die Standardabweichung der b, ,-Verteilung ist. Es geniigt also nun,

das Grenzverhalten von
np k nq n—k
wn=(2) ()

zu studieren. Dazu gehen wir zum (natiirlichen) Logarithmus iiber. Sei ¢t = k/n. t ist
Abkiirzung fiir ¢, = k, /n. Es gilt ¢ — p. Wir erhalten

t 1-t
—logx(n,k)——-n(tlog—+(1—t)log )
p q

Die Funktion g(¢) = (...) in der Klammer hat an der Stelle ¢ = p den Wert g(p) = 0 und
die Ableitungen ¢'(p) =0, ¢"(p) =1/p+1/q = 1/(pq) (Ubung). Nach der Taylorformel

ist daher )
t)=—(t—p) 2+t —p),
g(t) 2pq( D) (t —p)
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wobei in einer Umgebung von ¢t = p die Abschitzung |¢(t — p)| < c|t — p|> mit einer
geeigneten Konstanten ¢ > 0 gilt.
Nehmen wir nun nicht nur ¢ — p an, sondern sogar n (t—p)® — 0, so folgt n¢)(t—p) — 0

und also
n(t —p)?

—log x(n, k) — — 0.
gx(n, k) 5pa
Setzt man )
z(n, k) = —2, (5.6)
On

so ist n (t — p)?/(2pg) = z(n, k)?/2. Wir erhalten dann also x(n,k)/exp(—z(n,k)?/2)
— 1. Die Bedingung n (¢t — p)® — 0 ist dquivalent zu der Bedingung

z(n, k)3
NG

Fassen wir alles zusammen, so haben wir gezeigt, dass aus (5.7)

b (8) ~ - exp (- L5EL) (53)

TOq 2

— 0. (5.7)

folgt. Sind (a,) und (8,) zwei Folgen mit

3 3
zman)” 0 apa E®BR)° 50, (5.9)

vn vn

so gilt, wie man an den benutzten Abschitzungen sieht, die Konvergenz sogar gleichmiflig
fiir alle Folgen (k,,) mit o, < k, < B,. Wir fithren nun noch als Abkiirzung die Funktion

1 2

x) = exp(—z“/2 5.10

() Nor p(—z°/2) (5.10)

ein. ¢ heifit Dichte der Standard-Normalverteilung. Mit der Einschrankung, dass

der Beweis von 7 = /27 noch nachgetragen werden muss, wenn die stirlingsche Formel
nicht als bekannt vorausgesetzt werden soll, haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 5.2 (Lokaler Grenzwertsatz fiir die Binomialverteilung) Ist 0 < p < 1 und (k)
eine Folge mit x(n, k,)®//n — 0, so gilt

b (k) ~ — (a(n, k) (5.10)

Sind (a,,) und (B,) Folgen, die der Bedingung (5.9) geniigen, so konvergiert der Quotient
der linken und der rechten Seite in (5.11) sogar gleichmdfig fir alle Folgen (k,) mit
an < kn < ,Bn gegen 1.

Tabelle 5.1 soll einen Eindruck von der Qualitat der Approximation von b, ,(k) durch
go(:c(n, k))/an vermitteln. Die Approximation ist gut, wenn o, nicht zu klein ist und
|k — np| /o, nicht zu grofl. Bei p = 0,2 oder p = 0,8 braucht man also gréfiere n als bei
p = 0,5, und fiir Werte von k£ in der Nihe von np (die am wahrscheinlichsten sind) ist
die Approximation am besten.
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n=28 p=0,2 n=8 p=205 n=25p=02
k | Approximation | Exakt | Approximation | Exakt | Approximation | Exakt
0 0,130 0,168 0,005 0,004 0,009 0,004
1 0,306 0,336 0,030 0,031 0,027 0,024
2 0,331 0,294 0,104 0,109 0,065 0,071
3 0,164 0,147 0,220 0,219 0,121 0,136
4 0,037 0,046 0,282 0,273 0,176 0,187
5 0,004 0,009 0,220 0,219 0,199 0,196
6 0+ 0,001 0,104 0,109 0,176 0,163
7 0+ 0+ 0,030 0,031 0,121 0,111
8 0+ 0+ 0,005 0,004 0,065 0,062
9 0,027 0,029
10 0,009 0,012
11 0,002 0,004

Tabelle 5.1 Vergleich der Binomialverteilung mit ihrer Approximation
(nach Meyer (1971), S. 249)

Stellt man die b, ,-Verteilung anschaulich dar, indem iiber jedem Intervall [k — 1/2,
k + 1/2] auf der z-Achse ein Rechteck mit dem Flicheninhalt b, ,(k) gezeichnet wird,
so werden fiir wachsendes n diese Schaubilder (Histogramme) immer flacher und die
Schwerpunkte np wandern nach oo ab.

Man dndert daher zweckmifig die Skalen und betrachtet z(n,k) statt k. Man zeich-
net also tiber den Intervallen [z(n,k — 1/2), z(n, k + 1/2)] Rechtecke vom Flacheninhalt
bn, p(k). Da deren Breite 1/0,, ist, muss die Héhe o, b, ,(k) sein. Fiir groles n ist nach
Satz 5.2

On b, p(k) = ¢(z(n, k)) .

bn, p(K) bn, p(k)
0,4 0,4
0,3 0,3
0,2 0,2
0,1 0,1
0,0 +——t -+ > 0,0 t t t —+ )
0 1 2 k 0 1 2 3 4 5 k
Bild 5.1 Binomialverteilung fiir Bild 5.2 Binomialverteilung fiir p = 0,4,
p=04,n=2 n=>5
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0,4 v(z)

0,3

/

0,1 / \
- e R

Bild 5.3 Binomialverteilung mit transformierter Skala fiir p = 0,4, n = 10
und die Approximation durch ¢(z)

Die Histogramme fiir die z(n, k) werden daher fiir n — oo der gauf3schen Glocken-
kurve ¢(z) immer dhnlicher. Bild 5.3 zeigt das Histogramm fiir die z(n, k) fiir n = 10,
p = 0,4 und die Approximation durch ¢(z).

Die Funktion ¢ wird im Folgenden noch eine grofie Rolle spielen. Insbesondere brauchen

wir
Lemma 5.3 FEs ist -
/ p(r)dz=1.
— 00

Beweis: Es ist
[e) 2 oo o0 oo 0o
(/ et /2 dt) = / e~= 127V /2 4y dy = / / e~ +")/2 g dy .
oo —00 —00 —00 —o0

Wir gehen zu Polarkoordinaten iiber und erhalten wegen dz dy = rdddr fiir das Dop-
pelintegral den Wert

2m

oo
//7'6—"2/2 drdd = 2m [—e—rz/2]:o = 27. a
0 0

5.2 Der Satz von de Moivre-Laplace

Wir wollen nun Summen von Wahrscheinlichkeiten b, ,(k) fiir grofies n approximieren.
Wir benétigen dazu die durch
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definierte Verteilungsfunktion ¢ der Standard-Normalverteilung. Offenbar ist

b

/go(t) dt = &(b) — 3(a).

a

Bild 5.4 gibt ein Bild vom Verlauf von ®, und daneben sind ein paar Werte angegeben,
die relativ haufig gebraucht werden.

Ausfiihrlich ist ® am Ende des Buches tabelliert. Es geniigt eine Tabelle, die ®(z) fiir
z > 0 angibt. Wegen der Symmetrie ¢(t) = ¢(—t) ist ndmlich

—T

B(~z) = / o(t) dt = /(,o(t) dt =1 (). (5.12)

— 00
Fiir eine by, ,-verteilte Zufallsvariable S, sei

gt Spn—np S, —ES,
" On v/ Var(S,)
Nimmt S;,, den Wert k an, so hat S;; den Wert z(n, k). (Man iiberlegt sich leicht, dass

S, gerade die Zufallsvariable der Form (S, — ¢)/d mit d > 0 ist, fiir die £S} = 0 und
Var(Sy) = 1 ist. S} heifit daher die standardisierte oder normierte Form von S, .)

0,000 | 0,5000
0,674 | 0,7500
1,000 | 0,8413
1,282 | 0,9000
1,645 | 0,9500
1,960 | 0,9750
2,000 | 0,9772
2,054 | 0,9800
2,326 | 0,9900
2,576 | 0,9950
3,000 | 0,9986
T 3,291 | 0,9995

Bild 5.4 Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

Satz 5.4 (Satz von de Moivre-Laplace) Sei 0 < p < 1, und S, by, p-verteilt. Dann gilt
fir alle a < b

lim Pa< S, <b)=2(b) — ®(a). (5.13)
Beweis: Offenbar ist a < S} < b dquivalent zu ao, + np < S, < bo, + np. Sei a,, die
kleinste ganze Zahl > ao, + np und 3, die gréfite ganze Zahl < bo,, + np. Dann ist
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{U«SS;Sb}Z{anSS:LS,Bn}

Wegen |z(n,a,) — a| < 1/0, und |z(n,B,) — b < 1/0, sind die Folgen (z(n,a,)) und
(z(n, Bn)) beschrénkt, so dass (5.9) gilt. Aus (5.8) folgt daher die Existenz einer Folge
€n — 0 mit

bn, p (k)

V2 g (2(n, k) /(7o)

l—¢,< <l+4e¢,

fir a, < k < f3,,. Setzt man

Bn
1
R, = Z 0—90(3:(71, k),
k=a, n

so gilt also
(1—en) R, V2T < Pa< S, <b)<(1+4+¢€,)RyV2r/T. (5.14)

Die z(n, k) sind die Mittelpunkte von Intervallen der Linge 1/0,, in die das Intervall
[z(n,an — 1/2), z(n, B, + 1/2)] unterteilt ist. Also ist R, eine Riemann-Summe, die das
Integral
z(n, Bn+1/2)
o(z)dz = ®(z(n, B, + 1/2)) — @(z(n, an — 1/2)) (5.15)
z(n,an,—1/2)

approximiert. Fir n — oo gilt z(n,a, — 1/2) — a, z(n,B, + 1/2) — b und also
R, — ®(b) — ®(a). Aus (5.14) folgt daher (5.13), wenn wir wieder 7 = /27 als be-
kannt voraussetzen. Andernfalls muss man nun noch im Anhang zu diesem Paragraphen
den zweiten Beweisschritt zu Satz 5.1 lesen. a

Bemerkung: Der Ausdruck in (5.15) strebt zwar gegen ®(b) — ®(a), aber selbst fiir
grofle n ist er noch eine bessere Approximation fir P(a, < S, < 8,) als ®(b) — ®(a).

Praktisch werden die obigen Ergebnisse z.B. folgendermafilen angewandt: Will man
fiir bestimmte o < B und nicht zu kleines n die Wahrscheinlichkeit P(a < S, < 3)
abschitzen, so rechnet man um:

P(assnSﬁ)=P<a_"pSS;:sﬁ_"p>,

On On

setzt dann a = (a — np)/on, b = (8 — np)/o, und gibt ®(b) — ®(a) als approximativen
Wert der gesuchten Wahrscheinlichkeit an. Das sieht ziemlich verboten aus, weil ¢ und
b als Funktionen von n definiert sind. Aber aus Satz 5.4 folgt sogar die folgende formal
starkere Aussage:

Satz 5.5* Unter den Bedingungen von Satz 5.4 gilt

lim sup |P(a < S <b)— (®(b) — <I>(a))| =0. (5.16)

n—oo a.<b

Beweis: Wir setzen ®(—o00) = 0 und ®(+00) = 1. Sei € > 0 fest vorgegeben. Es existieren
endlich viele Punkte

—0o=t)<t1 < ... <tg_1<tg =+00
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mit ®(t;41) — ®(¢;) < e. Fiir hinreichend grofies n > N(¢) gilt
|P(t: < Sp <t;) — (®(t;) —®(t:))| <e fir 1<i<j<K-1.

Sei a < b beliebig gewihlt. Ist ¢ der Index mit ¢; < a < t;4+; und j der Index mit
tj <b < tjy1, so ist fir grofles n > N(e)

P(a < S* <b)> Ptip1 < 8% <t;) > 8(t;) — Blti1) — e > B(b) — B(a) — 3.

Sei nun a’ = a falls @ > ¢ ist, und = ¢; sonst. Sei b’ = b falls b < tg_o ist, und =tg_o
sonst. Dann gilt fiir n > N(g), wenn ¢ und j nun mit o’ und b’ definiert werden,

P(a<S:<b) < P@<S,<VV)+1-P(t1 <8} <tg_2)

< P(t; <8k <tjy1)+1—-P(t1 < S} <tk_2)
< Q(tjt) — @) te+1—B(tk—2) + B(t1) +¢
< Pb)+e—P(a)+e+1—(1—2¢)+ 2. O

5.3 Anwendungen

(1) Wiirfelexperiment, Bedeutung der Korrekturterme 1+1/2: Wie grof§ ist ndhe-
rungsweise die Wahrscheinlichkeit bei 600 Wiirfen mit einem korrekten Wiirfel minde-
stens 90 und hochstens 100 Sechsen zu erhalten?

Es ist n = 600 und p = 1/6, also np = 100 und o, = /600 (1/6) - (5/6) =~ 9,13.
Daraus folgt

On " On

90 — 100 100 — 100
P(90 < S, <100) = P(—— <8< —)

~ ®(0) — ®(-10/9,13)
~ 05— ®(—1,095) = 0,5— (1— ®(1,095)) ~ 0,36,

wobei der Wert ®(1,095) ~ 0,8632 der Tafel am Ende dieses Buches entnommen wur-
de. (Es wurden nicht mehr Stellen im Ergebnis angegeben, da es sich ohnehin um eine
Approximation handelt.)

Dieses Ergebnis ist noch unnétig ungenau. Wir haben fiir § = 100 und o = 90 die
Wahrscheinlichkeit P(a < S, < ) durch ®(z(n, 8)) — ®(z(n, @)) approximiert. Wie wir
gleich sehen werden, liefert die auch in der Herleitung von Satz 5.4 verwendete Appro-
ximation durch ®(z(n, 8 + 1/2)) — ®(z(n,a — 1/2)) ein genaueres Ergebnis. Mit dieser
ist

P90 < S, <100) =~ &(+0,5/9,13) — $(-10,5/9,13)
~ ®(0,055) — ®(—1,15)
= ®(0,055) — (1 — ®(1,15)) ~ 0,397
Nach Tafeln ist der exakte Wert der Wahrscheinlichkeit 0,4025. Wir sehen, dass die
Berticksichtigung der , Korrekturterme“ +1/2 selbst bei n = 600 noch einen merkbaren
Unterschied bewirkt, obwohl natiirlich fiir n — oo der Einfluss verschwindet.

Beriicksichtigt man die Korrekturterme, so lassen numerische Vergleichsrechnungen
mit den exakten Werten von b, ,(k) erkennen, dass die Approximation durch die Nor-
malverteilung schon fiir relativ kleine Werte n, etwa n = 10, ziemlich gut ist, vorausge-
setzt, dass p nicht nahe an 0 oder 1 liegt. Ist etwa n = 10, p = 0,4, so kann man die
bn, p(k) exakt berechnen oder Tafeln entnehmen und kommt z.B. auf
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P(S, < 3)=0,3822.

Mit Beriicksichtigung der Korrektur kommt man auf die Approximation P(S, < 3) ~
®(z(n,3+ 1/2)). Dabei ist

z(n,3+1/2) =(3-10-0,4+1/2)/,/10-0,4- 0,6 ~ —0,3227..

Aus Tafeln ergibt sich ®(—0,3227) ~ 0,3734. Der Fehler ist also nur etwa 0,01, also 3 %.

Ohne Korrektur ergibe sich P(S, < 3) =~ 0,26, was sich um etwa 30 % vom wahren
Wert unterscheidet.

Wir haben in dieser Vergleichsrechnung eine ,einseitige“ Approximation verwendet,
also P(—oo0 < S, < 3) statt P(0 < S, < 3) approximiert. Fiir die exakten Wahrschein-
lichkeiten macht dies keinen Unterschied, da S, keine negativen Werte annehmen kann.
Fiir die Approximation mit der Normalverteilung ist der Unterschied so klein, dass es
rechnerisch sinnvoller ist, in der Approximation die untere Grenze —oo einzusetzen.

(2) Wahlvorhersage, Bestimmung eines Stichprobenumfangs: Wir wollen den
Prozentsatz der Wahler einer Partei A schiatzen. Werden n Wahler befragt und sind
darunter S,, Wahler der Partei A, so sei S,/n der Schitzer fiir die Wahrscheinlichkeit
p, dass ein zufillig ausgewahlter Wahler fiir die Partei A stimmt. Wie grofl muss n sein,
damit die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums von mehr als 1% nicht grofler ist als 0,057

Es soll also gelten P(-0,01 < S,/n —p < 0,01) = 0,95. Mit 0, = \/npq ergibt sich
nach Satz 5.5

0,01 1 1
0,95%1,(_ oln g 00 n> MI)(0,0 n) _@(_o,om) :2(1)(0,0111) 1
On On On On On

also ¢(0,01n/c0,) = 0,975.

Zu jedem z € (0, 1) existiert eine eindeutig bestimmte Zahl z = ®~1(z) mit ®(z) = 2.
(@' sei also die Umkehrfunktion zu ®.) Aus der Tabelle entnehmen wir ®~1(0,975) =
1,96. Also muss 0,01/n/,/pq ~ 1,96 sein, d.h. n ~ p-¢-10000 - 1,96%. Nun ist p leider
unbekannt. Aber der Maximalwert von pg = p (1 — p) ist 1/4. Man kommt also in jedem
Fall mit

n = 2500- 1,962 ~ 9600

Befragungen aus. Hat man schon von vorneherein die Information, dass jedenfalls p < 0,1
ist, so kommt man mit n = 0,1-0,9 - 10000 - 1,962 ~ 3450 Befragungen aus.

(3) Konfidenzintervalle fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit: In §4 hatten wir das
folgende Verfahren zur Konstruktion von Konfidenzintervallen zum Niveau 1 — « fiir eine
Erfolgswahrscheinlichkeit p angegeben:

Eine b, ,-verteilte Zufallsvariable X wird beobachtet. Sei fir z < n p,(z) der Wert
von p, fiir den Pp(X < z) = a/2 ist, und sei p,(n) = 1. Symmetrisch dazu sei p,(z) fir
z > 0 der Wert von p, der P,(X > z) = /2 erfiillt, und p,(0) = 0. Dann ist

C(z) = [pu(z), po(z)]

ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir p.

Das in §4 angegebene Verfahren zur Berechnung von p,(z) und p,(z) ist allerdings
ohne Computerhilfe fiir grofle n nicht mehr praktikabel, da die F-Verteilung nicht fiir
beliebig hohe Zahlen von Freiheitsgraden vertafelt ist. Fiir grofie n benutzt man die
Approximation mit der Normalverteilung.
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Die b, p-verteilte Grofle heifit jetzt nicht S,, sondern X. Die Approximation fiir
P,(X < z) ist also ®((z 4+ 1/2 — np)/o,). Wir suchen daher nach einem Wert von
p, fiir den

®((x+1/2 = np)/on) = /2
ist. Setzt man ¢ = ®~!(1—a/2), so ist diese Gleichung gleich bedeutend mit der Gleichung

c=(np-z—-1/2)//np(l1-p).

Die Losung dieser Gleichung dient gewdhnlich als Approximation von p,(z). Analog
bestimmt man die Approximation von p,(z). Nach etwas Rechnung findet man so die
approximativen Konfidenzintervalle mit den Grenzen

) (@t i te/(@rl) -nt @) +12).  (517)

(Das Vorzeichen + gilt fiir das obere Ende des Konfidenzintervalls, das Vorzeichen — fiir
das untere Ende. Ist der kleinere dieser Werte kleiner als 0, so ist er durch 0 zu ersetzen,
und der gréflere durch 1, wenn er grofler als 1 ist.)

Blyth und Still (1983) haben allerdings darauf hingewiesen, dass diese Konfidenzinter-
valle selbst fiir n — oo die geforderte Niveaubedingung nicht erfiillen. Das liegt daran,
dass die Normalapproximation nicht gleichmaflig in p gilt. Fiir sehr kleine p und fiir p
nahe bei 1 ist sie auch fiir sehr grofle n ungeeignet. Zum Beispiel ist fiir a = 0,01 das
Niveau der durch (5.17) bestimmten Intervalle asymptotisch statt 0,99 nur 0,9677.

Haufig verwendet man statt der Intervalle (5.17) Konfidenzintervalle mit den Grenzen

+ -2, /Z (1 - f) .

vn\ln n
Sie ergeben sich aus (5.17), indem man fiir n — oo kleine Terme vernachléssigt. Gegen
diese Intervalle lassen sich zusatzliche Einwénde geltend machen. Sie brauchen selbst fiir
Werte von p nahe bei 1/2 nicht mit Wahrscheinlichkeit 1 — a den wahren Parameter zu
iberdecken. Die Verwendung der Intervalle (5.17) ist daher vorzuziehen, aber sie sollten
nur angewandt werden, wenn z/n nicht nahe an 0 oder 1 liegt.

Will man sichere quantitative Fehlerabschatzungen durchfiihren, so reichen die hier be-
wiesenen Resultate nicht aus. Eine bekannte Fehlerabschitzung (Satz von Berry-Esseen)
ist im Anhang von §12 angegeben. Sie bestitigt unsere Beobachtung aus Tabelle 5.1,
dass fiir kleine Werte von pq die Approximation erst fiir groflere n gut ist. Eine Faust-
regel besagt, dass man die Approximation fiir npg > 6 verwenden kann, aber dies hangt
natiirlich davon ab, welche Fehler man noch tolerieren will.

S8

5.4 Die Poisson-Approximation

Fiir kleine Erfolgswahrscheinlichkeiten ist eine andere Approximation der Binomialver-
teilung vorteilhaft. Wir wollen sogar den etwas allgemeineren Fall betrachten, in dem die
Erfolgswahrscheinlichkeiten in den einzelnen Teilversuchen verschieden sein diirfen. Wir
beginnen mit einem kleinen Satz, der auch fiir andere Anwendungen von Interesse ist.

Satz 5.6 Sind X und Y unabhdingige Zufallsvariable mit ganzzahligen Werten, so ist
P(X+Y =k)=) P(X=i)P(Y =k—1i).
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Sind u = (u;) und v = (v;) zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf Z, so nennt man
die Verteilung w = (wg) mit

WE = Zui Vk—1i (518)

die Faltung u * v von u und v. Die Verteilung von X + Y ist also die Faltung der
Verteilung von X mit der von Y, wenn X und Y unabhingig sind.

Beweis: Es ist

P(X+Y =k) = Y P(X=4,X+Y =k)

= ) P(X=i,Y=k—i)

I

Y P(X=i)P(Y =k—i). O

Definition 5.7 Eine Zufallsvariable X heifit Poisson-verteilt mit Parameter A > 0
(kurz: P())-verteilt), wenn

)\k
-
o (

gilt. (Abkiirzend schreiben wir auch p(k|\) = e A\¥/k!))

P(X=k)=e k=0,1,...)

Lemma 5.8 Sind X;, X, unabhdngig und ist X; P(\;)-verteilt, so ist die Zufallsvariable
X1+ X2 P(M1 + Ag)-verteilt.

Beweis: In ), P(X; = i) P(X; = k — i) sind nur die Terme mit ¢ > 0 von Null
verschieden, da X; und X5 nur nichtnegative Werte annehmen. Also ist

k ; k—i
AY A k!
P(X Xo =k = s i PR b 2 . —_
(X1 + X2 =k) Z:Oe il k-3 &
k
1 k\ ., :
— e—(/\1+)\2) . F Z <z> /\11 )\129—1
T =0
= e~ (A1+A2) Qa+22)* ]
k! '

Wir zeigen nun, dass die Poisson-Verteilung eine gute Approximation fiir die Verteilung
der Zahl der Erfolge ist, wenn die Erfolgswahrscheinlichkeiten klein sind:

Satz 5.9 X, ..., X, seien unabhdngige Zufallsvariable mit P(X; = 1) = p; und
PX;=0=1-p;. Sei S=X1+ ... + Xp und A\=py + ... +p,. Dann gilt

A

<2) pi. (5.19)
1=1

Beweis: Es ist fiir die Berechnung der Verteilung von S egal auf welchem Wahrschein-
lichkeitsraum die Zufallsvariablen definiert sind. Also kénnen wir uns einen aussuchen,
der fiir den Beweis vorteilhaft ist.
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Wir setzen ; = {-1,0,1,2,...}, P(0) = 1 —p;, Pi(-1) = e — (1 — p;) und
Pi(k)=ePipt/k! fir ke N. Sei Q =3 X ... xQpund P = P; x ... X P, d.h. fiir
w= (wi,ws, ...,wn) € Q sei

P(w) = Pl(wl) Pg(wz) e Pn(wn) .

Wir setzen

_J 0, falls w; =0, . _J k, falls  w;=k2>1,
Xi(w) = { 1, sonst, Yi(w) = { 0, sonst.

Dann haben die X; die geforderte Verteilung. Die Y; sind unabhingig und P();)-verteilt.
Die Wahl von (€, P;) wurde so getroffen, dass unter der Nebenbedingung, dass diese
Verteilungen vorliegen, P(X; = Y;) moglichst grof ist. Es ist

P(X;=Y;)=F0)+P(1)=1-pi+e?p;.

Daher ist P(X; # Y;) = p; —ePip; = p;(1 — e P) < p?. Nach Lemma 5.8 ist
T=Y+ ... +Y, P(\-verteilt. Die abzuschitzende Summe in (5.19) ldsst sich nun
schreiben als

Y |P(S =k) — P(T =k)|
k=0

- i|P(S=k,T=k)+P(S=k,T;ék)—P(T:k,S:k)—P(T-_—k,S;ékH
k=0
< i(P(S:k,T;ék)+P(T=k,Sgék)) — 2P(S#T)
k=0
SQiP(Xi#Yi)SQEn:P?- o
i=0 im1

Folgerung 5.10 Ist p(n) eine Folge mit 0 < p(n) < 1 und np(n) — A, so gilt

n n— k
bosion(8) = 1) o) (1= p() "™ =+ e

Beweis: Man setzt p; = p(n) (i = 1,...,n). Dann ist P(S = k) = b, pn)(k), und es
gilt

Die Folgerung lasst sich auch leicht direkt beweisen. Setzt man A, = np(n), so ist

1 n n-1 n—k-—1 A\ A\ R
b"’P(”)(k):-H'—'——""'———_"\ﬁ'(1_—> .(1__) .

n n

Die Quotienten n/n, (n —1)/n, ... und der letzte Faktor streben gegen 1 und \f gegen
AF. Die Behauptung folgt daher aus (1 — \,/n)™ — e*. Dieses bekannte Resultat ergibt
sich aus der folgenden Uberlegung: Da log z in = = 1 die Ableitung 1 hat, gilt log(1—h) =
—h 4+ h A(h) mit A(h) — 0 fiir h — 0. Fiir h = A\, /n folgt
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(-3 e a(2))

Aus der Tabelle 5.2 ergibt sich ein Bild von der Giite der Approximation, wenn die p;
alle gleich p sind, und np = A =1 gilt.

k| p(k|1) b100,1/100(k) 510,1/10(k)

0| 0,367 0,366 0,349
1| 0,367 0,369 0,387
2| 0,184 0,184 0,194
3| 0,061 0,061 0,057

Tabelle 5.2 Vergleich Poisson-Verteilung/Binomialverteilung

In der praktischen Anwendung verwendet man die Poisson-Verteilung als Modell iiber-
all dort, wo gezdhlt wird wie viele von vielen mdglichen, aber einzeln relativ unwahr-
scheinlichen unabhingigen Ereignissen eintreten.

Beispiele: (1) In einem Horsaal seien n = 91 Studenten (bzw. Studentinnen). Die Wahr-
scheinlichkeit p, heute Geburtstag zu haben, ist p = 1/365. Die Zahl X derer, die heute
Geburtstag haben, ist praktisch P(\)-verteilt mit A = 91/365 = 0,25.

(2) In einem Land gibt es ca. 30 Selbstmorde pro 100 000 Einwohner pro Jahr. In einer
typischen Stadt mit 120000 Einwohnern wire dann damit zu rechnen, dass die Zahl der
Selbstmorde im kommenden Jahr P(\)-verteilt ist mit A = 36.

(3) Von einer Ware, z.B. Blitzlichtlampen, ist ein kleiner Anteil p = 0,015 schon bei der
Produktion defekt. Wie grofl muss man n wahlen, damit ein Karton mit n (unabhingigen)
Exemplaren mit Wahrscheinlichkeit > 0,8 mindestens 100 intakte Exemplare enthilt? n
ist minimal zu wahlen mit der Eigenschaft

n—100

0,8< Y bn, (k).
k=0

Setzt man A, = np, so ist nach der Poisson-Approximation die rechte Seite ungefahr

gleich
R n=100 \k
Thi=e " Z o~
k=0
Mit Hilfe des Taschenrechners stellt man fest, dass n = 102 die kleinste ganze Zahl ist,
tiir die r,, > 0,8 gilt. Man muss daher 102 Blitzlichtlampen in den Karton geben.

Oft ist es klar, dass gezahlt wird, wie viele von einzeln unwahrscheinlichen Ereignissen
eintreten, obwohl man iiber n und p keine genauen Angaben machen kann. Dann verwen-
det man Schéitzwerte von A. Z.B. ist die Zahl der Meteoriteneinschlidge in einem Gebiet
in einem bestimmten Zeitraum Poisson-verteilt, weil viele Meteoriten die Erde treffen
und jeder mit kleiner Wahrscheinlichkeit in das Gebiet trifft. Den Parameter A kann man
schitzen, wenn man die Zahl der Einschldge in einem groflen Gebiet in einem langen



§5 Approximationen der Binomialverteilung 89

Zeitraum kennt. Ein dhnliches Beispiel wire die Zahl der Chromosomenbeschédigungen
bei Bestrahlung.

Der Parameter A der Poisson-Verteilung hat eine doppelte Interpretation. Ist X P(\)-
verteilt, so ist

o /\)‘k A\ o )\k—l
EX:Zke E:Ae Z-——_:A.
k=0 k=1

Fast die gleiche Rechnung ergibt F(X (X — 1)) = A%. Daher ist
Var(X) = B(X?) — (EX)?=E(X (X -1))+EX - (EX)’ =X +X- X =),

)\ ist also zugleich Erwartungswert und Varianz der P())-Verteilung.

Anhang*

Beweis der stirlingschen Formel (Satz 5.1)
1. Schritt (Beweis von (5.4)): Grundidee ist der Vergleich von

logn! =logl +log2+ ... 4+ logn

mit einem Integral. Da log z konkav und monoton wachsend ist, gilt fir k =1, ...,n
k+1/2 k+1
logzdz <logk < / logz dx .
k—1/2 k
Summation ergibt
n+1/2 n+1
logzdz <logn! < / logzdzx .
1/2 1

Nun ist z logz — z eine Stammfunktion von logz. Also ist

1 1 1 1
n+=)log{n+=)—n—=log=<logn!'<(n+1)log(n+1)—n.
2 2 2 2
Wir setzen
dn =logn!— (n+1/2) logn+n (n>1).

Die Ungleichungen fiir log n! zeigen sofort, dass dn durch die positive Konstante —(1/2)log(1/2) nach
unten beschrénkt ist. Es gilt

n+1

1
—-1= / logz dz — 5 (log(n+ 1)+ logn) >0. (5.20)

n

n+1

n

1
dn —dp41 = ('n+ 5) log

Also ist (d,) monoton fallend und konvergiert gegen eine Konstante C > 0. Sei 7 = €. Dann folgt (5.4)
aus "
nn+1/2 ¢—n°

2. Schritt (Bestimmung von 7): Nun benétigen wir Lemma 5.3 und die Ungleichungen (5.14). Zu
beliebig kleinem 7 > 0 existieren beliebig groie b mit 1/ < 7. Nach der tschebyschewschen Ungleichung
ist P(|S%| > b) < 1/b% < n. Sei a = —b und seien die Folgen (ay), (Bn) von ganzen Zahlen wie im Beweis
von Satz 5.4 gewihlt, also so dass

T= limexp(logn! —(n+1/2) logn+n) = lim

{a <55 <b} ={an < Sn < Bn}

ist. Dann gilt z(n,an) = —b, z(n,Bn) = b und Rn — ®(b) — ®(-b). Aus P(a < S}, <b)>1—nund
(5.14) folgt nun fiir n — oo

(<I>(b) - cp(—b)) Var/r<1 und 1-9< (<I>(b) - <I>(—b)) Var/T.
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Nach Lemma 5.3 liegt ®(b) — ®(—b) fiir groles b nahe bei 1. Da n > 0 beliebig klein sein konnte, folgt
T =+2m. m]

Zusatz: Der obige Beweis gestattet mit wenig Mehraufwand auch den Beweis der quantitativen
Abschétzung (5.3). Es ist
n+1l 14+1/(2n+1)
n  1-1/2n+1)°

Setzt man in der Entwicklung

1 1+t 3 o
=1 =t+—4+ =+ ... t <1
glogr— =ttt +—+ (It <1)
t =1/(2n + 1), so folgt also aus (5.20)
1 1

dn —d
n T Ot 3@nt 12 5@ntDE T

A

1 1 (1 1 )‘1 1 1
3 (2n+1)2 (2n + 1)2 T 12n 12(n41)°
Die Folge (dn -1/(12 n)) ist also wachsend. Andererseits ist wegen

1 1 1
> —
3(2n+1)2 7 12n41 12(n+1)+1

dn - dn+1 >

die Folge (dn —-1/(12n + 1)) monoton fallend. Zusammen mit der monotonen Konvergenz von (dn)

gegen C ergibt dies C +1/(12n+ 1) < dp < C +1/(12n) und daraus folgt (5.3).
P. Buchner (1951) hat mit einem sehr dhnlichen Argument sogar bewiesen, dass man fir n > 2 in
(5.3) 12n + 1 durch 12n + 1/4 ersetzen kann.

Historische Anmerkung: Der lokale Grenzwertsatz und der Satz von de Moivre-Laplace waren die
ersten Grenzwertsétze fiir Verteilungen. Abraham de Moivre publizierte sie in der 1733 erschienenen drit-
ten Auflage seines Buches ,Doctrine of chances“. Laplace (1812) erweiterte diese Ergebnisse (u.a. Satz
5.5) und demonstrierte ihre Bedeutung. De Moivre kannte die stirlingsche Formel bis auf die Aussage
T = /27 schon vor Stirling. (Er konnte 7 als unendliche Reihe bestimmen.) Siméon Denis Poisson
(1781-1840) entdeckte 1832 die Approximation der Binomialverteilung durch die Poisson-Verteilung. Sie
geriet jedoch vollig in Vergessenheit. Erst 1898 demonstrierte L. v. Bortkiewicz in seinem Biichlein , Das
Gesetz der kleinen Zahlen“ ihre Bedeutung fiir die Praxis. Die Verschirfung in Satz 5.9 haben Hodges
und Le Cam (1960) angegeben; siehe auch Serfling (1975). Der im Beweis von Satz 5.9 verwendete, von
W. Doeblin 1938 in anderem Kontext entwickelte Gedanke, die X; mit leichter handhabbaren Zufalls-
variablen zu vergleichen, spielt heute unter dem Namen ,coupling® eine wichtige Rolle beim Studium
zahlreicher stochastischer Prozesse.

Aufgaben

1. Zeigen Sie: Sind (a,) und (B,) zwei Folgen von ganzen Zahlen mit a, < B, und (5.9), so ist
P(an < Sn < Bn) ~ @(x(n,ﬂn + 1/2)) - @(:n(n, an — 1/2)).

2. Eine Klasse von 2N Jungen und 2N Mé&dchen wird zufillig in zwei gleich grole Gruppen unterteilt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass jede Gruppe gleich viele Jungen und Midchen enthilt,
und schitzen Sie diese mit der stirlingschen Formel ab.

3. Ein Hotel hat 200 Betten. Wie viele Reservierungen darf der Hotelmanager akzeptieren, wenn
erfahrungsgemaf eine Reservierung mit Wahrscheinlichkeit 0,2 annulliert wird, und die Wahr-
scheinlichkeit einer Uberbuchung héchstens 0,025 sein soll. (Benutzen Sie die Normalapproxi-
mation.) (L)

4. Beweisen Sie mittels der stirlingschen Formel:

by k

A
lim e =d(b) — ¥(a) fira <b.
A—o0 k=ay k!

Dabei sei ay = [A +a+v/X] und by = [\ +bVA].
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10.

Unter 100 Personen, die 1984 einen Fiihrerschein erworben haben, haben 30 im Jahr nach Erwerb
des Fiihrerscheins einen Schaden verursacht. Man gebe ein Konfidenzintervall zum Niveau 0,8 fiir
die Wahrscheinlichkeit p an, im Jahr nach Erwerb des Fiihrerscheins einen Schaden zu verursachen.

Man zeige, dass sich das schwache Gesetz der grofien Zahl fiir Bernoulli-Folgen aus dem Satz von
de Moivre-Laplace folgern lisst. (L)

Unter n Neugeborenen sind S, Knaben. Die Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt wird durch
p = Sn/n geschitzt. Wie gro muss n sein, damit mit Wahrscheinlichkeit 0,95 die Ungleichung
|p — p| < 0,002 gilt?

Die Zufallsvariable X sei Poisson-verteilt mit Parameter A > 0. Man zeige:
1 o0
P(X <n) = — /m"e—wdm (nelN). (L)
n!
A

Ein Geiger-Miiller-Zahlrohr Z und eine radioaktive Quelle ) seien so postiert, dass ein Teilchen,
das von Q emittiert wird, von Z mit Wahrscheinlichkeit 10~% registriert wird. Wahrend der
Beobachtungszeit emittiert @ 30000 Teilchen. Man berechne approximativ die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass

a) Z kein Teilchen registriert;

b) Z mehr als 2 Teilchen registriert.

Ferner schitze man den Approximationsfehler ab. (L)
Ein Buch mit 400 Seiten enthdlt 400 Druckfehler, die zufillig verteilt sind. Wie gro88 ist (ap-

proximativ) die Wahrscheinlichkeit, dass auf den ersten beiden Seiten je genau ein Druckfehler
vorkommt.
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§6 Tests

Es ist ein Grundgedanke der empirischen Wissenschaften, dass die Entscheidung zwischen
konkurrierenden Modellen der Realitdt auf Beobachtungen eines Experiments gestiitzt
werden soll, das unter den alternativen Modellannahmen verschiedene Versuchsergebnisse
erwarten lidsst. Im Idealfall ist nach der Idee von Francis Bacon ein ,experimentum
crucis“ moglich, das zu einer definitiven Entscheidung fiihrt. Ein beriihmtes Beispiel ist
der michelsonsche Interferenzversuch.

Solche Experimente sind jedoch die Ausnahme. In vielen Fillen sind nur Beobachtun-
gen moglich, die zahlreichen zufilligen Einfliissen unterliegen und keine mit absoluter
Sicherheit giiltigen Schliisse erlauben. Soll etwa ein neues Medikament mit einem bisher
gebrduchlichen Medikament verglichen werden, um zu entscheiden, welches bessere Er-
folgschancen bringt, so ist es selbst dann, wenn dieses Medikament bei 10 Testpersonen
Heilung bewirkt, moglich, dass das Zufall ist. Wenn es keiner der 10 Personen Heilung
bringt, kann auch dies Zufall sein. Man kann sich so oder so irren. Die statistische Test-
theorie kann diese Irrtiimer nicht vermeiden. Sie kann aber Kriterien liefern, nach denen
sich die Irrtumswahrscheinlichkeiten kontrollieren lassen.

Die Grundidee statistischer Tests soll an einem Beispiel diskutiert werden, das keinerlei
praktisches, wohl aber historisches Interesse beansprucht. R. A. Fisher und J. Neyman
haben daran ihre unterschiedlichen Vorstellungen vom Testbegriff diskutiert.

6.1 Beispiel der ,tea tasting Lady*

Eine Lady behauptet, dass sie — wenn sie Tee probiert, der einen Zusatz Milch ent-
halt — unterscheiden konne, ob zuerst die Milch oder zuerst der Tee eingegossen worden
ist.

Fisher schldgt in seinem Buch ,,Design of Experiments“ (1935) den folgenden Test vor,
um zu entscheiden, ob die Lady wirklich die behauptete Fahigkeit hat: Es wird in vier
Tassen zuerst Tee und dann ein Zusatz Milch gegeben. Diese nennen wir vom Typ 1. In
vier weitere Tassen wird zuerst etwas Milch und dann der Tee eingegossen. Diese nennen
wir vom Typ 2. Es wird gut umgeriihrt. Der Lady werden die acht Tassen in zufilliger
Reihenfolge (mit Gleichverteilung auf der Menge der 8! Permutationen) gereicht. Sie wird
aufgefordert, genau vier Tassen zu benennen, die sie fiir die Tassen vom Typ 1 hilt. Sei
nun X die Zahl der von der Lady richtig klassifizierten Tassen vom Typ 1. Rit sie alle
4 Tassen vom Typ 1 korrekt, so soll damit der Beweis der Behauptung als erbracht
gelten. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine so grofle Trefferzahl zuféllig durch reines Raten
zustandekommt, ist nach der hypergeometrischen Verteilung 1/70, so dass man nur mit
dieser Wahrscheinlichkeit der Lady Recht gibt, wenn sie mit ihrer Behauptung nicht
Recht hat.

Schwieriger wird das Problem, wenn die Lady behauptet, mit ihren Klassifikationen
zwar nicht unfehlbar zu sein, aber doch gewisse, wenn auch undeutliche, Unterschiede
gelegentlich zu bemerken, die sie in die Lage versetzen, 6fter die richtige Klassifikation
zu treffen als dies dem Zufall entspricht.

Wiirde man nun der Lady schon Recht geben, wenn sie drei der vier Tassen vom
Typ 1 herausfindet, so ware immerhin die Wahrscheinlichkeit, dass dies zuféllig zustande
kdme = ((2) (g) + (g) (‘11)) / (3) = :1,%. Daher wiren 3 richtig klassifizierte Tassen vom Typ
1 noch kein sonderlich iiberzeugender Nachweis der Féahigkeit der Lady. Man kann in
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dieser Situation Irrtiimer zwar nicht vo6llig ausschlielen, aber man mochte sich doch eine
Grenze fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit setzen. Z.B. sollte sie nicht grofler als a = 0,05
sein.

Fisher argumentiert nun, dass sich diese Grenze einhalten lisst, indem man das Ex-
periment durch Erhéhung der Zahl der Tassen sensitiver macht. Bei doppelter Anzahl
der Tassen konne man immerhin schon die Behauptung der Lady fiir X > 7 akzeptieren,
also etnen Fehler zulassen, ohne die Irrtumswahrscheinlichkeit 0,05 zu iiberschreiten.

Neyman setzt sich in seinem Buch , First Course in Probability and Statistics“ (1950)
ausfiihrlich mit dem Verfahren von Fisher auseinander. Er kritisiert, dass die Lady, wenn
sie nicht gerade unfehlbar ist, im Nachteil sei. Bei der Versuchsanordnung von Fisher ist
nicht klar, wie viele Tassen genommen werden miissen, damit die Lady eine reelle Chance
hat, ihre Behauptung zu beweisen.

Dieses Manko liegt nach Neymans Ansicht an einer entscheidenden Liicke im Testbegriff
von Fisher. Wahrend bei Fisher nur die Verteilung von X unter der ,Nullhypothese®
ins Spiel kommt, d.h. unter der Annahme, dass die Lady keine besondere Fahigkeit hat,
besteht nach Neyman das statistische Problem gerade darin, zwischen zwei verschiedenen
stochastischen Modellen zu entscheiden.

Um auch Verteilungen unter der Annahme, die Lady habe 6fter Erfolg als es dem Zufall
entspricht, ableiten zu konnen, schlagt Neyman eine Abanderung der Ausfithrung des
Tests vor: Der Lady soll n-mal die Aufgabe gestellt werden, zwei Tassen, von denen eine
vom Typ 1 und eine vom Typ 2 ist, korrekt zu klassifizieren. Die beiden Tassen werden ihr
jeweils in einer zufélligen, durch Miinzwurf bestimmten Reihenfolge gegeben. Damit die
Lady unabhéngig von fritheren Entscheidungen urteilen kann, wird jedes Teilexperiment
an einem anderen Tag ausgefiihrt. X sei die Zahl der Tage, an denen sie die beiden Tassen
richtig klassifiziert.

Als Modell fiir diese Versuchsanordnung bietet es sich an, X als binomialverteilt mit
Parametern n und p anzunehmen. Die ,Nullhypothese* entspricht dem Fall p = 1/2
und die Alternative, dass die Lady tatsiichlich bessere Erfolgschancen hat, als es dem
reinen Zufall entspricht, kann man durch p > 1/2 beschreiben. Man nimmt also an, dass
die Lady, wenn sie Recht hat, an jedem Tag unabhingig von den anderen Tagen mit
Wahrscheinlichkeit p > 1/2 einen Erfolg erzielt.

Die Auswertung verliuft wieder wie bei Fisher. Es wird eine Zahl ¢ festgelegt mit der
Eigenschaft, dass unter der Nullhypothese

PX>t) <a

ist. Dabei ist a eine vorgegebene Schranke, etwa o = 0,05. Im Fall X > t wird die
Behauptung der Lady akzeptiert. Wir sagen dann, dass die Nullhypothese verworfen
wird. Im Fall X < ¢ gilt die Behauptung der Lady als nicht erwiesen. In der Sprechweise
der Statistik sagt man, dass die Nullhypothese akzeptiert wird. Fisher und Neyman sind
sich darin einig, dass dies nicht so gedeutet werden kann, dass die Nullhypothese bewiesen
ist.

Der entscheidende Unterschied zu dem Ansatz von Fisher liegt darin, dass man nun
auch mathematisch prazise Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese zu
akzeptieren, wenn die Alternative zutrifft, machen kann. Bevor wir darauf niher eingehen,
soll der von Neyman benutzte Testbegriff allgemein dargestellt werden. Er ist von Jerzy
Neyman und Egon Pearson in den 30er Jahren entwickelt worden.
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6.2 Grundbegriffe der Testtheorie

Von einem Testproblem spricht man, wenn eine zufillige Gréf8e X mit einer unbekannten
Verteilung Py beobachtet wird, und man aufgrund des beobachteten Wertes = der Zu-
fallsvariablen entscheiden soll, ob Py einer bestimmten Menge von Verteilungen angehdrt
oder nicht.

Im Folgenden sei X die Menge der mdglichen Werte z einer Zufallsvariablen X und
{Py : ¥ € ©} die Menge der in Betracht gezogenen Verteilungen von X. Wie schon in
§ 4.3 nehmen wir an, dass X durch die identische Abbildung auf X gegeben sei. Unter
den moglichen Verteilungen von X sei eine nichtleere echte Teilmenge {Py : ¥ € H}
durch zusatzliche Bedingungen ausgezeichnet. Ein Test ist eine Entscheidungsregel, die
fiir jeden moglichen Wert « von X festlegt, ob man sich fiir die Hypothese ,,9 € H*
oder fiir die Alternative ,,J € © \ H“ entscheiden soll. (Man nennt auch kurz H die
Hypothese und K = © \ H die Alternative.) Die Entscheidung fiir die Hypothese nennt
man Annahme der Hypothese, und die Entscheidung fiir die Alternative nennt man
Verwerfen der Hypothese. Ein Test ist also (bis auf weiteres) beschrieben durch
Angabe der Menge R derjenigen z, fiir die die Hypothese verworfen werden soll. R wird
Verwerfungsbereich oder kritischer Bereich des Tests genannt.

Innerhalb des gewdhlten Modells sind also zwei Arten von Fehlern moglich: Ist ¥ € H
und wird die Hypothese verworfen, so spricht man von einem Fehler erster Art. Ist
¥ € K und wird die Hypothese angenommen, so spricht man von einem Fehler zweiter
Art.

Praktisch gibt man R meist mit Hilfe einer Funktion 7'(z) an, der sog. Teststatistik,
die so gewahlt wird, dass besonders grofle Werte von 7T'(z) gegen die Hypothese sprechen.
Man wihlt dann einen kritischen Wert ¢ und verwirft die Hypothese im Fall T'(z) > t.
Dann ist also R = {z : T(z) > t}.

Bisher haben wir das Testproblem so formuliert, dass H und K vollig symmetrische
Rollen spielen. In konkreten Fragestellungen gibt es aber gewohnlich eine Asymmetrie.
Ist man z.B. daran interessiert, ob sich irgendwelche Daten innerhalb einer etablierten
Theorie erkldren lassen oder auf neue Effekte hindeuten, so sollte man auf neue Effekte
erst schlielen, wenn wirklich deutliche Hinweise darauf vorliegen. Soll ein gebrauchliches
Medikament durch ein neues ersetzt werden, so wird man bei unklaren Vergleichswerten
vorerst bei dem alten Medikament bleiben. In beiden Fillen erscheint ein vorschneller
Wechsel nicht ratsam. Im Zweifel kann man sich ja gewohnlich weitere Daten verschaffen.

In der Formulierung des Testproblems trigt man dem so Rechnung, dass man als Hypo-
these die Verteilung (oder die Verteilungen) wihlt, die der etablierten Theorie bzw. reiner
Zufélligkeit entsprechen. Man verwendet dann auch oft statt des Wortes Hypothese das
Wort Nullhypothese, um anzudeuten, dass die Hypothese keine systematischen Abwei-
chungen vom reinen Zufall annimmt.

Man zieht nur Verwerfungsbereiche R in Betracht, fiir die die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers erster Art durch eine vorgegebene kleine Zahl a > 0 begrenzt ist. Dadurch
erreicht man, dass man neue Effekte oder wesentliche Vorteile des neuen Medikaments
nur dann behauptet, wenn wirklich die Daten deutlich dafiir sprechen. Wir werden sehen,
dass sich die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art gewdéhnlich nicht simultan in
gleicher Weise begrenzen ldsst. Praktisch bedeutet dies, wie gesagt, dass die Annahme
der Hypothese nicht so gedeutet werden darf, dass sie als erwiesen oder einigermafen
sicher gelten darf. Die Annahme der Hypothese bedeutet nur, dass die beobachteten Daten
keinen hinreichenden Anlass zur Verwerfung der Hypothese bieten. (Die Formulierung
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»,die Hypothese wird nicht verworfen“ gibt dies besser wieder als die Formulierung ,die
Hypothese wird angenommen.*)

In der Regel ist aber auch das Ziel nicht der Beweis der Giiltigkeit der Hypothese. Man
will ja gerade nachweisen, dass z.B. hohe Trefferquoten der Lady mit kleinen Irrtums-
wahrscheinlichkeiten gerade nicht durch Zufall erklarbar sind, dass ein neues Medikament
echt besser ist als ein herkémmliches. Macht man die Aussage zur Hypothese, dass das,
was man nachweisen will nicht gilt, so ergibt die Verwerfung der Hypothese mit kleinen
Fehlerwahrscheinlichkeiten gerade den gewiinschten Nachweis.

Quantitative Aussagen erhilt man durch Betrachtung der Giitefunktion

B(9) = Ps(X € R)

zu R, die jedem 9 die Verwerfungswahrscheinlichkeit unter Py zuordnet. Wir sagen, dass
der Test Niveau o habe, wenn fiir alle ¥ € H die Ungleichung S(¥) < « gilt. Die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art ist dann maximal a. Fir ¥ € K heifit 5(9)
die Macht des Tests in 9. Ist die Macht 5(«7) nahe bei 1, so ist die Wahrscheinlichkeit
1 — B(V) eines Fehlers zweiter Art klein.

Wihlt man R = 0, so heif3t dies, dass fiir kein = die Hypothese verworfen wird. Die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art ist dann 0, aber die eines Fehlers zweiter Art
ist 1. Dies deutet an, dass in Wahrheit ein Kompromiss gefunden werden muss. « sehr
klein anzusetzen, kann nicht generell gut sein, denn man wird beriicksichtigen miissen, wie
gravierend Fehler zweiter Art sind. Wenn sehr viele Daten vorliegen, wird man vielleicht
auch bei kleinem a die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art einigermaflen klein
halten kénnen. Ublich sind Werte wie a = 0,05, o = 0,02 oder a = 0,01.

Diese abstrakten Uberlegungen werden vielleicht klarer, wenn wir sie an dem Beispiel
mit der ,tea tasting Lady“ illustrieren.

6.3 Mehr zur ,tea tasting Lady*
Das fiir die Versuchsanordnung von Neyman gew&hlte Modell ist durch
X ={0,1,...,n}, 6 =[1/2,1], d=0p

und
Po(X =) = b p(0) = (") p* (1= )"

beschrieben. Die Hypothese ist H = {1/2}, und die Alternative ist K =]1/2,1]. (Man
sagt auch, dass die Hypothese p = 1/2 gegen die Alternative p > 1/2 getestet werden
soll.) Wir hatten Verwerfungsbereiche der Form R = {z : z > t} in Betracht gezogen.
Die Lady muss also n Paare von Tassen klassifizieren, und die Hypothese wird verworfen,
wenn die Lady mindestens ¢ Paare richtig klassifiziert.

Sei B(p|t,n) = Pp(X > t) die Giitefunktion dieses Tests. Setzt man als Niveau o =
0,05 fest, und ist n = 5, so kommt nur ¢ = 5 in Frage, denn fiir ¢ = 4 ist bereits

B(1/2]4,5) = (%)5 + (i) (%)5 ~ 0,187 > .

Fiir t = 5 erhilt man die Giitefunktion B(p|5,5) = p>; siehe Bild 6.1.
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Bild 6.1 Giitefunktionen von zwei Tests der ,tea tasting Lady*

Es ist 3(0,6]5,5) ~ 0,08 und 3(0,9|5,5) ~ 0,59. Wenn also die Lady immerhin ei-
ne Erfolgswahrscheinlichkeit von 0,6 pro Klassifikation hétte, wiirde sie doch nur mit
Wabhrscheinlichkeit 0,08 ihre Fahigkeit nachweisen konnen. Selbst bei p = 0,9 wiirde ihre
Behauptung nur mit Wahrscheinlichkeit 0,59 akzeptiert. Man sieht so durch Betrachtung
der Giitefunktion, ob der Test iiberhaupt in der Lage ist, eine moglicherweise vorhan-
dene Abweichung von der Nullhypothese aufzuspiiren. Ist etwa p = 0,6, so ist erst bei
n = 42 zu klassifizierenden Tassenpaaren die Wahrscheinlichkeit wenigstens 1/3, dass die
Behauptung der Lady akzeptiert wird. (Das kleinste ¢ mit £(0,5 | ¢,42) < 0,05 ist ¢t = 27.)
Bei dem Ansatz von Fisher wire es unklar, nach welchen Kriterien man entscheiden soll,
wie viele Tassen Tee die Lady kosten muss.

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art, also 1 — 8(p|t,n), hingt offenbar
von p € K ab. Hat der Test zu t und n das Niveau «, so gilt aus Stetigkeitsgriinden fiir
p—1/2

lim(1 - B(p|t,n)) =1-B(05]t,n) >1—a.

Man kann daher auf keinen Fall — egal wie man n und ¢ wahlt — erreichen, dass fiir alle
p € K die Wahrscheinlichkeit 1 — B(p|t,n) eine vorgegebene Schranke wie z.B. o/ = 0,1
unterschreitet. Man muss sich Gedanken dariiber machen, wie grofle Abweichungen von
der Hypothese man noch aufspiiren will. Legt man z.B. Wert darauf, dass fiir alle p > 0,7
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art < 0,1 ist, so muss n einen bestimmten
Mindestwert haben. Will man das Gleiche sogar fiir alle p > 0,6 erreichen, so ist dieser
Mindestwert erheblich gréfler, und man muss abwégen, ob die hohere Zuverlédssigkeit den
hoheren Aufwand rechtfertigt.

In diesem Beispiel bleibt ein wichtiger Vorteil des Vorgehens von Neyman und Pearson
noch verborgen. Unser Bestreben, die Grundideen an einfachen Beispielen zu erkléaren,
hat ndmlich hier den Nachteil, dass die Wahl des Verwerfungsbereichs auf der Hand liegt.
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Wer wiirde schon auf die Idee kommen, man wiirde sich seltener irren, wenn man als Test-
statistik z.B. die Lange der langsten ununterbrochenen Trefferfolge verwenden wiirde? In
komplizierteren Testproblemen ist es aber durchaus nicht immer offensichtlich, welche
Teststatistik gewdhlt werden sollte. Wir werden sehen, dass der Ansatz von Neyman und
Pearson es auch ermdglicht, verschiedene Teststatistiken zu vergleichen.

6.4 Ein verfeinertes Modell fiir den Tee-Test*

Zum Abschluss soll noch auf einen moglichen Einwand gegen Neymans Ansatz eingegan-
gen werden, der ihm offenbar selbst bewusst war. Wer sagt uns, dass die verschiedenen
von der Lady vorgenommenen Klassifizierungen wirklich unabhéngig voneinander sind?
Was wire die Folge, wenn sie es nicht sind? Dies konnte bedeuten, dass die wahre Vertei-
lung von X weder zur Hypothese { Py : ¥ € H} noch zur Alternative { Py : ¥ € K} gehort,
und dass man eine groflere Familie von Verteilungen hitte beriicksichtigen miissen.

Man koénnte die Benutzung eines nicht hinreichend realistischen Modells vielleicht ein-
priagsam einen Fehler dritter Art nennen, damit man sich dieser Gefahr stets bewusst
bleibt.

Wiirde durch Abhéngigkeiten innerhalb der Folge der Entscheidungen der Lady die
Binomialverteilung der Zahl X der richtigen Klassifizierungen auch in dem Fall gestort,
dass die Lady die Unterschiede nicht schmecken kann, so hitten hohe Erfolgsquoten
keine im Sinne von Irrtumswahrscheinlichkeiten quantifizierbare Beweiskraft. Man kénnte
argumentieren, dass die Verteilung der Hypothese nicht zutrifft obwohl die Lady die
behauptete Fahigkeit nicht hat. Die Verwerfung der Hypothese ware also nicht unbedingt
so zu deuten, dass die Behauptung der Lady anerkannt werden sollte.

Offenbar wollte Neyman durch die zeitlichen Abstinde zwischen den Teilversuchen
diesem Einwand vorbeugen. Aber das wire gar nicht notig gewesen. Wir wollen uns nun
iberlegen, dass die Entscheidungen der Lady auch untereinander abhingig sein diirfen.
Wir brauchen dazu ein Modell, in dem die Folge der Aussagen der Lady vorkommt:

Sei X nun die Menge der Folgen

T = (y1>zlay2az2’ .- -,ynyzn)

mit y;,2; € {1,2}. Fiir ¢ =1, ..., n soll y; = k bedeuten, dass die im i-ten Teilexperiment
zuerst gereichte Tasse vom Typ k ist. z; = h soll bedeuten, dass die Lady die im i-ten
Teilexperiment zuerst gereichte Tasse als vom Typ h klassifiziert. Ein Treffer im i-ten
Teilexperiment liegt also genau dann vor, wenn y; = z; ist.

Sei Yi(z) = vi, Zi(z) = z, Y = V1, ...,Yy) und Z = (Z4,...,2Z,). Durch die
Versuchsanordnung ist sichergestellt, dass die Y; untereinander unabhingig sind mit
P(Y; =1) = P(Y; = 2) = 1/2. Will man fiir die Folge der Entscheidungen der Lady be-
liebige Abhéangigkeiten und Praferenzen zulassen, so kann Z eine beliebige Verteilung auf
{1,2}™ haben. Die Hypothese wird zweckmifig durch die Bedingung beschrieben, dass
Z unabhéngig von Y ist. Gibt es ndmlich keinerlei feststellbare Geschmacksunterschiede
zwischen den beiden Arten der Zubereitung, so diirfte es auch keinen Zusammenhang
stochastischer Art zwischen der Folge Y und der Folge Z geben.

Wir wahlen daher als Familie {Py : ¥ € ©} die Menge aller Verteilungen von X, fiir
die die Zufallsvariablen Y7, ...,Y, unabhingig sind mit Py(Y; =1) = Py(Y; =2) =1/2.
{Py : ¥ € H} sei darin die Teilmenge der Wahrscheinlichkeitsmafle, fiir die Y und Z
unabhéngig sind. Der Parameter ¥ hat jetzt natiirlich nicht mehr so eine anschauliche
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Interpretation wie die Erfolgswahrscheinlichkeit. Aber es hindert uns nichts, als © die
Menge der eben beschriebenen Verteilungen zu wahlen und fiir eine Verteilung 9 auch
Py zu schreiben.

(Wir haben der Einfachheit halber angenommen, dass die Lady bis zum Abschluss des
Experiments nichts iiber die Y; erfahrt. Dies steckt in der Formulierung der Hypothe-
se. Die Unabhéngigkeit von Y und Z besagt unter anderem, dass Z;; von Y7, ...,Y;
unabhingig ist.)

Es fehlt noch die Angabe des Verwerfungsbereichs. Sei T;(z) = 1 falls im i-ten Teilex-
periment ein Treffer erzielt wird (also im Fall y; = 2;), und sonst sei T;(z) = 0. Dann ist
Ti(z) = yi — z; + 1 (mod 2). T(z) = Ty(z) + ... + T,(z) ist die Zahl der Treffer. Unter
der Hypothese gilt fiir beliebiges (u1, ...,un) € {0,1}"

Pg(Tl = Ui, ...,Tn = un)

= Z Ps(Z=2Yi=2 —u;+1(mod2),i=1, ...,n)

z€{1, 2}

= Y Py(Z=2)Py(Yi=2z—u+1(mod2),i=1,...,n)
z€{1, 2}

= Y P(Z=z2"=2T".
ze{1, 2}

Unter der Hypothese ist also (77, ...,T,) Bernoulli-verteilt mit p = 1/2. Also ist unter
der Hypothese die Zahl der Treffer binomialverteilt mit p = 1/2, genau wie bei Neyman,
nur dass jetzt T' die Bezeichnung fiir die Anzahl der Treffer ist. Als Verwerfungsbereich
kénnen wir also wieder R = {z € X : T'(z) > t} wihlen, wobei wieder ¢ minimal unter
der Nebenbedingung gewahlt wird, dass das Niveau < « sein soll. In der Ausfithrung
unterscheidet sich der Test also iiberhaupt nicht von Neymans Vorschlag.

Als Nachteil unseres Vorgehens mag es erscheinen, dass es nun praktisch unméglich
ist, fiir alle ¥ € K die Macht 5(¢) anzugeben. Fiir gewisse 9 € K wird () sogar
kleiner als o sein. Aber das ist nicht schlimm. Es war bequem, eine so grole Menge
von Alternativen zuzulassen, aber wir sind hauptséchlich daran interessiert, dass 3(4)
fiir solche ¥ € K grofl ist, bei denen hohe Trefferzahlen wahrscheinlich werden. Man
kénnte sich zur Uberpriifung, ob die Lady eine echte Chance hat, durchaus auf solche 9
beschranken, unter denen 7" binomialverteilt mit p > 0,6 ist.

Wenn das Modell die Verteilungen unter der Alternative nicht vollstindig enthilt, ist
dies in der Regel weniger problematisch. Die eigentliche Gefahr eines Fehlers dritter Art
liegt darin, dass die Modell-Hypothese H nicht alle Verteilungen enthilt, die zu einer
Modellierung der ,realen“ Hypothese passen konnten. (Oben war dies die Hypothese,
dass die Lady die Unterschiede nicht schmecken konne.)

Durch die Betrachtung des verfeinerten Modells brauchen wir uns keine Sorgen iiber
einen Fehler dritter Art mehr zu machen. In Neymans Modell hitte ein Skeptiker ein-
wenden koénnen, es sei wegen der potenziellen Abhingigkeiten gar kein Test zum Niveau

o ausgefiihrt worden. Solche Skeptiker existieren in grofler Zahl in einem sehr dhnlichen
Fall:
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6.5 Beispiel des Testens der
Existenz von auflersinnlicher Wahrnehmung*

Es soll getestet werden, ob eine Versuchsperson iiber auflersinnliche Wahrnehmung
(ASW) verfiigt, speziell iiber ,,Priakognition“, d.h., ob sie zukiinftige Ereignisse im Voraus
wahrnehmen kann. In jedem Teilversuch nennt die Versuchsperson eins der Symbole 1,
2, und zwar das, von dem sie annimmt, dass es als Nachstes kommt. Nachdem das im
i-ten Versuch genannte Symbol Z; notiert ist, wird eine Miinze geworfen. Kommt Kopf,
so registrieren wir Y; = 1, sonst Y¥; = 2. Die Folge der Y; nennt man Zielfolge und die
der Z; Ratefolge. Die Hypothese, dass keine ASW existiert, kann durch die Annahme der
Unabhéngigkeit von Y = (Y1, ...,Y,) und Z = (Z1, ..., Z,) beschrieben werden. Das
Modell aus Abschnitt 6.4 passt also auch hier. Das ASW-Experiment ist daher mathema-
tisch dquivalent zu dem Experiment mit der ,tea tasting Lady“. Kritiker, die wegen der
Abhéngigkeiten innerhalb der Ratefolge Zweifel duflern, ob solch ein Test mathematisch
korrekt ist, haben offenbar Unrecht.

Auch fiir andersartige Versuchsanordnungen fiir ASW-Versuche lassen sich Tests ab-
leiten. Eine erste kleine Komplikation liegt beispielsweise darin, dass die Versuche meist
mit feedback ausgefiihrt werden, d.h., der Versuchsperson wird vor Nennung von Z;;
gesagt, was Y; war. Dies erfordert aber nur eine modifizierte Hypothese. Um sie zu formu-
lieren, bendtigen wir den Begriff der bedingten Unabhingigkeit. Man nennt ein Ereignis
A bedingt unabhingig von B bei gegebenem C, wenn A von B unter der bedingten
Wahrscheinlichkeit P(-|C) unabhéngig ist, also wenn P(ANB|C) = P(A|C) P(B|C)
ist.

Die passende neue Hypothese ist: Fiir jedes i < n ist Z; bedingt unabhingig von
(Yi, ..., Y,) gegeben (Y1, 21, ...,Y;_1,Z;_1). Die neue Hypothese ist also die Menge der
Py mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle ¢ mit 1 < ¢ < n und fiir alle z = (21, ..., 2,)
und y = (y1, ..., Yn) gilt

Py(Zi=2,Yi=yi, .. . Ya=yn|C)=Ps(Zi =2z |C) Ps(Y; = yi, ..., Y =y | O),

wobel

c {{leylazl'—"zl,--~,Yi—1:yi—1;Zi—1=Zi—1} fir i>2,

X fir 7=1.

Es lédsst sich zeigen, dass auch unter dieser Hypothese die Trefferzahl 7'(X) binomial-
verteilt mit p = 1/2 ist.

Es werden auch Versuchsanordnungen benutzt, deren mathematische Behandlung aufwindiger ist,
ndmlich solche mit abhingigen Zielfolgen. Ein klassisches Experiment verwendet gemischte Kartendecks
mit 25 Karten, auf denen 5 verschiedene Symbole je fiinfmal vorkommen. Sei Y7, ..., Y25 die Folge der
nacheinander aufgedeckten Symbole vom ersten Deck, Yas, ..., Y50 die vom zweiten Deck usw. Dies ist
die Zielfolge. Es stellt sich heraus, dass die Verteilung der Trefferzahl auch unter der Hypothese (selbst
ohne feedback) von der unbekannten Verteilung der Ratefolge Z abhingt und damit prinzipiell nicht
ermittelbar ist.

Dennoch lassen sich Tests zu vorgegebenem Niveau angeben. Man kann nimlich zu jedem z =
(21, ..., 2n) unter der Hypothese der Unabhingigkeit von Y und Z die bedingte Verteilung der Tref-
ferzahl T'(X) bei gegebenem {Z = z} bestimmen, und diese wird im Fall {Z = z} benutzt. Praktisch
arbeitet man mit Approximationen durch die Normalverteilung (vgl. Greenwood-Stuart (1940), Krengel-
Liese (1978)).

Es liegen duflerst eindrucksvolle Testergebnisse fiir die Existenz von ASW vor. Das
Hauptproblem ist (obwohl auch einzelne mathematische Fehler gemacht worden sind)
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nicht die mathematische Korrektheit der Tests, sondern die mangelnde Wiederholbarkeit
und die Beeintrachtigung durch Kontrollen.

In einem Artikel in Science (1978) hat der angesehene Statistiker und Zauberkiinstler
P. Diaconis sich sehr kritisch zur Praxis der ASW-Experimente geduflert. Andererseits
hat das Argument Gewicht, man diirfe nicht pauschal in einem Forschungsbereich al-
le positiven Resultate fiir wertlos erkldaren, indem man durchweg Manipulationen und
mangelnde Kontrollen unterstellt. Ein Konsens scheint nicht in Sicht.

6.6 Eine Erweiterung des Testbegriffs: Randomisierte Tests

Um ein vorgegebenes Signifikanzniveau voll ausnutzen zu kénnen, haben sich die Mathe-
matiker einen kleinen Trick ausgedacht, mit dem man gelegentlich die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers zweiter Art noch etwas verkleinern kann.

Nehmen wir einmal an, die beobachtete Gréfle X sei binomialverteilt mit n = 5, die
Hypothese sei p = 1/2 und die Alternative sei p = 3/4. Die Hypothese soll zum Niveau
a = 0,05 getestet werden. Grofle Werte von X sprechen gegen die Hypothese. W&hlt man
R = {5}, so wird die Hypothese nur im Fall X = 5 verworfen. Die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers erster Art ist P; /o(R) = 27° = 1/32, also kleiner als nétig. Wahlt man aber
R = {4,5}, soist Py/5(R) = (1+ (3))27° = £ > 0,05. Man kann also den Wert z = 4
nicht zum Verwerfungsbereich dazunehmen.

Der Trick besteht nun darin, dass man bei Beobachtung von z = 4 manchmal die
Hypothese akzeptiert und sie manchmal verwirft. Genauer: Wird z = 5 beobachtet, so
wird die Hypothese verworfen, wird z € {0,1, 2,3} beobachtet, so wird die Hypothese
akzeptiert, und wird z = 4 beobachtet, so stellt man ein zusitzliches Zufallsexperiment
an, das mit der Beobachtung von X und also mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p absolut
nichts zu tun hat. Dieses Zufallsexperiment habe 0 und 1 als mdégliche Ausginge. Ist
das Ergebnis 1, so wird H verworfen und sonst akzeptiert. Bezeichnet man in diesem
Zufallsexperiment die Wahrscheinlichkeit einer 1 mit ¢(4), so ist im Fall p = 1/2 die
Verwerfungswahrscheinlichkeit insgesamt

Pyya(5) + Prja(4) - 0(4) = 35 (L +59(4)) .

Damit das erlaubte Niveau voll ausgeschépft wird, setzt man (1+5¢(4))/32 = a = 1/20.
Dann ist p(4) = 3/25.

Verglichen mit dem Test mit R = {5} ist die Verwerfungswahrscheinlichkeit sowohl fiir
p = 1/2 wie fiir p = 3/4 offenbar nun etwas vergréfert, und damit ist die Wahrschein-
lichkeit eines Fehlers zweiter Art verkleinert.

Natiirlich wire es besser gewesen im Fall z = 4 weitere Daten zu beschaffen, die etwas
mit p zu tun haben, aber man geht davon aus, dass solche nicht verfiigbar sind.

Im Folgenden werde ein Test durch eine Funktion ¢ : X — [0, 1] beschrieben. Wird z
beobachtet, so soll die Hypothese mit Wahrscheinlichkeit ¢(x) verworfen werden. Unsere
alten durch einen Verwerfungsbereich R gegebenen Tests ergeben sich, wenn wir fir
T € R p(z) =1, und fiir z € R® ¢p(z) = 0 setzen. Die Giitefunktion hat jetzt die Form
B(¥) = Ey(p) =Y, ¢(z) Ps(x), denn mit Wahrscheinlichkeit Py(z) wird z beobachtet
und dann wird H mit Wahrscheinlichkeit ¢(z) verworfen.

Fiir die Praxis hat diese Erweiterung des Testbegriffs keine Bedeutung. Ehe man sich
die Miithe macht, noch zusitzliche Zufallsexperimente durchzufiihren, die der Entschei-
dung immer etwas Willkiirliches geben wiirden, schopft man lieber das erlaubte Signifi-
kanzniveau nicht aus. In der Regel ist es ja ohnehin etwas willkiirlich festgelegt worden.
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Aber fiir die mathematische Theorie hat die Betrachtung randomisierter Tests einen
gewissen Nutzen.

6.7 Tests einfacher Hypothesen gegen einfache Alternativen

Eine Hypothese oder Alternative heiffit einfach, wenn sie aus einer einzigen Verteilung
besteht, andernfalls nennt man sie zusammengesetzt. Wir betrachten jetzt das Pro-
blem, eine einfache Hypothese Py gegen eine einfache Alternative Px zu testen. Die
Frage ist, ob es unter allen Tests ¢ mit Niveau a (also mit Eg(¢) = > ¢(z) Pu(z) < a)
einen gibt, der die Macht Ek (p) maximiert, und wie er aussieht.

Wenn wir fiir ein z entscheiden, dass ¢(z) = 1 gelten soll, ergibt dieses = einen Beitrag
Py (z) zum Niveau und einen Beitrag Pk (z) zur Macht. Fassen wir Py (z) als Kosten
auf, mit denen wir die Macht Pk (z) einkaufen konnen, indem wir ¢(z) = 1 setzen, so
haben wir den Betrag a zur Verfiigung und werden mdoglichst solche Punkte x einkaufen,
fiir die die Macht pro Kosteneinheit, also g(z) = Pk (z)/Pu(x) gro8 ist. Dies legt es nahe,
die folgende Klasse von Tests zu betrachten:

Definition 6.1 Ein Test ¢* heifit Neyman-Pearson-Test, wenn eine Konstante c*
mit 0 < ¢* < oo existiert mit

1, falls Pg(z) > c* Py(x),

o' = { 0, falls Pg(z) < c* Py(z). (6-1)

Auf der Menge der z mit Pk (z) = ¢* Py (z) soll ¢* beliebige Werte v(z) mit 0 < y(z) <1
annehmen diirfen.

Ein Test ¢; heifit schirfer als v3, wenn Ex(p1) > Ex(p2) ist.

Wir wollen annehmen, dass fiir jedes ¢ Py (z)+ Pk (z) > 0 ist. Die iibrigen Ergebnisse
= haben offenbar keinerlei Einfluss auf die Irrtumswahrscheinlichkeiten. (Damit ist g(z)
wohldefiniert.)

Satz 6.2 (Neyman-Pearson-Lemma) Fir das Testen einer einfachen Hypothese gegen
eine einfache Alternative gilt:

(i) Ist p* Neyman-Pearson-Test, so ist p* mindestens so scharf wie alle anderen Tests
o mit En(¢) < Ex(p*).

(ii) Zu0 < a <1 existiert ein Neyman-Pearson-Test p* mit Eg(*) = a. (Dabei kann
man ¢* auf der Menge {z : Pk(z) = ¢* Py(z)} konstant wdhlen.)

Beweis: (i) Auf A := {z: ¢*(z) > ¢(z)} ist ¢*(z) > 0 und damit Py (z) > c* Py(z).
Auf B := {z: ¢*(z) < ¢(z)} ist ¢*(z) < 1 und damit Pk (z) < c* Py(z). Es folgt:

Ex(¢*) —Ex(p) = Y (¢"(z) - ¢(z)) Px(z)

= ) (¢ (@) - ¢(@) Px(z) + Y (9" (z) - ¢(z)) Pk (z)
TEA z€EB

> > (¢*(@) - p(@)) ¢ Pu(z) + Y _ (¢*(z) — ¢(z)) ¢ Pu(z)
TEA zEB
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(ii) Fiir @ = 0 setze ¢* = 0o. Ist dann Py(z) > 0, so ist Pk (z) < ¢* Py(z) und damit
p*(z) = 0. Es folgt Eg(¢*) =0.
Sei also a > 0. Wir setzen fiir ¢ > 0

a(c) := Pu(q(X) > ¢) und a(c—0) := Py (q(X) >c).

Offenbar ist (0—0) = 1, und «( - ) ist fallend. Wir verwenden nun die Stetigkeitsaussagen
aus §2.5 fiir Py. Fiir strikt wachsende Folgen (c,) sei

Crn ={z: Py(z) >0 und g(z) > cn}.

Die Folge (C,) ist fallend. Strebt (c,) gegen oo, so ist der Durchschnitt C der C,, leer.
Es folgt a(c,) — Py (C) = 0 fiir ¢,, — 0o. Strebt (c,) gegen ein ¢ > 0, so ist

C ={z: Pg(z)>0und ¢q(z) > c}.

Also gilt a(c,) — a(c—0).
Ist (b,) eine strikt gegen b fallende Folge, so ist die durch

B, ={z: Pyg(z) > 0und g(z) > b,}

definierte Folge (B,) wachsend. Ihre Vereinigung ist B = {z : Pg(z) > 0, q(z) > b}.
Daher ist a( -) rechtsstetig.

Ot(C) 3

N -\

Bild 6.2 Bestimmung des kritischen Wertes fiir einen Test zu gegebenem Niveau

Sei nun ¢* = inf{c: a(c) < a}. Dann ist a(c* — 0) > a > a(c*). Im Fall a(c* — 0) =
a(c*) sei v* = 0. Im Fall a(c* — 0) > a(c*) sei

a— ac*)
a(c* —0) — afc*)

*

’y:

Auf {z : Pkg(z) = c¢* Py(z)} sei ¢*(z) = v* und auf dem Komplement dieser Menge sei
¢* durch (6.1) definiert. Dann ist

En(¢*) = Pu(q(X)>c*)+7* Pu(e(X) =c")
= a(c*)+ 7" (a(c* = 0) —a(c*) =a. O



§6 Tests 103

6.8 Anwendung auf zusammengesetzte Alternativen

Das gerade behandelte Problem, eine einfache Hypothese gegen eine einfache Alternative
zu testen, taucht in der Praxis so gut wie nie auf. Aber das Neyman-Pearson-Lemma l4sst
sich oft mit Erfolg auch auf zusammengesetzte Hypothesen oder Alternativen anwenden.
Wir wollen das an dem Beispiel der ,tea tasting Lady“ illustrieren.

Sei also wieder X binomialverteilt mit Parametern n, p. Die Hypothese sei p = 1/2
und die Alternative sei p > 1/2.

Sei zuerst py = 1/2 und 1/2 < pg < 1 fest gewihlt. Als Funktion von z ist

) = Px(@) _ (Z) i (1 - pg)™™®
q(z) = Py (z) (n> Y ———

T
strikt wachsend. Fiir jedes c ist also die Menge {z : ¢(z) > c} ein Intervall {¢,¢+1, ..., n}.
(Ist die Menge {z : g(z) > c} leer, so setzen wir t = n + 1.) Fiir einen optimalen Test ¢
existiert also ein ¢t mit p(z) =1firz >tund p(z) =0firz <t—1. ImFallg(t—1) <c
muss auch ¢(t — 1) = 0 sein. Im Fall ¢(¢ — 1) = cist (¢ — 1) eine beliebige Zahl v € [0, 1].
Das Niveau dieses Tests ist

EH((,D) ZPH(XE t)—f—’)’PH(X:t—l).

Ist nun o > 0 vorgegeben und soll ein schdrfster Test zum Niveau a gefunden werden,
so bestimmt man ¢ und « aus der Gleichung Ex(¢) = . (So sind wir auch schon bei der
Einfiihrung des Begriffs des randomisierten Tests vorgegangen, aber jetzt wissen wir, dass
der Test schdrfster Test zum Niveau « ist.) In der Gleichung Ey(¢) = a kommt aber
pk gar nicht vor. Der Test ist also fiir alle px > 1/2 schirfster Test zum Niveau a von
p = pu gegen p = pg. Das heift, dass er auch schirfster Test gegen die zusammengesetzte
Alternative K = {p: p > 1/2} ist.

Wir brauchen also in der Tat fiir das Experiment mit der ,tea tasting Lady* nur Tests
in Betracht zu ziehen, die die Hypothese verwerfen, wenn die Trefferzahl eine Schranke ¢
iibertrifft.

Auch fiir viele andere Verteilungen, etwa die Poisson-Verteilung, ldsst sich die Mono-
tonie von ¢(z) zeigen, so dass man auch fiir sie optimale Tests der zusammengesetzten
Alternativen finden kann. Auch zusammengesetzte Hypothesen geeigneter Form kann
man zulassen, oben z.B. die Hypothese {p : p < 1/2}, denn der abgeleitete Test hilt
sogar fiir diese groflere Hypothese das Niveau « ein.

6.9 Allgemeine Hinweise zur Testtheorie

All unsere Uberlegungen setzten voraus, dass die Beobachtung X erst angestellt wird,
wenn alles andere festliegt. Die Versuchung liegt manchmal nahe, aus bestimmten Da-
ten Vermutungen abzuleiten und die gleichen Daten zum ,Beweis“ dieser Vermutungen
zu nutzen. Jemand der in einer bestimmten Schule grofle Erfolge mit der Ganzheitsme-
thode erzielt hat, und dann diese Daten nutzt, um die Hypothese zu verwerfen, dass die
Buchstabiermethode mindestens so gut sei wie die Ganzheitsmethode, arbeitet statistisch
fehlerhaft. Wenn die ,tea tasting Lady“ iiber einen lingeren Zeitraum Geschmackspro-
ben durchfiihrt und ihre Resultate im August eine besonders hohe Trefferquote aufweisen,
kann man auch nicht diese ausgewéhlten Daten nutzen, um ihre Fihigkeit zu beweisen.
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Auch bei der Auswertung von eigens fiir ein bestimmtes Testproblem erhobenen Daten
kann man noch dhnliche Fehler machen: In komplexeren Fragestellungen gibt es oft meh-
rere Teststatistiken T7(X), T2(X), ...,Tk(X), die in Betracht kommen und von denen
jede gewisse Vorziige gegeniiber den anderen aufweist. Nicht immer gibt es schlieflich so
nahe liegende Kriterien wie die Trefferzahl. Wahlt man die Teststatistik 7; als Kriteri-
um, so kénnte der Verwerfungsbereich die Form R; = {z : T;(z) > t;} fiir geeignetes ¢;
haben. Wissenschaftler weisen gerne ,signifikante Ergebnisse vor, d.h. solche, bei denen
die Nullhypothese verworfen wird. So kommt es vor, dass nach Beobachtung von z der
Verwerfungsbereich R; gew&hlt wird, fiir den z signifikant ist. Ist jeder der Verwerfungs-
bereiche R; so gewahlt, dass fiir ihn die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art maximal «
ist, so konnte bei diesem Vorgehen die Fehlerwahrscheinlichkeit evtl. bis zu ka sein.

Bei sauberer Arbeitsweise sind die folgenden Phasen in der Bearbeitung eines Testpro-
blems zu trennen:

Phase 1: Voriiberlegungen

Man fragt sich: Was soll getestet werden? Welches Experiment und welche aus den Daten
berechenbare Grofle konnte Aufschluss tiber die Giiltigkeit der realen Hypothese geben?
Welches Modell ist geeignet? Welche Teststatistik sollte man wahlen? Hier, wie iiberall in
der Statistik, ist der gesunde Menschenverstand und die Riickkopplung mit den Fachleu-
ten aus dem Gebiet, aus dem die Fragestellung stammt, von entscheidender Bedeutung.

Zu den Voriiberlegungen gehort auch noch die Wahl des Signifikanzniveaus. Ublich
sind Werte wie o = 0,05, o = 0,02 oder a = 0,01, gelegentlich auch o = 0,001. Bei der
Wahl von « sollte iiberlegt werden, wie gravierend ein Fehler erster Art im Vergleich zu
einem Fehler zweiter Art ist und wie sich die Festlegung von a auf den Test und damit
auf die Giitefunktion auswirkt.

Will man die Uberlegenheit einer Therapie A gegeniiber einer Therapie B zeigen, so
wird man ein kleines a wahlen, um sich im Fall der Ablehnung der Hypothese ,, B ist
mindestens so gut wie A“ mit der Schlussfolgerung , A ist besser als B“ mdoglichst sicher
zu fiihlen. Will man bei einer Untersuchung auf Nebenwirkung eines Medikaments die
Hypothese ,keine Nebenwirkung® testen, so wird in der Praxis sogar @ = 0,2 benutzt,
da ein Fehler zweiter Art schwer wiegende Konsequenzen haben kénnte.

Wenn die Macht des Tests nicht ausreicht, sollte man bereit sein, die vorgesehene Zahl
n der Messungen zu erhohen oder auch sonst das Experiment abzusindern. Erst nachdem
der Verwerfungsbereich festgelegt ist, folgen

Phase 2: Erhebung der Daten
Phase 3: Auswertung der Daten und Interpretation

In der Praxis dhneln sich natiirlich viele Testprobleme, so dass man, statt jedes Mal
Phase 1 zu durchlaufen, lieber auf Bewihrtes zuriickgreift.

6.10 p-Werte*

Es kann sein, dass sich in ein und demselben Testproblem ein Statistiker fiir das Niveau
0,05 entscheidet und ein anderer fiir das Niveau 0,01. Die gleiche Beobachtung = kann
dann bei dem ersten Statistiker zur Verwerfung von H fithren und bei dem zweiten zur
Annahme von H, selbst wenn beide die gleiche Teststatistik T" heranziehen. Viele Prakti-
ker geben daher gerne bei Beobachtung von z die kleinste Zahl « an, fiir die die Wahl von
a als Niveau gerade noch zur Verwerfung fithrt. Mathematische Statistiker betrachten
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dieses Vorgehen oft kritisch, oder sie ignorieren diese Praxis, da ja a vorgegeben werden
muss, wenn der Test und damit die Irrtumswahrscheinlichkeiten wohldefiniert sein sollen.
Wir wollen aber trotzdem noch etwas darauf eingehen:
Wihlt man ¢ als kritischen Wert und also R; = {z : T'(z) > t} als Verwerfungsbereich,
so ist
a; =sup{Py(R;): 9 € H}

die kleinste Zahl a, fiir die dieser Test noch das Niveau a hat. (Man nennt sie auch
effektives Niveau). ar(,) heifit das beobachtete Signifikanzniveau oder der p-Wert
zur Beobachtung z. Gilt fiir das vorgegebene o die Ungleichung o > ar(;), und hat man
zum Niveau a den kritischen Wert ¢ so bestimmt, dass der Verwerfungsbereich méglichst
gro und damit ¢ moglichst klein ist, so ist ¢ < T'(x). Das heifit im Fall o > ap(,)
kommt es zur Verwerfung von H. Im Fall a < ap(;) iiberlegt man sich analog, dass die
Beobachtung z zur Annahme von H fiihrt. (Randomisierung schlieflen wir hier aus.)

Man kann also die jetzt bei statistischen Auswertungen von Computern berechneten
p-Werte als Entscheidungsanweisungen fiir den Statistiker auffassen, der a fest gewé&hlt
hat. Je nach Wahl von o wird die Anweisung zu verschiedenen Entscheidungen fiihren.

Kritisch an der Verwendung von p-Werten ist vor allem, dass sie leicht fehlinterpretiert
werden. Vélliger Unsinn wére es, ar(,) als die Wahrscheinlichkeit zu betrachten, dass die
Hypothese richtig ist. Nicht ganz so offensichtlich ist der Fehler, im Falle ap;) = 0,023
zu schlielen, nun sei H zum Niveau 0,023 abzulehnen. Das Niveau soll ja nicht vom
Ergebnis z abhéngen.

Ist die Hypothese einfach, so ist die folgende Interpretation richtig: ap(;) ist die Wahr-
scheinlichkeit (unter H) dafiir, dass T'(X) > T(z) ist, also die Wahrscheinlichkeit, dass
die Teststatistik einen mindestens so grolen Wert annimmt wie den aktuell beobachteten.

Ein Vorteil der p-Werte ist es, dass man mit ihrer Hilfe verschiedene unabhingig von-
einander durchgefiihrte Tests der gleichen Hypothese zusammenfassen kann. (Vgl. van
Zwet und Osterhoff (1967).)

Aufgaben

1. Neymans Test der ,tea tasting Lady“ werde mit n = 6 und R = {5,6} durchgefiihrt. Wie gro8 ist
das (effektive) Niveau des Tests? Wie gro8 ist die Macht des Tests in p = 0,67

2. Fiir welchen randomisierten Neyman-Pearson-Test der ,,tea tasting Lady“ mit n = 6 ist das Niveau
0,027 (L)

3. Die Hypothese, dass eine Zufallsvariable X zum Parameter py = 2/3 geometrisch verteilt ist,
soll gegen die Alternative getestet werden, dass sie geometrisch mit p < 2/3 verteilt ist. Geben
Sie moglichst michtige randomisierte und nichtrandomisierte Tests zum Niveau a = 0,1 an, und
vergleichen Sie die Macht in p = 1/3.

4. Um zu testen, ob in einem Paket, das 100 Glithbirnen enthilt, weniger als 10 defekte Gliihbirnen
enthalten sind, priift ein Hindler beim Kauf 10 der Birnen und nimmt das Paket nur an, wenn
alle 10 in Ordnung sind. Beschreiben Sie das Verhalten des Hindlers testtheoretisch. Welches ist
das Niveau des Tests? (L)

5. Ein moglicherweise inhomogener Wiirfel wird zweimal geworfen. Es soll die Hypothese der Gleich-
verteilung gegen die Alternative getestet werden, dass der Wiirfel verfilscht ist. Ist ¢ ein beliebiger
Test, so gilt fiir den Test @ mit g(z1,z2) = (p(z1,z2)+p(z2,71))/2 die Gleichung Ey (@) = Ey(p)
fiir alle ¥. Wir beschrinken uns daher auf Tests mit p(z1,z2) = ¢(z2,z1) fiir alle z = (z1, z2).
Man zeige: Ist ¢ ein randomisierter Test, der die Hypothese verwirft, wenn die beiden Wurfergeb-
nisse gleich sind, so gibt es keinen Test ¢’ # ¢ mit Eg(¢') < Eg(¢) und Ey(¢’) > Ey(p) fir
alle ¥ € K. (L)
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10.

Man beweise die Behauptung aus Abschnitt 6.5, dass die Trefferzahl binomialverteilt mit p = 1/2
ist, wenn fiir jedes 1 Z; und {Y;, ...,Y,} bedingt unabhingig bei gegebenem (Y1,21,Ya, ...,
Z,;_l) ist.

Fir das verfeinerte Modell des Tee-Tests in Abschnitt 6.4 zeige man: Notwendig dafiir, dass unter
der Hypothese der Unabhingigkeit der Zielfolge von der Ratefolge, die Verteilung der Trefferzahl
unabhéngig von der Verteilung der Ratefolge ist, ist, dass die Zielfolge auf {1,2}™ gleichverteilt
ist. (Wir hatten uns iiberlegt, dass die Bedingung hinreichend ist.)

Bestimmen Sie unter Verwendung der Normalapproximation den Verwerfungsbereich eines Tests
zum Niveau 0,05, der bei 1000 Wiirfen einer Miinze iiberpriifen soll, ob die Miinze fair ist.

X = (X1, ..., Xn) sei Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Wie gro8 muss n sein,
damit ein Test der Hypothese p = 0,2 gegen die Alternative p = 0,8 existiert, der Ex () < 0,05
und Eg(p) > 0,95 erfiillt. Zeigen Sie mit Hilfe des schwachen Gesetzes der grofien Zahl, dass
fiir jedes py # pk ein Test ¢ der Hypothese p = py gegen p = px mit Fg(y¢) < 0,05 und
Ek () > 0,95 existiert, wenn nur n hinreichend gro8 ist.

Sei X eine zum Parameter A > 0 poissonverteilte Zufallsvariable.

(a) Geben Sie den schirfsten nichtrandomisierten Neyman-Pearson-Test fiir H = {\ = 2} gegen
K = {\ =1/2} zum Niveau a = 0,2 an.

(b) Gibt es einen schirferen nichtrandomisierten Test, der ebenfalls das Niveau a = 0,2 einhilt?

(L)
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§7 Erzeugende Funktionen*

Wir wollen nun ein einfaches und doch erstaunlich schlagkriftiges Hilfsmittel fiir das
Studium von Verteilungen auf Z* = {0,1,2, ...} kennen lernen.

Definition 7.1 Als erzeugende Funktion (der Verteilung) einer Zufallsvariablen X
mit ganzzahligen nichtnegativen Werten bezeichnen wir die Potenzreihe

gt) =) P(X =n)t".
n=0

Zur Unterscheidung von anderen erzeugenden Funktionen schreiben wir auch manch-
mal ausfiihrlicher gx (¢) statt g(t). Offenbar ist g(t) = E(tX). Da die Koeffizienten nicht-
negativ sind und ihre Summe 1 ist, konvergiert die Reihe mindestens fiir alle ¢ mit |¢| < 1.
Ist g(™)(t) die n-te Ableitung von g an der Stelle ¢ und g(©)(t) = g(t), so ist aufgrund der
Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung

_9™(0)

P(X =n) 3

Die Beziehung zwischen der erzeugenden Funktion von X und der Verteilung von
X ist also umkehrbar eindeutig, so dass man die erzeugende Funktion als kompakte
Beschreibung der Verteilung betrachten kann.

Beispiele: (a) Ist X Poisson-verteilt mit Parameter A > 0, so ist P(X =n) = e~* A\"/n!,
also

g(t) — e z Z o — e A M = e)‘(t_l).

(b) Ist X geometrisch verteilt, so ist P(X =0) =0 und P(X =n) =p(1 —p)"~! fiir
n > 1, also

g(t) =nz::1p(1*p)"'lt” = TTft——p)?

Satz 7.2 (i) Fir 0 < ¢t < 1 ist g stetig, monoton wachsend und konvex, und es ist
9(0) = P(X =0) und g(1) = 1.
(ii) Sei k > 1, und sei g*)(1-) der linksseitige Grenzwert

*)(1=) = Lim o
g¥(1-) = lim g¢™(t).

Dann gilt
E(X(X-1)...(X-k+1)) =g®a-). (7.1)

(Beide Seiten sind genau dann endlich, wenn E(X*) endlich ist.)

Beweis: (i) ist trivial. Zum Beweis von (ii) betrachten wir fiir 0 <¢ < 1

g(k)(t)zin(n—l) . (n—k+1)P(X =n)t"k. (7.2)
n=0
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Die Glieder der Reihe sind durch n*¥ P(X = n) beschrénkt, und die Summe dieser Terme
ist EX*. Ist EX* < oo, so erhilt man — wegen der gleichmafigen Konvergenz der
Reihe — die Gleichung (7.1) aus (7.2) durch Grenziibergang t — 1. Ist EX* = oo, so ist
auch 5°°° ., nF P(X = n) = co. Fiir t — 1 folgt dann ¢(¥)(t) — oo, da fiir n > 2k

nn—1)...(n—k+1)>nk/2*

ist. [

Bemerkung: Man iiberlegt sich leicht, dass g{*)(1-) die linksseitige Ableitung ¢/(1) in
t = 1 ist. Diese ist also genau dann endlich, wenn EX endlich ist. Entsprechendes gilt
fiir die hoheren linksseitigen Ableitungen

(k—1) 1_) — (k—l)(t)
k)(1_) — T g ( g
g (1 ) t—lgrio 1-—-t¢ '

Anwendung: Mittels (7.1) lassen sich Momente der Verteilung von X oft leichter be-
rechnen als direkt aus der Verteilung. Man geht rekursiv vor:

EX :g,(l_)a
EX?=E(X(X-1)+EX=g¢"(1-)+4'(1-),

usw. Man erhédlt so z.B. fiir die obigen Beispiele der geometrischen Verteilung und der
Poisson-Verteilung alternative Herleitungen des Erwartungswerts und der Varianz, aber
es ist interessanter ein Beispiel zu betrachten, bei dem es die Methode der erzeugenden
Funktionen gestattet, EX zu berechnen, ohne dass man die Verteilung von X so ohne
weiteres explizit angeben kann.

Beispiel 7.3* (Wartezeit auf den ersten Erfolgs-Run vorgegebener Mindestlinge) Seien
X1, X2, ... Bernoulli-verteilt, also unabhédngig mit P(X; =1) =p=1- P(X; = 0), und
sei fiir eine vorgegebene natiirliche Zahl r

T(w)=inf{k >r: Xy(w) = Xk_1(w) = ... = Xp_rp1(w) =1}

der erste Zeitpunkt k, an dem die Folge X;(w), ..., Xx(w) r aufeinander folgende Einsen
enthélt. (Wenn man die Folge zum Zeitpunkt 7" abbricht, kann man ein diskretes Modell
angeben, aber diese Frage lassen wir hier einmal beiseite.)

Fir n < r ist offenbar P(T' = n) = 0. Ferner ist P(T' = r) = p". Sei nun n > r.
Ist T(w) = n, so enthdlt die Folge X;(w), ..., X, (w) mindestens eine 0. Zerlegt man
{T = n} in die Mengen, fiir die die erste 0 zu den Zeitpunkten j = 1, ..., r auftritt, so
ist

P(T=n)=)» P(X1=1,...,X;01=1,X;=0,T =n).
1=1

Ist fiir m > r A,, die Menge der Folgen a = (ay, ...,an,) € {0,1}™ mit
m =inf{k: ax = ak_1 = ... = ag—r41 = 1},

SO ist
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P(X1:1,...,Xj_lzl,ijo,T:n)

Il

P(X1=1,...,X;.1=1,X; =0,(Xj41, ..., Xn) € An—j)
= p 1 (1 -p) P((Xj41, ---, Xn) € An_j)

= p"1(1-p)P((X1, ..., Xn—j) € An_j)
=p71(1-p)P(T=n-j).

Fiir n > r gilt also die Rekursionsformel
P(T=n)=) p ' (1-p)P(T=n—3j).
j=1

Sei nun g(t) = Y o ; t" P(T = n). Dann ist

T

gt) = P +t(1—p) > 7P > "I P(T =n - j)
j=1 n>j
1—-t"p"
= {"p" t(1 - = a(t ,
p +t(l-p) T 9(t)

denn die letzte Summe ist gerade wieder g(t). Nach kurzer Rechnung ergibt sich

o(t) = — 2 (1 - tp)
1—t+t+p (1-p)

Durch Partialbruchzerlegung und Taylorentwicklung sind nun die P(T = n) prinzipiell
berechenbar, aber es ist einfacher, ET = g'(1—) direkt zu bestimmen. Es ist

1-p"

g9(1-) = pr(1-p)

Zur Illustration geben wir in Tabelle 7.1 ein paar Werte von ET an, die man fiir den
Miinzwurf bzw. den Wiirfelwurf bei einem Wurf pro Sekunde erhilt.

ET
p=1/2|p=1/6
1 Min. | 2,6 Std.
10 | 34 Min. | 28 Monate
15 | 18 Std. | 18098 Jahre
20 | 24 Tage | 141 Mill. Jahre

Tabelle 7.1 (nach Feller (1950), I, S. 300)

Nun leiten wir ein paar einfache Rechenregeln fiir erzeugende Funktionen ab, die beim
Studium von Summen von unabhingigen Zufallsvariablen niitzlich sind.
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Satz 7.4 Sind X und Y unabhingige Zufallsvariable mit Werten in Z*, so gilt fiir die
erzeugenden Funktionen zu X,Y und X +Y

9x+v(t) = gx(t) gv ().
Beweis: Da tX und ¢t¥ unabhingig sind, ist E(tX+Y) = EtXtY) = E@¢X)E(tY). O
(Ein zweiter Beweis ergibt sich leicht mittels der Faltungsformel (Satz 5.6).)

Beispiel: Ist P(X; =1) =p=1- P(X; =0), so ist offenbar gx,(t) = (1 — p) + pt. Die
erzeugende Funktion der Summe S,, von n Bernoulli-verteilten Variablen Xj, ..., X,,
d.h. die der b, ,-Verteilung, ist also ((1 —p) + pt)".

Als néchstes betrachten wir Summen von unabhingigen Zufallsvariablen, fiir die die
Anzahl der Summanden selbst zuféllig sein darf. Solche Summen treten in der Praxis nicht
selten auf. Z.B. ist die bei einer Versicherung gemeldete Gesamt-Schadenshéhe die Summe
der Schadensh6hen aus den einzelnen Schadensfillen, und die Zahl der Schadensfille ist
zufillig.

Seien X1, X5, ..., T unabhingige Zufallsvariable mit Werten in Z*. Die X; sollen alle
die gleiche Verteilung und damit auch die gleiche erzeugende Funktion gx,(t) = g(¢t)
haben. Sei So =0 und S, = X; + ... + X,. Sei ferner Sr(w) = Sp(,)(w).

Satz 7.5 Unter den genannten Bedingungen gilt fir die erzeugende Funktion gs, von
St
957 (t) = g7 (9(t)) - (7.3)

Beweis: Wegen der Unabhéngigkeit von T und S, ist

P(Sr=k) = iP({Tzn}ﬂ{Sn — k) = iP(T:n)P(Sn = k).
n=0 n=0

Nach dem vorigen Satz ist gg, (t) = g(¢)™. Also ist

9so(t) = iP(ST = k)t*
k=0
= iP(Tz n) (ip(sn = k)tk)
n=0 k=0
= S P(T=n)(9(t))" = gr(a(?)). N

Beispiele: (a) Ein radioaktives Priparat sendet in einer Minute T Teilchen aus. Fiir
jedes davon ist die Wahrscheinlichkeit, dass es von einem Messgerit wahrgenommen
wird, gleich p. T ist Poisson-verteilt mit Parameter A > 0. Sei X; = 1, wenn das i-te
Teilchen wahrgenommen wird, und gleich 0 sonst. X7, X3, ... ist Bernoulli-verteilt, und
St die Zahl der registrierten Teilchen. Also ist g(t) = 1 — p + pt, gr(t) = e* =1 und
9sr(t) = exp(A(1 —p + pt — 1)) = exp(Ap(t — 1)), d.h. S7 ist Poisson-verteilt mit
Parameter Ap.
(b) Fiir die Zufallsvariablen in Satz 7.5 gilt die waldsche Identitit
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E(Sr) = (ET) (EX4). (7.4)

Nach der Kettenregel ist ndmlich g5 (t) = 97 (g9(t)) ¢'(t), und beim Grenziibergang
t - 1 — 0 strebt g(¢) gegen 1. Setzt man 0-co = oo -0 = 0, so ist dabei sogar ge-
stattet, dass ET oder EX; oder beide unendlich sind.

Verzweigungsprozesse

Eine schone Anwendung erzeugender Funktionen ist die Bestimmung der Aussterbewahr-
scheinlichkeit bei Verzweigungsprozessen.

Francis Galton studierte 1873 das Phinomen des Aussterbens beriihmter Familienna-
men. Er stellte die Frage nach der Wahrscheinlichkeit des Aussterbens der ménnlichen
Linie der Nachkommenschaft eines Mannes, wenn dieser und jeder seiner S6hne, Enkel
usw. unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlichkeit p; genau k Séhne hat.

Er fand Unterstiitzung bei Reverend Henry William Watson, der 1874 mit Hilfe von er-
zeugenden Funktionen eine (nicht ganz fehlerfreie und erst viel spater korrigierte) Losung
des Problems gab. Erst 1972 wurde entdeckt, dass Irénée Jules Bienaymé das gleiche Pro-
blem schon 1845 beantwortet hatte.

Sei Zg = 1. Ist Z,, die Anzahl der ménnlichen Nachkommen (in méannlicher Linie) in

(j

der n-ten Nachkommengeneration, und hat der j-te dieser Nachkommen X 21 Séhne, so

n
15t

Zn
Znt1 = Z x{), . (7.5)
=1

Es ist bequem anzunehmen, die XT(LQI seien auf ganz () definiert, obwohl die gegebene
Interpretation natiirlich nur auf {Z, > j} giiltig ist. (Sonst miisste man mit bedingter
Unabhéngigkeit arbeiten.)

Seien also {X,gj )on > 1} unabhingige Zufallsvariable mit P(X,(lj ) = k) =pr (k> 0),
und sei Z, rekursiv durch Z; = 1 und (7.5) definiert. (Z,) heift dann Bienaymsé-
Galton-Watson-Prozess, oft traditionell auch Galton-Watson-Prozess. ¢, = P(Z, =
0) ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in der n-ten Generation in der minnlichen Linie
keine ménnlichen Nachkommen mehr gibt. Da aus Z,,(w) = 0 offenbar Z,, 1 (w) = 0 folgt,
ist gn+1 > qn. ¢ = lim g, ist die gesuchte Aussterbewahrscheinlichkeit.

[Bemerkung: Bisher kénnen wir noch keinen Wahrscheinlichkeitsraum angeben, auf dem unendlich

viele unabhingige X,(LJ) definierbar sind. Diese Problematik lassen wir hier beiseite. Gibt es ein kg € IN
derart, dass py = O fiir alle k > ko ist, so hat niemand mehr als kg S6hne und zur Definition von Z,, fiir
n < N < oo benétigen wir dann nur endlich viele unabhingige Zufallsvariable. In diesem Fall lidsst sich
also schon mit unseren bisher verfiigbaren Mitteln ein Modell angeben.]

Heute interessiert man sich fiir Verzweigungsprozesse, von denen die obigen Prozesse
den einfachsten Fall darstellen, natiirlich nicht wegen der Familiennamen, sondern weil
dhnliche Verzweigungen auch in anderen Situationen auftreten. Z.B. macht ein Neutron
bei der Kernspaltung eine zufillige Zahl weiterer Neutronen frei.

Bestimmung der erzeugenden Funktion von Z,,: Da die X,(Lj ) alle die gleiche Ver-
teilung haben, haben sie auch alle die gleiche erzeugende Funktion

g(t) = Zpk t*.
k=0
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Bezeichnet h,, die erzeugende Funktion von Z,,, so ist wegen P(Zy = 1) = 1 natiirlich
ho(t) = t. Aus der rekursiven Definition (7.5) folgt nach Satz 7.5

hnsa(t) = ha(9(1))

Also ist hq(t) = g(t), ha(t) = (g o g)(t) und allgemein h,(t) = (gogo ... o g)(t) die
Funktion, die man durch n-fache iterierte Anwendung der Abbildung g erhélt. Offenbar
ist hnt1(t) = g(hn(t)). Nach Satz 7.2 ist P(Z, = 0) = h,(0) und daher

q =limh,(0).
Damit haben wir bei gegebenem ¢ nur noch ein rein analytisches Problem zu 16sen.

Bestimmung der Aussterbewahrscheinlichkeit: Ist p; = 1, so wird immer mit
Wahrscheinlichkeit 1 genau ein Sohn geboren, und es gilt ¢ = 0. Dies ist ein Sonderfall.

Satz 7.6 Die Aussterbewahrscheinlichkeit q ist die kleinste nichtnegative Lésung der
Gleichung g(t) =t. Ist ¢'(1) <1 und p; <1, soist ¢ =1; ist ¢’(1) > 1, so ist ¢ < 1.
(' (1) ist die erwartete Zahl der Séhne jedes Mitglieds der Nachkommenschaft. Der
Prozess stirbt also — abgesehen vom Fall py =1 — mit Wahrscheinlichkeit 1 aus, wenn
im Mittel hochstens ein Sohn geboren wird, und sonst nur mit Wahrscheinlichkeit < 1.)

Beweis: Aufgrund der Stetigkeit von g ist
g(q) = g(lim hn(o)) = limg(hn(())) = lim hn+1(0) =q.

q ist demnach Losung der Gleichung g(t) = t. Ist u > 0 eine weitere Losung, so ist
u = g(u) > g(0) = h1(0), und durch Induktion folgt aus u > h,(0) dann u = g(u) >
g(hn(0)) = hn41(0). Durch den Grenziibergang n — oo ergibt sich u > ¢. Damit ist die
erste Teilaussage bewiesen.

: /

9(t)

a) ¢'(1)<1 b) 4¢'(1)>1

Bild 7.1 Bestimmung der Aussterbewahrscheinlichkeit

Ist po + p1 = 1, so kann in jeder Generation maximal ein mannlicher Nachfahre exi-
stieren. Aus P(Z,41 = 1) = P(Z, = l)P(X,(11+)1 = 1) = p1 P(Z, = 1) folgt induktiv
P(Z, =1) = p?. Damit gilt ¢ = lim(1 —p7). In diesem Fall ist ¢'(1) = p; < 1. Ist p; < 1,
so ist ¢ = 1.
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Sei also nun py + p; < 1. Dann ist mindestens eins der py mit k > 2 positiv. ¢'(t) =
> e, kpkt*~1 ist dann auf [0, 1) strikt monoton und g(t) dort strikt konvex. Die

Gleichung ¢(¢) = t kann dann maximal zwei Losungen haben. Wir betrachten wieder
zwei Fille; siehe Bild 7.1a) und b).

Zu a): Ist ¢'(1) < 1, soist ¢'(t) < 1 fir 0 < t < 1. Nach dem Mittelwertsatz muss
dann g(t) in (0, 1) strikt oberhalb der Diagonalen verlaufen. Also ist 1 die einzige Lésung
von ¢(t) =t und damit ¢ = 1.

Zu b): Ist g’(1) > 1, soist g’(¢) > 1 fiir hinreichend nahe bei 1 liegende ¢t < 1. In diesem
Bereich muss die Funktion g(¢) dann unterhalb der Diagonalen verlaufen. Ist pg > 0, so
muss nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ < 1 mit g(t) = t existieren. Da ¢ die kleinste
nichtnegative Losung von ¢(t) =t war, ist 0 < ¢ < 1. (Watson hatte diese Lésung nicht
bemerkt und geschlossen, dass alle Familiennamen irgendwann aussterben.) Ist py = 0,
so ist g(0) = 0 und also ¢ = 0. O

Aufgaben

1. Sei T eine Zufallsvariable mit Wertebereich {2,3, ...} und P(T = k) = ¢/(k? (k—1)). Bestimmen
Sie ET mit Hilfe der erzeugenden Funktion.

2. T,X1,Xa2, ... seien unabhingige Zufallsvariable mit Werten in Zt und erzeugenden Funktionen
gr und g = gx,, fiir die E(T?) und E(X?) existieren. Zeigen Sie:
Var(St) = Var(T) (EX1)? 4+ (ET) Var(X1). (L)

3. Zo,Z1, ... sei ein Verzweigungsprozess mit Zo = 1, EZ; = p und Var(Z;) = 02 < co. Man zeige
(mit Hilfe von Aufgabe 2):
a’) EZ'n = /J/n )

n—1
b) Var(Z,) =o? Z pun itk (n e N).
k=0

4. Fiir die Nachkommenverteilung eines Bienaymé-Galton-Watson-Prozesses mit Zp = 1 gelte py =
p(1 —p)* = P(Z1 = k). Wie groB ist die Aussterbewahrscheinlichkeit?

5. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion einer negativ binomialverteilten Zufallsvariablen, indem
Sie diese als Summe von unabhingigen Zufallsvariablen darstellen.

6. Seien X1,X32,... unabhingig mit P(X; = 1) = p, P(X; = -1) =1—-p (0 < p < 1). Sei
Si=Xi4 ...+ X, und wl) = P(S; <k, 83 <k, ...,Sn_1 <k, Sn = k) (k > 1). Zeigen Sie
fiir die erzeugende Funktion g(¥) von (w&k)), dass g(¥) = gk mit g = g(1) ist. Zeigen Sie ferner
g9(t) = pt + (1 - p)tg*(t). (L).
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§ 8 Entropie und Codierung*

Wir wollen wenigstens kurz auf einen Begriff der Stochastik eingehen, der weniger an-
schaulich ist als z.B. die Begriffe Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit, der aber eben-
falls fundamentale Bedeutung hat: den Begriff der Entropie. Er ist eng mit dem der
Information verkniipft.

Unser Ziel ist es, die Unbestimmtheit des Ausgangs eines Zufallsexperiments auf sinn-
volle Weise quantitativ zu fassen. Wir fragen zunichst, wie viel Aufwand nétig ist, um das
Ergebnis eines Zufallsexperiments mitzuteilen. Das Ergebnis eines Miinzwurfexperiments
lasst sich mitteilen, indem man eine Null oder eine Eins iibermittelt. Das Ergebnis eines
Experiments mit vier gleichwahrscheinlichen Ausgéngen lasst sich mitteilen, indem man
eine der Folgen 00, 01, 10 oder 11 iibermittelt, also eine 01-Folge der Lange 2. Ein sol-
ches Experiment konnte z.B. in der Ausfiihrung von zwei Wiirfen einer Miinze bestehen.
Dies legt es nahe, als Maf} fiir die Unbestimmtheit eines Zufallsexperiments die Linge
der 01-Folge zu wihlen, die man braucht, um das Ergebnis anzugeben. Diese Uberlegung
weist in die richtige Richtung, aber es ist zweckméifig, sie noch zu modifizieren.

Fassen wir die Buchstaben eines Textes als Ergebnisse von Zufallsexperimenten auf,
die z.B. ein Funker zu iibermitteln hat, so wird er die Buchstaben so ,codieren“, dass
die haufiger auftretenden Buchstaben kurzen Morsefolgen entsprechen. Ahnlich arbeiten
Datenkomprimierungsprogramme. Man ist daran interessiert so zu codieren, dass die
erwartete Lange der codierten Nachricht minimal ist. Wir wollen nun untersuchen, was
sich in dieser Hinsicht bei bekannter Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der
Nachrichten erreichen lisst.

8.1 Der Quellen-Codierungssatz

Sei X' eine nichtleere endliche Menge und A = {0,1, ..., D — 1} eine Menge mit D > 2
Elementen. Wir nennen A Alphabet.

Ein Code ist eine injektive (d.h. eineindeutige) Abbildung von X in die Menge der
nichtleeren endlichen Folgen von Elementen aus A.

Ist zB. X = {1,2,3,4} und A = {0, 1}, so ist die Abbildung

1—¢(1)=0
2 ¢(2) = 10
3 ¢(3) = 110 (8.1)
4 c(4) = 111
ein Code. Wir lassen manchmal die Kommas und die Klammern in der Folge c(z) =
(c1(z), c2(z), ..., cn(z)) weg, wenn keine Missverstindnisse entstehen kénnen.
Besteht eine Nachricht aus einer Folge z1,zs, ..., zx von Elementen von X, so kann
man sie codieren, indem einfach die Codewoérter c(z,), c(z2), ..., c(zx) hintereinander

geschrieben werden. Zur Folge (2,1, 4) gehért dann die Folge 100111.

Der Code (8.1) hat eine angenehme Eigenschaft: Kein Codewort ist Anfangsstiick eines
anderen Codewortes. Solche Codes nennen wir Prifixcodes. Hat ein Code diese Eigen-
schaft, so lésst sich aus der codierten Nachricht die Nachricht eindeutig zuriickgewinnen:
Ist (a1,a2, ...,ax) die codierte Nachricht, so ist genau eine der Teilfolgen (ay, ..., a;) ein
Codewort c(z1). Man notiert z; und sucht in der verkiirzten Folge (ai+1, - - ., ax) analog
c(xz), auf, usw. Man iiberlegt sich leicht Beispiele von Codes, die nicht Prifixcodes sind,
und fiir die dennoch jede Nachricht eindeutig (z.B. von hinten) decodiert werden kann.
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Betrachtet man den klassischen Morse-Code als Code, der mit den Symbolen ,-“ und
,—" codiert, so sind Nachrichten, die aus mehreren unmittelbar hintereinander geschrie-
benen Codewortern bestehen, nicht decodierbar. In Wirklichkeit arbeitet der Morse-
Code mit dem Alphabet {-, —, o}, wobei ,o“ fiir ,Pause“ steht. Der Buchstabe a
wird z.B. durch ,,- — o“ codiert. Wird eins der Symbole dafiir reserviert, das Ende eines
Codewortes zu signalisieren, so ist der Code natiirlich Préifixcode.

[Wir verlieren nichts, wenn wir uns auf Prifixcodes einschrinken, denn zu jedem Code, fiir den al-

le Nachrichten eindeutig decodiert werden konnen, gibt es einen Prifixcode mit genau den gleichen
Wortliangen. Ein Beweis dieser Aussage findet sich z.B. bei Jacobs (1983).]

Einen Prifixcode, dessen maximale Wortldnge N ist, kann man konstruieren, indem
man die Folgen (aj, ...,a,) mit n < N und a; € A in Form eines Baumes hinschreibt;
siehe Bild 8.1.

Der Code (8.1) besteht aus den unterstrichenen 01-Folgen. Die Prifix-Eigenschaft be-
deutet, dass, wenn ein Verzweigungspunkt als Codewort gewahlt wurde, an Asten, die
von diesem Punkt ausgehen, keine weiteren Codeworte mehr vorkommen.

Satz 8.1 (Ungleichung von Kraft) Finen Prdfizcode mit Wortlingen ni, ...,npy zur
Alphabetlinge D g¢ibt es genau dann, wenn

M
Y D™<1 (8.2)
i=1

1st.
—3
HI 2
5
h
e L1
~-0
Bild 8.1 Codewortbaum
Beweis: Wir zeigen zuerst, dass (8.2) hinreichend ist. Dabei kénnen wirn; <n; < ... <

npr annehmen. Sei ¢(z;) die Folge, die aus n; Nullen besteht. Im Baum zur Alphabetlinge
D und zur maximalen Wortldnge n s liegt der zu dieser Folge gehorige Punkt auf Hohe
n; ganz links. Durch Wahl dieses Codewortes ist fiir jedes h > n; der Anteil D~™! der
D" auf Héhe h liegenden Punkte von der Wahl als Codewort ausgeschlossen, und zwar
diejenigen D"~™ Punkte, die am weitesten links liegen. Als c¢(z3) wihlt man den am
weitesten links liegenden noch verfiigbaren Punkt der Hohe ny. Nun sind fiir A > nq
die D" (D™ + D~") am weitesten links liegenden Punkte der Hohe h fiir die weitere
Wahl von Codeworten ausgeschlossen. So macht man weiter. Ist m < M und sind m
Codeworte auf die angegebene Weise bestimmt, so sind fiir A > n,, die am weitesten
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links liegenden D® (D~ + ... + D~"m) Punkte der Hohe h ,verboten“. Wegen (8.2)
muss mindestens einer noch verfiigbar sein. Man wéhlt auf Héhe n,,+; den am weitesten
links liegenden noch verfiigbaren Punkt. Die zugehorige Folge (aq, ..., an,,,,) wird als
Codewort ¢(x,+1) gewéahlt.

Die andere Richtung des Beweises ist noch einfacher. Ein Codewort der Lange n,,
gehort zu einem Punkt der Hohe n,,. An den von diesem Punkt ausgehenden Asten gibt
es D™ ~"m Punkte zur maximalen Hohe njy,. Da es sich um einen Prifixcode handelt,
miissen die auf diese Weise verschiedenen Codeworten zugeordneten Punkte maximaler
Hohe verschieden sein. Da es nur D™™ Punkte maximaler Hohe gibt, ist

M
Y prumrm < D

m=1

Daraus folgt (8.2). O

Um die erwartete Wortlange optimaler Prifixcodes abzuschitzen, bendtigen wir noch

Lemma 8.2 Sind P und Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf X, so gilt

—Y P(z)log P(z) < - > P(z)log Q(z
und Gleichheit gilt genau im Fall P = Q). (Dabei sei 0 log0 =0.)

Beweis: Wegen log, t = log, e log, t ist es egal, zu welcher Basis wir den Logarithmus
wéhlen. Sei im Moment e die Basis. Es gilt log(1 + ¢t) < ¢, und Gleichheit gilt nur fiir
t = 0, denn die zweite Ableitung von logy ist strikt negativ, die erste Ableitung hat in
y = 1 den Wert 1, und es ist log1 = 0.

Bezeichne Y’ die Summe iiber alle z mit P(z) > 0. Es gilt

, Q) _ Q) - P)) _
3 Pla) g 3 = 7' Ple) tog (14 X0 < 3V (@e) - P@). (89

Ist fiir ein z mit P(z) =0 Q(z) > 0,s0ist Y. Q(z) < 1= 3" P(x). Dann ist die rechte
Summe in (8.3) negativ. Ist fiir ein z mit P(z) > 0 Q(z) # P(z), so ist die Ungleichung
in (8.3) strikt. Wir sehen also, dass die linke Seite in (8.3) < 0 ist, und im Fall P # Q
sogar < 0. Dies ist die Behauptung. O

Definition 8.3 Ist P Wahrscheinlichkeitsmafl auf X, so heifit

Z P(z) log, P(x)

TeEX
die Entropie von P.

In der Informationstheorie wird gew6hnlich der Logarithmus zur Basis 2 zugrundege-
legt, und dem schliefen wir uns nun hier an. Es ist nur eine Normierungsfrage. Schreibt
man Hy(P), wenn die Basis b gewahlt wird, so ist offenbar Hy,(P) = (log, 2) H(P).

Sind Px und Px, y die Verteilung von X und die gemeinsame Verteilung von (X, Y), so
schreibt man auch H(X) statt H(Px) und H(X,Y) statt H(Px,y). Fiir einen
Code c sei n(zx) die Lange des Codeworts c(z) und En = Y P(z)n(z) die erwartete
Codewortlénge. Der folgende Satz sagt uns ziemlich genau, was erreichbar ist:
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Satz 8.4 (Quellen-Codierungssatz) Ist ¢ ein beliebiger Prifizcode zu einem Alphabet mit
Alphabetlinge D, so gilt Hp(P) < En. Es gibt einen Prifizcode ¢ mit En < Hp(P) + 1.

—n(z)

Beweis: Ist c ein Préifixcode, so folgt aus der Ungleichung von Kraft fir o = Y D
die Ungleichung o < 1. Durch

Q(z) = D™ /o
ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl ¢) auf X’ definiert. Nach Lemma 8.2 gilt

—> P(z)logp, Q(z) = Y _P(z)n(z)+ Y _ P(z) logpo < En.

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn ¢ = 1 und P = Q ist, also im Fall P(z) = D—™(=),

Ist P gegeben, und hat P diese Form, so existiert nach der Ungleichung von Kraft
ein Prifixcode mit den Wortlangen n(z). Zu gegebenem P existiert ein Prifixcode mit
Hp(P) = En also genau dann, wenn — logp, P(z) fiir jedes z eine ganze Zahl ist. Im
allgemeinen Fall sei, wenn P gegeben ist, n(z) die kleinste ganze Zahl > —log, P(x).
Dann gilt D~™(®) < P(z) fiir alle  und also (8.2). Zu diesen Wortlingen existiert also
ein Préfixcode c. Die Abschitzung

Zn(m) P(z) < ZP(w) (—logp P(z) +1) = Hp(P) +1
zeigt, dass c¢ die geforderte Eigenschaft hat. O

Der so konstruierte Code ¢ braucht nicht optimal zu sein. Er wird aber ausreichen,
um im Folgenden zu zeigen, dass H(P) ein natiirliches Ma8 fiir die mit der Verteilung P
verbundene Ungewissheit ist.

8.2 Anwendung auf mehrstufige Zufallsexperimente

Wir betrachten nun zunéichst ein paar einfache Eigenschaften der Entropie. Da die Funk-
tion —zlogz im Einheitsintervall nichtnegativ und stetig ist, ist auch H(P) nichtnegativ,
und bei stetiger Anderung der P(z) &ndert sich H(P) stetig. Hat X M Elemente, und
setzt man in Lemma 8.2 Q(z) = 1/M, so folgt

H(P)<-) Pz 1og2 = log, M .
Gleichheit gilt genau dann, wenn alle P(z) gleich 1/M sind.
Satz 8.5 Fir Zufallsvariable X, Y mit endlich vielen Werten gilt
H(X,Y)<H(X)+H(Y),
und Gleichheit gilt genau dann, wenn X und Y unabhdngig sind.
Beweis: Hat X die Werte z1, ...,z und Y die Werte vy, ..., yn, so sei
p(i,j) =P(X =2;,Y =y;), pi=PX =1;) und gq; =P(Y =y;).

Nach Lemma 8.2 ist
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HXY) = =33 p(i,5)logp(i,j)

< —Zzp(i,j)log(pi aj)
_ —ZZp i,7)log p; — ZZp (i,7) log g
= —Zpllogp, qulogqj = H(X)+H(Y)
Gleichheit gilt genau im Fall p(i, j) = p; g; . O

Man nennt I(X ||Y) = H(X)+ H(Y) — H(X,Y) die Information von Y iiber X. Sie
ist ein Maf} der Abhéngigkeit von X und Y. Offenbar ist I(Y || X) = I(X || Y).
Durch Induktion folgt aus Satz 8.5

K

H(Xy, ..., Xk) <Y H(X).
k=1

Im Fall der Unabhéngigkeit gilt Gleichheit. Beschreiben die Zufallsvariablen X die Er-
gebnisse von K identischen unabhingigen Teilexperimenten, so ist also H(X4, ..., Xk) =
K H(X,).

Es gibt nach Satz 8.4 einen Prafixcode fiir das Gesamtexperiment, dessen erwartete
Codewortlange < K H(X,) + 1 ist. Die pro Teilexperiment benétigte erwartete Code-
wortlange ist also < H(X;) + 1/K. Andererseits ist sie nach der unteren Abschitzung
fir jeden Préfixcode > H(X,). Fiir K — oo ist also H(X;) genau die pro Teilexperi-
ment benstigte erwartete Zahl der Symbole, die man zur Ubermittlung der Ergebnisse
braucht. Die Abschétzung H(X;) + 1/K fiir die pro Teilexperiment bendstigte erwartete
Zahl der Symbole bleibt sogar richtig, wenn die Teilexperimente abhéngig sind. Die X
miissen nur alle die gleiche Verteilung haben.

Verwandte Fragen: Dem Entropiebegriff kann man sich noch auf verschiedene andere Arten nihern.
Der hier gewéhlte Zugang ldsst sich auch so fassen: Wie viele nur mit Ja oder Nein zu beantwortende
Fragen muss man stellen, um das Ergebnis eines Zufallsexperiments zu erfragen? Hat man einen Code
¢ zum Alphabet {0,1}, so kénnte die erste Frage lauten: ,Ist c;(z) = 1?“ Hat man ein erfolgreiches
Fragesystem, so kann man c;(z) = 1 fiir die = setzen, fiir die die erste Frage mit Ja zu beantworten ist.
Man iiberlegt sich leicht, dass durch Fortsetzung dieses Verfahrens jedem erfolgreichen Fragesystem ein
Code zugeordnet werden kann und umgekehrt. Die erwartete Zahl der benétigten Fragen entspricht der
erwarteten Codewortldnge. Eine weitere Interpretation ergibt sich in der Informatik, wenn man fragt:
» Wie viel Bits benotigt man im Mittel, um das Ergebnis eines Zufallsexperiments abzuspeichern?*

In der von C. E. Shannon 1948 in einer bahnbrechenden Arbeit begriindeten Informationstheorie geht
es dann vor allem darum, Nachrichten so zu codieren, dass durch die Nachrichteniibertragung verursachte
Fehler erkannt und korrigiert werden kénnen.

Vielleicht reicht dies, um die Neugier zu wecken. Elementare Einfiihrungen haben Jaglom-Jaglom
(1960) und Topsge (1974) gegeben. Ausfiihrlicher ist Ash (1965). Ein Standardwerk ist das Buch von
Gallager (1968). Ein geeignetes deutschsprachiges Lehrbuch ist Mathar (1996).

Aufgaben

Alle Zufallsvariablen XY, ... sollen nur endlich viele Werte haben.

1. Mit der Notation aus dem Beweis von Satz 8.5 sei p(j|i) = P(Y = y; | X = z;), H(p(-|7)) =
—22;P(j 1) loga p(j]%) und H(Y | X) = 35 pi H(p(+|4)). (Dannist H(Y' | X) = H(X,Y)—-H(X).)
Man zeige:
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a) H(Y,Z|X) = H(Y |X) + H(Z|X,Y),
b) H(Z|X,Y)< H(Z|X).
2. Sei Y = g(X) eine beliebige Funktion von X. Man zeige: H(Y) < H(X). (L)

3. Der aus den folgenden Codeworten bestehende Code ist kein Préfixcode: ab, bc, aaa, ca, b. Ist
dennoch jede Nachricht eindeutig entzifferbar?

4. Seien X1, X2, ... unabhingig identisch verteilt, H := H(X1). Man zeige, dass es zu jedem € > 0
und fiir hinreichend groBles n eine Menge Ty, von Folgen (z1, ..., zn) gibt mit

P((Xl, ...,Xn)eTn) >1—¢

und

card(T,,) < 2(H+e)n
(Wenn man eine Menge von Nachrichten mit Gesamtwahrscheinlichkeit ¢ wegldsst, reichen
2(H+e)n Codewdrter.)
Anleitung: Sei kn(i,z) die Hiufigkeit von 7 in £ = (z1, ...,zn). Fiir hinreichend kleines § > 0
kann man die Folgen z mit |kn(3,z) — n P(X1 = 1)| < né (fiir alle Werte i) nehmen.

5. Sei A > 1 und P, die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen P = (px)ren auf IN mit
vorgegebenem Erwartungswert A. Sei Q = (qx)xen definiert durch g = (1 — 1/A)*~1 /). Zeigen
Sie H(Q) = sup{H(P) : P € P,}. (Hinweis: Lemma 8.2 und Q € P,.) (L)

6. Sei X :={1,2,3,4,5} und A := {a, 3,7} Sei c der Code mit ¢(1) = af, c(2) = B, ¢(3) = aaa,
c(4) = 7a, c(5) = .
a) Warum ist ¢ kein Prifixcode?
b) Ist trotzdem jede Nachricht eindeutig entzifferbar?
c) Gibt es einen Prifixcode mit den gleichen Wortlingen?



120 Kapitel I Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

§9 Laufzeitanalysen von rekursiven Algorithmen*

In diesem Abschnitt wollen wir eine erste Einfithrung in ein Thema geben, das angesichts
des Vordringens der Computer von grofler Bedeutung ist. Uns interessieren Aussagen
iber die Laufzeit von rekursiven Algorithmen. Als Beispiel dienen Sortieralgorithmen.
Die Resultate dieses Abschnitts werden in den verbleibenden Teilen des Buches nicht

benotigt.
Héaufig stellt sich das Problem, eine grofiere Zahl von Daten in eine wohldefinierte
Reihenfolge zu bringen, z.B. eine Namensliste alphabetisch zu ordnen. Sind zq, ..., z,

die Daten in der Reihenfolge ihrer Beobachtung, so gelte fiir eine Permutation = =
(71, ..., ) von (1, ...,n)
Try <K ZTpp, < ... < Tp,,,

und es ist unsere ,Sortieraufgabe“, die Permutation, die dies leistet, herauszufinden,
indem wir paarweise Vergleiche durchfiihren. Man kénnte etwa z; mit x, vergleichen,
dann den grofleren der beiden Werte mit z3 usw. Wir lassen zu, dass der Algorithmus
selbst Gebrauch vom Zufall macht.

Bei der Frage nach der alphabetischen Ordnung wire z,, der Name, der alphabetisch
an erster Stelle stdnde. Da der Algorithmus nur Vergleiche anstellt und sonst keine In-
formation verwerten kann, konnen wir hier annehmen, z,, ..., z, sei eine Permutation
von 1, ...,n. (Ordnet man Worter alphabetisch, so wird man das Wort ,Zyste“ gleich
,weit hinten“ einordnen, aber solche Schliisse aus der Beobachtung einzelner z; sind hier
nicht erlaubt.)

Die Laufzeit L,, eines Sortieralgorithmus sei daher definiert als die Zahl der paarweisen
Vergleiche, die bis zur Losung der Sortieraufgabe durchzufithren sind. L,, hingt von der
(moglicherweise zufilligen) Reihenfolge der zu ordnenden Daten und gegebenenfalls von
den Zufallsschritten im Algorithmus ab.

Wir wollen hier die Algorithmen Mergesort und Quicksort betrachten. Beides sind
Algorithmen vom ,,divide and conquer“- Typ. Die Datenmenge wird geteilt, der Algorith-
mus wird auf die Teilmengen angewandt, und dann benétigt man zusitzliche Schritte, um
die Losungen der Teilprobleme zu einer Losung des Gesamtproblems zusammenzufiigen.

(a) Mergesort: Der Grundgedanke von Mergesort besteht darin das Sortieren einer
langen Liste von Daten induktiv auf das Sortieren kiirzerer Listen zuriickzufiihren. Um
zwei bereits geordnete Teillisten zu einer geordneten Gesamtliste zusammenzufiigen (,,to
merge“), geht man dabei wie folgt vor:

1. Vergleiche die jeweils kleinsten Zahlen beider sortierten Teillisten.

2. Entferne die kleinere der beiden Zahlen aus der Liste und speichere sie als kleinstes
Element einer Zielliste ab.

3. Wende dieses Verfahren rekursiv auf die nach und nach kiirzer werdenden Teillis-
ten an, bis eine davon leer ist. Die verbleibende Teilliste wird der Zielliste ,,oben*
angefiigt.

Sei hier der Einfachheit halber n = 2™ eine Zweierpotenz. Dann kann man in jedem
Schritt die Listenldngen halbieren. Mergesort fiihrt rekursiv die folgenden Schritte aus:

(M1) Aufteilung der Liste der Daten in zwei gleichgrole Teillisten.

(M2) Anwendung von Mergesort auf jede der beiden Teillisten.
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(M3) Erstellen der geordneten Gesamtliste nach dem oben beschriebenen Schema.

Bezeichnet M,, die Laufzeit von Mergesort, M/, die Laufzeit, die zur Sortierung der
ersten Teilliste bendtigt wird, M,,/, die Laufzeit, die zur Sortierung der zweiten Teilliste
benétigt wird, und Z,, die zum Ineinandersortieren fertig sortierter Teillisten benotigte
Zeit, so gilt

MnZMn/2+Mn/2+Zn. (91)

Offenbar ist M7 = 0, denn Listen der Lange 1 sind stets geordnet. Bevor wir irgendwelche
wahrscheinlichkeitstheoretischen Annahmen machen, konnen wir die Schliisselgleichung
(9.1) benutzen, um Abschitzungen von M,, nach oben und nach unten anzugeben.

Zum Ineinandersortieren von bereits geordneten Listen mit s und ¢ Elementen benétigt
man mindestens s A ¢ = min(s,t) Vergleiche, denn der giinstigste Fall ist der, dass bei
jedem Vergleich das Element aus der kiirzeren Liste in die Zielliste gelangt. Die Anzahl
der Vergleiche ist hochstens s+t —1. Dieser Wert tritt dann auf, wenn so lange wie moglich
bei jedem Vergleich ein Element aus einer Liste mit noch mindestens 2 Elementen in die
Zielliste gelangt.

Wendet man dies mit s =t = n/2 an, so ergibt sich n/2 < Z,, < n — 1. Hieraus folgt
induktiv

m2™m < M, < (m—-1)2™+1, (9.2)

indem man die Induktionsvoraussetzung auf M, , und M, ,2 anwendet. Man nennt dies
die Abschéitzungen fiir den giinstigsten und ungiinstigsten Fall.

Diese Fille sind oft nicht typisch. Von groflerem Interesse ist daher der ,,durchschnitt-
liche“ Fall. Wir betrachten daher nun die Daten als zuféllig. Jede Permutation sei gleich-
wahrscheinlich. (Ist diese Voraussetzung nicht realistisch, so kénnte man sie erfiillen,
indem man die Daten vor dem Sortieren einer zufélligen Permutation unterwirft.)

T = (z1,T2, ..., Ty) sei also das Ergebnis einer zufilligen Permutation von (1,2, ..., n).
Eine solche zufillige Permutation konnen wir wie folgt erzeugen: Sei | = n/2. Zuerst
wird eine Menge A = {a1, az, ...,a;} mit a1 < a2 < ... < q; aus {1,...,n} aus-

gewéhlt, so dass jede Teilmenge A mit card(A) = [ gleichwahrscheinlich ist, also die

Wahrscheinlichkeit (’l‘) ~! hat. Dann wihlt man unabhingig von der Wahl von A und un-
abhéngig voneinander Permutationen (¢1,02, ...,07) von (1,2, ...,l) und (1141, - - -, 7n)
von (I + 1,1+ 2, ...,n), beides mit Gleichverteilung. Seien a;11 < aj42 < ... < a, die
Elemente von A€ in aufsteigender Ordnung. Setze z; = a,, fir 1 <i <!l und z; = ar;
fuir { +1 < j < n. Wir kdnnen nun also annehmen, die zufillige Permutation z sei auf
diese Weise zustandegekommen.

M;(z) hangt nun nur von ¢ ab, denn bei einem Vergleich von z; und z; mit 4,5 < I
gilt z; < z; genau dann, wenn o; < ¢, gilt. Analog héngt M;(z) nur von 7 ab. Ferner
héngt Z,(z) nur von der Wahl von A ab, denn vor dem Ineinandersortieren hat man
ja die Teillisten schon einzeln sortiert. Die Zufallsvariablen M;, M; und Z, sind also
stochastisch unabhéngig, und die Verteilung von M; und M; ist genau die Verteilung der
Laufzeit von Mergesort angewandt auf eine zuféllige Permutation von [ (,,aufsteigenden*)
Elementen. Insbesondere haben M; und M, die gleiche Verteilung.

Die Verteilung von M,, ergibt sich nun rekursiv, wenn wir zuerst die Verteilung von
Zy, bestimmen. (Sie ist die Faltung der Verteilungen von M;, M; und Z,.)

Zum Ineinandersortieren der Teillisten A und A° brauchen wir genau dann maximal
n — r Vergleiche, wenn die gréiten r Elemente von {1, ...,n} entweder alle zu A oder
alle zu A° gehoéren (1 < r < [). Die Wahrscheinlichkeit, dass sie alle in A° vorkommen,
ist ("77)/(}), denn dann miissen die ! Elemente von A alle aus {1, ...,n —r} stammen.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass sie alle zu A gehoren ist genauso grofl. Setzen wir 2 = n —r,

so erhalten wir
P(Z,<2)=2 (7)/(7) .

Wir betrachten statt Z, nun Z], =n — Z,. Es ist

rzn=a(7)/0)

Wir setzen g, = P(Z, > r) fir 1 < r <. Unser nichstes Ziel ist die Berechnung des
Erwartungswerts und der Varianz von M,,. Wir benétigen dazu das folgende kombinato-
rische

Lemma 9.1 Fir ganze Zahlen u,v > 0 und w > 1 gilt:

0 L)) o ST =GR

r=1 r=1

Beweis: (a): Fiir v = 0 ist die linke Summe leer und die rechte Seite 0. Also gilt (a). Fiir
v = 1 sind beide Seiten = 1. Die Behauptung folgt dann induktiv mittels (1.21).

(b): Die Félle u = 0 (v, w beliebig, v = 0 (u, w beliebig), w > v und v = 1 sind leicht
direkt nachzurechnen. Dann verwendet man beim Schluss von v auf v 4+ 1 bei gegebenem
u die Aussage fiir v und v und die Aussage fiir v — 1 und v + 1. O

Nach Ubungsaufgabe 2 aus § 3 ist

l l

E(Z)=) 4 E(Z)) =) (2r-1)g,. (9-3)

r=1 r=1
Wenden wir Lemma 9.1(a) mit v = v = | = n/2 an, so erhalten wir fiir n = 2™ mit

m > 1:
l

w0 B ) ) s

Aus der zweiten Gleichung in (9.3) ergibt sich unter Verwendung von Lemma, 9.1

s - SO0 E0)
- 62(?:9 <lZ1)}
l
[ ! ]: 612 _ 6n.2
L) ’” i+l @+ T mr2)(nta)

Offenbar gilt £(Z,) = n— E(Z],) und Var(Z,) = Var(Z},). Die rekursive Gleichung (9.1)
liefert nun
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Satz 9.2 Firn =2" mit m > 1 qilt:

() 3 i 9i—1 (b) Va B i 21121 1_1)
a =n 9i— 1_|_1 r -n 21 1+ (21—1_*_2).

Beweis: (a): Fiir n = 2 wird stets genau ein Vergleich durchgefiithrt. Dann ist m = 1
und auch die rechte Seite in (a) ist gleich 1. Nun erhalten wir induktiv mittels (9.1)

E(Ms,) =2 E(M,) + 2n — E(Z},).

Der Term 2 E(M,) liefert die ersten m Summanden in der Summe, die zu E(M>,,) gehort,
und es ist

2 n
2n — E(Zy )=2n(1- =2 .
n = E(Z2n) n( 2n+2) A

Dies steuert den neuen Summanden bei. B
(b) ergibt sich induktiv aus Var(Ms,,) = Var(M,)+ Var(M,,)+ Var(Zs,) = 2 Var(M, )+
Var(Zs,), wie der Leser leicht nachrechnet. a

Der Faktor von n in der Formel (b) fiir die Varianz konvergiert fiir m — oo gegen eine
Konstante p =~ 0,307. Mittels Tschebyschew folgt P(|M,, — EM,| > a,) — 0, wenn (a,)
eine Folge mit a,//n — oo ist.

Wir erwdhnen nur, dass sich mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes mit Lindeberg-
bedingung (siehe Bauer (1991) oder Géanssler-Stute (1977)) beweisen lasst: Ist

. M,-EM,
" Var(M,)

)

so gilt fiir alle z € R P(M} < z) — ®(z).

(b) Quicksort: Fiir das oben beschriebene Sortierproblem wird hiufig auch ein alterna-
tiver Algorithmus mit Namen , Quicksort“ verwendet, der rekursiv die folgenden Schritte
ausfiihrt:

(Q1) Eine der Zahlen z; (1 <14 < n), die zu ordnen sind, wird zufillig (mit Gleichver-
teilung) ausgewahlt.

(Q2) Es werden durch paarweisen Vergleich mit dieser Zahl z; die Menge M < der z; die
kleiner sind als z; und die Menge M~ der z;, die grofler sind als z; bestimmt. Man
kennt dann die Stelle Z,,, an der das zuféllig gewahlte z; im geordneten Vektor steht.
Zy, ist gleichverteilt auf {1, ...,n} und es ist card(M <) = Z, — 1 und card(M~)
=n-Z,.

(Q3) Der Algorithmus wird auf M< und M~ angewandt, sofern diese noch zu ordnen
sind, also sofern sie aus mindestens zwei Elementen bestehen.

Ist Z, = k, und sind ¥, ..., yx_1 die Elemente von M < in der Reihenfolge, in der sie
in der Folge =z = (z1, ..., z,) stehen, und yx 11, - - ., yn die Elemente von M~ ebenfalls in
der Reihenfolge aus z, so ist jede Reihenfolge von y1, ..., yx—1 und jede Reihenfolge von

Yk+1, - - - , Yn gleichwahrscheinlich, und die beiden Reihenfolgen sind bedingt unabhéngig,
gegeben {Z, = k}.

Als Laufzeit @, des Algorithmus Quicksort bezeichnen wir die (zufillige) Zahl der
bendtigten paarweisen Vergleiche. In Schritt 2 werden n — 1 Vergleiche benotigt.



124 Kapitel I Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Sei Q;n_l die Zahl der Vergleiche, die bei der rekursiven Anwendung fiir das Sortieren
von M < benétigt wird, und sei Q<_ z,, die Zahl der fiir das Sortieren von M > benétigten
Vergleiche. Dann ist

Qn=n-14Q7 +Q7_z, - (9.4)
Der ungiinstigste Fall tritt auf, wenn die zufillig gewdhlte Zahl jedes Mal gerade die
kleinste oder grofite ist. Dann ist eine der Mengen M <, M~ leer, die andere enthilt n —1
Elemente, und entsprechend in den anderen rekursiven Schritten. Man benétigt dann
(n—1)4+(n—-2)+ ... +1=n(n—-1)/2 Vergleiche, d.-h. am Schluss sind alle méglichen
Vergleiche durchgefiihrt worden.

Der giinstigste Fall ist der, in dem die Listen in jedem Schritt moglichst genau halbiert
werden, also M < und M~ jeweils (n — 1)/2 Elemente enthalten, wenn n ungerade ist,
und n/2 bzw. (n — 2)/2 Elemente, wenn n gerade ist, und entsprechend in den spéteren
Schritten. Maximal [log, n] ,,Halbierungen* sind moglich. Es ergeben sich rund n [log, n]
Abfragen.

Fir uns ist wieder der Fall zufélliger Permutationen am interessantesten. Sei IN,, =
{1,2,...,n} und N,, x = IN,, \ {k}. Der Zufallsvektor X = (Xj, ..., X,,) beschreibe eine
zuféllige Permutation von IN,,. T sei gleichverteilt auf IN,, und unabhingig von X. Ist
T =1, so wird in Schritt 2 der Wert von X; mit den iibrigen X verglichen.

Sei II,, die Menge der Permutationen von IN,, und II, ; die Menge der Permutationen
von IN,, . Fiir jedes (z1, ...,%i—1, Tit1, .- -, Tn) € II,, & gilt:

PXi=z1, ..., Xis1 =2i1, Xiy1 = Tit1, .., Xn =20, T =14, Z, = k)
= P(Xy=21,.., Xis1=zi_, Xs =k, Xip1 = Tig1, ..., X =2, T =1)
= n~1(n) L.

Summation iiber alle Elemente von II,, 4 liefert P(Z, = k,T = i) = n™2. Daher ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit

PXi=x, ..., Xi1=21, Xiy1 =Tiy1, -, Xn =2, | T =14, 2, = k) (9.5)

eine Gleichverteilung auf II,, .

Seien Yy 1, ..., Yk k-1 die Zahlen {1,2, ...,k — 1} in der Reihenfolge, in der sie in X
vorkommen und Yi k41, ..., Yk, n die Zahlen {k+1, ..., n} ebenfalls in der Reihenfolge,
in der sie in X vorkommen. Wie in unseren Uberlegungen iiber Mergesort sieht man nun,
dass die Zufallsvektoren

Yk< = (Yk,la e ,Yk,k—l) und Yn>—k = (Yk,k+la >Yk,n)

unabhéngig und gleichverteilt auf der Menge der Permutationen von {1, ...,k} und
{k+1,...,n} sind. Sei Q5 die Zahl der Vergleiche, die Quicksort zum Sortieren von
Y, braucht, und Q. _, die Zahl der Vergleiche, die Quicksort zum Sortieren von Y.<,
braucht. Ist Z, = k, so gibt Y,~ gerade die Elemente von M< und Y, , die von M~
an. Also gilt (9.4), und zwar nicht nur im Sinne von Verteilungsgleichheit, wie in der
Literatur behauptet wird.

Damit wir bei gegebenem {Z, = k} die Verteilungen von Q5 und Q. _, benutzen
konnen, miissen wir natiirlich noch priifen, dass die bedingte Verteilung nicht verschieden
ist. Das ergibt sich aber aus (9.5). Aus der Gleichverteilung folgt nimlich

P(Yk,l :y11 "'7Yk,k—1 Zyk—1>Yk,k+1 :yk+1) --',Yk,n :yan:% Zn :k)
_ 1
(k=1 (n—k)
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fiir jeden moglichen Wert von Y,S und Y, ,. Nach Satz 2.2 (iv) konnen wir in dieser
Gleichung noch die Bedingung {7 = i} weglassen.
Setzen wir wy, + = P(Q, = t), so ergibt sich nun fiir die Verteilungen die Rekursion

Wn,n—-1+q = Z P(Zn = k) P(Qlf—l + Q;—l = q)
k=1
1 e~
= E Z Z Wg—1,r wn—k,q—-r .
k=1r=1

1
an, = n—l—l—z ;E(Q§—1+Q;—l)

k=1

= n—l-i—z—(ak_l-l-an_k)
k=1
2n—l

= - 14 — i-

n +n;a

Zieht man (n — 1) a,—1/n ab, so ergibt sich nach kurzer Umformung

an  Gp_1 n 2(n—-1)
n+l n n(n+1)’

Sei ¢, = Y .-, 7. Aus der letzten Gleichung folgt nun induktiv

an
=2c, — —4
n+1 Crt1 + n+1
cn — log n konvergiert bekanntlich gegen die eulersche Konstante C' = 0,5772 ... . Damit
ergibt sich fiir £(Q,,) eine Approximation der Form

E(Q,) =2nlogn +n(2C —4) +2logn +2C +1 + o(n" " logn)

Siehe Knuth (1973).
Dass die Laufzeit von Quicksort sich in der Regel nicht stark von 2n log n unterscheidet,

ergibt sich auch aus Resultaten von U. Rosler (1991): Sei
R, = n_l (Qn - E(Qn)) .

Rosler zeigte mit einem Fixpunktargument in einem geeignet metrisierten Raum von
Wahrscheinlichkeitsmaflen, dass P(R, < z) gegen eine von ihm charakterisierte Ver-
teilungsfunktion konvergiert. Da dies ein wenig Mafitheorie voraussetzt, verweisen wir
den interessierten Leser auf die Originalarbeit oder die Uberblicksarbeit von Rosler und
Riischendorf (1999).

Eine untere Abschitzung: Wir wollen nun noch die Ergebnisse aus §8 nutzen, um
eine untere Abschitzung fiir die erwartete Laufzeit von Sortieralgorithmen anzugeben.
Wir beschrénken uns auf Algorithmen ohne Zufallsschritte, (obwohl diese Einschrinkung
sich eliminieren ldsst). Wird ein solcher Algorithmus auf eine zufillige Permutation
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z = (z1,...,2,) von (1,2, ...,n) angewandt, so sind zuerst zwei Elemente z;, z; mit
i # j zu vergleichen. Sei ¢; = 1, falls z; < z; gilt, und sonst ¢; = 0. Sind ¢ Verglei-
che durchgefiithrt und sind die Ergebnisse durch eine 0-1-Folge ¢y, ..., c; beschrieben,

und ist die Folge = noch nicht fertig sortiert, so schreibt der Algorithmus den néchsten
Vergleich vor. Sei ¢;11 = 0 oder = 1 je nach Ausgang des Vergleichs. Ist [ = I(z) die
Zahl der bis zur vollstdndigen Sortierung bendctigten Vergleiche, so ist die Zuordnung
z — (c1,...,¢) ein Prifixcode. Die erwartete Zahl der Vergleiche ist also gleich der
erwarteten Codewortlange, und diese ist > H(X), wobei X die Gleichverteilung auf der
Menge der Permutationen von (1, ...,n) besitzt. Es ist also H(X) = log, n!. Nach der
Abschitzung (5.3) erhalten wir

log, n! > nlog,n — nlog, n + log, V2mn + (12n + 1) log, €.

Wir sehen, dass der grofite Term dieser Abschitzung gleich dem der erwarteten Laufzeit
von Mergesort ist. Quicksort ist im Mittel um den Faktor 2logn/log,n = 2log2 ~ 1,39
langsamer, hat aber eine vorteilhafte einfache rekursive Struktur. Das Betriebssystem
UNIX verwendet eine Variante von Quicksort, bei der nicht direkt mit einem zufillig
gewdhlten z; verglichen wird, sondern mit dem mittleren von 3 zufillig gew&hlten Ele-
menten aus .

Bei Simulationen erweist sich Mergesort trotz des kleineren Erwartungswerts der Lauf-
zeit nicht als iiberlegen gegeniiber Quicksort. Dies diirfte daran liegen, dass die tatsdchli-
che Laufdauer der Sortierung nicht nur von der Zahl der angestellten Vergleiche abhingt.

Anmerkungen: Mergesort wurde 1945 von Johann von Neumann und Quicksort wurde von Hoare
(1961) vorgeschlagen. Die Einschrinkung n = 2™ ist fiir die Analyse bequem, aber nicht nétig. Die
erwihnte Beweismethode fiir Verteilungskonvergenz mittels Banachs Fixpunktsatz und geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsmetriken, die unabhéngig von Rosler (1991) und Rachev und Riischendorf (1995) fiir Pro-
bleme dieses Typs entwickelt wurde, hat sich inzwischen als schlagkriftiges Instrument auch fiir andere
Problemstellungen erwiesen. (Siehe Résler-Riischendorf (1999).)

Aufgaben

1. Jede Permutation m = (wl,72,...,7N) von (1, ..., N) sei gleichwahrscheinlich. Die Elemente
von 7 sollen geordnet werden. Der Algorithmus , Insertion Sort“ sortiert zuerst w1 und 72. Sind
71, ..., m(i—1) sortiert, und stehen sie (aufsteigend) der Gré8e nach geordnet in A[1], ..., A[i—1],
so vergleicht der Algorithmus v = i mit A[i—1]. Ist v > A[¢—1], so kommt v in A[7], und die ersten
1 Zahlen sind sortiert. Andernfalls wird A[i] := A[: — 1] gesetzt und v mit A[z — 2] verglichen, usw.
Sei Yi(r) = card{j < i : mj > mi}. Der Sortieraufwand wird durch X = Efvzl Y; beschrieben.
(Genauer durch X + N —1.)

a) Zeigen Sie, dass die Y; unabhingig sind mit P(Y; = j) =1/i fiir 0 < j < 1.
b) Bestimmen Sie die erzeugende Funktion von X.

c) Geben Sie ein Rekursionsverfahren zur Berechnung der Verteilung von X an.
(L)

2. (Algorithmus von Steinhaus) Sei z1, ..., T, zu sortieren. Vergleiche zuerst 1 und z2. Ist b1 < by <
... < by das Ergebnis des Sortierens von z1,...,z, so sortiere zx; wie folgt ein: Vergleiche x4
zuerst mit by 21. (Dabei ist [a] die kleinste ganze Zahl > a.) Ist zx41 > bri/27, so vergleiche
T41 mit brzr/47, andernfalls mit b[k/a1, usw. Zeigen Sie, dass die vollstindige Ordnung nach
maximal log, (n!) +n — 2 Vergleichen gefunden ist. Bestimmen Sie eine Rekursionsformel fiir den
Erwartungswert der Zahl der benétigten Vergleiche fiir das Einordnen von zg4+; in by < ... < bg
unter Annahme der Gleichverteilung auf der Menge aller Permutationen.

3. Seien n Personen (z.B. eine Kompanie) auf Syphilis zu testen. Jede sei mit Wahrscheinlichkeit
p infiziert, unabhéngig von den iibrigen. Folgendes Vorgehen ist moglich: Ein Teil des Bluts aus
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den Blutproben von je k Personen wird gemischt und gemeinsam getestet. Ist eine Probe negativ,
so sind alle Beteiligten frei von Syphilis. Ist eine Probe positiv, so wird der Rest des Blutes aus
den Blutproben der beteiligten Personen separat getestet. Zeigen Sie: Fiir n > 2 ist es genau
dann optimal nur Einzeltests durchzufithren, wenn p > 3/2 — (1/2) /5 ist. Zeigen Sie: Fiir jedes
Testverfahren ist der Erwartungswert der Zahl der benétigten Tests

> n[-plogyp— (1 - p) logy(1 —p)].
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Kapitel II Allgemeine Modelle

Die bisher eingehaltene Einschrankung auf diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume ist in man-
cher Hinsicht unnatiirlich. Sie war nur zweckmiflig, weil im diskreten Fall eine Reihe
technischer Schwierigkeiten noch nicht auftreten. Aber auch nichtdiskrete Modelle spielen
eine grofle Rolle. Bei ihrer Diskussion lassen wir einige Resultate {iber mafitheoretische
Grundlagen unbewiesen, da deren Beweis fiir das Verstindnis der wahrscheinlichkeits-
theoretischen und statistischen Ideen nicht unbedingt erforderlich ist. Wer hinreichend
motiviert ist, kann diese Beweise leicht spater in der angegebenen Literatur nachlesen.

§ 10 Wahrscheinlichkeitsmafle mit Dichten

Neben den diskreten Wahrscheinlichkeitsmaflen werden uns vor allem solche mit Dichten
interessieren. Es ist aber ckonomisch, die Grundbegriffe gleich allgemein zu formulieren.

10.1 o-Algebren und allgemeine Wahrscheinlichkeitsmafle

Um ein mathematisches Modell fiir ein Zufallsexperiment mit beliebig vielen moéglichen
Ausgéngen zu bilden, muss man wieder festlegen, welche nichtleere Menge 2 als Beschrei-
bung der Menge der mdglichen Versuchsergebnisse dienen soll. €2 braucht jetzt nicht mehr
endlich oder abzihlbar zu sein. Wir bestehen nicht darauf, dass die Ergebnisse w €
tatsdchlich beobachtbar sind. Z.B. kann man als Menge der moglichen Ergebnisse einer
Léangenmessung die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen vorsehen, obwohl natiirlich
nicht unendlich genau gemessen werden kann. Als mathematische Beschreibung der Er-
gebnisse einer Folge von Miinzwiirfen, fiir deren Lange keine Grenze festgelegt ist, werden
wir unendliche Folgen w = (K, Z,Z,Z,K,Z,K, K, ...) von Symbolen K (fiir Kopf) und
Z (fur Zahl) verwenden. Beobachtet man die Zeitpunkte s; < s; < ..., an denen ein
Geigerzéhler eine radioaktive Emission anzeigt, so kann man als Ergebnismenge ) die
Menge all dieser Folgen von reellen Zahlen betrachten. Solche Beschreibungen sind ma-
thematische Idealisierungen der Ergebnisse eines nur gedachten Gesamtexperiments, das
konkret nie beendet werden konnte. Nichtsdestoweniger ist es in der Wahrscheinlichkeits-
theorie sinnvoll, mit solchen Idealisierungen zu arbeiten, genauso wie die Geometer mit
unendlichen Geraden arbeiten, obwohl noch nie jemand eine unendliche Gerade gesehen
hat.

Will man nun — wie im diskreten Fall — allen Teilmengen A von €2 eine Wahrschein-
lichkeit P(A) zuordnen und dabei die in Kapitel I benutzten Eigenschaften von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen bewahren, so trifft man auf prinzipielle mathematische Hindernisse,
die im Anhang zu diesem Paragraphen kurz geschildert werden.

Der iibliche Ausweg aus dem Dilemma besteht darin, dass man darauf verzichtet, P(A)
fiir alle A C Q zu definieren. Man ordnet nicht allen Teilmengen eine Wahrscheinlichkeit
zu, sondern nur allen Mengen eines Mengensystems .A, das hinreichend reichhaltig ist.

Hinreichend reichhaltig soll dabei zweierlei bedeuten: Erstens soll A gewisse Mengen
A einfacher Bauart enthalten, z.B. alle Intervalle, wenn Q = R™* ist, oder die Menge der
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Ergebnisse einer unendlichen Folge von Miinzwiirfen, fiir die die ersten vier Wiirfe die
Folge (K, Z,Z,Z) ergeben. Man kann damit rechnen, dass sich P(A) fiir solche einfachen
Mengen A leichter festlegen lidsst als fiir kompliziertere Mengen, z.B. beliebige offene
Mengen.

Zweitens soll hinreichend reichhaltig“ heiflen, dass wir wie bisher mit Mengen operie-
ren wollen. Ist A € A, so soll z.B. auch A° € A liegen. Wenn man in A alle abzdhlbaren
Mengenoperationen durchfithren kann, ohne A zu verlassen, nennen wir A o-Algebra.
Man braucht aber nur etwas weniger zu fordern, weil der Rest dann folgt:

Definition 10.1 Sei 2 # () beliebig. Eine Familie A von Teilmengen von Q heifit o-
Algebra (gelegentlich auch o-Kérper), wenn gilt:

Ne A, (10.1)

Ac A = A€ A, (10.2)

Ay, Ag, 43, ... e A = | JAie A (10.3)
i=1

(Man iiberlege sich, dass dann auch @) € A liegt, und dass z.B. der Durchschnitt von
abzéhlbar vielen Mengen aus A wieder zu A gehort.)

Wir wollen nun zeigen, dass immer eine kleinste o-Algebra existiert, die ein vorgege-
benes System F von ,einfachen“ Mengen enthilt. Dazu brauchen wir

Lemma 10.2 Sei I # () eine beliebige Indexmenge, und sei fir alle 1 € I A; eine
o-Algebra in Q. Dann ist das System

Ap = mAi

iel
aller Mengen A C §Q, die fiir alle i zu A; gehéren, eine o-Algebra.

Beweis: () gehort zu allen A;, also auch zu Aj. Sei nun A € A;. Dann gilt fiir alle ;
A € A; und also auch A° € A;, denn A; ist o-Algebra. Da 7 beliebig war, folgt A° € A;.
Genauso zeigt man (10.3) fiir A;. O

Satz 10.3 Sei Q # 0 und F eine beliebige Familie von Teilmengen von §). Dann g¢ibt
es unter den o-Algebren, die F enthalten, eine kleinste, namlich die Familie A(F) aller
Mengen A, die zu jeder o-Algebra in Q0 gehdren, welche F enthdilt. Man nennt sie die
von F erzeugte o-Algebra.

Beweis: Es gibt mindestens eine o-Algebra, die F enthilt, ndmlich die Familie P(Q)
aller Teilmengen von Q. Ist {A; : ¢ € I} eine beliebige Indizierung der o-Algebren, die
F enthalten, so ist also I # () und A(F) = Aj. O

Satz 10.3 ist ein reiner Existenzsatz. Nur in ganz speziellen Fillen, z.B. fiir endliches
F, lasst sich A(F) explizit beschreiben. Fiir uns ist vor allem ein anderer Fall interessant,
namlich der, in dem © = R" ist und F die Familie aller (z.B.) nach links halboffenen
Intervalle. Dabei ist fiir a = (a1, ...,a,), b = (b1, ...,b,) € R®" mit a < b (d.h. a; < b;
fir alle ¢) das nach links halboffene Intervall |a, b] definiert durch

la,bl ={z=(z1,...,2,) ER": a; < x; <b; firi =1, ...,n}.
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Ist F die Familie aller dieser Intervalle, so heifit B := A(F) die borelsche o-Algebra
in R™, und die zu B gehoérigen Mengen heiflen dann borelsche Mengen. Im Fall =
R™ werden dies die ,Ereignisse“ sein. Geht man statt von F vom System aller offenen
oder vom System aller abgeschlossenen Intervalle im R™ aus, so erh&lt man das gleiche
Mengensystem B.

[Die Bezeichnung borelsche o-Algebra wird allgemein in einem topologischen Raum ( fiir die von der

Familie der offenen Mengen erzeugte o-Algebra benutzt. Im Fall des R™ ist es nicht schwer zu zeigen,
dass diese mit B iibereinstimmt.]

Da sich jede offene Teilmenge des R™ als abzdhlbare Vereinigung von Intervallen schrei-
ben lésst, ist jede offene Menge in R™ borelsch, und da jede abgeschlossene Menge Kom-
plement einer offenen ist, ist jede abgeschlossene Menge borelsch. Aber das ist erst der
Anfang. Nicht nur alle geometrisch irgendwie vorstellbaren Mengen sind borelsch, son-
dern auch fast beliebig komplizierte, bei denen die Vorstellung versagt.

[Dass es iiberhaupt nicht borelsche Mengen im R™ gibt, zeigt man gewohnlich mit Hilfe des Auswahl-
axioms. Uns werden solche Mengen hier nicht begegnen.]

Zum Gliick ist es nicht notwendig, alle borelschen Mengen zu kennen, oder die Wahr-
scheinlichkeiten P(A) aller borelschen Mengen festzulegen. Die grofle Allgemeinheit dient
vielmehr der Bequemlichkeit. Der springende Punkt ist der folgende:

Hat man die Wahrscheinlichkeiten P(A) fiir alle A aus der obigen Familie F festgelegt,
und geniigen sie dort den Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten, so ist dadurch automa-
tisch P(B) fiir alle B € A(F) eindeutig bestimmt, und zwar so, dass auch in A(F) die
Rechenregeln weiter gelten.

Die Familie F ist also nur der Eingang zu einem grofien Garten, den man nie verldsst
solange man aus den dort vorgefundenen Ereignissen A C € neue nur mit abzihlbaren
mengentheoretischen Operationen bildet, und in dem die Giiltigkeit der Rechenregeln
gewéhrleistet ist. Niemand ist gezwungen, sich den ganzen Garten anzusehen. Tatséichlich
bleibt man gewdhnlich sehr nah beim Eingang. Dass P(B) fiir alle B € A(F) in der
angegebenen Weise bestimmt ist, ist ein Ergebnis der Mafitheorie, das wir hier nicht
beweisen wollen.

In anderen Rdumen als R™ benutzt man andere Familien F. Wir definieren daher —
bildlich gesprochen — einen Wahrscheinlichkeitsraum als einen Garten mit den genannten
Eigenschaften ohne Bezug auf den Eingang.

Definition 10.4 Ein messbarer Raum ist ein Paar (2, 4) bestehend aus einer nicht-

leeren Menge 2 und einer o-Algebra A von Teilmengen von . Ein Wahrscheinlich-

keitsmaf} P ist eine auf A definierte Funktion mit Werten in [0, 1], welche den folgenden
drei Bedingungen geniigt:

P(A) >0 fiir alle A€ A; (10.4)

P(Q)=1; (10.5)

P ist o-additiv, d.h. fiir disjunkte A;, A,, ... € A ist

P (G Ai) = i P(4;). (10.6)

(92, A, P) heift dann Wahrscheinlichkeitsraum, P auch Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Teilmengen A C (Q, die zu A gehéren, heiflen Ereignisse.
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Die frither angegebenen Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaflen gelten weiter,
nur dass wir von allen auftretenden Teilmengen annehmen miissen, dass sie zu .A gehéren.
Der Fall der diskreten Wahrscheinlichkeitsrdume ergibt sich hier als der Spezialfall, in
dem 2 abzdhlbar und A = P(Q) die Menge aller Teilmengen von 2 ist.

Zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ist der folgende Satz oft niitzlich.

Satz 10.5 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist By C By C ... eine wachsen-
de Folge von Ereignissen und B deren Vereinigung, so gilt

P(B) = lim P(B;). (10.7)

1—00
Ist C1 D Cy D ... eine fallende Folge von Ereignissen und C deren Durchschnitt, so ist
P(C) = lim P(C;). (10.8)

1—00

Beweis: Dies war fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume schon in § 2.5 gezeigt worden,
und der gleiche Beweis gilt hier weiter. a

Wir bemerken, dass umgekehrt aus endlicher Additivitdt und (10.7) o-Additivitit
folgt. Man braucht nur B, = |J;_, 4; zu setzen. Da (10.7) und (10.8) im Falle endlicher
Additivitdt durch Ubergang zu Komplementen dquivalent sind, folgt o-Additivitidt auch
aus endlicher Additivitdt und (10.8).

10.2 Beispiele von Verteilungen mit Dichten

Eindimensionale Dichten: Eine Funktion F' auf R mit Werten in [0, 1] heiit Vertei-
lungsfunktion, wenn sie rechtsstetig und (nicht notwendig strikt) monoton wachsend
ist, und wenn fiir x =+ —oo F(z) — 0, und fiir z — co F(z) — 1 gilt.

Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, und setzt man F(z) = P(] — oo, z]), so ist F
Verteilungsfunktion. Die Monotonie ist klar. Ist nun z; > z5 > ... eine von rechts gegen
z strebende Folge, so ist C' =] — 00, 2] der Durchschnitt der C; =] — 00, ;] und also nach
Satz 10.5 F(z) = P(C) = lim P(C;) = lim F(z;). Fiir z; & —oo gilt F(z;) — 0, weil
dann C = 0 ist. Aus (10.7) folgt analog F(z) — 1 fiir z — oo.

Man kann aber auch umgekehrt von einer beliebigen Verteilungsfunktion F' ausgehen,
und fiir Intervalle |a, b] eine Wahrscheinlichkeit P durch P(]a,b]) = F(b) — F(a) definie-
ren. In der Maf}theorie zeigt man, dass es auf der o-Algebra der borelschen Mengen von
R ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf8 P gibt, das fiir die Intervalle |a, b]
die angegebenen Werte hat.

Der mit Abstand wichtigste Fall ist der, in dem F' durch eine Dichte gegeben ist. Eine
Dichte auf R ist eine nichtnegative Funktion f auf R mit

/ flx)dz=1. (10.9)

Das Integral soll dabei wohldefiniert sein. Wir benétigen hier nur den Fall, in dem f stetig
bis auf hochstens endlich viele Sprungstellen ist, so dass man mit dem Riemann-Integral
auskommt. Ist f eine Dichte, so wird durch

F(z) = / £(t) dt (10.10)
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eine Verteilungsfunktion definiert. Die Wahrscheinlichkeit von Intervallen ist dann also
durch

b
P(la, b)) = /f(t) dt (10.11)

gegeben. Ist (a,) eine wachsende Folge mit a, < b, die gegen b strebt, so ist {b} der
Durchschnitt der ]an, b], und die iiber diese Intervalle erstreckten Integrale streben
gegen 0. Also ist P({b}) = O fiir alle b. Kein Ergebnis b € R hat also positive Wahr-
scheinlichkeit.

Ist F' eine beliebige stetige Verteilungsfunktion auf R, die auf dem Komplement einer
endlichen oder leeren Menge C' stetig differenzierbar ist, so wird durch

f(z) = % Fz) (z€R\C) (10.12)

eine Dichte f zu F definiert. (Auf C kann man f beliebig festsetzen.)

Ist der Stichprobenraum {2 nur ein Teilintervall von R, so geht man ganz analog vor.
Als o-Algebra wihlt man dann das System der borelschen Teilmengen von 2.

Spezialfille: (a) Gleichverteilung in einem Intervall [a, b]: Dies ist die Verteilung
mit der Dichte f, die in [a,b] den Wert 1/(b — a) und auflerhalb von [a,b] den Wert 0
annimmt. Die Wahrscheinlichkeit eines Teilintervalls I von [a, b] ist also proportional zur
Linge von I.

Die Gleichverteilung ist ein nahe liegendes Modell fiir Reste, die man erhélt, wenn man
breit streuende Groflen um die Vielfachen einer festen Zahl reduziert. Ein beliebtes Bild
ist das des Zufallsrades, auf dessen Peripherie eine Skala von 0 bis 27 angebracht ist. Nach
einer schwungvollen Drehung bleibt es so stehen, dass ein starrer Zeiger auf eine zuféllige
Stelle w der Peripherie zeigt. Als Modell wiirde man 2 = [0, 27 mit der Gleichverteilung
nehmen. Werden Messungen reellwertiger Groflen auf die jeweils ndchstgelegene ganze
Zahl hin auf- bzw. abgerundet, so betrachtet man gewdhnlich den Abrundungsfehler als
gleichverteilt in [-1/2, + 1/2]. Kommt man zu einer zufilligen Zeit an eine geschlossene
Schranke, die insgesamt 2 Minuten geschlossen ist, so ist es nahe liegend anzunehmen,
die Wartezeit bis zur Offnung der Schranke sei gleichverteilt in [0, 2].

Wichtig ist auch, dass man die Gleichverteilung leicht in andere Verteilungen transfor-
mieren kann und umgekehrt. Darauf gehen wir spéter ein.

(b) Exponentialverteilung: Fiir jedes A > 0 ist durch

fiz) = Ae™A® (z >0)

(und fx(x) = 0 fiir z < 0) eine Dichte definiert. Sie heifit Dichte der Exponentialvertei-
lung mit Parameter A und ist ein Analogon zur geometrischen Verteilung fiir den Fall
stetiger Zeit; vgl. Bild 10.1.

Ereignen sich gewisse Vorkommnisse, etwa Meteoriteneinschlige in einem bestimm-
ten Gebiet, Flugzeugabstiirze oder radioaktive Zerfallsvorgdnge unabhéngig voneinander
mit zeitlich konstanter ,Rate“, so eignet sich die Exponentialverteilung als Verteilung
der Wartezeit bis zum ersten Eintreten eines solchen Vorkommnisses von einem festen
Zeitpunkt an gerechnet. (Beim Studium von Poisson-Prozessen in § 18 gehen wir darauf
noch genauer ein.)

Charakteristische Eigenschaft der Exponentialverteilung ist ihre Gedéchtnislosigkeit.
Wir nennen eine Verteilung P auf dem offenen Intervall |0, oo[ geddchtnislos, wenn fiir
alle positiven ¢t und z mit P(]t,00[) > 0
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Bild 10.1 Dichten der Exponentialverteilungen fiir A = 1 und A = 2. Die schraffierte
Flache ist im Fall A = 1 die dem Intervall [a, b] zugeordnete Wahrscheinlichkeit.

P(]z +t,00[|]t,00[) = P(]z,00[) (10.13)

ist.

(Ist P z.B. die Verteilung der Wartezeit bis zum ersten Meteoriteneinschlag, so bedeu-
tet dies: Ist der erste Einschlag bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht beobachtet worden, so ist
die Wahrscheinlichkeit, dass man noch mindestens x Zeiteinheiten darauf warten muss,
genauso grofl wie zur Zeit 0.) Ist F' die Verteilungsfunktion zu P und G(z) = 1 — F(x),
so ist (10.13) gleich bedeutend damit, dass G die Funktionalgleichung

G(z +1t)

erfiillt. Fiir die Exponentialverteilung ist G(z) = e~*. Also ist die Exponentialverteilung
gedichtnislos.

Ist nun P eine beliebige gedichtnislose Verteilung auf |0, oo[, so ist fiir hinreichend klei-
nes t G(t) > 0, denn G(1/n) = P(]1/n,00[) strebt wegen (10.8) gegen P(]0,00[) = 1.
Aus (10.14) folgt dann leicht G(s) = G(1)° fiir rationales s > 0 und aus Monotonie-
griinden fiir alle s > 0. Wire G(1) = 1, so wire F(s) = 0 fiir alle s > 0, was F(s) — 1
(s = oo) widerspricht. Also muss 0 < G(1) < 1 gelten. Damit ist G(s) = e™** fiir ein
A > 0. Jede gedichtnislose Verteilung auf ]0, oo| ist also eine Exponentialverteilung.

(c) Normalverteilung: Als (eindimensionale) Normalverteilung mit Erwartungswert
p und Varianz o2, oder kurz als N(u,o?)-Verteilung, bezeichnet man die Verteilung P

mit der Dichte ( 2
1 T— U
@“’Uz (.’IZ) = oo eXp(—T> . (1015)

(Dass p ein Erwartungswert und o2 eine Varianz ist, konnen wir natiirlich erst zeigen,
wenn diese Begriffe fiir Verteilungen mit Dichten definiert sind.) Ist ¢ die in § 5 benutzte
gauBische Glockenkurve, so ist ¢o,1(z) = ¢(z) und ¢, ,2(z) = (1/0) p((z — p)/o). Mit
Hilfe der Substitution y = (z — pu)/o folgt daher
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b b*
[ oner@ o= [ o)y =8t - 8(a)

mit a* = (@ — p)/o und b* = (b—p)/o.

Die N(p,0?)-Verteilung dient oft als Approximation der Verteilung zufilliger Gréfen
wie Kopfumfang, Ernteertrag, Niederschlagsmenge, die von vielen unabhingigen Groflen
beeinflusst sind. Natiirlich sollte man sich davon iiberzeugen, dass im speziellen Fall
diese Groflen wirklich eine Verteilung mit glockenférmiger Dichte haben, und nicht nur
aus Bequemlichkeit die Normalverteilung benutzen.

(d) Weibull-Verteilung*: Hat die Verteilung der Lebensdauer eines Lebewesens, ei-
nes Gerits oder einer Maschine eine Dichte f auf R, so kann man

@  __ f@®

P(ltool) %

/ fla
als Ausfallrate bezeichnen. Ist f stetig, so ist

o0 = 1im PULEHEL D)
e—0+0 £

r(t) =

Aus der Gedichtnislosigkeit der Exponentialverteilung folgt, dass die Exponentialvertei-
lung eine zeitunabhingige Ausfallrate hat. Die Verteilung auf R* mit Dichte

f(z) = afzP! exp(—axﬁ) (x > 0)

nennt man Weibull-Verteilung mit Parameter («, 3). Die Ausfallrate ist

r(t) = afzP 1.

Fir g8 = 1 ist die Weibull-Verteilung gerade die Exponentialverteilung mit Parameter
A = a. Fir B > 1 ist die Ausfallrate wachsend, fiir 3 < 1 fallend.

(e) Von-Mises-Verteilung*: Fiir die Beschreibung der Verteilung zufilliger Rich-
tungsdaten (z.B. Windrichtungen, Abflugrichtungen in einem Taubenflugexperiment)
und fiir Haufigkeitsverteilungen zyklischer Art (z.B. Niederschlagsmengen im Jahresver-
lauf) bendtigt man auch andere Verteilungen als die Gleichverteilung. Eine Verteilung,
bei der eine Richtung J¢ € [0, 27[ mit maximaler Dichte bevorzugt wird, und die eben-
falls symmetrisch zu ¥y eine glockenihnliche Gestalt hat, ist die Von-Mises-Verteilung.
Sie wird durch ¥y und einen Konzentrationsparameter x festgelegt und hat in ¥ € [0, 27|
die Dichte

g(¥| 9o, k) = 5;—11;(—”—) exp(k cos(9 — Yo)) mit  Io(k) = Z (k/2)

k spielt die umgekehrte Rolle wie 02 bei der Normalverteilung. Groe Werte von &
bedeuten, dass die Verteilung eng um ¥y herum konzentriert ist. Bild 10.2 zeigt den
Verlauf der Dichte in [—m, 7] fiir 99 = 0 und drei Werte von .

Die Statistik von Richtungsdaten ist ein Sonderkapitel, das in den meisten Statistik-Biichern nicht

erwdhnt wird und auch hier nicht weiter verfolgt wird. Eine ausfiihrliche Darstellung hat Mardia (1972)
gegeben.
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Bild 10.2 Dichte der Von-Mises-Verteilung

Weitere wichtige Verteilungen mit Dichten (x2-Verteilung, t-Verteilung, F-Verteilung, Gamma-
Verteilung) werden wir zusammen mit ihren statistischen Anwendungen besprechen. Eine reichhalti-
ge Sammlung von Verteilungen mit Diskussion der wichtigsten Eigenschaften haben Johnson und Kotz
(1970) zusammengestellt.

Dichten in R™: Eine Dichte in R™ ist eine nichtnegative integrierbare Funktion f auf
R™ mit

/f(:rl, ceyZp)dxy ..o dT, =1 (10.16)
R»
Wieder sollen die Integrale dabei wohldefiniert sein, z.B. f stetig. Fiir a = (aq, ..., an),
b= (b1, ...,bn) betrachten wir wieder die Intervalle ]a, b]. Wir setzen
by by,
P(]a,b]) = f(:c)d:r——-//f(wl, ey @) ATy ... dTy (10.17)
]a, b] ay an

wobei das in der Mitte stehende Integral einfach eine abkiirzende Schreibweise fiir die
rechte Seite ist. Es ergibt sich aus Ergebnissen der Mafitheorie, dass die Funktion P von
der Familie F der Intervalle auf die von F erzeugte borelsche o-Algebra A eindeutig
fortgesetzt werden kann, und dass P auf (Q2,.4) ein Wahrscheinlichkeitsmafl ist. Die
Funktion

Fz)=P{yeR": y<z})
auf R™ heifit wieder die zu P gehorige Verteilungsfunktion.

Beispiele: (a) Gleichverteilung in einem Gebiet: Sei G ein endliches Gebiet im R?2
und A(G) seine Fliche. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P mit der Dichte f, die in G den
Wert 1/A(G) und auBerhalb von G den Wert 0 annimmt, heiit Gleichverteilung in G.
Wenn wir sagen, dass ein Punkt zufillig in G gewahlt wird, ist als Wahrscheinlichkeitsmaf}
fiir dieses Experiment die Gleichverteilung gemeint.
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(b) Produktdichten: Sind n Teilexperimente durch Dichten f; beschrieben, so ver-
wendet man

flzy, o zn) = fi(za) fa(z2) - fo(zn) (10.18)

als Dichte fiir die Verteilung in R"™, die die unabhéngige Hintereinanderausfiihrung der
Teilexperimente beschreibt; vgl. Satz 11.7.

Anhang*

Grundlagenfragen: Noch zu Beginn des 20. Jahrhunderts waren die Grundlagen der Wahrschein-
lichkeitstheorie ungeklart. Selbst der laplacesche Begriff war nicht eindeutig, denn er lief offen, was
gleichmogliche Fille waren. Z.B. sprach Markow noch 1912, wenn aus einer Urne mit unbekannten Zah-
len von weiflen, schwarzen, roten und blauen Kugeln gezogen wurde, davon, dass alle Farben gleichmoglich
seien. Fiir ihn war die Wahrscheinlichkeit, eine weifle Kugel zu ziehen, 1/4. Er unterschied also nicht die
Unsicherheit, die mit der zufilligen Ziehung zusammenhing, von der, die durch mangelnde Kenntnis der
Zahlen der Kugeln verursacht war.

Eine gedankliche Wende deutet sich in einem Artikel des Goéttinger Privatdozenten Georg Bohlmann
an, der in einem einleitenden Abschnitt eines 1901 erschienenen Enzyklopéddieartikels {iber Versiche-
rungsmathematik eine erste Axiomatik der Wahrscheinlichkeitstheorie vorschlug. Fiir ihn waren Wahr-
scheinlichkeiten den Ereignissen F zugeordnete Zahlen P(E) zwischen 0 und 1 mit den Eigenschaften: (i)
das sichere Ereignis hat Wahrscheinlichkeit 1, das unmdogliche Wahrscheinlichkeit 0; (ii) falls sich E1 und
E ausschlieflen, hat das Ereignis, dass E1 oder E3 eintritt, die Wahrscheinlichkeit P(E1) + P(E2). (Ein
drittes von Bohlmann angegebenes Axiom kénnte man als Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
werten.) Bohlmann konnte den Begriff Ereignis noch nicht mathematisch ausdriicken.

Bohlmann war durch Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie* (1899) inspiriert, in denen Hilbert Punkte,
Geraden und Ebenen durch Angabe von Axiomen ,definierte“. Am 8. August 1900 stellte Hilbert mit
Hinweis auf Bohlmann als sechstes seiner berithmten 23 Probleme die Aufgabe der Axiomatisierung
»der Gebiete der Physik, in denen Mathematik schon heute eine hervorragende Rolle spielt; dies sind
in erster Linie die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die Mechanik“. Dies lisst vermuten, dass Hilbert
Bohlmanns Ansatz einer axiomatischen Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs fiir im Prinzip richtig,
aber im Detail unausgereift hielt. Hilberts Schiiler U. Broggi beschrieb 1907 Ereignisse als Teilmengen
einer abstrakten Menge.

Der schwedische Mathematiker Wiman verwandte schon 1901 Mafle; allerdings nur in der geome-
trischen Wahrscheinlichkeitstheorie, wo schon lange Wahrscheinlichkeiten durch Lingen und Flichen
beschrieben worden waren.

Von Mises entwarf 1919 eine Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung mittels abstrakter
relativer Haufigkeiten. Sein Ansatz regte fruchtbare Entwicklungen an, war aber lange unprizise und
setzte sich nicht durch.

Wiener, Paley und Zygmund arbeiteten mit Wahrscheinlichkeiten wie mit Maflen. Kolmogorow gab
dann 1933 die heute iibliche Definition von Wahrscheinlichkeiten an. Dass sein Buch ,,Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung® der entscheidende Durchbruch zur Entwicklung der Wahrscheinlichkeits-
theorie als mathematischer Disziplin war, lag aber wohl weniger daran, dass nun die Axiome explizit und
klar ausgesprochen waren, sondern vor allem daran, dass es ihm gelang, mit mafitheoretischen Mitteln
die theoretischen Grundlagen der Theorie der stochastischen Prozesse zu legen. [Mehr zur historischen
Entwicklung findet man bei Schneider (1988) und Krengel (1990).]

Warum nun ist es zweckméfig im Fall allgemeiner Stichprobenrdume 2 die Familie der Teilmengen, die
als Ereignisse zugelassen werden, einzuschrinken? Der folgende Satz von Banach und Kuratowski (1929)
zeigt, dass nur diskrete Wahrscheinlichkeitsmafle auf R existieren, wenn man als Definitionsbereich die
Familie P(R) aller Teilmengen von R zulésst:

Satz 10.6 Unter der Voraussetzung der Giiltigkeit der (mit den Grundaziomen der Mengenlehre kon-
sistenten) Kontinuumshypothese gibt es keine auf ganz P(R) definierte o-additive Funktion P mit
P(R) =1, die jeder aus einem einzigen Punkt bestehenden Menge {w} den Wert P({w}) = 0 zuordnet.

Fiir Wahrscheinlichkeitsmafle P, die durch Dichten gegeben sind, ist aber P({w}) = 0 fiir alle w € R.
Sie lassen sich also nicht o-additiv auf ganz P(R) definieren.

Satz 10.6 zeigt, dass man mindestens eine der Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten aufgeben
miisste, wollte man darauf bestehen, dass P(2) der Definitionsbereich von P sein soll. Dafiir kime
wohl allenfalls die o-Additivitdt in Frage. Aber auch das wire duflerst problematisch. Z.B. ist eine nicht-
negative additive Mengenfunktion P auf der Familie P(2) aller Teilmengen A von 2 = [0, 1] nicht
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eindeutig bestimmt, wenn man nur festlegt, dass fiir Intervalle I C [0,1[ P(I) die Linge des Intervalls
sein soll. Das wiirde es schwer machen, P {iberhaupt festzulegen. Wollte man eine Gleichverteilung P auf
2 = [0, 1[™ definieren, so wiirde man natiirlich verlangen, dass kongruente Teilmengen A, B die gleiche
Wabhrscheinlichkeit P(A) = P(B) haben. Fiir n > 3 existieren nach einem Ergebnis von Hausdorff solche
auf ganz P(2) definierten P nicht mehr, selbst wenn man statt o-Additivitdt nur Additivitdt fordert.

Historischer Exkurs; Bertrands Paradox: Als die Wahrscheinlichkeitstheorie noch nicht rigoros
entwickelt war, bestand ein Einwand gegen die Verwendung von Wahrscheinlichkeiten bei iiberabzihl-
baren Ergebnismengen 2 in der (scheinbaren) Widerspriichlichkeit verschiedener Lésungsansatze fiir die
folgende Aufgabe:

Eine Sehne wird zufillig in einem Kreis mit Radius 7 um einen Punkt O gezogen. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit p, dass ihre Lénge s grofler ist als die Seitenldnge d eines einbeschriebenen gleichsei-
tigen Dreiecks? (Bild 10.3)

1. Ansatz: Aus Symmetriegriinden konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen einer
der Schnittpunkte der Sehne mit dem Kreis sei gerade die Spitze des Dreiecks. (Sonst wiirde man eben
das Dreieck etwas drehen.) Nun gilt s > d genau dann, wenn der zweite Schnittpunkt der Sehne mit dem
Kreis auf dem der Spitze gegeniiberliegenden Kreissegment liegt. Da die drei Kreissegmente zwischen
den Dreiecksecken gleich grof} sind, ist p = 1/3.

Bild 10.3 Zu Bertrands Paradox

2. Ansatz: s > d gilt genau dann, wenn der Mittelpunkt M der Sehne von O einen Abstand < r/2
hat. Die Richtung der Sehne spielt dabei keine Rolle. Wir kénnen die Sehne also in Richtung der y-Achse
wiéhlen. Dann liegt M auf der z-Achse zwischen —r und +r, und s > d gilt genau dann, wenn M zwischen
—r/2 und r/2 liegt. Es folgt p = 1/2.

3. Ansatz: Wir wahlen M zufillig im Innern des Kreises. s > d gilt genau dann, wenn M innerhalb
des Kreises mit Radius /2 um O liegt. Da dessen Fliche 1/4 der Fliche des Kreises mit Radius r ist,
ist p=1/4.

Der Widerspruch ist nur scheinbar, weil das Wort ,,zufillig* in der Aufgabenstellung das Wahrschein-
lichkeitsmafl noch nicht eindeutig festlegt. In den drei Ansitzen geht man von drei verschiedenen Zu-
fallsmechanismen aus, und die Aufgabe ist erst dann eindeutig gestellt, wenn gesagt wird, welcher dieser
Zufallsmechanismen fiir die Wahl der Sehne benutzt werden soll.

Durch mangelnde Angabe von P lisst sich ebenso gut ein Paradoxon fiir diskrete Experimente ange-
ben. Fragt man z.B. nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei nacheinander gezogene Kugeln aus einer
Urne mit drei weiflen und drei schwarzen Kugeln die gleiche Farbe haben, so ergeben sich verschiedene
Wahrscheinlichkeiten — je nachdem ob mit oder ohne Riicklegen gezogen wird.

Bei wohldefinierter Angabe des zu benutzenden WahrscheinlichkeitsmafBles ist die obige Aufgabe ei-
ne typische Fragestellung aus der geometrischen Wahrscheinlichkeitstheorie. In dieser beschiftigt man
sich mit zufillig gewshlten Punkten, Geraden, Ebenen, Kreisen usw., und fragt nach der Verteilung
geometrisch interessanter Groflen. Anwendungen treten z.B. in der Astronomie, Biologie und Medizin
auf, aber einige elementare Aufgaben kénnen auch schon den Schulunterricht bereichern. Aus Platz-
griinden verweisen wir fiir eine erste Einfiihrung auf Pfanzagl (1988) und fiir weiter gehende Studien auf
Stoyan-Kendall-Mecke (1987).

Die Anfangszifferverteilung: Wenn man eine Liste mit Borsenkursen liest, eine Tabelle von Na-
turkonstanten anschaut oder Listen mit Flusslingen oder spezifischen Wirmen ansieht, kann man die
Feststellung machen, dass sehr viel mehr Zahlen mit einer 1 beginnen, als beispielsweise mit einer 6. Die-
se Beobachtung machte 1881 auch der Astronom und Mathematiker Simon Newcomb, dem aufgefallen
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war, dass die ersten Seiten von Logarithmentafeln viel abgegriffener waren, als die spiteren. Er gab im
American Journal of Mathematics eine heuristische Begriindung dafiir an, dass die Anfangsziffer k die
Wahrscheinlichkeit log;q(1+k~!) hat (k =1, ...,9). Fiir k = 1 ergibt sich der Wert 0,301, fiir k = 2 der
Wert 0,176, usw. bis zum Wert 0,046 fiir k = 9. Frank Benford entdeckte 57 Jahre spiter das Gesetz neu
und untermauerte es mit iiber 20 000 Daten aus den verschiedensten Tabellen. Da man die newcombsche
Arbeit {ibersah, erhielt die Verteilung den Namen ,,benfordsches Gesetz‘.

Es gab viele Versuche, das Gesetz mathematisch zu begriinden, aber bis in die neuere Zeit war keiner
iberzeugend. Z.B. konvergiert die relative Haufigkeit hy,, der Anfangsziffer 1 unter den ersten n natiirli-
chen Zahlen nicht. Das Gesetz sollte skaleninvariant sein, denn es sollte nicht davon abhingen, ob man
Langen in Yards oder Metern misst. Aber es gibt kein skaleninvariantes Wahrscheinlichkeitsmaf} auf der
o—Algebra der borelschen Teilmengen der Menge Rt der positiven reellen Zahlen.

Die Fixierung auf die iibliche o—Algebra verhinderte offenbar lange einen unvoreingenommenen Zu-
gang. T. P. Hill machte 1995 den natiirlichen Vorschlag, eine andere o-Algebra zu betrachten. Sei D, (z)
fir z € Rt die m-te signifikante Ziffer in der Dezimalbruchdarstellung von x. Also fiir z = 0,0721, aber
auch fiir ¢ = 72,1 sei D1(z) = 7, D2(z) = 2, D3(z) = 1. Die Mantissen-o-Algebra M sei die von
den Mengen {z € Rt : Dj(z) = di, D2(z) = da, ...,Dj(z) = d;} mit j € N, dy € {1,2,...,9},
da, ...,dj € {0,1, ...,9} erzeugte o—Algebra. Eine Menge M C R* gehért zu M, wenn eine borelsche
Menge B C [1, 10[ existiert, fiir die M die Vereinigung der Mengen 10™ - B mit n € Z ist. (Dabei ist
aB = {azr: z € B}.)

Fir M € M und a > 0 gilt auch aM € M. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf M heifit skaleninvari-
ant, wenn fiir alle M € M und alle a > 0 die Gleichung P(aM) = P(M) gilt. Hill bemerkte, dass es genau
ein skaleninvariantes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf M gibt. Fiir B = [1,¢) mit 1 < ¢ < 10 und das daraus
wie oben gebildete M muss P(M) = log;qt sein. Dies entspricht genau dem newcomb-benfordschen
Gesetz. Hill gab eine weitere (tiefer liegende) Charakterisierung mittels ,,Basis-Invarianz* an. Schlief8lich
bewies er noch einen Grenzwertsatz fiir Stichproben, die mittels zufdllig gewdhlter Verteilungsfunktionen
erhoben werden. Als Grenzverteilung ergab sich wieder das gleiche Gesetz. (Literatur: Hill (1995)). Die
Verteilung hat inzwischen interessante Anwendungen z.B. in der Steuerfahndung gefunden.

Aufgaben

1. Man bestimme Konstanten c;, c2 so, dass die folgenden Funktionen Dichten sind:

c1 {0 fir z<1,

fi(z) = Ry Py

Dabei sei 7 > 1.

(x>0; B,z € R); fa(z) =

Man zeige, dass jede Verteilungsfunktion auf R héchstens an abzidhlbar vielen Stellen unstetig ist.

3. Man zeige, dass jede offene Menge in R™ sich als abzidhlbare Vereinigung von n-dimensionalen
halboffenen Intervallen [a(k), b(k)[ darstellen lasst. (L)

4. Man zeige, dass nicht jede auf R? stetige Funktion F(z,y), die in jeder Koordinate monoton wach-
send ist, und fiir die F(0,0) = 0, F(1,1) =1 und 0 < F(z,y) < 1 gilt, eine Verteilungsfunktion
ist. (L)

5. Fir eine unbekannte stetige Dichte f(z,y) im R? gelte

F(:r,,y):] /yf(s,t)dsdt.

—00 —00
Wie kann man bei Kenntnis von F die Dichte bestimmen? (Vgl. (10.12))
6. In Bertrands Paradox sei
Q={M = (m1,mz2) € R?: m% +m§ < 1‘2}.

Dem dritten Ansatz entspricht das Wahrscheinlichkeitsmafl Ps mit konstanter Dichte auf 2. Seien
(p(M), ¢(M)) mit —r < p(M) < r und 0 < ¢(M) < 7 die Polarkoordinaten von M. Dem zweiten
Ansatz entspricht der Zufallsmechanismus, bei dem p(M) und ¢(M) unabhingig voneinander und
mit Gleichverteilung in | — r, + r[ und [0, 7| gewéhlt werden. Welche Dichte f2 beschreibt das
zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl Pp?

7. Seien A1, A2, ... borelsche Mengen in R, und sei B die Menge aller w € R, die fiir jedes n in n
aufeinander folgenden A; vorkommen. Man zeige, dass B borelsch ist.
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10.

In einer Kreisscheibe mit Radius 1 wird ein Punkt zufillig gew#hlt (Gleichverteilung). Bestimmen
Sie die Dichte der Verteilung seines Abstandes vom Mittelpunkt M des Kreises. (L)

Sei B > 1. Bestimmen Sie die Ausfallrate der Verteilung mit Dichte fg(z) = == /(1 — B) fiir
z > 1 (und =0 fiir z < 1).

Zeigen Sie, dass es eine stetige Verteilungsfunktion auf R mit F/(0) = 0 und F(1) = 1 gibt, die auf
abzdhlbar vielen offenen Teilintervallen von [0, 1], deren Léngen sich zu 1 summieren, konstant
ist. (Das zugehérige P hat keine Dichte, und dennoch gilt P({w}) = 0 fiir alle w.) (L)
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§ 11 Zufallsvariable und ihre Momente

11.1 Messbare Funktionen

Im diskreten Fall hatten wir jede Abbildung X von 2 in R Zufallsvariable genannt.
Fiir allgemeines (2 ist das nicht zweckméaBig. Wir wollen z.B. von der Wahrscheinlichkeit
sprechen konnen, dass X < 7 ist. Dazu muss {X < 7} ein Ereignis sein, also zu der
o-Algebra gehoren, auf der P definiert ist.

Am besten betrachten wir gleich den Fall allgemeiner Wertebereiche. Ist f eine belie-
bige Abbildung einer Menge ) in eine Menge Q’, und A’ C €', so bezeichne f~1(A’) die
Menge {w € Q: f(w) € A’} aller Urbilder von Punkten in A’.

Definition 11.1 Sind (£2,.4) und (€2',.A") messbare Riume, so nennen wir eine Abbil-
dung f von  in Q' messbar, wenn fiir alle A’ € A’

f7lA)e A (11.1)

gilt. Man nennt f dann auch messbare Funktion auf 2 mit Werten in Q. Eine Zufalls-
variable ist eine auf dem Stichprobenraum (2 eines Wahrscheinlichkeitsraums definierte
messbare Funktion.

Vor allem sind natiirlich reellwertige und vektorwertige Zufallsvariable von Interesse.
Dann ist also ' = R bzw. = R". Die o-Algebra A’ sei dann immer die der borelschen
Mengen.

Zum Gliick braucht man zum Nachweis der Messbarkeit von f die Bedingung (11.1)
nicht fiir alle A" € A’ zu priifen. Ist nimlich F' ein Erzeugendensystem von A’,
d.h. eine Familie von Teilmengen von ' fiir welche A’ die erzeugte o-Algebra A(F’) ist,
und gilt (11.1) fiir alle A’ € F, so gilt (11.1) sogar fiir alle A’ € A’. Das folgt aus:

Lemma 11.2 Ist f eine Abbildung von Q2 in Q' und A eine o-Algebra in Q, so ist die
Famalie
'f ={A"'cQ: fT1A) e A}

eine o-Algebra in Q.

Beweis: Die Mengenabbildung f~! ist mit allen mengentheoretischen Operationen ver-

tauschbar. Z.B. gilt
() -0, 12
i=1 i=1

Fiir Mengen A} € A’; gehort f~!(A%) zu A und daher auch die Vereinigung dieser Men-
7 f 7 g
gen. Wegen (11.2) gehort daher die Vereinigung der A. zu A’;. Genauso argumentiert

man fiir das Komplement. Wegen f~1(Q') = Q € A gilt auch Q' ¢ A O

Da die Familie 7' der Intervalle | — 0o, z] (und auch die der entsprechenden offenen
Intervalle) Erzeugendensysteme der borelschen o-Algebra in R sind, ist eine reellwerti-
ge Funktion auf einem Wahrscheinlichkeitsraum genau dann Zufallsvariable, wenn alle
Mengen {X < z} zu A gehéren (und auch genau dann wenn {X < z} € A fiir alle

gilt).
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Jede stetige Abbildung f von R™ in R™ ist messbar, denn fiir offenes B C R"™ ist dann
f~1(B) offen und damit borelsch. Auch monoton wachsende oder fallende Funktionen
f auf R sind offenbar messbar, denn fiir alle z ist dann f~(] — 0o, z]) ein Intervall.
Ein anderes Beispiel messbarer Funktionen sind die Indikatorfunktionen 14 von Mengen
Ac A

Wir wollen uns jetzt iiberlegen, dass man mit messbaren Funktionen so ziemlich alles
machen kann, ohne den Bereich der messbaren Funktionen zu verlassen.

Lemma 11.3 Sind X : Q@ > Q und g : Q' — Q" messbar (bzgl. A, A", A"), so ist
Y =g o X messbar.

Beweis: Fiir B” € A" ist Y "1(B") = X~1(¢g7(B")) € A. m]

Lemma 11.4 Sind X, ..., X, reellwertige messbare Funktionen auf 2, so wird durch
X(w) = (X1(w), ..., X,(w)) eine R™-wertige messbare Funktion X definiert (und um-
gekehrt).

Beweis: Fiir a = (a1, ...,an) und b= (by, ..., by) ist

n

X_l(]a’b]) = ﬂ Xi—l(]ai’bi])

=1
und die Intervalle erzeugen die borelsche o-Algebra. Die Umkehrung folgt aus
X7 (Jai, bi]) = XH(Dy)
mit D; = {(z1, ..., zn) : a; < z; < b;}, da D; borelsch ist. O

Diese beiden Lemmata gelten analog auch fiir stetige Funktionen, aber der folgende
Satz enthédlt auch Aussagen fiir unendliche Folgen, die nicht analog fiir stetige Funktionen
gelten:

Satz 11.5 Sind X1, X, ... reellwertige messbare Funktionen und oi,0s, ... € R, so
sind auch die Funktionen
a1 X1+ ... +ap X,, X1 X, ... X,
sup{X,,: > 1}, inf{X;,1> 1},
lim sup X; , lim inf X;
messbar (mit Wertebereich R = [—o0, + c0]).
Beweis: Setzt man X = (X1, ..., X,) und g(z1, ..., Zn) = @121 + ... + Qn Ty, SO ist

a1 X1+ ... +a, X, =g o X. g ist stetig und daher messbar. Die Behauptung folgt also
aus den beiden Lemmata. Ebenso folgt die Messbarkeit des Produkts.
Die Messbarkeit abzdhlbarer Suprema folgt aus

{sngi < 1'} = ﬂ{Xi <z},

1

und die abzihlbarer Infima aus

{irilei < a:} = U{X’ <z}.

Schliefflich ist noch lim sup X,, = infy (supiz k Xi), usw. a
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11.2 Verteilungen von Zufallsvariablen

Fiir eine Zufallsvariable X nennen wir das durch
Px(A"Y=P(X € A') (11.3)

auf der o-Algebra A’ im Wertebereich Q' definierte Wahrscheinlichkeitsmafl Px die Ver-
teilung von X. Ist X reellwertig, so ldsst sich die Verteilung eindeutig durch die Vertei-

lungsfunktion
Fx(z) = P(X < x) = Px(] — 00,z])

beschreiben. Hat die Verteilung von X eine Dichte f, so sagt man auch verkiirzt, X habe
die Dichte f.

Wenn man aus einer Zufallsvariablen X eine andere berechnet, z.B. Y = X?2, stellt
sich die Frage, wie man aus der Verteilung von X die von Y berechnet. Ist X > 0, so ist
firy >0

Fy(y) = P(X* <y) = P(X < V¥) = Fx(\fy) -

Ist die Verteilung von X durch eine Dichte f gegeben, so erhédlt man mit der Substitution

z = z2

1

2\/2(12.

VY y
Fry) = [ 1(e)ds = [ 1(V5)
0 0

Also hat die Verteilung von Y die Dichte

szf&gx

Ganz genauso kann man vorgehen, wenn allgemeiner ¥ = ¢(X) ist, und ¢ eine Funk-
tion ist, die eine bis auf Sprungstellen stetige und iiberall strikt positive (oder iiberall
strikt negative) Ableitung ¢’(z) im Wertebereich von X hat. Man erhilt, wenn ¢~ ! die
Umkehrfunktion von ¢ bezeichnet,

_ ™' W)
o' (¢71 ()|

Das leuchtet, wie man in Bild 11.1 sieht, auch anschaulich ein.

Einem Zuwachs von z um dz entspricht ein Zuwachs dy = ¢'(z) dz, und fiir infinitesi-
male Zuwéichse miissen die Flachen f(z)dz und g(y) dy gleich sein, weil sie der gleichen
Wahrscheinlichkeit

9(y) (11.4)

P(X € [z,z+dz]) = P(Y € [y, y + dy])

entsprechen. (Ist ¢'(z) < 0, so ist dy negativ, aber die zugehérige Fliche ist |g(y) dy|.)
Es lohnt, zwei hiufig auftretende Spezialfille festzuhalten:

Satz 11.6 IstY = X + a und hat X die Dichte f, so hat Y die Dichte

9(y) = f(y —a).

ot =7 1(Y).

Ist Y =cX und c#0, so gilt
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f g
N /y+dyﬁ
y=p(z)”

rz x+dx

\\\\\_,/////

%)

Bild 11.1 Transformation von Dichten

Wenn ¢'(z) nicht im ganzen Wertebereich von X das gleiche Vorzeichen hat, kann
man gewohnlich den Wertebereich von X in Teilintervalle aufteilen, in denen die Formel
(11.4) anwendbar ist. Hat z.B. X positive und negative Werte und ist Y = X2, so ist

PY<y)=P(Y <y X20)+P(Y <y X <0),

und man erhilt

W) (=)
9(y) = Wi + N

11.3 Unabhéingigkeit

Seien (£2;,.A;) messbare Raume (i € I). Eine Familie von Zufallsvariablen X; auf (2, 4, P)
mit Wertebereichen ; heifit unabhingig, wenn fiir alle A; € A; die Ereignisse {X; € A;}
(voneinander) unabhingig sind. (Fiir Ereignisse verwenden wir den alten im diskreten
Fall definierten Begriff.)

Zum Gliick braucht man die Unabhingigkeit nicht fiir jede Wahl von A; € A; zu
priifen. Sind z.B. alle X; reellwertige Zufallsvariable, so geniigt es, zu zeigen, dass fiir alle
z; € R die Ereignisse {X; < z;} unabhingig sind.

[Dies folgt aus einem (relativ einfachen) Ergebnis der MaBtheorie. Man kann zeigen: Sind F; (i € I)
unabhingige Teilfamilien von A (d.h. sind fiir jede Wahl von F; € F; die Ereignisse F, unabhingig), und

enthélt jedes F; mit je zwei Mengen auch deren Durchschnitt, so sind sogar die von den F; erzeugten
o-Algebren A(F;) unabhingig.]

Satz 11.7 (i) Sind X,, ..., X, unabhdngige reellwertige Zufallsvariable, und hat X; die
Dichte f;, so hat X = (X4, ..., X,,) die Dichte f mit

f(mlv "'7xn)=f1(x1) fn(mn)' (115)
(ii) Umgekehrt gilt: Hat X die Dichte f, so sind die X; unabhdngig mit Dichten f;.

Beweis: (i) Sei @ das Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit Dichte f in R™. Fiir a, b € R™ mit
a < b gilt dann
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Q(la, b)) :/ /nfl(xl (@) s . dzs

= H/fzml do; & ﬁPX € Jas, bil)
=1

= P(X, E]ai,bi] fir alle ’L) = Px(]a,b])

Da ein Wahrscheinlichkeitsmafl durch die Werte auf den Intervallen eindeutig bestimmt
ist, ist Q = Px.

(ii) Hat X die Dichte f, so ist Q@ = Px. Man stellt nun die letzte Zeile der Rechnung
an den Anfang und rechnet wie oben. Setzt man zun&chst bei beliebigem festen j fiir alle
i # j a; = —oo und b; = +00, so folgt aus der Rechnung vor (*), dass Px; die Dichte f;
hat. Damit gilt auch die Gleichheit (*). ldsst man jetzt wieder beliebige reelle a; < b; zu,
so folgt die Unabhéngigkeit der X;. a

Die Existenz von Wahrscheinlichkeitsrdaumen (2,4, P), auf denen eine Folge Xj,
X2, ... von unabhéngigen Zufallsvariablen mit vorgegebenen Verteilungen P; definiert
werden kann, ist ein Ergebnis der Mafitheorie, auf das wir hier nicht eingehen wollen.

Faltungen: Seien X;, X, unabhingige reellwertige Zufallsvariable, deren Verteilungen
Dichten f;, f» haben. Was ist die Verteilung von S = X; + X7 Ist B = {(z1,z2) :
z1 + z2 < s}, so ist

P(S S S) = P(Xl,Xg)(B) = / fl(a:l) fg(.’l,'z) dﬂ?l dCEz .

Mit der Substitution u = z1 + T2, v = x5 erhalten wir

= / (/fl(u—v)fz(v)dv> du .
Wir setzen -
(hef2)W) = [ fi(u=0) fa(w) dv. (11.6)

f1 * f2 heifit die Faltung von f; und f,. Aus unserer Rechnung folgt

Satz 11.8 Sind X;, X, unabhdingige Zufallsvariable mit Dichten fy, fa, so hat X1 + X5
die Dichte fi * fo.

Sind die Dichten f; und f2 auf der negativen Halbachse = 0, so tragen in (11.6) nur
die Werte u, v mit v > 0 und u — v > 0 zum Wert des Integrals bei. Dann ist also

(f1 * o) (u /f1 w = v) fa(v) dv (11.7)

Als Anwendungsbeispiel beweisen wir den spiter noch wichtigen
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Satz 11.9 Sind X;, X, unabhingig, und ist X; N(u;,02)-verteilt, so ist X; + Xo
N(u,0?)-verteilt mit p = p1 + po und o? = of + o3.

Beweis: Aus ¢, ,2(z) = @o,o2(z — p) und Satz 11.6 folgt, dass eine Zufallsvariable Y’
genau dann N (u,o?)-verteilt ist, wenn Y — u N(0, 0?)-verteilt ist. Daher kénnen wir
¢1 = p2 = 0 annehmen. Nun ist

o0
1 1((u—v)? o2
%mf*%’v%(“):m/exP(“?z‘{“af—*o_% "

Macht man die Substitution
g g2
z=v —u ,
g1 09 001
so ist dv = (01 02/0)dz und eine kleine Rechnung liefert {...} = 22 + u?/0?. Damit

erhalten wir fiir die obige Faltung den Wert

1 / 22 u? \ o109 d 1 u? (w). O
—_— exp| —— | exp| ——= z = exp| —= | = -2 (u).
21 01 09 P 2 P 202 o o\V2or P 202 ¥o,

11.4 Erwartungswerte

Ist X eine reellwertige Zufallsvariable auf (2, A, P), die nur abzdhlbar viele Werte a,
a2, ... annimmt, so setzen wir wie im Fall diskreter Wahrscheinlichkeitsrdume

EX=) a;P(X =a).
=1

(Wir sagen wieder, dass EX existiert, wenn diese Reihe absolut konvergiert.)

Sei D die Klasse der Zufallsvariablen mit nur abzihlbar vielen Werten, deren Erwar-
tungswert existiert. Dann gelten in D die alten Rechenregeln (Ubung).

Fiir allgemeine reellwertige Zufallsvariable X definieren wir den Erwartungswert mit-
tels einer Approximation. Fiir k € Z und n € IN sei

A= {hfn < X < (k+1)/n)
und

= k
Xn = Z ; ]'An,k .
k=-—00
Dann ist X,, < X < X, +1/n und |X,, — X,,| < 1/n + 1/m. Existiert daher EX,, fiir
ein n, so existiert X, fir alle n, und es gilt |[FX,, — EX,,| < 1/n+ 1/m. Wir sagen,
dass FX existiert, wenn F X existiert, und setzen
EFX = lim FX,.

n—o0

Man verwendet fiir EX auch die Schreibweisen EpX und [X dP, die deutlich machen,
dass £X von P abhidngt. Der so definierte Integralbegriff wird ausfiihrlich in der Maf-
theorie studiert. Dort wird gezeigt, dass die Aussagen, die wir iiber Erwartungswerte im
diskreten Fall bewiesen haben, sich auf den allgemeinen Fall iibertragen. Insbesondere
gilt fiir Zufallsvariable X, Y, deren Erwartungswerte existieren, F(X +Y) = EX + EY.
Sind X und Y auflerdem unabhingig, so existiert auch F(XY) und es ist E(XY) =
(EX)(EY).Ist X <Y,sogilt EX < EY.
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[Beweis der Additivitdt: Es ist (X +Y)n < X +Y < Xpn+1/n+Y,+1/n < X +Y +2/n <
(X +Y), + 3/n. Existieren EX und EY, so folgt unter Verwendung der Additivitdt in D

IE(X +Y)n) — (EXn + EYn)| <2/n.

Fiir n — oo gilt EXn, — EX, EY, — EY. Damit gilt E(X +Y)n) = EX + EY und also E(X +Y) =
EX + EY.

Die Monotonie von EX ist klar. Den Beweis der Formel E(XY) = (EX) (EY) fiir unabhéngige X,
Y verschieben wir auf die Ubungen.]

Wir leiten nun eine Formel zur Berechnung von Erwartungswerten im Fall von Dichten
her:

Satz 11.10 Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, deren Verteilung Px eine bis auf
endlich viele Sprungstellen stetige Dichte f hat, und sei g stetig auf R. Dann existiert
E(g9(X)) genau dann, wenn I := [|g(z)| f(z)dz endlich ist, und in diesem Fall ist

E(g(X)) = /g(z) f(z)dz. (11.8)

— 00

Beweis: Zu jedem § > 0 existiert eine strikt monoton wachsende Folge {z,,n € Z} mit
T, — —oo fir n - —o0, , — 400 fiir n — +o00, und mit

lg(z) —g(zn)| <6 fiir z, <T<Tnys.

Sei gs5(z) = g(zn) fir z, < z < Tp41. Dann ist

|95(z) — g(z)] <6 (11.9)
und -
Blos(X) = Y gfen) [ f(a)de.

Die letzte Summe konvergiert genau dann absolut, wenn I endlich ist, und dann unter-
scheidet sie sich von [g(z) f(z) dz maximal um §. Wegen (11.9) ist auch |E(g(X)) —

E(gs (X))| < §. Damit folgt die Behauptung. O
Speziell gilt also fiir eine Zufallsvariable X mit Dichte f
+00
EX = /:rf(:r)da:, (11.10)
und
+00
E(X?* = /xz f(z)dz, (11.11)

und diese Erwartungswerte existieren genau dann, wenn die Integrale absolut konvergie-
ren. Existiert F(X?), so setzen wir wieder

Var(X) = E((X — EX)?). (11.12)

Die alten Regeln gelten dann auch in der allgemeineren Situation weiter. Insbesondere
ist Var(X) = E(X?) — (EX)?2.
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Beispiel 11.11 (Erwartungswert und Varianz der Normalverteilung N(u,0?)) Sei X
N(u, o?)-verteilt. Dann hat nach den Transformationsformeln in Satz 11.6 die Zufallsva-
riable Y = (X — pu)/o die Dichte ¢ der Standard-Normalverteilung.

Wegen p(—z) = ¢(z) ist

/Oa:go(:v)da: = - 71'(,0(:5) dz ,

und damit EY = 0. Es folgt E(X —p) =0 EY =0, und also EX = p.

Wegen EY = 0 ist
oo
/ z2e " 24z .
—0

o

Var(Y) = E(Y

E\H
3

Durch partielle Integration erhalt man

N

1 291N
= lim —{[:re‘m /2] —/ —-e“’zﬂd:v}:l.
N—ooo /271 —-N
-N
Aus Var(Y) = 1 folgt Var(X) = Var(X — pu) = 0? Var(Y) = o2. 0

Wer die gerade eingefiihrten Begriffe jetzt erst einmal an Hand eines Beispiels vertiefen
will, kann nun auch § 18 iiber den Poisson-Prozess lesen. Eine andere Moglichkeit ist es,
sich jetzt den Anwendungen in der Statistik (§ 13 und § 14) zuzuwenden.

11.5 Mehrdimensionale Dichtetransformation
und Normalverteilung*

Uns interessiert nun die Verallgemeinerung der Transformationsformel fiir Dichten aus
§10.2 auf den mehrdimensionalen Fall und ihre Anwendung auf Normalverteilungen.

Sei X = (X4, ...,X,) ein Zufallsvektor mit einer Dichte f in R™ , d.h. fiir eine
integrierbare, nichtnegative Funktion f auf R™ gelte

bn

P(X1<bl,.. X <b -—/ /fxl,... dﬂ?n...dl’l
fir alle b = (by, ...,b,) € R™. Fiir das Integral schreiben wir auch kiirzer
| fe
]—o00, b]

Sei @ eine stetig differenzierbare Abbildung von R™ in R™ und Y = ¢(X). Wie bestimmt
man die Verteilung von Y7

Sei zunéchst ¢ bijektiv und in beiden Richtungen stetig differenzierbar auf einer offenen
Menge G C R™, und sei G Tréger der Verteilung von X, d.h. P(X € G) = 1. Sind ¢;(z)
(¢=1,...,n) die Komponenten des Vektors ¢(z) € R", so bezeichnet
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8<pi>
(z) = de ((&Bk i,k=1,---,n)

die Funktionaldeterminante von ¢ an der Stelle z € G. Ist y = p(z), so ist (A(x))_1 =
(A(c,o‘l(y)))_1 der Wert der Funktionaldeterminante der Umkehrabbildung ¢! an der
Stelle y. Die Menge G’ = ¢(G) ist ebenfalls offen.

Nach dem Transformationssatz fiir mehrfache Integrale (siehe O. Forster (1981), Seite
17) gilt fiir alle stetigen Funktionen A’ auf G’ mit kompaktem Trager

[ (e@) 1@l = [ K@) ay.
G G’

1

Wenden wir diesen Satz auf ¢ =" an, so ergibt sich

/ h(z) dz = / he™' ) |A (e~ ()| dy (11.13)

G G’

fir stetige Funktionen h auf G mit kompaktem Trager. Mit ein wenig lebesguescher
Integrationstheorie sieht man, dass das gleiche Resultat sogar fiir integrable Funktionen
h gilt; vgl. Forster (1981), S. 120. Ist nun A’ = [d/, }’] ein in G’ enthaltenes Intervall, so
ist

P(p(X) € A') = /l(p-xA/(m)f(m)da:.

Setzt man h(z) = 1,-14/(z) - f(z), so ist h(p ™ (y)) = 1a(y) - f(¢ ' (y)). Aus (11.13)
folgt dann

P(p(X) € A') = /f(so‘l(y)) A(™ ()| T dy.
AI
Ist A’ eine in R™ \ G’ enthaltene messbare Menge, so ist P(p(X) € A’) = 0. Setzen wir

also .
oy = 1 FTT@) AT W) i yed,
0 fir yeR™"\ G,
so ist g(y) die Dichte von ¢(X).

Ein etwas allgemeineres Ergebnis benotigt man, wenn ¢ zwar nicht bijektiv ist, aber
der Bildbereich von X sich in offene Teilmengen zerlegen lisst, auf denen ¢ bijektiv ist:

Satz 11.12 Sei X = (X, ..., X,) ein Zufallsvektor, dessen Verteilung durch eine Dich-
te f gegeben ist. Es gebe k disjunkte offene Mengen Gy, ..., Gy derart, dass deren Verei-
nigung G Trdger der Verteilung von X ist, und ¢ sei eine Abbildung von G in R™, deren
Einschrankung ¢* auf G; firi =1, ...,k eine bijektive und in beide Richtungen stetig
differenzierbare Abbildung auf G = p(G;) ist. Sei A;(x) der Wert der Funktionaldeter-
minante von ¢* in x € G; und

‘ _{ D) @) |Ai((0) " (w) | fir yeGl,
9i(y) = )
0 fir ye R\ G'.

Dann ist g = Zle g; die Dichte von p(X).
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Beweis: P(p(X) € A’) ist die Summe der Werte P(p(X) € A", X € G;). ]

Die mehrdimensionale Normalverteilung: Uns interessieren nun vor allem affine
Abbildungen und Normalverteilungen. Es ist bei diesem Thema gingiger Brauch, vor
allem mit Spaltenvektoren zu arbeiten.

Ist A eine Matrix, so bezeichne A die transponierte Matrix.

Seien X, ..., X, unabhingige N(0,1)-verteilte Zufallsvariable. Dann ist nach Satz
11.7 die Dichte von X = {Xj, ..., X,,) durch das Produkt der Dichten der X; gegeben,

d.h. es ist
1 1 o
1) = oy (-3 L #)
fir z = Yz, ...,z,) € R®. Wir sagen dann, dass X eine n-dimensionale Standard-

Normalverteilung habe.
Ist ¢ von der Form
o(z) = Az + b,

wobei A eine (n x n)-Matrix und b = by, ...,b,) ist, so bezeichnen wir die Verteilung
von Y = ¢(X) als (allgemeine) n-dimensionale Normalverteilung. Ist A nichtausgeartet,
d.h. det(A) # 0, so sprechen wir von einer nichtausgearteten n-dimensionalen Nor-
malverteilung, anderenfalls von einer ausgearteten n-dimensionalen Normalverteilung

Erwartungswerte von Zufallsvektoren und Zufallsmatrizen definieren wir komponen-
tenweise. Insbesondere ist fiir Y = Y7, ...,Y,)

E(Y) = {E(%), ..., B(Ya)).
Fiir das obige Y ergibt sich mit den Rechenregeln fiir Erwartungswerte sofort
EY)=AEX)+b=b,

da alle E(X;) = 0 sind. Fiir einen beliebigen Vektor Z = % Z;, ..., Z,) von Zufallsvari-
ablen mit endlicher Varianz bezeichnen wir die Matrix

(Cov(Z;, Z)) = (E((Zz- - EZ;)-(Zx - EZk)))

i,k=1,...,n i,k=1,...,n

der Kovarianzen als Kovarianzmatrix Cov(Z, Z). Es ist
Cov(Z,2) = E((Z - B(2))- (2 - E(2)).

Mit Hilfe von Satz 11.12 kénnen wir nun zeigen, dass die Verteilung einer nichtausgear-
teten n-dimensionalen Normalverteilung eindeutig durch C = Cov(Y,Y) und b = E(Y)
bestimmt ist:

Satz 11.13 Ist det(A) # 0, so hat die Verteilung von Y die Dichte

1 1 t -1
9(y) = At (C)[172 (2n)7 2 exp<—§ (y-0)C (y—b)> -

Beweis: Wegen C' = A - 'A4 ist det(C) = det(A - A) = det(A4)%. Die Funktionaldetermi-
nante A(z) ist unabhéingig von z und = det(A). Also ist |A| = det(C)'/2.
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Aus y = Az + b= p(z) folgt z = ¢~ (y) = A~ (y — b). Also ist
Yal=lrx="y-bA AT (y-b)= y-b)C ' (y-b).

Der Vergleich mit der Dichte f ergibt die Behauptung. a

Wir betrachten nun auch ausgeartete Normalverteilungen. Ist det(A) = 0, so ist (R™)
ein echter affiner Unterraum von R™, so dass p(X) keine Dichte in R™ haben kann.

Sei m = Rg(A). Ist m =0, so ist Y = b. Interessanter ist der Fall 1 <m <n —1, den
wir nun untersuchen. Zur Vereinfachung nehmen wir jetzt b = 0 an. Sonst kommt nur
eine Translation hinzu.

Sei also 1 < m < n — 1. Es gibt eine orthonormale Basis c!, ...,c" in R™ derart, dass
die Vektoren Ac!, ..., Ac™ linear unabhingig sind und Ac? = 0 fiir j = m+1,...,n
gilt. Sei

X—:chl+ +WnCn,

d.h. fiir jedes w seien Wi (w), ..., W,(w) die Koordinaten von X (w) in der neuen Ba-
sis. Die Verteilung von W = (Wq, ..., W,) ist wieder eine n-dimensionale Standard-
Normalverteilung, denn die Dichte von X hingt nur vom Abstand von 0 ab, und ist

z=wic + ... +wy,c, so ist
n n
Z 2_2 2
x,’:— wi'
i=1 i=1

Ist H™ der von c!, ..., c™ aufgespannte Raum und P,, die orthogonale Projektion von
R™ auf H™, so ist
PpX =Wic + ... + Wpc™

und AX = AP, X. A bildet aber H™ bijektiv und linear auf den m-dimensionalen
linearen Unterraum AH™ von R™ ab. Da (W4, ..., W,,) eine m-dimensionale Standard-
Normalverteilung hat, folgt, dass AX eine nichtausgeartete Normalverteilung auf AH™
hat.

Abbildungen von R™ in R*: Den Fall von allgemeinen (k x n)-Matrizen A kénnen
wir ohne Miihe auf den bereits betrachteten quadratischen Fall zuriickfiihren. Ist k > n,
so hat der Bildraum A R™ hochstens die Dimension n. Dies erméglicht die Reduktion auf
den quadratischen Fall durch Wahl einer geeigneten Basis in R¥.

_ Wichtiger ist der Fall £ < n. Ist dann Y = Y3, ...,Ys) = AX, so definieren wir
Y, =Y firi=1,...,kund ¥; =0 fir i = k+ 1, ...,n. Die Abbildung X — Y wird
dann durch eine (n x n)-Matrix A beschrieben, die aus A hervorgeht, indem wir unten
n — k Zeilen anfiigen, die nur aus Nullen bestehen.

Ist auflerdem k = Rg(A) = m, so besteht AR" aus den Vektoren in R™, deren letzte
n—m Koordinaten = 0 sind. Sei H™ wie oben, aber mit A gebildet. AH™ hat Dimension
m und ist in AR™ enthalten; also ist AH™ = AR™. A X hat also eine nichtausgeartete
Normalverteilung in AR". Dies bedeutet, dass AX eine nichtausgeartete Normalvertei-
lung in R™ hat.

Folgerung 11.14 (a) Ist Y = YY1, ...,Y,) normalverteilt, so sind alle Marginalvertei-
lungen von Y Normalverteilungen.
(b) Ist Y = ¥Y1, ...,Y,) normalverteilt, so ist Y1 + ... + Y, normalverteilt.
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Beweis: Wir konnen wieder b = 0 annehmen. Sei fir 1 < j; < ... < j, <n Y =
“Yjy, ...,Y;.), und sei Y = Y; + ... +Y,. Die Abbildungen X — Y’ und X —~

J1
Y" sind durch die Hintereinanderausfiithrung der linearen Abbildungen gegeben, die die

Abbildungen X — Y und Y — Y’ bzw. Y — Y beschreiben. a

Aufgaben

1. Seien X, Y unabhingig und auf [a,b] mit 0 < a < b gleichverteilt. Man berechne die Verteilung
von X?2Y.

2. Die gemeinsame Verteilung von (X1, X2) sei eine Gleichverteilung in {(z1,z2) : m% + :c% <1}
Man bestimme die Verteilung von X; + X5. (L)

3. Sei U eine in [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable und F eine Verteilungsfunktion. Sei F~1(u) =
inf{z : F(z) > u}. Man zeige, dass F~1(U) eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F ist.

4. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und F(z) = P(X < z). Man zeige, dass F(X) genau dann
in [0, 1] gleichverteilt ist, wenn F stetig ist.

5. Sei X eine in [0, 2] gleichverteilte Zufallsvariable, U = cos X und V = sin X. Man berechne:
a) P(-r<U<r) (0<r<1);
b) P(U-1?+V2<r?)  (r>0);
c) P(UI<|V]).

6. Sei X exponentiell verteilt mit Parameter A > 0. Man zeige: EX = 1/ und Var(X) = 1/A2.

7. Ein Stab der Linge 1 wird zufillig in zwei Hilften gebrochen, so dass die Linge der rechten
Hélfte auf dem Einheitsintervall gleichverteilt ist. Danach wird ebenso zufillig die lingere der
beiden Hélften in zwei Stiicke gebrochen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich aus den
entstandenen drei Stdben ein Dreieck bilden lisst?

8. Seien U, V zwei unabhingig voneinander mit Gleichverteilung in [0, 1] gewihlte Punkte. Bestim-
men Sie die Verteilung des Abstandes |U — V|, sowie deren Erwartungswert und Varianz. (L)

9. Seien A und B zwei unabhingig voneinander in einer Kreisscheibe vom Radius 1 um den Punkt
M gemafl der Gleichverteilung gewihlte Punkte. Sei X der Abstand von M und A, und Y der
Abstand von B zur Diagonalen durch A und M. Bestimmen Sie die Dichte von Y. Sind X und Y
unabhingig? Bestimmen Sie den Erwartungswert der Fliche F des Dreiecks mit den Ecken M, A
und B. (Aufgabe 8 aus § 10 kann verwendet werden.) (L)

10. In einem Friseursalon arbeiten 5 Angestellte, die pro Haarschnitt 10 Minuten Zeit benétigen. Ein
Kunde, der den Salon betritt, sieht, dass alle 5 Angestellten arbeiten und noch weitere 4 Kunden
warten. Wie grof ist der Erwartungswert seiner Wartezeit, wenn der Zeitpunkt X;, zu dem der
i-te Angestellte mit dem gegenwirtig bedienten Kunden fertig ist, gleichverteilt in [0, 10] ist und
die X; unabhingig sind.

11. Zeigen Sie, dass fiir unabhingige reellwertige Zufallsvariable X, Y, deren Erwartungswerte exi-
stieren, auch E(XY) existiert und = (EX) (EY) ist. (Anleitung: Betrachten Sie zuerst den Fall,
dass X und Y beschrinkt und > 1 sind.)

12* Xi,Xs, ... seien diskrete Zufallsvariable, deren Verteilung folgendermaflen bestimmt wird: Zuerst
wird der Wert X einer Zufallsvariablen A mit Dichte f()) beobachtet. Dann seien bei festem Wert
von X die Zufallsvariablen X1, X2, ... unabhingig mit Verteilung P(z|\). Es sei also

b
P(A € [a,b], X1 :a:l,...,Xn:mn)zlf(/\)P(a:1|)\) ... P(zn|A)dA.

Es konnten etwa X1, X2, ... die Schadenshéhen einer Versicherung in den Jahren 1,2, ... sein.
Deren Verteilung hingt von einem Parameter \ ab, welcher eine apriori-Verteilung mit Dichte
f(A) hat. Man kénnte E(X1) als Basiswert einer Versicherungspramie fiir das erste Jahr ansehen,
zu dem Kosten- und Gewinnzuschlige zu addieren wiren. E(Xn+1| X1 = z1, ..., Xn = z5)
wire der Basiswert fiir das (n + 1)-te Jahr. (Die bedingte Erwartung sei die Erwartung unter
der bedingten Wahrscheinlichkeit.) Sei hier speziell P(z|\) = e~* A®/(z!) fiir £ = 0,1, ... und f
Dichte einer I'-Verteilung mit Parametern a = ag, v = ng + 1, vgl. Anhang zu §12.
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(a) Zeigen Sie, dass die bedingte Verteilung von A, gegeben X; = z1,...,Xn = zn eine
I-Verteilung mit verdnderten Parameterwerten ist.

(b) Bestimmen Sie E(Xnp+1 | X1 =21, ..., Xn = Zn).

[Literatur: Gerber (1995). Der springende Punkt ist, dass fiir dieses Paar von Verteilungen (und

mehrere weitere) die neue Primie eine konvexe Kombination der Ausgangspriamie E(X1) und des

Mittelwerts der bisherigen Schadenshéhen ist.]
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§12 Grenzwertsitze*

In diesem Abschnitt wollen wir eine Verschirfung des schwachen Gesetzes der grofien
Zahlen herleiten und die Normalapproximation der Binomialverteilung verallgemeinern.

12.1 Das starke Gesetz der grofien Zahlen

Zunichst stellen wir fest, dass die tschebyschewsche Ungleichung (Satz 3.15) auch fiir
beliebige reellwertige Zufallsvariable mit endlicher Varianz gilt. Die Voraussetzung, dass
der Wahrscheinlichkeitsraum diskret sei, eriibrigt sich, nachdem EX und Var(X) nun
auch allgemein definiert sind. Das Gleiche gilt fiir das schwache Gesetz der groflen Zahlen
(Satz 3.16).

Wir sagen, dass eine Folge (Y,,) von reellwertigen Zufallsvariablen stochastisch gegen
eine Zufallsvariable Y konvergiere, wenn fiir alle ¢ > 0

P(|Y, —Y|>¢€) =0 (12.1)

gilt. Das schwache Gesetz der grofien Zahlen besagt also, dass fiir eine Folge (X,,) von un-
abhéngigen Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert und beschrinkten Varianzen

die Folge der Zufallsvariablen
1

n

(X1 4 ... +Xn) (12.2)

stochastisch gegen die konstante Zufallsvariable FX; konvergiert. Stochastische Konver-
genz von (Y, ) gegen Y besagt, dass Y, fiir grofies n mit grofier Wahrscheinlichkeit nahe
bei Y liegt, aber nicht, dass auch nur fiir ein einziges w € Q die Folge (Yp(w)) gegen
Y (w) konvergiert.

Man betrachtet daher noch einen weiteren Konvergenzbegriff: Wir sagen, dass eine
Folge (Y,) von Zufallsvariablen fast sicher gegen Y konvergiere, wenn

P{weQ: nli_)rr;o Ya(lw)=Y(w)}) =1 (12.3)
ist.

Satz 12.1 Fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz, aber nicht um-
gekehrt.

Beweis: Sei ¢ > 0. Die Mengen
By ={weQ: |Y,(w) - Y(w)| <efiirallen > N}
bilden eine aufsteigende Folge, und ihre Vereinigung B enthilt die Menge
A={w: limY,(w) =Y (w)}.

Wegen P(A) = 1 ist also P(B) = 1, und daraus folgt nach Satz 10.5 P(By) — 1. Also
gilt
P([Yy - Y| 2¢) < P(BY) = 0.
Um zu sehen, dass nicht umgekehrt aus stochastischer Konvergenz fast sichere Konver-

genz folgt, betrachten wir Q = [0, 1[ mit der Gleichverteilung P, also mit P([a,b[) = b—a.
Sei
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1

ch=1+4+-+. -+ und A, ={w € [0,1[: w liegt mod1 in [ch—1,c¢Cn]}-

1

2

Die Folge (Y,) = (14, ) konvergiert stochastisch gegen 0, denn fiir 0 < ¢ < 1 gilt
P(lY, -0 >¢) =P(A,) =1/n— 0.

Andererseits ist es nicht schwer zu priifen, dass fiir jedes w € 2 und fiir jedes N Zahlen
m,n > N mit w € A, und w € A existieren. Also gilt fiir jedes w

liminf Y, (w) =0  und limsup Y, (w) =1. O

Wir wollen nun zeigen, dass die Folge in (12.2) fast sicher gegen FX; konvergiert. Als
Vorbereitung benoétigen wir das folgende einfache Lemma, das in der Wahrscheinlich-
keitstheorie sehr hdufig angewendet wird.

Lemma 12.2 (Borel-Cantelli) Fir eine Folge Ay, Ao, ... von Ereignissen sei
A" ={w € Q: w € Ay fiir unendlich viele k} .
(i) Gilt 332, P(Ax) < oo, so ist P(A*) = 0.
(ii) Sind die Ay unabhdngig, und st > p., P(Ax) = 0o, so ist P(A*) =1

Beweis: (i) w € Q gehort zu A*, wenn fiir jedes n ein (von w abhéngiges) k > n mit

w € Ay existiert. Also ist
o0
A = U 4. (12.4)
n=1k>n

Fiir jedes n ist

P(A*) < P( O Ak> < iP(Ak),

k=n k=n

und die rechte Seite strebt wegen der Konvergenz der Summe der P(Ay) gegen 0.
(ii) Fir 0 < a; <1 gilt log(1 — o;) < —a;. Damit folgt fiir n < N

N N
log(H(l—ak)) < —Zak.

k=n k=n
Wegen der Unabhéngigkeit der Ereignisse gilt dann
N
(ﬂAC> H (1 - P(Ag)) <exp( ZPAk>
k=n

Bei festem n strebt die rechte Seite fiir N — oo gegen 0. Damit folgt nach (10.7)

p(kiA;>:o.

Wegen der o-Additivitdt von P hat dann auch
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= 4
n=1k=n

die Wahrscheinlichkeit 0, und damit gilt P(A*) = 1. O

Wir sagen, dass eine Aussage fiir fast alle w (oder fast sicher, oder fast {iberall)
gelte, wenn die Menge B der w, fiir die sie nicht gilt Wahrscheinlichkeit P(B) = 0 hat.
Konvergiert die Summe der P(Ayg), so gehort also fast jedes w nur zu endlich vielen Ay;
divergiert sie, und sind die Ay unabhingig, so gehort fast jedes w zu unendlich vielen Ag.

Beispiel 12.3 Wir betrachten das folgende Gedankenexperiment. Aus einer unendlichen
Folge von Urnen wird je eine Kugel gezogen. Enthilt die n-te Urne eine weifle und n — 1
schwarze Kugeln, und ist A, das Ereignis, dass die aus der n-ten Urne gezogene Kugel
weif ist, so ist P(A,) = 1/n. Da die Ziehungen unabhingig sind und die Summe der
Zahlen 1/n divergiert, ist P(A*) = 1. Fast sicher werden unendlich viele weifle Kugeln
gezogen.

Enthilt die n-te Urne eine weifle Kugel und n? — 1 schwarze, so werden fast sicher
nur endlich viele weifle Kugeln gezogen. Es ist unméglich, die Zahlen der weiflen und
schwarzen Kugeln in den Urnen so zu wahlen, dass A* eine echt zwischen 0 und 1 liegende
Wahrscheinlichkeit hat.

Da fast sichere Konvergenz eine starkere Aussage ist als stochastische Konvergenz, be-
zeichnet man einen Satz iiber stochastische Konvergenz von Mittelwerten oft als schwa-
ches Gesetz der grofien Zahlen, und einen Satz iiber fast sichere Konvergenz solcher
Mittelwerte als starkes Gesetz der groflen Zahlen. Wir begniigen uns hier mit dem
Fall beschrankter Varianzen, der von Rajchman stammt. Die iibliche Annahme der Un-
abhéngigkeit ist darin durch die schwichere Annahme der Unkorreliertheit ersetzt, ohne
dass dadurch der Beweis erschwert wird.

Satz 12.4 Sei X1, X, ... eine Folge von reellwertigen, unkorrelierten Zufallsvariablen
und
Var(X;) <M < o fir alle .

Dann konvergiert die durch

definierte Folge fast sicher gegen 0.

Beweis: (1) Im ersten Beweisschritt zeigen wir, dass (Z,2)nen fast sicher gegen 0 kon-
vergiert. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir EX; = 0 annehmen. Da die
X; unkorreliert sind, ist fiir 7 # j Cov(X;, X;) = 0, und also nach den (auch fiir nicht
diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume giiltigen) Rechenregeln in Satz 3.13

M
— -

2
1 1 <
Var(an) = Var(;i (X1 + ... +Xn2)) = F ;Var(xi) < n

Nach Tschebyschew gilt fiir alle € > 0
M

€2 n2 :

1
P(|Z,2| > €) < 6—2Var(an) <
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Ist A, = {|Z,2| > €}, so ist also die Summe der P(A4,) konvergent. Aus dem Lemma von
Borel-Cantelli folgt nun, dass fast jedes w nur zu endlich vielen A, gehort. Setzt man
e = 1/k, so ergibt sich, dass

Ex :={w: |Z,2(w)| > 1/k fiir unendlich viele n}

die Wahrscheinlichkeit P(Ey) = 0 hat. Damit hat auch die Vereinigung E der E;, Wahr-
scheinlichkeit 0. Fiir w € E° gibt es zu jedem k nur endlich viele n mit |Z,2(w)| > 1/k.
Fiir diese w gilt also lim Z,2 (w) = 0.

(2) Fiir m € IN sei nun n = n(m) die natiirliche Zahl mit n? < m < (n + 1)%2. Wir
wollen Z,, mit Z,2 vergleichen. Sei

k
Sk = Z X, .
1=1
Nach den Rechenregeln fiir Varianzen ist
Var(Sm — Spz) = Z Var(X;) < M (m — n?)
1=n?+1
Nach Tschebyschew folgt fiir ¢ > 0
M
2 2
Summieren wir iiber m, so erhalten wir
o 0o (n+1)2-1 9
1 M m—n
P(——|Sm—S mz|25> < =
mZ::l n(m)? n(m) c2 ; e n4
M1
e? ~n
M X (2n)(2n+1)
g2 ; 2n4

Nach Borel-Cantelli gilt dann fiir fast alle w und fiir alle hinreichend groflen m, etwa fiir

m > me(w),
1

n(m)?

Ferner ist nach dem ersten Beweisschritt fiir fast alle w und fiir hinreichend grofles m

|Sm(w) = Sp(m)z(w)] < €.

1
W Sn(m)2 (UJ) <E.

Fiir fast alle w gilt also beides. Fiir diese w ist dann von einem hinreichend grolen m an
|Sm (w)/n(m)?| < 2e. Wegen m > n(m)? ist dann aber auch |Z,,(w)| = |Sm(w)/m| < 2e.
Setzt man wieder € = 1/k, so folgt, dass fiir jedes k

P({w: |Zm(w)| > 2/k fiir unendlich viele m}) =0
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ist. Wie oben ergibt sich daraus, dass (Z,,) fast sicher gegen 0 strebt. a

Bemerkung: Aus Satz 12.4 kénnen wir folgern, dass in einer unendlichen Folge Xj,
X3, ... von Bernoulli-Versuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p die Wahrscheinlichkeit 1
ist, dass die relative Haufigkeit h,, = n=! (X;+ ... +X,,) der Erfolge gegen p konvergiert.

Ist etwa X; = 1, wenn im i¢-ten Wurf eines Wiirfels eine 6 kommt und = 0 sonst,
so ist Z, = h, — 1/6. Das schwache Gesetz besagt P(|h, —1/6] > ¢) — 0. Wére nur
dies richtig, so ware es immer noch denkbar, dass fiir fast jedes w beliebig grofle n mit
hn(w) =~ 1 existieren. (Mit Hilfe von Borel-Cantelli iiberlegt man sich leicht, dass fast
jede Folge von Wiirfen beliebig lange Sechsenfolgen enthilt.) Nach dem starken Gesetz
der groflen Zahlen wissen wir aber, dass fast sicher h, — 1/6 gilt. Fast sicher werden
sehr lange Sechsenfolgen also erst so spit auftreten, dass sie die relativen Hiufigkeiten
nicht mehr stark beeinflussen.

12.2 Normale Zahlen*

Emile Borel, der 1909 das erste starke Gesetz der groflen Zahlen, ndmlich das fiir Ber-
noulli-Folgen, angegeben hat (vgl. Anhang), hat eine amiisante Anwendung auf die reine
Mathematik gegeben.

Eine Zahl w € [0, 1 heifit normal, wenn in der Dezimalbruchentwicklung

w=0,r12023 ...

jede endliche Ziffernfolge a = (ay, ..., ax) mit der relativen Haufigkeit 10~* vorkommt,
d.h. wenn fiir alle k € IN und alle a € {0,1, ...,9}*
lim 1 i Lia}(Zh, Thet, -y Thyk-1) = 107% (12.5)
n—oo N he1
ist.

Im langfristigen Mittel soll also z.B. jede zehnte Ziffer z; eine sechs sein, fiir durch-
schnittlich jedes tausendste h soll xy xp 11 4o der Ziffernblock 377 sein, usw. Es scheint
hoffnungslos schwierig zu sein, fiir Zahlen wie 7 — 3, e — 2 oder 1/ V2 zu priifen, ob sie
normal sind. Man kann aber einige normale Zahlen ad hoc konstruieren. Die bekannteste
ist die champernownsche Zahl

0,0123456789000102 ... 09101112 ... 99000001002 ... ,

in der zuerst die Ziffern 0, ...,9, dann alle Ziffernpaare, dann alle Zifferntripel, ... der
Grofle nach geordnet erscheinen. (Der Beweis der Normalitit dieser Zahl ist nicht trivial.)

Der folgende Satz von Borel zeigt, dass normale Zahlen im Uberfluss existieren. Da er
nicht nur fiir Entwicklungen zur Basis 10 sondern fiir Entwicklungen zu einer beliebigen
Basis b > 2 gilt, folgt aus ihm auch die Existenz von Zahlen, die simultan in allen
Entwicklungen normal sind.

Satz 12.5 Sei P die Gleichverteilung auf Q = [0,1[. Dann ist fast jede Zahl w € Q

normal.

Beweis: Sei X;(w) = xz; die i-te Stelle in der Dezimalbruchentwicklung von w. (Die
abzéhlbar vielen w, deren Dezimalbruchentwicklung nicht eindeutig ist, kénnen wir igno-
rieren, da die Menge dieser w ohnehin die Wahrscheinlichkeit 0 hat.)
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Da fiir jedes m > 1 und jedes b = (by,...,b,) € {0,...,9}™ die Menge
{X1 =b1,X2=0bg, ..., X = by} ein Intervall der Liange 10~™ ist, ist

P(X1=by, ..., X =bp)=10""=P(X;=by) ... P(Xp = byn).

Daher sind die X; unabhingige Zufallsvariable, deren Verteilung die Gleichverteilung auf
{0,1, ...,9} ist. Damit folgt nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen sofort, dass
jeder ,Block“ a der Lange k = 1 fiir fast alle w die relative Hiufigkeit 1/10 hat. Sei nun
k > 1 und a fest. Wir setzen fiir 0 < j < kund 1 >0

Y;(])(w) = l{XUH.j:alx .”,Xik+j+k—1=ak}(w) .

(Y;(j)(w) ist also genau dann 1, wenn (Z;k4j, ..., Tiktj+k—1) = @ ist.)
Fiir festes j hingt Yi(j) nur von den Koordinaten mit Index in I; = {ik + j, ...,
ik +j+ k — 1} ab. Da I, I,, ... disjunkt sind, sind bei festem j die Zufallsvariablen
Yl(j ), Y2(j ), ... unabhéngig.
Es ist _
P(YY =1) = P(Xipyj = a1, - .., Xikpjoh-1 = ax) = 1075

Also ist E(Yi(j )) = 107*. Nach dem starken Gesetz der grofen Zahl folgt nun fiir fast
alle w, d.h. fiir alle w auBerhalb einer Menge B;(a) mit P(B;(a)) =0

m—1
: 1 () —_ 10—k
Jim — Z% Y7 (w) = 107F. (12.6)
Fiir eine feste Blockldnge k gibt es nur endlich viele a und nur endlich viele j. Insgesamt
gibt es also nur abzahlbar viele Bj(a) und ihre Vereinigung B hat Wahrscheinlichkeit
P(B) = 0. Fir w € B¢ gilt (12.6) fiir alle @ und fiir j = 1, ...,k. (12.6) besagt fiir
w=0,z12023 ..., dass

m-—1
1 _
- E 1o} (Tik+js - - s Tiktjrk—1) — 107F
i=0

gilt. Dies bedeutet, dass die relativen H&ufigkeiten, mit denen in der Folge (z1, z2, ...)
der Block a an den Stellen (zp, Thi1, - - -, Thik+1) vorkommt, gegen 10™% konvergiert,
wenn wir nur die A mit A = j (mod k) betrachten. Da aber j beliebig war, muss dann
auch die relative Hiufigkeit entlang der Folge aller h gegen 10~% konvergieren. a

12.3 Der Zentrale Grenzwertsatz

Der Zentrale Grenzwertsatz ist die Verallgemeinerung des Satzes von de Moivre-Laplace
auf allgemeinere Verteilungen. Der gingigste Beweis verwendet charakteristische
Funktionen E(exp(itX)) von Zufallsvariablen, die auch ein fundamentales Werkzeug
fiir die Bearbeitung vieler anderer Probleme sind, ihren natiirlichen Platz aber erst in
einem weiter fortgeschrittenen Abschnitt der Wahrscheinlichkeitstheorie finden.

Hier soll ein Beweis von Kersting dargestellt werden, der mit elementaren Hilfsmitteln
auskommt.

Fir Verteilungsfunktionen F', G verwenden wir die Metrik
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d(F,G) = sup |F(z) — G(z)|.
Sind X, Y Zufallsvariable mit Verteilungsfunktionen F(z) = P(X < z) und G(z) =
P(Y < z), so schreiben wir statt d(F,G) auch d(X,Y) oder d(X, G).
Lemma 12.6 Ist E(Y?%) <7, so ist
d(X +Y,®) <d(X,®)+ 293, (12.7)

Beweis: Die maximale Steigung der Verteilungsfunktion ® der Standard-Normalvertei-
lung ist ®'(0) = ¢(0) = 1/+/27 < 1. Also ist fiir alle z und alle § > 0

|®(z+6) — ®(z)] <.

Ist X <z — 4, soist entweder Y > § oder X +Y < z.Ist X +Y < z, so ist entweder
X <z 4+ oder Y < —4. Daher gilt

P(X<z—-40)-PY>§)<PX+Y<z)<P(X<z+6)+PY <-9).
Daraus folgt
P(X<z-46)—®(z—-0)—56—P(Y >) P(X+Y <z)—- ®(z)
P(X <z+6)— ®(z+9)
+6+ P(Y < -9)

<
<

und damit
d(X+Y,®) <d(X,®)+6+ P([Y| > ).

Setzt man § = n'/3, so gilt wegen n > E(Y?) > §2P(|Y| > &) die Abschitzung
P([Y]| > 6) < n'/3, und daraus folgt (12.7). O

Wir beweisen den Zentralen Grenzwertsatz zuerst unter Zusatzbedingungen:

Satz 12.7 Sind X;, X, ... unabhingige Zufallsvariable mit endlich vielen Werten, die
fiir alle m die Bedingungen

EX,, =0, Var(X,,) =1 (12.8)

und
| Xm| < B < oo (12.9)

erfillen, und ist S, = X1 + ... + X,, und S} = S,,/\/n, so gilt
d(S;,®) = 0.

Beweis: Sei Y} eine von den X; unabhingige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable. (Auf einem
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum lassen sich Y; und die X; definieren.) Sei N zunéchst
eine fest gewahlte natiirliche Zahl. Wir setzen fiir n > N

N 1
Zn: —_ — (S, — .

Sei F,(z) = P(Z, < z). Es gilt
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Zn—+—1 =

+ 1 X
/——n+1 n+1 -

Sind z1,z3, ..., zx die moglichen Werte von X, 41 und py, ..., px die zugehorigen Wahr-
scheinlichkeiten, so ist — wegen der Unabhangigkeit der letzten beiden Summanden —

Fo(z) = ipip(\/%ZnSm——\/n_l__HmO
- Eanl )
_ E(Fn<@m—%Xn+l>>.

Sei a = y/(n+1)/n, 8 =1/y/n. Wir erhalten
|Frt1(z)=®(2)| < |E(Fr(az— Xng1)—®(az—B Xnp1))|+|E(®(az—B Xni1) —®(2))|

und damit

d(Fny1,®) < d(Fy, ®) + sup|E(®(az — B Xpp1) — B(2))] . (12.10)
Die Taylorentwicklung von ® liefert

®(az — Bz;) = ®(az) — Bz; ' (azx) + % (Bz;)? " (ax) — % (Bz;)® "' (az — 0;(z) Bz:)

Fiir nicht notwendig explizit erwdhnte Terme r(z,n), fir die 7(z,n)/g(n) beschrinkt
ist, schreiben wir wie iiblich O(g(n)). Z.B. kénnen wir den letzten Term durch O(n~3/2)
abschétzen, denn ®"' = ¢" ist beschrinkt, die |z;| sind wegen (12.9) durch B beschrénkt,
und es ist A = n~1/2.

Esist « = 1+ 1/(2n) + O(n™2). ® und alle Ableitungen von & sowie z ®'(z) und
z® ®"(z) sind beschrankt. Die Taylorentwicklung von ®(az) liefert

Blaz) = B(z)+ (515 +o(n12)) 2% (z)

1 1 1 1
— =" — il
+(2n+o(n )) 2! <m+0$(2n+0(n2>))
mit 0 < || < 1. Damit erhalten wir

®(az) = ¢(x) +

MIH
+
O

/7~

3N|,__.

~—

Analog zeigt man
1
@II — @II i @III . .
(o) = #"(2) + 5" () + 0 ;)
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Bildet man nun E(®(az — 8 X,41)) = Zle ®(azx — Bz;) p; und beriicksichtigt, dass

aus (12.8)
Zzipizo und Zx?pizl

folgt, so ergibt sich

E(®(ax — fXni1)) = B(z )+%<I>( )+§1;‘I’"( )+O<n31/2) (12.11)

Der Schliissel zu dem Beweis ist nun die Identitit ®”(z) = —z ®'(z), die man durch
Differenzieren von ¢(z) = ®'(z) verifiziert. In (12.11) heben sich also die Glieder mit &’
und mit ®” gegenseitig weg, so dass aus (12.10) fiir geeignetes von n und N unabhingiges
K >0

|d(Frg1, ®) — d(Fp, ®)| < K n™%/?

folgt. Wegen Fy = ® ist d(Fn,®) = 0 und also fiir alle n > N
A(Zn, ®) = d(Fp, ®) < KZ 13/2

Wegen der Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite kénnen wir bei vorgegebenem
e > 0 N so grofl wahlen, dass d(Z,,®) < €/2 fiir alle n > N gilt. Nun gilt aber bei
festem N fiir n — oo

E((S: - Z,)?) :E((\/g}’o — —\/%SN)2> —0.

Nach Lemma 12.6 folgt daher fiir hinreichend grofles n

d(s,;,®) <e. ]

Den Zentralen Grenzwertsatz fiir identisch verteilte Zufallsvariable erhalten wir nun
durch Approximation.

Satz 12.8 Sind X1, Xs, ... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariable mit 0 < o2 :=
Var(X;) < oo, und schreibt man

Sp,—nEX
Sn:X1+...+Xn und S:L U\/— 1,

so gilt
d(s;,®) — 0.

Beweis: Sei f,,(z) = k/m fiir k/m <z < (k+1)/m mit —m? < k < m? und = 0 sonst.
Sei ferner Yy, i = fm(Xi), pm = EYo,; und 02, = E(Yy,, i — 4m)?. Es ist nicht schwer zu
zeigen, dass p,, = p = EX;, 02, — % und

gilt.
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Die Zufallsvariablen X,,, ; = (Y, i — ttm)/0m erfiillen fiir festes m die Voraussetzungen
von Satz 12.7. Definiert man also

1
vn
so gilt d(S*, .., ®) =2 0 (n = ). Es ist

m,n’

* R
Sm,n -

(Xm1+ ... + Xmn),

)

o 1 -
S8 =(1--2)8* —_— X;—p)— (Yo s — tm)] -
=S = (1772 St g UK~ s o)
Bezeichnet man die beiden Summanden auf der rechten Seite mit A,, , und By, », so ist
E(A?nm) =(1~-o0m/0)? und

1 1
E(BZ )= ;EVar(Xl = Y1) < FE((Xl —Ym,1)?%),

denn die Terme [...] sind unabhingig, identisch verteilt und haben Erwartung 0. Fiir
grofies m ist daher E((S}; — S,*;l,n)z) klein. Mit Hilfe von Lemma 12.6 folgt nun die
Behauptung. a

[Die Gleichheit der Verteilungen der X; ist in Satz 12.8 nicht wesentlich. Man kann ganz &hnlich
argumentieren, wenn nur gefordert wird, die X; seien unabhéngig mit EX; = 0, Var(X;) — 02 > 0 und
sup; E(Xf 1{x;|>B}) — 0 fiir B — oco. Die Methode lédsst sich sogar in viel allgemeineren Situationen
anwenden.|

Der Zentrale Grenzwertsatz ist von fundamentaler Bedeutung. In unzihligen wahr-
scheinlichkeitstheoretischen und statistischen Problemen ldsst sich die Verteilung der
interessierenden Zufallsvariablen entweder nicht oder nur mit enormem Aufwand be-
stimmen. In sehr vielen Fillen lassen sich aber asymptotische Aussagen machen, die fiir
die Praxis vollig befriedigend sind und oft durch Tabellen fiir kleine Beobachtungszahlen
ergidnzt werden konnen. Sehr oft spielen Varianten oder Verschirfungen des Zentralen
Grenzwertsatzes eine Schliisselrolle beim Beweis solcher asymptotischen Aussagen.

Anhang*

Anmerkungen zum Gesetz der grofien Zahlen: Die Aussage des Gesetzes der grofien Zahlen gilt
fir identisch verteilte Zufallsvariable bereits unter der schwicheren Annahme der Endlichkeit des Er-
wartungswerts.

Satz 12.9 (Kolmogorow) Seien X1, X2, ... unabhdingige reellwertige Zufallsvariable mit den gleichen
Verteilungen. Ezistiert EX1, so konvergiert Z, = n~1 (X1 + ... + Xy) fast sicher gegen EX;. Fiir die
fast sichere Konvergenz von Zy, (gegen einen reellwertigen Grenzwert) ist die Ezistenz von EXi auch
notwendig.

(Zn) konvergiert auch schon fast sicher, wenn nur EX; existiert und Xi, X2, ... eine stationdre
Verteilung hat, d.h. fiir jedes n die gemeinsame Verteilung von X, ..., X, gleich der von X3, ..., Xn+1
ist (Ergodensatz).

Borel hat versucht, das starke Gesetz der grofien Zahlen fiir Bernoulli-Folgen (X;) mit Hilfe der Nor-
malapproximation zu beweisen, dann aber so gerechnet, als ob S}: fiir grofies n ezakt normalverteilt wire.
Diese Liicke ldsst sich nur durch genauere Abschitzung des Fehlerterms in der Normalapproximation
schliefen. Den ersten vollstindigen Beweis des starken Gesetzes der grofien Zahlen fiir Bernoulli-Folgen
hat F. Hausdorff 1914 in seinem Buch , Grundziige der Mengenlehre*“ gegeben. Hausdorff bezeichnete
den Satz als ,,Satz von Borel“.

Anmerkungen zur Normalapproximation: Eine Abschitzung des Fehlers in der Normalapproxima-
tion gibt
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Satz 12.10 (Berry-Esseen) Seien X1, X2, ... unabhingig und identisch verteilt. Ist 0 < o = Var(X1)
< oo undy = E(|X1 — EX1|3) < o0, so gilt d(Sy,®) < 0,87/(c® /n).

(Siehe z.B. Feller (1966) oder Ginssler-Stute (1977). Die urspriingliche Konstante war 7,59 statt 0,8.
Diese war mehrfach verbessert worden. Den Wert 0,8 hat van Beek (1972) erhalten.)

Eine andere Richtung der Verschirfung sind asymptotische Entwicklungen (Edgeworth-Ent-
wicklungen). Man erhilt genauere Approximationen als ®(z) durch Beriicksichtigung der héheren
Momente; siehe Feller (1966).

Es gibt heute eine hoch entwickelte Theorie der Grenzverteilungen von Folgen von Zufallsvariablen
auch im abhingigen Fall. Der Name ,Zentraler Grenzwertsatz“ wird gewohnlich gebraucht, wenn die
Grenzverteilung ® ist. Die ersten rigorosen iiber den Satz von de Moivre-Laplace hinausgehenden Re-
sultate verdanken wir Ljapounow (1900).

Die hier verwendete Methode von Kersting wurde von ihm nur skizziert, in publizierter Form erst
1978. (Sie diente ihm zur Lésung eines anderen Problems.) Denker (1975) hat in einem Skript den Be-
weis ausgearbeitet. Wir haben uns an Pflug (1983) angelehnt, aber auch ein Argument von Résler (1987)
aus einem anderen elementaren Beweis verwandt.

Aufgaben

1. Fiir Primzahlen p sei A, = {n € IN: p teilt n}. Man zeige: Es gibt kein Wahrscheinlichkeitsmaf}
P auf Q = N, fiir welches die Ap unabhéngig sind und P(Ap) = 1/p gilt. (Hinweis: 3 prim 1/p
= o0 (L)

2. X1,Xa2, ...seien unabhingige Zufallsvariable, und X} sei exponentiell verteilt mit Parameter v/k.
Zeigen Sie, dass n™! (X1 + ... + Xp) fast sicher gegen 0 konvergiert.

3. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
a) Xn — X fast sicher.
b) Fiir jedes € > 0 gilt P(supy>, [Xx — X| >¢€) = 0.

4. Man zeige, dass in Beispiel 3.17 X,, — 0 fast sicher gilt.

5. (Xn) sei eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen mit X, < X4 fiir alle k. Man zeige: Die
Folge (X ) konvergiert genau dann fast sicher gegen eine reellwertige Zufallsvariable X, wenn sie
stochastisch gegen X konvergiert. (L)

6. (Xn) sei eine Folge von unabhiéngigen Zufallsvariablen mit der Dichte f(z) = 1/(m (14 z2)). Gibt
es eine Konstante a € R derart, dass n=! (X7 + ... + X,) stochastisch gegen a konvergiert?

7. Sei Ap das Ereignis, dass zwischen dem 2"-ten Versuch (einschlieflich) und dem 2"+!-ten Versuch
(ausschlieBlich) einer unendlichen Folge von Bernoulli-Versuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit
0 < p < 1 mindestens n Erfolge in ununterbrochener Reihenfolge auftreten. Man bestimme mit
Hilfe des Borel-Cantelli-Lemmas die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unendlich viele A, eintreten.
(Man betrachte die Félle p < 1/2, p =1/2, p > 1/2 separat.)

8. Man zeige, dass die Aussage von Aufgabe 4 in §5 ein Spezialfall des Zentralen Grenzwertsatzes
ist. (Der Einfachheit halber sei A € IN.)

9. Sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion und sei (Y5 ) eine Folge von Zufallsva-
riablen, die stochastisch gegen 0 strebt. Man zeige: d(X + Yy, X) — 0. (L)

10. Sei X1, X2, ... eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F.
1 n
Fo(t,w) = - Z 1j— oo, 1) © Xi(w)
i=1

ist die relative Haufigkeit der X;(w) mit Werten < ¢ unter den ersten n. (F, heifit empirische
Verteilungsfunktion.) Man zeige: Fiir fast alle w gilt Fy, (t,w) — F(¢).

11. Es seien Xi, X3, ... unabhéngig und identisch verteilt mit EX; = 0 und E(|X;|*) < co. Zeigen
Sie, dass fiir n — oo
1 n
XA
vn logn ; ¢

stochastisch gegen 0 konvergiert. (L)
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§ 13 Schatzverfahren und Fehlerrechnung

Eine einigermaflen vollstindige Einfiihrung in die wichtigsten statistischen Methoden soll
hier nicht versucht werden. Wir wollen nur exemplarisch einige davon vorstellen. Dies ist
relativ leicht, wenn man nur rezeptartig die Verfahren beschreibt. Bei den meisten Ver-
fahren ist es dagegen schwierig nachzuweisen, dass sie in einem geeigneten Sinn optimal
sind. Hier wollen wir einen Zwischenweg beschreiten und zunéchst einige Schatzmetho-
den, dann — im néchsten Paragraphen — einige gebrauchliche Tests, aus allgemeinen
Uberlegungen heraus motivieren. Dafiir ist die Maximum-Likelihood-Methode besonders
geeignet.

13.1 Maximum-Likelihood-Schitzungen bei Dichten

Es werde eine Zufallsvariable X mit Werten in R™ beobachtet. Die Verteilung von X
hinge von einem unbekannten Parameter 9 € © ab. Wir nennen sie Py. Hat Py die Dichte
f(-]9), so ist fiir jedes z € R™ Py(z) = 0. Man kann also nicht, wie im diskreten Fall, aus
der Betrachtung von Py(z) Schitzer ableiten. Es ist zweckmaBig, die Likelihood-Funktion
nun dadurch zu definieren, dass wir f(z |¥) an die Stelle von Py(z) setzen. (Ist f(z|¥) in
z stetig und U, eine kleine Umgebung von z mit Linge (bzw. Fliche, Volumen) A(U,),
so ist Py(U,) =~ f(x|9¥) A(U;). Der Wert von 9, welcher f(z |¥) maximiert, wird also (bis
auf kleine Terme) auch Py(U,) maximieren.) Als Likelihood-Funktion bezeichnen wir
daher jetzt die Funktion
9 Lo () = f(z]9).

Beispiel 13.1 (Mazimum-Likelihood-Schatzer fiir die Normalverteilung) Seien X,
X5, ..., X, unabhingig und N(u,o?)-verteilt. Dann ist 9 = (u,0?). Die Dichte der
Verteilung von X; ist

filw: | 9) = are"p(‘%)-

Also hat X = (X, ..., X,) an der Stelle z = (z1, ...,z,) die Dichte

f(z]9) = Hfz:r1|19 (a 7r>nexp<—é%5i§:;(mi—,u)2). (13.1)

Der Maximum-Likelihood-Schitzer § = J(z) ist wieder der Lg(9) = f(z | ¥) maximieren-
de Parameterwert. Wir bestimmen ihn, indem wir das Maximum von £, (9¥) = log L, (1)
aufsuchen. Es ist

L (9) = —nlog(o V2or) — 552 2
Wir betrachten drei Falle:

I. p ist unbekannt, aber 02 = o2 ist bekannt. Dann ist

0 ={(p,0?): peR,o?=0?}.

Durch Differenziation finden wir, dass
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n

di L;(9) =0 genau dann gilt, wenn Z(m, —p) =
H i=1

ist. Daraus ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schétzer

n
E Z;.
1=1

Durch Bildung der zweiten Ableitung stellt man fest, dass wirklich ein Maximum
in 4 vorliegt.

ﬂ:a_;::

S|

II. p = pg ist bekannt und 02 > 0 unbekannt. Dann ist © = {(u, 0?) : p = po, o > 0}.

Aus

d . n 1< 9 3
%-L’z(ﬁ) =0 leitet man — e ;(m, — o) (=2)/e®> =0

her. Daraus ergibt sich fiir 02 der Maximum-Likelihood-Schitzer

n

- 1
52 = - z:(mz — o).
i=1

II. x und o2 sind beide unbekannt. Die Gleichungen

d d
— L, = — L 1_9 =
dpE (¥9)=0 und d0£ (¥9)=0

liefern die Maximum-Likelihood-Schétzer Z fiir 4 und

fiir 0. (Durch Betrachtung der Funktionaldeterminante sieht man, dass ein Maxi-
mum vorliegt.)

In jedem der drei Félle sind die angegebenen Schitzer konsistent; vgl. Abschnitt 4.6.
Die Schitzer i und 62 sind auch erwartungstreu. Statt 62 verwendet man

s? =s%(z) = > (zi - 7)? (13.2)

n—1
i=1

als Schitzer von o2 im Fall III. (Da die Rechenregeln fiir Erwartungswerte nun auch fiir
Verteilungen mit Dichten zur Verfiigung stehen, ist, wie in Abschnitt 4.3, s? erwartungs-
treue Schitzung von o2, wihrend 62 nicht erwartungstreu ist.)

(62 ist die empirische Varianz, d.h. die Varianz der Verteilung, die durch die empirische Vertei-

lungsfunktion beschrieben wird. Fiir jedes ¢ ist der Wert der empirischen Verteilungsfunktion (vgl. § 12,
Aufg. 10) an der Stelle t erwartungstreue Schitzung von F(t) = P(X; <'t).]

Wie erwdhnt wird das Modell der Normalverteilung hiufig auf Messungen von Gewich-
ten, Langen, Stromstédrken usw. angewandt. Sind dann zy, ..., z, die Ergebnisse von n
Messungen, so geht man davon aus, dass sie die ,Realisierungen“ z; = X;(w) von Zu-
fallsvariablen seien, die wegen zufilliger Einfliisse um einen wahren zu messenden Wert
schwanken. Dieser wird dann durch Z geschitzt. Die unbekannte Standardabweichung o
wird durch s = y/s?(z) geschétzt. Sie dient als Ma8B fiir die Genauigkeit der Messungen.
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13.2 Konfidenzintervalle

Es ist bemerkenswert einfach, Konfidenzintervalle fiir u anzugeben.

Betrachten wir zunichst den Fall I, in dem p unbekannt und o? > 0 bekannt war.
Sei dann P, das Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2, unter dem Xj, ..., X,, unabhéngig und
N(u, 0?)-verteilt sind. Wir wissen bereits, dass X; + ... + X,, normalverteilt ist (Satz
11.9). Aus Satz 11.6 folgt, dass fiir normalverteiltes Y und beliebige ¢ # 0 und a € R die
Zufallsvariable cY + a normalverteilt ist. Sei wieder X = n~! (X; + ... + X,,). Dann ist

X —
Z(X) = V(X - p)
o
normalverteilt. Nach den Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianzen ergibt sich

leicht, dass Z(X) Erwartungswert 0 und Varianz 1 hat, also N(0, 1)-verteilt ist.
Wegen ®(1,96) > 0,975 ist also

P,(|Z(X)] <1,96) > 0,95.

Sei
C(e) = {neR: |3 - p| <1960/Vn}.

Dann ist p € C(X) dquivalent mit |Z(X)| < 1,96. Also gilt fiir alle p
P,(p € C(X))>0,95.

Das bedeutet, dass C(z) ein Konfidenzintervall zum Niveau 0,95 zur Beobachtung z =
(1, ..., x,) ist. Erst recht ist dann

[Z —20/vn, T +20/vn]

ein Konfidenzintervall fiir . Gewdhnlich ist natiirlich o2 unbekannt und wird durch s2
geschétzt. Man gibt dann fiir grofle n

[a’v‘ - 25/\/7L_,i+25/\/r_z]

als Konfidenzintervall an, weil s ~ o2 ist. Fiir kleine n sollte zur Konstruktion der Kon-
fidenzintervalle die im nichsten Paragraphen diskutierte t¢-Verteilung benutzt werden.
Der Faktor 2 wird dann durch von n abhingige andere Faktoren ersetzt, z.B. fiir n = 10
durch 2,26, fiir n = 20 durch 2,1, und fiir n = 30 durch 2,05. Erst etwa ab n = 60 ist der
Faktor wirklich < 2, aber so genau nehmen es wohl die Wenigsten.

Fehlergrenzen: Ist ein unbekannter Wert y n-mal gemessen worden, und sind z, ...,
z, die Messwerte, so gibt man in der Praxis Z + s//n als Schitzwert und Fehlergrenzen

an. Dahinter steckt genau die obige Uberlegung und der Ansatz, die Messungen seien um
i herum normalverteilt. Nehmen wir wieder an, n sei so grof}, dass s als gute Schitzung
von ¢ betrachtet werden kann, so ist [Z — s/\/n, Z + s/v/n] ein Konfidenzintervall zum
Niveau 2®(1) -1 > 2-0,84 — 1 = 0,68. Fiir kleines n gibt man das gleiche Intervall an;
das Niveau ist dann etwas niedriger.
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13.3 Das Fehlerfortpflanzungsgesetz*

Es kommt oft vor, dass eine Grofie nicht direkt gemessen wird, sondern aus verschiedenen
gemessenen Groflen berechnet wird. Wir nehmen an, es lagen Messungen x4, ...,Zn,
einer Grole p; vor und Messungen yi, ..., Yy, einer Grole p,. Wir interessieren uns fiir
f(tz, py), wobei f eine uns bekannte Funktion ist, also z.B. fiir

Y= f(;u'a:) .U'y) = .U':c//"y .

Istz=m ™ (z1+ ... + ) und y=n"1(y1 + ... + yn), so liegt es nahe,
v=f (3_7 ) 37)
als Schéatzung von 9 zu wihlen. Wie aber sollen wir den Fehler abschiatzen?

Das Fehlerfortpflanzungsgesetz ist eine approximative Methode zur Beantwortung die-
ser Frage.

Wir betrachten z1, ...,z als die beobachteten Werte von N (pz,o2)-verteilten Zu-
fallsvariablen Xi, ..., X,, und v, ...,y, als die beobachteten Werte von N (uy,aﬁ)-
verteilten Zufallsvariablen Y7, ..., Y. All diese Zufallsvariablen seien unabhéngig. f(z,y)
sei in einer Umgebung von (p4, py) zweimal stetig differenzierbar, und diese sei so gro8,
dass sie (X,Y) ,fast mit Wahrscheinlichkeit 1¢ enthalt.

Sind X — p; und ¥ — ty mit groler Wahrscheinlichkeit klein, also o, und o, klein
oder m und n grof}, so kénnen wir von einer Taylor-Entwicklung

Y= f(X,Y)+ (—6—ji> (pe — X) + (ﬂ) (y — Y) + kleine Terme
Ox Oy
ausgehen, wobei die partiellen Ableitungen in (X,Y’) zu wihlen sind. Wir vernachlissigen
jetzt die kleinen Terme, die (u; — X)?, (uy, — Y)? oder (u, — X) (py — Y) als Faktor
enthalten, und nehmen zusétzlich an, (X,Y) lige so nahe bei (u.,p,), dass wir die
partiellen Ableitungen in dieser Umgebung durch Konstanten o, a, ersetzen kénnen.
Dann ist

b~ F(XY) = oz (pe — X) + oy (1y - Y).
Nach Satz 11.9 ist die rechte Seite normalverteilt mit Erwartung 0 und Varianz o2 02 /m+
ol 02 /n. Nun sind

die Schitzungen von ¢ und o7. Also sind

Sy s
und A, =L

Vm Vn

die Schitzungen der Standardabweichungen von X — pz und Y — Hy. Wir erhalten so

af\> ar\>
A= — | A2 — | A2
() s (3) s
als Schatzung der Standardabweichung von ) — ¥. Sind die obigen Approximationen
hinreichend genau, so ist

Ay =




168 Kapitel II Allgemeine Modelle

[TZJ - A) 1& + A}
ein 68%-Konfidenzintervall fiir . Dies ist das gaufische Fehlerfortpflanzungsgesetz,
das natiirlich analog fiir Grofien gilt, die aus mehr als zwei gemessenen Gréfien berechnet
werden. Die obige Uberlegung ist nach mathematischen Standards schlampig, aber sie
lasst sich mit mehr Aufwand durchaus préazisieren. Exakt ldsst sie sich als Grenzwertsatz
fiir m — 0o, n — oo formulieren. (Vgl. Ubungsaufgabe 5.)
Beispiel 13.2 Sei f(z,y) = z/y, also ¢ = p;/p, zu schitzen. Wegen
of 1 of x
- = - und - =
or y Oy y?
ist )
1 z
2 _ 2 2
A* = 7 Aj + 7 Ay .
Man schreibt dann ¢ = Z/g+ A. (Fiir dieses spezielle 9 ldsst sich auch ein exaktes
Konfidenzintervall angeben. Es stimmt asymptotisch mit dem angegebenen iiberein.)

13.4 Die Methode der kleinsten Quadrate

Oft stellt sich das Problem, eine Gerade, Parabel oder eine andere ,einfache® Funk-
tion einer gegebenen Menge von Messwerten anzupassen. Z.B. kann in Abhéngigkeit
von einer Grofle z eine Grofle y gemessen worden sein, und nun liegen n Messpunkte
(1,91), -+, (Tn,yn) vor. Wenn diese Punkte relativ gut auf einer Geraden liegen, kénn-
te man einen linearen Zusammenhang der beobachteten Gréflen vermuten, der nur durch
Messfehler z; gestort ist. Dann wére

vi =a+ B+ 2 (it=1,...,n). (13.3)

In anderen Fillen konnte etwa aus Naturgesetzen oder aus der Versuchsanordnung folgen,
dass ein Ansatz
yi=a+ Bz +yzi+z

geboten scheint, in dem nur noch «, # und v unbekannt sind.

Allgemeiner nehmen wir an, ¥, ..., 9, seien unbekannte Parameter, und fiir bekannte
Funktionen ¢; sei
der wahre zu messende Wert bei der i-ten Messung und y; = &; + z; der tatséchlich
beobachtete Wert, also z; der Messfehler. Im Beispiel der Geraden wire ¥ = a, ¥ = 3
und (pi(’l91,192) = 191 + 192 x;.

Man fragt, welche Parameterwerte am besten zu den y; passen. Die Methode der
kleinsten Quadrate schreibt vor ¥ so zu bestimmen, dass

Q := Z(yz - 5,)2 (13.5)

minimal wird. Dies ist als ad hoc Ansatz ohne jede Statistik formulierbar und wird
auch oft so angewandt. Nehmen wir nun an, die z; seien die Realisierungen, d.h. die
Werte von unabhingigen N (0, 02)-verteilten Zufallsvariablen Z;, so ist y = (y1, ..., ¥n)
die Realisierung von Y = (Y3, ...,Y,) mit Y; = & + Z;. Die Y; sind unabhéngig und
N (&;,0%)-verteilt. Also hat Y in y die Dichte
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(a 1%)" ex"(‘% g}(yi - &-)2) .

Diese Dichte ist maximal, wenn () minimal ist. Unter den erwidhnten Annahmen sind
also die nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmten ¥ gerade Maximum-
Likelihood-Schétzer.

Beispiel 13.3 (Regressionsgerade) Suchen wir den Messwerten (z1,v1), ..., (Zn,Yn)
eine Gerade moglichst gut anzupassen, so miissen wir Schitzwerte &, B fiir  und B in
(13.3) bestimmen. (Man beachte, dass die z; hier bekannte feste Werte sind, wihrend die
y; Realisierungen von Zufallsvariablen sind. Wir weichen hier von unserer Gewohnheit
ab, die beobachteten Werte der Zufallsvariablen, auf die wir die Schitzungen stiitzen, mit
z zu bezeichnen, um nicht die iibliche Lage der z-Achse und der y-Achse vertauschen zu
miissen.) Nun ist also

Q= Z(yi - (a+ﬂmi))2.

Um @ zu minimieren, setzen wir die partiellen Ableitungen von @ nach « und /3 gleich
Null und erhalten die sog. Normalgleichungen

Z(yi—a—ﬁxi)zo und in(yi—a—ﬁxi)zo. (13.6)
i=1 i=1
Sei wie iiblichZ=n"1(z;1+ ... +z,),9=n"1(y1 + ... +¥y»), und sei
ZT:=n"t(zI+ ... +22), Zg:=n"t(ziy1 4+ .. F Tayn).
Dann lésst sich (13.6) in der Form
y—a—-pz=0, TY-az-PF72=0

schreiben, und dies liefert die Schitzungen

]

w—Try
z

I
K<

und &zgj~B§:.

B:

I

8

Die Gerade y = & + Az nennt man Regressionsgerade. Oft schreibt man /3 in etwas
anderer Form. Sei

1 < _ _ 1 ¥ 7)2
Sa;y:n_l ;(xi—x)(yi_y) und sz:n_l ;(.’Ei—ﬂﬁ) :

Dann ist 3 = Szy/Szz. Man nennt B den empirischen Regressionskoeffizienten. &
und B sind erwartungstreue Schétzer. Auf Verteilungsaussagen gehen wir erst in § 14 ein.

Wir haben nicht angenommen, dass die z; alle verschieden sind. Aber es miissen
natiirlich mindestens zwei verschiedene z; vorkommen. Sonst ist der Nenner in der For-
mel fiir 3 Null. Sind einige z; untereinander gleich, so kann man die zu den gleichen
z-Werten gehorigen y-Werte in Gruppen zusammenfassen. In modifizierter Beschreibung
des Modells sind dann z,, ..., z, die verschiedenen z-Werte und y;; (7 =1, ...,n;) die
n; an der Stelle z; gemessenen y-Werte. Dies hat rechentechnische Vorteile, aber es gibt
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noch einen wichtigeren Grund so vorzugehen. Oben hatten wir angenommen, die Varian-
zen aller y-Beobachtungen seien gleich. Man kann nun aus den y;; die Varianz bei festem
z-Wert z; schétzen. Ergibt sich dabei eine nennenswerte Abhingigkeit von der Stelle
z;, so ist die obige Auswertung nicht unverindert anwendbar. (Man kann modifizierte
Verfahren angeben, wenn man weif}, wie die Varianz der Y;; von z; abhéngt, also z.B. im
Fall Var(Y;;) = 0% z;. Aber dies fiihrt hier zu weit.)

Nicht frei variierende Parameterwerte: Wenn in (13.4) die Parameterwerte 94, . ..,
¥, frei iiber eine offene Teilmenge des RP variieren, kann man das Minimum von @ in
(13.5) gewdhnlich bestimmen, indem die partiellen Ableitungen von @ nach ¥; gleich Null
gesetzt werden. Oft gibt es aber Beziehungen unter den 9;. Sind z.B. a, b, ¢ Messwerte
fir die drei Winkel «, (3, v in einem Dreieck, so gilt (im Bogenmaf}) a + 8 + v = .
Betrachtet man ¥; = «, ¥2 = 3, ¥3 = 7 als die unbekannten Parameter, so variieren
sie also nicht frei im R3. Man kann dies auf verschiedene Weise beriicksichtigen. Eine
Moglichkeit ist natiirlich, nur zwei 9; zu verwenden. Dann ist y; = a, y» = b, y3 = c,
V1 =a,0 =0, =101, =102, & =71 — 191 — I, also

Q=(a-a)’+(b-p)+ (c—(1—a-p))

nach o und B zu differenzieren usw. Eine zweite Moglichkeit ist es, drei Parameter-
werte zu verwenden, also ¥, = «, ¥ = (3, 93 = <, aber dann muss man in Q =
(@ —a)?+ (b - B)% + (c — v)? das Minimum unter der Nebenbedingung o+ +~ ==
suchen. Dieses zweite Verfahren ist (jedenfalls bei komplizierteren Schitzproblemen) oft
vorzuziehen. Maxima und Minima unter Nebenbedingungen werden mit der Methode der
lagrangeschen Multiplikatoren bestimmt.

2

13.5 Median, Ausreifler und Robuste Schitzer*

Wenn in einem Schweizer Bergdorf fiinf zugezogene Multimillionire und fiinfzig Einhei-
mische leben, ist es fiir die Einheimischen wenig befriedigend, wenn man ihnen erklirt,
das durchschnittliche Einkommen in diesem Ort sei doch recht hoch. Der Erwartungswert
einer Verteilung ist manchmal keine gute Mafizahl fiir das ,,Zentrum* einer Verteilung.
Man betrachtet daher auch andere Mafizahlen. Die bekannteste davon ist der Median.

Ist Z eine reellwertige Zufallsvariable, so heifit jede Zahl p,, mit P(Z > u,) > 1/2
und P(Z < pm) > 1/2 ein Median von Z (oder von der Verteilung von Z). p,, ist
durch diese Bedingung nicht notwendig eindeutig bestimmt. Gibt es ein Intervall [a, b]
mit P(Z > b) = 1/2 und P(Z < a) =1/2, so ist jede Zahl zwischen a und b ein Median.
Dies ist aber auch der einzige Fall ohne Eindeutigkeit. Ist Z symmetrisch um eine Zahl
c verteilt, d.h. gilt P(Z > c+t) = P(Z <c—1t) fiir alle t > 0, so ist ¢ ein Median. Fiir
symmetrische Verteilungen mit endlicher Erwartung ist, wie man leicht priift, EZ = c.

Fir n Messwerte z1, ...,2, € R definieren wir den empirischen Median /i, folgen-
dermafen: Sind z(;) < z(y) < ... < T(n) die der Grofle nach geordneten z;, so sei fiir
ungerades n

A

Hm = /lm(mly cee amn) = x((n+1)/2)

das () mit dem mittleren Index. Ist n gerade, so gibt es keinen mittleren Index. Dann
sei fim(z) der Mittelwert der beiden () in der Mitte der aufsteigenden Folge, also

~

Hm = % (w(n/2) + m((n/2)+1)) .



§ 13 Schétzverfahren und Fehlerrechnung 171

Beispiel 13.4 Ist
z1=3,1, x29=4,5, z3=45, x4=28, z5=26, x6=09,8,

so ist z(;) der kleinste dieser Werte, also z(;) = 2,6. z(y) ist der nédchstgrofiere, usw.
Mehrfach auftretende Werte werden dabei mehrfach beriicksichtigt. Man erhalt

T =26, z) =28, 3 =31, 4 =45, zp5)=45, zE) =938.
Der Median ist fim = (3,1 +4,5)/2 = 3,8 (Bild 13.1).

Hm
|
I | [ I T T ! T | [ [
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o T
Bild 13.1 Median
Die Folge z(1), Z(2), - - -, T(n) nennt man die Ordnungsstatistik zu den beobachteten

Werten z,, ..., z,.

Fiir eine Folge von Zufallsvariablen X1, ..., X, sei X(1)(w) < X(9)(w) < ... < X(pn)(w)
die aufsteigend geordnete Folge der X;(w), ..., X,(w). (Man beachte, dass die Umord-
nung von w abhingt.)

Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen lisst sich ableiten: Ist Z eine reellwertige
Zufallsvariable mit eindeutigem Median p,, und sind Z;, Z,, ... unabhingige Zufallsva-
riable mit der gleichen Verteilung wie Z, so gilt fiir n — oo

fm(Z1, ooy Zn) = pm fast sicher.

Wir verschieben dies auf die Ubungen (Aufgabe 6). Man kann daher den empirischen
Median als Schitzer des Medians, und gegebenenfalls des Symmetriezentrums einer Ver-
teilung mit eindeutigem Median verwenden.

Ausreifler: Wenn man eine Reihe von Messwerten wie in Bild 13.1 registriert hat, besteht
oft zu Recht die Vermutung, dass ein Messwert, der sich relativ weit von den iibrigen
entfernt, durch eine Stérung zustande gekommen ist und dass er das Ergebnis verfilschen
wiirde, wenn man ihn nicht streicht. Z.B. kann in Bild 13.1 der ganz rechts liegende Wert
ein solcher , Ausreifler sein. Wenn man den Mittelwert Z = n~!(z; + ... + z,) als
Schétzer benutzt, stort solch ein Ausreifier relativ stark. Fiir den Median fi,, spielt er
eine geringere Rolle. Man sagt, dass ji,, ein robusterer Schitzer als Z sei.

Man koénnte deshalb daran denken, einen Parameter p, fiir den n Messwerte zy, ..., T,
vorliegen, stets durch den empirischen Median zu schitzen. Aber auch dies hat Nachteile.
Man kann sich z.B. iiberlegen, dass der empirische Median relativ langsam konvergiert,
so dass die Schitzung von p mittels des Medians gewohnlich unnétig ungenau ist.

Es sind daher — zunéchst mehr oder weniger intuitiv — andere Methoden vorge-
schlagen worden, wie man Schitzer bilden soll, die den Einfluss von Ausreiflern klein
halten und dabei méglichst genau sind. Bekannt ist z.B. das getrimmte Mittel Z,. Sei
0 < a < 1/2 und [na| die groBte ganze Zahl < na. Man lisst die [na] kleinsten und
die [na] groBten Werte weg und bildet aus den verbleibenden Werten den Mittelwert Z,
d.h. man bildet
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To=(n—2 [na])‘l (fE([na]H) T T([naj+2) + -+ + ﬂf(n—[na])) .

a wird so gewahlt, dass man davon ausgehen kann, dass in der betreffenden Situation
gewohnlich nicht mehr als 2a - 100 % der Beobachtungen Ausreifier sind. Ublich sind
Werte mit 0,1 < a <0,2.

Andere robuste Schitzer sind das Winsorisierte Mittel w, und das Lehmann-
Hodges-Mittel. w, wird gebildet, indem die [na] kleinsten und die [na] groBten Werte
nicht weggelassen werden, sondern nur zum nichstgelegenen der iibrigen Werte hin ver-
schoben werden, bevor gemittelt wird. Das Lehmann-Hodges-Mittel ist der empirische
Median der Werte (x; +z;)/2 mit ¢ # j. Es gibt inzwischen nicht nur umfangreiche theo-
retische Studien zu diesem Problemkreis, sondern auch Simulationen, mit denen man
feststellt, welche dieser Schitzer in welchen Situationen vorteilhaft sind; ferner hat man
robuste Schatzer mit Hilfe von historischen Datensétzen verglichen. (Vgl. Bickel-Doksum
(1977), Huber (1981), Andrews u.a. (1972), Stigler (1977).)

Fehlergrenzen fiir das getrimmte Mittel: Um wie bisher von Fehlergrenzen sprechen
zu kénnen, miissen wir natiirlich Modellannahmen formulieren, die nun zulassen sollen,
dass die Messfehler mit nicht zu vernachlassigender Wahrscheinlichkeit auch relativ grofl
ausfallen kénnen. Seien die Messfehler Z; unabhingig und mit einer um 0 symmetrischen
Dichte f(z) = f(—z) verteilt. Wir beobachten X; = u + Z;. Sei zunichst f bekannt,
und seien qq, q1—o die sog. a- und (1 — a)-Quantile zu f, d.h. P(Z; < g¢4) = @ und
P(Z; < q1—o) = 1 — a. (Wegen der Symmetrie von f ist ¢;_o = —¢q.) Ist X, (w) das
getrimmte Mittel zu X;(w), ..., X,(w) (das natiirlich von n abhéngt), so gilt nach Bickel
(1965):

P(vn(Xo —p) <t) = ®(0qt) fir n— oo

91—«
02 = (1_—22(1)—2{ / t2 f(t)dt+aqf_a}.

0

mit

Nun ist f und damit o2 natiirlich nicht bekannt, aber o2 lisst sich schitzen durch die
Winsorisierte Stichprobenvarianz

n—[naj
) 1 - ¢ z
bo = 1-2a7n { Y. (X@—Xa)+[na] ((X([na1+1)—Xa)2+(X(n—[na1)"Xa)2)} :

i:[na]-l—l

(Vgl. Jaeckel (1971)). T = /n(Xs — p)/64 ist asymptotisch N(0,1)-verteilt, d.h. fiir
n — oo gilt P(T < t) — ®(t). Will man p robust schétzen, so sollte man also Z, * 64
statt T T s angeben. Ist in Wirklichkeit f die Dichte einer Normalverteilung (gibt es also
keine Ausreifer), so verliert man auf diese Weise nicht viel an Prézision.

Anhang*

Historisches: A. M. Legendre hat 1805 die Methode der kleinsten Quadrate als Erster beschrieben.
C. F. GauB loste einen Prioritétsstreit aus, als er 1809 in seinem astronomischen Hauptwerk , Theoria
motus corporum coelestium“ erwéhnte, er habe die Methode seit 1795 benutzt. Dafiir gibt es tatsichlich
in einem 1799 publizierten Brief von Gaufl Anhaltspunkte, die allerdings nicht schliissig sind. (Vgl. Stigler
(1981).)
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Man kann aber wohl in jedem Fall Legendre und Gaufl die Viter der Methode nennen, denn Gaufl
hat die Methode wahrscheinlichkeitstheoretisch begriindet und entscheidend entwickelt. 1809 verwandte
Gauf} ein Maximum-Likelihood-Argument. In seiner Schrift ,, Theoria combinationis observationum erro-
ribus minimis obnoxiae“ (1819-1822) hat Gauf dann die Fehlertheorie geschaffen. Seine hier gegebene
Begriindung der Methode der kleinsten Quadrate, der er spiter stets den Vorzug gab, lief darauf hinaus,
dass der mittlere quadratische Fehler (§4) moglichst klein gehalten werden solle. Dies wollen wir etwas
prézisieren, da es auch heute noch wichtig ist. Wir verwenden die Bezeichnungen aus Abschnitt 13.4.

Satz von Gauf3-Markow: Man spricht von einem linearen Modell, wenn die £; von der Form &; =
ci1 Y1 + ... + cip ¥p sind. Die Z; seien unabhéngige Messfehler mit EZ; = 0 und Var(Z;) = o2, aber

nicht notwendig normalverteilt. Ein Wert 9 von 9 = (91, ...,9p), fiir den 3 70, (vi — ¢;)? minimal ist,

heilit Kleinste-Quadrate-Schétzer von 9. (Solch ein 9 existiert stets; es braucht aber nicht eindeutig
bestimmt zu sein.)

Sei ¥ oder allgemeiner g(¥) = g1 91 + ... + gpV¥p zu schitzen. Ein Schitzer der Form T'(y) =
t1y1 + ... + tn yn heifit linear. Der Satz von GauB-Markow besagt:

Wenn es iiberhaupt einen linearen erwartungstreuen Schitzer von g(¥) gibt (was von (c;;) abhdngt), ist
9(¥) der lineare erwartungstreue Schéitzer mit kleinster Varianz. (Er ist auch dann eindeutig bestimmdt,
wenn ¥ es nicht ist.)

Mehr zur Methode der kleinsten Quadrate findet man z.B. bei van der Waerden (1971) und Linnik
(1961).

Ausblick: In neuerer Zeit werden neben den robusten Methoden intensiv statistische Methoden stu-
diert, die mittels Computersimulationen von Stichproben aus einem festen Datensatz Konfidenzbereiche
festlegen, sog. ,Bootstrap-Methoden* Wir wollen die Grundidee wenigstens andeuten:

Seien X1, X2, ..., X, unabhingige identisch verteilte Zufallsvariable mit unbekannter Verteilungs-
funktion F und endlicher Varianz ¢ > 0. Um die Abhingigkeit der Wahrscheinlichkeiten von F anzu-
deuten, bezeichnen wir das Wahrscheinlichkeitsmafl mit Pg.

Nehmen wir einmal an, wir suchten ein Konfidenzintervall fiir u = Er(X;) zu vorgegebenem Niveau
1—c. Legen wir den Mittelwert 4 = n~1 (X714 ... +Xp) als Schétzer fiir 4 zugrunde, so liegt es nahe, ein
Intervall der Form [i—9§, i+4] zu verwenden, wobei § > 0 so zu bestimmen ist, dass Pr(|i—pu| < §) > 1—a
fiir alle F gilt. § darf vom beobachteten Vektor X = (Xj, ..., X,) abhéingen, aber nicht von F.

Ist n nicht zu klein, so wird die durch Fy,(t) = (1/n) - (Anzahl der 7 mit X; < t) definierte empirische
Verteilungsfunktion F;, sehr wahrscheinlich nahe bei F' liegen. Dies ldsst vermuten, dass man gute Ap-
proximationen fiir Wahrscheinlichkeiten Pg(-) erhalten kann, wenn man F durch F, ersetzt. Da F, nur
von X und nicht von F' abhingt, wire damit viel gewonnen.

Natiirlich miisste das sich auf F), stiitzende Experiment das Ursprungsexperiment simulieren. Seien

daher X7, ..., X,; bei gegebenem X unabhingige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fj. Diese
Voraussetzung ist erfiillt, wenn X7, ..., X die Ergebnisse von n Ziehungen mit Riicklegen aus einer
Urne mit n Kugeln sind, auf denen die Zahlen X1, ..., X, stehen. Der Erwartungswert der X bei

gegebenem X ist fi. Ist 4* der Mittelwert der X, so sollte gelten
Pp, (3" —p<t)~ Pp(i—pn<t).

Tatséchlich strebt die Differenz der beiden Seiten fast sicher gleichmiBig in ¢t gegen 0. (Die Konvergenz
lasst sich noch durch Standardisieren verbessern.) Der Wert der linken Seite lisst sich leicht mit einem
Computer approximativ bestimmen, indem man das Simulationsexperiment bei festem X sehr oft un-
abhéngig wiederholt und die relative Hiufigkeit auszihlt, mit der das Ereignis i* — g < t auftritt. Man
spricht daher von resampling, weil man aus einer festen Stichprobe immer wieder neue Stichproben
zieht. Das Wort ,,bootstrap“ bedeutet Stiefelschlaufe. Man zieht sich an der Stiefelschlaufe F;, aus dem
Sumpf der mangelnden Kenntnis von F wie Miinchhausen an seinen Haaren.

Ausfiihrlicher und mit Begriindung ist die Idee bei Falk (1987) dargestellt. Diaconis und Efron (1983)
haben eine — so weit wie moglich — allgemein verstindliche Darstellung der von Efron (1979) vor-
geschlagenen Bootstrap-Methoden gegeben. Eine elementare anwendungsbezogene Einfiihrung in diese
Thematik liefert das Buch von Efron und Tibshirani (1993).

Simulationen und Monte-Carlo-Methoden spielen natiirlich auch in anderen Teilgebieten der Stochas-
tik eine grofie Rolle; siehe z.B. Rubinstein (1981).

Ein anderer moderner Zweig der Statistik ist die explorative Datenanalyse, in der es nicht um ma-
thematische Bestédtigungen sondern darum geht, wie man aus uniibersichtlichen Daten Zusammenhéinge
und Trends erkennen lernt; siehe Tukey (1977).
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Aufgaben

1. Sei Z eine reellwertige integrierbare Zufallsvariable mit Dichte f und Median pm. Man zeige: Fiir
alle a € R ist E|Z — a| > E|Z — pm| und Gleichheit gilt genau dann, wenn g, ein Median von
Z ist.

2. Je 10 Messungen der Winkel o, 3, v eines Dreiecks ergeben folgende Mittelwerte: & = 61,3°,

B = 44,6°, ¥ = 73,4°. Die Winkelsumme ist auf Grund der Messfehler nicht 180°. Man bestimme
mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate Schitzungen &, 3, 4 mit Winkelsumme 180°. (L)

3.  Wir nehmen an, dass Knaben- und Madchengeburten gleich wahrscheinlich seien, und bezeichnen
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Knabe rot-griin-blind ist, mit 1 — 9. Nach einem genetischen
Modell ist dann (1 — 9)? die Wahrscheinlichkeit, dass ein Madchen rot-griin-blind ist. Es sind
8870 Manner und 9140 Frauen untersucht worden, und davon waren 670 Manner und 40 Frauen
rot-griin-blind. Man bestimme eine Maximum-Likelihood-Schitzung fiir 9.

4. Sei X(1) < X3 < ... < X(n) die Ordnungsstatistik zu n auf dem Einheitsintervall gleichverteil-
ten unabhéngigen Zufallsvariablen Xi, ..., Xn. Man zeige: E(X()) = k/(n+1) firk =1, ...,n.
(Hinweis: Um P(X k) < t) zu bestimmen, kann man die Beobachtung von X; als Erfolg werten,
wenn X; <t gilt.) EL)

5. (Xn) sei eine Folge von unabhingigen by, p-verteilten Zufallsvariablen; 0 < p < 1. Sei Sp =
X1+ ... + Xn. f sei eine auf dem Einheitsintervall definierte und dort zweimal stetig differen-
zierbare reellwertige Funktion. Man zeige: Ist f'(p) # 0, so gilt fiir alle z; < z2

lim P 1 < ﬁ(f(sn/n) _ f(p)) < T2 = @(:1:2) — @(:l:l) .

n—roo - f'l)vp(1-p)

6. X1, X2, ... seien unabhingig mit Dichte f(z) = 7! (1 + z2)~1. Man zeige, dass der empirische
Median fast sicher gegen 0 konvergiert. (Man verwende Aufgabe 10 aus §12.)

7. Sei mit den Bezeichnungen aus §13.4 Y; = £; + Z;. Nun aber seien die Z; N(0, w; 0?)-verteilt mit
bekannten w; > 0. Wie bestimmt man Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 91, ...,9,? Wenden
Sie dies auf Beispiel 13.3 an. (L)

8. Gibt es Kleinste-Quadrate-Schitzer im linearen Regressionsmodell, wenn nur Parameterwerte
a > 0, 8 > 0 moglich sind?

9. Bestimmt man Schétzer der Parameter ¥ dadurch, dass (mit den Bezeichnungen aus §13.4)
Q* = 3" |yi — &| minimiert wird, so spricht man von der Methode der kleinsten absoluten Werte.
Zeigen Sie, dass diese Methode gerade die Maximum-Likelihood-Methode ist, wenn die Z; eine
Dichte f(z) = exp(—|z|)/2 haben.
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§ 14 Einige wichtige Testverfahren

Erinnern wir uns, dass in einem Testproblem eine — meist vektorwertige — Zufallsva-
riable X beobachtet wird, deren Verteilung Py einer Familie {Py : ¥ € ©} angehort, der
Menge der im Modell in Betracht gezogenen Verteilungen. © ist die disjunkte Vereini-
gung zweier nichtleerer Mengen H und K, der Hypothese und der Alternative, und es
soll aufgrund des beobachteten Wertes  von X entschieden werden, ob ¥ zu H oder zu
K gehort.

Wir bilden den Likelihood-Quotienten

_sup{L.(¥): ¥ € K}
= sup{L.(9): 9 € H}

(14.1)

Ein Test ¢ ist nun eine messbare Abbildung des Wertebereichs X von X in [0, 1]. Wird
z beobachtet, so besagt ¢(z) = 1 wieder, dass die Hypothese verworfen werden soll; im
Fall ¢(z) = 0 soll sie angenommen werden, und im Fall 0 < ¢(z) < 1 soll ein zusétzliches
Zufallsexperiment mit Wahrscheinlichkeit ¢(z) zur Verwerfung fiihren.

¢ heifit Likelihood-Quotienten-Test, wenn fiir geeignetes ¢ € R im Fall ¢(z) > ¢
die Hypothese verworfen wird und sie im Fall ¢(z) < ¢ angenommen wird, also wenn

{z: q(z)>c}Cc{z: p(z) =1} und {z: q(z) <c} C{z: p(z) =0} (14.2)

gilt.

Nach dem Neyman-Pearson-Lemma, das sich mit dem gleichen Beweis auf die Situa-
tion mit Dichten {ibertrigt, existiert im Fall einfacher Hypothesen und Alternativen zu
0 < a <1 ein Likelihood-Quotienten-Test zum Niveau «, und er ist schirfster Test zu
seinem Niveau.

Fiir zusammengesetzte (d.h. nicht einfache) Hypothesen und Alternativen ist es nicht
mehr allgemein richtig, dass ein Likelihood-Quotienten-Test schirfster Test zu seinem
Niveau ist. Zahlreiche wichtige Tests lassen sich aber als Likelihood-Quotienten-Tests
darstellen. Dass sie in geeignetem Sinn optimal sind, l4sst sich oft zeigen, aber die dazu
erforderliche Theorie kann in diesem Rahmen nicht behandelt werden. Wir wollen einige
h&ufig verwendete Tests durch Betrachtung der Likelihood-Quotienten ableiten und die
dabei bendtigten Verteilungen studieren.

14.1 Der t-Test

Xy, ..., X, seien unabhingig N(u,o?)-verteilt mit unbekanntem (u,o?). Fiir ein gege-
benes festes o sei zu testen, ob p = po oder p # po gilt. Dann ist ¥ = (u, 02),

H={(n,0%): p=po,0° >0},  K={(u,0%): p#po,o>>0}
und © = HU K. Ist f(z|d9) die in (13.1) angegebene Dichte der Verteilung von X =
(X1, ..., X5), so ist aus Stetigkeitsgriinden, da K in © dicht ist,
sup{f(z|¥): 9 € K} =sup{f(z|9): J € ©}.

Die Parameterwerte (u,o?), die bei festem z die Likelihood-Funktion L,(9) = f(z|¥)
maximieren, hatten wir schon am Anfang von § 13 bestimmt. Nach Fall III wurde das Su-
premum {iber alle ¥ € © im Punkt (Z, 5?) angenommen, d.h. es gilt fiir z = (z1, ..., z,)
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sup{L,(¥) : ¥ € K} = f(z|(z,57)).
Ebenso ergibt sich aus Fall II
sup{L,(¥) : 9 € H} = f(z|(po,5?%)).

Nun ist

und ebenso

Dabher ist

Ist ¢ Likelihood-Quotienten-Test, so gilt fiir geeignetes ¢ die Bedingung (14.2). Fir ge-

eignetes ¢/ = c2/™ gilt also
p(z)=1 auf {6°>c'6*} und ¢(z)=0 auf {52 < &?}. (14.3)
Es ist _
Z(wk — po —Z+1I)?
7’ = (Z — po)®
52 n 52
D> (@x—2)°
k=1
Wir setzen

n

T(@:M mit  s(z) = ! > (zi—2)2. (14.5)

s(z) n—1 &

Dann ist der letzte Summand in (14.4) ein Vielfaches von |T'(z)|?. Also ist fiir geeignetes
t € R die Bedingung ¢(z) > c dquivalent zu |T'(z)| > t.
Fir jeden Likelihood-Quotienten-Test ¢ gibt es demnach ein ¢ mit

1, falls |T(z)| >t¢,

W(x)z{ 0, falls |T(z)|<t. (14.6)

Fiir z mit |T(z)| = t setzen wir ¢(z) = 0. (Wir kénnen hier willkiirlich vorgehen, weil
die Verteilung von T'(X) unter jedem Py eine Dichte hat, so dass Py(|T'(X)| =¢) =0
gilt. Fiir ¥ € H werden wir das gleich sehen.)

Um zu vorgegebenem Signifikanzniveau o > 0 die Zahl ¢ zu finden, fiir die ¢ gerade
Niveau o hat, muss man die Verteilung von 7'(X) unter der Hypothese kennen.

Die Zufallsvariablen Y; = (X; — po)/o sind unter der Hypothese unabhingig und
N(0,1)-verteilt. Ist Y = (Y7, ..., Y,), so ist, wie man leicht nachrechnet, s(X) = o s(Y)
und
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T(X) = i(‘ﬁ (14.7)

Insbesondere ist die Verteilung von T'(X ) unabhiingig von po und o2. Besonders letzteres
ist wichtig, da wir 02 ja nicht kennen. Die Verteilung von Y hat die Dichte

91, - Yn) = (—\/12—_”)” exp(—% i‘;;&) .

g ist invariant unter orthogonalen Transformationen. Ist also A eine orthogonale n x n-
Matrix, und Z = (2, ..., Z,) der Zufallsvektor Y A, so gilt fiir jedes n-dimensionale
Rechteck [a, b

P(Z € [a7b[) = P(Y € [(I,,b[A_l) = / g(yla "'7yn)dy1 dyn
[a, b A-1L
= [ oo ) dyr o dy = P(Y € fa )
[a, ]

Z hat also die gleiche Verteilung wie Y, d.h. Z;, ..., Z, sind unabhingig N (0, 1)-verteilt.
Sei nun A eine orthogonale Matrix, die den in Richtung der Diagonalen weisenden
Einheitsvektor d = (1/y/n) (1,1,...,1) auf den Vektor (1,0,0, ...,0) abbildet.
Die Projektion yP von y = (y1, ..., yn) auf die Diagonale ist der Vektor (7,7, ...,7),
denn aus Symmetriegriinden wird durch P jeder der Basisvektoren (0, ...,0,1,0, ...) auf
den gleichen Vektor (p,p, ..., p) abgebildet, und aus

(L1,...,1)=(,1,....,.1) P=n(p, ...,p)

folgt p = 1/n.

A bildet den zur Diagonale orthogonalen Vektor y — yP auf einen Vektor ab, der
orthogonal zu (1,0, ...,0) ist, also als erste Koordinate 0 hat. Daher hat z = yA =
yPA + (y — yP) A dieselbe erste Koordinate z; wie yPA, und dies ist /n¢. Damit ist
7= /n¥.

Bezeichnet || - || den euklidischen Abstand im R", so ist fiir jedes w ||Y(w)| =
IY (w) A|| = ||Z(w)||. Damit erhalten wir

n

(n—-1)s2(Y) = Z(Yi—f/)2 = Xn:(yf—szywrif?)

=1 i=1

SVE-a¥? = 2P -2 =23+ ... + 22
1=1

Da Z; von Z3+ ...+ Z2 unabhingig ist, haben wir gezeigt, dass ¥ von s?(Y) unabhingig
ist, was wohl einigermaflen iiberraschend ist, weil Y in der Formel fiir s?(Y') vorkommt.
(Wir haben entscheidend Eigenschaften der Normalverteilung ausgenutzt. Es ldsst sich
zeigen, dass fiir nichtkonstante unabhingige Y; mit anderen Verteilungen Y und s%(Y)
stets abhéngig sind und die Verteilung von Y nicht rotationsinvariant ist.)

In (14.7) sind also auf der rechten Seite Zidhler und Nenner unabhingig. Wir benétigen
nun noch die Verteilung von (n — 1) s2(Y), also die von Z2 + ... + Z2.
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Definition 14.1 Die Verteilung der Summe der Quadrate von k unabhéngigen N (0,1)-
verteilten Zufallsvariablen nennen wir eine y2-Verteilung oder ausfiihrlicher eine x?-
Verteilung mit k Freiheitsgraden.

Die Berechnung der Dichte gi dieser Verteilung findet der Leser im Anhang zu diesem
Paragraphen. Es ist

1
_ (k/2)~1 —z/2 14.8

und natiirlich gx(z) = 0 fiir z < 0. In Bild 14.1 ist der Verlauf der Dichten g fiir einige
Werte k angegeben. Nach Definition 14.1 hat Z3 + ... + Z2 eine x2_;-Verteilung.

gr(x)
0,5

0,4
0,3
0,2

0,1

Bild 14.1 Dichte gx(z) der xi-Verteilung fir k = 1,2,4,6

Definition 14.2 Sind W und Uj unabhingige Zufallsvariable, und ist W N(0, 1)-verteilt
und Uy, x3-verteilt, so nennt man die Verteilung von

w

Te= 75

eine ti-Verteilung oder ausfiihrlicher eine t-Verteilung mit k£ Freiheitsgraden.

(14.9)

Unsere oben durchgefiihrten Uberlegungen fithren nun unmittelbar zu

Satz 14.3 Sind Xi, ..., X, unabhingige N(uo,0?)-verteilte Zufallsvariable und ist
T(X) durch (14.5) mit z; = X;(w) definiert, so ist T(X) t,_,-verteilt.

Beweis: Es gilt (14.7). Setzt man also W = \/nY = Z; und U,y = Z2 + ... + Z2, so
ist T(X) = To1. | .

Die Berechnung der Dichte hy von T} fiihren wir wieder im Anhang zu diesem Para-
graphen durch. Es ist

r(%) o\ —(k+1)/2
hi(z) = v (1 + %) . (14.10)
k

(3)7()
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Fiir ¥ — oo gilt hx(z) — ¢(z), was nicht verwunderlich ist, da fiir n — oo s2(X) — o2
gilt und /n (X — po)/o N(0,1)-verteilt ist. hx(z) ist in der Nahe vom Nullpunkt z = 0
etwas kleiner als ¢(z) und fiir grofle |z| etwas grofer.

A

0,4
0,3

0,2

il 00000

0,1 t3-Verteilung

Bild 14.2 Vergleich der Dichte hjs der t3-Verteilung mit der Dichte ¢ der
N (0, 1)-Verteilung

Die t;-Verteilung heifit auch Standard-Cauchy-Verteilung. Sie hat die Dichte
hi(z) = 1/(m (1 4+ z?)). Die allgemeine t;-Verteilung stammt von dem britischen Sta-
tistiker W. S. Gosset, der unter dem Pseudonym , Student“ publizierte. Die ¢-Verteilung
heiflt daher auch studentsche Verteilung.

Anwendung auf das Testproblem: Kehren wir zu dem am Anfang dieses Abschnitts
beschriebenen Testproblem zuriick. Fiir den Test (14.6) ist die Verwerfungswahrschein-
lichkeit unter der Hypothese E(p(X)) = P(|T(X)| > t).

Fiir tx-verteiltes T' nennt man die Zahl ti g mit

P(T <tk p) =7

das (untere) B-Quantil der tx-Verteilung. (Allgemein heifit fiir eine Verteilungsfunktion
F die Zahl

F(B) = inf{t: F(t) > B}

das (untere) S-Quantil zu F'.)

Um einen Test zum Niveau a zu erhalten, bestimmt man aus Tabellen der ¢,,_;-
Verteilung die Zahl t = t,,_; 1_,/2. Wegen der Symmetrie der ¢,_;-Verteilung um den
Nullpunkt ist dann P(|T(X)| > t) = a. Der Test (14.6) hat dann also gerade Niveau
a. (Fir grofles k, etwa fiir k > 25, ist die tx-Verteilung fast identisch mit der N (0, 1)-
Verteilung, so dass man dann die Tabelle fir ® verwendet.)

Man nennt den Test (14.6) einen zweiseitigen t-Test, da sowohl fiir besonders
kleine wie fiir besonders grofle Werte von T'(z) die Hypothese verworfen wird. Daneben
gibt es noch einseitige t-Tests. Man verwendet einen solchen Test, wenn man fiir
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unabhingige Xi, ..., X, die Hypothese, dass die X; N(u,o?)-verteilt sind mit p < po,
gegen die Alternative testet, dass die X; N(u,o?)-verteilt sind mit p > po. Ist g > wo,
so wird X — po groBere Werte annehmen als im Fall 4 = po. Man verwirft die Hypothese
dann also nur fiir grole 7'(z), d.h. man wihlt einen Test der Form

p(z)=1 fir T(z)>t und ¢(z)=0 fir T(z)<t.

Damit er das Niveau o hat, muss man ¢t =t,_; 1_, wéhlen.

Wir haben uns nun noch nicht an das in §6 propagierte Prinzip gehalten, auch die
Macht des Tests ¢ zu betrachten. Dazu braucht man die Verteilung von T'(X) auch
unter der Alternative, die sog. nichtzentrale t-Verteilung. IThre Berechnung wiirde
aber hier zu weit fiihren. Man findet sie in den ausfiihrlichen Werken iiber Statistik, etwa
bei Witting (1985), und natiirlich gibt es auch dafiir Tabellen.

Héaufig stellt sich das Problem des qualitativen Vergleichs von zwei Methoden oder
z.B. des Vergleichs von zwei Diingemitteln. Man hat dann zwei Reihen von Messun-
gen X1, ..., Xm (1. Methode) und Yi, ...,Y, (2. Methode), die alle unabhiingig seien.
Man nimmt dann hiufig an, X3, ..., X,, seien N(u;,o?)-verteilt und Y7, ...,Y, seien
N(uq,02)-verteilt. Getestet wird z.B. die Hypothese 1, = us gegen p; # pa. Der beste
Test hierfiir hdngt bei festem (o1, 02) stark vom Verhéltnis o7 : o, ab. Bei unbekann-
tem o : o3 filhrt dies zu Schwierigkeiten, dem ,,Behrens-Fisher-Problem* (siehe
z.B. Pfanzagl (1974)). Im einfachsten Fall o7 = 02 kann man dhnlich wie oben vorgehen.

Als Schatzung der Varianz verwendet man

1 m ~ n _
2 2 2 2
=s5(X)Y) = —— X, — X Y;-Y .
= 2007 = ok (S 274 3 - 77
=1 7j=1
Unter der Hypothese p; = us2 hat die Teststatistik
X-Y

TX,Y)= ———

1 1

sS4/ —+ =

m n

eine ¢, 4+,_2-Verteilung. Die Hypothese wird verworfen, wenn
IT(X,Y)| > tmin-21-a/2

gilt.

Wenn wie oben die X; und die Y; in voneinander getrennten Versuchen ermittelt wer-
den, spricht man von einem Zweistichprobenproblem mit unverbundenen Stich-
proben. Manchmal ist es moglich und zweckmiflig, die X; und Y; als paarweise Verglei-
che zu beobachten, also z.B. (X;,Y;) an Versuchsperson 1, (X5,Y>) an Versuchsperson
2 usw. (Bekannt ist das Beispiel des Testens der Qualitdt von Schuhsohlen. Jede Ver-
suchsperson tragt simultan eine Schuhsohle der Sorte 1 an einem Fuf# und der Sorte 2
am anderen.) Dann spricht man von verbundenen Stichproben. In diesem Fall bildet
man die Differenzen D; = X; —Y; und reduziert das Problem damit auf ein Einstichpro-
benproblem.

14.2 Einfache Varianzanalyse*

Will man mehrere Behandlungsmethoden oder Diingemittel miteinander vergleichen und
priifen, ob ein nennenswerter Unterschied zwischen ihnen besteht, so wendet man jede
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der Methoden mehrmals an und misst die Gréfle, an der man interessiert ist, etwa den
Ertrag an Weizen. Seien z; 1,2, 2, ..., Ti », die Messergebnisse mit der i-ten Methode.

Nehmen wir an, dies seien Realisierungen von unabhingigen Zufallsvariablen X; ;
(t=1,...,r; j=1,...,n;), und X; ; sei N(p;,0?)-verteilt mit unbekanntem, aber
fiir alle 4 gleichen o2. Dann wire die Hypothese 1 = pp = ... = p, gegen die Alterna-
tive, dass mindestens zwei der u; verschieden sind, zu testen.

Mit dem obigen Zweistichproben-t-Test kann man die Hypothese pu; = us testen. Man
kénnte nun daran denken, alle Hypothesen u; = u; (i # j) nacheinander zu testen. Das
ist aber nicht sinnvoll: Wenn man fiir festes ¢ # j die Hypothese pu; = p; zum Niveau «
testet, und sie trifft zu, macht man mit Wahrscheinlichkeit « einen Fehler. Macht man
nun mehrere solche Vergleiche, so ist die Wahrscheinlichkeit, wenigstens bei einem dieser
Vergleiche einen Fehler zu machen, relativ groff. Wiirde man, um dies auszugleichen, «
sehr klein wahlen, so wiirde wiederum ein tatsdchlich vorhandener Unterschied zwischen
p1 und po zu selten aufgedeckt werden.

Wir suchen daher nach einem Test, der simultan auf die méglichen Unterschiede an-
spricht. Hier soll nur die Grundidee diskutiert werden. Im Bild 14.2 sind die Messergeb-
nisse zi,1,T1,2, ---,T1,n, der ,ersten Klasse“ als Kreuze an den Stellen (j,z,,;) einge-
tragen, dann — durch einen senkrechten Strich getrennt — Kreuze fiir die Messwerte
Z2,1, ..., T2 n, der zweiten Klasse, usw. Es gibt hier r = 3 Klassen.

Die Streuung in jeder der Klassen ist von der Groflenordnung o. Sind nun zwei oder
mehr der y; verschieden, so wird dadurch die aus allen z; ; berechnete Streuung zusétz-
lich vergroflert. Man wird daher die Hypothese verwerfen, wenn die Gesamtstreuung ver-
glichen mit der Schétzung fiir o, die man durch Vergleich der z; ; mit den Mittelwerten
der zugehorigen Klassen erhalt, grof} ist.

2,5
X X
9 X o X _
Ls X X x % O
- x X NE
’ X X X -
x X7 X X \3»'
X
1 -
0,5
0
1. Klasse 2. Klasse 3. Klasse
Bild 14.3 Mittelwerte der Klassen und Gesamtmittelwert
Sei
-
N = Z n; die Gesamtzahl der Beobachtungen,
=1
n;
_ 1 . .
X;. . =— ZX,',]' der Mittelwert der i-ten Klasse
n;
J=1

und



182 Kapitel II Allgemeine Modelle

X = —1%[_ EX, j der Gesamtmittelwert.
i J

(Der Punkt steht fiir einen Index, iiber den man summiert. Der Querstrich deutet Mit-
telung an.) Es ist

%] 7]
= Y (X=X )P +2) (X, - X ) (K — X )+ ) (X - X))
i g i ij

= Z(Xi’j—X',-,.)quZni(X’i,.—)?.,.)2 = Q1+Q2.

1,7 1

Man nennt dies die Zerlegung der ,,Gesamtvarianz* @ in @Q),, die ,,Varianz in-
nerhalb der Klassen*, und Q-, die ,,Varianz zwischen den Klassen*. Wie bei
der Herleitung der Verteilung von T'(X) im letzten Abschnitt zeigt man, dass 072 Q;
eine x3 _,-Verteilung hat, und dass Q; und @, unabhingig sind. Unter der Hypothese
p1 = p2 = ... = u, hat ferner 072 @, eine x2_;-Verteilung.

Ist U x2, -verteilt und V x2-verteilt und sind U und V unabhingig, so nennt man die
Verteilung von (U/m)/(V/n) eine F,, ,-Verteilung oder eine F-Verteilung mit m und
n Freiheitsgraden. Die Dichte g,, , dieser Verteilung lasst sich auf genau die gleiche
Weise ausrechnen, wie die der ¢-Verteilung.

Es ist gm, »(z) = 0 fir z < 0 und

m-+n
o) -
2 m/2, n/2 ‘T( /A1

Im, n(x) = (M p(rY (A ma)mEr
2 ) \2
fir z > 0.

Aus den oben angegebenen Aussagen iiber die Verteilungen von ¢=2 Q; und o2 Q;
und der Definition der F}, ,-Verteilung folgt unmittelbar, dass die Teststatistik

_ Qx/(r—1)
Q1/(N —r)

unter der Hypothese eine F,_; ny_,-Verteilung hat. Sind die u; nicht alle gleich, so
wird Q2 grof} sein. Man verwirft daher die Hypothese, wenn F' das (1 — a)-Quantil der
F,_1 n—,-Verteilung ibertrifft, das man Tabellen entnimmt. Da die Teststatistik eine
F-Verteilung hat, spricht man von einem F-Test. Der Buchstabe F soll an R. A. Fisher
erinnern, der die Varianzanalyse entwickelt hat. Die Verteilung von F' unter der Alter-
native ist eine so genannte nichtzentrale F-Verteilung.

F

14.3 x2-Tests

Angenommen, man vermutet fiir die Vererbung eines bestimmten Merkmals — etwa der
Bliitenfarbe — einen bestimmten Vererbungsmechanismus, bei dessen Vorliegen die drei
moglichen Ausprédgungen des Merkmals — etwa: rotblithend, rosabliithend, weifbliihend
— mit den Wahrscheinlichkeiten 1/4, 1/2, 1/4 auftreten. Unter n = 320 Nachkommen
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wiirde man die Auspragungen also etwa mit den Haufigkeiten 80, 160 und 80 erwarten.
Tatsdchlich werde in einem Experiment die erste Auspragung xz; = 102 mal, die zweite
2 = 156 mal und die dritte x3 = 62 mal beobachtet. Sprechen diese Zahlen gegen die
vermutete Theorie oder sind sie als zufillige Abweichungen von den ,erwarteten“ Zahlen
80, 160, 80 interpretierbar?

Dies ist ein Spezialfall des folgenden Problems: Es werden n unabhingige, untereinan-
der gleiche Teilexperimente ausgefiihrt. Diese haben r > 2 mogliche Ausgidnge und der
i-te Ausgang hat Wahrscheinlichkeit p;. Der Parameter ¥ = (py, ...,p,) ist unbekannt.
Wir nehmen an, dass alle p; positiv sind. Fiir einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsvektor
m = (my, ...,7) ist zu testen, ob ¥ = 7 ist.

Die Wahrscheinlichkeit, die Haufigkeiten i, ..., z, zu beobachten, ist nach der Mul-
tinomialverteilung

n
Py(z) = ( o T ) PPy PrT

Der Vektor z = (z1, ..., z,) der Anzahlen muss natiirlich die Bedingung z;+ ... 4z, = n
erfiillen. Wir sind wieder im diskreten Fall. Die Likelihoodfunktion ist L, () = Py(z). Bei
der Ermittlung der Maximum-Likelihood-Schitzung p;(x) der p; ist die Nebenbedingung
p1+ ... +pr =1 zu beachten. Die Methode der lagrangeschen Multiplikatoren fiihrt zu
dem Gleichungssystem

Olog L;(¥)  Olog L,(¥) _ Olog L (9)

Op1 Op2 N Opr

)

und aus diesem ergibt sich leicht der Maximum-Likelihood-Schitzer p;(z) = z;/n, den
wir im Bernoulli-Fall (r = 2) ja schon kennen.

Es ist nun leicht, sich zu iiberlegen, wie der exakte Likelihood-Quotienten-Test der
Hypothese H = {n} gegen die Alternative K = {¥ : 9 # =} aussieht; aber dieser
ist wenig praktikabel. Die Verteilung des Likelihood-Quotienten hiangt von zu vielen
Parametern ab, um effektiv mit Tabellen arbeiten zu konnen.

Da Riickschliisse auf das Vorliegen einer bestimmten Verteilung 7 nur moglich sind,
wenn n hinreichend grof} ist, arbeitet man mit Approximationen. Fiir die Multinomialver-
teilung gibt es eine Approximation, die die Normalapproximation der Binomialverteilung
verallgemeinert.

Sei .
X(n) = {:E: (.’131, ...,:1?7-) eZ": z; >0, Zayi :n}
=1
die Menge der moglichen Ergebnisse bei n Teilversuchen. Wir betrachten Folgen z(n) =

(z1(n), z2(n), ...,z,(n)) € X(n), schreiben aber zur Abkiirzung nur z; statt z;(n).

Satz 14.4 Ist C < oo, so gilt gleichmdfig fir alle Folgen z(n) mit |z; — np;| < Cy/n

1 Tt 1 1 (z; — np;)?
reo~ () e oo (5% S T

Der Beweis ist analog zu dem von Satz 5.2. (Vgl. van der Waerden (1971), Morgenstern
(1968). Genauere Approximationen finden sich bei Dinges-Rost (1982).)

Fiir den Likelihood-Quotienten g(z) ergibt sich mit 9 = (py, ... ,Dr) wegen x; —np; =0
die Approximation
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5(x 7 5\ /2 " (z; — nm;)?
q(z) = iﬁgw; ~ (;701'_1 i—:) exp (%Z(_’_nm_’)) . (14.12)

=1

Sei
205 = N (@ = nm)?
Vi(z) = E .

=1 nmi
Gilt die Hypothese ¥ = m, so ist nach dem Gesetz der groflen Zahlen fiir grofles n
mit Wahrscheinlichkeit nahe bei 1 p; = z;/n fast gleich m;. Der erste Faktor auf der
rechten Seite von (14.12) ist dann nahe bei 1. Wir kénnen deshalb als Approximation des
Likelihood-Quotienten-Tests den Test nehmen, der die Hypothese ablehnt, wenn V()
eine vom gewdhlten Niveau a abhingige Schranke c, iibertrifft.

Entscheidend ist nun die Entdeckung von Karl Pearson aus dem Jahr 1900, dass die
Verteilung von V2 unter der Hypothese fiir grofe n durch eine x2_,-Verteilung appro-
ximiert werden kann. Man bend&tigt daher nicht fiir verschiedene 7 und n verschiedene
Tabellen, wenn man mit dieser Approximation statt mit der exakten Verteilung arbeitet.
(Karl Pearson war der Vater des uns schon bekannten Egon Pearson.)

Satz 14.5* Ist Gi die Verteilungsfunktion der xi-Verteilung, so gilt fiir n — oo
P (V?*<u) = Gr_1(u).

Beweis: Ist z € X(n) und y; = (z; — nm;)//n7;, so ist

Xn:yi\/n_m’:zn:(mi—nm):n—nzo.
i=1 i=1

Die zu den verschiedenen z € X(n) gehorigen Vektoren y = (yi, ...,y,) liegen also
alle auf der (r — 1)-dimensionalen Hyperebene durch den Koordinatenursprung 0, die

orthogonal zu
b= (\/71’1, VT2, ..., \/ﬂ'r)

ist. Ist X’(n) die Menge der z € Z" mit Y z; = n (ohne die Nebenbedingung z; > 0),
so bilden die zugehorigen y auf der Hyperebene ein diskretes Gitter D = D(n). Erhoht
man in z, um zu einem benachbarten Gitterpunkt zu gelangen, die i-te Koordinate fiir
ein ¢ <7 —1 um 1, so muss man eine andere — etwa die letzte — um 1 vermindern. Ist
daher fiir i <r —1 a* = (al, ...,a’) der Vektor mit

1 . - 1

a:1=¢n_m, aj=0 (i#j#7r) und al=- ,

und ist y(0) z.B. das zu z = (0,0, ...,0,n) gehérige y, so ist

Da b die Lénge 1 hat und auf dem Gitter senkrecht steht, ist die Fliche F eines Gitterele-
ments das Volumen des von a', a?, ...,a" !, b aufgespannten Parallelotops. Also ist F der
Absolutbetrag der Determinante der Matrix M mit den Zeilenvektoren al, ..., a""1,b.
Addiert man die mit /m; /7, multiplizierte i-te Spalte von M fiir 7 < r — 1 zur letzten,

so ergibt sich
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[(—— o ... 0 ——— )
1

det

1
(L 0 )
1
0 N 0
= det :
1
O o e . T‘r—l 0
\ VAT ... ... JETI n)

mit n = /7, + /T + ... + 71/ /7r = 1/ /7. Es folgt
1

n(r=1/2 /mim, ... w0,

F

Ist V3(z) < u, so ist |z; — nx| < vnmiu. Wegen m; > 0 gilt dann z; > 0 fiir alle
hinreichend groflen n, und fiir p; = ; ist die in Satz 14.4 angegebene Approximation fiir
n — oo gleichméBig in {z : V2(z) < u} anwendbar.

V?(z) ist das Quadrat ||y||? der euklidischen Linge von y. Die rechte Seite von (14.11)

hat daher die Form
L ]
@m0 “P\ "7 )

und fiir n — oo gilt

P, (V?<u)~ Z (—27)% exp (— “3/2H > : (14.13)

{y€D: ||lyl|><u}

Nun rotieren wir das Koordinatensystem noch so, dass b die Koordinaten (0,0, ...,0,1)
erhélt. Sind (z1, ..., 2;) die neuen Koordinaten von y, so ist (wegen der Orthogonalitit
von y und b) 2, = 0. Aus der rechten Seite von (14.13) wird wegen ||y||? = ||z||?

F 224+ .4+ 22

{z: 2,=0, [|z[|2<u}

F ist auch im rotierten Koordinatensystem die Fliche eines Gitterelements. Daher ist
(14.14) eine Riemann-Summe, die das Integral
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[ oot ol dan e dare
Q)

iiber den Bereich

Q(u) = {(zl, o zp_1) ERTTL Tz—fzf < u}

1=1

approximiert. Das Integral ist aber gerade die Wahrscheinlichkeit G, (u), dass die Sum-
me der Quadrate von r — 1 unabhéngigen N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen < u ist. O

Zur Ausfithrung des x?-Tests: Man bestimmt aus einer Tabelle der x2_,-Verteilung
das (1~ a)-Quantil, also den Wert x2_; ;_, mit G,_1(x?_; ;_o) = 1—o. Die Hypothese
wird verworfen wenn V?2(z) > x,_1,1-¢ ist.

Van der Waerden (1971) gibt als Faustregel an, dass die Approximationen hinreichend
gut sind, wenn fiir alle 7 nm; > 2 (oder > 3) ist. Ist r relativ grof, etwa r > 10, so soll
auch bei nm; > 1 die Approximation schon sehr gut sein.

Fir die praktische Berechnung benutzt man meist die durch Umformung der Definiti-
onsgleichung herleitbare Formel

1 o z2
Viz)==) =~ —n.
W=

Fiir ¥ # m hat V2 unter Py asymptotisch eine ,nichtzentrale“y2_,-Verteilung.

Test auf Unabhéngigkeit*: Die x2-Methode lisst sich auf den Fall verallgemeinern, in
dem die p; in funktional bekannter Form und hinreichend glatt von einem unbekannten
Parameter abhéngen, der mehrdimensional sein darf. Ein wichtiger Spezialfall davon
fiihrt zum Test auf Unabhingigkeit mit Hilfe von Kontingenztafeln. Dabei werden
an n voneinander unabhéngigen Objekten oder Personen je zwei Merkmale beobachtet,
z.B. Konfession und Abiturnote in Mathematik. Das erste Merkmal trete in r, das zweite
in s ,,Auspragungen” auf. Z.B. waren {evangelisch, katholisch, jiidisch, sonstige} vier
Auspragungen. Wir bezeichnen die Ausprigungen des ersten Merkmals mit 1, ..., r die
des zweiten mit 1, ..., s. Die aus den Beobachtungen resultierende Kontingenztafel ist die
7 X s-Matrix der Anzahlen n; , der Objekte, fiir die das erste Merkmal die Ausprigung
J, das zweite die Auspriagung k hat.

Fir jedes Objekt sei die Wahrscheinlichkeit p;, dass es das erste Merkmal in der j-
ten Ausprédgung hat. Entsprechend sei 7, die Wahrscheinlichkeit, mit der das zweite
Merkmal die Ausprédgung k hat. Ist ¥, ; die Wahrscheinlichkeit der Merkmalskombination
(4, k), so lasst sich die Hypothese der Unabhéngigkeit der Merkmale durch die Bedingung
beschreiben.,‘ dass 95 x von der Form p; 7% ist. Die n; x spielen demnach die Rolle, die in
den obigen Uberlegungen zum Test der Hypothese ¢ = 7 die z; gespielt haben. Allerdings
miissen die unbekannten p; und 7 nun noch geschétzt werden, wihrend 7; oben bekannt
war.

Sei

S T
n;j. = g nj k and n. k= E nj k-
k=1 7=1
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p;j = nj,./n und 7, = n. x/n sind die uns bereits bekannten Maximum-Likelihood-
Schitzer fiir p; und 7. Ersetzt man nun in der Definitionsgleichung von V?(z) die z;
durch n; x und m; durch p; 7%, so kommt man auf die Teststatistik

7 ii (nj,k = 15,1 & /)

j=1k=1

Die Zahl der beobachteten Werte ist jetzt rs statt r. Man konnte also vermuten, dass
V2 unter der Hypothese fiir n — co asymptotisch eine x2,_;-Verteilung haben miisste,
wenn die n; x als Zufallsvariable betrachtet werden. Das wére richtig, wenn die p; und
7x bekannt wéren, und wir p; 7 statt p; 75 eingesetzt hétten. Die genaue Herleitung der
Grenzverteilung zeigt jedoch, dass man mit jedem geschétzten frei variierenden Parame-
ter einen Freiheitsgrad verliert, in diesem Fall 7 — 1+ s — 1. Fiir n — oo hat daher V? eine
X%r—l) (s_l)-Verteilung. (Im Prinzip kennen wir diese Verringerung der Zahl der Freiheits-
grade bereits aus einem anderen Beispiel: Sind X7, ..., X,, unabhingig N(u, 1)-verteilt,
so ist Y (X; — u)? x2-verteilt, aber 3 (X; — X)? ist x2_;-verteilt.)

Der x2-Test fiir Kontingenztafeln verwirft also die Hypothese der Unabhingigkeit der
Merkmale, wenn V2 > X%r—l) (5-1),1-a ist.

Fiir » = s = 2 und kleine n wird statt des x2-Tests der exakte Test von Fisher
verwendet, der nur die hypergeometrische Verteilung benutzt (s. Aufgaben 7 und 8).

[Bei den ASW-Experimenten hatten wir einen anderen Test auf Unabhingigkeit empfohlen. Das lag
daran, dass wir dort die Macht des Tests fiir spezielle Alternativen grofl machen wollten.]

Die mathematische Theorie der x2-Tests ist bei C. R. Rao (1973) gut dargestellt.

14.4 Nichtparametrische Tests

Bei den meisten hier besprochenen Tests sind wir von einer Normalverteilung ausgegan-
gen. Was macht man nun, wenn diese Voraussetzung verletzt ist oder man die Form der
Verteilung nicht hinreichend gut kennt? Hierfiir sind Tests entwickelt worden, die nur
noch die gegenseitigen Groflenbeziehungen der beobachteten Werte beriicksichtigen und
dadurch von speziellen Verteilungsannahmen unabhéngig sind. Man nennt sie nichtpa-
rametrische Tests.

Oft ist eine numerische Bewertung von Beobachtungen problematisch, wahrend man
grofler und kleiner noch unterscheiden kann. Man denke etwa an Intelligenzleistungen.
Dann liegt es nahe, nichtparametrische Tests zu verwenden.

Nichtparametrische Verfahren sind in der Praxis von grofler Wichtigkeit. Wir kénnen
aber in diesem Rahmen nur einige Grundbegriffe erldutern und Beispiele geben.

Der einfachste nichtparametrische Test ist wohl der Zeichentest. Er wird verwendet,
um zu testen, ob der Median einer Verteilung einen bestimmten Wert annimmt. Sind
D, ..., D, unabhingige identisch verteilte Zufallsvariable und ist p ein Median der
Verteilung der D; und P(D; = pu) = 0, so gilt

P(Di>u)=%:P(Di<,LL).

Ist dann S,, die Anzahl der i < n mit D; > p, so ist S, by, p-verteilt mit p = 1/2. Der
Zeichentest verwendet S,, als Teststatistik fiir das Testen der Hypothese, dass p Median
der Verteilung der D; ist.
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Eine typische Anwendung des Zeichentests ist das Testen verbundener Stichproben.
Werden etwa an n Testpersonen zwei blutdrucksenkende Mittel A und B getestet, und
ist X; ein Ma# fiir den Erfolg des Mittels A an Person 7 und Y; die entsprechende Grofle
fiir Mittel B, so kann man den Zeichentest auf D; = X; —Y; anwenden. Sind beide Mittel
gleich gut, so sollte der Median p von D; gleich 0 sein. Hierfiir hatten wir in § 14.1 auch
den t-Test in Betracht gezogen, aber dessen Anwendbarkeit hingt davon ab, ob die D;
normalverteilt sind.

Viele nichtparametrische Verfahren stiitzen sich auf die sog. Ringe von Zufallsvaria-
blen. Diesen Begriff wollen wir als Néchstes studieren.

Die Angabe eines Datenvektors z = (z1, ...,z,) € R"™ ldsst sich in zwei Teilinfor-
mationen aufspalten, indem man zuerst mitteilt, welche Werte wie oft in z vorkommen
und indem man zweitens deren Anordnung in z spezifiziert. Die erste Angabe haben wir

bereits in §13.5 gemacht: z(y), Z(), .-, T(n) War die zu x gehorige Ordnungsstatistik.
Die z(;) sind die Koordinaten von z in aufsteigender Reihenfolge, wobei jeder Wert in
der aufsteigenden Folge z(;) < x(5) < ... < z(n) so oft vorkommt wie in .

Die Anordnung beschreibt man mittels der Ringe. Das geht am einfachsten, wenn alle
Werte z; verschieden sind. Dem kleinsten z; gibt man dann den Rang 1, dem n#chst-
grofleren den Rang 2, usw. Formal definiert man den Rang r; von z; in z durch

r; =card{j <n: z; <z}. (14.15)
Ist etwa
561:2,5, £E2=7,8, 1133:1,2, IE4=1,9,
so ist
Ty = 1,2, L2) = 1,9, L) = 2,5, L) = 7,8
und

7'1:3, T‘2=4, 7'321, 7”422.

z1 ist ndmlich der drittkleinste der Werte, usw. Offenbar gilt
L = T(r;) (2 = 1, . ,n) (14.16)

und auch diese Identitdt konnen wir zur Definition der Ringe verwenden.

Sind nicht alle z; verschieden, so spricht man von Bindungen (engl.: ties). Erginzt
man etwa den obigen Vektor (z1, ..., z4) durch zs = 2,5, so gibt es eine Bindung zwischen
z1 und z5. Dann ist die neue Ordnungsstatistik

Ta) = 1,2, L2) = 1,9, L(3) = 2,5, L) = 2,5, L(5) = 7,8.

(14.16) ergibt keine eindeutige Definition von r; mehr. Diese Gleichung ist fiir i = 1
sowohl mit 7; = 3 als auch mit r; = 4 erfiillt. Es ist also ,strittig“, ob z; den Rang 3
oder 4 erhalten soll, und auch fiir z5 sind diese beiden Rénge mit (14.16) vertriglich. Es
gibt nun mehrere verschiedene Vorschldge, mit diesem Problem umzugehen:

(a) Mittels (14.15) gibt man jedem z; den héchsten méglichen Rang, so wie man manch-
mal mehrere Goldmedaillen vergibt. (Manchmal entscheidet man sich auch fiir den
niedrigsten moglichen Rang.)

(b) Man vergibt den Mittelwert der strittigen Rénge an alle potenziellen Kandidaten
fiir diese Range.
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(c) Man verteilt die strittigen Réinge zufillig unter die potenziellen Kandidaten.

Jede dieser Methoden hat, wie man sich leicht iiberlegt, die Eigenschaft, dass aus der
Ordungsstatistik und den Réngen der Vektor (z, ..., z,) rekonstruierbar ist.

Der Einfachheit halber wollen wir hier nur den bindungsfreien Fall betrachten. Sind
X1, ..., X, Zufallsvariable, so ist fiir jedes w € @ X;(w), ..., X,(w) eine endliche Folge
von reellen Zahlen. R;(w) sei dann der Rang von X;(w) in dieser Folge. Die Abhéngig-
keit von w wird gewohnlich nicht extra erwdhnt. Man sagt, dass R; der Rang von X; in
(X1, ..., X,) ist. Diese Rénge spielen eine wichtige Rolle bei vielen Tests. Wir betrach-
ten als Beispiel den Wilcoxon-Zweistichprobentest, der auch Rangsummentest
genannt wird.

Beobachtet werden unabhéngige Zufallsvariable X1, ..., X,,, Y1, ..., Y,. Alle X sollen
die gleiche Verteilungsfunktion F(z) = P(X; < z) haben, alle Y; die gleiche Verteilungs-
funktion G(z) = P(Y; < z). Z.B. konnen die Werte X; die Daten fiir den Benzinverbrauch
pro km bei m Fahrten mit Benzinsorte A sein und die Y; die Daten fiir n vergleichbare
Fahrten mit Sorte B. Ein anderes Beispiel ist die Beobachtung von Ernteertrdgen bei
Verwendung verschiedener Diingemittel. Wir nehmen an, dass F' und G stetig sind, also
fir jedes € R die Bedingung P(X; = z) = P(Y; = z) = 0 fiir alle 4, j gilt. Wir wollen
uns kurz iiberlegen, dass dies wegen der geforderten Unabhéngigkeit zur Folge hat, dass
Bindungen nur mit Wahrscheinlichkeit 0 auftreten:

Da F und G stetig sind, gibt es zu jedem € > 0 eine Zerlegung von R in disjunkte
Teilintervalle Iy, ..., Ix mit der Eigenschaft P(X; € Ix) < e und P(Y; € I) < ¢ fiir alle
k=1,...,K. Dann ist

]~

P(X,=Y;) < P(X1 €I, Yq € I})

>
Il
—

K
P(XIEIk)P(Yl EIk) < €ZP(X1 EIk) = €.
k=1

I
]

Eod
Il
—

Da ¢ > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, folgt P(X; = Y7) = 0. Genauso zeigt man,
dass bei den iibrigen Paaren von Zufallsvariablen Bindungen nur mit Wahrscheinlichkeit
0 auftreten.

Es sei die Hypothese zu testen, dass F = G gilt. Die Alternative sei F' # G, aber
wir nehmen an, dass wir besonders daran interessiert seien, die Hypothese zu verwerfen,
wenn die Y; eher groflere Werte annehmen, als die X;. (Z.B. konnte Sorte B minimal
billiger sein als Sorte A, so dass man sie im Fall F' = G vorziehen wiirde, aber natiirlich
auch, wenn der Verbrauch fiir Sorte B geringer ist. Das Verwerfen der Hypothese wiirde
einen Wechsel zu Sorte A bedeuten.)

Das bedeutet: Wir versuchen nicht die Macht des Tests fiir alle F # G grofl zu machen,
sondern nur fiir solche F' # G fiir die P(Y; > t) > P(X; > t) fiir alle ¢ gilt. Oft schrankt
man die Alternative noch weiter ein.

Die kombinierte, aus allen Beobachtungen bestehende Stichprobe wird durch den Zu-
fallsvektor (Zy, ..., Zp4+m) mit

Ziin fiir IS’LSm und Zm+j=}/j fiir 1§]§n

beschrieben. Wenn die Hypothese F' = G gilt, ist die Folge Z3, Z;, ..., Zy mit N =
m + n eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen. Jede Permutation
dieser Zufallsvariablen hat dann die gleiche Verteilung. Dies bedeutet, dass dann fiir jede
Permutation 7 von {1, ..., N} das Ereignis
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A,r = {w € N: Zﬂ(l)(w) < Z,,(g)(w) < L0 < Z,T(N)(w)}

die gleiche Wahrscheinlichkeit hat. Da Bindungen nur mit Wahrscheinlichkeit 0 auftreten,
ist die Summe aller P(A;) gleich 1. Gilt F = G, so ist also

P(A;) = — (14.17)

fir alle 7.

Ist F' # G und sind die Y; tendenziell eher grofler als die X;, so werden die kleineren
der Z-Werte eher von den X-Beobachtungen herriihren, die gréfleren eher von den Y-
Beobachtungen. Die Rénge der X-Beobachtungen in der kombinierten Stichprobe werden
dann eher kleiner sein. F. Wilcoxon hat 1945 vorgeschlagen, die Summe W der Réinge
aller X-Beobachtungen in der kombinierten Stichprobe als Teststatistik zu verwenden.
Trégt man etwa in Bild 14.4 die beobachteten Werte z; der X; als Kreuze auf der Ko-
ordinatenachse ein und die beobachteten Werte y; der Y; als dicke Punkte, so ist der
beobachtete Wert w von W die Zahl 15, denn den z; kommen die Rénge 1, 3, 5, 6 zu.
(Es spielt keine Rolle welches z; zu welchem Kreuz gehort.)

7
1 | | vy Y 1 | @ l. @ 1 >
0,06 1 0,11

Bild 14.4 Ringe in zwei Stichproben

Da kleine Werte von W gegen die Hypothese sprechen, wird man bei gegebenem Niveau
a > 0 eine Verwerfungsschranke ¢ = c(a,m,n) so bestimmen, dass c die gréfite Zahl
mit P(W < ¢) < a ist, und die Hypothese im Fall W < ¢ verwerfen. Die Werte von
c(a, m, n) findet man fiir nicht zu grole Werte von m und n in Tabellen, aber wir wollen
uns trotzdem iiberlegen, wie man sie bestimmen kann.

Dazu ordnen wir den Beobachtungsergebnissen Folgen von m Symbolen z und n Sym-
bolen y so zu, dass die z-Symbole gerade an den Stellen stehen, die den Ringen der X;
entsprechen. Der Beobachtung in Bild 14.4 entspricht also

Jeweils m!n! Permutationen 7 ergeben die gleiche z-y- Folge. Also hat unter der Hypo-

these jede z-y-Folge die Wahrscheinlichkeit m!n!/N! =
Der kleinste mogliche Wert von W ist m (m +1) / 2. Er erglbt sich, wenn X; <Y fiir
alle ¢ und j gilt, also nur fiir die Folge zz ... zyy ... y. Daher ist

or-2) ()

Sei k(w|m,n) die Anzahl der z-y-Folgen, fiir die die Summe der z-Ringe w ist, und
in denen z genau m-mal und y genau n-mal vorkommt. Dann ist unter der Hypothese

F=G B
P(W = w) = k(w | m,n) (Z) .
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Unterscheidet man die Fiélle, in denen das letzte Symbol ein =z bzw. ein y ist, so erhélt
man die Rekursionsgleichung

k(w|m,n) =k(w|mn—-1)+k(w—n—m|m—1,n).

Die Anfangsbedingungen fiir die Rekursion sind ziemlich offensichtlich. Wir wissen
schon, dass

k(m(m+1)/2|m,n) =1 und k(w|m,n)=0 fir w<m(m+1)/2
gilt. Ferner gilt offenbar

1 fir w=0,m=0,n¢€N,
kE(w|m,n)=< 0 fir w#0,m=0,n€eN,
0 fir w#m(m+1)/2, meNundn=0.

Die einzige Eigenschaft von F', die wir benutzt haben, war die Stetigkeit. Wihrend also
z.B. bei der Ableitung des , parametrischen® ¢-Tests benotigt wurde, dass die Verteilungs-
funktion auf ganz bestimmte Weise von den Parametern abhing, ist der Rangsummentest
sehr allgemein anwendbar. Wir erwidhnen noch, dass selbst die Stetigkeit von F nicht
benétigt wird, wenn man strittige Range im Fall von Bindungen zufillig vergibt.

Sind m und n grof}, so greifen Tabellen nicht mehr. Man benutzt dann, dass sich die
Verteilung von W nach Normierung durch eine Standard-Normalverteilung approximie-
ren ldsst. Dazu brauchen wir den Erwartungswert und die Varianz von W. Sei U die
Anzahl der Paare (4, j) mit X; > Y;. Dann ist, wenn wir Bindungen wie bisher ausschlie-
Ben, W =m (m +1)/2+ U. Der Wert W = m (m + 1)/2 ergibt sich ndmlich gerade fiir
den Fall, dass alle z; kleiner als alle y; sind. Und vertauschen wir in der zugeordneten
z-y-Folge ein z mit einem direkt rechts neben ihm stehenden y, so erhéhen sich sowohl
der Wert von U als auch der Wert von W um genau 1. (Die Teststatistik U ist 1946
unabhéngig von Wilcoxons Arbeit von Mann-Whitney vorgeschlagen worden.) Sei I; ;
die Indikatorfunktion des Ereignisses { X; > Y;}. Unter der Hypothese gilt E(I; ;) = 1/2.
U ist die Summe aller I; ;. Daher ist E(U) = mn/2 und

E(W):%L—(m—i-n—i-l).

Mit Hilfe der gleichen Summendarstellung von U verifiziert man durch Berechnung der
Kovarianzen leicht

Var(W) = Var(U) = T—;— (n+m+1).

Es lasst sich zeigen, dass die Verteilung von
W -EW)
Var (W)

*

gegen N(0,1) strebt, wenn m und n gegen oo streben; siehe z.B. Bickel und Doksum
(1977), Satz 9.1.1. Daher braucht man fiir groie m und n keine Tabellen der Verteilung
von W.

Ist man daran interessiert, die Hypothese F' = G nicht nur dann zu verwerfen, wenn
die Y} tendenziell grofer sind als die X;, sondern auch dann, wenn sie tendenziell kleiner
sind, so wendet man den Rangsummentest auch zweiseitig an.
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F. Wilcoxon hat noch einen weiteren Test vorgeschlagen, der in &hnlichen Situationen
wie der Zeichentest angewandt wird, aber, im Gegensatz zu letzterem, sehr groflen und
sehr kleinen Werten mehr Gewicht verleiht als Werten, die nahe bei 0 liegen. Gemeint
ist der Vorzeichenrangtest.

Wir betrachten wieder den bindungsfreien Fall. Seien D1, Do, ..., D, unabhingig und
identisch verteilt. Sei T; = 1, wenn D; > 0 ist und = 0 sonst. Ist die Verteilung der D;
symmetrisch bzgl. 0, so bedeutet dies, dass fiir alle 0 < a < b die Gleichung

P(—b<Di§—a):P(a§Di<b)

gilt. Dann ist

P(a<|Di| <b,T; =1) =3 P(a < |D;| < b).

)
Fiir a — 0 und b — oo erhalten wir P(T; = 1) = 1/2 und damit die Unabhéngigkeit von
Sei R} der Rang von |D;| in |Dy|,|Ds|, ...,|Dy,|. Die Verteilung von (R, ..., R}) ist
die Gleichverteilung auf der Menge der Permutationen von {1, ...,n}.
Die Vorzeichen-Rang-Statistik von Wilcoxon ist definiert durch

Wt = iTiR;ﬂ
=1

Sind die D; symmetrisch bzgl. 0 verteilt, so ist die Verteilung von W+ durch die hier
gemachten Angaben iiber die Verteilungen der T; und R;-‘" eindeutig bestimmt. Grofle
Werte von W sprechen dafiir, dass die D; mehr positive groe Werte annehmen, als
stark negative Werte.

Eine ausfiihrliche liber weite Strecken elementar gehaltene Darstellung nichtparametrischer Methoden
mit zahlreichen Beispielen aus der Praxis findet sich bei Lehmann (1975). Als relativ leicht zugingli-

che Einfiihrung in die mathematischen Methoden eignet sich Randles-Wolfe (1979). Einen rascheren
Uberblick fiir Leser mit Grundkenntnissen in Mathematischer Statistik bieten Bickel-Doksum (1977).

Anhang

Die Gammaverteilung und verwandte statistische Verteilungen: Als Gammafunktion bezeichnet
man bekanntlich die fiir t > 0 durch

e o]

I'(t) = /zt'l e Tdr
0
definierte Funktion. Durch partielle Integration ergibt sich

T(t+1)=tl(t) (t>0).
Da offenbar I'(1) = 1 ist, folgt induktiv I'(n) = (n — 1)!. Sei fiir @ > 0 und v > 0
1
fa,v(®) = ——a¥z? e o® (z > 0) (14.18)
I'(v)
(und = 0 fiir ¢ < 0). Fiir & = 1 ist fo,, offenbar eine Dichte. Hat X die Dichte f1,,(z), so hat nach
Satz 11.6 X/o die Dichte « f1,,(ax) und dies ist gerade fq,.(z). Also ist fiir jedes @ > 0 und v > 0

durch (14.18) eine Dichte gegeben. Man nennt sie die Dichte der Gammaverteilung mit Parametern
a,v. Man rechnet leicht nach, dass

EX =v und Var(X) =v (14.19)

gilt, so dass Erwartungswert und Varianz zur Dichte fo,, die Werte v/a und v/a? haben. Der folgende
Satz ist sehr wichtig.
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Satz 14.6 Die Faltung fo, v *fa, u 15t fa,v+u- (In anderen Worten: Die Summe von zwei unabhdngigen
fa,u- und fo, ,-verteilten Zufallsvariablen ist fo, o -verteilt.)

Beweis: Wir kénnen o = 1 annehmen. Nach (11.7) hat die Faltung in = die Form
1 T
— [(e—y)r e EY) ey gy,
T () 0/

Mit der Substitution y = = - t wird daraus

= e—/m“_l (1 —t)“—l:v"—lt"—la:dt
L(p)T(v) J

1
(p+v) -1 401
= By e) [ gt
() Tw)
Das rechts stehende Integral bezeichnet man als Beta-Funktion B(v,u). Da die Faltung eine Dichte
ist, muss
I'(p)T(v
B(v, ) = LW I
L(p+v)
gelten, so dass die Faltung = f1, 4. (z) ist. a

Hat eine Zufallsvariable X eine N (0, 1)-Verteilung, so ist nach (11.5) die Dichte von X2 durch
e(VE) _ 1 a2 -1y
Nz V2
gegeben. Da dies bis auf die Normierungskonstante mit f1y2, 1/2(:c) iibereinstimmt und beides Dichten
sind, miissen auch die Normierungskonstanten 1/4/27 und ¥ /T'(v) = 1/ (\/§I‘(1/2)) iibereinstimmen.

Also ist I'(1/2) = 4/m, und X? hat die Dichte fi/2,1/2(z). Nach Satz 14.6 ist dann die x}-Verteilung die
Gammaverteilung mit Parametern o = 1/2, v = k/2.
Um die t-Verteilung zu bestimmen, benétigen wir

Lemma 14.7 Sind X,Y unabhingige Zufallsvariable mit Dichten f,g und ist Y > 0, so hat X/Y die
Dichte

h(t) = / £(ty) g(v) v dy
0

Beweis: Es ist
P(X/Y <u) = / f(z) 9(y) dz dy

B
mit B = {(z,y) : ¢ < yu}. Bei der Substitution ¢t = z/y ist dz = ydt, und wir erhalten
u oo u
= [ [renswvayae= [ nea. 0
—o0 0 —o00

Da nun in Definition 14.2 Uy die Dichte gi(z) hat, hat nach Satz 11.6 U /k die Dichte k gi(kz).
Aus (11.4) folgt, dass die Wurzel aus einer nichtnegativen Zufallsvariablen mit Dichte d(z) die Dichte

2z d(z?) hat. Also ist die Dichte von Y = /Uy /k von der Form g(y) = k gx(ky?) 2y. Da die Dichte von
W in Definition 14.2 ¢(z) ist, folgt nach Lemma 14.7 fiir die Dichte hy von T}

oo

hie(t) = / o(t) k i (ky?) 242 dy |
0

Mit Hilfe von Formel (14.8), der Substitution s = y2 (t2 + k)/2, der Identitit ['(1/2) = /7 und der

Definition der Gammafunktion ergibt sich hieraus nach etwas Rechnung (14.10).
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Aufgaben

1. Aus den Messungen der Wirmeleitfihigkeit von 15 Glasfaserplatten einer bestimmten Stérke
ergab sich der Mittelwert Z = 17,1 und der Wert s2 = 0,36. Unter der Annahme, die Messwerte
seien unabhéngig und normalverteilt gebe man ein Konfidenzintervall zum Niveau a = 0,1 fiir
den Erwartungswert pu der Wirmeleitfahigkeit an.

2. Sei {C(z) : = € X} eine Familie von Konfidenzbereichen zum Niveau 1 — a fiir g(¢). Man
zeige, dass der Test mit Verwerfungsbereich R = {z : go ¢ C(z)} ein Test zum Niveau a der
Hypothese g(¥) = go ist. ldsst sich auch umgekehrt den Verwerfungsbereichen zu einer Familie
von nichtrandomisierten Tests eine Familie von Konfidenzbereichen zuordnen? (L)

3. Seien X1, X2 unabhingig N(u,o?)-verteilt und T = X +/2/s. Man zeige, dass |T| fir g = 0
die gleiche Verteilung hat wie 1/|T|. (Anleitung: (Z,Z) ist die Projektion von (z1,z2) auf die
Diagonale. Hinweis: Diese Aufgabe illustriert die Bedeutung der Alternative. Nur vom Standpunkt
der Hypothese aus betrachtet ist der Test mit Verwerfungsbereich R = {z : |T(z)| > 1} ebenso
gut wie der mit Verwerfungsbereich R¢, der genau die umgekehrte Entscheidung liefert.) (L)

4. Es wird vermutet, dass bei Pferderennen auf einer kreisformigen Rennbahn die Startposition
einen Einfluss auf die Gewinnchancen hat. In 144 Rennen hatten die Sieger die Startpositionen
1,2, ...,8 mit den folgenden Haufigkeiten: 29,19,18,25,17,10,15,11. Man teste die Hypothese,
dass alle Positionen die gleiche Siegwahrscheinlichkeit besitzen zum Niveau 0.05.

5. Seien Xj, ..., X10 unabhéngig N(u,1)-verteilt. Man bestimme und zeichne die Giitefunktion des
Tests, der die Hypothese u = 0 verwirft, wenn | X| > 1,96/1/10 ist.

6. In §14.4 bestimme man P(W =m (m + 1)/2 + 2) fir m = n = 10.

7. In einer (2 x 2)-Kontingenztafel sei N; j die Hiufigkeit der Merkmalskombination (j, k) bei n
Beobachtungen. Der Vektor (N1, 1, N1, 2, N2, 1, N2, 2) ist also multinomialverteilt mit Parametern
n und (Y91, 1,91, 2,02, 1,92, 2). Man zeige, dass bei gegebenem {N;,. = n1,.} die Zufallsvariablen
N1,1 und N2 1 unabhéngig und binomialverteilt sind mit Parametern ny,. und p1 = 91,1/(91,1+
Y1,2), bzw. n2 . =n —ny,. und p2 = Y2,1/(92,1 + 92, 2)-

8. (Fortsetzung). Seien Ni,1 und N2 1 unabhéngig und binomialverteilt mit Parametern n1,. und
P1, bzw. na . und p2. Man zeige: Ist p; = p2, so ist

nl_.)( na, . )
P(Nl,l :n1,1|N1,.:n1 .): LIRS i TE

’ (O

(Anwendung: Medikament 1 soll mit Medikament 2 verglichen werden. Im Paar (j,k) sei j die
Nummer des Medikaments. Im Fall eines Erfolges sei k = 1, sonst k = 2. Die Hypothese, dass
Medikament 2 mindestens so gut wie Medikament 1 ist, kann durch p; < ps beschrieben wer-
den. Sie wird bei fester erster Spaltensumme n., 1 fiir groe ni1, ;1 verworfen, wobei die Schranke
aus der obigen hypergeometrischen Verteilung bestimmt wird. Aus der vorigen Aufgabe ergibt
sich, dass man diesen Test, den exakten Test von Fisher, auch anwenden kann, um die Un-
abhingigkeit der Merkmale zu priifen. Dann gibt die hypergeometrische Verteilung den Wert von
P(N1,1 =n1,1|N1,. =n1,.,N. ;1 =n. 1) unter der Hypothese an.)

9. Zu einem unbekannten Zeitpunkt 6 wird ein Prozess mit einer zufilligen Dauer T ausgeldst, die
exponentiell mit Dichte f(z) = A exp(—Az) 1|g, o) verteilt ist. A sei bekannt. Nur S = 6 + T kann
beobachtet werden. Beschreiben Sie einen schirfsten Test zum Niveau o = 0,05 fiir die Hypothese
0 < 3 gegen die Alternative 6 > 3.

10. Die Zufallsvariablen X1, X2 seien unabhingig; X; sei N(u,1)-verteilt, X2 sei N(u,4)-verteilt.
Man bestimme den schirfsten Test der Hypothese u = 0 gegen die Alternative 4 = 2 zum Niveau
a = 0,1, sowie die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art zu diesem Test.
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Kapitel III Markowsche Ketten

Zentrales Thema der Wahrscheinlichkeitstheorie ist das Studium von stochastischen Pro-
zessen, d.h. von Familien von Zufallsvariablen, die meist die zeitliche, gelegentlich die
rdumliche, Entwicklung eines Zufallsgeschehens beschreiben. Neben den Folgen von un-
abhéngigen Zufallsvariablen, die bisher im Vordergrund unseres Interesses standen, ist
eine Klasse von Prozessen besonders wichtig, die man markowsche Ketten oder Markow-
Ketten nennt. Sie sind durch eine spezielle iibersichtliche Form der Abhingigkeit der
Variablen charakterisiert.

§ 15 Die markowsche Eigenschaft

15.1 Definition und Beispiele

Definition 15.1 Sei (2, .A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, T eine beliebige nichtleere
Indexmenge, und (I,7) ein messbarer Raum. Eine Familie {X;,t € T} von Zufallsva-
riablen mit Werten in I heifit stochastischer Prozess mit Parameterbereich T und
Zustandsraum 1.

Hier sei I stets abzdhlbar, d.h. endlich oder abzahlbar unendlich. Z sei die Potenz-
menge von I. Wir brauchen also Z nicht mehr zu erwihnen. Weiter soll stets T = Z* =
{0,1,2, ...} sein.

Definition 15.2 Eine markowsche Kette ist ein stochastischer Prozess {X,,,n € Z*}
mit abzdhlbarem Zustandsraum I, der die folgende markowsche Eigenschaft besitzt:

Fiir alle n € Z* und fiir alle ig, ..., 4,41 € I mit
P(Xo=1g, ..., X, =1in) >0 (15.1)
ist
P(Xpy1 = int1| Xo =10, ..., Xn = in) = P(Xnt1 = tns1 | Xn = in). (15.2)

Wir interpretieren X, als Zustand eines Systems zur Zeit n. Der Prozess hat die
markowsche Eigenschaft, wenn die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit n + 1 in einen beliebigen
Zustand zu gelangen, nur vom Zustand zur Zeit n und von n abhingt, aber nicht davon,
in welchen Zustdnden das System friiher war. Das wird an Beispielen noch klarer werden.

Die Bedingung (15.1) soll nur garantieren, dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten
wohldefiniert sind. Wir werden solche Bedingungen nicht immer hinschreiben.

Um eine modifizierte Formulierung der markowschen Eigenschaft herzuleiten, benutzen
wir:

Lemma 15.3 Sind Cy, Cs, ... disjunkte Ereignisse mit Vereinigung C, und sind die
bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A| BN Cy) = p unabhdngig von k, so ist

p=P(A|BNCQC).



196 Kapitel III Markowsche Ketten

Dies ist Satz 2.2 (iv) fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(-| B).

Satz 15.4 Die markowsche Eigenschaft ist dquivalent dazu, dass fiir jedes n € Z+ und
alle in,in41 € I gilt: Fir alle ig, ...,in—1 € I mit (15.1) sind die bedingten Wahrschein-
lichkeiten P(X,41 = tny1| Xo =0, --., Xn = in) gleich.

Beweis: Die eine Richtung ist an (15.2) ablesbar, die andere folgt aus Lemma 15.3 mit
A={Xn41 =int+1} und B = {X,, =i,}, wenn C1,Cs, ... eine Durchnummerierung der
Ereignisse {Xo =49, ..., Xn—1 = in_1} ist. O
Beispiele: (1) Summen unabhingiger Zufallsvariabler: Sind Xy, Y7, Y2, ... unabhingige

Zufallsvariable mit Werten in Z¢ = I, so ist die durch X,, = Xo+Y; + ... +Y,, definierte
Folge eine markowsche Kette. Mit Hilfe der Unabhingigkeit folgt ndmlich

P(Xn+1 :in+1|X0 :io, ---;Xn ——"'Ln)

_ P(Xo =10, ..., Xnt1 = int1)
P(X():i(), ...,anin)

_ P(Xo=1d0,Y1 =141 =40, ..., Ynq1 =lny1 —in)
P(onio,leil—io, ...,Ynzin‘—in_l)

= P(Yn+l = in—i—l - zn) .

(2) Einfaches Warteschlangenmodell: Seien 0,1,2, ... die Zeitpunkte, an denen ein
Skilift, der pro Zeiteinheit eine Person beférdern kann, abfahrt. Zwischen den Zeitpunkten
n und n + 1 kommen Y;, neue Skifahrer an. Die Y,, seien unabhingig. Die Liange X,, der
Warteschlange unmittelbar vor der Abfahrt zur Zeit n bestimmt sich rekursiv durch

X, =max(0, X,-1 — 1)+ Y, (n>1).

Xo = ip sei eine bekannte Zahl, z.B. X, = 0.
Da Y, unabhéngig von Yy, ...,Y,_; ist, ist Y;, auch unabhéngig von (Xoy .-, Xn),
denn die X; mit ¢ < n sind Funktionen von (Y3, ...,Y,,_;). Wir erhalten fiir i, > 1
P(Xnt1 =tnt1, Xn =1n, -..)
= P(Yn :in+1 _in+17Xn :in,Xn—l :in—la )
= P(Yn :in+1 '_74n+1)P(Xn = in, Xn-1 =ip-1, )

und somit
P(Xnt1 =tnt1| Xn =tn, Xno1 = in_1, -..) = P(Yp =tpy1 —in +1).
Ebenso sieht man, dass im Fall i, = 0
P(Xni1 =tint1| Xn =tn, Xn1 =tn-1, ...) = P(Y, = in41)

ist. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten sind also unabhéngig von ig, ..., 7,_1.

(3) Lagerhaltung: Am n-ten Tag kommen Y, Kunden in ein Geschift, die ein be-
stimmtes Gerdt kaufen wollen. Im Geschift sind am n-ten Tag bei Ladenschluss noch X,
Geréte vorrétig. Ist X,, < 2, so werden aus dem Vorstadtlager 5 Exemplare iiber Nacht
herangeschafft. Ist X,, > 3, so unterbleibt dies. Die Y;, seien unabhingig. Dann ist
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v _ [ Katsovaa)t, falls X.<2,
T (X = YT, falls X, >3,

wobei a™ = max(a, 0) ist. Die Folge X, X1, ... ist eine markowsche Kette. Der Beweis
ist analog zu dem im vorigen Beispiel.

Spater folgen weitere Beispiele, aber um ein Gefiihl fiir die markowsche Eigenschaft zu
bekommen, ist es niitzlich, sich auch Beispiele zu iiberlegen, in denen sie verletzt ist:

(a) Wir betrachten eine Personenfolge, in der die (n + 1)-te Person Kind der n-ten
Person ist. Sei X,, = 1, wenn an der n-ten Person ein latentes Erbmerkmal in Erscheinung
tritt, und = 0 sonst. X7, X3, ... ist keine markowsche Kette: Wenn X,, = 0 ist, kann
die Erbanlage vorhanden sein, ohne in Erscheinung zu treten. Ist auch X, _; = 0, so ist
dies weniger wahrscheinlich als im Fall X,,_; = 1. Ist Z,, der Genotyp der n-ten Person,
so ist hier (Z,,) markowsche Kette, aber nicht das Erscheinungsbild X,,. Da X, sich als
Funktion von Z, beschreiben lésst, zeigt dieses Beispiel auch, dass Funktionen f(Z,)
einer markowschen Kette nicht notwendig markowsche Ketten sind.

(b) Kommen beim Lagerhaltungsbeispiel nicht bediente Kunden am nichsten Tag
wieder, so ist die Folge (Y;) nicht unabhingig und X, X1, ... keine markowsche Kette.
Die markowsche Eigenschaft geht auch verloren, wenn die Lieferung zusédtzlicher Gerite
aus dem Lager zwei Tage dauert.

Die grofle Bedeutung der markowschen Ketten fiir zahlreiche Anwendungen legt die Vermutung nahe,
dass die Theorie durch Anwendungsfragen motiviert wurde. Tatsichlich entwickelte Markow zwischen
1906 und 1908 diesen Abhingigkeitsbegriff jedoch bei der Untersuchung der Frage, ob Unabhingigkeit
eine notwendige Bedingung fiir das Gesetz der grolen Zahlen und fiir die Normalapproximation ist.
Er gab nur ein ,reales* Beispiel an, die Abfolge der Zustinde ,, Konsonant“ und , Vokal“ in Romanen

wie Puschkins ,Eugen Onegin“ (fiir die die Beschreibung durch eine markowsche Kette nur eine erste
Approximation darstellt).

15.2 Einfache Folgerungen aus der markowschen Eigenschaft

Ist X0, X1, ... eine markowsche Kette, so gilt fiir alle n und alle iy, ...,i, € I

P(X():’I:(),...,Xn'—‘in)

= P(Xo :Zo)P(Xl :'LllXO ‘—_'Lo) P(Xn :in]Xn—l :in-—-l)-
(15.3)
Dies folgt unmittelbar aus Formel (2.4) und der markowschen Eigenschaft.
Haufig bendtigt man die markowsche Eigenschaft in einer formal schirferen Form,
namlich so wie sie im folgenden Satz beschrieben wird:

Satz 15.5 Set 0 < n < N. Ist Xo, X1, ... eine markowsche Kette, so gilt fiir alle i, € I
und alle Teilmengen E C I, F C IN—™

P((Xn41, .-, XN) € F| Xp = in, (Xoy ..., Xn-1) € E)

, (15.4)
= P((Xnt1, .-, XN) EF| Xp = in).

Beweis: Da man auf beiden Seiten die o-Additivitdt ausnutzen kann, geniigt es an-
zunehmen, F bestehe aus nur einem Element (i,41, ...,ix) von IV ™™, Sei pi(j|i) =
P(Xk+1 = j| Xk = 1). Fiir beliebige i, ...,in,—1 ist nach (15.3)
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P((Xnt1, -, XN) € F| Xn = in, (Xoy -+, Xn-1) = (i0, - - - yin—1))

= P(X0:i07 ,XN:'LN)
P(Xo = oy -~ X = i)

_ P(Xo =1o) po(ia [i0) pr(s2 1) ... pn—1(in |in-1)
P(Xo =ig) po(i1|d0) P1(i2|91) - - Pn1(in|in-1)

= Pn(int1]tn) Prns1(int2 | int1) - PN—1(in |in-1) = P.

Da p von (i, ...,in—1) unabhingig ist, ist nach Lemma 15.3 fiir beliebige disjunkte
Vereinigungen C von Mengen der Form {(Xo, ..., Xn-1) = (%0, ---,in-1)}

P((Xnt1, ..., Xn) EF|{Xn =i} NC) =p.

Setzt man erst C = {(Xo, ..., Xpn—-1) € E} und dann C = , so sieht man, dass die linke
und die rechte Seite von (15.4) beide = p sind. o

Hin und wieder st68t man auf den Fehler, dass in Formel (15.4) auch der Zustand i, durch eine
nichtleere Menge von Zustidnden ersetzt wird. Eine solche Verallgemeinerung von (15.4) gilt jedoch nicht.

Satz 15.6 (Chapman-Kolmogorow-Gleichung ) Ist Xy, X1, ... eine markowsche Kette
und k < m < n, so qut fir alle h,j € I

P(Xn=j|Xe=h)=Y P(Xm=i|Xs=h) P(Xn=j|Xm =1). (15.5)

Beweis: Es ist

P(Xy=h,Xn=3) = Y P(Xp=hXn=1i,X,=j)

= Y P(Xp=h Xpm=1)P(Xn=j|Xp = h, Xn, =1).

Nach (15.4) kann man im letzten Faktor die Bedingung { X} = h} weglassen. Man braucht
nun nur noch durch P(Xj = h) zu dividieren. O

15.3 Stationire Ubergangswahrscheinlichkeiten

Bisher haben wir — ohne dadurch mehr Arbeit zu haben — zugelassen, dass die Wahr-
scheinlichkeit eines Ubergangs von Zustand ¢ in Zustand j vom gerade betrachteten Zeit-
punkt abhéingt. Besonderes Interesse verdient der Fall, dass der Zeitpunkt keine Rolle
spielt.

Peﬁnition 15.7 Eine markowsche Kette heifit homogen oder Kette mit stationéren
Ubergangswahrscheinlichkeiten, wenn fiir alle i, j € I P(X 41 = j| X, = 1) =: p;;
unabhéngig von n ist.

P = (p;;) ist dann eine stochastische Matrix, d.h. es gilt

pij >0 (,5€I) und > py=1 (i€l). (15.6)
JEI
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Von jetzt an betrachten wir nur homogene markowsche Ketten. Das Wahrscheinlich-
keitsmafl m = (;, 4 € I) mit m; = P(Xo = 1) heifit Startverteilung. Kennt man 7 und
die Matrix (p;;) der Ubergangswahrscheinlichkeiten, so sind die gemeinsamen Verteilun-
gen durch die Formel

P(Xo =70, ..., Xn = in) = iy Digiy Pirip - Pin_1in > (15.7)

die ein Spezialfall von (15.3) ist, eindeutig bestimmt. Ist 7 ein beliebiges Wahrscheinlich-
keitsmafl auf I und P eine beliebig vorgegebene stochastische Matrix, so existiert eine
markowsche Kette mit P als Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten und Startvertei-
lung 7. Auf den Beweis dieses Existenzsatzes gehen wir hier nicht ein.

Die obigen Beispiele von markowschen Ketten sind genau dann homogen, wenn die
Verteilung der Y,, unabhéngig von n ist (Ubung) Fiir das Warteschlangenbeispiel ergibt
die oben durchgefiihrte Uberlegung die Ubergangswahrscheinlichkeiten

poj = P(Y, = j) und pij=PY,=j—i+1) fir i>1.
Ist P(Y1 = j) = pj, so hat die Ubergangsmatrix also die Form

Po P1 D2 D3
Po P1 P2 D3
P = (p;)ij50=] 0 Po P1 P2
0 0 po m

Auch die in § 7 besprochenen Bienaymé-Galton-Watson-Prozesse sind homogene mar-
kowsche Ketten (Ubung).

Andere Beispiele lassen sich am besten durch Angabe der Ubergangsmatrix P konstru-
ieren:

Seietwa I = {0,1,...,0},6>1,0<p<1,poo =1, pep =1, und fiir 0 < i < b sei
Pi,i+1 = pund p; ;—1 = 1 — p = q. Eine markowsche Kette mit diesen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten heifit Irrfahrt mit absorbierendem Rand. Man konnte dabei an die
folgende Situation denken: Peter und Paul spielen ein Spiel, bei dem Peter jede gespielte
Runde mit Wahrscheinlichkeit p gewinnt. Wer eine Runde gewinnt erhilt vom anderen
Spieler eine Mark. Es wird so lange gespielt bis einer der Spieler pleite ist. Beide Spieler
zusammen haben b Mark. X, gibt an, wie viel Mark Peter nach n Runden hat. (Werden
nur m < n Runden gespielt, so sei X,, = X,,,.) Die Verteilung dieser markowschen Kette
liegt fest, sobald die Startverteilung oder der Startzustand angegeben ist.

Wir denken uns nun immer die Matrix (p;;) der Ubergangswahrscheinlichkeiten gege-
ben. Es wird manchmal niitzlich sein, mehrere Startverteilungen zu betrachten. Sei P;
das Wahrscheinlichkeitsmaf, das die Verteilung des Prozesses beschreibt, wenn man in i
startet; also

P,'(XO = io, X1 = il, ...,Xn = ’Ln) = 5iio Digiy Piyig - Pip_14n (158)

wobei d;; das Kroneckersymbol ist. Fiir ein durch eine allgemeine Startverteilung 7 wie
in (15.7) definiertes P ist dann

Pi(Xo =g, .., Xn =in) = P(Xo =0, ..., Xn = in | Xo = 1), (15.9)
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sofern nur die rechte Seite wohldefiniert ist, also 7; > 0 gilt. Fiir die homogene markow-

sche Kette nennt man

die m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit von ¢ nach j. Dass sie nicht von n ab-
héngt, ist fir m = 1 Definition der Homogenitit. Fiir m > 2 ergibt es sich induktiv
mittels der Chapman-Kolmogorow-Gleichung. Diese lisst sich nun in der Form

P = Zpﬁf) on (15.10)

schreiben. Wir konnen (15.10) auch fiir ¢ = 0 und s = 0 als erfiillt ansehen, indem wir

pf?) = J;; setzen. Aus (15.10) und p( ) = pi; folgt durch Induktion, dass die Matrix (pfj ))
gerade die m-te Potenz P™ der Matrlx P = (p;;) ist.
Wir kommen nun zu einer ersten Anwendung.

15.4 Absorptionswahrscheinlichkeiten
Sei J C I eine Teilmenge des Zustandsraums einer homogenen markowschen Kette und
T(w)=inf{n >0: X,(w) € J}

der Zeitpunkt, zu dem zum ersten Mal ein Zustand aus J angenommen wird. Man inter-
pretiert den Verlauf des Prozesses auch oft als Bewegung von Zustand zu Zustand und
nennt T'(w) die Zeit des ersten Eintreffens in J. Falls kein n > 0 mit X, (w) € J existiert,
setzen wir T'(w) = oco. Uns interessieren nun die Wahrscheinlichkeiten

a; = P,,(T < OO)

bei Start in ¢ je nach J zu gelangen. Fiir ¢ € J ist offenbar o; = 1.
Setzt man fiir k >0 Y, = Xkﬂ", so hat wegen der Homogenitit der Kette Xq, X1, ...
die Kette Yp, Y7, ... die gleichen Ubergangswahrscheinlichkeiten. Fiir alle j gilt daher

PEnmit 0<n<Nund Y, € J|Y, =)
= PAnmit0<n<Nund X, € J|Xo=3) =P;(T<N).

Fiir 7 € J¢ erhalten wir

P(T<N+1) = P(3nmit1<n<N+1und X, € J)
= Y P(X;=5)PAnmit 1<n<N+1und X, € J| X, = j)
JEI
= ) pi; P(Anmit 0<n< Nund Y, € J|Y, = j)
JEI
= Y pi; P(T<N).
Jjel

Fiir N — oo gilt P;(T < N) — «a;, und wir erhalten
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ai=Y pja; fir i€J° und =1 fir ieJ. (15.11)
JEI

(Es ist bequem die Gleichungen fiir 7 € J¢ mit den Randbedingungen fiir ¢ € J zusam-
menzufassen.)

In manchen Fillen lassen sich die a; mit Hilfe von (15.11) explizit bestimmen. Be-
trachten wir etwa die oben beschriebene Irrfahrt mit absorbierendem Rand und J = {0}.
Dann ist a; die Wahrscheinlichkeit, dass Peter all sein Geld verliert, wenn sein Startka-
pital ¢ Mark ist. Man spricht von der Wahrscheinlichkeit des Ruins von Peter bei Start
in 1.

(15.11) besagt, dass ap = 1 und

a; =poyp1 +qo;—q (O <1 < b) (15.12)

gilt. Wegen ppp, = 1 und b > 1 erreicht man von b startend nie 0. Daher gilt die zusdtzliche
Randbedingung ap = 0. Ist p = ¢ = 1/2, so lésst sich (15.12) fiir beliebige reelle Zahlen
¢, d durch einen Ansatz a; = ¢ + di 16sen. Die Konstanten ¢, d bestimmen sich aus den
Randbedingungen.

Man erhélt so die Lésung

a;=1-i/b  (i=0,...,b). (15.13)

Ist 0 < p <1 und p # g, so fiihrt ein Ansatz

a=c+d (2) (15.14)
p
zum Ziel. Man bestimmt ¢ und d wieder aus den Randbedingungen und erhilt die Lésung
(a/p)° - (a/p)’ .
o = 1=0,...,b). 15.15
(¢/p)* —1 ( ) (15.15)

Um sicher zu sein, die richtige Losung zu haben, miissen wir uns noch iiberlegen, dass
die Losung unter den Randbedingungen ag = 1, ap = 0 eindeutig ist. Betrachten wir
den Fall p # q. Ist (a;) eine beliebige Lésung, so kénnen wir ¢ und d so bestimmen, dass
(15.14) fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 gilt. Aus (15.12) folgt dann (15.14) fiir i = 2, und dann
sukzessive fiir ¢ = 3, ..., b. Damit hat jede Lésung die Form (15.14), und die Losung ist
eindeutig. Genauso verfahrt man im Fall p = q.

Wir haben hier aufler der Randbedingung a; =1 (i € J) aus (15.11) noch die zusétz-
liche Randbedingung ap = 0 benutzt. Sonst hitte es noch die Lésung o; = 1 gegeben.
Wir sehen, dass (15.11) alleine die Lésung nicht eindeutig bestimmt.

Im folgenden Abschnitt soll unter anderem gezeigt werden, dass a; = P;(T < o0) stets
die minimale Losung von (15.11) mit 0 < a; < 1 ist.

15.5 Absorptionsverteilungen*

Wir wollen nun noch genauer wissen, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die Absorption
in den einzelnen Punkten von J erfolgt, d.h. wir interessieren uns fiir

P,(T < 00, X 2])
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Als Vorbereitung betrachten wir den Operator PP, der beschriankten Funktionen f auf

I die Funktion P f mit
= Zpik f(k) (15.16)
k

zuordnet. (Wenn wir f als Spaltenvektor schreiben, entspricht (15.16) der iiblichen Mat-

rizenmultiplikation.) Wegen P™ = (pgk )) ist — wenn E; die zu P; gehorige Erwartung

bezeichnet —
(P™f)(i) =D f(k) =k) = E;(f(Xm)) -

kel

Stellt man sich vor, dass f(k) eine Auszahlung ist, die man im Zustand k erhalten kann, so
ist (P™ f)(2) die erwartete Auszahlung, wenn man in ¢ startet und zur Zeit m ausgezahlt
wird.

Es ist niitzlich, neben der Kette (X,) noch den Prozess (Z,) zu betrachten, der genau
wie der (X,)-Prozess verlduft, solange kein Zustand aus J angenommen wird, und der
vom Zeitpunkt T an im gleichen Zustand verbleibt. Sei also 7' A n = min(7, n) und
Zpn = Xpan. Es liegt auf der Hand, dass Z,, Zy, ... eine markowsche Kette ist, deren
Ubergangsmatrix Q = (g;;) durch

%ij=pi; (G€J), qi=1 (i€eJ), ;=0 (i€J,i#j)
gegeben ist. Man verifiziert dies leicht, indem man fiir alle Folgen ig, ...,i, € T
Pi(Zo =0, ..., Zn =in) = 0iig Qigiy Qiria -+ Qin_yin

nachpriift. Ist nun f =1, fiir ein j € J, so ist

(Q")(@) = ¢ = Pi(Zn = j) = P(T < n, Xp = j).

Der Limes dieser Folge fiir n — oo ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Wir wollen nun den Limes auf andere Weise charakterisieren, und damit die Antwort
erst praktikabel machen. Dabei schrinken wir uns nicht auf den Fall f = 15y ein. Wir
schicken ein elementares Lemma voraus:

Lemma 15.8 Ist (f,,) eine konvergente Folge von gleichmdfig beschrinkten Funktionen
auf I und (px) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf I, so gilt

> lim fru (k) = Hm Y pi frn(k) -
k k

Beweis: Ubung. (Endlich viele k& machen schon 1 — ¢ der Gesamtwahrscheinlichkeit 1
aus.) a

Neben den oben betrachteten Auszahlungen zur Zeit n interessieren wir uns nun fiir
Auszahlungen zur Zeit T'. Da T'(w) = oo ist, wenn man nie nach J gelangt, und da X, (w)
nicht definiert ist, setzen wir fest, dass fiir Punkte w mit T'(w) = oo stets f(Xr(w)) =0
sein soll; wenn man nicht nach J gelangt, gibt es keine Auszahlung. Fiir beschranktes f
auf I sei

(Hf)(i) = Ei(f(XT))
die erwartete Auszahlung zur Zeit T bei Start in . Fiir f = 1; ist (H f)(7) die im vorigen

Abschnitt betrachtete Absorptionswahrscheinlichkeit a; = P;i(T < 00). Fiir f = 1;; mit
je Jist (Hf)(i) = P(T < oo, X1 = 7).
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Satz 15.9 Sei f > 0 eine beschrinkte Funktion auf I. Dann ist Hf die kleinste be-
schrdnkte nichtnegative Funktion h mit

Qh=h und h(j) = f(j) fir jeJ. (15.17)

Beweis: Fir f' = f1;ist Hf' = Hf. Ist T(w) > n, so ist Z,(w) = X,(w) € J. Es
folgt
Q™ F)() =D aix) F'(k) = Ei(f'(2n)) = Bi(f(X1) Lr<ny)
kel
Die Folge der Mengen {T" < n} wichst, und ihre Vereinigung ist {T" < oo}. Daher ist
die durch f,, = Q™ f’ definierte Folge wachsend, und ihr Limes f., ist H f. Wendet man
Lemma 15.8 mit px = ¢;x an, so folgt

(Qf=0)(i) = D" ik foo (k) = lim Y gix (Q" f') (k) = Hm(Q™*1 f')(3) = fuo s)
k

k

Damit gilt Q(H f) = Hf. Fiir j € J ist bei Start in j T = 0 und also

(Hf)(5) = E; (f(X0)) = £(4) -

Die Funktion H f erfiillt deshalb (15.17). Ist h eine beliebige nichtnegative, beschriankte
Funktion, die (15.17) erfiillt, so gilt Q™h = h fiir alle n und h > f’. Daraus folgt

h(i) = (Q"h)(i) = E;(h(Z,)) 2 Ei(f'(Zn)).-
Da die rechte Seite gegen (H f)(3) strebt, ist Hf < h. O

Dass H f nicht die einzige Funktion zu sein braucht, die (15.17) erfiillt, haben wir
schon an dem Beispiel von dem Spiel von Peter und Paul gesehen. Fiir f = 1; war
(Hf)(i) = a;, aber h = 1 war eine zweite Losung.

Die mangelnde Eindeutigkeit der Lésung h von (15.17) hingt damit zusammen, dass
J nicht mit Wahrscheinlichkeit 1 erreicht werden muss.

Bemerkung: Die Gleichung Qh = h bedeutet, dass fiir alle i € J¢

h(s) =Y pi h(k)
k

ist. Eine Funktion h mit dieser Eigenschaft nennt man auf J¢ harmonisch fiir P. Man sagt, dass H f
das Dirichlet-Problem l5se, eine Funktion anzugeben, die auf dem ,,Rand“ J die durch eine Funktion
f vorgegebenen Werte annimmt und in J° harmonisch ist. Dass tatsichlich eine enge Beziehung zum
klassischen Dirichlet-Problem aus der Potenzialtheorie besteht, lisst sich aber erst zeigen, wenn man
Satz 15.9 auf markowsche Prozesse mit stetiger Zeit und Zustandsraum R? ausdehnt. (Vgl. Dynkin-
Jushkewitch (1969).)

Aufgaben

1. SeiYp,Y1,Y2, ... eine Bernoulli-verteilte Folge und Xn = 2Yn + Yn41. Zeigen Sie, dass (Xn) eine
markowsche Kette ist, und bestimmen Sie die Ubergangswahrscheinlichkeiten. (L)

2. Eine Urne enthidlt m > 2 Kugeln, die mit 1, ..., m nummeriert sind. Es wird fortlaufend mit
Riicklegen gezogen. Sei X, die Anzahl der verschiedenen Kugeln, die in den ersten n Ziehungen
auftreten. Ist (X, ) eine markowsche Kette? Wenn ja, bestimme man die Ubergangswahrschein-
lichkeiten.

3. SeiY,Ys, ... unabhingig mit P(Y; =1)=P(Y; =-1)=1/2,und Sp = Y1+ ... +Y,, So =0.
Ferner sei X, = max(So, S1, ...,Sn). Ist (X5) eine markowsche Kette?
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Ein stochastischer Prozess X, X1, ... mit abzidhlbarem Zustandsraum I heifit n-Schritt-mar-
kowsch,wenn fiir alle ig, %1, ... € I und alle N > n gilt

P(Xnt1 =in41| XN =inN, ..., X0 =10)
= P(Xny1 =in41| XN =N, .-, XNont1l = iN—nt1)-

Sei I' = I™ und X} = (X, Xg41, ..., Xk4n—1)- Zeigen Sie, dass (X} ) genau dann markowsch
ist, wenn (X}) n-Schritt-markowsch ist.

Sei (Yn) eine Folge unabhingiger Zufallsvariabler mit P(Yo, = 1) = p = 1 — P(Y, = —-1)
(0 < p<1l,n > 1) Gibt es ein k > 1, fiir das die durch X, = Y, Y,41 definierte Folge
k-Schritt-markowsch ist?

Wie &ndern sich bei einer Irrfahrt mit absorbierendem Rand die Ruinwahrscheinlichkeiten bei
Start in ¢, wenn der Spieleinsatz verkleinert wird, d.h. I = {0, ..., b} ersetzt wird durch I' =
{0, 1/n, 2/n, ...,b}? Fiir die neue Irrfahrt sei p;/pn (i+1)/n = Ps Pi/n, (i-1)/n = ¢ und wieder
Poo = pey = 1. (L)

Spieler 1 und Spieler 2 spielen eine Variante der absorbierenden Irrfahrt, bei der ein Spieler, fiir
den es schlecht steht, giinstigere Gewinnwahrscheinlichkeiten fiir den nichsten Schritt erhilt: Sei
I={0,1,...,5}, poo =1, pss = 1, und fiir 1 <17 < 4 sei p;,i+1 = 1 —1/5, p;,i—1 = /5. Man
bestimme die Wahrscheinlichkeit der Absorption in 0 bei Start in 1.

Eine markowsche Kette Xp, X1, ... bewegt sich im Zustandsraum {0,1,2,3} nach den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten einer Irrfahrt mit absorbierendem Rand und p = 1/2. In den Zeitpunk-
tenn = 1,2, ... leuchtet jeweils mit Wahrscheinlichkeit w ein Lichtblitz auf und die Lage von X,
kann beobachtet werden. Bestimmen Sie in Abhingigkeit vom Startzustand Xy = ¢ die Verteilung
der Position U der Kette im Moment S der ersten Beobachtung. (L)
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§16 Das Verhalten markowscher Ketten
in langen Zeitraumen

Kennt man die Ubergangswahrscheinlichkeiten (psj) einer markowschen Kette, so lassen
sich Wahrscheinlichkeiten, die nur von einer kleinen Zahl von Ubergingen abhingen,
oft noch explizit ausrechnen. Der Rechenaufwand z.B. fiir die Berechnung der n-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten kann aber fiir grofe n extrem hoch werden. Wir sind
daher an Grenzwertsétzen fiir n — oo interessiert.

Wir beginnen mit einem wichtigen Spezialfall, der uns den Weg weisen wird und fiir
viele Anwendungen bereits ausreicht. Die Darstellung des allgemeinen Falls wird aber
auch unabhéngig lesbar sein.

16.1 Ketten mit endlich vielen Zustinden

Wir betrachten Ketten, fiir die man — nicht notwendig in nur einem Schritt — von
jedem Zustand zu jedem anderen gelangen kann. Ferner schlieflen wir eine Art zyklische
Bewegung aus. Der Zustandsraum soll nicht in echte Teilmengen Cy, ..., C4_1 zerlegbar
sein, fiir die man von einem Zustand in C, in einem Schritt stets nur nach C(,41) (mod 4
gelangt. Eine solche Zerlegung ist etwa fiir die in Bild 16.1 dargestellte Kette moglich.
Die Pfeile mogen die Uberginge andeuten, die in einem Schritt méglich sind. Man kann
in diesem Fall Cy = {1,3} und C; = {2,4} setzen.

Wir werden spéter sehen, dass sich diese Voraussetzungen fiir eine Kette mit endlich
vielen Zustdnden durch die im folgenden Satz beschreiben lassen:

Satz 16.1 Hat fiir eine Kette mit endlich vielen Zustinden die L-Schritt-Ubergangsma-
triz (pgjL)) fiir ein L > 1 nur strikt positive Elemente, so konvergieren die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten pgl) fiir n — oo (exponentiell schnell) gegen von i unabhdngige Zahlen
p;. Der Vektor p = (p;) ist der eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsvektor, der das
Gleichungssystem

pr=>)_ pipjk  (keT) (16.1)
jel

lost.

& — 0

Bild 16.1

Bemerkung: Denken wir uns p = (p;) als Zeilenvektor geschrieben, so lisst sich (16.1)
in Matrizenschreibweise als
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p=pP mit P = (p;) (16.2)

schreiben. Man nennt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p, die dieser Bedingung geniigt,
invariant.

Beweis von Satz 16.1: Wir setzen

mg-n) = mmpf]) und M](") = maxpgj) .

Dann gilt
mg."ﬂ) = mlmz Dih ng) 2 miinz Din m§-") = m§n) ;
hel hel
und genauso folgt MJ(”H) < M](").
(L)

Da es nur endlich viele Paare (i, ) gibt, und alle p;;
é > 0 mit

strikt positiv sind, gibt es ein

PP >8>0 firalle (5,5). (16.3)

Bezeichnen wir fiir feste h, 1 € I die Summe iiber alle k, fiir die p,(f,’c) > pgf) gilt, mit Y
k+

und die Summe {iber die iibrigen k mit ), so ist
k—

S i - i) Z P -p)=1-1=0. (16.4)
Kt
(n+L)

Ist nun, fiir festes n, h ein Zustand, fiir den Ph; maximal ist, und ¢ ein Zustand, fiir
(n+L)

den Dij minimal ist, so ist
(n+L) (n+L) _  (n+L) (n+L) _ (L) (L)Y, (n)
Mj _mjn - phj pz;l Z( — Pig )pk]

k
< S0 o)+ S ) m?
k+ k+

< D (ph v — i) (Mj(n) - mg-n)) (wegen (16.4))
k+

< (1-8) (M - m{Y).

Induktiv folgt nun
(VL) (VL) v
M;™ —m; < (1-9) (v>0).

Da die Folge (M. ](n)) fallend und die Folge (m (n )) >0 Wachsend ist, ergibt sich hieraus
firn=(1-0)Y* < 1 d1e Abschatzung

(n) (n) -1,n
M;™ —m;” <(1-6)""n (n>0).

(n)

Ferner miissen die m; und die M ](") gegen Grenzwerte p; mit

m{™ < p; < M
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konvergieren. Da fiir alle 1 € I pz(.;l)

zwischen diesen Grenzen liegt, gilt
P —pl <@=6)""0"  (i€l,n20). (16.5)

Die erste der Aussagen ist damit bewiesen.
Durch Grenziibergang n — oo folgt aus

szﬂ) = Z Pgl) Pjk
J

die Gleichung (16.1). Als Grenzwert von endlichdimensionalen Wahrscheinlichkeitsvek-
toren muss auch p Wahrscheinlichkeitsvektor sein. Ist nun p ein beliebiger Wahrschein-
lichkeitsvektor, fiir den p = p P gilt, so gilt auch fiir alle n g = pP", bzw., ausfiihrlich

geschrieben,
=Y 5oy
J

Durch Grenziibergang folgt px = >_; p; px = pr - a

Beispiel 16.2 Die Ubergangsmatrix

0 3/4 1/4
P=|1/2 0o 1/2
1 0 0

beschreibt die Kette in Bild 16.2. Mit Hilfe der Pfeile iiberlegt man sich leicht, dass
man von jedem Zustand ¢ in genau 4 Schritten zu jedem Zustand j kommen kann. Das

bedeutet, dass P* eine Matrix mit strikt positiven Elementen p(.4)

;; 1st, was man natiirlich
auch nachrechnen kann. Die Kette erfiillt also die Voraussetzungen des Satzes mit L = 4.
Die pg-’) konvergieren also gegen Zahlen p;. Aus den drei Gleichungen (16.1) und der
Gleichung p; + p2 + p3 = 1 erhélt man p; = 8/19, p2 = 6/19 und p3 = 5/19. Wo auch
immer man startet, die Wahrscheinlichkeit, nach 100 Schritten im Zustand 1 zu sein, ist

ziemlich genau 8/19.

Wir wenden uns nun der allgemeineren Situation zu, wobei auch ganz neue Fragen auf-
treten werden. Wir werden auch fiir den Fall endlicher Zustandsriume etwas dazulernen.

1/2

® ®

3/4
Bild 16.2



208 Kapitel III Markowsche Ketten

16.2 Kommunizierende Zustinde und Periodizitiat

Haben in einer homogenen Kette mit Zustandsraum I = {1, 2, 3,4} nur die in Bild 16.3
durch Pfeile gekennzeichneten Ubergénge i — j positive Wahrscheinlichkeit p;;, so kann
man nie von 1 nach 3 oder 4 gelangen.

Fiir das Studium der Wahrscheinlichkeiten P(X, = k| Xo = 1) benétigt man also nur

die p;; mit 1 < i, j < 2. Die folgenden Uberlegungen dienen dazu, in diesem Sinn das
(n)

(%]

C——=o— 0= _—=0

Studium von p;.” fiir grofle n zu vereinfachen.

Bild 16.3

Definition 16.3 Wir sagen, dass Zustand ¢ in n Schritten zu Zustand j fiihre und schrei-
ben dafiir ¢ ~ j[n], wenn pl(.;l) > 0 ist. Gibt es ein n > 1 mit ¢ ~ j[n], so sagen wir %

fithre zu j und schreiben i ~» j.
Aus der Chapman-Kolmogorow-Gleichung (15.10) folgt

p,(:;“Ln) > p,(LLT)pS;l) . (16.6)

Dabher ist die Relation ~ transitiv, d.h. aus h ~» 7 und ¢ ~ j folgt h ~ j. Aus (15.8) folgt,
dass ¢ ~ j [n] zur Existenz einer Folge 4o, i1, ...,%, mit io = ¢, 3, = j und p;, ;,,, >0
dquivalent ist.

Wir sagen, ¢ kommuniziere mit j, und schreiben dafiir ¢ «~ j, wenn 7 ~ ;7 und
j ~ 1 gilt. ¢ heifit wesentlich, wenn jeder Zustand 7, zu dem i fiihrt, auch zuriick zu ¢
fiihrt, also mit + kommuniziert. Ist ¢ wesentlich, und fiihrt 7 zu j, so ist auch j wesentlich.
Wenn ¢ nur zu Zustédnden fiithrt, von denen man nicht nach i zuriickkommen kann, gilt
nicht 7 ~ ¢. Aber auf der Teilmenge der wesentlichen Zusténde ist i «~ j offenbar eine
Aquivalenzrelation.

In Bild 16.3 sind die Zustdnde 1, 2 wesentlich, aber nicht die Zustéande 3, 4.

Fiir die Konvergenz der pl(?) ist noch eine weitere Eigenschaft der Zustinde wichtig.

Blicken wir noch einmal auf Bild 16.1. Von einem Zustand mit ungerader Nummer geht
man stets zu einem Zustand mit gerader Nummer. Die moglichen Riickkehrzeiten in den
Ausgangszustand sind daher alle durch 2 teilbar. So etwas miissen wir ausschlieflen.

Definition 16.4 Fiir einen Zustand ¢ mit ¢ ~ 7 heifit der grofite gemeinsame Teiler der
potenziellen Riickkehrzeiten

di =ggT{n>1: i~ i[n]}

die Periode von i. Gilt nicht ¢ ~ 1, so sei d; = oo. Zustdnde mit d; = 1 heiflen ape-
riodisch. Die Kette heifit aperiodisch, wenn alle Zustinde aperiodisch sind, und peri-
odisch mit Periode d, wenn alle d; = d > 2 sind.

Satz 16.5 Kommuniziert ¢ mit j, so ist d; = d;.
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Beweis: Gilt j ~ j[n] und sind k, m Zeitpunkte mit ¢ ~» j[k] und j ~ ¢[m], so gilt
i~ i[k+m]und i ~ i [k+m+n]. d; teilt also k+m und k+m+n und also auch n. d; ist
also gemeinsamer Teiler aller n mit j ~» j[n]. Es folgt d; < d;. Aus Symmetriegriinden
muss auch d; < d; gelten. O

Sei nun C(¢) die Menge der mit i kommunizierenden Zustinde. Sie ist genau dann
nichtleer, wenn man von ¢ nach 7 zuriickkehren kann. Auf der Menge der Zustiande, die
zu sich selbst zuriickfiihren, bilden die C(i) die Aquivalenzklassen beziiglich der Aqui-
valenzrelation ~w, also gewissermaflen die Komponenten, in die sich die Kette zerle-
gen lidsst. Die Kette in Bild 16.3 hat die Komponenten C(1) = C(2) = {1,2} und
C(3) = C(4) = {3,4}. Komponenten, die man verlassen kann (z.B. C(3)), bestehen aus
nicht wesentlichen Zusténden.

Wir betrachten jetzt eine feste Komponente C(¢) und wollen uns iiberlegen, dass im Fall
d; > 2 die Menge C(¢) in zyklisch angeordnete Teilmengen zerfiillt, von denen jede nur
zur néchsten (und evtl. nach auflen) fithrt. Wir bené6tigen ein Lemma aus der elementaren
Zahlentheorie.

Lemma 16.6 Ist d der grofite gemeinsame Teiler von Zahlen ni, na, ... € IN, so gibt es
Zahlen K und L derart, dass sich jedes ld mit | > L als Summe der Form

K
A=) cxnk  mit g €N (16.7)
k=1

schreiben ldsst.

Beweis: Wir konnen annehmen, dass d gleich 1 und der ggT einer endlichen Teilfolge
ni, ...,nk sei. Nach dem Hauptsatz {iber den ggT (z.B. in Hasse (1964)) gibt es ganze
Zahlen aq, ...,ax mit

agni+ ... tagng =1.

Ist a = max(|a1], |a2]|, ..., |ak|) und L = any (n1 + ... + nk), so lisst sich jedes | > L
in der Form

l=ani(ni+ ... +ng)+iny+r(aini + ... + agng)

mit 7 > 0 und 0 < r < n; schreiben. Darin ist die Summe der Koeffizienten fiir jedes ny
eine natiirliche Zahl. O

Satz 16.7 Zu jedem j € C(i) gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl v; mit 0 < r; < d;
derart, dass i ~» j[n| nur fir Zahlen n = rj (modd;) gilt, aber fiir hinreichend grofes
n > N(j) auch fir alle diese n.

Beweis: Es gibt ein k mit j ~ ¢ [k]. Sind m < n zwei natiirliche Zahlen mit ¢ ~» j [m)]
und ¢ ~ j[n], so gilt ¢ ~ [k + m] und i ~ i[k + n]. d; teilt also n — m. Alle n mit
Jj ~ j[n] liegen also in der gleichen Restklasse r; mod d;.

Fir ein m > 0 gilt also ¢ ~ j[md; + r;]. Ist L die zu d = d; im vorigen Lemma
bestimmte Zahl, so setzt man N(j) = r; + md; + Ld;. Fiir jedes n = r; (mod d;) mit
n > N(j) gibt es dann ein | > L mit n = r; + md; + ld;. Aus i ~ i[nx] und (16.7) folgt
i~ 1[ld;] und also i ~ j[n]. O

Sei fir 0 <r < d;
Cr(i)={jeC@): rj=r}.
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Gilt pjx > 0 und kommuniziert k£ mit j, so kommuniziert k¥ mit < und fiir grofies [ gilt
i~ j[ld; + ;] und also ¢ ~ k [Id; + 7 + 1]. Also gilt rp = (r; +1) (mod d;). Solange man
C(i) nicht verlisst, werden also die Mengen C,.(¢) wie in Bild 16.4 zyklisch durchlaufen.

Ist in einer aperiodischen Kette mit endlich vielen Zustinden, die alle kommunizieren,

n > N(j) fiir alle j, so sind alle n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten p( ™) strikt

positiv. Umgekehrt miissen alle Zustinde kommunizieren, wenn fiir ein n > 1 alle p( m)
strikt positiv sind. Ferner ist die Kette dann aperiodisch, denn erstens gilt ¢ ~ ¢ [n]
und zweitens ¢ ~ i[n + 1], weil ndmlich fiir mindestens ein j i ~ j[1] und fir alle
J j ~ i[n] gilt. Die Bedingung aus Satz 16.1 ist also fiir eine Kette mit endlich vielen
Zustidnden dquivalent zu der Bedingung, dass die Kette aperiodisch sei und alle Zusténde
kommunizieren. Das ist, wie ein Blick auf Bild 16.2 zeigt, oft leichter zu erkennen.

C1 (1)

Co(7) C2(3)

Bild 16.4 Zerlegung der Menge der mit einem Zustand ¢ mit der
Periode 3 kommunizierenden Zustidnde

16.3 Rekurrenz und Transienz

Das wahrscheinlichkeitstheoretische Verhalten einer markowschen Kette hangt stark da-
von ab, ob man zum Ausgangszustand mit Wahrscheinlichkeit 1 zuriickkehrt oder nicht.
Wir studieren daher als Nachstes das Riickkehrverhalten. Sei fiir n > 1

£ = P(Xn=j, Xno1 # 3, .-, X1 # )
die Wahrscheinlichkeit, bei Start in ¢ den Zustand j zum ersten Mal zur Zeit n zu besu-
chen, und sei fi(;)) = 0. Wir setzen

= i f i(jn) und  pj; = Z p(") :
n=1

Dann ist f; die Wahrscheinlichkeit, bei Start in 7 je nach j zu gelangen. p}; ist die
erwartete Anzahl der Besuche in j bei Start in 7, denn

Py = Zp(n) ZE lix, —J} (ZI{X _J}>

= FE;(Anzahl B; der Besuche in j zu Zeitpunkten n > 1).

Dabei bezeichnet F; den Erwartungswert unter P;.



§16 Das Verhalten markowscher Ketten in langen Zeitrdumen 211

Satz 16.8 Es gilt P;(B; > m) = (f%)™ (m >1).

Dies ist heuristisch leicht zu verstehen. Mit Wahrscheinlichkeit f;; kehrt man nach ¢
zuriick. Wenn dies geschieht, gibt es eine zweite Riickkehr wieder mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit f%, denn die Ubergangswahrscheinlichkeiten haben sich ja nicht gesandert.
Die Wahrscheinlichkeit, mindestens zweimal nach i zuriickzukehren, ist also (f%)2, und
offenbar kann man so weiter argumentieren.

Dieses Argument rigoros zu machen erfordert allerdings etwas Arbeit. Die Schwierigkeit
ist, dass wir hier die markowsche Eigenschaft nicht auf einen festen Zeitpunkt angewandt
haben, sondern auf einen zufilligen Zeitpunkt, was im Allgemeinen falsch ist. Wir miissen
uns iiberlegen, dass die Riickkehrzeiten zuféllige Zeiten sind, fiir die unser Schluss erlaubt
ist.

Eine Zufallsvariable 7 : 2 — {0,1,2, ..., 00} heifit Stoppzeit, wenn fiir alle n > 0 das
Ereignis {w : 7(w) = n} nur von Xy, ..., X, abhingt. Wir erinnern uns: Dies bedeutet,
dass fiir geeignetes A C I™*1

{T:TL}:{(XQ, ...,Xn)EA}

ist. Man kann dann zum Zeitpunkt n aufgrund der dann vorliegenden Beobachtungen
Xo, ..., X, schon entscheiden, ob 7 = n gilt oder nicht.

Beweis von Satz 16.8: Sei
n(w) =inf{n >1: X, (w) =1}

und
Tm+1(w) = inf{n > 7, (w) : X, (w)=1}.

Als Infimum der leeren Menge () wird dabei, wie iiblich, der Wert oo festgesetzt. 7,,(w)
ist der Zeitpunkt des m-ten Besuches in i, und wenn es keinen m-ten Besuch gibt, soll
Tm(w) = 00 sein.

Die 1, sind Stoppzeiten. Ist ndmlich A,,, die Menge der Folgen (i, ...,i,—1) € I™,
fiir die 49 = ¢ gilt und genau m — 1 weitere der Koordinaten = i sind, so ist

{XO =1, Tm = ’I’I,} = {(XO; ---aXn—l) € Amn, Xn = 'L}

Offenbar ist {7, < oo} = {B; > m}. Da f} die Riickkehrwahrscheinlichkeit nach i ist,
gilt fir m =1
Pi(tm < 00) = (fi)™. (16.8)

1

Sei Dt* = {X, 11 # 4, ..., Xpntk-1 # 1, Xnt+k = t}. Ist die Gleichung (16.8) fiir m
bewiesen, so ist
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M8
M8

Pi(Tm41 < 00) = P(Tms1 — Tm =k, Ty = 1)

bl
Il
[
S
Il
—

gk
M8
v

(Tm+1 — Tm = k| Tm = n) Pi(T, = n)

X
Il
[
3
{l
-

Py(D"* | X, =4, (Xo, ..., Xn_1) € Amn) Pi(Tm = 1)

I
[M]8
M8

Eod
Il
-
S
Il
-

Py(D*| X, =14) Py(t, = n)

I
M8
M8

1

b
I
—
S
Il

NE
Mg

P;(Dg | Xo = i) Pi(7m = n)

el
Il
—
S
I
—

) Pi(rn < 00) = fii(

(2]

I
M8

f;;)m ’

x~
I

1

so dass (16.8) durch Induktion fiir alle m folgt. O

Wir wollen nun ein paar Friichte ernten. Fiir { B; = oo} schreiben wir auch
{X, =1 oo oft}.

Definition 16.9 Ein Zustand 7 heifit rekurrent, wenn P;(X,, = i oo oft) = 1 ist.
Andernfalls heifit : transient. Eine markowsche Kette heifit rekurrent (transient), wenn
jeder Zustand rekurrent (transient) ist.

Satz 16.10 (Rekurrenzsatz) Ein Zustand i ist genau dann rekurrent, wenn f5 = 1 ist.
Notwendig und hinreichend hierfir ist p}; = oo.

Beweis: Ist f;; =1, so ist P;(B; > m) = 1 fiir alle m und daher P;(B; = oo) = 1. Damit
ist auch die Erwartung p;; von B; unter P; unendlich. Gilt f% < 1, so ist

Dann ist P;(B; = oco) = 0. In der linken Summe kommt P;(B; = k) firm =1, ...,k vor,
also k-mal. Daher ist sie die Erwartung p}; von B; unter P;, und es gilt p;; < oo. a

Das Rekurrenzkriterium p}; < oo ist sehr niitzlich, denn um p}; < co zu beweisen,
braucht man nur Abschdtzungen von Wahrscheinlichkeiten. Um f = 1 direkt zu zeigen,

miisste man dagegen unendlich viele f;; (n) genau berechnen.

Die Anwendung von Satz 16.10 auf das Studium des Grenzverhaltens von p( "y
schieben wir auf den nichsten Paragraphen. Bevor wir zu Beispielen kommen, halten wir
aber noch eine niitzliche Folgerung fest.

Folgerung 16.11 (a) Alle mit einem rekurrenten Zustand kommunizierenden Zustinde
sind rekurrent.

(b) Isti rekurrent, so gilt fiir alle j miti~» j 7 = 1. Insbesondere ist jeder rekurrente
Zustand wesentlich.
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Beweis: (a) Gilt pgn) > 0 und py:) > 0, so folgt aus pj; = oo und

k+n+m) k n m)
pg'j 2 pgi)pz(‘i )pgj

durch Summation p}; = oo, also die Rekurrenz von j.

(b) Wegen i ~ j existiert ein m mit p(.T.”)

. > 0. Da i rekurrent ist, ist

1 = P@En>m: X,=1)

= Y P@An>m: Xp=1i, Xp, = k)
kel

= Y P(Xm=k)PAn>m: X, =i|Xp =k)
kel

= Y o P@En>0: X, =1) = Zp&n) i -
kel kel

Wire f; <1, so wire die letzte Summe < 1. o

Beispiele: (1) Irrfahrt auf Z: Seien Y7, Ys, ... unabhingige Zufallsvariable mit
PYn,=1)=1-PY,=-1)=p=1—4q.
(2n+1)

Sei X, =Y1 + ... +Y,. Dann ist py, = 0. Mit der stirlingschen Formel oder (5.2)
erhélt man

(2n) 2n n 1 n
— ~ —— (4 .
DPoo (n) (pQ) s ( pq)

Fir p # q ist 4pg < 1 und daher p5, < oo. Die Kette ist fiir p # g transient. Fiir
p=q=1/2 ist die Kette wegen > n~!/2 = oo rekurrent.

(2) Irrfahrt auf Z%: Sei Y, = (Yn1, Yn2, ..., Ynq). Alle Y,; seien unabhingig mit
P(Ypi =1)=P(Ypi=-1)=1/2.Sei X, = Y1+ ... + Y. Von i = (iy, ...,iq) € Z°
geht man also mit Wahrscheinlichkeit 27¢ zu jedem der Punkte j = (ji, ..., jq) mit
iy, —ju| =1 fiir v =1, ...,d. Von (0, ...,0) kehrt man genau dann zum Zeitpunkt n
nach (0, ..., 0) zuriick, wenn jede der eindimensionalen Irrfahrten X,; = Y1; + ... + Yy,
zum Zeitpunkt n nach 0 zuriickkehrt. Da diese unabhéngig sind, ist

d d
(2n) _ 2n g—2n 1
P, ,0),(0,.,0 = { | ~\7=) -

Fiir d = 2 ist diese Kette also wegen Y ,n~! = oo rekurrent; fiir d > 3 ist sie wegen
3" n73/2 < 0o transient.

Oft betrachtet man statt (X,,) die Irrfahrt (X,), bei der man von i € Z? mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit 1/(2d) zu den 2d ,Nachbarn“ j geht, also zu den j mit
Y |i, = ju| = 1. Fiir d = 2 haben wir das alte Problem: Man drehe Z? einfach um 45°.
Auch (X,,) ist also fiir d = 2 rekurrent. Fiir d > 3 ist die Bestimmung der Riickkehr-
wahrscheinlichkeiten fiir (X,,) schwieriger. Man erhilt wie fiir (X, ) Transienz.

(3) Warteschlangen*: Sei wie in §15 Yy, Y7, ... eine Folge von unabhingigen Zufalls-
variablen mit P(Y, = k) = px (k > 0), und

Xn+1 =max(0, X, —1)+Y,.
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Die rekursive Definition der Kette legt es nahe, mit erzeugenden Funktionen zu arbeiten.
Wir brauchen dabei zundchst nicht auf § 7 zuriickzugreifen. Sei

—Smtt und )=S0 (4 <1).
k=0 n=1

Satz 16.12 Fir die Warteschlange (X,,) gilt:
(a) fro(®) = (F10()* = (foo()* (k= 1);
(b) foo(t) =tg(foo(t)) -

Beweis: (a) Ob man von X¢ = 0 oder von X, = 1 startet, macht keinen Unterschied,

denn in beiden Fillen ist X; = Y;. Daherist £\ = £ fiir allen > 1 und foo(t) = fio(£).
(a) gilt also fiir k = 1.

Fir £ > 2 zerlegen wir das Ereignis, dass der erste Besuch in 0 zur Zeit n erfolgt, nach
dem Zeitpunkt m, zu dem die Lange der Warteschlange erstmals nur k& — 1 ist:

) — P(Xn=0,Xn_1>0,...,X; >0)

=) P(Xn=0,X51>0, ..., X1 >0, Xn =k —1, Xpuuy 2 k, ..., X1 > k)

=Y P(Xn=0,...,Xm41>0|Xpn=k—1)
Po(Xm=k—1,Xm_ 1>k, ..., X1 > k)
n—1

= Z Pk—l(Xn—m =0, Xpn-m-1>0,...,X; > 0) IE";:) 1

m=1
_ (n— m) m)
= ka £y

Ist Xo = k > 1 und m der erste Zeitpunkt mit X,, = k —1,soist fiirt = 1,...,m
Xt =Xt—1—1+Y;—; und also X; = Xo+ (Yo + ... + Y;—1) — t. Daher ist

{Xo=k, X122k, ... X122k, X, =k -1}
= {Xo=k Yo+ ...+ >t fir 1<t<m-1,Y+...+Y,_1=m—-1}

und

I((I"”;:) 1= ((YQ+ +Yt_1)2t fiir tSm——l,YO—f- +Ym_1=m—l)

Da die rechte Seite unabhéngig von k ist, ist f,c h—1 = fl(m) Damit ist

(n) Z f,ﬁ" m) (m)’

und dies ist dquivalent zu fio(t) = frk—1,0(t) fi0(t). Damit folgt (a) durch Induktion.
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(b): Es ist fé(l)) = po und fiir n > 2

o0 o0
=Y P(Xi=k X2>0, .., X021 >0, X, =0)= > pifiy V.
k=1 k=1

Daraus folgt

fool®) = pot+ DN e fle V" = pot+t > pr frolt)
k=1

n=2k=1

= pot+t > pe (foolt)" = tg(foolt)). O

k=1

Eine Rekurrenzbedingung fiir die Warteschlange*: Nur der Fall pg > 0, po+p; < 1
ist von Interesse. Sonst kann die Warteschlange nicht kiirzer, bzw. nicht langer werden.
Offenbar ist

foo(1) = foo -
Nach Satz 16.12 (b) folgt, dass fj, Losung der Gleichung

y=g(y)

ist. Diese Gleichung haben wir schon im Beweis von Satz 7.5 betrachtet. (Die Betrachtung
ist unabhéngig vom Rest von §7 lesbar.)

Ist ¢’(1) <1, so ist y = 1 die einzige Losung, d.h. die Kette ist dann rekurrent.

9'(1) = Y kpx = E(Y7) ist die erwartete Zahl der Neuankémmlinge pro Zeiteinheit.
Ist ¢’(1) > 1, so gilt nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen Y; + ... + Y, > n fiir
alle hinreichend groflen n. Dies schlieft X,, = 0 aus. Daher ist die Kette im Fall g’(1) > 1
transient. Die Lange der Schlange strebt dann nach unendlich. Im Fall ¢’(1) < 1 sei
Moo = Y. N fég ) die erwartete Dauer bis die Schlange wieder Lange 0 hat. Nach Satz 7.2
ist

IR T /
Moo = lim foo(t) -
Nach der Kettenregel erhélt man aus Satz 16.12 (b)
foo(t) = g(foo(t)) +t g (foo(t)) foo(t)

und damit

. g(f()o(t)) =00, falls g/(l) =1 ,
Mmoo = lim
211 —1g'(foo(t)) | <oo, falls ¢'(1) <1

Anhang*

Die Folge der Riickkehrzeiten: Kehren wir noch einmal zum Beweis von Satz 16.8 zuriick. Sei ¢
rekurrent. Dann sind mit Wahrscheinlichkeit 1 alle Riickkehrzeiten 7, endlich.

Sei 79 =0 und 0 = T —Tm—1 (m > 1) die fiir die m-te Riickkehr bené&tigte Zeit, vom Zeitpunkt des
letzten Aufenthalts in 7 an gerechnet. Seien si1, s2, ..., $;,, natiirliche Zahlen und n ihre Summe. Ist A
die Menge der Folgen (ig, ...,in—1), fiir welche iy = ifiirt =0,t = s1,t = s1+82,..,t = S1+ ... +Sm—1
und fiir keine weiteren t gilt, so ist
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{Xo=1,01=51,...,0m =sm}={(Xo, ..., Xn-1) € A, Xp, =1}.
Fiir jedes s € IN gilt

Pi(U'm+1 =S|0’1 = 81, ...,a’mzsm)
= Pi(Xnts =% Xnts—1# % .o, Xng1 #1[(Xo, ..., Xn-1) € A, Xn =1)

= P(Xnts =i Xngsm1 # 6, ..., Xnp1 #i| Xn=1) = ).

Da die bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht von si, ..., s, abhingen, ist 0,41 unabhingig von (o1,
...,0m) und es gilt P;(om41 = s) = fi(:) = P;j(01 = s). Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:

Satz 16.13 Ist i rekurrent, so sind die o (m > 1) unter P; unabhingig und identisch verteilt.

Eine Variante dieser Idee ldsst sich nutzen, um viele Resultate iiber unabhéingige identisch verteilte
Zufallsvariable auf markowsche Ketten zu iibertragen. (Vgl. Freedman (1971).)

Aufgaben

1. Sei eine markowsche Kette mit Zustandsraum {1,2, ..., 7} durch die folgende Ubergangsmatrix
gegeben:
o o 1/3 0 1/2 1/6 O
0 O 0 2/5 0 0 3/5
0 0 1 0 0 0 0
0 O o 1/2 o0 1/2 o0
0 0 2/3 0 0 0 1/3
0 o 0 0 0 0 1

0 1/4 0 3/4 0 0 0

Zeichnen Sie den Ubergangsgraphen, d.h. das System der Pfeile, die méglichen Ubergéngen ent-
sprechen. Welche Zustédnde sind rekurrent, transient, periodisch?

2. Bestimmen Sie in Aufgabe 1 limpt(-?) fir die ¢, fiir die der Limes existiert. Zeigen Sie, dass es
(mindestens) zwei verschiedene invariante Wahrscheinlichkeitsverteilungen gibt. (L)

3. Xi,Xa, ... sei eine Folge von Zufallsvariablen. S und T seien Stoppzeiten.
a) Welche der folgenden Zufallsvariablen sind dann ebenfalls Stoppzeiten:
S+T,S—-T (falls S >T), S—3 (falls S > 3), S + 37
b) Ist T(w) = inf{n > 1: X,(w) > sup Xx(w) — 1} eine Stoppzeit?

4. (Starke markowsche Eigenschaft). Man zeige: Ist Xg, X1, ... eine homogene markowsche
Kette und T : Q — Z% eine Stoppzeit mit P(T < oo) = 1, so ist der Prozess Yp, Y1, ... mit
Yi(w) = X7(w)+k(w) eine markowsche Kette mit den gleichen Ubergangswahrscheinlichkeiten.
Ereignisse der Form {T = n} N {Xo = 40, ...,Xn-1 = in—1} sind bei gegebenem {Yp = i}
unabhéngig von Yy, Yi, ....

5. (Fortsetzung). Geben Sie ein Beispiel einer (inhomogenen) markowschen Kette Xo, X1, ... und

einer Stoppzeit T' mit P(T < oo) =1 an, fiir die der Prozess (Y} ) aus Aufgabe 4 keine markowsche
Kette ist. (L)

6. Yi1,Y>,... seien unabhidngig mit P(Y; = 1) = p = 1- P(Y; = -1) (0 < p < 1). Zeigen
Sie, dass X, = Y1Y2 ... Y, eine markowsche Kette ist, und zeigen Sie ohne Riickgriff auf den
Grenzwertsatz fiir markowsche Ketten, dass limn_y 00 P(Xn = j) existiert.

7. Sei Xo, X1, ... (homogene) markowsche Kette. Zeigen Sie, dass fiir alle m,n > 1 und fiir alle
iy e I
P(Xn-1=tn-1|Xn =tn, ..., Xntm =tngtm) = P(Xn—1 = in—1|Xn = in)

gilt, und dass p;; = P(Xn—1 = j|Xn = i) unabhingig von n ist, wenn X eine invariante
Verteilung hat. (Die Kette zu (p;;) heifit dann die umgekehrte Kette. )
8. Mit Hilfe von Satz 15.8 zeige man: Ist (p;;) Ubergangsmatrix einer Kette, bei der alle Zustinde

kommunizieren, so ist k € I (und damit die Kette) genau dann transient, wenn das Gleichungs-
system
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Yi = Zpij Yj fiir alle 1 #£k
Jjer
eine beschrinkte nichtkonstante Losung hat. (Anleitung: Ist k transient, so sei

yi=Pi(3n>0: X, =k).

Existiert eine nichtkonstante Lésung, so kann man 0.B.d.A. annehmen: y, =1 und 0 < y; < 2.
Ist dann k rekurrent, so ist

1= fi = (Hly)(6) < (Hy)(3) = vi.)

9. Seien (Xn) und (Y5) zwei aperiodische homogene Ketten, die den gleichen endlichen Zustandsraum
I haben. Fiir beide Ketten mogen alle Zustinde kommunizieren. Zeigen Sie:

PAnmit X, =Y,)=1. (L)
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§ 17 Der Erneuerungssatz

Wir kénnen nun zur Frage der Konvergenz der Ubergangswahrscheinlichkeiten p(]) Zu-

riickkehren. Der Fall, in dem j transient ist, ldsst sich nun ziemlich rasch abhaken. Im
rekurrenten Fall ben6tigen wir noch einen ,,Erneuerungssatz“, der auch von eigenstandi-
gem Interesse ist. Die Idee der Erneuerung gehort zu den fruchtbarsten Ideen der Wahr-
scheinlichkeitstheorie.

17.1 Die Erneuerungsgleichung

Der Schliissel zu den Resultaten in diesem Abschnitt ist

Satz 17.1 Fir homogene markowsche Ketten gilt

p{) = Z mpnm (> 1). (17.1)

m=1

Diese Formel ist ganz plausibel. Wenn man in i startet, muss man, um zur Zeit n in
J zu sein, zu einem Zeitpunkt m mit 1 < m < n dort zum ersten Mal eingetroffen sein,
und in den verbleibenden n — m Schritten muss man von j nach j zuriickgekehrt sein.

Beweis: Man zerlegt {X,, = j} auf die angegebene Weise und benutzt p( ) =1 und die
markowsche Eigenschaft:

n
Pf;’) = ZPi(Xl;éj, s X1 # G Xm =4, Xn =7)
= Zpi(Xl#.%aXm—l?é],Xm:-_])Pl(Xn:]!Xm:J)

_ wan) (n-m)_ 0

Folgerung 17.2 Fir transientes j ist p;; < 0. Insbesondere gilt fir transientes j

Beweis: Es ist

Da j transient ist, ist p}; < oco. 0

Sei nun j rekurrent. Setzen wir in (17.1) 7 = j und dann u,, = pgr;) und f,, = f};n), so
erhalten wir die Erneuerungsgleichung

= z": frmtn—m (n>1), ug=1. (17.2)
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Da j rekurrent ist, ist (fm)m>1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf IN. Die Erneuerungsglei-
chung tritt auch in Situationen auf, die auf den ersten Blick nichts mit markowschen
Ketten zu tun haben. Der Name der Gleichung lisst sich durch das folgende Beispiel
erklédren:

Sei Ty, T3, ... eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariabler mit Werten
in IN. Sei f,, = P(T; = m) und

k
unzP(EkZO mit ZTi=n>. (17.3)

1=1

Da die leere Summe = 0 ist, ist dann ug = 1. Fiir n > 1 ist

n k
Up = ZP(lem,Ekzlmit ZTizn)

m=1 =1

n—1 k
= P(len)+ZP(T1:m,E]k21 mit ZTizn—m)
m=1

1=2
n—1 k n
= for X fnP(3E20mit Y Tia=n-m) = 3 fninm
m=1 i=1 m=1

Die letzte Gleichung gilt, weil T», T3, ... die gleiche Verteilung hat wie 71,73, ... .

Wir stellen uns vor, T; sei die Lebensdauer einer Gliithbirne. In dem Moment, in dem
sie durchbrennt, wird sie durch eine zweite Gliihbirne mit Lebensdauer T5 ersetzt, usw.
Die k-te Gliihbirne muss dann zum Zeitpunkt T + ... + T erneuert werden. u,, ist die
Wahrscheinlichkeit, dass gerade im Zeitpunkt n eine Erneuerung stattfindet.

Ist (fm) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf IN und gilt (17.2), so setzen wir

dy =ggT{n>1:u, >0} und df=ggT{m>1: f,,>0}.

Da fiir alle m mit f, > 0 auch u,, > 0 gilt, ist d, Teiler von dy. Andererseits sind
die Lebensdauern aller Lampen Vielfache von d¢. Eine Erneuerung gibt es also nur zu
Zeitpunkten, die Vielfache von dy sind, d.h. dy ist auch Teiler von d,, . Daher ist df = d,, .

Satz 17.3 (Erneuerungssatz) Sei (fm)m>1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf N und
(un)n>0 durch (17.2) gegeben. Sei

oo

p=> mfn

m=1

die Erwartung der Verteilung (fm). Ist d, = 1, so konvergiert (u,) gegen 1/u. (Dabei
soll 1/00 =0 sein.)

Beweis: Schritt 1: Durch Induktion folgt aus (17.2) 0 < u,, < 1. Sei A = limsup u,, und
(nk) eine Folge mit ny — co und up,, — A.
Fiir alle m > 1 ist



220 Kapitel III Markowsche Ketten

A o= limu,, :nm(fmunk_m+ > fsunk_s>

1<s<ng
s#m
< limkinf(fm Unp—m) + limksup (Z .. )

< fm limkinf Unp—m + E fs limsupup,,—s < fm linﬁcinfunk_m + (1= fm) .
k
s#m

Ist fr, > 0, so folgt A < liminfg up, —r, und damit

liinunk_m = . (17.4)

Wenden wir dieses Argument mehrfach an, so sehen wir, dass (17.4) fiir jedes m gilt, fiir
das Zahlen m,, ..., m mit m = m; + ... +my und f,,, > 0 existieren. Nun ist dy = 1.
Nach Lemma 16.6 ist daher jedes hinreichend grole m von dieser Form. (Da die m, nicht
verschieden sein miissen, konnen wir auf die Faktoren ¢, verzichten.) Es gibt also ein M
derart, dass (17.4) fir m > M gilt.
Schritt 2: Fiir n > 0 sei .
T = Z fm -

m=n+1
Dann ist 7¢ = 1 und
oo oo o0 oo
D SLTIED SIS DY
m=1 m=1 m=2 n=0
Aus r,, — 11 = —f;, und der Erneuerungsgleichung folgt
ToUn = Up = — Z("'m - rm—l) Un—m
m=1

und, indem man die negativen Terme nach links bringt,
ToUp +T1Up—1+ ... +TpU =ToUpn—1+ ... +Th-1%Ug.

Nennt man in dieser Gleichung die linke Seite A,, so ist die rechte A,_;. Aus 4y =
To uo = 1 erhalten wir damit fiir alle n > 0 A,, = 1, speziell

ng—M
Z TvUn,—M—v = 1. (17.5)

v=0

Schritt 3: Nun zeigen wir A = 1/u. Ist u < oo, so existiert zu ¢ > 0 ein N mit
ro+71+ ... +7n > p— €. Ist k so grof}, dass ng — M > N gilt, so ist wegen (17.5)

N
12 7y Uny— (M) (17.6)

v=0

und nach (17.4) folgt 1 > A(ro + ... +7n) > A(u — €). Da € > 0 beliebig war, ist
A<1/p.
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Andererseits ist wegen (17.5), u, < 1lund (rNy41 +7N42+ ...) <€

N

1<e+ ZTV Uy —(M+v) -
v=0

Durch Grenziibergang k — oo finden wir damit 1 < e+ A g und also A > 1/u. Wir haben
somit A = 1/p im Fall u < co gezeigt.
Im Fall p = oo gibt es zu jedem C' > 0 ein N mit ro + ... + rny > C. Grenziibergang
in (17.6) ergibt dann 1 > C\. Da C beliebig grof} sein konnte, muss dann A = 0 gelten.
Schritt 4: Im Fall u = oo ist der Beweis schon komplett. Im Fall p < oo muss noch
liminf u, = 1/ gezeigt werden. Dies geht vollig analog. Man setzt \' = lim inf u,,, wahlt
eine Teilfolge (nkx) mit u,, — A’ usw. O

Die Aussage des Erneuerungssatzes ist einleuchtend: Wenn p die mittlere Lebensdauer
der Glithbirnen ist, wird eine grofile Zahl n von Glithbirnen etwa bis zur Zeit nu reichen.
Auf den Zeitraum np kommen also n Erneuerungen, und damit gibt es im Mittel in
jedem Zeitpunkt 1/u Erneuerungen.

17.2 Anwendung auf Ubergangswahrscheinlichkeiten

Mit dem Erneuerungssatz lassen sich jetzt die gewiinschten Konvergenzaussagen auch im
rekurrenten Fall ableiten. Sei zur Abkiirzung

der Erwartungswert der ersten Riickkehrzeit nach i bei Start in 1.

Satz 17.4 Ist i rekurrent und j € C.(i), so ist fiir n # r (mod d;) pg;l) =0 und es gilt:

lim p("d ) = i (17.7)

n— o0 'I’n,]‘7

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der Definition von C,(7) und ist nur der Vollstindig-
keit halber angefiihrt. Betrachten wir nun zuerst den Fall des Starts in j. Fiir alle n, die

nicht Vielfache von d; = d; sind, ist f}j =0 und p( ) = 0. Also ist

(ndi) __ (mdi) ((n—m)d:)
Z Pjj :

Pjj
Setzt man u, = pgjd) und f,, = f;;nd‘), so gilt also die Erneuerungsgleichung und
d, = 1. Es ist
oo
md; ¥
p= 3 mprt ==
m=1 t

Nach dem Erneuerungssatz konvergieren also die p(.';d")

i gegen d;/m;;. Die Behauptung
folgt nun aus

(nd +r) _ Z (md +r) ((n m)d;)
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und

z f(md +'r') 0O

Wir sagen, I bestehe aus einer rekurrenten Klasse, wenn alle Zustinde kommunizieren
und rekurrent sind. In diesem Fall ergibt sich aus Satz 17.4 auch eine Aussage fiir beliebige
Startverteilungen.

Folgerung 17.5 Besteht I aus einer rekurrenten Klasse, so gilt im aperiodischen Fall

(d;=1)
1
P(X,=j)—» —
mjj

und tm allgemeinen Fall

hm—ZP(X = 4) L

Nooo N ]

Beweis: Ist d; = 1, so besagt Satz 17.4, dass P;(X, = j) = 1/m;; gilt. Wegen P =
> m; P; folgt daraus die erste Behauptung.
Nun iiberlegt man sich: Ist (a,) eine gegen a konvergente Folge und definiert man fiir
ein d > 1 und 0 < r < d die Folge (b,,) durch
) { 0, falls m#rmodd,

an,, falls m=nd+r,

so gilt N1 (by + by + ... + by) — a/d. Wendet man dies mit a, = p£"d i*+7) ynd d = d;
an, so folgt die Behauptung fiir P = P;. Der allgemeine Fall folgt dann wieder aus
P = Zﬂ'i Pz O

Definition 17.6 i heifit positiver Zustand oder ausfiihrlicher positiv rekurrenter
Zustand, wenn lim sup pg‘ ) >0 ist, und Nullzustand sonst. i heifit nullrekurrent,

wenn 7 rekurrenter Nullzustand ist.

Transiente Zustinde sind nach Folgerung 17.2 Nullzustinde. Ahnlich wie in Folgerung
16.11 iiberlegt man sich leicht, dass Zustinde, die mit einem positiven Zustand kommuni-
zieren, positiv sind. Nach den obigen Resultaten gibt es drei in ihrem Riickkehrverhalten
wesentlich verschiedene Arten von Zustidnden:

o Ist i transient, so kehrt man von i startend mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht
nach © zurick. Die Wahrscheinlichkeit, dass man unendlich oft zuriickkehrt, ist 0.

o Ist v nullrekurrent, so kehrt man mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft nach i
zuriick, aber der Erwartungswert m;; der Riickkehrdauer ist co.

o Ist 1 positiv rekurrent, so kehrt man von i startend mit Wahrscheinlichkeit 1 un-
endlich oft nach i zuriick, und m;; ist endlich.

Satz 17.7 Ist I endlich, so ist jeder wesentliche Zustand positiv.

Beweis: Sei i wesentlich. Wir kénnen annehmen, dass I gleich C(i) sei, da man von

Zusténden in C(i) ausgehend stets in C(i) bleibt. Da fiir alle n 3, p(") = 1 ist, muss

(n) (m) (+m)>p()(m)

ein j mit lim sSup p; ; i ij Pji

ist dann % positiv.

> 0 existieren. Fir ein m ist p;;” > 0. Wegen p;
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17.3 Bestimmung der m;;

Die Berechnung der m;; aus der Definitionsgleichung ist bis auf wenige Ausnahmen
unmdoglich. Ein Vergleich mit dem zuerst studierten Fall endlicher Zustandsrdume legt

einen anderen Zugang nahe. Dort hatten wir den Grenzwert p; der Folge (pg’))nzl als
Losung des Gleichungssystems

pr=Y pjpjx (k€T (17.8)
jel

bestimmt. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf p = (p;) auf I, das (17.8) erfiillt, heifit invariant.
Wir wissen jetzt, dass der Grenzwert in Satz 16.1 den Wert 1/m;; hat. Ist p die Losung
von (17.8), so ist also

mj;; = ;; . (179)
Mit Hilfe des Erneuerungssatzes haben wir also einen einfachen Weg zur Berechnung von

mj; gefunden. Erfreulicherweise gilt (17.9) nicht nur unter den Bedingungen von Satz
16.1.

Satz 17.8 Kommunizieren alle Zustinde in I miteinander, so existiert ein invariantes
Wahrscheinlichkeitsmaf8 p genau dann, wenn die Kette positiv rekurrent ist. Es ist dann
eindeutig bestimmt, und es gilt (17.9).

Beweis: Aus p = pP folgt wieder p = pP™, d.h. es gilt
Z pi p(n) : (17.10)

Ist die Kette transient oder nullrekurrent, so gilt pE?) — 0. Aus (17.9) folgt dann p; =
0. Die Existenz eines invarianten Wahrscheinlichkeitsmafles impliziert also die positive
Rekurrenz der Kette.

Sei nun die Kette positiv rekurrent und p; = 1/m;; . Nach Folgerung 17.5 ist dann

- (n) _
lim > pi) =p;>0. (17.11)

Fiir endliches J C I ist dann
C— T (n)
= jm £ Y <.
JjEJ n=0 j€J

Da J beliebig war, ist . .; p; < 1. Fiir endliches J gilt auch

Y pipik = Z(,}gﬂmNZP )pjk

JjEJ =
1 N-1 o
— (n+1
= Jm b3 (ij p”“) < JmoN LT = ek
n=0 JjEJ n=0

Da auch hierin J beliebig war, folgt
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> piPik < P (17.12)
JEI

YN pipik =) pipik=_p;
kK j k J

muss in (17.12) fiir alle k¥ Gleichheit gelten, d.h. p ist invariant. Damit gilt auch wieder
(17.10). Durch Mittelung iiber n =0, ..., N — 1 erhalten wir

1 N-1
pj = Zpi (N >, pg’)) : (17.13)

n=0

Wegen

Aus (17.11) ergibt sich damit p; = Y. p; p;. Wegen p; > 0ist >, p; = 1. p ist also invari-
antes Wahrscheinlichkeitsmaf. Ist 5 ein weiteres invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf}, so
gilt (17.13) auch fiir 5. Durch Grenziibergang N — oo erhalten wir dann g; = Y. p; pj,
also p = p. )

Satz 17.8 gibt natiirlich indirekt auch iiber den nicht positiv rekurrenten Fall Auskunft:
g.') — 0.

Beispiele: (1) (Ehrenfests Modell der Wirmebewegung) Ein Behilter ist in zwei Teile I
und II geteilt, zwischen denen wie in Bild 17.1 eine kleine Offnung existiert. Insgesamt
enthdlt der Behédlter N Gasmolekiile. Durch die Warmebewegung kénnen Molekiile aus
dem Bereich I in den Bereich II gelangen oder umgekehrt. Der Zustand des Systems ist
durch die Anzahl 7 der Molekiile in Bereich I beschrieben. Fiir jedes Molekiil soll es gleich

wahrscheinlich sein, dass es als Nachstes durch die Offnung fliegt.

Existiert kein invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf}, so gilt p

O O
O

O
O O

Bild 17.1 Ehrenfests Modell
Verwenden wir als Zeitskala die Zahl der Zustandswechsel, so gibt es also nur Uberginge
t—>t+1und i - 17— 1, und es ist

N —3 {
Pii+1 =~ Pii-1= 77

In diesem Beispiel lisst sich die invariante Verteilung erraten: Nach einem langen
Zeitraum diirfte fiir jedes der Gasmolekiile unabhéngig von den anderen die Wahrschein-
lichkeit, dass es im Bereich I ist, etwa 1/2 sein. Die Wahrscheinlichkeit, dass ;7 Molekiile
im Bereich I sind, wére dann ungeféhr p; = (1;[ ) 2N Man rechnet leicht nach, dass das

so definierte p tatsichlich invariant ist. Daher ist m;; = 2V / (1;’ ).
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Dies bedeutet: Beginnt man in Bereich I mit vollkommenem Vakuum und in Bereich
IT mit N Molekiilen, so ist der Erwartungswert der Zahl der Zeiteinheiten, nach denen
Bereich I wieder leer ist, gleich 2. Dies wiichst mit N so schnell, dass bei tatséichlich
auftretenden Molekiilzahlen dieser Erwartungswert einen unvorstellbar hohen Wert be-
sitzt. Zwar wird mit Wahrscheinlichkeit 1 der Bereich I irgendwann wieder leer sein, aber
es lohnt nicht, darauf zu warten.

(Da die Kette die Periode d; = 2 hat, konvergieren die Ubergangswahrscheinlichkeiten
(2n+1 ) _ (2n)

nicht. Falls |i — j| gerade ist, gilt p;; = 0 und p;;"’ — 2p;. Bei ungeradem |[i — j| gilt

pfz ™) =0 und p(2"+1) — 2p;.)

( ) (Geburts- und Todesprozess) Als Geburts- und Todesprozess bezeichnet man
eine homogene markowsche Kette mit Zustandsraum I = {0,1,2, ...}, fiir die man in
einem Schritt von 7 nur zu den Zustinden i —1, 7, i + 1 kommen kann. Man stellt sich vor,
dass der Zustand i die Zahl der Individuen einer Population beschreibt. Ein Ubergang
i — i — 1 entspricht einem Todesfall, und ein Ubergang i — i + 1 einer Geburt.

Seien p;, q;,7; > 0mit p; +¢; +7m; =1, go = 0 und p; i41 = Pi, Piji-1 = G, Pis = Ti
Hier betrachten wir der Einfachheit halber nur den Fall r; = 0. (Der allgemeine Fall l4sst
sich dhnlich behandeln.)

Das Gleichungssystem (17.8) hat jetzt die Form

Po = PiopP1 =41 pP1,
Pi = qj+1Pj+1 T Pj—-1Pj-1 (1>21).

Wenn man pg kennt, kann man daraus die p; (j > 1) sukzessive bestimmen. Man beginnt
mit p1 = po/q1. Dies setzt man in p; = g2 p2 + po po = g2 p2 + po ein und erhilt

_ 1 (Po )_Popom
pP2=—\"——po | = .
q1 q2

So wird man auf die Losung

j-1
Pk

pi=ro ] (17.14)
k=0 Ik+1

gefiihrt, die man induktiv bestatigt. Wenn es eine Lsung gibt, muss sie die Form (17.14)
haben. Aber im Allgemeinen braucht die so bestimmte Folge keine konvergente Summe

zu haben. Dafiir ist .
o i
o e

notwendig und hinreichend. Gilt (17.15), so definiert man py = 1/(1+ o), damit p = (p;)
ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, und hat damit die p; bestimmt. Ist etwa fiir £ > 1
0 < pr =pund 0 < g = 1 — p unabhingig von k, so priift man nach, dass p < ¢
notwendig und hinreichend fiir (17.15) und damit fiir positive Rekurrenz ist.

(3) (Warteschlangen) Am Ende von § 16 hatten wir gezeigt, dass im Fall py > 0, po +
p1 < 1 der Erwartungswert mgo der Dauer bis zur Riickkehr nach 0 genau dann endlich
ist, wenn Y kpx < 1 ist, also im Mittel weniger als ein Skifahrer pro Zeiteinheit zum Lift
kommt. Dies ist auch notwendig und hinreichend fiir positive Rekurrenz. Man kann sich
auch direkt iiberlegen, dass genau in diesem Fall ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf}
p existiert.

17.15
s S (17.15)
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Anmerkung: In der Erneuerungstheorie studiert man Prozesse, die zu bestimmten zufilligen Zei-
ten gewissermaflen neu beginnen, unabhingig vom Verlauf vor diesen Zeitpunkten. Sie brauchen nicht
markowsch zu sein. Die Grundidee spielt schon in Arbeiten von Palm und Doeblin in den dreiliger und
vierziger Jahren eine Rolle. Der hier bewiesene ,arithmetische* Fall des Erneuerungssatzes geht auf die
Arbeit von Erdés, Feller und Pollard aus dem Jahr 1943 zuriick, kann aber auch auf frithere Resultate
von Kolmogorow zuriickgefiihrt werden. Auch der Fall, in dem nicht mit Wahrscheinlichkeit 1 Erneue-
rungen eintreten (etwa die Riickkehr zu einem transienten Zustand), ist von Interesse. Man betrachtet
dann unabhingige identisch verteilte Zufallsvariable T1, T3, ... mit Werten in IN U {oo} und ldsst zu,
dass die Summe f = Y 2, f; der Zahlen f; = P(T} = i) kleiner als 1 ist. Ist wieder ugp = 1 und ist un,
fir n > 1 rekursiv durch (17.2) definiert, so ist up, wieder die Wahrscheinlichkeit, dass im Zeitpunkt n
eine Erneuerung stattfindet. Erzeugende Funktionen sind duBlerst niitzlich bei diesen Untersuchungen,
vgl. Aufg. 4. Studiert man Prozesse mit stetiger Zeit, so besteht der Wertebereich der T; im Allgemeinen
nicht mehr nur aus ganzen Zahlen. Ein Beispiel ist der Poisson-Prozess aus § 18.

Aufgaben

1. (po,p1, -..) sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf I = {0,1,2, ...}. Wir definieren eine Uber-
gangsmatrix durch po; =p; (7 =0,1,...),p;,i—1 =1 (i > 1), und p;; = 0 sonst. Unendlich viele
pj seien positiv. Unter welcher Bedingung existiert eine invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung
und welche Form hat sie?

2. Sei folgendes Zellteilungsmodell gegeben: Eine Zelle bestehe aus N Teilen, davon ¢ der Sorte A,
N — i der Sorte B. Eine neue Zelle entsteht nach folgendem Mechanismus:
a) Jedes Teil verdoppelt sich; es gibt dann also 2i Teile der Sorte A und 2N — 2i Teile der
Sorte B.
b) Aus diesen 2N Teilen werden N zufillig ausgewéhlt und bilden die neue Zelle.
Man berechne die Wahrscheinlichkeit p;;, dass die neue Zelle j Teile von Sorte A hat. Welche
.
3. Zeigen Sie fiir das ehrenfestsche Urnenmodell: Bei invariantem Startmaf gilt

P(Xo=10,...,Xn =1in) = P(Xo =tn, ..., Xn =1g).

Zustande sind rekurrent bzw. transient? Berechnen Sie lim p

(Diese Eigenschaft bzgl. Zeitumkehr nennt man Reversibilitét.)

4. SeienT1,Tz, ... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariable mit Werten in NU{oco}. Ausgehend
von fr = P(T; = k) und uo = 1 sei up fir n > 1 rekursiv durch (17.2) definiert. Sei gf(t) =
32, feth und gu(t) = Yoouitt fiir 0 < t < 1. Zeigen Sie: gy = 1/(1 — gy). Zeigen Sie
auBerdem, dass f = 372, fr < 1 genau dann gilt, wenn u = Y {2 u; endlich ist, und dass in
diesem Fall f = (u — 1)/u ist. (L)

5. Zu den Zeitpunkten -2, —1,0,1,2, ... trifft jeweils mit Wahrscheinlichkeit p ein Teilchen auf
ein Zahlgerit. Dieses registriert einen Ausschlag, wenn ein Teilchen auftrifft und der Zshler un-
blockiert ist. Er ist blockiert, wenn in einem der letzten beiden Zeitpunkte ein Teilchen registriert
wurde. Bestimmen Sie rekursiv die Wahrscheinlichkeiten wy,, dass zum Zeitpunkt n der Zihler
unblockiert ist, und berechnen Sie lim wy. (L)
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§ 18 Der Poisson-Prozess

Wir diskutieren nun eins der einfachsten Beispiele einer markowschen Kette mit steti-
ger Zeit, den Poisson-Prozess, der u.a. als Modell fiir die Beobachtung des radioaktiven
Zerfalls dienen kann. Wir setzen nur § 10 und § 11, nicht aber die obigen Resultate iiber
markowsche Ketten voraus.

18.1 Charakterisierung des Poisson-Prozesses

In Bild 18.1 sind die Zeitpunkte, an denen ein Geigerzihler eine radioaktive Emission
registriert, als Kreuze auf der Zeitachse eingetragen.

Fiir ein Intervall I sei X; die Anzahl der Emissionen im Zeitintervall I, und es sei
Xt = Xjo, - Offenbar gilt nach dieser Interpretation:

(AO) Die Zufallsvariablen X; haben Werte in {0,1,2, ...}U{oo}, und X; ist als Funktion
von t monoton wachsend und rechtsstetig. Ferner ist Xy = 0.

| ¢ |

| [ I 7< >

t

Bild 18.1 Zeitpunkte, an denen eine Emission registriert wird

Dariiber hinaus gehen wir von den folgenden Eigenschaften dieses ,Prozesses“ aus, die
die experimentelle Erfahrung beschreiben.

(A1) Sind I, I, ..., I, disjunkte Intervalle, so sind die Ereignisse {X;, = 0} unab-
hdngig.

(A2) Sind I und I' gleich lange Intervalle, so gilt P(X; = 0) = P(Xp = 0).
(A3) Fiir alle endlichen Intervalle I ist P(X1 < c0) = 1.

(A4) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 2 oder mehr Emissionen zum exakt gleichen
Zeitpunkt auftreten, ist gleich 0.

Wir nennen eine Familie (X;, ¢ > 0), die diesen Bedingungen geniigt, einen Poisson-
Prozess.

Verschieben wir fiir einen Moment die Formalisierung des Modells. Zuerst wollen wir
die Verteilung von X; bestimmen. Sei p(t) = P(X: > 1), ¢(t) =1 — p(¢) und q = q(1).
Da X; monoton wéchst, ist auch p(t) eine monoton wachsende Funktion von t.

Teilt man das Intervall |0, k/n] in k disjunkte Teilintervalle der Linge 1/n, so sieht
man, dass aus (A1) und (A2) g(k/n) = g(1/n)* folgt. Insbesondere ist q = g(1/n)™. Also
ist g(k/n) = q*/™. Aus Monotoniegriinden folgt ¢(t) = q* fiir alle ¢ > 0.

Wiire q = 0, so wire fiir jedes t > 0 ¢(t) = 0, also p(t) = 1. Mit Wahrscheinlichkeit 1
enthielte dann jedes der Intervalle |0, t/n], |t/n, 2t/n],... ,](n—1) t/n, t] mindestens eine
Emission. Also gdbe es mindestens n, und da n beliebig war, unendlich viele Emissionen
in ]0, t]. Dies widerspriche (A3). Also ist q > 0.

Aus p(t) =1 — q? folgt
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0 _ ot
lim 28— =9 4

“AN =_q'l = —1 .
t—0 ¢ t—0 t dt 1 qu|t=0 °gd

t=0

Wir untersuchen zunéchst den Fall 0 < q < 1 und setzen A = —logq. Dann ist A > 0. Wir
betrachten nun noch einmal die obige Unterteilung von |0, ] in n gleich lange halboffene
disjunkte Intervalle der Lange ¢/n. Sei Y,, ; die Anzahl der Teilintervalle, die mindestens
eine Emission enthalten. Dann ist

PWoe =8 = () ot/ (1= ple/m)" ™" (18.1)

Aus p(t/n)/(t/n) — X folgt n - p(t/n) — At. P(Yn,+ = k) strebt also nach der Poisson-
Approximation (Folgerung 5.10) fiir n — co gegen e~ (\t)*/k!.

Nun treten aber nach (A4) keine Emissionen gleichzeitig auf. Fiir grofles n ist daher
die Zahl der Teilintervalle, die mindestens eine Emission enthalten, gleich der Zahl der
Emissionen in ]0,], also = X;. Mit anderen Worten: Es gilt fast sicher Y, ; — X;. Es

leuchtet ein, dass hieraus
P(Y,:=k) > P(X:=k) (18.2)

folgt. Wir stellen den formalen Beweis dieser Aussage kurz zuriick. Aus (18.2) und unseren
vorangegangenen Uberlegungen folgt

A k
P(X;=k)=e (_1:')_ . (18.3)
Diese Formel bleibt auch im Fall q = 1 richtig. Dann ist A = 0.

Sei nun T der Zeitpunkt, zu dem die erste Emission registriert wird. Dann bedeutet
Ty € ]a,b], dass X, = 0 gilt, aber nicht X; = 0. Wegen {X; = 0} C {X, = 0} folgt

b
P(Ty €la,b)) = P(X, =0)—P(Xp=0) =e 2 — e = /)\e_)‘t dt

fir 0 < a < b < oo. X; hat also eine Poisson-Verteilung mit Parameter A\¢, und T; hat
eine Exponentialverteilung mit Parameter .

Hétten wir statt des Intervalls ]0, ¢] ein anderes Intervall I der Lénge ¢ zerlegt, so hétte
die gleiche Uberlegung den in (18.3) angegebenen Wert auch fiir P(X; = k) ergeben. Wir
sehen also, dass aus (A0)—(A4) die folgende stirkere Form von (A2) folgt, die zugleich
(A3) und (A4) enthilt:

(A2') Ist I ein beliebiges Intervall der Linge t, so hat X eine Poisson-Verteilung mit
Parameter At.

Auch fiir (A1) ldsst sich eine stirkere Fassung herleiten. Es gilt:
(A1) Sind I, ..., I, disjunkte Intervalle, so sind Xy, ..., X, unabhingig.

Wir iiberlassen den Beweis dem Leser als Ubung.
Ein Poisson-Prozess lasst sich also auch als Prozess definieren, der die Eigenschaften
(A0), (A1’) und (A2') hat. A nennt man den Parameter des Poisson-Prozesses.

[Nebenbei sei vermerkt, dass sich aus (A1’) und (A2’) die markowsche Eigenschaft folgern lisst,
die im Fall stetiger Zeit besagt, dass fiir alle t; < t2 < ... < tp4+1 und alle Zusténde 41, ...,in4+1



§ 18 Der Poisson-Prozess 229

P(Xtny1 = in1| Xey =1, -0y Xon = in) = P(Xen 3 = int1| Xt = in)
gelten soll.]
Nun zum Nachweis von (18.2): Sei fiir £ > 1

Sk(w) =inf{t > 0: X;(w) > k}

der Zeitpunkt der k-ten Emission. (Sy ist wegen {Sx > o} = U{X; <k, t > a, t € Q}
messbar.) Sei B(¢,d) die Menge der w mit |S;(w) — Si—1(w)| > ¢ fiir alle 4 > 2 mit
Si(w) < t, also die Menge der w, fiir die der Abstand von je zwei Emissionen im Intervall
10, ¢] groBer als § ist. Die Folge der Mengen B(t,t/n) ist wachsend, und ihre Vereinigung
hat Wahrscheinlichkeit 1. Nach Satz 10.5 gilt also P(B(t, t/n)) — 1 fir n — oco. Fiir
w € B(t, t/n) ist Yy, t(w) = X¢(w). Also gilt

P(Y,:# X:) <1-P(B(t,t(n)) =0, (18.4)

und daraus folgt (18.2).

Existenz von Poisson-Prozessen: Wir skizzieren nun noch einen einfachen Beweis der
Existenz von Poisson-Prozessen. Wir setzen die Existenz von Folgen von unabhingigen
Zufallsvariablen mit gegebenen Verteilungen voraus. (Sie ldsst sich aus der Existenz der
Gleichverteilung auf [0, 1] herleiten.)

Es geniigt einen Poisson-Prozess mit Zeitbereich ]0, 1] zu konstruieren, denn aus einer
Folge von unabhéngigen Prozessen dieser Art l4sst sich auf nahe liegende Weise einer mit
Zeitbereich )0, oo bilden.

Sei S eine P(\)-verteilte Zufallsvariable, seien Y7, Y3, ... gleichverteilt in ]0, 1], und
seien S, Y3, Yz, ... unabhingig. Bezeichne X g die Anzahl der ¢ < S mit Y; € B. Wir
wollen uns iiberlegen, dass fiir disjunkte borelsche Mengen By, ..., B, C]0,1] die X,
unabhéngig sind. Dazu kénnen wir — notfalls durch Hinzunahme einer weiteren borel-
schen Menge — annehmen, die Vereinigung der Bj; sei ]0,1]. Nach Voraussetzung ist
pj = P(Y, € Bj) unabhingig von m. Sei Z; , die Anzahl der i < n mit ¥; € B,. Ist
ki+ ... + k. =nund k; € Z*, so ist

P(XBlzkl,---aXBr:kT) = P(S:n7zl,n:k1a---aZr,n:kr)
= P(S:’I’L)P(Zl,nzkl,..., T,n:kr)
A" n!
I k kn
- S R SR £

—_ ITI e—/\pj (Ap])kj
0
i1 k;!
Daraus folgt (A1’) und erst recht (A1), sogar fiir borelsche Mengen und nicht nur fiir
Intervalle. Die anderen Eigenschaften (A0), (A2), ... sind trivial. Durch X; = Xjo 4 ist
also ein Poisson-Prozess definiert.
[Der Poisson-Prozess ist das einfachste Beispiel eines Punktprozesses, d.h. eines Prozes-
ses von zufélligen Punkten auf der Zeitachse oder im Raum. Eine umfassende Darstellung
(mit historischen Hinweisen) findet sich in dem Buch von Daley und Vere-Jones (1988).]
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18.2 Sprungzeiten beim Poisson-Prozess*

Sei wieder S; der Zeitpunkt des i-ten Sprungs des Poisson-Prozesses (X;). Setzt man
Ty =S und T; = S; — S;—1 fiir i > 2, so ist also T; die Verweildauer des Prozesses (X;)
im Zustand ¢ — 1. Esist S; =Ty + T2 + ... + T; . Unser Ziel ist jetzt:

Satz 18.1 Ist (X;,t > 0) ein Poisson-Prozess mit Parameter A > 0, so sind die Zufalls-
vartablen Ty, Ty, ... unabhdingig und exponentialverteilt mit Parameter .

Beweis: Wir benutzen wieder eine diskrete Approximation, miissen aber nun verschiede-
ne ¢ simultan betrachten und verwenden daher nicht Teilintervalle der Linge ¢/n, sondern
der Linge 1/n.

Bezeichnet [tn] die grofite ganze Zahl < tn, so ist [tn] die Zahl der Intervalle der Form
J( = 1)/n,4/n] mit 7 € IN, die ganz in ]0, ¢] enthalten sind. Sei X,, ; die Zahl derjenigen
unter diesen Intervallen, die mindestens eine Emission enthalten.

In Bild 18.2 sind auf der Zeitachse die Zeitpunkte der beobachteten Emissionen mit
einem kleinen Kreuz markiert. Da X; die Zahl der Emissionen in |0, ] z4hlt und niemals
zwei Emissionen simultan vorkommen sollen, ist Xy = 0, und X; macht Spriinge der
Hohe 1 nach oben zu den markierten Zeitpunkten.

A
Xt
4.—
31
X'n,t
2 -
14
L] l LR T I T T I A
1 2 t 3 Zeit
} l | T >
T1 Tz T3 T4
|
[ | [ [ g
Th,1 Th,2 Tn,3

Bild 18.2 Der Poisson-Prozess und seine diskrete Approximation fiir n = 3

Der Prozess (X, ;) beginnt ebenfalls bei X,, o = 0. Die méglichen Sprungzeiten sind
nun die diskreten Zeitpunkte k/n, und zwar erfolgt ein Sprung der Héhe 1, wenn X, in
J(k—1)/n, k/n) mindestens einen Sprung macht, evtl. auch mehr. Seien T}, 1, Tn1+Th, 2,
... die Sprungzeiten des Prozesses (X, ;).

Setzt man A\, = np(1/n), so gilt A\, = A. Fiir ¢ > 0 gilt T, ; > t offenbar genau dann,
wenn die oben genannten [tn] in |0,¢] enthaltenen Teilintervalle alle keine Emissionen
enthalten. Daher ist
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P(Ta1 > t) = (1-p(1/n)™ = (1 = Au/m).
Aus [nt] ~ nt folgt daher

P(T,1>t) > e M=P(Ty >t). (18.5)

K

Offenbar gilt fir j > 1
T+ ... +T;<Tp1+ ... +Ty ;. (18.6)

Ist n so groB, dass im Zeitintervall ]0,¢] der Abstand zwischen je zwei Emissionen gréfler
ist als 1/n, so macht der Prozess (X;) in jedem Intervall |(k — 1)/n, k/n], das in ]0, ]
enthalten ist, hochstens einen Sprung. Fiir alle j mit 77 + ... 4+ T <t gilt dann auch

To1+ ...+Th ;<Th+ ... +T;+1/n, (18.7)

denn die Sprungzeiten des approximierenden Prozesses sind ja hochstens um 1/n ver-
zogert.
Gelten (18.6) und (18.7) fiir alle j < k, so gilt auch

Tj—l/TLSTn’jSTj'i-l/n, (188)

denn dann ist

Tj = (T1+...+Tj)—(T1+...+Tj_1)
< (a4 .o 4T ;) —Tor+ ... +Th j-1—1/n) = Ty ; + 1/n,

und ebenso priift man die rechte Ungleichung in (18.8) nach.

Sei nun fiir einen Moment n fest. Sei Y; = 0, wenn es im Intervall |(j —1)/n, j/n| keine
Emission gibt, und = 1 sonst. Dann ist

P(Tn,1 =k/n, T, 2 = m/n)
=PY1=0,....Y%% 1=0, Y =1,Y1 =0, ..., Ykym1=0, Yiym =1)

= PY1:0,...,Ykz].)P(Yk+1:0,...,Yk+m:1)

)

(
= P(Tp1=k/n)P(Y1=0,...,Ym_1=0,Y, =1)
= P(Tn,1 =k/n) P(T,,1 =m/n).

Summiert man iiber alle k, so ergibt sich P(T, » = m/n) = P(T,,,1 = m/n). T, 1 und
T, 2 haben also die gleiche Verteilung. Ferner folgt dann P(T}, 1 = k/n, Ty, 2 = m/n) =
P(T,,1 = k/n) P(T,,,» = m/n), so dass T, ; und 7T}, » unabhingig sind. Analog zeigt
man, dass alle 7}, ; unabhéngig sind und die gleiche Verteilung haben.

Wir sind nun so weit, dass wir beginnen konnen, die gemeinsame Verteilung von
Ty, ...,T; zu bestimmen. Seien ¢y, ...,tx > 0. Wir setzen ¢ = ¢; +t3 + ... + tx + 1.
B(c, §) sei wieder die Menge der Ergebnisse w, fiir die der Abstand von je zwei Emis-
sionen im Intervall |0, ¢| gréBer als § ist. Auf B,, = B(c, 1/n) gilt (18.7), und also auch
(18.8), sofern mindestens eine der in (18.7) auftretenden Summen der T; oder der T}, ;
durch ¢ — 1 beschrankt ist. Daher folgt nun
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P({T,:<t;—1/n fir i<k}NB,) < P{T;<t fir i <k}NB,) (18,9
< P({Tn:<ti+1/n fir i<k}NB,).

Wie im Beweis von (18.4) zeigt man P(B,) — 1. Fiir beliebig kleines € > 0 ist daher die
linke Seite in (18.9) fiir grofles n mindestens

P(Tni <ti—¢ fir i<k)—c¢.

Da die T, ; unabhingig und identisch verteilt sind, ist nach (18.5) der Limes dieser

unteren Schranken
k

H(l —exp(—A(t; — 5))) —€.
i=1
Da ¢ > 0 beliebig klein war, folgt
k
[](1—exp(-At:)) < P(T; < t; fir i <k).
i=1

Analog erkennt man mit Hilfe der rechten Ungleichung in (18.9), dass auch > gilt. O
Nun ist es auch leicht zu sehen, dass zu Satz 18.1 eine Umkehrung gilt:

Satz 18.2 Sind T7, T, ... unabhdngige Zufallsvariable, die simtlich exponentiell mit
Parameter X > 0 verteilt sind, so ist durch

Xi=sup{k: T) + ... + T} < t} (t>0)
ein Poisson-Prozess mit Parameter \ definiert.

Beweis: Sei (X;, 0 <t < 00) ein Poisson-Prozess mit Parameter A und (7;) wie in Satz
18.1 definiert. Da die T; die gleiche gemeinsame Verteilung haben wie die 7}, und da die
Beziehung zwischen der Folge (7;) und dem Prozess (X;) die gleiche ist wie die zwischen
(T3) und (X;), folgt die Behauptung. O

[Haufig versucht man die Existenz von Poisson-Prozessen mit Hilfe von Satz 18.2 zu zeigen. Aber
ein direkter Beweis, dass (X,) die Axiome (A1)-(A4) erfiillt, ist schwierig und wird selten vollstindig
erbracht.]

Aufgaben

1. Sei (X¢,t > 0) ein Poisson-Prozess mit Parameter A > 0. Bestimmen Sie die Verteilung der
Wartezeit S, = inf{t: X; = n} auf den n-ten Sprung. (Hinweis: Anhang zu §14.) (L)

2. Sei X Poisson-verteilt und Y die Anzahl der Erfolge in X Bernoulli-Versuchen mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit 0 < p < 1. Zeigen Sie, dass Y und Z = X — Y unabhingig und Poisson-verteilt mit
Parametern Ap bzw. A (1 — p) sind. (L)

3. Die Anzahl X; der Autos, die im Zeitintervall [0,t] an einer Tankstelle tanken, sei ein Poisson-
Prozess. Mit Wahrscheinlichkeit 0 < p < 1 tankt ein Auto Dieselkraftstoff. Sei Y; die Zahl der
Autos, die im Intervall [0,t] Dieselkraftstoff tanken, und Z; = X; — Y;. Zeigen Sie (unter Ver-
wendung von Aufgabe 2), dass (Y;) und (Z;) voneinander unabhdngige Poisson-Prozesse mit
Parametern Ap und A (1 —p) sind. (Dies ist nicht a priori klar. Angenommen es tankten pro Stun-
de im Mittel etwa 100 Autos und p wire gleich 1/4. Dann wiirden im Mittel pro Stunde ca. 25
Autos Diesel tanken. In einer bestimmten Stunde werde nun 50-mal Diesel getankt. Man kénn-
te vermuten, dass in diesem Intervall wohl ca. 150-mal Benzin getankt werden muss, aber diese
Vermutung triigt. Die Wahrscheinlichkeit, dass in dieser Stunde 150-mal Benzin getankt wird,
ist nicht groer als in jeder anderen. Natiirlich sollte man hier realistischerweise eine nichtlineare
Zeitskala verwenden. Aber an der Unabhingigkeit der Prozesse (Y;) und (Z;) wiirde dies nichts
dndern.)
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4. Man zeige: Sind T1, T2, ... unabhingig und geometrisch verteilt, und ist
Xg=sup{m: T1 + ... + Tm <k} (k € N),

so ist die Folge X1, X2 — X1, X3 — X2, ... Bernoulli-verteilt. (Anleitung: Man imitiere das Ar-
gument aus dem Beweis von Satz 18.2.)

5. Zeigen Sie, dass (A1’) aus (A0)-(A4) folgt.
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Hinweise zum Weiterlesen

Ich hoffe, dass moglichst viele Leser dieses Buches so viel Interesse an Stochastik gefun-
den haben, dass sie nun mehr davon kennen lernen wollen. Dazu mochte ich ein paar
Anregungen geben.

Die Biicher von Engel (1973/76) haben durch viele schone Beispiele und Aufgaben fiir
den Schulunterricht anregend gewirkt. Systematischer ist der ,Leistungskurs Stochas-
tik“ von Barth-Haller (1988), der sich auch durch detaillierte historische Angaben aus-
zeichnet. Chungs (1978) didaktisch geschickte , Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie®
wendet sich bereits an Studenten. Dass sie bei Adam und Eva (sprich: Mengenalgebra)
beginnt und sehr ins Detail geht, wird mancher als Vorteil, mancher als Nachteil emp-
finden. Eine mathematisch v6llig elementar gehaltene Einfithrung in die Statistik mit
zahlreichen Beispielen aus der Praxis, die sehr schén herausarbeitet, worauf man achten
muss, haben Freedman, Pisani und Purves (1978) verfasst. Sie diirfte sich auch fiir die
Schule eignen.

Der Einsteigerkurs von Henze (1997) ist zwischen gymnasialen Oberstufenkursen und
der Universitdt angesiedelt.

Fellers klassische zweibiandige Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (1950/66)
enthilt einen nach wie vor uniibertroffenen Schatz an Ideen und eleganten Argumenten
und deckt das Spektrum von elementarer Kombinatorik bis zu fortgeschrittenen Resul-
taten ab.

Das Buch von Krickeberg-Ziezold (1994) ist eine Einfithrung in die Stochastik, die
schnell zur Statistik kommt. Das eigenwillige und anspruchsvolle Buch von Dinges-Rost
(1982) bietet u.a. Einblicke in Fragen der philosophischen Grundlagen und der Anwen-
dungen in der statistischen Physik. Einige attraktive elementar zugingliche Themen,
die sich z.B. fiir Anfingerseminare eignen, findet man bei Jacobs (1969). In Pfanzagls
Buch , Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung® sind die Anwendungsbeispiele und die
Behandlung einiger meist nicht beriicksichtigter Themen (Verteilungen auf Kreis und
Kugel, Geometrische Wahrscheinlichkeitstheorie) hervorzuheben.

Fiir das Studium der Grundbegriffe der Mafltheorie mochte ich die Biicher von Bauer
(1990) und das knappe Béandchen von Bellach et al. (1978) besonders empfehlen. Weni-
ger auf Stochastiker zugeschnitten, aber vorbildlich in den Motivationen, Anwendungen
und historischen Hinweisen ist das Buch von Elstrodt (1996). Gelungene Einfithrungen in
die fortgeschrittene Wahrscheinlichkeitstheorie sind u.a. die Biicher von Génssler-Stute
(1977), Breiman (1968), Bauer (1991) und Chow-Teicher (1978). Das Buch von Schiirger
(1998) greift einige zusitzliche aktuelle Themen auf. Wer sich nun etwas tiefer in Fra-
gen der Mathematischen Statistik einarbeiten will, kénnte mit Bickel-Doksum (1977)
beginnen. Das Lehrbuch von Witting (1988) ist eine umfassende mathematisch rigorose
Einfiihrung in die Parametrische Statistik, in der Optimalitatsfragen im Zentrum ste-
hen. Der umfangreiche Fortsetzungsband von Witting und Miiller-Funk (1995) behandelt
asymptotische Methoden.

Fir Anwender hat Pfanzagl (1974) die Standardmethoden beschrieben. Wenn diese
nicht ausreichen, kann man die Handbiicher von Sachs (1968) und Hartung (1982) he-
ranziehen.

Ein wichtiges Nachschlagewerk fiir alle Fragen der Stochastik ist das von P. H. Miiller
herausgegebene Lexikon der Stochastik (1991).

Fiir historisch Interessierte ist die Quellensammlung von I. Schneider (1988) eine Fund-
grube. Sie enthilt Ausziige aus fiir die Geschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie (bis
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1933) bedeutsamen Texten mit informativen Einfithrungen dazu. Fiir die Geschichte der
Statistik sei auf Stigler (1986) (bis 1900) und Witting (1990) verwiesen.

Einen reichhaltigen Schatz von Ubungsaufgaben mit Lésungen haben Wentzel und
Owtscharow (1982) und Cacoullos (1989) zusammengestellt.

In den letzten Jahren hat als Anwendungsgebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie die
Finanzmathematik breites Interesse gefunden. Als deutschsprachige Einfiihrungen sind
hier die Biicher von A. Irle (1998) und R. und E. Korn (1999) zu nennen.
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§1

3.

11.

14.

15.

§2

12.

13.

Es gibt (32)9 Anordnungen fiir die ersten neun aufgenommenen Karten in Reihenfolge, 4 Moglich-
keiten fiir das Ass als neunte Karte, dann 3 fiir das vorangehende Ass, 8 fiir den Zeitpunkt, an
dem das vorangehende Ass kommt, und (28)7 fiir die anderen Karten in Reihenfolge. Es ergibt
sich 4-3-8-(28)7/(32)9 = 253/4495.

Wir kénnen annehmen, dass es n Plidtze gibt und dass Person A auf Platz 1 sitzt. Jeder der Plitze
2, ...,n fiir Person B ist gleich wahrscheinlich. Ist n = 2m +1 ungerade und ist 0 < k < m—1, so
sitzen k Personen zwischen A und B, wenn B auf Platz 2+ k oder auf Platz n — k sitzt. In diesem
Fall ist die Wahrscheinlichkeit 2/(n — 1). Ist n = 2m gerade, so gilt das Gleiche fiir k£ < (n/2) —1.
Fiir k = (n/2) — 1 ist die Wahrscheinlichkeit nur 1/(n — 1), denn dann muss B auf Platz (n/2)+1
sitzen.

Die in (B) angegebene Ldsung wire richtig, wenn die Tiirme nummeriert wiren und gleicharti-
ge Stellungen, bei denen nur die Tiirme untereinander permutiert wiren, unterschieden werden
sollten. Die richtige Losung ist n!.

Durch Fallunterscheidung nach der Ziffer auf der weggelassenen Karte erhilt man

5! 5! 5!

3 o T arar - o0

Die mittlere Kinderzahl m einer Familie ist 1-0,2+2-0,2+3-0,154+4-0,1 +5-0,05 = 1,70. Die
Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewihlter Junge aus einer Familie mit 1,2, ...,5 Kindern
stammt, ist 0,2/m, 0,4/m, 0,45/m, 0,4/m bzw. 0,25/m. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig
ausgewihlter Junge, der einer Familie mit ¢ Kindern angehort, mindestens eine Schwester hat, ist
1 —(1/2)*~1. Nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich so als Antwort

! o4 L 045 3+04 T 1025 5| ~ o066
m| 2 T 47T g 7" 1e| T

Die Wahrscheinlichkeit mindestens eine Sechs zu werfen ist 1 — (5/6)3 = 91/216. Die Wahrschein-
lichkeit, genau eine Drei und genau eine Sechs zu werfen, ist (3!) - (1/6)% - (4/6) = 4/36. Die
Wahrscheinlichkeit eine Drei und zwei Sechsen oder zwei Dreien und eine Sechs zu werfen ist je
1/72. Die Wahrscheinlichkeit mindestens eine Drei und mindestens eine Sechs zu werfen ist also

5/36. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also (5/36)/(91/216) = 30/91.

Sei A das Ereignis, dass das zuerst gewihlte Gemilde ein Original ist, und B das Ereignis, dass
der Experte es fiir ein Original hilt. Nach der bayesschen Formel ergibt sich P(A|B¢) = 5/14
und P(A°| B¢) = 9/14. Hilt also der Experte das zuerst gewdhlte Gemaélde fiir eine Filschung,
so sind mit Wahrscheinlichkeit 5/14 noch 9 Originale und 2 Filschungen wihlbar, und mit Wahr-
scheinlichkeit 9/14 10 Originale und eine Filschung. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also
(5/14) - (9/11) + (9/14) - (10/11) = 135/154.

In der ersten aus zwei Wiirfen bestehenden Runde wiirfelt A zuerst, in jeder folgenden B. Sei
p = 1/6. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine begonnene Runde das Spiel noch nicht beendet, ist
w=(1—p)2. Esist
© .
wa = ptw(l-pp+w’(1-p)p+...=p-p(1-p)+p(l-p) > w’
1=0
= p’+(1-p)/(2—-p)=191/396.

(Fir kleines p ist B im Vorteil, fiir grofles p A.)
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1.

10.

11.

§ 4

10.

Sei p(k,l) = P(Z =k, X1 =1). Ist k > [, so ist p(k,l) = P(X2 =k, X1 =1) = p? (1 — p)**!. Ist
k < 1,soist p(k,l) =0.Ist k =1, soist p(k,k) = P(X1 =k, Xo <k)=p(1-p)* (1= (1-p)kt?).

Es ist
k—1

P(Z = k) =p(k,k)+ Y _p(k,l)=p(1-p)*[2-(1—-p)*(2-p)].
=0

Sei X; = Zahl der Wiirfe bis die i-te verschiedene Zahl geworfen ist, Y1 = 1,Y, = X; — X;_1
(2 < 1 < 6). Ist gerade die (2 — 1)-te verschiedene Zahl geworfen worden, so ist in jedem der
folgenden Wiirfe, die Wahrscheinlichkeit p;, dass die i-te Zahl kommt = (6 — (¢ — 1))/6 (bis sie
gekommen ist). Die Y; sind daher geometrisch verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p;. Es ist
EX¢ =EYi+ ... +EYs =1+6/5+6/4+ ... +6/1. Ferner ist Var(Y3) = (1 — p3)/p3. (Die Y;
sind auch unabhéingig.)

Sei bei einem Wurf p; die Wahrscheinlichkeit der Augensumme :. Sei p = p7, r = 1 — p7 — ps. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist p + pr +pr? + ... = p7/(p7 + p5) = 3/5.

Es ist Go = emin(N,a) — ca. Sei 8¢ = po +p1 + ... + pa. Damit ist EGqa = e(p1 +2p2 + ... +
apa +a(l—sq)) —ca. Also ist EG, — EGq—1 = €(1 —sq-1)—c=(e—c) —eSsg—1. Diesist > 0
(bzw. = 0), wenn sq—1 < (bzw. =) (e — ¢)/e gilt. Gibt es ein a mit sq—1 < (e — ¢)/e < sq, so ist

EGq maximal. Ist sg > (e —c¢)/e, so ist EGo maximal. Ist so = (e—c)/e =s1 = ... = sp—1 < Sp,
so sind EGog = ... = EG}p maximal. Andernfalls gibt es ein @ mit sq—1 < (e—c)/e=sa= ... =
sp_1 < S8p. Dann sind EG, = ... = EGp maximal.

Sei ey der gesuchte Erwartungswert. Wir zeigen induktiv ey = N. Natiirlich ist e; = 1 trivial. Sei
Yn die Anzahl der Koinzidenzen in einer zufilligen Permutation von N Elementen und py(n) =
P(Yn = n); siehe Satz 3.11. Sei nun N > 2. Mit Wahrscheinlichkeit py(n) sind beim 2-ten Tanz
noch N — n Paare dabei. Unter Beriicksichtigung des ersten Tanzes folgt

N
ex=1+3 pn(n)en—n.

n=0

Bringen wir das Glied mit ey auf die linke Seite, so folgt mit der Induktionsannahme

N N

(1-pn(0)en =1+ ) pn(n)en—n=1+ Y pn(n)(N—n)=1+(1-pn(0)) N - E(Yn).
n=1 n=1

Dafiir k=1, ..., N das k-te Element von {1, ..., N} bei der Permutation mit Wahrscheinlichkeit

1/N eine Koinzidenz liefert, ist E(Yy) = 1. Die Behauptung folgt nun wegen pn(0) < 1.

Nach Formel (2.10) ist Lz (p) = (’H’;—l) p" (1—p)*. Es folgt % log Lz (p) = r/p—z/(1—p). Daraus
ergibt sich der ML-Schétzer p = r/(z + r). (Die zweite Ableitung ist negativ.) Der Schétzer p ist
nicht erwartungstreu.

Q(Xl, ey Xn) = max(Xl, e ,Xn).

Es ist g(\) = e~ 3. Ist T erwartungstreu, so gilt fiir alle A die Identitét

oS

o o]
e 3 = Z T(z)e =
= z!

also T(z) = (—2)®. Ein Schitzer fiir eine Wahrscheinlichkeit sollte aber keine negativen Werte
annehmen und keine Werte > 1.

Es ist Py(X < z) = (x/b)™. Daraus folgt fir ¢ < b Py(X = ) > Py(X = z — 1). Die Mengen
A(b) in der Konstruktion von C sind daher Intervalle {a(b), a(b) + 1, ...,b}. = gehort zu A(b),

wenn (z/b)™ > a ist, d.h. b < £ ¥/1/a. Bezeichnet b*(z) das maximale b mit b < z 3/1/a, so ist
Cz)={z,z+1,...,b*(z)}.
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§5

10.

§7

Ist S» die Zahl der wahrgenommenen Reservierungen, so ist S bn, p-verteilt mit p = 0,8. Es soll
0,025 =~ P(Sn > 200) = P(S; > (200 — np)/sn) sein. Die Approximation mit Korrekturterm
und ®71(0,975) ~ 1,96 liefert 200,5 — np ~ 1,96 0,,. Wihlt man zur Berechnung von o, als erste
N&herung n = 250, so fiihrt dies zum Wert o, & 6,32 und zu n = 235. Mit n = 235 erhilt man mit
der Normalapproximation eine Uberbuchungswahrscheinlichkeit von 0,0208, mit n = 236 schon
0,0285. Der Manager darf also 235 Buchungen akzeptieren.

Es ist P(|Sn/n —p| > €) = P(|Sn — np| > en) = P(|S}| > en/opn) mit 0, = /npg. Wegen
|P(]S| > en/on) —2®(—en/opn)| — 0 (Satz 5.5) und ®(—en/on) — 0 folgt die Behauptung.

Partielle Integration.

Nach der Poisson-Approximation mit p; = 104 (i < n = 30000) ist die Zahl R der registrierten
Teilchen approximativ P(\)-verteilt mit A = np; = 3. Daher ist P(R = 0) ~ e~3 und P(R > 2) =
1—e 3 (14 3+9/2). Der Approximationsfehler ist maximal 2 -30000-10~8 = 6-1074.

Unter der Hypothese ist X bg, p-verteilt mit p = 1/2. Fiir grole Werte von X wird die Hypothese
verworfen. Mit P(X = 6) + v P(X = 5) = 0,02 ergibt sich v = (0,2 — 27%)/(6 - 27%) ~ 0,0307.
Ist X = 6, so wird die Hypothese verworfen. Ist X = 5, so wird sie mit Wahrscheinlichkeit ~
verworfen.

Die Zahl X der defekten Gliihbirnen in der Stichprobe vom Umfang n = 10 ist hypergeometrisch
verteilt mit N = 100 und S = Anzahl der defekten Gliihbirnen im Paket. Der Hindler testet die
Hypothese S < 9. Er verwirft im Fall X > 1. Fir S = 9 ist Pg(X = 0) = 0,3712. Also ist fir
S = 9 die Verwerfungswahrscheinlichkeit 0,6288. Dies ist das effektive Niveau des Tests, denn fiir
S < 9 ist die Verwerfungswahrscheinlichkeit kleiner.

Ist ¥ die Verteilung der Augenzahl eines Wiirfels, der mit Wahrscheinlichkeit 1 den Wert 7 wiirfelt,
so ist ¥ € K. Also muss Ey(¢') > Ey(p) = 1 sein. Damit ist ¢’(3,7) = 1 fiirz € {1, ..., 6}. Erteilt
¥ jedem der Werte ¢ # j die Wahrscheinlichkeit 1/2, so ist Ey(¢') = % (@' (5, 0)+¢" (4, 7)+¢'(3,3)+
¢'(7,9)) > § Es(p). Wegen ¢'(i,5) = ¢'(4,4) und ¢(i,5) = ¢(j,1) folgt ¢'(4,3) > ¢(i,j). Damit
ist ¢’ > . Wire fiir ein ¢t # j ¢'(3,7) > ¢(3,7), so wire Eg(¢’') > Eg(p).

Es ist pi (k)/pr(k) = e~ /2. (1/2)%/(e~2 - 2F) = €3/2 272k, Dies ist fallend in k. Ein nichtran-
domisierter NP-Test hat also einen Verwerfungsbereich der Form R = {0,1, ...,t}. Fiir t = 0 ist
Py(X € R) = e72 » 0,135, fiir t = 1 ist bereits Py (X € R) > 0,2. Also kommt nur R = {0} in
Frage. Der Test mit R = {0, 5} hilt ebenfalls das Niveau a = 0,2 ein und ist schirfer.

Ist h = gs,, so ist Var(St) = h”(1-=) + A'(1=) — (h'(1-))%. Aus A'(t) = ¢'(t) g(9(t)) und
h'(t) = g"(t) 97(9(t)) + (¢'(t))? 97.(9(t)) ergibt sich h'(1-) = (EX) (ET) und
h"(1-) = (E(X?) - EX) (ET) + (EX)? (E(T?) — ET).

Einsetzen liefert die Behauptung.

Sei Ty, = inf{i > 1: S; = k}. Auf {T1 = t} setze X] = X441, X} = X¢q2,...und S, =
Xi+ ...+ X5 Sei Tj = inf{i > 1: S} = j}. Gegeben {T1 = t} hat Xj, X3, ... die gleiche
Verteilung wie X1, X3, ... und also auch (T7) die gleiche Verteilung wie (7}). Da dies unabhéngig
vom Wert t richtig ist, ist 77 unabhéngig von jedem T]’- . Aus T, = Th + T]_, folgt nun g(k) =
91, =911 "91,_, =9° g*=1)_ Induktiv folgt g(¥) = g*. Es ist P(Ty = 1) = P(X1 =1) =p. Ist

X1 = —1, so muss, von da an gerechnet, die Irrfahrt um 2 Niveaus ansteigen, um zum ersten Mal
das Niveau 1 zu erreichen. Also ist fiir n > 1 w), = (1 — p) w2 _,. Daraus folgt die Behauptung.
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§ 8

2.

§9

§ 10

10.

§11

Wir kénnen annehmen, dass X und Y Werte in IN haben. Sei q(k) = P(Y = k), p(: | k) = p(¢)/q(k),
falls g(i) = k ist, und gleich O sonst. Setze H(X |Y = k) = — 3, p(i|k)log, p(i| k). Dann ist
H(X) ~ H(Y) = S q(k) H(X|Y = k) > 0.

Fiir alle P € P, ist

H(P) = =3 pilogapr < — 3 pk logagr = — 3 px logy(1/A) = 20 pi (k — 1) logy(1 = 1/X)
—logy(1/A) — A logy(1 — 1/X) + logy(1 — 1/A)
H(Q).

Die méglichen Werte von Y = (Y3, ...,YyN) sind die Vektoren (ji,...,jn) mit 0 < j; < 1.
Jedem Wert (51, ..., jn) entspricht genau eine Permutation w, fiir die Y () diesen Wert annimmt.
Z.B. bedeutet Yy (7) = jy = 0, dass 7N der grofite der Werte 1, ..., N ist, also 7N = N,
Yn(7) = 1 bedeutet 7N = N — 1, usw. Ist Yy_1(7) = 0, so ist 7(N — 1) die groBte der Zahlen
{1, ..., N}\{nN}. Durch Yy(7) und Y _;(n) sind so 7N und 7(N — 1) bestimmt, und dann legt
Yn_—2(7) eindeutig 7 (N — 2) fest. Induktiv kann man so aus dem Wert von Y () ablesen, welches
7 zu diesem Wert gehort. Aus dieser eineindeutigen Zuordnung folgt P(Y = (j1, ...,jn)) = 1/N!
fir alle (j1, -..,Jjn)- Es folgt (a). Die erzeugende Funktion von Y; ist g;(t) = (1+t+ ... +t*~1)/3,
die von X ist das Produkt der g;. Die Verteilung von E;‘:ll Y; ist die Faltung der Verteilung von
=1 Y mit der von Y 4.

Sei U offen. Ist U = R™, so ist der Beweis trivial. Sei also U # R"™. Fiir jedes £ € R", dessen
Koordinaten rational sind, sei p(z) der Abstand von z zum Rand von U. Wihle zu z ein halboffenes
Intervall [a, b[ mit Mitte =, dessen Rand vom Rand von U den Abstand p(z)/3 hat. Diese Intervalle
iiberdecken U, und es sind nur abzihlbar viele.

Seifir 0 <z <1und 0 <y <1 F(z,y) = max(z,y). (F lasst sich stetig auf R? fortsetzen.) Wére
F Verteilungsfunktion eines W-Mafles P, so wire fiir A =](0,0), (1,1/2)] und B =](0,0), (1/2,1)]
P(A)=P(B)=1und P(ANB) =1/2.

Ist X der Abstand des zufillig gewéhlten Punktes vom Mittelpunkt der Kreisscheibe und z € [0, 1],
so ist P(X < z) = F(z) = mz?/m. Nach (10.12) ist also die Dichte in [0, 1] gerade f(z) = 2z.

Sei F(z) = 1/2 fiir ¢ €]1/3,2/3[, F(z) = 1/4 fir z €]1/9,2/9[, F(z) = 3/4 fir z €]7/9, 8/9[,
etc. (Drittele die Intervalle, auf denen F noch nicht festliegt, und auf dem mittleren Drittel sei

F(z) konstant, und zwar soll dort der Wert in der Mitte zwischen dem kleinsten Wert rechts und
dem grofiten links liegen.) Nach abzdhlbar vielen Schritten ergéinze F stetig.

Sei K = {(z1,z2): z? + 22 < 1}. Fiir € K nimmt 27 + 22 nur Werte zwischen —v/2 und +v/2
an. Fiir —v/2 < t < 0 ist die Fliche des Bereichs {(z1,z2) € K : z1 + z2 <t} — wie man durch
Drehung um 45° sieht — gleich

t/V2 t
/ 2vV1—22dz = / V2 —22dz.

Da noch durch die Gesamtfliche m von K zu dividieren ist, hat X1 + X2 die Dichte 7~ 1 /2 — ¢2.
Fiir 0 < t < v/2 ergibt sich aus Symmetriegriinden die gleiche Dichte.

Durch Faltung erhilt man als Dichte von U — V in [—1, + 1] die Funktion f(z) = 1 + = (fiir
z < 0) und = 1 — z (fir £ > 0). Dann ist die Dichte von |U — V| in [0,1] gegeben durch
f(z) + f(—z) = 2 — 2z. Es ergibt sich E(JU — V|) =1/3 und Var(|U — V|) = 1/18.
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§12

11.

§13

2.

Die Léange der durch B gehenden zu der Diagonalen durch A und M parallelen Sehne im Abstand
Y = y von dieser Diagonalen ist proportional zu /1 — y2 (0 < y < 1). Daher ist die Dichte g(y)

von Y von der Form c- /1 — y2. Wegen [ g(y)dy = 1 ist ¢ = 4/m. Da sich fiir jede Lage von A
die gleiche Dichte ergibt, ist Y von A und damit von X unabhéngig. Es ist F' = X - Y/2. Nach
Aufgabe 8 in § 10 hat X die Dichte f(z) = 2z (0 < z < 1). Es ergibt sich E(F) = (EX) (EY)/2
mit EX = 2/3 und EY = 4/(37), also EF = 4/(97).

Nach Borel-Cantelli miisste fast jede und also mindestens eine natiirliche Zahl durch unendlich
viele Primzahlen teilbar sein.

Durch Subtraktion von X kénnen wir X = 0 annehmen. Sei fir ¢ > 0 B, = {|Xn| > €}.
Wegen der stochastischen Konvergenz gilt P(B,) — 0. Wegen der Monotonie gilt Bn, D Bn41.
Sei Boo = (| Bn. Dann ist P(Bs) = 0. Fiir w € BS, ist fiir hinreichend groies n w € BS und
also | Xn(w)| < e.

Wegen der Stetigkeit der Verteilungsfunktion F von X gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit
sup{|F(z) — F(z+h)|: z € R, h€[0,0]} <e/2.
Fiir grofies n ist P(|Yn| > §) < £/2. Analog zum Argument in Lemma 12.6 ist
PX<z-6)—P(Yan>8) <P(X+Yo,<z)<P(X<z+6)+ P(Yn <9)
und damit [P(X + Y, < z) — P(X <z)| < ¢ gleichmiBig in z.

Sei Sn = X1+ ... + Xn. Es gibt ein M < co mit E(S2) < Mn?, denn alle E(X, X, Xx X;), in
denen ein Index nur einmal vorkommt sind = 0. Nach der markowschen Ungleichung ist

P(|(vnlogn)™! Sn| > €) < e E(((v/n logn) ™" Sn)?),
und dies strebt gegen 0.

Zu minimieren ist
10

flen o) =D l(en =)’ + (B = B)* + (1 = 7)°]
1=1
unter der Nebenbedingung (e, 3,7) = a+ 8+ v — 180° = 0. Berechnet man die Nullstellen der
partiellen Ableitungen der Lagrangefunktion f(a,3,v) + A ¢(e, 3,7) nach «, 3,7 und nach dem
Lagrangemultiplikator ), so erhilt man A = 20 (a+3+5—180°)/3, & = &—\/20 = 61,3°+0,7°/3.
In diesem Fall ist die Summe &+ 8 +7 = 179,3°. Die Differenz 180° — 179,3° wird gedrittelt und
zu den Schitzern &, 3, 7, die man ohne Nebenbedingung erhielte, addiert.

P(X(k) < t) ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens k der X kleiner oder gleich ¢ sind. Daher
ist
t

_ (™ g n—j _ B B
P(Xw < 0) ]Z:«;(j)t(l g (k—l)!(n-—k)!b/ (1-a)d

Die letzte Gleichheit priift man durch partielle Integration. Die Dichte der Verteilung von X,

ist also
n!

k—1l(n—k)! "
Nun integriere z gx(z) von 0 bis 1.

gk(z) = k_l(l—a:)"—k (0<z<l).

Die Y; sind nun N(§,, w; 02)-verteilt. Durch Multiplikation der Dichten sieht man, dass die 9%
so zu bestimmen sind, dass Y. ; (y, — &;)?/w, minimiert wird. Wir miissen also nun & und 3 so

bestimmen, dass
n

S (- (@t f2))?

1=1 v
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§ 14

10.

§15

§ 16

minimiert wird. Sei v; = 1/w; und p; = v;/ Y v;. Die gleiche Methode wie vorher fithrt zu den
Schitzern

5 2 piTiyi — (2 piyi) (D piwi) " 4 . =
o= ZPi‘E?—(Epia:i)z d Zplyz ﬂ(zpz i)

Sei A(W) = {z: g(¥) € C(z)}. Da {C(z)} Niveau 1 — « hat, gilt Py(A(9)) > 1 — « fiir alle 9. Fiir
¥ € H, also fiir g(9) = go, ist A(¥) = RC. Also gilt fiir diese ¥ Py(R) < a.

Sei nun zu jedem méglichen Wert go von g R(go) ein Verwerfungsbereich eines nichtrandomisierten
Tests der Hypothese g(¥) = go zum Niveau a. Setze C(z) = {g(¥) : = € R(g(9))°}. Wegen
z € R(g(9))¢ < g(V¥) € C(z) ist Py({g(¥) e C(X)}) > 1—cu

Sei D1 = {(y1,v2) : y1 = y2} und D2 = {(v1,y2) : y1 = —y2}. Sei pi(z) die Projektion von
z = (z1,z2) auf D;. |Z+/2| ist der Abstand vom Nullpunkt nach pi(z), und |s| = |s(z)| der
von p1(z) nach . Also ist |T(z)| das Verhiltnis dieser Abstinde. |T(z)| ™! ist das Verhéltnis der
entsprechenden Abstédnde fiir Dy. Wegen der Rotationssymmetrie der Verteilung von X fiir u =0
haben |[T'(X)| und |T(X)|~! die gleiche Verteilung.

Sei fir z = (z1,z2) fu(x) das Produkt der Dichten der N(u,1)-Verteilung und der N(u,4)-
Verteilung. Nach Neyman-Pearson hat der schirfste Test von p = 0 gegen pu = 2 fiir geeignetes ¢
die folgende Form: Ist ¢(z) = f2(z)/fi(z), so wird die Hypothese im Fall ¢(z) > ¢ verworfen und
fir ¢(z) < c angenommen. Es ist q(z) = exp(2z1 + z2/2 — 5/2). Fiir geeignetes ¢’ verwirft der
Test im Fall 4x1 + 2 > ¢’. Aus der Forderung Py (4 X1 + X2 > ¢’) = 0,1 ergibt sich ¢/ = 5,73.
Als Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art erhilt man 8 = 0,17.

Die méglichen Werte von Xy, sind 0, 1, 2, 3. Ist X;,, bekannt, so sind Y, und Y, 41 bekannt und
der Wert von X, 41 hidngt dann nur noch von Y,42 ab. Da Xj, ..., Xn_1 von Y, 42 unabhéngig
sind, ist die markowsche Eigenschaft erfiillt. Es ergibt sich po1 = p21 = p, poo = p20 = 1 — p,
P13 = p33 = p, p12 = p32 = 1 — p. Die iibrigen p;; sind gleich 0.

Die Ruinwahrscheinlichkeit aj von Peter bei Startkapital ¢ mit den Einsitzen 1/n entspricht dem
Problem aus §15.2 mit ' =b-n, ¢ =i¢-n. Ist p=1/2,s0ist a; =1 —1'/n' = a;. Ist ¢ > p, so
ist v=p/g<1lund o) =(1-v"®"9)/(1—-v") =1+ O(v"(~9), die Ruinwahrscheinlichkeit
strebt dann fiir i« < b exponentiell schnell mit n — oo gegen 1. Fiir p > q und ¢ > 0 strebt sie
exponentiell schnell gegen 0.

Offenbar ist P;(U = i) = 1 fiir « = 0, 3. Ist der Startzustand 1 oder 2, so betrachten wir eine
Kette (Zn) mit Zustandsraum {0,1,2,3,4,5}. Ist S < n und Xg € {0,3}, so sei Z, = Xg; ist
S <nund Xg € {1,2},s0sei Zp, = Xg+3;ist S > n, so sei Znp = Xp. Die Zusténde 0, 3, 4, 5 sind
absorbierend fiir (Z,). Ist U = 0 oder U = 3, so erfolgt die Absorption in 0 bzw. in 3. Ist U =1
oder U = 2, so erfolgt die Absorption in U + 3. Die iibrigen Ubergangswahrscheinlichkeiten gij von
(Zn) sind g10 = 1/2, q12 = (1 —w)/2, q15 = w/2, g23 = 1/2, g21 = (1 — w)/2, g24 = w/2. Fragen
wir nach k(i) := P;(U = 1), so betrachten wir f = 174;. Nach (15.17) ist (1) = h(2) (1 — w)/2,
h(2) = w/2 + k(1) (1 — w)/2. Dadurch sind A(1) und h(2) bestimmt. Fragen wir nach h(:) =
P;(U = 0), so ist h(1) = 1/2+ h(2) (1 — w)/2, h(2) = h(1) (1 — w)/2. Analog ergeben sich die
Wahrscheinlichkeiten P;(U = 2) und P;(U = 3).

Es ist p;;’ =0, pgg) =1 und pég) = 0 fiir alle n > 1. Die Zustinde 2, 4, 6, 7 kommunizieren und

sind aperiodisch. Ist P die Matrix, die aus P nur die Zeilen und Spalten 2,4,6,7 enthilt, so ergibt
sich ein invariantes g = (p2, p4, p6, p7) aus p = pP und p2 + ps + ps + p7 = 1. Es folgt po = 5/76,
pa = 34/76, pg = 17/76, p7 = 20/76. Es ist dann limpg?) = p; fiir i = 2,4,6,7. Die Verteilung
(0, p2, 0, p4, 0, ps, p7) ist invariant. Eine weitere invariante Verteilung ist (0,0, 1,0, 0, 0, 0).

(n)
11
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Losungen der mit (L) gekennzeichneten Aufgaben

5.

§ 17

4.

§18

Sei (Xn) eine markowsche Kette mit Zustandsraum I = {0,1} und P(Xp41 = i|Xpn = 1) =1
fir n = 0 und n > 2, aber P(X2 = j| X1 = 1) = 1/2 fiir alle 7,5 € I. Sei T = Xp. Dann ist
P(Y2 =0|Y1 =0,Yy =0) =1/2, denn Yy = 0 impliziert T' = 0. Andererseits ist, wenn man als
Startverteilung P(Xo = 0) = P(Xo = 1) = 1/2 wihlt,

N
+
PN

I

P(Y2=0]|Y1 =0) =

N =

+
=
W N

Sind (p,;) die Ubergangswahrscheinlichkeiten von (X,) und (gx;) die von (Y;,) so hat die aus
den Vektoren Z, = (Xn, Y,) gebildete Kette die Ubergangswahrscheinlichkeiten P(i, k), (G5, 1) =
Pij qki- Die Kette (Z,) ist aperiodisch und alle Zustinde kommunizieren. Daher besucht die Kette
(Zn) fiir beliebiges ¢« € I mit Wahrscheinlichkeit 1 irgendwann den Zustand (7,%). Dies bedeutet

P(3En mit X, =Y, =1i) = 1.

Nach (17.2) ist gf(t) - gu(t) = D oprqunt™ = gu(t) — 1, also g, = 1/(1 — gy). Fiir festes N gilt,
da die un > 0 sind,

N (o)

Zun St_lgxlogu(t)g Zun:u.

n=0 n=0
Ist f <1, sogilt gu(t) = (1 — f)~! fiir t = 1 -0, also 22{:0 un < (1 — f)7! (fir alle N) und
u=(1-f)"t Ist f =1, s0 gilt (1 —gs(t))"! = oo fiir t > 1 — 0, also u = co.
Trifft zur Zeit O kein Teilchen ein, so ist der Zdhler zur Zeit 1 unblockiert. Andernfalls wird zur
Zeit 0 ein Teilchen registriert. Der Z&hler ist dann zur Zeit 2 unblockiert. Also ist fi = 1 — p,
f2=0,fs=p, f;i =0 (2 > 4). Esist wo =1, w1 = f1, wa = f12 und wn = wn-1 f1 + wn-3 f3
fir n > 3. Nach dem Erneuerungssatz gilt wn, — 1/p mit p = f1 +3f3 =1+ 2p.

Ty hat eine Exponentialverteilung mit Parameter A. Dies ist eine I'-Verteilung mit Parametern
v =1 und a = A, also hat nach Satz 14.6 S, = T1 + ... + T eine I'-Verteilung mit Parametern
v=nund a = .

Es ist
PY=k Z=1) = P(X=k+1,Y=k)
/\k+l k+1
- k l
= 1-—
¢ w+m(k)p( P)

o= AP (Ap)* e—r(1-p) A (1 -p))* .
k! Al
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Tabellen

Die folgenden Tabellen wurden mit Hilfe des mathematischen Programmpakets scilab® berech-
net. Fast identische Tabellen finden sich (z.B.) auch bei Hartung (1984), S. 734-737, und Pfanzagl
(1974), S. 286-287.

\io,ggo 0,975 0,950 0,900 X 0,990 0,975 0,950 0,900
n n

1 31,821 12,706 6,314 3,078 24 2,492 2064 1,711 1,318
2 6,965 4,303 2,920 1,886 25 2,485 2,060 1,708 1,316
3 4,541 3,182 2,353 1,638 26 2,479 2,056 1,706 1,315
4 3,747 2,776 2,132 1,533 27 2,473 2,052 1,703 1,314
5 3,365 2,571 2,015 1,476 28 2,467 2,048 1,701 1,313
6 3,143 2,447 1,943 1,440 29 2,462 2,045 1,699 1,311
7 2,998 2,365 1,895 1,415 30 2,457 2,042 1,697 1,310
8 2,896 2,306 1,860 1,397 40 2,423 2,021 1,684 1,303
9 2821 2262 1,833 1,383 50 2,403 2,009 1,676 1,299
10 2,764 2,228 1,812 1,372 60 2,390 2,000 1,671 1,296
11 2,718 2,201 1,796 1,363 70 2,381 1,994 1,667 1,294
12 2,681 2,179 1,782 1,356 80 2,374 1,990 1,664 1,292
13 2,650 2,160 1,771 1,350 90 2,368 1,987 1,662 1,201
14 2,624 2,145 1,761 1,345 100 2,364 1,984 1,660 1,290
15 2,602 2,131 1,753 1,341 150 2,351 1,976 1,655 1,287
16 2,583 2,120 1,746 1,337 200 2,345 1,972 1,653 1,286
17 2,567 2,110 1,740 1,333 250 2,341 1,969 1,651 1,285
18 2,552 2,101 1,734 1,330 300 2,339 1,968 1,650 1,284
19 2539 2,093 1,729 1,328 400 2,336 1,966 1,649 1,284
20 2,528 2,086 1,725 1,325 600 2,333 1,964 1,647 1,283
21 2,518 2,080 1,721 1,323 800 2,331 1,963 1,647 1,283
22 2,508 2,074 1,717 1,321 1000 2,330 1,962 1,646 1,282
23 2,500 2,069 1,714 1,319 100000 2,326 1,960 1,645 1,282
Y
0

Tabellenwert ¢,

Tabelle I Quantile t,, - der t-Verteilung

! Dieses Programm gibt es sowohl fiir Windows als auch fiir Unix/Linux. Es darf im nichtkommerziellen
privaten Bereich und im Universitatsbereich frei verwendet werden. Es ist (zur Zeit der Drucklegung
dieses Buches) im Internet unter ftp.inria.fr:/INRIA /Projects/Meta2/Scilab erhiltlich.
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0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5
0,6
0,7

0,9

1,0
1,1
1,2
1,3
1,4

1,5
1,6
1,7
1,8
1,9

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4

2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

3,0

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554

0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159

0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192

0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713

0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918

0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981

0,9987

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591

0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207

0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920

0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982

0,9987

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628

0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222

0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726

0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922

0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982

0,9987

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664

0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236

0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732

0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925

0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983

0,9988

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700

0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264

0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251

0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738

0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927

0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984

0,9988

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736

0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265

0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

0,9798
0,842
0,9878
0,9906
0,9929

0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984

0,9989

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772

0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315

0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279

0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750

0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931

0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985

0,9989

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808

0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340

0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292

0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756

0,9808
0,9850
0,0884
0,9911
0,9932

0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985

0,9989

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844

0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306

0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761

0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934

0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,9990

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879

0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389

0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319

0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767

0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936

0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986

0,9990

®(z)

T

p(z)

/

Tabelle IT Verteilungsfunktion ®(z) der Standard-Normalverteilung N(0,1). Ablesebeispiel:
$(1,96) ~ 0,975.



Tabellen

249

Y
0,995
n

0,990

0,975

0,950

0,900

0,750

0,500 0,250 0,100

0,050

0,025

0,010

0,005

00O Ut Wi

[ o B o N T S
UL W N~ O W

W NN DN DD NN DD s e e
S OO0 U WK OO©0WIOo

40
50
60
70
80
90
100
150
200
250

300
400
600
800
1000

7,879
10,60
12,84
14,86
16,75
18,55
20,28
21,95
23,59
25,19
26,76
28,30
29,82
31,32
32,80
34,27
35,72
37,16
38,58
40,00
41,40
42,80
44,18
45,56
46,93
48,29
49,64
50,99
52,34
53,67
66,77
79,49
91,95
104,2
116,3
128,3
140,2
198,4
255,3
311,3
366,8
476,6
693,0
906,8

1119

6,635
9,21
11,34
13,28
15,09
16,81
18,48
20,09
21,67
23,21
24,72
26,22
27,69
29,14
30,58
32,00
33,41
34,81
36,19
37,57
38,93
40,29
41,64
42,98
44,31
45,64
46,96
48,28
49,59
50,89
63,69
76,15
88,38
100,4
112,3
124,1
135,8
193,2
249 4
304,9
359,9
468,7
683,5
896,0
1107

5,024
7,38
9,35

11,14

12,83

14,45

16,01

17,53

19,02

20,48

21,92

23,34

24,74

26,12

27,49

28,85

30,19

31,53

32,85

34,17

35,48

36,78

38,08

39,36

40,65

41,92

43,19

44,46

45,72

46,98

59,34

71,42

83,30
95,0

106,6

118,1

129,6

185,8

241,1

295,7

349,9

457,3

669,8

880,3
1090

3,841
5,99
7,81
9,49

11,07

12,59

14,07

15,51

16,92

18,31

19,68

21,03

22,36

23,68

25,00

26,30

27,59

28,87

30,14

31,41

32,67

33,92

35,17

36,42

37,65

38,89

40,11

41,34

42,56

43,77

55,76

67,50

79,08
90,5

101,9

113,1

124,3

179,6

234,0

287,9

341,4

4476

658,1

866,9
1075

2,706
4,61
6,25
7,78
9,24

10,64

12,02

13,36

14,68

15,99

17,28

18,55

19,81

21,06

22,31

23,54

24,77

25,99

27,20

28,41

29,62

30,81

32,01

33,20

34,38

35,56

36,74

37,92

39,09

40,26

51,81

63,17

74,40
85,5
96,6

107,6

118,5

172,6

226,0

279,1

331,8

436,6

644,8

851,7
1058

1,323
2,77
4,11
5,39
6,63
7,84
9,04

10,22

11,39

12,55

13,70

14,85

15,98

17,12

18,25

19,37

20,49

21,60

22,72

23,83

24,93

26,04

27,14

28,24

29,34

30,43

31,53

32,62

33,71

34,80

45,62

56,33

66,98
77,6
88,1
98,6

109,1

161,3

213,1

264,7

316,1

418,7

623,0

826,6
1030

0,455
1,39
2,37
3,36
4,35
5,35
6,35
7,34
8,34
9,34

10,34

11,34

12,34

13,34

14,34

15,34

16,34

17,34

18,34

19,34

20,34

21,34

22,34

23,34

24,34

25,34

26,34

27,34

28,34

29,34

39,34

49,33

59,33
69,3
79,3
89,3
99,3

149,3

199,3

249,3

299,3

399,3

599,3

799,3

999

0,102
0,58
1,21
1,92
2,67
3,45
4,25
5,07
5,90
6,74
7,58
8,44
9,30

10,17

11,04

11,91

12,79

13,68

14,56

15,45

16,34

17,24

18,14

19,04

19,94

20,84

21,75

22,66

23,57

24,48

33,66

42,94

52,29
61,7
71,1
80,6
90,1

138,0

186,2

234,6

283,1

380,6

576,3

772,7

969

0,016
0,21
0,58
1,06
1,61
2,20
2,83
3,49
4,17
4,87
5,58
6,30
7,04
7,79
8,55
9,31

10,09

10,86

11,65

12,44

13,24

14,04

14,85

15,66

16,47

17,29

18,11

18,94

19,77

20,60

29,05

37,69

46,46
55,3
64,3
73,3
82,4

128,3

174,8

221,8

269,1

364,2

556,1

749,2

943

0,004
0,10
0,35
0,71
1,15
1,64
2,17
2,73
3,33
3,94
4,57
5,23
5,89
6,57
7,26
7,96
8,67
9,39

10,12

10,85

11,59

12,34

13,09

13,85

14,61

15,38

16,15

16,93

17,71

18,49

26,51

34,76

43,19
51,7
60,4
69,1
77,9

122,7

168,3

214,4

260,9

354,6

544,2

735,4

928

0,001
0,05
0,22
0,48
0,83
1,24
1,69
2,18
2,70
3,25
3,82
4,40
5,01
5,63
6,26
6,91
7,56
8,23
8,91
9,59

10,28

10,98

11,69

12,40

13,12

13,84

14,57

15,31

16,05

16,79

24,43

32,36

40,48
48,8
57,2
65,6
74,2

118,0

162,7

208,1

253,9
346,5
534,0
723,5

914

0,000
0,02
0,11
0,30
0,55
0,87
1,24
1,65
2,09
2,56
3,05
3,57
4,11
4,66
5,23
5,81
6,41
7,01
7,63
8,26
8,90
9,54

10,20

10,86

11,52

12,20

12,88

13,56

14,26

14,95

22,16

29,71

37,48
45,4
53,5
61,8
70,1

112,7

156,4

200,9

246,0

337,2

5224

709,9

899

0,000
0,01
0,07
0,21
0,41
0,68
0,99
1,34
1,73
2,16
2,60
3,07
3,57
4,07
4,60
5,14
5,70
6,26
6,84
7,43
8,03
8,64
9,26
9,89

10,52

11,16

11,81

12,46

13,12

13,79

20,71

27,99

35,53
43,3
51,2
59,2
67,3

109,1

152,2

196,2

240,7

330,9

514,5

700,7

889

l 0
m
Xn, vy

Tabelle ITII Quantile X?t,'y der x2-Verteilung



Tabellen

m
\ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

11

12

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10

11
12
13
14
15

16
17
18
19
20

21
22
23
24
25

26
27
28
29
30
34
40
50
70
100
200
300
400
500

100000

161
18,5
10,1
7,71
6,61
5,99
5,59
5,32
5,12
4,96
4,84
4,75
4,67
4,60
4,54
4,49
4,45
4,41
4,38
4,35
4,32
4,30
4,28
4,26
4,24
4,23
4,21
4,20
4,18
4,17
4,13
4,08
4,03
3,98
3,94
3,89
3,87
3,86
3,86
3,84

200
19,0

9,6
6,94
5,79
5,14
4,74
4,46
4,26
4,10
3,98
3,89
3,81
3,74
3,68
3,63
3,59
3,55
3,52
3,49
3,47
3,44
3,42
3,40
3,39
3,37
3,35
3,34
3,33
3,32
3,28
3,23
3,18
3,13
3,09
3,04
3,03
3,02
3,01
3,00

216
19,2

9,3
6,59
5,41
4,76
4,35
4,07
3,86
3,71
3,59
3,49
3,41
3,34
3,29
3,24
3,20
3,16
3,13
3,10
3,07
3,05
3,03
3,01
2,99
2,98
2,96
2,95
2,93
2,92
2,88
2,84
2,79
2,74
2,70
2,65
2,63
2,63
2,62
2,60

225
19,2

9,1
6,39
5,19
4,53
4,12
3,84
3,63
3,48
3,36
3,26
3,18
3,11
3,06
3,01
2,96
2,93
2,90
2,87
2,84
2,82
2,80
2,78
2,76
2,74
2,73
2,71
2,70
2,69
2,65
2,61
2,56
2,50
2,46
2,42
2,40
2,39
2,39
2,37

230
19,3

9,0
6,26
5,05
4,39
3,97
3,69
3,48
3,33
3,20
3,11
3,03
2,96
2,90
2,85
2,81
2,77
2,74
2,71
2,68
2,66
2,64
2,62
2,60
2,59
2,57
2,56
2,55
2,53
2,49
2,45
2,40
2,35
2,31
2,26
2,24
2,24
2,23
2,21

234
19,3

8,9
6,16
4,95
4,28
3,87
3,58
3,37
3,22
3,09
3,00
2,92
2,85
2,79
2,74
2,70
2,66
2,63
2,60
2,57
2,55
2,53
2,51
2,49
2,47
2,46
2,45
2,43
2,42
2,38
2,34
2,29
2,23
2,19
2,14
2,13
2,12
2,12
2,10

237
19,4

8,9
6,09
4,88
4,21
3,79
3,50
3,29
3,14
3,01
2,91
2,83
2,76
2,71
2,66
2,61
2,58
2,54
2,51
2,49
2,46
2,44
2,42
2,40
2,39
2,37
2,36
2,35
2,33
2,29
2,25
2,20
2,14
2,10
2,06
2,04
2,03
2,03
2,01

239
19,4

8,8
6,04
4,82
4,15
3,73
3,44
3,23
3,07
2,95
2,85
2,77
2,70
2,64
2,59
2,55
2,51
2,48
2,45
2,42
2,40
2,37
2,36
2,34
2,32
2,31
2,29
2,28
2,27
2,23
2,18
2,13
2,07
2,03
1,98
1,97
1,96
1,96
1,94

2,21
2,17
2,12
2,07
2,02
1,97
1,93
1,91
1,90
1,90
1,88

243
19,4

8,8
5,94
4,70
4,03
3,60
3,31
3,10
2,94
2,82
2,72
2,63
2,57
2,51
2,46
2,41
2,37
2,34
2,31
2,28
2,26
2,24
2,22
2,20
2,18
2,17
2,15
2,14
2,13
2,08
2,04
1,99
1,93
1,89
1,84
1,82
1,81
1,81
1,79

244
19,4

8,7
5,91
4,68
4,00
3,57
3,28
3,07
2,91
2,79
2,69
2,60
2,53
2,48
2,42
2,38
2,34
2,31
2,28
2,25
2,23
2,20
2,18
2,16
2,15
2,13
2,12
2,10
2,09
2,05
2,00
1,95
1,89
1,85
1,80
1,78
1,78
1,77
1,75

Tabelle IV Unteres 95%-Quantil Fy, ;0,95 der F-Verteilung
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m

\ 14 16 18 20 22 24 30 40 50 60 100 100000

n
1 245 246 247 248 249 249 250 251 252 252 253 254
2 194 194 19,4 194 195 195 19,5 195 19,5 195 19,5 19,5
3 871 8,69 8,67 8,66 865 864 862 859 8§58 8,57 8,55 8,53
4 587 584 582 580 579 577 575 572 570 569 5,66 5,63
5 4,64 4,60 4,58 4,56 4,54 4,53 4,50 4,46 4,44 4,43 441 4,37
6 396 3,92 390 3,87 3,86 3,84 381 3,77 3,75 3,74 3,71 3,67
7 3,53 349 347 3,44 3,43 3,41 3,38 3,34 3,32 3,30 3,27 3,23
8 324 320 3,17 3,15 3,13 3,12 3,08 3,04 3,02 3,01 2,97 2,93
9 303 299 296 294 292 290 286 2,83 280 279 2,76 2,71
10 2,86 2,83 2,80 2,77 2,75 2,74 2,70 2,66 2,64 262 2,59 2,54
11 2,74 2,70 2,67 2,65 2,63 2,61 257 253 251 249 246 2,40
12 264 2,60 2,57 254 252 251 247 243 240 238 2,35 2,30
13 2,55 2,51 2,48 246 2,44 242 2,38 2,34 2,31 2,30 2,26 2,21
14 2,48 244 241 2,39 237 235 231 227 224 222 2]19 2.13
15 242 238 235 233 231 229 225 220 218 2,16 2,12 2,07
16 2,37 2,33 2,30 228 225 224 219 215 212 2,11 207 2,01
17 2,33 2,29 226 223 221 219 215 2,10 2,08 206 2,02 1,96
18 2,29 225 222 219 217 215 211 206 204 202 1,98 1,92
19 2,26 2,21 2,18 2,16 2,13 2,11 2,07 2,03 200 1,98 1,94 1,88
20 222 2,18 2,15 2,12 2,10 208 2,04 1,99 1,97 1,95 1,91 1,84
21 2,20 2,16 2,12 210 2,07 2,05 2,01 196 194 192 1,88 1,81
22 2,17 2,13 2,10 2,07 2,05 2,03 1,98 1,94 191 1,89 185 1,78
23 2,15 2,11 2,08 205 202 201 1,9 191 188 186 1,82 1,76
24 2,13 2,09 2,05 2,03 2,00 1,98 194 189 1,86 1,84 1,80 1,73
25 2,11 2,07 2,04 201 198 196 192 187 1,84 182 1,78 1,71
26 2,09 205 2,02 19 197 195 19 185 1,82 1,80 1,76 1,69
27 2,08 2,04 200 197 1,95 193 18 1,84 1,81 1,79 1,74 1,67
28 2,06 2,02 199 1,96 193 1,91 187 1,82 1,79 1,77 1,73 1,65
29 205 201 197 1,94 192 190 18 1,81 1,77 1,75 1,71 1,64
30 2,04 199 196 193 191 1,89 184 1,79 1,76 1,74 1,70 1,62
34 199 195 192 1,89 1,86 1,84 1,80 1,75 1,71 1,69 1,65 1,57
40 1,95 190 187 1,84 181 1,79 1,74 1,69 1,66 1,64 1,59 1,51
50 1,89 185 1,81 1,78 1,76 1,74 1,69 1,63 1,60 1,58 1,52 1,44
70 1,84 1,79 175 1,72 1,70 1,67 1,62 157 1,53 1,50 145 1,35
100 1,79 1,75 1,71 168 165 1,63 1,57 1,62 148 145 1,39 1,28
200 1,74 1,69 1,66 1,62 1,60 1,57 1,52 1,46 141 1,39 1,32 1,19
300 1,72 1,68 1,64 1,61 1,58 1,55 1,50 1,43 1,39 1,36 1,30 1,15
400 1,72 1,67 1,63 1,60 1,57 154 149 142 1,38 1,35 1,28 1,13
500 1,71 1,66 1,62 1,59 156 154 148 142 138 1,35 1,28 1,11

100000 1,69 1,64 1,60 1,57 154 152 146 1,39 1,35 1,32 1,24 1,01

0,95 =«

Fm,n,l—a :1/Fn,m,a

Tabellenwert Fin, n, o
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Symbolverzeichnis

Die hinter den Symbolen stehenden Zahlen geben die Nummerierung der Seiten an, auf
denen das Symbol aufgefiihrt ist.

R reelle Zahlen Py 61
N=1{1,2 ...} L.(9), £, 62,164
Z={..,-1012 ..} X 64,165

0 leere Menge s 64, 165

A¢ Komplement von A (), o, 2(x) 78,133
P(Q?) Potenzmenge 3 ®(z) 81

card(4) 5 Sy 81

<N> g -1(2) 84

n PO\, p(k|)) 86
O, Q... 79 B(9) 95

exp(a) =e* 10 q(z) 101

h(s; n, N, S) 12 g(t), gx(t) 107

( n ) 14 H(P), H(X), H(X,Y) 116
ki, s ke HY|X) 119
P(A|B) 21 A(F) 129

Q xQx ... xQ, 27 Fx 142

P xPyx ... x P, 27 fXdP 145
{XeA} 28 f(z]9) 164

Xr 29 gk(z) 178

bn,p Binomialverteilung 30 hi(z) 178

f(k; r,p) 31 ths 179
Px,PoX~1 42 43, 142 () 192

foX 45 pi; 198

EX, E(X) Erwartungswert von X 46, 145 pz(?) 200

1o, 149 Cl) 209
Var(X) 52 C.(i) 209
Cov(X,Y) 53

(n) * *
fij ) ijapij 210

logz natiirlicher Logarithmus von 58
™mi; 221
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253

Namen- und Sachwortverzeichnis

absolute Haufigkeit, 4

Absorptionsverteilung, 201

Absorptionswahrscheinlichkeit, 200

Abzihlprinzip, 7

additiv, 3

d’Alembert, Jean le Rond (1717-1783), 17

Allel, 35

Alphabet, 114

Alternative, 93, 94

— einfache, 101

— zusammengesetzte, 101

Anfangszifferverteilung, 137

A-posteriori-Wahrscheinlichkeit, 39

A-priori-Wahrscheinlichkeit, 39

asymptotisch dquivalent, siehe asymptotisch
gleich

asymptotisch gleich, 76

Ausfallrate, 134

ausgeartet, siehe Normalverteilung

Ausreifler, 170

Aussterbewahrscheinlichkeit, 111

austauschbar, 34

Bacon, Francis (1561-1626), 92
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