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Vorwort

Liebe Leserin, lieber Leser,

Linearisieren im Sinne der Beschreibung inner- und auflermathematischer Sach-
verhalte durch lineare Strukturen und die Untersuchung dieser Strukturen so-
wie Koordinatisieren als Herstellung von Beziehungen zwischen der Arithmetik
bzw. der Algebra und der Geometrie gehoren zu den Grundprinzipien mathema-
tischen Arbeitens. Diese beiden Prinzipien durchdringen als ,rote Faden“ das
gesamte vorliegende Buch. Sie sind auch die Leitideen fiir das Studium der Linea-
ren Algebra der von der Deutschen Mathematiker-Vereinigung (DMV), der Ge-
sellschaft fiir Didaktik der Mathematik (GDM) und dem Verein zur Foérderung
des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts (MNU) erarbeiten
Standardempfehlungen fiir die Lehrerbildung im Fach Mathematik. Auf deren
Grundlage wurde das vorliegende Buch mit der Zielstellung verfasst, ein beson-
ders fiir die Lehrerbildung geeignetes Lehrwerk der linearen Algebra zu schaffen.
In den erwéhnten Standards von DMV, GDM und MNU heift es:

Das Streben der Mathematik nach Abstraktion (um grofitmogliche
Anwendbarkeit zu erhalten) und nach Klassifikation (z. B. unter dem
Aspekt der Dimension) zeigt sich deutlich in der Linearen Algebra.

Das vorliegende Buch behandelt die in den Standards fiir Lehrerinnen und
Lehrer der Primarstufe und der Sekundarstufe I aufgefithrten Inhalte umfas-
send und wirft noch einen Blick dariiber hinaus. Ich empfehle es auch Studie-
renden fiir das gymnasiale Lehramt, die damit einen ,sanften“ Ubergang von
der Analytischen Geometrie der Schule zu den Vorlesungen in Linearer Algebra
vollziehen und gleichzeitig Anregungen fiir ihren spéiteren Unterricht erhalten
mochten. Hinweise auf Literatur zu weiterfithrenden Themen werden gegeben.

Mitunter wird die Lineare Algebra als ,trockenes“ Gebiet der Mathematik
angesehen. Mit dem Studium dieses Buches werden Sie erleben, dass dem nicht
so ist. Ausgehend von Bekanntem werden Sie schrittweise Verallgemeinerungen
vornehmen und damit in neue ,Dimensionen“ vordringen — und das sogar im
direkten Sinne des Wortes. So fithren Systematisierungen und Verallgemeine-
rungen bereits aus der Schulmathematik bekannter Objekte und Verfahren der
elementaren Algebra und der analytischen Geometrie zu Vektor- und affinen
R&umen, in denen dann Geometrie in vier und mehr Dimensionen betrieben
werden kann. Sie werden dabei erfahren, dass die Mathematik nicht nur Be-
kanntes beschreiben kann, sondern ganz neue, ihr eigene ,Raume eroffnet”.

Besonderes Augenmerk habe ich beim Schreiben des Buches folgenden Aspek-
ten zukommen lassen:

m  Zentrale Begriffe und Strukturen werden ausgehend von Vertrautem, von kon-
kreten Beispielen und Spezialfillen entwickelt. So ist es fiir ein Lehrwerk der



vi Vorwort

Linearen Algebra sicherlich ungewdhnlich, dass der Begriff ,, Vektorraum* erst
in der zweiten Hélfte des Buches eingefiihrt wird. Jedoch bereiten zuvor be-
reits zahlreiche Beispiele und schrittweise Verallgemeinerungen auf das Ver-
stdndnis dieses zentralen Strukturbegriffs vor.

m Beziige zur Schulmathematik werden an unterschiedlichen Stellen des Buches
hergestellt. Sie dienen im ersten Kapitel bei der Behandlung der linearen
Gleichungssysteme als Einstieg in die Lineare Algebra und treten danach
immer wieder auf, beispielsweise im Zusammenhang mit der Vektorrechnung
und der analytischen Beschreibung geometrischer Abbildungen sowie in ei-
ner Reihe von Beispielen. Ein wichtiges Anliegen des Buches besteht darin,
»,ochulmathematik von einem héheren Standpunkt® aus zu betrachten.

m Grofler Wert wird auf die Anschaulichkeit der gefiihrten Betrachtungen ge-
legt. Dazu dienen zahlreiche Illustrationen sowie zusétzliche Materialien auf
der Internetseite zu diesem Buch. Bereits bei der Behandlung der linearen
Gleichungssysteme im ersten Kapitel nehmen geometrische Interpretationen
und Veranschaulichungen einen wichtigen Stellenwert ein. Damit werden Zu-
sammenhinge zwischen Geometrie und Algebra aufgezeigt, denen auch eine
Schliisselstellung fiir das Verstéandnis der behandelten mathematischen In-
halte zukommt: , Verstehen durch Vorstellen“.

® Um Mathematik zu verstehen, ist aktive Auseinandersetzung mit Begriffen,
Verfahren sowie Sétzen und ihren Beweisen erforderlich. Das Buch enthélt da-
her eine Vielzahl von Aufgaben zum besseren Verstdndnis und zur Festigung
des Erlernten. Mitunter werden Empfehlungen gegeben, zur Vorbereitung
von Verallgemeinerungen geeignete Aufgaben zu 16sen, die zu wichtigen Be-
griffen oder Sétzen hinfithren. Auf der Internetseite des Buches stehen (zum
Teil recht ausfiihrliche) Losungen der Aufgaben zur Verfiigung. Ich empfehle
Thnen aber, diese erst dann anzuschauen, nachdem Sie sich selbst intensiv
mit den Aufgaben auseinandergesetzt haben.

Berechnungen in der Linearen Algebra sind oft sehr aufwéndig. Dennoch ist es
empfehlenswert, zu rechnerischen Verfahren exemplarisch jeweils einige Aufga-
ben ,,per Hand* zu 16sen, denn das Vollziehen von Losungsverfahren triagt auch
zum Verstdndnis mathematischer Inhalte bei. Dariiber hinaus ist die Nutzung
des Computers sinnvoll. Das Buch enthélt Anleitungen, die Sie befihigen, das
freie Computeralgebrasystem Maxima fiir Berechnungen und Visualisierungen
in der Linearen Algebra zu nutzen. Beispieldateien stehen auf der Internetseite

http://wuw.afiller.de/linalg

zur Verfiigung. Weiterhin finden Sie dort Losungen der im Buch gestellten Auf-
gaben, interaktive Illustrationen sowie weitere Materialien.

Ich wiinsche Thnen viel Freude und Erfolg beim Studium der Linearen Algebra.

Januar 2011, Andreas Filler
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1 Lineare Gleichungssysteme

Ubersicht

1.1  Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen .................. 2
1.2 Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen................... 15
1.3 Verallgemeinerungen und einige Begriffe. ....... ... .. .. .. .. .. 29
1.4  Einige Anwendungen linearer Gleichungssysteme ................ 40
1.5 Losen linearer Gleichungssysteme mithilfe des Computers ........ 44

Lineare Gleichungssysteme bilden in mindestens dreifacher Hinsicht ein Kern-
stiick der Linearen Algebra:

m Ldsungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme sind fiir die Losung vieler
Standardaufgaben der Linearen Algebra von Bedeutung und fithren — an-
gewendet auf allgemeine lineare Gleichungssysteme ohne vorgegebene Zah-
lenwerte — zu Erkenntnissen tiber Losungsmengen, welche Begriindungen fiir
essenzielle Aussagen der Linearen Algebra bereit stellen.

m Losungsmengen linearer Gleichungssysteme bilden besonders wichtige Bei-
spiele fiir Strukturen, mit denen sich die Lineare Algebra befasst.

m Lineare Gleichungssysteme sind fiir Anwendungen der Linearen Algebra be-
deutsam.

Aus diesen Griinden bilden lineare Gleichungssysteme den Ausgangspunkt
dieses Buches. Zunéchst werden — direkt ankniipfend an Unterrichtsinhalte der
Sekundarstufen I und II — Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme be-
handelt, und es werden anhand von Beispielen, Plausibiltédtsbetrachtungen sowie
anschaulich begriindeten Uberlegungen Erkenntnisse iiber die Strukturen ihrer
Losungsmengen gewonnen. Damit wird auch der Boden fiir erste Verallgemeine-
rungen gegen Ende dieses Kapitels (in dem Abschnitt 1.3) bereitet; dort kénnen
dann auch erstmals in diesem Buch einige Tatsachen exakt bewiesen werden.

Die Inhalte dieses Kapitels werden in fast allen weiteren Kapiteln des Bu-
ches aufgegriffen und in den Kapiteln 5 und 6 auf der Grundlage der bis da-
hin behandelten Grundlagen aus der Theorie der Vektorrdume zu allgemeinen

Strukturbetrachtungen erweitert.



2 1 Lineare Gleichungssysteme

1.1 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

1.1.1 Loésungsmengen linearer Gleichungen mit zwei Variablen

Lineare Gleichungen mit mehr als einer Variablen ergeben sich aus vielen —
teilweise bereits recht einfachen — Anwendungskontexten.

Beispiel 1.1

Auf einem Mobiltelefon befindet sich ein Prepaid-Guthaben von 20 €. Eine SMS
kostet 0,15 €, eine Minute Telefonieren 0,20 €. Wie viele Minuten lang kann
mit dem Guthaben telefoniert und wie viele SMS koénnen verschickt werden?

Die gegebene Anwendungssituation ldsst sich durch die Gleichung
0,15-z + 0,2y = 20 (1.1)

beschreiben, wobei x die Anzahl der SMS und y die Anzahl der Gespréichsmi-
nuten angibt. Losungen dieser Gleichung sind keine einzelnen Zahlen, sondern
Zahlenpaare (x;y), zum Beispiel (0; 100), (4;97), (8;94), . ... Diese Zahlenpaare

lassen sich in einem Koordinatensystem darstellen, siche Abb. 1.1. [ |
Y k Gesprichsminuten Vi
100% 150 1
i xxx
xX
. . + =
80_ xxxxx 160 0,15x +0,2-y =20
601 s
1 N 50T
40 X,
20' "xxx Anzahl . . . -
e oo -50 50 100 W
xxv B
120 40 60 80 100 120 X -50+

Abb. 1.1: Einige Ldsungen einer linearen  Abb. 1.2: Lésungsmenge einer linearen
Gleichung mit zwei Variablen Gleichung mit zwei Variablen

Es zeigt sich, dass die den Losungen zugeordneten Punkte auf einer Strecke
liegen. Aufgrund der Anwendungssituation in Beispiel 1.1 sind nur Paare natiir-
licher Zahlen sinnvolle Losungen. Betrachtet man jedoch — unabhéngig von dem
in dem Beispiel behandelten Kontext — alle Lésungen der Gleichung (1.1), d. h.
alle Paare reeller Zahlen, welche die Gleichung erfiillen, so wird diese Losungs-
menge durch eine Gerade dargestellt, siche Abb. 1.2. Diese Gerade ist zugleich
Graph der linearen Funktion, deren Funktionsterm sich ergibt, wenn die Glei-
chung (1.1) nach y umgestellt wird, also der Funktion f mit f(x) = —% -x+100.

Allgemein konnen lineare Gleichungen mit zwei Variablen in der Form

a-x + by =c mita,b,ce Rundx,y € R (1.2)
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geschrieben werden. Eine Umstellung nach y und somit eine Darstellung der
Losungsmenge als Graph einer linearen Funktion in z ist nur moglich, falls b#0
ist. Fiir b=0 und a# 0 nimmt Gleichung (1.2) die Gestalt a-x = c baw. © = £

an. Die den Losungen der Gleichung zugeordneten Punkte liegen somit ebenfalls
auf einer Geraden, die allerdings parallel zur y-Achse verlauft.

Falls in einer Gleichung der Form (1.2) sowohl a = 0 als auch b =0 ist, so
nimmt die Gleichung die Gestalt 0 = ¢ an. Falls dabei ¢ = 0 ist, so ist jedes
Paar (z;y) mit z,y € R eine Losung der Gleichung; fiir ¢ # 0 existiert keine
Losung, da die Gleichung unabhéngig von x und y eine falsche Aussage ist.
Nimmt man diese beiden Sonderfille von den Betrachtungen aus, so gilt fiir die
Losungsmengen linearer Gleichungen mit zwei Variablen:

m Losungsmengen linearer Gleichungen der Form az + by = ¢ (mit a,b,c € R,
wobei nicht zugleich a=0 und b=0 ist) lassen sich durch Geraden darstellen.

m Von der zweidimensionalen Grundmenge aller Paare (z;y) mit z,y € R
ldsst eine derartige Gleichung eine eindimensionale Losungsmenge iibrig. Die
durch die Gleichung gegebene Bedingung schriankt also die Dimension der

Menge der grundsitzlich in Frage kommenden Lésungen um Eins ein.!

Die Losungsmenge der Gleichung (1.1) ldsst sich durch Umstellen der Gleichung
nach y in der Form

={G@w)

schreiben. Die (allgemeine) Gleichung (1.2) kann nach y umgestellt werden, falls

reR; y:—%erlOO}

b # 0 ist; dann ergibt sich y = %Jrc und die Lésungsmenge ldsst sich durch

L:{(x;y) ‘wGR;y:%ﬁ}

darstellen. Hat in (1.2) allerdings b den Wert Null, so kann diese Darstellung
der Losungsmenge nicht verwendet werden; es ist in diesem Falle

L:{(m;y) ‘yER;x:%}. (1.4)

Fiir eine einheitliche Darstellung der Losungsmenge einer linearen Gleichung
der Form ax + by = ¢ (mit a,b,c € R und a#0 oder? b#0) wird ein Parameter
t eingefiihrt, der beispielsweise mit einer der beiden Variablen iibereinstimmen

(1.3)

kann (aber nicht muss). So ldsst sich (1.3) in der Form

LZ{(w;y)

1Der Begriff der Dimension wird hier zunichst rein anschaulich verwendet (Geraden als
ein-, Ebenen als zweidimensionale Objekte, der Raum als dreidimensionales Objekt). Eine
préazise Definition des Dimensionsbegriffs erfolgt in dem Kapitel 5.

2Das Wort oder wird in der Mathematik in dem Sinne gebraucht, dass auch beide Bedin-
gungen erfiillt sein diirfen. Die Formulierung ,,a #0 oder b# 0“ schliefit also den Fall ,,a#0
und b#0% mit ein.

T = t }
a c;teR (1.5)
= —Zt4 =
Y p '
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L={(w;y)
y =

schreiben. Diese Schreibweise kann verallgemeinert und damit vereinheitlicht

und (1.4) in der Form

Tr =

+ Q|0

;tER} (1.6)

werden. Gibt man die Losungsmenge einer linearen Gleichung mit zwei Variablen
x, y durch

r={G@w)

an, so sind damit beide Fille erfasst. mi, ma,n1 und ns sind dabei feste reelle

Yy = ma-t+ n2

¢ = mttm ;teR} (1.7)

Zahlen, die von den Koeffizienten der jeweiligen Gleichung abhéngen; ¢ durch-
lduft den gesamten Bereich der reellen Zahlen. Die Losungsmengen (1.5) und
(1.6) sind Spezialfille von (1.7) mit m1 =1, ma=—%, n1 =0, n2 = §{ fiir (1.5)

sowie m1 =0, ma=1, n1 =%, n2=0 fiir (1.6).

Fiir die Darstellung von Lésungsmengen wird oft die iibersichtliche Spalten-

() =)+ () 0

Diese Schreibweise gibt auch eine Beschreibung der durch die Losungsmenge
mi

schreibweise verwendet:

beschriebenen Geraden. Durch ist ein Richtungsvektor dieser Geraden

gegeben, (n1;n2) sind die Koordinaten eines festen Punktes der Losungsgeraden.

Auf den Begriff des Vektors wird in den Kapiteln 3 und 5 ausfiihrlich eingegangen. Hier wird
dieser Begriff zunichst in einem anschaulichen, aus der Schule bekannten, Sinne verwendet.

Beispiel 1.2

m Die lineare Gleichung
Tx—4y =5
hat die Losungsmenge

w5 16) - () (§)re)

L1

Abb. 1.3: Graphische Darstellungen
—+ der Lésungsmengen der linearen Glei-
chungen aus dem Beispiel 1.2.
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m Die lineare Gleichung
4 = -9
hat die Losungsmenge

w={()1() ()}

Die Losungsmengen beider Gleichungen sind mit den zugehorigen Richtungs-
vektoren (2;) in Abb. 1.3 dargestellt. [

Zusammenfassung;:
Losungsmengen linearer Gleichungen mit zwei Variablen

Lineare Gleichungen der Form

axr + by = ¢
mit a,b,c € R und a # 0 oder b # 0 besitzen einparametrige Losungs-
mengen, welche sich geometrisch als Geraden interpretieren lassen. Die
Losungsmengen kénnen in der Form

e={(5) [ () =e(m) + (a) s e

dargestellt werden. Dabei sind m1, m2,n1 und no feste reelle Zahlen, die
von den Koeffizienten der jeweiligen Gleichung abhingen; der Parameter ¢
durchléuft den gesamten Bereich der reellen Zahlen.

1.1.2 Lésungsmengen linearer Gleichungssysteme mit zwei
Gleichungen und zwei Variablen

Wie in dem vorangegangenen Abschnitt festgestellt wurde, lassen sich Losungs-
mengen linearer Gleichungen geometrisch als Geraden darstellen, wobei jede
Losung jeweils durch einen Punkt reprisentiert wird. Losungen (z;y) eines li-

nearen Gleichungssystems mit zwei Variablen
a1z + a2y = b (1.9)
a1z + axny = b

miissen jede der beiden Gleichungen erfiillen, die entsprechenden Punkte miissen
also beiden durch die Gleichungen beschriebenen Geraden angehoren.

Beispiel 1.3
Die Losungsmengen der beiden Gleichungen des Gleichungssystems
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werden durch zwei Geraden représentiert, siche Abb. 1.4. Losungen des gesam-
ten Systems miissen beiden Losungsmengen angehéren. Das Gleichungssystem
hat somit genau eine Losung, sie entspricht dem Schnittpunkt der beiden Ge-
raden. Durch die Ermittlung dieses Schnittpunktes ist es mdglich, ein lineares
Gleichungssystem néherungsweise zu 16sen. [ |

(2.16;-0,87)

Abb. 1.4: Graphische Losung
eines linearen Gleichungssystems
mit 2 Gleichungen und 2 Variablen

4x—-5y=13

In den meisten Fillen haben lineare Gleichungssysteme mit zwei Gleichun-
gen und zwei Variablen wie in Beispiel 1.3 genau eine Losung. Jedoch kénnen
auch Félle auftreten, in denen derartige Gleichungssysteme unlésbar sind oder
unendlich viele Losungen besitzen.

Beispiel 1.4
Das lineare Gleichungssystem (LGS)
r + y = -1
-3z — 3y = 9
besitzt keine Losung. Die beiden Gleichungen beschreiben zueinander parallele
Geraden, siehe Abb. 1.5. Es existiert also kein Schnittpunkt der beiden Geraden
und somit kein Paar (z;vy), welches beide Gleichungen erfiillt und somit Lésung

des LGS sein konnte. [
YA YA
xty=-1 ] xty=-1 ]
N
\\l I I _— I I I _—
NI t - t t t -
\\\ —3x-3y=3
<
\
\
Bx-3y=9
- L 1

N\
N\

Abb. 1.5: LGS mit leerer Lésungsmenge ~ Abb. 1.6: LGS mit unendlich vielen Lésungen
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Beispiel 1.5
Das lineare Gleichungssystem
r + y = —1

3z — 3y = 3
besitzt unendlich viele Lisungen. Die beiden Gleichungen beschreiben jeweils
dieselbe Gerade, sieche Abb. 1.6. Somit haben beide Gleichungen dieselbe un-
endliche (einparametrige) Losungsmenge, welche zugleich die Losungsmenge des
gesamten LGS ist. [

Ein ndherer Blick auf die in den Beispielen 1.4 und 1.5 betrachteten Glei-
chungssysteme offenbart die Ursachen fiir die Unlosbarkeit bzw. das Vorliegen
einer unendlichen Losungsmenge. Multipliziert man die erste Gleichung aus dem
Beispiel 1.5 mit —3, so ergibt sich gerade die zweite Gleichung. Somit sind
beide Gleichungen dquivalent, besitzen also dieselbe Losungsmenge, mit anderen
Worten: die zweite Gleichung enthilt keine zusitzliche Bedingung, die nicht
schon in der ersten Gleichung enthalten ist (bzw. umgekehrt). Somit reduziert
sich dieses LGS auf eine einzige Gleichung und hat deshalb eine unendliche
(einparametrige) Losungsmenge, vgl. Abschnitt 1.1.1.

Im Falle des LGS aus Beispiel 1.4 fillt auf, dass die linke Seite der ersten
Gleichung das —3-fache der linken Seite der zweiten Gleichung ist. Gleichwertig
zu dem in Beispiel 1.4 betrachteten LGS ist das Gleichungssystem

-3z — 3y = 3

-3z — 3y = 9
Wenn diese Gleichungssystem Losungen (z; y) hiitte, so miisste fiir diese zugleich
—3x — 3y = 3 und —3xz — 3y = 9 sein. Dies ist jedoch nicht mdoglich, denn es
hétte 3 = 9 zur Folge. Somit kann dieses LGS keine Losungen besitzen.

Zusammenfassung: Losungsmengen linearer Gleichungssysteme
mit zwei Variablen und zwei Gleichungen

Lineare Gleichungssysteme der Form

I a1z + a2y = b

11 ag1 T + axny = b
bei denen jede Gleichung fiir sich betrachtet eine einparametrige Losungs-
menge besitzt, also a11 # 0 oder ai2 # 0 sowie a21 # 0 oder a22 # 0 gilt,
konnen folgendermaflen geartete Losungsmengen besitzen:

m Es existiert genau eine Losung. Dies ist der Fall, falls die linke Seite
der Gleichung II kein Vielfaches der linken Seite der Gleichung I ist
(d. h. dass die linke Seite von II nicht durch Multiplikation mit einer
reellen Zahl aus der linken Seite von I entsteht). Die Losungsmengen
der beiden Gleichungen werden durch Geraden reprisentiert, die genau
einen Schnittpunkt besitzen, vgl. Beispiel 1.3 und Abb. 1.4.
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m Die Losungsmenge des LGS ist leer, falls die linke Seite der Gleichung IT
ein Vielfaches der linken Seite der Gleichung I ist, die gesamte Gleichung
IT jedoch kein Vielfaches von Gleichung I ist. In diesem Falle kénnen die
Losungsmengen der einzelnen Gleichungen durch zwei parallele Gera-
den dargestellt werden; eine gemeinsame Ldsung existiert nicht, vgl.
Beispiel 1.4 und Abb. 1.5.

m  Es gibt unendlich viele Losungen, falls die Gleichung II durch Multipli-
kation mit einer reellen Zahl aus Gleichung I entsteht. Die beiden Glei-
chungen sind in diesem Falle dquivalent; eine Gleichung ist verzichtbar,
vgl. Beispiel 1.5 und Abb. 1.6.

1.1.3 Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme mit
zwei Gleichungen und zwei Variablen

Ein nahe liegendes Losungsverfahren fiir LGS mit zwei Gleichungen und zwei
Variablen ist das Gleichsetzungsverfahren. Hierbei werden beide Gleichungen
nach derselben Variablen umgestellt und dann gleich gesetzt.

Beispiel 1.6
Gleichsetzungsverfahren

In dem linearen Gleichungssystem aus Beispiel 1.3

4 13
Y 5 5
3 3
y —2 + =
Durch Gleichsetzen ergibl sich daraus
5 r — B =T T 1 r + 1

und nach Vereinfachung dieser Gleichung
_ _ 67
3le = 67 bzw. z = 37.
Setzt man diesen Wert fiir « in eine der nach y umgestellten Gleichungen ein,
so ergibt sich der Wert fiir y:

4 67 13 __ 268 403 __ 135 __ _ 27

Y=5'31 "5 — 155 155 165 _ 31"
Um die Richtigkeit des Ergebnisses zu iiberpriifen, kann der fiir x gefundene
Wert auch noch in die zweite Gleichung eingesetzt werden — es muss sich derselbe
Wert fiir y ergeben. Auflerdem sollten fiir eine Probe des Ergebnisses die fiir
und y ermittelten Werte noch in das urspriingliche LGS eingesetzt werden.

Als Losung des LGS ergibt sich also (37; —27). Diese Losung wurde néhe-

rungsweise bereits graphisch ermittelt, siehe Abb. 1.4 auf S. 6. [ |



1.1 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen 9

Ein weiteres Losungsverfahren fiir LGS mit zwei Gleichungen und zwei Va-
riablen ist das Einsetzungsverfahren. Hierbei wird eine der beiden Gleichungen
nach einer Variablen umgestellt und der dabei erhaltene Term in die andere
Gleichung eingesetzt.

Beispiel 1.7
Einsetzungsverfahren
Es wird erneut das LGS aus den Beispielen 1.3 und 1.6 betrachtet und die zweite
Gleichung nach z umgestellt:*
T = f% y + 1.
Der erhaltene Term wird nun in die erste Gleichung an Stelle von x eingesetzt:
4(-2y+1) — 5y = 13.
Durch Vereinfachung dieser Gleichung und Auflésung nach y ergibt sich:

—8y4+4 - 5y = 13
— 3371 y = 9
y = 3.
Dieser Wert wird nun in die nach x umgestellte zweite Gleichung eingesetzt:
x= -4 (-2) 41 =30 11=07
Als Losung des LGS ergibt sich also (%; —%) Auch bei diesem Verfahren ist
eine Probe durch Einsetzen der Losung in das gegebene LGS sinnvoll. [ |

Ein drittes Losungsverfahren ist das Additionsverfahren. Dieses ist von beson-
derer Bedeutung, da seine Vorgehensweise auch auf lineare Gleichungssysteme
mit mehr als zwei Gleichungen und mehr als zwei Variablen angewendet werden
kann. Bei dem Additionsverfahren werden die beiden Gleichungen mit geeigne-
ten Zahlen multipliziert, so dass nach der Addition beider Gleichungen in der
entstehenden Gleichung eine Variable verschwindet (eliminiert wird).

Beispiel 1.8

Additionsverfahren

Wir betrachten nochmals das LGS aus den Beispielen 1.3, 1.6, 1.7 und tiberlegen,
mit welchen Zahlen die Gleichungen multipliziert werden kénnen, so dass nach
Addition beider Gleichungen eine Gleichung entsteht, in der x nicht auftritt:

I 4x — 5y = 13 |- (=3)
I 3z + 4y = 3 | -4

3Es kann bei dem Einsetzungsverfahren wahlweise die erste oder die zweite Gleichung
nach einer Variablen umgestellt werden, wobei auch die Wahl der Variablen frei ist, falls alle
Koeffizienten von Null verschieden sind. Besonders sinnvoll ist die Verwendung des Einset-
zungsverfahrens jedoch bei Gleichungssystemen, in denen ein Koeffizient Null ist und somit
in einer Gleichung eine Variable nicht auftritt. In diesem Falle ist der fiir diese Variable in
die andere Gleichung einzusetzende Term besonders einfach.
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Durch Multiplikation der Gleichungen mit den Faktoren (-3) bzw. 4 ergibt sich:
r —12z 4+ 15y = —39
r 122 + 16y = 12 .
Im néchsten Schritt wird die urspriingliche Gleichung I beibehalten und die
zweite Gleichung durch die Summe I’+II’ der multiplizerten Gleichungen ersetzt:
I 4 — Sy = 13
1 3ly = =27 .
An dieser Stelle kann nun y bestimmt und, analog zum Einsetzungsverfahren,
in die erste Gleichung eingesetzt werden, womit sich dann x berechnen léisst.
Mit Blick auf die spdtere Erweiterung des Additionsverfahrens auf LGS mit
mehr als zwei Gleichungen und Variablen ist es jedoch sinnvoll, einen weiteren
Umformungsschritt vorzunehmen, bei dem y aus der ersten Gleichung eliminiert

wird:
I” 4x — by = 13 |-1
I 3y = =271 |- & .

Es werden nun die derart multiplizierten Gleichungen addiert; die entstehende
Gleichung ersetzt 17:

” _ 268
I 3ly = =27 .
Als Losung des LGS ergibt sich daraus wiederum (%; —%) [

Das Additionsverfahren wurde in dem Beispiel 1.8 recht ausfiihrlich dargestellt.
Um das Verfahren kiirzer aufzuschreiben, wird meist darauf verzichtet, den ers-
ten Umformungsschritt (I’ und II’) zu notieren. Die Multiplikation der Gleichun-
gen sowie die Addition werden also in einem einzigen Schritt vorgenommen.

Beispiel 1.9
Additionsverfahren in Kurzschreibweise

2z 4+ 3y =4 |-(-3) 2z +3y =4 |-1 2z :%
3r4+2y =8 |2 —5y =4 |-2 —5y = 4

. . . . . .. 16 . 4
Das Gleichungssystem hat somit die (eindeutige) Losung (3; —5). ]

Die durch die Umformungsschritte des Additionsverfahrens erfolgenden Ver-
dnderungen der Gleichungen lassen sich durch die Darstellung der durch sie
beschriebenen Geraden sichtbar machen; Abb. 1.7 zeigt dies fiir das in dem
Beispiel 1.9 geloste LGS. Die Vereinfachung des Gleichungssystems kommt dabei
dadurch zum Ausdruck, dass die durch die Gleichungen beschriebenen Geraden
in eine spezielle Lage, parallel zu den Koordinatenachsen, iiberfithrt werden.

Durch die Darstellungen in Abb. 1.7 wird deutlich, dass sich die Losungsmen-
gen der einzelnen Gleichungen durchaus verindern (im Gegensatz zu Aquiva-
lenzumformungen von Gleichungen); der Schnittpunkt, welcher die Losung des
Gleichungssystems reprisentiert, jedoch unveridndert bleibt.
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Vi
x=3.2
_sy=4 N\ ¥ y=-08 x

Abb. 1.7: Wirkungen der Schritte des Additionsverfahrens auf die durch die Gleichungen
eines linearen Gleichungssystems (siehe Beispiel 1.9) bestimmten Geraden

Neben den in den Beispielen 1.8 und 1.9 vorgenommenen Umformungen kann
es bei bestimmten Gleichungssystemen sinnvoll sein, Gleichungen zu vertau-
schen. So sollten z. B. bei dem LGS

— 14y —11
5 — 9y 12

die Gleichungen I und II vertauscht werden, womit der erste Schritt des Ad-

ditionsverfahrens iiberfliissig wird. Eine Verdnderung der Losungsmenge erfolgt
durch eine Vertauschung der beiden Gleichungen natiirlich nicht.

Bei LGS mit 2 Gleichungen und 2 Variablen, die nicht ldsbar sind oder eine
unendliche Losungsmenge besitzen, wird dies bereits nach den ersten Schritten
des Additionsverfahrens deutlich.

Beispiel 1.10
Auf die LGS aus den Beispielen 1.4 und 1.5 wird das Additionsverfahren ange-

wendet:
x4+ y=-11-3 x+ y=-1 |3
-3z -3y = 9 |-1 -3z -3y = 3 |-1
4+ y = -1 z+ y = -1

Es entsteht eine Gleichung, die offen-
bar eine falsche Aussage ist. Das ge-
samte LGS ist somit unlésbar, denn
jede Losung miisste dazu fiihren,

dass beide Gleichungen erfiillt sind.

Es entsteht eine Gleichung, die immer
erfiillt ist. Die Losungsmenge der ersten
Gleichung ist zugleich die Losungsmenge
des LGS. Eine der Gleichungen des ge-
gebenen LGS ist somit ,,iiberfliissig”. g

m Vertauschen zweier Gleichungen,

m Addition zweier Gleichungen.

Aquivalenzumformungen linearer Gleichungssysteme

Aquivalenzumformungen eines LGS sind Umformungen, welche die Lo-
sungsmenge des Systems nicht verdndern (Aquivalenz: Gleichwertigkeit):

m  Multiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl (auer Null),
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Falls ein lineares Gleichungssystem noch nicht in der Form

anz + aizy = b

a1 + a2y = b2
vorliegt, ist auch die Addition gleicher Terme auf beiden Seiten einer
Gleichung zuléssig. Grundsétzlich sind dquivalente Umformungen einzelner
Gleichungen auch Aquivalenzumformungen in Bezug auf ein LGS. Die um-
gekehrte Aussage gilt jedoch nicht: die fiir ein Gleichungssystem zuléssige
Aquivalenzumformung der Addition zweier Gleichungen fithrt im Allgemei-

nen zu Einzelgleichungen mit verédnderten Lésungsmengen, vgl. Abb. 1.7.

1.1.4 Sachsituationen, die auf LGS mit zwei Variablen fiihren

Haufig werden Lineare Gleichungssysteme fiir die Losung von Mischungsproble-

men verwendet.

Beispiel 1.11

Aus zwei Gold-Silber-Legierungen, in denen sich die Metallmassen wie 2 : 3

bzw. 3:7 verhalten, sind 8 kg einer neuen Legierung mit dem Verhéltnis 5:11

herzustellen. Wie viel Kilogramm der Legierungen sind dabei zu verwenden?
Im Folgenden werden Losungsschritte bei der Bearbeitung dieser Aufgabe

beschrieben, die fiir viele Text- bzw. Sachaufgaben sinnvoll sind, die auf das

Losen linearer Gleichungssysteme fiithren.

m Entnahme der wesentlichen Informationen aus dem Text

— In der ersten Legierung verhélt sich die Gold- zur Silbermasse wie 2: 3,
d. h. ein Kilogramm der Legierung enthalt % kg Gold und % kg Silber.

— Ein Kilogramm der zweiten Legierung enthélt 13—0 kg Gold und % kg Sil-
ber.

— Ein Kilogramm der durch Mischung herzustellenden Legierung soll 15—6 kg
Gold und }—é kg Silber enthalten.

— Es sollen 8 kg der neuen Legierung hergestellt werden, hierin miissen also
%-8 kg = % kg = g kg Gold und % kg = 171 kg Silber enthalten sein.

m Festlegen der Variablen
x — bendtigte Masse (in kg) der ersten Legierung
y — bendtigte Masse (in kg) der zweiten Legierung

m  Aufstellen von Gleichungen

: 2 3, _ 5
GOld 5 T + 10 Yy = b
Silber: gx + 1—70y = %
Es empfiehlt sich bei diesem LGS, beide Gleichungen mit 10 zu multiplizieren:
Gold: 4x 4+ 3y = 25

Silber: 6x + 7Ty = 55
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m Losen des Gleichungssystems mithilfe des Additionsverfahrens
4z + 3y = 25 |-(—3) dzx+ 3y =25 |-1 4z =4
6x + Ty =55 |-2 5y =35 |-(—2) 5y = 35
Als Losung ergibt sich damit x =1 und y = 7.

m Uberpriifung des Ergebnisses

. 2, 3 . _ 4 21 _ 25 _ 40 _ 5
Gold: 5l + % 7= %1t = T = 16 = 3
3 . 3. I _ 6 49 _ 55 _ 8 _ 11
Silber: 5l + % 7= 11T = 1% = 16 = 3

m Es werden also 1 kg der 2:3-Legierung und 7 kg der 3:7-Legierung bendotigt.

|

Das folgende Beispiel ist weniger als echte Anwendung, denn als eine ,, Kno-
belaufgabe® anzusehen.

Beispiel 1.12

Eine Aufgabe aus vergangenen Zeiten: Eine Kochin hat 18 Heringe fiir 18 Gro-
schen gekauft. Es waren gute Heringe fiir die Herrschaft, das Stiick fiir 5 Gro-
schen, und schlechte Heringe fiir das Gesinde, 5 Stiick fiir einen Groschen. Wie
viele gute und wie viele schlechte Heringe waren es?

Wird die Anzahl der guten Heringe mit « und die der schlechten Heringe mit y
bezeichnet, so lédsst sich aus dem Text das folgende Gleichungssystem aufstellen:
Anzahl der Heringe: r+ y =18
Kosten: S5 + %y = 18.
Aufgrund der sehr einfachen Struktur der ersten Gleichung empfiehlt es sich,

fiir die Losung dieses LGS das Einsetzungsverfahren zu verwenden. Die nach y
umgestellte erste Gleichung wird in die zweite Gleichung eingesetzt:

5z + +(18—z) = 18
bzw. 25x + 18 —x = 90.

Auflésen nach x ergibt z = 3 und Einsetzen in die erste Gleichung y = 15.
Die Kochin hat also 3 gute und 15 schlechte Heringe gekauft. Eine Uberprii-
fung dieses Ergebnisses anhand des Aufgabentextes ergibt einen Preis von 5-3
Groschen und 15 Fiinftel Groschen, insgesamt also 18 Groschen. [ |

1.1.5 Aufgaben zu Abschnitt 1.1

1. Stellen Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen graphisch dar.
Geben Sie die Losungsmengen auflerdem in der Form

{016 =+ 0n)+ (o) eex)
) ) ma2 n2
an (ermitteln Sie hierzu m1, ma, n1 und na, vgl. Beispiel 1.2).

a) 5z +4y =13 b) 45z — 84y =132 «¢) 5-(z—2y) + 1oy = L
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. Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme mithilfe des Einsetzungs-
und mithilfe des Gleichsetzungsverfahrens. Vergleichen Sie Thre Losungen.
2) 3z — 15y = 180 lo — Lty =2

b
20 + 4y = 64 )%x—l—%y:l

. Losen Sie die folgenden LGS mithilfe des Additionsverfahrens. Stellen Sie

aulerdem die durch die Gleichungen bestimmten Geraden graphisch dar.

3z + 2y = 149 5z + 3y = 19

a) b)
2¢ — y = 55 6r — 2y = 6
36x + 16y = 8 r — 2y = -2
) g 5, - 3 9 -1
T4 o3y = 1 2%+ Y =

. Es sei c eine beliebige, aber feste reelle Zahl. Losen Sie das folgende LGS in
Abhéngigkeit von c.

r+ y = c
-y =3
. Begriinden Sie, dass ein lineares Gleichungssystem der Form
a1 + aizy = 0
a1z + azgy = 0

fiir beliebige a11,a12,a21, a2z losbar ist. Welcher Zusammenhang muss zwi-
schen ai1,a12,a21 und az2 bestehen, damit das LGS unendlich viele Losun-
gen besitzt?

. Ein Héndler mischt zwei Sorten Tee. Nimmt er von der ersten Sorte 120 kg
und von der zweiten Sorte 90 kg, so kostet ihn 1 kg der Mischung 25 €.
Mischt er dagegen 10 kg der ersten mit 150 kg der zweiten Sorte, so kostet
ihn 1 kg der Mischung 30 €. Wie teuer war 1 kg jeder Sorte?

. Zwei Stahlsorten enthalten 12% bzw. 30% Nickel. Man will aus beiden
Stahlen einen Stahl mit einem Nickelgehalt von 25% und einer Masse von
180 kg schmelzen. Wieviel Kilogramm Stahl jeder Sorte werden benétigt,
wenn man bei der Rechnung von Verlusten beim Schmelzen absieht?

. Anja, Berta und Claudius fahren mit dem Rad von demselben Ausgangs-
punkt aus zur Schule. Anja startet um 7.30 Uhr, Berta um 7.33 Uhr, Clau-
dius um 7.35 Uhr. Anja fihrt im Durchschnitt 3 km/h langsamer als Berta,
Claudius um 3 km/h schneller. Alle drei kommen zugleich an. Wie lange
braucht Berta und wie schnell fahrt sie? Wie lang ist der Weg zur Schule?

. Familie Wegert kauft fiir den Garten 4 Apfelhalbstimme und 2 Apfelhoch-
stamme. Sie bezahlt 192 €. Thre Nachbarn kaufen 3 Apfelhalbstimme und
einen Apfelhochstamm fiir 129,50 €. Wie viel kostet jede Sorte?

10. Aus einem alten Rechenbuch: Eine Anzahl von Personen hatte in einem

Gasthaus eine Zeche zu bezahlen. Zahlte jede 4,35 Mark, so fehlten noch
20 Pf an der ganzen Summe. Zahlte jede 4,40 Mark, so waren es 20 Pf
zuviel. Wie grofl war die zu zahlende Summe? Wie viele Personen waren es?
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1.2 Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen

1.2.1 Loésungsmengen linearer Gleichungen und
Gleichungssysteme mit drei Variablen

Lineare Gleichungen mit 3 Variablen lassen sich allgemein in der Form
ar+by+cz=4d mit a,b,¢,d € Rund z,y,z € R (1.10)

schreiben. Als Losungen kommen Tripel (z;y; z) reeller Zahlen in Frage, die oft
x

auch in der Spaltenschreibweise y | geschrieben werden. Die Menge aller
z

prinzipiell moglichen Ldésungen einer linearen Gleichung mit drei Variablen ist

also die Menge aller Tripel reeller Zahlen. Diese Menge wird mit R3 bezeichnet;
geometrisch wird sie durch den (dreidimensionalen) Raum veranschaulicht. Tri-
pel reeller Zahlen und somit Losungen linearer Gleichungen in drei Variablen
konnen in einem dreidimensionalen Koordinatensystem dargestellt werden.

Beispiel 1.13
Es werden einige Losungen der Gleichung

—3m+%y—5z = -1
ermittelt, indem die Gleichung nach z umgestellt wird:

z = —% T+ 1—30 Y+ é .
Durch Einsetzen von Werten fiir x und y und Berechnung der zugehoérigen Wer-
te fiir z lassen sich Losungstripel der Gleichung ermitteln. Nach Einzeichnen
der zugehorigen Punkte in ein dreidimensionales Koordinatensystem wird sicht-
bar, dass die zu den Losungen gehtrenden Punkte in einer Ebene liegen, siehe
Abb. 1.8. Diese Ebene ist der Graph der linearen Funktion f (in zwei Variablen)
mit f(z,y) = -3z 4+ Sy + 1.

Ohne technische Hilfsmittel ist die graphische Darstellung von Lésungsmengen

linearer Gleichungen bzw. LGS mit drei Variablen recht miihsam. In dem Ab-

schnitt 1.5 wird auf hierfiir geeignete Computersoftware eingegangen. [ |
Z
. 2 .
° L ]
. L | _
° > ot
° 3 -1 1 2 .y
— S .
° 1 & 2
. X o
. 5 ° Abb. 1.8: Graphische Darstellung ei-
e niger Losungstripel einer linearen Glei-

. chung mit 3 Variablen
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Das Beispiel 1.13 ist in dem Sinne verallgemeinerbar, dass die Losungsmenge
jeder linearen Gleichung der Form 1.10 durch eine Ebene dargestellt werden
kann, falls nicht zugleich a=0 und b=0 und ¢=0 ist.*

Die Losungsmenge der Gleichung aus Beispiel 1.13 lésst sich in der Form

L={(wy;2) |z,yeRsz=-2a+ y+1} (1.11)
schreiben. Allerdings ist eine derartige Darstellung nicht auf alle Gleichungen der
Form (1.10) iibertragbar. Da der Koeffizient ¢ auch den Wert Null haben kann,
ist eine Auflésung nach z nicht in jedem Falle méglich. Da allerdings a #0 oder
b#£0 oder ¢#0 verlangt wird, kann die Losungsmenge jeder linearen Gleichung
(1.10) in mindestens einer der drei folgenden Schreibweisen dargestellt werden:

L={my) [nyeRsz=—to-ty+ i),
oo [ns Ry pe ) (D
L={(zy;2) |yz€R; o= Ly — 244},

In jedem Falle treten in der Losungsmenge zwei unabhingige Variablen auf.

Fiir eine einheitliche Darstellung der Losungsmengen linearer Gleichungen mit
drei Variablen werden zwei Parameter s und t eingefiihrt (vgl. Abschnitt 1.1.1,
S. 3f.), die mit zwei der Variablen iibereinstimmen konnen. Die Losungsmenge
(1.12) einer linearen Gleichung der Gestalt (1.10) mit a0 oder b#0 oder c¢#0
lésst sich damit in jedem Falle folgendermafien schreiben:

r=m1-s+ni-t+p1
L=< (z;y;2) | y=ma-s+nat+ps ;s,t €R 5. (1.13)
z=m3-s+n3-t+p3
Dabei sind m1, m2, m3,n1,n2,n3 sowie p1,p2 und ps3 feste reelle Zahlen, die
von den Koeffizienten der jeweiligen Gleichung abhéngen; die Parameter s und
t durchlaufen jeweils den gesamten Bereich der reellen Zahlen.

Beispiel 1.14
Die Losungsmenge der Gleichung —3 x + %y — 52z = —1 aus dem Beispiel 1.13
lasst sich zunéchst durch (1.11) angeben. Setzt man s=2x und ¢ =1y, so ergibt

sich
r= 1-s
L=< (z;y;2) | y= 1-t ;s,t €R
St}

Die Parameter konnen auch anders festgelegt werden. Mit s=y und t=z ist:

— 1. ._5, 1
rT=g5s8—gttg

L=< (z;y;2) | y=1-s ;s,tER
z= 1.t

4Falls in einer Gleichung der Form (1.10) a=b=c=0 ist, so hat die Gleichung die Gestalt
0=d. Fiir d=0 ist dann jedes Tripel (z;y;2) € R3 eine Lésung der Gleichung; fiir d # 0
existiert keine Losung, da die Gleichung unabhéngig von z, y und z eine falsche Aussage ist.
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Ohne dies an dieser Stelle nachweisen zu kénnen, sei erwidhnt, dass durch beide
Darstellungen in der Tat dieselbe Losungsmenge beschrieben wird. [ |

Wie bereits in dem Abschnitt 1.1.1 erldutert wurde, wird fiir die Darstellung
von Losungsmengen aufgrund der Ubersichtlichkeit oft die Spaltenschreibweise
verwendet. Die Losungsmenge (1.13) ldsst sich dann mit

T mi n1 p1
y| =s|me |+t |{n2 ]+ |p2|. (1.14)
z ms3 n3 p3

angeben. Auch hier besteht ein Bezug zur geometrischen Interpretation der Lo-

mi ni
sungsmenge als Ebene im Raum: Die Vektoren | m2 | und | n2 | spannen
m3 n3

diese Ebene auf (sind Richtungsvektoren); (p1; p2; p3) sind die Koordinaten eines
festen Punktes der , Losungsebene*.

Beispiel 1.15

Wir greifen nochmals die Gleichung aus dem Beispiel 1.13 und die beiden in
dem Beispiel 1.14 herausgearbeiteten Darstellungen ihrer Losungsmenge auf. In
Spaltenform lassen sich diese folgendermaflen schreiben:

T T 1 0 0
L= (y) (y)-& O 4+¢( 1 +10 ; s,t€R bzw.
z z _3 3 1
5 10 5
1 5 1
x x 2 ~3 3
L= Y yl=s(1]+¢t ol+|o];steRrR
z z 0 1 0

Abb. 1.9 zeigt fiir jede dieser Darstellungen die Richtungsvektoren der die Lo-

sungsmenge repriasentierenden Ebene. [ |
z z
2 0 2
1 5
3 ”3 1
T \io 0 2
-1 - 1 -
(070,5 : >V 1 ) 0 >
—5 L\ —5 (4;0;0) 1
2 N 2 (50:D) AN

X -t X
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Abb. 1.9: Darstellungen der Lésungsmenge einer linearen Gleichung durch eine Ebene
mit Richtungsvektoren
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Zusammenfassung;:
Lésungsmengen linearer Gleichungen mit drei Variablen

Lineare Gleichungen der Form

axr + by +cz=4d
mit a,b,c,d € R und a#0 oder b#0 oder ¢# 0 besitzen zweiparametrige
Losungsmengen, welche sich geometrisch als Ebenen interpretieren lassen.
Die Losungsmengen koénnen in der Form

x x mi ni b1
L= Y Yyl =s|me|+t-|n2 ] +|p2];steRr
z z ma3 ns p3

dargestellt werden. Dabei sind m1, m2, ms,n1,n2, n3 sowie p1,p2 und p3
feste reelle Zahlen, die von den Koeffizienten der jeweiligen Gleichung ab-
héngen; die Parameter s und ¢ durchlaufen jeweils den gesamten Bereich
der reellen Zahlen.

Vergleicht man Losungsmengen linearer Gleichungen mit drei Variablen und
linearer Gleichungen mit zwei Variablen (siehe Abschnitt 1.1.1), so ldsst sich
eine Analogie feststellen:

Die Grundmenge aller in Frage kommenden Losungen ist bei Gleichungen mit
zwei Variablen R? (die Menge aller Paare (z;y) mit =,y € R), also zweidimen-
stonal. Losungsmengen linearer Gleichungen mit zwei Variablen sind (aufler bei
solchen Gleichungen, die sich so umformen lassen, dass beide Variablen darin
nicht auftreten) einparametrig und werden durch eindimensionale geometrische
Objekte (Geraden) représentiert. Hingegen ist die Grundmenge bei Gleichungen
mit drei Variablen R?, also dreidimensional, und die Losungen sind (von den ge-
nannten Ausnahmen abgesehen) zweiparametrig und kénnen durch Ebenen, also
zwetdimensionale Objekte dargestellt werden. In beiden Fillen ist die Dimen-
sion der Losungsmenge um Eins geringer als die Dimension der Grundmenge
— eine Gleichung , verringert“ gewissermaflen ,,die Dimension“ der Grundmenge
um Eins. Diese — bislang nur anschaulich anhand von Beispielen gewonnene —
Erkenntnis lisst sich verallgemeinern: Eine lineare Gleichung in n Variablen hat
die Grundmenge R" und als Losungsmenge im Allgemeinen einen n—1-dimen-
sionalen Unterraum von R™, auch als Hyperebene bezeichnet.?

5Der Begriff ,, Unterraum* (bzw. Teilraum) wird hier nur erwihnt und erst in dem Kapitel
5 behandelt, da hierzu Grundlagen aus der Theorie der Vektorrdume erforderlich sind. In
,populdrwissenschaftlichem* Sinne stellen Hyperebenen Verallgemeinerungen von Ebenen in
folgendem Sinne dar: Gewohnliche Ebenen sind zweidimensionale lineare Unterstrukturen
des dreidimensionalen Raumes, Hyperebenen sind analog dazu lineare Unterstrukturen ei-
nes beliebig dimensionalen Raumes, wobei die Dimension einer Hyperebene stets um Eins
geringer ist als die Dimension des Raumes zu dem sie eine Hyperebene ist.
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Alle Léosungen linearer Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei Glei-
chungen miissen beiden Losungsmengen der Einzelgleichungen angehoren. Da-
bei konnen drei Fille auftreten:

a) Die beiden Ebenen, welche die L&sungsmengen der beiden Gleichungen
darstellen, schneiden sich in einer Geraden. Diese Gerade stellt dann die
Losungsmenge des Gleichungssystems dar.

b) Die den beiden Gleichungen des LGS zugeordneten Ebenen sind paral-
lel. Die beiden Gleichungen besitzen keine gemeinsamen Losungen und die
Losungsmenge des Systems ist somit leer.

c) Die beiden Gleichungen haben dieselbe Losungsmenge. Die Losungsmenge
des Gleichungssystems ist mit dieser Losungsmenge ebenfalls identisch und
wird durch eine Ebene dargestellt.

Beispiel 1.16
Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei Gleichungen

a) LGS mit einparamet- | b) LGS mit leerer Lo- | ¢) LGS mit zweiparamet-

riger Losungsmenge sungsmenge riger Losungsmenge
Sy —2y+4z=1 -3z—-3y+92=30| —-3z-3y+9z= —6
r+ y—3z =2 r+ y—3z= 2 T+ y—3z= 2

Abb. 1.10 zeigt die Ebenen, welche durch die Gleichungen dieser LGS beschrie-
ben werden. Fiir das Beispiel c¢) fallen diese beiden Ebenen zusammen. Multipli-
ziert man die erste Gleichung in ¢) mit f%, so ergibt sich die zweite Gleichung.
Diese enthilt also keine ,neue“ Bedingung an die Losungsmenge. Eine der bei-
den Gleichungen ist ,verzichtbar* und die Losungsmenge des LGS c¢) ist mit
der Losungsmenge jeder der beiden Gleichungen identisch. Hingegen ergibt sich
durch Multiplikation der ersten Gleichung in dem Beispiel b) mit —% die Glei-
chung « + y — 3z = —10. Fiir jedes Losungstripel (z;y;z) des LGS b) miisste

also sowohl x +y —3 2z = —10 als auch x +y — 3 2 = 2 gelten. Dazu miisste aber
—10 = 2 sein, also kann es keine Losung dieses LGS geben. [
Z Z Z

¢)
Abb. 1.10: Darstellung von Lésungsmengen linearer Gleichungssysteme mit drei Varia-
blen und zwei Gleichungen durch Ebenen (Beispiel 1.16)

Die hellgraue Ebene stellt jeweils die Losungsmenge der ersten Gleichung, die dunklere Ebene
die der zweiten Gleichung dar, bei c) fallen beide Ebenen zusammen.
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Anhand der untersuchten Félle und ihrer geometrischen Interpretation wurde
deutlich, dass lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei Gleichun-
gen in keinem Falle eindeutig losbar sein (also genau ein Losungstripel besit-
zen) koénnen, denn dazu miissten zwei Ebenen genau einen Schnittpunkt haben.
Kommt jedoch eine dritte Gleichung hinzu (durch die dann auch eine dritte
Ebene beschrieben wird), so ist eine eindeutige Losung méglich.

Beispiel 1.17
Das lineare Gleichungssystem

%x—2y+4z:

(][

2z — %y -2z = —
4+ y—3z= 2

wird durch drei Ebenen repréisentiert, die sich in genau einem Punkt schneiden,
vgl. Abb. 1.11. Dieser Schnittpunkt stellt die einzige Losung des LGS dar, denn
jede Losung des LGS muss alle drei Gleichungen erfiillen und somit in allen drei
Ebenen liegen. Der Schnittpunkt hat die Koordinaten (%g, %; %5), dadurch ist
auch die Losung des LGS gegeben. Ein rechnerisches Verfahren zur Bestimmung
dieser Losung wird im folgenden Abschnitt behandelt. [

Abb. 1.11: Darstellung der Lésungsmen-
gen der Gleichungen eines LGS mit drei
Gleichungen und drei Variablen (Bsp. 1.17)

Die hellgraue Ebene stellt die Lésungsmenge
der ersten Gleichung, die dunkelgraue Ebe-
ne die der zweiten Gleichung und die mittel-
graue Ebene die der dritten Gleichung dar.

Z

Farbige Darstellungen und zugehorige Vi-
deos, welche die drei Ebenen aus verschiede-
nen Blickrichtungen zeigen, enthélt die In-
ternetseite www.afiller.de/linalg.

In dem Abschnitt 1.5 werden Hinweise
zur Darstellung von Lésungsmengen linearer
Gleichungen bzw. Gleichungssysteme mithil-
fe des Computers gegeben. Derartige Dar-
stellungen lassen sich auch drehen, womit ei-
ne Abschitzung der Losung mdoglich ist.

Nicht alle linearen Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und drei Variablen
sind eindeutig losbar.

Beispiel 1.18
Wir betrachten die Losungsmengen der folgenden LGS (siehe dazu Abb. 1.12).

I 3xr— 4y + 8z = 16 I 3z —4y+8z = 2
a) II 6r— y+5z=—4 b) 1II 6r— y+5z= 4
I —3z—-3y+3z= -8 I —-3z—-3y+3z= -2

In Abb. 1.12 ist erkennbar, dass das LGS a) offenbar keine Lésung besitzt, wéh-
rend LGS b) eine unendliche (einparametrige) Losungsmenge hat. Rechnerisch
wird dies durch folgende Uberlegung plausibel:
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Z 3

| a)

b)

Abb. 1.12: Darstellung von Losungsmengen linearer Gleichungssysteme mit drei Varia-
blen und drei Gleichungen (Beispiel 1.18)

Der Losungsmenge von Gleichung I entspricht jeweils eine mittelgraue, der von Gleichung IT
eine hellgraue und der Losungsmenge von Gleichung I1II eine dunkle Ebene.

Subtrahiert man in a) die Gleichung II von I, so ergibt sich —3z—3y+3z = 20.
Nach Gleichung IIT muss jedoch —3z — 3y + 3z = —8. Diese Bedingung kann
kein Losungstripel (z;y; z) erfiillen, denn dazu miisste 20 = —8 sein.

In Beispiel b) ergibt sich durch I-II die Gleichung —3x — 3y + 3z = —2,
also Gleichung III. Damit stellt III keine ,neue“ Bedingung an Losungen des
Systems, das nur aus den Gleichungen I und II besteht. [ |

Zusammenfassung: Losungsmengen linearer Gleichungssysteme
mit drei Variablen und drei Gleichungen

Lineare Gleichungssysteme der Form

I ai1r + a2y + aizz = by
II a1 + a0y + a3z = b2
11 az1x + asz2y + aszz = b3

bei denen jede Gleichung fiir sich betrachtet eine einparametrige Losungs-
menge besitzt, kénnen folgendermaflen geartete Losungsmengen besitzen:

m Es existiert genau eine Losung. Die drei Ebenen, welche die Losungs-
mengen der Gleichungen darstellen, haben genau einen Schnittpunkt.

m Die Losungsmenge des LGS ist leer. Mindestens zwei zu den Losungs-
mengen der Gleichungen des LGS gehérenden Ebenen sind parallel oder
die drei Schnittgeraden der Ebenen sind parallel (sieche Abb. 1.12 a).

m Das LGS hat eine unendliche (einparametrige) Lisungsmenge. Alle drei
Ebenen schneiden sich in einer Geraden (siehe Abb. 1.12 b).

m Das LGS hat eine unendliche (zweiparametrige) Lésungsmenge. Alle zu
den Losungsmengen der Gleichungen gehérenden Ebenen sind identisch.
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1.2.2 Der GauB-Algorithmus

Ein sehr gebrauchliches Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme ist das
Gaufische Eliminationsverfahren (kurz: Gau-Algorithmus). Vor allem kompli-
ziertere LGS werden heute zwar bevorzugt mithilfe des Computers gelost, vgl.
Abschnitt 1.5. Dennoch ist der Gau-Algorithmus von hoher Bedeutung, denn
er ermoglicht nicht nur das Losen konkreter Gleichungssysteme, sondern fiihrt
auch zu Erkenntnissen iiber Strukturen von Lésungsmengen verschiedener LGS.

Der GauB3-Algorithmus ist gewissermaflen eine Verallgemeinerung des Additi-
onsverfahrens (Abschnitt 1.1.3) fiir lineare Gleichungssysteme mit beliebig vie-
len Variablen und Gleichungen. Das Grundprinzip dieses Algorithmus besteht
darin, Gleichungen so mit Zahlen zu multiplizieren, dass sich nach Addition der
dadurch entstehenden Gleichungen neue Gleichungen ergeben, in denen einzelne
Variablen nicht mehr auftreten. Das Ziel ist also die schrittweise Elimination von
moglichst vielen Variablen aus moéglichst vielen Gleichungen, wodurch gegebene
LGS eine Form erhalten, in der ihre Losungen leicht ,abzulesen* sind.

Die Schritte des GauB-Algorithmus sind A quivalenzumformungen, also Um-
formungen, welche die Losungsmenge eines gegebenen LGS nicht dndern (siehe
dazu auch Abschnitt 1.1.3, vor allem S. 11):

m Vertauschen zweier Gleichungen,

m  Multiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl (aufler Null),
m Addition einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

Haufig wird statt der Addition zweier Gleichungen auch angegeben:

m Ersetzen einer Gleichung durch die Summe eines Vielfachen (Faktor # 0)
von ihr und eines Vielfachen einer anderen Gleichung.

Diese Aquivalenzumformung fasst zwei der dariiber angegebenen Umformungen

zusammen: Multiplikation von Gleichungen mit reellen Zahlen (auler Null) und

Addition von Gleichungen. Bei der Durchfiihrung des Gauf-Algorithmus ist die

Zusammenfassung sinnvoll, um weniger Schritte aufschreiben zu miissen.

Beispiel 1.19
Wir l6sen das bereits in dem Beispiel 1.17 betrachtete lineare Gleichungssystem

1 %x—2y+4z: 1
II 2z—%y—27;:—%
11T r+ y—3z= 2

Vor der Durchfiithrung des Gauf-Algorithmus empfiehlt es sich, die Gleichungen
so zu vervielfachen, dass alle Koeffizienten ganzzahlig werden — dies erleichtert
die folgenden Rechnungen erheblich.

I 3z —4y+8z = 2 [-(—=4) |-(-1)

I 4 — 9y —4z = —1 |-3

III r+ y—3z= 2 |-3
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Im ersten Umformungsschritt des Gauf3-Algorithmus wird die Gleichung I iiber-
nommen. Die Gleichungen II und ITI werden derart multipliziert und mit geeig-
neten Vielfachen der Gleichung I addiert, dass Gleichungen entstehen, in denen
die Variable x nicht mehr auftritt. Die Zahlen rechts neben den Gleichungen
geben an, mit welchen Zahlen die Gleichungen addiert werden. In den dadurch
entstehenden Gleichungen

I': (=4)-1+3-T und TI': (—1)-143-1II

tritt & nicht mehr auf:

r 3z — 4y+ 8z = 2
r — 11y —44z = —11 |-7
1r Ty—17z = 4 |- 11

Im néchsten Schritt werden die ersten beiden Gleichungen beibehalten. Durch
geeignete Multiplikation der Gleichungen II' und III" wird eine Gleichung er-
zeugt, in der auch y nicht mehr vorkommt:

1 3z — 4y+ 8z = 2
1’ —1ly— 44z = —11
1" — 4952z = —33

Das Gleichungssystem befindet sich jetzt in der so genannten Dreiecksform bzw.
Zeilenstufenform. Der , einfache Gauf-Algorithmus® endet an dieser Stelle. Der
aus der Gleichung I1I" entnehmbare Wert 2 = = kann dann in 11" eingesetzt
werden, womit sich y = % ergibt. Durch Einsetzen beider Werte in 1” wird

T = % ermittelt. Das LGS ist damit gelost, und es hat sich ergeben, dass es
genau eine Losung besitzt: (%, %; % .

Haufig ist es sinnvoll, statt die Losungen wie beschrieben durch ,,Einsetzen von
unten nach oben“ zu entnehmen, den Gauf-Algorithmus systematisch weiter-
zufiihren. Die folgenden Schritte gehoren zu dem erweiterten GauB-Algorithmus
bzw. Gaufs-Jordan-Algorithmus. Die Gleichungen werden dabei so umgeformt,
dass in jeder Gleichung so wenige Variablen wie moglich auftreten. In dem hier
betrachteten LGS wird das nur noch eine Variable in jeder Gleichung sein.

Wir vereinfachen vor der Weiterfithrung des Algorithmus die Gleichungen
II"” und III" und fithren das Verfahren mit dem folgenden LGS fort, dessen
Gleichungen keine neuen Bezeichnungen erhalten, da lediglich Vereinfachungen
innerhalb einzelner Gleichungen vorgenommen wurden.

I 3x—4y+ 8z = 2 |- (—15)
1 y+ 4z =1 |- (—15)
" 152=1 |-4 .8

Als Ergebnis der Umformungen erhalten wir:
" —45z2+ 60y = —22 [-1
" — 15y =11 |-4
I 15z = 1
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Mit dem letzten Schritt wird y aus Gleichung I'”” eliminiert:

1" —45x = —66
" — 15y = —11
I 52= 1

Mit dieser Umformung wurde das LGS in die Diagonalform iiberfiihrt. Der er-
weiterte Gauf-Algorithmus bzw. Gauf-Jordan-Algorithmus wurde damit voll-
stdndig durchgefiihrt. Die Losungsmenge des LGS ldsst sich direkt aus den Glei-
chungen I”” (die sich zu 15z = 22 vereinfacht), II"”" und IIT""" ablesen:

L={(%:1 1)} - -

Eine Zusammenfassung der Umformungsschritte und eine Visualisierung des
GauB-Algorithmus anhand des behandelten Beispiels gibt Abb. 1.13. Der Gauf-
Algorithmus verdndern die drei Gleichungen schrittweise so, dass zugehorige
Ebenen entstehen, die zunéchst zu Koordinatenachsen und schliellich sogar zu

Koordinatenebenen parallel sind. Sind alle drei durch das Gleichungssystem

|

I |
I 3z—4y+8z= 2 I'3z— 4y+ 8z= 2 1" 3x—4y+ 82=2
M4z —-9y—42=-1 I —1ly—44z=-11 11”7 y+ 4z=1
Ior z+ y-3z= 2 1r Ty—17z= 4 11" 15z=1

Z Die hellgrauen Ebenen stel-
len die Losungsmengen der
jeweils ersten Gleichung,
die dunkelgrauen FEbenen
die der zweiten Gleichung
und die mittelgrauen Ebe-
nen die der dritten Glei-
chung dar.

Besser erkennbare farbige

Darstellungen und zugeho-
rige Videos, welche die drei

""" —452 + 60 y =—22 " — 45 ¢ — — 66 Ebenen jeweils aus verschie-
" - " o denen Blickrichtungen zei-
II —15y =-11 11 -y =-11 gen, enthilt die Internetsei-

1 152z= 1 I 152z = 1 tewww.afiller.de/linalg.

Abb. 1.13: Darstellung der Lésungsmengen der Gleichungen eines LGS mit drei Glei-
chungen und drei Variablen nach den L&sungsschritten des GauB-Jordan-Algorithmus
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gegebenen Ebenen zu jeweils einer Koordinatenebene parallel, so befindet sich
das System in Diagonalform.

Es ist in Abb. 1.13 erkennbar, dass die durch den Gauf3-Algorithmus vorge-
nommen Umformungen den Schnittpunkt der drei Ebenen unveréndert lassen,
die Ebenen selbst aber verindern. Die Umformungsschritte sind somit Aquiva-
lenzumformungen in Bezug auf das gesamte Gleichungssystem, nicht aber Aqui-
valenzumformungen in Bezug auf die einzelnen Gleichungen, deren — durch die
jeweiligen Ebenen reprisentierten — Losungsmengen sich erkennbar verdndern.

Mitunter kann es bei der Durchfiihrung des Gauf3-Algorithmus notwendig sein,
Gleichungen zu vertauschen. Wenn in einem LGS der Form

I a1 + a2y + a3z = b1
II a1 + a2y + a3z = b2
I11 az31x + a2y + azzz = b3

der Koeffizient a11 den Wert Null hat, so kann der Gau-Algorithmus nicht in
der in Beispiel 1.19 dargestellten Weise durchgefiihrt werden. Vertauscht man
aber die Gleichung I mit einer Gleichung, in welcher der zu x gehorige Koeffizient
von Null verschieden ist, so vereinfacht sich der erste Umformungsschritt sogar.
Ist hingegen a11 =0, a21 =0 und a3; =0, so tritt « in dem LGS nicht auf und es
handelt sich um ein LGS in zwei Variablen.

Mitunter ist die Notwendigkeit, Gleichungen zu vertauschen, anhand des zu
losenden Gleichungssystems noch nicht erkennbar, sondern ergibt sich erst wih-
rend der Durchfithrung des Algorithmus.

Beispiel 1.20
Es wird ein Gleichungssystem mithilfe des Gaufl-Algorithmus gelGst.

I 2x — y— bz= 4 |- (—=2) |-(=5)
IT 4x — 2y+ 3z = 8 |1

II1 S5z+ 3y— T7Tz= -1 | -2

r 22— y— Hz= 4

Ir 132z = 0

1r My + 112 = —22

Da in der Gleichung II" der Koeffizient vor y verschwunden ist, kann der Gauf3-
Algorithmus nicht wie in dem Beispiel 1.19 weitergefiihrt werden. Durch Ver-
tauschung der Gleichungen II' und III” erhiilt das LGS aber bereits die Zeilen-
stufenform:

r 2r— y— 5z= 4
I My + 112 = —22
11r 13z = 0

Durch Weiterfithrung des Gauf3-Jordan-Algorithmus liee sich dieses LGS nun
in die Diagonalform bringen. Es ist aber auch moglich, die Losung dieses (recht
einfachen) LGS von unten nach oben aus den Gleichungen ,,abzulesen®:

Z:O,y:—Q,H?:].. n



26 1 Lineare Gleichungssysteme

Der GauB-Algorithmus lédsst sich nicht nur auf lineare Gleichungssysteme an-
wenden, die eindeutig bestimmte Losungen besitzen, sondern auch auf nicht
16sbare LGS und LGS mit unendlichen Lésungsmengen.

Beispiel 1.21
Wir betrachten das bereits in dem Beispiel 1.18 als nicht lsbar erkannte LGS a
(sieche Abb. 1.12 a auf S. 21), und wenden darauf den Gauf-Algorithmus an:

I 3z —4y+ 8z = 16 [-(=2) |-1
I 6xr— y+ 5z= —4 |-1

M —32-3y+ 3z= -8 -1
T 3z —4y+ 8z = 16

I Ty—11z = —-36 |1

Ir —Ty+11lz= 8 |1

17 3z —4y+ 8z = 16

1 Ty — 112 = —36

11" 0 =-28

Der Gauf3-Algorithmus hat einen Widerspruch innerhalb des Gleichungssystems
zu Tage gefordert, das LGS besitzt keine Losungen. [ |

Beispiel 1.22
Der Gauf3-Algorithmus wird nun auf das in dem Beispiel 1.18 b betrachtete LGS
mit unendlicher Losungsmenge angewendet (siehe dazu auch Abb. 1.12 b).

I 3r—4y+ 8z = 2 [-(=2) |-1
II 6r— y+ 5z= 4 |1

I11 —3r—-3y+ 3z =-2 |-1
r 3z —4y+ 8z = 2

r Ty—11z = 0 [-1

Ir —T7Ty+1lz= 0 [-1

1’ 3z —4y+ 8z = 2

1’ Ty—11z = 0

1" 0= 0

Durch die Schritte des Gau-Algorithmus ist die dritte Gleichung gewisserma-
Ben ,,verschwunden“. Das LGS enthélt nicht mehr Informationen als ein LGS
mit zwei Gleichungen, eine der drei Gleichungen des urspriinglichen LGS war
,iberfliissig”. Man sagt deshalb, dass der Rang des hier betrachteten linearen
Gleichungssystems zwei ist.

Wir fiithren mit den verbliebenen zwei Gleichungen den Gauf-Jordan-Algo-
rithmus fort und eliminieren y aus der Gleichung I":

1 3z —4y+ 8z = 2 |- 7
1" Ty—11z = 0 | -4
| 21z + 12z =14

1 Ty—11z = 0
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Dieses lineare Gleichungssystem kann nicht weiter vereinfacht werden. Um die
Losungsmenge anzugeben, wird die in beiden Gleichungen noch auftretende Va-
riable z als Parameter t gesetzt. Es ist dann:

_ —12t+14 _ 4 2

T = 21 =—zt+ 3
11

y =1

z =1t

Die Losungsmenge des LGS ist somit einparametrig und lésst sich folgenderma-
Ben angeben:

4 2
7 3

L= y y| =t 2 |+|0]|;teRr
z z 1 0

(Zur Darstellung von Lésungsmengen mit Parametern in Spaltenschreibweise
siehe die Abschnitte 1.1.1 und 1.2.1.) ]

Der GauB-Algorithmus ldsst sich auch auf LGS mit drei Variablen anwenden,

die von vornherein nur aus zwei Gleichungen bestehen.

Beispiel 1.23
Wir 16sen nun das LGS a aus dem Beispiel 1.16 auf S. 19, multiplizieren aber

zuvor die erste Gleichung mit 2, damit keine Briiche mehr auftreten.

I 3z —4y+ 8z = 2 |- (—1)
II r+ y— 3z = 2 [-3
r 3z —4y+ 8z = 2 | -7
I Ty—17z= 4  |-4
1 21z — 122z =30

1’ Ty—17z = 4

Eine weitere Elimination von Variablen ist nicht mehr moglich. Die noch in

beiden Gleichungen auftretende Variable z wird als Parameter ¢ gesetzt.

o= BED -4y 10
y=+5 =St
z =1
Daraus ergibt sich die folgende Losungsmenge:
NIz 5[
L=<|y y | =t|¥ |+ 7 |;ter
z z 1 0

Die Losungsmenge ist also einparametrig und wird geometrisch durch eine Ge-
rade reprisentiert, siehe Abb. 1.10 a auf S. 19. [

Die Beispiele 1.22 und 1.23 unterscheiden sich qualitativ nicht, beide Losungs-
mengen sind einparametrig. Bedeutend fiir die Gestalt der Losungsmenge eines
LGS ist also nicht die Anzahl der gegebenen Gleichungen, sondern die Anzahl
der bei der Durchfiithrung des Gauf-Algorithmus nicht ,, verschwindenden® Glei-
chungen — der Rang des LGS. Dieser betrédgt in beiden Beispielen zwei.
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1.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 1.2

1.

Geben Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungssysteme (vgl. Beispiel
1.16 auf S. 19) an.
—3xz—-3y+9z
a)
r+ y—3z = 2

30 b) -3z —-3y+9z —6
x4+ y—3z= 2

. Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme.

22 +3y— z =1 3z + y+2z=-1
a) x+3y+ z=2 b) 9z —-5y—3z= 5
—2x—2y+4z =4 20 —-3y—2z= 0

Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden LGS und interpretieren Sie
diese geometrisch.

_ 20— y+2z=1

2$+3y:5 x—2y+3z=1

a) T+ y =2 b) C 9, —1
3o 4 -] 6+ 3y z

vy = T—5y+T7z =2

. Bestimmen Sie die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems

in Abhéngigkeit von dem Parameter r € R:

re+ y+ z=1
r+ry+ z=1
4+ y+rz=1

Hinweis: Nehmen Sie eine Fallunterscheidung vor. Uberlegen Sie dazu, fiir
welche(s) r das LGS nicht 16sbar ist und fiir welche(s) r es unendlich viele
Losungen besitzt.

. Geben Sie ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und drei Varia-

blen an, das nicht l6sbar ist, weil zwei der Gleichungen durch zueinander
parallele Ebenen dargestellt werden.

Uberlegen Sie dazu, welcher Zusammenhang zwischen zwei Gleichungen be-
stehen muss, damit die zugehorigen Ebenen parallel sind.

. Die beiden folgenden Aufgaben stammen aus einem der bekanntesten Mathe-

matikbiicher aller Zeiten, der 1767/68 erschienenen ,, Vollstéindigen Anleitung
zur Algebra“ von LEONHARD EULER.

a) Einer kauft 12 Stiick Tuch fiir 140 Reichsthaler, und zwar 2 weifle, 3
schwarze und 7 blaue. Ein Stiick schwarzes Tuch kostet 2 Reichsthaler
mehr als ein weifles, und ein blaues 3 Reichsthaler mehr als ein schwarzes.
Nun ist die Frage, wie viel jedes gekostet?

b) Drei haben ein Haus gekauft fiir 100 Reichsthaler; der erste begehrt vom
andern % seines Geldes, so konnte er das Haus allein bezahlen; der an-
dere begehrt vom dritten %
bezahlen; der dritte begehrt vom ersten % seines Geldes, so mochte er das

Haus allein bezahlen. Wie viel hat jeder Geld gehabt?

seines Geldes, so konnte er das Haus allein
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1.3 Verallgemeinerungen und einige Begriffe

1.3.1 Der GauB-Algorithmus in Matrixschreibweise

Der Gauf-Algorithmus lésst sich fiir lineare Gleichungssysteme mit beliebig vie-
len Gleichungen und beliebig vielen Variablen durchfiithren. Treten mehr als drei
Variablen auf, so werden diese meist x1,z2,x3, x4, ... genannt. Um Schreibar-
beit zu sparen und eine iibersichtliche Darstellung zu erreichen, wird gerade bei
grofleren LGS die Matrixschreibweise bevorzugt. Dabei werden lediglich die Ko-
effizienten und die absoluten Glieder eines Gleichungssystems in einer Tabelle
(Matrix) notiert.

Beispiel 1.24
Dem links angegebenen linearen Gleichungssystem entspricht die rechts darge-
stellte Matrixschreibweise:

21+ Txo+9x3 4+ x4 = 1 2 7 9 1 1
4x1 + 1429 + 8x3 + 324 = 6 4 14 8 3 6
1+ 322 +5x3 —3x4 = —13 1 3 5-3|—-13
10x1 + baxo — z3—4dxa= -1 10 5-1-4| -1
Diese Schreibweise wird nun bei der Losung des LGS verwendet.

2 791 1 l-=2) [-1) [-(=5)

414 8 3 6 |1

1 3 5-3]-13 |- 2

10 5-1-4| -1 |- 1

2 7 91 1
0 0-10 1 4
0 -1 1-7/|-=27
0—-30—-46 -9 | —6
Fiir die Fortsetzung des GauB-Algorithmus werden die zweite und die vierte

Zeile vertauscht, dies entspricht der Vertauschung zweier Gleichungen.
2 7 91 1

0—30—46 —9 | —6 |-(=1)
0 -1 1-7]|-27 |- 30
0 0-10 1 4

2 7 9 1 1
0-30-46 -9 | —6

0 0 76-201|-804 | |5
0 0-10 1 4 ) |38
2 7 9 1 1
0-30—46 —9 -6

0 0 76-201| —804

0 0 0-967 | —3868

Die Losung kénnte nun von unten beginnend durch Einsetzen in die Gleichun-
gen entnommen werden. Wir fithren hier jedoch den Gauf-Jordan-Algorithmus
vollstéandig durch und bringen das LGS bzw. die Matrix in die Diagonalform.
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Vorher empfiehlt es sich, die Matrix, wenn méglich, zu vereinfachen (im vorlie-

genden Beispiel durch Multiplikation der vierten Zeile mit %).
2 7 9 1 1 -1
0-30-46 -9 | —6 |1
0 0 76-201| -804 [-1
o 0 O 1 4 |-201 |-9 |-(-1)
2 7 90]-3 |- 76
0—-30—-46 0| 30 |- 76
0 0 7 0 0 |-46 |-(—9)
0 0 01 4
2 7 00 -3 27001 -3 |- 1
0—2280 0 0 2280 wird ver- 01001 | |-(=7)
0 076 0 0 einfacht zu 0010| O
0 0 01 4 0001 4
2000 4
0100 -1
0010 0
0001 4
Aus diesem Ergebnis lassen sich die Werte der Variablen direkt ablesen:
2x1 = 4
o = —1
I3 = 0
re = 4

Das gegebene LGS ist also eindeutig l6sbar und hat die Losungsmenge

L = {(2;-10;4)}.

des LGS (1.1

Einfache und erweiterte Koeffizientenmatrix

Allgemein ldsst sich ein beliebiges lineares Gleichungssystem mit n Varia-
blen und m Gleichungen in der Form

oder durch die Matrix

ai1r1 + ai2xr2 + ... + ainxTn = b1
a21T1 + ax22x2 + ... + apnxn = b2
. . . . (1.15)
Am1 1 + Gm2T2 + ... + Amn Tn = bm
a1l a2 ain | b1
a1 a22 azn | b2
. . . . (1.16)
am1 am?2 Amn bm

darstellen. Die Matrix (1.16) nennt man erweiterte Koeffizientenmatriz

5). Derjenige Teil dieser Matrix, der nur die Koeffizienten

ai1 - .. amn enthilt, heilt einfache Koeffizientenmatriz:
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aill a2 Ce QAln
a1 a2 e a2n

A= ) : . . (1.17)
Am1 am2 ce Amn

In Kurzschreibweise lidsst sich die erweiterte Koeffizientenmatrix durch
die einfache Koeffizientenmatrix A und den Spaltenvektor der absoluten

b1
- b2
Glieder b = . angeben:

bm (A | 5) . (1.18)

Einige Merkmale der einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix erlau-
ben wesentliche Aussagen iiber die Losbarkeit und die Struktur der Lésungsmen-
ge eines linearen Gleichungssystems. Diese Merkmale offenbaren sich jedoch erst
nach der Uberfithrung dieser Matrizen in die Zeilenstufenform.

Beispiel 1.25
Auf das durch die folgende Matrix gegebene LGS wird der GauB-Algorithmus

angewendet.

1 3 5 2 7\ |1 |-(4) 1 3 5 2| 7

0 2 3 1 4 0 2 3 1 4 [-31]-3
1-3—-4-1|-5 |- 1 0—-6 -9 -3 | —-12 |- 1

4 611 5| 16 -1 0—6 -9 —3|—12 |1
13527 1 +3x2+5x3 +2x4 = 7
02314 bzw. in Gleichungs- 222 + 33+ w4 = 4
00001 O schreibweise 0= 0
000010 0=20

Es sind zwei Zeilen der erweiterten Koeffizientenmatrix ,,verschwunden* (wur-
den in Nullzeilen umgeformt). Um die Lésungsmenge anzugeben, werden zwei
der Variablen als Parameter gesetzt (s = x3, t = x4). Damit ist

T = — % s — %t + 1
_ _3 1
r3 = S
rg = t
und die Losungsmenge ldsst sich folgendermaflen angeben:
1 1

1 x1 —g —? 1
T2 T2 —3 —= 2

L = =s| 2|+t 2|+ i s,teER
T3 T3 1 0 0
T4 T4 0 1 0 n

Beispiel 1.26

Das folgende Beispiel unterscheidet sich von dem Beispiel 1.25 auf den ersten
Blick kaum, der Gauf-Algorithmus férdert jedoch erhebliche Unterschiede zu
Tage.
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1 3 5 2 7\ |-1) |-(-4) 1 3 5 2| 71

0 2 3 1 4 0o 2 3 1 4 [-31]-3
1-3—-4-1|-6 |- 1 0 -6 -9 -3 | —-13 |- 1

4 611 5|16 -1 0 -6 —9 —3 | —12 B
1352 7 1 +3x2+5x3+2x4 = 7
0231] 4 bzw. in Gleichungs- 222 +3w3 4+ x4 = 4
0000|-1 schreibweise 1=0
0000 0 0=20

Das lineare Gleichungssystem ist nicht l6sbar. In der Matrixschreibweise driickt
sich dies dadurch aus, dass die einfache Koeffizientenmatrix eine ,,echte Zeile“
(damit ist eine Zeile gemeint, die nicht nur Nullen enthélt) weniger behalten hat
als die erweiterte Koeffizientenmatrix. [

1.3.2 Rénge der einfachen und erweiterten Koeffizientenmatrix

Die Beispiele des vorangegangenen Abschnitts legen die Vermutung nahe, dass
die Anzahl der nach Durchfithrung des Gauf3-Algorithmus verbleibenden ,ech-
ten“ Zeilen (Zeilen, die keine Nullzeilen sind) der einfachen und der erweiter-
ten Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems Aufschluss iiber die
Losbarkeit und die Qualitét seiner Losungsmenge geben. Um hierzu klare Aus-
sagen zu machen, wird der Begriff des Ranges eingefithrt. Wir betrachten die

erweiterte Koeffizientenmatrix:

ail ai2 ... Qin b1

- a21 a22 ... Qa2n bg

(A | b) = B
Aml Am2 ... Gmn | bm

Nach der Durchfiihrung des Gauf-Algorithmus nimmt diese Matrix allgemein

folgende Gestalt an (Zeilenstufenform):

1. Zeile agzl) cee e agj) agzr)ﬂ . aﬁ) bgz)
2. Zeile 0 ag;) e aéj) ang)H e aéfl) bgz)
r. Zeile 0 0 a'? o, ... a2 | 8 (1.19)
(r+1). Zeile 0 ... 0.0 0 .. 0 |b7
0 ... 00 0 ... 010
m. Zeile 0O ... 0 0 0 .. 0/ 0

Bemerkungen zu (1.19):

m Die Koeffizienten haben sich gegeniiber der Ausgangsmatrix i. Allg. verandert
und werden in (1.19) deshalb mit a(lzl), ... bezeichnet.

m Nicht in jedem Falle treten in der Zeilenstufenform der einfachen Koeffizien-
tenmatrix Nullzeilen auf. Im Falle r = m entspricht die r-te Zeile der m-ten

Zeile der Ausgangsmatrix, Nullzeilen existieren dann nicht.
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m Die Koeffizienten a{?,al?), ... al? miissen alle von Null verschieden sein,
da (1.19) durch Anwendung des Gauf-Algorithmus entstanden ist. Hinge-
(2) pl=)

gen konnen die weiteren Koeffizienten a;;’ (mit j # i) sowie bgz), c b

beliebige Werte haben, einschlieBlich Null.

m Bei der Durchfithrung des Gauf3-Algorithmus ist die genaue Reihenfolge der
Umformungsschritte nicht zwingend vorgegeben. So lassen sich z. B. Zeilen
vertauschen, um Rechenerleichterungen zu erreichen, auch wenn dies im Sin-
ne der korrekten Durchfithrung des Algorithmus nicht notwendig ist. Somit
konnen aus demselben Gleichungssystem bzw. aus derselben erweiterten Ko-
effizientenmatrix nach Durchfiihrung des Gauf3-Algorithmus unterschiedliche
Koeffizienten in der Zeilenstufenform (1.19) auftreten.

m Da alle Umformungsschritte des GauB-Algorithmus Aquivalenzumformungen
sind, miissen alle moglichen Matrizen in Zeilenstufenform, die aus demselben
Gleichungssystem entstehen kénnen, dieselbe Losungsmenge besitzen. Insbe-
sondere folgt daraus dass die Anzahl r der Zeilen der einfachen Koeffizien-
tenmatriz, in denen nmicht nur Nullen stehen, nur von der Ausgangsmatriz
(A | 5) abhdngt. Aulerdem héngt es nur von der Ausgangsmatrix ab, ob in

der erweiterten Koeffizientenmatrix b£21 = 0 oder bﬁfﬁl # 0 ist. Diese bei-
den Eigenschaften sind somit unabhingig von den konkret vorgenommenen
Umformungen bei der Durchfithrung des Gauf-Algorithmus.

Die letzte Bemerkung rechtfertigt die folgenden Definitionen.

Rang der einfachen und Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix

Es sei ein lineares Gleichungssystem der Form (1.15) mit einer erweiterten
Koeffizientenmatrix (A b ) der Form (1.16) gegeben.

m Die Anzahl r der nach Uberfithrung in die Zeilenstufenform (1.19) ver-
bliebenen Zeilen der einfachen Koeffizientenmatrix A, die von Null ver-
schiedene Glieder enthalten, heifit Rang der einfachen Koeffizientenma-
triz: rgA.

m Die Anzahl der in der Zeilenstufenform (1.19) verbliebenen Zeilen der
erweiterten Koeffizientenmatrix, die von Null verschiedene Glieder ent-
halten, heiit Rang der erweiterten Koeffizientenmatriz: rg (A | I;)

Bemerkungen:

B Der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist stets gleich dem Rang r
der einfachen Koeffizientenmatrix oder r+1 — in Abhéngigkeit davon, ob
b7(~2+)1 = 0 oder bfji)l # 0 ist.

m In den Beispielen 1.22 und 1.23 auf S. 26f. wurde bereits von dem Rang eines
linearen Gleichungssystems gesprochen. In beiden Fillen waren — wie eine
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Ubertragung der dort betrachteten LGS in die Matrizenschreibweise zeigt
— die Rénge der einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich.
Falls dies der Fall ist, so stimmen der Rang der einfachen und der Rang der
erweiterten Koeffizientenmatrix mit der Anzahl der nach der Durchfithrung
des Gaufl-Algorithmus verbleibenden Gleichungen eines LGS {iiberein. Man
kann in diesem Falle auch einfach vom Rang eines LGS sprechen.

Der Begriff ,Rang einer Matrix“ wird nach der Behandlung grundlegender
Elemente der Vektorrechnung (in den Kapiteln 3 und 5) dann in dem Ka-
pitel 6 noch allgemeiner und eleganter definiert werden; die hier betrachtete
Bedeutung des Begriffes bleibt dabei aber erhalten.

Als Beispiele fiir die allgemeine Darstellung (1.19) betrachten wir nochmals die

in den Beispielen 1.24, 1.25 und 1.26 auftgetretenen erweiterten Koeflizienten-

matrizen nach Uberfithrung in die Zeilenstufenform und lesen die Riinge ab.

Beispiel 1.24 Beispiel 1.25 Beispiel 1.26
2 7 9 1 1 13527 1352 7
(A|l;) 0-30—-46 —-9| -6 02314 0231 4
0 0 76-201|-804 000010 0000 |—-1
0O 0 O 1 4 000010 0000] O
rg A 4 2 2
g (A | l_;) 4 2 3

1.3.3 Ein Losbarkeitskriterium fiir lineare Gleichungssysteme

Anhand der Rénge der einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix lésst

sich eine Aussage iiber die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme formulieren:

matrix {ibereinstimmt.

Losbarkeitskriterium fiir lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann losbar, falls der Rang seiner
einfachen Koeffizientenmatrix mit dem Rang der erweiterten Koeffizienten-

Das obige Losbarkeitskriterium heiffit auch Satz von Kronecker-Capelli. Es

beinhaltet als ,,genau-dann-wenn-Aussage* zwei Teilaussagen:
”

(i) Wenn fiir ein lineares Gleichungssystem der Rang der einfachen mit dem der

erweiterten Koeffizientenmatrix iibereinstimmt, dann ist das LGS loésbar.

(ii) Wenn ein LGS 16sbar ist, dann muss der Rang seiner einfachen mit dem der

erweiterten Koeffizientenmatrix iibereinstimmen. Mit anderen Worten: Wenn
der Rang der einfachen nicht mit dem der erweiterten Koeffizientenmatrix

iibereinstimmt, so ist das LGS nicht losbar.
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Die zweite Teilaussage ldsst sich leicht begriinden. Stimmen nadmlich die Rénge
der erweiterten und der einfachen Koeffizientenmatrix nicht iiberein, so ist der
Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix groler als 7. Dann muss die erweiterte
Koeffizientenmatrix in der Zeilenstufenform (1.19) r+1 Zeilen haben, die keine
Nullzeilen sind, somit ist bf;i)l = 0. Dies bedeutet jedoch, dass das Gleichungs-
system in der Zeilenstufenform eine Gleichung der Form 0 = biz_gl mit bii)l #0
enthéalt — dies ist ein Widerspruch, ein solches LGS ist also nicht lésbar.

Zur Begriindung der Teilaussage (i) iiberlegt man sich, dass die Matrix (1.19)
durch Weiterfithrung des Gauf3-Jordan-Algorithmus in die folgende Form iiber-
fithrt werden kann:

a0 0 al?, ... d? | p®
0 a$P . S SR ol A
- - : (1.20)
: 0o : :
0 oo oo 0 a® ol D] Bl

(Die r+1-te bis m-te Zeile in 1.19 wurden weggelassen, da wegen der Voraus-

setzung bgjzl = 0 ist, es sich also um Nullzeilen handelt.)

Das durch (1.20) gegebene lineare Gleichungssystem ist losbar. Um seine

Losungsmenge anzugeben, miissen die Variablen x,41,...,x, als Parameter ge-
setzt werden: t1: =41, t2:=Try2,..., tn—r:=2n. Die Losungsmenge des LGS
ldsst sich dann angeben durch:
(d) (d) d d
v = -t a’l'r+1_t2a1'r+2_ _ aiﬁ i bﬁ)
- d d s Tt g d
a(u) agl) a§1) agl)
d) (d d d
2 = —l agrﬂ*h%l&* —in rL;Tg + Lg)
d d e T d
aéQ) a‘gQ) aé2) aéz)
1.21
(d) (d) (d) (d) ( )
T :41&7‘%1*@@, —¢ a”in+bri
RORRRC) MO
Tr41 = t1
Tn = tn—r
mit t1,...,tn_r» € R. Diese Uberlegungen fiihren zu einer weiteren fundamen-

talen Aussage iiber die Losungsmengen linearer Gleichungssysteme.

Rang eines LGS und Anzahl der Parameter der Losungsmenge

Ein l6sbares lineares Gleichungssystem in n Variablen mit dem Rang r der
einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix besitzt eine n—r-para-
metrige Losungsmenge.
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Als Spezialfall dieser Aussage ergibt sich, dass ein lineares Gleichungssystem in
n Variablen mit dem Rang n der einfachen und der erweiterten Koeffizientenma-
trix eine Ldsungsmenge ohne Parameter besitzt. In diesem Falle hat die erwei-
terte Koeffizientenmatrix nach der Durchfiithrung des Gauf3-Jordan-Algorithmus
(1.20) die Gestalt

Y 0 0 | b®

dy -. : d

0 ald . Co el

: 0 :
0 ... ... 0 a@|b®
und die Losung des LGS ist

(d) (d) (d)
ar 5P ann

Das Gleichungssystem ist fiir n = rg (A | l_;) =rgA also eindeutig losbar.

Es empfiehlt sich, das in diesem Abschnitt formulierte Losbarkeitskriterium
und die Strukturaussage iiber die Anzahl der Parameter der Losungsmenge eines
LGS anhand der zuvor behandelten Beispiele zu iiberpriifen. Der Leserin bzw.
dem Leser sei es iiberlassen, fiir die Beispiele in den Abschnitten 1.1, 1.2 und
1.3.1 Koeffizientenmatrizen aufzustellen, deren Rénge zu bestimmen und mit
der Anzahl der Parameter in den ermittelten Lésungsmengen zu vergleichen.
Aus allen in diesem Kapitel behandelten Beispielen losbarer Gleichungssysteme
(bei denen rg (A | 5) = rgA ist und deshalb einfach von den Réngen der ent-

sprechenden LGS gesprochen wird) ergibt sich die folgende Zusammenstellung.

Anzahl der Variablen | Rang des LGS Dimension der Losungsmenge
(Anzahl der Parameter)
1 1 0
2 2 0
2 1 1
3 3 0
3 2 1
3 1 2
4 4 0
4 2 2

Diese Ergebnisse scheinen den herausgearbeiteten Zusammenhang zwischen
dem Rang eines linearen Gleichungssystems und der Anzahl der Parameter sei-
ner Losungsmenge zu bestitigen. Jedoch ist damit kein allgemein giiltiger Be-
weis erbracht, und auch die zuvor gefithrten Plausibilitdtsbetrachtungen stellen
keinen exakten und vollstdndigen Beweis dar. Der auf S. 35 formulierte Zusam-
menhang wird deshalb in den Kapiteln 5 und 6 zu einer der zentralen Struk-
turaussagen der linearen Algebra ,ausgebaut*.
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1.3.4 Homogene und inhomogene lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt werden spezielle LGS untersucht, fiir die sich besondere
Aussagen iiber Losungsmengen treffen und recht leicht beweisen lassen. Die-
se Aussagen fithren dann auch zu weiteren strukturellen Erkenntnissen iiber
Losungsmengen beliebiger linearer Gleichungssysteme.

Definition 1.1
Ein lineares Gleichungssystem heifit homogen, falls seine sédmtlichen absoluten
Glieder Null sind, das LGS also die Gestalt

ai1r1 + ai2T2 + ... + AinTn
a21.x1 + azz.xg + ...+ G/Zn-xn = 0 (1.22)
am1T1 + Gm2T2 + ... + GmnTn = 0

besitzt. Anderenfalls nennt man das LGS inhomogen. ¢

Die erweiterte Koeffizientenmatrix eines homogenen LGS wird in der Form

geschrieben. (A]9)

Es ergibt sich aus der Definition sofort die folgende Folgerung:
Jedes homogene lineare Gleichungssystem ist ldsbar.

Diese Folgerung lisst sich sehr leicht beweisen: (0;0;...;0) ist eine Losung des
LGS (1.22), denn setzt man in (1.22) £1 =0, 22=0, ..., ©, =0 ein, so sind die
linken ebenso wie die rechten Seiten aller Gleichungen Null.

Der folgende Satz enthélt eine Aussage iiber die Struktur der Losungsmenge
eines beliebigen homogenen LGS, die in den folgenden Kapiteln noch von hoher
Bedeutung sein wird.

Satz 1.1
Sind xM) = (xgl); xgl); e xS)) und x? = (zf’; a:éQ); el xﬁ?) Lésungen ei-

nes homogenen LGS und c eine beliebige reelle Zahl, so sind auch

n xWpx® = (xgl)—i— x?) ; mgl)—i— x(22) S x%l)—i— xs«?)> sowte
moc-xV= (c-x(ll); c-x(zl); ce c-:v%l))

Lésungen dieses LGS.

Der Satz sagt also aus, dass die Summe zweier Losungen eines homogenen
LGS wiederum eine Losung dieses LGS ist, und dass auch ein beliebiges reelles
Vielfaches einer Losung eines homogenen LGS eine Losung ist.

Beweis: Sind x(!) = (xgl); x(Ql); e mg)) und x = (m?); mgQ); ... ;mg)) Lo-
sungen eines homogenen LGS (1.22) so gilt fiir jede Gleichung dieses LGS:
a;1 xgl) + a2 xgl) + ... + ain xg) =0 und

ai1x§2) + aigxg) + ...+ ainxg) =0 firalleie Nmitl1<i<n.
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Addition dieser beiden Gleichungen ergibt:
ail ccgl)—k ;2 mgl) + ...+ ain x%l) + a1 x§2)+ a;2 acf) + ...+ ain a?gf) = 0.
Durch Umstellen dieser Gleichung erhilt man
a1 (:c§1>+x§2>) + a2 (xgl)—i—xéz)) + ...+ Gin (wSM ;z:S?)) = 0.
Damit ist fiir jede beliebige (i-te) Gleichung des gegebenen LGS auch x4 x@
eine Losung, die damit eine Losung des gesamten LGS ist.

Analog dazu folgt aus der Voraussetzung

c- (ail :cgl)—i—aig xél)—i- et ain xﬁf)) = 0 und somit

ail (cmgl)) + a2 (c-xél)) + ...+ ain (cw%l)) = 0.
Damit ist auch ¢ - x(*) eine Losung des gegebenen LGS. O

Der folgende Satz stellt eine Verbindung zwischen zwei Losungen eines beliebi-
gen (inhomogenen) linearen Gleichungssystems und einer Losung des zugehori-
gen homogenen LGS her.

Satz 1.2
Sind xM) = wgl); ajgl); - xﬁf) und x?) = (:1:§2); xf); .. ;acg)) zwei Losun-
gen eines beliebigen inhomogenen LGS
a11x1 + ai2z2 + ... + anTn = b1
a21r1 + a2r2 + ... + aanxTn = b2
amim + améxz + oo+ am’r;.xn = é)m7
so ist die Differenz xM—x2) = (wgl) —x&Q) ; :cél) —x(22) I z$H —xﬁ”) dieser

beiden Lisungen eine Lisung des zugehdorigen homogenen LGS (1.22).

Der Beweis dieses Satzes sei der Leserin bzw. dem Leser iiberlassen (siehe die
Aufgabe 5 auf S. 39).

Satz 1.3

Ist (9 eine (bekannte) feste Losung eines inhomogenen LGS, so lisst sich jede
Léosung x dieses LGS als Summe der Lisung x(© und einer Lésung xM) des
zugehorigen homogenen LGS darstellen. Umgekehrt ist fiir jede Losung x" des
homogenen LGS die Summe x4+ xM eine Lésung des inhomogenen LGS.

Beweis: Die Giiltigkeit des ersten Teils des Satzes 1.3 folgt direkt aus dem Satz
1.2. Die Differenz x — x(?) zweier Losungen des gegebenen inhomogenen LGS ist
stets eine Losung des zugehorigen homogenen LGS. Es ldsst sich somit zu jeder
beliebigen Lésung x eine Losung x) des homogenen LGS mit x = x(©) + x(®)
finden. Auf den Beweis der Umkehrung wird hier verzichtet. O

Der Satz 1.3 gibt eine Moglichkeit, Losungen eines beliebigen linearen Glei-
chungssystems aus einer einzigen bekannten Losung dieses LGS zu ermitteln,
falls die allgemeine Losung (also die gesamte Losungsmenge) des zugehorigen
homogenen LGS bekannt ist.
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1.3.5 Aufgaben zu Abschnitt 1.3

1.

Bestimmen Sie fiir die folgenden linearen Gleichungssysteme die Rénge der
einfachen und der erweiterten Koeffizientenmatrix und geben Sie die Lo-
sungsmengen an.
3x1+6x2+2x3 + x4=9
221+ xo+4x3 + 34 =9

1 + 2x2 + 224=9
4x1 +3x3 + 224 =9
Geben Sie auflerdem jeweils die Losungsmenge des zugehdrigen homogenen
LGS an.

221+ 2 — x3 + Sx4 =
b) —21‘2 + 3.T4
221 +3x2 — 23 + 34 =1

|
SN

a)

. Folgt aus rg A = rg(A|b), dass das lineare Gleichungssystem (A |b) ein-

deutig losbar ist?
Hinweis: Suchen Sie ein Gegenbeispiel.

. Uberpriifen Sie die Richtigkeit der folgenden Aussage:

Ist ein lineares Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatrix
(A 5) mit n Variablen und n Gleichungen fiir ein b eindeutig 1dsbar, so ist
es dies auch fiir jedes b.

Hinweis: Was lésst sich iiber die Zeilenstufenform der erweiterten Koeflizi-

entenmatrix aussagen?

. a) Es seien reelle Zahlen a, b, ¢, d, r, s vorgegeben. Begriinden Sie, dass das

lineare Gleichungssystem
ax1 + bxy = r

cr1 + dxe = s
im Falle ad—bc # 0 eindeutig 16sbar ist und geben Sie die Lésung an.
b) Bestimmen Sie fiir m € R die Losungsmenge des folgenden LGS:

—2x1 + 322 = 2m

r1 — dxg = —11
Hinweis: ! 2

Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix in die Zeilenstufenform.

. Beweisen Sie den Satz 1.2 auf S. 38.

. a) Bestimmen Sie eine (feste) Losung des linearen Gleichungssystems

221 + 322+ x3 = 1
41 — x220+ 23 = 2
8x1 +dx20 +32x3 = 4
b) Ermitteln Sie die Losungsmenge des zugehoérigen homogenen LGS.
c) Geben Sie nun mithilfe ihrer Ergebnisse aus den Teilen a) und b) die

Losungsmenge des gegebenen inhomogenen Systems an.

. Ein inhomogenes LGS mit zwei Variablen besitzt die Lésungen (1;2) und

(3;4). Zeigen Sie, dass dann auch alle Paare der Form (14 2t; 2+2¢) mit
t € R Losungen sind.
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1.4 Anwendungen linearer Gleichungssysteme

Bereits in Abschnitt 1.1.4 wurde auf Mischungsaufgaben als Anwendungen linea-
rer Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei Variablen eingegangen.
Komplexere Aufgaben dieser Art konnen auch auf kompliziertere Gleichungs-
systeme fiithren, die zudem nicht immer eindeutig l6sbar sein miissen.

Beispiel 1.27

Ein metallurgischer Betrieb beabsichtigt, eine neue harte und dabei relativ leich-
te Metalllegierung auf den Markt zu bringen. Es wird gefordert, dass diese Legie-
rung genau 4 % Titan und 2 % Chrom enthilt, wihrend der Rest aus Aluminium
bestehen soll. Reines Titan und Chrom sind auf dem Markt nur zu recht ho-
hen Preisen erhaltlich; jedoch stehen titan- und chromhaltige Legierungen zur
Verfiigung, die entsprechend gemischt werden miissen.

m Legierung 1: 6% Titan, 1% Chrom

m Legierung 2: 1% Titan, 3% Chrom

m Legierung 3: 4% Titan, 0% Chrom

m Legierung 4: 3% Titan, 4% Chrom

Es soll eine Tonne der neuen Metalllegierung hergestellt werden. Gibt es Kom-
binationen der angebotenen Legierungen, mit denen die gewiinschte Zusammen-
setzung erreicht werden kann?

Um diese Aufgabe zu l6sen, stellen wir zunéchst die Mischungsverhiltnisse
der vier Legierungen in einer Tabelle dar:

Legierung 1 | Legierung 2 | Legierung 3 | Legierung 4 | Ziel-Legierung
Titan 6 % 1% 4% 3% 4%
Chrom 1% 3% 0% 4% 2%
Masse x1 T2 x3 T4 1t

Die Berticksichtigung der gestellten Bedingungen fiihrt zu einem LGS, in dem
die zu verwendenden Massen der Legierungen als Variablen auftreten:
0,06 x1 + 0,01 z2 + 0,04 z3 + 0,03 x4 = 0,04
0,01 z1 + 0,03 z2 + 0,04 z4 = 0,02
z1 + x2 + x3 + z4 =1
Dieses Gleichungssystem kann nun mithilfe des Gauf3-Algorithmus gelost wer-
den. Dabei tritt ein Parameter auf. Setzt man x4 = t, so ergibt sich:

mz%—t, m‘QZ%—t, :cgz—%—i—t, T4 =1.
Nicht fiir alle ¢ € R entstehen fiir das Ausgangsproblem sinnvolle Losungen. Es
kommen dafiir nur Lésungen in Frage, fiir die alle Massen x1, ..., x4 grofler oder
gleich Null sind. Uberpriift man diese Bedingung, so ergeben sich fiir
s<i<t

sinnvolle Losungen. Fine mogliche Losung (mit ¢t = %) wére die Verwendung

von %t ~ 333 kg der Legierung A, ca. 111kg der Legierung B, ca. 222kg von
Legierung C sowie ca. 333 kg von Legierung D. [ |
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Eine weiteres Anwendungsfeld linearer Gleichungssysteme sind Aufgaben, die
sich mit Wasser-, Menschen- oder Verkehrsstromen bzw. -kreisldufen befassen.

Beispiel 1.28

An einer weitrdumigen Strafilenkreuzung (siehe Abb. 1.14) wurde durch Ver-
kehrszdhlungen festgestellt, wie viele Fahrzeuge je Zeiteinheit in der Hauptver-
kehrszeit ein- und ausfahren. Damit im Kreuzungsbereich kein Stau entsteht,
miissen Zu- und Abfluss in den Knoten A, B, C und D jeweils iibereinstimmen.

m Wie viele Fahrzeuge miissen die Abschnitte AB, BC, CD und DA in jeder
Zeiteinheit passieren, damit diese Bedingung erfiillt ist?

Fiir die Beantwortung dieser Frage kann ein LGS aufgestellt werden:

Knoten A: x4 + 140 = x1 + 120 - + x4 = -20
Knoten B: 1 + 90 = z2 + 100 baw. 1 — T2 = 10
Knoten C: a2 + 70 = x3 + 50 T2 — I3 =-20
Knoten D: 23 + 80 = x4 + 110 xr3 — x4 = 30

Es ergibt sich eine einparametrige Losungsmenge; mit ¢t = x4 ist:
r1=t+20, x2=t+10, z3=t+30, x4 =t.

Diese Losung bedarf einer Interpretation, da nicht alle rechnerisch richtigen
Losungen des LGS sinnvolle Losungen der urspriinglichen Sachaufgabe sind.

Natiirlich kann keine der Variablen negativ werden. Fiir ¢ = 0 ergibt sich der
geringste Verkehrsdurchsatz innerhalb der Kreuzung; dies bedeutet jedoch, dass
der grofite Teil der Verkehrsteilnehmer an den Knoten nach rechts abbiegt und
somit die Kreuzung nicht befdhrt — dieses Szenario erscheint wenig realistisch.

Andererseits sind auch Losungen fiir grofle ¢t wenig realistisch, so waren z. B.
fiir ¢ = 1000 die Streckenabschnitte AB, BC, CD und DA in jeder Zeiteinheit
jeweils von 1000 bis 1030 Fahrzeugen befahren. Vergleicht man diese Zahl mit
der Zahl der Fahrzeuge, welche die Kreuzung je Zeiteinheit befahren oder ver-
lassen, so wird deutlich, dass jedes dieser Fahrzeuge durchschnittlich fast drei
»,Ehrenrunden drehen®“ miisste. Um zu entscheiden, ob dies {iberhaupt méoglich
wére, miissten zusétzliche Informationen {iber den maximalen Durchsatz, den
die Fahrbahnen bewéltigen koénnen, vorliegen. [

o o
o] wn
110 =% D —— X,—— C —=—70
X, X,
140 A X,=—= B -p= 100
! 4 Abb. 1.14: Verkehrsstrome an einer weitrdumigen
o
S =) StraBenkreuzung
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Eine gewisse Analogie zu Verkehrsstromen weisen Stromstdirken in elektrischen
Schaltkreisen auf. In einem Gleichstromkreis mit Verzweigungen (Knoten) las-
sen sich die Stromstérken durch die Bauteile (Widerstinde) mithilfe der KIRCH-
HOFFschen Regeln berechnen:

m  Knotenregel: In jedem Knotenpunkt eines Netzes ist die Summe der ankom-
menden Stromstérken gleich der Summe der abflieBenden Stromstéarken.

m  Maschenregel: In jeder Masche eines Netzes ist die Summe der Spannungen
gleich der Summe der Produkte aus den gerichteten Stromstirken und den
Widerstdnden.

Beispiel 1.29
Wir betrachten den in Abb. 1.15 dargestellten Stromkreis. In beiden Knoten
folgt aus dem ersten KIRCHHOFFschen Gesetz (Knotenregel) jeweils
I = Ir + Is3.

In der Masche, die nur die Widerstdnde Rz und R3 enthilt, gilt nach der

Maschenregel:
Ro-Is — R3-1I3 = 0,

da sich innerhalb dieser Masche keine Spannungsquelle befindet. (Dieses Ergeb-
nis ldsst sich auch anhand der Tatsache iiberlegen, dass iiber den Widerstdnden
R2 und Rz dieselbe Spannung Uz anliegt und nach dem OHMschen Gesetz
Us = Ry 1> sowie gleichzeitig Uz = R3-I3 sein muss.)

Weiterhin lassen sich Maschen betrachten, die aus der Spannungsquelle Uy
und den Widerstdnden R;, Rz sowie aus Uy, R1 und R3 bestehen. Hier gilt

nach der Maschenregel )
Ri-Ih + Ra-1Ia = Up sowie

Ri-I1 + R3-I3 = Up.

Wir fassen alle diese Zusammenhénge nun zu einem LGS zusammen:

I — Is — Is = 0
Ro-Is — R3-Is = 0

Ri-Ih + Rz - I2 = Uo
Ri-1Ih + R3-Is = Uy

und losen dieses nach den Stromstirken. Dabei ldsst sich feststellen dass das

LGS eine eindeutige Losung besitzt:

Abb. 1.15: Stromstdrken in einem verzweigten
Stromkreis
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= U R> 4+ R3

! “RiRy + RiRs + RaRs’
R3

I = Up- ,

2 " RiRs + RiRs + RaRs

I3 = Uy e

"RiRs + RiRs + RoRs

Als konkretes Beispiel betrachten wir einen Stromkreis mit einer Spannungsquel-
le mit Up=12V und Widerstdnden R; =202, Ro =10 und R3=202. Durch
Einsetzen dieser Werte ergibt sich [1 =0,45A, [ =0,3A und I3 =0,15A.

|

1.4.1 Aufgaben zu Abschnitt 1.4

1. Edelstahl ist eine Legierung aus Eisen, Chrom und Nickel (und mitunter noch
weiteren Stoffen). Der hiufigste Legierungstyp eines nichtrostenden Stahls,
der uns im Alltag begegnet, ist die Legierung X5CrNil8-10, oft als 18/10-
Stahl bezeichnet. Die Bezeichnung 18/10 gibt den Anteil an Chrom/Nickel
an: 18/10-Stahl besteht aus 72 % Eisen, 18 % Chrom und 10 % Nickel.

Es stehen drei Legierungen A, B und C zur Verfiigung;:

— Legierung A: 70 % Eisen, 22% Chrom, 8% Nickel
— Legierung B: 74 % Eisen, 18 % Chrom, 8% Nickel
— Legierung C: 78 % Eisen, 15% Chrom, 7% Nickel

Um aus diesen Legierungen 18/10-Stahl herzustellen, muss zusétzlich Nickel
(N) zugesetzt werden, der recht teuer ist. Ermitteln Sie, welche Massen der
Legierungen A, B, C sowie N benétigt werden, um eine Tonne 18/10-Stahl
herzustellen, wobei moglichst wenig reiner Nickel zum Einsatz kommen soll.

2. In Abb. 1.16 sind die Zu- und Abfahrten in einem Kreisverkehr je Zeitein-
heit in der Hauptverkehrszeit dargestellt. Damit kein Stau entsteht, muss
in jedem der Knoten A, B, C, D, E und F die Anzahl der Zufahrten gleich
der Anzahl der Abfahrten sein. Wie viele Fahrzeuge miissen die Streckenab-
schnitte AB, BC, CD, DE, EF und FA in jeder Zeiteinheit passieren, damit
diese Bedingung erfiillt ist? Welcher Streckenabschnitt wird dabei am stérks-
ten belastet?

Abb. 1.16: Kreisverkehr (Aufgabe)
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3. Das Schaltbild in Abb. 1.17 zeigt einen Gleichstromkreis.

a) Gegeben sind die Spannung Up = 12V und die Widerstinde R; = 2042,
Ry =409, R3 = 10Q und R4 = 209. Stellen Sie ein geeignetes LGS
auf und berechnen Sie die Stromstérken Io, I1, I2, Is und I4.

b) Geben Sie nun die Stromstédrken Io, ..., I4 allgemein in Abhéngigkeit
von Up und Ry, ..., R4 an (siehe Beispiel 1.29).
— —
L, (YL vLo LY
Uy| -
_ R, R, R,
+
R,
- - Abb. 1.17: Verzweigung von
1, A Stromstirken (Aufgabe)

1.5 Losen linearer Gleichungssysteme mithilfe
des Computers

Wie bei der Losung der Ubungsaufgaben dieses Kapitels festzustellen war, ist das
,handische“ Losen linearer Gleichungssysteme oft miihsam und fehleranfillig.
Geeignete Computerprogramme (und mittlerweile auch Taschencomputer und
graphische Taschenrechner) benétigen selbst fiir das Losen ,,grofler LGS nur Se-
kundenbruchteile. Besonders gut eignen sich fiir das Losen linearer Gleichungs-
systeme und eine Vielzahl weiterer Berechnungen der Linearen Algebra sowie
fiir Visualisierungen Computeralgebrasysteme (CAS) wie Mathematica, Maple,
MuPAD und Derive. Inzwischen steht auch ein leistungsfahiges freies Compu-
teralgebrasystem zur Verfligung: Maxima. Da dieses kostenlose CAS auch im
Bereich der Linearen Algebra eine Vielzahl von Moglichkeiten bietet, wird es
an vielen Stellen innerhalb dieses Buches zum Einsatz kommen.® Laden Sie
Maxima zunéchst unter

http://maxima.sourceforge.net/

fiir Thr Betriebssystem (Windows, Linux oder MacOS) herunter und installieren
Sie die Software. Starten Sie dann die Benutzeroberfliche wxMaxima (Abb. 1.18),

6 Andere CAS wie Maple, Mathematica und MuPAD lassen sich sehr d&hnlich zu Maxima
nutzen und stellen die fiir dieses Buch benétigten Funktionen ebenfalls zur Verfiigung. Sollten
Sie mit einem dieser Systeme bereits vertraut sein, so werden Sie die hier fiir Maxima be-
schriebenen Befehle in ,,Threm“ CAS auch recht leicht finden, wenngleich diese zwischen den
verschiedenen CAS jeweils etwas voneinander abweichen.
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@ wxMaxima 0.8.4 [ 1-5_Maxima-Beispiele.wxm* ] =10 x|
Datei Bearbeiten Cell Maxima | Gleichungen Algebra Rechnen Vereinfachen Plotten Numerisch Hife
By Em— o
el S AL RAN A Gleichung lasen (to_poly)... C
Numerische Nullstele... ]

Nullstellen eines Polynoms

Nullstellen eines Polynoms (bfloat)

reelle Nullstellen eines Polynoms

Lése lineares System ... m x|

Lise algebraisches System... Gleichung(en): I_ (9/2) *y-272=-1/2, x+y-37z=2
Variable eliminieren. ..

Lése Diff ialgleichung. .. iable(n) Ix,y, z
Anfangswertproblem (1)... = =

Anfangswertproblem (2) ... OK I Abbruch

Randwertproblem...

GDG mit Laplacetransformation lasen...
Randbedingung setzen...

(%15) solve ([ (3/2)*xr-2*y+4*z=1,
2*x- (9/2) *y-2*z=-1/2,
x+y-3*z=2 ],

(® y,2)):

I (1 22 11 1
(%03) Xx=— =, 25—
T T LT
<« | L’J
"Geichung(en) lésen :Bereit fir Benutzereingabe 4

Abb. 1.18: Das Computeralgebrasystem Maxima mit der Benutzeroberfliche wxMaxima

mit der sich Maxima gut bedienen ldsst. Bei den folgenden Anleitungen und

Beispielen wird davon ausgegangen, dass Maxima mit wxMaxima genutzt wird.

Um das LGS aus dem Beispiel 1.17 (S. 20) zu l3sen, gibt man in Maxima ein:

solve( [(3/2)*x-2xy+4*z=1, 2*x-(9/2)*y-2*z=-1/2, x+y-3*z=2] ,
[x,y,z] );

und iibergibt diese Anweisung an Maxima zur Berechnung durch gleichzeitiges
Driicken der Shift- und Enter-Taste.Maxima gibt sofort die Losungsmenge in
folgender Form aus:

[z =3v=152= 1]

Alternativ zur Eingabe des Befehls kann auch das Dialogfenster ,,Gleichung 16-
sen“ im Menii ,,Gleichungen“ aufgerufen werden, wo dann die Gleichungen und
die Variablen, nach denen sie gelést werden sollen, eingegeben werden (siehe
Abb. 1.18).

Der solve-Befehl 16st einzelne (nicht nur lineare) Gleichungen und Glei-
chungssysteme. Man muss Maxima die Gleichungen mitteilen und auflerdem
eingeben, nach welchen Variablen die Gleichungen bzw. LGS gelost werden sol-
len (hier z, y, z). Die allgemeine Syntax des solve-Befehls ist:

solve( [ Gleichung 1,..., Gleichungn ] , [ Variable 1,..., Variablen] );

Zeilenumbriiche und Leerzeichen diirfen in Maxima beliebig (aber nicht inner-
halb von Namen wie solve) eingefiigt werden; hingegen ist unbedingt auf Grof-
und Kleinschreibung sowie die Verwendung der richtigen Klammern zu achten.
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Bei dem betrachteten Beispiel wurde vielleicht nicht verstdndlich, warum ein-
gegeben werden muss, nach welchen Variablen ein LGS gelost werden soll — es
traten hier nur drei Variablen auf, und nach diesen sollte das LGS auch geldst
werden. Jedoch kénnen in einem Gleichungssystem auch durch Buchstaben be-
zeichnete Konstanten auftreten, und Variablen kénnen beliebige Namen haben.
Ohne die Angabe, nach welchen Variablen ein LGS gelost werden soll, kann
Maxima dann natiirlich keine Losung angeben. Dies wird an dem LGS deutlich,
das in dem Beispiel 1.29 auf S. 42 gelést wurde. Die Spannung Up und die Wi-
derstéinde Ri, R2, R3 waren hier Konstanten und das Gleichungssystem sollte
nach Iy, I und I3 gelost werden. Dem entspricht in Maxima die Eingabe

solve([11-i2-i3=0, r2*i2-r3*i3=0, ri*il+r2*i2=u0, ri*il+r3*i3=ul],
[i1, i2, i3] );
Maxima ,antwortet* mit der Losung

i = T3 Ug+T2 U jo = T3 U jo = ——T2U%
(rodr1) rat+r; s "2 (retr)ratrire 3 (retri) rs+ri e

(Die Leserin oder der Leser kann nun versuchen, das LGS etwa nach Ri, Ro,
R3 zu 16sen.) Interessant ist folgende Zusatzinformation, die Maxima ausgibt:

solve: dependent equations eliminated (4)
Die Software hat also erkannt, dass eine Gleichung von den anderen abhéngt

und diese ,eliminiert*.

Wir untersuchen im Folgenden, wie sich Maxima bei LGS verhalt, die nicht
losbar sind oder unendlich viele Losungen besitzen und ziehen dazu die beiden
Gleichungssysteme aus dem Beispiel 1.18 auf S. 20 heran. Fiir das nicht 16sbare
LGS a erhalten wir nach der Eingabe

solve ([3*x—4xy+8*z=16, 6xx-y+5*z=-4, -3*x-3*y+3*z=-8], [x, y, z] );

[]

Fiir das LGS mit einparametriger Losungsmenge (Beispiel 1.18 b) fiihrt

die schlichte Ausgabe

solve ([3xx-4xy+8xz=2, 6*x-y+5*z=4, -3*x-3*y+3%z=-2], [x, y, z] );
zu der Ausgabe

Hx _ —12%2’"{_14,y _ 11?7‘5’2 _ %7"3H
Maxima hat also z als Parameter gewéhlt und ihm den Namen %rs gegeben.
Leicht ldsst sich auch die Wahl einer anderen Variablen als Parameter erreichen,

wenn bekannt ist, dass ein LGS unendlich viele Losungen besitzt. Gibt man
solve ([3*xx-4*y+8%z=2, 6*x-y+b*z=4, -3*x-3*y+3*xz=-2], [x, z] );

ein, so erhilt man

[[o=—242,2 = ]|

Maxima nimmt in diesem Falle y als konstant an. Die Ausgabe lisst sich aber
auch in dem Sinne interpretieren, dass y als Parameter gewahlt wird, denn y
kann beliebige Werte annehmen.
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Oft ist es sinnvoll, ein LGS mit Symbolen fiir die Koeffizienten in Maxima
einzugeben, diesen aber dann konkrete Werte zuzuweisen, wenn man Lésungen
fiir bestimmte Koeffizienten erhalten moéchte. Wir betrachten dazu erneut das
Beispiel 1.29; es sollen die Stromstérken fiir die festgelegten Werte Ug =12V,
R1=209Q, Ro=10Q und R3=202 berechnet werden. Dazu gibt man ein:

u0:12; r1:20; r2:10; r3:20;
solve([1i1-i2-i3=0, r2*i2-r3*i3=0, ri*il+r2*i2=u0, ri*il+r3*i3=ul],
[i1, i2, i3] );

Maxima gibt das bereits aus Beispiel 1.29 bekannte Ergebnis aus:

[[ir = 25,12 = 151 = 5]
Nun lassen sich bequem die Werte fiir die Spannung und die Widersténde vari-
ieren und die entsprechenden Stromstéirken berechnen.

Achtung: Loscht man die Eingaben fiir u0, r1, r2, r3 und 16st das LGS erneut,
so erhélt man nicht mehr die allgemeine Losung, sondern eine spezielle Losung,
die sich auf die zuletzt eingegebenen Werte bezieht. Wurden nédmlich Symbole
mit Werten belegt, so ,,merkt“ sich Maxima diese Werte und lésst z. B. u0, r1,
r2, und r3 nicht mehr als freie Variablen zu. Um alle Werte zu 16schen und
die entsprechenden Symbole zu ,,befreien®, gibt man kill(all) ; ein oder wahlt
den Meniibefehl ,Maxima — Speicher 16schen®.

Maxima kann nicht nur Berechnungen ausfiihren, sondern auch graphische
Darstellungen erstellen. Neben Funktionsgraphen lassen sich auch durch die
Eingabe von Gleichungen in zwei oder drei Variablen die entsprechenden Gera-
den oder Ebenen visualisieren. Dazu stehen Funktionen zur Darstellung ,,impli-
zit“ gegebener Objekte zur Verfiigung. Mit ,,implizit“ ist gemeint, dass Graphen
(Geraden oder Ebenen) nicht direkt (explizit) durch Funktionsgleichungen, son-
dern durch Gleichungen gegeben sind und Maxima selbst Losungen bestimmen
muss, um die betreffenden Geraden oder Ebenen darzustellen.

Um die Losungsmengen der Gleichungen des LGS aus dem Beispiel 1.3 auf
S. 5 darzustellen, kann in Maxima

Gl11l: 4%x - b*xy = 13;
Gl12: 3*x + 4x*xy = 3;
load("draw")$
draw2d( color = blue, implicit(Glil, x,-4,4, y,-4,4),

color = red , implicit(Gl12, x,-4,4, y,-4,4) );
eingegeben werden. Die Geraden werden dann innerhalb der fiir x und y ange-
gebenen Intervalle (jeweils [—4; 4]) dargestellt. Dazu 6ffnet Maxima ein eigenes
Fenster (siche Abb. 1.19 a). Innerhalb der draw2d-Anweisung kénnen zahlreiche
Optionen angegeben werden, die in der Maxima-Hilfe erklért sind. So bewirkt

user_preamble = ["set size ratio 1" , "set zeroaxis"]

dass z- und y-Achse gleich skaliert und die Achsen gezeichnet werden.
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Abb. 1.19: Darstellungen der Lésungsmengen von Gleichungen in Maxima

In dhnlicher Weise lassen sich Losungsmengen von Gleichungen mit drei Va-

riablen als Ebenen darstellen. Durch die folgende Eingabe werden die durch die

beiden Gleichungen aus Beispiel 1.16 auf S. 19 beschriebenen Ebenen dargestellt:

Gl1l : (3/2)*x - 2%y + 4xz = 1;

Gl2 : x +y - 3%z = 2;

load(draw)$

draw3d( user_preamble = ["set size ratio 1"], surface_hide = true,
color = blue, implicit(Gl1, x,-5,5, y,-5,5, z,-5,5),
color = red , implicit(Gl2, x,-5,5, y,-5,5, z,-5,5) );

Es 6ffnet sich wiederum ein separates Grafikfenster (siche Abb. 1.19 b), in wel-

chem sich die Darstellung mit der Maus interaktiv drehen und dadurch aus

verschiedenen Richtungen betrachten liasst. Die Darstellung erfolgt in dem Be-

reich, der durch die x-, y- und z-Werte -5 und 5 begrenzt wird. Der Darstel-

lungsbereich lédsst sich verdndern, indem die Werte in x,-5,5, y,-5,5, z,-5,5

(fur beide Gleichungen) angepasst werden. Die Option surface hide = true

bewirkt, dass verdeckte Bereiche von Ebenen nicht dargestellt werden. Die Ebe-

nen werden zunéchst recht grob aufgelost durch Dreiecke dargestellt. Fiir eine

feinere Auflésung kann vor der mit color = blue beginnenden Zeile eine Zeile

x_voxel = 20, y_voxel=20, z_voxel=20,

eingefiigt werden. Hohere Werte bewirken hierbei eine feiner aufgeloste Darstel-

lung, verldngern aber die fiir die Berechnung der Grafiken bendtigte Zeit.

Es sei hier zunéchst nur erwahnt, dass sich mit Maxima Gleichungssysteme

auch in der Matrixschreibweise eingeben und l6sen lassen. Zudem kénnen Rénge

von Matrizen bestimmt und vielfiltige weitere Operationen mit Matrizen aus-

gefiithrt werden. Darauf wird in dem Kapitel 6 noch nidher eingegangen.

Eine Maxima-Datei mit allen in diesem Abschnitt besprochenen Beispielen

steht auf der Internetseite www.afiller.de/linalg zur Verfiigung.



2 Koordinatengeometrie

Ubersicht

2.1  Geradeninder Ebene.......... ... .. i 50
2.2 Absténde von Punkten; Kreisgleichungen....................... 55
2.3 Kugelnund Kegel . ... ... 67
2.4 Kurven zweiter Ordnung: Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln ... ... 72

Im vorangegangenen Kapitel wurden bereits mehrfach geometrische Veranschau-
lichungen fiir Losungsmengen linearer Gleichungssysteme genutzt. Umgekehrt
sind Beschreibungen geometrischer Objekte durch Koordinaten und Gleichun-
gen von groflem Nutzen fiir die Geometrie, auf die dadurch rechnerische und

algebraische Methoden angewendet werden kénnen.

Als Begriinder der Koordinatenmethode und somit der analytischen Geome-
trie werden RENE DESCARTES (1596-1650) und PIERRE DE FERMAT (1607—
1665) angesehen, wenngleich Ansétze hierfiir bereits frither zu finden waren.
Besonderen Einfluss erlangte das Werk ,,La Géométrie“ (1637) von DESCARTES.
Sein Leitmotiv fiir die Verwendung von Koordinaten war die Beschreibung und
Klassifikation ebener Kurven durch Gleichungen. Im Mittelpunkt des Interesses
standen dabei zunédchst die Kegelschnitte als algebraische Kurven zweiter Ord-
nung. Diese werden in diesem Kapitel nach der Behandlung von Gleichungen
fir Geraden und Kreise thematisiert.

Es wird sich im Folgenden zeigen, dass mithilfe von Koordinatenbeschrei-
bungen viele Untersuchungen von Eigenschaften und Lagebeziehungen ebener
geometrischer Objekte moglich sind. Gleichzeitig zeigen sich aber vor allem bei
der Koordinatengeometrie des Raumes Schwierigkeiten und Grenzen, weshalb
Geraden im Raum, Ebenen sowie Kugeln und Kegel zunéchst nur ansatzweise
behandelt werden. Die Grenzen reiner Koordinatenbeschreibungen werden dann
in den folgenden Kapiteln — nach einem tieferen Eindringen in die Vektorrech-
nung — mithilfe vektorieller Vorgehensweisen iiberwunden.
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2.1 Geraden in der Ebene

2.1.1 Koordinatengleichungen von Geraden

In dem Abschnitt 1.1.1 zeigte sich, dass sich Geraden in der Ebene durch Glei-
chungen mit zwei Variablen beschreiben lassen:

g: ar + by = ¢ (a,b,c €R, a#0 oder b#0). (2.1)
Durch eine derartige Gleichung wird eindeutig eine Gerade beschrieben. Es las-
sen sich aber zu jeder Geraden mehrere Gleichungen angeben. Z. B. beschreiben

20 + 5y =12 und gtz + Sy =1

dieselbe Gerade, denn beide Gleichungen sind dquivalent und besitzen daher
dieselbe Losungsmenge.

Sind zwei Punkte Pj(x1;y1) und Pa(x2;y2) einer Geraden g gegeben, so lassen
sich deren Koordinaten in (2.1) einsetzen, um die Koeflizienten a, b und ¢ so zu
bestimmen, dass (2.1) die durch Pi(z1;y1) und P2(z2;y2) verlaufende Gerade
beschreibt. Dies geschieht durch Losen des linearen Gleichungssystems

z1ia +yib = ¢

T2a + y2b = c.
Dieses LGS mit den drei Unbekannten a, b und ¢ ist offensichtlich nicht ein-
deutig losbar, was auch daher plausibel ist, dass es zu jeder Geraden mehrere
Gleichungen der Form (2.1) gibt. Es ist daher ein Koeffizient festzulegen (z. B.
c¢=1) und dann das LGS zu lésen.

Beispiel 2.1
Gesucht sind Gleichungen der Geraden, die durch folgende Punkte verlaufen:

a) g durch Pi(3;5) und P2(6;7) b) h durch Q1(—4;3) und Q2(8; —6)
Wir setzen c=1 und l6sen das LGS Wir setzen wieder c=1. Das LGS
3a+5b=1 —4a+3b =1
6a +7b = 1. 8a —6b = 1.
Es ergibt sich b= % und a = ,%, ist jedoch nicht losbar, und es wére

Als Gleichung fiir die Gerade g er- auch fiir ein beliebiges anderes c

mit ¢7#0 unlésbar. Deshalb setzen

halten wir:
9 1 wir nun ¢=0 und lésen das LGS
24+ Lly=1.
priav =t ~da +3b =0
Durch Multiplikation mit 9 lasst 84— 6b = 0.

sich diese Gleichung auch in der Alle Paare (a;b) mit b = %a sind

Losungen dieses LGS, also z. B.
a=3,b=4. Somit ist 3z +4y =0
eine Gleichung der Geraden h.

Form —2x + 3y = 9 schreiben.

Die Gerade h verlduft durch den Koordinatenursprung, deshalb muss ¢ = 0 sein.
Fiir alle Geraden, die nicht durch den Ursprung verlaufen, gibt es hingegen eine
Geradengleichung der Form (2.1) mit ¢ = 1. ]
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Fiir b#£0 lisst sich die Geradengleichung (2.1) in die Normalform
y=mz+n (m,neR) (2.2)
bringen. Dabei ist m der Anstieg der beschriebenen Geraden. Mit den Koeffizi-

a

enten in der Gleichung (2.1) gilt m = —¢
Satz 2.1

Sind Py(xz1;y1) und Pa(x2;y2) zwet beliebige (voneinander verschiedene) Punkte
einer durch eine Gleichung der Form (2.1) gegebenen Geraden mit b0, so gilt

A TR R

T2 — X1 b

Der Beweis dieses Satzes erfolgt durch Einsetzen der Koordinaten beider Punkte
in (2.1) und Umstellen (sieche Aufgabe 2 auf S. 54).

Der Satz 2.1 fiihrt zu weiteren Moglichkeiten, Geraden durch Gleichungen zu
beschreiben. Da dieser Satz fiir jeweils zwei beliebige Punkte einer Geraden an-
wendbar ist, gilt fur drei paarweise verschiedene Punkte Pi(z1;y1), P2(z2;y2)

und P(z;y) sowohl i’j:gll = m als auch ;’:zi = m, siche Abb. 2.1. Zusammen-

gefasst ergibt sich daraus die Zweipunkteform der Geradengleichung:

Y= _ 270 g g = 2T ). (2.3)
Tr— I To — X1 T2 — X1

Hierbei kénnen Pi(z1;y1) und Pa(z2;y2) als feste (bekannte) Punkte und
P(z;y) als beliebiger (variabler) Punkt einer Geraden aufgefasst werden. Durch
FEinsetzen der bekannten Koordinaten ldsst sich also mithilfe der Zweipunkte-
form recht leicht eine Geradengleichung aufstellen, wenn zwei Punkte bekannt
sind (siehe dazu die Aufgabe 1 auf S. 54).

Eine besonders einfache Geradengleichung ldsst sich aufstellen, falls statt zwei-
er beliebiger Punkte einer Geraden deren Schnittpunktkoordinaten (0;n,) mit
der y-Achse und (nz;0) mit der z-Achse gegeben sind; n, und n, werden da-
bei als Achsenabschnitte bezeichnet, siche Abb. 2.2 (ny ist mit n in Gleichung
(2.2) identisch). In diesem Falle ldsst sich aus der Zweipunkteform die Achsen-
abschnittsform der Geradengleichung herleiten (siehe Aufgabe 4 auf S. 54):

i+i:1. (2.4)

YA YA

Abb. 2.1: Steigungsdreiecke Abb. 2.2: Achsenabschnitte

=
=

=

=Y
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Keine der hier aufgefiihrten Formen der Geradengleichung ist auf Geraden im
dreidimensionalen Raum tibertragbar da hierbei drei Variablen (die Koordina-
ten z, y und z) auftreten wiirden. Losungsmengen einzelner linearer Gleichungen
in drei Variablen kénnen jedoch niemals Geraden beschreiben, sieche Abschnitt
1.2. Dort wurde auch bereits herausgearbeitet, dass Losungsmengen linearer
Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei Gleichungen in den meisten
Féllen Geraden beschreiben (vgl. Beispiel 1.16 auf S. 19). Um eine durch zwei
Punkte des Raumes verlaufende Gerade durch ein LGS zu beschreiben, sind zwei
lineare Gleichungen aufzustellen, welche die Koordinaten der Punkte erfiillen,
wobei diese Gleichungen keine Vielfachen voneinander sein diirfen.

Beispiel 2.2
Bestimmung eines Gleichungssystems, das die Gerade durch die beiden Punkte
P(3;—4;7) und Q(8;5; —9) des Raumes beschreibt.
Gesucht ist ein lineares Gleichungssystem der Form
aiz + by +c1z d1
a2x + boy + c2z = do2,

welches die Losungstripel (3; —4;7) und (8;5; —9) besitzt. Um dafiir geeignete
Koeffizienten a1, b1, c1, d1 sowie a2, b2, c2 und d2 zu bestimmen, setzt man die
Koordinaten der gegebenen Punkte in beide Gleichungen ein und fithrt zunéchst
den ersten Schritt des Gauf3-Algorithmus durch.

3a1— 4b1+ 71 = dy |~(78) 3as— 4bs+ Tco = do |(78)
8a1+ 5b1— 9 = dq |-3 8as+ 5bo— 9c¢cy = do |-3
47b1 —83¢c1 = —5dy 47by —83¢co = —5Hds

Jeweils zwei von den Werten by /2, ¢1/2, di /2 konnen frei festgelegt werden, aller-
dings ist darauf zu achten, dass die linken Seiten des obigen Gleichungssystems
keine Vielfachen voneinander sind. Wihlt man zum Beispiel ¢; = 0, d; = 47 und
b2 = 0 und dz = 83, so ist diese Forderung erfiillt (d;,, wurden so ausgewihlt,
dass bei der folgenden Berechnung Briiche vermieden werden). Berechnet man
mit diesen Werten in den beiden LGS die fehlenden Koeffizienten, so ergibt sich

a1 =9, b =-5,¢1 =0, d =47, a2 =16, ba =0, ca = 5, d2 = 83.
Ein LGS, das die Gerade durch die beiden gegebenen Punkte beschreibt, ist also
9x — by = 47

16z + 5z = 83. -

Um Eigenschaften von Geraden im Raum zu untersuchen, ist die Beschrei-
bung durch lineare Gleichungssysteme recht ,unhandlich“. Besser gelingt dies
mithilfe von Parametergleichungen. Diese wurden bereits kurz in Abschnitt 1.1.1
fiir Geraden in der Ebene sowie in Abschnitt 1.2.1 fiir Ebenen und Geraden des
Raumes als Darstellungen von Losungsmengen linearer Gleichungssysteme be-
trachtet. Nach einer Vertiefung der Vektorrechnung werden Parameterdarstel-

lungen von Geraden und Ebenen in dem Kapitel 4 ausfiihrlicher behandelt.
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2.1.2 Winkel zwischen Geraden in der Ebene

Der Steigungswinkel einer Geraden in einem ebenen Koordinatensystem ldsst
sich anhand eines Steigungsdreiecks berechnen, das durch zwei beliebige Punkte
P1 und P> der Geraden festgelegt wird, sieche Abb. 2.3. Die Langen der Katheten
dieses rechtwinkligen Dreiecks entsprechen den Betriigen |x2 —xz1| und |y2 —y1|
der Koordinatendifferenzen der beiden Punkte. Fiir den Steigungswinkel « gilt:
tana = B m.
T2 — T1
Dabei ist m der Anstieg der Geraden. « ist ein orientiertes Winkelma$, d. h.
fiir % < 0ist @ < 0, wihrend positiven Anstiegen positive Mafle des Stei-

gungswinkels entsprechen.

y
P(x,)

Y=

| X Abb. 2.3: Steigungswinkel einer Geraden
Um den Schnittwinkel S zweier Geraden g und h zu bestimmen, sind ihre Stei-
gungswinkel gy und «y, zu subtrahieren. Falls der Betrag |ag — ap| der Differenz
kleiner als 90° bzw. % ist, so gilt fiir den Schnittwinkel der Geraden g und h:
8= ‘ag — anl,
und zwar unabhéngig davon, ob a4 und «y, gleiche oder unterschiedliche Vor-
zeichen haben, sieche Abb. 2.4 a), b). Da allerdings als Winkelmaf} zwischen zwei
Geraden g und h immer das Mafl des kleineren der beiden Winkel zwischen g
und h angegeben wird, setzt man fiir den Fall |ag — ap,| > 90° (vgl. Abb. 2.4 ¢):
B =180° — |ag — apl.

Mithilfe des Additionstheorems tan(ag —aq) = {R2R%2=tano1_ qer Tangens-

14+tan ap-tan as

funktion (fiir tan av; -tan e # —1) lisst sich der Schnittwinkel zweier Geraden

Vi

[y

Abb. 2.4: Schnittwinkel zweier Geraden
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g und h direkt aus den Anstiegen my = tanagy und my = tan o, der Geraden
berechnen:

Mg — Mp,
tanB = m falls Mg Mp # —1.
Fiir mg-myp, = —1 liegt ein besonderer Fall vor. Die obige Gleichung kann dann

nicht zur Berechnung des Schnittwinkels verwendet werden. Dies hiéngt damit
zusammen, dass der Tangens eines rechten Winkels nicht definiert ist (denn der
Kosinus ist in diesem Falle Null). In der Tat ldsst sich zeigen, dass zwei Geraden
senkrecht sind, wenn das Produkt ihrer Anstiege —1 ist (siche Aufgabe 10).

Satz 2.2

Zwei Geraden g und h sind genau dann orthogonal (senkrecht), wenn fir ihre

1
Anstiege mg und my, gilt: mp = ——.
mg

2.1.3 Aufgaben zu Abschnitt 2.1

1. Stellen Sie Gleichungen der Geraden durch die gegebenen Punkte auf:
a) Pi(3;—2) und Pp(11;—11) b) Q1(3;2) und Q2(8;9)

2. Beweisen Sie den Satz 2.1 (siehe Seite 51).

3. Stellen Sie fiir die in der Aufgabe 1 gegebenen Geraden Gleichungen in der
Zweipunkteform (2.3) auf und wandeln Sie diese in die allgemeine Form (2.1)
um. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit Thren Ergebnissen zu Aufgabe 1.

4. Leiten Sie aus der Zweipunkteform (2.3) die Achsenabschnittsform (2.4) her.
Setzen Sie dazu in (2.3) die Koordinaten der Schnittpunkte P1(0;n,) und
P»(ny;0) ein und formen Sie die entstehende Gleichung um.

5. Bestimmen Sie ein lineares Gleichungssystem (bestehend aus zwei Gleichun-
gen), das die Gerade durch die Punkte P(0;5; —2) und Q(14; 3;2) beschreibt.

6. Berechnen Sie die Steigungswinkel folgender Geraden:
a) g:3z—y=9 b) h:y+3=1=%(z—2) «¢) PQmit P(3;1),Q(—1;%

7. Berechnen Sie jeweils den Schnittpunkt und den Schnittwinkel der Geraden
g und h:
a) g: y—l:%(m—%), h:y=-2zx—1
b) g:y=4x -3, h:y=x+5

8. Skizzieren Sie das Dreieck AABC, dessen Seiten auf den Geraden

a:y=05z,b: y=3zund ¢c: z+y = 6x liegen. Berechnen Sie die
Koordinaten der Eckpunkte und die Mafle der Innenwinkel dieses Dreiecks.

9. Gegeben sei eine Gerade g mit einem Anstieg m durch einen Punkt
Po(zo;y0). Geben Sie eine Gleichung der Geraden g sowie eine Gleichung
der zu g senkrechten Geraden durch Py an.

10. Beweisen Sie den Satz 2.2.
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2.2 Abstande von Punkten; Kreisgleichungen

2.2.1 Abstande von Punkten in der Ebene und im Raum

Fiir den Abstand | Py P»| zweier Punkte Pi(x1;y1) und Pa(x2;y2) der Ebene gilt
nach dem Satz des Pythagoras |P1 P»|? = (z2—x1)* + (y2—y1)? (siehe Abb. 2.5).
Zwei Punkte Pi(z1;y1;21) und Pe(x2;y2;22) des Raumes bestimmen einen
Quader mit zu den Koordinatenachsen parallelen Kanten, in dem sie Endpunkte
einer Raumdiagonalen sind (siehe Abb. 2.6). Fiir die Lénge | P1 Q| der Diagonalen
der Grundfliache dieses Quaders gilt wiederum nach dem Satz des Pythagoras
|P1QJ* = (z2—x1)® + (y2—y1)?. Um |P1 P2| zu berechnen, wendet man in dem
bei @ rechtwinkligen Dreieck AP;QP» erneut den Satz des Pythagoras an und
erhalt |P1P2|2 = |P1Q|2 + (z2721)2 = (1,‘271‘1)2 + (y27y1)2 + (22721)2.

z) o Py(x);)52,)
Y }
! Pz(xz;yz) z, i|P|Pz Z,—Z,
1 A
|PIP2| Y=V Pl(xl;yl;zl) /// — V=N

P lp o) ¥ ap opE? BT

X 27 M

]( 1 yl) y1

X, X, } / : X, : : X, : x=
Abb. 2.5: Abstand zweier Abb. 2.6: Abstand zweier
Punkte in der Ebene Punkte des Raumes

Fiir den Abstand zweier Punkte Pi(x1;y1) und P2(x2;y2) der Ebene gilt:

|PLPy| = /(z2—21)% + (y2—91)2 . (2.5)
Der Abstand zweier Punkte P (z1;y1; 21), P2(22; y2; 22) des Raumes betrigt:

|PLPy| = /(m2—21)% + (y2—u1)? + (22— 21)2. (2.6)

Mithilfe der Abstandsformel (2.5) sowie den in dem vorangegangenen Ab-
schnitt behandelten Geradengleichungen und Schnittwinkeln lassen sich bereits
verschiedene Aufgaben der ebenen Geometrie 16sen und einige Sétze beweisen.

Satz 2.3
Der Mittelpunkt M einer Strecke AB mit A(xa;ya) und B(xp;yp) hat die
Koordinaten xp = %(xA—&—:rB) und ypr = %(yA—l—yB).

Beweis: Es muss gezeigt werden, dass M auf der Geraden AB liegt und
|AM| = |BM]| ist.

Um zu zeigen, dass M € AB gilt, stellen wir die Zweipunktegleichung (2.3) fiir
diese Gerade auf, setzen x = zjs und y = yps ein und formen dquivalent um:
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Ym — YA YB — YA

TM — TA rp —TA
%(CUAJFZ/B)*?/A _ YB — YA
%(a:A—HUB)—xA Iz — A
%(?JB—?JA) _ YB — YA
%(:1:3—:0,4) g —xa

Dies ist offensichtlich eine wahre Aussage, also erfiillen xps, yas die fir AB
aufgestellte Geradengleichung, und M ist daher ein Punkt der Geraden AB.

Es bleibt zu priifen, ob |AM|=|BM]| gilt:
AM] = \/(A(@a+as)—24)* + (3(yatys)—ya)’

= \/(%(—xA+xB))2 + (L(~ya+yn))®
3V @p—za)?+ (yp—ya)? = 5|AB]

2 2
|BM| = \/(%($A+$B)—$B) + (3 (ya+ys)—ys)
= 3V(@a—zp)? + (ya—yp)? = 3|AB|.
Offensichtlich gilt |AM| = |BM]|. Da bereits gezeigt wurde, dass M auf der
Geraden AB liegt, ist M der Mittelpunkt der Strecke AB. O

Beispiel 2.3

Gegeben ist das Dreieck AABC mit A(—8;0), B(12; —6) und C(8;12). Gesucht
sind die Gleichungen der Seitenhalbierenden und die Koordinaten ihres Schnitt-
punktes.

m Die Koordinaten der Seitenmittelpunkte des Dreiecks AABC' sind nach Satz
2.3: Map(2;-3), Mpc(10;3) und Mac(0;6).

m Aufstellen von Geradengleichungen fiir die Seitenhalbierenden AMpc,
BMac und CM g in der Zweipunkteform (2.3) und Umformung;:

Yy—ya YMpe — YA y—0 3—-0 1 4
AMpc : = BC — = N == =
BC: 224 Tampe—za z+8  10+8 V=6TT 3
BMAC: y_yB:yMAc_yB = y+6:6+6 - y:—m—|—6
r— xR TMaoe— TB xr —12 0—-12
b | C

MAC
A\

Abb. 2.7: Schnittpunkt der Seitenhalbie-
renden eines Dreiecks
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- - -12  -3-12 5
CMap Y—Yyc _ YMap—Yc Y _ y=2z-8
T—TC  TMap— XC -8 2-8 2

m Berechnung der Schnittpunkte jeweils zweier der drei Seitenhalbierenden
durch Losen der entsprechenden LGS:

y=5o+3 y=gT+3 y=-z+6
y=-x+6 y:gfo y:%wa
r=4, y=2 =4, y=2 =4, y=2

Da bekannt ist, dass sich die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks in einem
Punkt (dem Schwerpunkt) schneiden, hitte es auch gereicht, nur eines der
Gleichungssysteme zu 16sen. Es sei darauf hingewiesen, dass die Koordinaten
des Schwerpunktes S(4;2) die arithmetischen Mittelwerte der Koordinaten
der Eckpunkte des Dreiecks sind. u

Beispiel 2.4
Ermittlung des Abstandes des Punktes P(1;3) von der Geraden g: 4y —3z =—2.

Der Abstand eines Punktes P von einer Geraden g ist die Liange des Lotes von
P auf g (Abb. 2.8). Um diese zu bestimmen, miissen eine Gleichung der durch
P verlaufenden, zu g orthogonalen Geraden h aufgestellt, der Schnittpunkt L
von h und g ermittelt sowie schlieBlich der Abstand |PL| berechnet werden.

m Ermittlung einer Gleichung der zu g senkrechten Geraden h, der P angehort:

Der Anstieg von g ist my = %, nach Satz 2.2 muss h den Anstieg m; = —%
haben. Nach Satz 2.1 gilt also fiir jeden Punkt Q(z;y) von h:
y—yp 4 y—3 4 4 13
= = =—= =—= —  bzw. 4z = 13.
o 3 & p— 3 &y 3x~|— 3 zw. 3y + 4x 3

® Um den Schnittpunkt von g und h zu ermitteln, wird das LGS gelost, welches
aus den Gleichungen von ¢g und h besteht:

4y — 3z = =2
3y + 4z = 13.
Es ergibt sich x = %, Yy = %, also ist L (%; %) der gesuchte Schnittpunkt.

m Der Abstand von P zu g berechnet sich als Abstand der Punkte P und L:
2 2
A(P.9) = |PLl = /Ger=wpPP ¥ rvr)? =/ (B-1)"+ (B-8)" =22

74 P

h
i

Abb. 2.8: Abstand eines Punktes von einer Geraden
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2.2.2 Kreise

Ein Kreis ist die Menge aller Punkte der Ebene, die von einem festen Punkt M
denselben Abstand r haben. Dabei wird M als Mittelpunkt des Kreises und r
als Radius bezeichnet. Unter Verwendung der Gleichung (2.5) fiir den Abstand
zweier Punkte der Ebene (siehe S.55) ergeben sich aus dieser Definition Glei-
chungen fiir Kreise in Mittelpunktslage (falls M der Koordinatenursprung ist)
und fiir Kreise mit beliebigen Mittelpunkten (siche Abb. 2.9).

Der Kreis mit dem Mittelpunkt O(0;0) und dem Radius r ist die Menge
aller Punkte P(z;y) der Ebene, fiir die folgende Gleichung erfiillt ist:

z? + y2 =72, (2.7)
Der Kreis mit dem Mittelpunkt M (zas; yas) und dem Radius r ist die Men-
ge aller Punkte P(x;y) der Ebene, fiir die folgende Gleichung erfiillt ist:

(z—zm)® + (y—ym)? = 72 (2.8)
2 P(x;y) 7 fo)
Y beliebiger y , P?Hllitl(%ee;
Y Punkt des , Kreises
7 Kreises 7
/ /
/ /
I
X X
Xy, X 5 Abb. 2.9: Kreise
M(x\3w) in Mittelpunkts-

\

Darstellung von Kreisen mithilfe des Computeralgebrasystems Maxima

Mittelpunkt lage und in allge-

b) meiner Lage

a)

Bei den folgenden Uberlegungen und den zugehérigen Aufgaben ist oft die
graphische Darstellung von Kreisen, mitunter zusammen mit Geraden, sinnvoll.
Hierfiir kann z. B. das CAS Maxima genutzt werden, welches in dem Abschnitt
1.5 vorgestellt wurde. Die Darstellung von Kreisen, die durch Gleichungen ge-
geben sind, erfolgt vollig analog zu Geraden mithilfe des implicit-Objekts. Die
folgende Eingabe stellt einen Kreis Krl, eine Gerade G1 und den Mittelpunkt
des Kreises (mithilfe der points-Eingabe) dar, siehe Abb. 2.10:

Krl: (x-1.5)72 + (y+1)°2 = 16;

Gl: 3*x + 4%y = -b;

load("draw")$

draw2d( user_preamble = ["set size ratio 1"], ip_grid=[200,200],

points ([[1.5,-111),

color = blue, implicit(Krl, x,-6,6, y,-6,6),

color = red , implicit(G1, x,-6,6, y,-6,6) );
Die Anweisung ip_grid=[200,200] bewirkt eine feinere Darstellung der Ob-
jekte durch Berechnung von 200 Punkten in jeder Richtung (Standard sind 50
Punkte). Die weiteren Anweisungen wurden bereits auf S. 47 beschrieben.
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4
2 /
0 /
+

-2
-4

\/ Abb. 2.10: Darstellung eines Kreises und ei-
-6 -4 -2 0 2 4 6 ner Geraden mithilfe des CAS Maxima

Kreise sind keine Graphen von Funktionen, da die Zuordnung x + y nicht ein-
deutig ist (es gibt jeweils zwei Punkte eines Kreises mit derselben xz-Koordinate).
Jedoch lassen sich Halbkreise als Funktionsgraphen darstellen. Dazu wird die
Kreisgleichung (2.8) nach y umgestellt:

(r—yan)* = —@—za)* +1°

Y2 —ym = £\/r2— (z—aum)?
Y2 = £y/72 = (z—2m)* +ym

Die Halbkreise werden also durch die Graphen der Funktionen fi und fo mit

fl(a:):\/TQ—(x—xM)Q—FyM und fz(x):—\/TQ—(m—xM)z—l—yM (2.9)

dargestellt. Der Definitionsbereich dieser Funktionen ist jeweils [za—r; 2 p+7],
die Punkte des Kreises mit den Koordinaten (xp—r;yar) und (zas+7;ym)
gehoren beiden Funktionsgraphen an.

Mittels der Beschreibung von Halbkreisen durch Funktionsgraphen ist eine
schnellere Berechnung graphischer Darstellungen von Kreisen in dem CAS Ma-
xima moglich als anhand der impliziten Beschreibung durch Kreisgleichungen.
Um den zuvor erzeugten Kreis (siche Abb. 2.10) durch zwei Halbkreise darzu-
stellen, wird in dem auf S. 58 angegebenen Maxima-Code die erste Zeile durch

f1: sqrt(r"2 - (x-1.5)72) - 1; £2: -sqrt(r"2 - (x-1.5)72) - 1;
sowie die implicit-Anweisung fiir den Kreis durch

explicit(f1, x,xM-r,xM+r), explicit(£f2, x,xM-r,xM+r),
ersetzt. Damit erhélt man eine deutlich feinere Darstellung des Kreises bei
gleichzeitig kiirzerer Rechenzeit. Die Ursache hierfiir besteht darin, dass die
Software bei explizit gegebenen Funktionstermen lediglich zu (geniigend vielen)
z-Werten die zugehorigen y-Werte berechnen muss, wéhrend bei der implicit-
Anweisung fiir jeden Stiitzpunkt die (quadratische) Kreisgleichung gelost wird.

Bestimmung einer Gleichung eines Kreises, von dem drei Punkte gegeben sind

Durch drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte A, B und C verlauft ge-
nau ein Kreis, ndmlich der Umkreis des Dreiecks AABC'. Der Mittelpunkt dieses
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Kreises ist der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten des Dreiecks AABC), sie-
he Abb. 2.11 (vgl. hierzu auch die Aufgabe 1 auf S.65). Um den Mittelpunkt
und den Radius eines durch drei gegebene Punkte A, B, C verlaufenden Kreises
zu bestimmen, lassen sich also Gleichungen mindestens zweier Mittelsenkrechten
des Dreiecks AABC' aufstellen, ihr Schnittpunkt bestimmen sowie dessen Ab-
stand zu einem der Punkte A, B, C berechnen (die Abstédnde des Schnittpunktes
der Mittelsenkrechten zu jedem der Eckpunkte sind gleich). Im Folgenden wird
nun eine Moglichkeit aufgezeigt, Mittelpunkt, Radius und eine Gleichung eines
durch drei Punkte gegebenen Kreises auf kiirzerem Wege zu bestimmen.

Abb. 2.11: Konstruktion eines Kreises durch
drei Punkte

Beispiel 2.5
Bestimmung der Gleichung des Kreises k, der durch die Punkte A(—12;—4);
B(6;2) und C(—4;12) verlduft (siche Abb. 2.11).

Zu bestimmen sind der Radius r und die Koordinaten z s, yas des Mittel-
punktes M von k. Dazu setzen wir die Koordinaten der Punkte A, B und C in
die Gleichung des Kreises ein und erhalten das quadratische Gleichungssystem

i (—12—am)? + (—4—yu)? = 12
I 6—zm)® + (2—ym)?
I:  (—4—zm)? 4+ (12—ym)? =
I: x?\/l —l—y%/[ 4+ 24xp + 8ym = r? — 160
I 2%, + 93, — 1220 — 4yy = 72 —40
OI: 23, +y3 + 8xy —24yy = 72 —160.

I
S 303

bzw.

Durch Subtraktion der Gleichungen IT bzw. III von I ergibt sich ein lineares

Gleichungssystem:
IV: 36za + 12y = —120 baw IV: 3zp + ym = —10
V: 16znm + 32ypm = 0 ’ V:izy+2yy = 0.

Die Losung dieses LGS liefert die Mittelpunktskoordinaten x 3 =—4 und ypr =2.
Durch Einsetzen in I erhalten wir daraus 7% =100 bzw. r =10. Eine Gleichung

des Kreises £ ist also
k: (z+4)°+ (y—2)° = 100. m
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Kreisgleichungen der Form az? + ay® + bz +cy=d

Nicht immer liegen Kreisgleichungen in der Form (z—zar)%+ (y—yar)? = 2

vor, aus der direkt die Koordinaten des Mittelpunktes und der Radius ersichtlich
sind. So liefe sich z. B. die Gleichung (z—2)%+ (y—3)? =25 des in dem Beispiel 2.7
betrachteten Kreises auch in der Form 2+y?*—4x —6y=12 angeben. Sind Glei-
chungen fiir Kreise in dieser oder dhnlicher Form gegeben, so lassen sich weder
die Mittelpunktskoordinaten noch der Radius unmittelbar entnehmen. Es ist
noch nicht einmal sicher, dass durch eine derartige Gleichung tatsichlich ein
Kreis beschrieben wird. Oft ist es daher notwendig, Gleichungen der Gestalt
az’+ay’*+ bz +cy = d in die Form (z—zn)*+ (y—yar)> = 72 (2.8) zu bringen.

Beispiel 2.6
Die folgenden Gleichungen werden daraufthin untersucht, ob sie Kreise beschrei-
ben; ist dies der Fall, so werden deren Mittelpunkte und Radien ermittelt.

(a) 2 49> — 142+ 10y = —38 (b) 22 +y* +8x —6y = —29
Es wird jeweils eine quadratische Ergéanzung der Terme durchgefiihrt, die x bzw.
y enthalten:

2? — 14z = (x—7)% — 49
v +10y = (y+5)2 —25
Durch Einsetzen in (a) ergibt sich:
(z—T7)*— 49+ (y+5)°*— 25 = —38.

bzw.
(z—7)% + (y+5)* = 36.

Durch die Gleichung (a) wird somit ein
Kreis mit dem Mittelpunkt M (7;—5)
und dem Radius 6 beschrieben.

2? +8x = (z+4)* — 16

y* =6y = (y=3)* -9
Durch Einsetzen in (b) ergibt sich:

(x+4)%— 16 + (y—3)*— 9 = —29.
bzw
(z+4)° + (y—3)* = —4.

Diese Gleichung besitzt keine Losung,
da die Summe zweier Quadrate nicht
negativ sein kann. Durch (b) wird da-

her kein Kreis beschrieben. -

2.2.3 Lagebeziehungen von Kreisen und Geraden

Aus der geometrischen Anschauung heraus ist klar, dass ein Kreis und eine
Gerade keinen, genau einen oder zwei Schnittpunkte besitzen konnen. Eine Ge-
rade, die einen Kreis k nicht schneidet, heifit Passante; eine Gerade, die mit k
genau einen Punkt gemeinsam hat, Tangente sowie eine Gerade, die mit k zwei
Schnittpunkte besitzt, Sekante des Kreises k (siehe Abb. 2.12).

Beispiel 2.7
Ermittlung der gegenseitigen Lage und Bestimmung der Schnittpunkte des Krei-
ses k: (z —2)° 4 (y — 3)> = 25 und der Geraden g3: 4y — 3z = 12.

Falls der Kreis k und die Gerade g3 einen oder mehrere Schnittpunkte haben,
so miissen deren Koordinaten sowohl die Kreis- als auch die Geradengleichung
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k: (x=2)"+ (y—3)’=25 ]yo & &
g:4y-3x=36
g,:4y—-3x=31 g5
g dy—3x=12 8
6
k
4
M
2
-6 -4 2 2 4 6 X Abb. 2.12: Passante, Tan-
gente und Sekante eines
-2 Kreises

erfiillen, also Losungen des aus einer quadratischen und einer linearen Gleichung

bestehenden Gleichungssystems
(-2 + (y—3)° = 25
4y — 3z = 12
sein. Um dieses Gleichungssystem zu l6sen, lésst sich die Geradengleichung nach

y oder x umstellen, z. B. y = %w+3. Einsetzen in die Kreisgleichung ergibt dann
(@22 + (32+3-3)° = 25
1‘2—1—1%:52—430—1—4 = 25

2522 — 64 = 336
2 64 336 _

25 T 25
Tig = 224/32 1 336 ~ 1,28+ 3,88
r1 ~ 5,16, x2 =~ —2,60.

Durch Einsetzen in die urspriingliche Geraden- oder Kreisgleichung erhilt
man die y-Koordinaten der beiden Schnittpunkte. Der Kreis k£ und die Ge-
rade g3 schneiden sich in den Punkten mit den n&herungsweisen Koordinaten
(5,16;6,87) und (—2,60;1,05), somit ist g3 eine Sekante von k.

Zur Ermittlung der gegenseitigen Lage des Kreises k und der Geraden g
(sieche Abb. 2.12) ist das Gleichungssystem

(x—2)+ (y—3)?* = 25

4y — 3z = 36
zu l6sen. Mit denselben Umformungsschritten wie oben ergibt sich hierbei
2522 4+ 80x = —240
z? + g—g T + % =0
40 402 240 _ 40 1600 _ 6000
Tijp = —5 T\ 257 ~ 25 = ~25 T\ 252 ~ 252 -

Offensichtlich existiert aufgrund des negativen Ausdrucks unter der Wurzel keine

Losung; k und g1 besitzen also keinen gemeinsamen Punkt.
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Auf vollig analoge Weise wird schliellich die gegenseitige Lage des Kreises k
und der Geraden g2 ermittelt. Dabei ergibt sich
252% + 50z = —25
2 +2z+1=0
T = —12yI-1 = -1
Es existiert nur eine Losung; durch Einsetzen erhélt man y; = 7. Somit besitzen
k und g2 genau einen Schnittpunkt S(—1;7); g2 ist also Tangente an k. [ |

Berechnung von Schnittpunkten mithilfe eines Computeralgebrasystems

Da die fiir die Ermittlung von Lagebeziehungen zwischen Kreisen und Gera-
den sowie fiir Schnittpunktbestimmungen durchzufiihrenden Rechnungen zeit-
aufwéndig sind, empfiehlt es sich, hierfiir ein Computeralgebrasystem zu verwen-
den. Die in dem Abschnitt 1.5 beschriebene solve-Anweisung des CAS Maxima
ldsst sich nicht nur fiir das Losen linearer Gleichungssysteme, sondern u. a. auch
fiir Systeme nutzen, die aus einer quadratischen und einer linearen Gleichung
bestehen. Dabei sind zwei Eigenschaften von CAS zu beachten.

B CAS ermitteln standardméflig exakte Losungen. Sind die Lésungen einer
Gleichung oder eines Gleichungssystems irrational (wie in dem Beispiel 2.7
fiir die Schnittpunkte des Kreises k und der Geraden g3), so werden als
Losungen oft recht komplizierte Wurzelausdriicke angegeben. Oft mochte
man jedoch statt dessen Nidherungswerte erhalten. Dies wird in Maxima
durch die Option numer der solve-Anweisung erreicht. Durch die Eingabe

solve([(x-2) "2+ (y-3)"2=25, 4*xy-3%x=12], [x,y]), numer;
erhilt man Niherungswerte der Koordinaten der beiden Schnittpunkte:
[[x=-2.60309155, y=1.04768133], [x=5.16309155, y=6.87231866]]

m  Quadratische Gleichungen, die in den reellen Zahlen unlésbar sind (wie in
dem Beispiel 2.7 fiir £ und g1) besitzen Losungen in den komplexen Zahlen.
Diese Losungen, welche die imaginére Einheit ¢ (in Maxima %i) enthalten,
werden von CAS standardméfig angegeben. So fiihrt die Eingabe

solve ([(x-2) "2+(y-3) "2=25, 4*y-3*x=36], [x,y]), numer;
zu den Losungen

[[x=-0.2%(13.266499161%%i+8) , y=-0.2%(9.94987437106%%1-39)]1,

[x=0.2%(13.266499161%%i-8), y=0.2%(9.94987437106%%1+39)]]
Wenn (wie hier bei Schnittpunktbestimmungen) nur reelle Lésungen von
Interesse sind, so lédsst sich mithilfe der Option realonly:true erreichen, dass
die Ausgabe komplexer Losungen mit von Null verschiedenem Imaginérteil
unterdriickt wird. Als Ergebnis der Eingabe

solve ([(x-2) "2+(y-3)~2=25, 4*y-3x*x=36], [x,y]), realonly:true;
gibt Maxima

[1]

aus, es existieren also keine reellen Losungen.
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Tangenten an Kreise

Es gibt verschiedene Zugénge, um eine Gleichung der Tangente ¢t an einen
Kreis k in einem gegebenen Punkt Py des Kreises zu bestimmen:

m Eine Tangente an einen Kreis ist stets senkrecht zu der Geraden M Py durch
dessen Mittelpunkt und den Berithrpunkt (siehe Abb. 2.13). Damit kann der
Tangentenanstieg bestimmt werden.

m FEine Tangente an einen Kreis hat mit diesem Kreis stets genau einen Punkt
gemeinsam. Dies ist genau dann der Fall, wenn das aus der Kreis- und der
Geradengleichung bestehende Gleichungssystem genau eine Losung besitzt.

m Halbkreise lassen sich als Funktionsgraphen auffassen. Durch Ableiten der
Funktionsgleichungen kénnen Tangentenanstiege ermittelt werden.

Beispiel 2.8
Ermittlung einer Gleichung der Tangente an den Kreis k: (z—5)%4 (y—1)* = 3,252
in dem Punkt Py(3,75;4).

Der Anstieg mo der Geraden durch M und Py ist (nach Satz 2.1 auf S. 51):
_Yo—ym _ 4-1 3 12
T xo—xzym  375-5 —125 5
Fiir den Anstieg m der Tangente ¢ an k in Py gilt, da diese senkrecht auf der
Geraden M Py stehen muss, nach Satz 2.2 auf S. 54:
_ 1 5
m = T T 13

Eine Gleichung der Tangente ist damit y = % x+n, wobei der Achsenabschnitt

mo

n noch unbekannt ist. Er ldsst sich durch Einsetzen der Werte zo=3,75= 1745 und
yo=4 ermitteln. Aus 4 = % . 175 + n folgt n= %. Eine Gleichung der Tangente
an k in Py ist somit 5 39
t:y= D] T+ 16

Es lédsst sich iiberpriifen, dass das Gleichungssystem, welches aus der Kreis-
gleichung und dieser Tangentengleichung besteht, genau eine Losung besitzt

(ndmlich die Koordinaten des Punktes Pp), siehe Aufgabe 13 auf S. 66. ]

Py(xe;y)

7xM° M(XM;yM)

Abb. 2.13: Tangente an einen Kreis
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Das in dem Beispiel 2.8 praktizierte Vorgehen lésst sich verallgemeinern, um
die Gleichung der Tangente an einen beliebigen Kreis k: (z— s )+ (y—yar)? = 2
in einem beliebigen Punkt Py(zo;yo) dieses Kreises herzuleiten (mit Ausnahme
der zu den Koordinatenachsen parallelen Tangenten mit xo =z bzw. yo =y )-

Fiir den Anstieg mo der Geraden M Py gilt nach dem Satz 2.1 auf S. 51:

mo = Yo— UM
o — M
Fiir den Anstieg m der Tangente ¢t an k in Py folgt nach dem Satz 2.2 auf S. 54:
o ro —TMm
Yo —ym

Setzt man diesen Anstieg sowie die Koordinaten zo fiir x und yo fiir y in die
Form y = mx + n der Geradengleichung ein, so ldsst sich n ermitteln:

Xo — T M

— =

Yo —Ym

Eine Gleichung der Tangente an k in Py ist also

n=yo+

Xo — X ro — ro — X
IO T EM g 4 TOTIM o (TOTEM (0 0y 4y (2.10)
Yo —Ym Yo —Ym Yo — Ym

t: y =

Bestimmung von Kreistangenten mithilfe der Differentialrechnung

Mittels der Auffassung von Halbkreisen als Funktionsgraphen (siehe (2.9) auf
S. 59) lasst sich die Differentialrechnung nutzen, um den Anstieg von Tangenten
an Kreise zu bestimmen. Leitet man die Funktionsgleichung

file) = \Jr? = (@—zm)*+ ym
des ,,oberen“ Halbkreises nach = ab, so erhéalt man

f{(df): (*QI‘FQI‘M}: —(CC—.’L‘M r—TMm

1 ) |
2/12 — (x—xp)? r2 — (z—xp)° fi(@) —ym

Setzt man hierin x = xo und f(xo) = yo, so ergibt sich wiederum der Tangen-

tenanstieg 2o — T

Yo —ym
Die Tangentengleichung (2.10) ldsst sich daraus wie oben gezeigt ableiten.

2.2.4 Aufgaben zu Abschnitt 2.2

1. Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Mittelsenkrechten
des Dreiecks AABC mit A(—11;1), B(6;8) und C(13; —9). Beachten Sie zum
Aufstellen der Gleichungen der Mittelsenkrechten die Aufgabe 9 auf S. 54.

2. Weisen Sie nach, dass die Menge M aller Punkte P(z;y), die von zwei ge-
gebenen Punkten A(za;y4) und B(xzp;yp) jeweils gleich weit entfernt sind,
eine Gerade bilden, die durch den Mittelpunkt der Strecke AB verlduft und
zu der Geraden AB orthogonal ist (die Mittelsenkrechte der Strecke AB).

3. Bestimmen Sie jeweils den Abstand des Punktes P von der Geraden g.
a) P(1;2), g:2y+ 1,50 =—11 b) P(0,6;—1,5), g:3y — 2z =4
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4. Geben Sie jeweils eine Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt M an,
der durch den Punkt Py verlauft.

a) M(070)7 P0(2a1?5) b) M(7271), P0(4; 73)
5. Ermitteln Sie, welche der folgenden Punkte innerhalb, auflerhalb oder auf
dem Kreis k: (z—3)%4 (y+4)? = 36 liegen: P(6;1), Q(9;—4), R(5;2), S(8;8).
6. Der Kreis k beriihrt die z-Achse im Punkt P(4;0) und die y-Achse im Punkt

Q(0; —4). Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Kreises k.
Fertigen Sie dazu zunéchst eine Skizze an.

7. Wie viele Kreise mit dem Radius » = /50 existieren, die durch die Punkte
P(3;5) und Q(—1; —7) verlaufen? Geben Sie Gleichungen dieser Kreise an.

8. Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Kreises, der durch die
Punkte A, B und C verlduft. Geben Sie eine Gleichung dieses Kreises an.
a) A(1;1), B(7;—7), C(8;0) b) A(10;—9), B(—4;5), C(—8;—3)
c) A(0;2), B(4;8), C(—6;6) d) A(0;—-1), B(2;2), C(—3;1)

9. Untersuchen Sie, ob die folgenden Gleichungen Kreise beschreiben. Ermitteln
Sie in den Féllen, in denen dies zutrifft, deren Mittelpunkte und Radien.
a) 24y — 8z + 6y = —21 b) 2% +y® — 222+ 2y = —138
¢) ? 49?4+ 10z + 6y = —9 d) 22 +y?> -4z — 14y = —54

10. Bestimmen Sie eine Gleichung des zu k : 522 + 532 + 24z — 32y = 9
konzentrischen Kreises, der
a) die x-Achse beriihrt, b) durch den Punkt P(1;2) verlduft.

11. Untersuchen Sie jeweils die gegenseitige Lage der Geraden g und des Kreises
k. Bestimmen Sie gemeinsame Punkte von g und k, falls diese existieren.

a) g:y=2x-5 k:x?+y?> =25
b) g: —Tx+4y=15 k:(z—2)%+ (y—5)% = 100
c) g:y=4 k:(x—3)% + (y+1)°> =25

d) g: —9z4+4y=—-12 k: (z—7)*+ (y+6)°> =49
12. Bestimmen Sie, falls vorhanden, die Schnittpunkte der Kreise k1 und ka:
a) ki: 2> +y*=25 ke: (z4+1)2 4+ (y—3)2 =9
b) ki: 2?4+ +20—4y—4=0 ko: 42?+49°>+122-12y—3=0
13. Verifizieren Sie, dass die in dem Beispiel 2.8 auf S. 64 ermittelte Tangente ¢
und der gegebene Kreis k tatsédchlich genau einen gemeinsamen Punkt besit-
zen. Zeigen Sie dazu, dass das Gleichungssystem, das aus der Kreisgleichung
k: (z—5)*4 (y—1)? = 3,25% und der Geradengleichung ¢: y = % x+2,4375
besteht, eindeutig l6sbar ist.

14. Leiten Sie mithilfe der Differentialrechnung eine Tangentengleichung fiir den
yunteren Halbkreis® (siehe S.59) her.

15. Bestimmen Sie Gleichungen der Tangenten in den Punkten Pi(5;7) und
P»(6;0) an den Kreis k mit dem Mittelpunkt M (2;3) und dem Radius r = 5.
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2.3 Kugeln und Kegel

2.3.1 Kugelgleichungen

Analog zu einem Kreis in der Ebene ist eine Kugel die Menge aller Punkte des
Raumes, die von einem vorgegebenen Punkt M einen festen Abstand r haben.
M wird als Mittelpunkt der Kugel und r als ihr Radius bezeichnet. Aufgrund der
Gleichung (2.6) fiir den Abstand zweier Punkte des Raumes (vgl. S. 55) ergeben
sich aus dieser Definition Gleichungen fiir Kugeln in Mittelpunktslage (falls M
der Koordinatenursprung ist, siche Abb. 2.14) und fiir Kugeln mit beliebigen
Mittelpunkten (siehe Abb. 2.15).

Die Kugel mit dem Mittelpunkt O(0;0;0) und dem Radius r ist die Menge
aller Punkte P(z;y; z) des Raumes, fiir die folgende Gleichung erfiillt ist:
2?4 y? 4 22 = 2, (2.11)
Die Kugel mit dem Mittelpunkt M (xar;yar; zar) und dem Radius r ist die
Menge aller Punkte P(z;y;2), fiir die folgende Gleichung erfiillt ist:

(z—zm)® + (y—ym)?® + (z—2m)” = 2. (2.12)

Bestimmung einer Gleichung einer Kugel, von der vier Punkte gegeben sind

Um eine Kugel im Raum eindeutig zu bestimmen, werden vier Punkte be-
nétigt, die nicht in einer Ebene liegen. Ahnlich wie in der Ebene jedes Dreieck
einen eindeutig bestimmten Umkreis besitzt, gibt es fiir jeden Koérper mit vier
Ecken (d. h. fiir jedes Tetraeder) genau eine ,,Umkugel“ (siehe Abb. 2.16).

Beispiel 2.9
Aufstellen einer Gleichung der Kugel k durch die Punkte P(4;4;1), Q(3;2;2),
R(0;0;—3) und S(6;4;—1).

Zu bestimmen sind der Radius r sowie die Koordinaten x s, yas und zps des
Mittelpunktes M von k. Dazu setzen wir die Koordinaten eines jeden der vier

z “
P(x;y;2)
L’ "
T e
T > M(xM;yM;ZM)

]\ X
Abb. 2.14: Kugel in Mit- Abb. 2.15: Kugel in allge- Abb. 2.16: Umkugel ei-
telpunktslage meiner Lage nes Tetraeders
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gegebenen Punkte in die Gleichung (2.12) ein und erhalten folgendes System
quadratischer Gleichungen:

I: (471‘]\4)2 + (4—yM)2 + (1—21\/1)2 = r?
I B—zm)?+ C-ym)® + (2—2m)% = 72
11 : x3 + yi 4+ (3—z2p)? = 12

IV: (6—zp)% + (d—ym)® + (1—z0)? = 72,
Durch Anwendung der binomischen Formeln und Sortieren ergibt sich daraus:

I: 23, + 3 + 23, — 8z — Synr — 22 = 72 — 33
O 23, 4+ y3 4 23, — 6xpn — 4y — 42y = 172 — 17
II: 23, + 93 + 23, + 6z = 12 —9

IV: 2%, + 93 + 25, — 1220 — Syns + 22 = 72 —53.
Um die quadratischen Terme zu eliminieren, subtrahieren wir II, III und IV
jeweils von der Gleichung I und erhalten das lineare Gleichungssystem:

Vi 2xp — 4y + 22 = —16 V:izy 42y — 2z = 8
VI: —8xy — 8ynr — 8z = —24 bzw. VIi:zy + ymw+2m = 3
VII: dxp, —dzy = 20 VII: xp —zZm = D

sowie schliefSlich durch Subtraktion der Gleichungen VI und VII von V:
V:iaym+2ypy — 2z = 8

VIII : ym — 2zp = 5
IX : Py = 3.
Die Losung dieses linearen Gleichungssystems liefert die Mittelpunktskoordina-
ten xpr = 3,25, ypr = 1,5 und zpr = —1,75. Durch Einsetzen in I erhalten wir
daraus 72 =14,375 bzw. r~3,791. Eine Gleichung der Kugel k lautet also
k: (z—3,25)" + (y—1,5)> + (24+1,75)% = 14,375. -

Der rechnerische Aufwand fiir die Bestimmung einer Gleichung der Kugel
durch vier vorgegebene Punkte ist, wie das Beispiel 2.9 verdeutlicht, enorm. Die
Verwendung eines Computeralgebrasystems fithrt zu einer beachtlichen Zeiter-
sparnis. Das urspriingliche Gleichungssystem aus vier quadratischen Gleichun-
gen ldsst sich mithilfe des CAS Maxima problemlos 16sen. Die Eingabe

Gl1: (4-zxM )2 + (4-yM )"2 + (1-2zM )"2 = r"2;
Gl2: (3-xM )2 + (2-yM )"2 + (2-2zM )"2 = 1r"2;
Gl3: xM"2 + yM™2 + (-83-2zM )"2 =r"2;
Gl4: (6-xM )"2 + (4-yM )72 + (-1-2zM )72 = r"2;

solve([Gl1, Gl12, G13, G14], [xM, yM, zM, r]), numer;
fithrt unmittelbar zu den Werten fiir z s, yar, 2ar und 7:

[[xM=3.25,yM=1.5,2zM=-1.75,r=-3.791437722025774] ,
[xM=3.25,yM=1.5,zM=-1.75,r=3.791437722025774] ]

Davon ist natiirlich nur die Losung mit positivem r sinnvoll.

Auch die graphische Darstellung von Kugeln ist mithilfe von Maxima mog-
lich, siehe eine entsprechende Datei auf der Internetseite zu diesem Buch. Leider
erfolgt die Darstellung jedoch meist verzerrt; eine gleiche Skalierung aller Achsen
ist bei dreidimensionalen Grafiken gegenwértig (2010) in Maxima nicht méglich.
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2.3.2 Kegel

Im allgemeinen Sprachgebrauch wird ein Kreiskegel oft als Korper aufgefasst,
der von einer kreisférmigen Grundflache, einer Spitze S und allen Verbindungs-
strecken zwischen der Spitze und Punkten des Grundkreises begrenzt wird. In
der Mathematik ist es allerdings iiblich, einen Kreiskegel K als unendliches Ge-
bilde aufzufassen, namlich als die Menge aller Punkte derjenigen Geraden, die
einen Punkt S des Raumes mit den Punkten eines Kreises k verbinden, siehe
Abb. 2.17. Diese Geraden heiflen Mantellinien, der Punkt S Spitze und der Kreis
k Grundkreis des Kreiskegels K. Die Gerade durch die Spitze S und den Mittel-
punkt M des Grundkreises wird als Achse des Kreiskegels K bezeichnet. Steht
die Achse eines Kreiskegels K senkrecht auf der Grundkreisebene ¢, so ist K
ein gerader Kreiskegel. Ist o der Winkel zwischen der Kegelachse und den Man-
tellinien, so heiBt 2a Offnungswinkel von K. Kreiskegel bestehen nach dieser
Begriffsauffassung aus zwei Kegelésten, es handelt sich also um ,,Doppelkegel“.

Der Grundkreis eines Kreiskegels ist nicht eindeutig bestimmt. So konnte
jeder der in Abb. 2.18 dargestellten Kreise als Grundkreis ein und desselben
Kegels verwendet werden. Hingegen sind jedem geraden Kreiskegel eindeutig
eine Achse, eine Spitze und ein Oﬂnungswinkel zugeordnet, und durch diese
wird umgekehrt ein gerader Kreiskegel eindeutig bestimmt.

Es seien a eine Gerade und S ein Punkt von a. Der gerade Kreiskegel mit
der Spitze S, der Achse a und dem Offnungswinkel 2a ist die Menge aller
Punkte derjenigen Geraden, die durch S verlaufen und mit a den Winkel

« einschlieflen.

Um eine Gleichung fiir gerade Kreiskegel herzuleiten, betrachten wir einen ge-
raden Kreiskegel, dessen Spitze im Koordinatenursprung liegt und dessen Achse
die z-Achse ist (siche Abb. 2.18). Dieser Kegel besteht aus den Punkten P von
Kreisen, die in zur z-y-Ebene parallelen Ebenen liegen und deren Mittelpunkte
jeweils der z-Achse angehoren. Jeder dieser Kreise ist durch die z-Koordinate
seines Mittelpunktes (welche mit der z-Koordinate jedes Punktes des Kreises

Abb. 2.17: Kegel

¢ 1" Abb. 2.18: Her-
= - - leitung einer Ke-

« gelgleichung
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iibereinstimmt) eindeutig bestimmt. Der Radius eines solchen Kreises hingt
mit seiner z-Koordinate zusammen: Da der Winkel bei P in dem in Abb. 2.18
dargestellten rechtwinkligen Dreieck gleich dem halben Offnungswinkel a des

Kreiskegels ist, gilt r
tana = —

Ell

r=|z|tana .

und somit

Da jeder Punkt des Kegels auf einem der beschriebenen Kreise liegt, gilt also

fiir die Koordinaten eines beliebigen Punktes P(z;y; z) des Kreiskegels:

2 = 2% (tana).

224yt =7
Da fiir a beliebige spitze Winkel in Frage kommen, kann tan o beliebige positive

Werte annehmen.

Jeder gerade Kreiskegel, dessen Spitze im Koordinatenursprung liegt und
dessen Achse die z-Achse ist, wird durch eine Gleichung der Form

224 y? = A2 (2.13)

beschrieben. Dabei ist arctan A der halbe Offnungswinkel des Kreiskegels.

Schnittfiguren einer Ebene und eines Kreiskegels

Fiir einige einfache Félle konnen wir nun Gleichungen der Schnittkurven einer
Ebene und eines Kreiskegels ermitteln.! Wir betrachten dazu den Kegel mit der
Gleichung K : x?4y* = 2% (also mit A=1, d. h. a=45°) und die durch folgende
Gleichungen beschriebenen Ebenen (siche Abb. 2.19%):

e1: z=15 gary=—1 ez z=y+1
Durch Einsetzen dieser Gleichungen in die Gleichung von K ergibt sich:
2?4 y* =225 22—z =1 22 =2y +1 bzw.y:%xz—%

Abb. 2.19: Schnittkurven eines Kreiskegels mit ausgewahlten Ebenen

IEine allgemeine Herleitung der Gleichungen von Schnittfiguren beliebiger Kreiskegel mit
beliebigen Ebenen ist mit Mitteln der Vektorrechnung moglich. Ein entsprechender ergén-
zender Abschnitt steht auf der Internetseite zu diesem Buch zur Verfiigung.

2Interaktive Versionen dieser Abbildungen, die aus allen Richtungen betrachtet werden
konnen, sowie ein Video, welches verschiedene Kegelschnitte zeigt, enthilt die Internetseite
zu diesem Buch.
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Diese Gleichungen beschreiben die Projektionen der Schnittkurven von K mit
€1, €2 und €3 in die z-y- bzw. in die z-z-Ebene. Bei den Schnittkurven handelt
es sich um einen Kreis, eine Hyperbel und eine Parabel. Weiterhin kénnen als
Schnittkurven eines Kreiskegels und einer Ebene, die nicht durch die Kegelspit-
ze verlduft, auch Ellipsen (die keine Kreise sind) auftreten. Alle diese Kurven
werden durch quadratische Gleichungen (in zwei Variablen) beschrieben und
heilen daher Kurven zweiter Ordnung. Eine genauere Untersuchung derartiger
Kurven erfolgt im folgenden Abschnitt.

2.3.3 Aufgaben zu Abschnitt 2.3

1. Geben Sie jeweils den Radius und eine Gleichung der Kugel mit dem Mittel-
punkt M an, die durch den Punkt Py verlauft.

a) M(0;0;0); Po(—1;—1;-1) b) M(1;2;3); Po(0;0;0)
O Ms—56); A(s%-2) ) M(=kiki—b): P (Biki-)

2. Uberpriifen Sie, ob der Punkt P auf, innerhalb oder auBerhalb der Kugel k
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r liegt.

a) M(0;0;0), r=6, P(—7;—4;6) b) M(-3;4;-5), r=3, P(—1;6;—6)
c) M(11;32;—17), r=10, P(14;29;—9) d) M(-7;8;2), r=15, P(3;3;—8)

3. Uberpriifen Sie, ob durch die folgenden Gleichungen Kugeln beschrieben wer-

den, und bestimmen Sie (falls méglich) Mittelpunkt und Radius.
Hinweis: Versuchen Sie, die Gleichungen mittels quadratischer Ergénzung in
die Form der Kugelgleichung (2.12) zu bringen (siehe Beispiel 2.6 auf S. 61).
a) k: a2 49>+ 224120+ 10y + 142 = —11
b) k: x? 4+ 5% + 2% — 8z + 22y + 42 = —200
¢) kra?+y?+ 224050 +2 —2=-1,25

4. Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes, den Radius sowie eine
Gleichung der Kugel k, die durch die Punkte A, B, C und D verliuft.

a) A(3;0;0), B(0;-3;0), C(=2;1;2), D(2;2;—1)
b) A(2;14;5), B(4;10;7), C(4;15;4), D(7;15;3)
c) A5;—7;—11), B(1;—1;—-7), C(—2;—4;—3), D(-8;0;—7)

5. Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes sowie eine Gleichung der
Kugel k mit dem Radius r» = 10, die durch die Punkte A, B und C verlauft.
a) A(9;8;3), B(1;8;11), C(-5;2;—5)

b) A(11;—10;0), B(19;—4;—14), C(17;—12;—8)
c) A(5;—18;16), B(—3;—10;4), C(13;—4;10)

6. Leiten Sie je eine Gleichung der Form z = f(z,y) fiir den oberen und den
unteren Ast eines geraden Kreiskegels mit dem Offnungswinkel 2a her, des-
sen Spitze im Koordinatenursprung liegt und dessen Achse mit der z-Achse
identisch ist (siehe Abb. 2.18). Driicken Sie dazu fiir jeden Punkt des Kegels
die z-Koordinate in Abhéngigkeit von den zugehorigen z- und y-Werten aus.
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2.4 Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

Bei der Untersuchung der Schnittfiguren eines Kreiskegels mit einigen Ebenen
im vorangegangenen Abschnitt traten einige Kurven zweiter Ordnung (Kurven,
die durch quadratische Gleichungen in zwei Variablen beschrieben werden) auf.
Derartige Kurven — auch Kegelschnitte genannt — sind in vielfiltigen Kontex-
ten in der Mathematik sowie in Anwendungen von Bedeutung. Im Folgenden
werden Kurven zweiter Ordnung (Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln) zunéchst
unter geometrisch-konstruktiven Aspekten betrachtet. Davon ausgehend erfol-
gen dann Herleitungen von Gleichungen fiir diese Klassen von Kurven, und
schliefllich werden dann ihre Tangenten untersucht.

2.4.1 Ortsdefinitionen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

In fritheren Jahrhunderten wurde h&dufig grofler Wert auf elliptisch geformte
Blumenbeete und Hecken gelegt. Aus dieser Zeit stammt die ,,Gartnerkonstruk-
tion“, eine Ellipsenkonstruktion, die der Gértner mit zwei Pflocken und einer
Schnur ausfithrt. Die Schnur ist durch die beiden Pflécke und einen Zeichenstock
jederzeit fest gespannt; der Gartner lduft dabei um die Pflocke herum, wobei er
eine Ellipse zeichnet, siehe Abb. 2.20. Ausgehend von der Gértnerkonstruktion
lassen sich Ellipsen folgendermaBen definieren:®

Ortsdefinition der Ellipse
Eine Ellipse ist die Menge aller Punkte P der Ebene, fiir welche die Sum-
me der Absténde zu zwei vorgegebenen Punkten F7 und F> konstant und
groBer als der Abstand von Fi und Fb ist (siehe Abb. 2.21):

|F1P| + |F2P| = const , |F1P| + |F2P| > |F1F2| .
Die Punkte F7 und F> werden als Brennpunkte der Ellipse bezeichnet.

P

Abb. 2.20: Gartnerkonstruktion der Ellipse Abb. 2.21: Ortsdefinition der Ellipse

3Die Bezeichnung ,,Ortsdefinition“ riihrt daher, dass friiher statt von Punktmengen von
geometrischen Orten gesprochen wurde. Die obige Definition wurde also begonnen mit ,,Eine
Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte ...“.
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Beispiel 2.10
Punktweise Konstruktion einer Ellipse (siche Abb. 2.22)

Es soll eine Ellipse mit dem Abstand der Brennpunkte |Fy F2| = 5 cm gezeich-
net werden, fiir welche die Abstandssumme |Fy P|+|F» P| ihrer Punkte P zu den
Brennpunkten 7 cm betragt. Hierfiir werden Paare von Kreisen mit den Mittel-
punkten Fy und Fb konstruiert, fiir welche die Summe der Radien 7cm ist.
Fiir jedes derartige Paar von Kreisen werden die Schnittpunkte markiert. Diese
Schnittpunkte sind Punkte der zu konstruierenden Ellipse. Nach der Konstruk-
tion geniigend vieler Punkte der Ellipse werden diese verbunden.

Gut eignet sich fiir die Durchfiihrung einer derartigen Konstruktion eine dyna-
mische Geometriesoftware, die Spurkurven von Schnittpunkten darstellen kann
(z. B. Geogebra). Die Internetseite zu diesem Buch enthélt entsprechende dyna-
mische Konstruktionen von Ellipsen sowie von Hyperbeln und Parabeln. [ |

Bestimmungsstiicke und -groBen von Ellipsen

Die Hiilfte des Abstandes |F1F3| zwischen den Brennpunkten einer Ellipse
heilt lineare Exzentrizitit e. Der Mittelpunkt der Strecke F Fy wird Mittelpunkt
M der Ellipse genannt. Die Gerade, die durch die Brennpunkte einer Ellipse
verlduft, heilt Hauptachse (mit der Lénge 2a) die dazu senkrechte Achse durch
den Mittelpunkt Nebenachse (mit der Linge 2b).

Die beiden Punkte S und Sz einer Ellipse, die auf der Hauptachse liegen,
heilen Hauptscheitel. Die Schnittpunkte S3 und S4 einer Ellipse mit ihrer Ne-
benachse heilen Nebenscheitel (sieche Abb. 2.23).

Satz 2.4
a) Fiir jeden Punkt P einer Ellipse mit den beiden Brennpunkten F1 und F>
sowie der Ldnge 2a der Hauptachse gilt:
|F1P| + |F2P| = 2a.
b) Fiir jede Ellipse mit der linearen Exzentrizitit e, der Hauptachsenlinge 2a
sowie der Linge 2b der Nebenachse gilt:
a? = b? + €%

Zum Beweis des Satzes 2.4 siehe Aufgabe 2 auf S. 83.

SNENEN
y \//\/\ A\ /</\\//\\/_ P S3
7> \
’/', R |F,P|
V \ |F\P|
f NS R M £ S,
v B F,y e |
N M b a
o 7+ /
i\\//\/ NENENL \/\\//‘ 5
PAAAN 4

Abb. 2.22: Punktweise Konstruktion einer ~ Abb. 2.23: Bestimmungsstiicke und -gré-
Ellipse Ben von Ellipsen
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Ortsdefinition der Hyperbel
Eine Hyperbel ist die Menge aller Punkte P der Ebene, fiir welche der
Absolutbetrag der Differenz der Abstdnde zu zwei vorgegebenen Punkten
F1 und F» konstant und positiv ist (siehe Abb. 2.24):

||FiP| — |FoP]|| = const, [||FiP|—|F2P|] > 0.

Die Punkte F7 und F> werden als Brennpunkte der Hyperbel bezeichnet.

Konstruktionen von Hyperbeln lassen sich anhand dieser Definition analog zu
der in dem Beispiel 2.10 beschriebenen Ellipsenkonstruktion fiihren. Eine ent-
sprechende dynamische Konstruktion enthélt die Internetseite zu diesem Buch.

Wie bei der Ellipse werden die Hailfte des Abstandes |FyF>| zwischen den
Brennpunkten einer Hyperbel als lineare Exzentrizitit e und der Mittelpunkt
der Strecke Fy F als Mittelpunkt M der Hyperbel bezeichnet. Die Schnittpunkte
S1 und S2 einer Hyperbel mit ihrer Achse F1 F> heiflen Scheitel der Hyperbel.
Satz 2.5
Fir jeden Punkt P einer Hyperbel mit den beiden Brennpunkten Fi und Fb
sowie den Scheitelpunkten S1 und Sz gilt:

[|[F1P| — |F2P|| = |S1S2] = 2a .
Beispiel 2.11
Der Graph der Funktion f mit f(z) = % ist eine Hyperbel mit den Brennpunk-
ten I (\/5, \/5) und F> (f\[; f\/§>, siehe Abb. 2.25.

Es ist zu zeigen, dass ||F1P| — |F2P|| fiir alle Punkte P(z; 1) mitz € R,z # 0
gleich, also unabhingig von z ist. Wir berechnen dazu (|F1P| — |F2P|)*:

(fa-a+ (v2-3)7 - Yl va-o)+ (vE-177)
(V2—2)*+ (vV2-1)? + (V242)°+ (V2+1)°
(e (2-2)7) - (V) s (V24 2)°)

Der Ausdruck unter der letzten Wurzel l4sst sich zu z* + m—14 + 2 vereinfachen.

2
(IF Pl — |F2P|)?

Damit (und nach Vereinfachung der dariiber stehenden Zeile) ergibt sich

y
P 3
F,P| 2
FP g
1
F\ M I
?1 a a }\Sz T2 3y
e e

Abb. 2.24: Hyperbel Abb. 2.25: Graph der Funktion f mit f(z) = %
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(IFLP| = |F2P))?

8+22%+2L% — 2\ /ot + L +2
=8+22"+2% -2 (2" + 3) = 8.

Es gilt somit ||F1 P| — |F2P|| = /8 fiir alle Punkte P des Graphen der Funktion

f mit f(z) = % Alle Punkte des Funktionsgraphen gehéren somit zu der Hy-

perbel mit den Brennpunkten F; und F> sowie dem Abstand der Scheitelpunkte

2a = v/8 = 2¢/2. Ohne Beweis sei angemerkt, dass umgekehrt alle Punkte dieser

Hyperbel auch Punkte des Funktionsgraphen sind. [

Ortsdefinition der Parabel
Eine Parabel ist die Menge aller Punkte P der Ebene, fiir die der Abstand
von einem festen Punkt F' gleich dem Abstand von einer festen Geraden [
ist (siche Abb. 2.26):

|FP| = d(P,1).
Der Punkt F' wird als Brennpunkt, die Gerade [ als Leitlinie der Parabel
bezeichnet.

Der Abstand p des Brennpunktes von der Leitlinie heif3t Halbparameter, die
Grofle 2p Parameter der Parabel. Die zur Leitlinie | senkrechte Gerade durch
den Brennpunkt wird Achse und der Schnittpunkt S einer Parabel mit ihrer
Achse Scheitelpunkt der Parabel genannt.

Beispiel 2.12
Der Graph der Funktion f: f(z) = 22 ist eine Parabel mit dem Brennpunkt
F (0; %) und der Leitlinie [ : y = f%, siehe Abb. 2.27.
Fiir die Absténde eines beliebigen Punktes P(z; z*) vom Brennpunkt und von
der Leitlinie gilt
|FP|? = a:2+(x2—i)2 =2 +a2' - L+ L =2+ 12+ L und
AP D)? = 22+ 1) = o' + L4 L.
Beide Abstédnde sind also fiir beliebige Punkte des Funktionsgraphen gleich.
Umgekehrt liegen alle Punkte, fiir die |F'P| = d(P,[) gilt, auf dem Graphen der
Funktion f mit f(z) = z°. Dieser Funktionsgraph und die Parabel mit dem

Brennpunkt F (0; é) und der Leitlinie [ : y = —% sind somit identisch. [ |
(/(P/) P y‘
15
/ FP|
/ 1
L S
] F Abb. 2.26: Parabel
\ .
\ 05 (links)
JZ F
Abb. 2.27: Graph
-1 05 05 11X der Funktion f mit
/ / f(z) = x? (rechts)
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2.4.2 Gleichungen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

Die Gleichung der Ellipse in Hauptachsenlage
Um moglichst einfach eine Gleichung fiir eine Ellipse herleiten zu kénnen, sollte
ihre Hauptachse mit der z-Achse und die Nebenachse mit der y-Achse iiberein-
stimmen (eine solche Lage heifit Hauptachsenlage, siehe Abb. 2.28). Durch eine
geeignete Wahl des Koordinatensystems lasst sich dies fiir jede Ellipse erreichen.
Ist P ein von den beiden Hauptscheiteln verschiedener Punkt der Ellipse und

P’ der FuBBpunkt des Lotes von P auf die z-Achse, so sind AF; PP’ und AF, PP’
rechtwinklige Dreiecke. Dabei ist |PP’| = y sowie

|[FiP'|=le+x| und |FaP'|=|e—z]|.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

|F1P| = /y?>+ (e+x)? und |FP|=/y?2+ (e —x)2.
Daraus ergibt sich:
[FLPI+ 2P| =y + (e +2)° + VY2 + (e — ).

Wegen |F P| + |F>P| = 2a (siehe Satz 2.4) folgt daraus:

VPt (e+z)2+ /> +(e—)? = 2a.

Diese Gleichung wird nun vereinfacht. Zunédchst wird auf beiden Seiten

y2 + (e — x)? subtrahiert, und es werden beide Seiten der entstehenden Glei-
chung quadriert:

VPTETEP = 20 P T =
v+ (e+z)? = 4a® +y° + (e — 2)® — 4da/y? + (e — x)2.
Durch Auflésen der Klammern und Vereinfachen ergibt sich daraus
/P (e = a®—ex,

erneutes Quadrieren beider Seiten fiihrt zu

a® [y° + (e — 2)%] = a* + €*2? — 2a%ex
bzw.
(a2—€2) :L'Q +a2y2 _ 2(0,2—62).
Nach Ersetzen von a®— e? durch b? (siehe Satz 2.4 auf S. 73) folgt daraus
202 + a%y? = a2,
Division dieser Gleichung durch a?b® auf beiden Seiten ergibt schlieflich:
2 2
xf + yf =1
a? b2 '
p 7
|
|
I
o 2
F P |ee ] j X
a
b Abb. 2.28: Herleitung der Ellipsengleichung in
Hauptachsenlage
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Bislang wurde gezeigt, dass alle Punkte der gegebenen Ellipse die Gleichung
(%) z—z + g—; = 1 erfiillen. Um nachzuweisen, dass diese Gleichung tatséchlich eine
Gleichung der Ellipse ist, muss noch gezeigt werden, dass nur Punkte der Ellipse
die Gleichung erfiillen bzw. dass alle Punkte, deren Koordinaten die Gleichung
(x) erfiillen, der Ellipse angehoren. Dazu berechnen wir zunéchst die Abstédnde
eines beliebigen Punktes Q(z;y) zu den Brennpunkten Fi und Fb:

(%) QF| = (z+e)?+y*, |QF:|=(z—-e)*+y?.

Ist Q ein Punkt, der die Gleichung (x) erfiillt, so gilt y* = b* (1 — —) Wegen
b? = a?— e? ergibt sich daraus:

y2= a2—eg—x2+2—ix2.
Fir (+x) kann deshalb geschrieben werden:

|QF1| = 1/2ex + a? + 2132 |QF2|:\/—26x+a2—|—Z—im2

beziehungsweise
(%) QFi|=+x(a+<2), |QF:==*(a—=<2).
Da in diesen beiden Gleichungen auf den linken Seiten Absténde, also positive

Zahlen, stehen, miissen auf den rechten Seiten die Vorzeichen so gewéhlt werden,
dass sich ebenfalls p051t1ve Werte ergeben. Da der Punkt Q(z;y) der Gleichung

2 = ¢2 4 b? muss

(*) geniigen soll, muss £; < 1 und somit |z| < a sein. Wegen a
weiterhin e < a sein. Somlt sind in () die beiden Ausdriicke in den Klammern
positiv, und es ergibt sich daraus

|QF1| + |QF2| = a+ £ + a— o = 2a.
Der Punkt @ erfiillt daher die Ortsdefinition (siehe S. 72) und ist ein Punkt
der betrachteten Ellipse. Damit ist nachgewiesen, dass die Gleichung (*) alle

Punkte der Ellipse und nur diese beschreibt.

Mittelpunktsgleichung der Ellipse

Eine Ellipse, deren Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist, deren Haupt-
achse auf der z-Achse und deren Nebenachse auf der y-Achse liegt, hat die

Gleichung x2 2
St =L (2.14)

Dabei ist a die halbe Lénge der Haupt—, b die halbe Lénge der Nebenachse.

Kreise sind spezielle Ellipsen. Falls die Brennpunkte einer Ellipse identisch
sind, also e = |F1 F2| = 0 gilt, so folgt daraus nach Satz 2.4 @ = b. Die Gleichung
(2.14) nimmt damit die Gestalt i—z + Z—z = 1 bzw. 2% +y? = a* an und entspricht
der Kreisgleichung in Mittelpunktslage (2.7), siche S. 58, mit dem Radius r = a.

Beispiel 2.13
Aufstellen einer Gleichung der Ellipse mit den Brennpunkten Fi(—4;0) und
F5(4;0) sowie dem Ellipsenpunkt P(4;6).
Die Lange der Hauptachse der Ellipse erhélt man durch
2a = |F1P|+|F2P| = V82 + 6246 = 16.
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Fiir die lineare Exzentrizitit gilt 2e = |F} F2| = 8, also e = 4. Die Linge der
Nebenachse ist nach Teil b) des Satzes 2.4 auf S. 73:

b=+a%—e? =/48.
Somit ergibt sich wegen a = 8 und b = /48 die folgende Gleichung der Ellipse:
2 2
r Yy _ 2 2 _
o1 + 13 1 bzw. 32°+4y 192. -

Graphische Darstellung von Ellipsen mithilfe eines Computeralgebrasystems
Ellipsen lassen sich in dem CAS Maxima nach den Vorgehensweisen darstel-
len, die auf S. 58 und S. 59 fiir Kreise beschrieben wurden. Bei Verwendung der
implicit-Anweisung ist in dem auf S. 58 angegebenen Maxima-Code die Kreis-
gleichung durch die Gleichung einer Ellipse zu ersetzen. Feinere Darstellungen
bei gleichzeitig kiirzerer Berechnungszeit sind mittels der explicit-Anweisung
durch die Darstellung von zwei Halbellipsen méglich, die als Graphen von Funk-
tionen f1 und f2 gegeben sind. Dazu wird die Gleichung (2.14) nach y umgestellt:

y==£by/1— 2—; Funktionsgleichungen der beiden Halbellipsen sind somit:

fﬂaz)zby/l—ﬁ—i und fg(ac):—b\/l—z—z (2.15)

Eine Beispieldatei fiir die Darstellung von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln
nach beiden Vorgehensweisen enthélt die Internetseite zu diesem Buch.

Die Gleichung der Hyperbel in Hauptachsenlage

Auf analoge Weise wie fiir Ellipsen lisst sich eine Gleichung fiir Hyperbeln in
Hauptachsenlage herleiten (siehe Aufgabe 12 auf S. 83).

Mittelpunktsgleichung der Hyperbel

Eine Hyperbel, deren Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist und deren
Brennpunkte auf der z-Achse liegen, hat die Gleichung
2y 216)
a? b2
Dabei ist a die Hélfte des Abstandes zwischen den beiden Scheiteln, und
es ist b = ve2 — a? mit der linearen Exzentrizitéit e, siche Abb. 2.30.

L

)

NS

o

|

A

&

Abb. 2.29: Ellipse in dem CAS Maxima Abb. 2.30: Herleitung der Hyperbelgleichung
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Beispiel 2.14

In dem Beispiel 2.11 auf S. 74 wurde festgestellt, dass der Graph der Funktion
f mit f(z) = % eine Hyperbel ist. Durch eine Koordinatentransformation wird
diese Hyperbel nun in ein Koordinatensystem iiberfiithrt, beziiglich dessen sie
sich in Hauptachsenlage befindet, und eine Gleichung der Hyperbel ermittelt.

Ein Koordinatensystem (mit den Achsen 2’ und y’), beziiglich dessen sich
die Hyperbel in Hauptachsenlage befindet, geht aus dem urspriinglichen Koor-
dinatensystem durch eine Drehung um 45° hervor, siche Abb. 2.31. Die ,alten*
konnen durch die ,neuen* Koordinaten folgendermaflen ausgedriickt werden:

=3V2a2' —3V2y', y=45V22 +3V2y .
Diese Transformationsgleichungen kénnen hier noch nicht fundiert begriindet
werden; dies wird erst nach allgemeineren Betrachtungen zu Koordinatensyste-
men in dem Abschnitt 5.5.2 moglich sein (siehe Beispiel 5.35 auf S. 209).

Durch Ersetzen von z und y durch 2’ und ¢’ in der Gleichung y = % mittels
der obigen Transformationsgleichungen ergibt sich die Gleichung

1
1 / 1 /
LV2a +1V2y = ,
° ° V22— 3V2y

die sich leicht in die Form

113/2 y/2

L _d

2 2

bringen lisst. Fiir die lineare Exzentrizitét erhélt man e = va? + b2 = 2. [

Die Scheitelpunktsgleichung der Parabel

Um eine Parabelgleichung herzuleiten, ist — wie bereits bei der Ellipse und der
Hyperbel — ein geeignetes Koordinatensystem zu wéhlen. Dazu legt man die
x-Achse auf die Achse der Parabel und den Koordinatenursprung auf ihren
Scheitelpunkt. Die y-Achse verlduft dann parallel zur Leitlinie, siehe Abb. 2.32.

Fiir einen beliebigen Punkt P(z;y) ist |[PF|*= (z— g)Q—i— y? und d(P,1) = x+2
(siehe Abb. 2.32). Falls P ein Punkt der Parabel ist, so folgt aus der Ortsdefi-
nition (vgl. S.75) |PF|* = (d(P,1))?; durch Einsetzen ergibt sich daraus

(x— B)2+y2 = (m+’i)2 .

2 2
y y
p
\ o/ v
D 2 -
{ * |
V 1 Vv ‘
\
NG| oA / | Abb. 2.31:
'\, {4 S| F | Uberfithrung ei-
2 -1 1 2 X / | B X ner Hyperbel in
NN ‘\ Hauptachsenlage
v v
-2 Abb. 2.32:
% % Herleitung einer
! [ Parabelgleichung
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Diese Gleichung lisst sich leicht in die Form y? = 2px bringen.

Scheitelpunktsgleichung der Parabel

Eine Parabel, deren Scheitelpunkt der Koordinatenursprung ist, und deren
Leitlinie parallel zur y-Achse verlauft, hat die Gleichung

y? =2px. (2.17)
Dabei ist p der Halbparameter der Parabel (Abstand des Brennpunktes
von der Leitlinie, siche Abb. 2.32).

Gleichungen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln in achsenparalleler
Lage

Die bisher behandelten Mittelpunktsgleichungen von Ellipsen und Hyperbeln
sowie die Scheitelgleichung der Parabel setzen ein Koordinatensystem voraus,
dessen Ursprung mit dem Mittelpunkt der betrachteten Ellipse oder Hyper-
bel (bzw. dem Scheitelpunkt der Parabel) zusammenfillt. Im Folgenden werden
nun etwas allgemeinere Gleichungen hergeleitet, fiir deren Anwendung nur noch
vorausgesetzt werden muss, dass die Koordinatenachsen zu den Achsen der be-
schriebenen Ellipsen, Hyperbeln bzw. Parabeln parallel sind.

Um eine Gleichung einer Ellipse mit dem Mittelpunkt M (zar; yar) beziiglich
eines Koordinatensystems KS herzuleiten, dessen x-Achse parallel zur Haupt-
und dessen y-Achse parallel zur Nebenachse der Ellipse ist, betrachten wir ein
Hilfskoordinatensystem KS’, dessen Achsen parallel zu denen von KS sind und
dessen Ursprung der Mittelpunkt der Ellipse ist, siche Abb. 2.33. In diesem
Hilfskoordinatensystem hat die betrachtete Ellipse die Mittelpunktsgleichung

LA

Zwischen den Koordinaten eines beliebigen Punktes P beziiglich des Koordina-
tensystems KS und denen beziiglich KS’ bestehen die Beziehungen

=o' +zpm,y=vy +yum bzw. ¥ =x—xpm,Y =y —ynm .
Durch Einsetzen in die dariiber stehende Ellipsengleichung ergibt sich die Glei-
chung der Ellipse in achsenparalleler Lage:

(z—zm)? N (y—ym)?
a? b2

Analog lassen sich Gleichungen fiir Hyperbeln und Parabeln in achsenparal-

=1.

leler Lage herleiten:

y p Y

Abb. 2.33: Ellipse in achsenparalleler Lage
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(z—zm)®  (y—ym)®

2 b2 = 1, Parabel: (y—yum)? = 2p(z—znr).

Hyperbel:

Eine allgemeinere Gleichung, die Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln be-
schreibt, kann mit Mitteln der Vektorrechnung hergeleitet werden, siehe dazu
einen ergdnzenden Abschnitt auf der Internetseite zu diesem Buch.

2.4.3 Tangenten an Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln

Fiir die Herleitung einer Tangentengleichung fiir Ellipsen betrachten wir Halb-
ellipsen als Funktionsgraphen, siehe (2.15) auf S. 78. Die Ableitung der Funkti-

onsgleichung der ,,oberen“ Halbellipse
T

fl(flj) = b‘( 1-— -5
ist nach der Kettenregel a

1 2 —b%z b x
fiwo) = b (- a) = — = 2L
x2 a2 ) sz a? Y
y
b
P
/i Yo 3
{
|\\ xo a[‘ X
\\ ///
A L
Tt T Abb. 2.34: Tangente an eine Ellipse

Somit ist der Anstieg der Tangente in einem beliebigen Punkt Py der oberen
Halbellipse (mit Ausnahme der beiden Hauptscheitel):

_ P
=
Damit lésst sich fiir die Tangente in Py die folgende Gleichung aufstellen:
b2 X0
try=tx) =mrt+n=——F—z+n
a“ Yo
Durch Einsetzen von x¢ fiir x und von yo fiir y lasst sich n bestimmen:
b? x?
n=yo+ 55—
a? Yo
Einsetzen dieses Ausdrucks fiir n in die Gleichung von t fiihrt zu:
b? xo b? x?
v y=—-——55—c+y+ 5 —
a

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit yo, Division durch b? und Anwendung
der Ellipsengleichung ergibt sich:

yyo , w0 _
b2 a2 b2

Es lasst sich zeigen, dass dieselbe Tangentengleichung fiir Punkte der unteren
Halbellipse gilt, sieche Aufgabe 22 auf S. 84. Auf analogem Wege ldsst sich eine
Tangentengleichung fiir Hyperbeln in Hauptachsenlage herleiten (Aufgabe 23).

2

Zo
t: — = 1.
+a2
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Tangentengleichungen fiir Ellipsen und Hyperbeln in Hauptachsenlage

2 2
Die Tangente an eine Ellipse mit der Gleichung x— + Zb/g 1 in einem
Punkt Py(zo;yo0) hat die Glelchung — + % = 1.
2 2
Die Tangente an eine Hyperbel mit der Gleichung — — = 1 in einem
a

Punkt Py(zo;yo) hat die Gleichun ﬂ — % =1.

Um eine Gleichung fir Tangenten an Parabeln herzuleiten, kann die Parabelglei-
chung (2.17) y* = 2px nach = umgestellt und dann nach y abgeleitet werden:

r=fy) = fy ;) ==

Die Ableitung in einem Punkt Po(xo, yo) gibt in diesem Falle den Anstieg der
Tangente in diesem Punkt beziiglich vertauschter Koordinatenachsen an, also
/ T — X0
f'(yo) =
Y—Yo
fiir beliebige Punkte P(x;y) der Tangente. Der Anstieg der Tangente ist reziprok

zu diesem Wert (und somit gleich der Ableitung der Umkehrfunktion von f):

_ 1 _r
o) wo
Durch Einsetzen in die Normalform der Geradengleichung ergibt sich
t:y =mx+n = £alc—|—n,
Yo

und durch Einsetzen von zo fiir £ und von yo fiir y l4sst sich n bestimmen:
n = yo — Ea xo .
Yo
Die Tangentengleichung erhélt damit die Form
t:y = £x+yof £xo bzw. t: yyo = px+ygfpxo,
Yo Yo

Durch Einsetzen von 2pzo fiir y2 ergibt sich daraus ¢t: yyo = p (z + o).

Tangentengleichungen fiir Parabeln in Scheitelpunktslage

Die Tangente an eine Parabel mit der Gleichung y? = 2 pz in einem Punkt
Po(zo;y0) hat die Gleichung yyo = p(x + z0).

Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln besitzen zahlreiche weitere interessante Fa-
cetten und Anwendungen, die im Rahmen dieses Buches nicht beriicksichtigt
werden konnten. Empfohlen sei hierzu das Buch von Schupp (2000).

2.4.4 Aufgaben zu Abschnitt 2.4

1. Begriinden Sie, dass jeder Kreis eine Ellipse ist, also der Definition auf S. 72
entspricht. Uberlegen Sie dazu, welche lineare Exzentrizitit ein Kreis besitzt
und welcher Zusammenhang zwischen dem Mittelpunkt des Kreises und den
Brennpunkten der Ellipse besteht.
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2. Beweisen Sie den Satz 2.4 auf S. 73.

3. Warum muss in der Ortsdefinition der Hyperbel || F} P|—|F2P|| > 0 gefordert
werden? Was fiir eine Figur erhélt man fiir ||Fy P|—|F2P|| = 07

4. Begriinden Sie den Satz 2.5 auf S. 74.

5. Weisen Sie nach, dass die Lénge der Sehne P; P> einer Parabel, die durch den
Brennpunkt F' dieser Parabel verlduft und senkrecht auf ihrer Achse steht,
gleich dem Parameter 2p dieser Parabel ist (siche dazu Abb. 2.26 auf S. 75).

6. Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion f: f(z) = az? eine Parabel mit

dem Brennpunkt F' (0; ﬁ) und der Leitlinie [ : y = fﬁ ist.

7. Esseien S der Scheitelpunkt und L der Schnittpunkt von Achse und Leitlinie
einer Parabel (Abb. 2.26). Weisen Sie nach, dass dann gilt: |LS| = |SF| = g

8. Stellen Sie fiir die Ellipsen mit den folgenden Stiicken Gleichungen auf:

a) a=5, b=4 d) 2a =20, F1(—8;0), F2(8;0)
b) 2 =8, 2a=10 e) F1(—2;0), F2(2;0), P(2;3)
c) b=2, 2e=6 (P liegt auf der Ellipse)

9. Berechnen Sie fiir die Ellipse mit der Gleichung 1622+25y? = 1600 die Lin-
gen der Achsen, die lineare Exzentrizitdt und die Brennpunktkoordinaten.

10. Beweisen Sie, dass fiir Punkte innerhalb bzw. auflerhalb einer Ellipse die
Ungleichungen 2—2 + z—j < 1 bzw. z—; + g—j > 1 gelten.
Hinweis: Beachten Sie, dass ein Punkt P innerhalb (aulerhalb) der Ellipse
liegt, falls ein Ellipsenpunkt Py existiert, der mit P auf einer Geraden durch
den Mittelpunkt M der Ellipse liegt und von M einen grofieren (kleineren)
Abstand als P hat.

11. a) Konstruieren Sie die Ellipse mit der Gleichung :1”—2 + y; =1.
b) Verschieben Sie die Ellipse um 3 Einheiten in z-Richtung und um 2 Ein-
heiten in y-Richtung. Wie lautet die Gleichung der verschobenen Ellipse?

12. Leiten Sie die Mittelpunktsgleichung (2.16) der Hyperbel her, siehe S. 78.
Nutzen Sie dazu Abb. 2.30 und orientieren Sie sich an der Herleitung der
Ellipsengleichung (S. 76).

13. Geben Sie eine Gleichung der Hyperbel in Hauptachsenlage an, von der
folgende Groflen bekannt sind.
a) 2a=6,2b=8 b) 2a=24,2e=26 c¢) a=38, Fi(—6;0), F»(6;0)
14. Von einer Hyperbel in Hauptachsenlage sind zwei Punkte P; und P> gege-

ben. Stellen Sie die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf.
a) P1(5:7), P2(2v6;5v2) b) Pi(3:2), P2(4;3)

15. Gegeben ist die Ellipse mit der Gleichung %2—1—”—52 = 1. Stellen Sie eine Mittel-
punktsgleichung der Hyperbel auf, deren Scheitel sich in den Brennpunkten
und deren Brennpunkte sich in den Scheiteln der gegebenen Ellipse befinden.
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16. Gesucht ist die Seitenldnge eines Quadrates, dessen Eckpunkte auf der Hy-
2
perbel mit der Gleichung i—z — 4> = 1 liegen. Fiir welche Hyperbeln ldsst sich
ein solches Quadrat finden?

17. Stellen Sie die Scheitelgleichung der Parabel auf, deren Scheitel im Koor-
dinatenursprung liegt, deren Leitlinie parallel zur y-Achse ist und fiir die
folgende zusétzliche Angabe vorhanden ist:

a) F(2;0) b) l:z=-3 c) F(-1;0) d) l:z=10

18. Wie viele Parabeln mit dem Halbparameter p = 0,5 gibt es, deren Scheitel im
Ursprung liegen und deren Leitlinien parallel zur y-Achse verlaufen? Geben
Sie die Gleichungen dieser Parabeln an.

19. Geben Sie die Koordinaten der Brennpunkte und Gleichungen der Leitlinien
fiir die durch folgende Gleichungen gegebenen Parabeln an.
a) y? =20z b) y? = —x c) y=a’ d) 2% = —0,5y

20. Wie grof ist der Halbparameter der Parabel mit der Gleichung y? = 2pz,
wenn diese durch den Punkt P(5;6) verlduft?

21. Berechnen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes und die Langen a und b
der Halbachsen der Hyperbel H. Bringen Sie dazu die Gleichungen mittels
quadratischer Ergédnzung in die Form der Hyperbelgleichung in achsenparal-
leler Lage (siehe S. 81).

a) H : z® +4x — 4y? — 24y = 36 b) H:222 -2z —9>+y=0

22. Leiten Sie die Tangentengleichung %% + %5 = 1 fiir Punkte der unteren
Halbellipse her (siehe dazu die Herleitung auf S. 81).

23. Leiten Sie eine Tangentengleichung fiir Hyperbeln in Hauptachsenlage her.
Orientieren Sie sich dabei an der Herleitung der Tangentengleichung fiir El-
lipsen auf S. 81.

24. Stellen Sie Gleichungen fiir die beiden Tangenten an die Ellipse E an der
Stelle xo auf. Berechnen Sie dazu zunichst die y-Koordinaten der beiden
Punkte Po1(xo;yo1) und Po2(xo;yo2) der Ellipse, welche die z-Koordinate
2o haben. Stellen Sie die Ellipsen und ihre Tangenten graphisch dar.

2 2
a) B: S 4% =1, 20=—6 b) E: 242 =1, z0=16
25. Stellen Sie eine Gleichung fiir die Tangente an die Hyperbel H im Punkt Py
auf und vereinfachen Sie diese so weit wie moglich.

a) H:Z — ¥ —1; Py(10;—3)  b) H: @7 w220 _q; py(9;—1)

26. Stellen Sie eine Gleichung der Tangente ¢ an die Parabel y? = 2z auf, die
a) parallel zu der Geraden g: 2z —y = —5 verliuft;
b) senkrecht auf der Geraden g: = + y = 7 steht.
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Vektoren gehéren zu den zentralen Strukturelementen der linearen Algebra. Sie
ermoglichen es, in eleganter Weise geometrische Aufgaben auf rechnerischem
Wege zu 16sen und einige Beschrankungen einer reinen Koordinatengeometrie,
die sich im vorangegangenen Kapitel gezeigt haben, zu iiberwinden. Eine hohe
Bedeutung haben Vektoren auch fiir die Physik, z. B. bei der Addition und
Zerlegung von Kriften sowie bei der Berechnung der mechanischen Arbeit.

Die Vektorrechnung entstand in einem langen historischen Prozess vor al-
lem aufgrund des Bediirfnisses nach einem ,,geometrischen Kalkiil“ sowie aus
den Anforderungen der Physik heraus. Im weiteren Verlauf 16ste sich der Vek-
torbegriff von den konkreten Kontexten, aus denen heraus er entstand. Damit
wurde einerseits eine Abstraktion vollzogen — es entstand der Begriff des Vek-
torraumes, der heute zu den wichtigsten algebraischen Strukturbegriffen gehort.
Andererseits fithrte die Méchtigkeit dieser Struktur zur Erschliefung neuer An-
wendungsfelder von Vektoren, die heute z. B. weder aus der Informatik noch aus
den Wirtschaftswissenschaften wegzudenken sind.

Das vorliegende Buch orientiert sich insofern an der historischen Entwick-
lung des Vektorbegriffs, als in diesem Kapitel zunichst konkrete Vektormodelle
im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen, wobei bereits Gemeinsamkeiten ver-
schiedener Zugéinge zu Tage treten. Mit den so eingefithrten Vektoren wird dann
Vektorrechnung betrieben, und es werden einige Anwendungen betrachtet. Der
allgemeinere Begriff des Vektorraumes ist dann Gegenstand des Kapitels 5, wo-
bei auf die hier zunéchst eingefiithrten , konkreten“ Vektoren zuriickgeblickt und
eine Abstraktion vollzogen wird.



86 3 Vektoren

3.1 Vektoren in physikalischen und
geometrischen Kontexten

3.1.1 Krafte, Geschwindigkeiten und Verschiebungen

In der Physik gibt es gerichtete Grofien wie Krifte, Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen. Diese sind durch eine Mafizahl und die Mafleinheit nicht voll-
stédndig bestimmt, vielmehr sind Richtung und Richtungssinn von Bedeutung.

Den vektoriellen Charakter von Geschwindigkeiten verdeutlicht folgendes Bei-
spiel: Ein Boot fihrt auf einem Fluss mit einer Geschwindigkeit von 12 kTm in
Richtung auf das andere Flussufer. Die Strémungsgeschwindigkeit des Flusses
betrédgt 6 kTm Die Maflangaben beschreiben den Sachverhalt offensichtlich nicht
vollstandig, vielmehr sind die Richtungen der Geschwindigkeiten von erheblicher
Bedeutung. Durch maflstabsgetreue Pfeile lassen sich die Betridge und die Rich-
tungen der Geschwindigkeiten ¢/; und v2 darstellen, siehe Abb. 3.1. Die resultie-
rende Geschwindigkeit ¢/ l4sst sich daraus graphisch ermitteln. Indem an einen
Pfeil, der die Geschwindigkeit v kennzeichnet, ein Pfeil angetragen wird, der v
beschreibt, und der Anfangspunkt des ersten Pfeils mit der Spitze des zweiten
Pfeils verbunden wird, entsteht ein Pfeil, der die resultierende Geschwindigkeit
o reprasentiert. Deren Betrag lidsst sich aus der Linge des Pfeils ermitteln. In
dem konkreten Fall ist, da ¥ und 7> senkrecht zueinander sind, auch eine ein-
fache Berechnung des Betrags der resultierenden Geschwindigkeit mithilfe des

2 2
Satzes des Pythagoras méglich: |7] = \/(12 kTm) + (6 kTm) ~ 134 kTm

—  Abb. 3.1: Darstellung von Geschwindigkeiten durch
Pfeile

Zu beachten ist, dass die Angabe ,,fahrt mit einer Geschwindigkeit von 12 %“

zwar gebréduchlich, aber nicht ganz korrekt ist, denn sie bezeichnet nicht die Ge-
schwindigkeit des Bootes, sondern nur ihren Betrag. Durch ihre Betréige sind
Geschwindigkeiten nicht hinreichend beschrieben. Insbesondere fiir die Bestim-
mung resultierender Geschwindigkeiten ist die Kenntnis der Betrége nicht aus-
reichend: die Addition der Betridge wiirde in dem obigen Beispiel 18 % ergeben.
Dieser Wert ist irrelevant und beschreibt den Vorgang in keiner Weise.

Es sei angemerkt, dass eine Geschwindigkeit nicht durch einen ,,festen“ Pfeil
gekennzeichnet wird, dessen Position eindeutig festgelegt ist. So zeigt Abb. 3.1,
dass die Stromungsgeschwindigkeit durch mehrere Pfeile an verschiedenen Stel-
len dargestellt werden kann. Von Bedeutung ist, dass alle Pfeile, welche dieselbe
Geschwindigkeit kennzeichnen, gleich lang, parallel und gleich gerichtet sind.
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Ebenso wie die Geschwindigkeit ist auch die Kraft eine gerichtete (vektorielle)
Grofe. Wird beispielsweise ein Schiff durch zwei Boote gezogen, so hingt die
resultierende Kraft F' davon ab, in welche Richtungen die Teilkréfte Fy und Fy
wirken (siehe Abb. 3.2). Die resultierende Kraft kann (wie in dem vorherigen Bei-
spiel die resultierende Geschwindigkeit) durch Antragen eines Pfeils, der F dar-
stellt an einen Pfeil, der Py beschreibt, graphisch ermittelt werden. Eine andere
Moglichkeit besteht darin, einen Pfeil, der die resultierende Kraft ausdriickt,
als (gerichtete) Diagonale eines Parallelogramms zu ermitteln, das von zwei die
beiden Teilkrifte F; und Fy repriasentierenden Pfeilen aufgespannt wird. Beide
Moglichkeiten fithren, wie aus Abb. 3.2 hervorgeht, zu demselben Ergebnis.

AuBer der Krifte,addition“ (Ermittlung resultierender Krifte) ist die Zerle-
gung von Kriften in Komponenten, die entlang vorgegebener Richtungen wir-
ken, von Interesse. So wird die Gewichtskraft Fe; einer Kugel oder eines Wagens,
der eine geneigte Ebene hinunterrollt, in zwei Komponenten aufgeteilt, siehe
Abb. 3.3. Die Hangabtriebskraft Fy ist die fiir den Bewegungsvorgang relevan-
te Kraft, sie bestimmt die Beschleunigung des herunterrollenden Objekts. Die
Normalkraft Fy ist die Kraft, mit der das Objekt die Fahrbahn belastet. Zwi-
schen den drei Kréften besteht der Zusammenhang ﬁg = ﬁH +ﬁN.1 Da meist
die Gewichtskraft und der Neigungswinkel einer geneigten Ebene bekannt sind,
sind hier haufiger die Betriige der Krifte Fy (und daraus die Beschleunigung)
sowie F v zu bestimmen. Dies ist mithilfe der beiden rechtwinkligen Teildreiecke
des in Abb. 3.3 dargestellten Krifteparallelogramms (bei dem es sich in die-
sem Falle um ein Rechteck handelt) moglich. Es ist ndmlich leicht zu iiberlegen,
dass der Winkel zwischen den Kriiften F; und Fr dem Neigungswinkel o der
geneigten Ebene entspricht. Mithilfe trigonometrischer Beziehungen lassen sich
damit |F| und |Fy| aus a und |F¢| ermitteln, siche die Aufgabe 2 auf S. 99.

Wie schon bei Geschwindigkeiten bemerkt wurde, sind auch die Positionen
der Pfeile, die Kréfte beschreiben, nicht eindeutig festgelegt. So konnte z. B. in
Abb. 3.3 die Gewichtskraft durch beliebige Pfeile dargestellt werden, die zu dem
Pfeil, der Fg reprasentiert, parallel, gleich gerichtet und gleich lang sind.

Abb. 3.2: Addition von Kraften Abb. 3.3: Zerlegung einer Kraft

1Das Operationszeichen ,, 4 steht hierbei fiir die Zusammensetzung von Kriften bzw. die
spéter noch behandelte Vektoraddition. Es ldsst sich nicht durch eine Addition der Betrige
der Krifte interpretieren. Offensichtlich gilt nicht |Fg| = |Fg| + |Fn|, sondern (da in dem

Beispiel die Teilkriifte Fr; und Fy senkrecht zueinander wirken) |Fo| = /|Fu|2+ |Fy|2.
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Wir betrachten im Folgenden Verschiebungen. Eine Abbildung der Ebene oder
des Raumes auf sich selbst ist eine Verschiebung, falls fiir zwei beliebige Punkte
P, Q (der Ebene bzw. des Raumes) und ihre Bildpunkte P’, Q" gilt:

m Die Absténde zwischen Original- und Bildpunkten sind gleich:
|PP'| = |QQ'[;

m Die durch Original- und Bildpunkte verlaufenden Geraden sind parallel zu-
einander: PP’ || QQ’;?

m Die Pfeile PP und QQ" sind gleich orientiert. Falls PP" und Q@ auf ver-
schiedenen Geraden liegen, ist dies unter den Voraussetzungen PP’||QQ’
und |PP'| =|QQ’| genau dann der Fall, wenn PQ und P'Q’ p_ar}allel sﬂ}.
Gehéren P, P, Q und Q' einer Geraden an, so sind die Pfeile PP’ und QQ’
gleich orientiert, falls sie identisch sind oder falls P’ und @ zwischen P und
Q@' oder P und Q' zwischen P’ und @ liegen, siche Abb. 3.4.

e d

P PO 0O P PO 0

| ———_— —_—
P O PO PO P 0
— e e e S Abb. 3.4: Gleich und entge-
o P O F o P QO P gengesetzt orientierte Pfeile

Da diese Bedingungen fiir beliebige Punkte und ihre Bildpunkte gelten, ist eine
Verschiebung durch die Vorgabe eines einzigen Punktes und seines Bildpunktes
oder eines ,, Verschiebungspfeils“ eindeutig bestimmt. Damit lassen sich fiir be-
liebige Punkte der Ebene oder des Raumes die Bildpunkte konstruieren. Bilder
geradlinig begrenzter geometrischer Figuren und Korper entstehen, indem die
Bilder der Eckpunkte konstruiert werden. Dabei wird die Tatsache genutzt, dass
Verbindungsstrecken von Punkten auf die Verbindungsstrecken der entsprechen-
den Bildpunkte abgebildet werden (siehe Abb. 3.5 und 3.6).

Q B
7 W
w
— E C’
— % .
5\ 4 o
v v A B’
ch' c ~
w
A A B

Abb. 3.5: Verschiebung in der Ebene Abb. 3.6: Verschiebung im Raum

2Parallelitét wird hier so aufgefasst, dass sie die Identitét mit einschliefit, also jede Gerade
zu sich selbst parallel ist.
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3.1.2 Pfeilklassen

Die im vorangegangenen Abschnitt betrachteten Beispiele weisen wesentliche
Gemeinsamkeiten auf: Sowohl Geschwindigkeiten und Krifte als auch Verschie-
bungen lassen sich durch Pfeile (gerichtete Strecken) beschreiben. Dabei ist es
unwesentlich, an welchen Positionen die kennzeichnenden Pfeile gezeichnet wer-
den, entscheidend fiir die Beschreibung einer Geschwindigkeit, Kraft oder Ver-
schiebung sind lediglich Lange, Richtung und Richtungssinn eines Pfeils. Die
Abstraktion von der Lage fiihrt zu dem Konzept der Pfeilklasse, welches Pfeile
gleicher Lange und Richtung sowie gleichen Richtungssinns identifiziert. Dazu
fithren wir eine Relation ,parallelgleich“ zwischen Pfeilen ein und fassen dann
Pfeile, die zueinander in dieser Relation stehen, zu Klassen zusammen.

Definition 3.1

Zwei Pfeile AB und OD heiBen parallelgleich, falls sie gleich lang und gleichsinnig

parallel sind, d. h. wenn gilt:

i. Die Abstidnde zwischen Anfangs- und Endpunkt sind bei beiden Pfeilen
gleich: |[AB| = |CD]|;

ii. Die Geraden, denen die beiden Pfeile angehéren, sind parallel: AB || CD;

iii. Die Pfeile A und C'D sind gleich orientiert (siehe S. 88). ¢

Satz 3.1

Die Relation ,parallelgleich® ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller

Pfeile der Ebene bzw. des Raumes, d. h.

m Jeder Pfeil ist zu sich selbst parallelgleich (Reflexivitét).

m Ist ein Pfeil AB parallelgleich zu einem Pfeil @, so ist auch OD parallel-
gleich zu AB (Symmetrie).

m Ist ein Pfeil AB parallelgleich zu einem Pfeil CD und CD parallelgleich zu
einem Pfeil ﬁ, so ist AB parallelgleich zu EF (Transitivitét).

Beweis: Die Refilezrivitat gilt unmittelbar nach der Definition 3.1, denn jeder
Pfeil ist zu sich selbst gleich lang und gleich orientiert; die Forderung ii (Paral-
lelitdt) von Definition 3.1 ist wegen der Fufinote 2 auf S. 88 ebenfalls erfiillt.
Die Symmetrie der Relation ,parallelgleich“ liegt ebenfalls unmittelbar auf
der Hand, denn sowohl die Gleichheit (beziiglich der Linge) als auch die Paral-
lelitat und die Gleichheit der Orientierung sind jeweils symmetrische Relationen.
Die Transitivitit der Parallelgleichheit gilt ebenfalls: Aus |[AB| = |CD| und
|CD| = |EF| folgt unmittelbar |AB| = |EF|, aus AB ||CD und CD || EF ergibt
sich ebenfalls direkt AB || EF. Auf eine exakte Begriindung der Transitivitit der
Gleichorientierung wird verzichtet, anschaulich ist sie recht einleuchtend. O

B D
F
C Abb. 3.7: Transitivitat der Relation , parallelgleich”
4 E
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Eine Aquivalenzrelation zerlegt die Menge, auf der sie definiert ist, in nicht
leere, disjunkte Teilmengen, so genannte Agquivalenzklassen. Fiir Leserinnen
und Leser, die mit diesem Begriff noch nicht vertraut sind, sei hier kurz auf
ein sehr bekanntes Beispiel fiir Aquivalenzklassen eingegangen: die gebroche-
nen Zahlen. Unter einem Bruch versteht man ein konkretes Paar natiirlicher
Zahlen (m;n) (das in der Form % geschrieben wird). In diesem Sinne sind
z. B. % und % verschiedene Briiche. Jedoch sind diese beiden Briiche gleichwer-
tig (dquivalent), die zugehérige Aquivalenzrelation ist die Quotientengleichheit.
Diese Aquivalenzrelation zerlegt die Menge aller Briiche in Aquivalenzklassen
quotientengleicher Briiche. Die Aquivalenzklassen sind die gebrochenen Zah-

len. Die Klassen werden ebenso bezeichnet wie die Briiche. Jedoch gehoren zu
3 4
67 8
Jeder dieser konkreten Briiche ist ein Reprisentant der gebrochenen Zahl (al-

der gebrochenen Zahl % unendlich viele konkrete Briiche (%, %, usw.).
so der Aquivalenzklasse) % Ebenso wie Briiche durch die Aquivalenzrelation
»,quotientengleich“ als gleichwertig zusammengefasst werden, erfolgt durch
die Aquivalenzrelation ,parallelgleich® eine Zusammenfassung , gleichwertiger®
Pfeile zu Pfeilklassen. Gleichwertig bzw. dquivalent sind die so zusammengefass-
ten Pfeile z. B. in der Hinsicht, dass sie dieselben Verschiebungen, Geschwindig-
keiten oder Kréfte beschreiben.

Definition 3.2

Eine Pfeilklasse ist eine Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation ,,par-
allelgleich®, d. h. als Pfeilklasse @ bezeichnet man die Menge aller zu dem Pfeil
u parallelgleichen Pfeile der Ebene bzw. des Raumes:

4 = {& | Z ist parallelgleich zu u}.
Jeder Pfeil & € @ heifit Reprisentant der Pfeilklasse 4. ¢

Bemerkungen:

m Fiir Pfeile und Pfeilklassen werden dieselben Bezeichnungen (wie @ und ﬁ)
genutzt. So bezeichnet @ in Definition 3.2 innerhalb der geschweiften Klam-
mer einen Pfeil, auflerhalb der Klammer jedoch eine Pfeilklasse. Die Definiti-
on scheint zunéchst unkorrekt zu sein, da ein Objekt @ nicht durch sich selbst
definiert werden kann. Da ,4“ jedoch verschiedene Bedeutungen hat, wird
eine Pfeilklasse # anhand eines konkreten Pfeils 4 definiert. Die Bezeichnung
unterschiedlicher Objekte mit denselben Symbolen ist vergleichbar mit Brii-
chen und gebrochenen Zahlen, die ebenfalls jeweils mit 7 bezeichnet werden.

m In den Abbildungen 3.1 auf S. 86 sowie 3.5 und 3.6 auf S. 88 wurden bereits
jeweils mehrere verschiedene Pfeile mit denselben Bezeichnungen v2, v bzw.
w versehen, obwohl es sich trotz gleicher Bezeichnung um verschiedene Pfeile
handelt. U2, ¥ und @ bezeichnen in den dortigen Beispielen somit Pfeilklassen.

m Im Folgenden werden vorrangig Pfeilklassen mit Symbolen wie @ und o be-
zeichnet (nur wenn dies ausdriicklich erwéhnt wird oder klar aus dem Kontext
hervorgeht, ist damit ein konkreter Pfeil gemeint).
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m Ist 4 eine Pfeilklasse in der Ebene oder im Raum, so existiert fiir jeden

Punkt A der Ebene bzw. des Raumes ein Reprisentant (Pfeil) von @ mit
dem Anfangspunkt A (sieche Abb. 3.8).

3.1.3 Addition und skalare Multiplikation von Pfeilklassen

u
u 0 Abb. 3.8: Verschiedene Reprasentanten
einer Pfeilklasse

)
Q)

B

~

Pfeilklassenaddition

Definition 3.3

Es scien @ und 7 Pfeilklassen sowie AB € 4 und BC € v Repréasentanten dieser
Pfeilklassen (welche so gew#hlt sind, dass der Anfangspunkt des Repriisentanten
von ¥ gleich dem Endpunkt des Reprisentanten von @ ist). Als Summe der
Pfeilklassen @ und ¢ wird die Pfeilklasse bezeichnet, welche den Pfeil AC als

einen Reprisentanten besitzt: @+ v = {& | £ ist parallelgleich zu ﬁ} . ¢
B
M C
~ W+V  Abb. 3.9: Addition von Pfeil-
A klassen
Bemerkungen:

m  Damit die Definition 3.3 tatsichlich eine Operation beschreibt, muss gesichert
sein, dass sich fiir beliebige Pfeilklassen die Summe bilden lasst. Dies ist der
Fall, wenn fiir beliebige 1, v Repriasentanten mit der in Def. 3.3 verlangten
Eigenschaft ,der Anfangspunkt des Reprédsentanten von o ist gleich dem
Endpunkt des Reprisentanten von u“ existieren. Die vorherige Bemerkung
sichert diese Tatsache, denn ist der Pfeil AB ein beliebiger Reprisentant von
i, so ldsst sich ein Représentant BC von @ mit dem Anfangspunkt B finden.

m In der Definition 3.3 werden der Begriff ,, Summe* und das Operationszeichen
,+¢ verwendet, die vom Rechnen mit Zahlen her bekannt sind. Dennoch
haben der Begriff und das Symbol zunéchst keinen Bezug zum Rechnen mit
Zahlen und sind rein geometrisch definiert. Gemeinsame Eigenschaften der
Addition von Pfeilklassen und der Addition von Zahlen werden sich allerdings
im Folgenden bei der Behandlung von Rechenregeln herausstellen.

Wird eine Operation von Aquivalenzklassen anhand von Reprisentanten defi-
niert — wie in Definition 3.3 die Addition von Pfeilklassen mithilfe des Antragens
reprasentierender Pfeile — so muss abgesichert werden, dass eine solche Defini-
tion reprdasentantenunabhdngig ist. Dies bedeutet, dass bei Wahl verschiedener
Pfeile fiir ¥ und ¢ im Ergebnis Pfeile entstehen, welche dieselbe Pfeilklasse re-

préasentieren. Nur wenn dies der Fall ist, wird zwei Pfeilklassen ¢ und ¢ eindeutig
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eine Summe @ + U zugeordnet. Wiirden sich je nach Wahl der Représentanten
verschiedene Pfeilklassen als Summen ergeben, so beschriebe die Definition 3.3
keine sinnvolle Operation von Pfeilklassen mit eindeutigen Ergebnissen. Um die
Bedeutung der Repriisentantenunabhéngigkeit (mitunter auch , Wohldefiniert-
heit“ genannt) zu verdeutlichen, sei nochmals auf die Bruchrechnung verwiesen.
Die Addition gebrochener Zahlen wird durch die Addition konkreter Briiche
definiert. Die beiden gebrochenen Zahlen % und % lassen sich unter Verwen-

dung verschiedener Reprisentanten (Briiche) addieren, z. B. % + % = % und
% g = %. Die beiden als Ergebnisse entstehenden Briiche sind gleichwer-

tig (dquivalent), sie reprisentieren also dieselbe gebrochene Zahl. Nur dadurch,
dass dies fiir beliebige Repréasentanten beliebiger gebrochener Zahlen zutrifft, ist
die Addition gebrochener Zahlen ,,wohldefiniert“. Wir zeigen mit dem folgenden
Satz, dass die in der Definition 3.3 definierte Addition von Pfeilklassen ebenfalls
repriasentantenunabhéngig ist, zwei Pfeilklassen @ und ¢ durch diese Definition

also eindeutig eine Summe 4 + ¥ zugeordnet wird.

Satz 3.2

Die Definition 3.3 ist reprdsentantenunabhdngig, d.h.: Sind AB und PQ Re-
praisentanten einer Pfeilklasse U sowie BC und @ Reprdsentanten einer Pfeil-
klasse U, so sind AC und PR Reprdsentanten ein und derselben Pfeilklasse.

Beweis: Da nach Voraussetzung AB und @ dieselbe Pfeilklasse reprisentie-
ren, sind diese beiden Pfeile parallelgleich, es gilt also |[AB|=|PQ|, AB||PQ und
AB und ]@ sind gleich orientiert (siehe die Definition 3.1 auf S.89). Ebenso
gilt |BC|=|QR|, BC||QR, BC und Cﬁ sind gleich orientiert.

i. Wegen AB||PQ gilt nach dem Stufenwinkelsatz an geschnittenen Paralle-
len 8 = ' (sieche Abb. 3.10 a); wegen BC ||QR gilt 8/ = 3", also 8 = ”.
Aufgrund der Voraussetzungen |AB|=|PQ| und |BC|=|QR)| sind die Drei-
ecke AABC und APQR nach dem Kongruenzsatz ,sws“ kongruent, somit
ist |AC|=|PR).

ii. Wegen der Kongruenz der Dreiecke AABC und APQR ist v = p. Ande-
rerseits gilt wegen BC ||QR nach dem Stufenwinkelsatz p = p’. Damit ist
v = p’, die Geraden PR und AC bilden mit BC also gleiche Stufenwinkel.
Nach der Umkehrung des Stufenwinkelsatzes folgt daraus AC ||PR.

C g

o>k

P
a) P b)
Abb. 3.10: Reprasentantenunabhingigkeit der Addition von Pfeilklassen
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iii. Wegen der Gleichorientierung von AB und }@ sowie von BC und @ gilt
AP||BQ und BQ||CR (siche Abb. 3.10 b). Daraus folgt AP||CR, also sind
auch AC und PR gleich orientiert.

Damit wurde gezeigt, dass die Pfeile AC und PR nach Definition 3.1 parallel-
gleich sind. Sie reprisentieren also dieselbe Pfeilklasse. Unabhingig von der
Wahl der Représentanten von 4 und ¢ in der Definition 3.3 ergibt sich dieselbe
Summe 4 + . O

Bemerkung: In dem Beweis von Satz 3.2 wurden nicht die Fille betrachtet,
dass A—ﬁ und ]@, B? und Cﬁ oder 1@ und 14—P: auf einer Geraden liegen. In
diesen Fillen kann analog vorgegangen werden, wobei sich einige Beweisschritte
verkiirzen. Aufgrund der einfacheren Darstellung wurde der Beweis zudem nur
fiir Pfeile in der Ebene gefiihrt, eine Ubertragung auf Pfeile im Raum ist moglich.

Rechenregeln der Addition von Pfeilklassen

Die Pfeilklassenaddition hat grundlegende Eigenschaften, welche die Verwandt-
schaft zur Addition von Zahlen erkennen lassen. Die Aussagen des folgenden
Satzes gelten sowohl auf der Menge aller Pfeilklassen der Ebene als auch auf der
Menge aller Pfeilklassen des Raumes.

Satz 3.3

A1l. Fiir beliebige Pfeilklassen @ und U gilt @+ ¥ = ¥ + 4 (Kommutativitét).

A2. Fir beliebige Pfeilklassen @, ¥, W gilt (4+0)+w = 4+ (T+w) (Assoziativitit).

A3. Es existiert eine Pfeilklasse G, so dass fiir jede Pfeilklasse @ gilt: @+ 0 =14
(Ezistenz einer ,Nullpfeilklasse®).

A4. Zu jeder Pfeilklasse U existiert eine Pfeilklasse —@ mit 4+ (—1) = 0

(Ezistenz einer ,entgegengesetzten Pfeilklasse“ zu jeder Pfeilklasse).

Beweis:

Al. Es seien der Pfeil AB ein Reprisentant von @ sowie BC und AD Repra-
sentanten von U. Es gilt offensichtlich AB+BC = AC = AD+DC (siehe
Abb. 3.11 a). Es bleibt zu zeigen, dass DC € @ ist (der Pfeil DC also der
Pfeilklasse @ angehort). Da wegen der Parallelgleichheit von BC und AD gilt
|BC|=|AD| und BC||AD, ist das Viereck ADC'B ein Parallelogramm. Somit
gilt auch |[AB| = |DC| und AB||DC. Die Pfeile AB und DC' sind deshalb
parallelgleich und wegen AB ¢ 7 ist auch DC € @. Aus 1@—1—3? = zﬁ—FD_—é
folgt damit & + v = U+ «.

Abb. 3.11: Kommutativitidt und Assoziativitit der Addition von Pfeilklassen
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A2. Es sei AB ein Reprisentant der Pfeilklasse ), BC € ¥ und D € . Dann ist
nach Definition 3.3 AC' € @+@ und BD € #+ . Die Summe (@4 V) +w wird
durch ﬁ—«— CD = AD und i+ (U+ &) durch AB + BD = AD reprisentiert,
also gilt (@ + ¥) + @ = @+ (¥ + W), siche Abb. 3.11 b, c.

A3. Setzt man 0 als diejenige Pfeilklasse, die alle Pfeile enthélt, fiir die Anfangs-
und Endpunkt identisch sind, so gilt fiir beliebige Pfeile AB einer beliebigen
Pfeilklasse u: ﬁ—l—@ — AB und somit iU+ 0=1.

A4. Tst i eine beliebige Pfeilklasse und AB ¢ i, so erfiillt die Pfeilklasse —u die
durch BA erzeugt wird, die Behauptung @ + (—) = 0. O

Bemerkungen:

m Die Teile A3 und A4 des Satzes 3.3 beinhalten Existenzaussagen vollig un-
terschiedlicher Natur. Wihrend A3 die Existenz einer einzigen ,, universellen®
Nullpfeilklasse beinhaltet (welche die Eigenschaft @+ 0 = @ fiir alle Pfeilklas-
sen u besitzt), besagt A4, dass es fiir jede Pfeilklasse u eine gewissermaflen

yindividuelle“ entgegengesetzte Pfeilklasse gibt.

m Die Teile A2, A3 und A4 des Satzes beinhalten zusammengefasst, dass die
Menge aller Pfeilklassen der Ebene und die Menge aller Pfeilklassen des
Raumes mit der Operation ,,Addition von Pfeilklassen“ Gruppen sind; wegen
A1 handelt es sich sogar um Abelsche (kommutative) Gruppen. Fiir Leser-
innen und Leser, die mit dem Begriff der Gruppe noch nicht vertraut sind,

wird dieser im Folgenden definiert.

Exkurs: Gruppen

Definition 3.4

Eine nicht leere Menge G mit einer Operation o heifit Gruppe, falls folgende

Bedingungen erfiillt sind:

0. Abgeschlossenheit: Fiir zwei Elemente a,b € G ist auch aob € G.

1. Assoziativitit: Fiir alle a,b,c € G gilt: (aob)oc=ao (boc).

2. Es existiert ein neutrales Element e in G beziiglich o, d. h. es existiert e € G
mit aoe =eoa = a fir alle a € G.

3. Jedes Element a von G besitzt beziiglich der Operation o ein inverses Ele-
ment, d. h. ein Element b mit aob=boa =ce. ¢

Die Forderung nach der Abgeschlossenheit miisste in der Definition des Begriffs Gruppe nicht
gestellt werden, da sie bereits in dem Begriff der Operation enthalten ist. Von einer Operation
o in einer Menge wird verlangt, dass sie zwei beliebigen Elementen a, b ein Element a o b der
Menge zuordnet. Da diese Abgeschlossenheit ein wichtiges Merkmal von Gruppen ist, wurde
sie in die Definition als 0. Eigenschaft aufgenommen.

Gruppen zdhlen zu den grundlegenden algebraischen Strukturen. Eine sehr
bekannte Gruppe ist die Menge der ganzen Zahlen mit der Addition als Ope-
ration, man verwendet hierfiir die Schreibweise (Z,+). Auch (Q,+) und (R, +)
sind Gruppen. Neutrales Element ist hierbei jeweils die Null. Beziiglich der Mul-

tiplikation bilden Q\{0} sowie R\{0} Gruppen. Neutrales Element der Gruppen



3.1 Vektoren in physikalischen und geometrischen Kontexten 95

(Q\{0},-) und (R\{0}, -) ist jeweils die Zahl Eins. Die Null muss aus den Mengen
der rationalen bzw. reellen Zahlen herausgenommen werden, da sie beziiglich der
Multiplikation kein Inverses besitzt: es gibt keine Zahl b fiir die 0 - b = 1 gilt.

Gruppen treten auch in der Geometrie auf. So bilden die Menge aller Kon-
gruenzabbildungen sowie die Menge aller Ahnlichkeitsabbildungen der Ebene
bzw. des Raumes Gruppen beziiglich der Operation ,,Nacheinanderausfithrung
von Abbildungen“.

Die genannten Beispiele fiir Gruppen verdeutlichen, dass die Gruppenstruk-
tur Gemeinsamkeiten zwischen sehr unterschiedlichen Objekten der Arithmetik
und der Geometrie aufdeckt. Insbesondere werden durch die Gruppeneigenschaf-
ten auch Analogien zwischen der Gruppe der reellen Zahlen mit der Operation
»,+“ und der Gruppe der Pfeilklassen der Ebene bzw. des Raumes beziiglich
der Addition von Pfeilklassen strukturell zum Ausdruck gebracht. Das neutrale
Element in der Gruppe der Pfeilklassen ist die ,,Nullpfeilklasse“ und das inverse
Element einer Pfeilklasse die dazu entgegengesetzte Pfeilklasse, siche Satz 3.3.

Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen

Definition 3.5

Es seien 1 eine Pfeilklasse der Ebene oder des Raumes mit einem Reprisentanten

AB sowie A eine reelle Zahl. Als Produkt \-@ der Pfeilklasse @ mit der Zahl A

bezeichnet man die Pfeilklasse, die durch den Pfeil AC mit folgenden Eigen-

schaften reprasentiert wird:

m [AC| = A-|AB],

m falls A >0 ist, so gehort C' dem Strahl AB und fiir A<0 dem zu AB entge-
gengesetzten Strahl an.

(Fiir A=0 ist X\-@ wegen |AC| = |\|-|AB| = 0 die Nullpfeilklasse.) ¢
A=2 r=0.6 A=-lS B
yﬁ il i’ A/

4 g

Bemerkungen:

Abb. 3.12: Multipli-
AU kation von Pfeilklas-
sen mit reellen Zahlen

m Die Definition 3.5 weist Ahnlichkeiten mit Definitionen zentrischer Streckun-
gen auf. Tatséchlich ist der durch die Definition festgelegte Punkt C Bild des
Punktes B bei der zentrischen Streckung mit dem Streckungszentrum A und
dem Streckungsfaktor A.

m Die Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen ist eine dufere Ver-
knipfung, da Pfeilklassen mit Elementen einer anderen Menge (ndmlich mit
reellen Zahlen) verkniipft werden. Hingegen ist die Addition eine innere Ver-
kniipfung (Operation), da jeweils zwei Pfeilklassen eine Pfeilklasse (die Sum-
me) zugeordnet wird.

m Statt von der ,Multiplikation mit reellen Zahlen®“ spricht man auch von der
skalaren Multiplikation. Reelle Zahlen werden dabei als Skalare bezeichnet.
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Da in der Definition 3.5 Pfeilklassen A-# anhand von Reprasentanten definiert
werden, ist es — wie schon zu Definition 3.3 — notwendig, die Reprisentanten-
unabhéngigkeit dieser Definition nachzuweisen (siehe S. 91-92).

Satz 3.4
. A 7 . . . — . . .
Sind AB und A'B Reprasentanten einer Pfeilklasse @, so sind die in der De-

finition 3.5 festgelegten Pfeile AC und (analog dazu) A'C" Reprdisentanten ein
und derselben Pfeilklasse.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass die Pfeile AC und A'C parallelgleich sind. Da
es sich hierbei fiir A=0 um Nullpfeile handelt (von denen klar ist, dass sie der
Nullpfeilklasse angehoren) muss der Nachweis nur fiir A # 0 gefiihrt werden.

i. Nach Voraussetzung ist |AB|=|A'B’|; da nach Definition 3.5 |AC|=|\|-|AB|
und |A'C’|=|\|-|A'B’| gilt, folgt daraus |[AC|=|A'C|.

ii. Nach Voraussetzung sind die Geraden AB und A’B’ parallel zueinander. Da
C auf der Geraden AB und C’ auf A’B’ liegt, gilt auch AC ||A’C’.

iii. Es ist zu zeigen, dass AC und A/—>C/ gleich orientiert sind. Dies ist (falls diese
Pfeile nicht ein und derselben Geraden angehoéren) der Fall, wenn AA’||CC’
gilt (siehe S.88). Wegen i und ii sind A, C, A" und C’ Eckpunkte eines
Parallelogramms, es bleibt also zu zeigen, dass hierbei C' und C’ benachbarte
Eckpunkte sind. Fiir A>0 gehort C' dem Strahl AB und C’ dem Strahl A’ B’
an. Da_mi)t liegen C und C” in derselben Halbebene der durch die Pfeile Ac
und A’C" aufgespannten Ebene mit der Randgeraden AA’ wie B und B'.
Somit kénnen C' und C’ nicht auf verschiedenen Seiten von AA’ liegen. CC’
ist somit keine Diagonale des Parallelogramms AA’C’C, damit sind C' und
O’ benachbarte Punkte. AA’ und CC’ sind daher gegeniiberliegende Seiten,
woraus AA||CC" folgt. Fiir A< 0 lésst sich der Nachwels analog fiihren; auf
den Nachweis fiir den Spezialfall, dass AC und A C’ auf einer Geraden liegen,
verzichten wir hier. In jedem Falle sind AC und A C" gleich orientiert.

A<0 B Abb. 3.13:
Reprasentanten-

/ unabhangigkeit
der Multiplikation

von Pfeilklassen

mit reellen Zahlen

Rechenregeln der Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen

Satz 3.5

S1. Fiir beliebige Pfeilklassen 4 gilt 1-u = u.

S2. Fiir beliebige Pfeilklassen @ und beliebige A\, € R gilt (A\-p)-@ = A (p-)
(Assoziativitét).

S3. Fiir beliebige Pfeilklassen i@, ¥ und beliebige A € R gilt X -(d+7) = A-@ + AU
(1. Distributivgesetz).
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S4. Fiir beliebige Pfeilklassen @ und beliebige A\, u € R gilt (A+p) -4 = i+ p-@
(2. Distributivgesetz).

“ in zwei verschiedenen

Bemerkung: In der Eigenschaft S2 tritt das Zeichen ,,-
Bedeutungen auf: in A\-p steht es fiir das Produkt zweier reeller Zahlen, in (p-u)
hingegen fiir die Multiplikation der Pfeilklasse « mit der Zahl u. Der erste Punkt
in A-(p-@) bezeichnet die Multiplikation der Pfeilklasse (p-@) mit der Zahl A und
der zweite Punkt in (A\-p)-@ die Multiplikation von @ mit der Zahl Au. Ebenso
wird das Operationszeichen ,,+“ in S4 in zwei Bedeutungen verwendet: A+ ist

die Summe zweier reeller Zahlen, A4 + p-i die Summe zweier Pfeilklassen.

Beweis:

S1. Ist AB ein Repréasentant der Pfeilklasse w, so ist nach Definition 3.5 der
Pfeil AC' mit |AC|=1-|AB| und der Eigenschaft, dass C' auf dem Strahl AB
liegt, ein Reprasentant von 1-u. Offensichtlich ist C'=B und somit 1-u = 4.

S2. Falls A>0 und p >0 gilt und AB ein Représentant von 4 ist, so gilt nach
Definition 3.5 fiir einen Représentanten AC von i, dass |AC| = p-|AB] ist
und C auf dem Strahl AB liegt. Fiir einen Reprisentanten AD von A (p-1@)
muss |[AD| = A-|AC| = A\-(u-|AB|) sein und D auf dem Strahl AC liegen.
Dieser ist gleich dem Strahl AB. Ist AE ein Reprasentant von (A-p) @, so ist
|AE| = A-p-|AB| und (wegen A-p>0) E ein Punkt des Strahls AB. Somit
sind D und FE identisch, es gilt also AE = AD und somit die Behauptung.

A=12 h=-12 i A=-12 D
=1,5 =15 _B =15
n e D i Z n
— B (peti) A
K ewa wi

Abb. 3.14: Assoziativitat der Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen

Fiir A<0 und p>0 gilt fiir einen Reprédsentanten AC von w-U erneut, dass
|AC| = | AB| ist und C' auf dem Strahl AB liegt. Fiir einen Représentanten
AD von A (pe@) muss |[AD| = |A\|-]AC| = |A]-(u-|]AB]) sein und D auf dem zu
AC' entgegengesetzten Strahl liegen. Dieser ist auch der zu AB entgegenge-
setzte Strahl. Ist AE ein Reprisentant von (A-p)-d, so ist |AE| = |A-u|-|AB|
und (wegen A-u<0) E ein Punkt des zu AB entgegengesetzten Strahls. Auch
in diesem Falle sind somit D und F identisch, und es gilt die Behauptung.
Auf Nachweise fiir die Fille A >0, 4 <0 und A <0, u <0 sowie fiir den Fall,
dass A=0 oder p=0 ist, wird hier verzichtet, siche Aufgabe 4 auf S. 99.

S3. Um einen Représententen fiir A-(@+%) zu ermitteln, werden zunéchst ¢ und
¥ nach der Definition 3.3 (S. 91) addiert; anschliefend wird ein Reprasentant
AD von A-(@+7) bestimmt, siehe Abb. 3.15. Fiir AD gilt:

e |AD| = -lAC)
e D liegt auf dem Strahl AC, falls A >0 und auf dem zu AC entgegenge-
setzten Strahl, falls A <O0.
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Abb. 3.15: 1. Distributivgesetz

=N . _ oA w S
Ist AB" ein Reprisentant von A-¢ und B'C" ein Reprasentant von \-U, so ist
AC" ein Reprisentant von \-ii + A-@. Das Dreieck AAB'C’ geht durch eine
zentrische Streckung mit dem Streckfaktor A und dem Streckungszentrum A
aus dem Dreieck AABC hervor. Daher gilt:
o |AC'| =l |AC];
e fiir A>0 liegt C’ auf dem Strahl AC, fiir A<0 auf dem zu AC entgegen-
gesetzten Strahl
Die Pfeile AD und AC’ sind somit identisch, es gilt daher \-(i4+0) = M+ .
In dem bisher nicht betrachteten Fall, dass A = 0 ist, gilt die Behauptung
ebenfalls, da sowohl \-(@+¥) als auch A-@ 4+ A-¥ die Nullpfeilklasse ist (siehe
die Aufgabe 5 auf S.99).
S4. Es miissen fiir A und p folgende Fille betrachtet werden:
e A>0,u>0;
e A0, u<O0;
e eine der Zahlen A\ und p ist positiv, die andere negativ und A+pu > 0;
e cine der Zahlen A\ und p ist positiv, die andere negativ und A4u < 0.
(Zusétzlich kénnen noch die Fille auftreten, dass A oder u oder A+u gleich
Null ist; in diesen Féllen ist leicht zu iiberlegen, dass die Behauptung gilt.)
Im Folgenden wird der Beweis fiir den Fall A>0, u <0, A4 <0 gefiithrt, in
den anderen Fillen ist analog vorzugehen (siehe die Aufgabe 7 auf S. 99).

= 0,6 —~ »B
uf—l 5 4 / /X i Y
Dz —-—7\ U+pii g Ot
Ist AB ein Représentant von u, so gilt fiir einen Reprisentanten AC von MT:
|AC| = |A|-|AB| und AC st wegen A >0 gleich orientiert zu AB. Fiir einen
Représentanten CD von p-u gilt |CD| = |p|-|AB| und AC und CD sind
wegen 1 <0 entgegengesetzt orientiert (siehe Abb. 3.16). Wegen A>0, <0,
A <0 ist |p| > |A|, daraus folgt |C'D|>|AC|. Somit liegt D auf dem zu AC
entgegengesetzten Strahl, der (da C' auf dem Strahl AB liegt) auch zu AB
entgegengesetzt ist. Es gilt |AD| = |u|-|AB| — |\|-|AB| = (Ju|—|A])-|AB.

Abb. 3.16:
2. Distributivgesetz

Ein Représentant AE von (A+p) - @ muss wegen A+ pu < 0 entgegengesetzt
orientiert zu AB sein, und es muss |AE| = |[A+pu|-|AB| gelten.

Wegen 1 <0 ist |pu| = —p, also [A+pu| = |A—[p|[ = |[n] = Al. Wegen [u] > |Al
ist |p|— A positiv, also ||u|—A| =|u|—A. Wegen A >0 ldsst sich A durch |}
ersetzen, es gilt also |[A+p|=|p|—|\|. Die Reprisentanten AD von Al + wu
und AE von (A+p)-u sind somit identisch, es gilt \-@ + p-@ = (A+p)-d. O
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Mit den Rechenregeln A1-A4 (siehe S. 93) der Pfeilklassenaddition und S1-S4
der Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen wurden grundlegende
strukturelle Aussagen hergeleitet, deren Bedeutung weit iiber die hier betrach-
teten Pfeilklassen hinaus reicht. Die Eigenschaften wurden hier zunéchst konkret
fiir das Beispiel der Pfeilklassen auf elementargeometrischem Wege hergeleitet.
Dieselben Rechenregeln werden im Folgenden fiir vollig andere Objekte (die
zunéchst keinerlei geometrische Bedeutung besitzen) erneut auftreten. Spéater
wird sich sogar zeigen, dass die Regeln A1-A4 und S1-S4 ausreichend sind, um
den Begriff des Vektorraumes zu bestimmen.

3.1.4 Aufgaben zu Abschnitt 3.1

1. Ein Flugzeug fliegt exakt nach Norden mit einer Eigengeschwindigkeit von
150 kTm Welchen ,,Kurs“ nimmt das Flugzeug, wenn Siidost-Wind mit einer
Geschwindigkeit von 30 kTm herrscht? Ermitteln Sie graphisch und rechne-
risch den Winkel der Flugrichtung zur Nordrichtung sowie den Betrag der
resultierenden Fluggeschwindigkeit.

2. Ein 6000 kg schwerer Wagen (mit dem Betrag |ﬁ@| ~ 59000 N der Gewichts-
kraft) rollt eine geneigte Ebene mit einem Neigungswinkel von 30° hinunter.
Bestimmen Sie graphisch und rechnerisch die Betrige der Hangabtriebskraft
ﬁH und der Normalkraft ﬁN (siehe Abb. 3.3 auf S. 87).

3. Gegeben ist ein Viereck ABCD. Driicken Sie die durch fﬁ, AD und BD

reprisentierten Pfeilklassen mithilfe der Pfeilklassen a, b und @ aus.

D c
C
b
B
A a Abb. 3.17: Skizze zu Aufgabe 3

4. Beweisen Sie den Teil S2 des Satzes 3.5 (siehe S. 96) fiir die Félle A>0, u<0
und A <0, <0 sowie fiir den Fall, dass A=0 oder p=0 ist.

5. Begriinden Sie anhand der Definition 3.5 auf S. 95, dass fiir beliebige Pfeil-
klassen w gilt: 0-4 ist die Nullpfeilklasse.

6. Das erste Distributivgesetz (Satz 3.5 S3, siehe S. 96) wurde in Abb. 3.15 fiir
eine positive Zahl \ skizziert. Fertigen Sie eine Skizze fiir A < 0 an. Uberpriifen
Sie, ob der auf S. 97 gefiihrte Beweis auch fiir diesen Fall zutrifft.

7. Fiihren Sie Beweise der Eigenschaft S4 des Satzes 3.5 (siehe S. 96f.) fiir die
Félle A>0, >0 sowie A<0, p<0.
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3.2 Vektoren in arithmetischen Kontexten

3.2.1 Sticklisten, Farben

Produktsortimente und aus mehreren Komponenten bestehende Produkte wie
Regalsysteme enthalten oft unterschiedliche Stiickzahlen verschiedener Bauteile.
Beispiel 3.1

Ein Modellbahnhersteller bietet verschiedene Gleisbauteile sowohl einzeln als
auch in Sortimentskésten an.

Basis- Erginzungs- | Ergdnzungs-

sortiment sortiment 1 | sortiment 2
Gleisstiick gerade (168,9 mm) 3 8 15
Gleisstiick gebogen (45°) 8 4 8
Anschluss-Gleisstiick 1 0 1
Weiche links 0 1 2
Weiche rechts 0 1 2
Weichenantrieb 0 2 4

........

Bl

5 ., Gleisstiick (gebogen)

Anschluss-Gleisstiick Weiche (rechts)
SR L ALLL L
Gleisstiick (gerade) Weichenantrieb Weiche (links)

Abb. 3.18: Gleisteile fiir Modelleisenbahnen

Die Bestandteile der Sortimente lassen sich durch geordnete 6-Tupel natiirli-

cher Zahlen angeben, die meist in Spaltenschreibweise geschrieben werden:
15

B: ’E]_:

OO oW
N =~ O

8
1
7E2: 2
2
4

Unter Verwendung dieser 6-Tupel (bzw. allgemein mit n-Tupeln) lassen sich
Rechenoperationen ausfithren: Man addiert zwei n-Tupel, indem man jeweils
zusammengehorige (an derselben Stelle stehende) Komponenten der beiden ad-
diert und multipliziert ein n-Tupel mit einer Zahl k, indem man jede Komponen-
te des m-Tupels mit k multipliziert. So lasst sich z. B. auf tibersichtliche Weise
darstellen, wie viele der jeweiligen Bauteile insgesamt in 18 Basissortimenten,

10 Ergdnzungssortimenten 1 und 5 Ergénzungssortimenten 2 enthalten sind:

3 8 15 54 80 75 209

8 4 8 144 40 40 224
N=18 g [+10f §{+5 5 [=| & [+ 0|+ w0 |=] 2

0 1 2 0 10 10 20

0 2 4 0 20 20 40 /4
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Farbmischung in der elektronischen Bildwiedergabe

Fernsehgeréte und Monitore enthalten dicht benachbarte rote, griine und blaue
,Leuchtpiinktchen* (Subpixel), mithilfe derer sie fiir jeden Bildpunkt (Pixel) je-
de darstellbare Farbe mischen. Das zu Grunde liegende Farbmodell heifit wegen

der verwendeten Grundfarben RGB-Modell. In diesem Modell wird jede Farbe
r

durch ein Tripel | 9 | beschrieben.? Im Grundzustand (kein Subpixel leuchtet)
b
wird ein Bildschirm als schwarz angenommen. Durch die Lichtintensitdten der

drei Subpixel, die durch die Komponenten r, g,b des RGB-Tripels beschrieben
werden, werden Helligkeiten addiert und Farben gemischt.

Da das Auge nicht beliebig kleine Farbabweichungen wahrnimmt, geniigt es
im Allgemeinen, fiir jede Komponente 256 Werte zu unterscheiden.* Die Kom-
ponenten 7, g,b von Farbtripeln werden meist als natiirliche Zahlen von 0 bis
255 oder (wie im Folgenden) als rationale Zahlen des Intervalls [0, 1] dargestellt.

Die Addition von RGB-Tripeln ist durchaus eine sinnvolle Operation mit Far-

T1 T2
ben. Die Addition zweier RGB-Tripel <91 ) und (92) lésst sich durch zwei
b1 b2

Scheinwerfer dieser Lichtfarben veranschaulichen, die gemeinsam eine schwarze
Flache beleuchten. Dabei addieren sich die Intensitéten der drei Farbkomponen-
ten beider Scheinwerfer. Jedoch kann keine der resultierenden Komponenten den
Maximalwert 1 iiberschreiten und als Gesamtfarbe kann es keine hellere Farbe
als reines Weif3 geben. Eine sinnvolle Addition zweier Farbtripel ist daher durch

r1 ro min (r1 472, 1)
g1 | + | g2 | := | min(g1+g2,1)
b1 bo min (b1 +b2, 1)

definiert.

Die Addition von Farben ist in einem Bildbearbeitungsprogramm wie Ado-
be Photoshop oder der freien Software The Gimp nachvollziechbar. Werden drei
Kreise mit den Grundfarben Rot, Griin und Blau auf jeweils eine Ebene iiber
einer schwarzen Hintergrundebene gelegt und wird fiir diese Ebenen der Mo-
dus ,,Addition“ bzw. ,Aufhellen“ (der ebenfalls die Addition der r-, g- und
b-Komponenten iibereinander liegender Pixel bewirkt) gewihlt, so ergibt sich
ein Bild wie in Abb. 3.19.° Pixel, die im Durchschnitt aller drei Kreise liegen,
nehmen die Farbe Weif} an:

o () () ()- ()~

3Die rot-, griin- und blau-Komponenten von Farben werden mit Klein-, Farben selbst mit
Grofibuchstaben bezeichnet.

4Die Festlegung auf 256 Werte erfolgte, weil dadurch genau 8 Bit an Informationen fiir
jede Komponente notwendig sind (28= 256).

5Die Internetseite zu diesem Buch enthilt eine Farbversion dieser Abbildung sowie Datei-
en, mithilfe derer die Farbaddition in Bildbearbeitungssoftware nachvollzogen werden kann.
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Cyan

Abb. 3.19:
RGB-Farbmischung

Schwarz

Rot

Abb. 3.20:

Magenta .
CMY-Farbmischung

Gelb

Als Summe von Rot und Griin ergibt sich die Farbe Gelb (Y, von Yellow), als
Summe von Rot und Blau Magenta (M) sowie von Griin und Blau Cyan (C):

1 0 1 1 0
R+G=[0|+[1])= 1>_Y, R+B_<O)_M, G+B_<1>_C,
0 0 0 1 1

Die Summe zweier Grundfarben ist dabei jeweils die Komplementérfarbe der
nicht an der Summenbildung beteiligten Grundfarbe; somit sind Gelb und Blau,
Rot und Cyan sowie Griin und Magenta jeweils Paare von Komplementéarfarben.

Die Komplementirfarben der RGB-Grundfarben sind vor allem fiir den Druck
bedeutsam. Hier erfolgt die Farbmischung umgekehrt zur Darstellung auf Bild-
schirmen, da Papier im unbedruckten Zustand die grofite Helligkeit aufweist. In
seinem Ausgangszustand reflektiert ideales weifles Papier die gesamte auftreffen-
de Helligkeit. Durch das Aufbringen von Farbpigmenten erfolgt eine Subtraktion
von Helligkeitsanteilen, sieche Abb. 3.20. Werden Pigmente aufgetragen, die be-
stimmte Farben absorbieren, nimmt Papier die Farbe des ,,Restlichtes“ an, bei
der es sich um die Komplementéarfarbe der absorbierten Farbe handelt. Somit
wird die Farbwiedergabe im Druck durch das subtraktive CMY-Modell mit den
Grundfarben Cyan, Magenta und Gelb beschrieben. Zwischen dem RGB- und
dem CMY-Tripel einer Farbe besteht der Zusammenhang

(2)-(1)-(2)

Die Subtraktion erfolgt analog zur Addition von n-Tupeln komponentenweise.
Jede der auftretenden Komponenten hat einen Wert von 0 bis 1.

In der Praxis ist die Transformation vom RGB- in den CMY-Farbraum (die
durch den Computer bzw. Drucker vorgenommen werden muss, wenn z. B. ein
mit einer Digitalkamera aufgenommenes Bild gedruckt wird) allerdings kompli-
zierter, da weder Papier noch Farbstoffe ein ideales Verhalten aufweisen. Insbe-
sondere kann eine reale Druckmaschine aus den drei Grundfarben kein wirkli-
ches Schwarz erzeugen. Als vierte Farbe kommt daher Schwarz zur Anwendung

— das CMY-Modell erfihrt eine Erweiterung zum CMYK-Modell (K fiir Black).
c

Farben werden in diesem Modell durch CMYK-Quadrupel 7;] beschrieben.

k
Die Transformation von Farben aus dem RGB- in das CMYK-Modell wird als

Farbseparation bezeichnet, siehe z. B. Nyman (2004).
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3.2.2 n-Tupel

In dem vorangegangenen Abschnitt wurden bereits einige Beispiele fiir Zahlen-
n-Tupel behandelt, namlich Stiicklisten, RGB-Tripel und CMYK-Quadrupel.
Als weitere Beispiele traten in den Abschnitten 1.1-1.3 Losungspaare, -tripel
und -quadrupel linearer Gleichungssysteme auf. Im Folgenden werden verallge-
meinernd n-Tupel reeller Zahlen und Rechenoperationen mit ihnen betrachtet.

Unter einem n-Tupel reeller Zahlen versteht man eine geordnete Liste

1
T2 ]
mit z1,x2,...,zn € R.
In
Die Zahlen z1, x2,...,zy heifen Komponenten dieses n-Tupels.

Die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen wird mit R™ bezeichnet. Dabei
handelt es sich um das n-fache Mengenprodukt R x R x ... x R.
—_——

n

Im Folgenden werden n-Tupel mit den Symbolen bezeichnet, die bereits in dem

T1 Y1

. . R T2 - Y2
Abschnitt 3.1.2 fiir Pfeilklassen verwendet wurden, z. B. = . |, ¥=[ -
Tn Yn

Dass diese Bezeichnungsweise sinnvoll ist, wird sich anhand der Tatsache zeigen,
dass enge Beziehungen zwischen n-Tupeln und Pfeilklassen bestehen und diesel-
ben Rechenregeln angewendet werden kénnen. Spéater wird diese Symbolik dann
allgemein fiir Vektoren verwendet, da sich heraus stellt, dass sowohl n-Tupel als
auch Pfeilklassen Beispiele fiir Vektoren sind.

Addition von n-Tupeln, Multiplikation von n-Tupeln mit reellen Zahlen
Definition 3.6

. T Y1
. . T2 . Y2
EsseienZ=| . |, ¥=1] - n-Tupel und A€ R.

B Als Summe der n-Tupel & und § bezeichnet man das n-Tupel, welches durch

Addition der einander entsprechenden Komponenten von & und % entsteht:
1+ Y1
L. T2 + Y2
T +y= .
Tn + Yn
m  Als Produkt des n-Tupels & mit der reellen Zahl A wird das n-Tupel bezeich-
net, das durch Multiplikation jeder Komponente von & mit \ entsteht:

)\ T

)\ X2
AT = .
Ay ¢
Fiir n-Tupel gelten dieselben Rechenregeln, die bereits in den Sétzen 3.3 (siehe
S.93) und 3.5 (S. 96) fiir Pfeilklassen aufgestellt wurden.
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Satz 3.6

Al. Fir beliebige n-Tupel & und i gilt T+ 4y =9+ &
(Kommutativitit der Addition).

A2. Fiir beliebige n-Tupel Z,4,Z gilt (Z+9§)+Z=F+ (§J+2)
(Assoziativitdt der Addition).

A3. Es existiert ein n-Tupel 0, so dass fir jedes n-Tupel & gilt: £+ 0 =17
(Ezistenz eines ,Null-n-Tupels®).

Ad4. Zu jedem n-Tupel T existiert ein n-Tupel —% mit &+ (—Z) =0
(Ezistenz eines ,,Gegen-n-Tupels® zu jedem n-Tupel).

S1. Fiir beliebige n-Tupel & gilt 1-Z = &.

S2. Fiir beliebige n-Tupel & und beliebige A, € R gilt (\-p)-Z = A-(u-%)
(Assoziativitéit der Multiplikation von n-Tupeln mit reellen Zahlen).

S3. Fiir beliebige n-Tupel T,y und beliebige A € R gilt X\ -(Z+y) = \-Z+ Xy
(1. Distributivgesetz).

S4. Fiir beliebige n-Tupel & und beliebige A, € R gilt (A\+p) - ZT= N+ p-&
(2. Distributivgesetz).

Bemerkungen:

m In den Eigenschaften S2-S4 treten die Zeichen ,,+“ und ,,-“ in verschiedenen
Bedeutungen auf, namlich fiir die Addition reeller Zahlen und die Addition
von n-Tupeln sowie fiir die Multiplikation reeller Zahlen und die Multiplika-
tion von n-Tupeln mit reellen Zahlen (siehe hierzu auch die Bemerkung auf
S.97 zu dem Satz 3.5).

m  Aufgrund von A1-A4 und der Tatsache, dass die Summe zweier n-Tupel stets
wiederum ein n-Tupel ist (es sich also bei der in Def. 3.6 definierten Addition
um eine Operation + : R™ x R™ — R™ handelt) ist R” mit der Addition von
n-Tupeln eine Abelsche (kommutative) Gruppe, siehe S. 94.

m Die Eigenschaften A1-S4 treffen meist nur dann uneingeschrinkt zu, wenn die
n-Tupel-Addition und die Multiplikation mit reellen Zahlen auf der Menge
R™ aller n-Tupel reeller Zahlen betrachtet werden. Bei den in dem Abschnitt
3.2.1 betrachteten Beispielen ist dies nicht der Fall. So sind Stiicklisten mit
negativen Komponenten nicht sinnvoll, womit die Eigenschaft A4 auf dieses
Beispiel nicht zutrifft. Ebenso wenig kénnen die rot-, griin oder blau-Kompo-
nenten von Farben negativ sein, zudem musste auf S. 101 eine spezielle Ad-
dition fiir RGB-Tripel definiert werden, da Komponenten von RGB-Tripeln
dem Intervall [0; 1] angehéren. Trotz dieser Einschrinkungen treffen viele der
Aussagen des Satzes 3.6 auf das Rechnen mit Stiicklisten und Farbtripeln zu.

m Es gibt auch spezielle Mengen von n-Tupeln, die zwar nur Teilmengen von R"
sind, auf denen aber die n-Tupel-Addition und die Multiplikation mit reellen
Zahlen dennoch uneingeschrankt ausfiihrbar sind und fiir die alle Aussagen
des Satzes 3.6 gelten. Dazu zéhlen die Losungsmengen homogener linearer
Gleichungssysteme, vgl. Abschnitt 1.3.4 (siehe dazu Aufgabe 3 auf S. 105).
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Beweis: Um den Satz 3.6 zu beweisen sind vor allem Rechengesetze fiir reelle
Zahlen auf n-Tupel zu iibertragen. Da dies fiir die meisten Aussagen des Satzes
in recht analoger Weise erfolgt, werden hier nur einige der Aussagen bewiesen.

A2. Fiir beliebige n-Tupel &, ¢/, 2 gilt nach Definition 3.6:

r/ T Y1 Z1 1+ Y1 z1
T2 i ) T2+ Y2 22
: + : + . = . + :

(F+y)+7 =

L\Zn Yn Zn Tn+ Yn Zn

1+ yi+ 21 1 Y1+ z1
[ w2t y2ta2 ) T2 n Y2+ z2

1 Y1 zZ1

T2 Y2 22 N S o
= s+ N =+ W+2) .

Eine kiirzere Begriindung kann folgendermafien gegeben werden:
Da fiir beliebige einander entsprechende Komponenten z;, y;, z; der n-Tupel
Z, 4, Z gilt (vi+y: )+2i = vi+(yitzi), ist die Behauptung (Z+§)+2 = Z+(§+2)
erfiillt.

A3. Setzt man 0 als das n-Tupel, dessen sdmtliche Komponenten Null sind, so

gilt fiir jedes n-Tupel Z:

T1 0 T1
L. x2 0 T2 .
r+o= : +1 - = : = x.
Tn O Tn
A4. Es sei & ein beliebiges n-Tupel mit den Komponenten x1,x2,...,x,. Mit
dem n-Tupel —& mit den Komponenten —x1, —z2, ..., —z, gilt F+(-Z) = 0.

S3. Fiir beliebige einander entsprechende Komponenten z;, y; (i=1...n) zweier
n-Tupel Z,y und beliebige A € R gilt nach dem Distributivgesetz fiir reelle
Zahlen \-(x;+y;) = Az + A\-y;. Die n-Tupel A\-(Z4+%) und A-Z+ A\-§ stimmen
somit in allen Komponenten iiberein, es gilt daher A-(Z+¢) = A-Z+ A-¥.

3.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 3.2
1. Beweisen Sie die Aussagen Al, S1, S2, und S4 des Satzes 3.6 auf S. 104.

2. Der Satz 3.6 sagt u.a. aus, dass in R ein ,Null-n-Tupel® & und fiir jedes
n-Tupel & ein ,,Gegen-n-Tupel“ —7 existiert. Er beinhaltet aber keine Ein-
deutigkeitsaussagen. Begriinden Sie die Eindeutigkeit des ,,Null-n-Tupels®
sowie des ,,Gegen-n-Tupels® zu jedem n-Tupel.

3. Es sei L C R™ die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssys-
tems in n Variablen (siche Abschnitt 1.3.4). Begriinden Sie, dass die Addition
von n-Tupeln und die Multiplikation von n-Tupeln mit reellen Zahlen inner-
halb von L uneingeschrinkt ausfithrbar sind, fiir Z,9 € L, A € R also stets
T4y € L sowie \-& € L gilt. Begriinden Sie weiterhin, dass innerhalb von L
alle Aussagen des Satzes 3.6 gelten.
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3.3 Zusammenhange zwischen Pfeilklassen und
n-Tupeln — Vektoren

Die Satze 3.3 und 3.5 sowie 3.6 haben gezeigt, dass fiir Pfeilklassen und n-
Tupel dieselben grundlegenden Rechenregeln gelten, obwohl diese Objekte aus
vollig unterschiedlichen Bereichen der Arithmetik und der Geometrie stammen
und deshalb auch die Beweise der Rechenregeln auf grundverschiedenen Wegen
gefithrt wurden. Im Folgenden werden nun weitere Zusammenhénge zwischen
Pfeilklassen und n-Tupeln hergestellt, welche die strukturelle Gleichheit dieser
Kategorien von Objekten noch untermauern.

3.3.1 Pfeilklassen im Koordinatensystem

Innerhalb eines kartesischen Koordinatensystems® lassen sich den Anfangs- und
Endpunkten von Pfeilen Koordinaten zuordnen. Dabei zeigt sich, dass Pfeile,
die dieselbe Pfeilklasse reprisentieren (also parallelgleich sind), gleiche Koordi-
natendifferenzen der End- und Anfangspunkte haben, siche Abb. 3.21. Fiir zwei
beliebige parallelgleiche Pfeile AB und OD der Ebene oder des Raumes gilt
TB—xA =2p—2c, YB—Ya =Yyp—yc (und im Raum zp—24 = 2p —2¢).
Ist insbesondere OP (wobei O der Koordinatenursprung ist) ein Pfeil, der der-
selben Pfeilklasse wie A5 und AC angehort, so ist bei Pfeilen in der Ebene
zp=ap—0=xp—za=2p—2c und yp =yp—0=yp—ya =yp—yc
sowie im Raum
rp =TB—TA =D —XC, Yp =YB—YA =YD—YC, RP = ZB—RA = ZD—RC-
Die Differenzen der End- und Anfangskoordinaten sind somit ein gemeinsa-
mes Merkmal von allen Pfeilen einer Pfeilklasse, also reprisentantenunabhdngig.
Daraus ergibt sich eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen Pfeilklassen
und n-Tupeln (Paaren bzw. Tripeln) reeller Zahlen.

z
p 7 1y B z;
Ir1 P z P
yc- A Zy] xy
C ] X, Xy <

=
(o}
=
<
W
=
SRV
N
j=]
=

N A C
Abb. 3.21: Differenzen der Koordinaten der End- und Anfangspunkte von Pfeilen

SUnter einem kartesischen Koordinatensystem versteht man ein Koordinatensystem mit
zueinander senkrechten Achsen mit gleicher Skalierung, wobei der Abstand zwischen zwei
aufeinander folgenden ganzzahligen Achsenwerten der Linge einer Einheitsstrecke entspricht.
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Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene oder im
Raum. Jeder Pfeilklasse p ldsst sich eindeutig ein Paar bzw. Tripel reel-
ler Zahlen auf folgende Weise zuordnen:
Ist ,A_B> ein beliebiger Reprasentant von p, so wird p das Paar bzw. Tripel
der Koordinatendifferenzen der Punkte A und B zugeordnet:
. IB—TA
p — TBLA bzw. p— (yp—ya |.
YB—YA ZB—2A
Fiir spezielle Repriasentanten OP von p, deren Anfangspunkt der Koordi-
natenursprung ist, vereinfacht sich diese Zuordnung;:

Tp rp
7 — < ) bzw. p— |yp|.
yp 2p
" x
Umgekehrt ldsst sich jedem Zahlenpaar ( y) bzw. -tripel (y) (mit
z

z,y,z € R) beziiglich eines gegebenen Koordinatensystems eindeutig ei-
ne Pfeilklasse der Ebene bzw. des Raumes zuordnen, die durch den Pfeil
OP mit dem Anfangspunkt im Koordinatenursprung und dem Endpunkt
P(z;y) bzw. P(x;y; z) repréisentiert wird.

Die Existenz eindeutiger Zuordnungen: Pfeilklassen — Zahlenpaare/-tripel
sowie Zahlenpaare/-tripel — Pfeilklassen ldsst sich wie folgt zusammenfassen:
Satz 3.7
Beziiglich eines gegebenen kartesischen Koordinatensystems existiert eine um-
kehrbar eindeutige Abbildung von der Menge aller Pfeilklassen der Ebene bzw.
des Raumes auf R? bzw. R3.

Eine Abbildung mit den in dem Satz 3.7 genannten Eigenschaften wird als bijek-
tive Abbildung bzw. Bijektion bezeichnet. Genaue Definitionen dieser Begriffe
werden in dem Kapitel 7 gegeben.

In den vorherigen Ausfithrungen und in dem Satz 3.7 wurde stets der Bezug
auf ein (kartesisches) Koordinatensystem erwihnt. Es kénnen verschiedene Ko-
ordinatensysteme der Ebene bzw. des Raumes betrachtet werden, wobei nicht
einmal in allen Koordinatensystemen die Achsen senkrecht zueinander sind.
Aber auch Koordinatensysteme mit senkrechten Achsen kénnen sich durch die
Skalierung der Achsen und ihre Lage in der Ebene bzw. im Raum unterschei-

Vs
» 2
2
1 .
P
1 — .
P P
1
1 i X i23x
-1

Abb. 3.22: Reprisentanten einer Pfeilklasse in verschiedenen Koordinatensystemen
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den. Welches n-Tupel einer Pfeilklasse zugeordnet wird, hingt von der Wahl des
Koordinatensystems ab. Lediglich beziiglich zweier Koordinatensysteme mit je-
weils zueinander parallelen Achsen und gleicher Skalierung wird einer Pfeilklasse
nach dem beschriebenen Verfahren dasselbe n-Tupel zugeordnet. In Abb. 3.22
sind verschiedene Repréasentanten ein und derselben Pfeilklasse p dargestellt.
Beziiglich der Koordinatensysteme mit den Achsen z1,y1 und z2,y2 wird p je-

weils das Zahlenpaar (%) zugeordnet, beziiglich des Koordinatensystems mit

V2 2,12
den Achsen z3,ys3 das Paar [ 2 = ( ’ und beziiglich des Koordinaten-
3,Y3 ( % \/i) 0, 71) g

systems mit den Achsen x4,y4 das Paar (i)

Der enge Zusammenhang zwischen Pfeilklassen und Zahlentupeln ist in beiden
Richtungen von Nutzen. Die Zuordnung: Pfeilklassen — Zahlenpaare/-tripel
ermoglicht es, geometrische Aufgaben auf arithmetischem bzw. algebraischem
Wege zu l6sen. Umgekehrt schafft die Interpretation von Zahlenpaaren oder -
tripeln als Pfeilklassen mitunter interessante Veranschaulichungsmoglichkeiten
fiir Sachverhalte, die zun#chst keinerlei geometrischen Bezug zu haben scheinen.

Beispiel 3.2
Farbwiirfel
In dem Abschnitt 3.2.1 wurde auf die Beschreibung von Farben durch Zahlentri-

r
pel <g> eingegangen (siehe S. 101). Dabei ist die Menge aller RGB-Tripel eine
b

Teilmenge von R? mit 0 < r, g,b < 1. Den RGB-Tripeln entsprechen Pfeilklas-
sen. Betrachtet man Reprasentanten dieser Pfeilklassen mit Anfangspunkten im
Koordinatenursprung, so liegen deren Endpunkte innerhalb eines Wiirfels mit
den Eckpunktkoordinaten (0;0;0), (1;0;0), (1;1;0), (0;1;0), (0;0;1), (1;0;1),
(1;1;1) und (0;1;1), siche Abb. 3.23. Die Eckpunkte des als Farb- bzw. RGB-
Wiirfel bezeichneten Wiirfels kennzeichnen somit die Grundfarben des RGB-
Modells, deren Komplementérfarben sowie Schwarz und Weifl. Komplementéiren
Farben entsprechen jeweils gegeniiberliegende Punkte des Wiirfels. Auf den Sei-

tenfldchen sind die Verldufe zwischen verschiedenen Farben erkennbar. [
Cyan Weil3
I
b 1 Abb. 3.23: RGB-Wiirfel

Blau + Ma-
: . Auf der Internetseite zu diesem Buch
| %a befinden sich eine farbige Abbildung
I,/ des RGB-Wiirfels sowie ein Video, das
’)G_I'[Tll’;_“__ Gelb den RGB-Wiirfel aus verschiedenen

K Richtungen zeigt.
,
Schwarz Rot
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3.3.2 Die Isomorphie zwischen der Menge der Pfeilklassen
der Ebene bzw. des Raumes und R? bzw. R3

Pfeilklassen konnen nicht nur n-Tupel zugeordnet werden und umgekehrt, son-
dern auch die Pfeilklassenaddition und die Multiplikation mit reellen Zahlen
lassen sich auf die Addition von n-Tupeln bzw. deren Multiplikation mit Zahlen
zuriickfiithren.

Satz 3.8

Es seien 4 und v Pfeilklassen, denen beziiglich eines Koordinatensystems Paare
bzw. Tripel reeller Zahlen zugeordnet sind (wie auf S.107 beschrieben):

L To L Ty - T - Lo
U — , U — bzw. U= (Yul], U= Y]
Yu Yo Zu Zv

Dann ergibt sich bei der ,geometrischen® Addition der Pfeilklassen u und o/
(nach Definition 3.3) eine Pfeilklasse @+ U, der das Paar/Tripel entspricht, das
sich durch ,arithmetische Addition (nach Definition 3.6) der @ und U zugeord-
neten Paare/Tripel ergibt:

L Ty
Yu Yo 2u 20

Ist weiterhin X\ eine reelle Zahl, so fihrt die ,geometrische“ (durch die Definition

S~

3.5 beschriebene) Multiplikation von @ mit A zu einer Pfeilklasse \-, der das
Paar/Tripel entspricht, welches sich durch ,arithmetische* Multiplikation (nach
Definition 3.6) des @ zugeordneten Paars/Tripels mit X ergibt:

Ty
N — A@“) baw. A — A-(zm).

Zu
YA YA
Wy v
T Vv
Vi m 4 by AU
AN u+v v Yu +
u
yu 1 ﬁ
X X X
X, X, Xy 1 X
Xuty X Xy 1 kxu

Abb. 3.24: Addition und skalare Multiplikation von Pfeilklassen sowie von n-Tupeln

Auf einen Beweis des Satzes 3.8 wird verzichtet; zur Veranschaulichung seiner
Aussage sei auf Abb. 3.24 verwiesen, aus der sich auch Beweisideen fiir die
beiden Teile des Satzes entnehmen lassen.

Die Sétze 3.7 und 3.8 beinhalten zusammen, dass (beziiglich eines Koordina-
tensystems) die Mengen aller Pfeilklassen der Ebene bzw. des Raumes und R?
bzw. R? bijektiv aufeinander abbildbar und dass die Addition sowie die Multi-
plikation mit Skalaren iibertragbar sind. Dieser enge Zusammenhang zwischen
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zunéchst vollig unterschiedlichen Strukturen aus der Geometrie bzw. der Arith-
metik wird als Isomorphie (Strukturgleichheit), die in dem Kasten auf S. 107
festgelegte Zuordnung als Isomorphismus bezeichnet. (Néher wird auf diese Be-
griffe in dem Kapitel 7 eingegangen.)

3.3.3 Vektoren

Die Strukturgleichheit zwischen Pfeilklassen und n-Tupeln (fiir n = 2,3) er-
moglicht es, diese Objekte , gleichzusetzen*“. Wir schreiben daher ab sofort fiir
Pfeilklassen @ und zugehorige n-Tupel:

U = (Z) bzw. U = (g)

Wir unterscheiden kiinftig auch sprachlich nicht mehr zwischen Pfeilklassen und
n-Tupeln, sondern bezeichnen diese nun als Vektoren.

Mit der Zusammenfiihrung von geometrischen und arithmetischen Objekten
zeichnet sich der Vektorbegriff bereits durch einen hohen Verallgemeinerungs-
grad aus und erdffnet die Moglichkeit, rechnerische Methoden auf die Geometrie
zu iibertragen und umgekehrt. Eine weitere Verallgemeinerung erfolgt dann in
dem Kapitel 5 mit der Behandlung von Vektorrdumen. Erst auf dieser Grund-
lage ist dann eine allgemeine Definition des Begriffs Vektor moglich. Mit den
in den Sétzen 3.3 und 3.5 sowie 3.6 enthaltenen Rechenregeln fiir Pfeilklassen
und n-Tupel sind jedoch bereits die wichtigsten strukturellen Eigenschaften von
Vektoren gegeben, die auch Vektorrdume maflgeblich bestimmen werden. Im
Folgenden werden diese Sitze zusammengefasst fiir Vektoren formuliert:

Satz 3.9

Al. Fir beliebige Vektoren © und ¥ gilt ©+ =9+ u
(Kommutativitéit der Vektoraddition).

A2. Fiir beliebige Vektoren 4,0, w gilt (4@ + ¥) + @0 = d + (T + W)
(Assoziativitidt der Vektoraddition).

A3. Es existiert ein Vektor o, so dass fir jeden Vektor u gilt: ©+ 0=
(Existenz eines Nullvektors).

Ad. Zu jedem Vektor @ existiert ein Vektor —a mit @+ (—d) =0
(Existenz eines Gegenvektors zu jedem Vektor).

S1. Fiir beliebige Vektoren u gilt 1-u = u.

S2. Fir beliebige Vektoren @ und beliebige A\, p € R gilt (A-p)-@ = - (p-@)
(Assoziativitédt der Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen).

S3. Fliir beliebige Vektoren @,V und beliebige X € R gilt X\ -(4+7) = A\-d + \-U
(1. Distributivgesetz).

S4. Fiir beliebige Vektoren @ und beliebige A\, p € R gilt (A4p) -4 =A@+ p-@
(2. Distributivgesetz).

Bewiesen wurde der Satz 3.9 bereits in den Abschnitten 3.1.3 (fiir Pfeilklassen)

und 3.2.2 (fiir n-Tupel).
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Mithilfe des Satzes 3.9 lassen sich weitere Eigenschaften von Vektoren herlei-
ten. Dazu ist es nicht mehr notwendig, diese jeweils fiir Pfeilklassen und n-Tupel
zu beweisen, sondern es geniigt, auf die Aussagen des Satzes 3.9 zuriickzugreifen.

Satz 3.10

1. Fir alle Vektoren i ist 0-4 = 0.

2. Der Nullvektor o ist eindeutig bestimmdt.

3. Fir alle A € R ist A\-0=0.

4. Fiir jeden Vektor u ist der Gegenvektor —i eindeutig bestimmit.

5. Fir alle Vektoren @ und alle A € R ist (—\)-U = —(\-Q).

6. Fir alle Vektoren @ und alle A € R ist A-(—u) = —(\-@).

7. Fiir alle Vektoren @ und alle X\ € R gilt: Aus A\t = 0 folgt A =0 oder 4 = 0.

Bemerkung: Die Aussage 5 des Satzes beinhaltet den Spezialfall (—1)-@ = —.
Dies bedeutet, dass sich der Gegenvektor —u eines beliebigen Vektors @ durch
Multiplikation von @ mit —1 ergibt.

Beweis: Es werden hier nicht alle Aussagen des Satzes 3.10 bewiesen. Da
teilweise recht &hnliche Vorgehensweisen anzuwenden sind, kann die Leserin/
der Leser die restlichen Aussagen selbst beweisen, siehe die Aufgabe 5 auf S. 112.

1. Wir setzen ¢ := 0 - % und weisen nach, dass ¥ = ¢ sein muss.
Wegen 0+0 =0 gilt ¥ =04 = (040) - @. Nach dem 2. Distributivgesetz ist
(0+0) - 4=0-4+0-4=7+17,
also ¥ = U+ 4. Durch Addition des Gegenvektors —¢ auf beiden Seiten ergibt
sich daraus ¥ + (—¥) = ¥ + ¥ 4 (—0) und somit nach Satz 3.9 A4:
0=+ W+ (-0)=0+0=0=0- 4.

2. Wir nehmen an, es seien & und 6~ zwei Nullvektoren. Dann gilt nach Satz
3.9 A3 sowohl 6+ 6*= 7 als auch §*4 = &™. Somit ist also
0*=0"+0=0+0"=0.

3. Nach Satz 3.9 A3 ist @+0 = « fiir alle Vektoren @, woraus \-(@+0) = A -4
folgt. Nach dem 1. Distributivgesetz ergibt sich daraus A+ \-6 = \-u. Setzt
man ¥ = \-4, so ist also einerseits ¥ 4+ A-0 = ¢ und andererseits (nach Satz
3.9 A3) ¢+ 0 = ¥. Sowohl & als auch A3 sind somit Nullvektoren. Da der

Nullvektor aber eindeutig bestimmt ist, gilt A\-0' = &.

5. Nach Satz 3.10, 1ist =0 -4 = (A4 (=) - @ = A-@ + (—\)-d. Somit ist
(=)@ der Gegenvektor zu \-i. Wegen des Satzes 3.10, 4 ist dieser eindeutig
bestimmt. Daher muss —(A-@) = (—\)-@ gelten.

7. Falls A=0 ist, so ist die Behauptung bereits erfiillt. Wir konnen also A #0
voraussetzen und zeigen, dass dann 4 =6 sein muss. Fiir A #0 existiert % eR.
Nach den Aussagen S1 und S2 des Satzes 3.9 sowie der Voraussetzung A =0
gilt:ﬁ’:l-ﬁ':(%)\)ﬂ:%-(/\-ﬁ):%é’:é'. O
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3.3.4 Aufgaben zu Abschnitt 3.3

1.

Ein Vektor 7 wird durch einen Pfeil AB reprasentiert. Geben Sie ¥ als Zah-
lentripel an.
a) A(—8;13;5), B(—5;6;—11) b) A(5;7;1), B(3;9;—-2)

. Gegeben ist eine Verschiebung ¥ des Raumes durch einen Verschiebungspfeil

PP’ mit P(2;1;3) und P’(5;3;—1).

a) Geben Sie den Verschiebungsvektor ¢ als Zahlentripel an.

b) Geben Sie die Koordinaten der Bildpunkte der Punkte A(3;—2;4) und
B(3,5;2,5; —5) bei der Verschiebung ¥ an.

. Gegeben sind die Vektoren @ = ( % ) und ¥ = (_% ) Bestimmen Sie graphisch
und rechnerisch den Vektor . Vergleichen Sie jeweils Thre Ergebnisse.
a) W=3i+27 b) @=—4-U+ %7
5 —4
. Durch vi = g und vy = 2) werden zwei Verschiebungen des Raumes

beschrieben (siche Abb. 3.25).

a) Der Punkt P(—3;—3;3) wird zunéichst um ¢ und dann um % verschoben.
Geben Sie die Koordinaten der entstehenden Bildpunkte P’ und P” an.

b) Geben Sie den Verschiebungsvektor ¥ an, der die Nacheinanderausfiihrung
der Verschiebungen vi und v2 beschreibt.

yon Abb. 3.25: Verschiebungen im
= Raum (Skizze zu Aufgabe 4)

. Beweisen Sie die Aussagen 4 und 6 des Satzes 3.10 auf S. 111.

. Weisen Sie nach: Die Vektorgleichung @ + ¥ = ¥ (@, ¥ gegeben, ¥ gesucht)

besitzt eine eindeutige Losung.

. Welcher Vektor & erfiillt die folgenden Gleichungen, wenn die Vektoren , U

und @ gegeben sind?
a) 20— U+ T =w+u—0 b) 4 (34 —20+43%) —3(—20+30W—2) =4
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3.4 Linearkombinationen von Vektoren

3.4.1 Linearkombinationen

Sind zwei Vektoren @ und ¢ gegeben, so lassen sich weitere Vektoren & aus diesen
durch Multiplikation mit reellen Zahlen und anschliefende Addition erzeugen:
Z=XNU+ pv.

Dieses als Linearkombination bezeichnete Prinzip der Bildung von Vektoren aus

gegebenen Vektoren lisst sich fiir beliebig viele Vektoren verallgemeinern.

Definition 3.7

Als Linearkombination der Vektoren 1, Uz, . . ., Uy bezeichnet man einen Vektor
Z mit k
T o= Mt + gt oo Al = D Airll; (mitAr, Ao, ..., Ak €R).
i=1
Bemerkung: Da A1, A2, ..., \x beliebige reelle Zahlen sein kénnen, gibt es zu

jeder Menge von Vektoren, die nicht leer ist und nicht nur aus dem Nullvektor
besteht, unendlich viele Linearkombinationen.

Beispiel 3.3
Der Vektor & = (g) soll als Linearkombination der Vektoren 4 = (_§> und

U= (_;1) dargestellt werden. Dazu sind Koeffizienten A und p so zu bestimmen,

(3) = () + (2).

Um die Koeffizienten A und p zu bestimmen, ist das lineare Gleichungssystem

dass & = A\d + pv gilt, also

A+ 4pu =5
3A — 2.4 =2
zu l6sen, es ergibt sich dabei A = % und p = %. Der Vektor & ldasst sich also in

folgender Weise als Linearkombination der Vektoren « und ¢ darstellen:

— 9.7 17,
w—su—l—lov. |

Geometrisch ldsst sich die Darstellung eines Vektors Z als Linearkombination
zweier Vektoren @ und v folgendermaflen deuten: Die Vektoren @ und ¢ geben

Y

E'A*\’VV Abb. 3.26: Darstellung eines
Vektors & als Linearkombina-
tion zweier Vektoren 4 und ¥

S
\
ke

=Y

<}
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die Richtungen der Seiten eines Parallelogramms an. Gesucht sind Koeffizienten

A, 4, mit denen 4 und v multipliziert werden miissen, damit der Vektor & eine

Diagonale des von Ad und pv aufgespannten Parallelogramms beschreibt, siehe

Abb. 3.26. In dem Beispiel 3.3 wurde diese Aufgabe rechnerisch gelost.

Nicht immer lésst sich ein Vektor als eine Linearkombination zweier gegebener

Vektoren darstellen und nicht in allen Fillen, in denen dies moglich ist, sind die

Koeffizienten eindeutig bestimmt.
Beispiel 3.4
Der Vektor & = (g) soll als Linear-

—6
kombination der Vektoren @ = ( 3 )
1

und U= (_?) dargestellt werden.

Um Koeffizienten A und g so zu fin-
den, dass & = Ad + p ¥ gilt, wird wie
in dem Beispiel 3.3 ein lineares Glei-
chungssystem aufgestellt:

—6-X 4+ 8p =5

%)\ - u =2

Nach einem Umformungsschritt er-
gibt sich daraus 0 = 21, das LGS ist
nicht l6sbar.
Der Vektor & kann daher nicht als Li-
nearkombination von # und ¥ darge-
stellt werden. Geometrisch lasst sich
dies dadurch veranschaulichen, dass
der Vektor ¢ durch Multiplikation des
Vektors 4 mit —% entsteht. Beide Vek-
toren werden somit durch parallele
Pfeile dargestellt. Da der Vektor &
nicht durch Pfeile reprisentiert wird,
die dazu parallel sind, léasst er sich
nicht in der Form A4 + p ¢ darstellen
(siehe Abb. 3.27).

Der Vektor ¥ = (§) soll als Linear-
—2
kombination der Vektoren 4 = ( 3 ),

ﬁz(%)undu_f: .

1
(_é ) dargestellt
werden.

Um Koeffizienten fiir eine Linearkom-
bination & = A4+ p v+ v W zu bestim-
men, ist folgendes LGS zu losen:
—2A+2p—- v =4
SN+ 6:p 4 60 = 3.
Umformung dieses LGS fiihrt zu
—2A+2pu— v =4
614+ 5v =4.
Es existiert somit eine einparametrige
Losungsmenge. Setzt man ¢t =wv, so ist

M:%—%t und )\:—%—%t. Es gilt also

= (—5—-35t)0+ (2 -3t) v+t
fiir beliebige t € R.

Prinzipiell lisst sich ein Vektor & € R?
niemals eindeutig als Linearkombina-
tion von mehr als zwei Vektoren dar-
stellen, da hierbei stets LGS mit zwei
Gleichungen und mehr als zwei Varia-
blen entstehen. Diese besitzen stets un-
endlich viele Losungen oder sind nicht
losbar (vgl. Abschnitt 1.2). ]

Abb. 3.27: Beispiel fiir eine nicht
mogliche Linearkombination
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Beispiel 3.5
Linearkombination von Vektoren in R®

4 0
Der Vektor ¥ = (8) wird als Linearkombination dreier Vektoren @ = (1>,
3 2
1 5
v=| 4| und @ = (-1 | in der Form ¥ = A\i + u¥ + v dargestellt. Dazu ist
—1 —1

das folgende lineare Gleichungssystem zu losen:
lp+5v =4
A+ 4p—1v =28
22 —1pu—1v = 3.
Mithilfe des Gau$-Algorithmus (siche Abschnitt 1.2.2) erhélt man die (eindeu-

1

tige) Losung A\ = %, pw=3 v== Esgilt also

2 2
7g—572403 201 5
ac—2u—|—2v—|—2w. u

Geometrisch lisst sich die Darstellung eines Vektors Z € R als Linearkombina-
tion dreier Vektoren u, ¥ und w folgendermaflen veranschaulichen: Die Vektoren
i, ¥, W geben die Richtungen der Seiten eines Parallelepipeds (Spats) vor. Dar-
unter versteht man einen Koérper, der von sechs paarweise kongruenten und in
parallelen Ebenen liegenden Parallelogrammen begrenzt wird, siche Abb. 3.28.
Werden , ¥, @ mit den in dem Beispiel 3.5 ermittelten Koeffizienten A, u, v
multipliziert, so spannen die Vektoren Au, ut' und v ein Parallelepiped auf, in
dem der Vektor Z eine Diagonale beschreibt.”

z

Abb. 3.28: Darstellung eines Vek-
tors @ € R? als Linearkombination
dreier Vektoren #, ¢ und

7Genauer miisste davon gesprochen werden, dass ein den Vektor & reprisentierender Pfeil
eine Diagonale eines Parallelepipeds bildet, welches von Pfeilen aufgespannt wird, die Re-
prisentanten der Vektoren \iZ, u@ und v sind. Vektoren (in der geometrischen Interpretation
als Pfeilklassen) verfiigen nicht iiber eine Lage im Raum und kénnen deshalb auch keinen
Korper begrenzen. Um eine zu komplizierte Sprechweise zu vermeiden, wird dennoch ge-
sagt, dass Vektoren ein Parallelogramm oder Parallelepiped aufspannen, wobei dann jeweils
reprasentierende Pfeile gemeint sind.
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3.4.2 Kollineare und komplanare Vektoren

In gewissen Fillen lisst sich ein Vektor Z € R® auch als Linearkombination von
nur zwei Vektoren @, 7 € R® darstellen.

Beispiel 3.6 (3 5

1 1
Der Vektor ¥ = 5 ) wird als Linearkombination von & = <2> und ¥ = ( 1)
3 —2

)

dargestellt (siehe Abb. 3.29). Das lineare Gleichungssystem
A+ pu =35
220+ p =5
3A — 24 =05.
ist 1osbar, als Losung erhélt man \ = %, = 2. Es gilt also

1
+ 2.7. m

g

2 — 3.
=3

Abb. 3.29: Darstellung eines Vektors & € R3
als Linearkombination zweier Vektoren 4, U

Die drei Vektoren #, v und & in dem Beispiel 3.6 werden durch Pfeile re-
prasentiert, die in einer Ebene liegen, man sagt «, ¥ und # sind komplanar.
Hingegen trifft fiir keine Auswahl von drei der vier Vektoren , ¥, @ und & aus
dem Beispiel 3.5 zu, dass sie komplanar sind.

So wie drei Vektoren als komplanar bezeichnet werden, wenn sie (bzw. re-
prisentierende Pfeile) in einer Ebene liegen, werden zwei Vektoren als kollinear
bezeichnet, wenn zugehorige Pfeile auf einer Geraden liegen oder parallel sind.

Definition 3.8
Zwei Vektoren @ und ¥ heiflen kollinear, wenn einer der Vektoren ein Vielfaches
des anderen Vektors ist, d. h. wenn z. B. A € R mit @ = \-¥ existiert.

Drei Vektoren u, ¥ und « heiflen komplanar, wenn sich einer der Vektoren als
Linearkombination der beiden anderen Vektoren darstellen lésst, d. h. wenn z. B.
A, 1 € R existieren mit @ = A\ + p-v. ¢

Bemerkungen:

m Die Definition 3.8 schlieft den Nullvektor ein. Zwei Vektoren u, U, von denen
einer der Nullvektor ist (z. B. @=0), sind stets kollinear, denn es gilt @=0-7.
Jedoch ist dann der andere Vektor ¢/ kein Vielfaches von 4. Ist hingegen keiner
der beiden Vektoren u, ¥ der Nullvektor, so folgt aus der Existenz einer Zahl

A mit 4@ = A-7, dass auch ¥ ein Vielfaches von # ist, ndmlich ¥ = %u
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m Drei Vektoren @, U, w, von denen einer der Nullvektor ist (z. B. w=0), sind
komplanar, denn es gilt w = 0-u + 0-9. Weiterhin sind drei Vektoren stets
komplanar, wenn zwei dieser Vektoren kollinear sind (Aufgabe 5, S. 121).

Satz 3.11

Sind @, U und W drei komplanare Vektoren und gibt es unter diesen drei Vektoren
kein Paar kollinearer Vektoren, so lisst sich jeder der Vektoren i, U, W als Li-
nearkombination der jeweils beiden anderen Vektoren darstellen.

Beweis: Nach Voraussetzung und Definition 3.8 ldsst sich einer der Vektoren
als Linearkombination der beiden anderen darstellen, z. B.

(%) W= AU+ p7.
Es muss A\ # 0 sein, denn ansonsten wire W = pv, was der Voraussetzung wider-
spricht, dass ¥ und @ nicht kollinear sind. Ebenso muss p # 0 gelten, ansonsten
wéiren wegen w = A\ die Vektoren ¢ und w kollinear. Somit existieren %, % € R,
und die Gleichung (x) ldsst sich in die folgenden Gleichungen umformen:

i=—R04+ 5@, T=-2-d+ 0.
Somit ist also @ als Linearkombination der Vektoren ¥ und @ sowie ¥ als Line-
arkombination der Vektoren 4 und w darstellbar. |
Satz 3.12

Drei Vektoren i, U und W sind genau dann komplanar, wenn sich der Nullvektor
auf nicht triviale Weise als Linearkombination dieser drei Vektoren darstellen
ldasst, d. h. falls \, pu, v existieren, die nicht alle gleich Null sind, so dass gilt:
o= AU+ pv+vw.

Bemerkung: Der Nullvektor ldsst sich stets ,,auf triviale Weise“ als Linear-
kombination beliebiger Vektoren schreiben, indem fiir alle Koeffizienten Null
gesetzt wird, z. B. 0 = 0-4 + 0-U 4+ 0-/. Hingegen verlangt Satz 3.12 die Exis-
tenz einer Darstellung mit Koeffizienten, von denen mindestens einer von Null

verschieden sein muss, dies wird als nicht triviale Linearkombination bezeichnet.

Beweis: Da es sich bei dem Satz 3.12 um eine ,,genau-dann-wenn-Aussage“

handelt, sind zwei Richtungen zu beweisen.

m Falls @, ¥ und @ komplanar sind, ldsst sich einer der drei Vektoren als Line-
arkombination der beiden anderen Vektoren darstellen, z. B. @ = A4 + p-.
Durch Umstellen ergibt sich daraus

O=XNU+p 0+ (—1)0.
Da der zu W gehorige Koeffizient —1 von Null verschieden ist, ist der Null-
vektor somit als nicht triviale Linearkombination von #, ¥ und w dargestellt.

m Es sei 0'in der Form ¢ = A& + p-v'+ v darstellbar, wobei mindestens einer
der Koeffizienten A, u, v von Null verschieden ist. Falls A # 0 ist, so folgt
U=—5-1U— %0,

i ist also eine Linearkombination von ¢ und . Ist p # 0 oder v # 0, so ldsst
sich in analoger Weise ¢ oder w als Linearkombination der anderen Vektoren

darstellen. Somit sind 4, ¥ und & in jedem Falle komplanar. O
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3.4.3 Anwendungen von Linearkombinationen in der
Geometrie

Mithilfe von Vektoren, insbesondere durch Linearkombinationen, lassen sich
recht effektiv viele Sétze der Geometrie beweisen. Dadurch dass Vektoren Arith-
metik und Geometrie miteinander verkniipfen, ergeben sich zudem interessante
Beziige, z. B. zwischen Schwerpunkten von Dreiecken und Tetraedern sowie den
arithmetischen Mitteln der Koordinaten ihrer Eckpunkte.

Beispiel 3.7
Satz von Varignon: Die Mittelpunkte Map, Mpc, Mcp und Mpa der Seiten
eines beliebigen Vierecks ABCD bilden ein Parallelogramm (siehe Abb. 3.30).

Um diesen Satz mit vektoriellen Mitteln zu beweisen, geniigt es, zu zeigen,

dass MapMpc = MpaMcep gilt, denn daraus folgt, dass die gegeniiberlie-
genden Seiten MapMpc und MpaMep des Vierecks MapMpocMcepMp a
parallel und gleich lang sind.
Da Map der Mittelpunkt von AB und Mpc der Mittelpunkt von BC ist, gilt
MapMpé = MapB + BMpé = A AB + 1 BC = L AC.
Analog gilt
MpaMcp = MpaD + DMcep = L AD + 1 DC = L AC.
Damit ist die Behauptung MapMpc = MpaMcp erfiillt. ]

Beispiel 3.8
In jedem Parallelogramm halbieren die Diagonalen einander.

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir ein Parallelogramm ABCD mit
dem Schnittpunkt E der Diagonalen, sieche Abb. 3.31. Da gegeniiberliegende
Seiten in einem Parallelogramm parallel und gleich lang sind, reprisentieren
AB und DC sowie BC und AD (bei Bezeichnung der Punkte wie in Abb. 3.31)
jeweils denselben Vektor, es gilt somit BC = AD und AB = —CD.

Da der Diagonalenschnittpunkt £ den beiden Strecken AC und BD angehért,
sind die Vektoren AE und AC' sowie BE und BD jeweils kollinear. Somit exis-
tieren also A, € R mit

AP = A»AC  und B_—Eg:/uu@.

D C

A B

A M,, B
Abb. 3.30: Seitenmittenviereck Abb. 3.31: Diagonalen eines Parallelogramms
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Wir weisen nach, dass A\ = p = % sein muss. Dazu nutzen wir Beziehungen
zwischen Vektoren, die aus der Addition von représentierenden Pfeilen innerhalb

des Parallelogramms ABC'D resultieren (siehe Definition 3.3 auf S. 91). Es gilt:
AB = AE+ EB = \-AC + (—p)-BD = A-(ﬁw@) —M(@Jr(ﬁ)
A-(ﬁJrB—C“) +u~<—ﬁ+ﬁ) = MNAB + p-AB + \-BC — pu-BC
= (A p)-AB + (A\—p)-BC

bzw.

A+pu—1)AB + (A\—u)-BC = 5.

Die Vektoren AB und BC sind, da sie ein Parallelogramm aufspannen, nicht
kollinear. Deshalb kann der Nullvektor nur auf triviale Weise als Linearkombina-
tion dieser Vektoren entstehen (siche die Aufgabe 3 auf S. 121). Die Koeffizienten
vor AB und BC in der obigen Gleichung miissen also jeweils Null sein:

A4+ p—1=0

A—pu =0
Durch Losen dieses LGS ergibt sich A = %, = % und somit die Behauptung

AE = L. AC sowie BE = - BD. n

Beispiel 3.9
In einem beliebigen Dreieck AABC' schneiden sich die Seitenhalbierenden in
einem Punkt. Dieser teilt die Seitenhalbierenden jeweils im Verhéltnis 2:1.

Wir zeigen, dass alle Seitenhalbierenden durch den Punkt S mit
AS = 1AB+ 1AC

verlaufen, und dass S alle drei Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2:1 teilt. Dies
ist genau dann der Fall, wenn (mit den Bezeichnungen in Abb. 3.32) gilt:

A8 = 2AMpé, BS = 2BMad sowie CO8 = 2CMap.
Wegen AMpd = AB+BMpd = AB+1BC und BC = BA+AC = AC—AB ist
2AMpe = 2AB+2LBC = 2AB+ L AC - L AB = LAB + L AC = 4S.

Auf analoge Weise ldsst sich zeigen, dass m = %BMAC und @ = %C’MAB
gilt, der Punkt S also alle drei Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2:1 teilt.

Der Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden eines Dreiecks wird auch als
Schwerpunkt bezeichnet. Aus der Darstellung AS = %@ + %ﬁ folgt fiir
die Koordinaten des Schwerpunktes (siehe Abschnitt 3.3.1):

(G3552) = 365552 #4625
Ys —YA 3\YyB—yYa 3\Yc—ya

C

Mac Abb. 3.32: Schwerpunkt eines Dreiecks
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und somit x5 = % (za+zB+20), Ys = % (ya +yB +yo).
Die Koordinaten des Schwerpunktes sind also die arithmetischen Mittel der
Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks. [ |

Eine besondere Starke vektorieller Methoden in der Geometrie besteht darin,
dass in vielen Fillen Vorgehensweisen, die bei ebenen Figuren angewendet wer-
den, leicht auf dazu analoge Korper im Raum iibertragen werden kénnen.

Beispiel 3.10
In einem beliebigen Tetraeder ABC D schneiden sich die vier Schwerlinien, d. h.

die Verbindungsstrecken ASpcp, BSacp, CSapp und DS 4pc der Eckpunkte
mit den Schwerpunkten der jeweils gegeniiberliegenden Seitenflichen, in einem
Punkt. Dieser teilt die Schwerlinien jeweils im Verh&ltnis 3:1.

Wir zeigen, dass alle Schwerlinien durch den Punkt S (den Schwerpunkt des

AS = LAB+ LAC + L AD.

verlaufen und dass dieser Punkt alle drei Schwerlinien im Verhéltnis 3:1 teilt. Fiir

Tetraeders) mit

die Schwerpunkte der Seitenfliichen gilt (mit den Bezeichnungen in Abb. 3.33):
ASapc = YAB+ L AC,  ASapp = L AB+ L AD,
ASich = YAC+ L AD, BSpep = $BC + L BD

(vgl. Beispiel 3.9). Um die Behauptung nachzuweisen, ist zu zeigen:

ASpcp = 448, BSacp = 4BS, CTSapp=4C8, DSapc =4iDS.

Es gilt: .
ASBep = 1@+BSBCD = @+%m+%@
= ,@‘+;(@+@ +1 (-AB +AD)
— LAB+ LA+ 1D,
473 = g(g@ﬁmﬁﬁ) = %(A‘E+fﬁ+fﬁ).

Somit ist also ASep = %ﬁ Auf dieselbe Weise lidsst sich nachweisen, dass
auch BSacp = %ﬁ, CSap = %C@ und DSapc = %lﬁ gilt, der Punkt S
also alle vier Schwerlinien im Verhéltnis 3:1 teilt.

Wie in dem Beispiel 3.9 fiir den Schwerpunkt eines Dreiecks gezeigt wurde,
lassen sich auch die Koordinaten des Schwerpunktes eines Tetraeders als die
arithmetischen Mittel der Koordinaten der Eckpunkte berechnen. [ |

D

Abb. 3.33: Schwerpunkt eines Tetraeders
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3.4.4 Aufgaben zu Abschnitt 3.4

1.

Uberpriifen Sie, ob sich der Vektor Z als Linearkombination der Vektoren @
und ¢ bzw. @, ¥ und W darstellen lasst. Geben Sie, falls dies moglich ist, die
Koeffizienten der Linearkombination an.

o e=(d)a=(B)o=(3) we= (D= (3o (D)
o 7= (%) a= () 7= (") w=(3)

. Stellen Sie den Vektor # € R? als Linearkombination der Vektoren @, ¥ und

o dar, falls dies moglich ist.

0 1 1 0
a) @= ( 4), i = <0> T= (2) W = ( 1)
—2 0 0 ~1
2 4 3 2
b) 7 ( 1>, i- <_9> g:< 6), . <_8>
1 2 —12 2
1 1 3 7
o - (3> i ( 3>, 7o <_5>, = <_9)
2 —4 —2 —14

. Weisen Sie nach: Sind zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren @ und ¢

nicht kollinear und gilt 0 = A4 + p v, so ist A=u=0.

. Welche der folgenden Mengen von Vektoren sind komplanar?

oo {(9)-()- (1)) 0w {(0)- (1))

. Weisen Sie nach: Wenn es unter drei Vektoren 4, v und W zwei kollineare

Vektoren gibt, so sind 4, ¥ und @ komplanar.

. Als Seitenmittendreieck eines Dreiecks AABC bezeichnet man das Dreieck,

dessen Eckpunkte die Mittelpunkte Map, Mpc und Mca der Seiten des
Dreiecks AABC sind, sieche Abb. 3.34. Beweisen Sie, dass fiir ein beliebiges
Dreieck AABC' der Schwerpunkt des Dreiecks AABC und der Schwerpunkt
seines Seitenmittendreiecks AMapMpcMc a4 identisch sind.

. Weisen Sie nach: In jedem Parallelogramm schneiden sich die Verbindungs-

strecke eines beliebigen Eckpunktes mit dem Mittelpunkt der gegeniiber-
liegenden Seite und die Diagonale durch die benachbarten Eckpunkte im
Verhéltnis 1:2 (sieche Abb. 3.35).

D C

B A B

MAB
Abb. 3.34: Seitenmittendreieck Abb. 3.35: Skizze zu Aufgabe 7
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3.5 Das Skalarprodukt zweier Vektoren

3.5.1 Arithmetische Einfiihrung des Skalarprodukts

Beispiel 3.11
In dem Beispiel 3.1 auf S.100 wurden Stiicklisten als Beispiele fiir n-Tupel
betrachtet. Wir beziehen nun die Stiickpreise der einzelnen Gleisbauteile ein.

Gleisstiick gerade 2,40 € Weiche links 17,98 €
Gleisstiick gebogen 2,70 € Weiche rechts 17,98 €
Anschluss-Gleisstiick | 6,29 € Weichenantrieb 1298 €
Daraus ergibt sich (bei Einhaltung der Reihenfolge der Teile, die in dem Bei-
2,40
2,70
spiel 3.1 fiir die Stiicklisten gewé#hlt wurde) der Preisvektor p = 1(73’22)58)
17,98
12,98
Unter Heranziehung der Stiickliste eines Sortiments, die wir im Folgenden als
15
8
Teilevektor bezeichnen, z. B. € = % fiir das Ergidnzungssortiment 2, 14sst
2
4

sich der Gesamtpreis eines Sortiments durch die Summe der Produkte einander
entsprechender Komponenten des Teile- und des Preisvektors ausdriicken:
15-2,40 4+ 8-2,70 +1-6,29 + 2-17,98 +-2-17,98 4 4-12,98 = 187,73 (in €).

Dieser Gesamtpreis bezieht sich darauf, dass die Teile einzeln gekauft werden. Beim Kauf
von Sortimentskésten, werden i. Allg. andere, meist niedrigere, Preise berechnet.

Diese Produktsumme, welche den Gesamtpreis ergibt, werden wir im Folgenden

als Skalarprodukt der Vektoren €3 und p bezeichnen. [ |

Definition 3.9 Z; Z;

Als Skalarprodukt zweier Vektoren @,v € R™ mit 4 = - |und 7= .
U.n U.n

wird die Summe der Produkte der einander entsprechenden Komponenten von
u und ¥ bezeichnet:

n
U = ui-v1 +u2v2 .. Uy = E Ui~ V. ¢

=1

<l

Bemerkung: Der Name Skalarprodukt riihrt daher, dass zwei Vektoren ein
Skalar, d. h. eine reelle Zahl zugeordnet wird. Beim Rechnen mit Vektoren treten
damit nunmehr drei Arten von Produkten auf, fiir die jeweils das Zeichen ,,-¢
verwendet wird:

m das Produkt zweier reeller Zahlen,

m das Produkt eines Vektors mit einer reellen Zahl,

m das Skalarprodukt zweier Vektoren.
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Welche Bedeutung das Zeichen ,,-“ jeweils hat, geht aus der Art von Objekten
(Vektoren oder reelle Zahlen) hervor, zwischen denen es steht, siehe hierzu die
Aufgabe 1 auf S. 131.

Rechenregeln fiir das Skalarprodukt

Satz 3.13

Fiir beliebige Vektoren i, U, W und alle A\ € R gilt:
1. 4-7=7-14 (Kommutativgesetz),

2. (Ad)-T=A(@-9) bzw. @-(A0)=A(T-7),
3. (W+7V)-W=u-wW+7-w (Distributivgesetz),
4. -4 >0 und -i=0<uU=0.

Beweis:

1. Es werden die Definition 3.9 und die Kommutativitdt der Multiplikation
reeller Zahlen angewendet:

U-U = ur-v1 +u2va+...+uUp Uy = vi-ul +02°U2s+ ... F Uy U, = VU,

n n
bzw. in Kurzschreibweise: 4 -7 = E Ui~V = E vicu; = U-U.
i=1 i=1
2. Die Aussage ldsst sich aus der Kommutativitdt und Assoziativitdt der Mul-

Aul

Au
tiplikation in R ableiten. Nach Definition 3.6 auf S. 103 ist A -4 = 2

Ay,
Damit gilt (@) -7 = Y (Awi)-vi = Y A-(ui-v;) = A(ii - 7). Auf vollig
i=1 i=1
analoge Weise wird gezeigt, dass @ - (A7) = A (@ - ¥) gilt.
3. Unter Verwendung der Definitionen 3.6 (S. 103) und 3.9 sowie des Distribu-

tivgesetzes der reellen Zahlen lassen sich folgende Umformungen durchfiithren:

(W4 7) @ = Z(ui—l—vi)«wi = Zui'wi+vi'wi

=1 =1
n n
= E Uq Wi + E virw; = U-wW+ U wW.
=1 =1

n

4. Nach Definition 3.9 ist 4 -4 = Z UjUj = Z uz2 Da eine Summe von Qua-
i=1 i=1
n
draten niemals negativ sein kann, gilt #-# > 0. Die Summe Z u? ist genau
=1
dann gleich Null, wenn jeder ihrer Summanden Null ist, also u? = 0 und
damit u; = 0 fiir alle ¢ (¢ = 1...n) gilt. Dies bedeutet, dass @ der Nullvektor

ist, womit auch der zweite Teil der Behauptung bewiesen wurde. O

Das Skalarprodukt @-@ eines Vektors mit sich selbst wird auch mit @ 2 bezeichnet,
siehe hierzu die Aufgabe 4 b auf S. 132.
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3.5.2 Geometrische Deutung des Skalarprodukts

Der Betrag eines Vektors

In dem Abschnitt 2.2 wurde herausgearbeitet, dass der Abstand zweier Punkte
Pi(z1,y1), P2(w2,y2) der Ebene /(z2—21)2 + (y2—y1)? ist und der Abstand
zweier Punkte des Raumes \/(z2—21)% + (y2—y1)2 + (22—21)2 betrigt. Dieser
Abstand entspricht der Lange des Pfeils Pl—P2> . Wird ein Vektor p'durch den Pfeil
]TPQ> représentiert, so ldsst sich dieser Vektor auch durch das Paar bzw. Tripel

x To—T Lp T2—1
( p) = ( - 1) bzw. | yp | =( y2—y1 | darstellen, sieche Abschnitt 3.3.1.
Yp Yy2—uy o 2o — 21
7 z P(xy; 3, 2)
Py(x,; ¥,) 2
Yot
ZZ
1}
P(x; v 2,) Abb. 3.36:
. P(x; ) oy Jr DA Lange von Pfei-
Y len in der Ebene
; ; t t und im Raum
X X, x X, X, x

Lp
Bildet man nach der Definition 3.9 das Skalarprodukt eines Vektors g = (yp>

Zp
mit sich selbst, so erhdlt man p-p = xp-xp +Yp-Yp + 2p-2p = xf, + yg + zf, bzw.
mit den Koordinaten des Anfangs- und des Endpunktes des Pfeils P P> (siehe
oben): 7- 5 = (z2—x1)* + (y2—y1)” + (22—21)*.

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ist also gleich dem Quadrat
der Lénge eines dem Vektor zugeordneten Pfeils; umgekehrt errechnet sich die
Lénge eines Pfeils als Wurzel des Skalarproduktes des zugehorigen Vektors mit
sich selbst. Wir verallgemeinern dieses Konzept nun fiir beliebige Vektoren in
R™, wobei wir von Betridgen von Vektoren statt von Lingen entsprechender
Pfeile sprechen.

Definition 3.10
Als Betrag eines Vektors u bezeichnet man die Wurzel aus dem Skalarprodukt
dieses Vektors mit sich selbst:

i = Vi-id = Vi2. ¢
Von fundamentaler Bedeutung ist die folgende Beziehung zwischen dem Skalar-
produkt zweier Vektoren und ihren Betrégen.

Satz 3.14
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
Fiir beliebige Vektoren @ und U gilt |@ - o] < |d]-|Y] .
Bemerkung: Das Multiplikationszeichen und die Betragsstriche treten in dem

Satz 3.14 jeweils in zwei Bedeutungen auf. Auf der linken Seite der Ungleichung
wird zunéchst das Skalarprodukt der Vektoren @ und ¢ berechnet, dabei handelt
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es sich um eine reelle Zahl; von dieser wird der Absolutbetrag gebildet. Auf der
rechten Seite werden demgegeniiber zunédchst Betrdge von Vektoren berechnet,
wobei es sich um Zahlen handelt; anschliefend werden diese multipliziert.

Beweis: Falls einer der beiden Vektoren @ und ¢ der Nullvektor ist, ergibt sich
nach Definition 3.9 und Satz 3.13 sofort, dass auf beiden Seiten der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung Null steht, die Ungleichung somit erfiillt ist. Wir
betrachten im Folgenden nur den Fall, dass U 75 0, U # & und somit @] # 0,

|#] # 0 ist. Damit existieren die Reziproken = i der Betrage beider Vektoren.

Tl Iv
Wir verwenden im Folgenden die abkiirzende Schreibweise ﬁ fur m

Nach dem Satz 3.13, 4 ist das Skalarprodukt eines beliebigen Vektors mit sich
selbst niemals negativ. Da dies auch fiir den Vektor & — -2 zutrifft, gilt

P Sem e |u| E
(i ) (- ) 20
lal [9]) \lal |]

Die linke Seite dieser Ungleichung wird nun mithilfe von Satz 3.13 umgeformt:

0<(ﬂ' ﬁ)(ﬁ ﬁ)_ﬁﬁ+vv_2uv
— \lal  |d) \|udl |7] (I |l |9

e e
Wegen Definition 3.10 ist @-i = |@|? und 77 = |7]?, die obere Ungleichung lisst
sich also in der Form i i
0<2-2- —  bzw.
|- | GG

schreiben. Somit gilt also @-¢' < |#@|-|9]. Auf analoge Weise l4sst sich (z. B. durch
Einsetzen des Gegenvektors —i an Stelle von @) zeigen, dass auch —@-v < |||
ist. Aus beiden Ungleichungen zusammen ergibt sich die Behauptung

j@- o] < |a] - [9] . m

Das Skalarprodukt kollinearer Vektoren
Satz 3.15
Zwei Vektoren @ und U seien kollinear. Sind © und ¥ gleich orientiert, so gilt:
w-v = |ul-|7].
Falls i und U entgegengesetzt orientiert sind, so gilt:
w-v = —|dl-|7.
Beweis: Nach Definition 3.8 sind zwei Vektoren @ und v kollinear, wenn einer
der Vektoren ein Vielfaches des anderen Vektors ist, also z. B. A € R mit v = \-&
existiert. Fiir das Skalarprodukt beider Vektoren gilt dann nach Satz 3.13, 2:
Q-7 =1u-(A\i) = \(d-4
Fiir den Betrag des Vektors ¢ gilt nach Definition 3.10 und Satz 3.13, 2:
o] = x| = @) - (D) = VA (@ @) = [N VT @ = [A]l.
= |A||@]-|d] = |A|-(d-@). Wegen @0 = \-(4-@) ist fiir A>0 (was
nach Definition 3.5 bedeutet, dass @ und ¥/ gleich orientiert sind) @ - ¥ = || - |¥].

Somit gilt |||

Sind @ und ¥ entgegengesetzt orientiert, also A <0, so ist @-¥ = — || - |J]. O
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Ohne Beweis sei angemerkt, dass auch die Umkehrung des Satzes 3.15 gilt,
fiir zwei Vektoren @ und ¢ also nur dann o - ¥ = £ |d|-|v] ist, wenn die beiden
Vektoren kollinear sind.

Das Skalarprodukt orthogonaler Vektoren

Wir nennen zwei Vektoren orthogonal, wenn sie représentierende Pfeile besitzen,
die auf zueinander senkrechten Geraden liegen oder wenn mindestens einer der
beiden Vektoren der Nullvektor ist.

Satz 3.16
Zwei Vektoren 4 und U sind genau dann orthogonal, wenn @ -0 = 0 gilt.

Beweis: Wir fithren zwei Beweise fiir diesen Satz und wenden dabei sehr unter-
schiedlichen Vorgehensweisen an. Der erste Beweis beschriankt sich auf Vektoren
in R?, withrend der zweite Beweis auch Pfeilklassen des Raumes erfasst.

1. Wir betrachten zwei Vektoren o = (:C“) und ¥ = (x”)
Yu Yo

— Ist @ oder ¥ der Nullvektor, so folgt # - ¥ = 0 direkt aus Definition 3.9.
— Es sei keiner der beiden Vektoren der Nullvektor, aber eine Komponente
eines der Vektoren sei gleich Null (was bedeutet, dass dieser Vektor die

Richtung einer der Koordinatenachsen angibt), z. B. @ = (:BO“) . Die beiden

Vektoren @ und ¢ sind unter dieser Voraussetzung genau dann orthogo-
nal, wenn ¢ die Richtung der y-Achse angibt, also z, =0 ist. In diesem
Falle ist @0 = Ty To +Yu Yo = T 0+ 0-y, = 0. Umgekehrt folgt aus
UV = Ty, Ty + Yu Yo = 0 mit y,, = 0, dass x,, £, =0 sein muss. Da wegen
U7 0 nicht x, =0 sein kann, ist z, =0. @ und v sind daher orthogonal.

— Esist noch der Fall zu untersuchen, dass keine Komponente eines der Vek-
toren @ und ¥ Null ist. Wir betrachten Pfeile, welche diese beiden Vek-
toren représentieren und ihren Anfangspunkt im Koordinatenursprung
haben sowie die Geraden g und h, welchen diese Pfeile angehétren, siehe

Yo

Abb. 3.37. Die Anstiege dieser Geraden sind my = P ind mp = —.
Ly Ty
Nach dem Satz 2.2 auf S. 54 sind die Geraden g und h genau dann senk-

. 1 . .. . .
recht zueinander, wenn m; = —— gilt. Dies ist gleichbedeutend mit
mg
L a— E Yo Yu = — Ty Ty S Yu Yo +Tu Ty =0 & 4-7=0.

Lo Yu
yi
yu"
v m
Yo
X, X, = Abb. 3.37:
Orthogonale Vektoren in R?
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2. Wir beweisen den Satz nun fiir Vektoren von R? bzw. Pfeilklassen im Raum.

an To
Es seien zwei Vektoren @ = | yu | und v = | y» | gegeben, unter denen
Zu Zv

nicht der Nullvektor ist. (Ist @ = ¢ oder ¥ = 7, so folgt @ ¥ = 0 wieder-
um direkt aus der Definition 3.9.) Wir betrachten zwei Pfeile OU und OV ,
welche Représentanten von @ bzw. ¥ sind und deren Anfangspunkt der Ko-
ordinatenursprung ist, siehe Abb. 3.38. Die Vektoren sind genau dann or-
thogonal, wenn das Dreieck AUV O bei O rechtwinklig ist. Nach dem Satz
des Pythagoras und seiner Umkehrung ist dies genau dann der Fall, wenn
|OU|? + |OV|* = |UV|? gilt. Diese Abstandsquadrate lassen sich folgender-
maflen mithilfe der Vektoren @ und ¢ bzw. ihrer Komponenten ausdriicken:
oU? = |af?
OV|? = |o?
|UV|2 = |- ﬁ|2 = (xv_xu)Q + (yv_yu)2 + (Zv_zu)Q
= 22 4+ 22 — 2wux, + y% + yg — 2YuYo + 224+ 22 — 2242,
= zp 4+ yn + 2o + To+ s+ 20 — 2 (TuTv + YuYo + Zuzv)
= |a@* +|9)* — 2-a-7.
Es gilt somit |OU|? + |OV|? = |UV|? genau dann, wenn @-% = 0 ist, und
genau in diesem Falle sind die Vektoren « und ¢ orthogonal. O

28 z
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Abb. 3.38:
Orthogonale Vektoren im Raum

Bestimmung eines Vektors, der zu zwei gegebenen Vektoren orthogonal ist

Beispiel 3.12 T 3 9
Gesucht ist ein Vektor i1 = (gn) ,der zu 4 = (—%) und zu ¥ = —S) orthogo-
nal ist. Dazu wird der Satz 3.1nG herangezogen. Die Bedingungen « - 7 = 0 und
U+ n = 0 fithren zu dem linearen Gleichungssystem

3Tn — Yn + 720, = 0

22y, —5Yn + 92, = 0.

Tn —2
Die Losungen dieses LGS lassen sich in der Form (yn> =t- < 1) mit t € R
Zn 1

darstellen. Alle Vektoren dieser Form sind sowohl zu « als auch zu ¢ orthogonal,

—2
so zum Beispiel der Vektor 77 :( 1). [ |
1
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Skalarprodukt und Winkel zwischen Vektoren

Mit den Sétzen 3.14, 3.15 und 3.16 ist nun bekannt, dass der Betrag des Ska-
larproduktes zweier Vektoren maximal ist, wenn diese Vektoren kollinear sind
und minimal (n&mlich Null), wenn die Vektoren orthogonal sind. Damit liegt die
Vermutung nahe, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren von ihren Betrdgen
und von dem Winkel zwischen den Vektoren abhingt. (Als Winkel zweier Vek-
toren betrachten wir den Winkel von zwei Geraden, auf denen représentierende
Pfeile der betrachteten Vektoren liegen.)

Um den Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt zweier Vektoren und
ihrem Winkel zu untersuchen, betrachten wir zwei Vektoren 4 und ¥, die weder
kollinear noch orthogonal zueinander sind, sowie Pfeile PU und PV mit einem
gemeinsamen Anfangspunkt P, die Reprisentanten von ¢ bzw. ¥ sind. Es ist
unerheblich, ob 4 und ¥ Vektoren der Ebene oder des Raumes sind, denn auch
in letzterem Falle liegen die Pfeile PU und PV in einer Ebene (Abb. 3.39 a).

7 4 4
- AN -
Vv v
V U v
e P
g v,u_ P i X
P "NV
X P
a) b) c) d)

Abb. 3.39: Winkel zwischen zwei Vektoren im Raum und in der Ebene

Von dem Endpunkt V' des zu ¢ gehorigen Pfeils PV fillen wir das Lot auf die
Gerade, die durch PU verliuft und bezeichnen den Lotfuflpunkt mit Vi. Der
Vektor ¢ wird dadurch in einen zu @ kollinearen Vektor v1 = m und einen zu
i orthogonalen Vektor U2 = W zerlegt. Es gilt ¥ = ¢1 + ¥2 und somit
U-¥=uU-(Vh+72) =4 -0h+4-Va2.
Da 4 und ¥2 orthogonal sind, ist @ - ¥2 = 0 und deshalb
U =4-v1.

Die Vektoren «# und ¢ konnen, je nachdem, ob der Winkel ¢ zwischen den
Vektoren @ und ¥ spitz oder stumpf ist, gleich oder entgegengesetzt orientiert

sein (siche Abb. 3.39 b, ¢ bzw. d). Diese beiden Fille werden nun untersucht.

1.
|

1. Es seien @ und 01 gleich orientiert. Dann ist wegen Satz 3.15 - v = |4] - |
|P

In dem rechtwinkligen Dreieck APViV (Abb. 3.39 b, ¢) gilt cosp = |P“/}|
bzw. |U1] = |U] - cos p. Wegen @ -0 =4 - 91 = |u] - |01] folgt
U-9=|ul- |V cose.

2. Falls 4 und 1 entgegengesetzt orientiert sind, so ist @ - 1 = — |@] - |U1]. In

dem Dreieck APV1V (siehe Abb. 3.39 d) gilt dann cos (180°—¢) = lll;“/}ll
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bzw. |v1] = |0] - cos (180°— ). Wegen cos (180°—p) = — cos ¢ folgt daraus
|U1] = —|¥] - cos . Da @-¥ =401 = — || -|U1] ist, gilt auch in diesem Falle
U-U=|ul-|J-cose.
In beiden Fillen besteht zwischen dem Skalarprodukt zweier Vektoren @ und o
sowie dem Winkel zwischen ihnen die Bezichung @ - ¥ = |i| - |¥] - cos . Diese
Beziehung gilt auch, wenn « und ¥ kollinear oder orthogonal sind. Sind die
Vektoren namlich kollinear und gleich bzw. entgegengesetzt orientiert, so betréagt
ihr Winkel 0° bzw. 180° und sein Kosinus #+1; dies stimmt mit dem Satz 3.15
iiberein, wonach @ - ¥ = =£|d| - |0] gilt. Sind @ und ¥ orthogonal zueinander,
so ist der Kosinus ihres Winkels Null und ihr Skalarprodukt ist nach dem Satz
3.16 ebenfalls Null. Es gilt also in jedem Falle der folgende Satz.
Satz 3.17
Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und ¥, thre Betrdige |4, |0] und den

Winkel o = Z(@, V) gilt o
U -0 = |U-|7]-cos p.

Der Satz 3.17 ermoglicht es, Winkel zwischen Vektoren zu berechnen, die als
Paare bzw. Tripel reeller Zahlen gegeben sind.

Winkel zwischen zwei Vektoren

Sind 4 = (Z“) und ¥ = (2”) zwei Vektoren der Ebene, so ist

<y

. TuZo + YulYv
10 Va4 yE Vi + 2

cos £(u, V) =

Sl

Lo Loy
Sind 4 = <yu) und ¥ = (yv) zwei Vektoren des Raumes, so ist
Zu Zv

u-vo TuTv + YuYo + Zuzv
a@l-[0] /22 +y2 + 22 - /22 +y2 + 22

—

cos Z(u, V)

Beispiel 3.13

In einem Quader ABCDEFGH mit den Seitenléingen a =4cm, b=3cm und
c=2cm, soll der Winkel zwischen der Seite AB und der Raumdiagonalen AG
berechnet werden. Dazu wird ein Koordinatensystem gewihlt, in dem sich die
Seiten und Diagonalen des Quaders leicht durch Pfeile und entsprechende Zah-

4 4
lentripel beschreiben lassen (siehe Abb. 3.40): AB = (0), AG = (3)
0

2
z H G
|
|
2 E T F
Ly
1 sy L
2 /D C
1 Abb. 3.40:
A @ . . . B Berechnung eines Winkels in einem Quader
1 2 3 4 X
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Fiir den Winkel zwischen diesen beiden Vektoren gilt:

cosz(ﬂ’},A_cf)z AB - AG 44403402 16

= = ~ 0,743.
)@Hm‘ VAZ 2132122 44/29
Es ergibt sich daraus fiir den gesuchten Winkel £ (A_ﬁ , ﬁ) ~ 42°. [ |

3.5.3 Anwendungen des Skalarprodukts in der Geometrie und
der Physik

Mithilfe des Skalarproduktes lassen sich recht leicht viele bekannte Sdtze der
Geometrie beweisen, in denen Aussagen iiber Winkel oder iiber Beziehungen
zwischen Seitenldngen und Winkelgroflen getroffen werden.

Beispiel 3.14
Satz des Thales: Liegt ein Punkt C' eines Dreiecks AABC auf der Peripherie
eines Kreises mit dem Durchmesser AB, so ist das Dreieck bei C' rechtwinklig.
Beweis: In vektorieller Schreibweise lautet die Behauptung des Satzes (mit den
Bezeichnungen in Abb. 3.41) @ - b = 0. Die Vektoren @ und b lassen sich durch
7 und m ausdriicken: @ = —7 4+ m, b = 7+ m. Somit ist

a-b = (—=F4m) - (F+m) = m>— 72
Da 7 und m Radiusvektoren sind, somit also |F] = |m| = r und deshalb
m?2— 72 = 0 gilt, ist die Behauptung erfiillt. [ |

Beispiel 3.15
Sinussatz: In jedem Dreieck ist der Quotient zweier Seitenlingen gleich dem
Quotienten der Sinus der jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkel: % = s%ng.
sin
Beweis: Durch Multiplikation der Vektorgleichung @ +b = &mit dem Hohenvek-
tor h (siche Abb. 3.42) ergibt sich zunichst
@-h+b-h=¢h=0,
(da h L &). Wegen des Satzes 3.17 ist dies gleichbedeutend mit
|@|-|h|-cosy2 + |b|-|R|-cos (180° —1) = 0

bzw.
a-cosy2 — b-cosy; = 0.

Wegen v1 = 90° —a und 2 = 90° —f3 folgt daraus
a-cos (90°—B) = b-cos (90°—«) bzw. a-sin S =b-sin «

und somit die Behauptung % = ?ng. [ |
in

Abb. 3.41:
Satz des Thales

— link

5 (links)
Abb. 3.42:
Sinussatz

A (rechts)
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Mechanische Arbeit

Im Physikunterricht der Sekundarstufe I wird die Hubarbeit als Produkt aus
der Lénge des zuriickgelegten Weges und dem Betrag der in Richtung des Weges
wirkenden Gewichtskraft berechnet: W = |F|-|5]. Damit kann die Arbeit be-
rechnet werden, wenn die zu iiberwindende Kraft Fe und der zuriickgelegte
Weg s gleich gerichtet sind. Haben die Gewichtskraft und der Weg wie bei einer
geneigten Ebene verschiedene Richtungen, so muss der Winkel zwischen Fg und
§ beriicksichtigt werden. Die Arbeit ist sehr gering wenn dieser Winkel nahezu

ein rechter ist (z. B. bei einer sehr flach geneigten Ebene). Allgemein gilt:

W = ﬁg: |FG|"§1'COS Z(F_:Gﬂ;)

Abb. 3.43: Arbeit an der geneigten Ebene

Beispiel 3.16

Ein PKW der Masse 1300 kg (mit Insassen) fihrt eine 750 Meter lange Strafle
mit dem konstanten Anstieg 9% hinauf. Es soll die dabei verrichtete Arbeit
berechnet werden (ohne Beriicksichtigung von Reibung und Luftwiderstand).

m  Wir berechnen zuniichst aus dem gegebenen Anstieg von 9% (d. h. 0,09) den
Winkel a der geneigten Ebene: tan a=0,09; es ergibt sich a~5,14°.

m Der Winkel zwischen der Gewichtskraft ﬁg und § ergibt sich aus a durch
Z/(Fg,5) = 90°+a = 95,14° (siche Abb. 3.43).

m Mit |Fg|=m-g~1300kg-9,81% ~ 12,75kN erhalten wir:
W = Fg 8= |Fq||3] cos £L(Fg,5) ~ 12,75 kN - 750 m - cos 95,14° ~ —857 kJ.
Das negative Vorzeichen riithrt daher, dass Arbeit verrichtet (Energie zuge-
fithrt) werden muss. Die zu verrichtende Arbeit betrégt somit 857 kJ. -

3.5.4 Aufgaben zu Abschnitt 3.5

1. Uberpriifen Sie, ob folgende Terme sinnvoll sind und — falls ja — ob sich als
Ergebnisse Vektoren oder Zahlen ergeben.

a) —i+a-b b)a+b c)a+a-b d

Sl EST]

a N Lo
e) 7 f) a- (a : b)
2. Berechnen Sie die Skalarprodukte folgender Paare von Vektoren.

2 —2
_. 1\ 7 (1,5 ~ N . (/-2 L1 -
= = ’ = = = - _3 = 2
0 a=()5=("9) we=@r=(3) oa=i().o=(3)

3. Zeigen Sie mithilfe des Satzes 3.13 auf S. 123, dass fiir beliebige Vektoren a,
b, cund d gilt: (@+0b)-(G+d)=a-c+b-é+a-d+b-d.
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4. Finden Sie Beispiele dafiir, dass die folgenden Regeln fiir die skalare Multi-
plikation von Vektoren nicht gelten.
a) (@-v) - = u- (V- ) b) (@-0)? = @*- ¥*

S

5. Fiir welche Parameter ¢t € R sind die folgenden Gleichungen erfiillt?

2L\ [/t —3t 2t —11 2
a) (7 )( t): 35 b) (—7t> ( 2): —4t% ) ( 5t) . <3t>— —t2—2t
242 1 4 5 12¢ 4

6. Vergleichen Sie fiir die in der Aufgabe 2 gegebenen Paare von Vektoren die
Absolutbetriige |a@ - b|, |& - |, |@ - 7] der Skalarprodukte jeweils mit den ent-
sprechenden Produkten |a@l-|b, |Z|-|7], |@|-|7| der Betriige der Vektoren.

7. Begriinden Sie, dass der Betrag eines Vektors genau dann Null ist, wenn es
sich um den Nullvektor handelt.

8. Bestimmen Sie einen Vektor 77, der zu den Vektoren @ und v orthogonal ist.

6 0 2 2 2 3
aw:(o),g:(l) b)ﬁ:(_s),gz<7) c)ﬁ:<6),17:<—6>
—1 6 —5 0 6 -9

9. Berechnen Sie fiir die in Abb. 3.44 dargestellte Pyramide
a) die Kantenlédngen,
b) die Hohen der Seitenflichen und
¢) die Winkel Z (ﬁ, A_ﬁ), / (S—AS—B’) / (mm) / (S_MIS_Q)

10. Beweisen Sie die folgenden Sitze (siehe Abb. 3.45):
a) Wenn die Diagonalen eines Parallelogramms gleich lang sind, so ist es ein
Rechteck.
b) In jedem Rechteck sind die Diagonalen gleich lang.

¢) In jedem Rhombus (Raute) stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander.

11. Welche Arbeit ist zu verrichten, wenn ein Bierfass der Masse 130 kg um 8 m

eine 25° geneigte Ebene hinaufgerollt wird? Die Reibung wird vernachléssigt.

12. Ein Segelboot wird so gesteuert, dass der Wind mit einem Winkel von 25°
zur Fahrtrichtung einfillt. Die Kraft, die der Wind auf das Boot ausiibt,
betragt 1800 N. Wie grof} ist die vom Wind nach einer Strecke von 2km am
Boot verrichtete Arbeit?

z S(1,5;1,5;3) Abb. 3.44: Skizze zu Aufgabe 9 (links)
1 !
3 /
/ s, C
/
27 /
/
1Y c
1 D _A_/['Z -—-
M, B A B
A 1 2 3 X Abb. 3.45: Skizze zu Aufgabe 10
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3.6 Vektor- und Spatprodukt

3.6.1 Das Vektorprodukt

Im Gegensatz zum Skalarprodukt kann das Vektorprodukt nur fiir Vektoren des
Raumes bzw. in R? gebildet werden. Durch dieses Produkt, mitunter auch als
»Kreuzprodukt“ bezeichnet, wird zwei Vektoren ein Vektor zugeordnet.

Definition 3.11

Als Vektorprodukt zweier Vektoren « und v wird der Vektor ¢ x ¥ mit folgenden
Eigenschaften bezeichnet:

1. @ x ¥ ist sowohl zu @ als auch zu v orthogonal.

2. Der Betrag von 4 X ¥ ist gleich dem Flidcheninhalt des von «4 und ¢ aufge-
spannten Parallelogramms (siche Abb. 3.47), d. h.
|@ x ¥ = |dl|-|¥]- sin £ (4, D).
3. @, v und @ x ¥ bilden ein Rechtssystem, d. h. ihre Orientierung entspricht der
Orientierung der z-, y- und z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems.

¢
Uuxv
. v h
u °le V
— -
<(u,v) u
Abb. 3.46: Vektorprodukt Abb. 3.47: Flicheninhalt eines Parallelogramms

Der Begriff der Orientierung kann an dieser Stelle noch nicht exakt definiert
werden (siehe dazu den Abschnitt 6.3, speziell S. 255). Eine Veranschaulichung
ist aber durch die Rechte-Hand-Regel moglich: Zeigt 4 in Richtung des Daumens
und ¥ in Richtung des Zeigefingers der rechten Hand, so zeigt & x ¢/ in die
Richtung des Mittelfingers, siche Abb. 3.48.

Vertauscht man bei der Bildung des Vektorprodukts die Reihenfolge, in der
zwei Vektoren ¢ und ¢ multipliziert werden, so miissen die Vektoren ¥, & und
¥ X 4 in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Dies ist der Fall, wenn der
Vektor ¥ X 1 entgegengesetzt zu dem Vektor @ X ¥ orientiert ist, siche Abb. 3.49.
Es gilt also der folgende Satz.

ZA

]
X
<)

=

<y

o

Abb. 3.48: Rechte-Hand-Regel Abb. 3.49: | Anti-Kommutativitat"
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Satz 3.18
»Anti-Kommutativgesetz*: Fir beliebige Vektoren @ und ¥ gilt v X @ = —u X .

In einigen Spezialfiillen lassen sich recht leicht Aussagen iiber das Vektorpro-
dukt zweier Vektoren machen:

Satz 3.19

1. Fliir beliebige Vektoren u gilt @ X 0 = 0 X U = 0.
2. Fiir beliebige Vektoren 4 gilt @ X & = 0.

3. Sind zwei Vektoren @ und ¥ kollinear, so ist 4 X U = 0.

4. Sind zwei Vektoren @ und U orthogonal, so gilt |4 x ¢| = |u|-]7].

Alle vier Aussagen des Satzes 3.19 lassen sich recht leicht anhand der Definition
3.11 begriinden (siehe die Aufgabe 1 auf S. 137).

Ohne Beweis sei vermerkt, dass fiir das Vektorprodukt die folgenden Rechen-
regeln gelten.

Satz 3.20

1. Fiir beliebige Vektoren @, v, w des Raumes gilt @ X (+wW) = 4 X U+ 4 X W
sowie (U4+w) X @ = U x 4+ o x & (Distributivgesetze).

2. Fir beliebige Vektoren i,V des Raumes und beliebige A € R gilt
A (@x0) = (M) X T = 4 x (A7)

Bemerkungen:

B Aus dem Grunde, dass das Vektorprodukt nicht kommutativ ist, miissen zwei
Distributivgesetze formuliert werden.

m Der Satz 3.20, 2 beinhaltet, dass es zu demselben Ergebnis fiihrt, wenn zu-
néchst @ oder ¢ mit einer reellen Zahl A multipliziert oder wenn zuerst das
Vektorprodukt gebildet und dieses mit A multipliziert wird. Die Reihenfolge
der Anordnung von A und @ kann also vertauscht werden, das bedeutet jedoch
keine Kommutativitét des Vektorprodukts (siehe hierzu den Satz 3.18).

m Da wegen Satz 3.20 die Klammern in A-(@ x¥) unbedeutend sind, schreiben
wir dafiir im Folgenden einfach \-@x v oder \uxv.

m Ein Assoziativgesetz fiir das Vektorprodukt gilt nicht; im Allgemeinen ist
U X (U x W) # (d x U) x W (siehe Aufgabe 4 auf S. 137).

Komponentendarstellung des Vektorprodukts

Im Folgenden wird eine Moglichkeit hergeleitet, das Vektorprodukt zweier
Vektoren @, 7 € R anhand ihrer Komponenten zu berechnen. Dazu betrach-
ten wir zunéchst die drei Einheitsvektoren in den Richtungen der Achsen eines

1 0 0
kartesischen Koordinatensystems: €1 = (0), €y = (1) und €3 = (0) Diese
0 0 1

drei Vektoren haben jeweils den Betrag Eins und sind paarweise orthogonal zu-
einander. Thre Vektorprodukte haben somit ebenfalls jeweils den Betrag Eins.
Unter Beriicksichtigung der Orientierung (siehe S. 133) ergibt sich:

€1X€2:€3, 52X€3:€1, €3X€1:€2
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Abb. 3.50:
Vektorprodukte orthogo-
naler Einheitsvektoren

y
7
é,x¢,

€

L Lo
(siehe Abb. 3.50). Sind nun @ = (y'u,> und ¥ = (yv> beliebige Vektoren von

Zv
R3, so lassen sie sich durch €1, é> und é3 darstellen:
U = Ty €1+ Yu€2+2u-€3, U= o€ +Yp-€2+20-€3.
Unter Anwendung der Sdtze 3.20, 3.19, 2 und 3.18 erhélt man:
UXUT = (xu€1 + yu‘é'g —+ zu€3) X (CEU-51 + yv~52 + Zv'gg)
= Ty Ty €1XE1 + Ty Yo €1 X €2 + Ty 2y €1 XE3
+Yu Ty €2XE1 + Yu Yo €2XE2 + Yu 2y €2 XE3
4 2y Ty E3XEL + 2y Yv €3 XE2 + 2y 2y €3XE3
= 0+ TuYv €3 + Tu 2y (—€2) + Yu Ty (—€3) + 7 + Yu 2o €1
+2u Ty €2 + Zuyp (—€1) + 0
= (Yu2o— 2uYv) €1 + (20 To— Tu 2v) €2 + (Tw Yo — Yu Tw) €3.
Schreibt man dieses Ergebnis in Komponentenschreibweise, so ergibt sich der
folgende Satz.

Satz 3.21 Ta, To Yu Zv — Zu Yo
Fir beliebige Vektoren © = | yu | und 0= Yo | gilt U X V= | 2u Tw— Tu 20 |.
Zu Zv Tu Yv— Yu Tv

Das Vektorprodukt kann verwendet werden, um auf recht einfache Weise einen
Vektor zu bestimmen, der zu zwei gegebenen Vektoren orthogonal ist (siehe hier-
zu die Aufgaben 8 auf S. 132 und 3 auf S. 137). AuBerdem lassen sich mithilfe
der Definition 3.11 und des Satzes 3.21 Flacheninhalte von Parallelogrammen

und Dreiecken im Raum ermitteln, deren Eckpunktkoordinaten gegeben sind.

Beispiel 3.17
Es soll der Fliacheninhalt des Dreiecks AABC mit A(4;5;4), B(5,1,2) und
(0,3, 3) bestimmt werden (siche Abb. 3.51 auf S. 136).

1 —4
Die Vektoren AB = (—4), AC = (—2) spannen ein Parallelogramm ABCD
2

auf. Wir berechnen zunéchst das Vektorprodukt der Vektoren fﬁ und z@
1 —4 YAB ZAC — ZAB YAC 0
I@Xﬁ: (—4) X <—2> = (ZABl‘Ac—l‘ABZAC> = ( 9).
—2 -1 TABYAC — YAB TAC —18
Der Flacheninhalt des Dreiecks AABC' ist halb so groff wie der Flicheninhalt

des Parallelogramms ABC D und somit nach Definition 3.11 gleich der Hilfte
des Betrags des Vektorprodukts AB x AC:

Apape = %‘@ Xm‘ = 1192+18% ~ 10,06. m
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O
Sy
X
H <|

N

1
TS B
-1 4 5 X Zjl' A
Abb. 3.51: Dreieck im Raum Abb. 3.52: Spatprodukt ~ Abb. 3.53: Tetraeder

3.6.2 Das Spatprodukt — Berechnung von Volumina

Drei nicht komplanare Vektoren «, v und @ spannen ein Parallelepiped bzw.
einen Spat auf, siche Abb. 3.52. Alle Seitenflachen eines Spats sind Parallelo-
gramme, die von je zwei der Vektoren u, ¥ und W aufgespannt werden. Das
Volumen eines Spats ist das Produkt des Fldcheninhalts Ag einer (als Grund-
fliiche betrachteten) Seitenfliche mit der zugehérigen Hohe h. Fiir das von den
Vektoren ¢ und ¢ aufgespannte Parallelogramm gilt nach Definition 3.11:
Ag = U x 7.
Die zugehorige Hohe lésst sich durch
h = |W|-cos p = |W]-|cos L(ux U, )|
ausdriicken. Es muss der Betrag von cos Z(@ X ¥, W) verwendet werden, da bei
anderer Orientierung von « X v ein stumpfer Winkel entsteht. In diesem Falle
ist mit ¢ = 180° — Z(#Xx ¥, W) zu rechnen, d. h. cos ¢ = — cos ZL(@X T, W).
Fiir das Volumen des Spats folgt aus den vorherigen Beziehungen:
V = Ag-h = |u X ||W|-|cos L(uxv,w)| = |(& x T) - |
Definition 3.12
Als Spatprodukt dreier Vektoren @, ¥ und W bezeichnet man (@ X ) - . ¢

Das Volumen eines Spats ist daher der Absolutbetrag des Spatprodukts der
drei aufspannenden Vektoren. Damit lassen sich auch Volumina von Pyramiden
mit parallelogrammférmiger Grundfliche berechnen, diese betragen ein Drittel
der Volumina von Prismen bzw. Spaten gleicher Grundfldche und gleicher Hohe.

Beispiel 3.18

Es soll das Volumen des Tetraeders mit den Eckpunkten A(2; —4;2), B(4;0;2),
C(-1;2;1), D(2;—1;5) bestimmt werden (Abb. 3.53). Dazu berechnet man das
Volumen des Spats, das von den Vektoren z@, A_@ und A.ﬁ aufgespannt wird:

=) 22|= () (5) ()] =) )

Das Volumen der vierseitigen Pyramide mit dem von AB und AC aufgespannten

= T78.

Parallelogramm als Grundfliche und der Spitze D betréigt ein Drittel dieses
Wertes. Da die Grundfliche des Tetraeders ABC'D jedoch demgegeniiber nur
halb so grof} ist, hat dieses das Volumen é-78 =13. [ |
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3.6.3 Aufgaben zu Abschnitt 3.6

1. Begriinden Sie die Aussagen des Satzes 3.19 auf S. 134.

2. Beweisen Sie den folgenden Zusammenhang zwischen dem Vektor- und dem
Skalarprodukt fiir beliebige Vektoren @ und #: |ii x #)? = |i|?-|#]? — (@-7)?.
3. Berechnen Sie die Vektorprodukte der in der Aufgabe 8 auf S. 132 gegebenen

Paare von Vektoren.

4. Begriinden Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass fiir das Vektorprodukt kein
Assoziativgesetz der Form @ x (¥ x @) = (4 x ¥) X @ gilt.

5. Begriinden Sie, dass das Viereck ABCD mit A(3;2;—4), B(8;—2;-5),
C(2;5;—6) und D(7;1; —7) ein Parallelogramm ist und berechnen Sie sei-
nen Flacheninhalt.

6. Berechnen Sie das Volumen der Pyramide mit dem Parallelogramm ABCD
aus der Aufgabe 5 als Grundfliche und der Spitze S(—8;9;10).

7. Begriinden Sie mittels geometrischer Uberlegungen:
|(@ X ) - W] = |(U x W) - 1| = |(d x @) -]

3.7 Vektorrechnung und -darstellung mithilfe
eines Computeralgebrasystems

Vektoren werden in dem CAS Maxima (siehe Abschnitt 1.5) als n-Tupel in ecki-
gen Klammern eingegeben, z. B. [x,y] und [x,y,z]. Diese lassen sich addieren
und mit reellen Zahlen multiplizieren. So gibt Maxima z. B. auf die Eingaben
u:[3,2,121$ v:[-8,12.5,13]1$ 1lambda:4/3$
u+v; lambdaxu; u+lambdaxv;

die Ergebnisse [—5,14.5,25], [4,%,16] und [—%2,18.666, 22| aus.
Graphische Darstellungen von Vektoren als Pfeile

Mithilfe von vector ([x0,y0], [x,y]) bzw. vector([x0,y0,z0], [x,y,2z]) ldsst

T
sich ein Vektor (;) der Ebene bzw. (y) des Raumes als Pfeil mit dem
z

Anfangspunkt Py(zo;yo) bzw. Po(xo;yo0;20) darstellen. Dazu werden die auf
S. 47/48 beschriebenen Umgebungen draw2d bzw. draw3d genutzt. Beispiele fiir
die Darstellung von Vektoren in der Ebene und im Raum enthélt die Internetsei-
te zu diesem Buch. Mithilfe der folgenden Eingaben wurde Abb. 3.54 generiert:

load(draw)$
0:[0,0,0]$ wu:[1,3,-1]1$ v:[-3,-1,2]$ w:[-1,3,1]%
draw3d( user_preamble = ["set size ratio 1"], grid=true,
xyplane=0, xaxis=true, yaxis=true, zaxis=true,
xrange = [-6,6], yrange = [-6,6], zrange = [-4,4],
color = black, vector(o,u), vector(o,v), vector(o,w),
color = red, vector(u,u+v), vector(v,u+v), vector(w,u+v)
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Abb. 3.54:

Darstellung von Vektoren
im Raum mithilfe des CAS
Maxima

Die Werte fiir xrange, yrange, zrange sind anzupassen, wenn (in Abhéngigkeit
von den Komponenten der zu visualisierenden Vektoren) andere Ausschnitte des
Raumes dargestellt werden sollen. Die Anschaulichkeit rdumlicher Darstellungen
ist insbesondere dadurch gegeben, dass diese mit der Maus ,,gedreht* und aus
verschiedenen Richtungen betrachtet werden kénnen.

Linearkombinationen

Um Vektoren als Linearkombinationen anderer Vektoren darzustellen, sind li-
neare Gleichungssysteme zu losen, vgl. Abschnitt 3.4 (zum Lésen von LGS mit
Maxima siehe Abschnitt 1.5). Um die Komponenten von Vektoren nicht einzeln
eingeben zu miissen, kann in Maxima auf Komponenten in der Form [x,y] bzw.
[x,y,2z] eingegebener Vektoren zuriickgegriffen werden, z. B. mittels v[2] auf
die zweite (y-) Komponente eines zuvor angegebenen Vektors ¢. Dies wird in
dem folgenden Beispiel genutzt, um die Koeffizienten bei der Darstellung des
Vektors Z als Linearkombination der Vektoren #, v und w zu ermitteln.
x:[1,3,2]$¢ wu:[-1,3,-4]$ v:[3,-5,-2]1$%$ w:[7,-9,-4]1%
solve([ lambda * u[1] + mu * v[1] + nu * w[1]= x[1],
lambda * u[2] + mu * v[2] + nu * w[2]= x[2],
lambda * ul[3] + mu * v[3] + nu * w[3]= x[3] 1,
[lambda, mu, nul );
Als Ausgabe erhélt man: [[lambda=-3/10, mu=-21/5, nu=19/10]].

Skalarprodukt

Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren wird ein Punkt . (dot) verwendet.

Eingabe: wu:[3,4,-1]1$ v:[-12,5,71% Ausgabe: -23
u.v;
Vektorprodukt

Das Vektorprodukt zweier Vektoren @ und ¥ wird mittels express (u~v) berech-
net. Dazu muss vorher mittels load("vect") das Paket ,,vect“ geladen werden.
Eingabe: load("vect")$ Ausgabe: [0,-10,10]
u:[1,2,21$ v:[-4,2,2]%
express (u~v) ;
Die hier beschriebenen sowie weitere Beispiele enthélt eine Maxima-Datei, die
auf der Internetseite zu diesem Buch zur Verfiigung steht.
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Die in dem Kapitel 2 zunéchst nur mithilfe von Koordinaten behandelte analy-
tische Geometrie wird im Folgenden mit den méchtigen Hilfsmitteln der Vektor-
rechnung weitergefiihrt. Diese ermoglichen es, Aufgaben der Raumgeometrie zu
bearbeiten, die mit reinen Koordinatenmethoden nicht oder nur schwer 16sbar
sind. In vielen Féllen lassen sich unter Anwendung vektorieller Methoden geo-
metrische Objekte und Beziehungen im dreidimensionalen Raum auf analoge
Weise zu Sachverhalten der ebenen Geometrie untersuchen. Dabei wird auch
auf Inhalte des Kapitels 1 zuriickgegriffen, in dem bereits Geraden und Ebenen
als Losungsmengen linearer Gleichungen bzw. Gleichungssysteme auftraten.

In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels wird auf der Grundlage der
Vektorrechnung zunéchst affine Geometrie von Geraden und Ebenen betrieben,
d. h. es werden Lagebeziehungen untersucht, ohne dabei Mafle zu verwenden.
Diese sind Gegenstand des Abschnitts 4.3 zur metrischen Geometrie, in dessen
Mittelpunkt die Berechnung von Absténden und Winkelmaflen im Raum un-
ter Nutzung des Skalarproduktes steht. Da es sich hierbei um Standardinhalte
des Mathematikunterrichts der gymnasialen Oberstufe handelt, wird eine recht
knappe Darstellung gegeben; eine Vielzahl von Aufgaben zu diesem Abschnitt

dient u. a. dazu, Schulwissen zu reaktivieren.

Bei der vektoriellen Beschreibung von Geraden und Ebenen sind Parameter-
darstellungen von zentraler Bedeutung, die im Mittelpunkt der ersten beiden
Abschnitte dieses Kapitels stehen. Parameterdarstellungen ermoglichen aber
nicht nur die Beschreibung linearer Gebilde, sondern auch interessanter Kur-
ven (sowie auch Fldchen); hierauf wird ansatzweise in den Abschnitten 4.1.4

und 4.1.5 eingegangen.
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4.1 Parameterdarstellungen von Geraden und
Kurven

4.1.1 Beschreibung von Geraden durch Parametergleichungen

In dem Abschnitt 1.1.1 stellte sich bereits heraus, dass Losungsmengen linea-
rer Gleichungen mit zwei Variablen im Allgemeinen durch Geraden der Ebene
dargestellt und in der Form
(5)- () 2)
y) m2 n2
mit ¢ € R beschrieben werden kénnen (siehe S.4). Mithilfe der Vektorrechnung
lassen sich Geraden in dieser Darstellung nun néher untersuchen, und vor allem
lasst sich diese Art, Geraden zu beschreiben, leicht auf den Raum iibertragen.

Beispiel 4.1 1 95
Gegeben sind der Vektor pp = (—1) und der Vektor d = ( 1 > Es werden
3 —-1,5

die Vektoren po,5 = po + 0,5d, p1= po + 1d, p1,5= po+ 1,5, p2= po + 24,

P-o,5=po—0,5ad, p-1=po—1a, p—1,5=po—1,5d und p_2 = po—2 ad berechnet.

In ein Koordinatensystem werden eingezeichnet:

m der Pfeil OF) als Reprisentant des Vektors pp mit dem Anfangspunkt im
Koordinatenursprung,

m ein Pfeil mit dem Anfangspunkt Py, der den Vektor a représentiert,
m Pfeile OP_2,0P_15,...,0P, als Reprisentanten der Vektoren p_o,...,pa.

Die Endpunkte P_2, P_15,..., P> der entsprechenden Pfeile werden markiert,
siche Abb. 4.1 (links). Offensichtlich liegen alle diese Punkte auf einer Geraden.
Durch die Darstellung einer groleren Anzahl von Punkten nach derselben Vor-
gehensweise wie in Abb. 4.1 (rechts) wird dies noch deutlicher sichtbar. [

z P,
}?.]’5 2.

Abb. 4.1:

Punkte einer durch
eine Parameterdar-
stellung gegebenen
Geraden

A 4% 4 4%

Interaktive Versionen dieser Abbildungen, die aus verschiedenen Richtungen betrachtet wer-
den konnen, enthélt die Internetseite zu diesem Buch.

Alle Endpunkte von Pfeilen OP der Ebene oder des Raumes, welche Vektoren
reprisentieren, die sich in der Form p' = po + ¢ @ (mit festen Vektoren pp und
d sowie t € R) darstellen lassen, liegen auf einer Geraden. Umgekehrt lassen
sich alle Punkte P der Geraden, die durch einen Punkt Py verlduft und deren
Richtung durch einen Vektor @ gegeben ist, in der Form p = po + td (mit
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t € R) beschreiben, wobei 7 der durch den Pfeil OP und po der durch O—Po)

reprisentierte Vektor ist. Dabei werden folgende Bezeichnungen verwendet:

m Ein Vektor p heif3t Ortsvektor eines Punktes P, falls p einen reprisentieren-
den Pfeil OP besitzt, dessen Anfangspunkt der Koordinatenursprung und
dessen Endpunkt P ist.

m Ein bekannter (fester) Punkt Py einer Geraden g heifit Aufpunkt von g. Es
kann jeder Punkt einer Geraden als Aufpunkt verwendet werden.

m  Der Ortsvektor eines Aufpunktes einer Geraden wird als Stiitzvektor dieser
Geraden bezeichnet.

m FEin Vektor a, der die Richtung einer Geraden g beschreibt, heif3t Richtungs-
vektor von g.

m Die Variable t in der Darstellung ' = po 4t @ einer Geraden heifit Parameter.

Parameterdarstellungen von Geraden
Jede Gerade g in der Ebene oder im Raum lésst sich durch eine Gleichung

der Form . R .
P = po+td (4.1)

beschreiben, die als Parameterdarstellung oder Parametergleichung von g
bezeichnet wird. Dabei ist @ ein Richtungsvektor und pp ein Stiitzvektor der
Geraden g. Der Parameter ¢ durchlduft den gesamten Bereich der reellen
Zahlen, wobei jeder Zahl t ein Punkt P der Geraden mit dem Ortsvektor
P = po + t @ zugeordnet ist.

<

Wihrend eine Parameterdarstellung der Form (4.1) stets genau eine Gerade
beschreibt, kann ein und dieselbe Gerade durch verschiedene Parameterdarstel-

Abb. 4.2: Gerade mit Pfeilen, die einen
Stiitzvektor und einen Richtungsvektor
reprasentieren, sowie einem (willkiirlich
gewihlten) Punkt P

lungen beschrieben werden.

Beispiel 4.2
Durch die Parameterdarstellungen p'= po +td und p = go + sb mit

4 4 ~9 /3
po=—2],g0=| 6),d=| 2| undb=|-3
Po=\Z3 )% 2 1 ~1,5

wird dieselbe Gerade beschrieben, sieche Abb. 4.3.

Die Vektoren @ und b sind kollinear, denn es gilt b= —1,5-d. AuBlerdem
liegt der Punkt Qo auf der durch p' = py + ta beschriebenen Geraden. Dies
ldasst sich mittels einer so genannten Punktprobe iiberpriifen, indem ¢p in diese

Parameterdarstellung eingesetzt wird:
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g

Abb. 4.3: Zwei Stiitz- und zwei Richtungs- Abb. 4.4: Gerade durch zwei gegebene
vektoren einer Geraden Punkte

—4 4 -2
6)=(-2]+t| 2].
2 —2 1
Mit t =4 ist diese Vektorgleichung offensichtlich erfiillt. Somit liegt Qo auf der
durch die Parameterdarstellung p = po + t @ beschriebenen Geraden (es liefle
sich analog zeigen, dass Pp auf der durch p'= qo + s b erzeugten Geraden liegt,
dies ist aber nicht mehr notwendig). Da aulerdem die Richtungsvektoren @ und b
kollinear sind, ergibt sich durch beide Parameterdarstellungen dieselbe Gerade.

Diese Gerade wird zudem auch durch die Parameterdarstellungen p'= qo +u d
und p'= po + vb mit u,v € R beschrieben. |

Aufstellen einer Parameterdarstellung einer Geraden anhand zweier Punkte
Beispiel 4.3

Gegeben sind zwei Punkte P;(3;3;4) und P»(1;1;2), gesucht ist eine Parame-
terdarstellung der durch P; und P» verlaufenden Geraden g, siche Abb. 4.4. Ein
Richtungsvektor @ von g ist der Vektor, der sich als Differenz der Ortsvektoren

1 3 —2
der Punkte P; und P> ergibt: @ = p>— p1 :<%) — (2) = (—2). Als Stiitz-

vektor kann p> oder pi verwendet werden, Parameterdarstellungen von g sind
1 -2 3 1

somitzB. p=(1]+¢t|-2)und p=(3|+s-|1]. [
2 -2 4 1

4.1.2 Parameter- und Koordinatengleichungen bzw. LGS

In dem Abschnitt 1.1.1 wurde bereits festgestellt, dass Losungsmengen von li-
nearen Gleichungen mit zwei Variablen in den meisten Fillen Geraden in der
Ebene beschreiben, und es wurden diese Losungsmengen als Parameterdarstel-
lungen angegeben, siehe das Beispiel 1.2 auf S. 4 sowie die Zusammenfassung auf
S. 5. Umgekehrt lassen sich auch Geraden der Ebene, die durch Parameterglei-
chungen gegeben sind, durch Gleichungen der Form ax + by = ¢ beschreiben.
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Beispiel 4.4
Eine Gerade ist durch die Parameterdarstellung
7=(y) = (5)+(3)

gegeben. Diese lédsst sich auch in Form von zwei Gleichungen schreiben:

r = 3t—-25

y = —8t + 3.
Aus diesem LGS wird nun der Parameter ¢ eliminiert. Multipliziert man die
erste Gleichung mit 8, die zweite Gleichung mit 3 und addiert anschlieflend
beide Gleichungen, so ergibt sich

8z + 3y = 31
als Koordinatengleichung der gegebenen Geraden. |

Geraden im Raum lassen sich nicht durch einzelne lineare Gleichungen darstel-
len, da deren Lésungsmengen Ebenen beschreiben oder leer sind, siche Abschnitt
1.2.1. Hingegen konnen Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen mit
drei Variablen und zwei Gleichungen, die den Rang 2 haben, geometrisch als
Geraden interpretiert werden, sieche das Beispiel 1.16 a auf S.19. Fiir dieses
Beispiel wird im Folgenden eine Parametergleichung aufgestellt.

Beispiel 4.5
Eine Parametergleichung der Geraden, welche die Losungsmenge des LGS
% r—2y+4z=1
z+ y—3z=2
beschreibt, erhélt man durch Losung dieses LGS (z. B. mithilfe des Gau$-Al-
gorithmus, siehe Beispiel 1.23 auf S. 27). Es ergibt sich eine Losungsmenge mit

einem Parameter: 4 10

y=Y¢1+ 4 (teR).

7
z =1
Eine Parameterdarstellung der durch das LGS beschriebenen Geraden ist also
4 10
7 H
1 0 |

In Umkehrung zu dem Beispiel 4.5 lassen sich Geraden des Raumes, die durch
Parameterdarstellungen gegeben sind, auch durch lineare Gleichungssysteme
mit zwei Gleichungen beschreiben.

Beispiel 4.6
Die Gerade aus dem Beispiel 4.2 (Abb. 4.3) wird durch die Parametergleichung

-()-(:+()

beschrieben, die sich auch in einzelnen Gleichungen schreiben lésst:

r = 4 — 2t
y = —2 + 2t
z = —2 4+ t.
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Aus zwei Paaren dieser Gleichungen (z. B. aus der ersten und der zweiten sowie
der zweiten und der dritten Gleichung) wird der Parameter ¢ eliminiert (wie in
Beispiel 4.4 beschrieben). Es ergibt sich das LGS

r + vy 2
-y + 2z -2
als Beschreibung der Geraden. [ |

4.1.3 Lagebeziehungen und Schnittpunkte von Geraden

Nachdem in dem Abschnitt 1.1.2 bereits Lagebeziehungen von Geraden in der
Ebene untersucht und (falls vorhanden) ihre Schnittpunkte bestimmt wurden,
ist dies nun anhand von Parameterdarstellungen auch fiir Geraden im Raum
moglich. Zunéchst ist leicht zu {iberlegen, dass zwei Geraden parallel oder sogar
identisch sind, falls ihre Richtungsvektoren kollinear sind.

Beispiel 4.7

Die Richtungsvektoren der drei Geraden g, h und k mit

-1 —1 . 3 —2
P =po+tada =(—-1)+¢t-|—1 ,h:p=qo+sb =3 ]+s-[—2 ] und
9P = 2 —o,5) T 4 -1

4 2 R
k:p=ro+rc = —g +7- % sind jeweils kollinear: ¢ = —b = —2d. Die

Geraden g, h und k sind daher jeweils zueinander parallel oder sogar identisch.

Um festzustellen, ob g und h identisch sind, reicht es aus, zu priifen, ob ein

einziger Punkt von g auf h liegt oder umgekehrt, ob also z. B. t € R existiert mit
3 -1 -1
Go = po+td. Dies ist der Fall, denn mit ¢t = —4 ist (i) = (—% — 4~<—%) 5).
Die Geraden g und h sind somit identisch. Zu einem anderen Ergebnis fithrt die
Uberpriifung, ob g und k identisch sind. Dazu miisste ein ¢t € R mit 7o = po+ta
4 -1 -1

existieren, also mit (—%) = (—%) —|—t-(—%) 5). Damit diese Vektorgleichung
fiir die erste Komponente erfiillt ist, miisste t = —5 sein, fiir die zweite Kompo-
nente hingegen t = 2. Somit erfiillt keine reelle Zahl ¢ diese Vektorgleichung; die
Gerade k ist nicht identisch mit g und h, sondern lediglich parallel dazu. [ |

z )

52

Abb. 4.5: Parallele und identische Geraden

Eine interaktive Version dieser Abbildung,
die aus verschiedenen Richtungen betrachtet
werden kann, enthélt die Internetseite zu die-
sem Buch.

Im Folgenden werden Geraden mit nicht kollinearen Richtungsvektoren unter-
sucht. Dabei sind die Fille moglich, dass sich zwei Geraden schneiden oder dass
sie keinen Schnittpunkt besitzen, man spricht dann von windschiefen Geraden.
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Beispiel 4.8
Die Geraden g und h (siehe Abb. 4.6) mit den Parameterdarstellungen

4 9 = 1
cp=po+td =2 |+t-(=1]), h: P=q +sb = 4 )14s-1-3
g:p 0 1 0.5 p q0 1 1

sind nicht parallel oder identisch, denn die Richtungsvektoren @ und b sind nicht
kollinear. Wenn es einen gemeinsamen Punkt P beider Geraden gébe, so miiss-
ten Parameter ¢t und s existieren, mit denen sich der Ortsvektor p' von P aus den
Parameterdarstellungen beider Geraden ergibt. Um zu priifen, ob es derartige
Parameter ¢, s gibt, werden die Parameterdarstellungen gleichgesetzt:

(1) (Gt = (1) ()

Dieser Vektorgleichung entspricht das lineare Gleichungssystem

—2t+ s = —6
—t 4+ 3s = 2
0,5t — s = 0,

das die Losung t =4, s=2 hat. Die beiden Geraden besitzen somit einen Schnitt-
punkt P, dessen Ortsvektor p sich durch Einsetzen der ermittelten Werte fiir s

—4
bzw. t in eine der beiden Parameterdarstellungen ergibt: p' = (—%) [ |

O
y

5 a

I

Abb. 4.6: Sich schneidende Geraden Abb. 4.7: Windschiefe Geraden

Interaktive Versionen dieser Abbildungen enthilt die Internetseite zu diesem Buch.

Beispiel 4.9
Es wird die gegenseitige Lage der Geraden g und h (siehe Abb. 4.7) mit

) (1) (]
= po+tad = -2 |+t ,h: P=qo+sb = +s-
g: P = po 5 _9 pP=qo 5 1

untersucht. Dabei wird wie in dem Beispiel 4.8 verfahren. Durch Gleichsetzen

der Parameterdarstellungen ergibt sich das lineare Gleichungssystem

—4t + 3s = 2
6t — 3s = 5
-2t 4+ s = 0.

Dieses LGS ist nicht l6sbar. Somit existiert kein gemeinsamer Punkt der Ge-
raden g und h. Da die Richtungsvektoren @ und b offensichtlich nicht kollinear
sind, sind die Geraden g und h auch nicht parallel, sondern windschief. [
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4.1.4 Parameterdarstellungen als Funktionen, Beschreibung
von Bewegungen

Durch Parameterdarstellungen von Geraden werden reellen Zahlen Vektoren p’
und damit Punkte P der Ebene oder des Raumes zugeordnet. Eine Parameter-
darstellung ldsst sich daher als Funktion ¢ auffassen mit
¢: R—R? mit ¢: t — po+td bzw. ¢: R—=R> mit ¢: t — po+ta.

Der Parameter ¢ hat hierbei die Funktion einer Variablen. Wahrend aber Funk-
tionswerte bei den aus der Schule bekannten Funktionen ebenfalls Zahlen sind,
handelt es sich bei Funktionswerten von Parameterdarstellungen um n-Tupel
(wir beschrianken uns hier auf Paare und Tripel) reeller Zahlen.

Besonders bei physikalischen Anwendungen ist es sinnvoll, den Parameter ¢ als
Zeit aufzufassen. Durch eine Parameterdarstellung p: ¢t — = pop+1ta wird die
zeitabhéngige Position des durch den Ortsvektor p’ beschriebenen Punktes auf
einer Geraden beschrieben. Parameterdarstellungen erhalten damit einen neuen
Aspekt; neben der geometrischen Form einer Bewegungsbahn (im einfachsten
Falle eine Gerade) wird auch die Art der Bewegung beschrieben.

Beispiel 4.10
Die drei Parameterdarstellungen

(1) ﬁ(t) = po+t-U1 1,5 1 1

(2) p(t) = po+t-va mit t € Rt >0, v1 = ( 0), U = <0>7 a= (O)
() #(t) = po+t*d 0 ! 0

stellen dieselbe Halbgerade dar. Wird der Parameter ¢ als Zeit aufgefasst, so
beschreibt (1) eine gleichférmige Bewegung, (2) eine gleichférmige Bewegung
geringerer Geschwindigkeit und (3) eine gleichméiflig beschleunigte Bewegung.
Die Richtungsvektoren ¢ und v2 sind Geschwindigkeitsvektoren, @ ist ein Be-
schleunigungsvektor. In Abb. 4.8 sind Positionen sich bewegender Punkte bei
diesen drei Bewegungsvorgingen innerhalb des Zeitintervalls [0; 1] dargestellt;

zwischen zwei benachbarten Punkten verstreicht jeweils gleich viel Zeit. [ |
v Abb. 4.8: Beschreibung ei-
T e T TTEETTTETTTTTTTTTTY ner geradlinigen Bahn durch
v, drei Parameterdarstellungen
et 4000000000000000000000000000000800000000 Ein Video, das die drei Bexe.
a gungsvorginge zeigt, befin-
nness A A A NS 2L AL B D A I det sich auf der Internetseite

zu diesem Buch.

Beispiel 4.11

Der schrige Wurf setzt sich aus einer gleichférmigen Bewegung mit der Ab-
wurfgeschwindigkeit ¥p und einer gleichméfig beschleunigten Bewegung mit der
Erdbeschleunigung § zusammen. Der gleichférmige Anteil beschreibt die (gerad-
linige) Bahn, die ein geworfener Gegenstand in der Schwerelosigkeit im Vakuum
zuriicklegen wurde: p' = po + vp - t. Dazu addiert sich die Komponente des Fal-
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Abb. 4.9: Schrager Wurf

‘e, Ein Video, das den schrigen

. Waurf mit seiner Bewegungs-

% bahn zeigt, befindet sich auf

'. der Internetseite zu diesem
Buch.

lens, die senkrecht zur Erdoberfliche gerichtet ist und den Betrag th hat. Der

schrage Wurf wird damit durch die vektorielle Gleichung
P=po+To-t+ig-t°

beschrieben, siehe Abb. 4.9. [ |

4.1.5 Exkurs: Parameterdarstellungen einiger Kurven

Bereits in dem Beispiel 4.11 zeigte sich, dass durch Parameterdarstellungen nicht
nur Geraden beschrieben werden konnen, sondern auch Kurven wie die Wurf-
parabel. Im Folgenden werden — ausgehend von Kreisen — einige interessante
Kurven betrachtet und durch Parameterdarstellungen beschrieben.

Die Sinus- und die Kosinusfunktion werden am Einheitskreis mit den in
Abb. 4.10 verwendeten Bezeichnungen folgendermafien definiert:
sina = Yo, COSQ = Tq.
Betrachtet man umgekehrt die Koordinaten von Punkten des Kreises in Abhén-
gigkeit von den entsprechenden Winkeln und multipliziert die trigonometrischen
Terme mit einer positiven Zahl r, so erhélt man die folgende Parameterdarstel-
lung fiir einen Kreis in Mittelpunktslage mit beliebigem Radius 7:
z(a)=r-cosa, yla)=r-sina; o€ l0;2m).

Da im Folgenden neue Kurven ausgehend vom Kreis entwickelt und darin
weitere Groflen in Abhéngigkeit von dem Parameter ausgedriickt werden sollen,
empfiehlt es sich, einen neuen Parameter ¢ einzufithren, und a durch 27t zu
ersetzen, wobei ¢ dann das Intervall [0;1) durchlduft. Daraus ergibt sich die
folgende Parameterdarstellung des Kreises:

x(t) = r-cos(27t)
y(t) = r-sin(27t)
Diese Beschreibung des Kreises ist dquivalent zu der Gleichung (2.7) des Kreises

(4.2)

in Mittelpunktslage (siehe S.58), denn es gilt
(z(t)® + (y(t))* = r*- (cos?(2nt) + sin®(27t)) = .

Y
y(l

Y * Abb. 4.10: Sinus und Kosinus am Einheitskreis
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Abb. 4.11: Archimedische Spirale Abb. 4.12: Logarithmische Spirale

Ersetzt man in der Parameterdarstellung (4.2) eines Kreises den konstanten
Radius durch Funktionen des Parameters ¢, so lassen sich damit interessante
Kurven erzeugen.

Beispiel 4.12
Ersetzen von r durch r-¢ in der Parameterdarstellung (4.2) fiihrt dazu, dass sich
die Absténde der Punkte zum Mittelpunkt mit steigendem Winkel proportional
zum Winkel vergrofiern. Die entsprechende Parameterdarstellung
x(t) = rt-cos(2mt)
y(t) = rt-sin (27t)
beschreibt eine archimedische Spirale, sieche Abb. 4.11. Da t das Intervall [0; 4]
durchléuft, hat diese Spirale vier Windungen. [ |

(t € [0;4])

Beispiel 4.13
Eine weitere bekannte Kurve ist die logarithmische Spirale, sieche Abb. 4.12.
Auch sie geht aus der Parameterdarstellung (4.2) des Kreises dadurch hervor,
dass der konstante Radius r durch eine Funktion des Parameters ersetzt wird. Da
hierfiir eine Exponentialfunktion verwendet wird, vergroflert sich der Abstand
zwischen den Windungen sehr stark. Die in Abb. 4.12 dargestellte logarithmische
Spirale hat die Parameterdarstellung

z(t) = ez - €0 (27t) (t € [0:4]).

y(t) = €' -sin (27t) ]

Kurven im Raum

Ausgehend von Kreisen lassen sich neben ebenen Kurven auch Raumkurven un-
tersuchen. Dazu wird zunéchst ein Kreis in einer der Koordinatenebenen durch
eine Parameterdarstellung beschrieben, z. B. der Kreis in der z-y-Ebene mit
dem Radius r und dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung durch

z(t) = r-cos(2nt)

y(t) = r-sin (27t) (te0;1)). (4.3)

z(t) =0
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Abb. 4.13: Schraubenlinie Abb. 4.14: Konische Spirale

Beispiel 4.14
Ersetzt man in der Parameterdarstellung (4.3) die konstante Koordinate z durch
eine lineare Funktion y des Parameters t (z. B. z(t) = h-t), so erhélt man eine
Kurve, die dem Gewinde einer Schraube &hnlich ist und als Schraubenlinie oder
zylindrische Spirale oder Heliz bezeichnet wird, siche Abb. 4.13:

z(t) = r-cos (2mt)

y(t) = r-sin(2nt) (te[-2;2)]).

z(t) = ht u
Beispiel 4.15
Kombiniert man die Anderungen an der Parameterdarstellung des Kreises, die
zur Archimedischen Spirale und zur Schraubenlinie gefithrt haben, so erhéilt
man eine spiralférmige Kurve, die sich auf einem Kegel entlang windet (siehe
Abb. 4.14). Diese Kurve wird als konische Spirale bezeichnet, und durch die
folgende Parameterdarstellung beschrieben:

z(t) = rt-cos (2mt)

y(t) = rt-sin(2nt) (te[-2;2)]).

2(t) = ht u
Weitere Variationen der bisher betrachteten Kurven ergeben sich aus der Ver-
wendung nichtlinearer Funktionsterme in t fiir die Héhe bzw. den Radius. Durch

Versuche mit verschiedenen Funktionen lassen sich interessante und dsthetisch
ansprechende Kurven erzeugen, siche z. B. die Aufgabe 10 auf S. 150.

Auf der Internetseite zu diesem Buch steht eine Datei fiir das CAS Maxima
zur Verfiigung, mit der sich durch Variationen von Parameterdarstellungen leicht
unterschiedlichste ebene und raumliche Kurven erzeugen lassen.

4.1.6 Aufgaben zu Abschnitt 4.1

1. Uberpriifen Sie, welche der Punkte A(—9;3;—3), B(11;-5,5;9), C(16;—7;12),
D(-6,5;2;—1,5) und E(—16,5;6;—8,5) auf der Geraden g mit der Parameter-

1 —-2,5
darstellung p = —:1))> +t-< % 5) liegen. Geben Sie fiir diejenigen dieser

)
Punkte, die g angehoren, die zugehorigen Werte des Parameters ¢ an.
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2. Es sind zwei Punkte P(3;—4;6) und Q(8;9;10) einer Geraden g gegeben.
Stellen Sie eine Parametergleichung fiir diese Gerade auf.

3. Eine Gerade in der Ebene ist durch die Koordinatengleichung 7z —8y = 21
gegeben. Geben Sie eine Parameterdarstellung dieser Geraden an.

4. Eine Gerade g in der Ebene ist durch folgende Parametergleichung gegeben:

(1) e ()

Geben Sie eine Koordinatengleichung von g an.

5. Eine Gerade im Raum ist durch das lineare Gleichungssystem
3z + 4y — 2z = 12
6r — Ty + z = -2
gegeben. Geben Sie eine Parameterdarstellung von g an.

2 —4
6. Eine Gerade g ist durch die Parameterdarstellung p = (g) +t~< g) ge-
geben. Geben Sie ein lineares Gleichungssystem an, das g beschreibt.

7. Untersuchen Sie paarweise die gegenseitige Lage der Geraden g, h und k£ und
bestimmen Sie, falls vorhanden, die jeweiligen Schnittpunkte.

4 3 6 —2 —4 12
cp=(5 |+t (-4 ), h:p=(—6|+s[ 1|, k:p=| 3 |+r-[—6
g b 0 2 P 23 3 P —2 —18

8. Beweisen Sie den folgenden Satz:
Zwei Geraden g: p = po+tdund h: § = go + sb mit Richtungsvektoren
a und l_;, die nicht kollinear sind, besitzen genau dann einen Schnittpunkt,

wenn die Vektoren d, b und Go —po komplanar sind.

9. Stellen Sie eine Parameterdarstellung fiir eine Ellipse in Hauptachsenlage
auf, die kein Kreis ist. Zeigen Sie, dass die von lhnen aufgestellte Parame-
terdarstellung dieselbe Ellipse beschreibt wie die Gleichung (2.14) auf S. 77.

10. Die Kurve in Abb. 4.15 wurde durch eine Parameterdarstellung generiert.
Geben Sie eine Parameterdarstellung an, die eine derartige Kurve erzeugt.
Experimentieren Sie dazu auch mithilfe des Computers. (Sie konnen dazu
eine auf der Internetseite zu diesem Buch vorhandene Datei zur Darstellung
von Kurven in dem CAS Maxima benutzen.)

y

I = 2 X Abb. 4.15: Durch eine Parameterdarstel-
1 lung beschriebene Kurve
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4.2 Ebenen

4.2.1 Parameter- und Koordinatengleichungen von Ebenen

In dem Abschnitt 1.2.1 wurden Losungsmengen linearer Gleichungen mit drei
Variablen betrachtet. Es zeigte sich, dass diese i. Allg. als Ebenen des Raumes
interpretiert und in der Form (1.14) beschrieben werden konnen, siehe S. 17.

Parameterdarstellungen von Ebenen
Jede Ebene ¢ im Raum lésst sich durch eine Gleichung der Form

P =po+sa+th (4.4)
mit zwei nicht kollinearen Vektoren @ und b beschreiben. Dabei sind @
und b Richtungs- bzw. Spannvektoren und pp ein Stiitzvektor der Ebene
€. Die Parameter s und ¢ durchlaufen den gesamten Bereich der reellen
Zahlen, wobei jedem Parameterpaar (s;t) ein Punkt P der Ebene £ mit
dem Ortsvektor p'=po + sd + ¢t b zugeordnet ist.

L Abb. 4.16: Ebene mit Pfeilen, die einen
y Stiitzvektor und zwei Richtungsvekto-

k 5 5/E( ren reprasentieren
5 2 R f FEine interaktive Version dieser Abbil-
% 3\__~ dung, die aus verschiedenen Richtungen
il 4 5 x  betrachtet werden kann, enthélt die In-

| ternetseite zu diesem Buch.

Beispiel 4.16
Durch die Parameterdarstellungen p'= po+sa+ t b und p'=qgo+uc+ v d mit

1 -1\ 3 -9
po=|01],da=( 3],b=[-15]| sowie go = , =112
1 1 1 1
wird dieselbe Ebene beschrieben (siche Abb. 4.16).
Die Vektoren & und d sind als Linearkombinationen von @ und b darstellbar:
¢=3a-2b d=a+4b.
AuBlerdem liegt der Punkt Qo in der durch p = po + sd + tb beschriebenen
Ebene. Dies ldsst sich mittels einer Punktprobe iiberpriifen, indem ¢ in diese

Parameterdarstellung eingesetzt wird:

4 1 —1 3 —1s + 3t
6| =(0)+s-| 3|+¢t-[-1,5 bzw. 3s — 1,5t
6 1 1 1 s+t

Dieses LGS ist 1osbar, als Losung erhélt man s=3,¢t=2. Somit liegt Qo in der
durch p'=po+sa—+ tb beschriebenen Ebene. Da auflerdem, wie bereits ausge-

3
6
5

fithrt wurde, ¢, @ und b sowie cZ: @ und b jeweils komplanar sind, wird durch die
beiden Parameterdarstellungen dieselbe Ebene beschrieben. [ |
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Wie bereits in dem Abschnitt 1.2.1 deutlich wurde, konnen Ebenen auch durch

lineare Gleichungen mit drei Variablen beschrieben werden:
axr + by + cz = d.

Man nennt Gleichungen dieser Form auch Koordinatengleichungen oder parame-
terfreie Ebenengleichungen. Ist eine Ebene in dieser Form gegeben, so lasst sich
in der bereits in den Beispielen 1.13-1.15 (siehe S. 15-17) beschriebenen Weise
eine Parametergleichung aufstellen, siehe hierzu die Aufgabe 2 auf S. 155. Umge-
kehrt ist es auch moglich, parameterfreie Gleichungen fiir Ebenen aufzustellen,
die durch Parameterdarstellungen gegeben sind.

Beispiel 4.17
Fiir die bereits in Beispiel 4.16 betrachtete Ebene mit der Parameterdarstellung

1 —~1 3 ) z=-s+ 3t+1
F=(0)+s| 3)+¢t-|-15) baw. (1) y = 3s — 1,5t
1 1 1 (I z= s+ t+1

wird eine Koordinatengleichung aufgestellt. Dazu wird zunéchst aus jeweils zwei
der Gleichungen einer der beiden Parameter eliminiert:
3-(H)+1I) 3z+y = 7,5t + 3
M+ I x4z = 4t + 2.
Nun lésst sich z. B. die zweite der entstandenen Gleichungen nach dem verblie-
benen Parameter ¢ umstellen: t = 7 + § — % Durch Einsetzen in die erste der
Gleichungen, aus denen s eliminiert wurde, ergibt sich:
3z+y =75 (2+2-2)+3 bzw. Jx+y—22z= -3
Durch diese Gleichung, die sich noch zu 9x+8y—152 = —6 vereinfachen lésst,

wird die gegebene Ebene beschrieben. |

4.2.2 Lagebeziehungen und Schnittpunkte von Geraden und
Ebenen sowie von Ebenen und Ebenen

Fiir eine Gerade g und eine Ebene € im Raum bestehen drei Moglichkeiten der
gegenseitigen Lage:

m Die Gerade g liegt in der Ebene ¢, d. h. g C e.

m ¢ und ¢ haben keinen gemeinsamen Punkt: gNe = {}, ¢g und ¢ sind parallel.
m ¢ und e schneiden sich in genau einem Punkt S: gNe = {S}.

Beispiel 4.18
Es wird die gegenseitige Lage der Geraden g und der Ebene £ (Abb. 4.17) mit

+(2)- () ) = (2)- (D (1) ()

untersucht. Durch Gleichsetzen der Parameterdarstellungen von g und e ldsst
sich {iberpriifen, ob g und € einen Schnittpunkt besitzen oder sogar alle Punkte

von g in ¢ liegen:

4 —1 —2 —1 2 —r+ s—2t =-6
2 |+7r(-0,5)= O |+s| 3)+¢t([-2]| bzw. —05r —3s+2t = 2
—1 0,5 2 1 -1 05r— s+ t= 3.
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Abb. 4.17: Gerade und Ebene mit
Schnittpunkt

Eine interaktive Version dieser Abbil-
dung enthélt die Internetseite zu die-
sem Buch.

Dieses lineare Gleichungssystem ist eindeutig losbar; als Losung erhélt man

r= %, s=0,t= % Somit schneiden sich g und € in einem Punkt S, dessen Ko-
ordinaten sich durch Einsetzen dieser Werte in eine der Parameterdarstellungen

4._@.1)
37 313/

ermitteln lassen: S( [ ]

Falls bei dem in dem Beispiel 4.18 praktizierten Vorgehen ein nicht l6sbares LGS
entsteht, so sind die betrachtete Gerade und die Ebene parallel; ergibt sich ein
LGS mit unendlich vielen Lésungen, so ist g C €. In welcher Lage sich eine Gerade
und eine Ebene zueinander befinden, hingt von deren Richtungsvektoren ab.

Satz 4.1

Gegeben seien eine Gerade g und eine Ebene € durch die Parameterdarstellungen

gpP=po+ra und e p= q’0+55+t6’.

a) Falls die Vektoren d, b und @ komplanar sind, so ist g C € oder gNe = {}.

b) Falls @, b und & nicht komplanar sind, so existiert genau ein gemeinsamer
Punkt von g und €.

Beweis: Sind die Vektoren a, bund & komplanar, so lasst sich, da b und ¢ als
Spannvektoren einer Ebene nicht kollinear sein kénnen, a als Linearkombination
von b und ¢ darstellen: @ = \b + wc. Wir zeigen, dass alle Punkte von g auch e
angehoren, falls es einen gemeinsamen Punkt von g und ¢ gibt.
Es sei S (mit dem Ortsvektor §) ein gemeinsamer Punkt von g und . Dann
existieren 79, so,t0 € R mit § = pp + rod und § = qo + sob+toc Ist P ein
beliebiger Punkt der Geraden g (mit dem Ortsvektor p), so gilt
P =po+rd =8—rod+rda = 5§+ (r—ro)a

= Go+s0b+tod+ (r—ro)-(Ab+ 1)

= Go+ (so+Ar —A7r0)-b + (to+ pr — pro)-c.
Somit ist P € €. Wenn also ein Punkt von g in € liegt, so gehoren alle Punkte
von g auch der Ebene ¢ an. Unter der Voraussetzung, dass a, bund & komplanar
sind, kann also nur g Ne = {} oder g C ¢ sein.

Auf einen Beweis des Teils b) wird verzichtet (siehe hierzu aber die Aufgabe 5
auf S. 155). O
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Lagebeziehungen und Schnittgeraden zweier Ebenen
Fiir zwei Ebenen €1 und €2 bestehen drei Moglichkeiten der gegenseitigen Lage:

m &1 und &2 sind identisch, siehe das Beispiel 4.16 auf S. 151.
m ¢; und €2 sind parallel, haben also keinen gemeinsamen Punkt: 1 Nea = {}.
m ¢; und €3 haben eine Schnittgerade g, d. h. e1 Nea = g.

Beispiel 4.19
Es wird die gegenseitige Lage der Ebenen €1 und 2 (siehe Abb. 4.18) untersucht:

(-G 6060

Durch Gleichsetzen der beiden Parameterdarstellungen ergibt sich das LGS:

s — 3t — 2u — 2v = =5
7s — 11lu + 4v = 4
10s +3t— 8u+ v = 4.

Dieses lineare Gleichungssystem hat eine einparametrige Losungsmenge:
s=r—1,t=2—-r,u=r—1, v=r.

Dies bedeutet, dass die Ebenen £; und &2 eine Schnittgerade g besitzen. Eine

Parameterdarstellung dieser Schnittgeraden erhélt man durch Einsetzen der Lo-

sungen fiir s, t bzw. u, v in eine der Parameterdarstellungen von €1 bzw. €2 (es

ist sinnvoll, in beide Parametergleichungen einzusetzen, um das Ergebnis zu

G-

iiberpriifen):

Abb. 4.18: Zwei Ebenen mit Schnittgerade

Eine interaktive Version dieser Abbildung ent-
hilt die Internetseite zu diesem Buch.

Ergibt sich bei dem in dem Beispiel 4.19 durchgefiihrten Verfahren ein nicht 16s-
bares Gleichungssystem, so existieren keine Schnittpunkte, die gegebenen Ebe-
nen sind in diesem Falle parallel (siehe die Aufgabe 7 auf S. 155).

Sind zwei Ebenen durch Koordinatengleichungen gegeben, so kann ihre gegen-
seitige Lage durch Losen des aus den beiden Ebenengleichungen bestehenden
linearen Gleichungssystems ermittelt werden, sieche das Beispiel 1.16 auf S. 19.
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4.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 4.2

1.

Gegeben sind drei Punkte P, Q@ und R. Uberpriifen Sie, ob durch diese
Punkte eindeutig eine Ebene bestimmt wird und — falls ja — stellen Sie eine
Parametergleichung dieser Ebene auf.

a) P(=1;1;2), Q(2;3; —1), R(3;3;3) b) P(4;57), Q(3;—2;—1), R(5;12;15)

. Gegeben ist die folgende Gleichung einer Ebene e: 3x — 5y — 2z = 8.

Geben Sie eine Parameterdarstellung der Ebene € an.

. Gegeben sind zwei Ebenen €1 und €2 durch Parameterdarstellungen. Stellen

Sie Koordinatengleichungen fiir diese Ebenen auf.

000 -0 000

. Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und der Ebene €. Geben

Sie (falls vorhanden) den Schnittpunkt an.

MONEMCMORERCRT
oo ) ({9 (-3
0+ ()-8 ) (-

. Gegeben seien eine Gerade ¢: p = po+7 d und eine Ebene e: p'= go+s b+té.

Weisen Sie nach: Falls a, b und & nicht komplanar sind, so kénnen g und ¢
nicht mehr als einen gemeinsamen Punkt besitzen.

. Gegeben sind zwei Ebenen €1 und e».

T =000

a) Uberpriifen Sie, ob sich €1 und e2 schneiden und bestimmen Sie eine
Parameterdarstellung der Schnittgeraden.

b) Geben Sie Parameterdarstellungen fiir €1 und €2 an, aus denen sofort
ersichtlich wird, dass sich diese beiden Ebenen in der unter a) bestimmten
Geraden schneiden.

. Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Ebenen £1 und 2. Geben Sie eine

Parameterdarstellung der Schnittgeraden an, falls eine solche existiert.

(1) = (B(3)e(d) = (5)- () (8)(3)
oo (3)= (b oo (E)- o= (2) = (1) (20) ()
e (3)= (1) (1) (1) (3)-(3) (1) (3)



156 4 Vektorielle Raumgeometrie

4.3 Metrische Geometrie von Geraden und
Ebenen

Bislang wurden Lagebeziehungen und Schnittpunkte bzw. -geraden von Geraden
und Ebenen untersucht, wobei noch keinerlei Mafle auftraten. Im Folgenden wird
metrische Geometrie von Geraden und Ebenen, d. h. Geometrie unter Verwen-
dung von Ldngen- und Winkelmajfen betrieben. Die entscheidende Grundlage
hierfiir ist das in dem Abschnitt 3.5 behandelte Skalarprodukt.

4.3.1 Normalengleichungen von Geraden und Ebenen

Normalenvektoren und -gleichungen von Geraden in der Ebene sowie von Ebe-
nen im Raum ermdglichen es, auf recht einfache Weise verschiedene Winkelbe-
rechnungen durchzufiihren.

Normalengleichungen von Geraden in der Ebene

Alle Punkte P der Ebene, deren Verbindungsvektoren Pol_3 mit einem Punkt Py
zu einem Vektor 7 (77 # 6) orthogonal sind, liegen auf einer Geraden.

y
N4

3

Abb. 4.19: Normalenvektor einer Geraden

Definition 4.1

m Ein zu einer Geraden g orthogonaler Vektor 77 (mit 7 # 0) heifit Normalen-
vektor der Geraden g.

m Ist g eine Gerade, Py ein Punkt und 77 ein Normalenvektor von g, so ist die
Gleichung 7 -FW = 0 eine Normalengleichung der Geraden g. ¢

Beispiel 4.20
Eine Gerade g ist durch die Parametergleichung ¢: & = <g) +t (72) gegeben.
Gesucht ist eine Normalengleichung von g.

n

Ein Normalenvektor 77 = (2 ) von g muss orthogonal zu dem Richtungsvektor

(_i) sein, d. h. (_i)(x") = =3y + 4y, = 0. Somit ist z. B. i = (%) ein

Yn
Normalenvektor und g: (%)(g:g ) = 0 eine Normalengleichung von g. Diese
lasst sich auch in der Form 4-(x—5) 4+ 3:(y—6) = 0 bzw. 4z + 3y = 38 schreiben.

Im Raum ist es nicht moglich, eine Gerade durch eine Normalengleichung der
Form 7i - Pﬁ = 0 zu beschreiben, denn die Menge aller Punkte P des Raumes,
deren Verbindungsvektoren Iﬁ” mit einem Punkt Py zu einem Vektor 7 (7 # 0)
orthogonal sind, ist eine Ebene.
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Normalengleichungen von Ebenen

Beispiel 4.21 1
Gegeben sind ein Punkt Py(2;2;1) und ein Vektor 7 = ( g) Wir betrachten

die Menge aller Punkte P, fiir die der Verbindungsvektor .743(;_P> zu 7t orthogonal
ist. Fiir diese Punkte gilt 7 - W =0,d. h:
—1 z—2
< g) (g:%)z 0 bzw. —(z—2)+3(y—2)+2(z—1)=0.

Diese Bedingung ist fiir alle Punkte P(z;y; 2) mit —z+3y+2z =6 (z,y, 2z € R)
erfiillt. Da dies die Gleichung einer Ebene ist, bildet die Menge aller Punkte P
mit PoPL 7 eine Ebene e (siehe Abb. 4.20). Der Vektor 7 steht auf ¢ senkrecht.

z [

Abb. 4.20: Normalenvektor einer Ebene

B —

m 0 5 4
‘% % Eine interaktive Version dieser Abbildung
’ 5
x s 1 y

enthilt die Internetseite zu diesem Buch.

-2

-3

Definition 4.2

Ein Vektor 7, der zu einer Ebene € senkrecht ist, heifit Normalenvektor von e.
¢

Die Lage einer Ebene £ im Raum ist durch einen Punkt Py € € und einen ihrer

Normalenvektoren 7 eindeutig bestimmt. Ein Punkt P liegt also genau dann in

€, wenn der Vektor W zu 71 orthogonal ist, also 77 - W =0 gilt.

Definition 4.3
Ist € eine Ebene, Py ein Punkt und 7 ein Normalenvektor von €, so heifit die
Gleichung 71 -1’30[_7’> = 0 Normalengleichung der Ebene ¢. ¢

Wie das Beispiel 4.21 zeigt, ldsst sich die Normalengleichung einer Ebene in die
Form ax + by 4+ ¢z = d bringen; man erhélt also eine Koordinatengleichung.

Satz 4.2 a
Ist ax+by+cz = d eine Gleichung einer Ebene €, so ist der Vektor it = <b>
c

ein Normalenvektor von €.
Beweis: Sind Py(zo; yo; 20), P(x; y; z) Punkte von €, so gilt a zo+byo+czo = d
und ax + by + cz = d. Durch Subtraktion beider Gleichungen ergibt sich

a(z—x0) +b(y—yo) +c(z—20) =0,
also ist



158 4 Vektorielle Raumgeometrie

Da P beliebig gewahlt wurde, sind alle Verbindungsvektoren von Punkten der
a

Ebene € zu ( b ) orthogonal; dieser Vektor ist somit Normalenvektor der Ebene.
c

O

Beispiel 4.22
Bestimmung einer Normalengleichung aus einer Parametergleichung einer Ebene

0
Ein Normalenvektor muss zu beiden Richtungsvektoren von e orthogonal sein,

2 5 —8
Gegeben ist die Parametergleichung einer Ebene e: p'= ( g) +s (g) +t <3> .

er ldsst sich durch das Vektorprodukt der Richtungsvektoren bestimmen:

NOREINC

Natiirlich ist auch jedes Vielfache dieses Vektors ein Normalenvektor von e,
3

z. B. 7= —g . Da aus der Parametergleichung hervorgeht, dass Py(2;7;8) ein
Punkt von € ist, ergibt sich die Normalengleichung

3 r—2
6:ﬁ~fﬁ: -8 |- ly—-7]=0
—5 z—8

oder in Koordinatenschreibweise ¢: 3z — 8y — 5z = —90. [ |

Beispiel 4.23
Bestimmung einer Parametergleichung aus der Normalengleichung einer Ebene

—1 rz—4
Gegeben ist die Normalengleichung einer Ebene ¢: ( le> . ( y—f—%) =0.
Y

Um eine Parametergleichung p'= po+td+ sb von £ zu ermitteln, sind zwei linear
unabhéngige Richtungsvektoren @ und b der Ebene ¢ zu bestimmen, die zu 7
orthogonal sind. Gesucht sind also Vektoren @ und b mit

Tq —1 N Tp —1
a-n=|% || 1|=0 und b-7=1{w |-| 1| =0.
Za 4 2b 4

-1 . 5
Als Richtungsvektoren von ¢ kénnen somit z.B. @ =( 3 | und b = <%> ver-

wendet werden. Da aus der Normalengleichung hervorgeht, dass Py(4; —1;2) ein
Punkt der Ebene ¢ ist, ergibt sich als eine Parametergleichung:

S RE R

Eine andere Moglichkeit, eine Parametergleichung einer Ebene aus einer Norma-
lengleichung zu bestimmen, besteht darin, die Normalengleichung zunéchst in
die Form ax + by + cz = d zu bringen und dann diese Gleichung — wie bereits in
den Beispielen 1.13-1.15 auf S. 15-17 beschrieben — in eine Parametergleichung
umzuwandeln.
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4.3.2 Schnittwinkel zwischen Geraden und Ebenen

Schnittwinkel zweier Geraden

Zwei sich schneidende Geraden g und h schlieflen zwei Winkel miteinander ein,
die sich zu 180° ergéinzen. Derjenige dieser beiden Winkel, der nicht grofer als
90° ist, heiflt Schnittwinkel der Geraden g und h.

Beispiel 4.24 1 0 4 3
2
Der Schnittwinkel der Geraden g: a‘c’:(l) —|—t< 11> und h: j’:(l) —|—s< 1)
1 = 0 1
2
(siche Abb. 4.21 a) mit dem Schnittpunkt S(1;3;2) ist gleich dem Winkel o
zwischen ihren Richtungsvektoren (siehe S.129):

0-(—1,5)+1-1405-1 i
- ~ 0,651, Z/(g,h) = a ~ 49,4°.
ST T 1025 V2.5 T L 1 (9,h) = & .

z

Abb. 4.21:
Schnittwinkel zweier
Geraden

7 % a) X b)

Beispiel 4.25
Fiir den Winkel zwischen den Richtungsvektoren der sich schneidenden Geraden

-0,5 1,25 0,5 0,75
g: 7= 2 +t|—-0,5 und h: 7 =|—1 +s| 1
35 —1 0 0,75

(siehe Abb. 4.21 b) ergibt sich:
cos o — 1,25-0,75—-0,5-1—-1-0,75 ~ —0.1278
V1,252 + 0,52 + 1-4/0,752 + 1 + 0,752
und somit o & 97,3°. Der Schnittwinkel der Geraden g und h ist jedoch nicht
grofler als 90°. Er ldsst sich als Differenz zwischen 180° und « berechnen:

Z(g,h) ~ 180°— 97,3° = 82,7° . =

Anstatt zunéichst den Winkel zwischen den beiden Richtungsvektoren der Ge-
raden g und h zu berechnen und diesen eventuell (wie in dem Beispiel 4.25) von
180° zu subtrahieren, kann auch der Absolutbetrag des Skalarproduktes fiir die
Berechnung genutzt werden.

Satz 4.3
Fiir den Schnittwinkel Z(g, h) zweier sich schneidender Geraden g: ¥ = p1+tad

und h: E=pa+ sb gilt: cosZ(g,h) = ‘cosé(c_i, ﬂ)‘ = ||_L} : bl_l,l .
al -
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Schnittwinkel zweier Ebenen

Unter dem Schnittwinkel zweier Ebenen €1 und €2 mit der Schnittgeraden g ver-
steht man den Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden g1 und g2, die
in £1 bzw. e2 liegen und auf der Schnittgeraden g senkrecht stehen (Abb. 4.22).

Sind 7i; und 772 Normalenvektoren der Ebenen €1 bzw. €2, so steht 7i; auf &1
(und daher auch auf der in £ liegenden Geraden g1) senkrecht. Ebenso ist 7ia
senkrecht zu €2 und somit zu g2. Der Winkel zwischen den Normalenvektoren
7i1 und 7y ist daher gleich dem Winkel a zwischen €1 und e2 (Abb. 4.22) oder
ergénzt sich mit diesem zu 180° (falls der Winkel zwischen 71 und 72 grofier als
90° ist). In beiden Féllen lédsst sich der Winkel der beiden Ebenen &1 und e als
Winkel zweier auf diesen Ebenen senkrecht stehender Geraden mit 71 und 7i2
als Richtungsvektoren berechnen. Wegen des Satzes 4.3 gilt somit der folgende
Satz.

Satz 4.4
Fiir den Schnittwinkel o zweier sich schneidender Ebenen €1 und €2 mit den
L 1 - T
Normalenvektoren n1 und 72 gilt: cosa = M
|7i1] - 72|

Schnittwinkel zwischen einer Geraden und einer Ebene

Unter dem Schnittwinkel einer Geraden g und einer Ebene ¢, versteht man den
Winkel a zwischen g und derjenigen Geraden h in der Ebene ¢, die von allen in
¢ liegenden Geraden den kleinsten Winkel mit g einschlieit (Abb. 4.23). Dieser
Winkel « ergénzt sich mit dem Winkel 5 zwischen g und einer zu € senkrechten
Geraden zu 90°. Falls 7i ein Normalenvektor von ¢ (und somit Richtungsvektor
einer zu ¢ senkrechten Geraden) und @ ein Richtungsvektor von g ist, gilt nach

dem Satz 4.3 cos 8 = 7 -l

7] <@ Da sich die Winkel o und 8 zu 90° erginzen und
7| - |d
cos (90°— a) = sin« ist, gilt der folgende Satz:

Satz 4.5

Falls eine Gerade g mit dem Richtungsvektor @ eine Ebene € mit dem Norma-
lenvektor i schneidet, so gilt fiir den Schnittwinkel o zwischen g und €:

|7 -

sina =

7l - lal -

Abb. 4.22: Schnittwinkel zweier Ebenen Abb. 4.23: Winkel Gerade-Ebene
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4.3.3 Die Hessesche Normalform von Geraden- und
Ebenengleichungen; Abstandsberechnungen

Viele Abstandsberechnungen lassen sich recht einfach durchfiithren, wenn beson-
dere Normalengleichungen genutzt werden, bei denen der Normalenvektor ein
Einheitsvektor ist.

Normaleneinheitsvektoren von Geraden und Ebenen

Ein Vektor, der den Betrag Eins hat, heifit Einheitsvektor. Zu jedem vom Null-

vektor verschiedenen Vektor @ existieren zwei kollineare Einheitsvektoren:
1

|H‘

—

601:|?-6und 602:_ a

Definition 4.4
Ist g eine Gerade in der Ebene, 7 ein Normalenvektor von g und 7ip ein zu 7
kollinearer Einheitsvektor, so heifit 7o Normaleneinheitsvektor der Geraden g.

Ist € eine Ebene im Raum, 77 ein Normalenvektor von £ und 7y ein zu 7 kolli-
nearer Einheitsvektor, so heift 779 Normaleneinheitsvektor der Ebene ¢. ¢

Jede Gerade in der Ebene und jede Ebene im Raum besitzen genau zwei Nor-
maleneinheitsvektoren 791 und 7ig2, fiir die 7ig2 = —7io1 gilt.

Geraden- und Ebenengleichungen in Hessescher Normalform

Definition 4.5

Eine Normalengleichung einer Geraden g bzw. einer Ebene ¢, in welcher der
Normalenvektor den Betrag Eins hat (also ein Normaleneinheitsvektor ist), heifit
Geraden- bzw. Ebenengleichung in Hessescher Normalform:

g: T -Pol_-%:O bzw. e ﬁo-Pol_g:O mit || =1
(benannt nach Otto Ludwig Hesse, 1811-1874). ¢

Abstand eines Punktes von einer Geraden in der Ebene
Satz 4.6

Ein Punkt Q in der Ebene hat von einer durch eine Gleichung in Hessescher
Normalform i - Poﬁ =0 mit |fio| = 1 gegebenen Geraden g den Abstand

d(Q.9) = |fio- Podl).

Beweis: Der Abstand d(Q,g) eines Punktes @) von einer Geraden g ist die
Lénge des Lotes von @ auf g. Ist L der Fulpunkt dieses Lotes, so gilt also

(1) d(Q,g) = ’L@( :

Abb. 4.24:
Abstand eines Punktes von einer Geraden in der Ebene
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Der Vektor m lasst sich darstellen durch

(2) mzﬁo-i—m.

Da die Vektoren I@ und ﬁo orthogonal sind, gilt fiir den Betrag von m:
2
(3) ]Lﬁ) :mm:m(ﬁo+m ) —LQ-LPo+ IO P = LO - Pol).
Wegen m 1L gund 7y L gsind m und 7ip kollinear. Da auflerdem 779 den Betrag
Eins hat, ist 7o ein zu m kollinearer Einheitsvektor; es gilt also:
LG
o

. _ LG L
(4) no—m oder no——w

Aus (3) und (4) ergibt sich

\my:‘%mzﬁom oder ym\:'%m:-ﬁom.
7| = |- Pid
O

In beiden Fillen muss, da ‘m‘ nicht negativ sein kann,
gelten, was wegen (1) gerade der Behauptung entspricht.

Abstand eines Punktes von einer Ebene im Raum

Satz 4.7
Ein Punkt Q hat von einer durch die Gleichung ﬁo~Poﬁ = 0 mit |fig] = 1

gegebenen Ebene € den Abstand d(Q,e) = ‘ﬁo . Poij‘,

Der Beweis dieses Satzes kann in volliger Analogie zu dem des Satzes 4.6 gefiihrt
werden, siehe Abb. 4.25 sowie die Aufgabe 16 auf S. 166.

Abb. 4.25: Abstand eines Punktes von
einer Ebene

Beispiel 4.26 9 9 )
Abstand des Punktes Q(4; —7;0) von der Ebene ¢: & = ( % ) + t( 8) + s( %)
Um den Abstand d(Q,e) mithilfe des Satzes 4.7 zu bestimmen, ist fiir € eine

Gleichung in Hessescher Normalform aufzustellen. Ein Normalenvektor von ¢ ist

2 —2 12 1/(6
n=|( 0]|x| 2|= 6 | und ein Normaleneinheitsvektor 7ip = = 3 |. Als
—6 3 4 7\ 2

1 6 r—2
Gleichung von ¢ in Hessescher Normalform ergibt sich: e: - g . yf% =0.
P

Durch Einsetzen der Koordinaten des Punktes ) ergibt sich nach Satz 4.7 der

6 4-2 _
Abstand d(Q,¢) = |ﬁo-m\ — % (3)(_(7)_%) _ ﬂ _

2. [ ]
7
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Abstand zweier paralleler Ebenen

Sind e1und e2 parallele Ebenen, so haben alle Punkte der Ebene €1 denselben
Abstand von e2; umgekehrt haben alle Punkte der Ebene 2 denselben Abstand
von €1. Der Abstand der Ebenen €1 und &2 lisst sich also berechnen, indem der
Abstand eines beliebigen Punktes P €&y von e2 oder der Abstand eines Punktes
Q € g2 von €1 ermittelt wird, siche Abb. 4.26 und Aufgabe 20 auf S. 166.

Abstand einer Geraden von einer parallelen Ebene

Ist € eine Ebene und g eine zu e parallele Gerade, so haben alle Punkte der
Geraden g denselben Abstand von der Ebene €. Der Abstand einer Geraden g
zu einer parallelen Ebene ¢ (siehe Abb. 4.27) ergibt sich somit als Abstand eines
beliebigen Punktes P € g von ¢, siche Aufgabe 21 auf S. 166.

Abstand eines Punktes von einer Geraden im Raum

Die Berechnung des Abstandes eines Punktes von einer Geraden nach dem auf
S. 161 fiir die Ebene behandelten Verfahren ist im Raum nicht moglich, da sich
Geraden im Raum nicht durch Normalengleichungen beschreiben lassen.

Der Abstand d(Q, g) eines Punktes () von einer Geraden g ist die Lange |QL]
des Lotes von @ auf g. Um den Fuflpunkt L des Lotes von @ auf g zu bestimmen,
ermittelt man zuerst die Gleichung derjenigen Ebene ¢, die () enthilt sowie zu
g senkrecht ist (siche Abb. 4.28), und erhilt dann L als Schnittpunkt von & und
g. Der gesuchte Abstand d(Q, ¢g) = |QL| kann damit berechnet werden.

Beispiel 4.27 2 )
Abstand des Punktes Q(4;1; —2) von der Geraden ¢g: & = (g) +t (—%)

1. Aufstellen einer Normalengleichung der Ebene ¢, die zu g senkrecht ist und @
enthélt: Wegen g L ¢ ist der Richtungsvektor von g ein Normalenvektor der

—1 z+2
2. Bestimmung des Fuflpunktes L des Lotes von @ auf g: Der Fulpunkt des

2 rz—4
Ebene €. Da weiterhin @ in € liegen soll, erhélt man e: (—1 ) : <y— 1 ) = 0.

Lotes von @ auf g ist der Schnittpunkt von g und e. Die Berechnung dieses
Schnittpunktes ergibt L(6;3;0).

S
T
Q)

P L

Abb. 4.26: Abstand zweier Abb. 4.27: Abstand einer  Abb. 4.28: Abstand eines
paralleler Ebenen Geraden von einer Ebene Punktes von einer Geraden
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3. Berechnung des gesuchten Abstandes von ) und g:
6—4
d(Q.9) = |QL| = |QL| = (3—;) = V2P 2P 27 = VI2 & 3464
+

Der Abstand zweier paralleler Geraden im Raum

Sind g und h parallele Geraden, so haben alle Punkte der Geraden g denselben
Abstand von h; umgekehrt haben alle Punkte von h denselben Abstand von g.
Um den Abstand der Geraden g und h zu bestimmen, ist also nur der Abstand
eines beliebigen Punktes P € g von h bzw. eines Punktes QQ € h von g zu ermit-
teln: d(g,h)=d(P,h)=d(Q, g), P€g,Q€Eh, siche Aufgabe 22 auf S. 166.

Der Abstand zweier windschiefer Geraden

Die Abstandsberechnung windschiefer Geraden ldsst sich auf die Berechnung des
Abstandes paralleler Ebenen zuriickfiithren. Sind zwei Geraden g und h durch
g: T=po+ta und h: F=q+sb

gegeben, so ist L L -
€1: & =po+ta—+ sb

eine Ebene, welche die Gerade g enthilt und
€21 &= Go+td+ sb

eine Ebene, die h enthélt (Abb. 4.29), wobei £1 und e2 parallel sind, da sie
dieselben Richtungsvektoren haben. Der Abstand d(g, k) der Geraden g und h
ist gleich dem Abstand der Ebenen £1 und €2 und somit gleich dem Abstand
des Punktes Qo von der Ebene 1 bzw. des Punktes Py von 2.
Ist 7ip ein Normaleneinheitsvektor von €1 (und damit auch von e2), so ergibt
sich aus dem Satz 4.7 auf S. 162:

d(g,h) = d(Qo,e1) = d(Po,e2) = |fio - PoQo| = Ifio - (d — po)l-

Satz 4.8
Sind g: & = po +ta@ und h: & = G + sb windschiefe Geraden, so gilt fir den

axb N .
—— - (go — po)|-
|@ x bl

Abstand von g und h: d(g,h) =

Beweis: Da sich ein zu den Richtungsvektoren von g und h orthogonaler Ein-

—

axb

heitsvektor durch 1y = @ 7 berechnen lisst, folgt die Behauptung aus der
a x
oberhalb des Satzes 4.8 hergeleiteten Formel. O

Abb. 4.29: Abstand zweier windschie-
fer Geraden
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4.3.4 Aufgaben zu Abschnitt 4.3

1. Ermitteln Sie fiir die durch Parametergleichungen gegebenen Geraden einen
Normalenvektor und geben Sie eine Normalengleichung an.
= 0 2 ~ 4 1
S e (b () w e (e ()

2. Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir g an.
(6 z+4\ _ (11 T _
oo (8)(57) =0 e (T9)-(51) =0
3. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung fiir die Ebene ¢, die durch Py
verlduft und fiir die 77 ein Normalenvektor ist.
-5 —8,6
a) Po(~T:3;6), 7= | 5| b) Po(0;9:4), 1= (44
8 7,5
4. Bestimmen Sie zu den durch Parametergleichungen gegebenen Ebenen einen

Normalenvektor und geben Sie eine Normalengleichung an.

. —1 0 —4 . 3 —4 —1
a) €:p —( %)+t<%>+s< i) b) e: p = <i>+t(—%>+s( %)

5. Bestimmen Sie eine Normalengleichung der Ebene ¢, die A, B und C' enthilt.
a) A(=5;3;4), B(=7;7;7), C(0;3;2)  b) A(6;—T;9), B(=3;5;4), C(11;6;0)

6. Ermitteln Sie eine Parametergleichung fiir die Ebene ¢.

—1 r—9 ~1,5 T
a)e: [T ) (y+8]=0 b)e:| =3 ||y ]|]=0 c)e:33x—Ty—15z =22
8 z—6 —6 z

7. Berechnen Sie die Schnittwinkel zwischen den Ebenen £1 und €2, €2 und e3
sowie zwischen €1 und e

3 mit
—1 z—9 —-15 T —4 T+5
er: (=7l y+8 =0, e2: [ -3 ||y |=0, e3:(12])-| y+8 | =0.
8 z—6 —6 z 20 z+9

8. Bestimmen Sie Schnittgerade und Schnittwinkel der Ebenen €1 und es.

) )

9. Ermitteln Sie die Koordinaten des Schnittpunktes und den Schnittwinkel der
Geraden g mit der Ebene €.

1 1
a) g: p= % +1 —% ,erx+2y—z=1

2 1 1 2 -1
oo (3o () o) (1) ()
10. Berechnen Sie die Winkel zwischen der Ebene € und den Koordinatenachsen.
a) e: —Tx+12y—2=15 b) e: 0,bx+y—1,52=25
11. Weisen Sie nach: Ist @ ein beliebiger Vektor und do ein dazugehdoriger kolli-

nearer Einheitsvektor, so gilt d - do = |d| oder @ -do = —|d].

12. Zeigen Sie, dass sich jede Geradengleichung in Hessescher Normalform in
eine Koordinatengleichung az + by = ¢ mit a? + b = 1 umformen liisst und
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dass umgekehrt jede Gleichung der Form az + by = ¢ mit a®+ b* = 1 eine
Gerade mit dem Normaleneinheitsvektor 77 = (z) beschreibt.

g: y = ma+n lidsst sich durch d(Q, g) = \/m127+1 1

14. Bestimmen Sie fiir die Ebene ¢ eine Gleichung in Hessescher Normalform.
2 5 -8
a) e:p=|T7|+t[0]+s(-3 b) e: 2z +6y—3z = 14
8 3 0
15. Zeigen Sie, dass sich jede Ebenengleichung in Hessescher Normalform in die
Form az + by + ¢z = d mit a®+ b?+ ¢ = 1 bringen lisst und umgekehrt jede

13. Weisen Sie nach: Der Abstand eines Punktes Q(zq;y¢g) von einer Geraden
’ <7m) . (nyC_? n) ‘ berechnen.

Koordinatengleichung az + by + ¢z = d mit a4 b*+ ¢* = 1 eine Ebene mit

a
dem Normaleneinheitsvektor 77 = (b) beschreibt.
c

16. Beweisen Sie den Satz 4.7 auf S. 162.
17. Berechnen Sie den Abstand des Punktes Q(4;1; —1) von der Ebene ¢.
3 3 0
+1 +s|1].

-3 T

a) e: 51-ly|]=0 b)e:d= |38 4
—1 z 6 0 3

18. Bestimmen Sie den Abstand des Punktes Q(12; —3; 13) von der Ebene & mit

der Koordinatengleichung —bx — 8y + 2z = 32 .
19. Weisen Sie nach, dass ein Punkt Q(zq;yg; z¢) des Raumes von einer Ebene
arq +byg +czg —d hat

e:ax + by + cz = d den Abstand d(Q,¢) =
Y (@) ‘ N

20. Bestimmen Sie den Abstand der zueinander parallelen Ebenen £1 und e2.
0 14 0
+s(—12 | +¢t]| 6

—1 1 8
a) e1:p=| 2|+s| 0] +t|{-6], ea:p=1|{3
Jer=1 3 1 1) =P 0 7

3
€1: —3x —4dy+5z=-20, e2: 4,5¢ + 6y — 7,5z =15

b)
21. Zeigen Sie, dass die Gerade g zu der Ebene ¢ parallel ist und bestimmen Sie

den Abstand von g zu e.
6 3 1 z—3
a) g:p=(6 |+t 2|, e:[1 || y+1|=0
) 9: P 6 —1 5 z—5
3 5
b) g: p=|—-4 |+t —g , et x+y+z=—68
22. Uberpriifen Sie, ob die Geraden ¢ und h parallel oder windschief sind und
berechnen Sie ihren Abstand.
3 —2 —1 —4
a cp=(2)+s|-1 |, h: p=(-3 | +t[—2
) 9: D 2 ! P 3 2

(el 2o (1))

1
2
c) g:p= +t , h:p= +t
) 9: P 5 1 b 11 —2
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In dem Kapitel 3 wurden Vektoren anhand von Beispielen (Pfeilklassen, n-Tu-
pel) behandelt. Im Folgenden wird nun der allgemeine Begriff des Vektorraumes
eingefiithrt. Wahrend wir uns bisher auf zwei oder drei Dimensionen beschrinken
mussten, gelingt es mithilfe der Theorie der Vektor- und affinen Punktraume,
auch vier- und mehrdimensionale Rdume zu untersuchen. Wir werden den Be-
reich der unmittelbaren Anschauung verlassen und zu Erkenntnissen gelangen,
die nur der Mathematik zugénglich sind. Beispielsweise wird sich in dem Ab-
schnitt 5.5 herausstellen, dass sich zwei Ebenen im vierdimensionalen Raum in

genau einem Punkt schneiden kénnen.

Vektorrdume sind die grundlegenden Strukturen der Linearen Algebra. IThrem
Verstidndnis kommt eine fundamentale Bedeutung fiir ein tieferes Eindringen
in dieses Gebiet zu. Besonderer Wert wird auf gut nachvollziechbare Beweisfiih-
rungen gelegt, da ein Verstédndnis der Beweise zentraler Sétze unverzichtbar fiir
eine erfolgreiche Beschéftigung mit strukturellen Fragen der Linearen Algebra
ist. Um das Verstdndnis nicht zu erschweren, werden in diesem Buch gewis-
se Einschrinkungen hinsichtlich der Allgemeinheit des Vektorraumbegriffs ge-
macht. So erfolgt eine weitgehende Beschrinkung auf endlichdimensionale Vek-
torrdume, lediglich einige Beispiele verdeutlichen, dass es auch Vektorraume
unendlicher Dimension gibt. Verallgemeinerungen sind jedoch recht leicht zu
vollziehen, wenn die hier vollzogenen Gedankengéinge verinnerlicht wurden.

Es wird sich herausstellen, dass Losungsmengen linearer Gleichungssysteme
fundamental fiir die Untersuchung von Vektor- und affinen Punktraumen sind.
Gleichzeitig wird bei der Behandlung von Vektor- und affinen Rdumen die in
dem Kapitel 1 begonnene Theorie der linearen Gleichungssysteme weiterentwi-
ckelt. Der Leserin bzw. dem Leser sei empfohlen, beim Studium des vorliegenden
Kapitels mitunter das Kapitel 1 (insbesondere Abschnitt 1.3) heranzuziehen.
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5.1 Der Begriff des Vektorraumes, Beispiele

5.1.1 Definition des Begriffs Vektorraum

Definition 5.1
Eine nicht leere Menge V zusammen mit einer inneren Verkniipfung
+:VxV >V, (4,0)—i+7
und einer dufleren Verkniipfung
S RxV oV, (Nd)— A4
heiit reeller Vektorraum bzw. Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen,!
falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
A1.Fiir beliebige w,7 € V gilt ©+ 7 =7+ 4 (Kommutativitit der Addition).
A2.Fiir beliebige 4,7, W € V gilt (@ + ¥) + @ = 4 + (¥ + &)
(Assoziatiitit der Addition).
A3.Es existiert 0 € V, so dass fiir alle @ € V gilt: ©+0=14
(Ezistenz eines Nullvektors).
A4.7u jedem @ € V existiert —@ € V mit @+ (—u) =0
(Ezistenz eines Gegenvektors zu jedem Vektor).
S1. Fiir beliebige @ € V gilt 1-u@ = «.
S2. Fiir beliebige @ € V und beliebige A\, u € R gilt (A-p)-@ = A-(p-@
(Assoziativitit der Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen).
S3. Fiir beliebige @, v € V und beliebige A € R gilt A -(d+7) =A@ + \-0
(1. Distributivgesetz).
S4. Fiir beliebige @ € V' und beliebige A\, up € R gilt (A+p)-d= N4+ p-@
(2. Distributivgesetz). ¢

Bemerkungen:

m Die Bedingungen +: VxV — V sowie -: RxV — V beinhalten die Abge-
schlossenheit der Menge V' beziiglich der Verkniipfungen + und -, d. h. fiir
beliebige i, € V ist 4+ ¥ € V und fiir beliebige A\ e R, 4 € V ist A\-4 € V.

m Die Eigenschaften Al-A4 lassen sich dahin gehend zusammenfassen, dass
(V,+), d. h. die Menge V zusammen mit der Verkniipfung +, eine Abelsche
(kommutative) Gruppe bildet, siehe S. 94f.

m Der Satz 3.10 auf S. 111 wurde unter ausschliefSlicher Nutzung von Vorausset-
zungen bewiesen, die in dem Satz 3.9 (S. 110) formuliert wurden und somit
auch durch die Definition 5.1 gegeben sind. Daher gelten die in dem Satz 3.10
aufgefithrten Eigenschaften und Rechenregeln fiir beliebige Vektorrdume.

m Mithilfe der Definition 5.1 kann der Begriff ,, Vektor” nun allgemein definiert
werden: Ist (V, 4+, ) ein Vektorraum, so heifien die Elemente von V' Vektoren.
!Die Elemente von R haben im Zusammenhang mit einem Vektorraum die Funktion von

Skalaren, siehe S. 95. Es gibt auch Vektorrdume iiber anderen Korpern, z. B. iiber dem Kor-
per der komplexen Zahlen, die wir hier allerdings nicht betrachten.
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5.1.2 Beispiele fiir Vektorraume

Beispiel 5.1

Die Mengen aller Pfeilklassen der Ebene sowie aller Pfeilklassen des Raumes
bilden mit der in dem Abschnitt 3.1.3 definierten Pfeilklassenaddition sowie der
Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen Zahlen Vektorraume. Mit den Sitzen
3.3 auf S. 93 und 3.5 auf S.96 wurde bereits nachgewiesen, dass diese Mengen
alle in der Definition 5.1 geforderten Eigenschaften besitzen.

Auch die Mengen aller Verschiebungen der Ebene bzw. des Raumes (siehe
S. 88) bilden Vektorrdume, da Verschiebungen durch Pfeilklassen beschrieben
und mit diesen identifiziert werden kénnen. [ |

Beispiel 5.2

Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 bildet die Menge R" der n-Tupel reeller Zahlen
mit der in dem Abschnitt 3.2.2 definierten Addition von n-Tupeln sowie der
Multiplikation von m-Tupeln mit reellen Zahlen einen Vektorraum (siche den
Satz 3.6 auf S.104). Unter anderem sind also R? und R® Vektorrdume. ]

Bemerkung: Streng genommen sind die Mengen R?, R® bzw. allgemein R™ fiir
sich genommen keine Vektorrdume, sondern nur im Zusammenhang mit den in
dem Abschnitt 3.2.2 definierten Verkniipfungen. Es miisste also heifien (R?, +, -),
(R3,+,), ..., (R™,+,) sind Vektorriume. Dennoch wird oft die Kurzschreib-
weise R?, R | ..., R"™ fiir diese Vektorrdume verwendet; die Definition der
Verkniipfungen wird dabei als gegeben betrachtet.

Beispiel 5.3
Folgen (an) reeller Zahlen besitzen eine Analogie zu n-Tupeln, wobei Zahlen-
folgen jedoch unendlich viele Glieder a1, a2, as,... besitzen, wihrend n-Tupel
nur aus endlich vielen (ndmlich n) Komponenten bestehen. Die Addition von
Zahlenfolgen und ihre Multiplikation mit reellen Zahlen lassen sich vollig ana-
log zu der Addition und skalaren Multiplikation von n-Tupeln definieren. Sind
(an) := (a1;a2;a3;...) und (by) := (b1;b2; bs3;...) zwel beliebige Zahlenfolgen
und A € R, so legt man fest:

(an) + (bn) = (a1+b1;a2+b2;a3+bs;...),

A-(an) == (A-a1; A-a2; A-a3;...).

Es lasst sich (wie fiir den Vektorraum der n-Tupel reeller Zahlen) leicht zei-
gen, dass die Menge aller Folgen reeller Zahlen (a,) mit den so definier-
ten Verkniipfungen ein Vektorraum ist. Der Nullvektor ist dabei die Folge
(on) = (0;0;05...); der Gegenvektor einer Folge (a,) := (a1;a2;as;...) ist
die Folge —(an) := (—a1; —az; —asz;...).

Gegeniiber den bisher behandelten Vektorrdumen weist der Vektorraum der
Folgen reeller Zahlen eine Besonderheit auf. Ohne den Begriff der Dimension
hier niéher zu erliutern (siehe hierzu den Abschnitt 5.4.5) sei erwéhnt, dass
die Dimension dieses Vektorraumes unendlich ist, wihrend die anderen bisher
aufgefithrten Vektorrdume die Dimensionen 2, 3 bzw. n (mit n € N) haben. m
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Beispiel 5.4

Die Menge Fr der auf einem Intervall I = [a;b] (mit a,b € R, a < b) definierten

reellwertigen Funktionen ist mit den Verkniipfungen

+: Fr x Fr = Fr, (f4+g9)(z):= f(z)+g(z) f.a. z € und
: RxFr—=Fr, (Af)(z):=A-f(z) fa.zel

(fiir beliebige Funktionen f,g € Fr und beliebige A € R) ein Vektorraum. Um

zu zeigen, dass dies zutrifft, vermerken wir zunéchst, dass fiir beliebige f, g € F7

und A € R durch f+g¢ und \-f ebenfalls auf dem Intervall I definierte Funktionen
gegeben sind (Abgeschlossenheit). Auch die Giiltigkeit der Eigenschaften A1-S4
lasst sich recht leicht nachweisen.

Al Fir alle z € I gilt (f+g)(x) = f(z)+g(z) = g(z)+ f(z) = (9+f)(x), also
ist f+g = g+ f fiir beliebige f,g € F7.

A2. Wie die Kommutativitét 1asst sich auch die Assoziativitédt der Addition von
Funktionen auf die Assoziativitét der Addition reeller Zahlen (der Funkti-
onswerte) zuriickfithren. Fiir alle z € T ist
(f+g9)+h)(z) = (f(@)+g(x))+h(z) = f(2)+(9(z)+h(z)) = (f+(g9+h)) (),
also (f+g)+h = f+(g+h) fiir beliebige f,g,h € Fr.

Auf analoge Weise lassen sich auch die Eigenschaften S1-S4 auf Rechenregeln
reeller Zahlen zuriickfithren, worauf hier verzichtet wird.

A3.Die Funktion fo mit fo(x) = 0 fiir alle = € I hat die Eigenschaft des Null-
vektors, denn fiir beliebige f € Fy ist (f+ fo)(z) = f(z)+ fo(z) = f(x) fiir
alle x € I und somit f+ fo = f.

A4. Ebenso lésst sich zeigen, dass fiir eine beliebige Funktion f € F; die Funktion
—f mit (—f)(x) = —f(z) die Bedingung f + (—f) = fo erfiillt. m

Beispiel 5.5

Als Polynome n-ten Grades bezeichnet man Funktionen p in einer Variablen

x € R, die sich folgendermaflen darstellen lassen:

n
p(x) =anz™ +... +az2® +arz+ao = Zakxk mit ag,...,an € R.
k=0
(Dabei muss fiir ein Polynom n-ten Grades a, #0 sein; der Grad eines Polynoms
entspricht der héchsten auftretenden Potenz der Variablen x.)

Fiir jedes n €N ist die Menge P,, der Polynome héchstens n-ten Grades, d. h.

n
Pn—{p p(m):Zakxk; ag,...,an € R; xGR}
k=0
mit den durch " "

(p+4) (@) = p(z) +ql@) = Y arz"+ ) bpa® =
k=0 k=0 k

(ak—|—bk) :L‘k
0

(Ap)(z) := A-p(x) = )\-Zakazk = Z)\akzk
k=0 k=0

gegebenen Verkniipfungen + und - ein Vektorraum. Es gibt also einen Vektor-
raum P; der linearen Funktionen, einen Vektorraum P> der (hochstens) quadra-
tischen Polynome (siehe Aufgabe 4, S. 171), P53 der Polynome hochstens dritten
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Grades usw. Dabei handelt es sich jeweils um Teilmengen des Raumes Fg aller
iiber R definierten reellwertigen Funktionen (vgl. Beispiel 5.4); man spricht auch
von linearen Unterrdumen (siehe den folgenden Abschnitt 5.2). |

Beispiel 5.6
In dem Abschnitt 1.3.1 wurden bereits Matrizen als ,,Zahlentabellen* betrachtet,
ausfiihrlicher werden diese dann in dem Kapitel 6 behandelt. Es sei hier bereits

a1 ai2 ... ain
. . a21 a22 ... Q2n .
vermerkt, dass die Menge aller Matrizen . . . mit n Spalten,
aAml Am2 ... Gmn

m Zeilen und a;; € R,1 <i<m,1 <7 <n mit den folgendermaflen definierten
Verkniipfungen + und - ein Vektorraum ist:

11 ... Qin bi1 ... bin a11+bi1 ... ain+bin
a1 ... Ga2n 4 bo1 ... ban as1+b21 ... asn-+bon
. . . . - . . 9
dml ... Gmn bmi ... bmn am1+bm1 ... Gmn+bmn
ailr ... QAin )\a11 )\aln
\ a1 ... G2n L Aaz1 ... Aazp
aml ... Qmn AAml --. XAAmn

Dass dieses Beispiel alle Bedingungen der Definition 5.1 erfiillt, lisst sich in
derselben Weise zeigen wie in dem Abschnitt 3.2.2 fiir n-Tupel, denn eine mxn -
Matrix lasst sich auch als m-n-Tupel reeller Zahlen auffassen. [ |

5.1.3 Aufgaben zu Abschnitt 5.1

1. Weisen Sie nach, dass in jedem Vektorraum V fiir drei beliebige Vektoren
P, %,y €V gilt: p+F=p+y = T =17

2. Weisen Sie nach, dass fiir alle Vektoren p, ¢ eines Vektorraumes V' und alle
Skalare A\, u € R gilt:
a) Falls \:-p'= A-¢ und A#£0, so ist p = ¢.
b) Falls A\-p'= p-pund p# 0, so ist A = p.

3. Die Menge R" aller n-Tupel reeller Zahlen mit den in dem Abschnitt 3.2.2

definierten Verkniipfungen + und - ist, wie festgestellt wurde, ein Vektor-

raum. Welche der Eigenschaften A1-A4, S1-S4 der Definition 5.1 gelten auch
0

dann, wenn die skalare Multiplikation durch A & = 0 fiir alle £ € R™ und

alle A € R definiert wird? Welche der Eigenschaften werden verletzt?

4. Zeigen Sie, dass die Menge Py = {p|p(z) = apz’ 4+ a1z +ao; ao, a1, a2 € R}
der Polynome hochstens 2. Grades mit den folgendermaflen definierten Ver-
kniipfungen + und - fiir beliebige p, ¢ € P> mit p(z) = a22*+ a1x + ao und
q(x) = baz*+ b1z + by sowie beliebige A € R ein Vektorraum ist:

(p+a) (x) := p(z) + q(x) = (a2 +b2)a® + (a1+b1)z + (a0+bo)
A-p) () := A-p(z) = Xazz® + Xa1x+ Nao.
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5.2 Untervektorraume

5.2.1 Definition, Unterraumkriterium und Beispiele

Definition 5.2

Ist (V,+, ) ein Vektorraum und U eine nicht leere Teilmenge von V', die beziig-
lich der in V' definierten Verkniipfungen + und - selbst ein Vektorraum ist, so
heifit U Unterraum von V. ¢

Bemerkungen:

m In der Literatur werden fiir Untervektorriume unterschiedliche Bezeichnun-
gen wie linearer Unterraum, Teilvektorraum und linearer Teilraum verwen-
det. Wir nutzen im Folgenden die kurze Bezeichnung Unterraum.

m Jeder Vektorraum V besitzt zwei Teilmengen, bei denen sofort klar ist, dass
es sich um Unterrdume handelt. Dabei handelt es sich um V selbst und
um die Teilmenge, die nur den Nullvektor von V' enthélt. Man nennt diese
Unterrdume triviale Unterrdume.

Unterraumkriterium

Um fiir eine Menge M mit zwei Verkniipfungen + und - zu iiberpriifen, ob es sich
um einen Vektorraum handelt, muss die Abgeschlossenheit der Menge beziiglich
der beiden Verkniipfungen untersucht und es muss gepriift werden, ob die acht
Punkte A1-S4 der Definition 5.1 erfiillt sind. Derselbe Aufwand ist zu betreiben,
wenn nach Definition 5.2 entschieden werden soll, ob eine Menge ein Unterraum
eines Vektorraumes ist. Viele der in der Definition 5.1 geforderten Eigenschaften
sind fiir eine Menge jedoch schon dadurch erfiillt, dass es sich um eine Teilmenge
eines Vektorraumes handelt, so dass bereits wenige Bedingungen geniigen, um
zu iiberpriifen, ob eine Teilmenge eines Vektorraumes ein Unterraum ist. Diese
Bedingungen sind in dem folgenden Unterraumkriterium zusammengefasst.

Satz 5.1

Es seien (V,+, ) ein Vektorraum und U eine nicht leere Teilmenge von V. U ist

genau dann ein Unterraum von V, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

Ul. U st abgeschlossen beziiglich der Vektoraddition in 'V, d. h. fir beliebige
i,V € U ist auch u+v € U.

U2. U ist abgeschlossen beziiglich der skalaren Multiplikation in V, d. h. fir be-
liebige u e U, A€ R ist »-u e U.

Beweis:

m Ist U ein Unterraum von V, so gelten die Bedingungen Ul und U2 wegen
der Abgeschlossenheit von V' beziiglich + und -, siehe die entsprechende
Bemerkung zu Definition 5.1.

m Es sei umgekehrt U C V, U # {}, und es seien die Bedingungen Ul und U2
erfiillt. Zu zeigen ist, dass (U, +, -) die Bedingungen A1-S4 der Definition 5.1
erfiillt. Fiir die Rechenregeln A1, A2 und S1-S4 ist dies dadurch gegeben,
dass U eine Teilmenge von V ist und dieselben Verkniipfungen angewendet
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werden; somit gelten diese Rechenregeln natiirlich fiir alle Vektoren von U,
da diese auch Vektoren von V sind. Es ist also nur noch zu zeigen, dass A3
und A4 in U erfiillt sind.

A3. Nach der Voraussetzung U # {} existiert ein Vektor & € U, und wegen
U2 gilt A« € U fiir beliebige A € R. Mit A=0 ist also 0-u € U. Wegen
des Satzes 3.10, 1 (siehe S.111) ist 0-@ = & und somit & € U.

A4. Es sei 4 ein beliebiger Vektor von U. Dann ist nach U2 auch (—1) -4 € U.
Wegen des Satzes 3.10, 5 gilt (—1)-@ = —(1-@) = —, also ist —4 € U. O

Beispiele fiir Unterrdume

Beispiel 5.7

Ist @o ein beliebiger Vektor eines Vektorraumes V, so ist die Menge aller Vekto-
ren 4 mit 4 = r-ip, r € R, also die Menge aller zu o kollinearen Vektoren, ein
Unterraum von V. Mitunter werden derartige Mengen als Geraden durch den
Koordinatenursprung bezeichnet. Dies ist eine geometrisch sinnvolle Interpreta-
tion, da sich @ = r-up = 0+ r-Up als Parameterdarstellung einer Geraden mit
dem Stiitzvektor ¢ auffassen ldsst (sieche Abschnitt 4.1). Jedoch sind nicht die
Ursprungsgeraden selbst (bei denen es sich um Mengen von Punkten handelt),
sondern die Mengen der zugehorigen Ortsvektoren Unterrdume. [ |

Beispiel 5.8
Es seien 4 und ¢ zwei beliebige, nicht kollineare, Vektoren eines Vektorraumes
V. Wir betrachten die Menge M aller Vektoren 0, fir die i, ¥ und @ komplanar
sind (siehe Definition 3.8 auf S. 116):

M={w |W=rd+sv;r,seR}.
Unter Verwendung des Unterraumkriteriums (Satz 5.1) lisst sich leicht zeigen,
dass M ein Unterraum von V ist:

m Die Vektoren @ und ¥ gehdren zu M, somit ist M # {}.
m Sind W, W2 € M, so existieren r1,81,72,82 € R mit W = r1 @ + s1 ¥ und
Wo = ro U + s2 U. Somit gilt
Wi +We = MU+ s10+retd+s20 = (r1+r2)d+ (s1+52) 7,
es ist also Wi +w2 € M; die Bedingung Ul des Satzes 5.1 ist daher erfiillt.
m Fiir beliebige d € M und A € Rist Add = A (rid+sv) = (Ar)d+(As) ¥ € M;
die Bedingung U2 ist also ebenfalls erfiillt.
Mengen aller zu zwei gegebenen (nicht kollinearen) Vektoren komplanaren Vek-
toren sind somit Unterrdume. Geometrisch lassen sich diese als Ebenen inter-
pretieren, die durch den Koordinatenursprung verlaufen (vgl. Abschnitt 4.2.1).

]
Beispiel 5.9

Lésungsmengen homogener linearer Gleichungssysteme in n Variablen (siehe
Abschnitt 1.3.4) sind Unterrdume von R"™. Homogene LGS besitzen mit dem
Null-n-Tupel stets eine triviale Losung. Nach dem Satz 1.1 ist die Summe zwei-
er Losungen eines homogenen LGS wiederum eine Losung, und ein beliebiges
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reelles Vielfaches einer Losung eines homogenen LGS ist ebenfalls eine Losung
dieses LGS. Somit sind die Bedingungen des Unterraumkriteriums erfiillt. [

Beispiel 5.10

Die Menge Sy der auf einem Intervall I = [a;b] (mit a,b € R, a < b) stetigen
reellwertigen Funktionen ist ein Unterraum des Vektorraumes Fr der auf I defi-
nierten reellwertigen Funktionen (siehe das Beispiel 5.4 auf S. 170). Mithilfe des
Unterraumkriteriums lésst sich dies leicht begriinden:

m Esist S # {}, da fiir jedes Intervall I eine auf I stetige Funktion existiert,
z. B. die Funktion fo mit fo(x) =0 f.a. z € R.
m Die Summe zweier auf einem Intervall I stetiger Funktionen ist auf I stetig.

m Das Produkt einer stetigen Funktion mit einer reellen Zahl ist ebenfalls stetig.

Auf vollig analoge Weise lédsst sich begriinden, dass die Menge der auf einem
Intervall differenzierbaren Funktionen ein Unterraum ist. |

Beispiel 5.11

Bereits in dem Beispiel 5.5 auf S. 170 wurde erwdhnt, dass der Vektorraum P,
der Polynome hdchstens n-ten Grades ein Unterraum des Raumes Fg aller iiber
R definierten reellwertigen Funktion ist. Zugleich ist P, auch ein Unterraum des
Raumes Sy aller iiber ganz R stetigen Funktionen sowie des Raumes aller iiber
ganz R differenzierbaren Funktionen.

Betrachtet man fiir zwei natiirliche Zahlen m,n mit m < n den Vektorraum
P, der Polynome hochstens m-ten Grades sowie den Raum P, der Polynome
hochstens n-ten Grades, so lasst sich mithilfe des Unterraumkriteriums leicht
zeigen, dass P, ein Unterraum von P, ist; zum Beispiel ist also der Raum der
(héchstens) quadratischen Polynome ein Unterraum des Raumes der (héchstens)
kubischen Polynome. [ |

Beispiel 5.12

Unter einem magischen Quadrat der Kantenldnge n versteht man eine quadra-
tische Anordnung der Zahlen 1,2, ...,7n2, bei der die Summen der Zahlen aller
Zeilen, Spalten und der beiden Diagonalen gleich sind. Das &lteste bekannte
magische Quadrat war bereits im 3. Jahrtausend v. Chr. in China bekannt; es
hat die Kantenldnge 3 und ist durch folgende Matrix gegeben:

492
<357>.
816

Verzichtet man auf die Bedingung, dass alle Elemente eines magischen Quadra-
tes natiirliche Zahlen sein miissen und lasst auch reelle Zahlen zu und verlangt
nur, dass die Summen aller Zeilen, aller Spalten und der beiden Diagonalen
gleich sind, so bildet die Menge aller magischen Quadrate der Kantenlinge 3
einen Unterraum des Vektorraumes der 3 x 3 -Matrizen (siche das Beispiel 5.6
auf S. 171). Die Summenbedingungen an ein magisches Quadrat der Form
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ail ai2 ais
a1 a22 a23
a3zl a32 ass

(

lassen sich folgendermaflen ausdriicken:

)

= a21+ta22+a23 a31+azz2+ass

ai1+ai2+ais

ailtazi1+a31r = aiz+azz+aszz = aiz+a23+azz =
ai1tazz2+a33 = aiz+azz+asz.
Fiir die Summe
ail aiz ais bi1 bi2 bis a11+b11 ai2+bi2 aiz+bis
<a21 a22 a23) + | b21 b2z b2z | = | a21+b21 azz2+baz az3+bas
G31 az2 ass3 b31 b3z b33 a31+bs1 as2+bs2 asz+bss

zweier magischer Quadrate gelten wegen der obigen Gleichung und wegen

bi1+bi2+b13 = ba1+bao+b2z = b31+b32+b3z =
bi1+b21+b31 = bia+bao+b32 = biz+baz+b3z =
b11+b22+b3z = biz+ba2+b31

ebenfalls die Summenbedingungen:
(a11+b11)+(a12+b12)+(a13+b13)
(a31+b31)+(as2+bs2)+(as3+bss)
(a12+b12)+ (azz2+b22)+ (az2+b32) a13+b13)+ (a23+b23)+ (azz+b33)
(a11+b11)+ (a22+b22)+ (asz+b33) (a13+b13)+ (a22+b22)+ (a31+b31) .

Somit ist also die Bedingung U1l des Unterraumkriteriums erfiillt. Auf dieselbe

(a21+b21)+ (a22+b22)+ (a23+b23)
(a11+b11)+(a21+b21)+(asi +bs1)
(

Weise lésst sich zeigen, dass auch jedes reelle Vielfache eines magischen Quadrats
wiederum ein magisches Quadrat ist. Aufgrund des angegebenen Beispiels ist
auch klar, dass mindestens ein magisches Quadrat existiert, die Menge aller
magischen Quadrate der Kantenléinge 3 also nicht leer ist. Nach dem Satz 5.1
ist diese Menge somit ein Unterraum.

Magische Quadrate lassen sich auch als Losungsmengen homogener linearer
Gleichungssysteme betrachten. Die Bedingung, dass die Summen aller Zeilen,
aller Spalten und der beiden Diagonalen gleich sein miissen, fithrt zu folgendem
LGS mit den Variablen ai1,a12,...,a33 und s (der Summe jeder der Zeilen,

Spalten und Diagonalen):

ail + aiz2 + ais — s 0
a21 + a2 + as3 —-s =0

az1 + az2 + azz — s =0

ai + a21 + as1 —s=0
aiz + a2z + as2 —s =20

a3 + as23 +azsz —s =0

ail + a2z +az3 —s =0
a13 + a2 + as31 —-s=0

Die Losungsmenge dieses LGS mit 10 Variablen und 8 Gleichungen ist ein li-

nearer Unterraum von R'Y (siehe das Beispiel 5.9 auf S. 173).



176 5 Vektorraume

5.2.2 Der Durchschnitt und die Summe zweier Unterrdume

Satz 5.2
Sind U1, Uz Unterrdume eines Vektorraumes V, so ist der Durchschnitt U1 N Us
ebenfalls ein Unterraum von V.

Beweis: Da jeder Unterraum den Nullvektor enthélt, ist U1 N Uz nicht leer. Es
bleiben die Bedingungen U1, U2 des Unterraumkriteriums zu bestéitigen. Dazu
seien v, w € U1NUz und A € R. Da somit v, w € U; sind, folgt durch Anwendung
von Ul und U2 fiir Uy, dass v+w € Us und Av € U; ist. Ebenso gilt v+w € Us
und Av € Us. Es ergibt sich also v+w € Uy N Uz sowie Av € Uy N Us. O

Beispiel 5.13

Die Losungsmengen der einzelnen Gleichungen des homogenen LGS
I 3x—-2y+42=20
1I z+ y—3z=0

sind Unterrdume von R? (siehe Beispiel 5.9 auf S. 173):

8 e e
e {) ()2 (1) ) oo

Berechnet man durch Gleichsetzen dieser Parameterdarstellungen den Durch-

schnitt der beiden Unterrdume (z. B. nach dem in dem Beispiel 4.19 auf S. 154
fiir Ebenen beschriebenen Vorgehen), so ergibt sich der Unterraum

o (]

Dieser Unterraum ist die Losungsmenge des gegebenen Gleichungssystems. Geo-

metrisch lassen sich Losungsmengen homogener Gleichungen mit drei Variablen
als Ebenen interpretieren, die durch den Koordinatenursprung verlaufen. Der
Durchschnitt zweier derartiger Ebenen ist (wenn diese nicht identisch sind) eine
Ursprungsgerade. [ |

Bemerkung: Die Vereinigungsmenge Ui U Uz zweier Unterrdume U und Us
eines Vektorraumes ist i. Allg. kein Unterraum, siehe Aufgabe 6 auf S. 177.

Definition 5.3
Es seien Uy, Uz Unterrdume eines Vektorraumes V. Dann heifit die Menge

Ui+ Uz = {t1+d2 | @1 € Ur, iz € Uz }

Summe der Unterrdume Uy und Us. ¢

SGR},

Beispiel 5.14
Wir betrachten zwei Unterrdume von R3:

{10

Die Summe dieser beiden Unterrdume ist
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(R0 =R (G ]

Satz 5.3
Sind U1, Uz Unterrdume eines Vektorraumes V', so ist die Summe U1+ Us eben-

falls ein Unterraum von V.

Beweis: Es ist klar, dass Ui+ Uz nicht die leere Menge ist, somit bleiben fiir
Ui+ Uz die Bedingungen Ul und U2 des Unterraumkriteriums zu bestétigen.
Dazu seien U, W € Ui+ Us, d. h. es existieren ¢, w; € Uy und v2, w2 € Uz mit
U = U1 + U2, W = W + Ws.
Wegen der Assoziativitdt und der Kommutativitdt der Vektoraddition folgt
T+ = (U1 + U2) + (W1 + Wa) = (1 + W) + (V2 + W2) € Ur + Uz.
Ist A € R, so gilt
AT = A(T1 +12) = AT1+ ATz € UL+ Us.
Damit sind die Bedingungen U1, U2 erfiillt; U1+ Uz ist somit ein Unterraum. O

5.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 5.2

1. Gegeben sind ein Unterraum U eines Vektorraumes V und Vektoren @, 7€ V.
Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
a) Gehoren @ und ¢ nicht zu U, so ist auch d+v ¢ U.
b) Gehoren @ und ¥ nicht zu U, so ist ©+¢ € U.
¢) Gehort @ zu U, nicht aber ¥, so ist 4+v ¢ U.
Geben Sie Begriindungen oder Gegenbeispiele an.

2. Geben Sie zu folgenden Teilmengen des Vektorraumes R® an, ob sie Unter-
rdume sind; begriinden Sie Thre Aussagen:

V1 U1
a) U1={<’U2)€R3 1}1—|—7)2=2} b) U2={<U2>E]R3
U3 U3
U1
C) U3:{('02)€R3 ’U1'U2:’U3}
U3

3. Ist die Menge aller konvergenten Zahlenfolgen ein Unterraum des Vektorrau-

v1+v2 = 113}

mes der Folgen (an) reeller Zahlen (siehe Beispiel 5.3 auf S. 169)? Begriinden
Sie Thre Antwort.

4. Begriinden Sie, dass Losungsmengen inhomogener linearer Gleichungssyste-
me keine Unterrdume sind.

5. Weisen Sie nach, dass die Menge aller 2 x 2-Matrizen der Form (8 2) mit

a,b € R mit den in dem Beispiel 5.6 auf S. 171 definierten Verkniipfungen

a a
1 12) mit 2

+ und - ein Unterraum des Vektorraumes aller Matrizen (azl 4o

Zeilen und 2 Spalten ist.

6. Zeigen Sie, dass die Vereinigungsmenge U1 U Uz zweier Unterrdume U; und
U> eines Vektorraumes im Allgemeinen kein Unterraum ist.
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5.3 Lineare Hiillen, Erzeugendensysteme,
lineare Abhangigkeit

In dem Abschnitt 3.4 wurden Linearkombinationen von k Vektoren iy, ..., U
als Vektoren & definiert, die sich in der Form & = Zle Aitl; mit A\p, ... A €ER
darstellen lassen (siehe Definition 3.7 auf S.113). Im Folgenden bilden Linear-
kombinationen die Grundlage fiir einige zentrale Begriffe der linearen Algebra.

5.3.1 Lineare Hiillen von Vektormengen

Definition 5.4
Als lineare Hiille von Vektoren 1,2, ..., U, bezeichnet man die Menge aller
Linearkombinationen dieser Vektoren:

k
(i, i, ..., k) = {in-a,- My Ak € R}.
i=1 ¢
Beispiel 5.15 3 5
Die lineare Hiille der Vektoren @ = < 421 und Wy = —%) ist die Menge
-3 5
<”LT1,U2) = N 21+ X1 A, A2 ER .
4 7 u
Satz 5.4
Es seien 1,1z, ...,Ur Vektoren eines Vektorraumes V. Dann ist die lineare
Hiille (t1, s, ..., Ur) ein Unterraum von V.
Beweis: Da die Vektoren 1, o, ..., Uy selbst zu (@1, o, ..., d) gehoren, ist

die lineare Hiille nicht leer. Es geniigt also, zu zeigen, dass die beiden Bedin-
gungen Ul und U2 des Unterraumkriteriums (Satz 5.1, S. 172) erfiillt sind.

Ul. Es seien ¥ und @ zwei Vektoren der linearen Hiille (i1, 2, ..., u), d.h.
es existieren pi,...,ur € R sowie vi,...,vp € R mit ¥ = Zle i U und
W = Z?:l v ;. Mit \j = pi+v; (ﬁir 1=1.. k) ist U+ = Z?:l i 4; und
somit nach Definition 5.4 ¥ + @ € (U1, o, .. ., Uk).

U2. Ist 7 = Zle wit; und r € R, so ist rv = Zle r ;Ui und somit nach
Definition 5.4 r ¥ € (i1, Ua, ..., Uk). O

Satz 5.5

Es seien w1, ..., U, Vektoren eines Vektorraumes V. Dann ist die lineare Hiille

(U1, ..., Uy der kleinste Unterraum von V, der u1, . .., Uy enthdlt, d. h.: Ist U ein

beliebiger Unterraum von V mit i1 € U, ... U4, € U, so gilt (i1, U2, ..., U;) CU.

Beweis: Es sei U ein beliebiger Unterraum von V, der die Vektoren 71, ..., i
enthilt. Es ist zu zeigen, dass jeder Vektor ¥ € (d1,...,dr) zu U gehort. Sei
dazu @ = Y% | i@ mit p1,..., 0 €R. Da @y € U, @2 € U,... 0 € U, gilt
wegen des Satzes 5.1, U2: piuy € U, poiz €U, ..., upur € U. Nach Satz 5.1, Ul
gehort zu zwei beliebigen Vektoren eines Unterraumes U auch deren Summe zu
U. Durch mehrfache Anwendung dieser Bedingung folgt, dass auch die Summe
der k Vektoren p1 w1, patia, ..., urty ein Vektor von U ist, also v € U. O
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5.3.2 Erzeugendensysteme

In den vorangegangenen Betrachtungen iiber lineare Hiillen von Vektormengen
wurden Mengen von Vektoren untersucht, die aus gegebenen Vektoren als Li-
nearkombinationen erzeugt werden kénnen, und es wurde dabei festgestellt, dass
die lineare Hiille einer beliebigen Menge von Vektoren stets ein Unterraum und
somit ein Vektorraum ist. Die folgenden Uberlegungen schlieien daran an, indem
Mengen von Vektoren betrachtet werden, die jeden Vektor eines Vektorraumes

als Linearkombination erzeugen kénnen.

Definition 5.5

Eine Teilmenge F eines Vektorraumes V heifit Erzeugendensystem von V| wenn
sich jeder Vektor ¥ € V als Linearkombination von Vektoren aus E darstellen
lasst. ¢

Beispiel 5.16
Die Vektormenge F1 = {((1)) ; (%) ; (%)} ist ein Erzeugendensystem von RZ.

Um dies zu bestdtigen, muss gezeigt werden, dass sich jeder Vektor (z) € R?

als Linearkombination der drei Vektoren von F; darstellen lasst, also A, yu, v € R
existieren mit (Zaj) = )\( (1)) +u ( % ) +v (%) Dies ist gleichbedeutend mit der
Losbarkeit des linearen Gleichungssystems
Adpu+ v==
w+2v =vy.
Dieses LGS ist fiir beliebige (;) € R? lésbar (wobei fiir jeden Vektor (Z) sogar

unendlich viele Lésungen existieren). F ist somit ein Erzeugendensystem von
R2. Allerdings wiirden schon zwei der drei Vektoren von E; ausreichen, um R?
zu erzeugen. Auch Fo = {((1)), (%)} ist ein Erzeugendensystem von R2. Dies
ergibt sich daraus, dass das LGS
Adp ==z
r=1y
fiir beliebige (Z) € R? lssbar ist, jeder Vektor von R? also als Linearkombina-

tion der Vektoren ((1)) und (%) dargestellt werden kann. [ |
Das Beispiel zeigt, dass R? ein Erzeugendensystem besitzt, das aus zwei Vek-

toren besteht; weitere derartige Erzeugendensysteme lassen sich leicht konstru-
ieren. Analog dazu gibt es fiir R® Erzeugendensysteme mit drei Vektoren sowie

allgemein fiir R" Erzeugendensysteme mit n Vektoren, z. B. E = {€1,€3,...,€n}
1 0 0 0
0 1 0 0

mitey =0, & =0 e&=[1|..,& =|9[ Jedoch gibt es kein Er-
0 0 0 1

zeugendensystem von R™, das aus weniger als n Vektoren besteht. Auf einen
Beweis dieser Tatsache wird hier verzichtet, das folgende Beispiel verdeutlicht
jedoch, dass Mengen von 2 Vektoren nur echte Unterriume von R® erzeugen.
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Beispiel 5.17
Zwei beliebige, nicht kollineare Vektoren i, 7 € R® erzeugen stets den Unterraum
U, der alle Vektoren Z enthilt, die mit # und ¢ komplanar sind:

Ty Ty
U= (@) = { f:A1.<yu>+A2.(%);MQ@R}.
Zu Zy

Geometrisch ldsst sich dieser Unterraum als Ebene interpretieren, die durch den

2
einige Vektoren des durch @ und @ erzeugten Unterraumes durch Pfeile (mit

4 —4
Koordinatenursprung verlduft. In Abb. 5.1 sind fiir ¥ = [—2 | und ¥ = ( 6)

Anfangspunkten im Koordinatenursprung) dargestellt. [ |

Abb. 5.1: Einige Vektoren des durch zwei
Vektoren 4 und ¥ erzeugten Unterraumes

Es ist leicht zu iiberlegen, dass zwei kollineare Vektoren ¢ und ¢ denselben
Vektorraum erzeugen wie ein einziger dieser beiden Vektoren. In Verallgemeine-
rung dieser Tatsache darf aus einem Erzeugendensystem eines Vektorraumes V'
in dem zwei kollineare Vektoren enthalten sind, ein Vektor ,,herausgenommen*
werden, wobei die verbleibenden Vektoren immer noch ein Erzeugendensystem
von V bilden. Ebenso kann aus einem Erzeugendensystem, das drei komplanare
Vektoren enthélt, ein Vektor entfernt werden. Der folgende Satz bringt diese
Tatsachen in préziseren Formulierungen zum Ausdruck.

Satz 5.6
Es sei E = {é1;€é2;...;€,} ein Erzeugendensystem eines Vektorraumes V.

a) Sind zwei Vektoren €;,€5 € E (i # j) kollinear und ist €; # &, so ist auch

E\{e;} = {é1;...;€5-1;€j41;...; €k} ein Erzeugendensystem von V.
b) Sind drei Vektoren €;,€;,¢; € E (i # j, it #1,j #1) komplanar und sind é;
und €; nicht kollinear, so ist auch E\{€;} = {€1;...;€—1;€141;...;€k} ein

Erzeugendensystem von V.

Beweis: Auf den Beweis von Teil a wird hier verzichtet (siehe Aufgabe 4 auf
S.186). Um den Beweis von b einfacher aufschreiben zu kénnen, wird zunéchst
angemerkt, dass die Reihenfolge, in der die Vektoren eines Erzeugendensystems
nummeriert sind, unbedeutend ist. Ohne damit die Allgemeinheit der Beweis-
fiihrung zu schmélern, darf daher eine Umnummerierung vorgenommen werden.
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Wir nehmen deshalb im Folgenden an, dass die drei nach Voraussetzung kom-
planaren Vektoren €71,€> und €3 seien und darunter die Vektoren €2 und €3
nicht kollinear sind. Dann lasst sich €; als Linearkombination von €2 und €3
darstellen, es existieren also p,v € R mit

€1 = pés+ves.

Da E = {€1;...;€x} ein Erzeugendensystem von V ist, existieren fiir jeden
Vektor & € V reelle Zahlen A1, ..., A\r mit:
k
F= ) Né& = M@ +h@+ A8+ e+ + M\
i=1

=M (pé2+ves)+ a2+ A€+ Aaéa+ ...+ g€

= ()\1 /l,+>\2) éo + (/\1 l/—|—)\3) €3+ Xa€s+ ...+ A€k
Somit ist Z als Linearkombination der Vektoren éa, ... €x darstellbar; durch Ein-
fiithrung neuer Bezeichnungen A5 =M\1 u+A2, A5=A1 v+ A3, Aj=X4a,..., A\, = Ak
lasst sich dies besonders deutlich aufschreiben:

k
i= > Xé.
i=2
Da fiir & ein beliebiger Vektor aus V betrachtet wurde, ldsst sich jeder Vektor
des Vektorraumes V als Linearkombination von €2, ..., €} ausdriicken; somit ist
{é2;...;€x} = E\{é1} ein Erzeugendensystem von V. Aufgrund der eingangs
gemachten Bemerkung zur Umnummerierung der Vektoren €j, €;, €5 in €1, €2, €3
ist der Teil b des Satzes damit bewiesen. O

Bei der Formulierung des Satzes 5.6 wurde von einem Erzeugendensystem ausge-
gangen, das aus nur endlich vielen Vektoren €1,..., €} besteht, obwohl der Satz
auch fiir Erzeugendensysteme mit unendlich vielen Vektoren gilt. Um Schwierig-
keiten mit Schreibweisen und Fallunterscheidungen zu vermeiden, verzichten wir
darauf, unendliche Erzeugendensysteme zu betrachten. Es sei jedoch angemerkt,
dass es Vektorraume gibt, die keine endlichen Erzeugendensysteme besitzen.

Beispiel 5.18

Wihrend der Vektorraum P, der Polynome héchstens n-ten Grades (siehe das
Beispiel 5.5 auf S.170) ein endliches Erzeugendensystem besitzt, ndmlich z. B.
E = {po;p1;...;pn} mit po(z)=1, p1(z)=z, p2(z)=2?, ..., pu(z)=2a", gibt
es kein endliches Erzeugendensystem fiir den Vektorraum aller Polynome. Egal
aus wie vielen Polynomen eine endliche Menge bestiinde, wiirde man immer ein
Polynom mit geniigend hohem Grad finden, welches nicht als Linearkombination
von Polynomen dieser Menge dargestellt werden kann. Ein Erzeugendensystem
dieses Vektorraumes muss also unendlich viele Polynome enthalten, z. B. p; mit
pi(z) = z* fiir alle i € N (einschlieBlich Null). Dieses Erzeugendensystem ist
gleichméchtig mit der Menge der natiirlichen Zahlen, man nennt es abzdhlbar
unendlich. Hingegen besitzt z. B. der Vektorraum F7 der auf einem Intervall I
definierten reellwertigen Funktionen (siehe Beispiel 5.4 auf S. 170) nicht nur kein
endliches, sondern auch kein abzéhlbar unendliches Erzeugendensystem. [ |
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5.3.3 Lineare Abhidngigkeit und Unabhdngigkeit

In dem Abschnitt 3.4.2 wurde die Komplanaritdt von Vektoren behandelt und
dabei festgestellt, dass drei Vektoren genau dann komplanar sind, wenn sich der
Nullvektor aus ihnen auf nicht triviale Weise als Linearkombination darstellen
ldsst (Satz 3.12 auf S. 117). Diese Grundidee wird nun fiir Mengen von beliebig
vielen Vektoren verallgemeinert.

Definition 5.6

Eine Menge {u1;d2;...;U,} von Vektoren eines Vektorraumes V heifit linear
abhdngig, wenn sich der Nullvektor auf nicht triviale Weise als Linearkombina-
tion der Vektoren 1, us,...,u darstellen ldsst, d.h. wenn A1, Aa,..., Ay € R
existieren, von denen fiir mindestens ein ¢ (mit 1<i<k) \; #0 ist, so dass gilt:

k
g Aty =0.
i=1

Eine Vektormenge {ii1; uz2;. . .; U} heiBt linear unabhdingig, wenn sich der Null-
vektor nur auf triviale Weise als Linearkombination der Vektoren 1, u2, ..., Uk
darstellen lisst, d. h. wenn aus Zle Ait; =0 folgt Ai=Xe=...=Xx=0. ¢

Beispiel 5.19
Ein Vergleich der Definition 5.6 mit dem Satz 3.12 auf S. 117 ergibt, dass eine
Menge von drei Vektoren genau dann linear abhéngig ist, wenn die Vektoren
komplanar sind. Somit miissten die drei in dem Beispiel 3.6 auf S. 116 betrach-
3,5 1 1
teten Vektoren ¥ = (5 ), U= <2> und @ = ( 1] linear abhéingig sein. Um
—2

0,5 3
dies anhand von Definition 5.6 zu iiberpriifen, wird die Vektorgleichung

(o) e (3) ()= ()

bzw. das entsprechende lineare Gleichungssystem
352+ p+ v=20
SA+2pu+ v=20
05X +3p —2v=20.

gelost. Es ergibt sich eine einparametrige Losungsmenge mit A = —% t, =

|

und v=t. Somit ist also z. B. durch

- 0-0

eine nicht triviale Linearkombination des Nullvektors durch die Vektoren Z, @
und W gegeben, die Vektoren sind also linear abhéngig. [ |
Beispiel 5.20 2 1 -1 -1
Um zu priifen, ob die Vektoren @ = (1) , b= (1) ,C= _(2) , d= (1)
-1 -2 1 0

linear abhéingig sind, wird das der Vektorgleichung A1 @+ A2 b+ A3 ¢+ Aad = &
entsprechende lineare Gleichungssystem
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2X1 + A2 — A3 — X =0
A1 — 23 =0

Ao + X =0
A1 —2X2 + A3 =0

gelost. Es ergibt sich die eindeutige Losung A1 =0, A2 =0, A3 =0, Ay =0. Aus
A d+ A2 5—{— A3C+ A\ d=35 folgt somit A1 = A2 = A3 = A4 =0; nach Definition
5.6 sind die Vektoren @, b, ¢ und d linear unabhéngig. [

Im Folgenden werden einige Eigenschaften von linear abhéngigen und linear
unabhéngigen Mengen von Vektoren bewiesen, die teilweise selbstversténdlich
erscheinen moégen, aber fiir den folgenden Aufbau der Theorie der Vektorrdume

héaufig gewissermaflen als ,, Handwerkszeug® benotigt werden.

Satz 5.7

Enthdlt eine Menge M von Vektoren den Nullvektor, so ist M linear abhdngig.

Beweis: Sei M = {uy;da;...;U,} und @) = ¢ (mit 1<I<k). Es gilt
A Otur+...4+4 O0ui_14+ 104+ OU1+...4+ 00U =

ZMJ@' =MU+...F N U NG+ N T+ F AU =

i=1
mit A1 =... -1 =0, =1, \j4+1 =... A =0. Der Nullvektor ldsst sich also
auf nicht triviale Weise als Linearkombination der Vektormenge M darstellen,

bzw.

Qy

Qy

somit ist M linear abhéngig. O
Wir merken an, dass insbesondere die Menge M = {6}, die nur aus dem Null-

vektor besteht, trivialerweise linear abhéngig ist.

Satz 5.8
a) Fir eine beliebige linear unabhingige Menge M wvon Vektoren ist jede Teil-
menge N C M ebenfalls linear unabhdngig.

b) Sind M und N Mengen von Vektoren mit M C N und ist M linear abhingig,
so ist N ebenfalls linear abhingig.
Beweis: Wir beschrianken uns auf die Betrachtung endlicher Vektormengen.

a) Es sei M = {u1;u2;...;Us} und N C M. Da die Vektoren von M umnum-
meriert werden kénnen, bedeutet es keine Einschrankung der Allgemeinheit,

wenn wir schreiben N ={u1;2;...;ud;} mit I < k. Da M linear unabhéngig
ist, folgt aus b ! k

SNt =Y Nt + Y, Nl = 7,

i=1 i=1 i=l41
dass Ai=Xa=...= A= 4+1=...= A =0 sein muss. Dazu im Widerspruch
stiinde die Existenz von (A1;A2;...;\) # (0;0;...;0) mit Y\ X @ = &,
denn damit lieBe sich A\jy1=...=MX; =0 setzen und Zle \; @; = 0 wire mit

diesen Koeffizienten eine nicht triviale Linearkombination des Nullvektors aus
Vektoren der Menge M. Also folgt aus 22:1 Nitl; =0, dass A\1=...=);=0
gilt, also die lineare Unabhéngigkeit von .

b) Dieser Teil des Beweises ist Gegenstand der Aufgabe 7 (S. 186). O
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Satz 5.9

Eine Menge M = {u1;d2;...;uUr} von Vektoren ist genau dann linear abhingig,
wenn ein Vektor in M existiert, der sich als Linearkombination der restlichen
Vektoren von M darstellen ldsst.

Beweis: Da es sich bei dem Satz 5.9 um eine ,,genau-dann-wenn-Aussage*
handelt, sind zwei Richtungen zu beweisen.

m Ist eine Menge M = {@1;Uz;...; U} linear abhéingig, so existieren Koeffizi-
enten Ai,...,A\r mit (A1;A2;...5 ) # (0;0;...5;0) und Z§:1 i t@; = 0. Ist
Ar (mit 1 <1 <k) ein von Null verschiedener Koeffizient, so ldsst sich diese
Gleichung folgendermaﬁen umstellen:

0 = Z)\’LU’L + )\lul + Z i U

i=l+1
-1 k
AU = —ZMU@ — Z i s
i=1 i—l+1

=3 () e 2 ()
uy = Z -3 uz +
1=1 i=l+1

Somit ist also der Vektor #; als Linearkombination der Vektormenge
M\{@}={d1;...;U—1;Ut1;...;Ur} darstellbar.

m Ist umgekehrt ein Vektor @; € M (1<[<k) als Linearkombination der rest-

lichen Vektoren von M darstellbar, d. h. existieren A1, ..., A\i—1, Adi41,--., A&
mit 1—1
ED RIS P
=1 i=l+1

so folgt daraus
—1

l
5:Z>\iﬁi+( uz+z>\uzfz,uzuz
=1

i=l+1
mit p; = A; fiir alle 4 #17 und p; = —1, also p; #0. Der Nullvektor ist somit

auf nicht triviale Weise als Linearkombination der Vektoren 71, ..., u} dar-
stellbar; M ist daher linear abhéngig. O
Bemerkungen:
m  Wenn sich ein Vektor & als Linearkombination von Vektoren 1, ..., U dar-
stellen lisst, sagt man, der Vektor & ist von den Vektoren i ..., Uy linear
abhdingtig. Ist dies nicht der Fall, so ist & von den Vektoren w1,...,uy linear

unabhdngig. Satz 5.9 lasst sich damit auch folgendermafien formulieren: Fine
Menge M wvon Vektoren ist genau dann linear abhdngig, wenn ein Vektor in
M existiert, der von den restlichen Vektoren von M linear abhdngig ist.

m Die Formulierung in dem Satz 5.9 ,,wenn ein Vektor in M existiert, der sich
als Linearkombination der restlichen Vektoren von M darstellen ldsst® be-
inhaltet nicht, dass nur ein Vektor mit dieser Eigenschaft existieren muss.
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Meist ist sogar die Mehrzahl der Vektoren einer linear abhéngigen Vektor-
menge von den jeweils verbleibenden Vektoren linear abhéngig. Genauer aus-
gedriickt lassen sich alle Vektoren ;, deren Koeffizienten \; bei der Darstel-
lung Zle Ait; = 0 von Null verschieden sind, als Linearkombinationen
der jeweils restlichen Vektoren darstellen. Dies wird in dem ersten Teil des
Beweises von Satz 5.9 deutlich: #; kann jeder Vektor sein, fiir den A\;#0 ist.

Beispiel 5.21

Fiir die drei Vektoren Z, ¢ und w in dem Beipiel 5.19 auf S. 182 wurde festge-
stellt, dass diese linear abhéngig sind, da z. B. =22 4+ 34 4+ 44 = 0 ist. Jeder
dieser drei Vektoren lisst sich als Linearkombination der jeweils zwei anderen

Vektoren darstellen: & = %ﬁ +2W, U = %f — %15, o= %:f — %ﬁ. [
Satz 5.10
Es seien M = {t1;...;Ur} eine linear unabhingige Menge von Vektoren eines

Vektorraumes V und U ein beliebiger Vektor aus V. Dann folgt aus

k k
7= Ny und T = pii
i=1 i=1
stets A\i=p; fir alle i mit 1<i<k.

Bemerkung: Der Satz 5.10 sagt aus, dass die Koeffizienten bei der Darstellung
eines Vektors als Linearkombination einer Menge linear unabhdngiger Vektoren
eindeutig bestimmt sind.

Beweis: Aus @ = Y.°_ A\ @ und 7 = Y%y d; folgt
k K k
Z)\iﬁi = Z,ui i; bzw. Z()‘i_“i) i = &.
i=1 i=1 i=1
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {@1;...; 4y} folgt daraus A\j —p; = 0
fiir alle i = 1...k und somit die Behauptung. O

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Notwendigkeit der Voraussetzung, dass
eine Vektormenge M linear unabhingig ist, fiir die Eindeutigkeit der Darstellung
eines Vektors als Linearkombination der Vektoren von M.

Beispiel 5.22
1 2 3 —4
Die Vektoren @ = ?2, , b= % ,C= % , d= (1) sind linear abhéngig
0 -1 -1 3
24
(siehe Aufgabe 6 auf S. 186). Der Vektor & = 1;’ lasst sich auf unterschied-
—15
liche Arten als Linearkombination der Vektoren a, l_;: ¢und d darstellen, denn
16st man das der Vektorgleichung A\i1d + Xob + A€+ Mad = T entsprechende
LGS, so erhdlt man A\ = —2¢t—6, A2 = 3t+15, A\3=0, \a=1¢ (mit ¢t € R).
Somit ist z. B. ¥ = —8d+18b+0¢+d und 7= -4+ 12b+ 08— d. n
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5.3.4 Aufgaben zu Abschnitt 5.3

1. Uberpriifen Sie, ob die folgenden 2x2-Matrizen als Linearkombinationen der

10 11
Matrizen <1 1) und (O 1) darstellbar sind.

wa=(31)  we=(33)

2. Ermitteln Sie die lineare Hiille (p1,p2,p3) der Polynome p1,p2 und ps mit

pi(z) =z +1, pa(z) = 2°+ 2 und p3(z) = z°.

1 1 1
3. Zeigen Sie, dass die Vektormenge F = { (8) ; ((1)> ; (%) } ein Erzeugen-

densystem von R? ist.
4. Beweisen Sie den Satz 5.6 a auf S. 180.

5. Weisen Sie nach: Sind U und V lineare Unterrdume sowie Ey = {d1;...; Uy}
und By = {¢1;...;Um} Erzeugendensysteme von U bzw. V, so ist die Summe
der Unterrdume U und V (siehe Definition 5.3) identisch mit der linearen
Hiille der Vektormenge Ey U By, d.h. U+V = (d1,..., Uk, V1,. .., Um).

1 2 3 —4
6. Zeigen Sie, dass die Vektoren d = % , b= % , C= % , d= (1)
0 -1 -1 3

linear abhingig sind und iiberpriifen Sie, welche(r) der Vektoren sich als
Linearkombination der jeweils drei anderen Vektoren darstellen l4sst/lassen.

7. Beweisen Sie Teil b des Satzes 5.8 auf S. 183.

8. Folgt aus der linearen Unabhéingigkeit von zwei Vektoren # und ¢ auch die
lineare Unabhéngigkeit von @ — ¢ und @ + U7

, W auch die li-

9. Folgt aus der linearen Unabhéngigkeit dreier Vektoren ,
U, 7+ w?

SIS

neare Unabhéngigkeit der drei Vektoren « + v + o, @ +
10. Gegeben sind die folgenden Unterriume von R?:

0 =((2)) v ={(1)-(2)) v ={(3)

Welche der folgenden Aussagen ist (sind) richtig?

a) {(:Z )} ist ein Erzeugendensystem von Uy N Us.

b) {(}1)} ist eine linear unabhéingige Teilmenge von Us.
¢) Bs gilt (U1 UU3) = R?.

11. Beweisen Sie den folgenden Satz: Ist eine Vektormenge {1;...; Uk} linear
unabhéingig und ist ein Vektor ¥ von {u1;...; U} linear unabhingig, so ist
auch die Menge {@1;...;ux; v} linear unabhéngig.

12. Weisen Sie nach, dass eine Menge linear unabhéngiger Vektoren des Vektor-
raumes R™ aus hochstens n Vektoren bestehen kann. Ziehen Sie dazu die in
dem Abschnitt 1.3 gemachten Aussagen iiber Losbarkeit und Losungsmengen

von linearen Gleichungssystemen heran.
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5.4 Basis und Dimension

5.4.1 Der Begriff der Basis

In dem vorangegangen Abschnitt wurde festgestellt, dass sich mit den Vekto-
ren eines Erzeugendensystems alle Vektoren eines Vektorraumes erzeugen (d. h.
als Linearkombinationen darstellen) lassen, es hierbei aber oft verschiedene Mog-
lichkeiten gibt, die Darstellung also nicht eindeutig ist. Hingegen ist die Dar-
stellung eines Vektors als Linearkombination linear unabhéngiger Vektoren ein-
deutig. Jedoch ist es meistens nicht moglich, alle Vektoren eines Vektorraumes
aus einer Menge linear unabhéngiger Vektoren zu erzeugen. Um also die ein-
deutige Erzeugung aller Vektoren eines Vektorraumes zu ermoglichen, benttigt

man linear unabhéngige Erzeugendensysteme.

Definition 5.7

Eine Menge B= {51; 52; - l%} von Vektoren eines Vektorraumes V' heifit Basis
von V, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

m B ist ein Erzeugendensystem von V,

m B ist linear unabhéngig. ¢

Beispiel 5.23
m Die bekannteste Basis von R? ist die Standardbasis bzw. kanonische Basis

0 0
tungen der Achsen eines kartesischen Koordinatensystems beschreiben. Dass

1 0 0
Bo = {€1;€2;€3} mit €1 = (0)7 €y = (1> und €3 = 0),Welche die Rich-
1

es sich hierbei um ein Erzeugendensystem handelt, ist recht offensichtlich
(siehe S.179) und auch die lineare Unabhingigkeit liegt auf der Hand: nur

1 0 0 0
mit A= o=MX3=0 kann A\ | O |4+ X2 1 | +X3([ 0] =1 0] sein.
0 0 1 0

m Neben der Standardbasis gibt es unendlich viele weitere Basen von R®. Eine
Variation der Standardbasis besteht darin, die Vektoren €,é€2 und €3 mit
beliebigen (von Null verschiedenen) reellen Zahlen zu multiplizieren. Die da-

1 0 0
durch entstehende Vektormenge {( 0 >; <T2 ); < 0 )} mit 71 #0, r2 #0,
0 0 r3

r3#£0 ist (wie sich leicht zeigen ldsst) ebenfalls eine Basis.

1 1 1
m Als weiteres Beispiel einer Basis von R? sei B = {( 0) ; ( 1 ) ; < 1 )} ange-
0 0 1

fithrt (siehe Abb. 5.2). In der Aufgabe 3 (S. 186) wurde gezeigt, dass B ein

Abb. 5.2: Zwei Basen
des Vektorraumes R?
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Erzeugendensystem ist. Der Nachweis der linearen Unabhéngigkeit ist eben-

1 1 1 0
falls sehr einfach; die Vektorgleichung A1 (0) + A2 ( 1 ) + A3 < 1 > = (O)
0 0 1 0

ist nur mit A1 = Ao = A3 =0 erfiillt. (In diesem Falle ist es nicht nétig, ein
LGS aufzustellen und umzuformen. Durch Betrachtung der dritten Kompo-
nente folgt ndmlich unmittelbar A3 = 0; betrachtet man danach die zweite
Komponente, so folgt A2 =0 und schlielich A\; =0). [ |

5.4.2 Koordinaten von Vektoren beziiglich Basen

Mithilfe des Begriffs der Basis ldsst sich der bislang recht ,intuitiv¢ und einge-
schrankt verwendete Koordinatenbegriff prizisieren und erweitern. Dies erfolgt
hier zuniichst fiir Koordinaten von Vektoren. Die angestellten Uberlegungen bil-
den jedoch auch die Grundlage dafiir, bei der Behandlung affiner Punktraume in
Abschnitt 5.5 den Begriff ,, Koordinatensystem* exakt zu definieren und Punk-
ten Koordinaten beziiglich verschiedener Koordinatensysteme zuzuordnen.

Definition 5.8
Ist B= {51; 52; e En} eine Basis eines Vektorraumes V und 4 ein beliebiger

Vektor aus V mit n o
i=> \bi,
i=1

so heiflen A\, Ao, ..., A\p€R Koordinaten des Vektors u beziiglich der Basis B. ¢

Mit dem Satz 5.10 auf S. 185 wurde bereits nachgewiesen, dass die Darstellung
eines Vektors als Linearkombination einer linear unabhéngigen Vektormenge
etndeutig ist. Da eine Basis B= {51; 52; - gn} eines Vektorraumes V' zugleich
ein Erzeugendensystem ist, existiert zudem fiir jeden Vektor 4 € V eine Dar-
stellung der Form @ = Y"1 | Aibi. Somit gilt also der folgende Satz.

Satz 5.11
Ist B eine Basis eines Vektorraumes V, so sind jedem Vektor 4 € V eindeutig
Koordinaten beziiglich B zugeordnet.

Beispiel 5.24 4
Es werden die Koordinaten des Vektors 4 = | =5 | beziiglich der Standardbasis
6
1 1 1
Bo = {€1;€2;€3} sowieder Basis B=<| 0 |;| 1 |;[| 1 (siehe Beispiel 5.23)
0 0 1

bestimmt. Beziiglich der Standardbasis sind die Koordinaten bereits unmittel-
bar durch die Koeffizienten des Vektors 4 gegeben: & = 41 — 52 + 6 €3; ¢ hat
also beziiglich By die Koordinaten (4; —5;6).

Um die Koordinaten von u beziiglich B zu bestimmen, ist die Vektorgleichung

() (d) (1) (3)

zu l6sen. Man erhilt als Losung A1 = 9, A2 = —11, A3 = 6; also hat @ beziiglich
B die Koordinaten (9; —11;6). [
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5.4.3 Weitere Beispiele fiir Basen

Beispiel 5.25
Basen des Vektorraumes der 2x2-Matrizen (siche Beispiel 5.6 auf S. 171) sind

z. B. die Standardbasis By :{(é 8) ; (8 é) ; ((1) 8) ; (8 (1])} sowie die Menge

5={(00)(00)i(30):(51)}
00/°\00/°\30/)'\34)/)J"

Die Uberpriifung, ob eine Menge von Matrizen eine Basis des Vektorraumes
der 2x2-Matrizen ist, kann analog zu Beispiel 5.23 erfolgen, da sich 2x2-Matrizen
als Quadrupel reeller Zahlen auffassen lassen. Um die lineare Unabhéngigkeit
der Menge B zu bestitigen, muss gezeigt werden, dass die Vektorgleichung

n(50)+ 2 (50)+ 2 (50)+2(53) = (0)
nur die triviale Losung besitzt. Durch Losen des entsprechenden LGS
M+ A+ A3+ A =0
2X2 +2X3 +2X =0
33 +3X =0
40 =0
ergibt sich tatséchlich A1 =A2=X3=A4=0; B ist somit linear unabhingig.

B ist ein Erzeugendensystem des Vektorraumes der 2 x2-Matrizen, wenn sich
jede 2x2-Matrix (g2 17
len ldsst, d. h. wenn das Gleichungssystem

M+ A+ Azt A= an
2X2 +2A3 4+ 2 4 = a1z
3X3+ 3\ = a21

) als Linearkombination der Matrizen von B darstel-

404 = a2
fiir beliebige a11, a12,a21,a22 € R 16sbar ist. Dies ist der Fall, durch Losen des
w ai2 a2 a21 a1 a2 a22
L hil = - == == - = == - == ===
GS erhilt man A\ = a11 5 , A2 5 3 ) A3 3 1 A4 1

Somit ist B ein Erzeugendensystem und wegen der bereits gezeigten linearen
Unabhéngigkeit eine Basis des Vektorraumes der 2 x 2-Matrizen. [ |

Beispiel 5.26

Wir betrachten erneut den Vektorraum der Polynome hdéchstens n-ten Grades,
siehe Beispiel 5.5 auf S. 170. In dem Beispiel 5.18 auf S. 181 wurde das Erzeu-
gendensystem E={po;p1;p2;...;pn} mit po(z)=1, p1(z) ==z, pa(x)=22, ...,
pn(2) =2z™ fiir diesen Vektorraum angegeben. Dieses Erzeugendensystem ist eine
Basis, denn das Nullpolynom o(x) = 0= 02" +... +02%+0x +0 lisst sich nur
auf triviale Weise als Linearkombination der Menge {po; p1;...;pn} darstellen;

aus An ™ + ... +dox>+ Mz + Ao = o(x) folgt Ap=...=X2a=A1=Xo=0.

Es fillt die Verwandschaft der hier betrachteten Basis E mit der Standardba-
sis von R™"! in das Auge. Allgemein lisst sich aus jeder Basis des Vektorraumes
R™! cine Basis des Vektorraumes der Polynome héchstens n-ten Grades ablei-
ten, indem die Komponenten der Basisvektoren von R"*! als Koeffizienten der
Basispolynome verwendet werden. [ |
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Wir haben bei den bisherigen Beispielen, bei denen zu entscheiden war, ob eine
Menge M von Vektoren eines Vektorraumes V' eine Basis bildet, entsprechend
der Definition 5.7 jeweils iiberpriift, ob M linear unabhéngig ist und ob sie ein
Erzeugendensystem von V bildet. Mithilfe des folgenden Satzes kann in vielen
Fallen auf die Priifung einer der beiden Eigenschaften verzichtet werden; liegt
eine Menge von n Vektoren des Vektorraumes R" vor, so geniigt es, zu priifen,
ob diese linear unabhéngig ist oder ob sie ein Erzeugendensystem von R"™ bildet.

Satz 5.12
Eine Menge {ﬁ(l); A ﬁ(”)} von n Vektoren des Vektorraumes R™ ist ge-

nau dann linear unabhingig, wenn sie ein Erzeugendensystem von R™ bildet.

Beweis: Die Menge {@(";...; @™} ist genau dann linear unabhiingig, wenn

aus y o 4 A i@ =& folgt Ay =A2=...=\,=0. Dies bedeutet, dass das aus n

Gleichungen bestehende und n Variablen enthaltende lineare Gleichungssystem
(1))\1—|—u D g+ .. +u(n))\ =0 ugl) u&Q)... ugn) 0
ul R u(2) Xt +ud™ A, =0 _— u$? wf uf o
(1) A1+ u(2) A2 + ...+ u&") A = 0 uﬁf) ug) u%”) 0

nur die triviale Losung besitzt, also eindeutig losbar ist. Dies ist genau dann
der Fall, wenn der Rang der einfachen Koeffizientenmatrix des LGS n ist, siehe
Abschnitt 1.3.3 (speziell den Kasten auf S.35). Genau dann, wenn der Rang
der einfachen Koeffizientenmatrix des obigen LGS n ist, stimmt der Rang der
einfachen Koeflizientenmatrix des folgenden LGS

ugl) A1+ u§2) A2+ ...+ uln) An = @1 ugl) u(12) e (n) x1

ugl) A+ uém Ao+ ...+ uén) An = 22 b uél) u?) ugn) T2

. ZW' . . . .

(1) >\1 + U(Z) )\2 + .. (n) >\n - x.n u%l) uéLz) e u%n) ZL"n
fiir beliebige x1,x2,...,2, € R mit dem Rang seiner erweiterten Koeffizien-

tenmatrix iiberein. Dies wiederum ist gleichbedeutend damit, dass dieses LGS

x1
fiir beliebige =1, 2, ...,T, € R losbar und somit jeder Vektor < ) € R™ als
Tn
Linearkombination der Vektoren @V, ..., @™ darstellbar ist. Genau in diesem
Falle ist {H(l); . ;U(")} ein Erzeugendensystem. Da alle in diesem Beweis ge-
zogenen Schliisse umkehrbar sind, wurde der Satz 5.12 damit bewiesen. O

Beispiele fiir Basen von Unterraumen

Beispiel 5.27

1 4 7
Es wird eine Basis des von der Menge E = {( 2 > ; ( 5 > ; ( 8 )} erzeugten Unter-
3 6 9

raumes U = (E) von R® bestimmt. Wire E linear unabhingig, so wiire E selbst
eine Basis von U. Dies trifft jedoch nicht zu, denn die Vektoren sind linear
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7 1 4

abhéngig; z. B. ist (8) = — ( 2) +2 (5 > Jeder Vektor, der als Linearkom-
9 3 6

bination von E darstellbar ist, ldsst sich damit auch als Linearkombination von

1 4
FE = {( 2 ) ; ( 5 )} C F darstellen. Somit ist F1 ein Erzeugendensystem von U.
3 6

Da FE; zudem linear unabhéngig ist, handelt es sich um eine Basis von U. [ |

Beispiel 5.28

Losungsmengen homogener linearer Gleichungssysteme in n Variablen sind Un-
terrdume von R", siehe Beispiel 5.9 auf S. 173. Basen dieser Unterrdume erhélt
man durch Lésen der LGS.

m Das aus nur einer Gleichung bestehende LGS —3x + %y — 52z = 0 hat die
Losungsmenge

(O er)

1 -5

Die Vektormenge B = {( 2 ) ; ( 0 >} erzeugt somit den Unterraum (von R?)
0 3

der Losungen der gegebenen Gleichung. Da B zudem offensichtlich linear un-

abhédngig ist, handelt es sich um eine Basis dieses Unterraumes.

m Bestimmt man die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems

21+ Tax2+923+ x4= 0 2 79 1|0
421+ 1422 +8x3 +3x4= 0 bzw. 4 14 8 310 |,
1+ 3x2+5x3—3x4= 0 1 3 5-3|0
so erhélt man
1 x1 Q%S
_ T2 ) _ - .
L={ |32 2=t ) ter
T4 T4 10
Eine Basis des Unterraumes (von R4) der Losungen des gegebenen LGS ist
232
also die einelementige Menge B = _621)
10 u

5.4.4 Satze uiber Basen von Vektorraumen

Satz 5.13

Eine Teilmenge B = {51; .. ,5n} eines Vektorraumes V ist genau dann eine
Basis von V, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

m B st ein Erzeugendensystem von V.

m FEs existiert keine echte Teilmenge von B, die Erzeugendensystem von V ist.

Bemerkung: Satz 5.13 sagt aus, dass jede Basis ein ,minimales® Erzeugenden-
system ist.
Beweis: Falls B eine Basis ist, so ist B definitionsgeméf linear unabhéingig.

Damit kann keine echte Teilmenge von B ein Erzeugendensystem von V sein,
denn wire z. B. B\{bx} = {b1;...:bk—1;brs1;...:bn} (mit k€N, 1<k<n) ein
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Erzeugendensystem von V', so wére by, als Linearkombination dieser Teilmenge
von B darstellbar und somit von {51; e 5k—1§ 5k+1; - En} linear abhéngig.
Dies widerspricht aber der linearen Unabhéngigkeit von B = {51; ce l_;n}

Wir kommen zum Beweis der Riickrichtung des Satzes. Hierbei ist zu zeigen,

dass 51, RN by linear unabhéngig sind. Wir fithren den Beweis indirekt und neh-
men an, 51, - ,I;n seien linear abhéngig. In diesem Falle wiirde ein Vektor in
der Menge B = {51, e 5n} existieren, der von den iibrigen n—1 Vektoren linear

abhéngig ist. Da die Vektoren 51, e by, keine besonderen Eigenschaften besit-
zen, die sie gegeniiber den jeweils anderen Vektoren von B auszeichnen wiirden,
ist es moglich, sie anders zu nummerieren. O. B. d. A. (ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit) kann angenommen werden, dass der Vektor by, von den Vektoren

51, e bn_1 linear abhéngig ist. Dann existieren A1,...,Ap—1 € R mit
n—1
bn =Y Aibi.
i=1
Wir zeigen, dass dann {b1,...,b,—1} ein Erzeugendensystem von V ist, was

der Voraussetzung widerspricht, dass kein Erzeugendensystem von V' existiert,
welches eine echte Teilmenge von B ist. Dazu sei  ein beliebiger Vektor von V.

Da B= {51, e l_;n} ein Erzeugendensystem ist, existieren p1, ..., iy € R mit
n

n—1 n—1 n—1
z = Zuibi = Zuibi + Unbn = Zmbi +an>\ibi
im1 i=1 i=1 i=1

Somit lasst sich jeder beliebige Vektor & € V' als Linearkombination der Vekto-
ren 51, R l;n_1 darstellen; {51, ... ,I;n_l} ist also ein Erzeugendensystem von V.
Dies widerspricht der Voraussetzung, dass keine echte Teilmenge von B ein Er-
zeugendensystem von V' ist. Die Annahme, dass 51, cee by, linear abhéngig sind,
fithrt somit zum Widerspruch, und die lineare Unabhéangigkeit von 1;17 cey gn
ist nachgewiesen. O

Satz 5.14

Verkiirzungssatz: Es sei V ein Vektorraum und En, = {€1;...;8m} ein Erzeu-
gendensystem von V. Dann ist entweder E eine Basis von V' oder es existiert
eine echte Teilmenge B C E, die eine Basis von V ist.

Beweis: Wir gehen davon aus, dass E nicht den Nullvektor enthélt, anderen-
falls entfernen wir ihn zunéchst, wobei natiirlich die Eigenschaft, ein Erzeugen-
densystem zu sein, nicht verloren geht. Ist E linear unabhéngig, so ist E eine
Basis von V und die Behauptung ist gezeigt. Ist E linear abhingig, so ldsst
sich mindestens einer der Vektoren €1, ..., €y, als Linearkombination der restli-
chen Vektoren darstellen, durch Umnummerierung lédsst sich erreichen, dass dies
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der Vektor &, ist; es existieren also Ai,...,Am—1 € R mit &, = >/ L.
Damit ist auch die Menge E,,—1 = Ep\{€mn} = {€1;...;m—1} ein Erzeugen—
densystem von V', denn da sich jeder Vektor # von V als Linearkombination
=310 i € (mit p, ... ,un € R) darstellen lasst gilt

m m—1
fzz i € = Zuzel—kumZ/\el—Zvié}
i=1 = i=1
mit v; = pi+Ai o, (fiir s = 1, —1). Jeder Vektor Z € V lasst sich also auch
aus B, 1 erzeugen.

Ey,—1 ist somit ein Erzeugendensystem von V. Ist E,,—1 linear unabhéngig,
so ist Epn—1 eine Basis von V', und die Behauptung ist gezeigt. Ist E,,—1 linear
abhéngig, so ldsst sich mindestens einer der Vektoren €é1,...,€mn—1 als Linear-
kombination der restlichen Vektoren darstellen, durch Umnummerierung lésst
sich erreichen, dass dies der Vektor é€p,—1 ist. Auf dieselbe Weise wie zuvor fiir
Er—1, zeigt man, dass auch Fp—2 = En\{€m-1,6m} = {€1;...;Em—2} €in
Erzeugendensystem von V ist. Dieses Verfahren lasst sich weiter fortsetzen, wo-
bei Erzeugendensysteme mit immer weniger Vektoren entstehen. Man erhilt
schlieflich ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, also eine Basis von V.
Dies muss spétestens nach dem m—1-ten Schritt der Fall sein, da dann nur noch
ein einziger Vektor verbleibt, der (da F nicht den Nullvektor enthilt) linear

unabhéngig sein muss. O
Satz 5.15
Eine Teilmenge B = {51; . ,l_;n} eines Vektorraumes V ist genau dann eine

Basis von V', wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

m B ist eine linear unabhdngige Teilmenge von V.
m Jede Menge B'CV, die B als echte Teilmenge enthilt (fiir die also BC B’
gilt) ist linear abhdingig.

Bemerkung: Der Satz 5.15 sagt aus, dass jede Basis ein ,,maximales® System
linear unabhéngiger Vektoren ist.

Beweis: Ist B eine Basis, so ist B auch ein Erzeugendensystem von V; jeder
Vektor & € V lasst sich somit als Linearkombination von B darstellen. Fiigt
man zu B also einen beliebigen Vektor & € V hinzu, so entsteht eine linear
abhiingige Menge; somit ist jede Menge B’ mit B C B’ linear abhiingig.
Umgekehrt muss gezeigt werden, dass jede (im Sinne der Formulierung des
Satzes) maximale Menge linear unabhéngiger Vektoren eines Vektorraumes V
ein Erzeugendensystem von V ist, sich also jeder Vektor & € V' als Linearkom-
bination der Vektoren 51; el b darstellen lisst. Wire dies fiir einen Vektor &
nicht der Fall, giibe es also keine A1,...,An € R mit & = A1 b1 + ... + An bn,
so wire die Menge B’ = {b1;...;bn; ¥} linear unabhéingig. Wegen B C B’ steht
dies im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit lésst sich jeder Vektor & € V
als Linearkombination der Vektoren 51; - En darstellen, B ist somit ein Erzeu-
gendensystem von V. O
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Satz 5.16
Basisergéinzungssatz: Fs seien V ein Vektorraum, U ={d1;...;Ur} eine linear
unabhingige Teilmenge und E = {€1;...;€,} ein Erzeugendensystem von V.

Dann lisst sich U durch Elemente von E zu einer Basis von V ergdinzen.
Satz 5.17
Es seien B={b1;...:bn} eine Basis und U={i1;... i} eine linear unabhdin-
gige Teilmenge eines Vektorraumes V. Dann gilt k < n.
Beweis: Da B eine Basis ist, existieren A\;; € R (1<i<k,1<j<n) mit
17:1 = ?:1)\13'5]‘ = >\1151+~--+>\1n8n
(%) Uy = 30 A2y bj = Aorbi+ ...+ A2nbn

Uy = Z?:lAkjgj = /\klgl+-~-+/\kngn-

Nach Voraussetzung ist U ={1;...; U} linear unabhingig, die Vektorgleichung
(k) Pt + potde 4 ...+ pp iy = 0.
darf also nur die triviale Losung (u1, ..., ux) = (0,...,0) besitzen. Wir formen

(%) um und zeigen, dass daraus k < n folgt. Einsetzen von (x) in (x*) ergibt

1 ZAljgj+--~+Nk Z)\kjgj =0
=1

j=1

bzw. in ausfiihrlicher Schreibweise und sortiert nach den Vektoren l_;l, ey b
(1M1 + p2 o + ... + Mk/\kl)'gl
+ (1 A2 + p2Xo2 + o+ pr Ak2) - b2

—

+ (W1 Ain + p2r2n + oo+ P Akn) - bn = 0.

Da B= {51; R gn} eine Basis und damit linear unabhéngig ist, ist diese Vektor-
gleichung genau dann erfiillt, wenn jeder der Koeffizienten von 51, e bn, Null
ist. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit dem linearen Gleichungssystem
H1A11 4+ p2A21r + oo A+ pr Ak = 0
1Az + p2Ae2 + ...+ purpdg2 = 0

1 An + p2den + o0 A+ ppAgy = 0.
Dabei handelt es sich um ein homogenes LGS mit n Gleichungen und k Va-
riablen g1, ..., py (die Koeffizienten A;; sind durch (%) bestimmt). Nur wenn
dieses LGS eindeutig 16sbar ist, d. h. (p1,...,p.) = (0,...,0), ist wegen (*x)
die Voraussetzung der linearen Unabhéngigkeit von U={u1;...; U} erfiillt. So-
mit muss das LGS eine Losungsmenge ohne Parameter besitzen. Da ein lineares
Gleichungssystem in k Variablen mit dem Rang 7 der einfachen und der erwei-
terten Koeffizientenmatrix eine k—r-parametrige Losungsmenge besitzt (siehe
Abschnitt 1.3.3, speziell den Kasten auf S. 35), muss k—r = 0 sein. Da zudem
der Rang eines LGS stets kleiner oder gleich der Anzahl der Gleichungen ist,
also r<n, gilt k—n < 0 und somit die Behauptung k < n. O
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Satz 5.18
Alle Basen eines Vektorraumes V bestehen aus gleich vielen Vektoren, d. h.:
sind By = {51; .. ,gn} und Ba = {Ci1;...;Gn} Basen von V, so ist n = m.

Beweis: Da jede Basis von V eine linear unabhéngige Teilmenge von V ist,
lasst sich der Satz 5.17 zweifach anwenden. Es ergibt sich m <n sowie n <m
und somit n = m. O

Folgerung: Ist B = {b1;...;b,} eine Basis von V und U= {i1;...;in} eine
linear unabhdngige Teilmenge von V, die ebenso viele Elemente enthdlt wie B,
so ist U ebenfalls eine Basis von V.

Diese Folgerung kann z. B. mithilfe der Sétze 5.16 und 5.18 begriindet werden,
siehe die Aufgabe 8 auf S. 201.

Die Satze 5.13-5.18 stellen wesentliche Zusammenhénge zwischen Erzeugen-
densystemen, Mengen linear unabhéngiger Vektoren und Basen endlich erzeug-
barer Vektorrdume her, die im Folgenden zusammengefasst werden.

m Jede Basis ist ein ,,minimales” Erzeugendensystem eines Vektorraumes.

m Jedes Erzeugendensystem eines Vektorraumes lisst sich zu einer Basis
reduzieren.

m Jede Basis ist ein ,,maximales“ System linear unabhingiger Vektoren.

m Jedes System linear unabhéngiger Vektoren ldsst sich zu einer Basis
erweitern.

m Jede Basis eines endlich erzeugbaren Vektorraumes besteht aus gleich

vielen Vektoren wie jede andere Basis dieses Vektorraumes.

Der Steinitzsche Austauschsatz

Haufig ist es z. B. bei Beweisfithrungen notig, Vektoren einer Basis gegen andere
Vektoren auszutauschen. Wir zeigen mit dem folgenden Satz zunéchst, dass
sich einzelne Vektoren einer Basis austauschen lassen und in Verallgemeinerung
dessen dann, dass der Austausch beliebiger Teilmengen von Basen gegen Mengen
linear unabhingiger Vektoren méglich ist (Steinitzscher Austauschsatz).

Satz 5.19

Es seien V ein Vektorraum, B = {51, by } eine Basis von V und beV ein
Vektor mit b = Z 1 u]b Falls py #0 ist (fur ein keN, 1<k<n), so ist auch
die Menge B’ = {bl, o ibe_1:b; bk+1, b } eine Basis von V.

Beweis: Da 51, e b, umnummeriert werden konnen, ldsst sicho. B.d. A. k=1
setzen. Es ist damit zu zeigen, dass B’ = {b;bo;...;b,} eine Basis von V ist.

m B’ ist ein Erzeugendensystem von V
Esist b= ,ull_fl —l—,ugl_;g +... —l—,unl; mit p1 # 0. Somit existiert i und es gilt
o 1 - o
by = —b— 25, — . —Erg .
J751 1751 M1
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Somit kann jeder Vektor, der als Linearkombination von B darstellbar ist,
auch als Linearkombination von B’ dargestellt werden. Also lassen sich alle
Vektoren von V als Linearkombination von B’ darstellen, und B’ ist somit
ein Erzeugendensystem von V.
m B’ ist linear unabhdngig
Zu zeigen ist, dass aus Ao+ A2bo+ .. 4 Anbp =0 folgt A=X2=...=,=0.
Dazu ersetzt man b durch > 11;b; und erhélt
A (p1b1 4 pabo+ ...+ pnbn) FAaba+ ...+ A by = 0 bzw.
()\,u1) 51 =+ ()\2+)\u2) EQ 4+ ...+ ()\n-i-)\un) gn = 0.

Da die Vektoren 51, RN by, linear unabhéngig sind, folgt daraus
A1 =0, Ao+ A2 =0, ..., Ay + A, =0.

Wegen p1 # 0, folgt A = 0 und somit auch Ao = ... = A, =0.

Die Menge B’ ist somit linear unabhingig. O
Satz 5.20
Austauschsatz von Steinitz: Es seien V ein Vektorraum, B = {51; co En} eine
Basis und U = {u;...;Ui} eine linear unabhingige Teilmenge von V. Dann
lassen sich k Vektoren von B gegen die Vektoren 1, . .., U so austauschen, dass

die entstehende Menge auch eine Basis ist, d. h. bei geeigneter Nummerierung
der Vektoren b1,... by ist B'= {i1;...; 1k, bpr1;...;bn} eine Basis von V.

Beweis: Wegen des Satzes 5.17 ist k <n. Im Falle k =n miissen zu U keine
Vektoren von B hinzugefiigt werden, denn U ist nach der Folgerung aus dem
Satz 5.18 auf S. 195 bereits eine Basis, also B’ =U. Fiir alle k <n beweisen wir
den Satz mittels vollstdndiger Induktion.

Induktionsanfang: Fiir k=1 gilt Satz 5.20 unmittelbar wegen des Satzes 5.19.

Induktionsvoraussetzung: Ist Up_1 = {t1;...;Ur—1} C V linear unabhingig,
so ist bei geeigneter Nummerierung der Vektoren 51, N by, die Menge
B'={i1;...; @1, br; ... 5n} eine Basis von V.

Induktionsbehauptung: Ist Uy = {tu1;...; U} linear unabhiingig, so ist bei ge-
eigneter Nummerierung B” = {1; .. . ; i, 5k+1; co gn} eine Basis von V.

Induktionsbeweis: Ist Uy = {#1;...; U} linear unabhingig, so ist wegen der
Induktionsvoraussetzung B’ = {1;...;dk_1, b gn} eine Basis von V.

Es muss also nur noch einer der Vektoren gk,...75n durch #j ersetzt
werden. Um den Satz 5.19 dafiir anzuwenden, ist zu zeigen, dass in der
Darstellung @y = Zf;ll XNt + Y0, )\il;i durch die Basisvektoren von B’
einer der Koeffizienten Ag,..., A, von Null verschieden ist. Dies ist der
Fall, da i als Element einer linear unabhéngigen Vektormenge nicht der
Nullvektor sein kann und zudem wegen der linearen Unabhéngigkeit von
U}, der Vektor uy, keine Linearkombination von 1, . . ., @1 ist. Nach Satz
5.19 kann somit bei geeigneter Nummerierung by gegen ), ausgetauscht
werden, und B” = {i1;. ..k, brs1;...;bn} ist eine Basis von V. O
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5.4.5 Der Begriff der Dimension

Mithilfe der in dem vorherigen Abschnitt herausgearbeiteten Eigenschaften von
Basen konnen wir nun einen Begriff exakt fassen, der in der Umgangssprache
von Bedeutung ist und der auch in diesem Buch bereits auftrat, dabei aber stets
in einem intuitiven, nicht genau bestimmbaren Sinne verwendet wurde.

Mit dem Satz 5.18 wurde gezeigt, dass alle Basen eines Vektorraumes aus
gleich vielen Vektoren bestehen. Die Anzahl der Vektoren einer Basis ist somit
unabhéngig von der Wahl dieser Basis; sie ist ein Merkmal, das einen Vektor-
raum kennzeichnet — wie wir noch sehen werden, das wichtigste Merkmal.

Definition 5.9
Ist V ein Vektorraum mit einer endlichen Basis B = {51; co 5n}, so heifit die
Anzahl der Basisvektoren Dimension von V:

dimV =n.
Hat ein Vektorraum keine endliche Basis, so heif3t er unendlichdimensional. Der
Vektorraum V' ={0}, der nur den Nullvektor enthélt, heiBBt nulldimensional. 4

Beispiele
Die Dimensionen einiger der bislang betrachteten Vektorrdume lassen sich auf-
grund der bereits angestellten Uberlegungen zu Basen sofort angeben:

m Die Dimension des Vektorraumes R ist n, siche Satz 5.12 auf S. 190.

m Wegen der Verwandtschaft mit R""! ist die Dimension des Vektorraumes

der Polynome hochstens n-ten Grades n+1, siche Beispiel 5.26 auf S. 189.

m Der Vektorraum aller Pfeilklassen der Ebene hat die Dimension 2, der Vektor-
raum aller Pfeilklassen des Raumes die Dimension 3. Dies folgt nicht nur aus
anschaulichen Uberlegungen, sondern aus der in dem Abschnitt 3.3.2 festge-
stellten Strukturgleichheit (Isomorphie) dieser Vektorriume mit R? bzw. R>.
Wegen dieser Isomorphie lassen sich Basen der Vektorrdume der Pfeilklassen
auf Basen von R? bzw. R? abbilden und umgekehrt.

m Der Unterraum der Losungen eines homogenen linearen Gleichungssystems
in n Variablen vom Rang r hat n—r Basisvektoren, seine Dimension ist daher
n—r, siche Beispiel 5.28 auf S. 191 sowie Abschnitt 1.3.

m Der Vektorraum der 2 x 2-Matrizen hat die Dimension 4 (siehe Beispiel 5.25
auf S.189); allgemein hat der Vektorraum der mxn-Matrizen (Beispiel 5.6
auf S.171) die Dimension m-n.

Nach diesen recht allgemeinen Beispielen betrachten wir nun einen Vektorraum,
dessen Dimension nicht unmittelbar ersichtlich ist.

Beispiel 5.29

In dem Beispiel 5.12 auf S. 174 wurde der Vektorraum aller magischen Quadrate
der Kantenldnge 3 betrachtet. Dabei handelt es sich um einen Unterraum des
Vektorraumes der 3x3-Matrizen und gleichzeitig um die Losungsmenge des auf
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S. 175 angegebenen linearen Gleichungssystems. Um eine Basis und damit die
Dimension des Vektorraumes der magischen 3 x3-Quadrate zu bestimmen, muss
dieses aus acht Gleichungen bestehende LGS mit 10 Variablen (9 Matrixele-
mente sowie die Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme s) gelost werden. Man
erhilt eine Losungsmenge folgender Gestalt:

a1l ail -1 0 %
a12 a2 1 -1 %
ai3 ai13 0 0
a21 a21 1 1 —%
L= a2 az2 | =M | Of+X| 0|+s| 3 [; A, A2,s€R
a23 a23 —1 —1 1
as1 asi 0 -1 2
a32 as2 -1 1 %
a33 as3 1 0 0

Mithilfe dieser Darstellung lassen sich leicht magische Quadrate mit frei wahl-
barer Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme s konstruieren. Kehrt man zur
Matrizenscheibweise zuriick, so erhélt man die folgende Basis des Vektorraumes
der magischen Quadrate der Kantenlidnge 3:

-1 10 0-1 1 230

— . . 11
B = L o-1];[ 1 o-1];[-3%13%1
2 1

0-1 1 -1 10 210

Die Dimension dieses Vektorraumes ist also 3.

Eine alternative Moglichkeit, die Dimension des Vektorraumes der magischen
Quadrate der Kantenlidnge 3 zu bestimmen (ohne eine Basis zu ermitteln) be-
steht in der Berechnung des Rangs der Koeffizientenmatrix des auf S. 175 an-
gegebenen LGS (darauf wird im néchsten Kapitel noch niher eingegangen).
Man erhélt den Rang 7; somit ist die Dimension des Lésungsraumes wegen der
Anzahl von n=10 Variablen n—r = 10—7 = 3 (siche Abschnitt 1.3). ]

Bislang wurden nur Vektorrdume endlicher Dimension betrachtet. Jedoch gibt
es auch Vektorrdume, die keine endlichen Basen besitzen.

Beispiel 5.30

Der Vektorraum aller Folgen (an) reeller Zahlen (siehe Beispiel 5.3 auf S. 169)
ist unendlichdimensional. Wire seine Dimension nédmlich endlich, so miisste ei-
ne Zahl k € N existieren, so dass der Vektorraum eine Basis B = {51; el gk}
besitzt. Nach Satz 5.17 kann es dann keine Mengen linear unabhéngiger Vekto-
ren geben, die mehr als k Elemente enthalten. Jedoch gelingt es — wie grof8 &k
auch immer gewéhlt sein moge — miihelos, k+1 linear unabhéngige Vektoren des
Vektorraumes der reellen Zahlenfolgen anzugeben, ndmlich die Zahlenfolgen:

(an)(l) :(};O;O;...;O;O;O;...),..., (an)(Q): (0; %;0;...;0;0;0;‘..),...7

(an)(k) = (0;0;0;...51;0;0;...), (an)(k+1): (0; 0;05...50;1;0;...).
k k+1
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Somit gibt es also keine Begrenzung der Anzahl linear unabhéngiger Vektoren
und daher keine endliche Basis des Vektorraumes aller reellen Zahlenfolgen. Der
Vektorraum ist daher unendlichdimensional. [ |

Zu dem Beispiel 5.30 sei angemerkt, dass der Vektorraum der reellen Zahlen-
folgen vielfdltige Unterrdume besitzt, die teilweise von endlicher Dimension sind,
siehe die Aufgabe 10 auf S. 201.

5.4.6 Die Dimensionsformel fiir lineare Unterraume

Der folgende Satz gehort zu den zentralen Strukturaussagen der linearen Al-
gebra. Es ist sinnvoll, diesen Satz zunidchst anhand eines Beispiels selbst zu
erarbeiten. Der Leserin bzw. dem Leser sei daher empfohlen, vor dem Weiterle-
sen zunichst die Aufgabe 13 auf S. 202 zu bearbeiten.

Satz 5.21
Es seien V ein Vektorraum und Uy, Uz zwei Unterrdume von V. Dann gilt die
Dimensionsformel

dimU; +dimUs; = dim (U1 n UQ) + dim (U1—|—U2)

Beweis: Es sei k die Dimension und B = {b1;...; by} eine Basis der Schnitt-
menge Uy N Uz, von der nach Satz 5.2 (S. 176) bekannt ist, dass sie ein linearer
Unterraum von V ist. Die Grundidee des Beweises besteht darin, in Basen von
U1 und Us jeweils k Basisvektoren durch 51, R by, zu ersetzen, alle Vektoren der
so entstehenden Basen zu betrachten und nachzuweisen, dass diese eine Basis
der Summe U;+Usz der Unterrdume Uy und Uz (siehe Abschnitt 5.2.2) bilden.

Es seien m und [ die Dimensionen der Unterrdume U; bzw. Uz, wobei wegen

Ui NUz CU;p und U NU2 C Uz gilt k<m und k<I. In zwei Basen
Bi={e;...;8n}, Ba={dy;...;d}}
der Unterrdume Uy bzw. Uz lassen sich nach dem Steinitzschen Austauschsatz
(Satz 5.20) jeweils k Vektoren gegen 51, R l_;k ersetzen. Da 51, R B'k zu U1 NU2
gehoren, sind sie sowohl in Uy als auch in Us enthalten, und da diese Vektoren
eine Basis von U1 N Uz bilden, sind sie linear unabhéngig — die Voraussetzungen
des Steinitzschen Austauschsatzes sind also erfiillt. Bei geeigneter Nummerie-
rung entstehen folgende Basen Bi und Bj von Uy bzw. Us:
Bl = {51;...;5k;5k+1;...;5m}, B = {51;...;gk;cz'k+1;...;c£}.
Wir vereinigen nun alle Vektoren dieser beiden Basen zu einer Menge
By = {b1;.. .3 bk Gt - -3 B dogers -3 i} -

und weisen nach, dass B4 eine Basis von Uy +Us> ist.

Abb. 5.3: Dimensionsformel fiir lineare Unterrdume

Die zweidimensionalen Unterrdume Ui und Us
werden durch Ebenen dargestellt. Es ist in die-
sem Beispiel dim (U1 N Us) = 1, Bn = {b1},
By = {¢; &}, B = {b1; &} sowie

By = {dy;d2}, By = {b1;dz}.
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m By ist ein Erzeugendensystem von Uy +Us.
Jeder Vektor @ € U1+Us ist die Summe zweier Vektoren @1 € Uy und 42 € Us
(vgl. Definition 5.3). Da B] eine Basis von U; und Bj eine Basis von Uy ist,

existieren Koefﬁzienten )\1, vy Am ound p1,. .., gy mit
l

Z)\b-i-z)\cz, _'QZZMz‘gz‘-i-ZMiCZ;-
i=k+1 i=1 i=k+1
Somit ist

ﬁ:El+ﬁ2 Z)\b+z)\cz+ZMzb+Zﬂzz

1=k+1 i=k+1

(>\+M@b+z)\cz+zuzz

i=k+1 1=k-+1
Jeder Vektor 4 € U1 +Us ist somit als Linearkombination der Vektoren von

1
HM;T

By = {51; by Ch41;- - -3 Cm; Jk+l; co d;} darstellbar; By ist daher ein
Erzeugendensystem von Ui +Us.

m By ist linear unabhdngig

Z)\zbz+ Z ,UJzCz‘f' Z Vzdz =0

1=k+1 1=k+1

Wir setzen

bzw., éiquivalent dazu
l

Z)\b—i—z WiCi = — Z vidy = &
i=k+1 i=k+1
und zeigen, dass dann M=...= g =fkt1=-- .- =pm =Vit1=...=11=0
sein muss. Der oben definierte Vektor & ist eine Linearkombination von
= {51; b Ci+1;---;Cm} und zugleich eine Linearkombination von
By = {51; b Jk+1; ce CZ;} (wobei die zu bi,...,br gehorenden Koeffizi-
enten Null sind). Somit gilt & € Uy und & € Us, also & € Uy N Uz. Damit

muss es eine Darstellung 7 = Zle i b geben woraus folgt:
l

k
= > wvidi =) Nibi bzw. Z)\sz—k Z vid; = 0.
i=k+1 i=1 i=k+1
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von BQ = {bl; o bR ka+1; co d_z} gilt
daher \1 = ... = X\g :Vk+1 =... :l/l = 0. Also ist Z = ¢ und somit

Z)\b—i—Zch,—o

i=k+1
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von B} = {b1; b Crt+1; - - ; Cm } folgt
daraus pg41 = ... = pm = 0. Der Nullvektor lisst sich also nur auf triviale
Weise als Linearkombination von 51, ey gk, Chk+1s---;Cm, ka+1, e ,d_z dar-
stellen; die lineare Unabhéngigkeit von By ist damit gezeigt.

By ist somit eine Basis. Aufgrund der Anzahl ihrer Elemente gilt dim (U1+U2) =
k4 (m—k)+ (I—k). Wegen dim (U1 NU2) = k, dim U; = m und dim Uz = [ folgt

dimU; +dimUz; = m+1 = k + k+(m—k)+(I—k)
= dim (U1 N Uz) + dim (U1 +U2) . O
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5.4.7 Aufgaben zu Abschnitt 5.4

1 4 3
1. Zeigen Sie, dass B = {( 3); (5); (—2)} eine Basis von R? ist.
—2 6 1
1 2 1 0
2. Zeigen Sie, dass B = g ; (1) ; 8 ; g eine Basis von R* ist.
0 1 —1 1

3. Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors & beziiglich der Basis B.

SERROaN

4. Bestimmen Sie eine Basis des von der Menge

0 1N 1\ /1 1 2
1\ [ o\ [=2Y{o\[o)[ o
X = o il 15l o sl 1 )il=1 =1
—1) \-2 1 0] \~1 0

erzeugten Unterraumes U = (X) von R*.

5. Geben Sie Basen der folgenden Unterrdume von R® bzw. von R* an:

a) U1—{($>€R?’ x—z}

1
b) Uz = ig cRr* 1+ 3x2+2x4=0; 201 +2x2+23=0
T4
1 1 1
6. Zeigen Sie, dass 3 Vektoren der Form L O IO P mit z,y,z € R,
x y z

x # vy, ©# 2,y # 2z stets eine Basis von R? bilden.
7. Beweisen Sie den Basisergénzungssatz (Satz 5.16 auf S. 194).
8. Begriinden Sie die Folgerung aus dem Satz 5.18 auf S. 195.

9. Begriinden Sie: Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum und E ein Erzeugen-
densystem von V, das aus n Vektoren besteht, so ist F eine Basis von V.

10. Leonardo von Pisa (auch Fibonacci genannt) beschrieb das Wachstum einer
Kaninchenpopulation durch eine spéter nach ihm benannte Zahlenfolge.

— Zu Beginn gibt es ein Paar neugeborener Kaninchen.
— Jedes neugeborene Kaninchenpaar wirft nach 2 Monaten ein neues Paar.

Anschlielend wirft jedes Kaninchenpaar jeden Monat ein weiteres Paar.
— Kaninchen leben ewig und haben einen unbegrenzten Lebensraum.

Jeden Monat kommt also zu der Anzahl der Paare, die im letzten Monat
gelebt haben, die Anzahl derjenigen Paare hinzu, die bereits im vorletzten
Monat gelebt haben, da diese geschlechtsreif sind und sich vermehren. Dem
entspricht die Rekursionsformel fr42 = frn, + fnt+1 mit f1=1, fo=1. Im Fol-
genden wird auf diese Anfangsbedingungen verzichtet, und es wird die Menge
F der verallgemeinerten Fibonacci-Folgen betrachtet, d.h. die Menge aller
Folgen (fy ) reeller Zahlen, fiir die gilt: frn+2 = fn+fnt1 (firalleneN;n>1).
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a) Weisen Sie nach, dass F ein Unterraum des Vektorraumes aller Folgen
reeller Zahlen ist.
b) Bestimmen Sie eine Basis von F; geben Sie die Dimension von F an.

816
ziiglich der in dem Beispiel 5.29 auf S. 197f. ermittelten Basis.

492
11. a) Bestimmen Sie die Koordinaten des magischen Quadrats (3 5 7) be-

b) Geben Sie eine Basis des Vektorraumes der magischen Quadrate der Kan-
tenldnge 3 an, in der das in a) aufgefithrte magische Quadrat auftritt.

12. Rechenmauern sind ein beliebtes Ubungsformat in der Grundschule. Es wird
eine Grundreihe von k ,Steinen® (z. B. k = 3,4,5 oder 6) vorgegeben, und
dariiber werden dann Steine versetzt angeordnet, wobei jede Reihe einen
Stein weniger enthélt als die darunter liegende Reihe. Bei additiven Rechen-
mauern enthélt jeder Stein diejenige Zahl, welche die Summe der Zahlen der
beiden darunter liegenden Steine ist, siche Abb. 5.4.

a) Aus wie vielen Steinen besteht eine Rechenmauer insgesamt, wenn ihre
Grundreihe k Steine enthalt?

b) Weisen Sie nach: Wenn in den Steinen der Grundreihen von Rechenmau-
ern beliebige reelle Zahlen stehen kénnen, so ist die Menge aller Rechen-
mauern mit vier Grundsteinen ein Unterraum von R'°.

c) Geben Sie eine Basis und die Dimension dieses Unterraumes an.

13. Gegeben sind die folgenden Unterriume von R*:
1
T2
T3
T4
Tl
T2
T3
T4
Bestimmen Sie die Dimensionen der vier Unterrdume Uy, Uz, U; N U und

U1

Tl = T2 ; T3 = X4

Us

201+ a2+ 23 =0; 621+ 322+ 223+ 24 =0

Ui + Usz. Welchen Zusammenhang erkennen Sie zwischen den Dimensionen?

Hinweise: — U; und Usz sind Lésungsmengen homogener linearer Glei-
chungssysteme. Wie lésst sich dann Uy N Uz ausdriicken?

— Um dim(U1+Uz) zu bestimmen, ermitteln Sie Basen von U
und Uz; die Vereinigungsmenge dieser Basen ist ein Erzeugen-
densystem von Ui +Us (warum?). Uberpriifen Sie, ob dieses
Erzeugendensystem linear unabhéingig ist und — falls dies nicht
zutrifft — reduzieren Sie es zu einer Basis von Ui +Us.

a
—T
Abb. 5.4:
18] 9 15 [ I I | Rechenmauern
L7 2]13] Lan L an][an] an]
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5.5 Affine Punktraume

Mithilfe affiner Rdume lésst sich die in den vorangegangenen Abschnitten ent-
wickelte Theorie der Vektorrdume fiir die Geometrie nutzen. Dadurch ist es
moglich, die bereits in den Kapiteln 2 und 4 behandelte analytische Geome-
trie zu verallgemeinern und Geometrie in beliebigen Dimensionen zu betreiben.
Auflerdem werden wir dadurch den Begriff des Koordinatensystems exakt defi-
nieren und eine Vielzahl von Koordinatensystemen verwenden kénnen.

5.5.1 Der Begriff des affinen Raumes
Definition 5.10

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen. Eine nicht leere
Menge A heifit affiner Punktraum bzw. kurz affiner Raum iiber dem Vektorraum
V, falls eine Verkniipfung 4+: AxV — A mit folgenden Eigenschaften existiert:
(i) Fiir beliebige P € A gilt P+ 0= P.

(ii) Fiir beliebige P, Q € A existiert genau ein Vektor v € V mit Q = P + .
(iii) Fiir beliebige P € A und @, 0 € V gilt P+ (i + ) = (P + ) + 7.

Die Elemente von A werden als Punkte bezeichnet. ¢

Bemerkungen:

m Die Forderung nach der Existenz einer Verkniipfung +: A x V' — A beinhal-
tet, dass es zu jedem Punkt P € A und zu jedem Vektor v € V einen Punkt
Q € Amit Q =P + 7 gibt.

m Das Zeichen ,+* tritt nunmehr in drei verschiedenen Bedeutungen auf: Es
wird damit die Summe zweier Zahlen, die Summe zweier Vektoren und jetzt
auch die additive Verkniipfung eines Punktes mit einem Vektor bezeichnet.
In welchem Sinne ,,+“ jeweils zu verstehen ist, wird aus den Operanden
sichtbar, zwischen denen es steht. So steht in P+ (@+47) = (P+4) + ¢ das
»+¢ in (Z+47) fur die Vektoraddition, die anderen drei ,+“-Zeichen stehen

fur die Verkniipfung eines Punktes mit einem Vektor.

m Der Begriff ,Punkt® ist in der Elementargeometrie ein nicht definierbarer
Grundbegriff. In der analytischen Geometrie auf Grundlage des Vektorraum-
begriffs lasst sich dieser Begriff nun wie in der Definition 5.10 exakt definieren.

m Streng genommen diirfte nicht die Menge A, sondern es miisste das Tripel
(A,V,+) als affiner Raum bezeichnet werden, da der Vektorraum V und die
Verkniipfung ,,+“ die Struktur eines affinen Raumes bestimmen. Wir nutzen
die kiirzere Bezeichnung und setzen den Bezug zu V und ,,+*“ voraus.

m Statt Q = P+ schreiben wir kiinftig auch v = m und verwenden damit
eine bereits bekannte Schreibweise. Die Eigenschaft (ii) in der Definition 5.10
sagt aus, dass zu zwei beliebigen Punkten P, Q € A ein eindeutig bestimmter
Vektor ¥ € V mit v = 1@ existiert. Mit dieser Schreibweise lisst sich an
Stelle von (i) in Definition 5.10 schreiben: Fiir beliebige P € A gilt PP =a.
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Beispiele fiir affine Punktrdume

Die Menge aller Punkte des dreidimensionalen Anschauungsraumes bildet
mit den dort eingefithrten Pfeilklassen als Vektoren (siche Abschnitt 3.1)
einen affinen Punktraum. Durch die Theorie der Vektorraume und Definition
5.10 wurden die in dem Abschnitt 3.1 angestellten Betrachtungen und die
darauf basierende vektorielle Raumgeometrie nun strukturell fundiert.

Die Menge R™ aller n-Tupel reeller Zahlen ist ein affiner Punktraum. Dies
mag zunichst merkwiirdig erscheinen, da R™ hierbei zugleich als Vektorraum
auftritt, jedoch kénnen sowohl Punkte als auch Vektoren als n-Tupel inter-
pretiert werden. In dem Kapitel 4 wurden Punkte vielfach durch Ortsvek-
toren beschrieben, die als Zahlentripel angegeben wurden. Diese lassen sich
auch direkt als Punkte, d. h. als Elemente des affinen Punktraumes R" an-
sehen. Jedoch ist bei der Betrachtung des affinen Punktraumes R"™ mit dem
Vektorraum R"™ stets zu beachten, welche n-Tupel fiir Punkte und welche
n-Tupel fiir Vektoren stehen. Die in dem Kapitel 4 praktizierte Verwendung
von Ortsvektoren an Stelle von Punkten ist daher weiterhin sinnvoll, um
Fehlinterpretationen zu vermeiden.

Losungen (losbarer) inhomogener linearer Gleichungssysteme lassen sich als
Punkte, Losungen der zugehorigen homogenen LGS als Vektoren interpretie-
ren. Die Grundlage hierfiir bildet der durch den Satz 1.3 (S. 38) ausgedriickte
Zusammenhang zwischen Losungen inhomogener und zugehériger homoge-
ner LGS. Von dem Beispiel 5.9 auf S. 173 ist bekannt, dass Losungsmengen
homogener LGS in n Variablen lineare Unterrdume von R" sind. In dem Ab-
schnitt 5.5.4 wird dann gezeigt, dass Losungsmengen inhomogener LGS in n
Variablen affine Unterrdume von R™ sind.

Einige Folgerungen aus der Definition 5.10

Satz 5.22
FEs seien A ein affiner Punktraum und V der zugehorige Vektorraum. Fiir belie-
bige Punkte P,Q,R,S € A und Vektoren i,V € V gilt:

1. =7
2. P+i=Q+7 = P=Q,
3.
4

5.

P+4 = P+7 =

P+17—Q = P=Q+(-7),
Pﬁ+6ﬁ (siehe Abb. 55a)

PB+PP+...+ B 1D = ZPPZH — PP, (siche Abb. 5.5 b),

6. Iﬁ—i—ﬁzé’ bzw. PR = —ﬁ,
7. @ = RS = PR = @ (sieche Abb. 5.5 c).

Die Aussagen dieses Satzes sind bereits bekannt und wurden in den Kapiteln

3 und 4 verwendet. Jedoch standen sie dort fiir spezielle Vektorrdume und zu-

gehorige Punktmengen zur Verfiigung, wéhrend hier nun ihre Giiltigkeit in be-

liebigen affinen Punktraumen mit zugehorigen Vektorrdumen konstatiert wird.
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Abb. 5.5: lllustrationen zu Satz 5.22

Beweis: Wir beschrianken uns darauf, einige Behauptungen des Satzes 5.22 zu
beweisen, zu Nachweisen weiterer Teile dieses Satzes siehe Aufgabe 1 auf S. 218.

1. Nach Definition 5.10 (ii) existiert fiir beliebige P,Q € A genau ein Vektor
U €V mit Q =P+9. Aus P+4d = Q = P+ folgt unmittelbar @ = .

4. Nach Definition 5.10 (ii) und der letzten Bemerkung dazu (siehe S. 203) exis-
tieren eindeutig bestimmte Vektoren ﬁ7 Pﬁ und Cﬁ mit

(1) P+PR=R, (2) P+PG=Q, (3) Q+QE=R.
Durch Einsetzen von (2) in (3) und Gleichsetzen mit (1) ergibt sich
(P+PQ)+ QR =R= P+ PR.

Wegen der Definition 5.10 (iii) l4sst sich dies zu P + (]@ + Cﬁ) =P+ PR
umformen, und wegen Satz 5.22, 1 folgt die Behauptung ]@ + Cﬁ - PR.

7. Aus ]@ = RS folgt wegen der Kommutativitdt der Vektoraddition zunéchst
PQ+ QR = RS+ QF = QR+ RS.

Wegen 4. ist ]@ + Cﬁ = ﬁ und @ + ]ﬁ = @, woraus sich die Behaup-

tung PR = @ ergibt. -

5.5.2 Koordinatensysteme
Definition 5.11

Es seien A ein affiner Raum und V' der dazugehérige Vektorraum. Weiterhin
seien O ein beliebiger Punkt von A und B = {51; .. ,5n} eine Basis von V.
Dann heifit K={0; l_;l; e l;n} Koordinatensystem des affinen Raumes A. Der
Punkt O wird als Koordinatenursprung des Koordinatensystems K bezeichnet.

Ist P€ A ein Punkt mit P =0+ )" | X\ gi7 so heiflen A1,..., )\, die Koor-
dinaten des Punktes P beziiglich des Koordinatensystems K. ¢

Satz 5.23
Jedem Punkt P eines affinen Raumes sind beziiglich eines beliebigen Koordina-
tensystems von A eindeutig Koordinaten zugeordnet.

Beweis: Essei K={0; bi;...; En} ein Koordinatensystem. Nach Definition 5.10
(ii) existiert ein eindeutig bestimmter Vektor ¥ mit P = O 4 9. Wegen Satz 5.11
sind ¥ eindeutig Koordinaten A1, ..., A, beziiglich B= {51; - gn} zuzuordnen.
Somit gibt es eine eindeutig bestimmte Darstellung P = O+ =0+ | \; bi
des Punktes P beziiglich des Koordinatensystems K. O
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Abb. 5.6: Standard-
: z koordinatensysteme
2 ’ e, von R? und R?

0 ¢ 0 &

Beispiel 5.31

Die bekannten kartesischen Koordinatensysteme der Ebene und des dreidimen-
sionalen Anschauungsraumes sind Koordinatensysteme im Sinne der Definition
5.11 (siehe Abb. 5.6). Thnen lassen sich (mittels der in dem Abschnitt 3.3 be-
schriebenen Zusammenhinge zwischen Pfeilklassen und n-Tupeln) Koordinaten-
systeme von R? bzw. R® zuordnen, welche aus einer Standardbasis (vgl. Beispiel

0
5.23 auf S. 187) und dem Koordinatenursprung O = (8) bzw. O = (O) beste-

0
hen. Analog dazu gibt es fiir beliebige n € N, Standardkoordinatensysteme* von

R"™. Die Koordinaten (x1;...;zy) eines Punktes beziiglich eines Standardkoor-
x1

dinatensystems entsprechen seinen Komponenten als n-Tupel ( ) [
Tn

Komponenten- und Koordinatenschreibweise

Punkte des affinen Raumes R" schreiben wir — ebenso wie Vektoren des Vektor-
2
raumes R™ — in Komponentenform in der Spaltenschreibweise, z. B. P= | —1
4

(da es sich bei dem Punkt P um ein Element von R® handelt, ist er das ange-
gebene Tripel). Gleichzeitig hat er beziiglich des Standardkoordinatensystems
die Koordinaten 2, -1 und 4. Dies schreiben wir in der Form P(2; —1;4). Wenn
mehrere Koordinatensysteme auftreten, werden die Koordinaten so gekennzeich-
net, dass Klarheit dariiber besteht, beziiglich welchen Koordinatensystems die
Koordinaten eines Punktes angegeben sind, z. B. P(2; —1;4)k.

Beispiel 5.32

Wir betrachten in R? das Koordinatensystem K ={Ox;b1;ba2} mit dem Koor-
2 1

dinatenursprung O = (i) und den Basisvektoren b1 = (_1) , ba= (%) , siche

2

Abb. 5.7, und berechnen die Koordinaten der Punkte P = (%) und Q= (?)
beziiglich dieses Koordinatensystems.
Gesucht sind fiir P Koordinaten A1, A2 mit P = O + \; by + Ao 52, also mit

1 3 1 2 Mo+ 2) = 1
= A A bzw. 2
(2> <1)+ 1<_;)+ 2(1) o *%)\1+ A2 = 1.

Als Losung dieses Gleichungssystems erhilt man Ay = —%, A2 = %. Somit ist die

Darstellung des Punktes P beziiglich des Koordinatensystems K: P ( 5.3

T S)K'
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Abb. 5.7:
Koordinaten-
system von R?

Um die Koordinaten von ) beziiglich K zu bestimmen, ist die Gleichung
Q=0+X\ b1 + A2 ba zu l6sen; es ergibt sich A1 = %, Ao = %, also Q (%; %)K.

P und @ haben dieselbe Koordinate A2 = % beziiglich des Basisvektors bo.
Dies ist anhand von Abb. 5.7 (rechts) einleuchtend: beide Punkte liegen auf
einer Parallelen zu der durch by gegebenen Koordinatenachse, sie unterscheiden
sich also nur durch ihre Koordinate beziiglich b.

Es lassen sich auch fiir beliebige Punkte P = (;) die Koordinaten A1, A2

beziiglich K ermitteln. Dazu ist die Vektorgleichung

3 _ 3
z\ _ (3 A 1 \ 2 b A+ 22X = -3
()= () en () en(3) e 00T

nach A1, A2 zu 16sen. Man erhilt A\ = —y—i—%af—i— %, Ao = %y—f— i x— %. Durch
diese Gleichungen werden die Koordinaten x,y beliebiger Punkte beziiglich des
Standardkoordinatensystems in Koordinaten A1, A2 beziiglich des Koordinaten-
systems K iiberfiihrt, man spricht von einer Koordinatentransformation. [ |

Beispiel 5.33
In dem Beispiel 5.23 auf S. 187 wurde bereits gezeigt, dass B = {51; bo; 53} mit

1 1 1
b1 = (O) , by = ( 1 ) und b3 = < 1 ) eine Basis des Vektorraumes R? ist. Durch
0 0 1

Hinzunahme eines Punktes, z. B. O'=( 2 ), als Koordinatenursprung wird B zu
3

einem Koordinatensystem des affinen Punktraumes R3: K= {0 51; 62; 53}

2
Es werden im Folgenden die Koordinaten A1, A2, A3 des Punktes P = | 4
7
2
beziiglich des Koordinatensystems K bestimmt:
2 1 i 1 1 At + A2+ A3 =1
4 )=2]4+Xx0|+X| 1 |+X3]1 bzw. Ao + A3 = 2
3 3 0 0 1 s =1

Als Losung dieses LGS erhidlt man A1 = —1, A2 = %, Az = % (siehe Abb. 5.8

bzw. P(—l;%;%)K. [ |

Abb. 5.8:
Koordinatensystem von R3
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Beispiel 5.34
Wir betrachten die durch die Gleichung

y =222 — 122+ 16
(in Koordinaten beziiglich des Standardkoordinatensystems von R?) gegebene
Parabel (Abb. 5.9) und suchen nach einem Koordinatensystem K ={O; bi: gz},
beziiglich dessen diese durch die Gleichung A2 = A} beschrieben wird. Zunichst
formen wir die Gleichung der Parabel mittels quadratischer Ergéinzung um:

y=2(x—3)?—-2.

Der Scheitelpunkt der Parabel wird als Koordinatenursprung des neuen Koordi-
natensystems festgelegt: O’ = (_‘;’ ) Nun lasst sich die Gleichung der Parabel in

Koordinaten z, 3" beziiglich des Koordinatensystems K{={0’;&1; 2} mit dem

,neuen“ Ursprung und den Basisvektoren der Standardbasis ermitteln. Fiir die

!
Koordinaten beliebiger Punkte gilt <§> = (_g ) + <gycl ) ; durch Einsetzen von

x =2+ 3 und y = ' — 2 erhilt man als Gleichung der Parabel

y —2=2(@"+3-3)2-2 bzw. ¢ =227
Einer der Vektoren der Standardbasis kann offensichtlich fiir das ,,neue® Koor-
dinatensystem K verwendet werden, z. B. by = &1. Fiir die zugehorigen Koordi-
naten gilt dann \; =z’. Die Parabelgleichung hat damit die Gestalt %y/: A2

Es ist noch ein geeigneter Basisvektor b zu finden, beziiglich dessen sich %y’
durch Ay ersetzen ldsst. Damit fiir beliebige Punkte durch das ,alte“ und das
,heue“ Koordinatensystem dieselben Positionen beschrieben werden, miissen die
Vektoren, die als Produkte des ,alten“ und des ,neuen“ Basisvektors mit den
jeweils zugehorigen Koordinaten entstehen, gleich sein. Somit muss A2 by = y(') €

bzw. A2 (ZZ;) =y ((1)) gelten. Mit A2 = %y' bedeutet dies % (22) = (1),

wir erhalten by = (g) Man beachte, dass die Basisvektoren mit dem Reziproken
des Faktors der Koordinaten zu multiplizieren sind: by = 28 aber \p = %y'.
Beziiglich des Systems K = {O" bi; 52} mit O’ = (_g), by = ((1)), by = (g)
hat die gegebene Parabel also die Gleichung
Ao = M. u

Abb. 5.9: Beschreibung einer
Parabel anhand zweier Koor-
dinatensysteme
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Beispiel 5.35

In dem Beispiel 2.14 auf S. 79 wurde die Gleichung einer Hyperbel in die Glei-
chung beziiglich eines anderen Koordinatensystems iiberfiihrt. Das dort prakti-
zierte Vorgehen lédsst sich nun exakt begriinden. Gegeben war die Hyperbel mit
der Gleichung y = i beziiglich des Standardkoordinatensystems (Abb. 5.10).
Man benétigt ein Koordinatensystem mit um 45° gedrehten Achsen, um eine

: AAS
Hyperbelgleichung der Form —; — b—g = 1 zu erhalten. Geeignete Basisvektoren
a
sind z.B. by :( % ) und by = (_% ) Fir die Koordinaten A1, A2 beliebiger Punkte

P= (z) beziiglich des Systems K ={0; 6'1; 52} gilt:

(3) = @) +x(1)+x (1) b TR
1

Setzt man dies in die Hyperbelgleichung y = = ein, so erhélt man

A+ A = ;, ()\1 +>\2)(>\1 — )\2) =1 bzw. )\% — A% =1.
A1 — A2

Dabei ist zu beachten, dass die Basisvektoren 51 und 52 keine Einheitsvektoren
sind; sie haben die Betrége )51‘ =+12+12 = v/2 und ’52’ = \/m =/2.
Dieser Aspekt wurde in diesem Abschnitt bisher nicht beachtet (man verglei-
che die vorhergehenden Beispiele), da Basisvektoren keine Einheitsvektoren sein
miissen. Will man jedoch wie in dem Beispiel 2.14 ein Koordinatensystem mit
»gleicher Achsenskalierung® wie das Standardkoordinatensystem verwenden,
so kénnen die Basisvektoren by und by zu Einheitsvektoren normiert werden
(siehe S.161). Man erhilt damit ein Koordinatensystem K’ = {O;b}; b5} mit

5/1 = % ( %) und 5/2 = % (_% ) Fiir die Koordinaten \j, A5 beliebiger Punkte

P= (;) beziiglich des Systems K’ gilt:
1oy 1y
= A1 — = A
() (8o () onds (1) e 20
- 1 2 ZW .
Y 0 va (1 va il % A+ % Ny = .
Durch Einsetzen in die Hyperbelgleichung y = < erhélt man:

€T

1
1 1
V2 /1+ﬁ)\/2 S VAR UV
V2 LT BN
1 / 1 ’ 1 ’ 1 ’ _
(ﬁ)\lﬂ-ﬁ)\z)'(ﬁ)\l—ﬁ 2)—1
NN
2 2 ' "
Abb. 5.10:
B B - Beschreibung einer Hy-
2 1

perbel anhand verschie-
dener Koordinatensys-
teme
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5.5.3 Affine Unterrdaume und ihre Lagebeziehungen

Definition 5.12
Ist A ein affiner Punktraum iiber einem Vektorraum V', Py € A ein Punkt und
U C V ein linearer Unterraum von V', so heifit die Menge aller Punkte P mit
P=Py+ud, ueU affiner Unterraum N von A, d. h.:

N = {P|P=Py+u; € U}. ¢
Beispiel 5.36
Geraden in der Ebene oder im Raum sind affine Unterrdume. Dies folgt daraus,
dass sich jede Gerade durch eine Parameterdarstellung p = po+td (@ # 0)
beschreiben ldsst (siehe Abschnitt 4.1.1), die in Punktschreibweise die Gestalt

P =P +tad (t e R)

hat. Dabei ist Py ein fester Punkt der Ebene oder des Raumes (bzw. des affinen
Raumes R? oder R?). Die Menge aller Vektoren i = td (t € R), also die Menge
aller zu einem Vektor @ kollinearen Vektoren, ist ein linearer Unterraum von R2
bzw. R3, siehe Beispiel 5.7 auf S. 173. n

Beispiel 5.37
Ebenso wie Geraden sind auch Ebenen affine Unterrdume von R3. Ebenen las-
sen sich durch Parameterdarstellungen p = po + sa + tb mit zwei nicht kolli-
nearen Vektoren @ und b beschreiben (siehe Abschnitt 4.2.1). Dabei ist 7o der
Ortsvektor eines festen Punktes (Aufpunktes) und p'sind Ortsvektoren beliebi-
ger Punkte P der jeweils beschriebenen Ebene. Die Parameterdarstellung einer
Ebene lasst sich somit auch in der Form

P =P +sd+tb (s,teR)
schreiben. Die Menge aller Vektoren @ = s@+ tb (s, t € R) ist die lineare Hiille
(@,b) der Vektoren @ und b, von der nach Satz 5.4 (S.178) bekannt ist, dass
es sich um einen linearen Unterraum handelt. Somit ldsst sich eine Ebene als
Punktmenge auch in der folgenden Form angeben, anhand derer der Bezug zu
der Definition 5.12 besonders deutlich wird:

e = {P|P=Py+u; 4 €(db)}. m
Satz 5.24
Ist N ={P|P=Po+u; @ € U} ein affiner Unterraum und Q € N, so wird durch
M = {P|P=Q+7; v € U} derselbe affine Unterraum beschrieben, d. h. M =N.

Satz 5.25
Ist A ein affiner Punktraum und N ein affiner Unterraum von A, so ist N selbst

ein affiner Punktraum.
Die Beweise der Satze 5.25 und 5.24 seien der Leserin bzw. dem Leser iiberlassen.

Wie anhand der Beispiele 5.36 und 5.37 deutlich wird, stellen affine Un-
terraume Verallgemeinerungen von Geraden und Ebenen dar, die bislang in
zwei- oder dreidimensionalen Rdumen behandelt wurden. Es lassen sich nun
m-dimensionale affine Unterrdume beliebiger (n-dimensionaler) affiner Rdume
betrachten (wobei m <n sein muss).
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Definition 5.13
Als Dimension eines affinen Punktraumes bzw. eines affinen Unterraumes be-
zeichnet man die Dimension des zugehorigen Vektorraumes bzw. linearen Unter-

raumes. ¢

Nach dieser Definition sind Punkte affine Unterrdume der Dimension Null, denn
der zugehorige Vektorraum enthilt nur den Nullvektor (vgl. Definition 5.9 auf
S.197). Geraden sind ein- und Ebenen zweidimensionale affine Unterrdume.

Satz 5.26

Es sei A ein affiner Punktraum tber einem Vektorraum V', und es seien N1 und
Ny affine Unterrdume von A mit zugehorigen linearen Unterrdumen Uy und
Uz von V. Ist die Schnittmenge N1 N N2 nicht leer, so ist N1 N Na ein affiner
Unterraum von A mit dem zugehorigen linearen Unterraum Uy N Us.

Bemerkung: Die Bedingung Ni1N N2 # {} muss unbedingt gestellt werden,
denn sie ist bei affinen Unterrdumen nicht selbstversténdlich. So ist die Schnitt-
menge zweier paralleler oder windschiefer Geraden leer und somit kein affiner
Unterraum. Hingegen besitzen beliebige lineare Unterrdume stets eine nicht lee-
re Schnittmenge, denn der Nullvektor ist Element jedes linearen Unterraumes.

Beweis: Esseien Ny = {P|P=Pi+u; i € U1}, No = {P|P=P>+7; ¥ € Uz}
affine Unterrdume. Nach Voraussetzung ist N1 N N # {}, es existiert also ein
Punkt S mit S€ Ny und S € No. Wegen des Satzes 5.24 lassen sich N1 und Na
auch folgendermaflen beschreiben:
N1 ={P|P=S+u,d€ U}, No={P|P =547, 7€ Us}.
Die Schnittmenge N1 N N2 besteht somit genau aus denjenigen Punkten P, fiir
die Vektoren @ € Uy, ¥ € Uz mit P= S+ = S+ existieren. Nach Definition
5.10 existiert zu zwei Punkten S und P eines affinen Raumes genau ein Vektor
Z €V mit P =S+ Z. Somit muss ¥ = ¥ sein, und aus den Bedingungen @ € Uy
und v € Uz resultiert @ € Ui N Usz. Somit ist
NiNNy ={P|P=5S+1u; ueUnUs},

d. h. ein affiner Unterraum mit dem zugehorigen linearen Unterraum UiNUsz. O

Folgerung: Sind N1 und N2 affine Unterraume mit zugehorigen linearen Un-
terrdumen Uy, Us und ist N1 N Na # {}, so gilt dim(N1 N Na2) = dim(U1 N U2).

Beispiel 5.38

Die Notwendigkeit der Voraussetzung Ni N N2 # {} in dem Satz 5.26 und in
der Folgerung zeigt sich am Beispiel zweier Ebenen e1: P= Py+ sd + tb und
€2 P=Qo+AC+p d (s,t,\, o € R) in R®. Die zugehorigen linearen Unterriume
sind die linearen Hiillen von @, b bzw. von ¢, LZ: also Uy = (@, 5) und Uz = (€, J)
Es bestehen drei Moglichkeiten der gegenseitigen Lage von €1 und es.

m Die beiden Ebenen sind identisch; dann ist £1 Ne2 = €1 = g2, und fiir die

Dimension der Schnittmenge gilt dim(e1 N e2) = 2. Auch die zugehorigen
linearen Unterrdume sind identisch, somit gilt dim(U1N Uz) = 2.
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m ¢; und €2 schneiden sich in einer Geraden, d. h. dim(e1Ne2) = 1. Die Schnitt-
menge der linearen Unterrdume Uy und Usz bilden alle Vektoren, die Vielfache
eines Richtungsvektors der Schnittgeraden sind, also dim(U1NUs) = 1.

m Falls €1 und e2 parallel sind, so ist ihre Schnittmenge leer, besitzt also keine
Dimension. Die zugehorigen linearen Unterrdume sind hingegen identisch,
also ist dim(U1N Uz) = 2. ]

Eine effektive und systematische Untersuchung von Lagebeziehungen beliebiger
affiner Unterrdume wird mithilfe einer Dimensionsformel fiir affine Unterrdu-
me moglich sein. Die in dem Abschnitt 5.4.6 bewiesene Dimensionsformel fiir
lineare Unterrdume ist nicht ohne Einschrédnkungen auf affine Unterrdume iiber-
tragbar, wie anhand des Beispiels 5.38 sichtbar wurde. Zudem benétigen wir ein
Analogon zu der Summe zweier linearer Unterrdume (vgl. Def. 5.3 auf S. 176).

Definition 5.14
Es seien A ein affiner Punktraum iiber einem Vektorraum V sowie N und No

affine Unterrdume von A. Der kleinste affine Unterraum, der N1 und N2 enthélt,
wird als affine Hiille (oder auch Verbindungsraum) A(N1U N2) bezeichnet. ¢

Beispiel 5.39 4 _9 (9 1
Die Geraden g: P=Po+td = (%)—Ft(o—%), h: P=Qo+ sb = < %)—Fs(—?)

)

schneiden sich in § = g), siche Beispiel 4.8 (S. 145). Die affine Hiille von

g und h ist die Ebene e: P=S +ta + sb. Der zugehorige lineare Unterraum
ist die lineare Hiille (@, E) der beiden Richtungsvektoren der Ebene . Die zu g
und h gehorenden linearen Unterrdume U; und Us sind die linearen Hiillen der
Richtungsvektoren der Geraden, d.h. Uy = (@), Uz = (l_; ); ihre Schnittmenge
besteht nur aus dem Nullvektor: UiN Uz = {d}. Es gilt dimg =dimh = 1,
dim (U1NUsz) = 0, dim A (g U h) = dim ((d@, b))

:dim(U1+ Ug) = 2. |
Beispiel 5.40 ol 4 1 3
Die Geraden g: P=Py+tad = —2>—|—t< g), h:P:Q0+85: (g)—i—s( 3>

sind windschief, siehe Beispiel 4.9 auf S. 145. Die affine Hiille von g und A ist in
diesem Falle der dreidimensionale Raum; sie umfasst alle Linearkombinationen
von @, bund ZTQS (diese drei Vektoren sind nicht komplanar). Die Schnittmenge
der zu g und h gehorenden linearen Unterrdume enthélt auch hier nur den
Nullvektor: U1N Uz = {G}. Es gilt also dimg=dimh =1, dim (U1NU2) = 0,
dim ((@, b)) = dim (U1 + Us) = 2, aber dim A (g U h) = 3. =
Beispiel 5.41
Es seien €1: P= Py+ sd + tb und €2 P=Qo+ Ac+ uci Ebenen in R® sowie
U, = (a, §> , U= (G, J> die zugehorigen linearen Unterrdume.
m Sind €1 und e3 identisch, so ist A (e1Ue2) = €1 = €2, also dim A (1 Uez) = 2.
Auflerdem gilt, da wegen 1 = €2 auch Uy = Uz sein muss, dim (U1+ Uz) = 2.
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m Falls sich €1 und &2 in einer Geraden schneiden, so gehort mindestens einer
der Richtungsvektoren von e nicht zu der linearen Hiille (d@,b), somit ist
dim (U1 + U2) = 3. Der kleinste affine Raum, der beide Ebenen enthilt, ist
der gesamte Raum R? d.h. dim A (e; Uea) = 3.

m Ist e1Ne2 = {}, d. h. sind €1 und 2 parallel, so sind die zugehorigen linearen
Unterrdume identisch, und somit gilt dim (U1 + Uz) = 2. Der kleinste affine
Raum, der €1 und €2 enthélt, ist allerdings keine Ebene, sondern der gesamte
Raum R?, d.h. dim A (e1 Uez) = 3. m

Analoge Uberlegungen lassen sich fiir eine Gerade und eine Ebene in R3 (bei
Unterscheidung der dabei moglichen Lagebeziehungen, vgl. Abschnitt 4.2.2) an-
stellen — der Leserin bzw. dem Leser wird empfohlen, vor dem weiteren Studium
die diesbeziigliche Aufgabe 9 (S. 218) zu bearbeiten. Ohne Beweis vermerken wir,
dass — in Verallgemeinerung aller betrachteten Beispiele — der folgende Satz gilt.

Satz 5.27
Es seien A ein affiner Raum iber einem Vektorraum V sowie N1 und Nz affine
Unterrdume von A mit zugehorigen linearen Unterrdumen Ui und Uz von V.

(i) Ist N1 N N2 # {}, so gilt dim A (N1U N2) = dim (U1—|— UQ).
(ii) Ist N1 N Ng = {}, so gilt dimA(NlLJ Ng) = dim (U1+ Ug) +1

Aus dem Satz 5.27 und der Dimensionsformel fiir lineare Unterrdume (Satz 5.21
auf S. 199) ergeben sich die folgenden Dimensionsformeln fir affine Unterriume.

Satz 5.28
Es seien A ein affiner Raum tber einem Vektorraum V sowie N1 und N2 affine
Unterrdume von A mit zugehorigen linearen Unterrdumen Uy und Uz von V.

(i) Ist N1 N Na # {}, so gilt
dim Ny + dim Na = dim A (N1U Na) + dim (U1 0 Ua).
(ii) Ist N1 N N2 = {}, so gilt
dim N1 4+ dim N2 = dim A (N1U N2) + dim (U1NUz) — 1.

Mithilfe dieser Dimensionsformeln lassen sich systematisch Lagebeziehungen af-
finer Unterrdume von affinen Punktraumen beliebiger Dimension untersuchen.
Fiir die Unterrdume eines affinen Raumes der Dimension 3 ist dies mit den Bei-
spielen 5.38-5.41 sowie den Aufgaben 8 und 9 (siehe S. 218) bereits erfolgt — der
Leserin bzw. dem Leser sei empfohlen, die auftretenden Fille in einer Ubersicht
wie der folgenden zusammenzufassen.

Lagebeziehungen zweier ,,Ebenen* eines vierdimensionalen affinen Raumes

Es werden nun alle moglichen Lagebeziehungen zweier zweidimensionaler Un-
terrdume €1 und €2 eines vierdimensionalen affinen Raumes A untersucht. Es gilt
2 < dim A (e1Ue2) < 4, da beide Ebenen innerhalb von A liegen und ihre affine
Hiille daher maximal A selbst sein kann, zugleich aber mindestens die Ebenen
selbst enthélt. Wir untersuchen fiir e1Ne2 = {} und e1Ne2 # {} systematisch
die moglichen Félle dim A (e1Ue2) = 2,3, 4.
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m ¢; und £2 besitzen keinen Schnittpunkt, d.h. e1Nes = {}.

In diesem Falle gilt wegen dime; = dimez = 2 nach Satz 5.28 (ii):
4 =dim A(e1Ue2) +dim (U1NU2) — 1 = dim A(e1Ue2) +dim (U1NU2) = 5.

dim A (e1Ue2) = 2. In diesem Falle miisste dim (U1NUz2) =5 — 2 = 3 sein,
was wegen dim Uy = dim Uz = 2 nicht maoglich ist.

dim A (e1Ue2) = 3. Es gilt dim (U1NUz) =5 — 3 = 2; damit ist Uy = Us;
die Ebenen €1 und e2 sind parallel.

dim A (e1Uez) = 4. Esgilt dim (U1NU2) = 1. Uyund U; haben eine gemein-
same Richtung, d. h. es gibt eine Gerade g1 in der Ebene
€1, die zu einer Geraden g2 in der Ebene 1 parallel ist.

m &1 und e2 besitzen mindestens einen gemeinsamen Punkt, d. h. exNe2 # {}.
In diesem Falle gilt nach Satz 5.28 (i): dim A(g1U e2) 4+ dim (U1N Uz) = 4.

dim A (e1Ue2) = 2. In diesem Falle ist dim (U1NUs2) = 2, d. h. U; = Us. Die
Ebenen £; und €3 miissen daher parallel oder identisch
sein. Wegen e1Nez # {} sind 1 und e2 somit identisch.

dim A (e1Ue2) = 3. Es gilt dim (U1NUs2) = 1; da die Schnittmenge £1M &2
nicht leer ist, haben die Ebenen eine Schnittgerade.

dim A (e1Uez) = 4. In diesem Falle ist dim (U1 NU2) =4 -4 =0. U1 NU>
besteht nur aus dem Nullvektor. Die Ebenen €1 und e2
haben genau einen gemeinsamen Punkt.

Damit sind alle moglichen Fille der gegenseitigen Lage zweier Ebenen in einem
vierdimensionalen Raum untersucht. Insbesondere der Fall, dass zwei Ebenen
genau einen Schnittpunkt haben, ist anschaulich schwer vorstellbar — ein vierdi-
mensionaler Raum entzieht sich der unmittelbaren Anschauung. Fiir einen drei-
dimensionalen Raum lésst sich anhand der Dimensionsformeln erklaren, dass
sich zwei Ebenen nicht in genau einem Punkt schneiden kénnen. Dazu miisste
nidmlich dim (U N Usz) = 0 sein. Da aber, falls iiberhaupt gemeinsame Punkte
existieren, dime; + dimez = dim A (e1Ue2) + dim (U1NUz2) gilt, wiirde daraus
dim A (e1U e2) = 4 folgen, was im Dreidimensionalen nicht moglich ist.

5.5.4 Anwendung auf die Theorie der linearen
Gleichungssysteme

Zusammenhénge zwischen Losungsmengen linearer Gleichungssysteme und af-
finen Unterrdumen waren in diesem Buch bereits mehrfach von Bedeutung:

m Geraden (d.h. eindimensionale affine Unterriume) im Raum (bzw. in R?)
sind Losungsmengen linearer Gleichungssysteme mit drei Variablen und zwei
Gleichungen, sieche Abschnitt 4.1.2. Umgekehrt hat jedes losbare LGS mit
drei Variablen vom Rang 2 eine einparametrige Losungsmenge (siehe S. 35)

x x ai xo
der Form L = Y yl=1¢tla|+|y |;teER .
z z as 20
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m Zweidimensionale affine Unterrdume (Ebenen) von R? lassen sich durch Glei-
chungen der Form a xz+by+cz = d beschreiben (siehe Abschnitt 4.2.1). Um-
gekehrt hat jede lineare Gleichung mit drei Variablen eine zweiparametrige
Losungsmenge der Form L = {Z | T = Zo+sm +t7; s,t € R}, beschreibt
also eine Ebene (siehe Abschnitt 1.2.1, speziell S. 18).

m Ldsungsmengen homogener linearer Gleichungssysteme in n Variablen sind
lineare Unterrdume von R™, sieche Beispiel 5.9 auf S. 173.

Eine Verallgemeinerung dieser Tatsachen stellt der folgende Satz dar.

Satz 5.29

Die Losungsmenge eines losbaren linearen Gleichungssystems in n Variablen vom
Rang rist ein n—r-dimensionaler affiner Unterraum des affinen Raumes R™. Der
zugehorige lineare Unterraum ist die Losungsmenge des dem gegebenen LGS
zugeordneten homogenen linearen Gleichungssystems.

Umgekehrt ist jeder affine Unterraum der Dimension m von R™ als Lisungsmenge
eines LGS mit n Variablen und dem Rang n—m darstellbar.

Beweis: Es sei ein beliebiges 16sbares LGS mit n Variablen gegeben:

a1z + ai2x2 + ... + ainxTn = b1
(%) a21T1 + a2x2 + ... + aznTn = b2
Am1 1 + Gm2T2 + ... + Amn Tn = bm

bzw. in Kurzschreibweise

n
(*) Zaij:rj :bi (z:lm)
j=1
e
Da dieses LGS l6sbar ist, existiert eine Losung L(®) = :
(0)
Tn

Es sei U die Losungsmenge des zu (x) gehorenden homogenen LGS
() Zaijszo (i=1...m).
j=1

Aus dem Beispiel 5.9 (S. 173) ist bekannt, dass U ein linearer Unterraum von R"
ist. Wegen des Satzes 1.3 (S. 38) ist jede Losung L des Gleichungssystems (x)
als Summe der Losung L(®) und einer Losung @ € U des homogenen LGS (sx)
darstellbar, und umgekehrt ist fiir jede Lésung @ € U von (xx) die Summe
LO 4 7 eine Losung des gegebenen (inhomogenen) LGS (k). Die Losungsmenge
des gegebenen LGS ist also genau die Menge

£={L|L=1"+i e U}.

Nach Definition 5.12 handelt es sich dabei um einen affinen Unterraum von R".

Bereits in dem Abschnitt 1.3.3 wurde festgestellt, dass ein losbares LGS in
n Variablen mit dem Rang r eine n—r-parametrige Losungsmenge besitzt (sie-
he S.35). Die Anzahl der Parameter ist gleich der Anzahl der Basisvektoren
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des zu dem Losungsraum L gehorenden linearen Unterraumes U. Somit ist die
Losungsmenge des gegebenen LGS ein n—r-dimensionaler affiner Unterraum.

Wir verzichten auf den Beweis der umgekehrten Richtung des Satzes; die

grundsétzliche Beweisidee wird anhand des folgenden Beispiels deutlich. O

Beispiel 5.42
Gegeben ist der affine Unterraum N = {P|P=Py+u; 4 € U} von R?* mit

5 2\ /-3 4
Po—{_3) wna U:< )LL) 2 >
0 —5 1 —3
Gesucht ist ein Gleichungssystem, als dessen Lésungsmenge sich N ergibt.
Tr1
Fiir jeden Punkt P = ig € N muss die Vektorgleichung
T4
1 5 2 -3 4
(e e e[
T4 0 —5 1 -3
bzw. das LGS
(I) 2XM — 3Xs +4X3 = 21 -5
(H) A+ A2+ 2X3 = x2—3
(IH) 4N — 2N = x3+1
(IV) —H5A + A2 — 3A3 = x4

erfiillt sein. Dieses LGS wird nun in ein Gleichungssystem umgeformt, in dem
nur noch x1, X2, r3, r4 auftreten. Um die zu eliminierenden Parameter A1, A2, A3
zu berechnen (d. h. durch z1, . .., x4 auszudriicken), ben6tigt man drei Gleichun-
gen, die ein LGS mit dem Rang 3 bilden. Wir 16sen das aus den Gleichungen
(I)-(III) bestehende LGS (welches diese Bedingung erfiillt) und erhalten:

_ 5 1 1 1
)\1—5-7334‘5332—5-7314‘1,

_ 1 2 _ 1
A2 = 3x3+ 572 — 371,

— 1 1 1 _ 11
A3 = 573+ 522+ 5371 — 5 -

Die so gewonnenen Ausdriicke setzen wir nun fiir A1, A2, A3 in die verbliebene
(noch nicht verwendete) Gleichung (IV) ein:

1 15 _ 23
Zw172x27§x37$47 5 -

Der affine Unterraum N ist die Losungsmenge dieses aus einer Gleichung beste-
henden LGS; es ist r=1 und dim N =3, dies entspricht Satz 5.29. [ |

Beispiel 5.43

In den Beispielen 5.12 auf S. 174 und 5.29 auf S. 197 wurde die Menge der ma-
gischen Quadrate der Kantenlidnge 3 betrachtet. Mit variabler Zeilen-, Spalten-
und Diagonalensumme ist diese ein dreidimensionaler linearer Unterraum von
R'®. Wir betrachten nun magische Quadrate mit fester Zeilen-, Spalten- und
Diagonalensumme s. Damit enthélt das LGS auf S. 175 nur noch 9 Variablen,

da s nun eine Konstante ist, und wird zu einem inhomogenen LGS:
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ail + aiz2 + ais S
a21 + a22 + a23 = s
as1 + as2 + asz3 = S
aii + a21 + as1 = s
a2 + a22 + a3z = s
a13 + asg3 + aszz = s
aii + a22 + a3z = s
a3 + a22 + as1 ]
Dieses LGS hat die folgende Lésungsmenge:
a1 a1 %S —1 0
a2 ailo %S 1 1
ais ais %s 0 —1
a1 a21 %s 1 -1
L= a9 a2 = %S + A1 0 + Ao 0 ;>\1,)\2€R
a23 a23 %8 -1
asl asi %S 0
as2 as2 %S —1 —1
ass ass %s 1 0

Diese Losungsmenge lésst sich auch anhand der Tatsache ermitteln, dass sich
jede Losung eines inhomogenen LGS als Summe einer festen Losung dieses LGS
und einer Losung des zugehérigen homogenen LGS ergibt (Satz 1.3 auf S. 38).
Eine spezielle Losung des inhomogenen LGS ldsst sich aus dem Gleichungs-
system leicht entnehmen, ndmlich das 9-Tupel, dessen sdmtliche Komponen-
ten %s sind. Diese entspricht einem Punkt Py des affinen Unterraumes, der
durch das inhomogene LGS beschrieben wird. Das zugehorige homogene LGS
(welches entsteht, wenn auf den rechten Seiten aller Gleichungen s durch 0 er-
setzt wird) ldsst sich etwas einfacher als das inhomogene Gleichungssystem 16-
sen. Man erhilt als Losungsmenge einen zweidimensionalen linearen Unterraum
von R? mit den beiden in der Lésungsmenge oben angegebenen Basisvekto-
ren. In der Matrizenschreibweise ist die Menge aller magischen Quadrate mit
der festen Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme s also der affine Teilraum
N = {P|P=Py+1; i € U} von R? mit

353538 -1 10 0 1-1
Po=|4553s3s | und U:< 1 0o-1|,[-1 0 1 >

1 1 1

1glglg 0-1 1 1-1 0

Kommen wir nun zuriick zu dem Ausgangspunkt unserer Uberlegungen zu ma-
gischen Quadraten, zu dem beriihmtesten magischen Quadrat, siehe S. 174. Die-
ses hat die Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme s = 15; wir erhalten es mit
A1 =1 und A2 = 3 als ,,Punkt® des ermittelten affinen Unterraumes:

555 -1 1 0 0 1-1 49 2

555 |+1- 1 0-1|4+3-{-1 0 1| =1135T7].

555 0-1 1 1-1 0 816 [
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5.5.5 Aufgaben zu Abschnitt 5.5

1

2

Beweisen Sie die Behauptungen 2, 3, 5 und 6 des Satzes 5.22 auf S. 204.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes P = (_E?) beziiglich des Ko-

7 _
ordinatensystems K ={Og;b1;b2} mit Og = ( 21), b1 = ( i), ba = (2)

—4 19
. Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte P = ( 8) und Q= <—17) be-
37

—52
ziiglich des folgenden Koordinatensystems von R3: K = {Ok; 1;1; 1;2; 1;3} mit

5\ . 3\ . -8 . 2
Ox=1|0|,b = 2|, by = 7 | und b3 = 5.
5 12 13 —4

. Gegeben ist eine Parabel durch die Gleichung y = %xQ + 4x + 11 beziiglich

des Standardkoordinatensystems von R?. Ermitteln Sie ein Koordinatensys-
tem K = {Ok;b1;ba}, beziiglich dessen die Parabel durch die Gleichung
A2 = A2 beschrieben wird.

. Eine Parabel hat die Gleichung A2 = A} beziiglich des Koordinatensystems

K ={Ox; by; 52} mit OK:(_§>, by :((1)), 52:(91) Geben Sie die Gleichung

dieser Parabel beziiglich des Standardkoordinatensystems von R? an.

. Beweisen Sie den Satz 5.24 auf S. 210.

. Beweisen Sie den Satz 5.25: Ist A ein affiner Punktraum und N ein affiner

Unterraum von A, so ist N selbst ein affiner Punktraum.

. Gegeben sind zwei Geraden g; und g2 in R? durch die Parameterdarstellun-

gen gi1: P= Py+ sd und g2: P= Qo+ tb (s,t € R). Fassen Sie g1 und g2 als
affine Unterrdume auf und geben Sie die zugehérigen linearen Unterrdume
Ui und Uz an. Vergleichen Sie fiir die moglichen Lagebeziehungen von g1
und g2 die Dimensionen dim(g1N g2) und dim(UiN Us).

. Es seien g: P= Py+ td eine Gerade und e: P= Qo + 7'5—1— sC eine Ebene

in R? sowie Uy = (@) und U. = (b, &) die zugehérigen linearen Unterriume.
Uberlegen Sie sich fiir die moglichen Lagebeziehungen von g und e (siehe
Abschnitt 4.2.2), welche Dimensionen die Schnittmenge U, N Uy, die Summe
U: + U, sowie die affine Hiille A(gUe) haben. Verifizieren Sie, dass die Sétze
5.27 und 5.28 in allen Féllen zutreffen.

10. Untersuchen Sie alle moglichen Lagebeziehungen einer Geraden g und einer

Ebene ¢ in einem vierdimensionalen affinen Raum.

11. Gegeben ist der affine Unterraum N = {P|P=Py+i; @ € U} von R* mit

2 3 4
Py = le und U :< _% ; ? > Geben Sie ein lineares Gleichungs-
4 0 -3

system an, als dessen Losungsmenge sich N ergibt.



5.6 Euklidische Vektor- und Punktraume 219
5.6 Euklidische Vektor- und Punktraume

In diesem Abschnitt werden Vektor- und affine Punktrdume um metrische As-
pekte, d. h. um Moglichkeiten des ,,Messens“ von Langen und Winkeln ergéanzt.
Dazu wird, wie bereits in dem Abschnitt 3.5, ein Skalarprodukt eingefiihrt, hier
nun jedoch auf verallgemeinerter Grundlage fiir beliebige Vektorrdume.

5.6.1 Positiv definite symmetrische Bilinearformen —
verallgemeinerte Skalarprodukte

Definition 5.15

Eine positiv definite symmetrische Bilinearform (bzw. ein verallgemeinertes Ska-
larprodukt) auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung B: V xV — R (die also
jedem Paar von Vektoren eine reelle Zahl zuordnet) mit folgenden Eigenschaften
(fiir beliebige @, ¥,w € V, A € R):

Bl. a) B(u+9,w) = B(4,w) + B(¥, W) (Additivitit)

b) B(\d,v) = X\ B(u,9) (Homogenitiit)
B2. B(u,v) = B(¥,4) (Symmetrie)
B3. B(d,4) > 0 sowie B(#,4) =0 d=20 (B ist positiv definit)

Ein Vektorraum mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform heift
euklidischer Vektorraum. Ein affiner Punktraum mit einem zugehorigen eukli-
dischen Vektorraum heifit euklidischer Punktraum. ¢

Bemerkungen:

m  Additivitdt und Homogenitidt werden zusammengefasst als Linearitit be-
zeichnet. Aus der Symmetrie folgt, dass B auch im zweiten Argument additiv
und homogen ist, d. h. es gilt fiir beliebige u, v, w € V, A € R auch

B(u,7+w) = B(d,v) + B(d,w) und B(u, \0) = A B(, 7).
Damit ist B linear in beiden Argumenten, also bilinear.

m Die in der Definition 5.15 enthaltenen Eigenschaften wurden bereits in dem
Satz 3.13 (S. 123) als Eigenschaften eines innerhalb eines konkreten Vektor-
raumes (ndmlich R™) definierten Skalarproduktes formuliert und bewiesen.
Durch die Definition 5.15 werden nun fiir beliebige Vektorrdume Skalarpro-
dukte anhand geforderter Eigenschaften axiomatisch definiert.

Beispiel 5.44
Die Vektorrdume R?, R? bzw. allgemeiner R™ sind mit dem in dem Abschnitt 3.5
definierten Skalarprodukt (welches wegen des Satzes 3.13 auf S. 123 eine positiv
definite symmetrische Bilinearform ist) euklidische Vektorrdume. Jedoch kénnen
auch andere positiv definite symmetrische Bilinearformen verwendet werden. So
ist z. B. R? mit

B:R2xR2 R, B ((gz) (23)) = 42y Ty — 2%u Yo — 2 Yu To + 3 Yu Yo

ein euklidischer Vektorraum. Es gilt fiir beliebige ©= (f}j), v= (%g), W= @L‘j)
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Bl. B(d+U, W) = 4(zu+2v) Tw— 2 (Zu+Zv) Yo — 2 (Yu+Yv) Tw+ 3 (Yu+Yo) Yo
=42y Tw — 2Tu Yw — 2Yu Tw + 3 Yu Yw
+4xy Tw —2%0 Yuw — 2Yv Tw + 3 Yo Yuw
= B(@, W) + B(v,w)
B(A\U,T) =4 ATy Ty — 2 AT Yo — 2 AYu Tv + 3 AYu Yo
=A42uTo —2Tu Yo — 2Yu To + 3YuYo) = AB(U, T
B2. B(4,7) =42y Tv — 2%u Yo — 2Yu To + 3 Yu Yo
=4y Ty — 2Yp Tu — 2% Yu + 3Yv Yu = B(T, 1)
B3. B(u,%) = 4%y Ty — 2%u Yu — 2Yu Tu + 3Yu Yu = 442 — 42y Y +3y3
= (2zu—yu)* + 205
Da weder (22,—.)? noch 252 negativ sein kann, gilt B(i, @) > 0 fiir beliebige
@ € R?. Damit B(w, @) = 0 ist, miissen (2x, —yu) sowie y, und damit auch
Zy Null sein. Somit gilt B(#@, @) = 0 nur, wenn @ der Nullvektor ist.

Durch B ist somit eine positiv definite symmetrische Bilinearform gegeben. m

Beispiel 5.45

Der Vektorraum P = {p ’ p(z) = asz*+a1z+ao; ao, a1, a2 € R} der Polynome
héchstens zweiten Grades (siehe Beispiel 5.5 auf S. 170) ist mit

B: PoxP>— R, B(p,q) = a2 bs + a1 b1 + ao bo

fiir p(x) = azx®+a1x+ao, q(x) = bax®+biz+bg ein euklidischer Vektorraum.
Es ldsst sich leicht zeigen, dass die Bedingungen der Definition 5.15 hierfiir
erfiilllt sind. (Man beachte auch die Analogie dieser Bilinearform B zu dem
Standardskalarprodukt von R?). [

Satz 5.30
Ist 'V ein euklidischer Vektorraum mit einer positiv definiten symmetrischen
Bilinearform B, so gilt fir beliebige @, v,w € V, A\, u € R:

B(u, \v+pw) = X B(d, V) + p B(u,w) .

Der Beweis dieses Satzes sei der Leserin bzw. dem Leser iiberlassen.

Fiir positiv definite symmetrische Bilinearformen gelten somit die fiir Skalar-
produkte bekannten Rechenregeln. Wir bezeichnen positiv definite symmetri-
sche Bilinearformen daher im Folgenden kurz als Skalarprodukte und verwenden
statt B(u,7) die Symbolik @-¢. Dabei sind die unterschiedlichen Bedeutungen
des Zeichens ,,-“ zu beachten, siehe die Bemerkung zu der Definition 3.9, S. 122.

In Verallgemeinerung des Satzes 5.30 gilt fiir das Skalarprodukt eines Vektors
i mit einer Linearkombination Zle Ai U; von k Vektoren:

k k k k
B <a‘ > a) =Y NB(a,¥) baw. @-Y Nt =Y N\ i
i=1 i=1 i=1 i=1

Sind zwei Vektoren durch @ = Zle Ait; und 7 = 2221 w; U; gegeben, so gilt

k l k l k l
1_1:-17: E )\7,1_1:7, E ,LLjffj = E )\7; . E Hi ﬁzﬁj = E E /\Z-,uj 17:1173
=1 7j=1 =1 Jj=1

i=1j=1
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Besonders interessant wird diese Rechenregel, wenn Darstellungen von Vektoren
beziiglich einer Basis gegeben sind.

Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit einem Skalarprodukt ,,-“, und
es sei B = {51; R gn} eine Basis von V. Wenn alle Skalarprodukte glgj
(i=1...n,7=1...n) der Basisvektoren untereinander gegeben sind, so
sind die Skalarprodukte aller Vektoren von V' bestimmt.

Sindd=>1" 1\ b; und 7 = 2?21 1 by beliebige Vektoren von V', so gilt

v = ZZ)\iuj l_);f_)'] . (51)

i=1j=1

Die bereits in dem Abschnitt 3.5 behandelte Komponentendarstellung

S

U = uiv1 Fusva .. FUupvn = E Wi Vi .

des Skalarproduktes zweier Vektoren in R™ ist ein Spezialfall von (5.1). Die Kom-
ponenten von n-Tupeln sind ndmlich gleichzeitig ihre Koordinaten beziiglich der
Standardbasis Bo = {€1;€2;...;&,} von R", siche Beispiel 5.23 auf S. 187. Fir
die Basisvektoren der Standardbasis gilt €;-€; =1 (i=1...n) sowie &-&; = 0,
falls i#j (i=1...n,j=1...n). Die Gleichung (5.1) vereinfacht sich damlt (da

alle Summanden mit i j verschwinden) zu « - E wuiv; €;-€; = E WU;V;.

Beispiel 5.46

o o 1 1
Wir betrachten die Basis B = {b1;b2; b3} mit b (8) < ) b3 <1)
von R? (Beispiel 5.23, S. 187). Die Skalarprodukte bi- l; der Basisvektoren sind:

51~g1 = 1, 52'52 = 2, 53'53 - 37
51~52=gg-51=1, 51-53253-5121, 52~g3=gg~52=2.
Wir berechnen nun mithilfe der Gleichung (5.1) das Skalarprodukt der Vektoren

4 2
U= <—5> und ¥ = | 5 |. Der Vektor @ hat beziiglich der Basis B die Koor-
6 2

dinaten A1 =9, A2 = —11, A3 =6 (Beispiel 5.24, S. 188), die Koordinaten von ¢

beziiglich B sind p1=—3, u2 =3, u3 =2. Durch Einsetzen in (5.1) ergibt sich:
3 3

U-7 = ZZ)\iuj 57,5_7 = Aiu1 b1-b1 + Aip2-bi-bo + A1z -bi-bs + Aop1-b2-by
i=1j=1

+A2p2-b2-b2 + Aopz-ba-b3 + Agp1-bz-br + Azpa-bz-ba + A3pz-b3-b3
9-(~3)14+9:314+9.21—11-(—3)-1

~11-3:2 - 11-2:2 4 6-(—3)- 1+ 6-3-2 4 6-2.3 = —5.

Natiirlich erhélt man dieses Ergebnis viel schneller, wenn man das Skalarprodukt

(wie in dem Abschnitt 3.5) direkt aus den Komponenten der Vektoren berechnet:
UV = TyuTo+YulYo+2uze = 8—25+12 = —5. Jedoch ist dies nur in Vektorriu-
men (wie R™) mit einer ,,Standardbasis* méglich, wihrend das hier praktizierte
Verfahren beziiglich beliebiger Basen angewendet werden kann. [ |
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5.6.2 Betrdge von Vektoren, Orthogonalitat und Winkel

Definition 5.16

Es sei 4 ein Vektor eines euklidischen Vektorraumes V mit dem Skalarprodukt
,»+“. Als Betrag von @ bezeichnet man die Wurzel aus dem Skalarprodukt dieses
Vektors mit sich selbst: |@] = Vi = V2.

Sind P und @ zwei Punkte eines euklidischen Punktraumes, so bezeichnet man

den Betrag des Vektors m als Abstand der Punkte P und Q: |PQ| = \P@| ¢

Betrédge von Vektoren wurden bereits in dem Abschnitt 3.5.2 auf dieselbe Weise
definiert. Der Unterschied besteht darin, dass wir dort von einem fiir spezielle
Vektorrdume gegebenen Skalarprodukt ausgegangen sind und hier nun eine Ver-
allgemeinerung auf beliebige euklidische Vektorrdume vollzogen haben.

In dem Abschnitt 3.5.2 wurde bereits die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
bewiesen (siehe Satz 3.14 auf S. 124):
Fiir beliebige Vektoren @ und ¢ gilt |u - 0] < | - |7].

Wir vermerken, dass beim Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung auf

S. 125 nur Tatsachen verwendet wurden, die in beliebigen euklidischen Vektor-
raumen gelten, weshalb wir diese Ungleichung im Folgenden verwenden kénnen.

Satz 5.31
Dreiecksungleichung: Fiir beliebige Vektoren u,v eines euklidischen Vektorrau-
mes gilt |4+ U] < |ud|+ |9].
2
Beweis: Es gilt |ﬁ+17|2 = ( (d+0)- (d+7) ) = (u+9)-(d+0) = d-i+ 00+ 2 u-v.

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist |@-¢| < |@]-|v] und somit erst

recht @-@ < |@|-|7]. Da auerdem nach Definition 5.16 gilt @-@ = |@|*> und
o7 = |7)?, folgt daraus |i+7]* < |@|* + 0>+ 2 |@|-|7] und daher die Behauptung
i+ 9] <[] + |d]. O
¢ OR
P_Q 0 Abb. 5.11:

Dreiecksungleichung in euklidi-
schen Vektor- und Punktrdumen

U+v P PR
Die Dreiecksungleichung lasst sich auch fiir Punkte formulieren: Fiir beliebige
Punkte P, Q, R eines euklidischen Punktraumes gilt |PR| < |PQ| + |QR)|.

Definition 5.17
Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren @ und ¥ eines euklidischen Vektor-

raumes heiflen orthogonal zueinander, wenn u-v = 0 gilt. ¢

Es mag verwundern, dass die Definition 5.17 dieselbe Aussage zu enthalten
scheint wie der Satz 3.16 auf S. 126. Jedoch wurde dort von einer anschaulich-
geometrischen Orthogonalitit ausgegangen, wihrend der Begriff hier auf der
Grundlage der linearen Algebra fiir beliebige euklidische Vektorrdume definiert

wird.
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Anhand der Definitionen von Abstand und Orthogonalitédt lassen sich bereits
einige Satze der Elementargeometrie beweisen. Beispielsweise wurde der Satz des
Pythagoras in dem Abschnitt 3.5 noch nicht bewiesen, da Betrége von Vektoren
und das Skalarprodukt dort mithilfe dieses Satzes eingefiihrt bzw. geometrisch
interpretiert wurden. Ein Beweis des Satzes des Pythagoras auf dieser Grundlage
wiére ein ,, Zirkelschluss® gewesen. Nun wird dieser Satz aber auf den Grundlagen
der linearen Algebra nachgewiesen.

Beispiel 5.47
Satz des Pythagoras: In einem bei C' rechtwinkligen Dreieck AABC mit den A,
B und C gegeniiberliegenden Seiten a, b bzw. ¢ gilt a?+ b? = ¢2.

Zum Beweis des Satzes des Pythagoras betrachten wir die Vektoren @ :@,
b =AC und E:@, siehe Abb. 5.12. Nach Voraussetzung sind @ und b ortho-
gonal, es gilt also ab=0. Wegen ¢ = a+b folgt daraus

c% = &¢ = (a+b)-(a+b) = @2+ b2+ 2ab = @+ 5>
Wegen c=|AB|= |E| =|Z| (und analog a=|a|, b=|b|) sowie a®>=|@]* =aG-a=a>
(analog fiir b2 und & 2) ergibt sich daraus die Behauptung a?+ b* = ¢2. [
Definition 5.18

Es seien @ und ¥ zwei von o0 verschiedene Vektoren eines euklidischen Vektor-
raumes. Als Winkelmaf der Vektoren u und U bezeichnet man die Zahl ¢ mit

¢

u-v

cos @ =

- [o] -

Mithilfe dieser Definition des Winkelmafles — die ohne Riickgriff auf Tatsachen,
die aus der Geometrie bekannt sind, angegeben wurde — lasst sich eine Vielzahl
bekannter geometrischer Sitze auf der Grundlage der linearen Algebra beweisen.

Beispiel 5.48
Kosinussatz: In einem beliebigen Dreieck (mit Bezeichnungen wie in Abb. 5.13)
gilt: a?>=b>+ 2+ 2bccosa, 2=a’+b*+2ab cos ", b2=a’+ *+2ac cosB.

Beweis: Es ist @ = —¢+b und daher ;
= d-d=b>+&>-2b-c= b2+ 2| I*I |’1 = |b]*+|d@*= 2|b] |e] cos .
Die anderen beiden Behauptungen lassen sich vollig analog nachweisen. |

Es sei vermerkt, dass die in den Abschnitten 3.5.3 und 3.5.4 bewiesenen
Sétze der Geometrie auf dieselbe Weise mit den nun zur Verfiigung stehenden
Tatsachen fiir beliebige euklidische Punkt- und Vektorrdume bewiesen werden
konnten. Dariiber hinaus lasst sich auf dieser verallgemeinerten Grundlage me-
trische Geometrie von Geraden und Ebenen in zwei- bzw. dreidimensionalen
euklidischen Rdumen ebenso betreiben wie in dem Abschnitt 4.3.

c Abb. 5.12: Satz des
a Pythagoras

Abb. 5.13: Kosinussatz
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5.6.3 Orthonormalbasen und kartesische Koordinatensysteme

Definition 5.19
Es sei (V,-) ein beliebiger euklidischer Vektorraum. Eine Basis B = {bl, cel 5n}
von V' heift Orthonormalbasis, falls die Basisvektoren b17 e, bn

m Einheitsvektoren sind, d. h. bl = b2 =...= b,% =1,
m paarweise orthogonal zueinander sind, d. h. bi ~5j =0 firi#£j,i,7=1...n
Ein Koordinatensystem K ={O;bi;...;bn} eines euklidischen Punktraumes A

heif3t kartesisches Koordinatensystem, falls die enthaltene Basis B= {51; e En}
eine Orthonormalbasis des zu A gehorenden euklidischen Vektorraumes ist. ¢

Beispiel 5.49

Das in dem Beispiel 5.35 (S. 209) genutzte Koordinatensystem K’ ={O;b;; by}
mit b, = % ( % )7 bl = % (_%) ist ein kartesisches Koordinatensystem von R2.
Um dies zu iiberpriifen, werden die Betriige (bzw. ihre Quadrate) sowie die

Skalarprodukte der Basisvektoren l_)"l und 512 berechnet:
2 = (5 ()52 (1) = 93 (1)-(1) = s0en =1
# = (5 ()G (1) = ()01) - v -
0.

Bty = B b = J k(1) (1) = $(-141) =

B’ = {b;;bb} ist somit eine Orthonormalbasis von R (]

Beispiel 5.50 9 1 1

Es ist die Basis B = {51;52;53} von R? mit by = <1>, by = (1)7 by = (—3)
1 2 1

gegeben. Gesucht ist eine Orthonormalbasis B = {b1 ,bg ; b3} deren Vektoren
so weit wie moglich dieselben Richtungen beschreiben wie b1, bz, b3, d. h. bl und
b1 sollen kollinear sein, und 510, 520 sollen dieselbe lineare Hiille haben wie 51, ba.

1. Den Basisvektor gl() erhilt man durch Normierung: 510 = _.i by = 1 (%)
|b1] V6 \ 1

2. Der Basisvektor by soll in der linearen Hiille (51, 52) liegen und zu bY bzw.

zu by orthogonal sein, d.h. 520 = \b +u52 (A, € R) und 52() b1 = 0. Zu

bestimmen sind Koeffizienten A und u, welche diese Bedingungen erfiillen.

Dazu setzt man die erste in die zweite Bedingung ein: ()\ by +u52) by = 0.

Nach Berechnung der Skalarprodukte bi-by = 6 und by- by = 5 erhilt man
daraus die Gleichung Ab1-by +M52'51 = 6A+5p = 0, die beispielsweise fiir
Ao =—b, po =06 erfiillt ist. Somit erh&lt man als Vektor, der die Orthogona-
litdtsbedingung zu b? erfiillt und in der linearen Hiille (51, 52) liegt:

2 1 —4
by = A051+u0b2 = —-5b1+6by = 5<1>+6<1) —< 1>. Dieser Vektor
1 2 7

1 gl _ 1 1
B, 2

wird normiert, um den Basisvektor b9 zu erhalten: by =
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Abb. 5.14:
Konstruktion einer Orthonormalbasis aus
einer gegebenen Basis von R3

Die grau dargestellten Vektoren €7, €2, €3
sind die Vektoren der Standardbasis von R3.

3. Der fehlende Basisvektor gg? lasst sich als Vektorprodukt der Basisvektoren
510, by ermitteln; nach Definition 3.11 (S. 133) erfiillt 539 = b0 x b) die Be-
dingungen |53?| =1, by bY = 0 und l;g? by = 0. Wir setzen daher:

70 70,70 1 2 1 —4 1 2 —4 1 0
b3 = b1Xb2 = % 1 X \/7676 1 = 7396 1 |x 1 = 396 —18 .
1 7 1 7 6
1

Durch eine kleine Vereinfachung erhélt man gg? = \/% -3 .
1 u

Die Schritte 1. und 2. lassen sich immer anwenden, wenn eine Basis eines eukli-
dischen Vektorraumes gegeben und eine Orthonormalbasis gesucht ist. Hinge-
gen ist der Schritt 3. auf dreidimensionale Rdume beschriankt, da nur dort ein
Vektorprodukt definiert ist, sieche Abschnitt 3.6. Wir bestimmen daher 53? ein
weiteres Mal — nun jedoch nach einem Verfahren, das dem zur Bestimmung von
520 in Schritt 2. dhnelt und das universell anwendbar ist.

3.” Der Basisvektor 13'30 soll zu der linearen Hiille <5107 52(), 53) gehoren? und zu den
Vektoren bY und by orthogonal sein, d. h. I_):g = )\Elo—ﬁ—u by +v bs (A pu,v € R)
sowie 535) 510 = 0 und 53? 520 = 0. Zu bestimmen sind Koeffizienten A, y,v,
welche diese Bedingungen erfiillen. Dazu setzt man 530 = Ag{)+u 520+1/ b in
die beiden Orthogonalitdtsbedingungen ein:

0 = (ABP+ubf+vbs)-BY = BB + bS50 + vbs-bY = A~ v
0 = (AB+ubf+vba) B9 = NBP-BY + pubS-BY + vba-b) = p+ v
Damit haben wir ein LGS, das wir nach A, u, v 16sen. Wir erhalten eine ein-

N

parametrige Losungsmenge: A=t, u= —\/% t,v= 76 t. Setzen wir t=1, also
A=1, u= —\/%, v= @, so erhalten wir einen Vektor 5&, der die Orthogo-

nalitdtsbedingungen erfiillt und in der linearen Hiille (510, 520 , gg) liegt:

2 —4 —1 1
o1 2 V6 [ _ 27
o) e (1) £ (1) = (1)

1
Durch Normieren des Vektors 5§ erhalten wir 59? =1 Eg =L (-3
651 VILL

2Die Forderung 1;3? € (l;lo, 620, gg) ist fiir das betrachtete Beispiel trivial, da diese lineare
Hiille der gesamte Vektorraum R? ist. Der daraus resultierende Ansatz I;:? = 51()+u gz()JrV bs
ist trotzdem sinnvoll und insbesondere auf beliebige, auch héherdimensionale, euklidische
Vektorrdume iibertragbar.
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Das in dem Beispiel 5.50 mit den Schritten 1., 2., 3.” praktizierte Verfahren der
Konstruktion einer Orthonormalbasis aus einer gegebenen Basis lédsst sich fiir
beliebige Basen in euklidischen Vektorrdumen praktizieren; in n-dimensionalen
Vektorraumen sind dazu n Schritte erforderlich. Das Verfahren ist auch fiir
Basen linearer Unterrdume euklidischer Vektorrdume anwendbar, denn lineare
Unterrdume sind selbst Vektorrdume. Somit kann zum Beispiel eine Orthonor-
malbasis des Vektorraumes der magischen 3x3-Quadrate (der ein Unterraum
von R? ist, siehe Beispiel 5.12 auf S. 174) konstruiert werden, sieche Aufgabe 6.

Das praktizierte Verfahren zur Konstruktion einer Orthonormalbasis heif3t
Gram-Schmidtsches Orthonormierungsverfahren (nach Jorgen Pedersen Gram
und Erhard Schmidt). Da es in beliebigen euklidischen Vektorrdumen anwend-
bar ist, gilt der folgende Satz.

Satz 5.32
Jeder euklidische Vektorraum endlicher Dimension besitzt eine Orthonormalba-
sis, jeder zugehorige euklidische Punktraum ein kartesisches Koordinatensystem.

Die Aussagen des Satzes 5.32 sind Existenzaussagen. Wie wir in den behan-
delten Beispielen gesehen haben, besitzen euklidische Vektorrdume mehrere Or-
thonormalbasen und Punktrdume mehrere (i. Allg. sogar unendlich viele) ver-
schiedene kartesische Koordinatensysteme.

5.6.4 Aufgaben zu Abschnitt 5.6

1. Weisen Sie nach, dass R? mit

B:R*xR?—> R, B ((‘55) @”j)) = Zu Ty + Tu Yo + Yu To + 2Yu Yo

ein euklidischer Vektorraum ist.
2. Beweisen Sie den Satz 5.30 auf S. 220.

3. Gegeben sind die Vektoren « mit den Koordinaten A\ = 1, Ay = %, Az = —%

und ¢ mit den Koordinaten g1 = —2, u2 = —%, U3 = % beziiglich der Basis

3 -8 2

B = {b1;b2;b3} mit by=( 2 |,ba=( 7 |,bs=( 5 |. Berechnen Sie die
12 13 —4

Skalarprodukte der Basisvektoren untereinander und darauf basierend das

Skalarprodukt der Vektoren @ und ¥ (vgl. Beispiel 5.46 auf S. 221).

4. Beweisen Sie die folgende Ergidnzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:
Sind zwei Vektoren @ und v eines euklidischen Vektorraumes linear abhéngig,
so gilt |@-v] = |u|-|7].

5. Beweisen Sie, dass fiir beliebige Vektoren @ und ¢ eines euklidischen Vektor-
raumes und beliebige A, u € R gilt: [N @ + p@| < ||| + |p]|7].

6. Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis des Vektorraumes der magischen
Quadrate der Kantenldnge 3. Gehen Sie dabei von der in dem Beispiel 5.29
auf S. 197 ermittelten Basis aus. Orientieren Sie sich an den Schritten 1., 2.,
3.” des Beispiels 5.50.
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Matrizen traten bereits in dem Kapitel 1 und in einigen Beispielen des Kapitels
5 auf. Sie werden nun systematisch behandelt, d. h. es wird Matrizenrechnung
betrieben, und es werden strukturelle Betrachtungen anhand von Matrizen an-
gestellt. Dabei wird sich zeigen, dass der Matrizenkalkiil elegante Zusammenfas-
sungen zentraler Sachverhalte der linearen Algebra (wie der linearen Abhéngig-
keit/Unabhéngigkeit von Vektormengen) erméglicht. Eine besonders hohe Be-
deutung haben Matrizen fiir die Beschreibung der in dem Kapitel 7 behandelten
linearen Abbildungen; auch fiir diese sind Matrizen sowohl Rechenhilfsmittel als
auch , Fingerabdriicke“, welche wichtige Eigenschaften beschreiben.

Das vorliegende Kapitel verbindet somit in besonders enger Weise rechneri-
sche Aspekte und inhaltlich-strukturelle Uberlegungen. Ergéinzend werden eini-
ge Anwendungsbeispiele zur Materialverflechtung sowie zur Beschreibung von
Populationen behandelt. Dabei wird nicht der Anspruch verfolgt, tatséchlich
,realistische“ Anwendungen zu behandeln; diese sind i. Allg. um ein Vielfaches
komplexer, als dies hier dargestellt werden kann. Es soll aber mit den behandel-
ten Beispielen zumindest ein kleiner Einblick in nichtgeometrische Anwendun-
gen der linearen Algebra gewéhrt werden, und vor allem sollen die Beispiele das
Verstdndnis zentraler mathematischer Inhalte erleichtern sowie Rechenregeln
motivieren und versténdlicher machen.

Bei der Matrizenrechnung ist oftmals viel Zeit fiir aufwidndige Berechnungen
erforderlich. Dem Einsatz des Computers kommt daher besondere Bedeutung
zu. Eine Ubersicht iiber die Nutzung des Computeralgebrasystems Maxima fiir
alle in diesem Kapitel vorgenommenen Berechnungen enthélt der Abschnitt 6.4.
Der Leserin bzw. dem Leser wird empfohlen, schon beim Studium der vorherigen
Abschnitte und dem Losen der dort gestellten Ubungsaufgaben einen Blick in
diesen Abschnitt zu werfen und den Computer zu nutzen.
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6.1 Begriffsbestimmung, Ringe von Matrizen

6.1.1 Zeilen- und Spaltenvektoren, transponierte Matrizen

Matrizen traten bereits an mehreren Stellen dieses Buches auf:

m In dem Abschnitt 1.3 (S.29ff.) wurden einfache und erweiterte Koeflizien-
tenmatrizen linearer Gleichungssysteme betrachtet und Losbarkeitskriterien
sowie Aussagen iiber Losungsmengen von LGS anhand der Rénge ihrer Ko-
effizientenmatrizen formuliert.

m In dem Beispiel 5.6 auf S. 171 stellte sich heraus, dass die Menge aller Matri-
zen reeller Zahlen mit n Spalten und m Zeilen sowie einer dort definierten Ma-
trizenaddition und eine Multiplikation von Matrizen mit reellen Zahlen ein
Vektorraum ist. Die Dimension dieses Vektorraumes ist, wie anhand spéaterer
Beispiele deutlich wurde, n-m.

m Als spezielle 3x3-Matrizen wurden an mehreren Stellen magische Quadrate
betrachtet (siehe u. a. Beispiel 5.12 auf S. 174).

Wir werden im Folgenden den Begriff der Matrix fundieren, insbesondere Ringe

von Matrizen genauer behandeln und dabei Beziige zur linearen Unabhéngigkeit

von Vektoren sowie zu Basen und Dimensionen linearer Unterrdume herstellen.

Definition 6.1

Ein Schema der Form

a1 ai2 ... Qain

az1 a22 ... a2n
A = ((Iij)i:l.,,m = . . .
j=1l...n . . .

aAml Am2 ... Amn

mit a;; € R, 1<i<m, 1<j<n heillt Matriz reeller Zahlen mit m Zeilen und
n Spalten bzw. kurz mxn-Matrix; ¢ ist der Zeilenindex und j der Spaltenindex.
Die Zahlen a;; werden als Koeffizienten der Matrix A bezeichnet.

all a2 Ain
. o a1 R a2z . a2n .
Die Vektoren dg1 = . , dgo = : s e, dSp = : heiflen Spal-
am1 aAm?2 Amn
tenvektoren, die Vektoren dzi1 = (a11;a12;...;a1n), dze = (a21;a22;...;a2n),
oy AZm = (Gm1; am2; . .. ; Gmn) heiflen Zeilenvektoren der Matrix A.
Die Menge aller reellen mxn-Matrizen wird mit R™" bezeichnet. ¢

Rm)(n

Bemerkung: ist mit den in dem Beispiel 5.6 auf S. 171 definierten Ver-

kniipfungen ,,+“ und ,,-“ ein Vektorraum.

Definition 6.2
Es sei A eine Matrix (mit den Bezeichnungen der Koeffizienten wie in der De-
finition 6.1). Die Matrix

ail a1 ... ami
AT N a2 a22 ... am?2
Aln a2n ... Gmn

heiflt transponierte Matrixz zu A bzw. Transponierte der Matrix A. ¢



6.1 Begriffsbestimmung, Riange von Matrizen 229

a1l a21 ... Qami
ailr ai2 Ain a2 a22 ... Qam2
e (0 (R R —
: aij azi ... Qmj
am1l AGm2 ... Amn :
Ailn A2n ... Qmn

Abb. 6.1: Transponieren einer Matrix

Die Transponierte einer Matrix entsteht dadurch, dass aus den Spalten der
Ausgangsmatrix die Zeilen der transponierten Matrix werden (und umgekehrt),
siehe Abb. 6.1. Fiir beliebige Koeffizienten az‘; der transponierten Matrix und
aj; der Ausgangsmatrix gilt aiTj = aj;.

Es lassen sich auch Spalten- und Zeilenvektoren transponieren, z. B.
T

aij a1l

a2; ;2
T J _ . . . >T . . . T __ K
ag; = . = (alj,agj,...,am]—) und dy; = (ail,aiQ,---yain) .

Amj Ain

Wir werden diese Schreibweise mitunter nutzen, um Spaltenvektoren als Zeilen
zu schreiben bzw. umgekehrt.

Definition 6.3

Matrizen mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl (n=m) bezeichnet man als qua-
dratische Matrizen. Ist die Transponierte einer quadratischen Matrix A € R™"
gleich der Matrix selbst (gilt also aj; = a;; fir alle 4,5 = 1,...,n), so heifit A
symmetrische Matriz; die Hauptdiagonale einer symmetrischen Matrix (welche

aus den Koeflizienten ai1, a2, ..., ann besteht) ist ihre Symmetrieachse:
ail1 @12 ... Qin
alj2 a2 ... a2n
A = . L .
ain a2n ... Ann

Sind in einer quadratischen Matrix A alle Koeffizienten a;; mit i#j (d. h. alle
Koeffizienten, die nicht der Hauptdiagonalen angehoren) gleich Null, so heifit A

Diagonalmatrix: a1 0O ... 0
e
O ... 0 Ann ‘

6.1.2 Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix

In dem Abschnitt 1.3.2 wurde der Rang einer Matrix als Anzahl der nach Uber-
fithrung in die Zeilenstufenform verbliebenen Zeilen (die von reinen Nullzeilen
verschieden sind) bzw. — gleichbedeutend damit — als Anzahl der ,nicht iiber-
fliissigen® Gleichungen eines LGS eingefiihrt. Diese Bedeutung des Ranges einer
Matrix wird nun mit anderen Bedeutungen (Anzahlen von linear unabhéngigen
Zeilen- und Spaltenvektoren, Dimensionen der dadurch erzeugten linearen Un-
terrdume) verkniipft, womit ,Rang“ dann zu einem der zentralen Begriffe der
Linearen Algebra wird.
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Definition 6.4

Als Spaltenrang einer Matrix A bezeichnet man die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Spaltenvektoren, als Zeilenrang die maximale Anzahl linear un-
abhéngiger Zeilenvektoren von A. ¢

Folgerung: Der Spaltenrang einer Matrix A = (aij)i=1..m ist nach der Defi-

j=1l..n

nition 6.4 gleich der Dimension des von den Spaltenvektoren dsi,dss,-..dsn
erzeugten linearen Unterraumes (ds1, dsz,...dsy) von R™; ihr Zeilenrang ist
gleich der Dimension des von den Zeilenvektoren dyzi,dzs,...dzm,m erzeugten
Unterraumes (dz1,dz2, - . - Gzm) von R™ | siehe die Abschnitte 5.3 und 5.4.

Beispiel 6.1
Es werden der Zeilenrang und der Spaltenrang der folgenden Matrix bestimmt:
1 3 5 24
0 2 3 1-3
1-3-4-1 5
4 6 11 5 2
Um den Spaltenrang der Matrix A zu bestimmen, muss eine maximale Menge

A =

linear unabhéngiger Vektoren unter den Spaltenvektoren

1 3 5 2 —4
- 0 S 2 S 3 I 't S [-3
asy =1 1] @2=|_3|>a83= | _4 |» 4s4a= |_1 |, @s5 = 5
4 6 11 5 2
ermittelt werden. Da es sich um Vektoren in R* handelt, kann es hochstens
vier linear unabhéngige Vektoren unter dgi, . . ., dss geben. Um festzustellen, ob
darunter vier linear unabhéngige Vektoren sind, kann man zunéchst priifen, ob
ds1,-..,dss linear unabhingig sind, indem man (analog zu dem Beispiel 5.19,
S. 182) die Vektorgleichung A1 ds1 + A2 ds2 + A3 ds3 + A4 dsa = 0 16st. Es ergibt
sich eine zweiparametrige Losungsmenge: A\ = — S;t, Ao=—2 32+t, A3=3s8, \a=t.
Somit gilt fiir beliebige r, s € R:
— 54t Ggy — 35 Ggo + sds3 + tdsa = 0.
Die Vektoren dsi,...,dss sind somit linear abhingig; mehr noch: es existie-

ren nicht einmal drei linear unabhéngige Vektoren unter diesen vier Vektoren,
denn entfernt man dss oder ds4, so hat die verbleibende Gleichung immer noch
nicht triviale Losungen. Somit kann es unter dss, ..., dss hochstens drei linear
unabhéngige Vektoren geben, unter denen dann dgs sein miisste. Wir priifen
zunéchst, ob dgi,dse, dss linear unabhingig sind. Losen der Vektorgleichung
A1ds1 + A2 dsze + Asdss = 0 ergibt die eindeutige Losung A1 = A2 = A5 = 0.
Somit sind die Vektoren dsi, dss, dss linear unabhéingig, und eine groflere Zahl
linear unabhéngiger Vektoren existiert unter den Spaltenvektoren dsi,...,dss
der Matrix A nicht. Der Spaltenrang von A ist somit 3; eine Basis des von den
Spaltenvektoren erzeugten linearen Unterraumes (von ]R4) ist {ds1;ds2; dss}-

Es wird nun der Zeilenrang der Matrix A bestimmt. Dazu muss eine maximale
Menge linear unabhingiger Vektoren unter den Zeilenvektoren ermittelt werden.
Wir stellen diese im Sinne einer besseren Ubersichtlichkeit in transponierter
Schreibweise als Spaltenvektoren dar:
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1 0 1 4

3 2 -3 6

dgl = 5 ’ 5;2 = 3 ) 6;3 = |4 ; 654 = |11
2 1 -1 5

—4 -3 5 2

Durch Lésen der Vektorgleichung \1 @y + A2 Ggs + A3 Gyg + A1 dyy = 0 erhiilt
man eine einparametrige Losungsmenge: A\1 =—t, Ao= 3¢, As=1t, \a= 0 (tER).
Somit besitzt die obige Vektorgleichung nicht triviale Losungen; die Vektoren

@py, ..., dzy sind linear abhingig. Dies gilt natiirlich auch fiir die ,nicht trans-
ponierten* Zeilenvektoren dz1, ..., dz4, denn die Operationen, die zur Uberprii-

fung der linearen Abhingigkeit angewendet werden, sind hierfiir dieselben; es
wird lediglich eine andere Schreibweise genutzt.

Da sich bei der Losung der Gleichung A1 gy + Ao Gy + A3 Gpg + Aa gy = 0
zwingend Ay = 0 ergibt, ist der Vektor @j; nicht als Linearkombination der
restlichen Vektoren darstellbar. Da zugleich offensichtlich @z, und @z, linear
unabhiingig sind, sollte die Vektormenge {@; @zs; @74} linear unabhiingig sein.
Dies bestiitigt man durch Losen der Vektorgleichung Ay @ +A2 @go+Ma py = 0;
hierfiir erhélt man tatséchlich nur die triviale Losung A1 = A2 = A4 = 0. Die Zei-
lenvektoren dyz1, dzs, dz4 sind also linear unabhéngig und bilden, da dz1, ..., dza
linear abhéngig sind, eine maximale Menge linear unabhéngiger Zeilenvektoren
der Matrix A. Der Zeilenrang von A ist somit 3; eine Basis des von den Zeilen-
vektoren erzeugten linearen Unterraumes (von R®) ist {dz1; @z2; dza}- ]

Anmerkungen und weiterfiihrende Uberlegungen zu dem Beispiel 6.1

m Der Spaltenrang der betrachteten Matrix ist gleich ihrem Zeilenrang, ob-
wohl es sich um die Rénge vollig unterschiedlicher Vektormengen handelt.
Allerdings konnte dies nur zufilligerweise bei dem behandelten Beispiel der
Fall sein. Wir werden diesem Zusammenhang weiter nachgehen und dabei
feststellen, dass er in jedem Falle zutrifft.

B Die Bestimmung des Zeilen- und des Spaltenranges nach dem in dem Bei-
spiel 6.1 praktizierten Verfahren kann recht langwierig sein, da jeweils unter
einer mitunter gréofleren Zahl von Zeilen- und Spaltenvektoren eine maximale
Anzahl linear unabhéngiger Vektoren , gesucht“ werden muss. Die Nutzung
eines Computeralgebrasystems erweist sich dabei als hilfreich (siehe dazu den
Abschnitt 6.4 sowie eine Datei fiir das CAS Maxima, die auf der Internetseite
zu diesem Buch zur Verfiigung steht), der Aufwand bleibt dennoch hoch.

m  Wir bestimmen im Folgenden den Rang der in dem Beispiel 6.1 betrachteten
Matrix A nach der in dem Abschnitt 1.3.2 gegebenen Definition (siehe S. 33)
als Anzahl der nach Uberfithrung in die Zeilenstufenform verbleibenden Zei-
len, die von reinen Nullzeilen verschieden sind. Dazu formen wir A mithilfe
des GauB-Jordan-Algorithmus (vgl. Abschnitt 1.2.2) um.

1 3 5 2 -4\ [-(1) |-(-4) 1 3 5 2-4

0 2 3 1-3 0 2 3 1-3)1]3 |3
1-3-4-1 5|1 7 lo-6-9-3 9|1

4 611 5 2 1 0—6-9 —3 18 B
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135 24 Zeilen 135 2—4 |9
., [o231-3 Ve”i“he“ 02313)3
0000 O 0000 9]|1]4
0000 9 0000 O
927 45 18 0\ |-1 9-9-9 0 0
|06 93 0)lce) [0 6 930
00009 00 00 9
000 00 00 00O

Offensichtlich ist der Rang dieser Matrix 3, also gleich ihrem Zeilen- und
Spaltenrang. Wir nehmen weitere Vereinfachungen vor, aus denen sich Uber-
legungen zur Gleichheit aller bestimmten ,,Rénge“ ergeben werden.

Alle bisher vorgenommenen Matrixumformungen (Vertauschen von Zeilen,
Multiplikation von Zeilen mit Zahlen, Addition von Zeilen) waren Zeilenum-
formungen, die zunéchst fiir das Losen linearer Gleichungssysteme eingefiihrt
wurden. Bei der Umformung einer Matrix sind jedoch Spaltenumformungen
ebenso sinnvoll (diese sind zugleich Zeilenumformungen der transponierten
Matrix). Mit Spaltenumformungen vereinfachen wir die Matrix weiter.

9-9-9 0 O 9-9-9 0 O 9 0 0 0 O
0 6 9 3 0 . 0 0 0 3 O . 0 0 0 3 0
0 0 0 0 9 0 0 0 0 9 0 0 00 9
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 00 O
1-(=3) 1 -1
1 (~2) 1 1
Durch Vertauschen von Spalten erhalten wir schliellich die Matrix

OO O ©
O WO
© O o
o OO
o OO

Im Ergebnis aller Umformungen ist eine Matrix entstanden, die aus einer Diago-
nalmatrix und ansonsten nur aus Nullzeilen und -spalten besteht. Der Zeilenrang
einer dergestalt umgeformten Matrix ist offensichtlich gleich dem Spaltenrang
und gleich dem in dem Abschnitt 1.3.2 eingefiihrten Rang. Es ldsst sich sogar
jede Matrix durch Zeilen- und Spaltenumformungen in eine derartige Form brin-
gen. Um allgemein konstatieren zu konnen, dass der Spaltenrang einer beliebigen
Matrix gleich ihrem Zeilenrang ist, ist noch zu zeigen, dass beide Rénge durch
die vorgenommenen Zeilen- und Spaltenumformungen nicht verdndert werden.

Satz 6.1
Der Zeilenrang und der Spaltenrang einer Matriz werden durch die folgenden
Zeilen- und Spaltenumformungen nicht verdndert:

Z1. Vertauschen zweier Zeilen,

Z2. Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl (aufer Null),
73. Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile,

S1. Vertauschen zweier Spalten,

S2. Multiplikation einer Spalte mit einer reellen Zahl (aufSer Null),
S3. Addition einer Spalte zu einer anderen Spalte.
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Beweis: Der Satz enthilt insgesamt 12 Aussagen. Durch Ubertragung auf
transponierte Matrizen ergibt sich aber, dass sich Spaltenumformungen auf den
Spaltenrang ebenso auswirken wie Zeilenumformungen auf den Zeilenrang sowie
dass Zeilenumformungen auf den Spaltenrang dieselbe Wirkung haben wie ent-
sprechende Spaltenumformungen auf den Zeilenrang. Es geniigt somit, zu zeigen,
dass die Umformungen Z1-S3 Spaltenrdnge beliebiger Matrizen nicht veréndern.

S1. Durch Spaltenvertauschungen #ndert sich der Spaltenrang einer Matrix
nicht, da bei der Bestimmung der linearen Unabhéngigkeit einer Menge von
Vektoren, deren Reihenfolge irrelevant ist, vgl. die Definition 5.6 auf S. 182.

Z1. Der Spaltenrang einer Matrix bleibt bei Zeilenvertauschungen unveréndert,
wenn sich dabei keine Verinderungen hinsichtlich der linearen Abhingigkeit
bzw. Unabhingigkeit an Teilmengen von Spaltenvektoren der betrachteten
Matrix ergeben. Wir betrachten dazu eine beliebige Teilmenge von k Spal-
tenvektoren einer mxn-Matrix. Diese kdnnen wir so umbenennen bzw. mit
anderen Spaltenvektoren vertauschen, dass sie die ersten k Spaltenvektoren
der gegebenen Matrix bilden und daher mit dsi, dso, ..., dsk bezeichnen.

Eine Menge {ds1;@s2;...;dsk} von Spaltenvektoren ist genau dann linear
unabhéingig, wenn aus A\1dsi + A2dss +. ..+ A\pdse = 0 folgt A1=...= X =0.
Gleichbedeutend damit ist, dass das LGS
Arail + Aeaiz +...+ Apaix =0
(+) >\1921+>\2f122 +-:.+ >\k_an :Q

AMami +A2am2 + ...+ Agamr = 0
nur die triviale Losung besitzt. Dies ist unabhéngig von der Reihenfolge der
Gleichungen und somit von der Reihenfolge der Zeilen der gegebenen Matrix.
Zeilenvertauschungen veréndern also nicht die lineare Abhingigkeit bzw. Un-
abhingigkeit beliebiger Mengen von Spaltenvektoren einer Matrix und somit
auch nicht deren Spaltenrang.

Z2. Die Multiplikation einer Zeile einer Matrix mit einer von Null verschiedenen
reellen Zahl bewirkt eine Multiplikation einer der Gleichungen des LGS ()
mit dieser Zahl. Dabei handelt es sich um eine Aquivalenzumformung, welche
die Lésungsmenge des LGS nicht verdndert (vgl. Abschnitt 1.2.2). Somit
bleibt die lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhéngigkeit einer beliebigen Menge
von Spaltenvektoren einer Matrix und damit auch ihr Spaltenrang erhalten.

Z3. Auch die Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile einer Matrix macht
sich bei der Untersuchung der linearen Abhingigkeit bzw. Unabhéngigkeit
einer beliebigen Menge von Spaltenvektoren dadurch bemerkbar, dass in
dem LGS (%) eine Gleichung zu einer anderen Gleichung addiert wird. Die
Losungsmenge dieses LGS #dndert sich auch hierbei nicht; somit bleibt auch

bei dieser Umformung der Spaltenrang der gegebenen Matrix erhalten. 0O

Zum Nachweis der Tatsache, dass auch Spaltenumformungen der Typen S2 und
S3 Spaltenringe von Matrizen nicht dndern, siehe die Aufgabe 3 auf S. 234.
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Satz 6.2
Jede Matrix lisst sich durch Zeilen- und Spaltenumformungen der Typen Z1-S8
(siehe Satz 6.1) in eine Matriz umformen, die aus einer Diagonalmatriz und

ansonsten nur aus Nullzeilen und -spalten besteht:

ali 0O ... 0 0...0
0 as2 . . .
. -. . 0
0 0 arr 0 0
0 0 0 0
0 ... ... 00...0

Wir verzichten auf den Beweis des Satzes 6.2; die prinzipielle Vorgehensweise
bestiinde in der Umformung einer allgemein vorgegebenen Matrix mit den auf
S. 231f. an einer speziellen Matrix vorgenommenen Umformungsschritten.

Aus den Sétzen 6.1 und 6.2 ergibt sich unmittelbar der folgende Satz.

Satz 6.3
Der Zeilenrang einer beliebigen Matriz ist gleich threm Spaltenrang.

Nachdem nun gesichert ist, dass alle bislang betrachteten Rénge einer Matrix
(Zeilenrang, Spaltenrang, Anzahl der nach Uberfiihrung in die Zeilenstufenform
verbleibenden Zeilen, die keine Nullzeilen sind) gleich sind, sprechen wir nur
noch von dem Rang einer Matrix und verwenden dafiir die Schreibweise rg A.

Von besonderem Interesse sind oft quadratische Matrizen mit ,,vollem Rang*.

Definition 6.5
Eine nxn-Matrix A, deren Rang gleich der Zeilen- und Spaltenanzahl von A
ist (d.h. rg A = n), heifdt requlire Matriz. ¢

6.1.3 Aufgaben zu Abschnitt 6.1

1. Bestimmen Sie die Rénge der folgenden Matrizen mithilfe des Gauf3-Algo-
rithmus (vgl. Abschnitt 1.3):

32 11 329 1 L2845

A= B = C=(6-4-136
3 40 7] 502 1] ey
4 5-1 9 1 -3 7

2. Bestimmen Sie die Spalten- und die Zeilenrénge der folgenden Matrizen und
geben Sie Basen der von den Zeilen- und den Spaltenvektoren dieser Matrizen

erzeugten linearen Unterrdume an (vgl. Beispiel 6.1 auf S. 230):

15 9 1 7 59 11 5 1 5
2 6 10 1 211 0 0 6 0 4
A= 3 7 11-1})’ B = -3 11 3 |’ C= -1-3 12 3
4 8 12 -1 -5 —6 1 —-5—-4 -5 2

3. Beweisen Sie, dass der Spaltenrang einer beliebigen Matrix bei Spaltenum-
formungen der Typen S2 und S3 (vgl. Satz 6.1, S. 232) unverédndert bleibt.

4. Welche der in den Aufgaben 1 und 2 gegebenen Matrizen sind regular?
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6.2 Matrizenmultiplikation und -inversion

6.2.1 Einfiihrungsbeispiel: Materialverflechtung

Beispiel 6.2

Aus drei verschiedenen Rohstoffen R1, R2 und R3 werden in einem Produktions-
ablauf zwei Zwischenprodukte Z1, Za hergestellt, welche dann zu vier Endpro-
dukten E1, E2, E3 und E4 weiterverarbeitet werden. Wie viele Mengeneinheiten
der verschiedenen Rohstoffe zur Herstellung der jeweiligen Zwischenprodukte
und wie viele Zwischenprodukte zur Herstellung der verschiedenen Endproduk-
te benotigt werden, geht aus der Abb. 6.2 hervor.

Abb. 6.2: Materialverflechtung

/
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'\ !!
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\
\
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In den folgenden Tabellen sind die der Abb. 6.2 entnommenen Mengenangaben
wiedergegeben. Dabei geben die Spalten den Bedarf an Rohstoffen bzw. Zwi-
schenprodukten fiir die jeweiligen Zwischen- bzw. Endprodukte an.

\ Ei E: E; E4
9 3 8 2
5 1 8 1

VA
Zo

Es soll berechnet werden, wie viele Mengeneinheiten (ME) der verschiedenen
Rohstoffe fiir die Produktion von 60 (ME) des Endproduktes Ei, 150 (ME) Eg,
40 (ME) E3 sowie 200 (ME) E4 erforderlich sind. Dies ldsst sich natiirlich einzeln
anhand der Tabellen ausrechen, z. B. fiir die gewiinschte Menge an E:
60 E1 = 60-9Z1 +60-5 Z>
60-9(4 R1+5R2+3Rs) + 60-5(2R1 +7Rz2+ 3 Rs)
= 2760 R1 + 4800 R2 + 2520 Rs,
wobei die Mengeneinheit (ME) weggelassen wurde. Wir verzichten darauf, fiir

die weiteren Endprodukte auf diese Weise den Rohstoffbedarf zu ermitteln, son-
dern entwickeln ein Verfahren, dies auf {ibersichtlichere Weise mithilfe von Ma-
trizen zu tun. Dazu stellen wir zunéchst die gewiinschten Mengen e, ez, e3, e4
der Endprodukte E1, Ea, Es, E4 als Spaltenvektor dar:

€1 60

o [e ) [ 150
Outputvektor: €= es | = 40
e4 200

Zunéchst ermitteln wir den Bedarf an Zwischenprodukten, indem wir € mit einer
Verflechtungsmatriz verkniipfen, welche die rechte Bedarfstabelle enthélt:
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Ay — (au a2 ais CL14) _ (9 3 8 2).
a21 a22 Q23 a24 5181

Das Ergebnis einer geeigneten Verkniipfung Ay_,g o€ muss ein Vektor 2’ = (2)
sein, der den Bedarf an Zwischenprodukten angibt. Die Komponenten dieses
Vektors (d. h. die benstigten Mengen der jeweiligen Zwischenprodukte) ergeben
sich, indem fiir jede Zeile der Verflechtungsmatrix deren Koeffizienten mit den
zugehorigen Komponenten des Outputvektors multipliziert und die Ergebnisse
addiert werden:

z1 = a11€e1 +aizez +aizes +aiaeq = 60-9 + 150-3 + 40-8 + 200-2 =1710
Zog = a21€e1 + az2ez + a2z ez + azaeqs = 60-5 + 150-1 + 40-8 + 200-1 = 970.
Die Ermittlung der Komponenten des Vektors Z erinnert an die Einfiihrung
des Skalarproduktes anhand des Beispiels 3.11 und der Definition 3.9 auf S. 122.
Ebenso wie das Skalarprodukt zweier Vektoren berechnet wird, erfolgt die ,,Mul-
tiplikation“ einer Zeile der Verflechtungsmatrix mit dem Outputvektor als Sum-
me der Produkte von Komponenten des Outputvektors mit den entsprechenden
Koeffizienten der Verflechtungsmatrix. Da jedoch Matrizen meist mehr als eine
Zeile haben, ergibt sich als Ergebnis nicht eine einzige Zahl, sondern ein Vektor,

dessen Komponenten den jeweiligen Zeilen der Verflechtungsmatrix entsprechen:

€1 €1
lan a12 a1 ara\ _|le2|| _ an arz aiz a4\ _|lez|| _ (=
az1 a2 a3 a24 e3 22 )7 \[a21 a2z ass az] e3 ’
€4 €4
. . « = 1710 . . .
Der so ermittelte ,,Zwischenvektor® z' = 970 wird nun auf dieselbe Weise

mit der Verflechtungsmatrix bii buo 49
Broz=|b21 b2z | =57
b31 b3z 33
verkniipft, die den Rohstoffbedarf fiir die Herstellung von Zwischenprodukten
angibt. Als Ergebnis erhilt man einen ,,Inputvektor” #, dessen Komponenten
die benotigten Rohstoffmengen sind:
bi1 bi2 5 b11 21 + b12 22
¥ =BrszoZ = | b21 b2z | o (z;) = [ b21 21 + b22 22
b31 b3z b31 21 + b3z 22

42 1710 41710 + 2-970 8780
57 o( 970) — (51710 +7-970 | = (15340 .

33 3-1710 + 3-970 8040
Fir die Herstellung der gewiinschten Mengen an Endprodukten werden also
8780 (ME) des Rohstoffs Ry, 15340 (ME) Rz und 8040 (ME) R3 benétigt.

Um den Rohstoffbedarf fiir andere Outputvektoren zu berechnen, miisste das
vollzogene zweischrittige Rechenverfahren erneut durchgefiihrt werden. Daher
ist es sinnvoll, die Verflechtungsmatrizen Br_z und Az_g zu einer einzi-
gen Matrix Cr—pg zu verkniipfen, mithilfe derer sich der Inputvektor durch
7 = Crog o € direkt aus dem Outputvektor ermitteln ldsst. Dazu muss sich
die erste Komponente des Inputvektors als Verkniipfung der ersten Zeile von
Cr_ g mit dem Outputvektor ergeben (analog fiir die weiteren Komponenten



6.2 Matrizenmultiplikation und -inversion 237

und Zeilen). Um also die erste Zeile der Matrix Cr—g zu ermitteln, vollziehen
wir zuriick, wie die erste Komponente des Inputvektors berechnet wurde:
r1 = bi1z1 +bi2z2 = bi1(ar1e1 +ai2e2 +aizes + aiaes)
+b12 (a21 €1 + a2z e2 + a23 e3 + a24 e4)
= (birai1+bizaz1)er + (bi1aiz+ bizaz2) ez
+ (b11 a13+ bi2 a23) e3 + (bi1 a1a+ bi2 az4) e4
(4-942-5)-60 + (4-342-1)-150 + (4-8+2-8)-40 + (4-2+4+2-1)-200 = 8780.

Damit sich also durch Verkniipfung der ersten Zeile der gesuchten ,, Gesamtver-

flechtungsmatrix“ Cr_,g mit dem Outputvektor die richtige Komponente r1 des
Inputvektors ergibt, muss der erste Zeilenvektor der Matrix Cr_,g die Gestalt

dz1 = (bi1 a11+ biz az21; bi1 a2+ bi2 a22; bi1 a3+ bi2 azs; bii aia+ bi2 az4)
haben. Véllig analog dazu iiberlegt man sich, wie die anderen Zeilen beschaffen
sein miissen und erhélt
biraiit+bizazr biraiz+bizaze biraiz+bizaszs biiaiatbizass
CroE = | b21ari+b22a21 baraia+bazazs baraiz+bazazs baraisa+bazass
bs1ai1+bz2a21 bz1aiz+bzaazs bzraiz+bszazs bzraia+bz2az4
Diese Matrix, die durch ,,Verkniipfung“ der Matrizen Br—7z und Az g ent-
standen ist, heiflit Produkt der Matrizen Br_,7z und Az _,g:

bll b12 aljlr ai12 ai13 ai4
C =B oA = | ba1 b o ( ) .
R—E R—Z Z—E b21 b22 as1i a2 as3 a4
31 32

Damit das Produkt C = Bo A zweier Matrizen gebildet werden kann, muss
die Anzahl der Zeilen der rechten Matrix A mit der Spaltenanzahl der linken
Matrix B iibereinstimmen. Die Zeilenanzahl der Produktmatrix ist gleich der
Zeilenanzahl von B, ihre Spaltenanzahl gleich der Anzahl der Spalten von A.

Wir bilden nun das Produkt mit den konkreten Zahlen der in diesem Beispiel
betrachteten Verflechtungsmatrizen:

46 14 48 10)

42 9382
Crop = BrogoAy.p = |57 0(5 DS 1): 80 22 96 17
33 42 12 48 9

Bilden wir nun schliellich (in der zuvor fiir Az_,g o € beschriebenen Weise) das
Produkt dieser Matrix mit dem Outputvektor €, so erhalten wir

46 14 48 10 1?8 8780
Cropod = (802296 17 | o [ 129} = (15340 |,
42 12 48 9 oo 8040

also dasselbe Ergebnis wie bereits zuvor. Wir fassen noch einmal zusammen, auf
welchen Wegen wir den Inputvektor berechnet haben:
€ — Z=Az . ,goé€ — 7T =Br,z0Z=Br,z0(Az g0é)

€ — 7=Cprugpof€ = (BrozoAz,g)oé '
Es ldsst sich also (zumindest fiir das hier behandelte Beispiel) ein Assoziativge-
setz fur die Multiplikation von Matrizen und Spaltenvektoren (die sich auch als

einspaltige Matrizen auffassen lassen) erkennen:

Brozo(Azsgo€) = (BruzoAzg)oe. |
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6.2.2 Matrizenmultiplikation — Definition und Rechenregeln

Wir verallgemeinern die in dem vorangegangenen Abschnitt anhand konkreter
Beispiele eingefiihrte Matrizenmultiplikation zu einer allgemeinen Definition.
Definition 6.6

Es seien A € R™™ eine Ixm-Matrix und B € R™" eine mxn-Matrix:

a1 a1z ...Qa1m bll b12 bln
ag1 a22 . ..0a2m ba1 bo2 ... ban
A= (aij) i=1...1 — .21 .22 2 5 B = (bi])izl.,,m = ?1 ?2 2
j=1...m N . : j=1..n : : :
apl ap2 ... aim bm1 bm2 ... bmn
Als Produkt der Matrizen A und B wird die Matrix
a11bi1+a12b21  anibio+aizbe2 ... ai1bin+aizban
+.. -+a1mbm1 +.. -+a1mbm2 +.. ~+a1mbmn
a21b114+a20b21  a21bi2+as2bo2 ... a21bin+a22ban
AoB = +...Fa2mbmi 4. ..+ a2mbm2 +. .. Fa2mbmn
artbii+apeber  apbiz+apb2 ... apbin+apban
+.. -+almbm1 +.. -+almbm2 +.. -+almbmn
bezeichnet. In Kurzschreibweise lisst sich diese folgendermaflen angeben:
Yomeqaikbkr Yo aikbre .. 0P a1gbin
AoB = | oweiazkbin 30l askbrz ... 3opL, askbrn
Yo awber D0 ambre ... Dopt g Gikbin
= <Z aikbk:j>
— i=1...1
k=1 ;: l..n. .
Bemerkungen:

m  Wie bereits in dem Beispiel 6.2 erwidhnt wurde (siehe S. 237, dort jedoch mit
umgekehrter Reihenfolge der Matrizen A und B), muss die Spaltenanzahl
m der (linken) Matrix A mit der Anzahl der Zeilen der (rechten) Matrix B
iibereinstimmen, damit das Produkt A o B gebildet werden kann.

m Die Zeilenanzahl der Produktmatrix C ist gleich der Zeilenanzahl von A ihre
Spaltenanzahl gleich der Anzahl der Spalten von B, d.h. wenn A € R>™
und B € R™", 50 ist A o B € R™".

m Ein Element ¢;; der Produktmatrix C = A o B ist nach der Definition 6.6
die Summe der Produkte der Komponenten der i.ten Zeile von A mit den
entsprechenden Komponenten der j.ten Spalte von B bzw., gleichbedeutend
damit, das Skalarprodukt des Zeilenvektors dz; mit dem Spaltenvektor gsj.

all] a12... Aim cC11...€C145 ...C1
L ) b11 . bin - - o
. . . ba1 bon : . .
il @2 ... QAim|| © . . =\ ci1...|Cij| - Cin
apr a2 ... Aim

Ci1..-Clj ...Cln
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m Mitunter wird das Produkt A oB zweier Matrizen in der Literatur auch mit
A -B oder einfach mit AB bezeichnet.

Satz 6.4

Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ, d. h. fir beliebige Matrizen

A eR¥™ B e R™" und C € R™? gilt (AoB)oC=Ao(BoC).

Wir verzichten auf einen Beweis des Satzes 6.4 und betrachten statt dessen

(nachdem sich bereits in dem Beispiel 6.2 mit p=1, n=4, m=2, |=3 Assozia-

tivitdt gezeigt hatte, siehe S.237) ein weiteres Beispiel.

Beispiel 6.3 0 3-2 94 3 1 _9
Gegeben sind die Matrizen A = % g (7) ,B=1(1242 )], C=| 0 5.
051 3 -2
6 5 8
P 0 —67
Wir berechnen zunichst AoB = 87 —28 _13 | und BoC = —6 —92 ).
114 36 302
—24 7322 —24 —322
-3 =341 -3 =341
Damit ergibt sich (AoB)oC = 42 269 und Ao(BoC) = 42 269 ,
—6 —678 —6 —678
also (AoB)oC=Ao0(BoC). ]

Im Gegensatz zur Assoziativitit gilt die Kommutativitit der Matrizenmulti-
plikation i. Allg. nicht, wie die folgenden Gegenbeispiele zeigen.
Beispiel 6.4
Fiir Matrizen mit unterschiedlichen Zeilen- und Spaltenanzahlen ist es unmit-
telbar einsichtig, dass die Kommutativitat der Matrizenmultiplikation nicht ge-

1 2
geben sein kann; z. B. gilt fiir A = (% g _?) und B=(-3 0 |:
11 -6
14 21 9
AoB:(_gg _g%), BoA—| -6 —9 15].
—14 —21 —-97

Aber auch fiir quadratische Matrizen gilt die Kommutativitat der Matrizenmul-
tiplikation i. Allg. nicht. So ist fiir A = (:1)) i), B= (g ?)

aeno (3 7). mea- (3 8)
also AoB#BoA. [

In speziellen Féllen kénnen zwei Matrizen A und B , vertauschbar® sein (d. h.
fiir diese Matrizen gilt AoB = BoA), siehe die Aufgaben 3 und 4 auf S. 250.

Das folgende Beispiel zeigt eine weitere schwere Abweichung der Matrizenmul-
tiplikation von den fiir Zahlen giiltigen Rechenregeln. In beliebigen Zahlberei-
chen folgt aus a-b = 0 stets, dass a = 0 oder b = 0 gelten muss; diese Eigenschaft
heifit Nullteilerfreiheit. Hingegen ist die Matrizenmultiplikation nicht nullteiler-
frei. Eine Nullmatrix (d. h. eine Matrix, die nur aus Nullen besteht) kann auch
als Produkt zweier Matrizen entstehen, von denen keine eine Nullmatrix ist.
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Beispiel 6.5

Fiir die Matrizen A = (2 2) und B= (_1 _1)ist AoB= ()

iir die Matrizen —(3 3) un —(_1 _1)15 ° _(0 0)' -

Definition 6.7
Die quadratische Matrix E,, € R™" deren Hauptdiagonale nur Einsen enthlt
und die ansonsten nur aus Nullen besteht, heifit Einheitsmatriz:

1 0...0

BE.= %1
U .
Q..0 1

Satz 6.5

Fiir die Multiplikation beliebiger quadratischer Matrizen A € R™™ mit der Fin-
heitsmatriz E, gilt AoE, =E, oA =A.

Die Einheitsmatrix E,, hat also unter den nxn-Matrizen die Funktion des Eins-
elements bzw. des neutralen Elements beziiglich der Matrizenmultiplikation. Die
Giiltigkeit des Satzes 6.5 folgt unmittelbar aus der Definition 6.6, denn es ist
er; =0 fiir k#j und ex; =1 fiir k=. Somit gilt 22:1 a;rexr; = aqj fiir beliebige
Koeffizienten einer Matrix A, und nach der Definition 6.6 (mit [ =m =n und
B = E,) folgt daraus AoE, = A (analog begriindet man E,0A = A).

Satz 6.6
Falls das Produkt C = A o B ezistiert, so ist CT=BTo AT,

(Dabei sind BT, AT und C" die zu A, B bzw. C transponierten Matrizen,
siehe die Definition 6.2 auf S. 228.)

Wir verzichten darauf, den Satz 6.6 zu beweisen. Es wird empfohlen, zur
inhaltlichen Erschliefung dieses Satzes die Aufgabe 5 auf S. 250 zu 16sen.

Matrizenmultiplikation sowie -addition und skalare Multiplikation
In dem Beispiel 5.6 (siehe S.171) wurden die Addition ,,+* von Matrizen (mit

“ yvon Matrizen

gleicher Zeilen- und Spaltenanzahl) sowie die Multiplikation ., -
mit Skalaren eingefiihrt, in Kurzschreibweise:

A+B = ((Iij)i:l,..m + (bij)i:l...m = (aij—l— bij)i:l.,.m

j=1l...n j=1l...n j=1l...n

)\'A = )\'(Gij)i:l.,.m = (}\'aij)izl...m

j=1..n j=1..n.
Es wurde festgestellt, dass die Menge aller m xn-Matrizen mit diesen Verkniip-
fungen ein Vektorraum ist. Im Folgenden werden Rechenregeln des Matrizen-
produktes im Zusammenhang mit den Verkniipfungen ,,+“ und ,, - “ formuliert.

Satz 6.7

Es seien A, A(l), A®) [ xm-Matrizen und B, B(l), B®) mxn-Matrizen sowie
A € R. Dann gilt

a) (AM+A®)oB =AMoB+A®P6B, Ao(BW+B®)=AcBM+AcB?),
b) A-(AoB)=(A-A)oB=Ao(AB).

Bemerkung: Da die Matrizenmultiplikation i. Allg. nicht kommutativ ist,

mussten unter a) zwei Distributivgesetze formuliert werden (wéhrend bei kom-
mutativen Verkniipfungen ein Distributivgesetz ausreicht).
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B = (bij)i=1...m. Es gilt

j=1..n

i=1...17

Beweis: Es seien A1) = (a(ilj)) =100 A®) = (a(ii-))

j=1...m j=1...m

AL A®) = ((1)+ (2)) it (ADFA®) 0B = (i (“) ) ) i

j=1...m j=1l..n

A(l)o B = (Z a, bkj> i=1..0 , A(Q)O B = (Z a(i) bk]) i=1... und somit
im1m Pt )

j=1...n

m

AYoB 4+ APoB = <Z (g;uag‘?) bkj> N
k=1 7=

Damit gilt die Behauptung (A(l) + A(Q)) oB = AMoB + A® o B. Der zweite
Teil des Distributivgesetzes ldsst sich analog dazu nachweisen; zum Nachweis
des Satzes 6.7 b siehe die Aufgabe 6 auf S. 250. O

6.2.3 Anwendungsbeispiele zur Matrizenmultiplikation

Nachdem in dem Abschnitt 6.2.1 das Beispiel der Materialverflechtung zur Ein-
fiilhrung der Matrizenmultiplikation genutzt wurde, erfolgt nun die Behandlung
einer inner- sowie einer weiteren auflermathematischen Anwendung.

Beispiel 6.6
In der Aufgabe 10 auf S.201 wurden Fibonacci-Zahlen beschrieben. Fiir die
urspriingliche Fibonacci-Folge (f») gilt

fi=1, fa=1 sowie fni2 = fn + fnt1 (fiir alle n € N).
Daraus lassen sich nacheinander beliebig viele Glieder der Fibonacci-Folge be-
rechnen: fi =1, fo=1,f3=2,f1=3, fs =5, f6 =8, fr =13, fs =21, fo =34
Mithilfe von Matrizen lédsst sich nun eine recht einfache explizite Vorschrift fiir
die Berechnung von Fibonacci-Zahlen angeben. Es gilt

({c:“ jﬁz_l) — A" mit A= (i (1))

Dabei versteht man unter A™ in gewohnter Weise AoAo...0A (n-mal). Es ist

w= (F )= (32) a0 (32 4= (3 ])ao= (1 3)

Aus der matriziellen Darstellung lassen sich einige GesetzméBigkeiten fiir
Fibonacci-Zahlen ableiten. So gilt beispielsweise

(fm+n+1 fm+n ):Am+":AmoA”: ({Cm—«—l fm ) (fn+1 fn )

m+n m+n—1 m Jm—1 In Jn—1
Daraus lésst sich durch Bildung des Produkts der beiden letzten Matrizen und
Vergleich mit den Koeffizienten der vorderen Matrix ableiten, dass
fman = fm+1fn + fmfr—1 und foin = frfot1 + fm-1fn
ist. Somit gilt fiir den Spezialfall m = n+1:
font1 = faz1 + fr-

Mit dieser Gleichung lasst sich nun z. B. das 17. Glied der Fibonacci-Folge an-
hand der oben angegebenen Glieder fs und f9 berechnen, ohne die dazwischen
liegenden Glieder berechnen zu miissen:

fir = fé + f2 = 34% + 212 = 1597. m
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Beispiel 6.7

Populationsmatrizen

Matrizen lassen sich gut zur Beschreibung diskreter ,verflochtener Wachs-
tumsprozesse (wie der Entwicklung von Populationen) nutzen, siche hierzu aus-
fithrlicher Lehmann (1983). Ein einfaches Beispiel ist das folgende:

Aus den Fiern eines Kdfers schlipfen nach einem Monat Larven. Nach ei-
nem weiteren Monat werden diese zu Kdfern, die nach einem Monat jeweils
8 Eier legen und dann sofort sterben. Nur aus einem Viertel der Fier werden
Larven, die anderen Fier werden gefressen oder verenden. Von den Larven wird

die Hilfte zu Kifern, die andere Hdlfte stirbt.

Die folgende Tabelle fasst die Umwandlungen zusammen:

Zeitpunkt ¢ Zeitpunkt t+1 Monat
Kafer 8 Eier
Ei % Larve
Larve % Kafer

Eine andere Darstellungsweise des Vorgangs (die mit der Darstellung von Ma-
terialverflechtungen in Tabellen vergleichbar ist, siehe S. 235) ist die folgende:

Ei wird zu Larve wird zu | Kéfer wird zu
8 Eier
% Larven
% Kafer
008
Diese Tabelle schreiben wir nun als Populationsmatriz: P = % 00
010

2
Es seien zu einem Zeitpunkt gleiche Anzahlen von 1000 Eiern, 1000 Larven und

1000 Kafern vorhanden. Diese Angabe fassen wir zu einem Populationsvektor
1000\ (Eier)

po = | 1000 | (Larven) zusammen. Durch Multiplikation dieses Vektors mit P
1000 / (Kifer)

erhélt man den Populationsvektor nach einem Monat:

0038 1000 8000 (Eier)
pr=Popy= % 00 ]o] 1000 | = 250 (Larven)
030 1000 500 (Kifer) .

Um den Populationsbestand nach weiteren Monaten zu berechnen, wird der je-
weils aktuelle Populationsvektor erneut mit der Populationsmatrix multipliziert:

4000 1000 (Eier)
p2=Popi =] 2000 |, ps =Pop> = | 1000 (Larven)
125 1000 (Kifer) .

Offensichtlich hat sich nach drei Monaten wieder die Ausgangspopulation her-
gestellt. Dies bedeutet, dass P30 jp=po ist. Um diese Tatsache niher zu unter-
suchen, berechnen wir P3:
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008 008 040 100
P’=PoP=(200|o[f00]=(002|, PP=PoP?’=[010
0350 010 £00 001

P3 ist also die Einheitsmatrix E3, somit muss P%o py = po gelten; es gilt sogar
P30 7 = 7 fiir beliebige Vektoren Z € R3.

Wahrend bei der Multiplikation mit der Einheitsmatrix jeder Vektor un-
verdndert bleibt, kann es durchaus spezielle Vektoren geben, die auch bei der
Multiplikation mit anderen Matrizen unverandert bleiben. Wir untersuchen nun,
ob es einen Vektor ¢ gibt, fiir den Po ¢=¢ ist. Innerhalb der hier betrachteten
Sachsituation kommt dies folgender Frage gleich: Gibt es eine Anfangspopulati-
on von qg FEiern, qr, Larven und qx Kifern, deren Anzahlen sich nach einem
Monat nicht verdndert haben? Zur Beantwortung dieser Frage setzen wir

-

Vektor mit Po §=¢, der eine , stabile Population“ beschreibt. [

am 008\ [am 8qx
§=Pog,dh |q |=|300|olaq |=|1ae
K 010 qK %QL

— N 00

Diese Bedingung ist erfiillt fiir qg =8 g =4 qr,. Somit ist z. B. ¢

Beispiel 6.8

Fiir eine andere Kiéferart wird die in dem Beispiel 6.7 gegebene Situation etwas
abgewandelt: Statt Kdifern, die nach einem Monat jeweils 8 Fier legen und dann
sofort sterben betrachten wir Kifer (die ebenfalls nach einem Monat jeweils 8
Eier legen), von denen 75% sterben und 25% noch einen weiteren Monat als
yalte Kifer® leben, dann noch vier Eier legen und nun sterben. Die folgende
Tabelle beschreibt diese Entwicklung.

Ei wird zu | Larve wird zu | Kafer wird zu |alter Kéafer wird
8 4 Eier
3 Larven
% Kafer
% alte Kafer

Die zugehorige Populationsmatrix ist P = . Wir untersuchen die

o oORlF O
oV o O
Bl O O
O O O

1000\ (Eier)

Populationsentwicklung fiir einen Ausgangsbestand py = }888 E;irfﬁ;l)

1000 / (alte Kiifer).
Durch mehrfache Multiplikation des Populationsvektors po mit der Populati-
onsmatrix erhalten wir die Bestdnde p1 =Po pp, po =Po p1, ps =Po p2 und
pa=Po p5 nach 1, 2, 3 bzw. 4 Monaten:
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12000 5000 1500 12125\ (Eier)
o 250 _ | 3000 . [ 1250 _— 375 | (Larven)
Pr=1A 500 |" P27 | 125 | P>~ | 1500 | P+~ 625 | (Kifer)
250 125 31,25 375 /) (alte Kifer).

Hieran sind noch keine ,, RegelméBigkeiten* zu erkennen. Um einen Eindruck von
der langfristigen Entwicklung zu erhalten, lassen sich mithilfe des Computers
(siehe dazu den Abschnitt 6.4) z. B. die Populationsvektoren nach 100, 101 und
102 Monaten bestimmen. Man erhilt (nach Rundung auf ganzzahlige Werte):

250205 259769 271462\ (Eier)
L 60620 S 62551 L 64942 | (Larven)
P100 =1 9ggg5 | P11 = | 30309 |» P1027 | 31275 | (Kiifer)
6973 7246 7577/ (alte Kifer).
Es entsteht der Eindruck eines allmahlichen Wachstums aller Populationen. Die-
ser Eindruck verstérkt sich durch die Betrachtung der Populationen nach 1000,

1001 und 1002 Monaten:

1.61-10%° 1.67-10%° 1.7-10%°\ (Eier)
L |3s8710®| - (401207 | . [4.17-10" | (Larven)
P1ooo ~ 1.86-10%° |’ pioo1 = 1.93-10%° |’ P1oo2 ~ 2.01-10%° (Kfer)
4.48.10'® 4.65-10'® 4.83-10'8 ) (alte K.).

In dem Beispiel 6.7 war es méglich, eine Anfangspopulation zu ermitteln, die sich
nach einem Monat nicht veréindert (und daher fiir alle Zeit konstant bleibt). Je-
doch erscheint es aufgrund des in diesem Beispiel nun festzustellenden standigen
Wachstums aller Populationen unwahrscheinlich, dass sich eine solche Anfangs-
population auch hierfiir finden lisst. Um dieser Frage auf den Grund zu gehen,

untersuchen wir erneut, ob es einen Vektor ¢ mit

qE 0084 qE 8qr+4quk
F=Pog.dn | || 000 e | %qE

9K 0500 9K 3 4L

Gar 0030 Qo 1 aK

gibt. Dazu ist das folgende lineare Gleichungssystem zu l6sen:

qg = 8qx+44qar qE — 8¢k — 4qax = 0
o = 4B bzw -iaE + @ =0
4K :%QL . —%QL-I- K =0
dak = +ax - 14k + qax = 0.

Dieses LGS besitzt nur die Losung qr = qr. = ¢k = ¢ax = 0. Somit existiert,
abgesehen von Nullbestédnden, keine Anfangspopulation, die konstant bleibt.
Damit eine solche existieren wiirde, miisste das LGS einen niedrigeren Rang als
vier haben. Dies wére der Fall, wenn z. B. die erste Zeile als Linearkombination
der restlichen drei Zeilen darstellbar wire. Man konnte dies u. a. durch Erset-
zung des Koeffizienten —% vor qr, in der dritten Gleichung durch —% erreichen.
Die entsprechende Verédnderung der Populationsmatrix liefle sich durch die mo-
natliche Vernichtung eines Teils der Larven realisieren, sodass sich die folgende
Verdnderung der Ausgangssituation ergibt: Von den Larven werden vier Neuntel

zu Kdfern, fiinf Neuntel sterben (siehe die Aufgabe 7 auf S. 250). [
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6.2.4 Inverse Matrizen

1 0...0
In der Definition 6.7 auf S. 240 wurde die Einheitsmatrix E,, = 0 1 0
a..0 1

eingefithrt und in dem Satz 6.5 festgestellt, dass E,, in der Menge der nxn-
Matrizen die Funktion des Einselements bzw. neutralen Elements beziiglich der
Multiplikation innehat, also mit der Eins in den reellen Zahlen vergleichbar ist.
Im Folgenden untersuchen wir, ob es in der Menge der nxn-Matrizen beziiglich
der Matrizenmultiplikation inverse Elemente gibt, d.h. ob sich zu Matrizen
A € R™™ Matrizen A~! finden lassen, fiir die Ao A™! = A71o A = E,, gilt.

Beispiel 6.9 ahy ahy s 2 -5 3
Es wird die inverse Matrix A™!' = [ ab; abs abs | zu A=|-1 2 —2 ge-
a/31 aég (l/33 3 0 -1
sucht. Es muss dazu gelten
2 =5 3 CLIll 0/12 a'13 1 00
-1 2 —2 o a’21 CLIQQ a'23 = 010
3 0 -1 (Iél a§2 aég 0 0 1

Daraus ergibt sich nach der Definition 6.6 der Matrizenmultiplikation, dass die
Komponenten aj; ...a%s von Al folgende Gleichungen erfiillen miissen:

2&11]_ - 50/2]_ + 30/2),1 1
—aly + 2a5, — 2a3 =0
3a’y — ay =0
20/12 — 50/22 + 304;32 =0

— ahy + 2a5; — 2a3; =1

3a12 — a3 =0

203/13 — 50/23 + 3aé3 = O

— als + 2aj53 —2a33 = 0
30/13 — ag3 = 1.

Dieses LGS enthélt drei Teilsysteme, die unabhéngig voneinander gelost werden
kénnen, da sie verschiedene Variablen enthalten (so treten z.B. a};, a5, und

a4y nur in den ersten drei Gleichungen auf). Man erhilt als Losung a}; = f%,
r 5 /I 4 A 7 I 11 /o1 I 6 I 15
A12 = —13, @13 = 13, @21 = — 713, 22 = — 713, @23 = 73, 31 — — 713, 432 = — 713>

as3=—15. Die Inverse der Matrix A ist somit
_2 _5 4
3 13 13
-1 _ 711 1
AV=-G5-15 13
6 _ 15 1

13 13 13
Streng genommen diirften wir bisher nur sagen, dass A™! rechtsinvers® zu A

ist, denn wir haben A™! so berechnet, dass A o A™! = E3 gilt, und die Matri-
zenmultiplikation ist i. Allg. nicht kommutativ (vgl. das Beispiel 6.4 auf S. 239).
Durch Berechnung des Matrizenprodukts A~ o A stellt man aber fest, dass sich
auch hierbei E3 ergibt. [ |

Ohne Beweis sei angemerkt, dass sogar fiir beliebige Matrizen A, falls eine
Matrix A~! mit Ao A™! = E,, existiert, fiir diese dann auch A"'o A = E,, gilt.
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In dem Beispiel 6.9 wurde bereits von der inversen Matrix A~" gesprochen.
Um den bestimmten Artikel verwenden zu diirfen, muss aber gesichert werden,
dass eine Matrix hdchstens eine Inverse besitzen kann und nicht etwa zwei ver-
schiedene Matrizen A~* und (A_l)l existieren, die beide invers zu einer Matrix
A sind. Dies geschieht mit dem folgenden Satz.

Satz 6.8
Es seien A, B und C nxn-Matrizen.
Gilt AoB = BoA = E, sowic AocC =CoA =E,, soist B=C.

Beweis: Nach Voraussetzung und wegen der Assoziativitdt der Matrizenmulti-

plikation ist C = CoE,, = Co(AoB) = (CoA)oB =E,oB =B. O

Beispiel 6.10 aly ahy ais 5 _-4 3

Es wird die inverse Matrix A~ = [ ab; abs abs | zu A=|-1 2 —2 ge-
(Igl CL%Q 0/33 3 0 —1

sucht. Wir stellen wie in dem Beispiel 6.9 durch Multiplikation A o A~! ein
LGS auf, schreiben dieses aber jetzt Platz sparend als drei Teilsysteme:

50/31 — 4(1/21 + 3(1{),1 =1 50/12 — 40/22 + 3(1/32 =0 50/33 — 4(1/23 + 3&%3 =0
—al1 4205 — 2a5, =0 —alo+ 205 — 2a3 =1 —af3+ 2a53 — 2a33 =0
30,111 - aél =0 3(1112 - aég =0 30/13 - 0,53 =1.

Offensichtlich haben alle drei dieser Teil-LGS dieselbe einfache Koeffizientenma-
trix und unterscheiden sich nur auf den rechten Seiten. Beim Losen des ersten
LGS ergibt sich bereits, dass dieses nicht 16sbar ist:

5—-4 3|1\]1]3 5 —4 3|1 5—-4 3|1

-1 2-2{0]]|5 — 10 67|12 - [0 6-7]|1

3 0-11]0 |-(=5) 0-12 143/ |1 0 0 015
Somit existiert keine zu A inverse Matrix. [ ]

Es ergeben sich aus den Beispielen 6.9 und 6.10 zwei Fragen:

m Wie lidsst sich die Menge derjenigen Matrizen charakterisieren, die Inverse
besitzen? Bei der Beantwortung dieser Frage werden sich interessante struk-
turelle Erkenntnisse iiber die Menge der invertierbaren Matrizen ergeben.

m Wie lassen sich inverse Matrizen méglichst einfach berechnen? (Mit der in
dem Beispiel 6.9 praktizierten Vorgehensweise miissen fiir die Inversion einer
nxn-Matrix ein LGS mit n? Gleichungen und n? Variablen bzw. n Glei-
chungssysteme mit jeweils n Gleichungen und n Variablen geltst werden,
was bei grofileren Matrizen einen sehr hohen Rechenaufwand verursacht.)

Zur Beantwortung der ersten Frage betrachten wir erneut das Beispiel 6.10. Die
dort betrachtete Matrix A besitzt keine Inverse, da ein LGS, welches A als einfa-
che Koeffizientenmatrix besitzt, nicht 16sbar ist und daher bei der Durchfithrung
des Gauf3-Algorithmus ein Widerspruch auftritt. Dieser Fall kann bei einer Ma-
trix mit ,vollem Rang®, d.h. mit linear unabhéngigen Zeilen (sowie Spalten,
siche dazu den Abschnitt 6.1) nicht auftreten. So ist der Rang der in dem Bei-
spiel 6.9 gegebenen Matrix 3. Die dabei entstehenden, aus drei Gleichungen mit
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drei Variablen bestehenden, LGS sind in jedem Falle 16sbar, da die Rénge ihrer
einfachen Koeffizientenmatrizen mit den Réngen der erweiterten Koeffizienten-
matrizen iibereinstimmen, vgl. Abschnitt 1.3.3. Diese Erkenntnis ist verallge-
meinerbar, wir fassen sie unter Verwendung des Begriffs der regulidren Matrix
(siehe die Definition 6.5 auf S.234) zu dem folgenden Satz zusammen.

Satz 6.9
Eine Matriz A besitzt genau dann eine Inverse A~Y, wenn sie requlir ist.

Aufgrund des Satzes 6.9 konnen die Begriffe reguldr und invertierbar fiir Matri-
zen synonym verwendet werden. Wir verzichten auf einen Beweis dieses Satzes;
fiir Plausibilitdtsbetrachtungen dazu sei nochmals auf die Beispiele 6.9 und 6.10
verwiesen. Ebenfalls ohne Beweis wird der folgende Satz angegeben.

Satz 6.10
Sind A, B € R™™ regulidre Matrizen, so ist auch AoB regulr.

Aus dem Satz 6.10 ergibt sich die Folgerung, dass das Produkt C = A oB zweier
invertierbarer Matrizen A, B ebenfalls eine inverse Matrix C~1 besitzt.

Satz 6.11

Fiir beliebige n € N (n>1) bildet die Menge aller reguldren nxn-Matrizen mit
der Matrizenmultiplikation o eine Gruppe.

Beweis: Zu dem Begriff der Gruppe siehe die Definition 3.4 auf S. 94. Die Abge-
schlossenheit der Menge aller regulidren nxn-Matrizen beziiglich o ist durch den
Satz 6.10, ihre Assoziativitit durch den Satz 6.4 (S. 239) gegeben. Das neutrale
Element dieser Menge ist die Einheitsmatrix E,. Schlielich sichert der Satz
6.9 die Existenz eines inversen Elements zu jedem Element der Menge aller
reguldren nxn-Matrizen. O

Bemerkung: Im Gegensatz zu vielen bekannten Gruppen ist die Gruppe der
reguldren nxn-Matrizen mit der Matrizenmultiplikation o nicht kommutativ.

Satz 6.12
Es seien A,B € R™" regulire Matrizen. Dann gilt:
a) (AoB) ' =B oA}
b) (A7H) ' = A,
c) (AT) ' = (A HT.
Beweis: Fiir den Beweis von a) ist zu zeigen, dass B~'o A ™! invers zu AoB
ist, also (AoB)o (B~ 'oA™!) = E, gilt. Wegen der Assoziativitéit von o gilt:
(AoB)o (B"'oA™ ') = (Ao(BoB™!))oA = (AcE,)oA '= AcA"'=E,
und somit die Behauptung.

Zu b) iiberlegt man, dass nach Voraussetzung AcA™' = A" 0 A = E,, gilt, A
und A~ also auch mit ,, vertauschten Rollen“ betrachtet werden kénnen. Somit

ist A die Inverse von A™!, also A = (Afl)_l.

Der Beweis von c) sei der Leserin bzw. dem Leser iiberlassen, siehe die Aufgabe
10 auf S. 250. O
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Ein Verfahren zur Berechnung inverser Matrizen

Die Berechnung inverser Matrizen von 3x3-Matrizen durch das Losen drei li-
nearer Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und drei Variablen ist, wie die
Beispiele 6.9 und 6.10 gezeigt haben, recht aufwiandig — bei ,,gréBeren“ Matri-
zen wird dieses Vorgehen unpraktikabel. Wir demonstrieren daher im Folgenden
anhand der Matrix aus dem Beispiel 6.9 ein etwas einfacheres Verfahren. Dazu
schreiben wir die gegebene Matrix A und die Einheitsmatrix Es nebeneinander
und formen beide Matrizen nach dem Gauf-Jordan-Algorithmus so lange um,
bis die urspriingliche Matrix A die Gestalt der Einheitsmatrix angenommen hat.

2-5 310013 2-5 3] 100
-1 2-2 010 |2 — 0-1 -1 120 |15 —
3.0-1]001 2 0 15-11 =3 0 2 |1
2-5 3100 26 52130 0]62 90 6| -1
0-1-1]1 20|26 — 0 —26 0|14 22 -2 (-5) —
0 0-26 |12 30 2 |-(-1) -3 0 0-26]12 30 2

. 2 5 4
52 0 0[-8-20 16 | :52 1 0 0 |-& -3 &
0-26 0|14 22 -2 |:(-26) — 0 1 0 |—-5% -1 %
0 0-26[12 30 2|:(-26) o 0 1 |-5%-1B_1

Nach dem Abschluss des Verfahrens steht links die Einheitsmatrix und rechts
die Inverse der Ausgangsmatrix A. Wir haben also erneut die inverse Matrix

_2 _5 4

13 ~ 13 13

-1 _ 7 11 1
AT = T13 713 13
6 _15 _ 1

13 ~ 13 ~ 13

erhalten. Obwohl der rechnerische Aufwand etwas geringer war als bei dem in
dem Beispiel 6.9 durchgefiihrten Verfahren, nehmen die Umformungen auch bei
diesem Vorgehen bereits bei 4 x4-Matrizen sehr viel Zeit in Anspruch, weshalb
fiir die Bestimmung inverser Matrizen die Verwendung des Computers empfeh-
lenswert ist, sieche hierzu den Abschnitt 6.4.

Matrizeninversion und Losen linearer Gleichungssysteme

Multipliziert man eine mxmn-Matrix A mit einem Spaltenvektor (d.h. einer
einspaltigen Matrix) £€R", so ergibt sich nach der Definition 6.6 (S. 238):

ailr a12 ... QAin T1 ai1x1 +ai2x2 + ...+ a1nTn

. a1 ag2 ... a2n T2 a1 1 + a2 x2 + ...+ a2n Tn
Aord= . . . ol . = .

aAml Am2 ... Amn Tn Am1 T1+ Gm2 T2+ ...+ Amn Tn

Das Ergebnis hat die Gestalt der linken Seite eines linearen Gleichungssystems
mit der einfachen Koeffizientenmatrix A (siche Abschnitt 1.3.1):

a11z1 + ai222 + ... + awTn = b1 a1l @12 ... Gin | b1

a211 + a2x2 + ... + amTn = b2

as1 a2 ... a2n | b
bzw. . . ; ;

Gm1T1 + @Gm2T2 + ... + GmnTn = bm Gm1l Qm2 ... Gmn | bm
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Somit lasst sich ein lineares Gleichungssystem mit einer einfachen Koeffizien-
tenmatrix A und einem Spaltenvektor b der absoluten Glieder auch in der Form
AoZ=0b
schreiben. Ist A eine regulire Matrix, so lisst sich ihre Inverse A~! bestimmen.

Durch Multiplizieren beider Seiten der obigen Gleichung mit A~! ergibt sich
f=A"lob ,

also eine direkte Darstellung des Losungsvektors & durch A™! und b. Damit

lassen sich Losungen von LGS mit reguldren Koeffizientenmatrizen ermitteln.

Beispiel 6.11
Das LGS

22 — 5y + 3z = 3 2 -5 3 T 3
—r + 2y — 2z = 4 bzw. AocZ=|—-1 2 -2 ]o|ly|=| 4
3z — oy =7 3 0-1 z -7

16st man mithilfe der in dem Beispiel 6.9 bestimmten inversen Matrix A~ 1.

_2 _5 4 3 _ 54
13 13 13 13
= _ Al 7 _ 7 11 1 _ 72
T=A"0ob=|-33 -3 m|°o| 4=
6 15 1 71

—13 13 13 —7 —13 =

6.2.5 Aufgaben zu Abschnitt 6.2

1. Aus vier verschiedenen Rohstoffen R1, R2, Rs und R4 werden Zwischenpro-
dukte Z1, Z2, Z3 hergestellt, welche zu Endprodukten E1, E2, E3 verarbeitet
werden. Wie viele Mengeneinheiten der Rohstoffe zur Herstellung der jewei-
ligen Zwischenprodukte und wie viele Zwischenprodukte zur Herstellung der
verschiedenen Endprodukte benétigt werden, geht aus der Abb. 6.3 hervor.
— Stellen Sie die Verflechtungsmatrizen Az_,g und Br_z auf (siehe das

Beispiel 6.2 auf S. 235f.). 15

— Berechnen Sie fiir den Outputvektor € = | 20 | den Bedarf an Zwischen-
40

produkten (Zwischenvektor) und dann den Rohstoffbedarf (Inputvektor).
— Ermitteln Sie die ,,Gesamtverflechtungsmatrix“ Cr_, g, die den Rohstoft-
bedarf direkt in Abhéngigkeit von dem Outputvektor angibt. Berechnen
Sie mithilfe dieser Matrix erneut den Inputvektor und vergleichen Sie das

Ergebnis mit dem, welches sie zuvor erhalten haben.

AN
X
\
AN

\\ P Abb. 6.3:
> Materialverflechtung

(Schema zu Aufgabe 1)

CWUIRWNO R R RN W
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2. Gegeben sind die folgenden Matrizen:

3 4 6 2 -7 3 -1 -9 0 -3
A=(1-3 1],B=(-1 2 2|, c=|0 5 -5 11].
9 0-13 30 -1 3-2 0 6

— Begriinden Sie, dass sich die Produkte CoA und CoB nicht bilden lassen.
— Bilden Sie die Produkte AoB, BoA, BoC und AoC sowie (AoB)oC
und Ao(BoC).

3. Priifen Sie, ob fiir die folgenden Matrizen AoB = BoA gilt.

va-(3d) - (3)
DAa=(32), B=(_9) (abeder)

4. Bestimmen Sie alle Matrizen B, die mit der Matrix A = (g 411) vertauschbar
sind, d. h. fiir die AoB = BoA gilt.

5. Bilden Sie die transponierten Matrizen BT und C" zu den in der Aufgabe 2
gegebenen Matrizen B und C. Berechnen Sie dann (B o C)* sowie CTo B
und bestétigen Sie damit, dass der Satz 6.6 (S. 240) fiir dieses Beispiel zutrifft.

6. Beweisen Sie den Teil b des Satzes 6.7 auf S. 240.

7. Gegeben ist die folgende Situation:

Aus den Eiern eines Kéfers schliipfen nach einem Monat Larven. Nach einem

weiteren Monat werden diese zu Kéfern, die nach einem Monat jeweils 8 Eier

legen und von denen dann 75% sterben und 25% noch einen Monat als ,,alte

Kafer® leben, dann noch vier Eier legen und sterben. Aus einem Viertel der

Eier werden Larven, die anderen Eier werden gefressen oder verenden. Von

den Larven werden vier Neuntel zu Kéfern, fiinf Neuntel sterben.

— Stellen Sie eine Populationsmatrix fiir diese Situation auf (siehe hierzu
die Beispiele 6.7 und 6.8 auf S. 242ff.).

— Berechnen Sie fiir einen Anfangsbestand von 1000 Eiern, 1000 Larven,
1000 Kéfern und 1000 alten Kéfern die Bestdnde nach 1, 2, 3, 4 Monaten.

— Bestimmen Sie eine Anfangspopulation von qg Eiern, q;, Larven, qx Ké&-
fern und ¢,k alten Kéfern, deren Anzahlen konstant bleiben.

8. Berechnen Sie die Inversen der folgenden Matrizen:

2 1-2 0
5-2 1

35 2 0-1 4

A(—32>’ Bl 1) €742 03

0 1-3 2

9. Gegeben ist eine 2x2-Matrix A = (CCL 3) Geben Sie eine Bedingung (als

Gleichung bzw. Ungleichung in den Koeflizienten a, b, ¢, d) dafiir an, dass A

regulér ist und berechnen Sie A™!.

10. Beweisen Sie den Teil c) des Satzes 6.12 auf S. 247.
Hinweis: Wenden Sie den Satz 6.6 auf S. 240 an.
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6.3 Ein Ausblick auf Determinanten

Mithilfe von Determinanten (,,Bestimmenden®) ist es moglich, einige zentrale
Eigenschaften von Matrizen durch einzelne Zahlen zum Ausdruck zu bringen. Sie
geben zudem wichtige Eigenschaften von linearen Abbildungen (die im néchsten
Kapitel behandelt werden) an, konnen fiir Berechnungen von verallgemeinerten
Volumina genutzt werden und beschreiben Orientierungen.

Die Theorie der Determinanten ist ein grundlegender ,,Baustein®“ weiter fiih-
render Gebiete der linearen Algebra. In diesem Buch kann nur eine kurze Einfiih-
rung in Eigenschaften und Anwendungen von Determinanten gegeben werden.
Wir beschrénken uns daher auf Berechnungen recht einfacher Determinanten
(wobei kompliziertere Determinanten leicht mithilfe des Computers berechnet
werden kénnen) und verzichten auf Beweise einer Reihe von Eigenschaften bzw.
fithren diese nur fiir die Determinanten ,kleiner* Matrizen.

Wir beginnen unsere Betrachtungen zu Determinanten mit der 2x2-Matrix

A — (all a12).

a21 a2

Diese Matrix ist genau dann regulir (und somit invertierbar), wenn sie den
Rang 2 hat, d. h. wenn ihre Zeilenvektoren (und damit wegen des Satzes 6.3 auf
S. 234 auch ihre Spaltenvektoren) linear unabhingig sind. Die Zeilenvektoren
az1 = (a11;a12) und dzz2 = (a21;a22) von A sind genau dann linear abhingig,
wenn dz1 = (0;0) ist oder A € R mit dza = Adz1 existiert. Letzteres bedeutet
as1 = Aa11 und ase = Aai1z bzw. (fiir a11 #0 und a2 # 0) % =\ und % =\,
somit also 22 = £22 bzw. a11a22 = ai2a21. Auch fiir a11 =0 fiihrt diese Gleichung
zur linearen Abhéngigkeit der Zeilen- oder Spaltenvektoren, denn in diesem Falle
wiirde daraus a12 =0 oder a2 =0 folgen, ein Zeilen- oder ein Spaltenvektor wire
also der Nullvektor. Ebenso ldsst sich fiir den Fall a12 =0 argumentieren und
auch die Umkehrung, dass aus a11 a2z #a12 a21 die lineare Unabhéngigkeit der
Zeilen- sowie der Spaltenvektoren resultiert, ergibt sich aus einfachen Schliissen.
Wir fassen die gefithrten Uberlegungen zu einem Satz zusammen.

Satz 6.13
Eine 2x2-Matriz A = (g; Z;;) ist genau dann regquldr, wenn
gilt a11 a2 —aizaz21 #0

Der Satz 6.13 besagt nicht weniger, als dass sich die Regularitidt (und somit
Invertierbarkeit) einer 2x2-Matrix durch Berechnung einer einzigen Zahl er-
mitteln lasst, die somit eine , bestimmende“ Bedeutung fiir die Matrix hat.

Definition 6.8

Als Determinante einer 2x2-Matrix A = (Z; g;z) bezeichnet man die Zahl

det A = a11 a22 — a12 az1. ¢

ayl ar2
( . ) Abb. 6.4:
a21 @22 . . .
Merkhilfe zur Berechnung der Determinanten von 2x2-Matrizen
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Wir formulieren im Folgenden einige Eigenschaften von Determinanten, die nicht

nur fiir die Determinanten von 2x2-Matrizen, sondern allgemein fiir Determi-

nanten beliebiger quadratischer Matrizen gelten.

Eigenschaften von Determinanten

1. Die Determinante einer Matrix A ist genau dann Null, wenn
— A nicht regulér ist,
— rg A < n gilt (wobei n die Zeilen- und Spaltenanzahl von A ist),

die Zeilenvektoren von A linear abhéngig sind,

— die Spaltenvektoren von A linear abhéngig sind.

Dies ist gleichbedeutend damit, dass jede quadratische Matrix A mit
det A # 0 regulér ist und somit den ,vollen Rang“ n, also linear unab-
héngige Zeilenvektoren sowie Spaltenvektoren besitzt.

2. Falls eine Matrix A eine Zeile oder eine Spalte besitzt, die nur aus
Nullen besteht, so ist det A = 0 (Spezialfall von 1.).

3. Ist A eine quadratische Matrix und AT ihre Transponierte, so gilt
det AT=det A.

4. Vertauscht man zwei Zeilen einer Matrix, so wechselt die Determinante
ihr Vorzeichen. Dasselbe gilt beim Vertauschen zweier Spalten.

5. Entsteht eine Matrix A’ aus einer Matrix A durch Multiplikation einer
Zeile oder einer Spalte von A mit A € R, so gilt det A’ = X det A.

6. Addiert man ein beliebiges Vielfaches einer Zeile/Spalte einer Matrix A
zu einer anderen Zeile/Spalte von A, so bleibt die Determinante gleich.

Wir werden diese Eigenschaften nun fiir 2x 2-Matrizen bestatigen. Mit dem Satz
6.13 wurde bereits die Giiltigkeit der Eigenschaften 1. und 2. fiir 2x2-Matrizen
gezeigt, es bleibt also die Giiltigkeit von 3.-6. zu bestétigen.

/ /
. ail a . aj; a ail a T
3. Fir A = ( 1 12) ist AT = ("} 12 = ( 1 21). Somit gilt
a21 a22 a1 G99 ai2 a22

li / / /
det AT = @) aby — alaahy = a11 a2z — a21a12 = det A.

/ /
. Durch Zeilenvertauschung entsteht A’ = (a}l a/l2> = (a21 a22). Es gilt
91 A22 ail a2

’ ror A,
det A’ = ajijass—araa51 = a21 a12—a22 a11 = —(a11a22—ai2a21) = —det A.

. Fiir A’ = (Ag; /\géz) ist det A’ = (Aa11) aze — (Aai2) az1 = X det A.

Dasselbe Ergebnis erhdlt man bei Multiplikation der zweiten Zeile mit A € R.

. Durch Addieren des A-fachen der ersten Zeile zur zweiten Zeile entsteht die

. aill ai2 . .
Mat A = . Ihre Determinante ist
e a21+Aa11 aze+Aaiz
det A’ = a1 (ag2+Aai2) — ai2 (az1+Aa11)

a11a22 + Aai1ai2 — ai2a21 — Aai2011 = a11422 — 12021
= det A.



6.3 Ein Ausblick auf Determinanten 253

Es wurde darauf verzichtet, die Eigenschaften 4.-6. auch fiir die entsprechenden
Spaltenmanipulationen zu bestétigen, siehe hierzu die Aufgabe 1 auf S. 255.

Eine interessante Folgerung ergibt sich aus der Eigenschaft 5. fiir die Deter-
minante der Matrix A- A, die durch die Multiplikation einer Matrix A mit einer
reellen Zahl )\ entsteht. Dabei werden alle Koeffizienten, bei einer 2x2-Matrix
also beide Zeilen, mit A multipliziert. Somit wird die Determinante der Aus-
gangsmatrix A zweifach mit A\ multipliziert; es gilt daher det(A-A) = A% det A.
Wir iiberpriifen dies noch anhand der Definition 6.8:

det(A\-A) = det (Aau Aa12

Ao )\a22> = \a11 @22 — A\a12 \ag1 = A det A.

Fiir nxn-Matrizen folgt aus der Eigenschaft 5. der folgende Satz.

Satz 6.14
Fiir eine beliebige nxn-Matriz A und A € R gilt det(A-A) = A" det A.

Determinanten von 3x3-Matrizen

Definition 6.9 a1l a1z ais
Als Determinante einer 3x3-Matrix A = | a21 a22 a23 | wird die Zahl
a31 a32 a33
det A = a11a22a33 + a12a23a31 + a13621a32 — A13A22031 — Q120210433 — 4110423032
bezeichnet. ¢

Bemerkung: Eine Merkhilfe fiir diese Berechnungsvorschrift gibt die Abb. 6.5.
Man schreibt die ersten beiden Spalten der Matrix rechts neben die Matrix und
bildet Produkte von je 3 Koeffizienten, die auf beiden Diagonalen der Matrix
und ihren Parallelen liegen. Die nach rechts unten verlaufenden Produkte werden
addiert und die nach rechts oben verlaufenden Produkte davon subtrahiert.

awl ar2_ 013 @11 _ai2
a1 ags 55 asy aso Abb. 6.5: Merkhilfe zur Berechnung der Determi-

asi ass 035 a1 032 nanten von 3x3-Matrizen (Regel von Sarrus)

Beispiel 6.12

2 -5 3

Die Matrix A = |—1 2 —2 | (siehe Beispiel 6.9, S. 245) hat die Determinante
3 0-1

det A = 2:2:(—1)+(=5)-(—2)-3+0—3-2-3—(-1)-(—-1)-(=5) -0 = 13. [

Beispiel 6.13
5—-4 3

Die Matrix A= |—1 2 —2 | ist nicht regulér, siche Beispiel 6.10 auf S. 246.
3 0-1

Thre Determinante ist

det A = 5-2:(—=1)+ (—4)-(-2)-3+0—-3-2.3—(-1)-(-1)-(-4) -0 = 0. [

Wir vermerken, dass fiir die nach der Definition 6.9 bestimmten Determinan-
ten von 3x3-Matrizen die auf S.252 aufgefithrten Eigenschaften 1.-6. gelten,
verzichten aber auf Beweise.
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Beispiel 6.14
ail ai2 ais
Wir betrachten die Matrix A = | 0 a22 a23 |, die unterhalb der Hauptdiago-
0 O ass
nalen nur Nullen enthilt und deshalb als obere Dreiecksmatriz bezeichnet wird.
Die Determinante dieser Matrix ist

det A = ai1a22a33 + a12a23-0 + a13-0-0 — a13a22-0 — a12-0-a33 — a11a23-0

= 011022033,
also das Produkt der Komponenten der Hauptdiagonalen. Dies gilt natiirlich
a1 O 0
insbesondere fiir die Diagonalmatrix [ 0 a22 0 |, die ja eine besondere obere
0 0 ass

Dreiecksmatrix ist. Als noch spezielleren Fall erhdlt man fiir die Determinante
der dreizeiligen und dreispaltigen Einheitsmatrix det E3 = 1. [ |

Ohne Beweis vermerken wir, dass die in dem Beispiel 6.14 fiir 3x3-Matrizen
gemachten Feststellungen auch fiir beliebige nxn-Matrizen gelten:

Satz 6.15

ail aiz ... ain
Die Determinante der oberen Dreiecksmatriz A = 0 (@22 T L:ln—ln ist das
0...0 Ann
Produkt der Komponenten ihrer Hauptdiagonalen: det A = ai1-a22 ... aGnn.
1 0...0
. B o 1 - :|_
Speziell ist detEn=det [ ©. . "5 =1
a..0 1

Ebenfalls ohne Beweis seien noch zwei weitere zentrale Eigenschaften von
Determinanten angegeben.

Satz 6.16

a) Die Determinante des Produkts zweier Matrizen A, B € R™" ist gleich dem

Produkt der Determinanten beider Matrizen: det(A o B) = det A - det B.

1
b) Fiir die Determinante der Inversen einer Matriz A gilt: det A™! = Tt A

Determinanten und Volumina bzw. Flicheninhalte

In dem Abschnitt 3.6 (S. 133ff.) wurde das Vektorprodukt @ x ¥ zweier Vektoren
@, 7 € R® mit der Festlegung eingefiihrt, dass der Betrag von @ x ¥ gleich dem
Flacheninhalt des von @ und ¢ aufgespannten Parallelogramms ist. Betrachten
wir zwei Vektoren 4 = (52) und ¥ = (Zx/;)) von R?, so kénnen wir diese durch

x x
jeweilige Hinzunahme der Null als z-Komponente zu Vektoren <y§> , (Zg) eRr3

yerweitern® und ihr Vektorprodukt berechnen (siehe den Satz 3.21 auf S. 135):

Ty Ty yu'O_ O'yv 0
Yu | X[ Yo | = 0p— 200 | = 0
0 0 Ty Yo — Yu To Loy Yo — Yu To

Der Betrag dieses Vektorproduktes ist \/(Zw Yo — Yu Tv)? = |Zu Yo — Yu To| und

somit gleich dem Absolutbetrag der Determinante der Matrix (a:;” z“ )
u v
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Satz 6.17
Der Flicheninhalt des von zwei Vektoren i = (‘,’;") und U = (?gj”) aufgespannten

zn xv)

Parallelogramms ist gleich dem Betrag der Determinante der Matrix (y Y
u v

mit den Spaltenvektoren u und U.

Um zu einer analogen Aussage iiber Volumina von Spaten (Parallelepipeden) zu
gelangen, erinnern wir uns an den Abschnitt 3.6.2 (S. 136) iiber das Spatprodukt
(@i x V) - @ dreier Vektoren i, ¥, € R3. Es gilt

Ty Ty Lw Yu Zv — Ru Yo Tw
(ﬁxﬁ)u‘i: Yu | X | Yo | Yw = Zu Ly — Tu v || Yw
Zu Zv Zw Tu Yv— Yu Tov Zw
= (yu Zv_zu'yv) “ Ty + (Zuxv_iru Zv) “Yw + (xuyv_yu$ﬂ) * Rw
= Yu 2o Tw — Zu Yo Tw + Zu Lo Yw — Tu 2o Yw + Tu Yo 2w — Yu To 2w
= Ty Yv 2w +$vyw2u+$wyuzv —RuYv Tw — Zv Yw Lu — 2w Yu Lo
Ty Ty Tw
= det Yu Yv Yw | -
Zu Rv Rw
Satz 6.18

—

Das Spatprodukt dreier Vektoren i, U, @ € R> ist gleich der Determinante der
3x3-Matriz mit den Spaltenvektoren @, U und w. Das Volumen des von i, U

und W aufgespannten Spates ist gleich dem Absolutbetrag dieser Determinante.

Der Begriff des Volumens ist auf n-dimensionale Rdume erweiterbar. Durch n
Vektoren 1, ...,u, werden verallgemeinerte Spate bzw. Parallelotope aufge-
spannt, deren Volumina sich mithilfe der Determinanten der aus den Spalten-

vektoren 1, ..., W, gebildeten Matrizen berechnen lassen.

Der Begriff der Orientierung

In dem Abschnitt 3.6 wurde bereits die Orientierung eines geordneten Tripels
von Vektoren erwéihnt, wobei noch keine exakte Definition angegeben werden
konnte. Dies ist mithilfe von Determinanten nun moglich.

Definition 6.10
Ein geordnetes Paar (i,7) von Vektoren #,7 € R? heifit positiv orientiert,
Rechtssystem bzw. gleichorientiert zu der Standardbasis von R2, falls die De-

Tu To
Yu Yo
Ein geordnetes Tripel (i, ¥, ) von Vektoren i, 7, € R* heifit Rechtssystem

terminante der Matrix ( ) mit den Spaltenvektoren « und U positiv ist.

bzw. gleichorientiert zu der Standardbasis von R?, falls die Determinante der
von @, ¥ und & (in dieser Reihenfolge) gebildeten Matrix positiv ist. ¢

6.3.1 Aufgaben zu Abschnitt 6.3
1. Zeigen Sie, dass die auf S. 252 aufgefithrten Eigenschaften 4.-6. von Deter-
minanten auch fiir die entsprechenden Spaltenmanipulationen gelten.

2. Berechnen Sie die Determinanten der in der Aufgabe 2 auf S. 250 gegebenen
Matrizen A und B.

3. Zeigen Sie fiir eine beliebige 3x3-Matrix A und A€R: det(\-A) = \* det A.
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6.4 Matrizenrechnung mithilfe des Computers

Mithilfe des CAS Maxima (siehe dazu auch die Abschnitte 1.5 und 3.7) lassen
sich alle in diesem Kapitel beschriebenen Berechnungen mit Matrizen ausfiihren.

Eingabe von Matrizen
Matrizen werden durch matrix([Zeile 1], [Zeile 2], ..., [Zeile m]);

eingegeben, wobei [Zeile 1],... Zeilenvektoren sind.

Beispiel: A:matrix([1,3,5], [0,2,3], [1,-3,-4], [4,6,111);

Rangbestimmung
Der Rang einer Matrix A wird (nach deren Eingabe) mittels

rank(A) ;
berechnet. Es gibt noch andere Moglichkeiten der Rangbestimmung, z. B. durch
die Uberpriifung der linearen Abhingigkeit von Zeilen- und Spaltenvektoren.
Beispiele enthélt eine Maxima-Datei auf der Internetseite zu diesem Buch. Diese
sind aber komplizierter als die einfache Rangberechnung mittels rank.

Matrizenmultiplikation
Fiir das Produkt zweier Matrizen (bzw. einer Matrix und eines Spaltenvektors)
wird (wie fiir das Skalarprodukt von Vektoren) ein Punkt . gesetzt.

Beispiele:
A:matrix([9,3,8,2],[5,1,8,1]1); C:matrix([3,2,8],[1,0,9]1,[3,2,11);
B:matrix([4,2],[5,7],[3,3]); x:matrix([3], [2], [-7]1);
B.A; C.x;

Bildung transponierter Matrizen

Nach vorheriger Eingabe einer Matrix A wird ihre Transponierte durch
transpose(A);

gebildet.

Berechnung inverser Matrizen
Nach Eingabe einer reguldren Matrix A wird ihre Inverse durch
invert (4);
berechnet. Bei einer nicht reguldren Matrix erscheint die Meldung
Division by O -- an error
Die Losung eines LGS mit einer reguléren einfachen Koeffizientenmatrix A und
dem Spaltenvektor b der absoluten Glieder ist Z = A" 'o b (siehe S. 248):
A:matrix([2,-5,3],[-1,2,-2],[3,0,-11);
b:matrix([3], [4], [-7]1);
invert (A) .b;
Berechnung von Determinanten
Die Berechnung der Determinante einer Matrix A erfolgt durch

determinant (A) ;

Beispiele zu allen hier angegebenen Berechnungen sind in einer Maxima-Datei
enthalten, die auf der Internetseite zu diesem Buch zur Verfiigung steht.
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In diesem Kapitel treffen geometrische Abbildungen wie Verschiebungen, Dre-
hungen, Spiegelungen und Streckungen sowie Strukturen der linearen Algebra
aufeinander. Dabei werden sich Vektoren und Matrizen als duflerst leistungsfi-
hige Hilfsmittel zur Beschreibung und Untersuchung von Abbildungen erweisen.

Bei der Behandlung von Abbildungen mithilfe der linearen Algebra ist zwi-
schen Punkt- und Vektorabbildungen zu unterscheiden. Nach der exemplari-
schen Betrachtung einiger einfacher geometrischer Abbildungen als Punktab-
bildungen (Abschnitt 7.1) und der Herstellung von Beziigen zu entsprechenden
Vektorabbildungen werden spezielle Vektorabbildungen (lineare Abbildungen)
niher untersucht. Diese bilden dann die Grundlage fiir die Behandlung wich-
tiger Punktabbildungen, der affinen Abbildungen. Der letzte Abschnitt befasst
sich mit besonderen Abbildungen: den Isometrien als Vektorabbildungen und
auf deren Grundlage dann mit Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen.

Das vorliegende Kapitel weist enge Beziige zur Schulgeometrie auf — die
im Schulunterricht auftretenden geometrischen Abbildungen werden von einem
hoheren Standpunkt aus betrachtet. Es werden — ohne Anspruch auf Vollstéan-
digkeit — u. a. Nacheinanderausfithrungen von Abbildungen betrachtet und Fix-
punkte bestimmt. Dabei wird exemplarisch verdeutlicht, wie die Untersuchung
geometrischer Abbildungen mit den Mitteln der Vektor- und Matrizenrechnung
auf elegante und iibersichtliche Weise vorgenommen werden kann.

Analytische Beschreibungen von Abbildungen bilden die Grundlage fiir ihre
graphische Darstellung mithilfe des Computers. Die Verwendung des Computers
zur Veranschaulichung wird wérmstens empfohlen. Auf der Internetseite des
Buches stehen Dateien zur Verfiigung, unter deren Nutzung dies leicht mit dem
Computeralgebrasystem Maxima erfolgen kann.
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7.1 Abbildungen: Definition und einige Beispiele
7.1.1 Der Begriff ,,Abbildung”, Eigenschaften von Abbildungen

Vor der Behandlung linearer Abbildungen werden hier kurz der allgemeine Ab-
bildungsbegriff und einige Eigenschaften von Abbildungen zusammengestellt.

Definition 7.1

Es seien A und B zwei Mengen. Eine Abbildung bzw. Funktion f von A in B
ist eine Zuordnung,! bei der jedem Element = von A genau ein Element von B
zugeordnet wird, man bezeichnet dieses mit f(x).

m Fiir , f ist eine Abbildung von A in B* schreibt man kurz: f: A — B.

m Die Zuordnung eines einzelnen Elements x € A zu seinem ,,Bildelement* f(z)
kennzeichnet man durch einen etwas anderen Pfeil: x — f(x). ¢

Bemerkung: Die Forderung, dass jedem x € A genau ein Element von B zu-
geordnet wird, beinhaltet, dass kein Element von A zwei verschiedene Bildele-
mente haben kann, d. h. es muss fiir beliebige x € A gelten:

Wenn f(x) = y1 und f(x) = y2, so ist y1 = y2.

Beispiele: Die durch Pfeile dargestellte Zuordnung f1 in der Abb. 7.1 ist keine
Abbildung, da dem Element a; € A zwei verschiedene Elemente b1, b2 € B zuge-
ordnet werden. Hingegen handelt es sich bei f2, f3 und fs um Abbildungen.

Definition 7.2

Es sei f: A — B eine Abbildung von einer Menge A in eine Menge B.

m | heifit injektiv (bzw. eineindeutig), wenn keine zwei Elemente in A existie-
ren, die auf dasselbe Element von B abgebildet werden, d. h. wenn fiir belie-
bige a1,a2 € A aus f(a1) = f(a2) stets a1 = ao folgt.

B [ heiflt surjektiv, wenn jedes Element von B mindestens ein Urbild in A
besitzt, d. h. wenn zu jedem Element b€ B ein a € A mit f(a)=b existiert.

m [ heiflt bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. ¢

Beispiele: Die in der Abb. 7.1 dargestellte Abbildung fs ist weder injektiv noch

surjektiv; f3 ist injektiv aber nicht surjektiv, da bs kein Urbild besitzt. fa ist

injektiv und surjektiv, also eine bijektive Abbildung.

b o)
alQb alx”b
a2 2 2

a,
a, bs a, b3
b, b,
aztao\_/v" b5 aztas.\/ b5

5 ) o)
A A “B A S “B
Abb. 7.1: Zuordnungen und Abbildungen

!Der Begriff der Zuordnung wird hier in einem umgangssprachlichen Sinne verwendet. Fiir
eine tiefer gehende mengentheoretische Fundierung des Abbildungs- bzw. Funktionsbegriffs
siehe Lehmann/Schulz (2007), S. 86ff.
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7.1.2 Koordinatenbeschreibungen geometrischer Abbildungen

Es werden im Folgenden einige bekannte Punktabbildungen der Ebene sowie
des Raumes auf eine Ebene durch Koordinaten beschrieben.

Beispiel 7.1 A

Die Abbildung f: R? - R? mit f: (g) — (£)+(_1) fiir alle (2) €R? ist eine

Verschiebung mit dem Verschiebungsvektor ¥/ = <_le ) In der Abb. 7.2 sind die

Eckpunkte P = (%), Q= (?), R= (g) und S = (g) eines Rechtecks sowie

ihre Bildpunkte P'= f(P), Q'=f(Q), R'=f(R) und S’ = f(S) dargestellt. =

Bemerkungen:

m Punktabbildungen R? — R? bilden immer alle Punkte von R? auf Punkte
von R? ab. Dies lisst sich natiirlich nicht graphisch darstellen, weshalb in
zeichnerischen Darstellungen wie Abb. 7.2 und Abb. 7.3 stellvertretend einige

Punkte, ihre Bildpunkte sowie ggf. Verbindungsstrecken zwischen Punkten
und zwischen Bildpunkten dargestellt werden.

m Wie in dem Abschnitt 5.5 ausgefithrt wurde, wird R? als Punkt- und zu-
gleich als zugehoriger Vektorraum betrachtet. Punkte und Vektoren wer-
den dabei in gleicher Weise in Spaltenform dargestellt, siche die Anmerkung
,KKomponenten- und Koordinatenschreibweise“ auf S.206. In dem Beispiel
7.1 bezeichnet (z) einen Punkt, (7411) hingegen einen Vektor.

m Statt f: (;) — (2)4—(7411) schreibt man auch f (2) = (§)+(—411) bzw.
f(P)=P+v. Bildpunkte werden oft mit Strichen bezeichnet, z. B. P’ = f(P).

m Die in dem Beispiel 7.1 beschriebene Verschiebung ist eine affine Abbildung,
néher wird auf diesen Begriff in dem Abschnitt 7.3 eingegangen.

Beispiel 7.2

Die Abbildung g : R? — R? mit ¢ : (;) > (72) fiir alle (i) € R? ist eine
Spiegelung an der y-Achse (siehe Abb. 7.3). [
Beispiel 7.3

Wir fithren die Abbildungen g und f aus den Beispielen 7.1 und 7.2 nacheinander
aus. Fiithrt man zuerst f und dann g aus, so wird die resultierende ,,zusammen-
gesetzte“ Abbildung mit go f bezeichnet (man beachte die Reihenfolge).

|
S R’
i R
o S
P
P 0
—_——
X

Abb. 7.2: Verschiebung (Beispiel 7.1) Abb. 7.3: Spiegelung (Beispiel 7.2)
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YA gof Y fog
R(‘ Sil R“ A “«
S R 5 R
- P . .
o | P 0 0 P
P 0
1ttt + + + + + + + + + -
X ‘ X

Abb. 7.4: Nacheinanderausfiihrungen einer Verschiebung f und einer Spiegelung ¢

Wir erhalten in diesem Falle
()~ (7)) = () o ()~ (5) = () = ()
f‘(y)H(y/ "yt ) Sy )7y ) T Uy ) = Lyt
Bei der umgekehrten Reihenfolge der Nacheinanderausfiihrung (wenn man fog
betrachtet, also zuerst g und dann f ausfiihrt) ergibt sich
()~ () -0 () () - () - (32
g'(y)H(y’)_( y) Ty = Ly _(y’+1 “\y+1)
. [z —x+4 (x —x—4\
Es ist also gof: (y) — ( y—l—l) und fog: (y) — ( y+1)’ d.h. gof#fog,

siehe auch Abb. 7.4, in der die in dem Beispiel 7.1 angegebenen Punkte und
ihre Bildpunkte dargestellt sind. Es zeigt sich somit, dass die Nacheinander-
ausfiithrung von Abbildungen im Allgemeinen nicht kommutativ ist. [

Beispiel 7.4
Wir iiberlegen im Folgenden, wie eine Drehung von R? um den Koordinatenur-

sprung mit einem Drehwinkel a beschrieben werden kann. Dazu betrachten wir

!
einen Punkt P= (Z) und seinen Bildpunkt P’ = (5/), siehe Abb. 7.5 a). Es ist

x' = |OP'| cos(p+a) = |OP|cos(p+a), y' = |OP'|sin(p+a) = |OP|sin(p+a)
Durch Anwendung der Additionstheoreme der Kosinus- und der Sinusfunktion
ergibt sich daraus:

x' = |OP| (cospcosa —sinpsina), y' = |OP| (singcosa + cos psina) .
In diesen Gleichungen lassen sich cos ¢, siny und gleichzeitig |OP| ersetzen,

denn es gilt z = |[OP|cosp und y = |OP|sin¢ (siehe Abb. 7.5 a). Man erhélt

x) (xcosa—ysina)

/I __ _ : /__ 1 . .
T =xcosa—ysina, y =ycosa+xsina bzw. d: (y Tsina + ycosa

als Komponenten-/Koordinatenbeschreibung der Drehung um den Ursprung mit
dem Drehwinkel «, Abb. 7.5 b) zeigt ein Beispiel mit o = 110°. [

5

X’ O| X
Abb. 7.5: Drehungen
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Bemerkungen zu Punkt- und Vektorabbildungen:

1. Drehungen lassen sich auch als Vektorabbildungen auffassen. Statt Punkten
P lassen sich auch ihre Ortsvektoren gedreht denken. Dies kann durch Pfeile
veranschaulicht werden, welche die Ortsvektoren OP und OP von Punkten
und ihren Bildpunkten reprisentieren und deren Anfangspunkte im Dreh-
zentrum liegen. Hingegen ist eine Auffassung von Verschiebungen als Vek-
torabbildungen nicht sinnvoll. Da Vektoren geometrisch als Klassen gleich
langer, paralleler und gleich orientierter Pfeile zu interpretieren sind (siehe
Abschnitt 3.1) fithrt eine Verschiebung eines Pfeils zu einem Reprisentanten
desselben Vektors (wihrend bei einer Drehung und auch bei einer Spiegelung
eine neue Pfeilklasse entsteht). Eine klare Abgrenzung von Vektorabbildun-
gen und Punktabbildungen sowie eine Exaktifizierung ihrer Zusammenhinge
erfolgt in den folgenden Abschnitten.

2. Unter Verwendung der in dem Abschnitt 6.2 eingefiithrten Multiplikation von
Matrizen und Spaltenvektoren erhalten wir fiir die in dem Beispiel 7.4 herge-

. rcosa —ysina\ _ (cosa —sina\ (T
leitete Darstellung von Drehungen (:z: sin o + g cos a) = (sin o cos a)o(y)'

Die Drehung von R? um den Koordinatenursprung mit einem Drehwinkel o
lasst sich somit als Vektorabbildung auch durch d: & +— Do & mit der Dreh-

matrix D = (€934 —sin «
T \slna  cosa

Vektorabbildungen) matriziell beschreiben (siehe die Aufgabe 7 auf S. 263).
Hingegen ist es nicht moglich, Verschiebungen auf diese Weise durch eine

) beschreiben. Auch Spiegelungen lassen sich (als

Matrix darzustellen.

Beispiel 7.5

Die Abbildung f: R? —R? mit f: (Z) — (%?j) ist eine zentrische Streckung
mit dem Zentrum im Koordinatenursprung und dem Streckfaktor 2 (Abb. 7.6).
Fasst man f als Vektorabbildung auf, so ldsst sich auch hierfiir eine matrizielle

Darstellung f: & — Ao Z mit der Streckungsmatrix A = (g (2)) angeben. m

Beispiel 7.6
Wird nur eine Komponente eines Vektors bzw. Punktes mit einer reellen Zahl

multipliziert, so ergibt sich eine Streckung entlang einer der Koordinatenachsen.
. . . L2 2 . (T T\ _ 10 x . .
So ist die Abbildung f: R“— R mit f: (y) — (3y) = (0 3 ) o (y) eine axiale

X R

Abb. 7.6: Zentrische Streckung Abb. 7.7: Axiale Streckung
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Streckung in y-Richtung (sieche Abb. 7.7, aus Platzgriinden wurde ein anderes
Rechteck PQRS abgebildet als in den vorherigen Beispielen). [

Beispiel 7.7

Es wird die Abbildung f: R?* — R? mit f: (ggj) — (3:—25) betrachtet und
es werden dabei wieder die Bildpunkte der in dem Beispiel 7.1 aufgefiihrten
Punkte P, Q, R, S bestimmt. Die durch die angegebene Zuordnungsvorschrift
beschriebene Abbildung ist eine Scherung. |

Abb. 7.8: Scherung

Beispiel 7.8 r

Wir betrachten die Abbildung p: R®— R? mit p: (y) — (Z), die sich auch
z

durch die Matrix P = ((1) (1) 8) darstellen ldsst. p bildet alle Punkte bzw. zu-

gehorigen Ortsvektoren von R? in R? ab. Fasst man R? als die z—y-Ebene von
R?3 auf, so lisst sich p geometrisch als Parallelprojektion des Raumes auf diese

4
Ebene interpretieren. In der Abb. 7.9 wird dies durch die Eckpunkte A= |—-7 |,
3
7 7 4 4 7 7 4
B=|-7),c=(-3),D=(-3 ), E=(-7 ), F=(-7),c=(-3 |, H=(-3
3 3 3 5 5 5 5
eines Quaders und die zugehorigen Bildpunkte veranschaulicht. [
z
H
E I 0
-,
Dy 7y c
A / *

Abb. 7.9: Parallelprojektion

Nachdem nun einige Beispiele geometrischer Abbildungen behandelt wur-
den, erfolgen in den néchsten Abschnitten systematischere Untersuchungen von
Vektor- und Punktabbildungen. Wir untersuchen dazu zunichst spezielle Vek-
torabbildungen (lineare Abbildungen) und dann auf dieser Grundlage Abbil-

dungen affiner Punktraume.
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7.1.3 Aufgaben zu Abschnitt 7.1

1.

. Gegeben sind eine Verschiebung f: (5) — (

Welche der folgenden Funktionen sind injektiv, surjektiv, bijektiv?

a) f:R—=R, f(z) =3z+5 b) f:R—=R, f(z) =2
¢) f:R=R, f(z) =3 d) f:R—>R, f(z) =sinz
e) [:R—=R, f(z)=¢€" f) f:R=R, f(z) = 2®— 527

. Welche der in den Beispielen 7.1-7.8 behandelten geometrischen Abbildungen

sind injektiv, surjektiv, bijektiv?

. Geben Sie Koordinatenbeschreibungen folgender Abbildungen von R? an:

a) Spiegelung an der Geraden mit der Gleichung y=u,
b) Punktspiegelung am Koordinatenursprung,
c) Spiegelung an der Geraden mit der Gleichung y=6.

T
)

an der z-Achse g: R? - R? mit g: (2) — (_;) Geben Sie Koordinatenbe-

schreibungen der Nacheinanderausfithrungen g o f und fog an.

) + ( % ) und eine Spiegelung

. Geben Sie Koordinatendarstellungen der beiden Nacheinanderausfithrungen

der in dem Beispiel 7.1 behandelten Verschiebung und der zentrischen Stre-
ckung aus dem Beispiel 7.5 an.

. Beschreiben Sie die Abbildung f: R? — R? mit f: (x) - (22 +1) als

Y
Nacheinanderausfithrung zweier Abbildungen.

. Geben Sie Matrizen an, welche die Spiegelung aus dem Beispiel 7.2 (S. 259),

die Scherung aus dem Beispiel 7.7 (S.262) sowie die Abbildungen aus der
Aufgabe 3 a) und b) beschreiben (siche dazu die Bemerkung 2 auf S. 261).

. Geben Sie graphische Veranschaulichungen der folgenden Abbildungen, in-

dem Sie das Rechteck PQRS mit P= (%), Q= (‘;’), R= (g) und S= (g)
sowie das Rechteck, dessen Eckpunkte die Bildpunkte dieser Punkte sind, in
einem Koordinatensystem darstellen:?

a) f:R2R? mit f: (f;) — (%f,) - (i),

b) ¢: R =R mit f: (gyc) s ( i)

Y—3
2 2 . (T z—3y
¢) h:RZ5R m1tf.<y)i—>(y_w),

d) Drehung von R? um den Koordinatenursprung mit dem Drehwinkel 30°.

2Es konnen Zeichnungen mit der Hand angefertigt werden, aber es ldsst sich auch der

Computer dafiir nutzen. Auf der Internetseite zu diesem Buch steht eine Datei fiir das Com-
puteralgebrasystem Maxima zur Verfiigung, unter deren Verwendung sich, nach Eingabe der
Abbildungsgleichungen, sehr leicht die angegeben Punkte und ihre Bildpunkte (sowie die
entsprechenden Rechtecke) darstellen lassen.



264 7 Lineare und affine Abbildungen

7.2 Lineare Abbildungen

7.2.1 Definition und einige Beispiele

Definition 7.3

Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper der reellen Zahlen. Eine Ab-
bildung f: V — W, gegeben durch die Zuordnung 4 — f(u) (fir alle @ € V),
heifit lineare Abbildung bzw. Vektorraumhomomorphismus, falls fiir beliebige
Ui, uz € V, A € R gilt:

a) f(fh—l— ’11'2) = f(fh) + f(’l,_l:2) (Additivitét),

b) f(\-d1) = X f(dr) (Homogenitét).
Die Menge aller linearen Abbildungen f: V — W wird mit Hom(V, W) bezeich-
net. ¢

Bemerkung: Die Definition 7.3 besagt, dass lineare Abbildungen strukturtreu
beziiglich der Verkniipfungen ,,+“ und ,,-“ sind, die Vektorrdume kennzeichnen
(siehe Def. 5.1 auf S. 168). Damit ist gemeint, dass das Bild f(@i+12) der Summe
zweier beliebiger Vektoren w1, @2 gleich der Summe der Bilder f(@1) und f(i2)
dieser Vektoren sowie dass das Bild f(\-4di) des Produkts eines Vektors mit

einer reellen Zahl gleich dem Produkt des Bildes f(@1) mit dieser Zahl ist.

Die Symbole ,,+* und ,,-“ treten in der Definition 7.3 in doppelter Bedeutung
auf. In f(@1 +42) und f(\-@1) stehen sie fiir die Addition und die skalare
Multiplikation des Vektorraumes V. Hingegen werden in f(u1)+ f(@2) und in
A-f(@1) Vektoren von W miteinander bzw. mit reellen Zahlen verkniipft. Lineare
Abbildungen sind nach der Definition 7.3 also mit den Verkniipfungen auf V und
W wvertrdaglich.

Beispiele und Gegenbeispiele fiir lineare Abbildungen

Beispiel 7.9
Proportionale Funktionen f: R — R mit f(z) = a-z (wobei a € R ist) sind
lineare Abbildungen (mit V=W =R). Es gilt fiir beliebige x1,z2 € R, A € R:

a) f(x14m2) =a(z14+x2) =azi1+axs = f(z1)+ f(x2) sowie
b) f(Az1) =alz1 = Xax1 = \f(z1). -

Beispiel 7.10
Lineare Funktionen f: R—R mit f(z) = m-z+n (m,n € R) sind fiir n#0 keine
linearen Abbildungen des Vektorraumes R in den Vektorraum R:

f(xi42x2) = m(z1422) +n = mx1 +ma2 +n,

fx)+f(z2) = mxzi+n+mae+n = mz1 + maa + 2n.

Somit ist f(x1+xz2) # f(x1)+ f(z2) fiir n# 0. Damit ist bereits gezeigt, dass
lineare Funktionen mit f(xz) = m-xz+n fiir n # 0 keine linearen Abbildungen
sind. (Leicht iiberpriift man, dass auch die Homogenitéit verletzt ist, obwohl
dies nicht mehr notwendig ist, da lineare Abbildungen nach der Definition 7.3
additiv und homogen sein miissen.) [
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In dem Abschnitt 7.1.2 wurden einige geometrische Abbildungen betrachtet.
Die meisten der dort untersuchten Abbildungen lassen sich auch als Vektorab-
bildungen auffassen und sind lineare Abbildungen (vgl. Aufgabe 1, S.277). Hin-
gegen sind Verschiebungen (Beispiel 7.1) sowie Nacheinanderausfithrungen von
Verschiebungen und anderen Abbildungen (Beispiel 7.3) keine linearen Abbil-
dungen. Wir betrachten im Folgenden weitere, z. T. verallgemeinerte Beispiele.

Beispiel 7.11
x

f:R® > R? mit f <y> = (yfz) ist eine lineare Abbildung, denn es gilt fiir
z

1 xXo
beliebige (y1 ), (yz) € R® und \ € R:
Z1 zZ9
1 T2 r1+x2 21+ 20
o £((m)+(2)) = (812) = (e Eoon)

x1 T2
= (ylx—lz1) + (y21;2z2) =f (gi) + f <g§> und
1 Ax1 A\ .
w1 (1)) :f(ﬁzi) ~ (i) =2 () =2 ():

In der Definition 7.2 auf S. 258 wurden die Injektivitdt und die Surjektivitdt von

Abbildungen definiert. Die lineare Abbildung f wére genau dann injektiv, wenn
1 2

fiir beliebige Z1 = (y1>, To= (yz) € R? aus f(Z1)= f(2) folgen wiirde Z; = #>.
z1 22

Dies hiefle, aus (y1x—1zl) = (y2x_2z2) miisste 1 = T resultieren. Offensichtlich
0

0
ist dies nicht der Fall, denn das Beispiel 1 = (8), To= < %) belegt bereits das

Gegenteil: Es ist f(Z1) = f(&2) = (8), aber Z1 # Zo. f ist also nicht injektiv.

f ist surjektiv, wenn fiir jeden Vektor 7 € R? ein Vektor & € R3 mit f(Z) = ¥

existiert. Dies ist der Fall, denn setzt man fiir einen beliebig vorgegebenen Vektor

o=()ewane=(§)wm = (o)1) s

Beispiel 7.12

f:R? - R? mit f (g) = (ggigg) ist fiir beliebige a,b,c,d € R eine lineare

Abbildung, denn es gilt fiir beliebige (21 ), (:.f/;) €eR? NeR:

o £ () (3D = Gt = (e Tat )
_ (awl +axa+byr + byg)
cr1+cxe + dyr+dy2 )

P r () = (St o (oaphoe) = (amforeh £l
by s (A(5H) =7 (A) = (LAt i)
(I = a (i) Qe iy (eqmr i),
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Wir untersuchen nun f in Abhéngigkeit von a, b, ¢ und d auf Injektivitit und
Surjektivitit. f ist injektiv, wenn fiir zwei beliebige Vektoren (x1 ) , (xQ) € R?

Y1 Y2
T1\ _ xro 1\ _ (X2 . .
aus f (yl ) =f (yz) folgt, dass (yl ) = ( y2) ist. Dies bedeutet, dass aus
(axl—l—byl)_(amz—i-byg) bz (ax1+by1)_(axz+by2)_(0)
cx1+dyr )~ \ cxa+dys ’ cx1+dy cxa+dy2 )\ 0

die Gleichheit der Vektoren (xl) und (xz
Y1 Y2

y=1vy1—yz2, so wird deutlich, dass diese Bedingung genau dann erfiillt und somit

) folgt. Setzt man x =x1 —x2 und

f genau dann injektiv ist, wenn das lineare Gleichungssystem

iz e (28)()-(0)
nur die triviale Losung = y = 0 besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn
die Koeffizientenmatrix (Cé 3) den Rang 2 hat. Unter Nutzung der in dem
Abschnitt 6.1.2 herausgearbeiteten Zusammenhinge erhalten wir also das Er-
gebnis, dass f genau dann injektiv ist, wenn die Vektoren (Cct) und (3) sowie

die Zeilenvektoren (a;b) und (c; d) jeweils linear unabhéngig sind.
Die Abbildung f ist surjektiv, wenn fiir jeden Vektor v = (:}}I) € R? ein Vektor
y

T = (i) € R? mit f(¥) = ¥ existiert. Dies trifft genau dann zu, wenn das LGS
ax + by = vy (a b) (:v) - (vx)
cx+dy = vy baw. cd)®\y) = vy
fiir beliebige vy, vy € R losbar ist, was wiederum genau dann zutrifft, wenn
die Matrix ((z 3) den Rang 2 hat. Die in diesem Beispiel betrachtete lineare

Abbildung f ist also genau dann surjektiv, wenn sie injektiv ist. Dieser Zusam-
menhang ist aber nicht verallgemeinerbar, wie das Beispiel 7.11 zeigt. [ |

Beispiel 7.13

f:R? 5 R? mit f (Zj) = (?jig) ist fiir beliebige a,b € R mit Ausnahme von

a=b=0 keine lineare Abbildung. Es gilt
S+ =7 (i) = Giga 15) wa
P+ () =Giin) + (i) = Gl i)
Die Additivitat f (1! ) + ( 2 )) =f (zi ) +f (zj ) ist also nur dann gegeben,

Y2
wenn a = 2a und b = 2b gilt, also nur im Falle a = b = 0. Dasselbe trifft, wie

man leicht nachpriift, auch fiir die Homogenitét zu. |

Beispiel 7.14

Sind V und W beliebige Vektorrdume, so ist die Abbildung f: V — W mit
f(@) =0 fur alle @ €V, die also jedem Vektor des Vektorraumes V den Null-
vektor des Vektorraumes W zuordnet, eine lineare Abbildung. Es gilt:

a) f(di1+t2) =0=0+ 0= f(u1)+ f(u2) fiir alle @1,d2 € V sowie

b) f(A@)=d=Xd=Af(u) fiir alle v € V, A € R. [
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Beispiel 7.15

In dem Beispiel 5.10 (siehe S.174) wurde erwéhnt, dass die Menge aller auf
einem Intervall I = [a;b] (mit a,b € R, a < b) differenzierbaren reellwertigen
Funktionen ein Vektorraum ist (wir nennen ihn Dy).

Die Abbildung %: Dr — Dy, gegeben durch die Zuordnung f +— f’, die jeder
Funktion f € Dy ihre erste Ableitung zuordnet, ist eine lineare Abbildung (die
auch Differentialoperator genannt wird). Es gilt fiir beliebige f,g € Dy:

a) G5 (f+9) = &/ + dpg. dafivalle z€1: (f+9)'(x) = f'(x)+4'(2), sowie
b) L(Af) = AL f fiir beliebige A\€R (wegen (A\f)'(z)=Af'(z) f.a.z€1). m

Beispiel 7.16
Die Abbildung f: P> — Pp von dem Vektorraum der Polynome héchstens 2. Gra-
des in den Vektorraum der Polynome 0. Grades (siehe das Beispiel 5.5, S. 170),
die jedem Polynom die Summe seiner Koeffizienten zuordnet, d. h.

f:p—q mit p(z) = a2z’ 4+a1z+a0, q(z) = az+a1+ao

ist, wie man leicht nachpriift, eine lineare Abbildung. [ |

7.2.2 Einige Eigenschaften linearer Abbildungen

Satz 7.1
Fiir beliebige Vektorrdume V, W und lineare Abbildungen f:V — W gilt:
(1) fOU+ pd) = Xf(&) + pf(V) (fir beliebige A\, p € R; @, 7€ V).

k

k
(i) f (Z /\a') = > Nif(ils) (fiir beliebige A1, ..., Ay € R; i1, ..., i, € V).
i=1 i=1

(iii) Der Nullvektor von V wird auf den Nullvektor von W abgebildet: f(0) = 0.

(iv) Das Bild des Gegenvektors eines beliebigen Vektors @ € V ist der Gegenvek-
tor des Bildes f(i), d. h. fir alle @ € V gilt f(—@) = —f(4).

(v) Eine linear abhingige Vektormenge von V wird stets auf eine linear abhingi-
ge Vektormenge von W abgebildet; ist also {t1;us;...; Uk} C V linear abhdin-
gig, so ist auch {f(ii1); f(@2);...; f(@r)} C W linear abhdngig.

(vi) Jeder lineare Unterraum U von V wird auf einen linearen Unterraum von
W abgebildet, d. h. fiir jeden linearen Unterraum U C 'V ist die Menge
fU)={f@) |4 e U} ein linearer Unterraum von W.

Bemerkung: Eine zu (v) analoge Aussage tber linear unabhdngige Vektor-
mengen gilt nicht. Es gibt durchaus lineare Abbildungen, die gewisse linear un-
abhéingige Mengen auf linear abhingige Mengen von Vektoren abbilden (siehe
die Aufgabe 4 auf S. 277).

Beweis:
(i) Wegen der Definition 7.3 b) ist f(A@) = Af(@) und f(uv) = wpf(¥). Nach
Definition 7.3 a) folgt daraus die Behauptung f(Ad + u¥) = \f (@) + pf(¥).

(ii) Diese Behauptung ergibt sich durch mehrfache Anwendung von (i).
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(iii) Fiir beliebige Vektoren @ € V ist @ + 0 = @ und somit f(@+3) = f().
Nach der Definition 7.3 a) folgt daraus f(@) + f(6) = f(#). Damit ist nach
der Definition 5.1 A3 (S. 168) f(0) der Nullvektor von W.

(iv) Der Gegenvektor —u eines beliebigen Vektors @ € V ist durch die Eigen-
schaft @ + (—i) = & bestimmt (Definition 5.1 A4). Nach der Definition 7.3
a) folgt daraus f(@) + f(—u) = f(0). Somit gilt wegen der oben bewiesenen
Eigenschaft (iii): f(@)+ f(—@) = 0. f(—) ist also der Gegenvektor von f().
(v) Eine Vektormenge {u1;d2;...;Ur} C W ist genau dann linear abhéngig,
wenn A1, A2, ..., A\r € R existieren, von denen fiir mindestens ein i (1 <i<k)
Ai #0 ist, so dass gilt: Zle Ai 4; = 0. Nach den bereits bewiesenen Teilen
(i) und (iii) folgt daraus S°F_ X\, f(@;) = f (ZLI )\iﬁi) = 0. Der Nullvektor
von W ist damit auf nicht triviale Weise als Linearkombination der Vekto-
ren f(u1),..., f(dy) darstellbar; die Menge { f(@1); f(2);...; f(@k)} ist also

linear abhéngig.
Der Beweis von (vi) wird als Aufgabe gestellt (Aufgabe 6, S.277). O
Der folgende Satz ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Beschreibung linea-

rer Abbildungen und insbesondere fiir ihre Darstellung durch Matrizen. Er wird
daher mitunter als Hauptsatz tiber lineare Abbildungen bezeichnet.

Satz 7.2

Es seien V und W Vektorriume, B = {51; ba;. .. gn} eine Basis von V sowie
W, Wa, ..., Wy beliebige Vektoren von W. Dann gibt es genau eine lineare Ab-
bildung f:V — W mit f(b1) = @1, f(b2) = Wa, ..., f(bn) = Bn.

Bemerkung: Der Satz 7.2 enthélt zwei Teilaussagen. Er besagt erstens, dass
fiir eine beliebige Basis eines n-dimensionalen Vektorraumes V' und beliebige n
Vektoren eines (ebenfalls beliebigen) Vektorraumes W stets eine lineare Abbil-
dung existiert, welche die Basisvektoren von V' (in beliebiger Zuordnung) auf
die gegebenen n Vektoren von W abbildet.

Die zweite (und noch bedeutsamere) Aussage des Satzes 7.2 besteht darin,
dass eine lineare Abbildung durch die Bilder der Vektoren einer Basis ihres Ur-
bildraumes eindeutig bestimmdt ist.

Beweis: Es seien eine Basis B:{l_ﬁ; B l;n} von V und Vektoren i, ..., W,
von W gegeben. Jeder Vektor 4 € V ldsst sich mit eindeutig bestimmten
A1, ..., Ap als Linearkombination der gegebenen Basisvektoren darstellen:

@= Aibi.
i=1
Wir legen nun fiir jeden Vektor @ € V sein Bild f(@) € W folgendermaflen fest:
() f@) =) N
i=1

Es ist zu zeigen, dass durch diese Festlegung tatséchlich eine lineare Abbildung
nach Definition 7.3 gegeben ist.
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a) Sind @ =37 AW und @@ = 7, APB; beliebige Vektoren von V/, so
ist @D+ a@® =37 (A +2A?) 5. Nach der Abbildungsvorschrift () ist

n

f (a’<1>+ﬁ(2)) =Y (A§1)+>\§2)) w;.
=1

Da ebenfalls nach (%) die Bilder von @) und @® durch
f@y=yr, )\El)wi und f(@®) =", /\gz)u_)'i festgelegt sind, gilt

n

f (5(1)) ny (12(2)) _ Xn:)\gl)wi + Xn:A§2)wi = Z (A§1)+A§2)> Wy
i=1 i=1

i=1
und somit f(@V+a®) = f(@P)+f(@?); daher ist f additiv.
b) Fiir einen beliebigen Vektor deV, @ = 31" | Aibi, seinen durch (x) gegebenen
Bildvektor f(@) =Y. ; AiwW; sowie eine beliebige reelle Zahl r gilt
fra)=7f (anr/\zl_);) = ZH:T/\iu_}i sowie r f(@)=r Zn:)\@u_)}
Offensichtlich gif‘c:;,lso flra) ;:;f(ﬁ) (Homogenitét). -

Wir haben somit konstruktiv anhand der Abbildungsvorschrift () gezeigt, dass
eine lineare Abbildung f existiert, welche die Bedingung des Satzes 7.2 erfiillt.
Es bleibt die Findeutigkeit zu zeigen, d. h. dass es nicht zwei verschiedene lineare
Abbildungen f1 und fo geben kann, die b; auf ; (fiir i=1...n) abbilden. Wire
dies der Fall, so miisste wegen der Additivitdt und der Homogenitét von fi und
f2 bzw. wegen des Satzes 7.1 (ii) fiir jeden Vektor €€V, @ =>"" | Aibi gelten:

fi(@) = f1 (ZAJZ) = Z)\zfl(gz) = Z)\iu_ii sowie
i=1 i=1 i=1
i=1 i=1 i=1

Somit gilt also f1 (@) = f2(w) fiir alle € V; f1 und f2 sind also identisch. Auch

die Eindeutigkeitsaussage des Satzes 7.2 ist damit nachgewiesen. O

Beispiel 7.17
Es wird eine lineare Abbildung f: R®* —R? durch Angabe der Bilder der Vek-

1 0 0
toren €1 = (O), €y = ( 1) und €3 = (O) der Standardbasis Bo={€1;€>;€3}
0 0 1

beschrieben: 1 0 0

fér) = (()), f(é2) = (1)7 f(és) = (_1).
Aus diesen Angaben lisst sich das Bild eines beliebigen Vektors & € R? bestim-
men:

/@)

f(§>=f@a+y&+z%):xf@ﬁ+yf@ﬂ+2f@@

w(0) v (V)= (1) = ()

Durch die gegebenen Bilder der Basisvektoren €1, €2, €5 wird also dieselbe lineare
Abbildung beschrieben wie in dem Beispiel 7.11 auf S. 265. [ |
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Beispiel 7.18
Gegeben ist eine lineare Abbildung f: R® —R?* durch die Bilder der Basisvek-

~ 1\ . 1\ . 1
toren b; = (8), bo = <1 ), bs = (%) (siehe das Beispiel 5.23 auf S. 187):

0
—1 2 1
P 0 7 -2 Py 3
f)=1| o |, flb2)=1| ¢ | flbs)=1| g
3 1 —1
)
. . . — L1 fL'/
Um fiir f eine Abbildungsgleichung der Form f(%) = f (132) = ch,2 auf-
T3 ;’:
Ly

zustellen, miissen zunéchst beliebige Vektoren & € R3 als Linearkombinationen
beziiglich der Basis B:{g1; bo; 53} dargestellt werden, d. h. fiir

(2) -0 (8) ()~ (1)

die Koeffizienten A1, A2, A3 bestimmt werden. Durch Lésung des entsprechenden
LGS erhélt man A\ = x1 —x2, A2 = x2—2x3, A3 = x3. Damit lasst sich nun das
Bild eines beliebigen Vektors # € R® angeben:

—1 2 1
1 _

f(f)=f<xz)=A1 B RN RV
T3 3 1 -1

—1 2 1 —x14 32— X3

0 —2 3 —2x2+ bx

= (r1—x2) | o [+ (z2—z3) | g |+a3| o] = 2331_2;2 3

3 1 —1 3x1—2x2—22x3

7.2.3 Matrizielle Darstellung linearer Abbildungen

Bereits in dem Abschnitt 7.1.2 wurden spezielle geometrische Abbildungen in
R? und R? durch Matrizen beschrieben, siehe die entsprechende Bemerkung auf
S. 261 und die Beispiele 7.5, 7.6 und 7.8. Im Folgenden verallgemeinern wir das
Konzept der matriziellen Beschreibung auf der Grundlage des Satzes 7.2.

Beispiel 7.19

Wir betrachten die lineare Abbildung f aus dem Beispiel 7.18 und ordnen ihr
eine Matrix zu, indem wir die Bilder der Basisvektoren von B nebeneinander

schreiben: 1 2 1
F 0 -2 3

ABBg - 2 0 0

3 1 -1

Diese Matrix wird mit Aé Bl bezeichnet, da sie die lineare Abbildung f beziig-
lich der (geordneten) Basen B und der Standardbasis B} von R* beschreibt.
Letzteres kommt dadurch zustande, dass die Vektoren f(l;l), f(l;g) und f(gg)
als Spaltenvektoren, d.h. als Linearkombinationen der Standardbasis von R*

—1 1 0 0 0
gegeben sind, z. B. f(b1) = g =(-1) 8 +0 (1) +2 (1) +3 8 . Es
3 0 0 0 1

stehen also in den Spalten der Matrix AgB4 die Bilder der Vektoren einer Basis
0
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des Urbildraumes R3. Diese sind als Linearkombinationen der Basisvektoren
der Standardbasis des Bildraumes R* angegeben, welche damit den Zeilen der
Matrix zuzuordnen sind. Das folgende Schema verdeutlicht dies.

Bilder der Vektoren der Basis B

| f(01)] F(B2)| f(Ds)]

-1 2 1 \a
s 0 _9 3 g Vektoren der
AL, = —— 7 Standardbasis
BBy 2 0 0 €
3 | B} von R*
3 1 —1 €4

Mithilfe der Matrix AéBé

berechnen, wenn diese als Linearkombinationen ¥ = )\151 +)\252 +A353 der Basis
B, d.h. in Koordinaten A1, A2, Az beziiglich B gegeben sind (Abschnitt 5.4.2):

lassen sich Bilder von Vektoren & des Urbildraumes

f(m):ABB§O<§§>: 2 0 0 O(/\2>: o
3 1 -1 3 3A1+ A2 — A3
2 *$1+§CE2* 363
Ist f durch eine Abbildungsvorschrift wie f(Z) = f <$2> = 2x1:2ﬁ22+ 3
x3 3x1—2x2—2x3

bzw. durch die (daraus ablesbaren) Bilder der Vektoren der Standardbasis By

-1 3 -1
. s (Y [0 A 0O [ 5
des Urbildraumes R”: f[ 0 | = 11l =1_51,/10]=
2 2 0
0 3 0 -2 1 —2

gegeben, so lasst sich daraus eine Abbildungsmatriz von f beziglich der Stan-
dardbasen aufstellen.

Bilder der Vektoren der Standardbasis B von R?

| f(e)| f(é)] f(és)]

-1 3 -1 €1
¥ 0 —92 5 g Vektoren der.
ABsB4 = 9 9 0 - Standardbasis
o B £ | B4 von R*
3 -2 -2 e

Mithilfe dieser Matrix lassen sich Bilder von Vekt?m:n, die in Spaltenschreibweise

gegeben sind, berechnen:
1 3 —x1+ 32— T3

-1
1 1
A f _ 0 —2 5 _ —2x2+ 573
f(ﬁ?)—ABngO(gg)— 2 -2 0 O(ﬁ)_ 211 — 222
3 -2 =2 3xr1—2x2—2x3
Bemerkungen:

m In dem Beispiel 7.19 ist von geordneten Basen die Rede. Wahrend bei un-
seren bisherigen Betrachtungen zu Basen die Reihenfolge von Basisvektoren
keine Bedeutung hatte, muss sie bei der Aufstellung von Matrizen linearer
Abbildungen unbedingt beachtet werden.

m Dieselbe lineare Abbildung kann durch unterschiedliche Matrizen beschrieben
werden, da sich Matrizen linearer Abbildungen stets auf Basen beziehen.
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m Die Anzahl der Spalten der Matrix einer linearen Abbildung f: V — W ist
gleich der Anzahl der Vektoren einer Basis des Urbildraumes V und somit
gleich der Dimension des Urbildraumes; die Anzahl der Zeilen entspricht der
Dimension des Bildraumes W.

m Da wir lineare Abbildungen im Folgenden hauptséichlich durch Matrizen
beziiglich der Standardbasen beschreiben, verzichten wir auf die Angabe der
Basen in Bezeichnungen wie AJ];S’B(% und schreiben einfach AY.

Matrizen linearer Abbildungen f: R™” —R" beziiglich der Standardbasen

Eine lineare Abbildung f: R™ —R™, die durch die Bilder der Vektoren der
Standardbasis des Urbildraumes R™ bzw. durch eine Abbildungsvorschrift

x1 a11x1 + ai2x2 + ...+ a1nTn
f T2 | | @211 + a22%2 + ...+ a2nZn
Tn Am1T1 + Am2T2 + ... + AmnTn

gegeben ist, ldsst sich durch eine Matrix beschreiben, deren Spaltenvektoren
die Bilder der Vektoren der Standardbasis des Urbildraumes sind.
Bilder der Vektoren der Standardbasis Bg von R™

| f@)| f@)| ... | fén)

a1 a2 .. A1n €1
= Vektoren der
AT = CL.21 G?Q T a?n 672 Standardbasis
. . - By von R™
Am1 aAm?2 ce e Amn gm

Das Bild eines beliebigen Vektors & ergibt sich durch sein Produkt mit der
Abbildungsmatrix: f(Z) = Ao Z.

Die Abbildungsgleichung f(#) = Afo# weist auf einen Zusammenhang zwischen
linearen Abbildungen und linearen Gleichungssystemen hin. Auf S. 248f. wurde
herausgearbeitet, dass sich jedes LGS in der Form Ao¥ = b schreiben lisst. f (@
entspricht also dem Spaltenvektor b der absoluten Glieder des betrachteten LGS.
Bei einer linearen Abbildung f: R™ —R"™ zu einem gegebenen Vektor beR™
Urbilder zu suchen, bedeutet somit, das LGS Afo # = b zu lésen.

Beispiel 7.20
Gesucht werden alle Vektoren, die durch die in den Beispielen 7.18 und 7.19

4
behandelte lineare Abbildung f auf den Vektor b= _% abgebildet werden.
. -3
Dazu ist das LGS " 1 3 .1 . 4
At soa0| T2 ) = 0-2 5 ol x2 | = L
By O\ 52 2 -2 0 °| 72 —2
3 —2 -2 -3

zu lésen. Man erhélt die (eindeutige) Losung & = <%), dieser Vektor ist also

der (einzige) Vektor, der durch f auf b abgebildet wird. [
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7.2.4 Nacheinanderausfiihrung linearer Abbildungen

Definition 7.4

Es seien A, B und C beliebige Mengen sowie f: A— B und g: B— C Abbildun-
gen. Als Nacheinanderausfiihrung bzw. Verkettung bzw. Komposition der Ab-
bildungen f und g bezeichnet man die Abbildung go f, die durch die Zuordnung
(gof)(x) = g(f(x)) fiir alle x € A gegeben ist.

AL % v L @) VD g(f(a)) ¢

In dem Beispiel 7.3 auf S. 259 wurden bereits Nacheinanderausfithrungen von
Spiegelungen und Verschiebungen untersucht. Im Folgenden betrachten wir
Nacheinanderausfiihrungen linearer Abbildungen.

Satz 7.3
Sind f: U—V und g: V—W lineare Abbildungen, so ist die Nacheinanderaus-
fithrung g of: U—W ebenfalls eine lineare Abbildung.

Der Beweis des Satzes wird als Ubungsaufgabe gestellt (Aufgabe 16, S. 278).

Beispiel 7.21
Wir betrachten die in dem Beispiel 7.2 (S. 259) behandelte Spiegelung an der y-

Achse g: R? -5 R? mit g: (z) — (_Z) sowie die in dem Beispiel 7.7 untersuchte

Scherung f: R*—R? mit f: (Z) = (x—ZEy/) als Vektorabbildungen.

sow 0 (5) = (5) = (5) 1 (5) = () = (%) = (C7%)
/ —2 ‘ N (—al\ _ (a2

gof: 1:(3) = () = (%) o () = () = () = (7))

Somit ist (fog) (5 )= ("7 ) und (9o ) (5 )= (T fralle () e B2

Eine Vertauschung der Reihenfolge fiihrt also zu unterschiedlichen Ergebnis-
sen. Die Abb. 7.10 zeigt go f und fog als Punktabbildungen: dargestellt wer-
den Punkte P,Q, R, S, die durch Ortsvektoren p, ¢, 7, § beschrieben sind, sowie
Punkte P',Q’, R, S’ und P”,Q", R"”,S” mit den durch Abbildung der Vektoren

- = = = =/ =/ =/ =/ =/l =11 =11 =
P, q, 7, S entstehenden Vektoren 7 ¢; 7y 8’ bzw. p'; ¢'; 7', §" als Ortsvektoren.

Wir betrachten nun die Matrizen der linearen Abbildungen f und g beziiglich
der Standardbasis von R?: AY = (7(% (1)), Al = ((1) 7%) Es gilt

wew= (84 D)= (4 3) wenr= (3 )e(08) - (4 )

Diese Produktmatrizen entsprechen, wie man leicht nachpriift, den oben herge-

leiteten Abbildungsvorschriften von go f und fog. [ |
y fog
S s r
0" P P 0
T X

Abb. 7.10: Nacheinanderausfiihrungen einer Scherung f und einer Spiegelung g
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Das Beispiel 7.21 gibt Anlass zu der Vermutung, dass sich Nacheinanderaus-
fiihrungen linearer Abbildungen stets durch die Produkte zugehoriger Matrizen
beschreiben lassen. Mit dem folgenden Satz (auf dessen Beweis wir verzichten)
wird dies festgeschrieben und verallgemeinert.

Satz 7.4

Es seien f: U—V und g: V— W lineare Abbildungen, A’ die Matriz von f
beziiglich zweier Basen By von U und By von V' sowie A9 die Matriz von g
beziiglich der Basis By und einer Basis By von W. Dann beschreibt die Matrix
A90 AS die Abbildung g of beziglich der Basen By und Byy.

Beispiel 7.22

Wir betrachten die in den Beispielen auf S. 265 untersuchten linearen Abbildun-
y L) und g: B2 R mit g () = (4000,
Es gibt nur eine Mdoglichkeit, f und g nacheinander auszufiihren, denn die zu-

gen f:R®—R? mit f(gaj) = (
z

erst ausgefiihrte Abbildung muss in den Vektorraum abbilden, welcher der Ur-
bildraum der danach ausgefiihrten Abbildung ist. Daher kann in diesem Beispiel
fo g nicht gebildet werden: g bildet in R? ab, aber der Urbildraum von f ist R3.
Hingegen ist es moglich g o f zu bilden: R? J,r2 % R2

Matrizen, die f und g beziiglich der Standardbasen von R® bzw. R? beschrei-
ben, sind Af = ((1) ? 7?) und AY = (Cé 3) (vgl. die Aufgabe 9 auf S.277).
Das Produkt dieser Matrizen ist

woar= (2o (4 9 2) = (2 4 0)

Daraus erhélt man eine Abbildungsvorschrift fiir g o f:
x x
N Ag AT _(a b —Db _ (ax+by — bz
(9of)(Z) = A0 A °<Z>(c d—d)o<g><0x+dy—dz -oo-

7.2.5 Isomorphismen

Definition 7.5
Eine bijektive lineare Abbildung heifit Isomorphismus. ¢

Mit der wahrscheinlich kiirzesten Definition dieses Buches wird zugleich ei-
ner der ,stirksten Strukturbegriffe der linearen Algebra beschrieben. Dies liegt
daran, dass lineare Abbildungen an sich bereits zentrale strukturerhaltende Ei-
genschaften besitzen und die Bijektivitét, wie sich herausstellen wird, zusétzlich
ihre Umkehrbarkeit ermdéglicht und die Erhaltung der linearen Unabhéngigkeit
von Vektormengen gewihrleistet (dies ist fiir lineare Abbildungen nicht in je-
dem Falle gegeben). Isomorphismen werden somit die ,,Strukturgleichheit* von
Vektorrdumen beschreiben.

Eine wichtige Bedeutung fiir die Untersuchung von Isomorphismen haben die
Matrizen, welche diese speziellen linearen Abbildungen beschreiben, wie das
folgende Beispiel verdeutlicht.
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Beispiel 7.23
In dem Beispiel 7.12 auf S. 265 haben wir festgestellt, dass die lineare Abbildung

f:R? - R? mit f (z) = (ggiSZ) (mit a,b,c,d € R) genau dann surjektiv

ist, wenn ihre Abbildungsmatrix (Cé 3) den Rang 2 hat (also regulér ist), und

dass f auch genau in diesem Falle injektiv ist. Nach der Definition 7.5 ist f also
auch genau dann ein Isomorphismus, wenn diese Matrix regulér ist. [ |

Der in dem Beispiel 7.23 konstatierte Zusammenhang zwischen der Eigen-
schaft einer linearen Abbildung f, ein Isomorphismus zu sein, und der Regula-
ritéit einer Abbildungsmatrix von f besteht allgemein.

Satz 7.5

Es sei f: V—W eine lineare Abbildung. Ist Aéva eine Abbildungsmatriz von
f beziiglich einer Basis By von V und einer Basis By von W, so ist f genau
dann ein Isomorphismus, wenn Aéva eine requlire Matrix ist.

Wir verzichten auf einen Beweis des Satzes 7.5, weisen aber auf einen wich-
tigen Sachverhalt hin: Da jeder Vektorraum (aufler dem hier nicht weiter inter-
essierenden Raum, der nur aus dem Nullvektor besteht) mehrere Basen besitzt,
kann jede lineare Abbildung durch verschiedene Matrizen beschrieben werden.
Der Satz 7.5 besagt zunéchst, dass eine lineare Abbildung ein Isomorphismus
ist, wenn eine ihrer Abbildungsmatrizen regulir ist. Da der Satz aber auf alle
Basen von V und W und damit auf alle Matrizen angewendet werden kann, die
f beschreiben, beinhaltet er auch, dass alle Abbildungsmatrizen eines Isomor-
phismus f:V—W (beziiglich beliebiger Basen von V' bzw. W) regulir sind.

Umkehrbarkeit von Isomorphismen

Eine Abbildung f~% B— A heiBt Umkehrabbildung einer Abbildung f: A— B,
wenn die Nacheinanderausfithrungen f 1o f und fof~! die identischen Ab-
bildungen von A bzw. B sind, also alle Elemente der Mengen A bzw. B auf
sich selbst abbilden. Dies ist der Fall, wenn fiir beliebige Elemente genau dann
f(a)=0bist, wenn f~1(b) =a gilt, f~' also gegeniiber f ,vertauschte* Zuord-
nungen vornimmt. Veranschaulichen lidsst sich dies in der Abb. 7.1 auf S. 258
durch Vertauschung der Pfeilrichtungen bei der Abbildung fi — dort erkennt
man auch, dass fi und fo keine Umkehrabbildungen besitzen und dass durch
die Umkehrung der Zuordnungen von f3 keine Abbildung von B in A gegeben
ist, denn be besdfle dabei kein Bild. Allgemein gilt fiir Abbildungen zwischen
beliebigen Mengen, dass bijektive Abbildungen Umkehrabbildungen besitzen
und diese ebenfalls bijektiv sind.

Satz 7.6
Jeder Isomorphismus f:V — W besitzt eine Umkehrabbildung f~*: W=V, die
ebenfalls ein Isomorphismus ist.

Dass Isomorphismen Umkehrabbildungen besitzen (oder kurz: umkehrbar sind),
folgt aus ihrer Bijektivitéit (sieche die Bemerkungen oberhalb des Satzes 7.6),
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ebenso die Tatsache, dass diese bijektiv sind. Man kénnte nun die Linearitéat der
Umkehrabbildungen nachweisen, siehe z. B. Jénich (2008), S. 82. Die Giiltigkeit
des Satzes 7.6 wird aber auch anhand der Matrizendarstellung von linearen
Abbildungen plausibel. Ist A eine Abbildungsmatrix eines Isomorphismus f, so
ist A nach dem Satz 7.5 reguldr. Damit besitzt A nach dem Satz 6.9 (S.247)
eine inverse Matrix A, diese ist eine Abbildungsmatrix von f~%

Beispiel 7.24

Wir betrachten erneut den Isomorphismus f: R? — R? aus dem Beispiel 7.23

mit der Abbildungsmatrix A = (Z 3) und berechnen die inverse Matrix

_d b
A—1: <_ad:bc ada—bc>.
ad—be ad—bc
Es muss ad—bc = det A # 0 sein, da A regulir ist, vgl. Satz 6.13. A~ ! ist die Ma-
trix des Umkehrisomorphismus f~! von f beziiglich der Standardbasis von R?;

d b
T
die Abbildungsvorschrift von f~! ist somit f~* (:1:) = adbe ad—vec¥ .
4 7adibcx+adibcy

Fiihrt man f und f~! nacheinander aus, so erhélt man fiir f~'of:
z\ _ [(z'\ _ (ax+by
£(5) = () = (&5d)
d-(ax+b b-(cx+d
f—1(x;): cisse® ~ wasse ¥ _ ad—bcy)_ adfbcy) :(x)
y u adibc a’ + adcibc yl . c'é?_—zbf) + alticdm——zdcy) Y
o 55 (3) = (1(3)) = (5).

Fiir fof ~! erhilt man dasselbe Ergebnis. Durch beide maglichen Nacheinander-

ausfithrungen des Isomorphismus f und seiner Umkehrabbildung f ! ergibt sich
die identische Abbildung, welche jeden Vektor von R? auf sich selbst abbildet.

[
Isomorphe Vektorraume

Definition 7.6

Zwei Vektorrdume V' und W heilen isomorph (zueinander), wenn ein Isomor-
phismus f: V— W existiert. ¢
Satz 7.7

Zwei (endlichdimensionale) Vektorriume V und W gleicher Dimension sind

stets isomorph zueinander.

Bemerkung: Sind zwei Vektorrdume V und W isomorph zueinander, so sagt

man auch, es besteht Isomorphie zwischen V und W. Das Wort Isomorphie

(griech.) bedeutet in der wortlichen Ubersetzung ,Gestaltgleichheit“, besser

wird sein Inhalt jedoch durch ,, Strukturgleichheit* zum Ausdruck gebracht.

Beispiele

m Bereits in dem Abschnitt 3.3.2 wurde die Isomorphie zwischen der Menge der
Pfeilklassen der Ebene bzw. des Raumes und R? bzw. R® herausgearbeitet.
Diese Isomorphie lag bereits an vielen Stellen dieses Buches der Beschreibung
geometrischer Sachverhalte durch Vektoren von R? bzw. R? zu Grunde.
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Die Isomorphie zwischen dem Vektorraum der mxmn-Matrizen (siehe das Bei-
spiel 5.6 auf S. 171) und R™™ wurde in dem Beispiel 5.29 auf S. 197 genutzt,
um eine Basis des Vektorraumes aller magischen Quadrate der Kantenlédnge
3 zu ermitteln.

In dem Beispiel 5.26 auf S. 189 wurde eine Basis des Vektorraumes der Poly-

nome hdchstens n-ten Grades aufgestellt, wobei die ,, Verwandschaft“ dieses

Rn+1

Vektorraumes zu auffiel. In der Tat lédsst sich leicht zeigen, dass diese

Vektorrdume zueinander isomorph sind.

7.2.6 Aufgaben zu Abschnitt 7.2

1.

Weisen Sie nach, dass die in den Beispielen 7.2 und 7.4-7.8 (siehe S. 259-262)
betrachteten Abbildungen (wenn man sie als Vektorabbildungen auffasst)
lineare Abbildungen sind.

. Welche der folgenden Abbildungen sind lineare Abbildungen? Begriinden Sie

Thre Antworten.

0 rE s (7)= (1) W srm (7) = (2)

o £ RSB mit £ ()= (TY) 4 prr R mie g () = (LY)

. Welche der in den Beispielen 7.9, 7.14, 7.15 und 7.18 (siehe S.264-267 und

S.270) behandelten linearen Abbildungen sind injektiv, surjektiv, bijektiv?

. Begriinden Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass folgende Aussage falsch ist:

Eine linear unabhéngige Vektormenge von V wird durch eine lineare Abbil-
dung f: V — W stets auf eine linear unabhingige Menge von W abgebildet.

. Weisen Sie nach: Ist f: V' — W eine injektive lineare Abbildung, so wird

durch f eine beliebige linear unabhéngige Vektormenge von V auf eine linear
unabhéngige Menge von W abgebildet.

. Beweisen Sie den Satz 7.1 (vi): Durch eine lineare Abbildung f: V — W wird

jeder lineare Unterraum von V auf einen linearen Unterraum von W abge-
bildet, d. h. fiir jeden linearen Unterraum U CV ist f(U) = {f(4@) |d € U}
ein linearer Unterraum von W.

. Weisen Sie nach, dass fiir beliebige lineare Abbildungen f: V — W gilt: Sind

U1,...,Ur Vektoren von V, so ist die lineare Hiille {f(1),..., f(d)) ihrer
Bildvektoren gleich dem Bild f ((u1,...,ux)) = {f(@) |4 € (d1,...,Ux)} der
linearen Hiille (w1, ..., d) von d1, ..., k.

. Begriinden Sie, dass es keine lineare Abbildung f: R® —R? geben kann, die

1 1 4 0 7 0
folgende Zuordnungen trifft: f<§>—<8>,f(g>—<é>, f(S)—(?)

. Stellen Sie Matrizen fiir die in den Beispielen 7.11 und 7.12 auf S. 265 gege-

benen linearen Abbildungen auf.
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10. Geben Sie eine Matrix der linearen Abbildung f: R® — R? an, die jeden
Vektor von R? auf den Nullvektor von R? abbildet.

11. Gegeben ist eine lin. Abb. f: R® —R? durch die Bilder der Basisvektoren

N 1 . 1 . 1 . % . 4 N 7
b1—<8>, b2—<(1)>, b3—<%>1 f(bl)—<3>7 f(b2)—<g>a f(b3)—<g>

X1 T
a) Geben Sie fiir f eine Abbildungsgleichung der Form f (962 ) = | 25 | an.
X3 (Eg

b) Stellen Sie fiir f eine Matrix AéBg auf (vgl. das Beispiel 7.19 auf S. 270).
¢) Stellen Sie fiir f eine Matrix Agng auf.
d) Ist f injektiv, surjektiv bzw. sogar bijektiv?

12. Bestimmen Sie die Menge aller Vektoren, die durch die in der Aufgabe 11
gegebene lineare Abbildung f auf den Nullvektor abgebildet werden.

13. Weisen Sie nach: Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so ist die Menge
aller Vektoren, die durch f auf den Nullvektor von W abgebildet werden, ein

linearer Unterraum von V. (Dieser Unterraum wird als Kern der linearen
Abbildung f bezeichnet.)

14. Bestimmen Sie die Menge aller Vektoren @ € R3, die bei der in der Aufgabe
11 gegebenen lincaren Abbildung f als Bilder von Vektoren & € R® auftreten,
also die Menge {w | 37 € R*: @ = f(7)}.

15. Weisen Sie nach: Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so ist die Menge
{W |37 € V:& = f(v)} aller Vektoren & € W, die bei f als Bilder von Vek-

toren ¥ € V auftreten, ein linearer Unterraum von W. (Dieser Unterraum
wird als Bild der linearen Abbildung f bezeichnet.)

16. Beweisen Sie, dass die Nacheinanderausfithrung g o f linearer Abbildungen
f: U=V und g: V—W eine lineare Abbildung ist (Satz 7.3, S. 273).

17. Bilden Sie die beiden Nacheinanderausfithrungen der in dem Beispiel 7.4 auf
S. 260 behandelten Drehung und der in dem Beispiel 7.5 (S. 261) betrachteten
zentrischen Streckung. Geben Sie jeweils die Abbildungsmatrix an.

18. In welcher Reihenfolge lassen sich die Drehung aus dem Beispiel 7.4 (S. 260)
und die Projektion aus dem Beispiel 7.8 (S.262) nacheinander ausfiithren?
Geben Sie fiir diese Nacheinanderausfithrung eine Abbildungsmatrix an.

19. Welche der in den Beispielen 7.2 und 7.4-7.8 (S. 259-262) behandelten li-
nearen Abbildungen sind Isomorphismen? Geben Sie fiir diese die Umkehr-
abbildungen an.

20. Begriinden Sie: Wird eine lineare Abbildung f durch eine Matrix A' be-
schrieben, so ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn die Determinante
von A ungleich Null ist.

21. Beweisen Sie den Satz 7.7 auf S. 276.
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7.3 Affine Abbildungen

7.3.1 Definition und Beispiele

In dem Abschnitt 7.1.2 wurden geometrische Abbildungen wie Verschiebungen,
Drehungen, Spiegelungen, Streckungen sowie eine Scherung und eine Projekti-
on betrachtet. In dem Abschnitt 7.2 stellte sich heraus, dass sich die meisten
dieser — zunéchst als Punktabbildungen eingefiihrten — Abbildungen auch als
Vektorabbildungen auffassen lassen und bei dieser Betrachtungsweise lineare
Abbildungen sind. Im Folgenden wird das Verhéltnis von Punkt- und Vektorab-
bildungen durch die Einfithrung des Begriffs der affinen Abbildung prézisiert.

Definition 7.7
Es seien A und A’ affine Punktriume mit zugehorigen Vektorriumen V bzw.
V', Eine Abbildung ¢ : A — A’ heifit affine Abbildung, wenn die durch die

Zuordnung f: ]@ — qS(P)gb(Q) (fur beliebige Punkte P,Q € A) festgelegte
Vektorabbildung f: V — V' eine lineare Abbildung ist. ¢

Beispiel 7.25

In dem Beispiel 7.3 auf S.259 wurden Schubspiegelungen als Nacheinander-
ausfithrungen von Verschiebungen und Spiegelungen betrachtet. Wir bezeich-
nen die dort untersuchte Abbildung go f mit ¢. Es ist also ¢ : R? — R? mit
¢: (a:) — (—cc—|—4). Wir zeigen im Folgenden, dass ¢ eine affine Abbildung ist.

Y y+1
. . 1. _ ([T _ ([ x2 . _ [ T2—T1 . .
Fiir beliebige Punkte P = (yl ) und Q= ( yz) ist ]@— ( Yo — 1 ) Weiterhin
: —z1+4 —x2+4 .
ist ¢(P) = ( y1+1)’ o(Q) = ( y;—!—l) und somit

o @ = (11) - (i) = (Rt

Bezeichnet man x2—x1 mit £ und y2 —y1 mit n, so erhélt man Pﬁz (5

n
H(P)A Q) = (‘757) Die der Abbildung ¢ durch f: PO > 6(P)$(Q) zugeord-
nete Vektorabbildung f mit f: (757) — (7757) (Spiegelung an der y-Achse) ist

offensichtlich eine lineare Abbildung, siehe die Aufgabe 1 auf S.277. Somit ist
die Schubspiegelung ¢ nach der Definition 7.7 eine affine Abbildung. [

) sowie

Beispiel 7.26

Lineare Funktionen f: R—R mit f(z) = max+n (m,n €R) sind, wie in dem
Beispiel 7.10 (S.264) iiberraschenderweise festgestellt wurde, fiir n # 0 keine
linearen Abbildungen; wir zeigen, dass es sich dabei um affine Abbildungen han-
delt. Um den Bezug zu der Definition 7.7 hervorzuheben, bezeichnen wir f mit
¢. Sowohl Punkte als auch Vektoren sind bei diesem Beispiel reelle Zahlen. Fiir
beliebige P=x1, Q=12 ist m:l‘z—l‘l, ¢(P)=mz1+n, ¢(Q)=mz2+n sowie
W =m(z2—x1). Die durch g: m — W gegebene Vektorabbil-
dung ist die proportionale Funktion g: R — R mit g(x) =mux. Diese ist eine lineare
Abbildung (Beispiel 7.9, S. 264); somit ist ¢ bzw. f eine affine Abbildung. [
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Schreibweisen, Abbildungsvorschriften fiir affine Abbildungen

Bei der Einfithrung affiner Punktraume haben wir festgestellt, dass die Schreib-

weisen Q=P+t und 7= m dieselbe Bedeutung haben (S. 203). Wir verwenden

dies nun, um aus dem in der Definition 7.7 durch f: m — ¢(P)¢(Q) bzw.
F(PQ) = 6(P)4(Q)

gegebenen Zusammenhang zwischen affinen und linearen Abbildungen eine Ab-

bildungsvorschrift fiir affine Abbildungen abzuleiten. Mit ¢/ :]@ folgt daraus:

$(P) + £(5) = ¢(P) + f(PQ) = ¢(P) + 6(P)d(Q) = $(Q) bzw.

?(Q) = ¢(P) + f(7).

Somit kénnen Bilder beliebiger Punkte Q € A aus dem Bild ¢(P) eines einzigen

Punktes P und Bildern der Verbindungsvektoren ¢/ :1@ bei der linearen Abbil-

dung f bestimmt werden. Meist verwendet man fiir P den Koordinatenursprung

O eines in dem affinen Raum A gegebenen Koordinatensystems.

Eine affine Abbildung ¢ : A — A’ ist durch das Bild ¢(O) eines (festen)
Punktes O € A sowie die zugehorige lineare Abbildung f: V — V' eindeutig
bestimmt. Der Bildpunkt ¢(X) eines beliebigen Punktes X € A berechnet
sich aus ¢(O) und dem Bild des Vektors OX bei der linearen Abbildung
f durch ¢(X) = ¢(O) + f(@?) Beziiglich eines Koordinatensystems mit
dem Ursprung O und mit Ortsvektoren & = OX von Punkten X ist

P(X) = ¢(0) + f(7).

Wir werden hauptsichlich affine Abbildungen innerhalb der affinen Riume R?
und R? behandeln, wobei R? bzw. R3 zugleich die zugehérigen Vektorriume sind.
In Bezug auf die Definition 7.7 betrachten wir also Beispiele mit A=A’ =R? und
A=A"=R3 Wenn A=A’ ist, liegen die&l}nkte O und O’ =¢(0) in demselben
Raum, und es gibt daher einen Vektor OO’. Die oben herausgearbeitete Abbil-
dungsvorschrift l4sst sich damit folgendermafien schreiben:
() 9(X) = 0+00 + (2

Hieran wird deutlich, dass sich eine affine Abbildung ¢ innerhalb desselben
Raumes aus der zu ¢ gehérenden linearen (Vektor-)Abbildung f sowie einer Ver-
schiebung mit dem Verschiebungsvektor OO’ , zusammensetzt®. Bei der Schub-
spiegelung aus dem Beispiel 7.25 wird dies besonders in der Schreibweise

o) = o(y) = (1) + (5)

deutlich. Gegeniiber der allgemeinen Abbildungsvorschrift (x) kann dabei auf
O= (8) verzichtet werden, da sich (le)+ <_z> als Punkt auffassen ldsst, wih-

rend im allgemeinen Fall OO’ + f(#) Vektoren sind, die mit dem Koordinaten-
ursprung addiert werden, um Punkte zu beschreiben.

Affine Abbildungen lassen sich aus linearen Abbildungen der zugehdrigen

Vektorrdume sowie Verschiebungen zusammengesetzt auffassen.
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Fiir affine Abbildungen ¢ : R? = R? bzw. ¢ : R® = R® lassen sich (bei Be-
schreibung der zugehérigen linearen Abbildungen durch Matrizen) allgemeine
Abbildungsvorschriften aufstellen:

@\ _ (7 _ (e (= Vg
(7)=()=(na) () () o
x’ x ai1 aiz ais x Uz
<y:>:¢<y>:<a21 a22 a23>o<y>+<vy>‘ (7.2)
z z a3l as2 ass z V2
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Dabei sind <
v

bzw.

Vg
> bzw. (vy> die Verschiebungsvektoren der jeweiligen affinen
Y

Uz

az1 az2 as1 asz ass
horenden linearen Abbildungen beziiglich der Standardbasen von R? bzw. R3.

i . ail ai2 a1l ai2 ai3 . '
Abbildungen ¢ sowie bzw. | a21 a22 a3 | die Matrizen der zu ¢ ge-

In dem Abschnitt 7.1.2 (S. 259ff.) wurden einige Abbildungen in R? betrach-
tet. Die dort behandelten Spiegelungen, Drehungen, Streckungen und Scherun-
gen sind — als Punktabbildungen aufgefasst — affine Abbildungen mit dem Ver-
schiebungsvektor &. Dies trifft auch auf die Projektion p: R®* —R? (Beispiel 7.8)
zu. Im Folgenden betrachten wir einige affine Abbildungen innerhalb von R?
anhand der Gleichung (7.2).

Beispiel 7.27

()= (88 9)-(1) ()
Durch die Abbildungsgleichung ¢ ¥y |=(0 3 O)o| v | +(—1| wird eine
z 003 z —2
affine Abbildung beschrieben, die sich aus einer zentrischen Streckung mit dem

Streckfaktor 3 und dem Zentrum im Koordinatenursprung sowie einer Verschie-
bung zusammensetzt. In der Abb. 7.11 a) auf S. 282 ist diese Abbildung anhand
eines Wiirfels und seiner Bildfigur dargestellt.

Alle Verbindungsgeraden zwischen beliebigen Punkten des Ursprungswiirfels
und ihren Bildpunkten schneiden sich in einem Punkt Z. Dies gilt sogar fiir alle
Punkte P € R? und ihre Bildpunkte. Um dies zu bestiitigen, suchen wir nach
einem Punkt Z, der durch die Abbildung ¢ auf sich selbst abgebildet wird. m

Definition 7.8

Es seien A ein affiner Raum und ¢: A— A eine affine Abbildung innerhalb von
A. Ein Punkt Z € A, der durch ¢ auf sich selbst abgebildet wird, fiir den also
o(Z) = Z gilt, wird als Fizpunkt von ¢ bezeichnet. ¢

Beispiel 7.28
Fiir die in dem Beispiel 7.27 betrachtete affine Abbildung wird nach Fixpunkten

Z1
Z= (22> mit ¢(Z) = Z gesucht. Dies bedeutet fiir dieses Beispiel, dass
z3

21 300 21 6 z1 =321+ 6
z2 | =10 3 O0)o| 22 |+[—1 bzw. 20 = 329 — 1
23 00 3 23 —2 23 = 3z3 — 2

gelten muss. Als (eindeutige) Losung erhélt man z1 = —3, 22 = %, z3 = 1.
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Abb. 7.11:
Zentrische Streckung
und Verschiebung

a)

Die Abbildungen dieses Abschnitts kénnen mithilfe einer Datei fiir das CAS Maxima, die
auf der Internetseite zu diesem Buch zur Verfiigung steht, interaktiv aus verschiedenen Per-
spektiven betrachtet werden.

Die Abbildung ¢ kann als zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem
Streckfaktor 3 aufgefasst werden. Dies zeigt sich anhand eines Koordinatensys-
tems K mit Z als Koordinatenursprung und den unverénderten Basisvektoren
der Standardbasis (siehe Abb. 7.11 b). Hierfiir hat ¢ die Abbildungsvorschrift

z’ 300 z
7|1=(030)o(7].
z 00 3 z

Die Koordinaten 7, ¢, Z eines beliebigen Punktes P beziiglich des Koordinaten-
systems K stehen, wegen der Koordinaten von Z, mit den ,,alten“ Koordinaten
in der Beziehung x =z—3, y = g+%, z=z+1;, =243,y = yf%, z=2z—1.

Setzt man in die obige Gleichung die ,,alten“ Koordinaten ein, so erhilt man

z 300 T 300 $+i‘1’> 3x+g
7)=(030)o(7)=(030)o(u—23]=(3u-2)
7z 00 3 z 00 3 2—1 3,—3

Daraus ergibt sich

x’ 7' -3 3x+9-3 3z+6
z 7 +1 3z—3+1 3z—2

womit bestétigt ist, dass die zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem
Streckfaktor 3 dieselbe Abbildung ist, die in dem Beispiel 7.27 gegeben wurde.

]
Beispiel 7.29 - 20 0 - 5
Die Abbildungsgleichung ¢ [ vy | = [0 4 ol y |+ [—2 | beschreibt axiale
z 00 3 z -3
Streckungen mit den Streckfaktoren 2, 4 und % entlang der Koordinatenachsen
und eine anschlieende Verschiebung (siehe Abb. 7.12). Auch diese Abbildung
besitzt genau einen Fixpunkt (siehe die Aufgabe 2 auf S. 286). [

]

z
y

X Abb. 7.12:
Axiale Streckung und Verschiebung
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z z

Abb. 7.13:
Scherungen

in verallge-
Z meinertem
X Sinne
X

a) b)

Beispiel 7.30
Die in der Abb.7.13 a) dargestellte affine Abbildung mit der Abbildungsmatrix

211 5

A =10 2 0] und dem Verschiebungsvektor ¥ = | 4 | kombiniert Scherungen
00 2 3

(siehe das Beispiel 7.7 auf S. 262), Streckungen und Verschiebungen. [ |

In verallgemeinertem Sinne wird der Begriff ,,Scherung® synonym zu ,affine
Abbildung des Raumes auf sich“ verwendet und umfasst u. a. auch Kongruenz-
abbildungen und Streckungen. Besonders zu beachten ist dabei das Wortchen
wauf“, welches gleichbedeutend mit der Surjektivitit einer Abbildung ist — einer
FEigenschaft, die alle bisher betrachteten Beispiele dieses Abschnittes besitzen,
die aber dennoch nicht selbstverstdndlich ist. Gibt man willkiirlich Abbildungs-
matrizen affiner Abbildungen an, so werden in den meisten Féllen verallgemei-
nerte Scherungen dadurch beschrieben. Der Leserin bzw. dem Leser wird emp-
fohlen, mithilfe des Computers unterschiedliche Abbildungsmatrizen , auszupro-
bieren“ und ihre Wirkung zu veranschaulichen. Dafiir steht auf der Internetseite
zu diesem Buch eine vorbereitete Datei fiir das Computeralgebrasystem Maxima
zur Verfiigung, die alle Beispiele dieses Abschnittes enthélt und ihre Variation
sowie die Eingabe eigener Matrizen und Verschiebungsvektoren ermoglicht. Das
folgende Beispiel entstand auf diese Weise.

Beispiel 7.31

x —-3-3 2 x -2
Die Wirkung der Abbildung ¢ mit ¢ | vy | = (-2 2 1 |o|y |+ | —2 | auf
z 1 0 3 z 2
einen Wiirfel zeigt die Abb. 7.13 b). ]

In den Beispielen 7.27-7.31 zeigten sich einige Gemeinsamkeiten aller bisher
betrachteten affinen Abbildungen. Es scheint, dass Geraden auf Geraden sowie
Ebenen auf Ebenen abgebildet werden und dass die Parallelitdt von Geraden
und von Ebenen erhalten bleibt. Ein weiteres Beispiel weist allerdings auf einige
Einschriankungen hin.

Beispiel 7.32

T 1 20 T —4

Durch die Abbildung ¢ mit ¢ (y) = <2 3 1) o <y> + ( 3) wird der ge-
z 1 11 z 1

samte dreidimensionale Raum in eine einzige Ebene abgebildet, siehe Abb. 7.14.

Die Abbildung ¢ unterscheidet sich somit fundamental von den bisher in die-
sem Abschnitt betrachteten affinen Abbildungen und weist gewisse Analogien
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Abb. 7.14: Affine Abbil-
dung des Raumes auf eine
y Ebene

zu der in dem Beispiel 7.8 auf S. 262 betrachteten Projektion auf. Ein genaue-
rer Blick auf die Abbildungsmatrix legt die Ursachen dafiir offen: Die Matrix

1 20
(2 3 1] ist — im Gegensatz zu den Matrizen aus den Beispielen 7.27-7.31 —
111

nicht reguldr. Untersucht man ihre Spaltenvektoren, so stellt man fest, dass sich
jeder davon als Linearkombination der beiden anderen darstellen ldsst, z. B.

1 1 1
Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix die Bilder der Basisvektoren des Raum-

2 1 0
(3) = 2. (2 - 1). In dem Abschnitt 7.2.3 wurde festgestellt, dass die

es, der abgebildet wird, angeben. Thre lineare Hiille beschreibt damit das Bild
des abgebildeten Vektorraumes. In unserem Falle ist die lineare Hiille aller drei
Spaltenvektoren gleich der linearen Hiille zweier Spaltenvektoren. Die Ebene, in
welche ¢ den Raum abbildet (in Abb. 7.14 grau dargestellt), verlduft durch den
Punkt, in den der Verschiebungsvektor von ¢ den Koordinatenursprung iiber-
fithrt. Sie hat zwei linear unabhéngige Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix
als Richtungsvektoren. Eine Parameterdarstellung dieser Ebene ist also

GO0

7.3.2 Einige Eigenschaften affiner Abbildungen

Der Vergleich des letzten Beispiels mit den vorherigen Beispielen zeigt, dass
sich affine Abbildungen stark voneinander unterscheiden kénnen. Im Folgenden
werden zunéchst einige Gemeinsamkeiten verallgemeinert,.

Satz 7.8
Fiir beliebige affine Riume A, A" und jede affine Abbildung ¢: A— A’ gilt:

1. ¢ bildet jeden affinen Unterraum von A auf einen affinen Unterraum von A’
ab, d. h. ist N ein affiner Unterraum von A, so ist
d(N)={Q | IPeN:¢(P)=Q) ein affiner Unterraum von A’

2. Sind N1 und N2 affine Unterriume von A, so ist das Bild der Schnittmenge
N1 N N2 beider Unterrdume eine Teilmenge der Schnittmenge der Bilder der
Unterrdgume N1 und Na2: ¢(N1NN2) C ¢(N1) N ¢(N2).
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Wir verzichten auf einen Beweis des Satzes 7.8, merken aber an, dass der Beweis
des ersten Teils durch Riickfithrung auf analoge Eigenschaften linearer Abbil-
dungen gefiihrt werden kann (siehe dazu den Satz 7.1 auf S. 267).

Bemerkung: Die Aussage 2 des Satzes 7.8 klingt auf den ersten Blick etwas
»schwach® — warum ist nicht ¢(N1NN2) = ¢(N1) N ¢(N2)? Dies erschlieft sich
anhand des Beispiels 7.32 oder der in dem Beispiel 7.8 (S.262) behandelten
Projektion. Bei derartigen Abbildungen kénnen z. B. zwei Geraden, die parallel
sind oder sich in einem Punkt schneiden, auf dieselbe Gerade abgebildet werden.
Bezeichnet man derartige Geraden mit N1 und N2, so kann z. B. NiNN2 = {S}
und ¢(N1NNz2) = ¢(5), also ein Punkt, aber ¢(N1) N ¢(N2) eine Gerade sein.

Bijektive affine Abbildungen

Vergleicht man die in diesem Abschnitt behandelten Beispiele miteinander, so
fallt auf, dass die Abbildungen aus den Beispielen 7.27-7.31 {iber einige Eigen-
schaften verfiigen, welche die Abbildung aus dem Beispiel 7.32 nicht besitzt.
Die Besonderheit dieser Abbildung besteht darin, dass sie den gesamten dreidi-
mensionalen Raum auf eine einzige Ebene abbildet, sie ist also nicht surjektiv.
Zudem bildet sie mehrere Punkte, sogar ganze Geraden, auf einzelne Punkte
ab, ist also auch nicht injektiv. Affine Abbildungen, die injektiv und surjektiv
sind, besitzen einige Eigenschaften, die bei anderen affinen Abbildungen nicht
gegeben sind. Ohne Beweis vermerken wir zunédchst den folgenden Satz.

Satz 7.9

Es seien A und A" affine Punktrdume mit zugehiorigen Vektorrdumen V bzw. V.
FEine affine Abbildung ¢: A — A’ ist genau dann bijektiv, wenn die zugehérige
lineare Abbildung f: V — V' ein Isomorphismus ist.

Aus den Sétzen 7.9 und 7.5 (S. 275) folgt, dass eine affine Abbildung genau dann
bijektiv ist, wenn eine Abbildungsmatrix der zugehorigen linearen Abbildung
regulir ist; fiir affine Abbildungen ¢: R? = R? bzw. ¢: R®* - R? betrifft dies die
Matrizen in den Abbildungsgleichungen (7.1) bzw. (7.2) auf S. 281.

Bijektive affine Abbildungen ,,erben“ von den ,starken“ Eigenschaften der Iso-
morphismen (vgl. Abschnitt 7.2.5) z. B. die Existenz von Umkehrabbildungen.
Einige weitere Eigenschaften gibt der folgende Satz an.

Satz 7.10
Sind A, A’ affine Riume, so gilt fiir jede bijektive affine Abbildung ¢: A— A’:
1. ¢ bildet jeden affinen Unterraum von A auf einen affinen Unterraum gleicher

. . /
Dimension von A" ab.

2. Sind N1 und N2 affine Unterrdume von A, so ist das Bild der Schnittmenge
N1 N Na beider Unterrdume gleich der Schnittmenge der Bilder der Unter-
rdaume N1 und Na: ¢(N1 ﬂNg) = ¢(N1) N ¢(N2)

3. Sind N1 und N2 parallele affine Unterriume von A, so sind ¢p(N1) und ¢(N2)
parallele affine Unterrdume von A’.
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Da Geraden und Ebenen affine Unterrdume sind, besagt der Teil 1 des Satzes

7.10, dass bei bijektiven affinen Abbildungen Geraden immer auf Geraden (und

nicht auf Punkte, was in dem Beispiel 7.32 auftritt) sowie Ebenen auf , vollstén-

dige“ Ebenen abgebildet werden.

Wir verzichten darauf, den Satz 7.10 zu beweisen, weisen aber auch hier auf

die Analogien zu entsprechenden Eigenschaften linearer Abbildungen (speziell

Isomorphismen) hin, die aufgrund der Beziige zwischen linearen und affinen

Abbildungen (siche die Definition 7.7 auf S.279) sowie zwischen linearen und
affinen Unterrdumen (nach der Definition 5.12 auf S. 210) bestehen.

7.3.3 Aufgaben zu Abschnitt 7.3

1.

Gegeben sind affine Abbildungen ¢1, ¢2: R* —R? und ¢3, ¢4 : R - R3:
z\ (20 T —4 T\ _ V2 =2 T 3
(3)=62)()+(2)  =()-(a )()-(5)
T 200 T 3 T 1 00 T 5
(1) (3 8)-(2)+ (2) o (2)- (33 8)-(2)- ()
z 00 2 z -1 z 0 01 z —1

— Veranschaulichen Sie ¢1, ..., ¢4 graphisch durch Punkte und Figuren bzw.
Korper und ihre Bilder. Sie kénnen dazu eine Datei fiir das CAS Maxima
von der Internetseite dieses Buches herunterladen, die Vorlagen fiir die
Darstellung affiner Abbildungen in R? und in R? enthilt.

— Uberpriifen Sie ¢1, ¢2, ¢3 und ¢4 auf Fixpunkte und berechnen Sie diese
(siehe dazu das Beispiel 7.28 auf S. 281).

. Begriinden Sie, dass die in dem Beispiel 7.29 auf S. 282 gegebene affine Ab-

bildung genau einen Fixpunkt besitzt und bestimmen Sie diesen.

. Untersuchen Sie die Scherung ¢: R —R? mit ¢: (z) — <x—2y) + (8)

Y
(siehe das Beispiel 7.7 auf S. 262) auf Fixpunkte.

. Untersuchen Sie die affine Abbildung ¢ aus dem Beispiel 7.31 auf Fixpunkte.
. Untersuchen Sie, ob die affinen Abbildungen ¢1, ¢2: R® — R3 bijektiv sind.

Geben Sie fiir diejenige(n) dieser Abbildungen, fiir die das nicht der Fall
ist, eine Gleichung der Ebene an, in welche ¢1 bzw. ¢2 den gesamten Raum
abbildet (vgl. das Beispiel 7.32):

o(2) (212 () o (1)-(2 22 ()

. Begriinden Sie: Gibt man drei beliebige nicht kollineare Punkte P, Q, R € R?

und drei weitere beliebige Punkte P’,Q’, R’ € R? vor, so ist durch ¢(P)=P’,
#(Q)=Q’', ¢(R)=R’ eindeutig eine affine Abbildung ¢: R? —R? bestimmt.

. Geben Sie drei Punkte P,Q,R € R? und drei Punkte P’,Q’, R’ € R? an,

so dass keine affine Abbildung ¢ : R? — R? mit ¢(P) = P’, ¢(Q)=Q’ und
¢(R)=R’ existiert.
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7.4 Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen

Die Beispiele des vorangegangenen Abschnittes haben uns auf einige Eigenschaf-
ten affiner Abbildungen gefiihrt. Sie haben aber auch gezeigt, dass affine Abbil-
dungen iiber einige zentrale Eigenschaften in der Schulgeometrie auftretender
Abbildungen im Allgemeinen nicht verfiigen miissen (d.h. es gibt zwar affine
Abbildungen, welche diese Eigenschaften haben, aber auch Gegenbeispiele).

m Affine Abbildungen sind i. Allg. nicht abstandstreu, Abstédnde von Punkten
koénnen sich von denen ihrer Bildpunkte unterscheiden.

m  Affine Abbildungen kénnen auch Lingenverhdiltnisse von Strecken verdndern,
wenn diese nicht auf einer Geraden oder auf parallelen Geraden liegen.

m  Winkel werden durch affine Abbildungen i. Allg. nicht auf dazu kongruente
Winkel abgebildet. Auch senkrechte Geraden werden i. Allg. nicht auf senk-
rechte Geraden abgebildet.

m Auch Fldcheninhalte und Volumina bleiben i. Allg. nicht erhalten.

Im Folgenden werden wir spezielle affine Abbildungen und die dazugehorigen
linearen Abbildungen untersuchen, welche iiber diese Eigenschaften verfiigen.

7.4.1 Isometrien

In der Elementargeometrie werden Kongruenzabbildungen als abstandserhalten-
de Abbildungen der Ebene oder des Raumes eingefiihrt. Aus der Abstandstreue
lasst sich auch die Winkeltreue ableiten. Um auf der Grundlage der linearen
Algebra tiberhaupt Eigenschaften wie Abstands- und Winkeltreue betrachten
zu kénnen, bendtigen wir Punktriume (und zugehorige Vektorrdume), in de-
nen Lingen und Winkel definiert sind. Dies ist in Euklidischen Vektor- und
Punktradumen gegeben (vgl. Abschnitt 5.6), da in diesen ein Skalarprodukt exis-
tiert. Wir fithren die folgenden Betrachtungen in R? und R® und verwenden das
Standardskalarprodukt. Um Kongruenzabbildungen von Punkten beschreiben
zu konnen, wenden wir uns zunéchst den zugehorigen Vektorabbildungen zu.

Definition 7.9

Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine lineare Abbildung f: V — V heifit
Isometrie, falls alle Vektoren 4@ € V' auf Vektoren gleicher Betrige abgebildet
werden, also |f(@)| = || fiir alle €V gilt. ¢

Satz 7.11
Jede Isometrie f: V — V bildet zwei beliebige Vektoren u,v €V auf Vektoren
mit demselben Skalarprodukt ab, d. h. @-U = f(u)- f(7).

Beweis: Es seien u, U beliebige Vektoren von V. Bei jeder Isometrie f: V —V
gilt [f(@)] = la], |f(¥)] = [o] und |f(@)+ f(V)| = [f(@+7)] = [@+7] und
somit auch |f(@)|* = |@|?, |f(¥)|* = |7]? sowie |f(@)+ f(¥)]* = |d@+T|*. Wegen
@ +3* = (@+7)-(@+7) und |f(@)+f(0)* = (f(@)+f(9)) (f(@)+f (7)) folgt

daraus
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(U+0)-(@+0) = (f(@)+f(0))-(f(@)+f(D))

@402+ 207 = f(@)°+ f(0)°+ 2 f(@)-f(7)
@l*+ [0+ 2@-0 = |f(@)]*+ |f (@) +2 f(@) (D)
200 = 2 f(d) f(7),
und somit die Behauptung @0 = f(%)- f (). O

Als Folgerung aus dem Satz 7.11 ergibt sich nach den Definitionen des Winkels
und der Orthogonalitdt von Vektoren (vgl. Abschnitt 5.6.2) der folgende Satz.

Satz 7.12

Isometrien sind winkeltreu, d. h. fir beliebige Vektoren i,V € V und ihre Bilder
f (@), f(V) bei einer beliebigen Isometrie f:V =V gilt Z(u,7) = Z(f(@), f(V)).
Insbesondere werden zueinander orthogonale Vektoren auf wiederum zueinander
orthogonale Vektoren abgebildet.

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir bereits festgestellt, dass sich
lineare (und infolge dessen auch affine) Abbildungen effektiv durch Matrizen
beschreiben lassen. Wir befassen uns daher im Folgenden mit der besonderen
Struktur der Matrizen, welche Isometrien beschreiben. Dazu betrachten wir fiir

eine Isometrie f: R? — R? die Abbildungsmatrix A7 = (Z; g;;) beziiglich

der Standardbasis By = {€1; €2} von R? mit & = ((1)), €y = (?) Die Spalten
der Matrix A geben die Bilder der Basisvektoren an, siche Abschnitt 7.2.3.
Wegen €;1-€¢1 = 1, €3-€2 = 1 und €;-€2 = 0 muss aufgrund des Satzes 7.11 gelten:

() () 1 (32)-(22) = (20)-(22) o
a1 az1) 7 a2 age ) T 7 a1 az2 )

bzw
: 2 2
aij; taz; =1
2 2
(*) ajs + a3 =1
ai1-ai2 +az1-a22 = 0.

Um hieraus verallgemeinerungsfihige Eigenschaften der Abbildungsmatrizen

von Isometrien entnehmen zu kénnen, betrachten wir das Produkt der Matrix

A7 und ihrer transponierten Matrix (siehe hierzu die Definition 6.2 auf S. 228):

(Af)ToAf _ (all 021>O(t111 CL12> _ ( a%l—f—a%l ail a;2+a§1 azz)’
a1z a2 a1 az2 ai1 aiz+azi a2 aiz+azs

Wir stellen fest, dass fiir die Matrix einer Isometrie (fiir deren Koeffizienten die

Gleichungen (x) erfiillt sein miissen), gilt:

(A)Toal = (1) = B2,

Dieses Ergebnis ist umkehr- und verallgemeinerbar.

Satz 7.13

Es sei V ein euklidischer Vektorraum. FEine lineare Abbildung f:V —V ist ge-
nau dann eine Isometrie, wenn fir ihre Abbildungsmatriz AT beziglich einer
Orthonormalbasis von V  gilt:

(ANTo Al = ATo (AT = E.
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Die eine Richtung des Satzes 7.13 wurde zuvor fiir [sometrien f: R*—R? gezeigt.
In R? ist der Nachweis in analoger Weise méglich, aber rechnerisch aufwindiger
(siehe die Aufgabe 2 auf S.296). Nicht eingegangen wurde bislang auf den Be-
weis der anderen Richtung des Satzes 7.13, dass eine lineare Abbildung eine
Isometrie ist, wenn sie beziiglich einer Orthonormalbasis eine Abbildungsma-
trix A/ mit der Eigenschaft (Af)To A/ = E besitzt. Dies folgt daraus, dass
eine lineare Abbildung eine Isometrie ist, wenn sie eine Orthonormalbasis auf
eine Orthonormalbasis abbildet, siehe die Aufgabe 1 auf S. 296.

Definition 7.10
Eine Matrix A mit ATo A = A o AT = E heiit Orthogonalmatriz. ¢

Satz 7.14

Die Inverse und die Transponierte einer Orthogonalmatriz A sind identisch:
A"l =AT

Der Satz 7.14 folgt unmittelbar aus der Definition 7.10 und der Definition in-
verser Matrizen, vgl. Abschnitt 6.2.4.

Satz 7.15
Fiir die Determinante jeder Orthogonalmatriz A gilt det A=1 oder det A=—1.

Der (sehr kurze) Beweis des Satzes 7.15 sei der Leserin bzw. dem Leser iiber-
lassen. Die Determinanten von Abbildungsmatrizen werden sich als wichtiges
Klassifikationsmerkmal von Isometrien und Kongruenzabbildungen erweisen.

Isometrien in R2

Wir ziehen nun aus den diskutierten Eigenschaften von Isometrien geometrische
Schlussfolgerungen und betrachten zuniichst Isometrien innerhalb von R?. Fiir

deren Matrizen Af = (g; g;;) gelten die Gleichungen (x) auf S.288. Fiir

die Koeffizienten a1 und ag; gilt ai; + a3; = 1. Da sich jede reelle Zahl von
Null bis Eins als Kosinus und als Sinus einer reellen Zahl « (mit —7 < a <)
darstellen lisst und fiir belichbige o € R gilt sin? @ + cos? a = 1, lassen sich die
Koeffizienten a mit a11 und ag; folgendermafien darstellen:
ail = cosq, a21 = sina.
Analog dazu folgt aus a?y + a3y = 1, dass sich diese Koeffizienten in der Form
a1z =sinfB, ag2 = cosf
darstellen lassen. Setzen wir dies in die Gleichung ai11 a12 + a21 a22 = 0 ein, so

erhalten wir: . .
cosa sin 8+ sina cos 3 = 0.

Nach dem Additionstheorem cos a sin 8 + sina cos 8 = sin(a+3) folgt daraus

sin(a+3) = 0. Somit ist (in dem Intervall |-m; 7]) a+8 = 0 oder o+ = 7. Aus

diesen Fillen leiten sich die beiden Arten von Isometrien in R? ab.

1. Fiir a+ =0 ist 8= —a und somit a;2 =sin = —sin «, agz = cos 3 = cos .
Die Abbildungsmatrix erhilt damit die Gestalt

A — cosa —sina
17 \sinaa cosa /)’
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e,
fle) Lz f@) Abb. 7.15: Isometrien in R?
— a) Fall 1: A
€

b) Fall 2: AJ

e
1€) . 0
Die Abbildung f ist damit (in geometrischer Interpretation) eine Drehung
mit dem Drehwinkel «, siehe auch das Beispiel 7.4 auf S. 260.

2. Fir a4+ =m ist § = 7 —« und somit cos 8 =—cosa, sin 3 = sina. Die
Abbildungsmatrix A nimmt damit die Gestalt
Ag_(cqsa sma)
sina —cosa
an. Fiir eine leichtere geometrische Interpretation kénnen wir sie als Produkt
zweier Matrizen darstellen:
f_ [cosa —sina 1 0
Ay = (sina cosa)O(O -1/
Die durch Ag beschriebene Isometrie lédsst sich somit als Spiegelung an der
z-Achse und anschliefende Drehung mit dem Drehwinkel « interpretieren.

In der Abb. 7.15 sind die beiden méglichen Fille von Isometrien von R? anhand
der Vektoren der Standardbasis und ihrer Bilder fiir « = 120° dargestellt. Zu
dem zweiten Fall ist anzumerken, dass die durch Ag beschriebene Nacheinander-
ausfithrung einer Spiegelung an der z-Achse und einer anschliefenden Drehung
mit dem Drehwinkel a auch durch eine Spiegelung an der Geraden, die mit der
x-Achse einen Winkel der Gréle § (in positiver Richtung) einschliefit, ersetzt
werden kann (siehe die gestrichelte Spiegelachse in der Abb. 7.15 b).

Die beiden durch A{ und Ag beschriebenen Fille von Isometrien unterschei-
den sich hinsichtlich ihrer Orientierungstreue. In Abb. 7.15 ist ersichtlich, dass
im Fall 1 die Orientierung der Basisvektoren €1 und €3 sowie die ihrer Bilder
f(€1) und f(&2) gleich ist. Im Fall 2 hat sich die Orientierung hingegen veréndert;
f(€1) und f(é2) sind in dieser Reihenfolge negativ (also im Uhrzeigersinn) ori-
entiert. Auf S. 255 wurde kurz auf die Orientierung eingegangen und festgestellt,
dass diese durch Determinanten beschrieben wird. Wir berechnen daher die De-
terminanten der Abbildungsmatrizen A{ und Ag:

cosa —sina .
detA{ = det(sina cosa) = cos®a+sin’a =1,

detAg = det(C(.)SOl sma> = —cos®a—sin®a = —1.
sina —cosa

Dieses Beispiel ist, wie wir ohne Beweis festhalten, fiir beliebige Isometrien ver-

allgemeinerbar.

Orthogonalmatrizen A mit det A = 1 beschreiben orientierungserhaltende
(gleichsinnige) Isometrien; ist det A = —1, so beschreibt A/ eine ungleich-
sinnige (nicht orientierungserhaltende) Isometrie.
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Isometrien in R?

Die Beschreibung von Isometrien f: R®— R3 ist deutlich komplexer als in R?,

grundsétzlich kénnen jedoch auch hier zwei Fille auftreten.

1. f ist eine Drehung um eine Drehachse im Raum; A{ = D, wobei D eine
Drehmatrix ist, auf die noch ndher einzugehen ist.

2. f setzt sich aus einer Spiegelung an einer Koordinatenebene und einer Dre-
hung im Raum zusammen; Ag = DoS.

Spiegelungen an Koordinatenebenen lassen sich einfach durch Matrizen beschrei-

10 0
ben. So lisst die Matrix S, =1 0 1 0) die z- und y-Komponenten von Vek-
0 0-1

toren unverdndert und multipliziert die z-Komponenten mit —1. S, beschreibt
also eine Spiegelung an der z-y-Ebene.

Beliebige Drehungen im Raum lassen sich durch Nacheinanderausfithrungen
von Drehungen um die drei Koordinatenachsen kombinieren. Um diese durch
Matrizen zu beschreiben, greifen wir auf Matrizen ebener Drehungen zuriick und

x
wenden diese jeweils auf zwei Komponenten von Vektoren (y) € R? an. Eine
z

Drehung um die z-Achse lidsst die z-Komponenten aller Vektoren unverdndert
und fiihrt mit den z- und y-Komponenten eine Drehung wie in R? aus, sie lisst
sich also durch die folgende Matrix beschreiben:

cosa,; —sina; 0

D.=| sina, cosa, 0
0 0 1
Analog lassen sich Drehungen um die beiden anderen Koordinatenachsen durch
cosay 0 sinay 1 0 0
D,= 0 1 0 und Dy=| 0 cosaz —sinay
—sinay 0 cosay 0 sinag cosag

beschreiben. Dabei sind a, oy, a. die (orientierten) Drehwinkel um die Koor-
dinatenachsen. Die Vorzeichen in D, rithren daher, dass von der y-Achse aus
gesehen die z-Achse die erste und die x-Achse die zweite Koordinatenachse ist.
Vertauscht man in Dy, die erste und die dritte Zeile sowie die erste und die dritte
Spalte, so erscheinen die Vorzeichen in der gewohnten Anordnung.

Die orientierten Drehwinkel vz, ay und a; um die Koordinatenachsen wer-
den als Fulersche Winkel bezeichnet.

Es existieren zwei Arten von Isometrien in R3:

1. Gleichsinnige Isometrien lassen sich als Nacheinanderausfiihrungen von Dre-
hungen um die drei Koordinatenachsen darstellen: A{ =D.oDyoD,.

2. Ungleichsinnige Isometrien lassen sich als Nacheinanderausfithrungen einer
Spiegelung an einer Koordinatenebene (z.B. an der x-y-Ebene) und von
Drehungen um die drei Koordinatenachsen darstellen: Ag = D.oDyoD,0S.,.
Statt an der z-y-Ebene kénnte auch an einer der beiden anderen Koordinaten-
ebenen gespiegelt werden, wobei dann andere Eulersche Winkel auftreten.
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Es ist recht schwer, sich die Eulerschen Drehwinkel und ihre Wirkung auf Isome-
trien anschaulich vorzustellen. Die Internetseite zu diesem Buch enthélt daher
eine Datei fiir das CAS Maxima, in die Sie unterschiedliche Eulersche Drehwinkel
eingeben und die dadurch beschriebenen (gleichsinnigen und ungleichsinnigen)
Isometrien in interaktiven Darstellungen betrachten konnen.

7.4.2 Kongruenzabbildungen

Betrachtet man Isometrien in Punktraumen, so gelangt man zu den Kongruenz-
abbildungen, die mitunter auch als Bewegungen bezeichnet werden.

Definition 7.11

Es sei A ein euklidischer Punktraum. Als Kongruenzabbildung bezeichnet man

eine affine Abbildung ¢: A — A, deren zugehérige lineare Abbildung eine Iso-

metrie ist. ¢

Bemerkungen:

m Eine alternative Definition fiir Kongruenzabbildungen wére: Eine Kongru-
enzabbildung ist eine affine Abbildung, die Abstinde beliebiger Punktepaare
unverdndert lisst. Die Aquivalenz zu der Definition 7.11 ergibt sich unmit-
telbar aus der Definition 7.9 (Isometrie) und der Tatsache, dass Absténde
von Punkten als Betrédge ihrer Verbindungsvektoren definiert sind.

m Mithilfe von Kongruenzabbildungen lédsst sich nun der Begriff Kongruenz
definieren: Zwei Punktmengen (bzw. geometrische Figuren) F1 und F5 heiflen
kongruent, falls eine Kongruenzabbildung existiert, die Fy auf F> abbildet.

Allgemeine Abbildungsgleichungen fiir Kongruenzabbildungen in R? erhélt man,
indem man in der Abbildungsgleichung (7.1) fiir affine Abbildungen ¢:R? —R?
(siehe S.281) die Abbildungsmatrizen beliebiger linearer Abbildungen durch
die auf S. 289f. hergeleiteten Matrizen von Isometrien f: R? —R? ersetzt. Wir
erhalten auf diese Weise zwei Arten von Kongruenzabbildungen:

m  Gleichsinnige Kongruenzabbildungen werden durch Abbildungsvorschriften

T\ Af =, - [cosa —sina x Vg
¢(y)—Alox+v— (sina cosa)o(y)+(vy>

beschrieben, Abb.7.16 a) zeigt ein Beispiel mit o = 60° und ¥ = (1>

3
Yo y
b 4
Abb. 7.16:
Kongruenzabbildungen in R?
a) gleichsinnig
b) ungleichsinnig
X b%
a) b)
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m  Abbildungsvorschriften ungleichsinniger Kongruenzabbildungen haben die
T\  Af =, - [cosa sina x Vg

¢ (y) = Ayol+v = <sina —cosa) ° (y) + (vy>

Abb.7.16 b) zeigt hierfiir ein Beispiel mit o = 60° und ¢ = (é), man beachte
die vertauschte Orientierung der markierten Strecken.

Form

Fiir die Beschreibung von Kongruenzabbildungen im Raum setzt man die auf
S. 291 hergeleiteten Darstellungen von Isometrien in R3 in die allgemeine Ab-
bildungsgleichung (7.2) affiner Abbildungen ¢ :R* —R? (siehe S.281) ein und

erhalt fiir gleichsinnige Kongruenzabbildungen

T T
gb(y) = DzoDyoon<y)+17
z z

sowie fiir ungleichsinnige Kongruenzabbildungen

T T
¢<y)—DzoDyoD oS, o(y) + 7
z z
cosay —sinag
DZ—<sinaz cosaz )

0

D, 0

< COS Quy sin ay

sin ay 0 cos ay

1
D, = ( 0 cosay —sinag > sowie

0 sinay cosag

10 0
S.=(01 0].
0 0-1

In der Abb. 7.17 sind eine gleichsinnige und eine ungleichsinnige Kongruenz-
abbildung dargestellt, die Eulerschen Winkel sind in beiden Féllen a, = 100°,

3
oy =—90°, a; =45°, der Verschiebungsvektor ist ¥ = (2) .
2
z z
/ //y
L ]
“~ . ~
a) x 1 b) X

Abb. 7.17: Kongruenzabbildungen in R3: a) gleichsinnig, b) ungleichsinnig
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7.4.3 Ahnlichkeitsabbildungen

Bereits in der Schule werden Ahnlichkeitsabbildungen als Nacheinanderaus-
fithrungen von zentrischen Streckungen und Kongruenzabbildungen eingefiihrt.
Zentrische Streckungen mit dem Streckfaktor £ und dem Streckzentrum im Ko-

k0O
ordinatenursprung lassen sich durch Matrizen Z = (]8 2) bzw. Z = (0 k O)

00k
(in R? bzw. R?, jeweils mit k#0) beschreiben (siehe dazu auch das Beispiel 7.5

auf S. 261).

Interessant ist ein Blick auf zentrische Streckungen mit negativen Streckfak-
toren k hinsichtlich ihrer Orientierungstreue. Zentrische Streckungen mit k<0
sind in R? gleichsinnige Abbildungen (siehe Abb. 7.18 a), sie lassen sich als Stre-
ckungen mit dem Streckfaktor |k| und anschlieBende Drehungen um 180° bzw.
Punktspiegelungen auffassen. Hingegen sind zentrische Streckungen mit k < 0
in R® ungleichsinnige Abbildungen. Dies ldsst sich anhand von Abb. 7.18 b)
unter Heranziehung der Rechte-Hand-Regel (siehe S. 133) anschaulich nachvoll-
ziehen, aber auch aus der Tatsache ableiten, dass Determinanten von Matrizen
orientierungserhaltender Abbildungen positiv, bei ungleichsinnigen Abbildun-
gen hingegen negativ sind. Fiir k<0 ist

k0 ) k0O s
det<0k):k >0, det(Ok‘O):k <0.
00k

Abbildungsvorschriften fir Ahnlichkeitsabbildungen ¢:R* — R? lassen sich aus
denjenigen fiir Kongruenzabbildungen durch Kombination mit einer zentrischen
Streckung ableiten. Man erhélt

r)  [cosa —sina k0 T Vg
= ¢ <y) - (sina Cosa> ° (O k) ° (y) + (vy)

fiir gleichsinnige Ahnlichkeitsabbildungen sowie

& a) L b)
Abb. 7.18: Zentrische Streckungen mit dem Streckungsfaktor k=—6 in R? und R?
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y y
) Abb. 7.19:
Ahnlichkeitsabbildungen
. . in R?
. . . .
a) gleichsinnig
- ~ b) ungleichsinnig
a) b)

x\ _ [cosa sino k0O T Vg
"¢ y )  \sina —cosa °lok)° Y + Uy
fiir ungleichsinnige Ahnlichkeitsabbildungen.

In Abb. 7.19 sind eine gleich- und eine ungleichsinnige Ahnlichkeitsabbildung
in R?, jeweils mit a=60°, 7= (%) und k=1,5, dargestellt.

Um Ahnlichkeitsabbildungen ¢ :R? — R? zu beschreiben, miissen nicht zwei
verschiedene Abbildungsvorschriften angegeben werden. Durch

T k0O T
¢l Y| =D.oDyoDzo| 0k O|ol|ly |+7
z 00k z

mit den auf S.291 sowie auf S.293 angegebenen Drehmatrizen D., Dy, D,
lassen sich sowohl gleich- als auch ungleichsinnige Ahnlichkeitsabbildungen be-
schreiben. Mit k£ > 0 ist ¢ gleichsinnig, mit k < 0 hingegen ungleichsinnig. In

der Abb. 7.20 sind hierfiir Beispiele mit jeweils o, =30°, oy =—45°, o =120°
4

und ¥ = | 3 | sowie k=2 in Abb. 7.20 a) und k= —2 in Abb. 7.20 b) dar-
2

gestellt. Mithilfe einer Datei fiir das CAS Maxima, die auf der Internetseite zu
diesem Buch zur Verfiigung steht, lassen sich diese Graphiken interaktiv aus ver-
schiedenen Perspektiven betrachten, vor allem aber lassen sich Werte verdndern
und dadurch andere Ahnlichkeitsabbildungen untersuchen, siche dazu auch die
Aufgabe 11 auf S. 296.

b) *
Abb. 7.20: Ahnlichkeitsabbildungen in R3: a) gleichsinnig, b) ungleichsinnig
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7.4.4 Aufgaben zu Abschnitt 7.4

1.

Es seien V ein euklidischer Vektorraum, B = {51; e En} eine Orthonormal-
basis von V' sowie f: V—V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie dass f genau
dann eine Isometrie ist, wenn das Bild B’ = {f(b1);...; f(bn)} der Basis B
ebenfalls eine Orthonormalbasis von V' ist.

ailr a2 ais
. Fiir eine lineare Abbildung f: R® —R3 ist die Matrix A/ = <a21 az2 a23>

a31 az2 ass
beziiglich der Standardbasis Bo = {€1;&2; &} von R® gegeben. Zeigen Sie,
dass f genau dann eine Isometrie ist, wenn (Af)ToAf = Ej3 gilt, das Produkt
der Abbildungsmatrix mit ihrer Transponierten also die Einheitsmatrix ist.
Hinweis: Orientieren Sie sich an der Herleitung dieses Zusammenhangs fiir
Abbildungen in R?, siche S. 288.

. Beweisen Sie den Satz 7.15 auf S. 289.
. Weisen Sie nach, dass jede Isometrie ein Isomorphismus ist.

. Zeigen Sie, dass die Nacheinanderausfithrung der durch

A, — <cosa Slna) und Ay = (cosﬁ smﬁ)

sina  cosa sinf8  cosp
beschriebenen Isometrien unabhéngig von der Reihenfolge der Ausfithrung
eine Drehung mit dem Drehwinkel a+f ist.

. Untersuchen Sie die beiden auf S.289f. betrachteten Arten von Isometrien

in R? fiir einen Drehwinkel o =30° auf Fixvektoren, d. h. auf Vektoren (Z)

it (cosa —sina)o(az>_(x)b (Cosa sina)o(:c)_ T
M sina  cosa y) \Y W sina — cosa Y _(y)

. Auf S. 291 wurden Isometrien in R® durch Matrizen A{ =D.oDyoD, bzw.

Ag = D.oDyoD,oS. beschrieben. Zeigen Sie, dass fiir beliebige Eulersche
Winkel o, ay, a. gilt: det A{ =1 und det Ag =—1.

. Begriinden Sie, dass jede Kongruenzabbildung bijektiv ist.

. Bestimmen Sie (falls vorhanden) den Fixpunkt bzw. die Fixpunkte der in

der Abbildung 7.16 a) auf S.292 dargestellten gleichsinnigen Kongruenzab-

—

bildung mit o = 60°, ¥ = (é), interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.

10. Bestimmen Sie jeweils (falls vorhanden) den Fixpunkt bzw. die Fixpunkte

der beiden in der Abbildung 7.19 auf S. 295 dargestellten Ahnlichkeitsabbil-
dungen mit o = 60°, ¥ = (}) und k=1,5.

11. Stellen Sie gleichsinnige und ungleichsinnige Kongruenz- und Ahnlichkeits-

abbildungen der Ebene und des Raumes fiir verschiedene Drehwinkel, Ver-
schiebungsvektoren sowie (bei Ahnlichkeitsabbildungen) Streckfaktoren gra-
phisch dar. Sie kénnen dazu vorbereitete Dateien fiir das CAS Maxima nut-
zen, die auf der Internetseite dieses Buches zur Verfiigung stehen.
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Gleichsetzungsverfahren, 8
Gleichungssystem

lineares, 1-48, 214-218, 248

Aquivalenzumformungen, 11
Diagonalform, 24
Dreiecksform, 23
GauB-Algorithmus, 22
GauB-Jordan-Algorithmus, 23
homogenes, 37, 173, 191
inhomogenes, 37, 204, 215
Koeffizientenmatrix, 30
Losbarkeitskriterium, 34
Losung durch Matrizeninversion,
248

Losung mit CAS, 44
Matrixschreibweise, 29
Rang, 32, 35
Zeilenstufenform, 23

Gruppe, 94, 104, 168, 247

Hauptsatz iiber lineare Abbildungen, 268
Hessesche Normalform, 161
Hintereinanderausfithrung, siehe
Nacheinanderausfithrung von
Abbildungen
Homogenitéat, 219
Hiille, siehe lineare Hiille
Hyperbel, 70-84, 209
Brennpunkte, 74
Gleichung in achsenparalleler Lage, 80
Gleichung in Hauptachsenlage, 78
Mittelpunktsgleichung, 78
Ortsdefinition, 74
Tangenten, 81
Hyperebene, 18

Injektivitat, 258, 265

Inversion von Matrizen, 245-249

Isometrie, 287-292
gleichsinnige, 290
orientierungserhaltende, 290
ungleichsinnige, 290

Isomorphie, 109, 276

Isomorphismus, 274-277, 285

kanonische Basis, 187

Kegel, 69

Kegelschnitte, 70, 72-84

Kern, 278

Kirchhoffsches Gesetz, 42

Knotenregel, 42

Koeffizientenmatrix, 30
Rang, 32, 35

Kollinearitit, 116

Komplanaritdt, 116
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Komposition, siehe
Nacheinanderausfithrung von
Abbildungen

Kongruenzabbildung, 292-293

konische Spirale, 149

Koordinaten

affine, 205-209

von Vektoren beziiglich Basen, 188
Koordinatengeometrie, 49—84
Koordinatensystem, 205-209

affines, 205

kartesisches, 106, 224

Koordinatentransformation, 79, 80, 207

Kosinussatz, 223

Kraft, 87

Kreis

Einheitskreis, 147
Konstruktion, 60
Kreisgleichung, 58
Parameterdarstellung, 147
Tangenten, 64

Kreuzprodukt, siehe Vektorprodukt

Kugel, 67

Kurven zweiter Ordnung, siehe
Kegelschnitte

Lagebeziehungen
affiner Unterrdume, 210
Gerade-Ebene, 152
Kreis-Gerade, 61
von Ebenen, 154
von Ebenen im vierdimensionalen
Raum, 213
von Geraden, 144
LGS, siehe Gleichungssystem
lineare Abbildung, siehe Abbildung
lineare Abhéngigkeit, 182-185
lineare Exzentrizitat, 73
lineare Hiille, 178
lineare Unabhéngigkeit, 182—-185, 190,
194
linearer Unterraum, siehe Unterraum
Lineares Gleichungssystem, siehe
Gleichungssystem
Linearkombination, 113
Anwendungen in der Geometrie, 118
Losbarkeitskriterium, 34
logarithmische Spirale, 148

magisches Quadrat, sieche Quadrat
Materialverflechtung, 235-238
Matrix, 29-36, 171, 227-256
Addition, 171, 240
Determinante, 251-255, 289
Diagonalmatrix, 229, 233, 254
Dreiecksmatrix, 254
einer linearen Abbildung, 270-273
Einheitsmatrix, 240

Index

inverse, 245-249
Koeffizienten, 228
Koeffizientenmatrix, 30
Rang, 32, 35
magisches Quadrat, 197, 216
Materialverflechtungs-, 235-238
Matrizenmultiplikation, 235-241
Orthogonalmatrix, 289
Populationsmatrix, 242-245
Produktmatrix, 238
quadratische, 229
Rang, 32, 228-234
rechtsinverse, 245
regulére, 234, 247, 251
skalare Multiplikation, 171, 240
Spaltenindex, 228
Spaltenrang, 229-234
Spaltenumformungen, 232
Spaltenvektor, 228
Spaltenvertauschung, 252
Streckungsmatrix, 261
symmetrische, 229
transponierte, 228
Vektorraum der mxn-Matrizen, 171
Zeilenindex, 228
Zeilenrang, 229-234
Zeilenstufenform, 229
Zeilenumformungen, 232
Zeilenvektor, 228
Zeilenvertauschung, 252
Matrizenmultiplikation, 235-241
Maxima, 44-48, 137-138, 256
Ahnlichkeitsabbildungen, 296
affine Abbildungen, 286
Berechnung von Schnittpunkten, 63
Darstellung von Ellipsen, 78
Darstellung von Kreisen, 58
Darstellung von Kugeln, 68
Darstellung von Vektoren durch Pfeile,
137
determinant, 256
draw2d, 47, 58
draw3d, 48
invert, 256
Kongruenzabbildungen, 296
Losen linearer Gleichungssysteme,
44-48
Linearkombinationen, 138
Matrizenrechnung, 256
Parameterdarstellungen von Kurven,
150
rank, 256
Skalarprodukt, 138
solve, 45
transpose, 256
Vektorprodukt, 138
Vektorrechnung, 137
mechanische Arbeit, 131
Mittelpunkt einer Strecke, 55
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n-Tupel, 103-105
Nacheinanderausfithrung von
Abbildungen, 260, 273-274

Normaleneinheitsvektor, 161
Normalengleichung, 156-158
Normalenvektor

einer Ebene, 157

einer Geraden, 156
Nullvektor, 110, 168

Orientierung, 255
Orthogonalitit, 126, 222
Orthogonalmatrix, 289
Orthonormalbasis, 224
Ortsdefinition

Ellipse, 72

Hyperbel, 74

Parabel, 75

Parabel, 70-84, 207
Gleichung in achsenparalleler Lage, 80
Leitlinie, 75
Ortsdefinition, 75
Scheitelpunkt, 75
Scheitelpunktsgleichung, 79
Tangenten, 82
Parallelepiped, 115, 136
parallelgleich, 89
Parallelotop, 255
Parallelprojektion, 262
Parameterdarstellung
archimedische Spirale, 148
Ebene, 151
Gerade, 140
konische Spirale, 149
Kreis, 147
logarithmische Spirale, 148
schrager Wurf, 146
Schraubenlinie, 149
Parametergleichung, siehe
Parameterdarstellung
Pfeilklassen, 89—99
Addition, 91
Repréasentantenunabhéngigkeit, 92
im Koordinatensystem, 106
Multiplikation mit reellen Zahlen, 95
Repréasentantenunabhéngigkeit, 96
Représentant, 90
Polynom, 170, 174, 181, 189, 220, 267
Populationsmatrizen, 242-245
positiv definite symmetrische
Bilinearform, 219
Preisvektor, 122
Produktmatrix, 238
Punktraum, siehe affiner Raum

Quadrat
magisches, 174, 197, 216
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Rang
einer Koeffizientenmatrix, 32—-36
einer Matrix, 228-234
eines linearen Gleichungssystems,
32-36
Raum
affiner, siehe affiner Raum
Raumdiagonale im Quader, 129
Rechenmauern, 202
Rechte-Hand-Regel, 133, 294
Rechtssystem, 133, 255
Regel von Sarrus, 253
Regularitit
von Matrizen, 234, 247, 251
RGB-Vektoren, 101
RGB-Wiirfel, 108

Sarrussche Regel, 253
Satz des Pythagoras, 223
Satz des Thales, 130
Satz von Kronecker-Capelli, 34
Satz von Varignon, 118
Scherung, 262, 283
Schnittgerade zweier Ebenen, 154
Schnittpunkte
Gerade-Ebene, 152
von Geraden, 144
Schnittwinkel
zwischen Ebenen, 160
zwischen Geraden im Raum, 159
zwischen Geraden in der Ebene, 53
zwischen Geraden und Ebenen, 160
schrager Wurf, 146
Schraubenlinie, 149
Schubspiegelung, 259, 279
Schwerpunkt, 119, 120
Seitenhalbierende, 119
Sinussatz, 130
Skalarprodukt, 122-131, 219-221
Darstellung beziiglich einer Basis, 221
geometrische Deutung, 124
Rechenregeln, 123
verallgemeinertes, 219
Spaltenindex, 228
Spaltenrang, 229-234
Spaltenumformungen, 232
Spaltenvektor, 228
Spat, 115, 136, 255
Spatprodukt, 136, 255
Spiegelung, 259, 290
Spirale, 148
Standardbasis, 187, 269, 288
Steinitzscher Austauschsatz, 195
Streckung
axiale, 261, 282
zentrische, 261, 281, 294
Streckungsmatrix, 261
Strukturgleichheit, 109, 110, 274, 276
Strukturtreue, 264
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Stiickliste, 100
Summe linearer Unterrdume, 176
Surjektivitit, 258, 265, 283

Tangente

Ellipsen-, 81

Hyperbel-, 81

Kreis-, 64

Parabel-, 82
Teilraum, siehe Unterraum
Teilvektorraum, siehe Unterraum
Transponierte, 228

Umbkehrabbildung, 275
Unterraum
affiner, 210-214
Dimension, 210
Ebene, 210
Gerade, 210
Losungsmengen inhomogener
linearer Gleichungssysteme, 215
magische Quadrate, 216
Verbindungsraum, 212
linearer, 172-177
Basis, 190
differenzierbarer Funktionen, 174,
267
Dimensionsformel, 199
Durchschnitt linearer Unterrdume,
176
Fibonacci-Folge, 201
Losungsmengen homogener linearer
Gleichungssysteme, 173
magische Quadrate, 174, 197
Rechenmauern, 202
stetiger Funktionen, 174
Summe linearer Unterrdume, 176
Unterraumkriterium, 172
Untervektorraum, siehe Unterraum

Vektor, 110

Addition

Assoziativitdt, 110, 168

Kommutativitat, 110, 168
Beschleunigungsvektor, 146
Betrag, 124, 222
Distributivgesetz, 110, 168
Farbvektor, 101
Gegenvektor, 110, 168
Geschwindigkeitsvektor, 86, 146
Kollinearitat, 116
Komplanaritét, 116
Kraftvektor, 87
Linearkombination, 113
n-Tupel, 103-105
Nullvektor, 110, 168
orthogonal, 126, 222
Pfeilklasse, 89-99

Index

Populationsvektor, 242
Preisvektor, 122
RGB-Vektor, 101
skalare Multiplikation
Assoziativitat, 110, 168
Stiickliste, 100
Verschiebungsvektor, 88, 259, 280, 293
Vektorprodukt, 133-136
Vektorraum, 168-177
Basis eines Vektorraumes, 187-197
der mxn-Matrizen, 171
der Folgen reeller Zahlen, 169, 198
der n-Tupel reeller Zahlen, 169
der Pfeilklassen, 169
der Polynome hochstens n-ten Grades,
170, 174, 220, 267
Basis, 189
Erzeugendensystem, 181
der Verschiebungen, 169
Dimension, 197-201
Euklidischer, 219-226
reellwertiger Funktionen, 170, 181
Unterraum eines Vektorraumes, 172
Vektorraumhomomorphismus, 264
Verbindungsraum, 212
Verkiirzungssatz, 192
Verkettung, siehe
Nacheinanderausfithrung von
Abbildungen
Verschiebung, 88, 259, 280, 281
Volumen, 136

Winkel
Eulersche, 291, 293
zwischen Ebenen, 160
zwischen Geraden im Raum, 159
zwischen Geraden in der Ebene, 53
zwischen Geraden und Ebenen, 160
zwischen Vektoren, 128, 129, 223
Winkeltreue, 288

Zahlenfolge, 169, 198
Zeilenindex, 228
Zeilenrang, 229-234
Zeilenstufenform, 23, 229
Zeilenumformungen, 232
Zeilenvektor, 228
Zuordnung, 258
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