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Vorwort zur fiinften Auflage

Mit dem Leitfaden Geometrie wenden wir uns nach wie vor, inzwischen
schon seit 10 Jahren, primér an Studierende mit den Studienzielen Lehramt
Primarstufe oder Sekundarstufe I, auch wenn wir aus zahlreichen Riickmel-
dungen von Universitdten im deutschsprachigen Raum erfahren, dass dieses
Buch in zunehmendem Umfang auch in den Studiengéingen Diplom bzw.
Lehramt Sekundarstufe II zum Einsatz kommt. Sie mogen hier auch Studien-
ginge wie ,,Lehramt Grund-/Haupt- und Realschule®, ,,Lehramt fiir Gymna-
sien und Gesamtschulen®, ,,Zweifach-Bachelor, ,,Master of Education® 0.A.
einsetzen.

Studienordnungen und die Bezeichnungen der entsprechenden Abschliisse
andern sich, gelegentlich in einem beunruhigenden Tempo. Das tragfihige
fachliche Hintergrundwissen fiir einen kompetenten Geometrieunterricht an
allen Schulstufen und -formen ist dagegen deutlich geringeren Schwankun-
gen unterworfen. Dieses Basiswissen wollen wir Thnen mit auf den Weg in
Ihre spétere Unterrichtstitigkeit geben.

Mit der vierten iiberarbeiteten Auflage haben Fragestellungen zum geometri-
schen Konstruieren und zum goldenen Schnitt einen pointierten Platz im
Leitfaden Geometrie gefunden.

Bei der Gestaltung der fiinften Auflage haben wir die Gelegenheit ergriffen
und die fiir alle Schulformen bedeutsame Abbildungsgeometrie um ein Kapi-
tel zur Symmetrie erweitert. Hier fokussieren wir insbesondere auf unter-
richtsrelevante Inhalte wie Bandornamente und Parkettierungen.

Mit dieser Erweiterung mochten wir Thnen einerseits eine weitere Anwen-
dung der zuvor thematisierten Kongruenzabbildungen vorstellen. Anderer-
seits mochten wir damit bei Thnen Ideen fiir eine anwendungsbezogene und
facheriibergreifende Behandlung dieser spannenden Themen initiieren.
SchlieBlich geben wir unumwunden zu, Sie damit auch fiir die Schénheit und
den #sthetischen Reiz der Geometrie begeistern zu wollen. Wir wiinschen
Thnen und uns, dass Sie sich darauf einlassen und diese Begeisterung an Thre
Schiiler weitergeben.

,Dieses Buch ist in einem mehrfach durchlaufenen Zirkel aus Entwicklung,
Anwendung in Lehrveranstaltungen und Ubungen, Riickmeldung der Studie-
renden und Hilfskrifte und Optimierung der Entwicklung gewachsen. Damit
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ist es kein Labor- oder Dienstzimmerprodukt, sondern das Ergebnis stindiger
Interaktionsprozesse mit Studierenden und Hilfskriften, die insofern Mitkon-
strukteure dieses Buchs sind.”“ So stand es in der ersten Auflage, und so wol-
len wir es auch in Zukunft halten.

Wir danken all denjenigen Leserinnen und Lesern, die in den letzten 10 Jah-
ren zur Genese des Leitfadens Geometrie beigetragen haben und ermuntern
unsere Leserschaft ausdriicklich, aktiv und kritisch am Prozess der Weiter-
entwicklung mitzuwirken.

Besonderer Dank gilt schlieBlich Frau Daniela Dahn fiir Thre umsichtige
Unterstiitzung bei der Manuskriptherstellung zur aktuellen Autlage.

Minster, im August 2011

Susanne Miiller-Philipp ~ Hans-Joachim Gorski
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Vororientierung

Zielvorstellungen im Leitfaden Geometrie

Was soll das Ganze? Was wollen Sie von uns? Was genau sollen wir lernen?
Warum lernen wir das? Wie sollen wir das lernen? Konnen wir es in unserem
spéteren Beruf/ im Leben gebrauchen?

Fragen dieser Art stellen Lernende an den verschiedensten Stellen unseres
Bildungssystems, jedenfalls sollten sie sie stellen. Auf der anderen Seite
sollten die Initiatoren der Lernprozesse Antworten auf diese Fragen bereit-
halten, die die Lernenden in ihrer Lernausgangslage zufrieden stellen:

Zunichst verfolgen wir natiirlich rein fachliche Ziele. Es geht uns darum,
Ihnen mathematische Qualifikationen fiir Thre spétere Unterrichtspraxis zu
vermitteln. In diesem Zusammenhang haben wir sieben Themenbereiche aus-
gewihlt, von denen wir iiberzeugt sind, dass sie eine tragfihige Grundlage
fiir einen kompetenten Geometrieunterricht von Klasse 1 bis 10 bedeuten
konnen. Beispielhaft denken wir hier an das Kapitel ,,Abbildungsgeometrie®,
das zentrale Qualifikationen fiir die Lernbereiche ,,Fldcheninhaltsbestimmun-
gen”, ,,Kongruenzabbildungen®, ,,zentrische Streckung™ im Sekundarbereich
I und fiir die Themen ,,Symmetrie®, ,,Ornamente®, ,,Vergrolern — Verklei-
nern“ in der Grundschule (und in der Sekundarstufe I) bereitstellt.

Mit der ausdriicklichen Herausstellung der folgenden Zielvorstellungen ver-
lassen wir den Rahmen iiblicher mathematischer Fachbiicher:

o Forderung des rdumlichen Vorstellungsvermogens

Wenn Sie in der Schule nicht gefordert wurden (und rdumliches Vorstel-
lungsvermogen entwickelt sich am besten bis zum Alter von etwa 12 Jah-
ren), dann muss hier unter Umstdnden ,,nachgebessert* werden. Das geht
auch bei Erwachsenen. Besuden hat uns in seinen Aufsdtzen zum rdum-
lichen Vorstellungsvermogen immer wieder darauf hingewiesen, dass
Raumvorstellung das Ergebnis von Verinnerlichungsprozessen ist und
letztere — das wissen wir von Aebli — haben ihren Ausgangspunkt bei
konkreten Handlungen. Denken ist verinnerlichtes Handeln (Aebli). Sie
missen Handlungserfahrungen machen und diese mehr und mehr im
Kopf durchfithren. Braucht man erst die konkreten Objekte, mit denen
man hantiert, so werden diese allmdhlich durch Visualisierungen und
schlieBlich durch Vorstellungen von den Objekten ersetzt. Einen besonde-
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ren Beitrag zur Forderung des rdumlichen Vorstellungsvermodgens wollen
wir im Kapitel ,,Polyeder* leisten. Hier sollen Sie sich komplexere Kérper
vorstellen und in der gelungenen Vorstellung Manipulationen mit / an
diesen Objekten vornehmen. Dazu sollten Sie die konkreten Objekte zu-
néchst selbst herstellen, und damit sind wir beim n4chsten Punkt.

o Schulrelevante Arbeitsweisen auf hoherem Niveau erfahren und anwen-
den

Das Herstellen von Korpernetzen und das Erstellen der Kérper aus Karton
sind schultypische Tatigkeiten. Um Sie nicht zu unterfordern, Sie aber
trotzdem mit den Problemen, die da auftauchen kénnen, zu konfrontieren,
werden wir von lhnen so etwas erwarten, allerdings bei komplizierteren
Gebilden. Ahnliches gilt fiir das Falten, das Arbeiten mit Plattchenmate-
rial usw. Wo es sich anbietet, sollen solche Tétigkeiten auch Ihnen beim
Lernen von Mathematik niitzen.

Schliefilich sollte jede Lehrerin und jeder Lehrer in der Lage sein, etwa
einen Wiirfel, einen Quader, eine Pyramide (mit quadratischer Grundfli-
che), einen Zylinder oder einen Kegel ad hoc an der Tafel zu skizzieren
bzw. exakt darzustellen. In der Sekundarstufe I werden Sie dies auch von
ihren Schiilerinnen und Schiilern erwarten, in der Primarstufe vielleicht
fiir die erstgenannten Korper. Unmittelbare Basisqualifikationen hierfiir
versuchen wir Thnen im Kapitel ,,Darstellende Geometrie* zu vermitteln.

o Uber die Schulformen hinaus blicken

Fir die angehenden Grundschullehrerinnen und -lehrer: Sie werden in
diesem Buch auch mit Inhalten des Geometrieunterrichts der Sekundar-
stufe I konfrontiert. Dies ist wichtig, damit Sie Thren spédteren Mathema-
tikunterricht so gestalten konnen, dass er tragfihige Konzepte liefert, die
von den Kindern kein Umlernen in weiterfithrenden Schulen erfordern,
sondern ein Aufbauen auf Bekanntem und ein Weiterverfolgen bekannter
Arbeits- und Denkweisen. Als ein Beispiel aus diesem Buch nennen wir
hier das ,,Haus der Vierecke®. Die Behandlung von Deckabbildungsgrup-
pen soll Thnen helfen, Aktivititen des Faltens und Verschonerns von
Quadraten oder das Legen von Plittchen vor einem mathematischen Hin-
tergrund zu sehen.

Fiir die angehenden Sekundarstufenlehrerinnen und -lehrer: Sie werden
eine Reihe von Aktivititen kennen lernen, die Kindern aus der Grund-
schulzeit schon vertraut sind. Sie iibernehmen die Kinder nicht in Klasse
5 als geometrisch ,,unbeschriebene Blitter”. Thre Vorerfahrungen, ihre
Erwartungen, die ihnen vertrauten Arbeitsformen, Materialien, Techniken
konnen und missen Sie aufgreifen.
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Vororientierung

Forderung der Bereitschaft zum Umgang mit Problemen

Der Erwerb mathematischen Wissens ist ein aktiver, konstruktiver Pro-
zess. Das geht nicht ohne Fehler und nicht ohne Anstrengungen. Immer
wieder werden wir Sie mit komplexeren Problemen konfrontieren, die
sich einer schnellen Losung entziehen. Wir erwarten, dass Sie sich auch
darauf einlassen, und hoffen, dass Sie sich dabei selbst beobachten. So
konnen Sie Erfahrungen sammeln, die Thnen spiter helfen, die Lernpro-
zesse von Kindern besser zu verstehen.

Anwendungsorientierung

»Wer [...] durch Mathematik Allgemeinbildung vermitteln will, darf sich
nicht auf rein innermathematische Theorien und Strukturprinzipien be-
schrianken, sondern muss auch die Beziehungen der Mathematik zum Le-
ben entwickeln.” (Wittmann 1987, S. VI) Wir versuchen, sinnvolle Sach-
zusammenhinge zum Ausgangspunkt unserer Uberlegungen zu machen.
Interessante, auch facheriibergreifende Fragen wie z.B. die Geometrie der
Bienenwabe stellen vermutlich hohe Anforderungen an Sie, fordern unse-
res Erachtens aber auch die Bereitschaft zur Auseinandersetzung. Auf der
anderen Seite werden wir von Ihnen erwarten, erworbene Abstraktionen
nicht nur innermathematisch, sondern auch auf Alltagssituationen und
Fragestellungen aus dem Schulalltag anzuwenden.

Methoden im Leitfaden Geometrie

Zum Erreichen der genannten Zielvorstellungen und um Mathematik maxi-
mal verstehbar zu machen, greifen wir unter anderem auf folgende im weite-
ren Sinn methodische Hilfsmittel, Techniken zuriick:

durchgéngige Orientierung an Erkenntnissen der Lernpsychologie und
Textproduktion;

bewusster Einbau von Redundanzen, um Héufungsstellen von Informa-
tionsquanten zu entzerren und dem Lernenden einen ,,flieBenden* Lern-
prozess mit gleichmifBigem (fiir ihn hoffentlich mittleren) Schwierig-
keitsgrad zu ermdglichen;

Initiierung von Selbsttitigkeiten der Leser auf allen Darstellungsebenen
(Bruner) bzw. Ebenen der Erkenntnistitigkeit (Lompscher), sei es bei
Hinfiihrungen, Beispielen, Anwendungen oder in Beweisprozessen;

héufige Wiederholungen / Riickschauen auf bisher ,,Geleistetes®;
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o 2.T. spiralcurriculumférmiges Aufgreifen fritherer Erkenntnisse auf héhe-
rem / anderem Niveau (Bruner);

o gelegentlicher Verzicht auf fachlich extrem verdichtete und daher ele-
gante Argumentationen zugunsten der

e Verwendung von Uberlegungen und Formulierungen aus den Reihen
unserer Studierenden;

o Integration zahlreicher beispielgebundener Hinfilhrungen zu neuen
Sitzen, denn: ,Man muss einen mathematischen Satz erraten, ehe man
ihn beweist; [...] Man muss Beobachtungen kombinieren und Analogien
verfolgen, man muss immer und immer wieder probieren.” (Polya 1962,
S. 10)

e Beweise werden hdufig erst dann gefiihrt, wenn das Verstdndnis des zu
Beweisenden oder der Beweisidee am Beispiel sichergestellt ist;

o vielfiltige MaBinahmen zur Vorstrukturierung des Lernstoffes, teils in
Form von ,,Vororientierungen™ (Ausubel) oder Hinfithrungen, besonders
hiufig aber durch im Text auch satztechnisch hervorgehobene ,,Leitfra-

113

gen
o regelmiBig eingestreute Ubungsaufgaben, aber auch

o unregelmiBig eingestreute kleine Scherze.

Wir mochten, dass unsere Leserinnen und Leser mit dem Leitfaden Geo-
metrie Mathematik wirklich verstehen, das Verstandene anwenden und in
angemessenem Umfang selbstindig damit weiterarbeiten.

Die Moderatorin eines — aus welchen Griinden auch immer — beliebten Lite-
raturmagazins wiirde auch zu diesem Buch vermutlich sagen: LESEN Sie den
Leitfaden Geometrie. LESEN Sie. Ganz gleich was Sie LESEN. LESEN Sie alles
Mogliche. Hauptsache Sie LESEN.

Wir hingegen empfehlen:

Folgen Sie den Empfehlungen dieser Moderatorin allenfalls in begriindeten
Ausnahmefillen.

Lesen Sie den Leitfaden Geometrie nicht. Arbeiten Sie ihn durch!

Nutzen Sie jedes der zahlreichen im Text eingebauten Angebote zum
selbstéindigen Lernen: Basteln Sie, zeichnen Sie, konstruieren Sie, 16sen Sie
die Ubungsaufgaben, duBern Sie sich zu bewusst eingebauten Provokationen,
beantworten Sie im Text oder in FuBnoten auftauchende Verstdndnisfragen
bevor Sie weiterlesen — nein, weiter durcharbeiten!
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Einsatz des Leitfadens Geometrie als vorlesungsbegleitende
Literatur

Der Leitfaden Geometrie bietet mehr, als man realistischerweise in einer
vierstiindigen Vorlesung behandeln kann. Auch wenn die Auswahl der
Inhalte natiirlich die Entscheidung der Dozentin / des Dozenten ist, wollen
wir hier doch einige Anregungen fiir einen moglichst gewinnbringenden
Einsatz des Leitfadens Geometrie geben:

Variante 1

Kapitel 1 (Topologie) und Kapitel 2 (Polyeder) sind unabhingig voneinander
und nicht Voraussetzung fiir das Verstandnis der folgenden Kapitel. Strebt
man einen moglichst systematischen Aufbau der Geometrie an mit einer
axiomatischen Grundlegung und einer Betonung der Abbildungsgeometrie,
so kann man auch bei Kapitel 3 (Axiomatik) einsteigen, Kapitel 4 (Abbil-
dungsgeometrie) und Kapitel 6 (Euklidische Geometrie) behandeln und dann
entscheiden, welche der verbleibenden Kapitel eine sinnvolle Ergédnzung wi-
ren.

Zu Risiken und Nebenwirkungen dieses Weges sei angemerkt: Falls hierbei
Kapitel 2 (Polyeder) und 7 (Darstellende Geometrie) nicht (griindlich) be-
handelt werden, weisen wir darauf hin, dass die oben geforderte Schulung der
Raumvorstellung zu kurz kommen kann.

Variante 2

Wer die Axiomatik am ehesten fiir verzichtbar hilt, kann Kapitel 3 (Axioma-
tik) tiberschlagen und stattdessen nur einen Blick auf die Zusammenfassung
aller eingefithrten Axiome am Ende dieses Kapitels werfen. Eine weitere
vertretbare Kiirzung stellen die letzten Abschnitte von Kapitel 4 (Abbil-
dungsgeometrie) zu Ahnlichkeitsabbildungen (mit Ausnahme der in Kapitel 6
bendtigten Strahlensétze) und affinen Abbildungen dar.

Wir halten diesen Weg fiir weitgehend risiko- und nebenwirkungsfrei.

Variante 3

Wer meint, es sei nicht Aufgabe eines Universititsstudiums, Schulstoff zu
wiederholen, bzw. wer das Gliick hat, auf eine Horerschaft mit intakten Vor-
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kenntnissen im Bereich der Schulgeometrie zu treffen, kann Einsparungen in
den Kapitel 5 (Geometrische Konstruktionen) und 6 (Euklidische Geometrie)
vornehmen.

Zu Risiken und Nebenwirkungen dieses Vorgehens merken wir an:

Bei einer Fehleinschitzung der Lernausgangslage des Publikums ist damit zu
rechnen, dass angehenden Lehrerinnen und Lehrern des Sekundarbereichs 1
Basisqualifikationen fiir ihren spiteren Unterricht fehlen (Kapitel 6) und die
fundamentale Idee des Konstruierens (Kapitel 5) nicht verstanden oder an die
Benutzung von DGS-Software gebunden wird. Dartiber hinaus besteht die
Gefahr, dass wesentliche Unterschiede zwischen abbildungsgeometrischem
und euklidischem Arbeiten nicht erfahren werden.

Wir wiinschen Thnen Erfolg bei der Durcharbeitung der einzelnen Kapitel
und weisen ausdriicklich darauf hin, dass wir fiir Anregungen — insbesondere
solche zur weiteren Erhhung der Lesbarkeit und Verstehbarkeit — aus den
Reihen der Leserschaft dankbar sind. Unsere E-Mail-Adressen finden Sie im
Impressum.






1  Topologie
1.1 Einstiegsproblem

Unten sehen Sie das Logo des Mathematischen Instituts der Ludwig-
Maximilians-Universitdt Miinchen.

Abb. 1

Es zierte das Programmbheft der 32. Tagung fiir Didaktik der Mathematik, die
vom 2. bis 6. Mérz 1998 in Miinchen stattfand. Laut Auskunft auf Seite 2
dieses Heftes zeigt es ,.einen Hamiltonschen' Kreis (dicke Linien) in einem
Ikosaedergraphen”; der Kantenzug ist in dem Sinne optimal, dass er alle
Knoten enthilt, aber jeden Knoten nur einmal.*

Bild wie Text werden bei Thnen wohl eine Reihe von Fragen aufwerfen:

Worum geht es eigentlich in der Situation?

Verstehe ich die Zeichnung / den Text?

Welche Fachausdriicke tauchen auf? Kenne ich ihre Bedeutung?
Erinnert mich die Situation an etwas?

Aus welchem mathematischen Teilbereich stammt das Problem?
Was weil} ich tiber diesen Teilbereich?

Der 1835 geadelte irische Mathematiker Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865) hat zahlreiche Verdienste — zunéchst in der Physik, spéter in
der Mathematik — erworben. Unter anderem entwarf er ein Spiel mit dem
Namen ,,Reise um die Welt“, das sich grofer Beliebtheit erfreute.

Auch Mathematiker konnen, nicht nur wenn sie im Tagungsvorberei-
tungsstress stehen, Fehler machen.

S. Miiller-Philipp, H.-J. Gorski, Leitfaden Geometrie,

DOI 10.1007/978-3-8348-8616-3 1,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2012



2 1 Topologie

- Welche Themenkreise sind noch beriihrt?
- Was weil ich iiber diese Themenkreise?

Einige mogliche Antworten (und neue Fragen) sind:

- Es geht um irgendwelche besonderen Wege in Graphen.

- Fachausdriicke im Text: Hamiltonscher Kreis, Ikosaeder, Graph, Kanten-
zug, Knoten, optimal. Was bedeuten Sie?

Zeichnung: Wo sind die Kanten, wo sind die Knoten? Wieso sind manche
Linien nur diinn gezeichnet? Was bedeuten die dicken Linien? Bilden die
einen Kreis?

- Zunichst sind die Begriffe Graph, Kanten, Kantenzug, Knoten in Bezug
auf die gegebene Zeichnung zu klaren. Danach kann man iiberlegen, was
wohl ein Hamiltonscher Kreis ist (Definition) und unter welchen Bedin-
gungen es einen solchen Weg in einem Graphen gibt (Sétze?).

- Das erinnert z.B. an ,unikursale Netze“ (— Haus des Nikolaus, —
Konigsberger Briickenproblem), an plittbare bzw. planare Graphen. Es
geht also um topologische Fragestellungen.

- Der Begriff Ikosaeder verweist auf Polyeder, speziell platonische Korper.
Es geht auch um die Netze von Polyedern.

Bevor im Folgenden die wichtigsten topologischen Begriffe und Sitze wie-
derholt, fiir einige eventuell auch neu eingefithrt, zumindest aber fiir alle in
einheitlicher Formulierung aufgeschrieben werden, méchten wir Thnen einen
ersten Ausblick auf die Losung des Einstiegsproblems geben.

Stellen Sie sich ein Dodekaeder vor, also denjenigen platonischen Korper,
der aus 12 zueinander kongruenten regelmifligen Fiinfecken gebildet wird.
Stellen Sie sich ferner vor, Sie umbhiillen diesen Korper nun mit einer
Gummihaut, die Sie straff zusammenziehen und etwa iiber der Mitte einer
Seitenfldche zusammenhalten. Die Ecken und Kanten des Korpers driicken
sich durch und konnen mit einem Filzstift nachgezogen werden. Wenn Sie
die Gummihaut nun auf einem Tisch ausbreiten, dann sehen Sie ein Bild wie
das aus Abbildung 1 (natiirlich nicht mit unterschiedlich breiten Linien). Sie
haben ein so genanntes Schlegeldiagramm des Dodekaeders erzeugt’.

Ebenso gut konnen Sie sich vorstellen, Sie hitten bei einem Gummi-
dodekaeder ein Loch in eine Seitenfldche gepiekst, in das Sie nun mit bei-
den Hénden hineingreifen, um den Korper in die Ebene zu plitten.
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Abbildung 2 zeigt ausgewdhlte Momentaufnahmen dieses Herstellungs-
prozesses.

Abb.2  Herstellung des Schlegeldiagramms eines Dodekaeders

Dieses Diagramm ist topologisch dquivalent zu dem Netz des rdaumlichen
Dodekaeders, wie man an Abbildung 3 leicht nachpriifen kann. Das AuBere
entspricht dabei der Fliche, an der Sie die Gummihaut zusammengehalten
bzw. eingestochen haben.
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Abb. 3

Damit haben wir den Fehler im Programmheft gefunden. Es handelt sich
nicht um den Graphen des Ikosaeders, sondern um den des Dodekaeders*.
Dieser Graph besteht aus Kanten, Ecken und Fldchen, wobei man bei Gra-
phen oft auch von Bogen, Knoten und Gebieten spricht. In Abbildung 1 sind
die Knoten nicht eingezeichnet. Abbildung 4a zeigt deshalb den Dodekaeder-
graphen noch einmal, wobei die Knoten durch Punkte hervorgehoben sind.

Abb. 4a

In Hamiltons Spiel tragt jede Ecke den Namen einer Weltstadt. Heute wiirde
man sich unter den Kanten die direkten Flugverbindungen zwischen den
Metropolen vorstellen. Ziel des Spiels ist es dann, eine Rundreise um die
Welt zu machen und dabei jede Stadt genau einmal zu besuchen und im
Ausgangsort wieder anzukommen. Wir spielen das Spiel auf dem Graphen
aus Abbildung 4a und streichen jede Ecke durch, an der wir vorbeigekom-
men sind. Eine mogliche Rundreise, also ein Hamiltonkreis, ist in Abbildung
4b durch dicke schwarze Linien eingezeichnet.

4 Der Fehler mag dadurch zustande gekommen sein, dass Hamilton sein

Spiel ,,Jkosaeder-Spiel*“ nannte, obwohl es eigentlich auf den Ecken des
Dodekaeders gespielt wurde (vgl. Gardner 1971, S. 19).
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Abb. 4b

Auf einem Dodekaeder mit unbenannten Ecken gibt es tibrigens nur zwei
wirklich verschiedene Hamiltonwege, die spiegelbildlich zueinander sind.
Beschriftet man die Ecken z.B. mit Stiddtenamen und nennt Wege dann
verschieden, wenn sie die Ecken in unterschiedlicher Reihenfolge beriihren,
dann gibt es deutlich mehr Moglichkeiten.

Ubung: 1) Unten sehen Sie die Schlegeldiagramme der iibrigen vier
platonischen Korper. Besitzen auch sie einen Hamiltonkreis?

) 1

Tetraeder Hexaeder Oktaeder  Ikosaeder

2) Wir betrachten ,,Schachbretter mit n® Feldern, 3 < n < 6.
Gibt es eine geschlossene Sprungfolge eines Springers, so
dass jedes Feld auBer dem Startfeld genau einmal besetzt
wird?
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1.2 Grundlegende Definitionen der Graphentheorie

Grundlegende Begriffe in der Geometrie sind Punkt, Linie, Gerade, Flciche,
Korper, Inzidenz, wobei die Inzidenz eines Punktes P und einer Geraden g
besagt, dass P auf g liegt bzw. g durch P verlduft. Das bedeutet, dass diese
Begriffe nicht definiert werden. Wir gehen vielmehr davon aus, dass wir iiber
die Bedeutung dieser Begriffe eine gemeinsame Vorstellung haben.

Wir fassen den Raum als Menge von Punkten auf. Linien, Flidchen, Korper
sind dann als Teilmengen dieses Raumes ebenfalls Punktmengen. Von daher
verwenden wir Begriffe, Schreibweisen und Ergebnisse der Mengenlehre.

Als Erstes soll der im Einstiegsproblem bereits mehrfach aufgetretene
Begriff Graph definiert werden.

Definition 1:  Graph

Es seien E und K zwei disjunkte Mengen. Wir nennen die
Elemente E,, E,, ..., E, aus [ Ecken und die Elemente k;,
Ko, ..., kn aus K Kanten’. Weiter sei E # & und f eine
Abbildung K — FoF= {(E;E) | E, E; € E}, d.h. jeder
Kante werden genau zwei Ecken zugeordnet, die nicht not-
wendigerweise verschieden sein miissen.

Das Tripel G = (E,K,f) heiit dann Graph.

Anmerkungen:

1. Unter EOE verstehen wir das ungeordnete Produkt von [, also die
Menge aller ungeordneten Paare.
Beispiel:
Sei E = {A,B}, dann EoE = {(A,A), (A,B), (B,B)!
im Gegensatz zum Kreuzprodukt EXE = {(A,A), (A,B), (B,A), (B,B)}
Damit unterscheiden wir im Weiteren die Paare (E,,E;) und (E,,E;) nicht.
2. Sofern keine Missverstidndnisse zu befiirchten sind, schreiben wir fiir das
Tripel G = (E,K,f) auch kurz G = (E,K).
3. Wir haben E # & festgesetzt. Ein eckenloser Graph hitte zwangsldufig
auch keine Kanten, wire also der ,,leere Graph* (J,9). Um im Folgen-
den nicht immer schreiben zu miissen ,,Fiir einen Graphen, der ungleich

Man kann ebenso von Knoten statt von Ecken und von Bogen statt von
Kanten sprechen.



1.2 Grundlegende Definitionen der Graphentheorie 7

dem leeren Graphen ist, gilt ...*“ schlieBen wir diesen Fall durch E # &
aus.

4. Wir betrachten im Weiteren ausschlieBlich endliche Graphen, also E und
K sind endliche Mengen, wie es durch die Aufzdhlung der Elemente von
E und K in der Definition schon angedeutet ist.

5. Da jeder Kante k genau ein Eckenpaar (A,B) zugeordnet ist, werden wir
vereinfachend statt k gelegentlich auch das Zeichen (A,B) verwenden.

In Abbildung 5 sehen Sie ein Beispiel flir einen Graphen.

B
k; E = {A,B,C,D,E, F}
k4 K = {ki, ko, ks, ky, ks, ke}
f: f(k;)) =(A,B)
. fik;) = (A.B)
AT ° f(ks) = (A.C)
f(ks) = (B,C)
Do————oF T fiks) = (C,0)
‘ fi(ke) = (D,E)

Abb. 5

Dieser Graph weist einige Besonderheiten auf:

Zum einen gibt es zwei verschiedene Kanten k; und k», die die Ecken A und
B verbinden. Man sagt dann, der Graph besitzt Mehrfachkanten.

Zum anderen gibt es eine Kante, und zwar ks, bei der die beiden Ecken
zusammenfallen. Eine solche Kante wird Schlinge genannt.

Eine weitere Besonderheit weist die Ecke F auf. Es gibt keine Kante, die mit
F inzidiert. Man nennt F eine isolierte Ecke.

Ferner stellen wir noch fest, dass in diesem Graphen die Ecken A, B und C
durch Kanten miteinander verbunden sind. Von B nach C gelangt man z.B.,
wenn man erst k; und dann k3 durchliuft oder die Kanten k,, k;, ks oder auch
ks, ki, ko, k3 nacheinander durchlduft. Derartige n-Tupel von Kanten bezeich-
nen wir als Kantenziige.

Definition 2:  Kantenzug

Unter einem Kantenzug (ky, ko, ..., k,) verstehen wir ein
n-Tupel von Kanten, bei dem der Endpunkt der Kante k;
mit dem Anfangspunkt der Kante k;,; inzidiert.

Dabei gilt:i € {1,2,3,...,n-1}.
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Wihrend beim Kantenzug (k,, k;, ky, k3) von B iiber A und B nach C die
Kante k, mehrfach vorkommt, sind bei den Kantenziigen (k,, k;, k) von B
tiber A und B nach C oder (kj, k3) von B tiber A nach C alle Kanten vonein-
ander verschieden. Solche besonderen Kantenziige nennen wir Wege. Auch
(ky, k3, ky) ist ein Weg, allerdings ein besonderer, der von Ecke B wieder zur
Ecke B zuriickfiihrt.

Definition 3:  (offene, geschlossene) Wege

Kantenziige, bei denen alle Kanten verschieden
voneinander sind, heilen Wege.

Fallen Anfangs- und Endecke eines Weges nicht
zusammen, heifit der Weg offen.

Beispiel aus Abbildung 5: (kj.kj,kys)

Inzidieren Anfangs- und Endecke eines Weges, so heifit der

Weg geschlossen.
Beispiel aus Abbildung 5: (ks,ks,k4)

In unserem Beispielgraphen finden wir keinen Kantenzug von A nach D, von
Cnach F, von BnachE, ...

Graphen, bei denen man von jeder Ecke zu jeder anderen Ecke gelangen
kann, und Graphen ohne Schlingen und Mehrfachkanten wollen wir beson-
ders hervorheben.

Definition 4: schlichter Graph

Ein Graph heif3it schlicht, wenn er keine Schlingen und
keine Mehrfachkanten aufweist.

Verboten: Q und Q

Definition 5:  zusammenhéngender Graph

Ein Graph heiBt zusammenhdingend, wenn es zu zwei be-
liebigen voneinander verschiedenen Ecken E; und E; stets
einen Kantenzug (k;, kp, .. k,) gibt, bei dem E;
Anfangsecke von k; und E; Endecke von k, ist.
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B
k
ky
A K ¢
. oF F
ke
B
ky
ky
A ks
ks

Unser Beispielgraph aus Abbildung 5 ist
also weder schlicht noch zusammenhdn-
gend. Entfernt man aus diesem Graphen die
Kanten k, und ks, so haben wir einen
schlichten Graphen, der aber nicht zusam-
menhédngend ist.

Entfernen wir stattdessen aus dem Graphen
die Ecken D, E und F sowie die Kante kg,
so erhalten wir einen zusammenhéngenden
Graphen, der nicht schlicht ist.

Wiirden wir in diesem links abgebildeten
Graphen die Kanten k, und ks entfernen,
hitten wir ein Beispiel fiir einen schlichten,
zusammenhdngenden Graphen.

Auf die genaue Lage der Ecken und auf die Lage sowie Form der Kanten
kommt es bei einem Graphen nicht an. Entscheidend ist, welche Ecken mit
welchen Ecken verbunden sind. So stellen die folgenden Abbildungen ,,den-

selben Graphen dar.

Abb. 6

Abb. 7

Man kann einen Graphen statt durch eine solche Abbildung, die man
iiblicherweise auch Graph nennt, ebenso durch eine /nzidenztafel darstellen.
Wir notieren in der Waagerechten die Ecken, in der Senkrechten die Kanten
und tragen in der Tafel ein ,,+* ein, wenn eine Kante mit einer Ecke inzidiert,
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sonst eine 0°. Fiir den Graphen aus Abbildung 6 sicht die Inzidenztafel mit
den wie folgt gewihlten Bezeichnungen dann so aus:

|A B C D
al+ + 0 0
b| 0O + + 0
cl0 0 + +
dl+ 0 0 +
Wir kénnen die Ecken und Kanten im Gra- A a B

phen aus Abbildung 7 nun so bezeichnen,

dass wir fiir diesen Graphen dieselbe Inzi-

denztafel erhalten (Abbildung rechts). Hétte

man eine andere Art der Bezeichnung ge- d b
wihlt, so wire das eventuell nicht der Fall.
Wir sprechen deshalb nicht von denselben
Graphen, sondern von isomorphen Graphen.
Das ist der Grund dafiir, dass oben das Wort
denselben® in Anfithrungszeichen gesetzt
wurde.

Definition 6: isomorphe Graphen
Zwei Graphen G = (E, K) und G* = (E*, K*) heiflen
isomorph, wenn es Abbildungen ¢: E — [E* und y:
K—K* mit folgenden Eigenschaften gibt:

1. ¢ und v sind bijektiv.
2. Wennk; = (E,Ej), dann gilt w(k) = (¢(E).(E;))

®  Aber wie notieren Sie in der Inzidenztafel eine Kante k, die ausschlie3-

lich mit der Ecke E inzidiert? Grundsétzlich kann man hier in Zeile k,
Spalte E ein ,,+“ oder ein ,,++* ins Auge fassen. Finden Sie Vorziige fiir
jede dieser Notationsformen.
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Memo: bijektive Abbildung

Eine Abbildung ¢: E — E* heilt injektiv,
wenn verschiedene Elemente aus [E auch stets

verschiedene Elemente aus [E* als Bilder
haben.

E

\ ]

[E*

Eine Abbildung ¢: E — E* heilit surjektiv,
wenn jedes Element aus [E* als Bild eines
Elements aus E vorkommt. (Alle Elemente
aus E* kommen als Bilder vor; man spricht
auch von einer ,,Abbildung auf*.)

Eine Abbildung ¢: E — E* heifit bijektiv,
wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Wir kénnen uns die Kanten eines Graphen als Gummibénder vorstellen, die
in den Ecken miteinander verknotet sind. Der Ubergang von einem Graphen
zu einem isomorphen Graphen bedeutet anschaulich dann eine Verformung
des Graphen durch Dehnen, Stauchen und Umlegen der Gummibénder,
wobei keine Knoten aufgelost werden, keine neuen Knoten gemacht werden
und keine Bénder zerschnitten werden diirfen. Isomorphe Graphen werden
auch ropologisch dquivalent genannt.

Neben den isomorphen Graphen aus den Abbildungen 6 und 7 kennen Sie
noch ein weiteres Beispiel isomorpher Graphen, und zwar einmal die rdum-
liche Darstellung und das Schlegeldiagramm des Dodekaeders aus dem
Einstiegsproblem. Wir haben dort schon gesehen, dass es niitzlich sein kann,
Uberlegungen an einem ebenen Netz bzw. Graphen statt an einer rdumlichen
Darstellung anzustellen. Spielen Sie doch einfach einmal Hamiltons Spiel mit
einem durchschnittlich geduldigen Menschen an der rdumlichen Darstellung
des Dodekaeders. Ebenso ist es sinnvoll, mdglichst iibersichtliche Graphen
zu betrachten. Dazu gehort z.B., dass die Linien, die die Kanten eines
Graphen représentieren, moglichst wenige Kreuzungen haben. Wir werden
also hdufig einen Graphen durch einen isomorphen Graphen ersetzen, der
leichter zu tiberschauen ist.
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Beispiele:
@ @
Abb. 8 }

Die eingekreisten Schnittpunkte von Linien sind keine Ecken des Graphen.
Bei den jeweils rechts stehenden isomorphen Graphen sind alle Schnitt-
punkte zugleich Ecken.

Nicht immer ist es moglich, zu einem Graphen einen isomorphen Graphen
anzugeben, der sich kreuzungsfrei in der Ebene darstellen ldasst. Wir werden
auf dieses Problem im {iberndchsten Abschnitt ausfiihrlich eingehen. Deshalb
lohnt es sich, Graphen, fiir die dies moglich ist, besonders hervorzuheben.

Definition 7:  planarer, pléttbarer Graph
Ein Graph, dessen Kanten sich nur in Ecken kreuzen, heifit
planar.

Ein Graph heift pldttbar, wenn er durch einen isomorphen
planaren Graphen dargestellt werden kann.

Beide in Abbildung 8 rechts stehenden Graphen sind planar, die beiden
Graphen links in Abbildung 8 sind nicht planar, aber pléttbar. Fiir alle pla-
tonischen Korper gibt es planare Darstellungen (vgl. Ubung 1, Kapitel 1.1).



1.2 Grundlegende Definitionen der Graphentheorie 13

Bevor wir in den folgenden Abschnitten auf interessante Probleme aus dem
Bereich der Graphentheorie eingehen, soll in einer vorldufig letzten Defini-
tion ein weiterer wichtiger Begriff geklart werden.

Definition 8:

Ubung:

1

2)

3)

Eckenordnung

Es sei E eine Ecke eines Graphen G.

Die Ordnung der Ecke E ist die Anzahl der Kanten, die in
einer Ecke zusammentreffen. Kanten, die zur selben Ecke
zuriickfithren (Schlingen), werden zweimal gezéhlt.

Wir bezeichnen die Ordnung von E mit ord(E).

Welche der folgenden Graphen sind schlicht, zusammenhén-
gend, planar oder pléttbar?

Geben Sie fiir jeden plattbaren Graphen einen isomorphen
planaren Graphen an.

S P
Gy

Gs
Bestimmen Sie fiir jeden Graphen aus (1) die Ordnungen der

Ecken.

Gibt es unter den Graphen aus (1) zwei Graphen, die zuein-
ander isomorph sind? Falls ja, stellen Sie fiir einen Graphen
die Inzidenztafel auf und beschriften Sie den anderen so, dass
er dieselbe Inzidenztafel hat.
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1.3 Eckenordnungen und Kantenzahlen

Hinfiihrung zu Satz 1:

In der folgenden Aufgabe kénnen Sie den Zusammenhang, den wir im Satz 1
formulieren werden, selbst an konkreten Graphen entdecken.

Bestimmen Sie fiir jeden der abgebildeten Graphen die Eckenzahl |E| , die

Kantenzah!l | K| und die Summe der Eckenordnungen Z ord(Ei).
EicE

beliebiger Graph IE] = 6
K| =7

6
Zord(E‘) =14
i=1

Dodekaedergraph |E| =20
K| =30
20
> ord(E,) =60

i=1

Wiirfelgraph |[E| = 8
K| =12

ZS: ord(E,) =24

i=1

Tetraedergraph |E| = 4
IKl=6

4
2ord(E,) =12
i=1
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Sicherlich ist Thnen aufgefallen, dass die Summe aller Eckenordnungen in
jedem der vier Graphen gleich dem Doppelten der Kantenzahl ist.

Vielleicht haben Sie diesen Zusammenhang auch schon beim Bearbeiten der
Ubung 2 des letzten Abschnitts entdeckt. Dort haben Sie fiir sechs Graphen
mit jeweils 5 Ecken und 8 Kanten die Eckenordnungen bestimmt. Wenn Sie
die Ubung richtig bearbeitet haben, ist die Summe der Eckenordnungen bei
jedem der sechs Graphen gleich 16, also doppelt so grofl wie die Anzahl der
Kanten.

Im festen Vertrauen, dass es sich bei diesem an Beispiclen gefundenen
Zusammenhang nicht um Zufall handelt, formulieren wir Satz 1 (und
beweisen ihn):

Satz 1: Sei G = (E,K) ein Graph.
Dann ist die Summe der Ordnungen aller Ecken gleich dem
Doppelten der Kantenzahl: Z ord(E;)=2- | K|

E;eE
Beweis:
Wir betrachten zunichst einen schlingenfreien Graphen.

- Nach der Definition ,,Graph® sind jeder Kante k des Graphen genau
zwei Ecken zugeordnet.

- Jede Kante erhoht also die Summe aller Eckenordnungen des Graphen
um genau 2.

- Also ist die Summe aller Eckenordnungen doppelt so grofl wie die An-
zahl der vorhandenen Kanten, die nicht Schlingen sind. *)

- Da wir in der Definition ,,Eckenordnung® vereinbart haben, dass
Schlingen bei der Bestimmung der Eckenordnungen doppelt gezahlt
werden, erhoht auch jede Schlinge die Summe der Eckenordnungen um

- Aus (*) und (**) folgt: Die Summe aller Eckenordnungen ist gleich
dem Doppelten der Kantenzahl,

formal:  Dord(E;) =2 -| K|

E,€E

Satz 1 sagt insbesondere aus, dass die Summe der Eckenordnungen in einem
Graphen stets eine gerade Zahl ist. Daraus konnen wir folgern:
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Satz 2: In einem Graph ist die Anzahl der Ecken mit ungerader
Ordnung eine gerade Zahl.

Beweis:
Wir betrachten die Ecken mit geraden und ungeraden Ordnungen getrennt.

- Die Summe aller Eckenordnungen der Ecken mit geraden Ordnungen
ist als Summe gerader Zahlen auch eine gerade Zahl.

- Die Gesamtsumme aller Eckenordnungen ist nach Satz 1 ebenfalls eine
gerade Zahl.

- Da nur eine gerade Zahl addiert zu einer geraden Zahl eine gerade Zahl
ergibt, muss die Summe der Eckenordnungen derjenigen Ecken, die
eine ungerade Ordnung haben, eine gerade Zahl sein.

- Da die Ordnungen dieser Ecken selbst ungerade Zahlen sind, und die
Summe von ungeraden Zahlen nur dann gerade ist, wenn wir eine
gerade Anzahl von Summanden haben, muss die Zahl der Ecken mit
ungerader Ordnung gerade sein.

- Mit anderen Worten: Ecken mit ungerader Ordnung treten stets paar-
weise auf.

Stellen Sie sich vor, Sie treffen sich mit 4 Kommiliton(inn)en in einer Gast-

statte. Zur BegriiBung schiittelt jede Person jeder anderen Person einmal die

Hand. Wie oft werden Hénde geschiittelt?

Dieses Problem kennen Sie aus der Kombinatorik. Vielleicht wissen Sie auch
! .

= 57': ﬁ =10 1ist.

5-2)1-2! 2

Was hat diese Aufgabe mit unseren Graphen zu tun?

5
noch, dass die Losung (2]

Man kann diese Aufgabe durch einen

Charlotte Graphen darstellen. Die Ecken stehen fiir die
Personen, jeder Handschlag wird durch eine
Kante dargestellt.

Max Ipke ) ) )
Wenn jede Person jeder anderen die Hand
gibt, dann bedeutet das fiir unseren Graphen,
dass jeweils zwei verschiedene Ecken durch
o . genau eine Kante verbunden werden. Jede
Nini Nina

der 5 Personen schiittelt (5-1) anderen Per-
sonen die Hand.
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Kommen wir also auf 5-4 Handschlige? Natiirlich nicht, denn bei dieser
Ziahlung hitten wir jeden Handschlag genau zweimal gezéhlt. Tatséchlich

5.(5-1)

kénnen wir also — Handschlidge beobachten.

Man nennt einen solchen Graphen einen vollstindigen Graphen und bezeich-
net ihn mit V, , wobei der Index die Zahl der Ecken angibt. Die folgende
Abbildung zeigt die vollstindigen Graphen mit eins bis sechs Ecken.

JVANEG:: 4 -,

Vi 'V,

Abb. 9:

Wir heben unsere konkreten Voriiberlegungen aus der Gaststitte auf eine
formale Ebene und formulieren Satz 3:

Satz 3: Sei V, der vollstindige Graph mit n Ecken. Dann gilt fiir
die Anzahl der Kanten in V;:
|K| _ n~(n—1) .
2
Fiir die Ordnungen aller Ecken von V,, gilt:
ord(E))=n—1.
Beweis:

- Da im vollstdndigen Graphen V,, jede der n Ecken mit jeder der anderen
n — 1 Ecken verbunden ist, gilt fiir jede Ecke E; im vollstindigen
Graphen: ord(E;)) =n—1.

- Dann folgt fiir die Summe aller Eckenordnungen im vollstindigen

Graphen mitn Ecken: Y ord(E;) =n-(n—1) *)
E;eE

- Nach Satz 1 gilt: SordE;) =2-|K] (%)
E;eE

- Aus (*) und (**) folgt: n-mn-1)=2- ‘ K |
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L Uil R T
2

Wir kénnen also bei Kenntnis der Eckenzahl sofort die Ordnungen der Ecken
sowie die Kantenzahl bestimmen.

Vom V, zum V,,; ... und zuriick

Uberlegen Sie sich, wie Sie von einem beliebigen vollstindigen Graphen V,
zum V., gelangen.

Vn Vn+1

+ eine Ecke +n Kanten

»
» »

Kennt man also die Kantenzahl des V,, dann kennt man auch die Kantenzahl
des V.

|Kvn|+n=|”&ﬂ|

Umgekehrt kommt man vom V,;; zum V,, , indem man ...
... eine Ecke (E,.) und alle von dieser Ecke ausgehenden n Kanten 16scht.

Man sagt: V,, ist (echter) Untergraph des V., .

Ein Graph G’ = (E’,K’) ist Untergraph von G = (E,K), wenn
EcE
A K cK
A In G’ sind alle Ecken durch Kanten verbunden, die auch in
G durch Kanten verbunden sind.

Bei Teilgraphen muss die letzte Bedingung nicht erfiillt sein.
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Damit ist klar:

Jeder Untergraph eines vollstindigen Graphen muss wieder ein vollstindiger
Graph sein.

Beispiele fiir
Teilgraphen des Vs:

Ubung: 1) Ein Graph habe 4 Ecken und 5 Kanten. Zwei Ecken haben
die Ordnung 3. Was konnen Sie tiber die Ordnung der beiden
anderen Ecken sagen?

2) Der Graph aus (1) sei schlicht. Wie sieht er aus?

3) Bestimmen Sie die Eckenordnungen und die Kantenzahl fiir
V10 (fur Vzo).

4) Gibt es einen vollstindigen Graphen mit 75 (mit 210) Kan-
ten?

5) Verdndern Sie die o. g. Beispiele fiir Teilgraphen des Vs
durch insgesamt vier Aktionen, so dass drei verschiedene
Untergraphen des Vs entstehen.

Erreichen Sie das Gewiinschte auch mit fiinf Aktionen?
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1.4 Plittbarkeit von Graphen

Wir haben in Kapitel 1.2 schon einige Graphen auf Pléttbarkeit untersucht.
Die nicht planaren Graphen hatten sich alle als plittbar herausgestellt. Wir
untersuchen nun die vollstindigen Graphen, die Sie im letzten Abschnitt
kennengelernt haben, auf Plattbarkeit.

Vi, Vo und V; sind planar.

V, ist pléttbar:

Wir betrachten Vs:

Es sieht so aus, als ob wir die dickgezeichnete Kante nicht so umlegen kon-
nen, dass keine neue Kreuzung entsteht. Oder haben wir nur nicht geschickt
genug angefangen?

Gibt es vielleicht doch einen planaren Graphen, der zu Vs isomorph ist?

Bevor wir diese Frage beantworten konnen, untersuchen wir Bezichungen
zwischen Ecken-, Kanten- und Fldchenzahl bei planaren, zusammenhén-
genden Graphen. Die bei solchen und nur bei solchen Graphen bestehenden
Beziehungen lassen dann auch Aussagen dariiber zu, ob ein Graph pléttbar
ist oder nicht.

Hinfiihrung zu Satz 4 (Eulersche Formel):

Die Eulersche Formel macht eine Aussage iiber planare und zusammenhéan-
gende Graphen. Wir greifen auf unseren Fundus von Graphen mit diesen
Eigenschaften zuriick und bereiten den Zusammenhang beispielorientiert vor:
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1) In Kapitel 1.1, Ubung (1) haben wir zu jedem platonischen Kérper einen
isomorphen Graphen dargestellt. All diese Graphen sind planar und zu-
sammenhdngend. Wir ermitteln fiir jeden dieser Graphen die Ecken-,
Kanten- und Flidchenzahl und stellen einen erstaunlichen Zusammenhang

2)

3)

fest:
Korper Eckenzahl e | Kantenzahl k | Flichenzahl f | e—k +f
Tetraeder 4 6 4 2
Wiirfel 8 12 6 2
Oktaeder 6 12 8 2
Dodekaeder 20 30 12 2
Ikosaeder 12 30 20 2

Wir betrachten den Graphen G, aus Kapitel
1.2, Ubung (1). Auch dieser Graph ist zusam-
menhingend und planar.

G, hat 5 Ecken, 8 Kanten und 5 Flichen.
Beachten Sie, dass das AuBere stets als eine
Flache mitgezihlt wird. Auch hier stellen wir
fest:

e—k+f
5-8+5
=2

Auch der zum ,,Haus des Nikolaus* isomorphe
planare Graph aus Kapitel 1.2 besteht aus 5
Ecken, 8 Kanten und 5 Flichen. Offensichtlich
gilt auch hier:

e—k+f
= 5-8+5
=2

Fs

F4
F3

Fy

F,

Wir formulieren unsere an Beispielen gewonnene Vermutung in allgemeiner
Form:
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Satz 4: Eulersche Formel ’

Fiir jeden planaren, zusammenhéngenden Graphen mit e
Ecken, k Kanten und f Flachen gilt: e—k +f=2.

Beweis:

Idee: Zuerst zeigen wir, dass die Behauptung fiir einen planaren
zusammenhingenden Graphen mit null Kanten gilt. Danach
bauen wir den Graphen kantenweise auf und beobachten
dabei die Zahl e — k + f. Wir zeigen die Behauptung also
durch vollstindige Induktion iiber der Kantenzahl.

Es gilt:

- Besteht unser Graph nur aus einer einzelnen Ecke

ohne Kanten, so haben wir eine Ecke, keine Kan- F, o E,

ten und eine Fliche, also 1 —0+1=2. ®

Induktionsanfang:

z.z.: Die Behauptung gilt fiir einen Graphen mit einer Kante.

- Wir fugen also eine erste Kante hinzu.
Wenn diese Kante eine Schlinge ist, dann bleibt
die Eckenzahl unverdndert, wihrend sich die F, ki

Kanten- und Fldchenzahl um jeweils 1 erhohen, E,
was e — k + f unverdndert l4sst.

Wenn diese Kante keine Schlinge ist, dann hat sie k

eine zweite Ecke. Dadurch erhéhen sich e und k F, E,
um jeweils 1, die Zahl der Flichen bleibt unver-

andert. Also auch diese Operation @ndert nichts an E,
e-k+f=2.

Induktionsschritt:

z.z.. Wenn die Behauptung fiir einen Graphen mit n Kanten gilt, dann gilt sie
auch fiir einen Graphen mit (n+1) Kanten.
Wir setzen also voraus, dass die Behauptung fiir einen planaren zusam-
menhéngenden Graphen mit n Kanten gilt.

- Wenn wir den Graphen schon aus n Kanten (n € N) aufgebaut haben

und dann eine (n+1)-te Kante unter Beibehaltung der Planaritit hinzufii-
gen, so sind drei Félle moglich:

7 Leonhard Euler, deutscher Mathematiker, 1707 - 1783
Der Fall k = 0, e > 2 erzeugt einen nicht zusammenhingenden Graphen.
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1. Fall

Die neue Kante (gestrichelt) ist eine Schlinge.
Dann bleibt e gleich, k und f erhohen sich um 1.
e —k + f bleibt unveréndert.

2. Fall

Die neue Kante verbindet zwei schon vorhandene
Ecken.

Dann bleibt e gleich, k und f wachsen um 1.

Also bleibt e — k + funverindert.

3. Fall

Die neue Kante hat als zweite Ecke eine neue
Ecke (gestrichelt).

e wichst dann um 1, ebenso k, die Flichenzahl
dndert sich nicht.

Also bleibt ¢ — k + f auch in diesem Fall
unverdndert.

Da der Graph zusammenhingend ist’, erhalten wir so schlieBlich den ganzen
Graphen, wobei sich bei keinem Schritt die Zahl e — k + { verdndert.

Mit Hilfe der Eulerschen Formel kénnen wir nun beweisen, dass der
vollstandige Graph Vs nicht plattbar ist.

Satz 5: Der vollstandige Graph Vs ist nicht pléttbar.
Beweis: (indirekt)
Annahme: V5 sei plattbar.

- Wenn Vs plittbar ist, dann gibt es nach der Definition ,,pléttbar” einen

zu Vs isomorphen planaren Graphen Vs* , der wie Vs ebenfalls 5 Ecken
1
und K| = > (52 ) _ = 10 Kanten hat und ebenfalls zusammenhin-

gend ist.

°  Diese Eigenschaft ist zusammen mit der Planaritit der Grund dafiir, dass

beim Einfiigen der (n+1)-ten Kante nur die drei o.g. Fille moglich sind.
Uberlegen Sie, wie viele Fille bei nicht zusammenhingenden (planaren)
Graphen zu unterscheiden wiren.
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- Fiir Vs* gilt dann die Eulersche Formel: e—k+f=2
= 5-10+f=2
= =7

- Jede dieser 7 Flichen von Vs* wire von mindestens 3 Kanten be-
grenzt'’, also miisste es mindestens 7 - 3 = 21 Grenzen geben, wenn
man jede Grenze doppelt zihlt. *)

- Da andererseits jede der 10 Kanten hochstens Grenze von 2 Fliachen
sein kann, kommen wir auf hdchstens 20 Grenzen. (**)

- Die Annahme, Vs sei pldttbar, fiihrt also in (*) und (**) zu einem
Widerspruch. Sie ist daher zu verneinen:

V5 ist nicht plattbar.

Die Frage, ob ein Graph plittbar ist, interessiert nicht nur wegen der Uber-
sichtlichkeit der Darstellung. Denken Sie auch an gedruckte Schaltungen in
der Elektronik, an kreuzungsfreie Wegefithrungen im Verkehr oder an das
Verlegen von Strom- oder Wasserleitungen.

In diesem Kontext steht auch der so genannte GEW-Graph, bei dem es
darum geht, Héuser an das Gas-, Elektrizitits- und Wasserwerk anzuschlie-
Ben. Jedes Haus soll mit jedem Werk verbunden werden, die Hauser unter-
einander sind nicht verbunden, ebenso sind die Werke nicht miteinander
verbunden. Wir betrachten zuerst den GEW-Graphen fiir zwei Héuser.

Gas Elektrizitat Wasser

g
R
uStvitets
ottt
e

Miiller Philipp
Abb. 10
Abbildung 10 zeigt, dass der GEW-Graph fiir zwei Hauser plittbar ist. Ein

isomorpher planarer Graph ist angegeben. Es ist also moglich, die Hauser der
Familien Miiller und Philipp kreuzungsfrei an die drei Werke anzuschlieen.

' Der kiirzeste geschlossene Weg in Vs besteht aus 3 Kanten.
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Abbildung 11 zeigt den GEW-Graphen fiir drei Hauser.

Gas Elektrizitat Wasser

e
eite Sy
e
e
eatwate)

Mller Philipp Gorski

Abb. 11

Jeder Versuch, die drei Hauser kreuzungsfrei mit den drei Werken zu ver-
binden, endet mit einem &hnlich zu dem in Abbildung 11 rechts dargestellten
Graphen. Es sieht so aus, als ob es fiir die letzte fett dargestellte Verbindung
keine Umlegemoglichkeit gibt, bei der nicht eine neue Kreuzung entsteht.

Bis zum endgiiltigen Beweis miissen wir uns jedoch wie beim vollstindigen
Funfeck fragen, ob dies nicht vielleicht nur an einem ungeschickten Ansatz
oder mangelhafter Phantasie beim Leitungsverlegen liegt. Wir formulieren
daher Satz 6 und verfolgen die gleiche Beweisstrategie wie in Satz 5:

Satz 6: Der GEW-Graph fiir drei Hauser (GEW3y) ist nicht plitt-
bar.

Beweis: (indirekt)

Annahme: GEW3y sei plattbar.

Wenn GEW;y plittbar ist, dann gibt es nach der Definition ,,plattbar®
einen zu GEW3y isomorphen planaren Graphen GEW;y*, der wie
GEW;y ebenfalls 6 Ecken und 9 Kanten hat und ebenfalls zusammen-
hingend ist.
Fir GEW3y* gilt dann die Eulersche Formel: e—k+f =2

= 6-9+f =2

= f =5
Jede dieser 5 Flichen von GEW;y* wire von mindestens 4 Kanten
begrenzt, also miisste es mindestens 5 - 4 = 20 Grenzen geben, wenn
man jede Grenze doppelt z&hlt. (*)
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- Da andererseits jede der 9 Kanten hochstens Grenze von 2 Flichen sein
kann, kommen wir auf hdchstens 18 Grenzen. (**)

- Die Annahme, GEW3y sei plttbar, fiihrt also in (*) und (**) zu einem
Widerspruch. Sie ist daher zu verneinen: Der GEW-Graph fiir drei
Hauser (GEW3y) ist nicht pléttbar.

Wir haben also nachgewiesen, dass der Graph des vollstindigen Fiinfecks Vs
und der GEW-Graph fiir drei Héuser nicht plattbar sind. Damit ist aber auch
klar:

Vorliufige Folgerung:
Wenn ein zusammenhingender Graph den Vs oder GEW3y; als Teilgraphen
enthdlt, dann ist dieser Graph nicht pléttbar.

Wir kénnten bei einem solchen Graphen ndmlich versuchen, zunichst einen
geeigneten Teilgraphen zu plitten, sinnvollerweise den Vs oder GEW;y, und
wiirden bereits an dieser Stelle klaglich scheitern.

Mit dieser ,,vorldufigen Folgerung™ haben wir schon ein hervorragendes
Kriterium zur Verfiigung, um Graphen als nicht plittbar zu klassifizieren.

Aber: Ist dieses Kriterium ein hinreichendes fiir die Nichtplattbar-
keit eines Graphen?

Auf der Suche nach einer Antwort betrachten wir die unten dargestellten
Graphen G; und G,, die erstaunliche ,,Ahnlichkeiten* mit GEW3y bzw. Vs
haben.

Aufgabe: Versuchen Sie, mit Hilfe der Thnen zur Verfiigung stehen-
den Definitionen, Sitze und Folgerungen zu einer Aussage
iber die Plittbarkeit dieser beiden Graphen zu kommen.
Lesen Sie erst danach weiter.

G Gy gii§
Nun, wahrscheinlich werden Sie versucht haben, geeignete Teilgraphen zu
identifizieren, um unsere ,,vorldufige Folgerung® anzuwenden.



1.4 Plattbarkeit von Graphen 27

Aber G, enthilt nicht den GEW;y und G, enthilt nicht den Vs als Teil-
graph''. Trotzdem sind auch diese beiden Graphen nicht plittbar.

Jeder Versuch, G, zu plitten, fiihrt nach einiger

Zeit zu einer dhnlichen Situation wie rechts abge-

bildet. Der fett dargestellte Kantenzug ist nicht

mehr kreuzungsfrei in die Ebene zu legen. Dabei

ist dieses Problem vergleichbar mit unseren Be-

mithungen, die entsprechende Kante des GEW;y

kreuzungsfrei in die Ebene zu legen. Der fett

dargestellte Kantenzug verhilt sich beim Versuch des Plittens ebenso wie
die entsprechende Kante des GEW;y: es scheint unmoglich, ihn
kreuzungsfrei in die Ebene zu legen. Dabei ist es offensichtlich vollkommen
unerheblich, wie oft diese Kante (des GEW3y) durch neue Ecken unterteilt 12
ist. Vollkommen analoge Uberlegung konnten wir hinsichtlich der
Plattbarkeit des oben angefiihrten Graphen G, anstellen.

Nach dieser Uberlegung formulieren wir unsere vorliufige Folgerung neu:

Wenn ein zusammenhingender Graph den Vs oder den GEW;y oder eine
Unterteilung dieser Graphen als Teilgraphen enthilt, dann ist dieser Graph
nicht plattbar.

Es gilt sogar der folgende Satz:

Satz 7: Satz von Kuratowski

Ein zusammenhidngender Graph ist genau dann nicht
pléttbar, wenn er den vollstdndigen Graphen Vs oder den
GEW-Graphen fiir drei Hduser GEW3y oder eine Unter-
teilung eines dieser Graphen als Teilgraph enthilt.

Die Riickrichtung dieses Satzes haben wir begriindet, auf den Beweis der
Hinrichtung* verzichten wir an dieser Stelle. Dem polnischen Mathematiker
Kuratowski gelang 1930 als erstem der Beweis der ,,Hinrichtung™ dieses
Satzes.

Im Anschluss an unsere Uberlegungen nach Satz 3 wollten wir G’ als
Teilgraphen von G bezeichnen, wenn die Eckenmenge von G’ eine Teil-
menge der Eckenmenge von G ist und wenn die Kantenmenge von G’
eine Teilmenge der Kantenmenge von G’ ist.

Von einer Unterteilung des GEW;y oder des Vs wollen wir reden, wenn
auf einer oder auf mehreren Kanten dieser Graphen neue Ecken ausge-
zeichnet sind.
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Ubung:

)

2)

Beweisen Sie mit Hilfe von Satz 7, dass die folgenden Gra-
phen nicht plittbar sind.

G] GZ G3

Beim Beweis der Eulerschen Formel (Satz 4) wurden im
Induktionsschritt drei Fille unterschieden. Diskutieren Sie
den folgenden Fall.

4. Fall:

Die neue Kante erzeugt eine neue Ecke
auf einer bereits vorhandenen Kante.

1.5 Durchlaufbarkeit von Graphen

Sie kennen das Spiel ,,Das ist das Haus des Ni - ko -

laus®,

bei dem man ohne den Stift abzusetzen die

nebenstehende Figur aus 8 Strichen zeichnet, wobei

man bei jedem Strich eine Silbe spricht. Sie wissen
vermutlich, dass dies nur geht, wenn man bei einer
der beiden unteren Ecken beginnt, und auch, dass
man automatisch dann bei der anderen Ecke unten

endet.

Ein anderes Beispiel fiir Zeichnen ohne Absetzen ist das folgende, dem
Schiilerband 4 des Zahlenbuchs (Klett, Stuttgart 1997, S. 22) entnommene:

R AR

Den Fisch

mal ich mit ei- nem Strich.
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Auch beim Fisch kénnen Start- und Zielpunkt nicht frei gewahlt werden,
wenn man, wie bei diesen Spielen iiblich, den Stift nicht absetzen und keine
Linie doppelt zeichnen darf.

In der Sprache der Graphentheorie geht es bei diesen Spielen um die
Durchlaufbarkeit eines Graphen in einem Zug, wobei jede Kante genau
einmal durchlaufen wird. Offensichtlich geht dies nur bei zusammenhin-
genden Graphen. Wir definieren deshalb:

Definition 9: (geschlossen) unikursaler Graph

Ein zusammenhédngender Graph heilit unikursal, wenn es
einen Weg gibt, der jede Kante des Graphen genau einmal
enthélt. Ein derartiger Weg heilit Eulerscher Weg.

Wir sprechen von einem geschlossenen Eulerschen Weg
oder Eulerschen Kreis, wenn Anfangs- und Endecke eines
Eulerschen Weges zusammenfallen. Der Graph heifit in
diesem Fall geschlossen unikursal.

Die Bezeichnung Eulerscher Weg wurde deshalb gewihlt, weil Euler 1737
das damals sehr populdre Konigsberger Briickenproblem geldst hat. In der
Innenstadt von Konigsberg flieBen der Alte Pregel und der Neue Pregel
zusammen. Hinter dem Zusammenfluss liegt eine Insel, und tiber die Fluss-
arme fithrten im 18. Jahrhundert 7 Briicken, die den Nordteil, den Ostteil,
den Sidteil der Stadt und die Insel miteinander verbanden. Die Frage war, ob
es moglich ist, einen Spaziergang durch die Innenstadt zu machen, bei dem
man jede der 7 Briicken genau einmal {iberquert (Abbildung 12).

Nordteil c N

g

f
Sudteil g S

Abb. 12 Abb. 13
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Hinfiihrung zu Satz 8:

Das Konigsberger Briickenproblem ldsst sich wie in Abbildung 13 gezeigt in
einem Graphen darstellen, wobei die Ecken den vier Stadtteilen entsprechen
und die Kanten den 7 Briicken.

Die Frage lautet also:

Ist der Graph aus Abbildung 13 unikursal?
oder: Gibt es in Abbildung 13 einen Eulerschen Weg?

Machen wir uns auf die Suche nach einen Eulerschen Weg. Wir wihlen O als
Startpunkt und verlassen O tiber irgendeine Briicke. Wir miissen spdter noch
einmal zu O zuriick, um die zweite der drei Briicken, die in O enden, zu
begehen. Uber die dritte Briicke verlassen wir O wieder und kénnen dann
nicht wieder zu O zuriick, ohne eine Briicke doppelt zu begehen. O konnte
also ein Startpunkt unseres Weges sein, wire dann aber keinesfalls auch der
Endpunkt unseres Weges.

Wir konnten unseren Weg aber auch in einem anderen Stadtteil beginnen.
Irgendwann wiirden wir O iiber eine der drei Briicken betreten und iiber eine
andere Briicke wieder verlassen. Wir miissen noch einmal zu O zuriick, um
die dritte und letzte Briicke zu begehen. Dann kommen wir von O nicht mehr
fort, O wire zwangslaufig der Endpunkt unseres Weges. O ist also entweder
Anfangspunkt oder Endpunkt unseres Weges.

Dieselben Uberlegungen konnen wir aber auch fiir N und S anstellen, bei
denen wie bei O drei Briicken enden, und #hnliche Uberlegungen fiihren fiir
die Insel auch zu dem Ergebnis, dass sie nur Start- oder Endpunkt sein kann,
da in ihr fiinf Briicken enden. Nun haben wir vier Punkte, die alle entweder
Start- oder Endpunkt eines Weges sein miissen. Das Konigsberger Briicken-
problem ist also nicht 16sbar.

Offensichtlich ist es die Ordnung der Ecken, die dariiber entscheidet, ob
Graphen unikursal sind. Ecken mit gerader Ordnung machen keine Prob-
leme: Wihrend des Durchlaufens kommt man in sie hinein und auch wieder
heraus, wobei man jeweils zwei Kanten verbraucht, bis schlieBlich alle Kan-
ten, die in dieser Ecke enden, durchlaufen sind. Ecken mit ungerader Ord-
nung missen dagegen entweder Anfangs- oder Endpunkt eines Eulerschen
Weges sein. Ein Graph kann also nur dann unikursal sein, wenn er keine oder
genau zwei Ecken ungerader Ordnung besitzt, also gilt:
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Satz 8: Ein zusammenhingender Graph ist genau dann unikursal,

wenn er nicht mehr als zwei Ecken ungerader Ordnung
besitzt.

Beweis:

»<"“Vorauss.: Der zusammenhidngende Graph hat nicht mehr als zwei

Ecken ungerader Ordnung.

z.7.. Der zusammenhdngende Graph ist unikursal.

Nach Satz 2 ist in einem Graph die Anzahl der Ecken mit ungerader Ordnung
gerade. Wir brauchen daher nur zwei Félle zu unterscheiden:

1. Fall: Der Graph hat 0 Ecken ungerader Ordnung.
2. Fall: Der Graph hat 2 Ecken ungerader Ordnung.

1. Fall: Der Graph hat 0 Ecken ungerader Ordnung.

Wir wihlen eine beliebige Anfangsecke E,.

Von E, aus durchlaufen wir ei-
nen Weg (ky, ky, k3, ...). Da auf
diesem Weg alle Ecken gerade
Ordnung haben, kénnen wir alle
erreichten Ecken auch wieder
verlassen. An diesen Weg fiigen
wir nun solange Kanten an, bis
wir zu einer Ecke kommen, von
der aus wir den Weg nicht fort-
setzen konnen, ohne dabei Kan-
ten mehrfach zu durchlaufen.

Die Endecke E, von (ki, ks, ks, ... , k,) muss mit E, identisch sein.
Wire das nicht der Fall, miissten Anfangsecke E, und Endecke E,
ungerade Ordnung haben.

Haben wir mit (ky, ky, ks, ... , k;) den Graph durchlaufen, ist dieser Teil
des Beweises fertig. Anderenfalls gibt es eine Ecke E;, an der ein weite-
rer geschlossener Weg (1, b, 13, ... , 1) beginnt und endet, denn auch
E; hat gerade Ordnung.

Die zusammengelegten Wege bilden wieder einen geschlossenen Weg
ki, ko, ks, oo i Ty Loy ooy Ly K, K.

Weil die Kantenzahl des Graphen endlich ist, bricht dieser Prozess
schlieBlich ab. Der zuletzt formulierte Weg ist ein Eulerscher Weg.
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Ein zusammenhdngender Graph mit 0 Ecken ungerader Ordnung ist
also (geschlossen) unikursal. Weil wir die Anfangsecke E, beliebig
gewihlt haben, kann jede Ecke eines solchen Graphen Anfangs- und
Endecke eines Eulerschen Weges sein.

. Fall: Der Graph hat genau 2 Ecken ungerader Ordnung.
Seien Ej und E, die beiden Ecken mit ungerader Ordnung.

Wir fiigen eine Hilfskante k;, mit den Ecken E,
und E, ein. Dadurch erhoht sich die Ordnung Eq
von Ey und E, jeweils um 1 und alle Ecken :
haben gerade Ordnung. In dem modifizierten !
Graphen gibt es nach Fall (1) dieses Beweises |}
einen Eulerschen Weg, der in E, beginnt, iiber i
ky, nach E, fiihrt und wieder in E, endet.

Loschen wir die Hilfskante k;, wieder, so E,
entsteht ein Eulerscher Weg mit den Endecken

Ey, E,.

Bei einem zusammenhdngenden Graphen mit 2 Ecken ungerader Ord-
nung sind diese beiden Ecken also Anfangs- und Endecke eines (offe-
nen) Eulerschen Weges. Auch in diesem Fall ist der Graph unikursal.

Vorauss.: Der zusammenhingende Graph ist unikursal.
z.2. Der zusammenhédngende Graph hat nicht mehr als zwei
Ecken ungerader Ordnung.

Der Graph sei also unikursal.

Dann betrachten wir einen Eulerschen Weg mit
der Anfangsecke E, und der Endecke E, und E0°/T
eine beliebige Ecke E;, die von E, und E,

verschieden ist.

Wenn wir den Graph auf diesem Eulerschen Ex E;
Weg durchlaufen, kommen wir mindestens
einmal, ggf. auch haufiger, zu E; und verlassen
Ei auch jedes Mal wieder, denn E; ist nicht E,2E, A E#E,
Endecke des Weges. Zu E; fithren also gleich
viele Kanten hin wie von E; fortfithren. Damit

ist die Ordnung von E; gerade.

Aufgrund der Wahl von E; gilt dies fiir alle Ecken aufer E und E,.

Der zusammenhédngende Graph hat also nicht mehr als 2 Ecken un-
gerader Ordnung.
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Fiir jeden der drei Fille unikursal, geschlossen unikursal und nicht unikursal
ist in Abbildung 14 ein Ihnen schon bekanntes Beispiel angegeben.

unikursal geschlossen unikursal nicht unikursal

Abb. 14

Zu dem Problem der Eulerschen Wege, bei denen alle Kanten genau einmal
durchlaufen werden, kann man ein entsprechendes Problem untersuchen, bei
dem alle Ecken genau einmal durchlaufen werden. Damit sind wir wieder
beim Einstiegsproblem dieses Kapitels angelangt.

Definition 10:  Hamiltonsche Linie, Hamiltonscher Kreis

Durchléduft ein Weg alle Ecken eines Graphen genau ein-
mal, so nennt man diesen Weg eine Hamiltonsche Linie.
Wenn Anfangs- und Endecke zusammenfallen, spricht man
von einem Hamiltonschen Kreis. Dabei wird diese Ecke
natiirlich zweimal beriihrt.

Obwohl die Frage nach Hamiltonschen Linien der Frage nach Eulerschen
Wegen so eng verbunden zu sein scheint, gibt es auf die Frage nach der
Existenz von Hamiltonschen Linien bis heute keine dem Satz 8 entspre-
chende einfache Antwort. Es sind allerdings hinreichende Bedingungen fiir
die Existenz von Hamiltonschen Linien bekannt.

. o Start
Ubung: 1) Das Pferd soll bei einem Springen jedes -—
Hindernis genau einmal tiberspringen. i
Ist das bei dem ausgesteckten Parcours -—- -
moglich? o |eo] o
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2) Unten sehen Sie den Wegeplan eines Tierparks. Gibt es einen

Rundweg, der jeden Weg genau einmal erfasst?

E: Eingang

B: Béiren

A: Affen

V: Vigel

S: Streichelzoo
R: Rehe

T: Tiger

3) Kann man im Tierpark aus (1) einen Rundweg gehen, so dass

man bei jeder Tierart genau einmal vorbeikommt? Falls ja,
geben Sie einen solchen Weg an.

4) Die Abbildung zeigt den Wegeplan eines nicht unterkellerten

aber sinnvoll geplanten Einfamilienhauses. Zeichen Sie ei-
nen passenden Grundriss

und beschriften Sie ihn

mit: Wohnzimmer, Ess-

zimmer, Kiiche, Kinder-

zimmer, Elternschlafzim-

mer, Bad mit WC, Grund-

stiick, Géste-WC und Flur

mit Bodenzugang.

1.6 Erbteilungs- und Firbungsprobleme

Hinweis:

Bei den in diesem Kapitel behandelten Farbungs- und Erbtei-
lungsfragen werden wir hdufig den Begriff der ebenen Land-
karte verwenden.

Ebene Landkarten sind planare Graphen, bei denen jede
Kante genau zwei Flichen begrenzt. Der Rede von Kanten
bzw. Flachen werden wir die anschaulichere Rede von Gren-
zen bzw. Léndern (Gebieten) vorziechen.



1.6 Erbteilungs- und Farbungsprobleme 35

Der Konig eines Inselreiches verfiigt in seinem Testament, dass sein (zusam-
menhdngendes) Land nach seinem Tode so auf seine Kinder aufgeteilt
werden soll, dass jedes Kind ein zusammenhéngendes Stiick Land bekommt
und direkter Nachbar aller seiner Geschwister ist. Jedes Erbland soll also ein
Stiick gemeinsame Grenze mit allen anderen Erblédndern haben.

Wie viele Kinder darf dieser Konig hochstens haben, damit diese ihr Erbe
antreten konnen?

Was ist, wenn jedes Erbland auch ein Stiick Strand haben soll?

Nach dem Eintreten des Erbfalls miissen fiir die Insel neue Landkarten ge-
zeichnet werden. Wie viele Farben benotigt man dazu, wenn zwei Lander mit
einem gemeinsamen Grenzstiick mit verschiedenen Farben geférbt werden
und das AuBere auch eine eigene Farbe bekommt?

Dieses Erbteilungsproblem ist offensichtlich leicht 16sbar, wenn der Konig
einen Alleinerben hat oder zwei Kinder, die sich die Insel teilen. Fiir drei
Kinder zeigt Abbildung 15 eine mogliche Aufteilung, bei der jedes Land
auch noch ein Stiick Strand hat. Das Einfligen eines vierten Landes erfordert
schon etwas mehr Nachdenken, und es scheint unmdéglich zu sein, diesem
vierten Land noch einen Zugang zum Meer zu verschaffen (Abbildung 16).

Abb. 15 Abb. 16

Alle Versuche, noch ein flinftes Erbland unterzubringen, scheitern. Wir
vermuten, dass der Konig hochstens vier Kinder haben darf und sogar nur
drei, wenn alle ein Stiick Strand erben sollen. In jedem Fall brauchen wir vier
Farben, um die neue Landkarte wie gefordert zu firben. In Abbildung 15
miissen wir alle drei Lander wegen der gemeinsamen Grenzen verschieden
einfirben, und wir bendtigen eine vierte Farbe fiir das AuBere, also das Meer.
In Abbildung 16 konnen wir, da das vierte Land nicht ans Meer grenzt, die
Farbe des Meeres wieder fiir das vierte Land verwenden, wir kommen also
auch mit vier Farben aus.

Wir formulieren unsere Vermutung als Satz:
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Satz 9: In der Ebene gibt es hochstens vier Nachbargebiete, die
paarweise aneinandergrenzen.

Voriiberlegung zum Beweis:

Wir zeichnen in der Inselaufteilung aus Abbildung
16 in jedes der vier Lénder eine Hauptstadt ein.
Nun konnen wir jede Hauptstadt mit jeder anderen
durch eine Strafle verbinden. Das geht kreuzungs-
frei, wenn die Straflen jeweils {iber das gemein-
same Grenzstiick fithren. Betrachtet man dieses
Stralen- und Stidtenetz, so haben wir den voll-
staindigen Graphen V, in gepldtteter Form

vorliegen.
Abb. 17
Beweis: indirekt
Annahme: In der Ebene gibt es wenigstens fiinf Nachbargebiete, die

paarweise aneinandergrenzen.

- Wir betrachten einen Graph mit 5 Nachbargebieten, die paarweise an-
einandergrenzen.

- Wir zeichnen (wie in der Voriiberlegung) in jedem der 5 Gebiete genau
einen Punkt als eine neue Ecke aus und verbinden diese Ecke mit den
anderen 4 Ecken in den anderen Gebieten.

- Wenn wir diese Verbindungen, also die neuen Kanten, jeweils {iber das
gemeinsame Grenzstiick fithren, kreuzen sie sich nicht.

- Wir hitten damit einen planaren Graphen mit 5 Ecken, bei dem jede
Ecke mit jeder anderen Ecke durch eine Kante verbunden ist. M.a.W.
hitten wir es geschafft, Vs zu plitten.

- Das ist ein Widerspruch zu Satz 5, wonach Vs nicht pléttbar ist.

- Die Annahme ist zu verneinen. Es gibt also hochstens 4 Nachbargebiete
in der Ebene, die paarweise aneinandergrenzen.

Damit ist auch klar, dass man nicht sechs oder mehr Nachbargebiete in der
Ebene finden kann, die paarweise aneinandergrenzen, da sie vollstindige
planare Graphen mit sechs oder mehr Ecken liefern wiirden.

Beim Beweis von Satz 9 sind wir von unserem Inselgraphen zu einem ande-
ren Graphen iibergegangen, indem wir jeder Fliche des Inselgraphen eine
Ecke des anderen Graphen zugeordnet haben und jeder Fliche des anderen
Graphen eine Ecke des Inselgraphen. Jede Kante des neuen Graphen kreuzt
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eine Kante des Inselgraphen. Man sagt dann, dass man von einem Graphen
zu seinem dualen Graphen tibergeht. Dieses Dualitcitsprinzip wird in Bewei-
sen im Rahmen der Graphentheorie hiufig verwendet. Die beiden Graphen in
Abbildung 17 sind allerdings nicht dual zueinander, da wir dem Auferen der
Insel, das ja auch eine Fliche darstellt, keine Ecke zugeordnet haben. Das ist
zwar fiir die Uberlegungen im Beweis nicht wesentlich, wir wollen den
Begriff des dualen Graphen aber dennoch genau definieren.

Definition 11:  dualer Graph

Sei G(E,K) ein zusammenhéngender planarer Graph ohne
Schlingen, bei dem jede Kante Rand von zwei verschiede-
nen Fldchen ist. Den dualen Graphen G*(E*,K*) zu G
erhélt man nach der folgenden Vorschrift:

1. Jeder Fliche von G wird genau ein Punkt zugeordnet.
Diese Punkte bilden die Ecken von G*.

2. Zwei dieser Ecken werden genau dann durch eine
Kante verbunden, wenn die entsprechenden Flichen
eine gemeinsame Randkante haben. Dabei wird iiber
jede gemeinsame Randkante eine neue Kante gelegt.

3. Die neuen Kanten schneiden die ihnen zugeordneten
Kanten von G in genau einem Punkt, die tibrigen Kan-
ten nicht.

4. Der Graph G* ist planar.

Wir haben schon tiberlegt, dass man durch die Bildungsvorschriften 1. bis 3.
immer zu einem planaren Graphen gelangen kann. Vorschrift 4 sagt also nur,
dass wir immer diese {iberkreuzungsfreie Darstellung meinen, wenn wir von
einem dualen Graphen sprechen. Bis auf Isomorphie ist G* eindeutig be-
stimmt. Wir kénnen also von dem dualen Graphen sprechen.

Beispiele:
(Durchgezogener und gestrichelter Graph sind jeweils zueinander dual.)
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Zwischen den Ecken-, Kanten- und Fldchenzahlen bei dualen Graphen beste-
hen einfache Zusammenhinge:

- Der Graph G besitze e Ecken, k Kanten und f Flachen, der duale Graph
G* besitze e* Ecken, k* Kanten und f* Flichen.

- Da nach Definition 11 jeder Fliche von G genau eine Ecke von G*
zugeordnet wird, gilt e* = f.

- Da nach Definition 11 jede Kante von G* genau eine Kante von G
einmal schneidet, gilt k* = k.

- Da sowohl G als auch G* planare, zusammenhéngende Graphen sind,

gilt fiir beide die Eulersche Formel, also gilt: e—k+f=2 (1)
und e*—k¥+f*=2 )
- Wir ersetzen in der zweiten Gleichung ¢* durch f und k* durch k und
erhalten: f-k+f*=2
- Setzen wir diese Gleichung mit Gleichung (1) gleich, so folgt
f—k+f* =e—k+f
= f* =¢e

Wir kommen nun auf die Frage zuriick, wie viele Farben man braucht, um
eine Landkarte in der Ebene so zu farben, dass Lénder mit gemeinsamer
Grenze verschiedene Farben erhalten. Die Frage ist identisch mit der nach
der Anzahl von Farben fiir Landkarten auf der Kugeloberflache. Stellen Sie
sich vor, sie stechen in die Kugel ein Loch mitten in ein Land, greifen in
dieses Loch und plitten die Kugel in die Ebene. Das (unbegrenzte) AuBere
eines ebenen Graphen entspricht dabei dem Land auf der Kugel, in das Sie
das Loch gestochen haben, und muss natiirlich auch eingeférbt werden. Die
entstehenden Landkarten konnen dann etwa wie folgt aussehen:

= &I—:l

Wir haben beim Erbteilungsproblem schon eine Karte gefunden, zu deren
Farbung vier Farben benétigt wurden. Lange Zeit waren die Mathematiker
nur in der Lage zu beweisen, dass man in der Ebene mit fiinf Farben aus-
kommt. Faktisch hat man aber nie Karten gefunden, bei denen auch wirklich
fiinf Farben nétig waren, vier Farben reichten immer. Seit 1976 ist allerdings
bewiesen:




1.6 Erbteilungs- und Féarbungsprobleme 39

Satz 10: Vierfarbensatz

Jede Landkarte in der Ebene ldsst sich mit hochstens vier
Farben zulissig firben'.

Wir kénnen den Beweis hier nicht fithren, auch da es sich um einen Beweis
handelt, der mit Hilfe eines Computers gefithrt wurde. Wir beweisen hier
andere Sitze liber spezielle Landkarten.

Satz 11: Entsteht eine Landkarte durch das Zeichnen von n Geraden
(n € N), so kann sie mit zwei Farben zuldssig geférbt
werden.

Beweis: durch vollstandige Induktion (iiber n)

1. Induktionsanfang

- Die Behauptung gilt fiir n = 1, also fiir eine
gezeichnete Gerade:
Eine Gerade zerlegt die Landkarte in zwei
Gebiete G| und G,. Wir fiarben G; mit Farbe 1
und G, mit Farbe 2.
Fiir n = 1 ist unsere Behauptung also bewiesen.

1I. Induktionsschritt

Zu zeigen: Wenn sich eine Landkarte aus n Geraden zulédssig farben
lasst, dann ldsst sich auch eine Landkarte aus (n + 1) Gera-
den zuléssig firben.

Sei unsere Behauptung also fiir n Geraden richtig: Eine Landkarte mit n Ge-
raden ldsst sich mit zwei Farben zulissig farben. (Induktionsvoraussetzung)

- Wir betrachten eine Landkarte, die aus n Gera- ; v

den besteht. Nach Induktionsvoraussetzung
lasst sich diese Landkarte zuldssig mit zwei
Farben firben. A

B Als zulissig gefirbt wollen wir eine Landkarte dann bezeichnen, wenn
zwei benachbarte Gebiete, die mehr als nur einen einzelnen Grenzpunkt
(Ecke) gemeinsam haben, stets verschiedene Farben zugeordnet bekom-
men.
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- Fugen wir in diese Landkarte eine (n + 1)te Gerade ein, so werden
einige Lander der urspriinglichen Landkarte geteilt und die Farbung der
Karte ist in diesen Gebieten zunéchst nicht mehr zuldssig (Abb. 18).

- Auf einer Seite der
neuen Geraden lassen

wir die Firbung beste- ; >
hen. Auf der anderen

Seite dieser Geraden ‘r
vertauschen wir die “

Farben, was an der
Zuldssigkeit nichts &n-  Abb. 18
dert.

- Dadurch erreichen wir, dass die geteilten Lénder verschiedene Farben
bekommen und wir erhalten wieder eine zuldssig gefirbte Landkarte.

Also lasst sich auch eine aus (n + 1) Geraden gezeichnete Landkarte

o

zuldssig mit zwei Farben farben.

Satz 11 gilt ebenso, wenn

wir statt Geraden Kreisbo- @
gen oder gewisse andere

Kurven als Grenzen neh-

men.

Innerhalb des neuen Kreises Abb. 19

wurden lediglich die Farben
?ﬁ

vertauscht.
Abb. 20

Wie das folgende Beispiel
zeigt, gilt ein ,,Zweifarben-
satz“ im Allgemeinen nicht
bei (teilweise) geradlinig
begrenzten Flachen. Im
linken Teil von Abbildung
20 reichen zwei Farben, da
sich die Rechtecke jeweils nicht oder echt iiberschneiden. Fiigt man aber ein
weiteres Rechteck so ein, dass ein anderes Rechteck wie rechts in Abbildung
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20 beriihrt wird, dann ist eine dritte Farbe nétig, und Sie konnen selbst tiber-
legen, wie ein weiteres Rechteck einzufligen ist, so dass auch noch eine
vierte Farbe gebraucht wird.

Analysiert man in den Abbildungen 18 bis 20 jeweils die linke Landkarte, so
zeigt sich, dass alle Ecken gerade Ordnung haben. Das Einfiigen einer neuen
Geraden in Abbildung 18 &dndert daran nichts. Schneidet die neue Gerade
eine alte Grenze, dann entsteht eine neue Ecke der Ordnung 4. Verlduft die
neue Gerade durch eine bereits vorhandene Ecke, so erhoht sie deren Ord-
nung um 2. Dasselbe gilt fiir den Einbau eines weiteren Kreises in Abbildung
19. Schnittpunkte und Beriihrpunkte liefern neue Ecken der Ordnung 4, geht
der neue Kreis durch eine schon vorhandene Ecke, so erhoht sich deren Ord-
nung um 2. Anders verhélt es sich mit dem neuen Rechteck in Abbildung 20.
Eine Seite fillt auf eine schon vorhandene Rechteckseite, es entstechen zwei
neue Ecken der Ordnung 3. Tatséchlich gilt der folgende Satz:

Satz 12: Verallgemeinerung des Zweifarbensatzes
Eine ebene Landkarte ist genau dann mit zwei Farben

zuldssig farbbar, wenn in dem erzeugenden Graphen alle
Eckenordnungen gerade sind.

Beweis:

= indirekt

Voraussetzung: Die Landkarte ist zuldssig mit zwei Farben farbbar.

Annahme: Der erzeugende Graph besitzt (wenigstens) eine Ecke E mit

ungerader Ordnung n, wobei n> 3. "

- In Ecke E stoBBen dann n Kanten zusammen,
die n Teile von Léndern voneinander trennen.

- Wir nummerieren diese Lander der Reihe
nach von 1 bis n durch.

- Danach firben wir diese Lédnder derart, dass
alle Lander mit ungerader Nummer schwarze
und alle Linder mit gerader Nummer weille
Farbe erhalten.

' Bei ebenen Landkarten begrenzt jede Kante genau zwei Flichen, dies
haben wir zu Beginn des Kapitels verabredet. Ecken mit Ordnung 1 kann
es demnach nicht geben.
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Da das schwarz gefiarbte Land Nummer n (n ungerade) aber wieder an
das ebenfalls schwarz gefirbte Land Nummer 1 angrenzt, ist die Karte
mit zwei Farben nicht zuldssig farbbar.

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, die zuldssige Farbbarkeit
garantiert.
Die Annahme fiihrt also zu einem Widerspruch und ist daher zu ver-

neinen: Der erzeugende besitzt keine Ecke mit ungerader Ordnung n;
im erzeugenden Graphen sind also alle Eckenordnungen gerade.

Voraussetzung: Alle Ecken des erzeugenden Graphen haben gerade Ord-

nung.

Zu zeigen: Die ebene Landkarte ist mit zwei Farben zuldssig férbbar.

Wir betrachten zunichst nur zusammenhéngende Graphen.

Wenn alle Ecken unseres Graphen gerade Ordnung haben, dann ist der
Graph nach Satz 8 geschlossen unikursal, d. h. es gibt einen geschlos-
senen Eulerschen Weg.

Wir erinnern uns an die Herleitung dieses Zusammenhangs in Fall (1)
des Beweises von Satz 8: Danach entsteht der Eulersche Weg durch
Vereinigen von endlich vielen geschlossenen Wegen, wobei jeder die-
ser geschlossenen Wege ggf. wiederum durch Vereinigung von endlich
vielen geschlossenen Wegen entsteht.

Da alle Eckenordnungen gerade
sind, kommen wir so schlieflich zu
einfachsten geschlossenen Wegen —
wir nennen sie einfache Kreise — die
zueinander kantendisjunkt sind und
in denen alle Ecken die Ordnung 2
haben.

Die Darstellung in Abbildung 21
zeigt zwei Moglichkeiten der Auf-
teilung in paarweise kantendisjunkte
einfache Kreise.

Wir fithren den Beweis nun durch vollstindige Induktion {iber der Anzahl n
der einfachen Kreise, aus denen der Graph hochstens besteht.
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1. Induktionsanfang

Zu zeigen: Besteht der Graph aus einem einfachen Kreis, dann ist die
Landkarte zuldssig mit zwei Farben férbbar.

- Der Graph bestehe also nur aus einem einfachen Kreis.

- Wir firben das Innere des Kreises schwarz, das AuBere weil und kom-
men also mit zwei Farben aus.

1I. Induktionsschritt

Zu zeigen: Wenn sich die von einem derartigen Graphen aus hochstens
n einfachen Kreisen erzeugte Landkarte mit zwei Farben
zuldssig farben lasst,
dann ldsst sich auch jede von einem derartigen Graphen aus
(n + 1) einfachen Kreisen erzeugte Landkarte mit zwei
Farben zuldssig farben.

- Sei also G ein aus der Vereinigung 2

von (n + 1) einfachen, paarweise
kantendisjunkten Kreisen bestehen- v v
der Graph.

- Wir 1oschen nun in G die Kanten )
eines der Kreise samt der dadurch

eventuell entstehenden isolierten
Ecken.

- Der so entstandene Teilgraph ist die Vereinigung
von n einfachen Kreisen und ldsst sich nach ¢
Induktionsvoraussetzung mit zwei Farben zuldssig
farben. Wir farben ihn also zuldssig.

- Wir fiigen nun den geldschten Kreis wieder ein.

- Innerhalb und auferhalb dieses Kreises haben wir
jeweils eine zuldssige Farbung mit zwei Farben, ins-
gesamt ist die Farbung aber nicht zuldssig.
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- Wenn wir nun die Farben im Inneren des (n + 1)ten
Kreises vertauschen, dann entsteht wieder eine
zulédssig gefirbte Landkarte, was zu zeigen war. v

Wir sind zunéchst von zusammenhingenden Graphen ausgegangen.

- Ist der Graph nicht zusammenhingend, dann gibt es im AuBeren oder
ganz im Inneren einer Flache weitere Graphen, fiir die das oben Gesagte
ebenso zutrifft.

- Jeder Teilgraph fiir sich ist also mit
zwei Farben zuldssig farbbar. Wir
miissen bei der Farbung nur aufpas-
sen, dass das gemeinsame Aufere al- O v
ler Graphenteile dieselbe Farbe erhalt
bzw. Inseln im Inneren eines Landes y
entsprechend gefarbt werden. Dies er- I:I

reichen wir in jedem Fall durch geeig-
netes Umférben eines Teilgraphen.

Zum Schluss dieses Abschnitts sei [hnen (ohne Beweis) mitgeteilt, dass man
auf dem Mobiusband sechs Farben braucht, um jede Landkarte zuldssig zu
farben und fiir Landkarten auf dem Torus sind es sogar sieben Farben.

Unten sehen Sie jeweils eine Beispiel-Landkarte, fiir die man die Maximal-
zahl von Farben tatsdchlich braucht. Beachten Sie dabei, dass das Mobius-
band nur eine Seite hat. Man denke sich die Farbung deshalb beidseitig ange-
bracht, oder realisieren Sie diese Landkarte mit Hilfe eines OHP-Folienstrei-
fens.

Mobiusband
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Ubung:

Torus 6\

2)

3)

4)

5)

9 °

Zeichnen Sie jeweils
den dualen Graphen.

Férben Sie die Landkarten mit méglichst wenigen Farben.

Zeichnen Sie in der Ebene eine Landkarte mit 8 Lindern, zu
deren Farbung genau drei Farben gebraucht werden.

Wie viele Farben brauchen Sie, um die folgende Karte auf
dem Torus zuldssig zu farben?

—

Auf dem Torus lassen sich der vollstindige Graph Vs und der
GEW-Graph fiir drei Hauser kreuzungsfrei zeichnen. Geben
Sie jeweils eine Losung an.
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2 Polyeder

2.1 Einstiegsproblem

Wir beginnen das zweite Kapitel mit einer Faltarbeit (nach Mitchell 1997, S.
36f). Dazu benotigen wir 12 Blatter des DIN-Formates A, z.B. A 4.

1. _ 2. 3.

<

Blattmitte markieren

4 5
jetzt Schritte 3 und 4 mit
allen Ecken durchfiihren
7 8. 9
N 7 ‘
. . | |
Faltung 6ffnen
10. 1.

S
.
-
-

ab Schritt 11 entstehen keine neuen Faltlinien mehr

S. Miiller-Philipp, H.-J. Gorski, Leitfaden Geometrie,
DOI 10.1007/978-3-8348-8616-3_2,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2012
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14. 15.

diese Lasche rausziehen
und Uber die Faltung legen

17. 18.
alle Faltkanten kraftig nachziehen 12 dieser Module herstellen

Aus 12 dieser Module, die nichts anderes
sind als Rauten mit anhidngenden Laschen
und seitlichen Taschen, ldsst sich ein
Korper  zusammenstecken, den  die
Mathematiker Rhombendodekaeder nennen
(s. Abbildung 22a und 22b)."

Die Rauten, die die Seitenflichen des Kor-
pers bilden, zeichnen sich dadurch aus, dass
ihre Diagonalenldngen sich zueinander ver-

halten wie 1:\/5 . Deshalb lassen sie sich in
der beschriecbenen Weise aus unserem DIN-
A-Papier falten, denn bei diesem verhalten
sich die Seitenlidngen wie 1:4/2 . Uberlegen

Sie selbst, was die Rautendiagonalen mit den
Rechtecksseiten zu tun haben.

Ihre Vorstellung von diesem Korper entwickelt sich optimal, wenn Sie
zunichst tatsdchlich falten, das Faltprodukt mit dem Anhénger aus nicht
geschliffenem Rohgranat in Abbildung 22b vergleichen und den Korper
dann in Abbildung 22a wiedererkennen.
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Das Rhombendodekaeder gehort zu den halbregu-
ldren Polyedern (s. Kapitel 2.3) und besitzt einige
interessante Eigenschaften. Man kann mit ihm z.B.
den Raum liickenlos ausfiillen, wie wir im Folgenden
begriinden wollen.

Man erhilt ein Rhombendodekaeder auch auf diesem
Weg: Einem Wiirfel werden gerade quadratische
Pyramiden aufgesetzt, deren Hohe halb so lang ist wie  Abb. 22b
eine Wiirfelkante. In Abbildung 23 wurden zwei der
Wiirfelseiten solche Pyramiden aufgesetzt.

b d

2 b /
d2 E dl

Abb. 23 Abb. 24

SR ¥=N

Durch diese Wahl der Hohe erreicht man, dass sich zwei aneinanderstof3ende
dreieckige Pyramidenseiten zu einer ebenen Raute ergidnzen, wie man im
Aufriss (Abbildung 24) gut erkennen kann.

Wie verhalten sich nun die Langen der Rautendiagonalen d; und d, zuein-
ander?

Die kiirzere Rautendiagonale d, ist gleich der Wiirfelkante b, also d, = b. Die
Liange der langeren Rautendiagonale d; entspricht der der Diagonalen d einer
der quadratischen Seitenflachen des Wiirfels, wie man im Aufriss sieht. Nach
dem Satz des Pythagoras gilt:

B +bi=d? = d>=2b" = d,=bV2 = d,=d,V2 = d,:d, =2 :1

Es ergibt sich also das uns schon bekannte Verhiltnis zwischen den Rauten-
diagonalen.
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Wie verhalten sich die Rautenseitenlédngen a und die Wiirfelkantenlédngen b
zueinander?

Wir konnen auch eine Beziehung zwischen Wiirfelkantenldnge b und Rau-
tenseitenldnge a aufstellen:

Rautenseite, Pyramidenhohe und b d
halbe Quadratdiagonale bilden 2
ein rechtwinkliges Dreieck. In

diesem Dreieck wenden wir er-
neut den Satz des Pythagoras an:

2 2
b d 2
—| +|=| =a 1
SRR
Wieder wenden wir den Satz des Pythagoras an, diesmal auf einer Wiirfel-

fliache:
B +bi=d = 2b°=d> = J2b=d 2)

Diese Beziehung zwischen d und b setzen wir in (1) ein:

2 2 2 2
SURCREEE

2

= %bzza2 = bzzga2 = b=—7a.

Doch kommen wir zuriick zu der Moglichkeit, mit
Rhombendodekaedern den Raum liickenlos zu
parkettieren. Die sechs aufgesetzten Pyramiden
entsprechen genau dem Wiirfel. Es sind dieselben
sechs Pyramiden, die entstehen, wenn man den
Wiirfel entlang seiner Raumdiagonalen zerlegt (s.
Abbildung 25).

Auch diese Pyramiden haben jeweils eine Wiirfel- Abb. 25
seite als Grundfliche, die Hohe dieser sechs

Pyramiden betragt ebenfallsg .
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Mit Wiirfeln kann man den Raum liickenlos parkettieren. Wir stellen uns vor,
der Raum wiére mit schwarzen und weiflen Wiirfeln wie in einem raumlichen
Schachbrett ausgefiillt. Jeden weilen Wirfel zerlegen wir in sechs
Pyramiden und kleben diese Pyramiden an die benachbarten schwarzen
Wiirfel an. Die weilen Wiirfel sind dann verschwunden, aus den schwarzen
Wiirfeln sind Rhombendodekaeder geworden. Da wir nichts weggenommen
und nichts hinzugefiigt haben, haben wir nach wie vor eine liickenlose Par-
kettierung des Raumes.

Ubung: 1) Konstruieren Sie das Netz eines Rhombendodekaeders mit
der Kantenldnge 6 cm und basteln Sie ihn aus Zeichenkarton.
(Technische Hinweise: Zeichenkarton wiegt 250 g/m’.
Knickkanten ritzen Sie vorher auf der Innenseite mit einem
stumpfen Messer an. Haltbares und sauberes Zusammenkle-
ben gelingt, wenn Sie die Klebelaschen mit doppelseitigem
Klebeband versehen.)

2) Entwickeln Sie allgemeine Formeln zur Berechnung des Vo-
lumens und des Oberflicheninhalts eines Rhombendodeka-
eders mit der Kantenlénge a.

2.2 Die platonischen Korper

Topologisch gesehen besteht kein Unterschied zwischen einem Wiirfel,
einem beliebigen Quader oder einem Spat’. Plittet man sie in die Ebene, so
entstehen jeweils isomorphe Graphen. In der Topologie spielen Mafle keine
Rolle. Die Lange oder Form der Kanten, Winkelmale u.4. interessieren nicht,
lediglich die Beziehungen zwischen den Ecken und Kanten sind wichtig, und
darin unterscheiden sich die genannten Korper nicht.

Wir nehmen in diesem Kapitel metrische Eigenschaften zu den topologischen
hinzu und sondern aus Klassen topologisch dquivalenter Polyeder (grie-
chisch: Vielflach) spezielle Polyeder aus.

> Ein Spat ist ein schiefes Prisma mit parallelogrammformiger Grundfli-

che. Beim Spat sind alle Gegenfldchen zueinander kongruent. Wiirfel und
Quader sind Sonderformen des Spats.
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Polyeder sind Korper, die von Polygonen, also von Vielecken wie Dreiecken,
Vierecken, Fiinfecken usw. begrenzt sind.

Polyeder heilien konvex, wenn zu je zwei Punkten aus dem Innern des Poly-
eders auch die Verbindungsstrecke zwischen diesen beiden Punkten ganz im
Innern des Polyeders verlauft.

Zwei Polyeder, die aus denselben Vielecken aufgebaut sind, miissen nicht

kongruent sein, wie das folgende Beispiel zweier Polyeder aus fiinf Quadra-
ten und vier gleichschenkligen Dreiecken zeigt:

Abb. 26 konvexes Polyeder nicht konvexes Polyeder

Definition 1:  reguléres Polyeder

Ein konvexes Polyeder heiflt reguldr, wenn alle Fliachen
zueinander kongruente, regelméBige Vielecke sind und in
jeder Ecke gleich viele Vielecke zusammenstof3en.

Das bekannteste Beispiel fiir ein reguldres Polyeder ist der Wiirfel. Seine
Flachen sind kongruente Quadrate, von denen jeweils drei in einer Ecke
zusammentreffen. In jeder Ecke treffen auch gleich viele Kanten zusammen,
was allgemein fiir jedes reguldre Polyeder gilt.

Nach dem im ersten Abschnitt des letzten Kapitels beschriebenen Verfahren
kann man jedes konvexe Polyeder in die Ebene plitten. Man erhélt dann
einen zusammenhingenden planaren Graphen, fiir den die Eulersche Formel
gilt. Damit gilt diese Beziehung fiir die Anzahlen der Ecken, Kanten und
Flachen auch fiir konvexe Polyeder.

Satz 1: Eulerscher Polyedersatz

Fiir ein konvexes Polyeder mit e Ecken, k Kanten und f
Flachen gilt: e —k + f=2.
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Machen Sie sich am Beispiel eines Quaders,
durch den ein quaderformiges Loch gebohrt
wurde (Abbildung 27), klar, dass Satz 11 fur
nicht konvexe Polyeder im Allgemeinen falsch
ist. In diesem Beispiel gilt e == 16 und k = 32.

Wir haben im ersten Kapitel schon die fiinf platonischen Korper betrachtet
und uns von der Richtigkeit des Eulerschen Polyedersatzes bei diesen Kor-
pern liberzeugt. Wir wollen nun der folgenden Frage nachgehen:

Gibt es auler den fiinf platonischen Kérpern noch weitere regulédre Polyeder?

Wir vereinbaren:

- Ein Polyeder sei von regelméafBigen n-Ecken begrenzt, n > 3,

- Injeder Ecke des Polyeders stolen m Flichen zusammen, m > 3.

- Das Polyeder habe e Ecken, k Kanten und f Fléchen.

Dann gilt:

- Das Polyeder besteht aus f Flachen. Jede Fldche ist ein n-Eck, hat also n

Kanten. Wir kommen also auf f - n Kanten, haben dabei aber jede Kante
bei zwei Flachen gezihlt. Also gilt: f-n=2-k

- Das Polyeder hat e Ecken. In jeder Ecke stolen m Kanten (von m Fla-
chen) zusammen. Wir kommen also auf e - m Kanten, haben dabei aber

jede Kante bei zwei Ecken gezihlt. Also gilt: e-m=2-k
- Wir l6sen diese beiden Gleichungen nach f bzw. e auf:
f-n=2-k@f=ﬁ; e-m=2-k®e=§
n m

- Diese Ausdriicke setzen wir in die Eulersche Polyederformel ein:

ﬁ,k.fz;:z

m n
Di—l+l=l /:2-k

m 2 n k

1 1 1 1 1
= —+ — = — + — /+ =

m n 2 k 2



2.2 Die platonischen Korper 53

= + > / weil fur die Kantenzahl k gilt: k>0

1,11
m n 2

Wir untersuchen nun, welche Werte fiir m und n in Frage kommen, so dass
die obige Ungleichung erfiillt ist.

1 1 1
m,n e . > 7 ? reguléres Polyeder
1.1 2 1
m=3,n=3 5"'5_3 >5 Tetraeder
1,1 7 1 .
m=3,n=4 —t—=—=>— Hexaeder (Wiirfel)
3 4 12 2
m=3,n=35 l+l=§>l Dodekaeder
3 5 15 2
m=3,n>6 .1 < 1 _
3 n 2
1, 1_7.1
m=4,n=3 4 3 12732 Oktaeder
1 1 1
m=4,n>4 -+ —< — _
4 n 2
I, 1 8 1
m=5,n=3 g+§*E>5 Ikosaeder
1 1 1
m=5n2>4 - t+t—=<— -
5 n 2
1 1 1
- <=
m=6,n>3 m n 2 -
Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:
Satz 2: Es gibt genau fiinf reguldre Polyeder. Dies sind das Tetra-
eder, das Hexaeder, das Oktaeder, das Dodekaeder und das

Ikosaeder.

Die fiinf platonischen® Kérper sind also definitiv die einzigen reguliren Poly-
eder, auch wenn wohlwollend geneigte Betrachter mehr als fiinf perfekte
Kérper in der folgenden Abbildung erkennen mogen.

3 Platon, um 429 — 348 v. Chr., griechischer Philosoph und Mathematiker
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,,Die finf platonischen Kérper” von E. Neumann im Bagnopark Steinfurt

Die platonischen Koérper waren schon den Griechen bekannt. IThre Namen
gehen auf griechische Zahlworter zuriick, die eine Beziehung zu den Anzah-
len ihrer Fldchen herstellen.

Platon hat im Dialog ,,Timaios* ein Modell des Kosmos entworfen. Darin
ordnet er dem ,,Element® Feuer das Tetraeder zu, der Erde den Wiirfel, der
Luft das Oktaeder und dem Wasser das Ikosaeder. Das Dodekaeder deutet er
als Weltall, das alles andere umfasst.

Ein weiterer, allerdings sehr viel spéterer Entwurf eines Weltmodells auf der
Basis der platonischen Korper geht auf Kepler® zuriick. Aus seiner 1596 ver-
offentlichten Schrift ,,Mysterium cosmographicum® stammt die Abbildung
unten, bei der einer Kugel ein Wiirfel einbeschrieben ist, so dass die Ecken
des Wiirfels die Kugel beriihren. In diesem Wiirfel steckt eine Kugel, die die
Seitenfldchen des Wiirfels beriihrt. In dieser Kugel stecken nacheinander ein
Tetraeder, wieder eine Kugel, ein Dodekaeder, schon wieder eine Kugel, ein
Ikosaeder, noch eine Kugel, ein Oktaeder und eine sechste Kugel. Die
Radien dieser Kugeln sollten (von auflen nach innen) die Bahnradien der

4 Johannes Kepler, 1571 — 1630, deutscher Mathematiker und Astronom
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A s ST
Ha, piio Fxm:.momm

damals bekannten sechs Planeten
Saturn, Jupiter, Mars, Erde, Venus
und Merkur sein.

Die auferordentlich exakten Him-
melsbeobachtungen des kaiserli-
chen Astronoms Tycho Brahe, der
Kepler ein Jahr vor seinem Tod
1601 zu seinem Gehilfen an den
Hof nach Prag rief, machten die
Diskrepanzen zwischen Modell und
Beobachtung schnell deutlich und
veranlassten Kepler, sein Modell zu
verwerfen.

Abb.: Entwurf eines Weltmodells
nach Kepler

aus: http://zebu.uoregon.edu/~js/ast121/images/kepler_spheres.gif

In der Natur finden sich mehr oder
weniger genaue Konkretisierungen
der platonischen Korper. Radiola-
rien (Strahlentierchen) sind mikro-
skopisch kleine Organismen, bei
denen Skelette auch in Form von
Oktaeder, Ikosaeder und Dode-
kaeder vorkommen. Die Abbildung
links zeigt ein solches Strahlentier,
gezeichnet vom Zoologen und Na-
turphilosoph Ernst Haeckel (1834 —
1919).

Abb.: Das Skelett der Radiolarie
circogonia icosahedra, gezeichnet
von Haeckel

aus: http://caliban.mpiz-koeln.mpg.de/~stueber/haeckel/kunstformen/Tafel_001.html

Minerale bilden Kristalle in Form von platonischen Korpern. Wiirfel findet
man z.B. bei Kochsalz, Pyrit und Bleiglanz. Fluorit und Alaun bilden Okta-
ederkristalle, Pyrit kristallisiert auch zu Dodekaedern und Tkosaedern.



56

2 Polyeder

Coccosphire der Alge Braarudosphaera

bigelowi®

Ebenfalls faszinierend ist die folgende
Beziehung zwischen den platonischen
Korpern: Verbindet man bei einem
Wiirfel die Mittelpunkte benachbarter
Fldchen, so entsteht ein Oktaeder;
verbindet man bei einem Oktaeder die
Mittelpunkte benachbarter Flachen, so
entsteht ein Wiirfel (s. Abbildung 28).
Man sagt, Oktaeder und Wiirfel sind
dual zueinander (vgl. duale Graphen).
Dieselbe Beziehung besteht zwischen
Dodekaeder und Ikosaeder. Das Tetra-
eder ist zu sich selbst dual, denn wenn
man die Mittelpunkte der Seiten eines
Tetraeders verbindet, so entsteht wie-
der ein Tetraeder. Versuchen Sie’s
doch mal.

Fluoritkristall’

Abb. 28

Kristall aus: http://www.peaktopeak.com/minerals/gallery/gallery.htm

6

Alge aus: http://lwww-ocean.tamu.edu/Quarterdeck/QD5.2/b.bigelowi.html
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2.3  Halbregulire Polyeder

Die strengen Anforderungen, die wir in Definition 1 an regulire Polyeder
gestellt haben, lassen sich in zwei Richtungen abschwichen:

Entweder verzichten wir darauf, dass alle Seitenflichen eines konvexen
Polyeders kongruent zueinander sind, lassen z.B. zwei Arten von regel-
mafigen n-Ecken zu, etwa Quadrate und gleichseitige Dreiecke, verlangen
aber weiterhin, dass in jeder Ecke in gleicher Weise gleich viele Vielecke
gleicher Art zusammenstoBen’, oder wir verzichten darauf, dass in jeder
Polyederecke gleich viele Flichen zusammenkommen, fordern aber, dass alle
Seitenfldchen zueinander kongruent sind.

Konvexe Polyeder, bei denen alle Ecken in der oben beschriebenen Art
gleich sind oder bei denen alle Seitenflichen kongruent zueinander sind,
heillen halbregulciire Polyeder.

Mindestens ein halbreguldres Polyeder kennen Sie sicher aus Ihrer Umwelt.
Der Europa-Fuf3ball wird aus regelméBigen Fiinf- und Sechsecken geniht,
wobei in jeder Ecke zwei Sechsecke und ein Fiinfeck zusammenstof3en. Das
Rhombendodekaeder, das Sie zu Anfang dieses Kapitels hergestellt haben,
tritt z.B. bei den Kristallen des Halbedelsteins Granat auf. Bei diesem Korper
sind alle Seitenflichen kongruent, aber in sechs Ecken stofen vier Rauten
zusammen, in den tibrigen Ecken nur drei.

o L
Abb. 29  Europa-FufBiball Granat-Rhombendodekaeder®

Man spricht dann auch von kongruenten Eckenumgebungen.
Granat-Rhombendodekaeder aus: http://www.berthold-weber.de/abc.htm
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Definition 2:  archimedische und dual-archimedische Korper

Ein konvexes Polyeder, dessen Flichen verschiedene
regelméfige n-Ecke sind und dessen Eckenumgebungen
kongruent sind, heit archimedischer’ Korper.

Als dual-archimedische Korper bezeichnet man solche
konvexen Polyeder, bei denen alle Flichen und die zwi-
schen ihnen eingeschlossenen Winkel kongruent sind, nicht
aber alle Polyederecken.

Nach dieser Definition ist der Europa-Fufball ein archimedischer Korper und
das Rhombendodekaeder ein dual-archimedischer Korper.

Weitere Beispiele fiir archimedische Korper sind
Prismen iber regelmiBigen n-Ecken mit quadrati-
schen Seitenflidchen. Rechts sehen Sie ein archimedi-
sches Prisma tiber einem regelmédfigen Funfeck. Im
Fall n = 4 ergibt sich der Wiirfel.

Die archimedischen Antiprismen, bei denen Grund-

und Deckflache kongruente regelméaBige n-Ecke sind
und die Seitenfldchen gleichseitige Dreiecke, sind ;
ebenfalls archimedische Korper. Rechts sehen Sie ein
archimedisches Antiprisma tiber einem Quadrat. Fiir

n = 3, also wenn Grund- und Deckfliche
gleichseitige Dreiecke sind, entsteht das bekannte
Oktaeder.

Archimedische Korper ergeben sich ebenfalls, wenn man bei den platoni-
schen Korpern die Ecken so abschneidet, dass die Schnittflichen regel-
mifige n-Ecke ergeben und die restlichen Seitenflichen ebenfalls regel-
méBige n-Ecke bilden. Man spricht dann von abgestumpften Korpern.

abgestumpftes Tetracder abgestumpfter Wiirfel — abgestumpftes

% Archimedes von Syrakus, ca. 287-212 v. Chr., untersuchte als Erster die

halbreguldren Polyeder.
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Schleift man beim Wiirfel die Ecken noch weiter ab, bis schlie8lich die
dreieckigen Schnittflachen zusammenstofen, so erhdlt man das Kuboktaeder.

Abb. 30: vom Wiirfel zum Kuboktaeder

Wir tiberlegen:

Welcher Korper ergibt sich durch das Abstumpfen eines Ikosaeders?

Das Ikosaeder hat als Seitenflichen 20 gleichseitige
Dreiecke, von denen jeweils finf in einer Ecke zusam-
menstofen.

Wenn Sie eine solche Ecke wegschneiden, wir haben
das rechts fiir drei Ecken durchgefiihrt, so ergibt sich
als Schnittflache ein Fiinfeck. Blicken wir auf eine der
dreieckigen Seitenflichen. An jeder der drei Ecken
wird etwas abgeschnitten, also wird aus dem Dreieck
ein Sechseck.

Es ergibt sich also ein neuer Korper, der aus
regelmiBigen Fiinf- und Sechsecken besteht, unser
bekannter Fuf3ball. Wir koénnen jetzt leicht herausfin-
den, aus wie vielen Fiinf- und Sechsecken das
abgestumpfte Ikosaeder zusammengesetzt ist:

Die Sechsecke sind aus den Seitenflichen des Iko-
saeders entstanden, also miissen es 20 sein.

Die Fiinfecke sind aus den Ikosaederecken entstanden,
also miissen wir die Zahl der Ecken des Ikosaeders
ermitteln. 20 Dreiecke haben zusammen 60 Ecken. Da
aber in jeder Ikosaederecke fiinf Dreiecke aufeinander-
stolen, haben wir alle Ecken fiinffach gezdhlt und
miissen 60 noch durch 5 dividieren. Das Ikosaeder hat
also 12 Ecken, folglich hat der Fuflball 12 Fiinfecke.




60 2 Polyeder

Neben archimedischen Korpern, die aus zwei verschiedenen Typen von
regelmaBigen n-Ecken bestehen, gibt es auch solche aus dreierlei Formen.
Zwei Beispiele sehen Sie in Abbildung 31. Insgesamt gibt es 13 verschiedene
archimedische Korper und zwei Folgen von archimedischen Korpern,
namlich die o.g. Prismen und Antiprismen. Eine vollstdndige Liste, Abbil-
dungen und Netze finden Sie z.B. in Roman 1968.

Abb. 31 Kuboktaederstumpf Tkosidodekaederstumpf

Wegen der Dualitét gibt es auch 13 verschiedene dual-archimedische Korper
sowie zwei Folgen dual-archimedischer Korper, die Trapezoeder, auf die wir
hier nicht eingehen werden, und die Doppelpyramiden. Interessierte verwei-
sen wir auf Adam & Wyss 1984, wo man u.a. Bilder aller halbreguldren
Polyeder findet sowie Erlduterungen zu den Beziehungen zwischen archime-
dischen Korpern und ihren dualen Partnern.

Wie bei der Dualitit von Graphen und bei der der platonischen Korper
stimmt die Kantenzahl von archimedischem und dual-archimedischen Korper
iiberein, die Eckenanzahl entspricht der Fldchenanzahl des jeweils anderen.

Wir tibertragen das Verfahren des Verbindens
der Mittelpunkte benachbarter Seiten, das wir
uns bei der Dualitit der platonischen Korper
zunutze gemacht haben, auf ein archimedisches
Prisma tiber einem regelmdBigen Fiinfeck. Der
entstehende Korper ist eine Doppelpyramide aus
zwei an den Grundflichen zusammengesetzten
Pyramiden.

Wie man sieht, schlieBen die Dreiecke einer Pyramide untereinander einen
sehr viel grofleren Winkel ein als die aneinanderstofenden Seiten zweier
Pyramiden. So entsteht also keine dual-archimedische Doppelpyramide. Dies
dndert aber nichts an der Tatsache, dass archimedische Prismen als duale
Korper dual-archimedische Doppelpyramiden haben.
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Das Kuboktaeder haben Sie bereits als archimedischen Koérper kennen ge-
lernt (vgl. Abbildung 30). Bevor wir gleich iiberlegen, wie wohl der dual-
archimedische Korper zum Kuboktaeder aussieht, wollen wir auf zwei ver-
schiedenen Wegen ermitteln, wie viele Flichen welcher Art dieser Korper
hat.

Da wir wissen, wie das Kuboktaeder durch Abschlei-
fen eines Wiirfels entsteht (s. Abbildung 30) und uns
Flachen- und Eckenzahl eines Wiirfels bekannt sind,
konnen wir anschaulich argumentieren, dass aus den
8 Wiirfelecken 8 dreieckige Schnittflachen entstehen.
Von den 6 alten Wiirfelflichen bleiben 6 quadratische
Restflachen tibrig.

Man kann die Zahl der Flichen des Kuboktaeders aber auch mit dem Euler-
schen Polyedersatz ermitteln:

- Sei n die Anzahl der Quadrate und m die Anzahl der Dreiecke. Dann gilt:
f=n+m

- n Quadrate liefern 4n Ecken, m Dreiecke liefern 3m Ecken, das Kubokta-
eder hitte also 4n + 3m Ecken. Da in jeder Ecke aber 4 Flachen zusam-
mentreffen, haben wir die Ecken vierfach gezahlt.
Also gilt: e=(4n+3m) : 4

- n Quadrate liefern 4n Kanten, m Dreiecke liefern 3m Kanten, das Kubok-
taeder hitte demnach 4n + 3m Kanten. Da jede Kante aber zu zwei Fla-
chen gehort, haben wir die Kanten doppelt gezahlt.
Also gilt: k=(4n +3m) : 2

- Diese Gleichungen setzen wir in die Eulersche Formel e — k + =2 ein:

4n +3m B 4n +3m

+n+tm=2
4
= 4n+3m-8n—-6m+4n+4m=38§ /-4
= m=38 / zusammengefasst

- An jedes der 8 Dreiecke grenzen 3 Quadrate, also erhalten wir 24 Qua-
drate, wobei wir aber jedes vierfach gezihlt haben, da jedes Quadrat von
vier Dreiecken umgeben ist. Das Kuboktaeder hat also 6 quadratische
Seitenfldchen.

Dies ist das Verfahren der Wahl, wenn man die ,,Entstehungsgeschichte des
Korpers nicht kennt oder evtl. nur einen Netzausschnitt vorliegen hat.
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Wie sieht der duale Korper zum Kuboktaeder aus?

Geht man vom Kuboktaeder zum dualen Korper iiber, indem man jeweils die
Mittelpunkte benachbarter Flichen durch neue Kanten verbindet, so stellt
man zunéchst fest, dass die Flachen des neuen Korpers Vierecke sind. Da
jeweils ein Dreiecksmittelpunkt mit einem Quadratmittelpunkt verbunden
wird, sind die vier Kanten der neuen Seitenflichen wegen der Symmetrie des
Kuboktaeders gleich lang. Der duale Korper besteht also aus lauter Rauten.
In jedem der sechs Quadrate des Kuboktaeders stolen vier Rauten zusam-
men, die wir aber alle doppelt gezihlt haben, da jede Raute zu zwei Qua-
draten gehort. Der zum Kuboktaeder duale Korper besteht also aus 12 Rau-
ten. Es handelt sich um das Rhombendodekaeder (s. Abbildung 29).

Haben Sie es bemerkt? Das Ergebnis ist zwar

richtig, unsere Argumentation hat aber gleich

zu Anfang einen gravierenden Schwachpunkt.

Die vier benachbarten Seitenmittelpunkte

eines Kuboktaeders liegen nicht in einer

Ebene! Bei der Doppelpyramide im archime-

dischen Prisma trat dieses Problem nicht auf,

da dort jeweils drei Seitenmittelpunkte mit-

einander verbunden wurden und drei Punkte

immer in einer Ebene liegen. Aber auch da

war uns schon aufgefallen, dass diese Konstruktion nicht zu einer archime-
dischen Doppelpyramide fiihrte. Die Konstruktion funktioniert nur bei den
platonischen Koérpern. Bei der Konstruktion dual-archimedischer Korper
muss man anders vorgehen. Zum einen kann man an die Umkugel, die jeder
archimedischer Korper besitzt, durch die Ecken des archimedischen Kérpers
Tangentialebenen legen. Auf den Schnittgeraden zweier Ebenen durch be-
nachbarte Punkte liegen die Kanten des dual-archimedischen Korpers. Die
Schnittpunkte der Kanten, also die Ecken des dual-archimedischen Korpers
liegen senkrecht iiber den Mittelpunkten der Fliachen des archimedischen
Korpers. Zum anderen kann man verwenden, dass die Kanten des dual-archi-
medischen Korpers die Kanten des archimedischen Korpers mittig im rechten
Winkel kreuzen und dabei mit den tiberstrichenen Fldchen gleich grole Win-
kel einschlie3en.

Zum Schluss dieses Kapitels trainieren wir unser raumliches Vorstellungs-
vermogen weiter. Stellen Sie sich einen Wiirfel vor, in dem sein dualer Kor-
per, das Oktaeder, so drinsteckt, dass dessen Ecken die Mittelpunkte der
Wiirfelseiten beriihren. Jetzt lassen Sie das Oktaeder wachsen. Seine Ecken
durchstoflen die Wiirfelseiten, treten immer mehr hervor, solange bis die
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Oktaederkanten durch die Wiirfelkanten verlaufen (Abbildung 32). Diese
Durchdringung ergibt sich natiirlich ebenso, wenn sie einen ins Oktaeder
eingeschlossenen Wiirfel wachsen lassen.

<

Abb. 32

Abb. 33

Verbindet man die Spitzen dieses Durchdringungskérpers miteinander, so
entsteht ... genau, das Rhombendodekaeder (Abbildung 33).

Ubung: 1) Bestimmen Sie fiir die abgestumpften platonischen Koérper
jeweils die Anzahlen der Ecken, Kanten und Flachen.

2) Konstruieren Sie das Netz des abgestumpften Oktaeders mit
der Kantenlédnge 4 cm und basteln Sie ihn aus Zeichenkarton.
(Technische Hinweise s. Ubung 1 in Kapitel 2.1. Das Netz
passt auf einen Bogen des Formats DIN A3.)

3) Das Rhombenikosidodekaeder besteht aus regelméBigen
Drei-, Vier- und Fiinfecken, wobei in jeder Korperecke
Quadrat, Dreieck, Quadrat, Fiinfeck zusammenstoflen. Aus
wie vielen Flachen besteht dieser Korper?

4) Rechts sehen Sie einen Netzaus-
schnitt des Rhombenkuboktae-
ders. Dieser Korper besteht aus
gleichseitigen Dreiecken und
Quadraten, die Ordnung aller
Ecken ist 4. Bestimmen Sie die
Zahl der Dreiecke und Quadrate.
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3 Axiomatik

3.1 Zum Einstieg

Aus der Schule ist Thnen bekannt, dass
die Winkelsumme im Dreieck 180°
betrdgt. Falls Sie jemand fragt, warum
das so ist, werden Sie vielleicht ein Bild
wie das rechts zeichnen und erldutern,
dass Wechselwinkel an Parallelen gleich
grof sind und die drei Winkel o, 3 und y
sich zu einem gestreckten Winkel, also
zu 180° ergénzen.

Aber:
Konnten Sie auf Nachfrage beweisen, dass Wechselwinkel gleich grof3 sind?

Dies wire prinzipiell moglich, wir werden das spiter auch tun. Aber
spétestens bei der Nachfrage, wer uns denn garantiert, dass es durch den
Eckpunkt C des Dreiecks genau eine Parallele zur Geraden AB gibt, miissten
Sie passen. Das ldsst sich nicht beweisen.

Wir stolen an dieser Stelle zum ersten Mal auf eine Serzung oder ein soge-
nanntes Axiom. Unter einem Axiom wollen wir einen von Fachleuten festge-
legten konsensfahigen Grundsatz verstehen, der keines weiteren Beweises
bedarf. In unserer Geometrie legen wir einfach fest: Es soll so sein, dass es
durch einen Punkt auflerhalb einer Geraden genau eine Gerade gibt, die die
andere nicht schneidet.

Unsere Bemiihungen, geometrische Erfahrungen zu erkldren, zu begriinden,
Aussageketten aufzustellen wie ,,wenn das und das gilt, dann gilt auch jenes,
woraus dann wieder dieses folgt usw.“ ist in der Geschichte der Menschheit
ein noch relativ junges Phanomen. Schaut man sich die Mathematik der alten
Agypter oder der Babylonier an (jeweils etwa im Zeitraum von 3000 v. Chr.
bis etwa 200 n. Chr.), so findet man keine solchen Fragen nach dem warum.
Der Satz des Pythagoras war den Agyptern und Babyloniern bekannt. Bei den
regelmiBig auftretenden Uberschwemmungen durch den Nil bzw. Euphrat
und Tigris musste immer wieder das Land neu vermessen werden, und zur
Herstellung rechter Winkel wurde damals schon die Umkehrung des Satzes
von Pythagoras benutzt'. Aus praktischen Bediirfnissen heraus haben die

Wir verweisen hierzu auch auf Kapitel 6, Satz 20.

S. Miiller-Philipp, H.-J. Gorski, Leitfaden Geometrie,
DOI 10.1007/978-3-8348-8616-3_3,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2012
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Menschen solche GesetzméBigkeiten entdeckt und empirisch immer und
immer wieder bestitigt. Ein solches Vorgehen nennt man induktiv’. Induktiv
erhdlt man z.B. den Satz von der Winkelsumme im Dreieck durch das
moglichst genaue Ausmessen moglichst vieler verschiedenartiger Dreiecke.
Schiiler finden diesen Satz induktiv, wenn sie einer Vielzahl von
verschiedenen Papierdreiecken die drei Innenwinkel abschneiden und dann
feststellen, dass sich die ausgeschnittenen Teile stets zu einem gestreckten
Winkel zusammenlegen lassen.

Dieses induktive Vorgehen bringt allerdings zwei Probleme mit sich. Zum
einen ist es prinzipiell unméglich, alle Dreiecke auszumessen. Wie weit kann
man also den Satz von der Winkelsumme im Dreieck verallgemeinern? Gilt
er auch fiir mikroskopisch kleine oder riesengrofle Dreiecke? Das andere
Problem betriftt die Messgenauigkeit. Selbst bei noch so prazisen Messgera-
ten miissen wir immer einen Messfehler berticksichtigen. Vielleicht betragt
die Winkelsumme im Dreieck nicht 180°, sondern 179,999995°. Wer kann
das entscheiden?

Etwa 600 v. Chr. gaben die Griechen (Thales, Pythagoras, Euklid, Hippo-
krates u.v.a.) der Mathematik ein neues Gesicht. Zusitzlich zu dem ,,Was
ist?* fragten sie ,,Warum ist das so?*“. Das war die Geburtsstunde der exakten
Mathematik (iibrigens auch die Geburtsstunde des Berufswissenschaftler-
tums). Empirisch gefundene GesetzméBigkeiten versuchte man durch logi-
sche Schlisse zu begriinden. Das nennt man deduktives Vorgehen.

Am Anfang einer solchen Schlusskette (oder wenn man mit dem Satz von der
Winkelsumme anfangt und sich nach unten durchfragt am Ende einer Frage-
kette) stehen Aussagen, die man nicht beweisen kann. Es sind Kernsétze,
Festlegungen, Setzungen, Grundannahmen, die man Axiome nennt. Zeitler
(1972, 1973) vergleicht Axiome mit Spielregeln, z.B. des Schachspiels.
Bevor wir Schach spielen konnen, miissen wir alle Regeln genauestens ken-
nen. Wie werden die Figuren aufgestellt? Wie bewegen sie sich tiber das
Brett? Wie schlagen sie? Was heifit ,,patt“? Wann ist das Spiel beendet? usw.

Solche Spielregeln sind willkiirliche Festsetzungen, wir konnten die Schach-
regeln ja auch ganz anders formulieren und dann ein Spiel namens Schoch
spielen. Damit das Spiel aber sinnvoll gespielt werden kann, miissen die

2 Beim induktiven Arbeiten gewinnt man einen Satz, eine Regel, eine

Abstraktion aus der Betrachtung mehr oder weniger vieler Einzelfille.
Die frithe Physik oder die (Al-) Chemie sind Beispiele fiir induktiv
vorgehende Wissenschaften.
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Regeln einigen Bedingungen geniigen. Die wichtigste ist die, dass sich die
Regeln nicht widersprechen diirfen. Und die Regeln miissen vollstdndig sein,
d.h. jede moglicherweise irgendwann einmal auftretende Spielsituation muss
mit den Regeln entscheidbar sein’. AuBerdem sollte man nicht mehr Regeln
als notwendig aufstellen. Jede Regel, die man aus anderen herleiten konnte,
wollen wir uns sparen. An ein Axiomensystem stellen wir also die Forderung
nach Widerspruchsfreiheit, Vollstéindigkeit und Unabhdingigkeit.

Um tiberhaupt ein Axiom formulieren zu kénnen, braucht man Objekte, tiber
die man etwas aussagen will. Diese Grundelemente sind in der Geometrie
Punkte und Geraden. Unsere ersten Axiome (Kapitel 3.2) sagen etwas aus
iiber die Existenz von solchen Grundelementen und ihre wechselseitigen
Beziehungen. Was wir aus unseren Axiomen herleiten konnen, heifit Satz.
Und dann kennen Sie noch den Begriff der Definition. In einer Definition
wird eine neue Bezeichnung eingefiihrt fiir einen Sachverhalt, der auch ohne
diese Definition schon klar ist. Es geht also nur darum, durch einen neuen
Namen oder ein neues Zeichen etwas knapp zu beschreiben, das man sonst
langatmig erldutern miisste.

Euklid* war es, der die Bemiihungen der griechischen Mathematiker um eine
Axiomatisierung der Geometrie zu einem Abschluss brachte. In einem
13béndigen Werk mit dem Namen ,,Elemente* hat er das mathematische
Wissen seiner Zeit zusammengetragen. Es enthilt das erste Axiomensystem
unserer Geometrie, das tiber 2000 Jahre lang die Grundlage des Geometrie-
unterrichts in Schulen und Universititen darstellte. Euklid selbst nannte die
Axiome ,,Postulate”. Sie waren fiir ihn Formulierungen von Selbstverstind-
lichkeiten der Anschauung, wie z.B. ,,Durch zwei Punkte kann man stets eine
gerade Linie ziehen.” Die in dieser Aussage auftretenden Begriffe ,,Punkt
und ,,gerade Linie* hat Euklid definiert: ,,Ein Punkt ist, was keine Teile hat.
Eine Gerade ist eine Linie, die gleich liegt mit den Punkten auf ihr selbst.
(Meschkowski 1980, S. 87) Sie erkennen sicher selbst, dass solche Definitio-
nen die Sache nicht klarer machen, denn unbekannte Begriffe werden durch
nicht weniger unklare andere Begriffe erldutert. Zudem hat Euklid selbst
spiter auf diese Art der Definitionen nicht mehr zuriickgegriffen.

Vielleicht haben Sie auch Erfahrungen mit neuen Gesellschaftsspielen,
bei denen Sie im Laufe des Abends ad hoc eigene Spielregeln erfinden
mussten, weil Sie sich in eine Spielsituation hineingespielt haben, fiir die
die Spielentwickler keine Regel angegeben haben.

4 Eukleides von Alexandria, um 300 v. Chr., griechischer Mathematiker
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Die moderne Mathematik verzichtet von daher auf Definitionen solcher
Grundbegriffe. Noch in einem weiteren Punkt sind die Mathematiker in der
Geometrie tiber Euklid hinausgegangen. Euklid benutzte in seinen Beweisen
nicht nur die von ihm formulierten Axiome, sondern unbewusst Tatsachen,
die er der Anschauung entnahm, aber nicht als Axiom formulierte. In diesem
Sinne war Euklid’s Axiomensystem noch nicht das vollstindige System, das
der von ihm beschriebenen Geometrie tatsdchlich zugrunde liegt. Diese
Liicken fiillte erstmals der deutsche Mathematiker Pasch’. Aber auch fiir
Pasch waren die Axiome noch ,,aus der Anschauung herausgeschélte ,Grund-
sitze“ (Meschkowski 1980, S. 136).

Wenige Jahre spiter hat Hilbert® in seinem Buch ,,Grundlagen der Geome-
trie” (1899) dem Axiomensystem der euklidischen Geometrie die heute
gingige Form gegeben. IThm verdanken wir es, dass wir Axiome heute
einfach als Setzungen interpretieren, die nicht mehr an unsere Anschauung
gebunden sind. Auch die Grundbegriffe wie Punkte und Geraden werden von
ihrer anschaulichen Bedeutung abgekoppelt. Bei einem Gesprich in einem
Berliner Wartesaal sagte Hilbert: ,Man muss jederzeit an Stelle von
,Punkten, Geraden, Ebenen‘, ,Tische, Stiihle, Bierseidel‘ sagen koénnen.“
(nach Meschkowski 1980, S. 136).

Charakteristisch fiir Hilberts Axiomensystem ist der Aufbau aus mehreren
Axiomengruppen:

Axiome der Verkniipfung oder Inzidenz,
Axiome der Anordnung,

Axiome der Kongruenz,

Axiome der Parallelen,

Axiome der Stetigkeit.

Diese Ordnung ermdoglicht einen schrittweisen Aufbau der Geometrie, der
von sehr allgemeinen Aussagen wie den Sdtzen der Inzidenzgeometrie zu
inhaltlich reichhaltigeren Sétzen fortschreitet, z.B. zu den Kongruenzsétzen.
Jede neue Axiomengruppe ermoglicht es also, mit den vorangehenden zu-
sammen eine Reihe von neuen Sétzen herzuleiten. Dabei wird deutlich, wel-
che Sitze etwa zu ihrer Herleitung noch nicht das gesamte Axiomensystem
bendtigen. Bemerkenswert ist weiter, dass Hilbert das Parallelenaxiom erst

> Moritz Pasch, 8.11.1843 —20.9.1930

®  David Hilbert, 23.1.1862 — 14.2.1943, deutscher Mathematiker, vermut-
lich der letzte Mathematiker, der sich noch in allen Teilgebieten seiner
Wissenschaft auskannte.
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sehr spit einfithrt. Dadurch wird es moglich, vorher ein System geometri-
scher Sitze zu entwickeln, die sogenannte absolute Geometrie, die sowohl in
der euklidischen wie in der nicht-euklidischen Geometrie giiltig sind. Aus
didaktischen Griinden und da es uns nur um den axiomatischen Aufbau der
euklidischen Geometrie geht, werden wir allerdings das Parallelenaxiom sehr
friih einfiihren.

Dieses Parallelenaxiom hat die Mathematiker sehr lange vor groBe Ritsel
gestellt. Es war eine geniale Leistung Euklids, dass er es als Postulat, also als
eine nicht beweisbaren Grundannahme, formulierte. 2000 Jahre lang hatten
die Mathematiker den Verdacht, es miisse sich aus den iibrigen Axiomen
herleiten lassen. Viele haben vergebens versucht, es zu beweisen, z.B. der
ungarische Mathematiker Wolfgang von Bolyai. Auch dessen Sohn Johann
hatte sich dem Parallelenproblem verschrieben, trotz der folgenden
viterlichen Warnung:

,,Ich beschwore Dich bei Gott! lass die Parallelen in Frieden. Du sollst da-
vor denselben Abscheu haben wie vor einem liederlichen Umgang ... Es ist
unbegreiflich, dass diese unabwendbare Dunkelheit, diese ewige Sonnen-
finsternis, dieser Makel in der Geometrie zugelassen wurde, diese ewige
Wolke an der jungficulichen Wahrheit ...“ (Meschkowski 1980, S. 40). Mit
dem Makel meinte Bolyai die Unbeweisbarkeit des Parallelenaxioms.

Zum Gluck folgte der Sohn dem viterlichen Rat nicht. Er verfolgte stattdes-
sen den Gedanken, dass das Parallelenaxiom wirklich ein Axiom sei, es also
auch eine Geometrie geben konne, in der dieses Axiom nicht gilt. Etwa 1825
hatte er eine nicht-euklidische Geometrie in den Grundziigen entworfen. Sein
Vater riet ihm, die Ergebnisse moglichst bald zu veréffentlichen. Wieder
folgte der Sohn dem Rat seines Vaters nicht, diesmal zu seinem Nachteil,
denn 1826 veroffentlichte der russische Mathematiker Nicolai Iwanowitsch
Lobatschewsky eine dhnliche Abhandlung, fiinf Jahre, bevor Bolyai seine
Ergebnisse dann endlich publizierte. Jedenfalls lag die nicht-euklidische
Geometrie zu Anfang des 19ten Jahrhunderts wohl in der Luft. Auch der
deutsche Mathematiker Carl Friedrich Gauss hat sich mit dieser Frage be-
schéftigt.
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3.2 Inzidenzgeometrie

Unsere Grundbegriffe sind also die Ebene [E, die wir als eine Menge von
Punkten auffassen. Bestimmte Teilmengen von E nennen wir Geraden. Die
Punkte bezeichnen wir mit GroBbuchstaben, P = {A, B, C, D, ...}, die Gera-
den mit kleinen Buchstaben, G = {a, b, ¢, d, ...}, oder durch die Angabe
zweier Punkte, die auf der Geraden liegen. Die beiden Mengen P und G
seien disjunkt. Ein Punkt und eine Gerade konnen zueinander in einer Bezie-
hung stehen, die wir /nzidenz nennen und durch das Zeichen ,,e“ oder ,,5“
ausdriicken. A € a oder auch a > A heif}t dann ,,A inzidiert mit a“, ,,A liegt
auf a“, ,,A ist Element von a“ oder ,,a geht durch A“. Inzidieren ein Punkt
und eine Gerade nicht miteinander, so verwenden wir das Zeichen ,,¢*. Es
gilt immer: Entweder A € a oder A ¢ a. Die Menge aller Inzidenzpaare (A,a)
bilden eine echte Teilmenge von PX @, wir haben es also mit einer Relation
zu tun. Wir stellen diese Relation durch Graph und Tabelle dar.

Beispiel: Inzidenzgraph Inzidenztafel
D, c C

A a B (vgl. Kapitel 1.2)
Wir kénnen jetzt die ersten Axiome, die /nzidenzaxiome, formulieren:

I1 Zu zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Gerade, die mit bei-
den Punkten inzidiert.

!
Formal: VA,B € Pmit A= Bgilt: 3a e G,sodass Aca A Bea

12 Zu jeder Geraden gibt es mindestens zwei verschiedene Punkte, die mit
dieser Geraden inzidieren.
Formal: Vae Ggilt: 3 A,Be PmitA#B,sodass Aca A Bea

13 Es gibt drei verschiedene Punkte, die nicht alle mit derselben Geraden
inzidieren.

Formal: 3 A,B,Ce PmitA#B=#C,sodass AcanBeanCga
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Punkte, die auf derselben Geraden liegen, heissen kollinear. Das Axiom I 3
konnte man auch so formulieren: Es gibt drei Punkte, die nicht kollinear sind.

Die beiden ersten Inzidenzaxiome sind ,,wenn-dann-Aussagen™. Wenn es
zwei Punkte gibt, dann gibt es auch eine Gerade durch die beiden. Wenn es
eine Gerade gibt, dann liegen auf dieser auch zwei Punkte. Diese Aussagen
sind auch dann wahr, wenn es tiberhaupt keine Punkte und Geraden gibt. Die
Existenz von Punkten (und damit auch von Verbindungsgeraden) wird im
dritten Axiom gefordert.

Wir wollen nun das kleinste Modell aufstellen, das
unseren ersten drei Axiomen gentigt. Wegen I 3 gibt
es drei verschiedene Punkte, die nicht auf einer
Geraden liegen. Wir nennen sie A, B, C. Wegen des b c
ersten Inzidenzaxioms gibt es zu A und B, zu A und
C sowie zu B und C jeweils genau eine Gerade.
Damit gibt es also drei Geraden a, b, c. Auch I 2 ist
erfillt, denn auf jeder dieser Geraden liegen zwei
Punkte. Unser Minimalmodell besteht also aus drei Abb. 34

Punkten und drei Geraden (Abbildung 34). Beachten

Sie, dass derzeit nur dort Punkte existieren, wo wir sie ausdriicklich durch
einen Kreis markieren. Die Gerade a besteht nur aus den beiden Punkten A
und B.

A a B

Ein weiteres Modell ist das Neun-Punkte-
Modell (Abbildung 35). Wir verbinden
zundchst A und B durch eine Gerade, die B C
auch noch durch C laufen soll. Wir ver-
binden dann A mit D und G, und eine
weitere Gerade legen wir durch A, E und

1. Jetzt ist A mit allen Punkten verbunden D F
aufler mit F und H. Wir erledigen das
durch die Gerade d, die A, H und F ent-
hilt. B ist bereits mit A und C verbunden. d G - |

Wir legen noch eine Gerade durch B, E
und H. Eine weitere Gerade verbindet D,
B und I, und eine legen wir noch durch Abb. 35
B, F und G. Jetzt ist auch B mit allen

Punkten verbunden.

Wir vervollstindigen unser Modell durch eine Gerade durch C, E und G, eine
Gerade durch C, F und I und eine durch C, D und H. D ist bereits mit allen
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Punkten aufler mit E und F verbunden, wir legen also eine weitere Gerade
durch D, E und F. E hat zu allen Punkten eine Verbindungsgerade, ebenso F.
Wenn wir jetzt noch eine letzte Gerade durch G, H und I legen, dann haben
wir Axiom I 1 erfiillt. Axiom I 2 ist ebenfalls erfiillt, im Neun-Punkte-Modell
liegen auf jeder Geraden sogar drei Punkte. I 3 ist erfiillt, z.B. liegen A, B
und D nicht alle auf einer Geraden. Wir haben 9 Punkte und 12 Geraden.

Wir wollen uns nun zwei weitere Modelle ansehen, die der nicht-
euklidischen Geometrie entstammen, in denen unsere drei Inzidenzaxiome
jedoch ebenfalls gelten.

Beim Modell von Klein” (,,Bierdeckelgeometrie*)

besteht die Menge P aus allen Punkten innerhalb des

Einheitskreises, die Kreislinie gehort also nicht dazu,

die Geradenmenge G besteht aus allen Sehnen inner-

halb des Einheitskreises. Da hier P und G unend-

liche Mengen sind, konnen wir sie durch unsere
Darstellungsformen nur unvollstindig wiedergeben.

Abbildung 36 diene trotzdem der ,,Veranschau- Abb. 36
lichung*™.

Beim Modell von Poincaré® besteht P aus allen

Punkten oberhalb der x-Achse, die Achse selbst

gehort also nicht dazu, die Menge G besteht aus

allen Halbkreisen oberhalb der x-Achse sowie allen N
Halbgeraden oberhalb der x-Achse, die senkrecht zur X
x-Achse sind. Auch hier sind P und G unendliche = Abb. 37
Mengen, trotzdem diene Abbildung 37 der ,,Veran-

schaulichung®. A
Die ,,Verbindungsgerade® zu zwei Punkten A und B,
die nicht auf einer Halbgeraden liegen, konstruiert B

man im Modell von Poincaré wie in Abbildung 38
beschrieben. Sie ist ein Halbkreis. Abb. 38

Zum Nachweis der Unabhéngigkeit eines Axiomensystems betrachtet man
Modelle, bei denen jeweils alle Axiome bis auf eines erfiillt sind. Ist man in
der Lage, ein solches Modell anzugeben, so kann das eine Axiom keine

7 Von dem deutschen Mathematiker Felix Klein, 25.4.1849 — 22.6.1925,
stammt u.a. die folgende Aussage: ,,Wenn ein Mathematiker keine Ideen
mehr hat, treibt er Axiomatik.*

8 Henri Poincaré, 29.4.1854 — 17.7.1912, franzosischer Mathematiker
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logische Folge der anderen Axiome sein. Wir zeigen auf diese Weise die
Unabhéngigkeit unserer drei Inzidenzaxiome:

s

—
11 und]I 2 erfiillt, 11 undI 3 erfiillt, 12 und I 3 erfiillt,
1 3 nicht erfiillt 1 2 nicht erfiillt 1 1 nicht erfiillt

So schmalbriistig unser Axiomensystem bisher auch ist, wir kdnnen trotzdem
schon die ersten Sitze ableiten.

Satz 1: Zu zwei verschiedenen Geraden gibt es hochstens einen
Punkt, mit dem beide inzidieren.

Beweis:

Es seien a und b zwei Geraden mit a # b. Wir gehen indirekt vor und nehmen
an, es gdbe mehr als einen gemeinsamen Punkt von a und b. Seien also A und
B zwei verschiedene Punkte mit A € aund B € a sowie A € bund B € b.
Nach Axiom I 1 folgt dann a = b, was im Widerspruch zur Voraussetzung
a # b steht. Es kann also nicht mehr als einen gemeinsamen Punkt geben.

Satz 2: Zu jedem Punkt gibt es mindestens eine Gerade, die mit
ihm inzidiert.

Beweis:

Sei A ein beliebiger Punkt. Nach I 3 gibt es mindestens einen weiteren Punkt

B. Nach I 1 gibt es eine Gerade a mit A € a und B € a. Es gibt also keine
isolierten Punkte.

Ubung: 1) Welche der Inzidenzaxiome sind jeweils erfiillt?

a) b) <)

2) Wir betrachten das Neun-Punkte-Modell. Geben Sie alle
Parallelen zur Geraden BH an. Nennen Sie alle Parallelen
zu DI durch A.
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3.3 Affine und projektive Inzidenzgeometrien

Wir wollen im Folgenden durch Hinzunahme eines weiteren Axioms unsere
Inzidenzgeometrie in zwei Richtungen ausbauen. Bevor wir das tun, miissen

wir den Begriff der Parallelitit definieren.

Definition 1: parallel

Zwei Geraden a und b heilen parallel (Zeichen ,,||), wenn
sie gleich sind oder wenn es keinen Punkt gibt, der mit a
und mit b inzidiert. Also:a ||b < a=b v anb=3.

Axiome der affinen Inzidenzgeometrie:

Al =11
A2 =12
A3 =13

A 4 Parallelenaxiom

Zu jeder Geraden gibt es durch jeden Punkt genau eine Parallele.
!

Formal: Vb e G, A e P gilt: élae(G,sodass Acanalbd

Auch hier schauen wir uns das kleinste Modell an, das diesen vier Axiomen
geniigt. Da die ersten drei Axiome unsere Inzidenaxiome sind, beginnen wir

mit dem fiir diese schon gefundenen Minimalmodell.

Die Geraden a, b und ¢ sind Parallelen zu sich
selbst durch die Punkte, die jeweils auf diesen
Geraden liegen. Es gibt aber noch keine Parallele
zu a durch C, zu b durch B, zu ¢ durch A. Wir
ergidnzen unser Modell durch die Gerade d, die
keinen gemeinsamen Punkt mit a hat, die Gerade f
durch B, die parallel zu b ist, und eine Parallele zu
¢ durch A, die Gerade e. Nach A 2 alias I 2 liegt
auf diesen drei neuen Geraden jeweils ein weiterer
Punkt. Damit wir mit moglichst wenigen Punkten
auskommen (schlieBlich suchen wir ein Mini-
malmodell), erledigen wir das durch den Punkt D,
der mit d, e und f inzidiert (Abbildung 39).
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Eine affine Ebene besteht also aus mindestens vier Punkten und sechs Gera-
den.

]_Ejn anderes Modell fiir eine affine Inzidenzebene ist das Neun-Punkt-Modell.
Uberpriifen Sie dies zur Ubung selbst.

Um zu zeigen, dass das Axiom A 4 von den drei anderen Axiomen unabhin-
gig ist, miissen wir wieder ein Modell angeben, in dem A 1 bis A 3 gelten, A
4 aber nicht. Unser Minimalmodell aus Abbildung 34 erfiillt diesen Zweck.
Ebenso gut kénnen wir aber auch die Modelle von Klein oder Poincaré ver-
wenden. In beiden Modellen gibt es namlich mehr als eine Parallele zu einer
Geraden durch einen Punkt (s. Abbildung 40).

A

Abb. 40
Fiir die affine Inzidenzgeometrie formulieren wir jetzt einen wichtigen Satz.

Satz 3: Die Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation. Sie ist also
reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Beweis:
Reflexivitit: z.z. Fiirallea € G gilta || a.

Firalleae Ggilta=a v ana=9 /a = a stets wahr
= alla /Def. 1
Symmetrie: z.z. Firallea,b e Ggilt: al|b = b | a.

allb
= a=bvanb=yJ /Def. 1
= b=avbna=9gd
= bla /Def. 1

Transitivitdt: z.z. Firallea,b,c e Ggilt: al[bab|lc = all c.

Fiir den Fall, dass zwei dieser drei Geraden oder gar alle drei identisch sind,
ergibt sich die Behauptung trivialerweise. Wir betrachten also den Fall, dass
a, b und ¢ paarweise verschieden sind. Dann giltanb= und b nc= .
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Angenommen, es wiirde nicht gelten a || ¢. Dann giibe es einen Punkt A mit
A € aund A € c. Damit ist a eine Parallele zu b durch A und c ist ebenfalls
eine Parallele zu b durch A. Das steht im Widerspruch zum Parallelenaxiom.

Ein anderer, anschaulich selbstverstindlicher Sachverhalt ldsst sich jetzt
schon aus unseren 4 Axiomen herleiten:

Satz 4: Es seien a, b, ¢ paarweise verschiedene Geraden mit a || b.
Dann gilt: Wenn c die Gerade a schneidet, dann schneidet ¢
auch die Gerade b.

Beweis:

Nach Voraussetzung gilta || bund a#b S

= anb=yJ /Def. 1 c

Weiter schneiden sich nach Voraussetzung die Geraden

aund c, wir nennen den Schnittpunkt S.

a b
Annahme: cNnb=

Da b und ¢ nach Voraussetzung verschieden sind (b # ¢) folgtc || b. Da S € a
und S e cund a || bund ¢ || bund a # ¢ gibe es dann durch S zu der Geraden
b zwei verschiedene Parallelen, ndmlich a und c, was einen Widerspruch zu
A 4 darstellt’.

Wir werden jetzt die Axiome der affinen Inzidenzgeometrie so abdndern,
dass eine vollig neue Inzidenzgeometrie entsteht. Da, wie wir gerade gezeigt
haben, die Parallelenrelation eine Aquivalenzrelation ist, bewirkt sie auf der
Menge der Geraden eine Einteilung in Aquivalenzklassen. Ist a eine Gerade,
so enthilt die durch a reprisentierte Aquivalenzklasse alle zu a parallelen
Geraden. Man spricht bei diesen Klassen von Parallelenscharen. Jeder
Parallelenschar ordnen wir einen unendlich fernen Punkt zu, ihren uneigent-
lichen Schnittpunkt. Die Menge aller unendlich fernen Punkte fassen wir zu
einer Geraden, der Ferngeraden, zusammen (Abbildung 41)".

Ebenso ergibt sich ein Widerspruch zu Satz 3: Aus a || b und ¢ || b folgt
a || ¢ (Transitivitit). Mit a # ¢ steht dies im Widerspruch zu a mb = {S}.
In Kapitel 7 werden Sie dies bei der Behandlung der Zentralprojektion als
Fluchtpunkte und Horizont wiedererkennen.



76 3 Axiomatik

Abb. 41

Diese so erweiterte euklidische Ebene nennt man projektive Ebene. Diese
wollen wir jetzt axiomatisieren, allerdings nur in Bezug auf die Inzidenzaus-
sagen.

Axiome der projektiven Inzidenzgeometrie:

P1 =11

P2 Zu jeder Geraden gibt es mindestens drei verschiedene Punkte, die mit
dieser Geraden inzidieren.

Formal: Va e Ggilt: 3 A, B, C € Pmit A #B=C, sodass
AcecanBeanCea
P3 =13
P4 Zu zwei verschiedenen Geraden gibt es mindestens einen Punkt, der mit
beiden inzidiert.
Formal: Va,be Gmitazbgilt: 3A € P,sodass Acan Aecb

Auch hier suchen wir das kleinste Modell, das diesen vier Axiomen geniigt.
Nach P 3 gibt es drei nicht kollineare Punkte A, B und C, die nach P 1 durch
drei Geraden a, b und ¢ verbunden sind. Nach P 2 liegt auf jeder dieser Gera-
den ein weiterer Punkt, also kommen die
Punkte D, E und F dazu. Nach P 1 muss A
mit E, B mit F sowie C mit D verbunden
werden, wodurch wir drei weitere Geraden
d, e und f erhalten. Auf diesen liegt nach
Axiom P 2 ein dritter Punkt, was wir durch
G fiir alle drei Geraden sicherstellen. Zu
den Punkten D, E und F benétigen wir
wegen P 1 noch Verbindungsgeraden. Wir
wihlen g so, dass sie alle drei Punkte
miteinander verbindet, wodurch dann fiir g
auch Axiom P 2 erfiillt ist (Abbildung 42). Abb. 42
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Priifen Sie selbst nach, dass in diesem Minimalmodell der projektiven Inzi-
denzgeometrie, welches aus 7 Punkten und 7 Geraden besteht, das Axiom P 4
erfiillt ist, dass sich also je zwei Geraden in mindestens einem Punkt
schneiden.

Zum Nachweis der Unabhingigkeit von P 4 suchen wir wieder Modelle, in
denen die Axiome P 1 bis P 3 gelten, P 4 aber nicht. Das Neun-Punkte-
Modell ist dafiir ein Beispiel, denn dort schneiden sich nicht, wie P 4 fordert,
alle Geraden. Z.B. hat die Gerade, die die oberen drei Punkte miteinander
verbindet, keinen Schnittpunkt mit der Geraden, die die drei Punkte in der
untersten Reihe verbindet. Auch das Modell von Klein oder das von Poincaré
konnen wir als Beleg fir die Unabhéngigkeit von P4 heranziehen. Da bei
ihnen jeweils unendlich viele Punkte auf den Geraden liegen, ist auch die
gegeniiber I 2 verschirfte Fassung des Axioms P 2 erfiillt. In beiden Model-
len gibt es aber Geraden, die sich nicht schneiden (s. Abbildung 43).

N

Abb. 43

Da wir I 2 (mindestens zwei Punkte) durch P 2 (mindestens drei Punkte)
ersetzt haben, sollten wir wenigstens einen kurzen Gedanken an die Unab-
hangigkeit von P 2 verschwenden. P 2 ist unabhingig, wie z.B. das Mini-
malmodell unserer Inzidenzgeometrie (Abbildung 34) zeigt.

Die Axiome A 4 (es gibt genau eine Parallele) und P 4 (es gibt immer einen
Schnittpunkt) schlieBen sich von der Logik her aus, sie konnen nicht beide
gleichzeitig gelten. Das heif3t aber nicht, dass immer eines von beiden gelten
muss, wie z.B. das Modell von Klein zeigt, bei dem es mehrere Parallelen,
aber auch Schnittpunkte gibt. Das liegt daran, dass P 4 nicht die logische
Verneinung von A 4 ist oder umgekehrt''.

Man kann von einem projektiven Modell zu einem affinen Modell gelangen,
indem man eine Gerade und alle mit ihr inzidierenden Punkte entfernt. Die-
sen Vorgang nennt man Schlitzen. Beispiele:

""" Die logische Verneinung von A 4 wire: Es gibt keine oder mehr als eine

Parallele.
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Umgekehrt kann man aus einem affinen Modell ein projektives Modell her-
stellen, indem man fiir parallele Geraden Schnittpunkte definiert und diese
neuen Punkte zu einer neuen Geraden zusammenfasst. Diesen Vorgang nennt
man Adjunktion. Beispiele:

Ubung: 1) Welche der Axiome A 1 — A 4 gelten in der durch die Zeich-
nung links dargestellten Ebene?

—

2) Welche der Axiome P 1 — P 4 gelten in der Ebene rechts?

3) Untersuchen Sie die folgenden Graphen auf die Giiltigkeit
von Axiom A 4:

By DX
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3.4 Axiome der Anordnung

Folgt man Hilberts Aufbau der Geometrie, so kommen nach den Axiomen
der Inzidenz die der Anordnung hinzu. Wir werden gleich fordern, dass die
Menge der Punkte einer Geraden streng linear geordnet ist'?, sich einer Gera-
den also eine Orientierung geben lasst. Unter Ordnungsrelationen auf einer
Menge M versteht man Relationen ,,R“ mit den folgenden Eigenschaften:

1. Transitivitdt: V a,b,c € M: aRbAbRc=aRc¢
2. Asymmetrie: VabeM: aRb= —(bRa)
Eine Ordnungsrelation heifit streng linear, wenn zusétzlich gilt:

3. Linearitit: Vabe M: aRbvbRava=b

Die streng lineare Ordnungsrelation fiir die Punkte einer Geraden bezeichnen
wir mit ,,<“ (,,liegt vor*). Die drei genannten Eigenschaften bedeuten dann:

1. Wenn ein Punkt A vor einem Punkt B liegt, und B liegt vor einem Punkt
C, dann liegt A auch vor C.

Wenn A vor B liegt, dann liegt B nicht vor A.

3. Es tritt immer mindestens einer der drei folgenden Fille auf: A liegt vor
B, oder B liegt vor A, oder A und B sind gleich.

Wenn wir fiir zwei Punkte A und B einer Geraden festlegen, dass A vor B

liegen soll, dann kénnen wir fiir alle Punkte feststellen, welcher der drei Falle

vorliegt. Damit hat unsere Gerade eine Orientierung.

Wir formulieren jetzt die Ordnungsaxiome:

O 1 Die Menge der Punkte jeder Geraden g ist streng linear geordnet.
Formal: V A,B,C € g:
- A<XBAB<C=A<C
- A<B = -(B<A)
- A<BVB<AvVvA=B

O 2 Es seien A und B zwei Punkte einer Geraden g mit A < B. Dann enthilt
g mindestens drei weitere Punkte C, Dund EmitC < A <D <B < E.

C D E
o_

A B

"2 Auf Zahlenmengen beispielsweise ist die ,,Kleiner-Relation eine streng
lineare Ordnungsrelation.
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Eine unmittelbare Folgerung aus Axiom O 2 ist, dass jede Gerade unendlich
viele Punkte enthdlt. Damit verabschieden wir uns endgiiltig von allen
Modellen, in denen Geraden nur einige explizit markierte Punkte enthielten.

Mittels der Relation ,,<* kdnnen wir nun den Begriff ,,zwischen erkldren:

Definition 2: zwischen

Ein Punkt B liegt zwischen den Punkten A und C, wenn A,
B und C auf einer Geraden liegen und entweder A < B < C
oder C < B < A gilt.

Die Begriffe vor und zwischen erlauben uns, weitere wichtige Begriffe zu
definieren wie Strecke und Halbgerade. Wir betrachten im Folgenden die
Punkte A und B sowie die Gerade g durch A und B. Fiir g schreiben wir auch
AB (Gerade AB). Auf AB sei die Orientierung A < B ausgezeichnet.

Definition 3: Strecke, Halbgerade
Unter der Strecke AB versteht man die Menge aller P € [,
fiir die gilt: {P e AB| P=A v P=B v A <P <B}.

Unter der Halbgeraden AB versteht man die Menge aller
P e [, fiir die gilt: {P € AB | P e AB v Be E}

Schlielen wir bei einer Halbgeraden den Anfangspunkt A aus bzw. bei einer
Strecke Anfangs- und Endpunkt, so sprechen wir von offenen Halbgeraden
bzw. offenen Strecken. Ein Punkt A zerlegt eine Gerade stets in zwei kom-
plementdire Halbgeraden mit gemeinsamem Anfangspunkt A, wobei wir erst
bei Kenntnis eines weiteren Punktes B auf g entscheiden kénnen, welche der
beiden Halbgeraden gemeint ist. Nach Definition besteht kein Unterschied

zwischen AB und BA .

Zusitzlich zum Begriff der Orientierung von Geraden bzw. Halbgeraden be-
notigen wir den auf der Orientierung aufbauenden Begriff der Richtungs-
gleichheit von Geraden bzw. Halbgeraden. Zwei Geraden sind genau dann
richtungsgleich, wenn sie parallel sind und dieselbe Orientierung haben.

Was aber bedeutet ,,dieselbe Orientierung™ bei Geraden und wie stellt man
diese fest?

B

- Wir gehen von zwei parallelen Geraden f und g . /A./

aus, die beide eine Orientierung besitzen. Auf f
markieren wir zwei Punkte A und B mit A # B. g/
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- Mit Hilfe der Punkte A und B konnen wir die B

Orientierung von f feststellen. Wir gehen hier ¢ /A.//

von dem Fall A < B aus.

- Wir lassen unendlich viele zueinander parallele
Geraden unsere Gerade f schneiden. Nach Satz 4
schneiden diese Geraden auch die zu f parallele
Gerade g und erzeugen auf dieser Bildpunkte A',
B' usw. der Punkte A, B usw. auf f °.

- Nun koénnen wir iberpriifen, ob auf g die
Orientierung A' < B' oder B' < A' gilt. Im erst-
genannten Fall sind f und g richtungsgleich. Im
zweitgenannten Fall sind die Geraden f und g
entgegengerichtet.

Und wann nennt man zwei Halbgeraden richtungsgleich?

Wir greifen hier auf die Richtungsgleichheit der zugehorigen Geraden, der so
genannten Trdgergeraden, zuriick und nennen zwei Halbgeraden dann rich-
tungsgleich, wenn ihre Tragergeraden richtungsgleich sind. Sind die Tréiger-
geraden entgegengerichtet, so auch die entsprechenden Halbgeraden. Abbil-
dung 44 zeigt je ein Paar parallele, richtungsgleiche und entgegengerichtete
Geraden, Abbildung 45 je ein Paar richtungsgleiche und entgegengerichtete
Halbgeraden.

S\ =

Abb. 44 Abb. 45

Wie ein Punkt einer Geraden diese in zwei disjunkte offene Halbgeraden
zerlegt, so zerlegt jede Gerade eine Ebene in zwei disjunkte offene Halb-
ebenen und die Gerade selbst. Wir folgen hier dem axiomatischen Aufbau
von Mischka, Strehl, Hollmann (1998) und fordern dies als nidchstes Axiom
O 3. In Hilberts Aufbau wiirde an dessen Stelle als gleichwertige Aussage
das Pasch-Axiom treten, das bei uns dann ein mit O 3 beweisbarer Satz wird.

* Mathematisch spricht man hier von einer Parallelprojektion. Auf eine
entsprechende Definition der Parallelprojektion verzichten wir hier.
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0 3 Jede Gerade a zerlegt die Ebene in zwei disjunkte offene Halbebenen
und die Gerade selbst, so dass gilt:

AB N a= ), wenn A und B in derselben Halbebene liegen und
AB N a # J, wenn A und B in verschiedenen Halbebenen liegen.

Wie bei Strecken und Halbgeraden kénnen wir auch bei Halbebenen von
offenen und abgeschlossenen Halbebenen sprechen. Im letztgenannten Fall
gehort die Tragergerade dann mit zu beiden Halbebenen.

Satz 5: Es seien A, B und C drei nicht kollineare Punkte und a eine
Gerade, die mit keinem dieser drei Punkte inzidiert. Hat a
mit der offenen Strecke zwischen A und B einen Punkt
gemeinsam, dann auch mit einer der offenen Strecken
zwischen A und C oder B und C.

Beweis:

Wir nehmen an, a triafe die offene Strecke zwischen

A und B, keinen der drei Punkte A, B, C und auch
keine der offenen Strecken zwischen A und C sowie A
B und C. Bezogen auf a liegen A und B dann in
verschiedenen offenen Halbebenen. A und C liegen
dagegen in derselben offenen Halbebene, da a die
offene Strecke zwischen A und C nicht schneidet. B

und C liegen aus demselben Grund ebenfalls in einer B
offenen Halbebene, und zwar in der anderen, zu der

A nicht gehort. Damit ist C gemeinsamer Punkt dieser beiden durch a defi-
nierten offenen Halbebenen, was einen Widerspruch dazu darstellt, dass
offene Halbebenen disjunkt sind.

Ubung: 1) Zeigen Sie:
A<B<C A A<XC<D = A<B<D A B<C<D

2) Esseien A, B, C, D vier Punkte, von denen jeweils keine drei
auf ein und derselben Geraden liegen. a sei eine Gerade, die
mit keinem dieser vier Punkte inzidiert. Zeigen Sie: Wenn a
die offene Strecke zwischen A und B trifft, dann auch eine
der offenen Strecken zwischen B und C, zwischen C und D
oder zwischen A und D.
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3) Es seien A, B, C drei nicht kollineare Punkte und D und E
zwei Punkte mit A < B < Dund B < E < C. g sei die
Gerade durch D und E. Zeigen Sie: Es gibt einen Punkt F mit
FegundA<F<C.

3.5 Winkel

Mit Hilfe des Begriffs der Halbgeraden werden wir gleich definieren, was ein
Winkel ist und besondere Winkel auszeichnen. Dabei werden die Worte
rechts und links bzw. im oder gegen den Uhrzeigersinn auftauchen. Streng
genommen miissten wir diese Worte zunéchst kldren, also auch der Ebene
eine Orientierung zuordnen, wozu zwei weitere Axiome fillig wiren. Wir
ersparen das Thnen und uns und gehen stattdessen optimistisch davon aus,
dass “{ir alle wissen, was ein Ausdruck wie ,,gegen den Uhrzeigersinn“ be-
deutet .

Wir betrachten zwei Halbgeraden a und b mit dem gemeinsamen Anfangs-
punkt S. Unter einem Winkel versteht man die Punktmenge, die tiberstrichen
wird, wenn die zuerst genannte Halbgerade, man konnte sie als Erstschenkel
bezeichnen, um S, den sogenannten Scheitel, gegen den Uhrzeigersinn auf
die zweite Halbgerade, den Zweitschenkel, gedreht wird (s. Abbildung 46).
Die Punkte auf den Halbgeraden a und b sollen dabei jeweils auch zum Win-
kel gehoren. Als Zeichen verwendet man fiir einen solchen Winkel das Sym-
bol %(a,b) bzw. %(b,a). Sind auf den Schenkeln Punkte bekannt wie P und Q
in Abbildung 46, so ist auch die Schreibweise <PSQ fiir %(a,b) bzw. <QSP
fir %(b,a) moglich. Spiter werden wir wie iiblich auch griechische Buchsta-
ben zur Bezeichnung von Winkeln verwenden.

Q
b b %(a,b) %x(b,a) "

a P a P a P

Abb. 46

4 Uns ist bewusst, dass es siidliche Gegenden in diesem Land gibt, in denen
die Uhren (auch buchstiblich) anders herum gehen.
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Stimmen die Halbgeraden a und b tiberein, so liegt der Nullwinkel < (a,a) vor.

Definition 4: Winkel

Eine Punktmenge heilit Winkel <(a,b), wenn es zwei Halb-
geraden a und b mit gemeinsamem Anfangspunkt S gibt, so
dass diese Punktmenge von a iberstrichen wird, wenn a
gegen den Uhrzeigersinn um S auf b gedreht wird.

Wie versprochen werden wir nun besondere Winkel auszeichnen.

Definition 5: Nullwinkel, konvexer, gestreckter, iberstumpfer Winkel

Es sei a eine Gerade, die die Ebene in zwei Halbebenen E,
und E, zerlegt, S ein Punkt auf a und a, eine Halbgerade auf
a mit Anfangspunkt S. b, sei eine Halbgerade ebenfalls mit
Anfangspunkt S. Dann heif3t der Winkel %(a;,b,)

Nullwinkel, wenn a; = by,

konvex, wenn a; und b, verschieden und nicht kom-
plementir sind und b, < E; gilt'®,

gestreckt, wenn a; und b; komplementir sind,

tiberstumpf, wenn a; und b, verschieden und nicht kom-
plementir sind und b,  E, gilt.

E, E,

konvex gestreckt tiberstumpf
Abb. 47a Abb. 47b Abb. 47¢

Auch besondere Winkelpaare verdienen eigene Namen:

15 Salopp gesagt ist E; die Halbebene, die zuerst von a; iiberstrichen wird,

wenn man a; um S gegen den Uhrzeigersinn dreht. Spiter werden wir bei
konvexen Winkeln spitze und stumpfe Winkel als Teilmengen auszeich-
nen.
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Definition 6: Stufenwinkel, Wechselwinkel

Es seien a und b zwei Geraden, die von einer dritten
Geraden ¢ geschnitten werden. Fiir die dabei entstehenden
konvexen Winkel vereinbaren wir:

Zwei Winkel heilen Stufenwinkel, wenn sie

1. in derselben Halbebene bzgl. ¢ liegen und

2. ihre auf ¢ liegenden Schenkel richtungsgleich sind.
Zwei Winkel heilen Wechselwinkel, wenn sie

1. in verschiedenen Halbebenen bzgl. ¢ liegen und

2. ihre auf ¢ liegenden Schenkel entgegengerichtete Halb-
geraden sind.

Abb. 48 Abb. 49

In Abbildung 48 sind die Winkel<(a;,c;) und <(b;,c3) Stufenwinkel, ebenso
wie ¥(c,a;) und ¥(cy,by) bzw. %(cj,a) und <(c;,by) sowie ¥(ap,cy) und
L(ba,cy).

In Abbildung 49 sind die Winkel <(aj,c;) und <(by,cs) Wechselwinkel,
ebenso wie ¥(ap,cy) und ¥(by,c;) bzw. ¥(cy,a;) und ¥(cs,b,) sowie <(cy,a;)
und <(cy4,by).
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Definition 7: Scheitelwinkel, Nebenwinkel
Es seien a und B zwei verschiedene, konvexe Winkel.

o und B heilen Scheitelwinkel, wenn sowohl ihre Erst-
schenkel als auch ihre Zweitschenkel komplementére Halb-
geraden sind.

o und B heiBen Nebenwinkel, wenn sie einen Schenkel
gemeinsam haben und die beiden anderen Schenkel kom-
plementire Halbgeraden sind.

In Abbildung 48 sind nach dieser Definition z.B. <(aj,c;) und <(a,,c,)
Scheitelwinkel zueinander, auch <(c3,b,) und <(c4,b;) sind Scheitelwinkel.
Die Winkel <(aj,c;) und <(cy,a,) sind ein Beispiel fiir ein Nebenwinkelpaar.

Ubung: 1) Notieren Sie alle in Abbildung 48 auftretenden Scheitelwin-
kelpaare und Nebenwinkelpaare.

2) Beweisen Sie: Sind <%(a,b) und <(c,d) Nebenwinkel, so ist
<% (a,d) ein gestreckter Winkel.

3.6 Lingen- und Winkelmessung

Wir alle wissen, dass man Streckenldngen und Winkelgroen messen kann.
Wir legen an die Strecke ein Lineal an, so dass der Nullpunkt auf einen End-
punkt der Strecke féllt, und lesen am anderen Endpunkt der Strecke ab, z.B.
5,2 cm oder 52 mm, beides verschiedene Namen fiir dieselbe Lange. Bei
Winkeln greifen wir zu einem Winkelmesser und als Ergebnis der Messung
nennen wir eine Zahl zwischen 0 und 360 zusammen mit der Einheit Grad
(Zeichen ,,°9)'®. Streckenlingen und WinkelgroBen sind benannte Zahlen
oder Grdflen, setzen sich also zusammen aus einer MafSzahl und einer
Mafeinheit wie ,,cm* oder ,,°*“.

Was aber ist eigentlich die Liange einer Strecke, die Grofie eines Winkels?
Man konnte sagen, die Lénge einer Strecke ist diejenige Eigenschaft, die sie
mit allen Strecken gemein hat, die gleichlang sind, entsprechendes gilt bei

' Unsere Einteilung des Vollkreises geht auf die Babylonier und ihr
Stellenwertsystem zur Basis 60 zuriick. Auch bei unserer Zeitrechnung (h,
min, s) finden Sie Spuren des Sexagesimalsystems. Informationen zu die-
ser genialen Leistung der Babylonier finden Sie bei Gorski / Miiller-
Philipp 2009, Kapitel 6.
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Winkeln. Was heift da aber gleichlang, gleichgro3? Wenn uns die Abbildun-
gen (Gegenstand des nichsten Kapitels) hier schon zur Verfiigung stiinden,
dann konnte wir sagen: Strecken sind gleichlang, wenn sie kongruent sind,
sprich wenn es eine Kongruenzabbildung (z.B. Drehung, Verschiebung) gibt,
die die eine Strecke auf die andere abbildet. Analog wiirde man Winkel
gleichgroB nennen, wenn sie kongruent sind.

Wir beschreiten hier einen anderen Weg und fiihren als undefinierte Grund-
begriffe eine Ldangenmafifunktion ,,1* und eine Winkelmafifunktion ,, w* ein.
.1 ordnet jeder Strecke eine benannte, positive reelle Zahl oder 0 als Liange
zu, ,,w* jedem Winkel eine benannte, positive reelle Zahl oder 0 als Winkel-
groBe. Wir werden unter Ruckgrift auf die Eigenschaften der reellen Zahlen
definieren, was ,,gleich® und ,,kleiner in den Mengen der Langen bzw. Win-
kelgréBen bedeuten und wie man mit diesen GroBen rechnet. AnschlieBend
konnen wir uns den LiangenmafBaxiomen und den WinkelmaBaxiomen zu-
wenden und Eigenschaften der Langen- und Winkelmessung untersuchen.

Definition 8: Langen

Die Menge L aller Langen sei definiert als
L={xcm|x € R, x>0}.

Fir alle x, y € R, x, y > 0 definieren wir:
l. xem=ycm & x=y

xem<ycm < x<y
xem+ycm=(X+y)cm
X-(yem)=(x-y)cm

e

Jeder Strecke AB wird durch die LangenmaBfunktion ,,I ein Element der

Menge [, die Linge der Strecke AB, zugeordnet, die wir als I(E) schrei-
ben. Fiir die Langenmessung verlangen wir die Ldngenmafiaxiome (LMA):

LMA 1 Wenn P cin Punkt der Strecke AB ist, dann
gilt: [ AB) =1( AP ) + 1(PB).

LMA 2 Wenn ein Punkt P nicht auf der Strecke AB
liegt, dann gilt: I( AB) <1( AP ) +1(PB).

LMA 3 Zu jeder Halbgeraden a mit dem Anfangs-
punkt A und zu jeder Lidnge r € L gibt es

> > >
~ =0
a~)
© vs} o]

mindestens einen Punkt P, so dass P € a
und I(AP)=r.
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Eine unmittelbare Folgerung aus den beiden ersten Lidngenmaflaxiomen ist
die sogenannte Dreiecksungleichung: Fiir drei beliebige Punkte A, B, C der

Ebene gilt stets I(E) < 1(A7C) + l(@ ). Ebenso gelten die Umkehrungen
der beiden ersten Lingenmafaxiome. Schlielich folgern wir noch

Satz 6: Fiir beliebige Punkte A, B der Ebene gilt:
I(AB)=0 < A=B

Beweis:

<" Voraussetzung: A = B. Zu zeigen: I( E) =0
Wir nehmen einen beliebigen weiteren Punkt C hinzu. Da A = B gilt, gilt

auchB e AC.

= I(AC)=1(AB)+1(BC) /LMA 1

= I(AC)=1(AB)+1(AC) /I(BC)=1(AC), daA=B

= I(AB)=0

=" Voraussetzung: 1( E) =0. Zu zeigen ist A=B

Wir nehmen an, A und B wiren verschieden, und betrachten einen weiteren
Punkt C, der nicht auf der Strecke AB liegen soll. Damit gilt dann auch, dass
B nicht auf AC liegt und A nicht auf BC . Dann gilt:

I(AC)< 1(AB)+1(BC) (1) /LMA2,B ¢ AC
A 1(BC)< I(AB)+1(AC) ) /LMA2,A ¢ BC
= I(AC)< I(AB)+1(BC)< I(AB)+ (I AB) + I[(AC ))
- (1), )
= I(AC)< I(AC) /1(AB)=0

Das ist ein Widerspruch, unsere Annahme war falsch, A muss gleich B sein.

Als weiteren Satz zeigen wir, dass die Aussage unseres dritten Ldngenmal-
axioms verschérft werden kann.

Satz7: Zu jeder Halbgeraden a mit Anfangspunkt A und zu jeder Linge
r € L gibt es genau einen Punkt P, so dass P € aund I[( AP ) =r.

Beweis:
Durch LMA 3 ist sichergestellt, dass mindestens ein solcher Punkt P existiert.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass es hochstens einen solchen Punkt gibt.
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Dazu nehmen wir an, es gibe einen zweiten Punkt R, R # P, der wie P auf der
Halbgeraden a liegt und fiir den I( AR ) =r gilt.
Fur die Lage von R gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder liegt R zwischen A

und P oder R liegt so, dass P sich zwischen A und R befindet. Diese Fille
untersuchen wir getrennt:

1. Fall:R e AP

= 1(AP)=1(AR)+1(RP) /LMA 1

= r=1+I(RP) /1(AP)=1(AR)=r
= 0 =I(RP) /-t

= R=P / Satz 6

was einen Widerspruch zu R # P darstellt.

2. Fall:Pe AR

= 1(AR)=1(AP)+I(PR) /LMA 1

= r=r+I(PR) /I(AP)=1(AR)=r
= 0=I(PR) /-t

= P=R / Satz 6

Das stellt ebenfalls einen Widerspruch zu R # P dar.

Unsere Annahme ist in beiden Fillen zu verwerfen, P ist eindeutig bestimmt.

Analog zu unserem Vorgehen bei der Langenmessung definieren wir jetzt die
Menge W aller WinkelgroBen, erklidren die Relationen ,,=* und ,,<* und legen
Operationen zum Rechnen mit WinkelgroBen fest.

Definition 9:  Winkelgréfien

Die Menge W aller WinkelgroBen sei definiert als
W= {x° Ix e R, x> 0}.

Fiir alle x, y € R, x, y > 0 definieren wir:

. x°=y° & x=y

2. xX°<y® & x<y

3. x°+y°=(x+y)°

4 x-()=(x-yr

Jedem Winkel <(a,b) bzw. a wird durch unsere WinkelmaBfunktion ,,w* ein
Element der Menge W, das WinkelmaB w(<(a,b)) bzw. w(a), zugeordnet.
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Statt w(<(a,b)) werden wir kiirzer nur w(a,b) schreiben. Fiir die Winkel-
messung verlangen wir die folgenden Winkelmafaxiome (WMA):

WMA 1 Fiir alle Winkel %(a,b) gilt: 0° < w(a,b) < 360°

WMA 2 Fiir drei Halbgeraden a, b, ¢ mit demselben Anfangspunkt S gilt:
w(a,c) = w(a,b) + w(b,c) , falls w(a,b) + w(b,c) < 360°
w(a,c) = w(a,b) + w(b,c) -360° , falls w(a,b) + w(b,c) > 360°

WMA 3 Wennbc E,", dann gilt: w(a,b) < 180°

WMA 4 Zu jeder Halbgeraden a und zu jeder WinkelgroBe w(o) mit
0° < w(a) < 360° gibt es genau eine Halbgerade b, so dass
w(a,b) = w(a).

Unsere WinkelmaBfunktion w hat, anders als die LangenmafBfunktion 1, nicht
die gesamten positiven reellen Zahlen als Wertebereich. Wahrend jede reelle
Zahl > 0 als Maf}zahl einer Streckenlédnge auftreten kann, lassen wir durch
WMA 1 nur reelle Zahlen x mit 0 < x < 360 als MaBzahlen fiir WinkelgroBen
zu. Damit wir aber, wie in Definition 9, Punkt 3 definiert, beliebige Winkel-
mafle addieren koénnen, z.B. w(a,b) = 300° und w(b,c) = 100°, benstigen wir
WMA 2. Danach gilt: w(a,c) = 300° + 100° — 360° = 40°. Eine unmittelbare
Folgerung aus WMA 3 ist, dass konvexe Winkel kleiner als 180° sind und
iberstumpfe Winkel grofer als 180°. WMA 4 stellt sicher, dass wir an eine
gegebene Halbgerade eindeutig einen Winkel vorgegebener Grofle antragen
konnen. Eine Folgerung aus WMA 4 stellt der folgende Satz dar:

Satz 8: 1. w(a,b)=w(a,c) = b=c

2. w(x,a)=w(y,a) = x=Yy

Mit den uns jetzt zur Verfiigung stehenden Winkelmaflen kénnen wir die
besonderen Winkel aus dem letzten Abschnitt auch durch ihre WinkelgroBen
klassifizieren (s. Abbildung 50). Zusitzlich unterscheiden wir die konvexen
Winkel wie iiblich noch in spitze, stumpfe und rechte Winkel.

7" vgl. Definition 5
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Nullwinkel: spitzer Winkel:
w(a,b) =0° 0° < w(a,b) <90° b /_'
P
a=b a
gestreckter Winkel: stumpfer Winkel:
w(a,b) = 180° 90° < w(a,b) < 180°
) b a - a
rechter Winkel: iberstumpfer Winkel:
w(a,b) =90° 180° < w(a,b) < 360°

|
a C a
b

Auch tiber Scheitelwinkel und Nebenwinkel ldsst sich eine Aussage for-
mulieren, die Thnen aus der Schule bekannt ist:

Abb. 50

Satz 9: 1. Scheitelwinkel haben gleiches Winkelmal.
2. Die WinkelgroBen von Nebenwinkeln erginzen sich zu
180°.
Beweis:

1. Wir betrachten das Scheitelwinkelpaar <(a;,b;)
und <%(a,,by). Nach Definition 7 sind dann a,, a, b,
sowie b, b, komplementdre Halbgeraden. Also gilt
mit WMA 2: a
(1) w(ai,a2) = 180° = w(a;,by) + w(by,ar) &
(2) wi(by,by) =180° = w(by,a2) + w(az,bs)
Wir setzten (1) und (2) gleich und erhalten: by
w(a,by) + w(by,a;) = w(by,az) + w(as,bs)

= w(a;,by) = w(ap,by) /= w(by,az)
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2. In der Abbildung rechts sind <(a;,b;) und
<(bj,a;) ein Nebenwinkelpaar, ebenso wie b
%(bi,a2) und %(arb), *(anby) und (bray), '

%(by,a;) und X(a;,b;). Wir zeigen die Behauptung
nur fiir das erste Nebenwinkelpaar, der Beweis a,

ai

fiir die tibrigen verliuft analog'®.
Es gilt: w(a;,b;) + w(by,a,) = w(a;,a) = 180°.

by

Mit Hilfe der Langen- und Winkelmessung kénnen wir definieren:

Definition 10:

Definition 11:

Definition 12:

Definition 13:

Mittelpunkt einer Strecke

Der Punkt M heilit Mittelpunkt der Strecke AB, wenn gilt:
1. Me AB

2. 1(AM)=1(BM)

Kreis

Es sei M ein Punkt der Ebene und r € L\{0}. Die Menge
k(M;r) = {P e E|1(PM ) = 1} heiBt Kreis mit Mittelpunkt
M und Radius r.

Winkelhalbierende

Es seien a und b zwei Halbgeraden mit dem gemeinsamen
Anfangspunkt S. Die Halbgerade h mit Anfangspunkt S
heillt Winkelhalbierende des Winkels <(a,b), wenn gilt:

w(a,h) = %w(a,b).

senkrecht

Es seien a und b zwei Geraden, die sich im Punkt S
schneiden. a heil3t senkrecht oder orthogonal (Zeichen ,, L*)
zur Geraden b, wenn es zwei Halbgeraden a; und b; auf a
bzw. b gibt mit Anfangspunkt S, so dass gilt: w(a;,b,) = 90°.

18 Beachten Sie, dass z.B. <(a;,by) und ¥(ap,b,) auch einen gemeinsamen
Schenkel besitzen (b,) und die beiden anderen Schenkel komplementére
Halbgeraden sind, sie aber kein Nebenwinkelpaar darstellen, da wir in
Definition 7 verlangt haben, dass die Winkel konvex sind, was hier fiir
<(a;,b,) aber nicht gegeben ist.
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Definition 14:  Lotgerade, LotfuSpunkt

Es sei a eine Gerade und P ein Punkt. Eine Gerade 1 durch P
heiflt Lotgerade oder kurz Lot zu a durch P, wenn gilt: 1 La.
Der Schnittpunkt von I und a heilit LotfufSpunkt.

Definition 15:  Abstand

Es sei a eine Gerade und P ein Punkt. Der Abstand des
Punktes P von der Geraden a ist die Lange der Strecke mit
P und dem LotfuBBpunkt als Endpunkten.

Den Abstand eines Punktes P von einer Strecke bzw.
Halbgeraden fiihrt man auf den Abstand des Punktes von
der zugehorigen Trégergeraden zuriick.

Wir verzichten an dieser Stelle auf die einfachen Beweise wie aus a_Lb folgt
b_La und dass es zu jedem Punkt P auf einer Geraden a genau ein Lot 1 gibt,
eine Folgerung aus WMA 4. Interessanterweise ldsst sich der anschaulich
ebenso einleuchtende Sachverhalt, dass es durch einen Punkt P auflerhalb
einer Geraden a immer genau eine Lotgerade gibt, mit unseren bisherigen
Axiomen nicht beweisen. Wir miissen diese Eindeutigkeit durch ein eigenes
Axiom fordern. Da die Existenz als solche dann beweisbar ist, konnen wir
das Orthogonalitdtsaxiom wie folgt formulieren:

OA  Zu jeder Geraden a gibt es durch jeden Punkt P mit P ¢ a hochstens
eine Gerade I mit P € lund 1 La.

Mit diesem Axiom ldsst sich der folgende Satz beweisen, der uns dann auch
die Existenz eines Lotes zu einer beliebigen Geraden a durch einen beliebi-
gen Punkt P, P ¢ a, garantiert.

Satz 10: Es seien a, b und c drei beliebige a c
Geraden. Dann gilt: }\ }\
. alb A blc = allc d d b
2. allcAa blc = alb | |

Beweis:

1. Wenn a und c gleich sind, dann sind sie nach Definition 1 parallel. Wir
betrachten also den Fall a # c. Zu zeigen ist, dass die beiden Geraden
dann keinen Punkt gemeinsam haben.

Wir gehen indirekt vor und nehmen an, es gébe einen Punkt S mit S € a
und S € c. Dann gilt:
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(1) Seanalb = aistLotzubdurch S / Def. 14
(2) Secaclb = cistLotzubdurch S / Def. 14

Damit gibt es zur Geraden b zwei verschiedene Lotgeraden durch den
Punkt S. Dies ist ein Widerspruch zu der Folgerung aus WMA 4, dass
die Lotgerade eindeutig bestimmt ist (S € b) bzw. zum Orthogonalitits-
axiom (S ¢ b). Die verschiedenen Geraden a und ¢ konnen also keinen
Punkt gemeinsam haben, sie sind also parallel.

2. Zunichst konnen wir festhalten, dass die Geraden b und a sicher nicht
parallel sind, denn aus b || a und a || ¢ wiirde wegen der Transitivitit der
Relation ,,||* sofort b || ¢ folgen, ein Widerspruch zu b_L ¢. Damit haben
b und a einen gemeinsamen Punkt, den wir S nennen:

SeaanSeb (1)
Sei 1 die eindeutig bestimmte Lotgerade zu b durch S:
Sel A1Llb (2
Also gilt:
ILb A blc /(2), Voraus.
= 1] c / Satz 10, Teil 1
Also: 1llc A Sel /s.0.,(2)
und allcaASea / Voraus., (1)
Da es zu ¢ durch S aber nach dem Parallelenaxiom nur genau eine Pa-
rallele gibt, muss 1 = a gelten. a ist also die Lotgerade zu b durch S, a_ Lb.
Ubung: 1) Beweisen Sie, dass in jedem Viereck die Summe der Lingen

der beiden Diagonalen kleiner ist als der Umfang des Vier-
ecks.

2) Beweisen Sie, dass der Mittelpunkt einer Strecke AB ein-
deutig bestimmt ist.

3) Zeigen Sie: Jede Gerade durch den Mittelpunkt eines Kreises
k(M;r) hat mit dem Kreis genau zwei Punkte A und B ge-

meinsam. M ist dabei der Mittelpunkt von AB.
4) Es seien a und b zwei Geraden. Beweisen Sie: alb = bla.

5) Es sei P ein Punkt auf einer Geraden g und 1 die Lotgerade zu
g durch P. Zeigen Sie, dass | eindeutig bestimmt ist.



3.7 Zusammenstellung aller relevanten Axiome 95

3.7 Zusammenstellung aller relevanten Axiome

Inzidenzaxiome:

I1 Zu zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Gerade, die mit
beiden Punkten inzidiert.

!
Formal: VA,B € Pmit A= Bgilt: 3a € GG,sodass Aca A Bea

12 Zu jeder Geraden gibt es mindestens zwei verschiedene Punkte, die mit
dieser Geraden inzidieren.

Formal: Vae Ggilt: 3 A,Be PmitA#B,sodass Aca A Bea

I3 Es gibt drei verschiedene Punkte, die nicht alle mit derselben Geraden
inzidieren.
Formal: 3 A,B,C e PmitA#B=#C,sodass AcanBeanCga

Parallelenaxiom:

P Zujeder Geraden gibt es durch jeden Punkt genau eine Parallele.
!

Formal: Vb e G, A e P gilt: élae((}:,sodass Acanalbd

Axiome der Anordnung:

O 1 Die Menge der Punkte jeder Geraden g ist streng linear geordnet.
Formal: V A,B,C € g:
- A<XBAB<C=A<C
- A<B = --(B<A)
- A<X<BVvB<AvVvA=B

O 2 Es seien A und B zwei Punkte einer Geraden g mit A < B. Dann enthilt
g mindestens drei weitere Punkte C, Dund EmitC < A <D <B < E.

O 3 Jede Gerade a zerlegt die Ebene in zwei disjunkte offene Halbebenen:
AB N a = ¢, wenn A und B in derselben Halbebene liegen und
AB N a # J, wenn A und B in verschiedenen Halbebenen liegen.
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Lingenmaflaxiome:

LMA 1 Wenn P ein Punkt der Strecke AB ist, dann gilt:
I(AB)=1(AP)+1(PB).

LMA 2 Wenn ein Punkt P nicht auf der Strecke AB liegt, dann gilt:

I(AB) <1(AP)+1(PB).

LMA 3 Zu jeder Halbgeraden a mit dem Anfangspunkt A und zu jeder
Lénge r € L gibt es mindestens einen Punkt P, so dass P € a und
I(AP)=r.

Winkelmaflaxiome:

WMA 1 Fir alle Winkel %(a,b) gilt: 0° < w(a,b) < 360°

WMA 2 Fiir drei Halbgeraden a, b, ¢ mit demselben Anfangspunkt S gilt:
w(a,c) = w(a,b) + w(b,c) , falls w(a,b) + w(b,c) < 360°
w(a,c) = w(a,b) + w(b,c) -360° , falls w(a,b) + w(b,c) > 360°

WMA 3 Wennb c E;, dann gilt: w(a,b) < 180°

WMA 4 Zu jeder Halbgeraden a und jeder Winkelgrofie w(a), 0° < w(a)
< 360°, gibt es genau eine Halbgerade b, so dass w(a,b) = w(a).

Orthogonalititsaxiom:

OA  Zu jeder Geraden a gibt es durch jeden Punkt P mit P ¢ a hochstens
eine Gerade I mit P € lund I La.
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4  Abbildungsgeometrie

4.1 Einstiegsproblem

Auf dieser und den folgenden Seiten sehen Sie m
ausgewdhlte Hohepunkte kiinstlerischer Werke
aus verschiedenen Zeiten und Kulturkreisen. App 51a: Spanien, 13. Jh.
Seit jeher haben solche regelmifligen Muster

die Menschheit fasziniert. ﬁgﬁgmm

Die Abbildungen 51 a bis d zeigen nacheinan-

der den Ausschnitt aus einem Mosaik in der @@E@mm
Alhambra, Granada (Spanien, 13. Jh.), ein Or-

nament am Tadsch Mahal (Indien 17. Jh.), das E@@ﬁgﬁgﬁg
Bild ,,Acht Kopfe® (1922) des Niederldnders

M. C. Escher und das Bild ,,Tremor* (1962) ﬁgﬁgﬁgﬁgﬁg
der Englanderin B. Riley, beide Bilder aus Abb. 51b: Indien. 17. Jh
Schuster (1978, S. 100, 103). - 1D ndien, 7 A

Worin besteht der Reiz all dieser Werke?

Ein Grund liegt sicherlich in der Regel-
miBigkeit, mit der sich Grundfiguren wie-
derholen. Kopiert man die Ornamente auf
Folie, so kann man durch Bewegungen der [g v _‘
Folie Kopie und Ausgangsfigur immer wieder s
zur Deckung bringen. Eine mogliche Bewe- V.3 P A

gung bei dem Bandornament aus Abbildung [ e Y 2D ﬁ
S5la ist die Verschiebung. Auch bei dem ~ '

Parkett aus Abbildung 51b konnen wir die Abb. 5lc: Holland, 20.
Folie verschieben, wobei wir hier sogar in
verschiedene Richtungen verschieben konnen.
Bei Eschers ,,Acht Kopfe* in Abbildung 51c
konnten wir die Folienkopie horizontal von
Nasenspitze zu Nasenspitze des Herren mit
Zylinder verschieben. Finden Sie selbst
weitere Moglichkeiten durch Bewegungen
Original und Kopie zur Deckung zu bringen.
Nun wiirde es schon erstaunen, wenn sich der
Beitrag aus dem Inselreich ohne Briiche in
diese Uberlegungen integrieren lieBe. Versu- Abb.51d: England, 20.
chen Sie es einmal.

S. Miiller-Philipp, H.-J. Gorski, Leitfaden Geometrie,
DOI 10.1007/978-3-8348-8616-3_4,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2012
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Im Buddhismus und im Hinduismus versinnbildlichen Kreisbilder, die so
genannten Mandalas, das Universum und das Leben. Der Kreis soll von
allem Irdischen befreien und Meditationen giinstig beeinflussen, Quadrate
stehen fir materielle Endlichkeiten. In indischen Tempelanlagen werden
Mandalas zunéchst sorgfiltig konstruiert und anschlieBend mit farbigem
Sand kiinstlerisch ausgestaltet.

by

AN/

Abb. 52: Konstruktion (Bild 1,2) und Ausgestaltung (Bild 3) eines Mandala'

Aber auch im christlichen Abendland findet man dhnliche Muster: etwa in
den Rosettenfenstern der groflen europdischen Kathedralen (ab 12. Jh.) und
wieder in verschiedenen Holzschnitten Eschers.

[
(0

F=r )
T AT
Eeke
S Vg’

SauR"

Abb. 53: Rahmen der Rosetten der Kathedralen Lausanne und Notre Dame
de Paris und der Holzschnitt , Kreislimit I (1958) von Escher®

Bei dem Mandala, bei den Kirchenfenstern und bei Eschers Holzschnitt sind
Drehungen um den Mittelpunkt der Figuren Bewegungen, die die Folien-
kopie mit der Ausgangsfigur zur Deckung bringen’. Es sind verschiedene

aus: http://www.dharmanet.com.br/mandala

Rosetten aus: Mathematik lehren 1996, S. 19; Holzschnitt aus: Ernst
2002, S. 108

Dabei ist die farbliche Ausgestaltung beim Mandala zu vernachlissigen.
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Abb. 54: | Drehstrudel®,
Holzschnitt, Escher 1957

Drehungen moglich. Gemeinsam ist ihnen je-
weils der Drehpunkt, sie unterscheiden sich
aber in den Drehwinkeln. Abbildung 54 ist aus
Ernst (2002, S. 107) entnommen und zeigt
Eschers ,.Drehstrudel”, einen Holzschnitt aus
dem Jahr 1957. Kleine Fische schwimmen im
unteren Teich, wachsen dabei immer mehr und
kommen schlieB3lich in den oberen Teich. Dort
werden sie wieder kleiner und verschwinden
schlieBlich in der Teichmitte.

Gibt es auch hier Drehungen mit unterschied-
lichen Drehwinkeln?

Verschiebungen und Drehungen nennt man
Bewegungen. Bei diesen kommt man mit einer
Seite der Folie aus. Bei manchen Figuren kon-
nen wir unsere Folie aber auch wenden, und die
Riickseite der Folie kommt mit der Ausgangs-
figur zur Deckung. Wenn wir z.B. bei dem Par-
kett aus Abbildung 51b in der Ausgangsfigur

und unserer Folie eine Gerade durch die Mittelpunkte der Sechsecke zeich-
nen, die Folie hochnehmen, umwenden und so auf die Originalfigur legen,

Abb. 55: Proportionsdar-
stellung des menschlichen
Kérpers, Leonardo 1535

dass die beiden Geraden zur Deckung kommen,
dann kommt auch das kopierte Parkett mit dem
urspriinglichen Parkett zur Deckung. Entspre-
chendes gilt fiir das Mandala, die Figuren in
Abbildung 53 und Leonardos Proportionsdar-
stellung des menschlichen Korpers (aus Frie-
denthal 1959, S. 86). Solche Umwendungen
nennt man Geraden- oder Achsenspiegelungen.
Die Darstellungen in den Abbildungen 51b, 52,
53 und 55 sind also achsensymmetrisch. Auch
das Bandornament aus Abbildung 51a ist ach-
sensymmetrisch. Die Symmetrieachsen liegen
senkrecht zur Verschiebungsrichtung und ver-
laufen durch die Mittelpunkte der ,,Knochen®.

Die Mittelparallele des Bandornamentes ist dagegen keine Symmetrieachse.
Wenn wir unsere Folie um diese Achse wenden, kommt die Kopie nicht mit
der Ausgangsfigur zur Deckung. Wenn wir die so gewendete Folie aber ein
Stiickchen weiterschieben, dann kénnen wir auch wieder Deckungsgleichheit
erzielen. Eine solche Bewegung, die sich aus einer Achsenspiegelung und
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einer Verschiebung parallel zur Spiegelachse zusammensetzt, nennt man
Schub- oder Gleitspiegelung. Auch sie ist eine Umwendung.

Die bisher betrachteten Abbildungen haben eines gemeinsam: Sie bilden
Figuren auf kongruente Figuren' ab. Man nennt sie deshalb auch Kon-
gruenzabbildungen. Alle Streckenldngen, alle WinkelgroBen bleiben unver-
andert erhalten. Neben den Kongruenzabbildungen gibt es aber auch noch
andere Abbildungen der Ebene auf sich.

§

b
Mj{j{ 1

%
Abb. 56a Abb. 56b

\\g&

0,09,

V////r Q

Offensichtlich handelt es sich bei den Abbildungen 56a-b nicht um Kon-
gruenzabbildungen, da weder Laufer noch Dreiecke kongruent sind. Trotz-
dem gibt es RegelméBigkeiten. Die Laufer sind einander dhnlich, sie sind
durch eine Ahnlichkeitsabbildung entstanden. Die Dreiecke, zwei sind grau
gefirbt, sind sich nicht einmal dhnlich. Trotzdem haben sie etwas gemein-
sam.

Ubung: 1) Bewegung oder Umwendung? Wie viele verschiedene Abbil-
dun en, die die Figur auf sich selbst abbilden, gibt es?

Hasenfenster am Tadsch Mahal in Agra,
Paderborner Dom, 13. Jh. 17. Jh.

2) Suchen Sie alle Symmetrieachsen in den Abbildungen 51-55.

Auf eine exakte Definition dessen, was wir unter ,,kongruenten Figuren*
verstehen wollen, kommen wir in Kapitel 4.2.5 zuriick.
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3) Finden Sie fiir die Abbildungen 51a-c jeweils die kleinste
Grundfigur, aus denen sich die Figur durch Verschiebung er-
zeugen lésst. Es gibt verschiedene Losungen.

4) Welche Drehungen bilden die Ornamente in den
Abbildungen 51-55 auf sich ab? Geben Sie Drehpunkt(e) und
alle moglichen Drehwinkel an.

5) Welche Eigenschaften bleiben bei den in Abbildung 56a dar-
gestellten ,,Laufern erhalten?

6) Finden Sie mehrere Gemeinsamkeiten der Dreiecke aus Ab-
bildung 56b.

4.2 Kongruenzabbildungen

Vororientierung

Wir werden nun die im Einstieg aufgetretenen Abbildungen der Ebene auf
sich definieren, indem wir die Konstruktionsvorschrift angeben, mit der man
zu einem Punkt P der Ebene seinen Bildpunkt P' finden kann. Wir beginnen
mit der Definition der Geradenspiegelung und ausfiihrlichen Betrachtungen
der Eigenschaften dieser Abbildung. Danach fithren wir die Verschiebung,
die Drehung, die Punktspiegelung und die Schub- oder Gleitspiegelung ein.

Schlieflich werden wir zeigen, dass nicht nur die eben genannten Abbildun-
gen, sondern auch jede beliebige Anzahl von nacheinander ausgefiihrten
Geradenspiegelungen durch eine ,,duflerst geringe* Anzahl von Geraden-
spiegelungen ersetzt werden kann. Dabei sollen Sie die Geradenspiegelung
als das Universalmodul aller Kongruenzabbildungen erfahren. Auch wenn
wir von Anfang an von Kongruenzabbildungen reden, werden wir erst an
dieser Stelle definieren, was wir eigentlich genau unter einer Kongruenz-
abbildung verstehen wollen.

Auf der Basis dieser Definition werden wir in einem weiteren Abschnitt der
Frage nachgehen, unter welchen Bedingungen ein Dreieck AABC zu einem
Dreieck AAB'C' kongruent ist und in diesem Kontext die Kongruenzsitze,
die Sie bereits aus der Schulmathematik unter den Kiirzeln ,,SSS, SWS,
WSW und SSW s kennen, formulieren und beweisen.

Das Kapitel endet mit Uberlegungen zur Menge aller Kongruenzabbildungen
bzw. ausgewdhlter Teilmengen dieser Menge.
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4.2.1 Definitionen und Eigenschaften der Kongruenzabbil-

dungen

Definition 1:

Definition 2:

Geradenspiegelung S,
Die Geradenspiegelung S, ist diejenige
Abbildung der Ebene [E auf sich, die o
jedem Punkt P seinen Bildpunkt P' nach P"" s e
folgender Vorschrift zuordnet:
a) WennP € g,dann P =P’ g
(alle Pe g sind Fixpunkte)
b) Wenn P ¢ g, dann gilt: g 1L PP' und 1(P78) = I(FS),
wobei PP' n g = {S}.°

Dabei heif3it die Gerade g Spiegelgerade oder -achse.

Fixpunkt

Ein Punkt P heifit Fixpunkt bei einer Abbildung ¢ (z. B. bei
S,g), wenn Urbild P und Bild P' zusammenfallen.
formal: wenn P = @(P) =P’

Bei der Geradenspiegelung S, sind alle Punkte auf der Spiegelgeraden Fix-
punkte. Weitere Fixpunkte gibt es nicht.

Alle Geraden senkrecht zur Spiegelgeraden g werden bei der Geradenspie-
gelung S, auf sich selbst abgebildet. In Analogie zu den Fixpunkten be-
zeichnen wir derartige Geraden als Fixgeraden.

Wie konstruieren wir das Bild Sy(P) = P' eines Punktes P (P ¢ g) bei der
Geradenspiegelung S, ?

- Die Lotgerade | zu g durch Punkt P zeichnen.

- Den Schnittpunkt von g und I mit S benennen.

- Den Punkt P' auf'l auszeichnen, fiir den gilt: 1(P'S)=1( PS )und P'= P.

Gleichwertig: Wenn P ¢ g, dann ist g die Mittelsenkrechte von PP'. Den

Begrift der ,,Mittelsenkrechten* fithren wir aber erst in Definition 3 ein,
konnen ihn hier also noch nicht regulér verwenden.
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e
uQ

Zur Herleitung weiterer Eigenschaften der Geradenspiegelung (und auch
weiterer, noch zu definierender Kongruenzabbildungen) reichen die bisher
formulierten Axiome und die Definition der Geradenspiegelung allein nicht
aus. Wir formulieren daher zwei weitere Axiome:

A
SA 1: Spiegelungsaxiom 1 »
Sei A'=S,(A) und B'=S,(B)
Dann gilt:
I(AB)=1(A'B")

Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, dass SA 1
nicht besagt, dass die Strecke A'B' das Bild der B'

Strecke AB ist. Letzteres werden wir erst mit Satz 1b sicherstellen.

SA 2: Spiegelungsaxiom 2
Sei A'=S,(A), B'=S,B)
und C' = S,(C)
Dann gilt:

—_—

w(BA,BC)=w(B'C,B'A")

Eigenschaften der Geradenspiegelung

Spiegelt man zweimal nacheinander an derselben Geraden, so hat man den
Ausgangszustand wieder hergestellt. Jede Geradenspiegelung S, ist also Um-
kehrabbildung zu sich selbst. Solche Abbildungen, bei denen ¢ o ¢ gleich
der identischen Abbildung id ist, nennt man involutorisch.
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Satz 1a: Bei der Geradenspiegelung S, gilt fiir alle Punkte A, B der
Ebene E :
B=S,A) = A=S,B)
S, ist eine involutorische Abbildung.

Beweis:
Nach der Definition von S, gilt:
B =5,(A)
= ABLg A I(AS)=1(BS)
mit: {S} =ABNg
BA Lg A I(BS)=1(AS)

=
- A =Sy(B) A =S¢(B) g
Satz 1b: Bei der Geradenspiegelung S, ist das Bild einer Strecke
AB wieder eine Strecke, ndamlich die Strecke A'B'. Dabei
ist A"=S,(A) und B' = S,(B).
Formalisiert lautet die Behauptung: Sy( AB)= A'B'
Dazu zeigen wir fiiralle P € E: P € AB & P'e A'B
Beweis:
Wir wissen, ...
(a) nach Spiegelungsaxiom SA 1 gilt: B'
I(AB)=1(A'B'),
(b) LangenmaBaxiom LMA 1 gilt in beide
Richtungen:
Pe AB < I(AB)=1(AP)+1(PB) A
Dann gilt:
Pe AB
< I(AB) =I1(AP) +I1(PB) /LMA 1
< I(A'B)=I1(A'P")+1(P'B") / dreimal SA 1
= P'e A'B /LMA 1 (Riickrichtung)

Satz 1b und Spiegelungsaxiom SA 1 garantieren uns, dass das Bild einer
Strecke bei der Geradenspiegelung wieder eine Strecke ist, die ebenso lang
wie die Urbildstrecke ist. Man sagt auch: S, ist strecken- und lingentreu.
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In den Sétzen 1c und 1d formulieren wir Aussagen iiber die Bilder von Halb-
geraden und Geraden bei der Geradenspiegelung S,.

Satz 1c: Bei der Geradenspiegelung S, ist das Bild einer Halb-
geraden AB wieder eine Halbgerade, namlich die Halb-
gerade A'B'. Dabeiist A' = Sg(A) und B' = Sy(B).
Formalisiert lautet die Behauptung: S,( E) = A'B'

Dazu zeigen wir firalle P e E: P e AB < P'e A'B'

Beweis: A
Es gilt: P,
PRB
p= Pe AB v Be AP / Def. AB
= P'e A'B' v B'e A'P' /Satz1b
& P e AB / Def. AB P
A

In Satz 1c haben wir gezeigt, dass das Bild einer Halbgeraden AB die Halb-

gerade A'B' ist. Man sagt auch: S, ist halbgeradentreu. Bei der Beweisfiih-
rung haben wir wesentlich auf die in Satz 1b bewiesene Streckentreue zu-

rickgegriffen: Das Bild einer Strecke AB ist die Strecke A'B'.

Satz 1d: Bei der Geradenspiegelung S, ist das Bild einer Geraden
AB wieder eine Gerade, ndmlich die Gerade A'B'.

Dabei ist A' = S,(A) und B' = S,(B).
Formalisiert lautet die Behauptung: S,(AB) = A'B'
Dazu zeigen wir firalle P e E: P € AB < P' € A'B'

Beweis:

Wir greifen die im vorangegangenen Satz erfolgreich angewandte Strategie
auf und versuchen, die Behauptung mit Hilfe von Satz lc zu zeigen. Mit
anderen Worten versuchen wir also, die behauptete Geradentreue auf die
Halbgeradentreue zuriickzufiihren.
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- Wir zeichnen auf der Geraden AB zwei (nicht

disjunkte) Teilmengen aus, ndmlich die Punkt- AB

menge AB und die Punktmenge ﬁ B
- Die Vereinigung beider Punktmengen ist die

Gerade AB:

AB U BA =AB (1) A
Dann gilt: BA A

P e AB
=S PE(EUBA) / wegen (1)
& PecAB v PeBA / Def. der Vereinigungsmenge
= P'e A'B' v P'e B'A’ / Satz 1c
= P'e (A'B' U B'A") / Def. der Vereinigungsmenge
< P eAB / wegen (1)

Satz 1d garantiert uns, dass das Bild einer Geraden bei der Geraden-
spiegelung S, stets wieder eine Gerade ist.
Man sagt auch: S, ist geradentreu.

Wir heben an dieser Stelle weitere Eigenschaften von S, hervor, ohne sie
ausdriicklich zu beweisen: g

Bei der Geradenspiegelung S, wird ein Linkstripel A
(A, B, C) auf ein Rechtstripel (A', B', C') abgebil-
det,

wobei A' = S,(A), B'= S,(B) und C' = S,(C).

Bei S, wird ein Winkel <(r, t) auf einen Winkel
<(t, r') abgebildet. Dabei stimmen die Winkel-
. grofien beider Winkel tiberein:

wir, t) = w(t, )
S ‘g Man sagt: S, ist winkeltreu.

w2
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Bei S, wird ein Vieleck E;, E,, Es, ..., E, auf ein E,4 E,
Vieleck E|', E,, E;', ..., E,' abgebildet. Dabei E, E/'
haben Urbild- und Bildvieleck entgegengesetzten
Umlaufsinn.

B2 By | B B

k Bei S, werden zueinander parallele Geraden p;, p»
Z auf ebenfalls zueinander parallele Geraden p,', p,'

abgebildet.
» 4 Man sagt: S, ist parallelentreu.

g 1 A}
p1 p2

Definition 3: Mittelsenkrechte
Unter der Mittelsenkrechten m einer Strecke AB versteht
man diejenige Gerade, die senkrecht durch den Mittelpunkt
von AB geht.
formal:
m L AB A I(AM)=1(BM ), wobei AB " m= {M}

Bei der Geradenspiegelung S, ist g Mittelsenkrechte von PP' °.

Mit Hilfe der bisher erarbeiteten Axiome, Definitionen und Sitze kénnen wir
nunmehr beweisen, dass ein Punkt P genau dann auf der Mittelsenkrechten m
einer Strecke AB liegt, wenn er von A und B gleichen Abstand hat.

Im Hinblick auf eine moglichst pragnante Beweisfithrung formalisieren wir
die Behauptung in Satz 2 besonders stark:

Satz 2: Sei m die Mittelsenkrechte der Strecke AB.
Dann gilt:
Pem < 1(AP)=1(BP)

113

Beweis: ,,—

®  vgl. hierzu auch Definition 1
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7.2.: Pem = I(AP)=1(BP)

- Da m Mittelsenkrechte von AB ist,
folgt mit der Definition der Geraden-
spiegelung
A=S,(B) und B=S,(A) und

- da nach Voraussetzung P € m, folgt
wieder mit der Definition der Gera-
denspiegelung S, (P)=P.

2 2|/

Dann gilt: A B
Pem

=  Su(AP)=BP / Satz 1b

= 1(AP)=1(BP) /SA 1

«

<= (durch Kontraposition’)
zz.. 1(AP)=1(BP) = Pem
Kontraposition: P ¢ m = 1(AP)=1(BP)

Wenn P ¢ m, dann sind hinsichtlich der Lage von P zwei Félle moglich:

P kann dann in derselben Halbebene von m liegen, in der B liegt (Fall 1)
bzw. in der A liegt (Fall 2).

zu Fall 1:

Liege P also in derselben Halbebene von m P
wie B.

- Dann schneidet BP die Mittelsenk- R
rechte m nicht und AP schneidet m in
einem PunktR (Rem A R e E)
- Mit Teil ,,=* des Beweises folgt: x
M
m

Rem:l(ﬁ)zl(ﬁ) (*) B

A

Dann gilt:
I(BP)<I(BR)+I(RP) /LéingenmaBaxiom LMA 2, daR ¢ BP

7 Zum Beweis durch Kontraposition sei auf Gorski / Miiller-Philipp 2009,

Kapitel 0.4 hingewiesen.
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=  1(BP)<I(AR)+I(RP) /wegen (%)
= l(ﬁ) < I(E ) / Langenmaflaxiom LMA 1,daR € AP
also: 1(AP)=I1(BP)

Fall 2 zeigt man analog.

Von Satz 2 werden wir insbesondere in Kapitel 5 mehrfach Gebrauch
machen.

Nur voriibergehend verlassen wir die Geradenspiegelung und ihre Eigen-
schaften, um weitere Abbildungen zu definieren.

Definition 4: Verschiebung oder Translation Vﬁ, IGT)

Die Verschiebung ist diejenige Abbildung
der Ebene auf sich, die jedem Punkt P
seinen Bildpunkt P' nach folgender
Vorschrift zuordnet:

PP’ st richtungsgleich zu ST  und
I(PP')=1(ST).

In der Notation V S%.15T) gibt die Halbgerade ST die Richtung der Verschie-

bung, l(ﬁ) die Liange der Verschiebung an. In diesem Kontext sind

v und V Verschiebungen, bei denen die Linge der Ver-

ST, 31(ST) ST, 0,5-1(ST)

schiebung vom Abstand der Punkte S und T auf ST abweicht.

Stimmt hingegen die Lange der Verschiebung mit dem Abstand der Punkte S

und T auf der Halbgeraden ST iiberein, so schreibt man fiir Vﬁ & auch

kurz Vgt.
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Wie konstruieren wir nun das Bild P' eines Punktes P bei der Verschiebung

. 9
VST,I(ST) :

- Die Halbgerade h zeichnen, die den Anfangspunkt P hat und die

richtungsgleich zu ST ist.
- Denjenigen Punkt auf der Halbgeraden h mit P' bezeichnen, der von P

die Entfernung 1( ﬁ) hat.

T T b T h
Pl
S
° p

Eigenschaften der Verschiebung

9]
w2

Bei der Verschiebung V ist der Fall S = T zugelassen. Wir sprechen

ST,I(ST)
dann von der Nullverschiebung. Da jeder Punkt P dann auf sich selbst

abgebildet wird, handelt es sich bei der Nullverschiebung um die identische
Abbildung id.

Aus der Definition der Verschiebung geht hervor, dass Urbild- und

Bildpunkt stets denselben Abstand voneinander haben. Falls V& 1GT) nicht

die identische Abbildung ist, gibt es bei der Verschiebung keine Fixpunkte.

Demgegentiber gibt es Fixgeraden: Alle Geraden, die parallel zur Geraden
ST sind, werden durch V 5 auf sich abgebildet, sind also Fixgeraden.

Die Umkehrabbildung der Verschiebung V ist die Verschiebung

ST, I(ST)
VT—s,l(ﬁ)‘
Im Gegensatz zum zweimaligen Nacheinanderausfithren der Geradenspie-

gelung S, , stellt das zweimalige Ausfithren ein und derselben Verschiebung

Vo &) keineswegs den Ausgangszustand wieder her:

Die Verschiebung ist also keine involutorische Abbildung.
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Wir werden weiter unten beweisen®, dass jede Verschiebung durch die Nach-
einanderausfithrung (Verkettung) von zwei besonderen Geradenspiegelungen
ersetzt werden kann. Aus diesem Sachverhalt leiten sich weitere Eigenschaf-
ten der Verschiebung her:

Bei der Verschiebung werden Stre-
cken auf gleich lange Strecke abge-
bildet (Abbildung 57a).

A% 5 ist strecken- und ldngentreu.

Bei der Verschiebung ist das Bild
einer Geraden wieder eine Gerade
(Abbildung 57b).

Vﬁ ist geradentreu.

Bei der Verschiebung werden
zueinander parallele Geraden auf
ebenfalls zueinander parallele Ge-
raden abgebildet (Abbildung 57c).

\% 5 ist also parallelentreu.

Bei der Verschiebung werden Win-
kel auf gleich grofle Winkel abge-
bildet (Abbildung 57d).

\% o Ist winkeltreu.

Bei der Verschiebung wird ein
Vieleck E;, E,, Es, ..., E,; auf ein
Vieleck E/', E;', E;', ..., E,' abgebil-
det (Abbildung 57d). Dabei haben
Urbild- und Bildvieleck gleichen
Umlaufsinn.

8

vgl. hierzu Satz 3

*—pe

—e—e—>o—>o
D E D E

Abb. 57a

Abb. 57d
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Definition 5: Drehung D (o)

Die Drehung Dy (o) ist diejenige Abbildung der Ebene auf
sich, die jedem Punkt P seinen Bildpunkt P' nach folgender
Vorschrift zuordnet:

a) WennP =M, dann P'=P. (M ist Fixpunkt.)
b) Wenn P # M, dann ist P' so zu wihlen, dass gilt:
w(MP,MP') = w(a) und I(MP )= 1( MP").

P P

M M heilit Drehpunkt und w(o) mit 0° < w(a) < 360° heilit
Drehmayf3 der Drehung.

Wie konstruieren wir das Bild P' eines Punktes P (P # M) bei der Drehung
D wiay ?

- Die Halbgerade MP zeichnen und h nennen.
- Die Halbgerade k mit dem Anfangspunkt M zeichnen, fiir die gilt:

w(h,k) = w(a).
- Denjenigen Punkt auf k mit P' bezeichnen, der von M die Entfernung
1(MP ) hat.
h k h
P P
M M

Eigenschaften der Drehung

Wenn w(a) = 0°, haben wir die Nulldrehung, also die identische Abbildung
id vorliegen.

Fiir w(a) # 0° gibt es auer dem Drehpunkt keine weiteren Fixpunkte.
Nur fiir den Spezialfall w(or) = 180° gibt es Fixgeraden. Dies sind alle
Geraden durch den Drehpunkt M.

Die Umkehrabbildung der Drehung Dy (o) ist die Drehung Dy 3600-w(o) -
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Wir werden weiter unten beweisen’, dass jede Drehung durch die Nachein-
anderausfithrung (Verkettung) zweier geeigneter Geradenspiegelungen er-
setzt werden kann. Ahnlich wie bei der Verschiebung leiten sich aus diesem
Sachverhalt weitere Eigenschaften der Drehung her:

- Dyw(o ist strecken- bzw. ldngen- B
treu. D

- Daw(o) ist winkeltreu. C A

- Ditw(o) ist geradentreu.

- Diw(o 1St parallelentreu. °

- Dyw(o) bildet das Vieleck E;, E,, D M
E;, .. , E, auf das Vieleck B'
E.E,\E;', ..., E," ab. Dabei haben
beide Vielecke gleichen Umlauf-
sinn.

Den Spezialfall der Drehung mit einem Drehwinkel der GréB3e 180° hebt man
unter dem Namen Punktspiegelung besonders hervor. Da diese Abbildung in
der Schule oftmals als eigensténdige Abbildung betrachtet wird, im Regelfall
vor der Behandlung der Drehung, wollen wir sie auch hier eigenstindig
definieren.

Definition 6:  Punktspiegelung S;

Die Punktspiegelung S; ist diejenige Abbildung der Ebene
P' auf sich, die jedem Punkt P seinen Bildpunkt P' nach fol-
gender Vorschrift zuordnet:

a) Wenn P =7, dann P'=P. (Z ist Fixpunkt.)

Z . .
b) Wenn P # Z, dann ist P' so zu wihlen, dass gilt:
b P'e PZ und 1(ZP)=1(ZP') und P=P."°

Z heilit Zentrum der Punktspiegelung S.

vgl. hierzu Satz 4

1% Alternativ kénnten wir in (b) auch definieren:
Wenn P # Z, dann ist P' so zu wihlen, dass Z Mittelpunkt von PP' ist.
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Analog zum Vorgehen bei den bisher eingefiihrten Abbildungen fragen wir
wieder:

Wie konstruieren wir das Bild P' eines Punktes P (P # Z) bei der Punkt-
spiegelung Sz ?

- Die Gerade PZ zeichnen.
- Auf der Geraden PZ den Punkt P' markieren, fiir den gilt:

P'#P und I(P'Z)=1(PZ).

Eigenschaften der Punktspiegelung

Da die Punktspiegelung ein Spezialfall der Drehung ist (Sz = Dz, 1sc), gelten
die oben aufgelisteten Eigenschaften der Drehung auch fiir die Punktspie-
gelung. Zusitzlich gibt es die schon aufgefiihrten Fixgeraden (Geraden durch
das Zentrum Z).

Fiir den allgemeinen Fall der Drehung haben wir herausgestellt, dass die
Drehung Dy 3600-w(o) Umkehrabbildung zu Dy ist. Ubertragen wir diese
Aussage auf den Spezialfall S; = Dz 1g¢e, S0 stellen wir fest, dass S; Umkehr-
abbildung zu sich selbst ist.

Die Punktspiegelung ist also wie die Geradenspiegelung eine involutorische
Abbildung.

Wir haben in diesem Kapitel die Geradenspiegelung, die Verschiebung, die
Drehung und die Punktspiegelung als Abbildungen definiert, uns jeweils
uberlegt, wie die Bilder bei diesen Abbildungen konstruiert werden und
Eigenschaften dieser Abbildungen herausgestellt. Wir beenden dieses Kapitel
mit der Einfiihrung einer letzten Abbildung, die aus der Nacheinander-
ausfithrung zweier bereits definierter Abbildungen entsteht.
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Definition 7:  Schub- oder Gleitspiegelung G o 5T

Sei g eine Gerade und ST eine Halbgerade mit ST || g.

Die Nacheinanderausfithrung (Verkettung) der Geraden-
spiegelung S, nach der Verschiebung Vg heiB3t Schub-

oder Gleitspiegelung G o5 -

Gg’ﬁ = Sg ° VS—T'
(gelesen: ,,S,nach V 5 oder ,,S, verkettet mit V 5 )

Die Gerade g heif3t Schub- oder Gleitspiegelungsachse.

s I

C

B'

Abb. 58 c

Wir verzichten auf die Angabe einer Konstruktionsvorschrift, da die Schub-
spiegelung aus der Verkettung einer Verschiebung und einer Geradenspie-
gelung besteht, fur die wir die Konstruktionsvorschriften kennen.

Als Verkettung einer Bewegung und einer Umwendung ist die Gleitspiege-
lung eine Umwendung. Der Umlaufsinn einer Figur kehrt sich um (vgl.
Abbildung 58). Fixpunkte gibt es keine, die Spiegelachse g ist die einzige
Fixgerade. Wie alle anderen bisher beschriebenen Abbildungen ist auch die
Schub- oder Gleitspiegelung geradentreu, parallelentreu, Idngentreu und
winkeltreu.

Wegen dieser Eigenschaften werden Figuren durch diese Abbildungen in
kongruente, also deckungsgleiche Figuren tiberfiihrt. Deshalb nennt man die
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Abbildungen Geradenspiegelung, Verschiebung, Drehung, Punktspiegelung
und Gleitspiegelung Kongruenzabbildungen. Detailliert werden wir auf diese
Vorab-Information in Kapitel 4.2.4 eingehen.

Bei der Gleitspiegelung spielt es keine Rolle, ob man zunichst verschiebt
und anschlielend spiegelt — wie in Abbildung 58 — oder ob man erst spiegelt
und dann verschiebt''. Den Beweis dieses Sachverhalts fiihren wir an dieser
Stelle nicht, weisen jedoch darauf hin, dass er leicht mit Hilfe von Satz 3
gelingt.

Ubung: 1) Geben Sie fiir jede Abbildung alle Drehungen (mit
Drehpunkt und Drehmal3) an, die die Figuren auf sich selbst

abbilden.
2) Geben Sie fiir die Figuren aus (1) alle Geradenspiegelungen

NZY P
2y | Q%
an, die die Figuren auf sich selbst abbilden.

3) Finden Sie Firmenzeichen (Logos) bekannter Firmen, die
durch (a) eine bzw. (b) mehrere Kongruenzabbildungen auf
sich selbst abgebildet werden. Zeichnen Sie jeweils die cha-
rakteristischen Parameter dieser Abbildungen in die Firmen-
zeichen ein.

" Im Allgemeinen ist die Reihenfolge bei der Hintereinanderausfiihrung

von Abbildungen nicht gleichgiiltig.
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4) Zeigen Sie an einem Beispiel Threr Wahl, dass bei der
Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen die Reihenfolge
nicht gleichgiiltig ist.

5) a) Welches ist die kleinste
Grundfigur, aus der sich
die Muster durch Ver-

schiebung erzeugen las-

b) Geben Sie alle Abbildungen an, die die Muster auf sich
selbst abbilden.

6) Zeichnen Sie ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlédnge 4
cm und beschriften Sie die Eckpunkte entgegen dem Uhr-
zeigersinn mit A, B und C.

a) Fihren Sie mit diesem Dreieck die Drehung Dc 50 aus.

b) Fiihren Sie am Ausgangsdreieck nacheinander die Gera-
denspiegelungen Sca und Scp aus. Nun miisste Thnen
etwas auffallen.

7) Zeichnen Sie das Dreieck aus (6) noch einmal.
a) Fiihren Sie mit diesem Dreieck die Drehung D 4 aus.

b) Welche beiden Geradenspiegelungen miissen Sie nach-
einander ausfithren, damit Analoges zu (6.b) auffallt?
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4.2.2 Verkettung von Kongruenzabbildungen

Wir iiberlegen, welche Abbildungen entstehen, wenn Geradenspiegelungen
miteinander verkettet werden. Zunichst betrachten wir zwei verschiedene
Geraden a und b. Fiir die Lage von aund b gilt a || b oder a m b = {P}. Wir
beginnen mit zueinander parallelen Geraden und fragen:

Durch welche Ersatzabbildung kann die Nacheinanderausfilhrung zweier
Geradenspiegelungen S, o S, an zueinander parallelen Geraden ersetzt
werden?

Hinfiithrung zu Satz 3:

Aufgabe:
Zeichnen Sie zwei zueinander parallele Geraden a und b sowie ein Dreieck
XYZ.

a) Fihren Sie nacheinander die Abbildungen S, und S, aus. Fiir diese Ver-
kettung oder Nacheinanderausfithrung zweier Geradenspiegelungen
schreibt man auch S, o S, , gelesen: ,, S, nach S, oder auch ,, S, ver-
kettet mit S, .

b) Uberlegen Sie anschieBend, durch welche Ersatzabbildung Sie die Ver-
kettung S, o S, ersetzen konnten.

Losung:

Abb. 59
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Wir tiberlegen:

In Abbildung 59 wird Dreieck XYZ (kurz: AXYZ) durch S, auf
AX'Y'Z' abgebildet, der Umlaufsinn dndert sich.

Danach wird AX'Y'Z' durch S, auf AX"Y"Z" abgebildet, der Um-
laufsinn dndert sich ein zweites Mal, stimmt also mit dem Umlaufsinn der
Ausgangsfigur wieder iiberein.

Die Ersatzabbildung, die AXYZ direkt auf AX"Y"Z" abbildet, muss also
eine Bewegung (Verschiebung, Drehung) sein. Geradenspiegelung und
Gleitspiegelung dndern den Umlaufsinn, scheiden also als Ersatzab-
bildung an dieser Stelle aus.

Wir betrachten nun die Punkte Y, Y' und Y" in Abbildung 59.

Alle drei Punkte liegen auf der zusétzlich in die Darstellung aufgenom-
menen Geraden 1 (mit1 L a A 1.1 b), die die Geraden a und b in A und B
schneidet.

Y und Y'sind 2:1( AY") voneinander entfernt.

Y'und Y" sind 2-1( Y'B ) voneinander entfernt.

Dann betrégt die Entfernung von Y und Y"

21(AY')+21(Y'B) = 2-(I(AY")+1(Y'B)) = 2-1(AB).

Der Punkt Y wird also durch S, o S, um 2-1(@) in Richtung der Halb-

geraden AB verschoben. Dabei ist 2~1(§3) genau das Doppelte des Ab-
standes der Geraden a und b.

Offensichtlich lassen sich diese Uberlegungen analog auf die Punkte X,
X', X" bzw. Z, Z', Z" aus Abbildung 59 {ibertragen.

Wir halten fuir dieses Beispiel fest:

Sind die Geraden a und b zueinander parallel, so kénnen wir S, o S, durch
eine Verschiebung ersetzen.

Die Richtung dieser Verschiebung wird durch die Halbgerade AB bestimmt;

ihre Linge betrigt 2-I( AB), also das Doppelte des Abstandes der Geraden a
und b.

Wir formulieren den am Beispiel gefundenen Zusammenhang in Satz 3.
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Satz 3: Es seien a und b Geraden mit a || b, P sei ein beliebiger
Punkt der Ebene und | eine Gerade durch P mit 1 L a.
Ferner sei lma= {A} und 1 nb= {B}. Dann gilt:
Die Verkettung der Geradenspiegelungen S, o S, ist die
Verschiebung V 25,2135

Beweis: Es gilt: P'=S,(P) A P"=S,(P"

Wir betrachten S, © S, (P) =S, (S, (P)) = Sp(P") =P"

- Nach Spiegelungsaxiom SA1 und der Defi-
nition von S, gilt:
I(PA) = (P'A) A I(P'B) = 1(P"B),
sowiePP> La A PP’ LDb.

- Weila||b und 1L a liegen P, P' und P"
auf der Geraden 1.

- P" geht also aus P durch eine Verschiebung
in Richtung PP" hervor, wobei PP" rich-

tungsgleich zu AB ist.

Wir untersuchen nun die Lange dieser Verschiebung. Die Anwendung des
Léngenmafaxioms LMA1 und die mehrfache Anwendung der Definition von

S, liefern:

I(PP'") =21(AP')+21(P'B)
=2 (1(AP') +1(P'B))
=21(AB)

Dieser Zusammenhang gilt auch, wenn P zwischen a und b liegt ...

1 P"

I(PP"") =1(P'P")— I(PP')
=21(BP')- 21(P'A)
=2 ((BP')- I(P'A))
=21(AB)
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... und auch wenn P auf der anderen Seite von
b liegt:

I(PP'") =1(P'P")— I(PP')
=21(BP')- 21(P'A)
=2 (I(BP')~ I(P'A))
=21(AB)

... und auch wenn P = A oder P = B, was wir
hier nur fiir den Fall P = A zeigen. Das Vor-
gehen ldsst sich analog auf den Fall P = B

iibertragen.

=21(AB)

Die Verkettung zweier Geradenspiegelungen
an zueinander parallelen Geraden kann also
stets durch eine Verschiebung ersetzt werden
(vgl. Abbildung 60a).

Umgekehrt lasst sich jede Verschiebung als
Verkettung von zwei Geradenspiegelungen
auffassen:

Dabei sind die Geraden dieser Spiegelungen
zueinander parallel und senkrecht zur Triger-
geraden der Verschiebungshalbgeraden. Thr
Abstand ist halb so grol wie die Linge der
Verschiebung.

Unter diesen Bedingungen kann die erste Ge-
rade frei gewdhlt werden. Danach ist allerdings
die Richtung der Verschiebung zu beachten
(vgl. Abbildung 60b). Die Reihenfolge der
Geradenspiegelungen ist ndmlich nicht ver-
tauschbar: S, o S, ist die Umkehrabbildung
(Gegenverschiebung) von S, o S, .

I(PP'") =1(P'"B)+ I(AB)
=I1(AB) +1(AB)

1

Abb. 60a

Abb. 60b
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Wir betrachten nun die Verkettung zweier Geradenspiegelungen, deren
Geraden nicht zueinander parallel sind und fragen:

Durch welche Ersatzabbildung koénnen wir die Nacheinanderausfiihrung
zweier Geradenspiegelungen S, o S, ersetzen, deren Achsen sich in einem
Punkt M schneiden?

Hinfiihrung zu Satz 4:

Aufgabe:

Zeichnen Sie zwei Geraden a und b, die sich in einem Punkt M schneiden,
sowie ein Dreieck AXYZ.

a) Konstruieren Sie das Bilddreieck AX"Y"Z" von AXYZ bei der Verket-
tung Sy © S,.

b) Uberlegen Sie anschieBend, durch welche Ersatzabbildung Sie die Ver-
kettung Sy ° S, mita Nb = {M} ersetzen konnen.

Losung:

Abb. 61
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In Abbildung 61 wird AXYZ durch S, auf AX'Y'Z' abgebildet, danach
wird AX'Y'Z' durch S, auf AX"Y"Z" abgebildet. Dabei dndert sich
zweimal der Umlaufsinn; Urbild und Bild haben also nach der Ausfiih-
rung von Sy o S, gleichen Umlaufsinn.

Als Ersatzabbildung fiir Sy, o S, kommen also nur die Bewegungen Dre-
hung oder Verschiebung in Betracht. Die Verschiebung kénnen wir aus-
schlieBen, da wir schon per Augenschein erkennen, dass nicht alle Ur-
bild- und Bildpunkte gleich weit voneinander entfernt sind. Es bleibt
offensichtlich die Drehung um M tiibrig — aber:

Wie groB ist das Drehmal} der Drehung um M?

Wir betrachten die Punkte X, X' und X" in Abbildung 61 ' In die Uber-
legungen beziehen wir die auf a und b ausgezeichneten Halbgeraden ein.
Dann gilt:

X —5,x , also W(W ,a1) = w(ay, MX' ), denn S, ist winkeltreu,
X' —Se 5 X" , also w( MX' ,b1) =wi(by, W), denn S, ist winkeltreu.
Dann folgt:
w(MX , MX") = w(MX ,a;) + w(a;, MX') + w(MX',b,) + w(b,, MX")
=2 [ w(a;, MX') + w(MX' b)) ]
=2- w(aby)
Das gesuchte Drehmaf3 der Drehung um M ist also doppelt so gro3 wie

die GroBe des Winkels <(aj,b;), den die auf a und b ausgezeichneten
Halbgeraden bilden.

Die gesuchte Ersatzabbildung ist also die Drehung D vy 5.a, p,) -

Wir formulieren diese am Beispiel gefundene Erkenntnis in Satz 4.

Satz 4: Es seien a und b zwei Geraden mit dem gemeinsamen

Punkt M. Dann gilt:

Die Verkettung der Geradenspiegelungen S, o S, ist die
DrehungDMﬂzAW(ahb]) .

"2 Diese Uberlegungen gelten analog fiir Y, Y', Y" und Z, Z', Z".
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Formal: Sy ° Sy =Dy 5.y(a b, » WObEI
a;: Halbgerade auf a mit Anfangspunkt M und
b;: Halbgerade auf b mit Anfangspunkt M
Beweis: z.z.: Fiir alle Punkte P der Ebene mit P = M gilt:
1. (MP)=1(MP")
2. w(MP ,MP")=2 - w(a;,b))

Py...
.
zu (1): Es gilt: P'=S,(P) A P"=Sy(P")
Dann folgt:
I(MP) =1(MP') / SA1
=1(MP")  /SAl
= l(ﬁ ) =1(MP") / Trans. von ”="

zu (2): Fiir das Winkelmal} des Winkels <(a;, b;) konnen zwei Fille unter-
schieden werden, von denen Fall 1 zwei Sonderfille einschlieit, auf
die wir nach dem Beweis noch eingehen werden:

1. Fall: 0° < w(ay,b;) < 180°
2. Fall: 180°< w(ay,b) < 360°

Wir beweisen hier nur den wichtigen ersten Fall'>.

Sei also 0° < w(a;,by) < 180°. Dann gilt:

w(MP ,MP") =w(MP ,a,) + w(a;, MP') + w(MP',b,) + w(b,, MP"")
/ WMA 2

=2 w(a, MP')+2w(MP',b)) /SA2
=2 [ w(a, MP') + w(MP" b)) ]
=2 wa.b) / WMA 2

Fir alle P € E\{M} giltalso Sy o S, =Dy 50,0, -

Wenn nun P = M gilt wegen {M} =a nb auch S,(M) =M A S,(M) = M, also
auch (Sp © S)(M) =M =D y; 5. a, v, und es folgt die Behauptung.

Y Fall 1 garantiert uns, Drehungen mit einem DrehmaB 0° < w(a) < 360°
als Verkettung zweier Geradenspiegelungen darzustellen.
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Der Beweis von Satz 4 schlieit zwei Sonderfille ein:

- Im Sonderfall w(a;,b;) = 90°,
wenn also die Spiegelgeraden a und b einen rechten Winkel
miteinander bilden, gilt
Sb©8Sa =Dy 2.900= Duigoe =Sm-
In diesem Fall ist die Verkettung S, o S, also eine Punktspiegelung,
die den Schnittpunkt der beiden Geraden als Spiegelzentrum hat.

- Im Sonderfall w(a;,b;) = 0°,
wenn also die Spiegelgeraden a und b aufeinander fallen, gilt
Sp oSy =Dy s.00=Dype =id.
Mit der Verkettung S, o S, haben wir also in diesem Fall die Null-
drehung bzw. die identische Abbildung id vorliegen.

Wir wollen aus den Sétzen 3 und 4 zwei einfache Folgerungen ziehen, auf
die wir weiter unten mehrfach zurtickkommen werden. Wir fragen:

Unter welchen Voraussetzungen kann die Verkettung von zwei Geraden-
spiegelungen Sy o S, durch die Verkettung S¢o S, ersetzt werden?

Folgerung aus Satz 3

Voraussetzungen 1:

Wir betrachten zunéchst zueinander parallele
Geraden g, h, e, f. Die Schnittpunkte dieser
Geraden mit der Lotgeraden 1 (1 L g) seien die
in Abbildung 62 markierten Punkte G, H, E, F.

Ferner gelte: I GH ) = 1( EF )

G |Hu E |F 1 Dann giltnach Satz 3:

ShoS, =V nd

GH,21GH) ¢
Abb. 62 Sto 8 =V @ -

Da GH richtungsgleich zu EF ist und weil wegen der Voraussetzung
I(GH) =1(EF ) auch 2-1(GH ) = 2-I( EF) gilt,

stimmen beide Verschiebungen iiberein. V und V —

—  sin
EF, 2. 1(BF) ° d

GH, 21(GH)
also zwei unterschiedliche Darstellungen fiir ein und dieselbe Verschiebung.
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Mit der Symmetrie und Transitivitdt der Gleichheitsrelation folgern wir, dass
dann auch S; oS, =S¢0 S, gilt.

Antwort 1: Wir kénnen die Verkettung der Geradenspiegelungen Sy o S, mit
¢ || h durch die Verkettung der Geradenspiegelungen S; o S, ersetzen, wenn
sich das Geradenpaar (e, f) durch eine Verschiebung des Geradenpaares (g,
h) erzeugen lasst.

Etwas salopper: Wir konnen das Geradenpaar (g, h) beliebig verschieben,
ohne dass sich die durch S;, o S, festgelegte Verschiebung dndert.

Folgerung aus Satz 4

e Voraussetzungen 2:

Wir betrachten die Geraden g, h, e, f, die sich
alle in Punkt M schneiden.

Auf g, h, e, f seien — wie in Abbildung 63 dar-
gestellt — die Halbgeraden g, hy, e, f; mit dem
gemeinsamen Anfangspunkt M ausgezeichnet.

fi

Ferner gelte: w(g,h;) = w(e,f)
b e o f Dann gilt nach Satz 4:
Si oS¢ =Dy 2u(e, by und

Abb. 63 SreSe =Dy, 2wie,.t)) -

Beide Drehungen stimmen im Drehpunkt M iiberein. Wegen der Voraus-
setzung w(g,h;) = w(ey,f;) gilt auch 2-w(gy,h;) = 2-w(e,f;). Damit stimmen
beide Drehungen in Drehpunkt und Drehmal tiberein. Dy 5., 5,y und

D\, 2.wee,.r,) Sind also zwei verschiedene Konkretisierungen ein und dersel-
ben Drehung'®. Mit der Symmetrie und Transitivitit der Gleichheitsrelation

folgern wir, dass dann auch S, o S, = S0 S, gilt.

Antwort 2: Die Verkettung zweier Geradenspiegelungen Sy, o S, kann durch
die Verkettung der Geradenspiegelungen S; o S, ersetzt werden, wenn g und

" Wir konnten diese Drehung etwa Dy w() nennen, wenn wir einen ent-
sprechenden Winkel o in unsere Abbildung aufgenommen hitten.
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h denselben Schnittpunkt wie e und f haben und wenn g und h einen Winkel
der gleichen GréBe wie e und f miteinander bilden".

Etwas salopper: Wir konnen das Geradenpaar (g, h) um M drehen, ohne dass
sich die durch S;, o S, festgelegte Drehung éndert.

Der Dreispiegelungssatz

Auf den nichsten Seiten werden wir der Frage nachgehen, durch welche
Abbildung die Verkettung dreier Geradenspiegelungen S, o S, o S, ersetzt
werden kann.

Hinsichtlich der Lage der Geraden a, b und ¢ koénnen die folgenden Fille
unterschieden werden:

M e AL

Sonderfillen
allbllc
2.
S mit dem S
a b ¢ Sonderfall a b=c
anbnc={S}
3. 4.
C : f c
a b a b
allb acka afb,bltc,clta rambne=g

> Genauer: ,,..wenn die auf g und h ausgezeichneten Halbgeraden g, h,
einen Winkel der gleichen Grofie miteinander bilden wie die auf e und f
ausgezeichneten Halbgeraden ey, f} .
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Wir betrachten zunichst diejenigen Verkettungen S, o Sy o S, , bei denen
alle Spiegelgeraden parallel zueinander sind (Fall 1) bzw. genau einen
Schnittpunkt haben (Fall 2) und werden das Ergebnis dieser Uberlegungen in
den Sétzen 5 und 6 formulieren. Fiir die oben herausgestellten Félle 3 und 4
werden wir in Satz 8 eine Aussage herleiten.

Hinfiihrung zu Satz 5:

Wir betrachten S, o Sy oS, mit a || b || c.

Durch welche Ersatzabbildung kénnen wir S. o S, © S, ersetzen?

In Abbildung 64a wird das Dreieck AXYZ nacheinander an den Geraden a,
b und ¢ gespiegelt:

AXYZ — Sy AX¥*Y*Z% —Soy AX#Rysizex _Se y AXY'Z

] T

Das Bilddreieck AX'Y'Z' hat einen anderen Umlaufsinn als das Urbild
AXYZ, die gesuchte Ersatzabbildung konnte also eine Geradenspiegelung
oder eine Gleitspiegelung sein.

® C 9 C
X Z 7*  XF | Xxx Z** 7' X
Y Y* Y** Y'
o a al
A B C
a b c
Abb. 64a

Nach der Folgerung aus Satz 3 koénnen wir S, o S, durch ein anderes Paar
Geradenspiegelungen ersetzen (vgl. Abbildung 64b). Dabei miissen die Ge-
raden des neuen Paares den gleichen Abstand voneinander haben wie a und b
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und sie miissen parallel zu a und b sein, sie miissen sich also durch Ver-
schiebung des Paares (a, b) erzeugen lassen.

® ;
Y :
5 . [\ [\
PA :B D C
a: b d c
Abb. 64b

In S oS, oS, ersetzen wir also Sy o S, durch S. o Sy und erhalten
damit S; o S¢ © Sq.

Nach Satz 1 wissen wir, dass die Geradenspiegelung eine involutorische
Abbildung ist, also Umkehrabbildung zu sich selbst.

InS. oS, oSy istalso S, o S, die identische Abbildung und wir erhalten
schlieBlich als gesuchte Ersatzabbildung: S, o S, o S, =S, .

X z 7 X
Y Y
PA B D C
a b d c
Abb. 64c¢

Die Verkettung dreier Geradenspiegelungen S, o S, ° S,, deren Achsen alle
parallel zueinander sind, ist also eine Geradenspiegelung Sy (vgl. Abbildung
64c). Dabei ist d parallel zu a, b und c.

Wir formulieren die in der Hinfithrung gewonnene Erkenntnis in Satz 5.
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Satz 5:

Dreispiegelungssatz (Teil a)

Seien a, b, ¢ zueinander parallele Geraden. Dann ist die

Verkettung S, o Sy

o S, eine Geradenspiegelung Sy .

Dabei ist d parallel zu a, b und c.
ScoSp°S, =S4 mita| bl cld

Konstruktion von d

1.

Die parallelen Geraden a, b, ¢ zeichnen.

2. Eine Lotgerade | zu a zeichnen.

3.

5.

ander mit A, B, C bezeichnen.

Punkt D auf'l zeichnen, so dass gilt:
AB ist richtungsgleich zu DC und

I(AB)=1(DC).

Die Gerade d durch D mit d||c zeichnen.

Beweis:
Sei | eine Lotgerade zu a mit1 na= {A},1 nb= {B},1 nc= {C}. Ferner

sei d eine Parallele zu ¢ mit 1 nd = {D}, DC richtungsgleich zu AB und
1(DC ) =1( AB). Dann gilt:

Sc°sb°sa

= SC°(Sb osa)

= Sce VA—B,z-l(E)

= Sce VFC,M([TC)

= SCO(SCOSd)
= (Sc°Sc)° Sy
= Sd

Hinfiihrung zu Satz 6:

d
Die entstandenen Schnittpunkte nachein- : L
[D

a b c

s
1 C

/ AG fiir "o" von Abbildungen
/Satz3,da a|| b

/ Vorauss.; Folg. aus Satz 3

/Satz3,dad || ¢
/ AG fiir "o" von Abbildungen
/Satz 1,8, o S, =id

Wir betrachten S. o S, o S, mit ambnc={M}.

Durch welche Ersatzabbildung kénnen wir S. o Sy, o S, ersetzen?

In Abbildung 65a wird das Dreieck AXYZ nacheinander an den Geraden a,
b und ¢ gespiegelt:
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AXYZ —Siy AXH¥Y#*Zx Sy AXwkyskzes Sy AXY'Z!
— ]

Das Bilddreieck AX'Y'Z' hat einen anderen Umlaufsinn als das Urbild
AXYZ, die gesuchte Ersatzabbildung koénnte also eine Geradenspiegelung
oder eine Gleitspiegelung sein.

Abb. 65a X Y V)

InS; oS, oS, stellt S, o S, nach Satz 4 die Drehung DM,2»w(a,,b1) dar.

Nach der Folgerung aus Satz 4 kénnen wir S, o S, auch durch die Verket-
tung zweier anderer Geradenspiegelungen darstellen, wenn deren Geraden
sich ebenfalls in M schneiden und die auf ihnen ausgezeichneten Halbgera-
den einen Winkel gleicher GroBe miteinander bilden, wie die entsprechenden
auf a und b ausgezeichneten
Halbgeraden.

InS, o Sy oS, ersetzen wir

Sb o Sa durch Sc o Sd

und erhalten

Sc oS oSy (Abbildung 65b).
Nach Satz 1 wissen wir, dass
die Geradenspiegelung eine in-
volutorische Abbildung ist.
InS. oS, oSy ist S o S, also
die identische Abbildung id und
wir erhalten: S; o Sy S, =S4.  Abb. 65b
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4
7' ]
Y' )
. o 4
XY -
semm- N R .
I
X Y
Abb. 65¢

Die Verkettung der Geradenspiegelungen S; o Sy, ° S, , deren Geraden sich
in einem Punkt M schneiden, ist also eine Geradenspiegelung Sy (vgl.
Abbildung 65c¢). Dabei geht d ebenfalls durch M.

Wir formulieren die in dieser Hinfithrung gewonnene Erkenntnis in Satz 6.

Satz 6: Dreispiegelungssatz (Teil b)

Seien a, b, ¢ Geraden, die sich in einem Punkt M schneiden.
Dann ist die Verkettung S. o S, o S, eine Geraden-
spiegelung S, . Dabei geht die Achse d ebenfalls durch M.

ScoSy 0S8, =Sy mitanbncnd={M}

Konstruktion von d:

1. Den Punkt M festlegen.

2. Die Geraden a, b, ¢ durch M zeichnen
und auf ihnen die Halbgeraden a,, by, ¢,
mit Anfangspunkt M auszeichnen.

3. Die Halbgerade d; mit Anfangspunkt M
zeichnen fiir die gilt:

w(di.c)) = w(abi)
oder w(c;,d;) =-w(a;,b;)
4. Die Triagergerade d zu d, zeichnen.
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Beweis:
Seien ay, by, ¢, Halbgeraden auf a, b, ¢ mit gemeinsamem Anfangspunkt M.
Dann gilt:

ScoS, S, = SCODM,ZW(aI,bl) /Satz4,daanb={M}
= Sc° Dy oo, 0 , wobei d; Halbgerade mit Anfangs-

punkt M und w(d,,c;) = w(a,b,);
(vgl. Folgerung aus Satz 4)

= Sco(ScoSy) / Satz 4, wobei d Tréigergerade von d,
= (SceS:)e°Sy / AG fiir "o" von Abbildungen
=S4 / Satz la; Sy0 S, =id

Die Aussagen der bewiesenen Sdtze 5 und 6 werden in der Regel zu einem
Satz, dem Dreispiegelungssatz, zusammengefasst:

Sitze S und 6: Dreispiegelungssatz

Die Verkettung von drei Geradenspiegelungen, deren
Geraden sich in genau einem Punkt schneiden oder die alle
parallel zueinander sind, ist eine Geradenspiegelung:

SC ° Sb o Sa = Sd

mit anbNncnd={M}oder alblcld.

In dieser Form stellt der Dreispiegelungssatz lediglich die Existenz einer Er-
satzspiegelung Sy sicher. Die in Satz 7 vorgenommene Umformulierung des
Dreispiegelungssatzes gibt dariiber hinaus Hinweise auf die Lage der Gera-
den. Abbildung 66b veranschaulicht die Lage der Geraden d und d' fiir den
Fall anbnc={M}, Abbildung 66a fiir den Falla || b || c.

Sy oS, d ¢ Sd
SvoS,  S.oS, _

Abb 66a Abb 66b
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Satz 7: Gilt fiir drei Geraden a nb ¢ = {M} oder a | b |l c,
dann gibt es stets
1. eine Gerade d, sodass Sy oS, = S. o S4q und

II. eine Gerade d', sodass Sy oS, = Sg° S, .

Beweis:
Voraussetzung: anbnc={M}oder a| bl c
zu l.

Wenden wir den Dreispiegelungssatz auf die Verkettung S. o S, o S, an,
was wir laut Voraussetzung diirfen, so folgt:

SC ° Sb ° Sa = Sd
Verkniipfen wir beidseitig links mit S, so erhalten wir:
ScoSceS, oS, = S.084

= (ScoS)eS, oS, = S.0 Sy / AG fiir ,,o* von Abbildungen
= Sp oS, =SSy (*) /Satzla; Sgo S, =id
zu II.

Wenden wir den Dreispiegelungssatz auf die Verkettung S, o S, o S. an,
was wir nach Voraussetzung diirfen, so folgt:

SpoS, oS, =S¢

Verkniipfen wir beidseitig rechts mit S, so erhalten wir:

SpeS,oSc oS, =Sge°S.
= SpoS,°(Sc ©Se) = Sq° Se / (AG fiir ,,o* von Abbildungen)
= Sy S, = S¢oS. (**) /Satzla; S,0 S, =id

Aus (*) und (**) folgt die Behauptung.

Hinfiihrung zu Satz 8

Nachdem wir im Dreispiegelungssatz geklért haben, dass sich die Verkettung
von drei Geradenspiegelungen, deren Geraden sich alle in einem Punkt
schneiden bzw. alle parallel zueinander sind, durch eine Geradenspiegelung
ersetzen lésst, betrachten wir die zu Beginn dieses Unterkapitels herausge-
stellten Falle 3 und 4 und fragen:
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Durch welche Ersatzabbildung ldsst sich die Verkettung von drei Geraden-
spiegelungen S. o S, o S, ersetzen, deren Geraden nicht den Bedingungen
des Dreispiegelungssatzes geniigen?

Wir werden in Satz 8 behaupten, dass die Verkettung derartiger Geraden-
spiegelungen eine Gleitspiegelung ist. Bei Betrachtung der Geraden a, b, ¢
und den auf ihnen ausgezeichneten Halbgeraden a,, by, ¢, scheint diese Be-
hauptung jedoch gar nicht nahe zu liegen. Wir versuchen diesen Zusam-
menhang zunéchst unter lockerer Heranziehung der Beweisidee zu verstehen.
Dabei werden wir intensiven Gebrauch von Satz 7 (bzw. der Folgerung aus
Satz 4) machen.

InS. oS, oS, stellt S, o S, eine Drehung
um P mit dem Drehmal} 2-w(a;,b;) dar, die
wir nach der Folgerung aus Satz 4 auch durch
ein geeignetes anderes Geradenpaar ersetzen
konnen.

Anders argumentiert: Nach Satz 7 gibt es zu
a, b und b' eine Gerade a', so dass

Sb o Sa:Sb'° Sa'.

Dabei wihlen wir b' derart, dass b' | c.

Also:

See(Sp°Ss) = Sce(SyeSa),

wobei fiir die Halbgeraden a,', b;' auf a', b'
gilt: w(a,',b,") = w(aj,by).

Wir nutzen die Assoziativitit von Abbildun-
gen und klammern um:

Sc ° (Sb' ° Sa') = (Sc ° Sb’) ° Sa‘

Wir lassen a' unverdndert. S; o Sy stellt eine
Drehung um Q um 180° dar. Wie oben kann
auch diese Drehung wieder durch ein anderes
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zueinander senkrechtes Geradenpaar ersetzt
werden, dessen Schnittpunkt ebenfalls Q ist.

/ Anders argumentiert: Nach Satz 7 gibt es zu
¢, b'und ¢' eine Gerade b", so dass

R Sc o Sy =Sy Sc.

Dabei wihlen wir ¢' derart, dass ¢' || a'.

a Wir erhalten schlieBlich:
¥ (Sc © Sy) ° Sy =(Sy o S¢) © Sy
) 3 = Spr o (Se ° Sa)
¢ b =S50 Vig.21®0)
=Gy Ra21R0)

Wir fassen die gewonnene Erkenntnis in Satz § zusammen.

Satz 8: Die Verkettung dreier Geradenspiegelungen S. o Sy, ° S, an
Geraden, die den Voraussetzungen des Dreispiege-
lungssatzes nicht gentigen, ist eine Gleitspiegelung.

Konstruktion b b
1. Die Geraden a, b, ¢ mit a N b = {P} b" o8
zeichnen. “\_ \/7/ a
2. Die Senkrechte b' zu ¢ durch P zeichnen; p/ ‘>/
b Ne={Q}. R. /,,« |
3. Die Gerade a' durch P zeichnen fiir die A Y
gilt: w(a',b") = w(a,b) . ' Ve
4. Die Senkrechte b" zu a' durch Q zeichnen; Ve ' %
2 Ab"= (R} 7 D
5. Die Senkrechte ¢' zu b" durch Q zeichnen. 4 Q \

Natiirlich werden Winkel und Winkelgroen tiber Halbgeraden festge-
legt. Exakt miissten auf den Geraden zunédchst Halbgeraden ausgezeich-
net werden und danach Aussagen tiber Winkel (-grofen) aufgestellt wer-
den. Wir verzichten an dieser Stelle zugunsten der Lesbarkeit hierauf.
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Beweis: z.z.:S. o Sy o S, ist eine Gleitspiegelung.
Es gilt:
Sc °© Sb °© Sa

= Sco( Sy ©Sy) wobei gilt: w(b',c) = 90°, a' N b' = {P},
w(a',b') =w(a,b)und b'nc={Q}
/ Satz 7

= (ScoSy)eoSy / AG fiir "o" von Abbildungen

= D q.180° © Sa /Satz4 "

= (Spr o Se) o Sy mit w(c, b") = 90°, ¢' nb"={Q}, ¢ | a'
und b"Na'={R}
/ Satz 4

= Sy o (SeeSy) / AG fiir "o" von Abbildungen

= Sy © VE,N(FQ) mit RQ || b",daR, Q e b"

/Satz3,dac'|| a'

= G / Def. 7 (Gleitspiegelung)

b", RQ,2-((RQ)

Die Verkettung von mehr als drei Geradenspiegelungen
Wir schauen zuriick und fassen zusammen:

Die Verkettung zweier Geradenspiegelungen ist eine Verschiebung oder eine
Drehung, je nachdem, ob die beiden Geraden parallel zueinander sind oder
sich in genau einem Punkt schneiden'.

Die Verkettung dreier Geradenspiegelungen ist eine Geradenspiegelung,
wenn die drei Geraden parallel zueinander sind oder sich in genau einem
Punkt schneiden'?, sonst eine Gleitspiegelung®.

Auf diesen Beweisschritt kann auch verzichtet werden. Wie lautet dann
die Begriindung des folgenden Schrittes?

Vergleichen Sie hierzu die Sitze 3 und 4.

Vergleichen Sie hierzu die Sétze 5, 6 und 7.

Vergleichen Sie hierzu Satz 8.
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Diese kleine Zusammenfassung ist geradezu darauf angelegt, die néchste
Frage

Welche Ersatzabbildung(en) konnen wir fiir die Verkettung von vier Gera-
denspiegelungen angeben?

zu stellen, auch wenn an dieser Stelle bei vielen unserer Studierenden — und
sicherlich auch unserer Leser — fortgeschrittene Faltenbildung in der oberen
Gesichtshélfte untibersehbar wird. Zum Trost und zur Motivation stellen wir
Thnen ein baldiges und unerwartetes happy end dieses Fragealgorithmus in
Aussicht.

Satz 9: Die Verkettung von vier Geradenspiegelungen kann immer
als Verkettung von zwei Geradenspiegelungen dargestellt
werden.

Beweis: Seien Sy, S., Sy, S, die vier Geradenspiegelungen.

1. Diejenigen Fille, in denen die Geraden von drei nacheinan-
der ausgefiihrten Geradenspiegelungen den Bedingungen
des Dreispiegelungssatzes geniigen, sind trivial und brau-
chen nicht ndher betrachtet werden.

2. Auch fur all diejenigen Verkettungen, in denen zwei
aufeinander folgende Geradenspiegelungen identisch sind
und sich daher aufheben, liegt die Giiltigkeit von Satz 9
unmittelbar auf der Hand.

Wir brauchen daher nur die folgenden verbleibenden Achsen-
konstellationen zu untersuchen:

3. anb={M} A cnd={N} * ><
4. amb={M} A cld * //
5. allb A cnd={N} // *
6. alb A clld // \\
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zu 3:

Seialso amnb={M} A cnd={N}.

S¢ ©ScoSyoS,
= Sgo8.0SyeS; mitdncAb={N}
= (Sq ©Sc o Sy) oSy
= S, Sy

zu 4:
Seialso anb={M} A c]d.

d C d' b._;C'

Sd°sc°sb°sa
= (Sd OSC)OSbOSa

Wir benennen die Gerade NM
mit b,

Nach Satz 7 gibt es zu a, b und
b' eine Gerade a', so dass gilt:

Sp oSy =Sy oSy . (¥)

Fiir die Verkettung der vier Ge-
radenspiegelungen folgt dann:

/ Satz 7, (¥)
/ AG fiir ,,0¢
/ Satz 6

Sei ¢' eine Parallele zu ¢ durch
M (c'|lcac'ma={M}).
Nach Satz 7 gibt es dann zu d, ¢
und c' eine Gerade d' so dass
gilt:

SaoSc= S¢S . (*)

Fiir die Verkettung der vier Ge-
radenspiegelungen folgt wieder:

/ AG fiir "o"

= (S¢ ©Se)eSpe S, mitc'"bna={M} / Satz 7, (*)

= S¢ o (Se¢° SpeS,)
= Sd' ° SX

/ AG fiir "o"
/ Satz 6
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zu 5:
Seialsoa|[b A cnd={N}.

Sd°SC°Sb°Sa
= Sg ©Sc o Sy o Sy

= (Sd o Sc o Sb') o Sa‘
- S,oS,

zu 6:
Seialsoa||b A ¢ d.

Ab={M}, ¢ Ldundc' nd={P}*".

Sei b' eine Parallele zu b durch N
(d'[[b A b Nc={N}).

Nach Satz 7 gibt es dann zu b, a
und b' eine Gerade a' so dass gilt:

SpoSa= Sp oSy . (%)

Fir die Verkettung der vier Ge-
radenspiegelungen folgt wieder:

/ Satz 7, (*)
/ AG fiir ,,0*
/ Satz 6

Fir Fall 6 ist eine zusitzliche
Ersetzung notwendig: Wir er-
setzen das Geradenpaar (b, c) so
durch das Paar (b, c'), dass sich ¢'
und d, aber auch b' und a jeweils
in einem Punkt schneiden. Dann
verfahren wir wie in Fall 3.

Seic b= {M}.

Wir betrachten die Gerade ¢' mit ¢'

Nach Satz 7 gibt es zu ¢, b und ¢' eine Gerade b', so dass gilt:

Sc °© Sb: Sc' © Sb' . (*)
Seib'na={Q}.

Fiir die Verkettung der vier Geradenspiegelungen folgt wieder:

21

Die Bedingung ¢' L d ist nicht unbedingt erforderlich, erleichtert jedoch

das weitere Vorgehen. Mindestens muss fiir ¢' gelten: ¢' # ¢ und ¢' # b.
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Sd°sc°sb°sa

Sa ©(SceSy) oS, / AG fiir ,,o*
= Sq 2 (SeeSy) S, / Satz 7, (*)
= Sq o See (SpreSy) / AG fiir "o"

Mit Sq o Sy ° (Sy © S,) haben wir eine Verkettung vorliegen, bei der sich d
und c' in Punkt P schneiden und b' und a den Punkt Q gemeinsam haben.
Damit haben wir Fall 6 auf Fall 3 zurtickgeftihrt und sind fertig.

Nur um die abgebildete Kon-
struktion der beiden Ersatzge-
raden argumentativ zu begleiten,
stellen wir die verbleibende

b Uberlegung analog zu Fall 3 dar:
.............................................. Sei b" = PQ.
b Nach Satz 7 gibt es zu b', a und

b" eine Gerade a' so dass gilt:
Sy © Sy =Sy o Sy (¥)

i
i
!
Y
!
\
!
i

= Sd o SC, o (Sb" o Sa‘)
= (Sd o SCy o Sb") o Sa’
-~ S8,

Dies setzen wir in unsere letzte
Gleichung ein und erhalten:

/ Satz 7, (*)
/ AG fiir ,,o*
/ Satz 6

Aus (1) — (6) folgt die Behauptung.

Wenn sich nun vier Geradenspiegelungen durch zwei Geradenspiegelungen
ersetzen lassen, dann kann man fiinf Spiegelungen durch drei ersetzen. Bei
sechs Spiegelungen lassen sich vier durch zwei ersetzen, die vier Spiegelun-
gen dann wieder durch zwei Geradenspiegelungen usw.

Wir wissen jetzt, dass wir mit hochstens drei Geradenspiegelungen auskom-
men. Braucht man wirklich drei, so liegt im allgemeinen Fall eine Gleitspie-
gelung vor (Satz 8). Kommt man mit zwei Geraden aus, so sind nur die Félle
moglich, dass die Geraden parallel sind oder sich schneiden. Wir haben dann
also eine Verschiebung (Satz 3) oder eine Drehung (Satz 4) vorliegen. Das
bedeutet auch, dass die Hintereinanderausfithrung von beliebig vielen ver-
schiedenen Kongruenzabbildungen durch eine der von uns definierten Kon-
gruenzabbildungen ersetzbar ist.
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Fiihrt man z.B. erst eine Gleitspiegelung durch und anschliefend eine Dre-
hung, so kann die erste Abbildung durch drei, die zweite durch zwei Gera-
denspiegelungen ersetzt werden, also die gesamte Abbildung durch finf
Geradenspiegelungen. Diese sind ersetzbar durch drei andere Geradenspie-
gelungen. Das wiederum kann eine Gleitspiegelung oder eine einfache Gera-
denspiegelung sein.

Zeichnen wir also z.B. ein Dreieck und irgendwo ein dazu kongruentes Drei-
eck auf ein Blatt Papier, so kann man diejenige Kongruenzabbildung bestim-
men, die das eine in das andere Dreieck iiberfiihrt. Dies wollen wir im Fol-
genden {iben.

Wir betrachten Abbildung 67 mit drei kongruenten Dreiecken. Gesucht sind
die Abbildungen, die AA]B]C] in AA2B2C2 bzw. AA1B1C1 in AA3B3C3
iiberfithren. Einen ersten Hinweis liefert der Umlaufsinn der Dreiecke.
AA,B,C, hat denselben Umlaufsinn wie AA;B,C,, also kann AA,B,C, nur
durch eine Verschiebung oder durch eine Drehung aus AA;B;C, entstanden
sein. Eventuell ist die Drehung sogar eine Punktspiegelung. Bei AAB,C,
und AA;B;C; stimmt der Umlaufsinn nicht iiberein, als Abbildung kommt
also nur eine Geradenspiegelung oder eine Gleitspiegelung in Frage.

Abb. 67
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Wir betrachten zunichst die Abbildung, die AA;B,C; in AA,B,C, iiberfiihrt.
Die Verschiebung scheidet offensichtlich sofort aus, denn die Strecken

m und C,C, sind nicht parallel. Also ist die gesuchte Abbildung eine
Drehung. Da der Drehpunkt D von Urbild und Bild denselben Abstand hat,
liegt D auf den Mittelsenkrechten zu A;A, , BB, und C,C, (vgl. Satz 2).
Um D zu bestimmen reicht es, zwei dieser Mittelsenkrechten zu konstruieren,
zB. die zu A|A, und zu C,C, (s. Abbildung 67). Ihr Schnittpunkt ist D.
Den Drehwinkel o erhalten wir, indem wir z.B. C; und C, mit D verbinden.
Beachten Sie, dass wir gegen den Uhrzeigersinn drehen. In Abbildung 67
betrdgt w(a) ca. 288°, also liegt keine Punktspiegelung vor. Mit Dp 5gse ist

die Abbildung gefunden, die AAB,C, in AA,B,C, iiberfiihrt. Es gilt also:
Dpasse (AABC) = AA;B,C, .

Falls die Abbildung, die AA;B,C; in AA;B;C; iiberfiihrt, eine Geraden-
spiegelung an einer Geraden g ist, dann verlduft g durch die Mittelpunkte der

Strecken AjA;, B;B; und C,C; (Definition 1). Wir kénnen die in Frage

kommende Gerade g konstruieren, indem wir bei zwei dieser Strecken die
Mittelpunkte bestimmen und durch diese eine Gerade legen. Wir wihlen in

Abbildung 67 die Mittelpunkte von A;A; und B;B;. Unsere gesuchte
Abbildung ist ganz sicher keine Geradenspiegelung an g, denn dann misste g

auch senkrecht zu AjA; und B;B; sein. Also haben wir es mit einer Gleit-
spiegelung zu tun. Wir spiegeln A; an g und erhalten den Punkt A,. Die
Halbgerade ?A; gibt die Richtung der Verschiebung an, l(m) die
Lange der Verschiebung; g die Gleitspiegelungsachse, denn g verlduft nach
Konstruktion durch den Mittelpunkt von A ;A5 , durch den Mittelpunkt von

A A, , und steht senkrecht auf A;Ay. Folglich ist A4A; parallel zu g, wie es
bei einer Gleitspiegelung gefordert ist.

Ubung: 1) In Abblldung 67 gllt DD’zggo (AAlBICI) = AA2B2C2.
Konstruieren Sie Geraden hundi mit h||A;B, fiir die gilt:
Si © Sy =Dpsse.

2) Konstruieren Sie zwei Geraden e und f, so dass Sy o S¢o S,
die Schubspiegelung ist, die AA;B,C; in AA;B;C; iiberfiihrt
(Abbildung 67). Dabei soll e durch A, verlaufen.
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3) Ubertragen Sie die dargestellten Geraden auf Karopapier.

a) Uberlegen Sie: Durch welche der von uns definierten Ab-
bildungen kann die Verkettung Sy o S, o Sy, o S, jeweils
ersetzt werden?

b) Ersetzen Sie dann die Verkettung Sy o S, o Sy o S, durch
moglichst wenig Geradenspiegelungen. Dokumentieren
Sie Thre Umformungen stichpunktartig. Der dezente Ein-
satz von Buntstiften kann die Ubersichtlichkeit erhchen.

d d T7a —
|
_ c
ai e
v
= [
|
= b —
|| _
Il b -
N |
T T
d [ a
c — d —
H
-
b — c—
o R NSERARAE
N a b I

Hilfe: Erlduterungen im Beweis des Satzes 9

4) Gegeben sind vier Geraden f, g, h und i. Zeichnen Sie diese
in ein Koordinatensystem und konstruieren Sie die zwei
Geraden k und 1, fiir die gilt: Spo S, 0 S0 §;=S5; 0 5.

a) f: 6,5x +2y=33 b) f: 2x+y=8
g y=10 g x+0,5y=7
h: 4x-3y=12 h: 10y —x=70

i 4y—-x=10 i 8x—-T7y=24
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5)

6)

Ubertragen Sie die dargestellten Dreiecke auf Karopapier.
Welche Abbildung bildet jeweils AABC auf AA'B'C' ab?

a) Benennen Sie diese Abbildung und konstruieren Sie ihre
Spiegelachse, ihren Drehpunkt, ihr Spiegelzentrum, ... .

b) Stellen Sie die erkannte Abbildung durch eine Verkettung
von moglichst wenigen Geradenspiegelungen dar.

Ho s c ||
B | C
:7AV 77,A T
1B
i IN
e 1)
[c B cllB ||
A
A Al A fAR
B ||C
C B'
! !

Bei uniiberwindbaren Schwierigkeiten sei auf die Erldu-
terungen nach dem Beweis von Satz 9 zur Hilfe verwiesen.

Zeichnen Sie ein gleichseitiges Dreieck AABC. Spiegeln Sie
es zundchst an der Seite ¢. Drehen Sie nun das Bilddreieck
um B um 60°, und fiihren Sie anschlieend die Verschiebung

\% A5.1(AB) aus.

a) Kann V o Dpgoe © S, durch genau eine der von

AB,I(AB)
uns definierten Kongruenzabbildungen ersetzt werden?

b) Stellen Sie V o Dggoe © Se durch die Verkettung

AB,1(AB)
von hochstens drei Geradenspiegelungen dar.
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4.2.3 Weitere Sitze zur Verkettung von Kongruenzabbil-
dungen

Mit Hilfe der vorangegangenen Sitze lassen sich auf der Ebene des Verket-
tens von Abbildungen leicht weitere Sitze herleiten, deren Beweise wir
Ihnen zur Ubung iiberlassen. Legen Sie zu jedem Beweis zunidchst eine
Skizze an.

Satz 10: Bei der Gleitspiegelung Gg 5 spielt es keine Rolle, ob

man zunichst die Geradenspiegelung und danach die Ver-
schiebung ausfiihrt oder umgekehrt.

ESgllt Gg,S—T :ngVﬁ = Vﬁ DSg
Beweis: mit Hilfe der Sitze 3, 4
Satz 11: Die Verkettung S, o S einer Punktspiegelung S; und einer

Geradenspiegelung S, mit Z ¢ g ist eine Gleitspiegelung.
Beweis: Der ,,fleilige” Weg fiihrt iber Satz 4,

der ,,geniale” Weg tiber einen spiteren Satz.

Satz 12: Die Verkettung zweier Verschiebungen Vo ° Vs ist

eine Verschiebung.

Beweis: mit Hilfe von Satz 9, Fall 6

Satz 13: Die Verkettung einer Drehung und einer Verschiebung ist
eine Drehung.

Beweis: mit Hilfe von Satz 9, Fall 4 und 5

Satz 14: Die Verkettung zweier Punktspiegelungen Sy o Sy mit ver-
schiedenen Spiegelzentren (N # M) ist eine Verschiebung.

Beweis: mit Hilfe von Satz 9, Fall 3
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Satz 15a: Die Verkettung zweier Drehungen Dy, wiy © Dwm, w) mit
gleichem Drehzentrum ist ...

- die Drehung Dy, way+wp) > falls w(a) + w(p) <360° ;
- die Drehung DM, w(o)+w(B) —360° » falls W((l) + W(B) >360°.

Beweis: mit Hilfe von Satz 4

Satz 15b: Die Verkettung zweier Drehungen mit verschiedenen Dreh-
zentren DN’ w(B) ° DM, w(a) ist ...

- die Drehung Dp, wa)iwp) » falls w(a) + w(p) # 360°;
- eine Verschiebung, falls w(a) + w(p3) = 360°.

Beweis: mit Hilfe von Satz 9, Fall 3 bzw. der Sétze 3, 4

Ubung: Beweisen Sie die Satze bis 10 bis 15b.
Legen Sie zu jedem Beweis zunéchst eine Skizze an. Achten
Sie darauf, im Beweis neu auftretende Objekte zu erkldren
(zu definieren) und nicht etwa (nur) der Erlduterungsskizze
zu entnehmen.

4.2.4 Die Gruppe der Kongruenzabbildungen

Im bisherigen Verlauf des Kapitels 4 haben wir die Geradenspiegelung, die
Verschiebung, die Drehung, die Punktspiegelung und die Gleitspiegelung als
Kongruenzabbildungen bezeichnet. Dabei haben wir in Kapitel 4.2.3 erfah-
ren, dass sich die genannten fiinf Kongruenzabbildungen allesamt durch die
Nacheinanderausfithrung von bis zu drei Geradenspiegelungen ersetzen las-
sen und dass ferner jede beliebige Anzahl von verketteten Geradenspiegelun-
gen immer durch maximal drei nacheinander ausgefiihrte Geradenspiegelun-
gen ersetzt werden kann.

Wir wollen an dieser Stelle den Begriff der Kongruenzabbildung allgemeiner
fassen und definieren:
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Definition 8:  Kongruenzabbildung

Jede Verkettung von endlich vielen Geradenspiegelungen
heiB3t Kongruenzabbildung.

Die Menge aller Kongruenzabbildungen heif3t K.

Ist also ¢ eine Kongruenzabbildung (¢ € K), dann kann ¢ dargestellt werden
als =8, o8, S, e..oS, mitneN.

Mit Definition 8 iibertragen sich wichtige Eigenschaften der Geradenspie-
gelung S, auf jede Kongruenzabbildung ¢ € K:

- Bei jeder Kongruenzabbildung ¢ ist das Bild einer Strecke AB eine

zu AB gleichlange Strecke A'B'. @ ist strecken- und ldngentreu.

- Bei jeder Kongruenzabbildung ¢ ist das Bild einer Geraden wieder
eine Gerade. o ist geradentreu.

- Bei jeder Kongruenzabbildung ¢ ist das Bild eines Winkels ein
Winkel mit gleichem WinkelmaB. ¢ ist winkeltreu®.

In Kapitel 4.1 hatten wir Bewegungen wie die Drehung oder Verschiebung
vorldufig als Abbildungen charakterisiert, bei denen die Urbildfigur durch
Bewegen einer Folienkopie mit der Bildfigur zur Deckung gebracht werden
kann. Kopieren wir hingegen bei einer Umwendung wie der Geradenspie-
gelung oder der Gleitspiegelung die Urbildfigur auf Folie, so kénnen wir die
Folienkopie nur dann mit der Bildfigur zur Deckung bringen, wenn wir die
Folie einmal umwenden.

Die Eigenschaft Bewegung oder Umwendung zu sein, hingt offensichtlich
eng mit dem Umlaufsinn einer Figur zusammen, der sich mit jeder durchge-
fuhrten Geradenspiegelung éndert: Fiithrt man eine geradzahlige Anzahl von
Geradenspiegelungen nacheinander aus, stimmen Umlaufsinn von Urbild
und Bild tiberein, die Folie kann bewegt werden. Bei einer ungeraden Anzahl
nacheinander ausgefiihrter Geradenspiegelungen haben Urbild und Bild
entgegengesetzten Umlaufsinn, die Folie muss umgewendet werden.

Im Anschluss an Definition 8 konnen wir nun die Bewegungen und Umwen-
dungen allgemeiner bestimmen:

> In Analogie zur Strecken- und Lingentreue miissten wir eigentlich von
Winkel- und WinkelmaBtreue reden. Eine derartige Sprachprézision ist in
der Literatur allerdings nicht gebrauchlich.
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Definition 9:

Bewegung bzw. Umwendung

Besteht eine Kongruenzabbildung ¢ aus der Verkettung
von 2n Geradenspiegelungen (n € N), so heif}t sic Bewe-
gung, sonst Umwendung =.

Bevor wir im Folgenden zeigen werden, dass die Menge der Kongruenz-
abbildungen K beziiglich der Verkettung ,,o eine Gruppe ist, rufen wir den
Gruppen- und Untergruppenbegriff in Erinnerung®*:

Definition 10a:

Definition 10b:

Gruppe

Ein Paar (G,¢) bestehend aus einer nichtleeren Menge G
und einer Verkniipfung ,,o“ heifit Gruppe, wenn folgende
vier Bedingungen erfiillt sind:

a) Mita, b € G liegt stets aucha o b in G.
(Abgeschlossenheit)

b) (aeb)oc=ac(boc) firallea,b,ce G
(Assoziativitdt)

c) Es gibt ein neutrales Element ¢ € G mit
eca=ace=a firalleaeG.

d) Zujedema e G gibtes eina' € G, so dass
aca=aoca=c.

a' heiBt inverses Element zu a.

Eine Gruppe (G,°) heilt kommutativ oder abelsch, wenn
zusitzlich zu den Bedingungen (a) bis (d) fiirallea,b e G
gilt: acb=beoa.

Untergruppe
Sei (G,°) eine Gruppe. (H,°) heit Untergruppe von (G,°),
wenn gilt: (H,°) ist eine Gruppe und H c G.

3 Gelegentlich findet man in der Literatur auch die Rede von ,,eigentlichen
Bewegungen® (fir Bewegungen) und ,,uneigentlichen Bewegungen* (fiir
Umwendungen), der wir aber nicht folgen wollen.

2 vgl. auch Gorski / Miiller-Philipp 2009, Kapitel 5.5
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Beispiele fiir Gruppen aus der Arithmetik sind (Z; +), (Q, -) oder die
Restklassenmenge R, mit der Restklassenaddition @.
In Satz 16 lernen Sie ein Beispiel aus der Geometrie kennen.

Satz 16: Die Menge der Kongruenzabbildungen K bildet mit der
Verkniipfung ,,o“ (Nacheinanderausfithrung) eine Gruppe.
(K;0) ist eine Gruppe.

Beweis: z.z.: a) Abgeschlossenheit
b) Assoziativitit
c) Existenz eines neutralen Elements
d) Inverseneigenschaft

zu a) Abgeschlossenheit

Seien ¢y, ¢, € K mit
¢ =S, °8 °8, ,°..oS mitmeN,

A1

¢y = Sbn o Sb"71 o Sbnfz °..o0 Sbl mitn e N.

Dann gilt:
P22 P =(Sbn ° Sbn—l ° Sbn—z R Sbl )e (Sam ° Sa ° Sa 2

m-1 m-—

°..0S,)

Da dies eine Verkettung von m + n Geradenspiegelungen ist, folgt mit Defi-
nition 8: @, o p; € K.

zu b) Assoziativitit

z.2.: Fir @1, @2, @3 € K gilt: 30 (20 91) = (93 ° ¢2) ° ¢y
Sei X ein beliebiger Punkt der Ebene.

Dann gilt:
X - xe B2 X e D X0
: A A
P2 ° @ L __________________________ J
P3° P2

Somit: 030 (@20 @)
X Xl

(@3 ° @2) © @y
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Da die Bilder von @3 o (¢ o @) und (@3 © @) © @, fiir jeden beliebigen
Punkt X der Ebene tibereinstimmen, sind beide Abbildungen gleich.

Es gilt also: @3 © (@2 © @1) = (@3 ° @) © @y .

zu ¢) Existenz eines neutralen Elements

Es gibt in K ein Element id, so dass fiir alle ¢ € K gilt:

idep=@oid=¢ .

id ist aus K, denn nach Satz la ist die Geradenspiegelung S, eine involu-
torische Abbildung und es gilt: id=S, o S, .

zu d) Inverseneigenschaft

z.z.: Zu jeder Kongruenzabbildung ¢ gibt es eine inverse Kongruenzabbil-
dung @', sodass Qe @ = @' o =id.

Sei ¢ =S8, oS, oS, ,°..°8, mitm e N,

dann ist Q= Sa 084, 08,008, mitme N,

denn:

plogp = (Sy, Sy, °m°8, ©8, )o(S, ©8, °..°8)
= Sa, ©Sa, ©we0 Sy o(S, S, )° S, e..oS,
= Say© Sy, oS, ° id ° S, w8,

Die insgesamt m-fache Anwendung der Assoziativitét
von ,,o“ (Satz 16, Teil b) und von S, o S, = id (Satz
16, Teil ¢) liefern schlieBlich:

Plogp = id

Analog zeigt man ¢ o ¢' = id .

Aus a, b, c und d folgt, dass (K;°) eine Gruppe ist.

(K;e) ist nicht kommutativ. Die Abbildung .

rechts mag schéne Erinnerungen an Satz 3
bzw. die Erlauterungen nach Satz 3 wecken. ] ]
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4.2.5 Kongruenz von Strecken, Winkeln, Dreiecken

Bilden wir eine Punktmenge F, die wir im Folgenden als Figur F bezeichnen,
durch die Verkettung von endlich vielen Geradenspiegelungen — also durch
eine Kongruenzabbildung — auf eine Figur F' ab, dann stimmen Urbild- und
Bildfigur in den Langen entsprechender Stre-

cken und den Groflen entsprechender Winkel

iiberein (Abbildung 68). Diese Ubereinstim-

mungen sind eine unmittelbare Folge der Lan-

gen- und Winkeltreue aller Kongruenzabbil- ‘ B
dungen. Offensichtlich unterscheiden sich

Urbild und die durch Kongruenzabbildungen

erzeugten Bilder nur durch ihre verschiedene

Lage in der Ebene”. Diese besondere Bezie-

hung zwischen Figuren beschreiben wir durch 'V L]

die Relation ,, ...

ist kongruent zu ... (in Zei-

chen: ,,="). Wir legen daher fest: Abb. 68

Definition 11:

Beispiel:

Relation , ... ist kongruent zu ... *

Eine Figur F heifit genau dann kongruent zur Figur F' (in
Zeichen: F = F'), wenn es eine Kongruenzabbildung ¢ € K
gibt, so dass @(F) =F".

B*
Al
%, c'
B

Abb. 69

In Abbildung 69 gilt F =F', denn

\ w5 Dwm,i3s0
F —F>  F* E—— F'
DM,135° ° Vﬁ;

¥ Damit sind Urbild und Bild natiirlich nicht notwendig identisch.
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Mit Hilfe von Satz 16 lésst sich leicht zeigen, dass die Relation ,= eine
Aquivalenzrelation ist.

Satz 17: Die Relation ,, ... ist kongruent zu ... ““ (in Zeichen: ,,=") ist
eine Aquivalenzrelation.

Beweis: z.z.. 1.,="istreflexiv,

2. ,,="ist symmetrisch und

3. ,,="ist transitiv.

zu 1: Reflexivitét

Jede Figur F ist zu sich selbst kongruent, denn nach Satz 16(c) gibt es in K
das Element id und es gilt: id (F) =F .

zu 2: Symmetrie; z.z.. F=F' = F'=F
Es gelte also:

F=F / Voraussetzung
= 3J¢elkK, sodassoF)=F / Def. 11
= 3¢ e Kmito (F)=F / Satz 16(d)
= F=F* / Def. 11

zu 3: Transitivitit; zz.. F=F* AF*=F = F=F
Es gelte also:

F=F*AF*=F / Voraussetzung
= F @y, 02 € Kmit ¢;(F)=F* A g(F*)=F' /Def. 11
=  geE)=F /s.0., ¢i(F) =F*
= (@2 @D)E)=F" A (pro9) e K / Satz 16(a), Abgeschl.
= F ¢ € K mit o(F)=F /n@mlich ¢ = (¢, ° @))
= F=F / Def. 11

Fiir die Beweise der Kongruenzsitze (Sdtze 20 bis 23) am Ende dieses
Kapitels benotigen wir zwei ,,Hilfssédtze™ tiber die Strecken- und Winkelkon-
gruenz, die von der Anschauung her unmittelbar klar sind. Wir werden in
den beiden folgenden Sidtzen zeigen, dass gleich lange Strecken ebenso
zueinander kongruent sind wie Winkel gleicher Winkelgrofen.

% Erst jetzt — nach dem Beweis der Symmetrie der Kongruenzrelation —
macht es {ibrigens Sinn, von zueinander kongruenten Figuren zu reden.
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Satz 18: Zwei Strecken sind genau dann gleich lang, wenn sie kon-
gruent zueinander sind.

formal: Seien EB, CD Strecken.
Dann gilt: 1(AB)=1(CD) < AB = CD
Beweis:
N Voraussetzung: l(ﬁ?») = 1(@ )
z.z.:3 ¢ € K, so dass (p(EB)= CD .

Wir geben diese Abbildung ¢ zu Beginn des Be- B

weises an und zeigen dann, dass AB durch ¢ auf D B
CD abgebildet wird.
¢ = Dy © VH:’ wobei v = <I(CB*,(75) mit
A
B*=V _.(B)
AC
C=A"

ist die gesuchte Abbildung, denn:
Durch V e wird A auf C = A* und B auf B* abgebildet.

Also: V - (AB)= CB* AI(AB)=1(CB*)  (1)/Eigensch.v. ¢ € K

Wegen I(AB)=1(CB*) /(1)

und I( HB) =1( CcD ) / Voraussetzung

folgt I(CB*)=1(CD) (2) / Symm., Trans. .=
Sei nun y=<(CB*,CD).

Dann gilt: Dcwipy (C)=C / C ist Fixpunkt, Def. 5
und wegen w( CB* R CD )=w(y)

und I(CB*)=1(CD) /(2)

gilt: Dy (B*) =D / Def. 5

Also: De iy (CB*)= CD (3)/Eigensch. v. ¢ € K

Aus (1) und (3) folgt: Dy © V 1 (AB)= CD , also AB = CD.

=" Voraussetzung: AB = CD

Wenn AB = CD , dann gibt es nach Definition 11 eine Kongruenzabbildung

¢ mit (p(ﬁ) = CD. Da alle Kongruenzabbildungen als Verkettung endlich
vieler Geradenspiegelungen lédngentreu sind, folgt 1 E) =1( CcD ).



4.2.5 Kongruenz von Strecken, Winkeln, Dreiecken 155

Satz 19: Zwei Winkel sind genau dann gleich grof3, wenn sie kon-
gruent zueinander sind.
formal:
Seien a, b Halbgeraden mit Anfangspunkt S und seien ¢, d
Halbgeraden mit Anfangspunkt T. Dann gilt:
w(a,b) =w(c,d) < ¥(a,b)=x(c,d).

Beweis:

= Voraussetzung: w(a,b) = w(c,d)

z.z.: Wir miissen ein ¢ € K angeben, so dass ¢(<(a,b)) = %(c,d).

Wir geben diese Kongruenzabbildung ¢
wieder zu Beginn des Beweises an und
zeigen dann, dass ¢ tatsichlich a auf ¢
und b auf d abbildet.

@ = Dryarc) © Vﬁ ist die gesuchte Kon-

gruenzabbildung, denn:
VS—T (a)=a*, VS—T (b) =b* und w(a,b) = w(a*,b*)
(1) / Eigensch. v. ¢ € K
Sei nun y = ¥(a*, c¢). Dann gilt:
Drwe (@¥) =a'=c¢, Dryg (b*)=b' und w(a*,b*)=w(c,b')
(2) / Eigensch. v. ¢ € K

Aus (1) und (2) folgt:
w(a,b) = w(a*,b*) A w(a*,b*) = w(c,b")
= w(a,b) =w(c, b") / Trans. von ,,=*
= w(a,b) = w(c,b") A w(a,b) =w(c,d) / Voraussetzung
= w(c,d) =w(c,b') / Symm., Trans. von ,,="
= d=b' (3) / Folgerung aus WMA 4

Also gilt: ¢(a) = ¢ (wegen (1), (2)) und ¢(b) = d (wegen (1), (2), (3)), was zu
zeigen war.

»<" Voraussetzung: <(a,b)= <(c,d)
Wenn < (a,b) = <(c,d), dann gibt es nach Definition 11 eine Kongruenzabbil-
dung ¢ mit p(<(a,b)) = <(c,d). Da alle Kongruenzabbildungen als Verket-

tungen einer endlichen Anzahl von Geradenspiegelungen winkeltreu sind,
folgt w(a,b) = w(c,d) .
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Vielleicht haben Sie bei den verbalen Formulierungen der Sitze 18 und 19
zunichst gezaudert — mit Recht. Auch wir hitten beide Sétze weitaus lieber
in verniinftigem Deutsch und / oder prédgnanter formuliert. So klingen
Formulierungen wie ,Zwei gleich lange Strecken sind zueinander
kongruent.” oder ,,Zwei gleich grofe Winkel sind zueinander kongruent.“
doch wesentlich salopper und merkbarer. Bei genauer Betrachtung derartiger
Formulierungen erkennen Sie jedoch recht schnell, dass diese saloppen
Formulierungen die behauptete und bewiesene Aquivalenz recht effektiv
verschleiern: beide Sidtze werden um ihre Ruckrichtungen kastriert. Wir
weisen an dieser Stelle daher besonders darauf hin, dass Satz 18 in der
Riickrichtung sicherstellt, dass zueinander kongruente Strecken die gleiche
Lange haben und dass uns Satz 19 in seiner Riickrichtung garantiert:
Zueinander kongruente Winkel sind stets gleich gro3 (haben dasselbe
Winkelmal).

Mit Satz 20 und Satz 21 formulieren wir nun zwei Sitze, die fester Be-
standteil des Mathematikunterrichts im Sekundarbereich I sind. Die Beweise
beider Sitze iiberlassen wir Thnen.”’

Satz 20: Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind gleich groB.
/<g2
b B/a') |
b,
g
a Afa),
g o
Satz 21: Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen sind gleich
grof3.
b bIA o/ B
1253
g
a Afa) ,
g “

27 Sie konnen Ihre Beweisidee in beiden Fillen auf einen nicht sehr weit zu-

riickliegenden Satz stiitzen.
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Hinfiihrung zu den Kongruenzsitzen

Was besagen eigentlich die Kongruenzsétze ?
Was verbirgt sich hinter den Kiirzeln ,,SSS, SWS, WSW und SSW 45 ?

Dreiecke sind durch sechs so genannte
Bestimmungsstiicke charakterisiert:

die Langen der drei Seiten a, b und ¢ so-
wie die GroBen der drei Innenwinkel o, 3
und y.

Sie werden sich erinnern, dass die Kennt-
nis dreier dieser Bestimmungsstiicke aus-
reicht, um ein Dreieck zu konstruieren.

Versuchen wir jedoch, ein Dreieck aufgrund der Vorgabe der Grofe der drei
Innenwinkel w(a) = 70°, w(B) = 20° und w(y) = 90° zu konstruieren, so stel-
len wir sehr schnell fest, dass es unendlich viele Losungen dieser Aufgabe
gibt, von denen drei in Abbildung 70 dargestellt sind.

C, c

A1 B1 F\‘

Abb. 70

In Abbildung 70 erkennen Sie auch, dass die drei konstruierten Dreiecke
keineswegs kongruent zueinander sind. Wiren sie kongruent, so miissten wir
eine Kongruenzabbildung ¢ vorweisen konnen, die etwa AABC auf
AABC, abbildet. Die Uberfliissigkeit dieses Suchprozesses wird sofort
klar, wenn Sie erinnern, dass bei Kongruenzabbildungen Strecken auf gleich
lange Strecken abgebildet werden.

Versuchen wir eine zweite Konstruktion mit anderen Bestimmungsstiicken:
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Gegeben seien:

I(c) =2,6cm
I(b) =1,7cm
w(o) = 70°
Abb. 71

Zwei Konstruktionsergebnisse dieser Aufgabe, ndmlich die Dreiecke AABC
und AAB,C,, haben wir in Abbildung 71 zusammengestelltzx. Zunichst
einmal halten wir fest, dass die Dreiecke AABC und AAB,C, nicht iden-
tisch sind, bestehen sie doch aus verschiedenen — in diesem Fall sogar dis-
junkten — Punktmengen.

Die beiden in Abbildung 71 dargestellten Konstruktionsergebnisse unter-
scheiden sich deutlich von den Ergebnissen der vorangegangenen Aufgabe:

Zwar sind AABC und AA;B;C; nicht identisch, wohl aber kongruent zu-
einander, denn es ldsst sich eine Kongruenzabbildung ¢ angeben, die AABC
auf AAB|C, abbildet. Offensichtlich lassen sich alle Konkretisierungen
dieser Konstruktionsaufgabe durch die Abbildung

@ =Darwe© Vg

wobei A* = VTA,;(A), B* = VW(B) und 8= <(A*B*, AB)),
aufeinander abbilden. Alle derart konstruierten Dreiecke sind also bis auf
ihre Lage in der Ebene eindeutig bestimmt (kongruent).

Um ,,Konstruktionsaufgaben dieses zweiten Typs geht es in den vier Kon-
gruenzsitzen, die wir im Folgenden formulieren und beweisen werden. Wir
werden zeigen, dass es bei vier verschiedenen Kombinationen von jeweils

% Machen Sie sich klar, dass sich leicht beliebig viele weitere Konkreti-
sierungen dieser Konstruktionsaufgaben angeben lieen.
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drei Bestimmungsstiicken (aus sechs Bestimmungsstiicken) gelingt, aus-
schlieBlich kongruente Dreiecke zu konstruieren®.

Dreiecke sind zueinander kongruent, wenn sie ...
- in den drei Seitenldngen tibereinstimmen (Abkiirzung: SSS).

- in zwei Seitenldngen und der Grofle des eingeschlossenen Innenwinkels
ibereinstimmen (Abkiirzung: SWS).

- in einer Seitenldnge und der Gréfle der beiden anliegenden Innenwinkel
ibereinstimmen (Abkiirzung: WSW).

- in zwei Seitenldngen und der GréBe des Innenwinkels iibereinstimmen,
der der groBeren Seite gegeniiberliegt (Abkiirzung: SSW,s).

Damit haben wir zunichst die Aussagen der angesprochenen Kongruenzsitze
und die Bedeutung der Kiirzel SSS, SWS, WSW und SSW,,s geklirt.

Die Kongruenzsitze und ihre Beweise

Wir werden in den Beweisen der Kongruenzsitze zeigen, dass jeweils zwei
Dreiecke (AABC und AA'B'C'), die in den oben genannten Bestimmungs-
stiicken tibereinstimmen, kongruent zueinander sind. Natiirlich miissen wir
hierfiir nach Definition 11 jeweils eine Kongruenzabbildung ¢ vorweisen,
die AABC auf AA'B'C' abbildet.

Dem mehr oder weniger, hoffentlich aber noch nicht vollkommen geneigten
Leser mag bei der oben aufgefiihrten vorldufigen Formulierung der vier Kon-
gruenzsitze aufgefallen sein, dass jeder Satz wenigstens ein Paar gleichlange
Seiten voraussetzt. Diese Besonderheit machen wir uns zunutze, indem wir

% Das ist eine vergleichsweise ,,bescheidene Quote™ bei so vielen Moglich-
keiten. Oder?
Wie viele Moglichkeiten der Dreieckskonstruktion aus drei von sechs Be-
stimmungsstiicken mag es wohl geben?
Wie viele Kongruenzsitze haben wir eigentlich angesprochen? Waren es
wirklich genau vier?
Lassen sich vielleicht weitere Kongruenzsitze formulieren? Wenn ja, wie
viele?
Welche von diesen ggf. zusitzlichen Kongruenzsétzen lassen sich auf an-
dere Kongruenzsitze zuriickfithren? (Auf welche anderen?)
Wie sieht es mit der oben angesprochenen Quote aus?
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aus ihr iibergeordnete Voraussetzungen formen, die in den Beweis jedes
Kongruenzsatzes eingehen werden.

0.B.d.A. gehen wir davon aus, dass fiir AABC und AA'B'C' gilt:
I(AB)=1(A'B")

Wegen Satz 18 folgt: AB = A'B'

Dann gibt es also ein @ € K mit: ¢(A)=A' A ¢(B)=B'

Die Bilder von C, a.,  bei ¢ bezeichnen wir mit C*, a*, B*.

Wir werden in jedem Beweis zu zeigen haben, dass C* = C'.

C B

ibergeordnete Voraussetzung V1:
Fiir alle weiteren Uberlegungen setzen
wir voraus, dass C* und C' in derselben

Halbebene von A'B' liegen. Ist dies bei B'
einem ersten ,,Entwurf” der Abbildung ¢ ’

noch nicht der Fall, so gelingt es durch

Anhéngen der Geradenspiegelung Sy p. A

ibergeordnete Voraussetzung V2:
Da ¢ € Kundda@(A)=A"', ¢B)=B'"und ¢(C) = C* folgt aufgrund der
Eigenschaften von Kongruenzabbildungen als Verkettung von endlich vielen
Geradenspiegelungen™:

I(AC)=1(A'C*)
A 1(BC)=1(B'C*)
A w(o) =w(a*)

A W(B)=w(p*)

Satz 22: Kongruenzsatz SSS

Wenn die Dreiecke AABC und AA'B'C' in den Léngen al-
ler drei Seiten iibereinstimmen, dann sind sie zueinander

b i: a kongruent.
formal:
c I(AB)=1(A'B') Al(BC)=1(B'C') A I(AC)=1(A'C')

=3Jpek: oA)=A" A o(B)=B' A o(C)=C'
also AABC = AA'B'C'

3" vgl. hierzu Definition 8, die Eigenschaften der Geradenspiegelung und

Spiegelungsaxiom SA1
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Beweis:
Zusitzlich zu V1 und V2 gelten die Voraussetzungen
V3:1(BC)=1(B'C') und V4:1(AC)=1(A'C")

I(BC)=1(B'C') Al(BC)=1(B'C*) /V3,V2

= l(B‘_C') =1(B'C¥*) (1) /Sym., Trans. von ,="
I(AC)=1(A'C') Al(AC)=1(A'C*) / V4, V2

= I(A'C')=1(A'C*) (2) /Sym., Trans. von ,="

Annahme’': C* = C'

Aus (1) und (2) folgt:

A' liegt auf der Mittelsenkrechten zu c*C'. / Satz 2 und C* = C'
A B'liegt auf der Mittelsenkrechten zu c*C'. / Satz 2 und C* = C'
= A'B'ist die Mittelsenkrechte zu C*C' /11

und es gilt: Syp(C*) =C' /A'#B'in AA'B'C'

Das ist ein Widerspruch zu V1, dass C* und C' in derselben Halbebene von
A'B' liegen. Die Annahme ist zu verneinen. Es gilt: C* = C'.

Satz 23: Kongruenzsatz SWS

Wenn die Dreiecke AABC und AA'B'C' in zwei Seitenlidn-
gen und der GroBe des eingeschlossenen Winkels tiberein-

a stimmen, dann sind sie zueinander kongruent.
formal:
Seien AABC und AA'B'C' Dreiecke mit dem Innenwinkel

¢ B bzw. .
I(AB)=1(A'B') Al(BC)=1(B'C') A w(B) = W(B)
=3¢peckK: gA)=A" A ¢(B)=B' A ¢(C)=C
also AABC = AA'B'C
Beweis:

Zusitzlich zu V1 und V2 gelten die Voraussetzungen
V3: I(BC)=1(B'C') und V4: w(B)=w(B")

3! Zu Grundlagen und Technik der indirekten Beweisfithrung sei auf Gorski
/ Miiller-Philipp 2008, Kapitel 0.3 verwiesen.
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I(BC)=1(B'C') A I(BC)=1(B'C*)

= I(B'C')=1(B'C*)

w(B)=w(p) A w(pB)=w(p*)
= w(p)=w(p*)
Annahme: C* = C'
Es gilt:
w(p*) = w(p')
= w(B'C*,B'A")=w(B'C'",B'A")

— B'C*=BC

Andererseits gilt:
I(B'C'")=1(B'C*) A C¥=C

(M

@

3)

= B'liegt auf der Mittelsenkrechten m zu C*C'.

= S(C*)=C' A Su(B)=B' A S,(B'C')= BC* N
/ Def. 1, Satz 1c

— B'C' und B'C* liegen bis auf ihren Anfangspunkt B' in

identisch.

Das ist ein Widerspruch zu (3). Die Annahme ist zu ver-

neinen. Es folgt: C*=C"

Satz 24:

/V3,V2

/ Sym., Trans. von ,,=*

/V4,V2
/ Sym., Trans. von ,,=*

/ wegen (2)

/ C*, C' liegen nach V1
in der gleichen Halb-
ebene von A'B'

/ Folgerung aus WMA 4

/(1) und Annahme
/ Satz 2

A G

c

Kongruenzsatz WSW
Wenn die Dreiecke AABC und AA'B'C' in der Lénge einer
Seite und den GroBlen der beiden anliegenden Winkel iiber-
einstimmen, dann sind sie zueinander kongruent.
formal:
AABC und AA'B'C' seien Dreiecke mit den Innenwinkeln
a, Bbzw. o, B'.
I(AB) =1(A'B") A w(a) = w(a') A Ww(B) =w(p")
=3J¢pekK: oA)=A" A 9(B)=B' A ¢(C)=C'

also AABC = AAB'C'
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Beweis:
Zusitzlich zu V1 und V2 gelten die Voraussetzungen
V3: w(a)=w(a') und V4: w(B)=w(p")

w(o) =w(a') A w(a)=w(a*) /V3,V2

= w(a') =w(a*) (1) /Sym., Trans. von ,=*
w(PB)=w(B) A w(pB)=w(p*) /V3,V2

= w(B") =w(p*) (2) /Sym., Trans. von ,="

Weil C' und C* nach V1 in derselben Halbebene von A'B' liegen folgt aus (1)
und (2):

W(A'B',A'C')=w(A'B,A'C*) A w(B'C',BA")=w(B'C*,B'A")

— A'C'= A'C* A BC = BC* / Folgerung aus WMA 4

e Esgiltalso A'C' = A'C*.
Da diese beiden Halbgeraden (Punktmengen)
gleich sind, stimmen sie nicht nur in ihrem An-
fangspunkt A', sondern in allen Punkten iiber-

ein. Insbesondere gilt auch C* € A'C'. 3)
Die Abbildung rechts zeigt mogliche Lagen von

C*auf A'C'.
e Esgiltauch B'C' = BC*.
Analog zu oben folgt C* € B'C'. “)

e DaA', B'und C' Eckpunkte eines Dreiecks sind,
kann B' nicht auf A'C' liegen (B' ¢ A'C').
A'C' und ﬁ: sind also verschieden. Zwei

verschiedene Geraden (A'C' und B'C') kénnen
hochstens einen Punkt gemeinsam haben®?. Das

gilt erst Recht fiir zwei Teilmengen (A'C' und

?C:) dieser Geraden. 5)
e Da(C'e ﬁ: AC e A'C
=CeBCANAC (6) /Def. .~

32 vgl. Kapitel 3, Satz 1
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e Wegen (3) und (4) gilt:
C*e BC AC*e A'C
—C*ec BC N AC / Def. A 7

e Weil die Halbgeraden B'C' und A'C' hochstens einen Punkt gemeinsam
haben koénnen (5), folgt aus (6) und (7): C*=C"

Satz 25: Kongruenzsatz SSW s
Wenn die Dreiecke AABC und AA'B'C' in den Lingen
zweier Seiten und der Grofle des Winkels, der der groferen
der beiden Seiten gegeniiberliegt, tibereinstimmen, dann
a sind sie zueinander kongruent.

formal:

c AABC und AA'B'C' seien Dreiecke mit dem Innenwinkel
o bzw. o'.
I(AB)=1(A'B'") A1(BC)=1(B'C') AI(BC)>1(AB) A
w(a) = w(a)
=3JpekK: eA)=A" A ¢(B)=B' A 9(C)=C

also AABC= AA'B'C'

Beweis:
Zusitzlich zu V1 und V2 gelten die Voraussetzungen

V3: I(BC)=1(B'C'), V4: I(BC)>1(AB) und V5: w(a)=w(o')

w(a) =w(a') A w(a) = w(o*) /V5,V2

= w(a') =w(o*) (1) /Sym., Trans. von ,,="
und da C*, C' in derselben Halbebene
von A'B' liegen

= w(A'B,A'C')=w(A'B',A'C¥)

= A'C = AC* (2) /Folgerung aus WMA 4
I(BC)=1(B'C') A I(BC)=1(B'C*) /V3,V2

= I(B'C')=1(B'C¥) (3) /Sym., Trans. von ,=*
I(BC)>1(AB) / V4

= I(B'C')>1(A'B") @) /V3,V2
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Annahme: C* = C'

Wenn also C*# C' und wenn wegen (3)
ferner I(B'C') = 1(B'C*) gilt, dann sind C*
und C' verschiedene Punkte auf dem Kreis
um B' mit dem Radius 1(B'_C' ).

A' liegt wegen (4) innerhalb dieses Kreises.
Dann schneiden die Halbgeraden A'C* und

A'C' mit dem gemeinsamen Anfangspunkt
A' diesen Kreis in verschiedenen Punkten

(C*, C") und es gilt™: A'C' = A'C*.

Das ist ein Widerspruch zu A'C' = A'C* (2).
Die Annahme ist zu verneinen. Es folgt: C* =C'

Ubung:

C'
C*

1) Im Beweis der ,Hinrichtung™ von Satz 18 (Streckenkon-

gruenz) haben wir Dc, ) © Ve als diejenige Abbildung

angegeben, die AB auf CD abbildet.

a) Zeigen Sie jeweils mit einer Skizze, dass dies auch fiir be-

sondere Lagen der Strecken E, CD gilt, ndmlich:

Lagel: A=C A B#D
Lage2: A=D A B=C
Lage3: A=C A B=D

b) Fiir die unter (a) genannten Sonderfille lassen sich auch
einfachere™ Kongruenzabbildungen ¢ als D¢, ) © Ve

angeben, so dass ¢( E) =(CD.

** Wir benutzen hier den Satz: Jede Halbgerade, deren Anfangspunkt im In-
nern eines Kreises liegt, schneidet diesen Kreis in genau einem Punkt.

34

Auf einen Beweis verzichten wir an dieser Stelle.

Mit einer ,,einfacheren” Kongruenzabbildung meinen wir eine solche, die
sich aus einer kleineren Anzahl von nacheinander ausgefiihrten Geraden-

spiegelungen darstellen lasst.
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2) Wir erinnern an die im Rahmen der Hinfithrung zu den Kon-
gruenzsitzen in einer Fullnote aufgeworfenen Fragen.

a) Wie viele Moglichkeiten der Dreieckskonstruktion mit
drei aus sechs ,,Bestimmungsstiicken gibt es eigentlich?

b) Fiir wie viele dieser Moglichkeiten haben wir Kongruenz-
sdtze formuliert?

c) Fir wie viele der verbleibenden Moglichkeiten lieen
sich weitere Kongruenzsitze formulieren? Formulieren
Sie sie.

d) Formulieren Sie alle verbotenen (falschen) Kongruenz-
sétze.

e) Nehmen Sie Stellung zu unserer Bemerkung: ,,Das ist
eine vergleichsweise ,bescheidene Quote’ bei so vielen
Moglichkeiten.*

3) Beweisen Sie die Sétze 20 und 21.

4.2.6 Symmetrie

Der Begriff ,,achsensymmetrisch® ist Thnen im Leitfaden Geometrie bereits
begegnet. Im Rahmen der Einfiihrung in die Abbildungsgeometrie (Kapitel
4.1) haben wir ihn benutzt, um Besonderheiten eines indischen Ornaments
(Abb. 51b), eines Mandalas (Abb. 52), der Rosetten zweier Kathedralen so-
wie eines Holzschnitts (Abb. 53) und natiirlich der Proportionaldarstellung
des menschlichen Korpers von Leonardo da Vinci (Abb. 55) herauszustellen.
Danach ist der Begriff nicht mehr aufgetaucht. Wir kniipfen an Ihre
Vorerfahrungen an, um den Begriff zu prézisieren:

Firmenzeichen sind ein nicht unbedeutender Teil des &duleren Erscheinungs-
bildes eines Unternehmens. Weil Firmenzeichen u. a. einpridgsam und leicht
reproduzierbar sein sollen und dariiber hinaus ein hoher Wiedererkennungs-
wert von ihnen erwartet wird, greifen die Designer bei ihrer Arbeit gern auf
Symmetrien zurtick.

In Abbildung 72 sind Firmenzeichen einiger Hersteller aus der Automobil-
branche zusammengestellt. Welche Symmetrien erkennen Sie?
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a) Opel b) Mitsubishi Motors ¢) Volkswagen d) Renault

e) Toyota f) Audi g) Alfa Romeo h) Mercedes Benz

Abb. 72: Markenzeichen verschiedener Autohersteller®

Wenn Sie 10 Achsen-, 7 Drehsymmetrien und keine Translationssymmetrie*®
entdeckt haben, konnten Sie richtig liegen. Bitte zeichnen Sie in diesem Fall
die Symmetrieachsen, Drehzentren und Drehwinkel in die Abbildungen ein®’.

Allgemein kénnen wir die Symmetrie wie folgt definieren:

Definition 12:  symmetrisch

Eine Figur F der Ebene heif3t symmetrisch, wenn sie durch
eine von der identischen Abbildung verschiedene Kon-
gruenzabbildung auf sich selbst abgebildet wird.

3 Alle abgebildeten Zeichen sind natiirlich Eigentum der entsprechenden

Markeninhaber.

Die Translationssymmetrie wird auch als Schubsymmetrie bezeichnet.
Wir vermeiden die Begriffsverwendung ,,Schubsymmetrie“ um Inter-
ferenzen zwischen ,,Schubsymmetrie* (hier geht’s um eine Verschiebung)
und ,,Schubspiegelung® (hier geht’s um eine Gleitspiegelung) aus dem
Weg zu gehen.

Bitte nur, wenn Sie den Leitfaden Geometrie nicht aus der Seminarbiblio-
thek des Instituts fiir Didaktik der Mathematik und Informatik der Uni-
versitidt Miinster ausgeliehen haben.

36

37
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Bitte beachten Sie, dass Drehungen mit dem Drehmall 0° und die Nullver-
schiebung andere Bezeichnungen fiir die identische Abbildung sind. Wiirden
wir diese Abbildung(en) nicht ausnehmen, miissten wir das Firmenzeichen
von Alfa Romeo als symmetrisch bezeichnen.

Je nachdem, welche Kongruenzabbildung die Symmetrie erzeugt, koénnen
besondere Formen der Symmetrie unterschieden werden:

Definition 12a: achsensymmetrisch

Eine Figur F der Ebene heilit achsensymmetrisch, wenn es
eine Geradenspiegelung S, gibt, die die Figur auf sich
selbst abbildet. S (F) =F.

Beispiele in Abbildung 72: Zeichen c, e sind einfach achsensymmetrisch;
Zeichen f zweifach achsensymmetrisch, Zeichen b, h dreifach achsensym-
metrisch.

Nun haben wir gekldrt, wann eine Figur achsensymmetrisch is¢ (statische
Definition). Im Mathematikunterricht stellt sich allerdings haufig(er) die
Frage: Wie erzeugt man eine achsensymmetrische Figur? (genetische Defini-
tion)

Das Herstellen von achsensymmetrischen Klecksbildern im Mathe-
matikunterricht der Grundschule veranschaulicht das Verfahren sehr gut,
wenn die gewihlte Lage der Spiegelgeraden keinen Sonderfall reprisentiert.

O\

6 6

Auswahl der  Auswahl der Spiegelung des Vereinigen
Grundfigur Spiegelgeraden  Urbilds an der von Urbild
(Urbild) Spiegelgeraden und Bild

Abb. 73: Herstellung achsensymmetrischer Figuren
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Man erzeugt aus einer Ausgangsfigur (Urbild) eine achsensymmetrische Fi-
gur, indem man

a) eine beliebige Spiegelgerade g auswihlt,

b) das Urbild an g spiegelt und

¢) Urbild und Bild vereinigt.

Offensichtlich muss es sich bei der Ausgangsfigur nicht um eine zusammen-
héngende Figur handeln und ebenso ist die besondere Lage der Spiegelgera-
den beziiglich der Ausgangsfigur fiir das Zustandekommen der achsensym-
metrischen Gesamtfigur unerheblich.

Definition 12b: drehsymmetrisch

Eine Figur F der Ebene heillt drehsymmetrisch, wenn es
eine von der identischen Abbildung verschiedene Drehung
Dy 2ibt™, die die Figur auf sich selbst abbildet.

DM,W((X) (F) = F

Je nachdem, ob es sich bei der existierenden Drehung um
eine Halb-, Drittel-, Viertel- ... Drehung handelt, unter-
scheidet man 2-, 3-, 4-, ... zdhlige Drehsymmetrie.

Beispiele in Abbildung 72: Zeichen a, d, f sind 2-zédhlig drehsymmetrisch,
Zeichen b, h sind 3-z&hlig drehsymmetrisch

Ahnlich wie bei der Achsensymmetrie kénnen wir auch hier fragen: Wie
erzeugt man eine drehsymmetrische Figur? Bitte geben Sie eine genetische
Definition an. Die genetische Definition der Achsensymmetrie, Definition
12b und Abbildung 74 sind dabei ggf. hilfreich.

Urbild Drehmal3 50° Drehmalf} 55° Drehmalf3 60°

Abb. 74: Zur Herstellung drehsymmetrischer Figuren

3% Also: w(a) = 0°
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Definition 12¢: punktsymmetrisch

Eine Figur F der Ebene heit punktsymmetrisch, wenn es
eine Punktspiegelung S; gibt, die die Figur auf sich selbst
abbildet. Sy(F)=F.

Die Punktsymmetrie ist ein Sonderfall der Drehsymmetrie.

Beispiele in Abbildung 72: Zeichen a, d, f

Da die Punktsymmetrie einen Sonderfall der Drehsymmetrie darstellt, ver-
zichten wir — zunichst — auf die Behandlung der Frage: Wie erzeugt man
eine punktsymmetrische Figur?

Definition 12d: translationssymmetrisch
Eine Figur F der Ebene heillt translationssymmetrisch,
wenn es eine von der identischen Abbildung verschiedene
Verschiebung Vﬁ I(a) gibt*, die die Figur auf sich selbst

abbildet. Vﬁ,l @ (F)=F.

Beispiele in Abbildung 72: leider keine

Die oben gegebene Auskunft, dass Abbildung 72 kein Beispiel fiir eine
translationssymmetrische Figur enthilt, ist richtig. Trotzdem wissen wir von
unserer Studierenden, dass das Audizeichen allzu gern fiir translationssym-
metrisch gehalten wird. Dabei wird besonders gern die in Abbildung 75 dar-
gestellte Verschiebung \&: als diejenige Verschiebung genannt, die das

Zeichen auf sich auf sich abbildet.

»
P

Abb. 75
Das ist natiirlich nicht richtig, denn:

% Also: S# Tund I(a) # 0 cm
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Vﬁ bildet zwar die Ringe 1, 2, 3 auf die Ringe 2, 3, 4 ab, der vierte Audi-

ring wiirde jedoch auf den in Abbildung 75 gestrichelt dargestellten Ring
abgebildet, der nicht mehr zu diesem Markenzeichen gehért. Ebenso wird
kein Ring auf Ring 1 abgebildet. Die Figur wird nicht auf sich selbst abgebil-
det: Es scheitert rechts und es scheitert links.

Wir kénnen nun versuchen, die Defizite des Audizeichens hinsichtlich einer
Translationssymmetrie auszubessern: Wir verschieben das Zeichen etwa
gemil der in Abbildung 76 abgebildeten Verschiebung unendlich oft nach
rechts und mit der Umkehrabbildung zur dargestellten Verschiebung unend-
lich oft nach links. Anschlielend vereinigen wir das Urbild und alle Bilder.

Abb. 76: Modifiziertes Audizeichen

Als Ergebnis erhalten wir eine translationssymmetrische Figur. Die in Defini-
tion 12 geforderte Verschiebung, die die Figur auf sich selbst abbildet, ist in
der Abbildung eingezeichnet. Wir haben ein Bandornament hergestellt.

Bandornamente sind translationssymmetrische Figuren, die zwangsldufig
von zueinander parallelen Geraden begrenzt werden. Bandornamente sind
insofern endlos, als sich eine Elementarfigur in Richtung der Verschiebung
und der Umkehrverschiebung unendlich oft wiederholt. Der Abstand, in dem
sich die Elementarfigur in beiden Richtungen wiederholt, heilit Elementar-
distanz. Aus dieser Begriffsbildung ,,Bandornament folgt, dass ein Bandor-
nam%qt nie ganz, sondern allenfalls zu einem reprisentativen Teil darstellen
lasst™.

Elementardistanz

Abb. 77: Bandornament mit hervorgehobener Elementarfigur P

" In Abbildung 77 deuten wir die Endlosigkeit des Bandornaments durch
.- an, im Folgenden stellen wir nur noch einen représentativen Teil dar.
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Unser P-Bandornament ist — wie jedes Bandornament — translationssym-
metrisch. Benutzen wir andere Elementarfiguren, kénnen zusitzliche Sym-
metrien auftreten.

DDDDDDD-

Abb. 78: D-Ornament

Das D-Ornament zeichnet sich durch eine zusétzliche Achsensymmetrie zur
Mittellinie des Streifens aus (Langsspiegelung). Diese Eigenschaft ist
insofern nicht sonderlich tiberraschend, als sie durch die Achsensymmetrie
des einzelnen Buchstabens ,,D* in das Ornament hineingetragen wird.

Andere Buchstaben unseres Alphabets weisen andere Symmetrien auf:

Abb. 79: W-Ornament

Das W-Ornament weist zusitzliche Achsensymmetrien zu Loten auf die Mit-
tellinie des Streifens auf (Querspiegelungen). Zwei Typen von Achsensym-
metrien konnen unterschieden werden: solche, bei denen die Spiegelgerade
innerhalb der Elementarfigur liegt und solche, bei denen sie zwischen zwei
Elementarfiguren liegt.

Abb. 80: S-Ornament

Das S-Bandornament weist zwei Typen von Punktsymmetrien zu Punkten
auf der Mittellinie auf, die in der Abbildung verschiedenfarbig dargestellt
sind.
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Bei den in den Abbildungen 78 — 80 dargestellten Bandornamenten konnten
Sie erkennen, dass Symmetrien in der Elementarfigur die Vielfalt der Sym-
metrien des erzeugten Bandornaments vergrofern. Das in der folgenden Ab-
bildung dargestellte Bandornament weist zusdtzlich zur Translationssym-
metrie eine weitere zusitzliche Symmetrie, die wir bislang nicht thematisiert
haben. Auch bei diesem Ornament wird die zusétzliche Symmetrie durch die
Elementarfigur in das Ornament hineingetragen. Weil es in unserem
Alphabet keinen Buchstaben gibt, der iiber diese neue Symmetrie verfiigt,
mussten wir fiir die Elementarfigur eine Buchstabenkombination bemiihen.
Die Elementarfigur ist in Abbildung 81 farblich hervorgehoben. Finden Sie
vor dem Weiterlesen heraus, von welcher zusitzlichen Symmetrie hier die

b bpbpb

Abb. 81: pb-Ornament mit neuer zusitzlicher Symmetrie

Das Bandornament in Abbildung 81 ist zusitzlich gleitspiegelungssym-
metrisch. Wir konnen den Begriff analog zu den Definitionen 12a — 12d fest-
legen:

Definition 12e: gleitspiegelungssymmetrisch
Eine Figur F der Ebene heif3t gleitspiegelungssymmetrisch,

wenn es eine Gleitspiegelung Gg,ﬁ,l (a) mit S # T und

1(a) # 0 cm gibt, die die Figur auf sich selbst abbildet.

Gg,ﬁ,l(a) (F)=F.

In Abbildung 81 ist der Verschiebungspfeil, der Richtung und Elementar-
distanz der Translation festlegt, grau dargestellt. Der schwarz gestellte Ver-

schiebungspfeil der Gleitspiegelung stimmt in der Richtung natiirlich mit
dem Pfeil der Translation iiberein, ist aber nur halb so lang wie dieser.
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Grundsitzlich ist es natiirlich moglich, dass die Lange der Verschiebung der
Gleitspiegelung mit der Lange der Translation, tiber die jedes Bandornament
verfiigt, iibereinstimmt*'. In diesem Fall erhilt das Bandornament durch die
zusitzliche Gleitspiegelungssymmetrie aber nur eine weitere Achsensym-
metrie an der Langsachse (Langsspiegelung) hinzu.

»

»
>

b bpbpb

Abb. 82: Bandornamente mit unechter und echter
Gleitspiegelungssymmetrie

Jedes Bandornament, das lingsspiegelungssymmetrisch (achsensymmetrisch
zur Mittellinie) ist, ist zwangsldufig auch gleitspiegelungssymmetrisch. Man
spricht in diesem Fall, den Definition 12e durchaus zuldsst, von unechter
Gleitspiegelungssymmetrie. Ein Beispiel fiir unechte Gleitspiegelungssym-
metrie in das D-Ornament in Abbildung 82.

Man spricht hingegen von echter Gleitspiegelungssymmetrie, wenn die
Liange der Verschiebung der Gleitspiegelung halb so grofl wie die Linge der
Translation ist. Ein Beispiel fiir echte Gleitspiegelungssymmetrie ist das pb-
Ornament in Abbildung 82.

Interessant wird die Herstellung von Bandornamenten, wenn das Ornament
iiber verschiedene Symmetrien verfiigen soll, man aber nur einen begrenzten
Figurensatz zur Verfiigung hat. Wir stellen im Folgenden sieben Typen von

I Siehe D-Ornament in Abbildung 82
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Bandornamenten heraus, die iiber einen jeweils unterschiedlichen Satz von
Symmetrien verfiigen. Als Grundfiguren benutzen wir die in Abbildung 83
dargestellten LTZ-Figuren, die aus jeweils vier | |
Quadraten zusammengesetzt sind.*? ] |

Abb.: 83: LTZ-Figuren

Sieben Typen von Bandornamenten

Typ 1: nur translationssymmetrisch

Die Herstellung gelingt natiirlich ]
mit der L-Figur, die iber keine I
Symmetrie verfiigt.

Die Herstellung gelingt aber auch
mit Z-Figuren, wenn man die e
Punktsymmetrie einer einzelnen Z-
Figur durch geeignete Anordnung
einer zweiten Z-Figur zerstort. | |

Typ 2: translations- und punktsymmetrisch

Die einzelne Z-Figur trigt ihre

Punktsymmetrie ins Bandornament \—‘ \—‘ ‘ \_‘ \_‘ \_‘ \_‘

hinein.

Die Herstellung gelingt aber auch M ]
mit L-Figuren, wenn man eine IJ IJ IJ,_‘

zweite L-Figur derart anordnet,
dass eine punktsymmetrische Ele-
mentarfigur entsteht.

2 Fiir den Mathematikunterricht in der Grundschule gibt es diese Figuren
auch als farbige LTZ-Plittchen im Handel. Stellt man sie selbst in
beliebiger GroBe aus Moosgummi her, kann man sie bei Bedarf mit
Wasser befeuchten und Bandornamente an der Tafel fixieren.
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Typ 3: translations- und achsensymmetrisch (Querspiegelung®)

Die einzelne T-Figur tragt ihre
Achsensymmetrie ins Bandor-
nament hinein.

Die Herstellung gelingt auch
mit L-Figuren, wenn man eine
zweite L-Figur derart anordnet,
dass eine achsensymmetrische
Elementarfigur entsteht.

T STUTLT
B S

Typ 4: translations- und (echt) gleitspiegelungssymmetrisch

Keine der LTZ-Figuren weist
diese Symmetrie auf, wie auch?

Aus einer L- bzw. Z-Figur wird
durch  Gleitspiegelung  und
anschlieende Vereinigung von
Urbild und Bild die Elementar-
figur erzeugt. Gleitspiegelungs-
gerade ist die Mittellinie des
Bandornaments, der Verschie-
bungspfeil der Gleitspiegelung
ist in der Abbildung eingefiigt.

— el — | — |
| d—)

»
»

g 5

»

Typ 5: translations- und achsensymmetrisch (Lingsspiegelung™)

Hier konnen wir anlog zur Er-
zeugung eines Bandornaments
vom Typ 3 vorgehen.

AR AAAAA

43

Spiegelung an Lotgeraden zur Mittellinie des Bandornaments

Spiegelung an der Mittellinie des Bandornaments
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Typ 6: translations-, punkt-, echt gleitspiegelungs- und achsensymmetrisch
(Querspiegelung)

Bis auf die Spiegelgeraden >
der Gleitspiegelungen haben

wir in beide Bandornamente |+| |-‘J I-O-l |-0J I-O-l |-0J I-'-l |-0J |+|
die Parameter der relevanten
Kongruenzabbildungen
eingezeichnet. L‘ ol | 19 | or° L ° ’J
Haben Sie’s bemerkt? Im >

ersten Ornament ist die T-

Figur achsensymmetrisch, die aus der Elementarfigur (durch ...) erzeugte
Elementarfigur keineswegs. Die zwei Typen der unendlich vielen Spiegelge-
raden entstehen erst bei der Erzeugung des Bandornaments durch Verschie-
bung.

Typ 7: translations-, punkt-, und zweifach achsensymmetrisch (Langs- und
Querspiegelung)

Herstellung dieser beiden
Bandornamente gehen die
Uberlegungen zur Erzeu- \—|_|
gung der Ornamente von
Typ 2, 3 und 5 ein. | T [T1

Beide Ornamente verfiigen
iiber genau eine Lingsspie-
gelungsgerade, zwei Typen
unendlich vieler Querspie- [ [ ] |
gelungsgeraden und zwei

Typen unendlich vieler

Punktspiegelungen.

In die Uberlegungen zur ’_,—‘ ml M M M

E

-
i

B
L
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Parkettierungen sind regelméafBige Fliachenaufteilungen der Ebene. Auch bei
Parkettierungen treten Symmetrien auf.

Unter einer Parkettierung versteht man eine vollstidndige, iiberlappungsfreie,
liickenlose Uberdeckung der Ebene mit deckungsgleichen Figuren (Grund-
figuren). Parkettierungen sind translationssymmetrisch mit mehr als einer
Verschiebungsrichtung.

Wir betrachten zunéchst Parkettierungen mit reguldren n-Ecken.

Abb.: 84: Parkettierung mit reguldren Dreiecken

Man spiegele das gleichseitige Dreieck an einem Seitenmittelpunkt. Die ent-
standene punktsymmetrische Figur ist ein Parallelogramm®™.

Aus diesem Parallelogramm stelle man mit Hilfe der dargestellten Verschie-
bung ein Bandornament (einen Streifen) her.
Aus diesem Bandornament (Streifen) erzeuge man mit Hilfe der zweiten

dargestellten Verschiebung eine neue translationssymmetrische Figur, das
Parkett.

-

Abb.: 85: Parkettierung mit reguldren Vierecken

Beim Quadrat entfdllt das Herstellen der punktsymmetrischen Figur, an-
sonsten kann man analog vorgehen.

* bzw. sogar eine Raute
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n=6

O COBCD (U

Abb.: 86: Parkettierung mit reguldren Sechsecken

Das gleiche Verfahren fithrt zur Parkettierung der Ebene mit reguldren
Sechsecken. Eine Betrachtung der WinkelgréBen macht im Ubrigen deutlich,
dass die einzelnen Streifen wirklich exakt ineinander greifen: Der
Innenwinkel im reguldren Sechseck betrdgt 120°. In jedem Gitterpunkt des
Sechseckgitters kommen 3 Sechsecke zusammen, die Winkel ergidnzen sich
exakt zum Vollwinkel.

n=>5
Das bei reguldren Drei-,

Vier- und Sechsecken

so erfolgreich prakti- 54°

zierte Verfahren zum 540 R

Parkettieren der Ebene 72° 108

scheitert bei reguldren 108° .
Fiinfecken. Im regel- 108
méfBigen Finfeck be-

tragt das Winkelmal
der Innenwinkel 108°
und 108° ist kein Teiler
von 360°:

Abb. 87: reguléres Fiinfeck

Die Ebene kann mit reguldren Flinfecken nicht parkettiert werden.

Analoge Uberlegungen schlieBen die reguliren n-Ecke mitn =7, 8, 9, ... als
geeignete Parkettierungsfiguren aus. Unter den regelmiBigen Vielecken
eignen sich ausschlieBlich gleichseitige Dreiecke, Quadrate und regelméfige
Sechsecke zum Parkettieren der Ebene.

Auch wenn eine Parkettierung mit reguldren Fiinfecken, die immerhin neun
Achsen- und Drehsymmetrien aufweisen, nicht moglich ist, gelingt es doch
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die Ebene mit Fiinfecken zu parkettieren, die deutlich weniger Symmetrien
aufweisen. Wir zeigen im Folgenden zwei Moglichkeiten auf:

In Abbildung 88 ist die Par-
kettierung ,,Cairo  Tiling"
dargestellt. Der Name geht
auf eine StraBenpflasterung
zurlick, die es in Cairo geben
soll*®. Die kleinste Figur, die
in diesem Parkett auftaucht,
ist ein achsensymmetrisches
Finfeck (nennen wir es
Cairo-Fiinfeck) mit den In-
nenwinkelgréfen 120°, 120°,
90°, 120° und 90°.

Finden Sie die Grundfigur

und die Verschiebungen, die

das Parkett auf sich selbst Abb. 88: Parkettierung ,,Cairo Tiling*
abbilden.

Uber welche weiteren Symmetrien verfiigt diese charmante Parkettierung?
Benennen Sie sie und tragen Sie die Parameter in die Abbildung ein.

Ein anderes Fiinfeck, das sich zum Parkettieren 90
eignet, ist das in Abbildung 89 abgebildete ,,Haus-
funfeck®, bei dem die Léngen der Seiten a, b und ¢ c b
ibereinstimmen.
Die Parkettierung der Ebene gelingt in den 90 90
gleichen drei Schritten, die wir beim Parkettieren
mit gleichseitigen Dreiecken verfolgt haben:

Abb. 89: Hausfiinfeck

" H. Donnelly hat diese Pflasterung nach mehr als 20-jahriger Suche 2010
tatsdchlich in Cairo ausfindig gemacht und durch ein Foto dokumentiert.
(http://www tess-elation.co.uk/cairo-pentagon---truly-named-)
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Durch Punktspiegelung am Mittelpunkt der Seite a erzeugen wir die punkt-
symmetrische Grundfigur. Wir erhalten ein punktsymmetrisches Sechseck
(Schritt 1).

Mit Hilfe einer der beiden
in Abbildung 90 dargestell- WW
ten Verschiebungen stellen

wir aus der Grundfigur
zunéchst ein Bandornament
her (Schritt 2).

Schlieflich erzeugen wir
aus diesem Bandornament

eine  vollstindige Uber-
deckung der Ebene, die MW
translationssymmetrische

hinsichtlich der zweiten  Abb. 90: Parkettierung mit Hausfiinfecken
angegebenen Verschiebung
ist (Schritt 3).

Eine Betrachtung der Winkelgrof3en
macht schlieBlich deutlich, dass die bei
der Herstellung des Parketts aneinan-
dergesetzten Streifen tatsdchlich exakt
ineinandergreifen und wir auch wirk-
lich eine liickenlose und tiberlappungs-
freie Uberdeckung der Ebene erreicht
haben.

135°

135°] 135°

Abb. 91: Winkelbetrachtung

Die Ebene ldsst sich also mit ,,Cairo-Fiinfecken* und ,,Hausfiinfecken* par-
kettieren. Dariiber hinaus gibt es eine Vielzahl weiterer Klassen von Fiinf-
ecken, die sich zum Parkettieren eignen’’, auf die wir aber hier nicht
eingehen wollen.

Wir haben konstruktiv gezeigt, dass sich die Ebene mit reguldren Vierecken
(Quadraten) parkettieren lasst.

T Der vermeidlich makellose Schonling ,,reguléres Fiinfeck™ ist nicht dabei.
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Jetzt behaupten wir:

Die Ebene ldsst sich auch mit beliebigen Rechtecken parkettieren
und wir bitten Sie, dies jetzt konstruktiv zu zeigen. Bitte geben Sie zwei
qualitativ unterschiedliche Parkettierungen an.**

Jetzt behaupten wir:

Die Ebene lisst sich auch mit beliebigen Rauten parkettieren
und wir bitten Sie, dies jetzt konstruktiv zu zeigen. Bitte geben Sie zwei
qualitativ unterschiedliche Parkettierungen an.

Jetzt behaupten wir:

Die Ebene lésst sich auch mit beliebigen Parallelogrammen parkettieren
und wir bitten Sie, dies jetzt konstruktiv zu zeigen. Bitte geben Sie zwei
qualitativ unterschiedliche Parkettierungen an.

Jetzt behaupten wir:

Die Ebene lasst sich auch mit beliebigen Trapezen parkettieren®
und wir bitten Sie, dies jetzt konstruktiv zu zeigen. Bitte geben Sie zwei
qualitativ unterschiedliche Parkettierungen an.

Und jetzt behaupten wir:

Die Ebene ldsst sich mit jedem beliebigen Viereck parkettieren
und wir bitten Sie, sich jetzt einmal zu entspannenso, weil wir Thnen dies
zeigen werden.

Wir betrachten also ein beliebiges Viereck ABCD. Durch Punktspiegelung
am Mittelpunkt der Seite b erzeugen wir das punktsymmetrische Sechseck

48

49

50

Wir hoffen, Sie stimmen mit uns darin tiberein: Die Grundfigur ,,beliebi-
ges Rechteck® einmal in Langsrichtung und einmal ,,hochkant™ darzustel-
len, fiihrt nicht wirklich zu qualitativ unterschiedlichen Parkettierungen.
Der qualitative Unterschied ist an anderer Stelle zu suchen. Wenn Sie nun
aber ganz und gar nicht fiindig werden, dann besuchen Sie nach Threr
ersten Teillosung eine gute Freundin und schauen sich das (endliche)
Holzfussbodenparkett in ihrem Wohnzimmer an. Vielleicht diirfen Sie ja
sogar einen Blick ins Schlafzimmer werfen.

Was man so alles behaupten kann — nicht wahr, nicht? Wenn Sie aber der
Ansicht sind, dass das nun wirklich zu weit geht, dann finden Sie ein be-
sonderes Trapez, mit dem das Parkettieren definitiv scheitert und begriin-
den Sie das.

Das Entspannungsangebot gilt nur, wenn Sie die vorangegangenen vier
Auftrage fiir konstruktive Begriindungen tatséchlich ausgefiihrt haben.
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ABD’A’CD in Abbildung 92. Dieses Sechseck wird die Grundfigur fiir un-
sere Parkettierung.

C
C
b b
d
B
A 2

Abb. 92: Viereck und punktsymmetrisches Sechseck

Weil die Punktspiegelung strecken-, ldngen- und winkelmaBtreu ist, stimmen
in Urbild und Bild die Langen einander entsprechenden Strecken ebenso
iiberein, wie die Groflen einander entsprechender Winkel. Auflerdem gilt
AD||A’D’.

Aus dieser Grundfigur erzeugen wir nun einen Streifen, der translationssym-

metrisch zur Verschiebung VAT)' ist.

Abb. 93: Bandornament (Streifen) aus Vierecken

Weil die Verschiebung®' lingen-, strecken- und winkelmaBtreu ist und weil
das Bild einer Geraden g bei der Verschiebung eine zu g parallele Gerade ist,
entstehen zur Grundfigur kongruente Figuren, die jeweils genau eine Seite
gemeinsam haben.

> Siehe Kapitel 4.2.1
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Aus diesem translationssymmetrischen Streifen konnen wir schlieBlich ein
Parkett erzeugen, dass zusitzlich zur Verschiebung Vic translationssym-

metrisch ist.

Abb. 94: Parkettierung aus Vierecken

Eine Betrachtung der in der Parkettierung auftretenden Winkel macht deut-
lich: In jeder Ecke kommen vier Winkel mit denjenigen Winkelgrofien zu-
sammen, die sich im Viereck zu 360° erginzt haben. Die erreichte Uber-
deckung der Ebene ist also liickenlos und iiberlappungsfrei.™

Die Ebene lésst sich also mit beliebigen Vierecken parkettieren. Eigentlich
haben wir aber sogar noch mehr gezeigt — oder?

52 Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass die in den Abbildungen 93 und
94 mit o, bezeichneten Winkel korrekt mit o, o’, o’’,’”’, ... benannt wer-
den miissten, denn sie sind allesamt Bilder des Winkels a. Die saloppe
Darstellung ist allein der besseren Ubersichtlichkeit geschuldet. Analoges

gilt fiir die mit f3, y und 6 markierten Winkel.
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Die Grundfigur, die wir zum Parkettieren herangezogen haben, war ein
punktsymmetrisches Sechseck (Abbildung 92). In der Argumentation haben
wir dann begriindet, dass sich damit ein Parkett herstellen ldsst.

Damit haben wir also gezeigt: Auch punktsymmetrische Sechsecke eignen
sich zum Parkettieren.

Parkettierungen mit regulédren Sechsecken sind Sonderfille des Sonderfalls
der Parkettierung mit punktsymmetrischen Sechsecken, im Allgemeinen
eignen sich beliebige Sechsecke nicht zum Parkettieren.

Wir wollen zum Ende dieses Kapitels Parkettierungen thematisieren, die auf
bescheidenem Niveau bereits in der Grundschule auftauchen und auf hohem
kiinstlerischen Niveau eine Rolle bei vielen Arbeiten des Kiinstlers M. C.
Escher™ spielen.

Wir erstellen aus einem (beliebigen) Viereck — wir wihlen hier ein Quadrat —
eine Parkettierung. Dieses Parkett ist eine regelmifige Flichenaufteilung der
Ebene. Dabei wird die RegelmaBigkeit
durch die beiden Translationen, die das
Parkett auf sich selbst abbilden,
sichergestellt. Die Eigenschaft, Auftei-
lung zu sein, ist dadurch gewihrleistet, A
dass ausschlieBlich zueinander kon-
gruente Figuren (mit gleichem Flachen-
inhalt) verwendet werden und dadurch,
dass die Figuren liickenlos und iber-
lappungsfrei aneinandergrenzen.

Y

Wir verdndern nun das zum Parkettieren
verwendete Quadrat ABCD mit Hilfe
einer Kongruenzabbildung derart, dass
der Flacheninhalt konstant bleibt.

Wir zeigen zwei Moglichkeiten:

Abb. 95: Ausgangsparkettierung

Der erste Weg fiihrt iiber eine Verschiebung. Dazu zeichnen wir ein Dreieck
aus, dessen eine Seite mit CD zusammenfillt und dessen dritte Ecke Z; ein

>3 Maurits Cornelis Escher lebte von 1898 bis 1972 in den Niederlanden. Er
schuf insbesondere zahlreiche Holzschnitte und Lithografien. Besonders
bekannt sind seine ,,unmdglichen Welten“ und seine ,,Flachenfiillungen®.
Bei den ,,Flachenfiillungen* geht es dem Kiinstler darum, die Zeichen-
fliche (nicht die Ebene) mit zueinander kongruenten Figuren liickenlos
und tiberlappungsfrei zu fiillen.
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beliebiger Punkt im Inneren des Quadrats ABCD ist. In Abbildung 96 haben
wir das Dreieck ACDZ, gewihlt.

\/ \/

Abb. 96: Parkettierung mit neuem Sechseck

V@ lagert ACDZ; an der Seite BA an, die CcD gegeniiberliegt:

V@ (ACDZ,)) = ABAZ, . Die Vereinigung des Fiinfecks ABCZ,D und des

Dreiecks AZ,B fiihrt zum Sechseck AZ,BCZ,D. Die Eigenschaften der Ver-
schiebung garantieren uns, dass wir die Ebene mit dem neu entstandenen
Sechseck AZ,BCZ,D parkettieren kénnen. Da die Wahl des Eckpunkts Z,
beliebig war, haben wir gezeigt:

Es gibt unendlich viele Sechsecke, die sich zum Parkettieren eignen.

In der Literatur ist die oben vorgestellte Technik des Parkettierens als ,,Knab-
bertechnik® bekannt: An einer Seite des Quadrats wird Etwas abgeknabbert,
anschliefend wird das Abgeknabberte an der gegeniiberliegenden Seite wie-
der angesetzt™.

Abknabbern und Ansetzen kann man aber auch anders und damit kommen
wir auf die zweite Moglichkeit des Modifizierens der Ausgangsfigur, die wir
oben versprochen haben. Auch bei diesem Weg zeichnen wir wieder ein
Dreieck aus. Eine Dreiecksseite stimmt mit der Seite CD des Quadrats tiber-
ein, die dritte Ecke des Dreiecks ist ein beliebiger Punkt im Innern des Vier-
ecks (siehe Abbildung 97). Die Drehung des Dreiecks CDZ; um C um 90°
fithrt zum Bilddreieck CBZ,. Die Vereinigung des Finfecks ABCZ,D und

% Einen schonen Aufsatz zur Knabbertechnik, der nicht nur fiir Grund-
schullehrer interessant ist, finden Sie etwa bei Lorenz 1991.
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des Dreiecks CBZ, fithrt zum Sechseck ABZ,CZ;D. Dreht man dieses
Sechseck nun nacheinander um 90°, 180°, 270° um C und vereinigt das Ur-
bild und alle Bilder, dann erhélt man das in Abbildung 97 dargestellte Qua-
drat. Mit diesem Quadrat (als Grundfigur) ldsst sich wieder problemlos ein
Parkett herstellen.

Z,

Abb. 97: Parkettierung mit neuem Sechseck (zweiter Weg)

Wir kommen auf das in Abbildung 96 dargestellte Vorgehen zuriick und
verdandern das Quadrat der Ausgangsparkettierung weiter: Dazu zeichnen wir
diesmal ein Viereck aus, dessen eine Seite mit CD iibereinstimmt und des-
sen weitere Ecken (und Seiten) im Innern des Quadrats liegen.

o

Abb. 98: Parkettierung mit einem Achteck

Vollkommen analog zur Argumentation weiter oben erhalten wir diesmal ein
Achteck, das sich zum Parkettieren der Ebene eignet. Weil auch hier die
Wahl der Ecken Z; und Z, im Innern des Quadrats ABCD beliebig war,
folgt:

Es gibt unendlich viele Achtecke, die sich zum Parkettieren eignen.

Sie ahnen, wie’s weitergeht?
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Wir zeichnen im Ausgangsquadrat ein Fiinfeck aus, dessen eine Seite mit
CD iibereinstimmt, verschieben es gemill der eingezeichneten Verschie-
bung, erhalten als neue Figur ein Zehneck, mit dem sich wieder problemlos
parkettieren ldsst.

w)
N
@

NN
N
-

V4

N

Abb. 98: Parkettierung mit einem Zehneck

Bitte machen Sie sich mit einer Winkelbetrachtung klar, dass die doch recht
unregelmifBigen ,,Zacken™ dieses Zehnecks beim Parkettieren tatsdchlich
exakt ineinandergreifen und dass der Flacheninhalt dieses Zehnecks immer
noch genauso grof3 ist wie der des Ausgangsquadrats, das im linken Teil der
Abbildung 98 immer noch durchschimmert.

Damit haben wir gezeigt:
Es gibt unendlich viele Zehnecke, die sich zum Parkettieren eignen.

Die oben ,,eingefddelte” Strategie ldsst sich offensichtlich fortgesetzt konkre-
tisieren®. VergroBern wir die Eckenzahl des n-Ecks im Quadrat ABCD um
k, dann vergrofBert sich die Eckenzahl des n-Ecks, dass wir fiir die Erzeugung
des ersten Streifens (Bandornament) bendtigen, um 2k, denn: Der
abgeknabberte” Teil des Quadrats ABCD wird ja in jedem Fall gemil3 der
Verschiebung V@ verschoben und mit dem ,,Rest des Quadrats ABCD

vereinigt.
Mit der obigen Argumentation folgt:

Es gibt unendlich viele n-Ecke (mit geradem neN und n > 4), die sich zum
Parkettieren eignen.

55 Dabei ist es keinesfalls notwendig, stets die Seite CD durch ein neues n-

Eck (mit groferem n) zu manipulieren. Genauso gut kann in jedem belie-
bigen Schritt die Seite AD manipuliert werden, die neue Figur ist dann

jedoch in Richtung AB um die Lénge 1( ES) zu verschieben.
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Nun mag es beruhigend sein zu wissen, dass es unendlich viele Vierecke,
Sechsecke, Achtecke, Zehnecke, ..., 2n-Ecke (n € N A n > 4) gibt, mit denen
man die Ebene parkettieren kann. Aber wie sieht’s mit den 3-, 5-, 7-, ..., n-
Ecken aus, bei denen n ungerade ist? Wir vermuten an dieser Stelle erst ein-
mal, dass es auch von diesen n-Ecken unendlich viele gibt, die sich zum Par-
kettieren eignen und versuchen eine weitgehend analoge Strategie zu ent-
wickeln, die das belegt.

Wir wissen bereits: Mit reguldren Dreiecken ldsst sich die Ebene parkettie-
ren. Wir betrachten eine solche Parkettierung mit reguldren Dreiecken (Ab-
bildung 99).

Analog zum Vorgehen
bei der Parkettierung
der Ebene mit Sechs-
ecken formen wir hier
das  Ausgangsdreieck
mit Hilfe einer Kon-
gruenzabbildung in ein
flacheninhaltsgleiches
Finfeck um.

Abb. 99: Parkettierung mit reguldren Dreiecken

Ab

Abb. 100: Parkettierung mit einem Fiinfeck

Wir zeichnen ein Dreieck aus, dessen eine Seite mit der Seite AC des Drei-
ecks ABC tibereinstimmt und dessen dritte Ecke Z, ein beliebiger Punkt im
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Innern des Dreiecks ABC ist. D¢ gpe bildet AAZ,C auf ABZ,C ab und die
Vereinigung von Viereck ABCZ, und A BZ,C liefert das in Abbildung 100
markierte Fiinfeck ABZ,CZ,. Bei diesem Fiinfeck ist die GréB3e des Innen-
winkels bei C nach wie vor 60°, die Grolle der beiden Winkel bei Z; und die
GroBe der beiden Winkel bei Z, stimmen iiberein, so dass sich durch wieder-
holte Drehung um C um 60°, 120°, 180°, 270° und anschlieBende Vereini-
gung des Urbild und aller Bilder ein reguldres Sechseck herstellen ldsst. Mit
diesem reguldren Sechseck lésst sich die Ebene parkettieren.

Da die Wahl der Dreiecksecke Z; beliebig war, haben wir gezeigt:

Es gibt unendlich viele Fiinfecke, die sich zum Parkettieren eignen.

Im Dreieck ABC lisst sich natiirlich auch ein Viereck auszeichnen, dessen
eine Seite mit der Dreiecksseite AC iibereinstimmt.

C
faby
A B

Abb. 101: Parkettierung mit Siebeneck

Vollkommen analog zum oben beschriebenen Verfahren wird AABC
diesmal in ein flicheninhaltsgleiches Siebeneck transformiert. Auch die
Uberdeckung der Ebene mit diesen Siebenecken gelingt analog zur
vorangegangenen Parkettierung mit Fiinfecken tiber die Grundfigur eines
reguldren Sechsecks.

Da auch hier die Wahl der beiden Vierecksecken Z; und Z, im Innern des
Dreiecks ABC beliebig ist, folgt:

Es gibt unendlich viele Siebenecke, die sich zum Parkettieren eignen.

Abbildung 102 zeigt schlieBlich einen moglichen Weg, wie sich das Dreieck
ABC in ein flicheninhaltsgleiches Neuneck tiberfithren ldsst, mit dem dann
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eine Parkettierung gelingt. Auch hier gelten die oben angefiihrten Uberlegun-
gen analog.

A3

A B

Abb. 102: Parkettierung mit Neuneck

Da wieder die Wahl der drei Zusatzpunkte im Innern von AABC beliebig
war, gilt:

Es gibt unendlich viele Neunecke, die sich zum Parkettieren eignen.

Spitestens an dieser Stelle wird die Strategie deutlich: VergroBern wir die
Eckenzahl des n-Ecks im Dreieck ABC um k, dann vergrofert sich die
Eckenzahl des n-Ecks, dass wir fiir die Erzeugung des ersten reguldren
Sechsecks benétigen, um 2k, denn: Der ,,abgeknabberte* Teil des Dreiecks
ABC wird ja jedes Mal um C um 60° gedreht und mit dem ,.Rest” des
Dreiecks ABC vereinigt.

Die Strategie ldsst sich offensichtlich beliebig lange fortsetzen, da das Drei-
eck ABC unendlich viele Punkte fiir neue Ecken bereithilt.

Mit der obigen Argumentation folgt:

Es gibt unendlich viele n-Ecke (mit ungeradem neN und n > 3), die sich
zum Parkettieren eignen.

Damit haben wir insgesamt gezeigt:

Es gibt unendlich viele n-Ecke (mit neN und n > 3), die sich zum Parkettie-
ren eignen.
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Wir beenden dieses Kapitel mit einem Zitat M. C. Eschers, dem modernen
Meister der Parkettierungen, und wiinschen Ihnen, dass Sie die Schonheit
von Parkettierungen nachvollziehen konnen. Anregende Umgebungen dafiir
finden Sie nicht nur in den grafischen Werken Eschers, sondern auch im
Erbe der Mauren, dass Sie in hochkonzentrierter Form etwa in der Alhambra
oder im Real Alcazar (in Sevilla) erleben konnen. Bei aller Begeisterung fiir
die an den genannten Orten zu betrachtende Schonheit angewandter
Mathematik wiinschen wir IThnen aber auch, dass Sie nicht besessen davon
werden, was gewiss bei zahllosen namenlosen maurischen ,,Kiinstlern, aber
auch bei M. C. Escher der Fall war:

,Lange bevor ich in der Alhambra bei den maurischen Kiinstlern eine Ver-
wandtschaft mit der regelméaBigen Flachenaufteilung entdeckte, hatte ich sie
bei mir selbst entdeckt. Am Anfang hatte ich keine Vorstellung, wie ich
meine Figuren systematisch aufbauen konne. Ich kannte keine einzige Spiel-
regel und versuchte — beinahe ohne zu wissen was ich tat — kongruente Fli-
chen, denen ich Tierformen zu geben versuchte, aneinander zu passen ...
spater gelang das Entwerfen von neuen Motiven allméhlich mit weniger
Miihe als am Anfang und doch blieb es stets eine spannende Beschiftigung,
eine wahre ,Manie’, von welcher ich besessen war und von der ich mich nur
mit groBer Miihe frei machen konnte.“ (M. C. Escher 1958)*

3¢ Zitiert nach B. Ernst, 1994, S. 41.
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Ubung:

1}

2)

3)

4)

5)

6)

7

Aus einer beliebigen Ausgangsfigur lassen sich achsensym-
metrische Figuren durch Geradenspiegelung und das an-
schlieBende Vereinigen von Urbild und Bild herstellen.

Zeigen Sie dies fiir die Ausgangsfigur eines Dreiecks mit den
Seitenldngen 3,5 cm, 4 cm und 5 cm und vier gualitativ un-
terschiedliche Lagen der Spiegelgeraden g.

Drehsymmetrische Figuren erhdlt man durch fortgesetztes
Drehen einer Figur F um denselben Drehpunkt mit einem
Drehmal, das 360° teilt und anschlieBender Vereinigung des
Urbilds und aller Bilder.

Erzeugen Sie aus dem Dreieck aus Aufgabe 1 je eine Figur
mit 3-, 4-, 5- und 8-zdhliger Drehsymmetrie.

Geben Sie zwei weitere Definitionen fiir
~punktsymmetrisch®, die in diesem Kapitel nahegelegt, aber
nicht explizit genannt werden.

Begriinden Sie das in Abbildung 73 dargestellte Verfahren
zur Herstellung achsensymmetrischer Figuren mit den in Ka-
pitel 4.2.1 thematisierten Eigenschaften der Geradenspiege-
lung.

AuBern Sie sich zur folgenden Definition einer Schiilerin®”:

,.Ich erhalte eine punktsymmetrische Figur, indem ich mir ein
erzeugendes Urbild und einen beliebigen Punkt P aussuche
und dann das Urbild an P punktspiegele.*

Wir haben in diesem Kapitel sieben Typen von Bandorna-
menten unter Benutzung von LTZ-Figuren herausgestellt.
Zeigen Sie, dass das auch mit den lhnen bekannten Vier-
eckstypen moglich ist.

Welche Symmetrien entdecken Sie?

7 Ohje! Wenn die folgende Aussage wahr ist, liegen wir im Trend; denn: In
nahezu allen aktuellen Schulbiichern sind die Lésungen weiblicher Schii-
ler stets besonders gut, elegant oder effizient. Wenn die folgende Aussage
falsch ist, dann sehen wir allen Protesten, die uns einer Diffamierung des
weiblichen Geschlechts bezichtigen, auflerordentlich gelassen entgegen.
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8)

9)

Zeichnen Sie alle Symmetrieachsen und -punkte, Verschie-
bungspfeile usw. ein.

a) Miander, Griechenland (ca. 900-700 v. Chr.), benannt
nach dem heute tiirkischen Fluss Maiandros, der seinerzeit
als Inbegriff fur ,,Kriimmung® galt

b) Ornament in der Alhambra, Granada 13. Jh.

¢) Ohne Namen, also nennen wir es ,,Up and down” (2011)

Zeichnen Sie ein Bandornament aus T-Figuren, das keine
weitere Symmetrie aufweist.

Die folgende Abbildung zeigt: Die besonderen achsen-
symmetrischen Fiinfecke des ,,Cairo Tiling™ (Cairo-Fiinf-
ecke) aus Abbildung 88 konnen auch anders als im ,,Cairo
Tiling™ angeordnet werden. Auch in diesem Fall entsteht ein
ansprechendes Parkett, das aus Cairo-Fiinfecken und regulé-
ren Sechsecken besteht.

a) Aus welcher Grundfigur ldsst sich das Parkett allein
durch Verschiebungen erzeugen?

b) Geben Sie die Verschiebungspfeile der Translationssym-
metrien an.

c) Beschreiben Sie mathematisch exakt, wie die Grundfigur
hergestellt wird.
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10)

11)

12)

d) Uber welche weiteren Symmetrien verfiigt das Parkett?
Zeichnen Sie die Parameter dieser Symmetrien in das Par-
kett ein.

Wir haben in diesem Kapitel gezeigt, dass sich die Ebene mit
Vierecken parkettieren lasst. Die Erlduterungsfiguren in den
Abbildungen 92, 93, 94 enthalten nur konvexe Vierecke.
Zeigen oder widerlegen Sie, dass die Behauptung auch fiir
nicht konvexe Vierecke gilt.

Zeigen Sie durch ,,Knabbern“ und Drehen, dass es unendlich
viele Achtecke gibt, die sich zum Parkettieren eignen.

Besorgen Sie sich im Bastelladen zwei Bogen Pappkarton
(mindestens 180 g/m?). Einer der Bogen sollte DIN-A3- oder
besser noch DIN-A2-Format aufweisen, der zweite kann
kleiner sein.

Mit Cairo-Fiinfecken ldsst sich die Ebene treftlich parkettie-
ren. Konstruieren (!) Sie auf dem kleineren Bogen ein Cairo-
Fiinfeck. Die Mafe dieses Cairo-Fiinfecks iiberlassen wir
Ihnen. Verdndern Sie dieses Cairo-Fiinfeck durch Anwenden
der ,,Knabbertechnik® konstruktiv in eine attraktive neue Fi-
gur. Lassen Sie sich dabei gern von Escher, dem modernen
Meister des Parkettierens, inspirieren, indem Sie die neue Fi-
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gur anmalen, verzieren, ausgestalten usw. Schneiden Sie die
neue Figur aus und erzeugen Sie mit dieser Figur auf dem
groflen Bastelbogen ein attraktives (leider nur endliches) Par-
kett.

13) Die folgende Abbildung zeigt die ,,Regelmifige Flichenauf-

teilung fiir Engel und Teufel* (Bleistift, Tusche, Kreide und
Gouache) von M. C. Escher 1941.%
Tragen Sie — sofern vorhanden — alle Drehzentren von Dreh-
symmetrien, alle Achsen von Achsensymmetrien, alle Ach-
sen und Verschiebungspfeile von Gleitspiegelungssymme-
trien, alle Verschiebungspfeile von Translationssymmetrien
ein.

Fil

=

D Vs
Eth‘:.\

7

=

z

v
L

% Die Abbildung ist entnommen aus B. Ernst, 2002, S. 40.
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4.2.7 Deckabbildungsgruppen

Wir kniipfen an das vorangegangene Kapitel an und legen fest:

Kongruenzabbildungen, die eine ebene Figur auf sich selbst abbilden, nennt
man Deckabbildungen.
Wir schauen uns einige einfache Figuren an und priifen, ob es zu ihnen
Deckabbildungen gibt.

[/ T/

Abb. 103

Das Parallelogramm wird durch eine Drehung um den eingezeichneten Dreh-
punkt auf sich selbst abgebildet, wenn man um 180° dreht. Es ist punktsym-
metrisch.

Das Rechteck ist ebenfalls punktsymmetrisch, zusitzlich ist es aber auch
achsensymmetrisch beziiglich seiner Mittelsenkrechten. Sowohl S; als auch
S, bilden das Rechteck auf sich selbst ab. Da f L g folgt die Punktsymmetrie
zwangsldufig aus dieser doppelten Achsensymmetrie (vgl. Satz 4).

Das gleichseitige Dreieck besitzt sogar drei Symmetrieachsen f, g und h, und
die Drehungen um den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten um 120° und
240° sind ebenfalls Deckabbildungen. Das Dreieck ist also auch
drehsymmetrisch.

Zum regelméBigen Flinfeck gehoren fiinf Geradenspiegelungen, und es ldsst
sich um 72°, 144°, 216° und 288° drehen.

Das Trapez aus Abbildung 72 ist nicht symmetrisch. Dennoch besitzt es wie
jede noch so unregelméBige Figur eine Deckabbildung. Dies ist die Identitét
id (denken Sie an eine Drehung um 0°). Diese Deckabbildung soll stets
dazugehoren, also auch bei den tibrigen Figuren aus Abbildung 103.

So uninteressant Thnen die identische Abbildung auch erscheinen mag, sie
spielt eine ganz wichtige Rolle. Verkniipfen Sie eine beliebige Deckabbil-
dung ¢ einer ebenen Figur mit id, so erhalten Sie als Ersatzabbildung dieser
Verkettung stets wieder ¢. Die identische Abbildung id ist fiir die Verkettung
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von Deckabbildungen also das, was die ,,1 fiir die Multiplikation von ratio-
nalen Zahlen ist: das neutrale Element.

,,Logisch®, werden Sie sagen: ,,Das muss ja so sein. SchlieBlich ist id in der
Menge K das neutrale Element beziiglich der Verkettung ,,o“ und die Menge
der Deckabbildungen einer ebenen Figur ist nur eine Teilmenge von K. Folg-

lich ist id natiirlich auch in dieser Teilmenge das neutrale Element.“, und Sie
haben Recht.

Wir untersuchen jetzt die Menge G der Deckabbil-
dungen einer ebenen Figur mit der Verkniipfung
o . Als erste Figur betrachten wir das gleichseitige
Dreieck. Die Menge G umfasst 6 Elemente:

G = {id, Dy,120°, Dwm2400, St Sg, Sh}.

Wir stellen im Folgenden fiir (G,e) schrittweise die
Verkniipfungstafel (Abbildung 73) auf, ermitteln
also, welche Abbildung jeweils durch die Nachein-
anderausfithrung zweier Elemente aus G dargestellt wird. Von den 36 mog-
lichen Verkettungen sind einige Verkettungsprodukte besonders einfach zu
bestimmen:

Daid o ¢ =¢ o id=¢ fiir alle Abbildungen ¢ aus G gilt>, stehen die erste
Zeile und die erste Spalte der Tafel sofort fest. Die Verkniipfung zweier
Drehungen um denselben Drehpunkt ist nach Satz 15a wieder eine Drehung
um die Summe der Drehwinkelmafe. Also gilt:

D, 1200 © Dw, 1200 = D400 »
D200 © Du2400 = D3g00 = Do = id und
DM,240° © DM,240° = DM,480° = DM,120° .

Da die Geradenspiegelung eine involutorische Abbildung ist, gilt
Sf° Sf:Sg ° Sg:Sh ° Sh:id.

Fiir die tibrigen Felder der Tafel in Abbildung 104 miissen wir etwas mehr
tiberlegen:

Am besten zeichnet man die Ausgangsfigur (hier also das gleichseitige Drei-
eck) incl. der Spiegelachse und Eckenbezeichnungen, tibertrigt das Dreieck
(ohne die Spiegelachse) auf eine Folie und fiihrt die Abbildungen mit dieser

59 vgl. ,,Jhre* Argumentation oben
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Folie konkret handelnd aus. An der endgiiltigen Lage der Eckpunkte auf der
Folie auf der Ausgangsfigur kann man die gesuchte Abbildung ablesen. Al-
ternativ kann man auch die Figur nach jeder ausgefiihrten Abbildung skizzie-
ren und Endzustand mit Ausgangszustand vergleichen®.

Beispiel: Gesucht ist Dy 120 © S¢.

D, 1200
H

A C B

Insgesamt ist B auf B abgebildet worden, A und C haben die Plitze ge-
tauscht. Dies hétten wir ersatzweise sofort durch S, erreicht.
Also gllt DM,120° o Sf= Sg .

Die Ersatzabbildungen fiir die Hintereinanderaus- C
fuhrung der Geradenspiegelungen konnen Sie prin-
zipiell genauso ermitteln, etwa durch wiederholtes
Umwenden der Folie. Andererseits kénnen Sie diese
Verkettungsprodukte auch besonders effizient auf
der Ebene der sprachlich-begrifflichen Erkenntnis-
tatigkeit durch Anwenden des Satzes 4 bestimmen:
St o Sp muss Dygpppe sein, da sich h und f in M A i B~
schneiden und der Winkel von h nach f 60° betrégt.

So oder so fiillen Sie die noch fehlenden Zellen der Verkniipfungstafel in
Abbildung 104.

Wir vereinbaren, dass wir beim Aufstellen von Verkniipfungstafeln immer
zuerst die Drehungen auffithren und dass ferner die in der Kopfzeile der
Tafel notierten Abbildungen diejenigen sind, die zuerst ausgefiihrt werden.

% Konkrete Handlungen mit Dingen im drei- oder zweidimensionalen
Raum sind die Basis jeder Raumvorstellung. Ikonisierungen dieser
Handlungen unterstiitzen das Verinnerlichen dieser Handlungen. Damit
fordern beide oben vorgeschlagenen Vorgehensweisen das rdumliche
Vorstellungsvermogen (bzw. das rdumliche Operieren) und sind in keiner
Weise ,,minderwertige* Strategien der Erkenntnistétigkeit.
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° id D, 1200 | Dmaaoe | St Sy Sh
id id D, 1200 | Dmaaoe | St Sy Sh
Duwt.120° | Da 120 | Daiaser | id Se Sh S¢

—

d DM,]20° Sh Sf Sg

Dwi240° | Dm2400

Sf Sf Sh Sg id DM,240° DM,120°

Se S, S¢ Sh D, 1200 | id D 2400
d

—

Sh Sh Sg Sf DM,240° DM,120°

Abb. 104

In Abbildung 104 sind alle Verkettungen der Deckabbildungen des gleich-
seitigen Dreiecks unter Beriicksichtigung der o.g. Konventionen zusammen-
gestellt. Wir fragen:

Ist die Menge der Deckabbildungen des gleichseitigen Dreiecks mit der Ver-
kettung ,,o* eine Gruppe?

Wir priifen die Gruppeneigenschaften mit Hilfe der Verkniipfungstafel:

a)

b)

<)

d)

Zunichst erkennen wir, dass in der Tafel nur Elemente aus G auftreten.
Die Nacheinanderausfithrung der Deckabbildungen ist also abgeschlos-
sen.

Weiter bemerken wir, dass sich die Tabelleneingénge in der ersten Zeile
bzw. der ersten Spalte wiederholen. Die identische Abbildung id ist also
das neutrale Element.

Mit zunehmender Begeisterung stellen wir fest, dass id in jeder Zeile und
in jeder Spalte einmal auftritt. Zu jeder Deckabbildung gibt es also ein in-
verses Element: Die Geradenspiegelungen und id sind zu sich selbst in-
vers, Dy 120- und Dy 240 sind zueinander invers.

Die Giltigkeit des Assoziativgesetzes kann der Verkniipfungstafel nicht
augenscheinlich entnommen werden. Sie konnte jetzt einzeln fiir jede
mogliche Kombination gezeigt werden. Dieses Vorgehen sei dem fleif3i-
gen Leser zur Ubung iiberlassen. Wenn Sie sich dieser Lesergruppe nicht
zurechnen, was wir insgeheim hoffen, kénnen Sie argumentieren: ,,Die
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Verkettung von Kongruenzabbildung ist assoziativ (Satz 16b). Die
Menge der Deckabbildungen des gleichseitigen Dreiecks ist eine Teil-
menge aller Kongruenzabbildungen, fiir die die Assoziativitdt dann nattir-
lich auch gilt.”

Aus (a) bis (d) folgt:
Die Menge der Deckabbildungen des gleichseitigen Dreiecks mit der Ver-
kettung ,,o“ ist eine Gruppe.

Mit Hilfe der Verkntipfungstafel erkennen wir schlieBlich, dass die Deckab-
bildungsgruppe des gleichseitigen Dreiecks nicht kommutativ ist. So gilt z.B.
Dypage © Sy = Sy # Sp = Sy © Dyogoe. Wire diese Deckabbildungsgruppe
kommutativ, miisste die Verkniipfungstafel offensichtlich symmetrisch zur
Hauptdiagonalen sein.

Wir bleiben beim gleichseitigen Dreieck, in das wir die Symmetrieachsen
einzeichnen. Das Dreieck wird dadurch in sechs kleine Dreiecke zerlegt, von
denen wir einige schwarz fiarben (Abbildung 105a — 105¢). Auf diese Weise
sollen absichtlich einige der urspriinglich vorhandenen Symmetrien zerstort
werden. Wir untersuchen die neu entstandenen Figuren auf Deckabbildungen
und stellen fiir die modifizierten Figuren die Verkniipfungstafeln auf.

° id DI\_/I 120° DM 240° ° id Sf ° id
id id Du120° | Dmoaoe id id S¢ id id
DM.120° DM.120° DM.240° id Sf Sf id
DM 240° DM 240° ld DM 120°

Abb. 105a Abb. 105b Abb. 105¢

Beim ersten Dreieck sind weiterhin die Drehungen Deckabbildungen der Fi-
gur, die Achsenspiegelungen sind durch die Farbung verschwunden. Die
Deckabbildungen dieses Dreiecks sind eine Teilmenge der Deckabbildungen
des gleichseitigen Dreiecks, und ein Blick auf die Verkniipfungstafel zeigt,
dass auch sie eine Gruppe bilden. Sie bilden eine Untergruppe der Deckab-
bildungsgruppe des gleichseitigen Dreiecks. Abbildung 105a zeigt dariiber
hinaus, dass die Untergruppe der Drehungen kommutativ ist.
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Auch die Deckabbildungen der beiden tibrigen Dreiecke bilden zusammen
mit der Verkettung ,,o“ Gruppen. Beim dritten Dreieck in Abbildung 105¢ ist
dies die triviale Untergruppe, die nur aus dem neutralen Element besteht. Es
gibt noch eine weitere friviale Untergruppe, das ist die Gruppe selbst. Beim
Dreieck in Abbildung 105b hétte man auch so farben kénnen, dass wir nicht
zu ({id, S¢},°), sondern zu den Untergruppen ({id, S,},°) oder ({id, Sy},°)
gekommen wiéren.

Damit haben wir alle Untergruppen der Deckabbildungsgruppe des gleich-
seitigen Dreiecks gefunden: die trivialen Untergruppen (G,e) und ({id},°),
die Untergruppe der Drehungen ({id, D 120°, Dmoaoe},°) sowie die Unter-
gruppen ({id, S¢},°), ({id, Sg},°) und ({id, Sp},°).

Weitere Untergruppen kann es nicht geben. Betrachtet man zum Beispiel
({id, D.120°},°), so liegt das Verkettungsprodukt Dy 1200 © Daiizoe = Dwi2aoe
nicht mehr in {id, Dy 12 }. Betrachtet man id mit zwei Geradenspiegelungen
hinsichtlich ,,o%, also zum Beispiel ({id, S, S,},°), so entstehen Drehungen
als Verkettungsprodukte, die in der betrachteten Teilmenge von G nicht ent-
halten sind. Da all diese Gebilde also bereits nicht abgeschlossen sind, er-
iibrigt sich die Uberpriifung der weiteren Gruppeneigenschaften.

Hilfreich bei der Suche nach Untergruppen ist der folgende Satz, auf dessen
Beweis wir an dieser Stelle verzichten:

Satz 26: Die Untergruppenordnung ist stets ein Teiler der Gruppen-
ordnung. Unter der Ordnung versteht man dabei die Anzahl
der Elemente.

Wir verlassen das gleichseitige Dreieck und wenden i
uns den Deckabbildungen des Quadrats zu. Aus-
gehend von der Deckabbildungsgruppe des Quadrats
werden wir eine Systematik in die uns bekannten
Viereckstypen Quadrat, Rechteck, Raute, Drachen,
Parallelogramm und Trapez bringen.

Die Menge der Deckabbildungen des Quadrates um-
fasst acht Elemente®’: f h

1 Allgemein umfasst die Deckabbildungsgruppe eines regelmifBigen n-Ecks

stets 2n Elemente, n Drehungen und n Geradenspiegelungen. Man nennt
diesen Typ von Gruppen Dieder-Gruppen. Die Diedergruppe D¢ haben
Sie oben beim gleichseitigen Dreieck kennen gelernt.
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- die vier Drehungen Dyoe , Dymooe » Dumiisoe » Dmazoe um den Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten und

- die vier Geradenspiegelungen S¢, S, , Sy, S; an den beiden Mittel-
senkrechten bzw. den beiden Diagonalen.

Stellen Sie zur Ubung die Verkniipfungstafel auf und zeigen Sie dhnlich wie
beim gleichseitigen Dreieck, dass die Menge der Deckabbildungen des Qua-
drats mit der Verkettung ,,o“ eine Gruppe ist.

Die gréften echten Untergruppen, die in Frage kommen, haben nach Satz 26
vier Elemente.

({id, Dmoos» Dm.1sos> Dmazoe},©) ist eine vierelementige Untergruppe® der
Deckabbildungsgruppe des Quadrates. Unter den genannten Vierecken ist
allerdings keines, das diese Untergruppe als Deckabbildungsgruppe hat. Ein
Viereck, das zu dieser Untergruppe passt, sollen Sie in Ubung 2 herstellen.

Weitere vierelementige Untergruppen finden wir mit ({id, Dy 1s0e, St, Sg},°)
bzw. ({id, Dwm.1s0°>, Shs Si},)*®. Ein punktsymmetrisches Viereck, das seine
beiden Mittelsenkrechten als Symmetrieachsen hat, ist ein Rechteck. Ein
punktsymmetrisches Viereck, das beziiglich seiner beiden Diagonalen
achsensymmetrisch ist, ist eine Raute.

In Abbildung 106 ordnen wir das Rechteck und die Raute gleichberechtigt
nebeneinander unterhalb des Quadrates an. Uberzeugen Sie sich anhand der
Verkniipfungstafel des Quadrates, dass es keine weiteren vierelementigen
Untergruppen geben kann.

Wir betrachten nun die zweielementigen Untergruppen. Diese sind:

({id, Dwis0°5,0), ({id, Sef,0), ({id, S} ,0), ({id, Sp},°) und ({id, S;},°).

Ein punkt-, aber nicht achsensymmetrisches Viereck ist ein Parallelogramm.
Dieses hat also ({id, Dy,1s0°},°) als Deckabbildungsgruppe.

Ein beziiglich einer Mittelsenkrechten symmetrisches Viereck ist ein gleich-
schenkliges Trapez. Dabei ist eine Unterscheidung zwischen einem Trapez,
das ({id, S},°) als Deckabbildungsgruppe hat und einem Trapez mit der
Deckabbildungsgruppe ({id, S,},o) auf der Ebene der Viereckstypen nicht
sinnvoll.

({id, Sp},°) und ({id, S;},°) sind die Deckabbildungsgruppen von Vierecken,
die eine ihrer Diagonalen als Symmetrieachsen besitzen. Solche Vierecke

2 Es handelt sich um eine zyklische Gruppe der Ordnung 4 (Z,).
% Diese Untergruppen sind vom Typ der Kleinsche Vierergruppe (V).
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sind Drachen. Auch hier lohnt eine Unterscheidung zwischen der einen und
der anderen Diagonale nicht. Da Parallelogramm, gleichschenkliges Trapez
und Drachen jeweils Deckabbildungsgruppen der Ordnung 2 haben, ordnen
wir sie in Abbildung 106 gleichberechtigt nebeneinander an.

Damit haben wir, ausgehend von der Deckabbildungsgruppe des Quadrats,
die folgende Systematik von Vierecken gewonnen:

. Quadrat

({id, Dumgoe, D/M,wo", Dw,270°, Sf, S, Sh, Si},°)

Rechteck /\ . Raute

({id, Dwm,180°, St, Sg},°) ({id, DM,WBO;, Sh, Si}e)

gleichschenkliges Trapez Parallelogramm ‘ Drachen

({id, St},0) ({id, Dwm.180 },) ({id, Sh}

Abb. 106

Alle tibrigen Vierecke haben die triviale Untergruppe ({id},°) als Deckab-
bildungsgruppe und sind insofern gleichberechtigt.

Trotzdem ist diese Situation etwas unbefriedigend, da das allgemeine Trapez
nicht untergebracht wurde. Zwar ist es nicht symmetrisch, aber immerhin
sind zwei Seiten zueinander parallel.
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Wenn wir statt der Deckabbildungen Eigenschaften von Seiten, Winkeln und
Diagonalen der Vierecke betrachten, dann kénnen wir eine Systematik in die
Vierecke bringen, in der auch das allgemeine Trapez angemessen unterge-
bracht ist. Die folgenden Uberlegungen dieser Systematisierung werden in
Abbildung 107 anschaulich zusammengefasst:

Bei einem Quadrat sind die sich gegeniiberliegenden Seiten gleich lang und
parallel, die Diagonalen sind gleich lang, sie halbieren sich und stehen
senkrecht aufeinander.

Verzichtet man auf die Orthogonalitit der Diagonalen, so gelangt man zum
Rechteck. Verzichtet man darauf, dass die Diagonalen gleich lang sind, be-
hélt aber ihre Orthogonalitdt bei, so gelangt man zur Raute.

Vom Rechteck gelangt man zum gleichschenkligen Trapez, indem man die
Parallelitdt gegeniiberliegender Seiten nur noch fiir ein Seitenpaar verlangt,
die gleiche Lénge der Diagonalen aber beibehalt.

Verzichtet man auf die gleiche Lange der Diagonalen und behélt die Paral-
lelitdt gegeniiberliegender Seiten bei, so gelangt man vom Rechteck zum
Parallelogramm. Dorthin kommt man auch von der Raute, indem man die
Parallelitit je zweier gegeniiberliegender Seiten beibehilt, aber nicht mehr
fordert, dass die Diagonalen orthogonal sind.

Wir begeben uns zur Raute. Wenn man die Orthogonalitdt der Diagonalen
beibehilt und die Tatsache, dass sich die Diagonalen halbieren, zumindest
fiir eine Diagonale fordert, so kommt man von der Raute zum Drachen.

Beibehalten der Parallelitdt eines Paares gegeniiberliegender Seiten fiihrt
vom gleichschenkligen Trapez und auch vom Parallelogramm zum allge-
meinen Trapez.

Verzichtet man beim Drachen auf die Orthogonalitit der Diagonalen und
verlangt nur noch, dass die eine Diagonale von der anderen halbiert wird, so
erhilt man ein Viereck, das als schrdger Drachen bezeichnet wird. Zu die-
sem Viereck kommt man auch, wenn man beim Parallelogramm auf alle
Eigenschaften verzichtet bis auf die, dass eine Diagonale von der anderen
halbiert wird.

Verzichtet man beim schrigen Drachen und beim Trapez auf die letzten
bescheidenen Besonderheiten dieser Vierecke, dann erhélt man in der un-
tersten Ebene das allgemeine Viereck.

Diese Systematik der Vierecke wird auch als das ,,Haus der Vierecke* be-
zeichnet.
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Quadrat

1: Gegenseiten gleich lang
2: Gegenseiten parallel
1,2,3,4,5 3: Diagonalen halbieren sich
4: Diagonalen orthogonal

5: Diagonalen gleich lang

4 5
/\
Rechteck Raute
1,2,3,5
-(1).42),-3 -4,-5 -4 A,-2,3)
/\ /\
gleichschenkliges Parallelogramm Drachen
Trapez ”
-5 -(1),42),-3 1,-2,-3) 4
\/ \/
Trapez schrager

Drachen

-(1).-2) -3)

allgemeines
Viereck

Abb. 107

Man kann auch mit anderen Kriterien eine Systematik in die Menge der
Vierecke bringen, z.B. mit der Mindestanzahl der zur Konstruktion notwen-
digen Stiicke. Ein Quadrat ist durch die Angabe einer Seitenldnge schon
eindeutig bestimmt. Beim Rechteck bendtigt man zwei Angaben (z.B. zwei
benachbarte Seiten oder auch eine Diagonalenlinge und der Winkel zwi-
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schen der Diagonalen und einer Seite), ebenso bei der Raute (z.B. die Liange
der beiden Diagonalen). Fiir die mittlere Etage unseres Hauses brauchen wir
drei Angaben (bei allen gelingt die Konstruktion mit zwei Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel). Das allgemeine Trapez und der schrige Drachen
sind nur konstruierbar, wenn man vier brauchbare Angaben hat (z.B. zwei
Seiten und zwei Winkel), flir ein allgemeines Viereck sind finf Bestim-
mungsstiicke erforderlich. Dieses Vorgehen fiihrt uns aber auf neue Vier-
eckstypen (z.B. auf ein Viereck mit zwei gleichen Winkeln), die auch durch
Angabe von vier Stiicken eindeutig bestimmt sind, also auf der Ebene von
Trapez und schrigem Drachen einzuordnen wiren, die man iiblicherweise
aber nicht gesondert betrachtet. So interessant die Suche nach neuen Vier-
eckstypen auch wire, wir verfolgen das nicht weiter.

Der Versuch, andere besondere Vierecke wie das in Kapitel 5 auftauchende
Sehnenviereck in unser Haus zu integrieren, verursacht Stérungen und er-
fordern Umbauten. Wir wollen auch das hier nicht weiterverfolgen und
verweisen auf Neubrand (1981). Hier sollte nur angedeutet werden, dass eine
bestehende Ordnung nicht, wie oft suggeriert wird, naturgegeben ist, und
dass auch mathematische Definitionen bzw. Systematisierungsbemiihungen
Gegenstand von Abwidgungen sind. Auch hat sich gezeigt, dass der Versuch,
Ordnung in Bekanntes zu bringen, neue Begriffe hervorbringen kann, z.B.
den des schrigen Drachens.

Ubung: 1) Stellen Sie die Verkniipfungstafel fir die Deckabbildungs-
gruppe des Quadrates auf.

2) Zeichnen Sie ein Quadrat mit allen Symmetrieachsen. Farben
Sie die entstandenen Dreiecke so ein, dass die sich ergebende
Figur die folgende Deckabbildungsgruppe besitzt. Stellen Sie
jeweils die Verkniipfungstafel auf.

a) ({id, Dy90¢, Dw,1800s Dm2700}°) e) ({id, S¢},°)
b) ({id, Du,1s0°» S, Sg},°) f) ({id, Sp},°)
c) ({id, Dw,is0° Sk Si},°) g) ({id},°)

d) ({id, Da.is0°},°)

3) Ordnen Sie dhnlich wie beim Haus der Vierecke die ver-
schiedenen Dreieckstypen in einem Diagramm. Benutzen Sie
dabei die Typen ,.gleichseitig®, ,allgemein®, ,,rechtwinklig®,
,.gleichschenklig® und Kombinationen aus diesen.
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4.3 Ahnlichkeitsabbildungen

Die Milchtiiten in Abbildung 108 sind sicher nicht durch eine Kongruenzab-
bildung entstanden. Vielmehr denken wir bei der Betrachtung der Abbildung
eher an einen VergroBerungs- oder Verkleinerungsprozess. Vielleicht
erinnert sich der eine oder

andere auch an einen 5
gemiitlichen Diaabend und

interpretiert die  darge- —
stellten Tiiten als ver- ARy
schiedene Bilder eines Dias

auf Projektionsleinwédnden

mit verschiedenen

Abstinden zum Projektor.

Sicher sind die in der Ab-
bildung rechts dargestellten \/
Milchtiiten nicht deckungs-

gleich, aber sie sind einan- ~ Abb. 108
der dhnlich.

Unter Ahnlichkeit verstehen die Mathematiker, dass die Figuren in ent-
sprechenden Winkeln tibereinstimmen und das Verhéltnis entsprechender
Seitenldngen konstant ist.

Auf der Suche nach einer dieser Ahnlichkeit zugrunde liegenden Abbildung

zeichnen wir einige Ecken unserer Milchtiiten aus und verbinden einander
entsprechende Ecken durch Geraden (Abbildung 109).

Abb. 109
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Wir stellen fest, dass sich diese Geraden in einem Punkt Z schneiden und die
Léangenverhéltnisse 1(A'Z) : 1(AZ) = (B'Z) : (BZ) = (C'Z) : I(CZ)
konstant sind®. Eine Abbildung, die dies leistet, nennt man zentrische
Streckung. Wir werden sie ebenso wie die Kongruenzabbildungen durch An-
gabe der Konstruktionsvorschrift definieren.

Definition 12:  Zentrische Streckung Z;
Gegeben sei ein Punkt Z, das Streckzentrum, und eine
reelle Zahl k, k # 0, der Streckfaktor.
Die zentrische Streckung Zz) ist diejenige Abbildung der
Ebene auf sich, die jedem Punkt P seinen Bildpunkt P' nach
folgender Vorschrift zuordnet:
a) Wenn P =7Z, dann gilt P =P' (Z ist Fixpunkt.).
b) Wenn P # Z, dann gilt:
Wenn k > 0: P'so wihlen, dass P' € ZP
und I(ZP") =k - 1( ZP).

Wenn k <0: P'so wihlen, dass P' € ZP und P' ¢ 5

und 1(ZP') = k| - I( ZP ).

Abb. 110

Dies gilt natiirlich auch, wenn man einander entsprechende Punkte in von
Milchtiiten verschiedenen Figuren betrachtet.

% M.a.W.: P liegt auf der zu 7p komplementiren Halbgeraden.
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Abbildung 110 zeigt ausgewéhlte zentrische Streckungen der Strecke %

am Streckzentrum Z mit besonders ,,interessanten‘* Streckfaktoren k.
In Abbildung 111 sind die Bilder des Dreiecks AABC bei den zentrischen
Streckungen Z; 4 und Z; , dargestellt.

Abb. 111

Im Folgenden begniigen wir uns damit, wesentliche Eigenschaften der zent-
rischen Streckung herauszustellen. Vertiefende Darstellungen hierzu finden
sich etwa bei Mitschka, Strehl, Hollmann (1998, S. 222 f¥).

Eigenschaften der zentrischen Streckung Z; x

- Die zentrische Streckung ist winkeltreu.

- Die zentrische Streckung ist ldngenverhdltnistreu. Fir jede Bildstrecke
A'B' einer Strecke AB gilt: [(A'B')= k|- 1[(AB).

- Das Zentrum Z ist der einzige Fixpunkt.
- Alle Geraden durch Z sind Fixgeraden.

- Bei der zentrischen Streckung werden Geraden wieder auf Geraden
abgebildet. Zz ist also geradentreu.

- Es gilt sogar, dass das Bild g' einer Geraden g zu g
parallel ist:

Fir gdurch Z gilt g=g'.

Fir Geraden, die nicht durch Z verlaufen, folgt g
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dies aus der Tatsache, dass Z der einzige Fixpunkt ist. Wiirden sich
namlich g und g' in S schneiden, so wire S ein weiterer Fixpunkt.

Die zentrische Streckung ist folglich auch parallelentreu: Aus g'l|g, g|lh
und h||h' folgt g'[|h".

Weiter stellen wir fest, dass sich der Umlaufsinn einer Figur bei der
zentrischen Streckung nicht dndert.

Im Fall k = 1 ergibt sich die identische Abbildung (Zz,= id).

Im Fall k = -1 ist die zentrische Streckung eine Punktspiegelung mit Z
als Spiegelungszentrum (Zz_, = Sy).

Die Umkehrabbildung einer zentrischen Streckung mit Streckzentrum Z
und Streckfaktor k ist eine zentrische Streckung mit demselben Zentrum

Z und dem Streckfaktor % .

Mit Hilfe der zentrischen Streckung und ihrer Eigenschaften kénnen wir nun
die Strahlensitze beweisen.

Satz 27: 1. Strahlensatz

Werden zwei Geraden, die sich im Punkt Z schneiden, von
Parallelen in A und B bzw. A' und B' geschnitten, dann gilt:

I(A'Z):1(AZ)=1(B'Z):(BZ)

Beweis:

-Durch Z, A und A' ist diec zentrische
Streckung Zz, mit k| = I((A'Z) : 1(AZ)
festgelegt.

- Das Bild der Geraden AB bei Zz Ve{léuft
durch A' und ist nach unseren obigen Uber-
legungen parallel zu AB.

- Nach Voraussetzung verlduft auch A'B' durch A' und ist parallel zu AB.

- Nach dem Parallelenaxiom ist die Parallele zu AB durch A' eindeutig be-
stimmt. Also ist A'B' das Bild von AB bei der zentrischen Streckung und
damit B' das Bild von B.

Nach Definition 12 gilt dann 1(B'Z) : I(EZ) = k|
Mit der Transitivitdt und Symmetrie der ,,="-Relation folgt:
I(A'Z):1(AZ)=1(B'Z): I(BZ).
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Satz 28: 2. Strahlensatz

Werden zwei Geraden, die sich im Punkt Z schneiden, von
Parallelen in A und B bzw. in A' und B' geschnitten, dann

gilt: (A'B') : 1(AB)=1(A'Z) : I(AZ)

Beweis:
- Wieder ist durch Z, A und A' die
zentrische Streckung Z  mit

kl=1(A'Z): 1( AZ ) festgelegt.
(€]

- Nach den Uberlegungen im Be-
weis des ersten Strahlensatzes ist

A'B' das Bild von AB bei Zyy.

- Wegen der Lingenverhiltnistreue gilt I( A'B') = k| - 1( EB) , was gleich-
bedeutend ist zu I[(A'B') : I( AB) = |K]. )
- Aus (1) und (2) folgt mit der Transitivitdt der Gleichheitsrelation
l(ﬁ) : I(E) =1(A'Z): 1(A72), was zu zeigen war.

Der erste Strahlensatz gilt auch in seiner Umkehrung:

Satz 29: Umkehrung des 1. Strahlensatzes
Werden zwei Geraden, die sich in einem Punkt Z schnei-
den, von zwei anderen Geraden in A und B bzw. A' und B'
geschnitten und gilt I(A'Z) : 1(AZ) = 1(B'Z) : 1(BZ),
dann sind AB und A'B' parallel.

Beweis:

- Aus der Voraussetzung 1(A'Z) : 1(A72) =1(B'Z): 1(B72) schliefen wir,
dass A' das Bild von A und B' das Bild von B bei der zentrischen Stre-
ckung® Z;, mit [k| =1(A'Z) : 1(AZ) ist.

- Dann ist A'B' das Bild von AB bei Zz,, denn jede Gerade ist durch zwei
Punkte eindeutig bestimmt.

66 Geteiltes Leid ist halbes Leid.“ Im vagen Vertrauen auf diesen Satz des

Volksmundes versichern wir Thnen: Wir teilen Ihr Leid beim Anblick der
»tre-ckung®. Freuen wir uns vielmehr, dass wir nicht schon ,,Str-
eckung® in diesem Buch finden (miissen). It could have come worse.
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- Weil nach den Eigenschaften der zentrischen Streckung Z die Bildgerade
parallel zur Urbildgeraden ist, folgt AB || A'B', die Behauptung.

Der zweite Strahlensatz ist nicht umkehrbar, wie Abbildung 112 zeigt:

Abb. 112

Schldgt man um A' einen Kreis mit Radius 1( A'B'), so findet man einen
Punkt B", fiir den ebenfalls I( A'B"") : 1(AB) = 1(A'Z) : 1(AZ) gilt, aber
A'B" ist nicht parallel zu AB.

Wir verlassen die Strahlensitze, wenden uns wieder der zentrischen Stre-
ckung zu und fragen:

Durch welche Abbildung kénnen wir die Nacheinanderausfithrung zweier
zentrischer Streckungen Z;, \ ° Z, ;= ersetzen?

Auf der Suche nach einer Antwort unterscheiden wir zwei Fille:
1. Fall:  Die Streckzentren fallen zusammen. Z,=7,=27
2. Fall:  Die Streckzentren sind verschieden. Z; # Z,

zu Fall 1: Wir betrachten Z;, , Zy . und einen beliebigen Punkt P.
Nach Definition 12 gilt dann:
(P'Z)l= k|- 1(PZ) A (P"Z)= k|- 1(P'Z)
= 1(@) = || 1k - l(ﬁ) / 1. in 2. Gleichung eingesetzt
= I(P"Z)=lkkl 1(PZ) /Ibl-lal = lal-Ibl = |abl; a, beR

- Zyy,° Zzy, istalso wieder eine zentrische Streckung am Zentrum Z

mit dem Streckfaktor k = ki -k, .
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Sind beide Streckfaktoren positiv oder negativ, so ist auch k;-k;, positiv,
ist genau einer der beiden positiv, so ist k;-k, negativ.

Wenn kik, = 1, so gilt Z,, o Z;, = Z,, = id. Dieser Fall tritt

o . . 1 .
offensichtlich immer dann ein, wenn k, = —, wenn also eine
1

zentrische Streckung mit ihrer Umkehrabbildung verkettet wird®.

zu Fall 2: Wir betrachten Z; , , Z; , mit Z; # Z, und eine beliebige

Strecke AB.

Da bei der zentrischen Streckung Geraden auf parallele Geraden abgebildet
werden, gilt:

=

AB || AB' A AB' | A"B"
AB || A"B" / Trans. der ,,||*- Relation

Wegen der Langenverhiltnistreue gilt:

=
=

I(A'B') = |k |- 1[(AB) A I(A"B")= k|- I(A'B")
I(A"B") = k| |k |- I(HB) /1. in 2. Gleichung eingesetzt
I(A"B") = |k, ko |- [(AB) /Ibl-lal = lal-[bl = labl;abeR

Wenn 1(AB) # I(A"B") gilt,
dann schneiden sich die Geraden
AA" und BB" in einem Punkt Z
(Abbildung 113).

A'"B'" ist dann das Bild der
zentrischen Streckung an Z mit
dem Streckfaktor k = k;-k, . Das
Zentrum Z dieser Streckung
liegt dann auf der Geraden
durch Z, und Z,, denn diese Ge-
rade ist Fixgerade bei beiden
Streckungen, also auch bei der
Nacheinanderausfithrung  von
beiden. Folglich muss diese Ge- Abb. 113
rade auch durch Z gehen.

7 Wir verweisen auf die Eigenschaften der zentrischen Streckung.
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- DerFalll(AB)=1(A"B") % %g&
tritt einerseits auf, wenn i
kik, = 1 gilt und wird
durch  Abbildung 114
veranschaulicht. In diesem
Fallist Z; \ o Z, ,, dic
Verschiebung V AR AR

Dabei gilt AA" || Z,Z,. Z

Abb. 114

Der Fall I(ES) =1(A"B") tritt andererseits auch auf, wenn k;-k, = —1
gilt (Abbildung 115).
In diesem Fall ist Z;,  °Z; , ecine Punktspicgelung an einem Punkt

PmitP e Z[Zz.

Abb. 115

Die zentrische Streckung ist geraden-, winkel- und langenverhiltnistreu. Jede
Abbildung der Ebene, die diese Eigenschaften besitzt, nennt man Ahnlich-
keitsabbildung. Auch die Kongruenzabbildungen sind demnach Ahnlich-
keitsabbildungen, denn die Langentreue (k = 1) ist ein Spezialfall der
Léangenverhéltnistreue (k € R \ {0}). Auch alle Verkettungen von Kon-
gruenzabbildungen und zentrischen Streckungen sind Ahnlichkeitsabbil-
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dungen. Es gilt umgekehrt, dass jede Ahnlichkeitsabbildung als Verkettung
einer zentrischen Streckung und einer Kongruenzabbildung dargestellt wer-
den kann. Es ldsst sich zeigen, dass die Menge aller Ahnlichkeitsabbildungen
zusammen mit der Nacheinanderausfiihrung ,,o* eine Gruppe bildet, die die
Kongruenzabbildungen als Untergruppe hat.

Figuren, die durch eine Ahnlichkeitsabbildung ineinander iiberfiihrt werden
konnen, heiBen dghnlich (Zeichen: ~). So sind z.B. alle Strecken, alle Kreise,
alle Quadrate, alle gleichseitigen Dreiecke usw. einander dhnlich. Wie bei
den Kongruenzsitzen kann man fiir beliebige Dreiecke Kriterien angeben,
wann sie einander dhnlich sind. Dies ist z.B. dann der Fall, wenn sie in zwei
Winkeln tibereinstimmen (womit der dritte Winkel automatisch auch iiber-
einstimmt).

Zur zentrischen Streckung, den Strahlensitzen und der Ahnlichkeit gibt es
eine Fiille von Anwendungsaufgaben, von denen hier nur einige wenige ex-
emplarisch vorgestellt werden®®.

Die zentrische Streckung stellt im Fall k # £1 eine mafBstabsgerechte Vergro-
Berung oder eine Verkleinerung dar. Denken Sie an Kopiergerite, Diapro-
jektoren, Karten mit unterschiedlichen Mafistében etc.

Ein Hilfsmitte] zum VergroBern oder Verklei-
nern von Zeichnungen ist der Storchschnabel
(Pantograph), den man in einer einfachen Papp-
oder Holzversion selbst herstellen kann. Vier
Stibe sind in den Punkten A, A', B und C gelen-
kig miteinander verbunden. Dabei bilden die
Punkte A, B, C, A' ein Parallelogramm. Der Me-
chanismus wird in Z drehbar fixiert.

Bewegt man nun einen Fiihrungsstift in B an  Apb. 116

einer Figur entlang, dann zeichnet ein in B' be-

festigter Schreibstift ein vergrofBertes Bild der Figur. Der Vergroferungsfak-
tor ist dabei 1(A'Z) : 1( AZ). Man kann ihn variieren, indem man 1( AB) und

1(B7C) verdndert. Eine Verkleinerung erreicht man, indem man den
Fiihrungsstift bei B' anbringt und den Schreibstift bei B.

88 Wir empfehlen Ihnen einen Blick in verschiedene Schulbiicher.
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.-"I: / |
/4

v

Abb. 117

Abbildung 117 ist aus Schlagbauer u.a.
(1994, Band 9, S. 97) entnommen und
illustriert eine weitere Anwendung, das
Forsterdreieck. Beim Forsterdreieck
handelt es sich um ein rechtwinklig
gleichschenkliges Dreieck, bei dem an
einer Kathete ein Griff befestigt ist.

Aus dem zweiten Strahlensatz folgt
sofort, dass die Hohe des Baumes
gleich der Entfernung des Forsters vom
Baum plus der Augenhohe des Forsters
ist, in Abbildung 117 also 6,2 m.

Al

A0

Als letzte Anwendung betrachten wir
die DIN-Formate unseres Papiers. Zwei
regelmidfBige n-Ecke sind einander stets
dhnlich. Zwei Rechtecke sind einander
nur dann  dhnlich, wenn  ihr
Seitenverhiltnis  tibereinstimmt.  Sie

A2

wissen vermutlich, dass unsere DIN-
Formate A0 bis Al0  durch
fortgesetztes Halbieren entstehen (s.
Abbildung 118) und dass ein Blatt A0

A3

A5 den Flacheninhalt von 1 m? hat. Legt
Ad e man Blitter verschiedener Groflen wie
A6 in Abbildung 119 aufeinander, so stellt

Abb. 118

il

Abb. 119

man fest, dass diese Formate durch eine
zentrische  Streckung  auseinander
hervorgehen.

Den Streckfaktor ermitteln wir wie folgt: Das Seitenverhilt-
nis des Formates DIN An sei a:b, das des Formates DIN

An+1 ist dann b: % .

Da diese iibereinstimmen folgern wir:

a:b=b:% < ab=2ba < a’=2b> = a= \/Eb.
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Der Streckfaktor ist also v/2 , das Verhiltnis der Seitenldngen unserer DIN-
A-Papierformate ist V2.

Ubung:

1))

2)

3)

4)

Ein Kreis habe einen Radius der Linge 5 cm. Konstruieren
Sie in diesen Kreis ein Rechteck, dessen Eckpunkte auf dem
Kreis liegen und dessen Seitenldngen sich im Verhiltnis wie
5:4 verhalten.

Verbindet man in einem beliebigen
Dreieck AABC jeweils die Ecken C
mit den Mittelpunkten der gegen-
iiberliegenden Seiten (Seitenhalbie-
rende), so erhdlt man als Schnitt-

unkt den Schwerpunkt S.
p p A 5

a) Zeigen Sie, dass das Viereck, das
aus den Mittelpunkten von AS,
BS, BC und AC gebildet wird, ein Parallelogramm ist.
b) Begriinden Sie: Unter welchen Bedingungen ist dieses
Viereck ein Rechteck?
c) Begriinden Sie:
Unter welchen Bedingungen ist das Rechteck aus (b) ein
Quadrat?

Bei Adriano kostet die Pizza Diabolo (Durchmesser 36 cm)
10 Euro. Welchen Preis erwartet ein betriebsblinder Mathe-
matiker fiir die Diabolo Bambini (Durchmesser 18 cm)?

Ein Wiirfel wird mit dem Faktor k zentrisch gestreckt. Wie
verdndern sich Volumen und Oberflicheninhalt?
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Von den affinen Abbildungen, das sind alle geradentreuen Abbildungen der
Ebene auf sich, wollen wir hier nur die besonders hiufig vorkommende
Scherung und die Schrdgspiegelung behandeln.

Definition 13:  Scherung Scheg o)
Gegeben sei eine Gerade g, die Sche- P' P
rungsachse, und ein Winkel o, der
Scherungswinkel, mit 0° < w(o) < 90°

v 270° < w(a) < 360°.

Die Scherung Scheg, ist diejenige a
Abbildung der Ebene auf sich, die je- DY
dem Punkt P seinen Bildpunkt P' nach g S

folgender Vorschrift zuordnet:
a) Wenn P € g, dann P =P". (Alle P € g sind Fixpunkte.)

b) Wenn P ¢ g, dann gilt: PP' || g A w(ﬁg ,ST") = w(a),
wobei S € gund SP L g.

Gilt fur den Scherungswinkel w(a) = 0°, so haben wir die identische Abbil-
dung vorliegen (Sche, - = id). Fur Scherungswinkel o mit w(a) # 0° sind
alle Punkte auf der Scherungsachse g Fixpunkte, alle Parallelen zur Sche-
rungsachse sind Fixgeraden. Die Umkehrabbildung der Scherung Scheg )
ist die Scherung Scheg 3600-w(c)-

B’ B

Abb. 120
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Abbildung 120 zeigt, wie das Dreieck AABC durch die Scherung Sche, gs-
auf Dreieck AA'B'C' abgebildet wird. Alle Winkelmaf3e und Streckenlédngen
haben sich verdndert, ebenso das Verhéltnis der Seitenldngen. Die Scherung
ist im Allgemeinen also weder winkel-, noch ldngen- noch ldngenverhilt-
nistreu. Sie ist allerdings fldcheninhaltstreu.

Um zu zeigen, dass der Flidcheninhalt von AABC gleich dem von AA'B'C'
ist, betrachten wir den Hilfspunkt D, der auf der Parallelen zu g durch C
liegt, und seinen Bildpunkt D":

- Nach Konstruktion gilt CD = C'D' und C'D' || g. Ebenso folgt aus der
Abbildungsvorschrift in Definition 13, dass SpD' || ScC'. Demnach ist
das Viereck ScSpD'C' ein Parallelogramm.

Also gilt (C'D') =1(ScSp ) =1(CD).

- Nun zerlegt die Strecke CD das Dreieck AABC in zwei Teildreiecke

ACDB und AADC. Die Strecke C'D' zerlegt das Bilddreieck AA'B'C'
ebenfalls in zwei Teildreieccke AC'D'B' und AA'D'C'. Die Dreiecke
ACDB und AC'D'B' haben gleichlange Grundseiten und stimmen in den
Léangen ihren Hohen tiberein, da B und B' nach Definition der Scherung
auf einer Parallelen zur Grundseite liegen. Also sind ACDB und AC'D'B'
flacheninhaltsgleich.

- Dasselbe gilt fir AADC und AA'D'C".

- Also haben auch AABC und AA'C'B' den gleichen Flidcheninhalt.

- Da man jedes beliebige Vieleck in Dreiecke zerlegen kann, bleibt der
Flacheninhalt eines solchen Vielecks durch eine Scherung ebenfalls
unberiihrt. Die Aussage gilt auch fiir beliebige Figuren, die man durch
Polynome anndhern kann.

Blittern Sie noch einmal zuriick zur Abbildung 56b aus dem Einstiegsab-
schnitt dieses Kapitels. Alle dort abgebildeten Dreiecke sind durch Scherun-
gen entstanden. Die Scherungsachse war jeweils die Grundseite des Drei-
ecks. Wir haben es also in Abbildung 56b mit einer besonders ,,giinstigen*
Lage der Dreiecke zu tun, bei der man die Flacheninhaltsgleichheit sofort
erkennen kann.

Da die Scherung eine fldcheninhaltstreue Abbildung ist, lassen sich Frage-
stellungen, bei denen es um den Vergleich von Fldcheninhalten geht, oft
besonders elegant mit Hilfe von Scherungen 16sen. Dazu gehoren Beweise
und/oder Verwandlungsaufgaben, bei denen Figuren in andere Figuren glei-
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chen Flicheninhalts mit bestimmten anderen Eigenschaften transformiert
werden, z.B. ein Fiinfeck in ein Viereck, ein Quadrat in eine Raute mit be-
stimmter Seitenlédnge o0.4.. Wir gehen hierauf an dieser Stelle nicht weiter ein,
weisen jedoch darauf hin, dass wir auf entsprechende Fragestellungen bei der
Behandlung des Umfangswinkelsatzes bzw. des Satzes von Pythagoras in
Kapitel 5 zuriickkommen werden.

Wir wenden uns jetzt der Schragspiegelung zu. Beim Haus der Vierecke sind
wir dem schrigen Drachen begegnet. Bei diesem Viereck wird die Diagonale
BD durch die Diagonale AC halbiert (Abbildung 121). AC =zerteilt aber
auch den gesamten schrigen Drachen in zwei inhaltsgleiche ,,Hilften”. Die
Dreiecke ADMC und AMBC haben nidmlich eine gleichlange Grundseite
(1(DM) = 1(MB)) und stimmen in der Liange ihrer Hohe h; {iberein. Analo-
ges gilt fir ADMA und AMBA. Also sind auch AACD und AACB gleich
grof3.

A
Abb. 121 Abb. 122

Auch beim allgemeinen Trapez zerlegt die Mittellinie durch die beiden
parallelen Trapezseiten die Figur in zwei flicheninhaltsgleiche Teilfiguren
(Abbildung 122). Jedem Punkt P des Trapezes (bzw. des schrigen Drachens)
lasst sich ein Punkt P' so zuordnen, dass die Mittellinie (bzw. die Diagonale

des schrigen Drachens) die Strecke PP' halbiert und die Strecken PP',

QQ', RR', ... zueinander parallel sind. Man sagt dann, dass diese Figuren

schrégspiegelungssymmetrisch sind.

Ausgehend von diesen hinfithrenden Beispielen definieren wir die Schrig-
spiegelung jetzt allgemein:
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Definition 14:  Schrigspiegelung Schr,
Gegeben sei eine Gerade g, die
Schrdgspiegelungsachse, und eine
Gerade hmitg nh= .
Die Schrdgspiegelung Schryy ist
diejenige Abbildung der Ebene auf
sich, die jedem Punkt P seinen Bild-
punkt P' nach folgender Vorschrift
zuordnet:
a) WennP € g, dannP=P".

(Alle P € g sind Fixpunkte.)

b) Wenn P ¢ g, dann gilt: PP' || h A I(PS)=1(P'S),
wobei PP'ng= {S}.

Obwohl auf der Geraden h keine Orientierung ausgezeichnet ist, sagt man, h
gebe die Schrégspiegelungsrichtung an.

Bei der Schrigspiegelung sind alle Punkte der Schrigspiegelungsachse Fix-
punkte. Alle Parallelen zu h sind Fixgeraden. Die Schrigspiegelung ist
involutorisch, ist also Umkehrabbildung zu sich selbst. Alle Strecken, die
parallel zur Geraden h verlaufen®, werden auf Strecken gleicher Linge
abgebildet. Im allgemeinen Fall g L h ist die Schrigspiegelung nicht lingen-
treu und auch nicht winkeltreu (vgl. Abbildung 123). Im Fall g L h ist die
Schrigspiegelung eine Geradenspiegelung. Vergleichen Sie hierzu auch die
Definitionen der Schrig- und der Geradenspiegelung miteinander.

Abb. 123

5 Eigentlich: ,, ... deren Triigergeraden parallel zur Geraden h sind.«
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In Abbildung 123 wurde das Dreieck AABC durch eine Schrigspiegelung
auf das Dreieck AAB'C' abgebildet. Dreieck und Bilddreieck haben densel-
ben Flacheninhalt. Beweisen Sie das zur Ubung selbst. Verwenden Sie dabei,
dass Strecken, die parallel zur Geraden h sind, auf Strecken gleicher Linge
abgebildet werden. Die Schrigspiegelung ist eine flicheninhaltstreue Abbil-

dung.

Ubung:

D

2)

3)

4)

Im kartesischen Koordinatensystem ist ein Rechteck durch
die Punkte A(3;0), B(6;2), C(3;6,5) und D(0;4,5) gegeben.
Scheren Sie dieses Rechteck an der x-Achse mit einem
Winkel der Grofie 300°.

Zeigen Sie dann, dass das Rechteck und die Bildfigur densel-
ben Flicheninhalt haben, indem Sie die Figuren so zerlegen,
dass zwei Parallelogramme mit gleichlangen Grundseite und
gleichlangen Hohen entstehen.

Ein Parallelogramm ist schrigspiegelungssymmetrisch. Fin-
den Sie alle Schriagspiegelungsachsen und geben Sie die da-
zugehorigen Geraden h (die die Schrigspiegelungsrichtung
festlegen) an.

Fiithren Sie mit dem Rechteck aus Aufgabe 1 eine Schrig-
spiegelung durch. Die Schrigspiegelungsrichtung sei durch
die x-Achse gegeben, die Gleichung der Schrigspiegelungs-
geraden g lautet y = —x + 8.

Begriinden Sie das Verfahren zur Fldcheninhaltsbestimmung
am Parallelogramm

a) mit Hilfe einer geeigneten Kongruenzabbildung,
b) mit Hilfe einer affinen Abbildung.
Stellen Sie jeweils auch eine geeignete Skizze her.”

" Hinweise zu dieser und den beiden folgenden unmittelbar unterrichts-
relevanten Ubungsaufgaben finden Sie in geeigneten Schulbiichern, bei
Holland 2007, insbesondere jedoch in der hervorragenden Veroffent-
lichung von Palzkill und Schwirtz 1971.
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4 Abbildungsgeometrie

5)

6)

,Der Fliacheninhalt eines Dreiecks ist halb so gro3 wie der
-h
des entsprechenden Parallelogramms (Apycicck = £y«
a) Erkldren Sie diese schone Verbalisierung zum Verstand-
nis der Formel durch eine Skizze und die Heranziehung
einer geeigneten Kongruenzabbildung.

b) Kliren Sie auch, was mit einem ,,entsprechenden Paralle-
logramm* gemeint ist.

c) Beweisen Sie die Giiltigkeit der o. g. Behauptung mit
Hilfe der Abbildungsgeometrie. Die Giiltigkeit der
Formel Apgiiciogramm = & - h diirfen Sie voraussetzen.

Formal bestimmt man den Flacheninhalt eines Trapezes nach

der Formel c

ATrapeZ = (@ro)h .
2

Die Abbildung rechts ikonisiert hooM

das Verfahren zur Fldchenin-

haltsbestimmung am Trapez.

a

a) Finden Sie eine Verbalisierung, die den Zusammenhang
zwischen der Ikonisierung und Formalisierung des Ver-
fahrens mit Begriffen der Abbildungsgeometrie herstellt.
M.a.W.: Erkldren Sie die Formel verbal mit Begriffen der
Abbildungsgeometrie.

b) Wie konnte die Verbalisierung eines leistungsschwachen
Achtkldsslers aussehen, die Sie fachlich gerade noch ak-
zeptieren wiirden?

c) Zeigen Sie eine Moglichkeit auf, das Verfahren ausge-
hend von einer Handlung (Enaktivierung) zu finden.

71
72

ebenda
ebenda
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5 Geometrische Konstruktionen

5.1 Einstieg

Beim Konstruieren geht es darum, auf der Basis vorgegebener GroBen Figu-
ren zeichnerisch exakt darzustellen. Zum Einstieg greifen wir sechs Situatio-
nen mit Aufforderungscharakter heraus:

Situation 1

In Weitweg, dem grofiten Land des Sterns Irgendwo, ist 1 w die kleinste
nicht mehr unterteilte Lingeneinheit'. Da 1 w fiir viele Messungen unprak-
tisch groB ist, und weil in Weitweg im Siebenersystem” gerechnet wird, soll
die Einheit 1 w konstruktiv in sieben exakt gleich grofle Teile unterteilt wer-
den, es soll also gelten: 1 w =7 sw.

Situation 2

In einem Schlossgarten stehen drei alte Rosenbiische R, R, und R3, die nicht
mehr verpflanzt werden koénnen. Es werden zahlreiche dhnlich grof3e Rosen-
biische zugekauft und so eingepflanzt, dass alle Biische zusammen einen
grofen Kreis bilden.

Situation 3

Das Zimmer eines Musikliebhabers ist 4 m breit und 3,50 m lang. Die beiden
Lautsprecher (Grundriss 20 cm x 40 cm, Lautsprecherchassis an der schma-
len Seite) stehen an einer der lingeren Zimmerseiten und haben von der
Riickwand und der entsprechenden Seitenwand je 80 cm Abstand.
Audiophiler Genuss kann (hochstens) dann entstehen, wenn der Musikhorer
im so genannten Sweetpoint sitzt. Der Sweetpoint ist derjenige Punkt, der mit
den Lautsprecherchassis — insbesondere den Hochténern — ein gleichseitiges
Dreieck bildet. Stellen Sie einen Regiesessel im Sweetpoint auf.

' 1 w entspricht so ungefihr 80 cm, ganz genau wissen wir das auch nicht

mehr — wie oft kommt man in seinem Leben schon nach Weitweg?
Vielleicht haben die Bewohner Weitwegs sieben Finger an einer Hand
oder sie haben drei Finger an der linken und vier an der rechten Hand.

S. Miiller-Philipp, H.-J. Gorski, Leitfaden Geometrie,
DOI 10.1007/978-3-8348-8616-3_5,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2012
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Situation 4

Wegen des Baus einer neuen Autobahn bietet das Land dem Besitzer eines
rechteckigen Grundstiicks (18 m x 65 m) ein quadratisches Stiick Land mit
gleichem Flacheninhalt an.

Situation 5

Konstruieren Sie ein Trapez ABCD mit:
DC||AB ; 1(a) =9cm; 1(b) =45 cm; I(c) = 4cm; 1(d) =7,5cm

Situation 6

Rudi zu Wilhelm nach dem n-ten Glas (n € N)
im Ackerbiirger (einer gemiitlichen Burgstein-
furter Kneipe): ,,Wetten, dass ich den Rolinck
(gemeint ist der Bierdeckel in Abbildung 124)
mit Ulrikes spitzem Bleistift (Ulrike ist Rudis
Nachbarin und sitzt heute neben Wilhelm.) in
Waage halten kann?*

Rudi gelingt das Behauptete nach lidngerem,
mehr oder weniger systematischem Probieren.
Eine konstruktive Losung sollte in etwa sechs  Abb. 124
Schritten moglich sein.

Solche oder dhnliche Situationen sind Thnen sicher im Alltag oder im Geo-
metrieunterricht der Sekundarstufe I bereits begegnet. Gemeinsam ist all
diesen Fragestellungen, dass sie sich rein konstruktiv, d. h. ohne jede Be-
rechnung, 16sen lassen. Dabei ist es durchaus moglich, dass es sich bei Thren
konstruktiven Losungen um Routinekonstruktionen oder um Konstruktions-
probleme handelt.

Bevor Sie mit dem Lesen fortfahren empfehlen wir Ihnen, die vorgestellten
Anwendungssituationen konstruktiv zu 16sen. Heben Sie Thre Losungen auf
und ziehen Sie sie als konkretes Anschauungsmaterial fir die in den
folgenden Kapiteln knapp vorgestellten Konstruktionen heran.

Rein konstruktives Losen einer Fragestellung geht auf Euklid zuriick und
bedeutet, dass fiir eine Konstruktion ausschlieBlich die so genannten euklidi-
schen Werkzeuge, namlich Zirkel und Lineal, benutzt werden diirfen. Auch
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wenn wir heute das Konstruieren als eine fundamentale mathematische Idee’
hoch schitzen, sind keineswegs alle geometrischen Figuren allein unter Zu-
hilfenahme der euklidischen Werkzeuge konstruktiv herstellbar. Wir denken
in diesem Zusammenhang heute vielleicht am ehesten an Schnitte des Ke-
gels, die nicht parallel zur Grundflache verlaufen oder an viele regelméaflige
n-Ecke. Aus der antiken Mathematik der Griechen sind uns drei klassische
Fragestellungen tiberliefert, die durch Konstruieren mit euklidischen Werk-
zeugen nicht 16sbar erschienen:

1. Die Wiirfelverdopplung

Im 5. Jahrhundert vor Chr. verlangte das
Orakel von Delphi von der Bevélkerung
der Insel Delos als Gegenleistung fiir
einen erteilten Ratschlag die Volumen-
verdopplung eines wirfelformigen Al-
tars. Mathematisch lduft diese Forderung
darauf hinaus, die Kantenldnge des neuen

Altars i/i konstruktiv zu erzeugen, m. a.

W. ist die Gleichung x* = 2 zu l6sen. AbD. 125

2. Die Quadratur des Kreises

Bei diesem Problem geht es darum, einen
Kreis konstruktiv in ein fliacheninhalts- / \
gleiches Quadrat umzuformen.

Weil fiir den Flacheninhalt A und den
Umfang U eines Kreises

A=nr* und U=2-nr gilt, folgt
_ U-r?

= lUr
2-r 2

Der Fldacheninhalt eines Kreises ist also
so groB wie der Flicheninhalt eines Drei- Abb. 126

3 H. Winter (1976, S. 15) bezeichnet solche Ideen als fundamental, ,,die
starke Beziige der Wirklichkeit haben, verschiedene Aspekte und Zu-
ginge aufweisen, sich durch hohen inneren Beziehungsreichtum aus-
zeichnen und in den folgenden Schuljahren immer weiter ausgebaut wer-
den.”
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ecks mit der Grundseite U und der Hohe r. Weil sich Dreiecke leicht in
flacheninhaltsgleiche Quadrate umformen lassen, lduft das Problem letztlich
auf die Aufgabe der Konstruktion von U und damit auf die Konstruktion von
w hinaus.

3. Die Dreiteilung eines beliebigen Winkels o

Mit der Dreiteilung eines Winkels a ist
die Konstruktion von zwei Halbgeraden
aufgerufen, die den Winkel o in drei
Winkel o, o, und o3 mit gleichem Win-
kelmalf zerlegen. Dies ist bei besonderen
Winkeln durchaus moglich, fithrt jedoch
im allgemeinen Fall zu einer Gleichung
dritten Grades.

Abb. 127

Das Finden konstruktiver Losungen — ausschlie8lich mit Zirkel und Lineal —
beschiftigte (nicht nur) die Mathematiker tiber viele Jahrhunderte. Erst im
19. Jahrhundert konnte gezeigt werden, dass die genannten Problemstellun-
gen mit euklidischen Werkzeugen nicht konstruktiv 1osbar sind*. Die Wiirfel-
verdopplung und die Dreiteilung eines beliebigen Winkels fithren auf das
Losen von Gleichungen dritten Grades; die transzendente Zahl 7 kann nicht
Losung einer algebraischen Gleichung sein. Mit Zirkel und Lineal lassen sich
nur solche Groflen konstruieren, die sich durch endlich viele Additionen,
Subtraktionen, Multiplikationen, Divisionen und Quadratwurzelbildungen
aus vorgegebenen GroBen ausdriicken lassen, die also Losungen von quadra-
tischen oder linearen Gleichungen sind. Den Konstruktionen von genau sol-
chen Groflen wenden wir uns im Folgenden zu.

*  Mit den entsprechenden Beweisen bzw. mit zentralen Vorarbeiten zu

diesen Beweisen sind Namen wie Evariste Galois, Carl Friedrich Gaul3,
Charles Hermite, Ferdinand von Lindemann und Pierre Wantzel verbun-
den.
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5.2 Grundlegendes

Bei reinen Zirkel-Lineal-Konstruktionen sind die folgenden Tétigkeiten er-
laubt:

- das Zeichnen oder Markieren beliebiger Punkte der Ebene,

- das Zeichnen oder Markieren beliebiger Punkte auf existierenden Stre-
cken, Geraden, Kreisen,

- durch zwei existierende Punkte eine Gerade zeichnen,
- existierende Punkte durch Strecken verbinden,
- Schnittpunkte von Strecken, Geraden oder Kreisen markieren,

- Kreise um einen existierenden Mittelpunkt durch einen anderen Punkt
zeichnen,

- Kreise um einen existierenden Mittelpunkt mit einem bestimmten Ra-
dius zeichnen, wenn der Radius von zwei bereits existierenden Punkten
abgenommen werden kann.

Weil ein Lineal, jedenfalls ein ,.euklidisches” Lineal, keinen Maf3stab ent-
hilt’, kann man mit einem Lineal zwar Geraden problemlos in einem Schritt
zeichnen, nicht aber Strecken mit vorgegebenen Lingen. Wie ldsst sich dann

— ausschlielich mit euklidischen Werkzeugen — eine Strecke AB der Linge
3 c¢m zeichnen?

Im Wesentlichen kénnen zwei Wege unterschieden werden:

Weg 1:

. _—y . Représentant
Ein beliebiger Reprisentant fiir 3 cm ist b
gegeben.

- Mit dem Lineal eine Gerade g zeich- \
nen. g —e ’
- Auf g den Anfangspunkt A der Stre- A B

cke markieren.®
- Die Lange des Reprdsentanten mit Abb. 128
dem Zirkel abgreifen.

Nahezu allen heute in GroBserienproduktion hergestellten Linealen wird
additiv ein MaBstab aufgedruckt. Beim Kauf eines solchen Produktes er-
werben Sie ein Lineal mit Maf3stab, machen also ein Schnéppchen.
Alternativ kann auch zunichst ein Punkt A markiert und im zweiten
Schritt eine Gerade g durch A gezeichnet werden.
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- Die abgegriffene Linge auf g in Punkt A in die gewiinschte Richtung
abtragen.
- Den Endpunkt B nennen.

Weg 2:

Eine Einheit ist gegeben, in diesem Fall
etwa 1 cm. . ’\/ Reprisentant

- Mit dem Lineal eine Gerade g zeich-

nen. ) ) ’
- Auf g den Anfangspunkt A der Stre- &

cke markieren. A B
- Die Lénge der FEinheitsstrecke mit
dem Zirkel abgreifen. Abb. 129

- Die abgegriffene Linge auf g von
Punkt A aus wiederholt in die gewiinschte Richtung abtragen.
- Den Endpunkt B nennen.

Typische Konstruktionsaufgaben in der Sekundarstufe I sind etwa von der
Form:

Konstruiere ein Dreieck AABC.
Gegeben sei I(c) =3 cm, w(a) = 60°, w(f3) = 45°.

Mit der Redeweise ,,Gegeben sei ...« ist dabei gemeint, dass ein Reprisentant
fiir die Lidnge 3 cm und Reprisentanten fiir die WinkelmaBe 60° bzw. 45°
vorgegeben sind. Den Konstruierenden miissen also die fiir die Konstruk-
tionsaufgabe notwendigen Reprdsentanten zur Verfiigung gestellt werden
(Abbildung 130) oder es muss sicher gestellt sein, dass der Konstruierende
iber geeignete Reprisentanten verfligt.

Abb. 130
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Die Aufgabe des Konstruierenden besteht nun darin, die in Abbildung 99
vorgegeben Objekte mit Zirkel und Lineal so abzutragen, dass das gesuchte
Dreieck AABC entsteht.

Werden in einer Konstruktionsaufgabe keine Reprisentanten von Langen
vorgegeben, dann benutzen wir ein Lineal mit MafBistab oder auch das Geo-
dreieck als Speicher fiir unendlich viele Représentanten von Léangen, die ana-
log zum oben erlduterten Vorgehen mit Lineal (ohne Mafistab) und Zirkel in
der Konstruktion abgetragen werden koénnen.

Fehlen in einer Konstruktionsaufgabe die Reprisentanten fiir Winkelmale,
benutzen wir den Winkelmesser oder das Geodreieck mit der Winkelmaf-
skala als Speicher fiir unendlich viele Reprasentanten von WinkelmaBen.

Wir kommen noch einmal auf die in den Abbildungen 128 und 129 vorge-
stellten Moglichkeiten zur Herstellung einer Strecke der Lidnge 3 cm zuriick.
In beiden Wegen wird die Idee der Ortslinien, die eng mit geometrischem
Konstruieren verbunden ist, deutlich. Ortslinien oder auch Ortskurven sind
Punktmengen geometrischer Orter, die den in der Konstruktionsaufgabe for-
mulierten Bedingungen gentigen. Mit anderen Worten kénnten wir eine Orts-
linie auch als Zusammenfassung von Bedingungstrigern beschreiben. In den
beiden oben vorgestellten Wegen zum Konstruieren einer Strecke AB der
Lénge 3 cm entsteht der Punkt B als Schnittpunkt zweier Ortslinien:

- der Geraden g (Bedingungstriger dafiir, dass die Strecke Teilmenge einer
Geraden ist) und

- eines Kreisbogens (Bedingungstréger fiir die in der Konstruktionsaufgabe
geforderte Lange der Strecke).

Weitere Beispiele fiir Ortslinien:

Die Ortslinie aller Punkte, die von zwei gegebenen Punkten A und B glei-
chen Abstand haben, ist die Mittelsenkrechte der Strecke AB.’
Die Ortslinie aller Punkte, die von den beiden Schenkeln eines Winkels den

gleichen Abstand haben, ist die Winkelhalbierende w des Winkels®
(Abbildung 130).

7 vgl. Kapitel 4.2.1, Satz 2
vgl. Kapitel 6.2, Satz 9
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Die Ortslinie aller Punkte, die von einem Punkt M den Abstand 1(r) haben, ist
der Kreis um Punkt M mit dem Radius I(r).

Die Ortslinie aller Punkte, die von zwei parallelen Geraden g und h gleichen
Abstand haben, ist die Mittelparallele m zu g und h. (Abb. 132)

Die Ortslinie aller Punkte, die von einer Geraden den Abstand 1(d) haben,
sind die beiden Parallelen p; und p, zu g im Abstand 1(d). (Abb. 133)

h P2 -
m=—=======- g
g pr ————————-
Abb. 131 Abb. 132 Abb. 133
Die Ortslinie aller Punkte, von denen - A

zwei Punkte A und B unter einem Win- e
kel w(8) gesehen werden, sind die bei- ,
den Fasskreise tiber der Sehne AB mit
dem Mittelpunktswinkel 2-w(3).’

In Abbildung 103 sind A und B von .l
allen Punkten, die auf den beiden
Faflkreisen liegen, unter einem Winkel Abb. 134
von 45° zu sehen.

- B

In Kapitel 4 haben wir bei Strecken und Winkeln stets sauber zwischen den
Objekten und ihren Eigenschaften wie der Lange einer Strecke und der Grofie
eines Winkels unterschieden und dies durch Notationsformen wie a bzw. 1(a)
und o bzw. w(a) zum Ausdruck gebracht. Weil wir in diesem Kapitel nahezu
ausschlie§lich die Lange von Strecken und die Grofie von Winkeln betrach-
ten, werden wir — wenn keine Missverstindnisse zu befiirchten sind — die
saloppere Schreibweise a bzw. o auch fiir Streckenldngen bzw. Winkelgro-
Ben verwenden.

°  vgl. Kapitel 6.3, Satz 14 (Umfangswinkelsatz)
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5.3 Ausgewihlte Hilfsmittel zum Konstruieren

Zum Konstruieren steht eine Vielzahl von Zeichenhilfsmitteln zur Verfii-
gung. Abbildung 135 zeigt eine Auswahl.

Zirkel

Geodreieck mit Lineal

Zeichendreiecke als
Parallelenschieber

Abb. 135

Nicht alle der abgebildeten Werkzeuge werden auch heute noch mit dem
Konstruieren im Mathematikunterricht in Zusammenhang gebracht. Hilfs-
mittel wie Standardwinkelmesser oder Parallelenschieber gelten als weitge-
hend tiberholt, weil sich ihre Funktionen ganz oder in wesentlichen Teilen im
Geodreieck bzw. im Geodreieck mit Lineal wieder finden. Wir wenden uns
im Folgenden den verbleibenden Werkzeugen zu.
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Der Zirkel

Mit dem Zirkel lassen sich Kreise mit vorgegebenem Mittelpunkt und Radius
zeichnen. Der Radius ist innerhalb der konstruktiv vorgegebenen Spannweite
des Gerits frei wéahlbar. Wir verabreden fiir einen Kreis um den Mittelpunkt
M mit dem Radius r die Notationsform k(M,r).

Das Geodreieck — ohne oder mit zuséitzlichem Lineal

Seit geraumer Zeit hat das Geodreieck den Standardwinkelmesser, das Zei-
chendreieck und das Lineal (mit und ohne Maf3stab) in ihren Bedeutungen fiir
schulisches Konstruieren abgelost. Die Ursache hierfiir liegt im
multifunktionalen Angebot des Gerits.'"® Das Geodreieck: eine eierlegende
Wollmilchsau?

a) Jede der drei Seiten dieses Hilfsmittels realisiert die Funktionalitét eines
euklidischen Lineals.

b) Die auf der langen Seite des Geodreiecks aufgebrachte cm-Skala dient
als Speicher fiir Reprasentanten des GroBenbereichs der Léngen.

¢) Die auf einem Halbkreis aufgebrachte Grad-Skala dient als Speicher fiir
Représentanten von Winkeln mit einem Winkelmall < 180°.

d) Das Erstellen von Senkrechten wird — abgesehen von der Grad-Skala —
zusitzlich durch eine senkrecht auf der langen Seite stehende Linie un-
terstiitzt (Représentant fiir einen rechten Winkel).

e) Mit Hilfe der auf dem Geodreieck aufgebrachten Parallelen kénnen
zueinander parallele Geraden gezeichnet werden, sagt man. Oder?

Nun ja, mit dieser Funktionalitét ist keine besondere Zeichengenauig-
keit gewihrleistet. Die fuir die Genauigkeit entscheidende Anlagelidnge,
die bei einem Abstand der Parallelen von 1 ¢cm noch vertretbare 8 cm
betrdgt, nimmt mit grofler werdendem Abstand der Parallelen deutlich
ab: Bei einem Parallelenabstand von 4 cm betrdgt die Anlageldnge

% Voll Spannung erwarten wir weniger die nichsten Vertreter dieser Gat-

tung, die zusitzlich zu den implementierten Funktionen die erfolgreiche
Uberpriifung eines rechten Winkels mit einem Klingelton quittieren, als
vielmehr die folgende Generation von Multimediadreiecken, die den glei-
chen Arbeitsschritt mit dem Abspielen eines im Setup einstellbaren MP3-
Songs bestdtigen.
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knappe 3 cm.'" Parallelen mit einem Abstand > 4 cm sind mit dieser
Funktionalitét tiberhaupt nicht mehr zu zeichnen.

Sowohl die Ungenauigkeit wie auch die Unmoglichkeit des Herstellens
zueinander paralleler Geraden mit einem Abstand von mehr als 4 cm
lassen sich tiberwinden, wenn man das Geodreieck in Verbindung mit
einem Lineal oder auch einem zweiten Geodreieck als Parallelenschie-
ber verwendet (siche Abbildung 135). Dennoch sollte man sich im
Klaren dariiber sein, dass man bei beiden vorgestellten Einsatzvarianten
des Geodreiecks den Rahmen des Konstruierens mit euklidischen
Werkzeugen verlisst."?

Wir kommen noch einmal auf die oben unter (c) dargestellte Funktionalitit
des Geodreiecks zuriick: Die dem Zeichengerit aufgedruckte Grad-Skala
dient zusammen mit der langen Seite des Geodreiecks als Speicher fiir Re-
prasentanten von Winkeln mit einem Winkelmal3 < 180°.

Abb. 136

Abbildung 136 zeigt, wie ein Winkel der Grofle 51° mit dem Geodreieck
hergestellt wird. Der Weg ist tibrigens strukturgleich mit dem Vorgehen bei
der Benutzung eines Standardwinkelmessers. Nicht nur genau genommen
verlassen wir auch bei diesem Vorgehen in Schritt @ das Konstruieren mit
euklidischen Werkzeugen. Ein Winkel, der sich nicht durch gegebenenfalls

Wir empfehlen an dieser Stelle: Gegrillten Hasenrticken an Thymiansauce
mit Folienkartoffeln und griinen Bohnen als Beilage. Ubungsaufgabe 6
bringt Sie dieser Kostlichkeit vielleicht (k)ein Stiick néher.

Es gibt genau zwei euklidische Werkzeuge.
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wiederholte Halbierung'® aus einem gegebenen Winkel herstellen lasst, ist
mit euklidischen Werkzeugen nicht konstruierbar'®.

Der Sacherhalt ist grundsitzlich anderer Natur, wenn ein konkreter Winkel
der fraglichen GroBe (hier 51°) vorgeben ist. Dann kann der Winkel mit
euklidischen Werkzeugen exakt abgetragen werden. Der dabei abzuarbei-
tende Algorithmus ,,Abtragen eines Winkels“ ist in Kapitel 5.4.1 dargestellt.
Ist ein solcher Winkel jedoch nicht konkret vorgegeben, sind wir bei Ver-
wendung des Geodreiecks auf den in Abbildung 136 vorgestellten Weg an-
gewiesen, der im Ubrigen im Gegensatz zum Abtragen eines Winkels mit
Zirkel und Lineal”® in seiner Genauigkeit deutlich durch den Radius der
Grad-Skala des verwendeten Geodreiecks limitiert ist, angewiesen.

5.4 Grundkonstruktionen

In den folgenden Kapiteln stellen wir Algorithmen fiir grundlegende Kon-
struktionen knapp zusammen.

5.4.1 Abtragen

Wir unterscheiden im Folgenden das Abtragen einer Strecke, eines Winkels
und das Abtragen von Dreiecken.

Strecken der Linge s abtragen

Gegeben ist eine Strecke AB der Lange s als konkreter Reprisentant (zum
Beispiel auch auf dem Geodreieck). An einem Punkt A' soll eine Strecke

A'B' mit gleicher Lénge s angetragen werden.

Y .. und / oder Dreiteilung bei einigen WinkelgréBen aus dem Vollwinkel

oder einem gegebenen Winkel

vgl. hierzu Kapitel 5.1

Beim Abtragen eines Winkels mit Zirkel und Lineal kann der am Zirkel
eingestellte Radius jeder gewiinschten Genauigkeit angepasst werden.
Gewihrleistet ein industriell gefertigter Zirkel aufgrund seiner begrenzten
Spannweite den Genauigkeitsanspruch nicht mehr, sei die Verwendung
eines Zirkels empfohlen, bei dem ein an einer Schnur befestigter Bleistift
um einen gespitzten Lagerpunkt bewegt werden kann. Bei einem derarti-
gen Zirkel kann iiber die Linge der Schnur (fast) jede gewiinschte Ge-
nauigkeit realisiert werden.
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-~ 9
A s !B

Abb. 137

Konstruktionsschritt Erlauterung

1. k(A1 =5) Liange s des Représentanten in den
Zirkel nehmen

2.gmitA'eg Gerade g durch A' zeichnen

3. k(A =1)) Kreis um A' mit Radiusr; =s
zeichnen

4.k, ng={B"} Der Schnittpunkt dieses Kreises mit
g liefert B'. '

Winkel abtragen

Gegeben ist ein Winkel oo mit Scheitelpunkt S und den Schenkeln s; und s,
als konkreter Représentant. Dieser Winkel soll an einem Punkt S' angetragen
werden.

Abb. 138

' Der Kreis k, liefert natiirlich einen weiteren Schnittpunkt mit g. Hier ist
situationsaddquat zu entscheiden, ob der eine, der andere oder beide
Schnittpunkte 16sungsrelevant sind.
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Konstruktionsschritt Erlauterung
1. ky(S; 1, beliebig) Kreis k; um S mit beliebigem Ra-
dius zeichnen.
2.k s ={A} Die Schnittpunkte dieses Kreises mit
ki ns; = {B} den beiden Schenkeln heiflen A und
B.
3. s;" mit Anfangspunkt S' Halbgerade s;' mit Anfangspunkt S'
zeichnen.
4. k(S 12 =11) Kreis k; um S' mit Radius r; zeich-
kyns'={A"} nen. Sein Schnittpunkt mit s,' liefert
A
5.ks(A; 13 = I( AB)) Kreis ks um A mit Radius 1( AB)
zeichnen.
6. ky(A'; 1y =13) Kreis k, um A' mit Radius I( AB)
ks nky={B'} zeichnen. Einer der beiden
Schnittpunkte der Kreise k, und ky
liefert B'.
7. S'_B.'= S5 Die Halbgerade S'TS' zeichnen.

In der Erlduterung zum sechsten Konstruktionsschritt heif3t es:

Einer der beiden Schnittpunkte der Kreise k, und ky liefert B'.

Wenn der gegebene Winkel a < 180° ist, dann ist der Schnittpunkt als B' zu
wihlen, fiir den das Punktetripel (A', B', S') ein Linkstripel ist. Wenn der
gegebene Winkel a > 180° ist, dann wéhle man den Schnittpunkt der Kreise
k; und ky4 als B', fiir den (A", B', S') ein Rechtstripel ist.

Liegt kein konkreter Reprisentant fiir den herzustellenden Winkel vor, so
liefert das Antragen des Winkels mit Hilfe des Geodreiecks den schnellsten
und wohl auch genauesten Weg. Dabei verldsst man allerdings das Kon-
struieren mit euklidischen Werkzeugen.
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Dreiecke abtragen

Gegeben ist ein Dreieck AABC.
AABC soll an einem Punkt A' angetragen werden.

Abb. 139
Konstruktionsschritt Erlauterung
1. ki(A; 1, =¢)
2.¢mitA'ec'
3. k(A =1) Bis hierher wird das Modul
k, nc'= {B'} “Abtragen einer Strecke”
abgearbeitet.
4. k3(A, I3 = b)
k4y(A'; 13 =13) k4 ist Ortslinie fiir alle Punkte, die
von A' den Abstand r; haben.
5.ks(B;rs=a)
ks(B'; 15 =15) k¢ ist Ortslinie fiir alle Punkte, die
von B' den Abstand rs haben.
6.kynks={C'}
7. A'C' =b'und B'C' =a' Die Strecken A'C', B'C' zeichnen.

Nachdem die Strecke AB in Schritt 3 abgetragen ist, konnten ab Schritt 4
ebenso auch die Winkel o und f abgetragen werden. C entsteht dann als
Schnittpunkt der beiden freien Schenkel dieser Winkel. Die Formulierung der
entsprechenden Konstruktionsschritte sei Thnen als Ubung iiberlassen.
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5.4.2 Halbieren

Wir unterscheiden im Folgenden das Halbieren einer Strecke und das
Halbieren eines Winkels. Dabei meinen wir mit der saloppen Rede vom
Halbieren einer Strecke* das Zerlegen einer Strecke in zwei Teilstrecken
gleicher Lange und entsprechend mit dem ,,Halbieren eines Winkels“ das
Zerlegen eines Winkels in zwei Winkel mit gleichem Winkelma@.

Strecken halbieren

Gegeben ist eine Strecke AB mit der Lange s = I(E) .
Die Strecke soll in zwei Teilstrecken gleicher Lange zerlegt werden.

Alle Punkte P, die von zwei Punkten
A und B gleichen Abstand haben,
liegen auf der Mittelsenkrechten

myg der Strecke AB.

Beim Halbieren der Strecke AB
interessiert uns genau derjenige Punkt
P = M der Ortslinie ,,Mittelsenk-

rechte®, der auf AB liegt.

Abb. 140

Konstruktionsschritt Erlduterung

Lki(Asr > )

2

2. kB, =1)

3. kink, ={C, D} Die Schnittmenge beider Kreise
liefert die Punkte C und D.

4.CD N AB = {M} Die Schnittmenge der Geraden CD
und der Strecke AB ist der
Mittelpunkt M der Strecke AB.
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Winkel halbieren

Gegeben ist ein Winkel o mit Scheitelpunkt A und den Schenkeln a; und a,.
Der Winkel soll in zwei Winkel mit gleichem Winkelmal3 zerlegt werden.

Fead 9_
A ap ! B
Abb. 141
Konstruktionsschritt Erlauterung
1. ki(A; 1y bel.)
2. kl ma = {B}, kl MNa = {C}
3. k(B;rp > @)
4.k(Cin=n)
5 AE Die Halbgerade durch die Punkte A
' und E (bzw. D) ist die gesuchte
Winkelhalbierende.

Das haben Sie sicher schon tausend Mal probiert und tausend Mal ist nichts
passiert. Aber jetzt fragen zwei nach: Ab dem dritten Konstruktionsschritt
wird doch eigentlich keine eigenstindige Konstruktion fiir eine Winkelhal-
bierende w,, vorgestellt, sondern vielmehr der bekannte Algorithmus fuir die

Mittelsenkrechte mg der Strecke BC abgearbeitet.

Oder? Oder auch nicht — doch? Kann, darf, soll, muss das so sein?

Lesen Sie erst dann weiter, wenn aus dieser Unklarheit eine Klarheit
geworden ist. '’

7 Kap. 4, Satz 2 und Kap. 6, Satz 9 konnten aufklirend wirken.
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5.4.3 Lote (Senkrechte)

Wir betrachten im Folgenden das Fillen und das Errichten von Loten.

Im ersten Fall geht darum, das Lot zu einer Geraden g durch einen Punkt P zu
konstruieren, der nicht auf g liegt.

Im zweiten Fall ist das Lot zu einer Geraden g durch einen Punkt P auf g zu
konstruieren.

Lote fillen

Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt A mit A ¢ g.
Gesucht ist die Lotgerade'® zu g durch P.

Abb. 142 Abb. 143
Konstruktionsschritt Anmerkung
1. ki(A; 1) r; muss grofer als der Abstand von

Z.klﬁg: {B,C}
1(BC)
2

3. k(B; 1> )

4.k(Cir3=1y)

5. k2 [ k3 = {D, E}

6. AE = DE = AD ist das Lot durch
A auf g.

A zu g sein.

Durch geeignetes Anlegen des
Geodreiecks (siche Abbildung 143)
lasst sich das Lot schnell fillen.

® Die Begriffe ,,Lotgerade zu g*, ,,Lot auf g“, ,,senkrechte Gerade zu g*
oder ,,Senkrechte zu g werden synonym verwendet.
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Neben dieser exakten Konstruktion mit Zirkel und Lineal war es frither auch
iiblich, Lote ,schnell“ mit Zeichendreieck und Lineal bzw. mit zwei
Zeichendreiecken zu fillen. Mit Aufkommen des Geodreiecks setzte sich die
in Abbildung 143 dargestellte Technik als Alternative durch.

Auch wenn die Genauigkeit dieser Vorgehensweisen der in Abbildung 142
abgebildeten Zirkelkonstruktion kaum nachstehen diirfte, méchten wir doch
darauf hinweisen, dass hierbei das Konstruieren mit euklidischen Werkzeu-
gen im engeren Sinn verlassen wird.

Lote errichten

Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt A mit A € g.
Gesucht ist die Senkrechte zu g in A.

Abb. 144 Abb. 145
Konstruktionsschritt Anmerkung

1. ki(A; 1y bel.) Durch geeignetes Anlegen des
2.king={B,C} Geodreiecks (siche Abbildung 145)
3. k(B;r>r1y) lasst sich das Lot schnell errichten.

4.k(C=n)
5. k2 M k3 = {D, E}
6. DE ist das Lot zu g in A.
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Mittelsenkrechte

Gegeben ist eine Strecke AB. Gesucht ist die Senkrechte durch den Mittel-

punkt von AB.

Die Mittelsenkrechte einer Strecke
AB ist diejenige Gerade, die
senkrecht durch den Mittelpunkt von
AB geht'. Alle Punkte P, die von A
und B gleichen Abstand haben,
liegen auf der Mittelsenkrechten von

AB™.

Die Ortslinie fiir alle Punkte, die von
A denselben Abstand r haben, ist der
Kreis um A mit dem Radius r. Die
Ortslinie fiir alle Punkte, die von B

Abb. 146

denselben Abstand r haben, ist der Kreis um B mit dem Radius r.
Die Schnittmenge beider Ortslinien liefert zwei Punkte der Geraden ,,Mit-
telsenkrechte®, die damit eindeutig darstellbar ist>'.

Die Konstruktion der Mittelsenkrechten zur Strecke AB verlauft analog zur

Halbierung einer Strecke AB.

Konstruktionsschritt Erlduterung
I(E) Ohne die ant ge}(nﬁpﬂg Bedinggng
L ki(A;1, > T) entstehen in Schritt 3 keine Schnitt-
punkte.
2. kB;rn=1)
3.knk, ={C, D}
4.CD = my CD ist Mittelsenkrechte von AB.

Koénnten wir eigentlich in Anlehnung an die Definition der Geraden-

spiegelung in Kap. 4.2.1 auch festlegen: Die Mittelsenkrechte einer Stre-
cke AB ist die Symmetrieachse der Punkte A und B? Und was halten Sie
von: Die Mittelsenkrechte einer Strecke AB ist eine Symmetrieachse der

Punkte A und B?

2 ygl. hierzu auch Kap. 4.2.1

21

Finden Sie eine Begriindung fiir die Behauptung im Relativsatz.
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5.4.4 Parallele durch einen Punkt

Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P mit P ¢ g.
Gesucht ist die Parallele zu g durch P.2

Lot 1, errichten

Abb. 147

Tauschen wir uns nicht: Der folgende Konstruktionsalgorithmus gerdt nur
darum so kompakt, weil wir in der Beschreibung der Konstruktionsschritte
auf zuvor festgelegte Module zuriickgreifen konnen.

Konstruktionsschritt Erléuterung

1. Lot 1; durch P auf g fillen. Abarbeiten des Moduls ,,das Lot
féllen* (Kap. 5.4.3, Abbildung 142 f)

2.In P das Lot I, auf 1; errichten. Abarbeiten des Moduls ,,das Lot
errichten” (Kap. 5.4.3, Abbildung
144 1)

22 Wie stehen Sie eigentlich zur Formulierung ,,Gesucht ist eine Parallele zu
g durch P.*“ oder der dhnlich charmanten Redeweise ,,Gesucht sind einige
Parallelen zu g durch P.“? Eine abschlieBende Stellungnahme sollten Sie
durch ein Axiom, eine Definition oder einen Satz stiitzen.
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Beim Abarbeiten dieser Konstruktion mit euklidischen Werkzeugen sind
insgesamt sechs Bogen bzw. Kreise herzustellen. Es bieten sich also sechs
Stellen an, Ungenauigkeiten in die Konstruktion einfliefen zu lassen. Fehler
an ,,frithen Stellen eines Konstruktionsweges haben in der Regel zur Folge,
dass sie sich bei der weiteren Abarbeitung des Algorithmus fortschreiben
oder sogar vervielfachen: die beriihmten Geheimnisse von Addition und
Multiplikation. Der Leser moge einmal tiberpriifen, wie sich ein und dieselbe
Ungenauigkeit an zwei verschiedenen Stellen des Konstruktionsalgorithmus
auf die Genauigkeit des Endprodukts auswirkt.

Wir betrachten im Folgenden Konstruktionswege, in denen nicht ausschlief3-
lich mit Zirkel und Lineal gearbeitet wird:

Abbildung 148 zeigt, wie die Konstruktion einer Parallelen zu einer gegebe-
nen Geraden durch einen Punkt mit Hilfe des Geodreiecks durchgefiihrt wird.
——— 2. Lot errichten

1. Lot fillen

ADD. 148

In Abbildung 149 wird die glei-
che Konstruktion mit Hilfe von
zwei Geodreiecken durchge-
fithrt, wobei das als Anschlag
benutzte Dreieck @ auch durch
ein Lineal ersetzt werden kann.

Der zu-, nicht ab-, allenfalls
leicht geneigte Leser moge
auch bei den in den Abbildun-
gen 148 und 149 dargestellten Abb. 149
Vorgehen eine Genauigkeitsbe-
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trachtung anstellen und mit der Ge-
nauigkeit der Zirkelkonstruktion in
Abbildung 147 vergleichen.

Unzureichend ist das in Abbildung 150
abgebildete Vorgehen, das bereits beim
Erkunden der Funktionalitdt des Geo-
dreiecks in der Grundschule prob-
lematisiert werden kann.

Abb. 150

5.4.5 Mittelparallele

Gegeben sind zwei Geraden g und h mit g || h. Gesucht ist die Parallele m zu
gund h, die von g und h gleichen Abstand hat.

1

A
g
m \/}
h s
Abb. 151
Konstruktionsschritt Erlauterung
I.bel. 1mit1 Lh Ein beliebiges Lot 1 auf h errichten.

(Kap. 5.4.3)
2.1ng={A}und1 nh={B}
3. m ]E Mittelsenkrechte zur Strecke
AB konstruieren. (Kap. 5.4.3)
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5.4.6 Linien im Dreieck
Hohen

Sind Hoéhen eigentlich Geraden oder Strecken?

Nun, als Lote von einer Ecke des Dreiecks auf die Tragergerade der gegen-
uberliegenden Dreiecksseite sind Hohen Geraden.

Trotz dieser klaren Aussage wire eine konsequente Unterscheidung zwischen
den Begriffen Hohengerade und Héhe durchaus wiinschenswert, denn insbe-
sondere in schulischen Konstruktionsaufgaben findet man haufig Aussagen
wie ,,I(h.) = 3,5 cm“ oder ,,h. = 3,5 cm™.

Die Hohengerade h, kann hier ganz offensichtlich nicht gemeint sein. In die-
sem Fall versteht man unter h, nur eine Teilmenge der Hohengeraden: die
Strecke zwischen dem Dreieckspunkt C und dem Schnittpunkt der Héhenge-
raden mit der gegentiberliegenden Seite ¢ (bzw. deren Verldangerung).
Solange aufgrund des Kontextes keine Verstandnisschwierigkeiten zu be-
fiirchten sind, schlieBen wir uns dieser sonst eher in den Gesellschaftswissen-
schaften tiblichen ,,offenen‘ Begriffsverwendung an.

C

Abb. 152

Die Konstruktion der Hohen erfolgt durch wiederholtes Abarbeiten des
Moduls ,,das Lot fillen**.

2 vgl. Kap. 5.4.3
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Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt H.**

Seitenhalbierende

Seitenhalbierende sind diejenigen Strecken, die die Dreiecksecken mit den
Mittelpunkten der gegeniiberliegenden Seite verbinden. Mit dieser Begriffs-
klarung wird klar, dass zur Konstruktion der Seitenhalbierenden eines Drei-
ecks wiederholt das Modul ,,eine Strecke halbieren” (Kapitel 5.4.2) abzuar-
beiten ist. In Ubungsaufgabe 3 am Ende dieses Kapitels konnen Sie ent-
decken, warum Seitenhalbierende auch Schwerelinien heiflen.

Die drei Seitenhalbierenden
eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkt S, dem Schwer-
punkt.
In der klassischen Physik wird
der Schwerpunkt S eines Kor-
pers als derjenige Punkt be-
trachtet, in dem seine Masse
vereint zu sein scheint. Das
heifit: Die Masse eines Korpers
hat auf andere Korper die glei-
che Wirkung als wire sie im
Schwerpunkt konzentriert.
Abb. 153 Ebenso kann man die Kraft, die
von auflen auf alle Masse-
punkte des Korper wirkt, als diejenige Kraft auffassen, die auf den Schwer-
punkt S wirkt.
Durch den Schwerpunkt wird jede Seitenhalbierende im Verhiltnis 2:1 ge-
teilt.” Auch diese Information unterstreicht die Streckenecigenschaft der
Seitenhalbierenden.

Mittelsenkrechte

Eine exakte Begriffsfestlegung finden Sie in Definition 3 des Kapitels 4.2.1.
Unabhéngig davon weist allein der Name ,,Mittelsenkrechte* recht deutlich
darauf hin, mit welcher Art von Objekten wir es hier zu tun haben:

* Wir verweisen hierzu auch auf Kapitel 6.2, Satz 7.
% Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf Kapitel 6.2, Satz 8.
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mit Senkrechten, d. h. Loten, d. h. Geraden
durch den Mittelpunkt von Strecken (hier den Dreiecksseiten).

Dennoch ist es — dhnlich wie bei den Hohen — gerade im Zusammenhang mit
Konstruktionskontexten iiblich, von der Linge einer Mittelsenkrechten zu
reden. ,,Wie das?*, mag sich der an dieser Stelle zu Recht erschrockene Leser
fragen. Analog zur ,Linge einer Hohe“ fasst man bei der Rede von der
,Ldnge einer Mittelsenkrechten diejenige Teilmenge (Strecke) der
Mittelsenkrechten ins Auge, die im Inneren des Dreiecks liegt. Auch hier
schlieBen wir uns dieser ,,offenen Begriffsverwendung®, die im tibrigem bei
weitem nicht so ,,gedffnet” ist wie die Verwendung des Begriffs ,,offener
Unterricht™ oder gar ,,Freiarbeit”, an, solange Missverstindnisse weitgehend
ausgeschlossen sind.

Zur Konstruktion einer Mittelsenkrechten ist

a) der Mittelpunkt einer Dreiecksseite zu bestimmen und
b) in diesem Punkt das Lot zur Dreiecksseite® zu errichten.

Alle Punkte P auf der Mittel-
senkrechten m, haben von den
Dreiecksecken A und B den
gleichen Abstand, das wissen
Sie aus Kapitel 4, Satz 2. Ent-
sprechendes gilt fir die Punkte
auf den Mittelsenkrechten my
und m,.

Uberlegen Sie selbst, warum
sich um den Schnittpunkt M der
drei Mittelsenkrechten m,, my
und m, immer ein Kreis mit dem
Radius r = I(AM) zeichnen
Abb. 154 lasst, der alle drei Ecken des

Dreiecks bertihrt, der so ge-

nannte Umkreis des Dreiecks.
Wann eigentlich liegt der Mittelpunkt des Umkreises innerhalb / ausserhalb
des Dreiecks? Gibt es seltsame Dreiecke, deren Umkreismittelpunkt auf
einer Dreiecksseite liegt?

* Genau muss es eigentlich heiBen: ,,... das Lot zur Tréigergeraden der

Dreiecksseite ...
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Winkelhalbierende

Weil Winkel <(a,b) durch zwei Halbgeraden (dem Erst- und Zweitschenkel)
mit gemeinsamem Anfangspunkt S (dem Scheitelpunkt) festgelegt werden?’,
macht es Sinn, auch die Winkelhalbierende des Winkel <(a,b) als Halb-
gerade aufzufassen.

Die Winkelhalbierenden w,, wg und w, der Innenwinkel o, 3 und y eines
Dreiecks erhélt man, indem man wiederholt den Algorithmus ,,einen Winkel
halbieren® (vgl. Kapitel 5.4.2) abarbeitet.

Abb. 155

Die drei Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt
W, dem Mittelpunkt des so genannten [nkreises, des Kreises also, der alle
Dreiecksseiten (in genau einem Punkt) beriihrt. ™

Analog zu den Uberlegungen nach méglichen Lagen des Umkreismittel-
punktes konnen Sie auch hier fragen: Wann eigentlich liegt der Mittelpunkt
des Inkreises innerhalb / au3erhalb des Dreiecks? Gibt es seltsame Dreiecke,
deren Inkreismittelpunkt auf einer Dreiecksseite liegt?

2" Wir erinnern uns in diesem Zusammenhang gern an Kapitel 3.5.
2 Mehr zu diesem besonderen Kreis und seinen ,,Verwandten — den An-
kreisen - erfahren Sie in den Sdtzen 10 und 11 des Kapitels 6.2.



252 5 Geometrische Konstruktionen

5.4.7 Konstruktionen am Kreis

Mittelpunkt eines Kreises bestimmen

Sicher erinnern Sie sich an Rudis Geschicklichkeitsiibung im Ackerbiirger
aus Situation 5 des Einstiegskapitels zum Konstruieren: Rudi fand den Mit-
telpunkt des Rolinckbierdeckels durch ,mehr oder weniger systematisches
Probieren® und wir stellten am angegebenen Ort in Aussicht, dass eine kon-
struktive Losung in etwa sechs Schritten moglich sein sollte.

Nun ja, Rudi hatte im Ackerbiirger wieder mal seine euklidischen Werkzeuge

nicht dabei, dafiir miissen Sie die Losung der Aufgabe ohne eine Steinfurter
Kostlichkeit nachvollziehen — annéhernd vergleichbare Mankos!

Abb. 156 Abb. 157

Zur Bestimmung des Mittelpunktes eines Kreises wird zundchst eine belie-

bige Sehne AB eingezeichnet und deren Mittelsenkrechte m bestimmt®.

Danach fiithren die beiden in Abbildung 156 und 157 dargestellten Vorge-

hensweisen zum Kreismittelpunkt M:

a) Es wird eine beliebige zweite Sehne CcD eingezeichnet und ebenfalls
deren Mittelsenkrechte mp; bestimmt. Der Schnittpunkt beider Mittel-
senkrechten ist der Kreismittelpunkt (Abbildung 156).

* Hier ist das Modul ,die Mittelsenkrechte konstruieren® (Kapitel 5.4.3)
abzuarbeiten.
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b)  Der Mittelpunkt der Kreissehne, die durch die Mittelsenkrechte my5
entsteht, wird bestimmt (Abbildung 157).

Tangente an einen Kreis

Gegeben ist ein Kreis k;(M; r;) und ein Punkt P auBlerhalb des Kreises.
Gesucht ist diejenige Gerade / sind diejenigen Geraden durch P, die den
Kreis in genau einem Punkt bertihrt / berithren.

Abb. 158

Konstruktionsschritt Erlauterung

L. Mgy ={T} Den Mittelpunkt der Strecke PM
bestimmen und T nennen. Vgl. Ka-
pitel 5.4.2 (eine Strecke halbieren)

2. k(T; 1, = 1(TM)) Den Thaleskreis tber der Strecke
PM zeichnen.

3. k(T; ) nki(M; 1) = {B, C} Die Schnittpunkte des Thaleskreises
mit dem Kreis k;(M; 1)) als B und C
benennen.

4.PB=t,PC=t, Die Geraden PB und PC sind die
gesuchten Tangenten t; und t,.




254 5 Geometrische Konstruktionen

Die Gerade, die den Kreis in genau einem Punkt beriihrt, muss senkrecht auf
den (Beriihr-) Radius r; stehen, also mit r; einen rechten Winkel bilden.
Die Ortslinie fiir alle rechten Winkel iiber einer Strecke PM ist der

Thaleskreis® iiber der Strecke PM und der schneidet den Kreis ki(M; 1y)
gleich zweimal. Die Fragestellung fiihrt also zu zwei Losungen, der Geraden
PB und der Geraden PC.

Tangente durch einen Punkt P auf einem Kreis

Gegeben ist ein Kreis k;(M; 1)) und ein Punkt P mit P € k;(M; 1y).
Gesucht ist diejenige Gerade, die den Kreis in P beriihrt.

g
Y/
P
t

Abb. 159
Konstruktionsschritt Erlauterung
l.g=PM Die Gerade g durch P und M zeich-

nen.
2.tlg APet In P das Lot t auf g errichten (vgl.

Kapitel 5.4.3).
t ist die gesuchte Tangente.

30 Zum Thaleskreis verweisen wir auf Kapitel 6.3. Der Satz des Thales von
Milet (Kap. 6.3, Satz 15) ist ein Sonderfall des Umfangs- oder Periphe-
riewinkelsatzes (Kap. 6.3, Satz 14).
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5.4.8 Teilung in n gleiche Teile

Strecken in n gleich lange Teilstrecken teilen

Bei Fragestellungen dieser Art geht es um das Unterteilen einer gegebenen

Strecke AB in n gleich lange Teilstrecken:

Bekannt sind die Linge der Ausgangsstrecke und die Anzahl n der Teil-
strecken.

Gesucht ist die Lange jeder der Teilstrecken.

Abb. 160
Konstruktionsschritt Erlauterung
1. Vom Endpunkt A der Strecke Halbgerade h bildet mit der Halbge-

AB eine beliebige Halbgerade h | raden AB einen spitzen Winkel.
zeichnen, fiir die gilt:

w(h, AB) < 90°.

2. Aufh von A aus wiederholt eine Aus pragmatischer Sicht wihlt man

Strecke beliebiger Linge abtra- fiir die wiederholt abgetragene
gen. Die Endpunkte A; dieser Strecke eine Lange, die etwa der
Strecken seien A, A,, ... A,. ungefahren Soll-Lénge entspricht.

3. Zur Geraden BA,, die Parallelen
durch alle A; zeichnen.
4. Die Schnittpunkte der Parallelen

mit AB kennzeichnen die Teil-
punkte der Strecke AB.
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Mit einem Beispiel zum Teilen einer Strecke in n gleich lange Strecken ha-
ben wir Sie zu Beginn des Kapitels 5.1 konfrontiert. Gemeint ist die Situa-
tion, in der es darum ging, die im Land Weitweg eingefiihrte unpraktische
Langeneinheit 1 w in 7 gleich grofe Teile zu unterteilen. Wir mochten an
dieser Stelle anmerken, dass die Fragestellung strukturgleich zur Aufgabe

».Schneewittchen mochte eine Lakritzstange ,,gerecht an ihre geliebten
Zwerge verteilen.*

ist und eine stilreine Beispielsituation fiir die im Zusammenhang mit der
Einfithrung der Division bedeutsame Grundvorstellung des Verteilens dar-
stellt.

Winkel in n Winkel mit gleichem Winkelmaf teilen

Auf die Konstruktion zum Halbieren eines Winkels sind wir in Kapitel 5.4.2
eingegangen. Durch wiederholte Anwendung dieses Algorithmus ist es
méglich, einen gegebenen Winkel in 22, 2, 2%, ... 2" Teile zu teilen.

Abgesehen vom Halbieren, Vierteln, Sechzehnteln, ... eines Winkels ldsst
sich kein allgemeingiiltiges Verfahren fiir die n-Teilung eines Winkels mit
beliebigem Winkelmall angeben. Wir stoflen an dieser Stelle unmittelbar an
die Grenzen des Konstruierens mit euklidischen Werkzeugen und damit auf
eines der klassischen Probleme der antiken Mathematik, das wir in Kapitel
5.1 angesprochen haben.”!

Und die Folge? Im allgemeinen Fall lédsst sich das Winkelmal3 des n-ten Teils

wi(a)

eines Winkels a allein durch die Division ermitteln.

Strecken im Verhiiltnis p:q vergréfiern bzw. verkleinern
Eine Strecke wird im Verhiltnis p:q vergroBert bzw. verkleinert, indem man

a) die Strecke zunidchst um das p-fache vergroBert, also die Strecke p-mal
abtrigt (siche Kapitel 5.4.1) und

31 Vielleicht miissen wir an dieser Stelle doch noch eine kleine Einschrén-

kung einfiigen? Dem nach Erkenntnis strebenden Leser sei Ubungsauf-
gabe 5 nahe gelegt.
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b) anschlieBend in q gleich lange Teilstrecken teilt und eine davon
auszeichnet (vergleiche Kapitel 5.4.8).

In Abbildung 161 wird die Strecke AB im Verhiltnis 3:4 zur Strecke AB'
verkleinert.

A B B | %
t i

Abb. 161

Ein weiteres Verfahren benutzt die in Abbildung 162 dargestellte Strahlen-
satzfigur’”. Mit den in der Abbildung benutzten Bezeichnungen gilt:

Q -
P q le(ATT) bzw
q UTB)
’ b _IATD)
. +q  I(AB
A BN BN Pta (AB)

Abb. 162

Auf die Konstruktion regelméBiger n-Ecke gehen wir in Kapitel 6.5 ein.

32 7Zu den Strahlensiitzen sei auf Kapitel 4.3 hingewiesen.
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5 Geometrische Konstruktionen

Ubungen

1)

2)

3)

Finden Sie zwei (nicht gekiinstelte) Alltagssituationen, in
denen das Abtragen eines Winkels (ohne Geodreieck)
erforderlich ist und formulieren Sie zu jeder Situation eine
attraktive Aufgabe fiir den Geometrieunterricht im Sekundar-
bereich .

Was wird hier eigentlich
konstruiert? Wird hier g
tiberhaupt konstruiert oder
eher kreativ herumgezir-
kelt?

Gegeben sind zwei Geraden g und h mit g || h.

Konstruktionsschritt Erlduterung

1. Ae g, B € h, beliebig
2. Strecke AB

3. Mittelpunkt M von AB Kap. 5.4.2
4. Parallele p zu h durch M Kap. 5.4.4

Konstruieren Sie ein Dreieck mita = 13 cm, p = 30°, c =16
cm auf Karton. Konstruieren Sie die Seitenhalbierenden in
dieses Dreieck. Die Seitenhalbierenden heilen auch Schwe-
relinien.

Schneiden Sie nun IThr Dreieck exakt aus. Experimentieren,
entdecken, beschreiben, begriinden Sie.

Hinweis: Benutzen Sie zum Experimentieren auch Thren Zir-
kel und ein Lineal.
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4) Die Einstiegssituation 1 zu Beginn des Kapitels 5.1 ist eine
typische Situation zum Verteilen.

5)

a)

b)

<)

Insbesondere Studierende mit dem Ziel Lehramt Primar-
stufe sollten sich an dieser Stelle eine strukturgleiche
Situation zum Kontext

Es g"ibt sehr viele Apfel. Es gibt Beutel, in die man ei-
nige Apfel hineinpacken kann. Es gibt auch Personen, die
gern Apfel hatten.*

generieren und sich die strukturellen Merkmale von
Situationen zum Aufteilen und Verteilen klar machen.

Ist Messen (mit den bei uns standardisierten Maf3einhei-
ten) ein Prozess des Aufteilens oder Verteilens? Begriin-
den Sie Ihre Antwort.

Andern Sie die Einstiegssituation 1 dahin gehend ab, dass
sie ein Beispiel zum Aufteilen wird. 1 w soll in Threr Auf-
gabe auch vorkommen.

Nanu — haben wir da
doch eine Moglichkeit
zur  Dreiteilung  eines
Winkels gefunden und
der Leibnizpreis steht in
Aussicht?

Gegeben sei ein Winkel o
mit Scheitelpunkt S (Ab-
bildung 163).

Konstruktion:

- Zeichnen Sie k(S; r;) wobei r; beliebig ist.

S

Abb. 163

- Bezeichnen Sie die Schnittpunkte von k; mit dem Erst-
schenkel von o als A, mit dem Zweitschenkel von a als B.
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5 Geometrische Konstruktionen

6)

a)

b)

<)

Zeichnen Sie die Kreise ky(A; rp=r1;) und k3(B; r3=1y).
Benennen Sie k; Nk, = {C} und k; nk; = {D}.

Die Halbgeraden SD und SC dritteln den Winkel a (den
Winkel <(SA ,SB).

AuBern Sie sich kritisch — aber dennoch moglichst wohl-
wollend — zur vorgelegten Konstruktionsbeschreibung zur
Dreiteilung des Winkels a.

Wenn die Konstruktion korrekt ist, dann begriinden Sie,
warum diese sonderbare Kreiskonstruktion o wirklich
drittelt. Wenn die Konstruktion einen mehr oder weniger
gut verdeckten Fehler enthilt, dann legen Sie ihn char-
mant offen.

Ist die vorgelegte Konstruktion zur Dreiteilung eines
Winkels immer falsch / immer richtig oder gibt es Fille,
in denen sie richtig / falsch ist?

Bei einem Jagdgewehr sind Kimme und Korn 50 cm von-
einander entfernt. Stellen Sie sich vor: Sie zielen auf einen in
nur 100 m entfernt sitzenden ausgewachsenen Hasen — soviel
Gliick hat Weidmann selten. Beim Anvisieren machen Sie
einen Fehler von 1 mm.

a)

b)

Ob Sie Meister Lampe wohl noch treffen?

Hilfestellung: All diejenigen Leser, deren Losungsverhal-
ten etwa durch Skrupel beeintréchtigt ist, stellen sich bitte
eine lebensgrole Hasennachbildung aus nicht mehr zum
Verzehr geeigneter Schokolade vor. Dann wird kein Tier
getotet und auch kein Lebensmittel missbraucht.
Trotzdem: Es geht um Hasenriicken an Thymiansauce!

Wie sind Ihre Trefferaussichten, wenn Kimme und Korn
nur 5 cm von einander entfernt sind? Gibt es solche
Schusswaffen tiberhaupt?
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6  Fragestellungen der euklidischen Geometrie

6.1 Einstiegsproblem

Abb. 164: Bienenwaben'

Bis vor nicht allzu langer Zeit waren wir im Glauben, dass die Waben der
Honigbiene aus Sechsecksprismen bestehen. Man sieht die Parkettierung mit
regelméBigen Sechsecken und macht sich wenig Gedanken iiber die Beschaf-
fenheit der Riickwand der einzelnen Wabenzelle. Wir haben uns diese wohl
platt vorgestellt. An der ebenen Riickwand sitzt wiederum eine Schicht von
Zellen, die von der anderen Seite zugénglich ist.

Vor ein paar Jahren lasen wir dann bei Bender und Schreiber (1985, S. 71),
dass die Bienenwaben keine sechseckigen Prismen sind, sondern halbe
Rhombendodekaeder’, die jeweils ein Stiick in die andere Wabenschicht
hineinragen. Auf der folgenden Seite beschreiben Bender und Schreiber, wie
man aus einem Prisma iiber einem regelméfigen Sechseck ein Rhombendo-
dekaeder erzeugt. Lassen Sie sich nicht von einigen der unteren Wabenzellen

aus: http://de.wikipedia.org/wiki/Weiselzelle am 26.07.2008
Zum Rhombendodekaeder sei auf Kapitel 2 verwiesen.

S. Miiller-Philipp, H.-J. Gorski, Leitfaden Geometrie,
DOI 10.1007/978-3-8348-8616-3_6,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2012
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in Abbildung 164 irritieren: Hierbei handelt es sich um Waben, die bereits
teilweise oder ganz mit einem Nektar- / Pollengemisch angefiillt sind.

Von den sechs Ecken des Prismenbodens
wihlt man drei so aus, dass sie ein gleich-
seitiges Dreieck bilden. Durch jede dieser
Seiten schneidet man eine Prismenecke so
ab, dass drei kongruente Dreieckspyrami-
den entstehen. Diese dreht man entlang der
Schnittkanten am Prismenboden um 180°,
so dass sie auf dem Rest des Prismen-
bodens zu stehen kommen.

Abb. 165

Aus dem ehemaligen Prismenboden ist nun
die Ecke eines Korpers geworden, in dem
drei Rauten zusammenstoen. Noch ist man frei in der Wahl des
Neigungswinkels des Schnittes. Der neue Kérper hat immer dasselbe Volu-
men, ndmlich das des Prismas. Man kann aber zeigen, dass seine Oberfldche
dann am kleinsten ist, wenn x und y aus der obigen Abbildung in folgendem

Verhiltnis zueinander stehen: 2x+/2 = y. Die Diagonalen der Rauten stehen

also im Verhiltnis \/5 zueinander, wir haben ein halbes Rhombendode-
kaeder erhalten, in das liickenlos eine zweite Schicht aus halben Rhomben-
dodekaedern auf der Riickseite passt. Unter dem Aspekt des Material-
verbrauchs ist diese Wabenkonstruktion fast ideal. Allerdings ist die Arbeit
der Biene so ungenau, dass sie von der Okonomie der Wabenform nicht
wirklich profitieren kann. Auch sind die echten Waben tiefer als ein halbes
Rhombendodekaeder.

Die Form der Bienenwaben ist wohl mehr durch die Art ihres Herstellungs-
prozesses bedingt. Wihrend des Bauens kreisen die Bienen in den Waben,
wodurch diese einen kreisférmigen Querschnitt erhalten und etwa gleich grof3
werden. Wie ein Blick auf Abbildung 166 zeigt, ist die dichteste Lagerung
von Kreisen die rechts abgebildete, bei der die Mittelpunkte der Kreise die
Ecken von gleichseitigen Dreiecken bilden.

Wihrend des Bauens ist das Wachs, aus denen die Waben bestehen, noch
halbfliissig, und die kreisformigen Wéande werden so in Richtung der Drei-
ecksmitten gedriickt, bis schlieBlich jeweils zwei Wabenwénde zusammen-
fallen, wodurch der Materialverbrauch minimiert wird. Es entstehen regel-
mafBige Sechsecke.
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)

Y Y Y
LA A A

000
A A A
000
LA A A

Abb. 166

Nun sind die Bienenwaben aber keine ebenen Gebilde, sondern rdumlich.
Wir stellen sie uns als Halbkugeln vor, von denen drei so angeordnet sind,
dass ihre Mittelpunkte ein gleichseitiges Dreieck bilden. Betrachtet man die
Riickseite dieser drei sich beriihrenden Halbkugeln, so sieht man eine Liicke,
in die eine weitere Halbkugel mit der Offnung in die andere Richtung passt.
Die Mittelpunkte dieser vier Halbkugeln bilden ein Tetraeder. Wie bei unse-
ren Uberlegungen mit den Kreisen in der Ebene bilden sich nun aus den
Wiénden der Halbkugeln flichige Gebilde. Es entstehen halbe Rhombendo-
dekaeder, die jeweils ein Stiick in die andere Wabenschicht hineinragen, und
deren Offnungen regelmiBige Sechsecke sind. Abbildung 167 zeigt die
Skizze des Netzes eines halben Rhombendodekaeders.

Abb. 167

Will man zu einer gegebenen Kantenlidnge a des Rhombendodekaeders das
obige Netz konstruieren, so sind die Werte d;, dy, p, q und b zu berechnen.
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1. Berechnung der Rautendiagonalen

In Kapitel 2.1 haben wir schon mit dem Satz des Pythagoras® berechnet,

dass fiir die kiirzere Rautendiagonale d, = 2 a gilt und folglich

NE)
24
NE)

2. Berechnung von p und q

d, a,da d;=+2-d, ist.

Da unser Rhombendodekaeder halbiert wird, verlaufen die Schnitte so
durch die Seitenfldchen, dass sie im rechten Winkel durch die Rauten-
seiten und durch die Rautenmittelpunkte verlaufen.

Wir wissen:
242
NG)

2.ptq=a <& p=a—q

1. Pythagoras: d, = a (s.0.)

3. Hohensatz: h? = p-q

2
4. Pythagoras: h? + q2: (%j

Wir setzen 1. in 4. ein und erhalten

2 2
U i} 242 a) 2
2 N 3

In dieser Gleichung ersetzen wir nach 3. h? durch pq und erhalten

2

pq +q°= %a und daraus wegen 2.

(a-qq +q°=>a’ = ag-q°+ ¢’ =

SSER
W N
[38]
W N
;8]

Also gilt q= %a und p= %a.

> Pythagoras von Samos, um 570 — 496 v. Chr., griech. Naturphilosoph
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3. Berechnung von b
Wir wissen jetzt, dass q doppelt so lang ist wie p, und dass p = éa ist.

Wir konnen wieder den Satz des Pythagoras anwenden und erhalten:

2

p2+b2=a2 :(laj+b2=a2 a

3 p

:>1a2+b2=a2:b2=§a2 q “

9 9 b

72\/5 p p
b= —a
3 b

Damit haben wir alle Maf3e, die wir zur Konstruktion des Netzes eines halben
Rhombendodekaeders benotigen, in Abhingigkeit von der Kantenlidnge a der
Rauten ausgedriickt. Soll diese z.B. 6 cm betragen, dann ist b ~ 5,66 cm,
q=4cm,p=2cm,d; 9,80 cmund d, ~ 6,93 cm.

Wir haben das Problem der Geometrie der Bienenwaben nicht nur deshalb
ausgewdhlt, weil es zentrale Ideen und Objekte aus Kapitel 2 aufgreift, weil
es ficheriibergreifend ist, ein hohes MaB an Asthetik beinhaltet und der
Schulung der Raumvorstellung dient, sondern auch, weil man zur Konstruk-
tion eine Reihe von Berechnungen anzustellen hat, die auf lhnen aus der
Schule bekannten Sitzen basieren und die Inhalt dieses Kapitels sind.

In diesem Kapitel sollen also Kenntnisse aus der Schulgeometrie aufgefrischt
und auf einen gemeinsamen Stand gebracht werden. Dartiber hinaus werden
Sie auch einige neue Sétze kennen lernen und beweisen.

Ubung: Konstruieren Sie das Netz einer ,,idealen Bienenwabenzelle
mit der Kantenlédnge 6 cm und basteln Sie vier solcher Zellen
aus Zeichenkarton (technische Hinweise s. Ubungsaufgabe 1
nach Kapitel 2.1). Heften Sie drei der fertigen Zellen mit
Biiroklammern aneinander und demonstrieren Sie, dass die
vierte Zelle perfekt in die Riickwand der bereits aufgebauten
Wabenschicht passt.
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6.2 Besondere Punkte und Linien im Dreieck

Verbindet man drei Punkte der Ebene, die nicht auf einer Geraden liegen,
paarweise durch Strecken, so erhdlt man ein Dreieck. Die Ecken bezeichnen
wir wie tiblich mit A, B, C, und zwar fortlaufend gegen den Uhrzeigersinn.
Die Seiten werden mit a, b, ¢ bezeichnet, wobei die Seite a der Ecke A, b
dem Punkt B und ¢ dem Eckpunkt C gegeniiber liegt. Die Innenwinkel nen-
nen wir o,  und y. o ist der Winkel an A,  der an B und y der an C (vgl.
Abbildung 168).

Im Kapitel 4 haben wir bei Strecken und Winkeln stets sauber zwischen den
Objekten und ihren Eigenschaften wie der Liange einer Strecke und der Grofe
eines Winkels unterschieden und dies durch Notationsformen wie a bzw. 1(a)
und o bzw. w(o.) zum Ausdruck gebracht. Weil wir in diesem Kapitel nahezu
ausschlieBlich die Lange von Strecken und die Gréfe von Winkeln betrach-
ten, werden wir — wenn keine Missverstindnisse zu befiirchten sind — die
saloppere Schreibweise a bzw. o auch flir Streckenldngen bzw. Winkel-
groflen verwenden.

Satz 1: Im Dreieck betrigt die Summe der InnenwinkelmafBe 180°.

Beweis:

Durch den Punkt C zeichnen wir
die nach dem Parallelenaxiom
(Kap. 3) eindeutig bestimmte Pa-
rallele zur Dreiecksseite ¢. Neben y
entstehen dadurch zwei Winkel, die
als Wechselwinkel ebenso grof3
sind wie a und f (Kap. 4, Satz 21).
o, y und B ergidnzen sich zu einem
gestreckten Winkel, also gilt:

o+ B +7y=180° (Kap. 3, Satz 9). Abb. 168

Aufler den Innenwinkeln interessieren im Folgenden noch die Aufenwinkel
des Dreiecks (vgl. Abbildung 169). Verlidngert man die Dreiecksseiten iiber
die Eckpunkte hinaus, so entstehen jeweils drei neue Winkel. Einer davon ist
der Scheitelwinkel zu dem entsprechenden Innenwinkel, folglich ebenso grof3
wie dieser. Die beiden anderen sind Nebenwinkel zu dem entsprechenden
Innenwinkel. Da sie zueinander Scheitelwinkel sind, haben auch sie gleiches
WinkelmaB3. Bei diesen Folgerungen beziehen wir uns auf Kap. 3, Satz 9.
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Diese auflen liegenden Winkel, in Abbildung 169 mit o', f' und y' bezeichnet,
nennt man AuBlenwinkel. Uber diese kénnen wir nun Sitze formulieren.

Satz 2: Jeder AuBlenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe
der beiden nicht anliegenden Innenwinkel.

Mit den Bezeichnungen von Abbildung 169 behauptet Satz
2 formal: o'=f+y und B'=o+y und y'=a+f.

Beweis:

Wir fithren den Beweis nur fiir o' = § + y. Die beiden anderen Gleichungen
zeigt man vollkommen analog.

Wir wissen:

(1) a+p+y=180° /Satz 1

= a=180°-B -y

2) a+a'=180° / Kap.3, Satz 9
= o'=180°-a

Dann gilt:
o'=180°—-a /s.(2) N\ p
= o' =180°-(180°-B—7) /s. (1) a' B
= o'=180°—- 180°+B+y
= a'=pty Abb. 169

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist Satz 3:

Satz 3: Jeder Innenwinkel ist kleiner als die nicht anliegenden
Auflenwinkel.

Beweis:

Wir zeigen lediglich o < ' und a < y'. Der Beweis fiir die anderen Innen-
winkel verlduft analog.

Es gilt:
B'=a+y A y=a+p / Satz 2
= pB>a A V>a /day>0° A B>0°

Eine weitere Aussage iiber die Auflenwinkel enthilt Satz 4:
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Satz 4: Im Dreieck betrdgt die Summe der Aulenwinkelmalie 360°.
Beweis:
Wir wissen:
(1) a+p+y=180° / Satz 1
2) a=B+y A B'=at+ty A ¥=a+P / Satz 2
Dann gilt:
atpty = B+y)+(aty +(atp) /wegen(2)
= 20.+2B +2y / AG und KG der Add. in R
=2(a+B+y) /DG -, +in R
= 2-180° / wegen (1)
= 360°

Dreiecke mit zwei gleichlangen Seiten heilen gleichschenklig. Die dritte
Dreiecksseite nennt man Basis, die an ihr anliegenden Winkel Basiswinkel.

Satz 5: Im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel gleich
grof3.

Beweis:

Sei M der Mittelpunkt von AB. Durch MC wird

Dreieck AABC in die Teildreiecke AAMC und AMBC

zerlegt. Fiir die Seiten dieser Teildreiecke gilt:

- AM und MB sind gleich lang. /M Mittelpkt.

- AC und BC sind gleich lang. / Vorauss.

- MC ist gemeinsame Seite.

C

Nach Kongruenzsatz SSS (Kap. 4, Satz 22) sind die A M B
Teildreiecke AAMC und AMBC kongruent, also gilt
auch a = .

Im Folgenden formulieren und beweisen wir Sdtze iiber besondere Linien im
Dreieck, die Thnen zum grofiten Teil aus der Schule bekannt sein diirften.
Solche besonderen Linien sind die Mittelsenkrechten auf die Dreiecksseiten,
die Winkelhalbierenden der Innen- und AuBenwinkel, die Hohen sowie die
Seitenhalbierenden.

Héhen sind Lote von einer Dreiecksecke auf die Tragergerade der gegeniiber-
liegenden Dreiecksseite. Besser, aber uniiblich, wére eine Differenzierung
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zwischen Hohen und Hoéhengeraden, denn gelegentlich versteht man unter
der Hohe auch den Abstand des Eckpunkts von der Trigergeraden der ge-
geniiberliegenden Dreiecksseite (Bsp.: h, =5 cm).

Seitenhalbierende sind die Strecken von den Seitenmittelpunkten zu den
gegeniiberliegenden Ecken. Gelegentlich werden in der Literatur auch die
Tragergeraden dieser Strecken als Seitenhalbierende bezeichnet, die sich
dann allerdings schwerlich im Verhéltnis 1:2 teilen kénnen (Satz 8).

Satz 6: Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkt M. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des Um-
kreises des Dreiecks.

Beweis:

Wir wissen:

Alle Punkte auf der Mittelsenkrechten
My der Strecke XY haben von X und

Y denselben Abstand (Kap. 4, Satz 2).

Wir betrachten zunéchst nur die beiden

Mittelsenkrechten my; und Mye und

ihren Schnittpunkt M.

Dann gilt:

M e my = M hat denselben Abstand von A wie von B; also
I(MA) =1(MB) (M
A Me mg: = M hat denselben Abstand von B wie von C; also
I(MB)=1(MC) @
Aus (1) und (2) folgt mit der Transitivitit der ,,=“-Relation:

- M hat dieselbe Entfernung von A wie von C; also 1(@) = l(NTC).

Demnach liegt M also auch auf der Mittelsenkrechten m- .

- Alle Mittelsenkrechten schneiden sich damit in Punkt M.
- Da M von allen Eckpunkten des Dreiecks denselben Abstand hat, liegen

die Eckpunkte auf einem Kreisbogen. M ist der Mittelpunkt dieses Um-
kreises.
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Sind in einem Dreieck alle Innenwinkel spitz (spitzwinkliges Dreieck), dann
liegt M innerhalb des Dreiecks. Bei einem Dreieck mit einem stumpfen In-

Abb. 170

nenwinkel (stumpfwinkliges Dreieck) liegt M auBlerhalb des Dreiecks (Ab-
bildung 170). Uberlegen Sie selbst, wo M im Falle eines rechtwinkligen
Dreiecks liegt. Auf diesen beriihmten Satz werden wir spéter noch eingehen.

Satz 7: Die Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt H.

Beweis: C
Verbindet man die Mittelpunkte der Drei-

ecksseiten miteinander, so entsteht ein neues

Dreieck, das so genannte Mittendreieck. M. M
Die Seiten des Mittendreiecks sind parallel zu ’
den Seiten des Ausgangsdreiecks (Abbildung
171).

Wir beweisen dies mit der Umkehrung des
ersten Strahlensatzes (Kap. 4, Satz 29).

Sei C unser Zentrum.

Da M, der Mittelpunkt von a und M, der Mittelpunkt von b ist, gilt
1(CM, ):1(CB)=1(CM, ):1(CA)=1:2,

A M, B

Abb. 171

woraus folgt, dass M,M,||AB und damit auch M, M, || AB.

Mit Hilfe des zweiten Strahlensatzes (Kap. 4, Satz 28) lésst sich dariiber hin-
aus folgern:

I(CM,, ) : I(CA)=1(M,M, ): 1[(AB)=1:2, dh. I(AB)=2-1(M,M, ).

Auf diesen Zusammenhang werden wir in Satz 8 zuriickkommen.
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Entsprechend zeigt man, dass die beiden {ibrigen Seiten des Mittendreiecks
parallel zu den Dreiecksseiten und jeweils halb so lang wie diese sind.

z < Y

Jedes Dreieck AABC ist nun seinerseits
das Mittendreieck eines eindeutig be-
stimmten anderen Dreiecks AXYZ (Abbil-
dung 172). \Z-
Die Hohen von AABC sind die Mittel- A
senkrechten von AXYZ, und diese schnei-

den sich in einem Punkt (Satz 6). Genau

dies wollten wir zeigen. Abb. 172 X

Uberlegen Sie, wo sich der Hohenschnittpunkt befindet im Fall eines spitz-
winkligen, eines stumpfwinkligen und eines rechtwinkligen Dreiecks.

Satz 8: Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkt S und teilen sich im Verhéltnis 1:2. Der Punkt
S heilit Schwerpunkt des Dreiecks.

Beweis:
C

Wir wissen aus dem Beweis von Satz 7,
dass M,M, || AB und
I(M,M, )= L1(AB). M, M,
Wir zeichnen die Seitenhalbierenden s, und s S 3
sp und ihren Schnittpunkt S und erhalten N o \
eine Strahlensatzfigur mit Zentrum S A B
(Abbildung 173). Abb. 173
Dann gilt:

I(SM, ):1(SA) = 1(SM,):1(SB) /1. Strahlensatz
A I(SM,):1(SB) = I1(M,M,):I(AB) /2. Strahlensatz
A MMy ) I(E) =1:2 / Teilbeweis von Satz 7
=  Steilt also die Seitenhalbierenden s,, s, im Verhiltnis 1 : 2. * (1)

*  Dabei ist die Strecke zwischen Schnitt- und Eckpunkt doppelt so lang wie

die zwischen Schnittpunkt und Seitenmittelpunkt.
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Wir betrachten nun s, s, und ihren C
Schnittpunkt S' (Abbildung 174).

konnen wir analog zu oben folgern. é Sa / 5
A / M, B

Es gilt: Abb. 174

Da wir aus dem Beweis von Satz 7 wissen,
dass MM, || AC und

I(M,M,) = Z1(AC),

I(S'M, ) : 1I(S'C) I(S'M, ):1(S'A) /1. Strahlensatz
A I(SM,):I(S'A) (MM, ): 1(A7C) / 2. Strahlensatz
A (MM, ): l(rC) =1:2 / Teilbeweis von Satz 7

= S'teilt also die Seitenhalbierenden s,, s, im Verhltnis 1 : 2.7 2)

Aus (1) und (2) folgt: Die Seitenhalbierende s, wird also von S und S' im
Verhiltnis 1 : 2 geteilt. Es muss also S = S' gelten.

Der Schwerpunkt S eines Dreiecks liegt immer innerhalb des Dreiecks. Er ist
gleichzeitig der Schwerpunkt des Mittendreiecks. Bildet man das Mittendrei-
eck des Mittendreiecks, so ist S auch hiervon der Schwerpunkt. Durch die
Bildung von Mittendreiecken kann man den Punkt S einschachteln. Auch so
konnte man Satz 8 herleiten.

Mit Hilfe des folgenden Satzes werden wir in Satz 10 zeigen, dass sich auch
die Innenwinkelhalbierenden eines Dreiecks in einem Punkt schneiden.

Satz 9: Ein Punkt P liegt genau dann auf der Winkelhalbierenden
w, eines Winkels o wenn P von beiden Schenkeln den-
selben Abstand hat.

Beweis: ,,=¢

- Wir betrachten ASQP und ASPQ'. Seite SP
ist gemeinsame Seite beider Dreiecke. (1)

- Qund Q' sind LotfuBBpunkte, also sind <PQS
und <SQ'P recht. a; und oy, sind gleich groB,

Auch hier ist die Strecke zwischen Schnitt- und Eckpunkt doppelt so lang
wie die zwischen Schnittpunkt und Seitenmittelpunkt.
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da w, die Winkelhalbierende von o ist. Damit stimmen in beiden Drei-
ecken die GroBen der Innenwinkel bei P tiberein. 2)

- Mit (1) und (2) liegen die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Kon-
gruenzsatzes WSW (Kap. 4, Satz 24) vor. Die betrachteten Dreiecke sind

kongruent, stimmen also auch in den Lingen von % und PiQ' tiberein.

113

=

- Wieder betrachten wir ASQP und ASPQ'. «<PQS und ¥SQ'P sind rechte
Winkel weil Q und Q' Lotfulpunkte sind. 3)

- Nach Voraussetzung gilt W} = P_Q‘ . @)

- SchlieBlich ist SP gemeinsame Seite beider Dreiecke. %)

- Wegen (3)-(5) sind die Dreiecke ASQP und ASPQ' nach Kongruenzsatz
»SSW (Kap. 4, Satz 25) kongruent und stimmen insbesondere in den
Winkelgrofien von a; und o, iiberein. Damit ist SP= w, die Winkelhal-
bierende von o und es gilt: P liegt auf der Winkelhalbierenden w,, .

Satz 10: Die Innenwinkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkt W. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des
Inkreises des Dreiecks.

Beweis: C
Wir wissen:

Jeder Punkt auf einer Winkelhalbierenden
hat von jedem der beiden Schenkel des
Winkels denselben Abstand.

Wir betrachten nun die Winkelhalbieren- A """w

Y
den w,, und wg und ihren Schnittpunkt W. Abb. 175
Dann gilt:

W e w, = W hat denselben Abstand von AC wie von AB. /Satz 9 ,, =
A W e wg = W hat denselben Abstand von AB wie von BC. /Satz 9 ,=*

= W hat denselben Abstand von AC wie von BC. /Transitivitat
= W liegt also auch auf der Winkelhalbierenden w, . /Satz 9 <"

Da W von allen Dreiecksseiten denselben Abstand hat, ist er Mittelpunkt des
Kreises, der diesen Abstand als Radius hat und der daher alle drei Seiten des
Dreiecks beriihrt. Dieser Kreis heif3t nkreis des Dreiecks.
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Nachdem wir nun Umkreis und Inkreis eines Dreiecks konstruieren kénnen,
wollen wir uns jetzt den Ankreisen widmen, also den Kreisen, die eine Drei-
ecksseite und die Verlangerung der beiden anderen Dreiecksseiten beriihren.

Satz 11: Die AuBlenwinkelhalbierenden durch je zwei Ecken eines
Dreiecks und die Innenwinkelhalbierende durch die dritte
Ecke schneiden sich in einem Punkt. Dieser Punkt ist der
Mittelpunkt des Ankreises des Dreiecks.

Beweis:

Wir betrachten die AuBenwinkelhalbierenden w, und w, von o' und y' und

ihren Schnittpunkt P (Abbildung 176) und wenden mehrfach Satz 9 an.

Dann gilt:

P € w, = P hat denselben Abstand von AB wie von AC. 1)
A P ew, = P hatdenselben Abstand von AC wie von BC. 2)
Aus (1) und (2) folgt:
- P hat denselben Abstand von AB wie

von BC.

- Pliegt also auch auf wy. /Satz 9 ,,&*

- Da P denselben Abstand von AB, AC
und BC hat, beriihrt der Kreis um P
mit diesem Abstand als Radius die
genannten Geraden. Dieser Kreis
heilit Ankreis.

Entsprechend zeigt man die Behauptung fiir die tibrigen Auflen- und Innen-
winkel.

Abb. 176

In Abbildung 177 sind der Inkreis und die
drei Ankreise eines Dreiecks konstruiert
worden. Dabei kann man benutzen, dass
die AuBlenwinkelhalbierende und die In-
nenwinkelhalbierende in einer Dreiecks-
ecke zueinander senkrecht sind.

Abb. 177
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Satz 12: Der Schwerpunkt S eines Dreiecks, sein Umkreismittel-
punkt M und sein Hoéhenschnittpunkt H liegen auf einer
Geraden, der Eulerschen Geraden. Dabei liegt S zwischen

M und H und es gilt: (HS) =2 -I(SM).

Beweis:

Im Falle eines gleichseitigen Dreiecks

gilt H = S = M. Diesen uninteressan-

ten Fall wollen wir ausschlieen. Wir m
gehen also von S # M aus. Durch

diese beiden Punkte ist eine Gerade

festgelegt, die wie e nennen.

Auf e, genauer auf der Halbgeraden /
MS , suchen wir den Punkt P, fiir den
gilt I(PS) =2 - 1(SM). Wir miissen
nun zeigen, dass P der Hohenschnitt-
punkt H ist. Abb.178

A AMe B

Wir wissen: L o L
l(§)= 2-(SM) < 1(§):1(S£) =2:1 (1) /WahlvonP
A 1(CS)=2-1(SM_) < I(CS):1(SM,) =2:1 (2) /Satz8

Aus (1) und (2) folgt:
I(PS):1(SM) = 1(CS):1(SM, )
= PC|m / Umkehrung 1. Strahlensatz
= PClc /m, L c, Kap. 3, Satz 10, Teil 2
= Peh /PC Lcund P,C € PC

Analog zeigt man, dass P auf der Hohe h, oder h,, liegt. Machen Sie dies zur
Ubung selbst. P muss also der Hohenschnittpunkt H sein.

Zum Schluss dieses Abschnitts iiber bemerkenswerte Punkte und Linien in
Dreiecken machen wir Sie mit dem Neunpunktekreis, nach seinem Entdecker
auch Feuerbachschen® Kreis genannt, bekannt.

¢ Karl Wilhelm Feuerbach, 1800 — 1834, deutscher Mathematiker
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Satz 13: Die Seitenmittelpunkte M,, M,, M., die HohenfuBpunkte

H,, Hy, He und die Mittelpunkte P,, P,, P. der Strecken

HA , HB, HC, wobei H der Hohenschnittpunkt ist, liegen
auf einem Kreis, dem Feuerbachschen Kreis (Abbildung
147). Der Mittelpunkt M; des Feuerbachschen Kreises liegt
ebenfalls auf der Eulerschen Geraden und zwar in der Mitte
von HM . Er ist der Umkreis des Mittendreiecks, und sein
Radius ist halb so grof3 wie der des Umkreises.

Abb. 179

Beweis:
Wir zeigen die umfangreiche Aussage von Satz 13 in mehreren Teilbeweisen.

1.

Wir zeigen, dass die Mittelpunkte der Dreiecksseiten und die Mittel-
punkte P,, Py, P, der Strecken HA , HB, HC auf einem Kreis liegen.
Wir zeigen, dass auch die HohenfuBBpunkte Elemente dieses Kreises sind.

Wir beweisen, dass der Mittelpunkt M; dieses Kreises auf der Eulerschen
Gerade liegt.

AnschlieBend zeigen wir, dass M; der Mittelpunkt der Strecke HM ist.

Zum Schluss beweisen wir, dass der Radius des Feuerbachschen Kreises
halb so grof} ist wie der des Umkreises von Dreieck AABC.
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Zul.

Wir betrachten die Vierecke P,P,M,M, und P,P.M,M.. Wenn wir zeigen
konnen, dass diese Vierecke Rechtecke sind, dann wissen wir, dass sie
Umkreise besitzen, die die Ecken enthalten. Da die beiden Vierecke eine
gemeinsame Diagonale P_My haben, miissen die beiden Umkreise identisch

sein, und dieser Umkreis enthilt dann M,, My, M., P,, P, und P..

Es gilt:
I(HA) : 1(HP,) =2:1 / P, Mittelpunkt von HA
A 1(HB) :1(HP,) =2:1 / P, Mittelpunkt von HB
= E | AB / Umkehrung 1. Strahlensatz (1)
Weiter gilt:
M,M, || AB / Teilbeweis von Satz 7 )
Aus (1) und (2) folgt P,P, || M,M, . 3)
AuBerdem gilt:
I(AC) : 1(AMy)=2:1 / M, Mittelpunkt von AC
A I(AH) :1(AP,) =2:1 / P, Mittelpunkt von AH
= m || HC / Umkehrung 1. Strahlensatz ~ (4)
1(37C) : 1(871\/1al )=2:1 /' M, Mittelpunkt von BC
A I(BH) :1(BPy) =2:1 / P, Mittelpunkt von BH
= m | HC / Umkehrung 1. Strahlensatz ~ (5)
Aus (4) und (5) folgt P,M, || PM, . (6)

(3) und (6) besagen, dass das Viereck P,P,M,M, zwei Paar parallele Seiten
besitzt. Zwei dieser Seiten sind nach (4) und (5) parallel zur Strecke HC, die
als Teil der Hohe senkrecht ist zur Strecke E, zu der die beiden anderen

Vierecksseiten nach (1) und (2) parallel sind. Also stehen die Vierecksseiten
senkrecht zueinander, das Viereck P,P,M,Mj ist ein Rechteck.

In analoger Weise zeigt man, dass auch das Viereclﬁ PyP.MyM, ein Rechteck
ist. Wir empfehlen Thnen diesen Beweisteil als Ubung. Da diese beiden

Rechtecke wegen Ihrer gemeinsamen Diagonale P M, einen gemeinsamen
Umkreis haben, liegen also M,, My, M. und P,, Py, P, auf einem Kreis. Den
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Mittelpunkt dieses Kreises nennen wir My. Er ist Mittelpunkt der Rechteck-

diagonalen P,M, , P,M, und P, M , was wir im folgenden Teil bendtigen.

Zu?2.:
Es gilt:

P,eh, A h, L BC
=  w(<P,HM,) =90°

= H,ekMpr= %1( PM, ) / Satz des Thales, ,,<=*"
= H, liegt auf dem Feuerbachschen Kreis.

Pb (S hb N hb 1 R

W({PbeMb) =90°

Hy € k(Mg = %1( PyMy ) / Satz des Thales, ,,<*

U

U

= Hjy liegt auf dem Feuerbachschen Kreis.

P.eh, A h, L AB
=  w(<PHM,) =90°

= H.ekMgr= %l( P.M.)) / Satz des Thales, ,,<=*

= H. liegt auf dem Feuerbachschen Kreis.

Damit liegen also alle drei HohenfuBBpunkte auf dem Feuerbachschen Kreis,
der damit seinen zweiten Namen Neunpunktekreis verdient hat.

Zu3.:

Zunichst stellen wir fest, dass der Feuerbachsche Kreis der Umkreis des
Mittendreiecks AMMyM_ ist, denn er enthélt die Punkte M,, My und M.. Die
Eulersche Gerade des Dreiecks AABC bezeichnen wir mit e, die Eulersche
Gerade des Mittendreiecks nennen wir e,,. Mit M,, bezeichnen wir den Um-
kreismittelpunkt des Mittendreiecks, mit S,, seinen Schwerpunkt und mit H,,
seinen Hohenschnittpunkt. Dann gilt:

M,S,Hee / Satz 12
A My, Sy, Hi € en / Satz 12
A M,=M; / Mg Umkreismittelpunkt Mittendreieck (1)
A Hp,=M / Teilbeweis von Satz 7 )
A Sn=S / Bemerkung nach Satz 8 3)

Wir erlauben uns hier einen kleinen Vorgriff auf den nachsten Abschnitt.
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Nach (2) und (3) haben die Eulerschen Geraden e und e,, zwei gemeinsame
Punkte, sie stimmen also tiberein. Nach (1) liegt der Mittelpunkt des Feuer-
bachschen Kreises auf dieser Geraden e.

Zu4.:
Es gilt:

I(MM;) = 1(SM)+1(SM;) (1)
A 1(HS) = 2-1(SM) / Satz 12 fiir AABC
= I(SM) = %-1(@) )
A I(HpSy)= 2-1(S,M,,) / Satz 12 fiir A M;MyM.
= 1(SM) = 2-1(SMy) /Hm=M, Sy =S, My, = Mp, s.0.
= I(SM;) = 51(@) )

Wir setzen (2) und (3) in Gleichung (1) ein:
I(MM;) = 1(SM)+1(SMy)

= I(MM;) = 2-1(HS) + 2-1(SM)

= 2-1(MM;) = I(HS) + 1(SM) = I(HM)

= Myist Mittelpunkt von HM.

Zus.:

Nach Gleichung (3) in Beweisteil 4 wissen wir: I[(SM) : I[(SMy) =2 : 1.
Nach Satz 8 gilt: 1(A78) :1(SM, ) =2 : 1. Wir haben also eine Strahlensatz-
figur mit Zentrum S vorliegen und kénnen mit der Umkehrung des 1. Strah-
lensatzes folgern, dass AM || M¢M, . Somit sind die Voraussetzungen fiir
die Anwendung des 2. Strahlensatzes gegeben:

I(AM): (MM, )= 1(AS):I(SM, )= 2:1 = (MM, )= %1(@).

Der Radius des Feuerbachschen Kreises ist also halb so grof3 wie der Radius
des Umkreises von AABC.
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Ubung:

1) Konstruieren Sie zu dem Dreieck mit
I(a)=11 cm, I(b) =7 cm und I(c) = 14 cm
die Eulersche Gerade und den Feuerbachschen Kreis.

2) Beweisen Sie: Ein Dreieck mit zwei gleich langen Seitenhal-
bierenden ist gleichschenklig.

3) Konstruieren Sie ein Dreieck aus den folgenden Angaben.
a) l(a)=6cm, w(a) =70°, w(p) =50°
b) 1(a)=6cm, w(p) =50°, I(h,)=5cm
c) l(ay=5cm, I(b) = 6 cm, I(sp) = 5,3 cm
d) 1(a)=5cm, I(s,) = 6 cm, I(s¢) =4,2 cm
e) w(a)=70° w(p) = 80°, I(wy) =5 cm

4) Informieren Sie sich in der Literatur tiber Funktionsweise und
Einsatzgebiete des unten abgebildeten Mechanismus.
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6.3 Sitze am Kreis

Stellen Sie sich vor, Sie sind im Urlaub, nicht irgendwo, sondern im schénen
Ostfriesland, der Gegend mit der enormen Weite, in der sich Himmel, Meer
und Land am Horizont zu beriihren scheinen und in der die Kiihe schoner
seien sollen als die ... . Wind, Wellen, Wasser und die beeindruckende Weite
des Landes schaffen ein einmaliges Ambiente zum Erholen und — zum
Betreiben von Urlaubsgeometrie.

Bekleidet mit dem fiir Touristen signifikanten Ostfriesennerz sehen Sie auf
Thren Spaziergéingen immer wieder drei markante Punkte: den Leuchtturm
von A-Dorf, den Sendemast in B-Dorf und den Kirchturm von C-Stadt. Wih-
rend Threr Wanderungen stellen Sie fest, dass sich die Winkelbeziehungen zu
diesen markanten Punkten stetig &ndern. Wenn Sie nun im gliicklichen Besitz
einer Karte dieser Gegend und eines Theodoliten® sind, dann kénnen Sie aus
der Kenntnis der Winkel, unter denen Sie die drei markanten Punkte sehen,
Ihren genauen Standort auf der Karte zeichnerisch bestimmen.

Wieso gelingt das und wie geht das?

Betrachten wir zunichst nur zwei der Punkte,
den Leuchtturm A und den Sendemasten B.
Von unserem Standpunkt P sehen wir diese
unter einem Winkel von sagen wir 40°. Damit
liegt unser Standort P noch nicht fest. Es gibt
viele Punkte mit w(<xAPB) = 40°, also Drei-

ecke AABP mit AB als Seite und einem
Winkel von 40° bei P. Wir konstruieren mal
einige. Dabei konnen wir verschieden vorge-
hen. Eine Moglichkeit besteht darin, von der
Winkelsumme von 180° auszugehen, 40°
abzuziehen, und w(o.) und w(p) so zu wihlen,
dass ihre Summe 140° betragt. In Abbildung
181 sind so einige mogliche Standorte P kon-
Abb. 181 struiert worden.

Bei der Konstruktion der Dreiecke in Abbildung 181 haben wir uns auf

Punkte der oberen Halbebene beschrinkt. Unterhalb von AB finden wir
natiirlich weitere mogliche Standorte. Diese Beschrankung auf eine der Halb-
ebenen entspricht der Annahme einer Zusatzinformation, z.B. dass in einer

Prézisionsinstrument zum Messen von Winkeln zwischen Richtungen
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der Halbebenen das Meer Spazierginge ausschliet oder dass wir von unse-
rem Standort aus den Leuchtturm rechts vom Sendemasten sehen.

Beim Betrachten der Abbildung 181 dringt sich der Verdacht auf, dass die
moglichen Standpunkte auf einem Kreisbogen liegen. Wir gehen diesem
Verdacht nach und nehmen drei der vermutlich auf einem Kreisbogen liegen-
den Punkte und konstruieren zu diesem Dreieck den Umkreis, dessen Mittel-
punkt wir nach Satz 6 dieses Kapitels als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten
erhalten. Der Kreis verlduft tatsdchlich durch alle unsere moglichen Standorte
und durch A und B (Abbildung 182). Das ist natiirlich kein Zufall, sondern
die Konsequenz des folgenden Satzes.

P P

Abb. 182 Abb. 183

Satz 14: Umfangswinkelsatz

Seien A und B zwei verschiedene Punkte der Ebene. Durch
jeden Punkt P aufBlerhalb von AB kann der Umkreis des
Dreiecks AABP konstruiert werden. Sei M der Mittelpunkt
dieses Kreises.

Dann ist der Umfangswinkel < APB halb so grofl wie der

Mittelpunktswinkel < AMB, den die Radien AM und BM
auf dem P abgewandten Teils des Kreises einschlieen
(Abbildung 183).

Satz 14 besagt damit auch, dass alle Umfangswinkel iiber einer festen Sehne

AB, die in derselben durch AB gebildeten Halbebene liegen, untereinander
gleich grof sind, da sie alle halb so gro83 sind wie der zu ihnen gehérende
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Mittelpunktswinkel. Aulerdem kann man folgern, dass sich zwei Umfangs-

winkel oo und o' in verschiedenen Halbebenen derselben Sehne AB zu 180°

erginzen, denn die zugehorigen Mittelpunktswinkel 2o und 20 ergédnzen
sich zu 360° (s. Abbildung 183).

Beweis:

Hinsichtlich der Lage von M unterscheiden wir drei Fille: M liegt auf AB,
innerhalb von AABP bzw. auBerhalb von AABP.

1. Fall: M liegt auf AB.

- Dann sind AAMP und ABMP

gleichschenklig, denn 4
I(AM)=1(BM)=1(PM)
(Radius desselben Kreises).

- Weil in gleichschenkligen Drei- A M A

ecken die Basiswinkel gleich A B
grofl (Satz 5) sind, konnen wir
die Winkelgroflen wie rechts be-

P

zeichnen.
Dann gilt:

200+ v;=180° / Winkelsumme in AAMP
A 2B+, =180° / Winkelsumme in ABMP
= 20 +vy; + 2B + v, =360° / Gleichungen addiert
= 2(a+B) +y; + 7, =360° (1 / AG+, KG+, DG-,+in R
Weil M auf AB liegt, gilt ferner:

v1+7v2 =180° 2) /v1, Y2 gestreckter Winkel
= 2(a+ p) + 180°=360° /(2) in (1) eingesetzt
= 2(a.+p)=180° /—180°
= a+p=90° /2

Der Umfangswinkel ist also halb so grof3 wie der gestreckte Mittelpunkts-
winkel.
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2. Fall: M liegt innerhalb von A ABP.

Dann sind AABM, ABPM und APAM
gleichschenklig und es gelten die in der
Abbildung dargestellten WinkelgrofBen.

Dann gilt fir die Winkelsummen in den
Dreiecken AABP bzw. AABM:

200+2B+2y=180° (1) /AABP
20+ 8 =180° / AABM
= 200=180°-% 2)
Einsetzen von (2) in (1) liefert:
180° — & + 2P + 2y = 180°
= 2B+2y=3 /—180° + &
= 2B+y)=96 /DG-,+in R
Der Mittelpunktswinkel ist also doppelt so grofl wie der Umfangswinkel.

3. Fall: M liegt auBerhalb von AABP.

Dann sind die Dreiecke AAPM und
ABPM gleichschenklig und wir kénnen

P
die WinkelgroBen wie in der Abbildung v V
dargestellt angeben. A .

Dann gilt fiir die Winkelsumme in @
ABMP:
A—__—B

(a+B) +(B+a)+y=180°

= 20+2p +y=180° /KG+, AG+in R
= y=180°-2a-28 @) /—Q2a+2p)
In AAPM gilt:
200+ +y=180° / Winkelsumme in AAPM
= 20+ +180° -2 — 2B =180° / wegen (1)
= & +180°—-2p =180° / zusammengefasst
= 6=28 /—180°+2B

Auch hier ist der Umfangswinkel halb so gro83 wie der Mittelpunktswinkel.
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Einen 4. und 5. Fall, dass ndmlich der Mittelpunkt M auf einer der Dreiecks-

seiten AP oder BP liegt, brauchen wir nicht zu untersuchen, da dieser durch
den 2. Fall mit abgedeckt ist (y = 0 bzw. 8 = 0). Wir empfehlen die Betrach-
tung dieses Sonderfalls dennoch als Ubung.

Unabhéngig von der Lage des Umkreismittelpunktes M ist der Umfangs-

winkel also stets halb so grof3 wie der Mittelpunktswinkel, was wir beweisen
wollten.

Kommen wir auf unser Ausgangsproblem der Standortbestimmung zurtick.

Wie konstruiert man zu zwei vorgegebenen Punkten A und B und bekanntem
Umfangswinkel den Mittelpunkt M des Kreisbogens (Fasskreisbogen), auf
dem der Standort P liegen kann?

Da M zu A und B denselben Abstand hat, schlief8lich ist M Mittelpunkt eines

Kreises durch A und B, liegt M auf der Mittelsenkrechten von AB. Aus der
Kenntnis des Umfangswinkels kénnen wir den Mittelpunktswinkel errechnen
und damit die Grofe der Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks
AABM. Wir miissen dabei aufpassen, welchen der drei folgenden Fille wir
vorliegen haben:

- Ist der Umfangswinkel ein spitzer Winkel, dann liegen M und P auf

derselben Seite von AB.
- Ist der Umfangswinkel ein rechter Winkel, dann ist M der Mittelpunkt

von AB.
- Im Fall eines stumpfen Umfangswinkels liegen M und P auf verschie-

denen Seiten von AB.

AulBlerdem ist zu beachten, dass man ohne Zusatzinformationen zwei Mittel-
punkte M und M' konstruieren kann.

Wie konstruiert man nun zu drei vorgegebenen Punkten A, B und C und zwei
bekannten Umfangswinkeln den Standort P?

In Abbildung 184 ist die Konstruktion fiir das Beispiel zweier spitzer Um-
fangswinkel durchgefiihrt. Von unserem gesuchten Standort P sehen wir die

Strecke AB unter einem Winkel von 39° und die Strecke AC unter einem

Winkel von 48°. Wir konstruieren zunichst zu AB den Punkt M und den
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Fasskreisbogen, auf dem P liegen kénnte (durchgezogene Linie), sowie M'
und den entsprechenden Fasskreisbogen (gestrichelt gezeichnet). Anschlie-
Bend konstruieren wir zu AC die Mittelpunkte M; bzw. M,". Aus den
Schnittpunkten der Fasskreise ergeben sich zwei mogliche Standorte P und
P', die beide die Bedingungen erfiillen. Erst durch eine Zusatzinformation,
wie man sie in der Praxis immer hat, lidsst sich entscheiden, wo wir uns tat-
sdchlich befinden. Sehen wir z.B. B links von A, dann befinden wir uns bei P.

Abb. 184

Sie haben vermutlich schon gemerkt, dass der Umfangswinkelsatz einen
Spezialfall enthélt, der [hnen aus der Schulgeometrie bekannt ist. Na klar, wir
meinen den Fall, bei dem aus einem Mittelpunktswinkel der Umfangswinkel
von 90° resultiert. Er soll hier wegen seiner Bedeutung trotzdem als eigen-
standiger Satz aufgefiihrt und eigenstindig bewiesen werden: Wir tun also so,
als héatten wir noch nie etwas vom Umfangswinkelsatz gehort.
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Satz 15: Satz des Thales’
Durch A, B, C sei ein Dreieck gegeben. M sei der Mittel-
punkt von AB.
Der Winkel y (bei C) ist genau dann ein Rechter, wenn C
auf dem Kreis um M mit Radius l(m) liegt.

Beweis:
Zu zeigen sind zwei Richtungen.

113

C
R
Zu zeigen ist: Wenn C auf dem
Kreis um M mit dem Radius
1(AM) liegt, dann ist y ein rechter
Winkel. A

Nach Voraussetzung sind AAMC A B
und ABCM gleichschenklig.

Wir konnen die WinkelgroBen da-

her wie in der Abbildung darge-

stellt angeben.

Dann gilt:
o+ B+ (ot p)=180° / Winkelsumme in AABC
= 20 +2p=180° / AG+, KG+in R
= 2(a+p)=180° /DG-,+in R
Da weiterhin y = a + 3 gilt, folgt:
= 2y=180°
= vy=90° /:2

(Dies war der erste Fall im Beweis des Umfangswinkelsatzes: Wenn M auf
AB liegt, ist der Umfangswinkel halb so grofl wie der gestreckte Mittel-
punktswinkel.)

113

» =
Zu zeigen ist: .
Wenn y =90°, dann liegt C auf dem Kreis um M mit dem Radius I( AM).

Wir gehen indirekt vor.

?  Thales von Milet, um 650 — 560 v.Chr., griechischer Naturphilosoph



288 6 Fragestellungen der euklidischen Geometrie

Annahme: w(y) = 90° und C liegt nicht auf dem Kreis um M mit dem Radius
1I(AM).

Dann sind zwei Fille moglich: C liegt auBlerhalb des Kreises oder C liegt
innerhalb. Wir betrachten zunichst den ersten Fall.

- Wir verbinden C und A.
AC schneidet den Kreis um M

mit dem Radius l(m) in C".
10

(@!

- Nach Teil ,,<=* dieses Bewei- C'
ses ist <AC'B ein rechter
Winkel.

Dann muss auch <BC'C ein
rechter Winkel sein, denn C'
liegt auf AC (und ¥AC'C ist
gestreckt). M

- Wenn <BC'C ein rechter
Winkel ist und die Winkel-
summe in ABC'C 180° be-
tragt, dann muss jeder der
Winkel bei B und bei C (y)
kleiner als 90° sein.

Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass 7y eine Grofle von 90° hat. Es
folgt die Behauptung.

Den zweiten Fall (C innerhalb des Kreises) fithrt man analog zum Wider-
spruch. Dabei ist die Strecke AC iiber C hinaus zu verldngern, bis sie den
Kreis in C' schneidet. Fiihren Sie diesen Beweisteil zur Ubung selbst durch.
Vielleicht sollten Sie an dieser Stelle zu den Bemerkungen nach dem Beweis
von Satz 6 dieses Kapitels zuriickblattern.

Eine weitere Folgerung aus dem Umfangswinkelsatz ist der folgende Satz
iiber ein besonderes Viereck:

10 Falls C so Lungliicklich® liegt, dass die Strecke AC keinen Schnittpunkt

mit dem Kreis zustande bringt, dann schafft es die Strecke BC allemal
und die Argumentation verlduft analog.
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Satz 16: Ein Viereck ABCD hat genau dann einen Umkreis, wenn
sich die Groflen der gegeniiberliegenden Winkel zu 180°
erginzen. Ein solches Viereck nennt man Se/inenviereck.

Beweis:
5’:“
Voraussetzung: Das Viereck ABCD hat einen Umkreis.
z.z.: Die GroBlen der gegeniiberliegenden
Winkel ergédnzen sich zu 180°.

- Nach Voraussetzung liegen die Eck-
punkte des Vierecks auf einem Kreis
um M mit dem Radius I( AM ).

- Die Diagonale AC zerlegt das Viereck

in zwei Dreiecke, die denselben
Umkreis haben, ndmlich den Kreis um

M mit dem Radius I( AM ) (Abbildung
185).

- In AABC ist B Umfangswinkel zur Sehne AC, der entsprechende Mittel-
punktswinkel hat nach dem Umfangswinkelsatz die Grof3e 23.

Abb. 185

- In AACD ist 8 Umfangswinkel zur Sehne AC , der entsprechende Mittel-
punktswinkel hat nach dem Umfangswinkelsatz die Grofe 29.
- Daes sich um ein und denselben Umkreis handelt'" gilt:

2B + 25 = 360°
= 2(B+38)=1360° /DG-+in R
= PB+56=180° /:2

Fiir die beiden anderen Winkel o und y kann man analog verfahren, oder man
nutzt aus, dass die Winkelsumme im Viereck 360° betrigt.

113

”C
Voraussetzung: Die GroBen der gegeniiberliegenden Winkel ergéinzen sich zu
180°.

z.z.: Das Viereck ABCD hat einen Umkreis.

- Nach Voraussetzung haben wir ein Viereck ABCD vorliegen, fiir das gilt:
a+y=180°APB+3=180°

""" B und & sind Umfangswinkel in zwei verschiedenen Halbebenen zu der-

selben Sehne.
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- Wieder zerlegt die Diagonale AC das Viereck in zwei Dreiecke.

- Wir betrachten 3 und 8 als Umfangs-
winkel tiber AC .

- Da sie sich zu 180° ergéinzen, haben
beide eine Grofe von 90° (Fall 1) oder
einer dieser Winkel ist spitz und der
andere stumpf (Fall 2). A

- Also fallen die Mittelpunkte M, bzw.
M, der beiden Umkreise von AABC
bzw. AACD im Mittelpunkt von AC 360°-25=2 B
zusammen (Fall 1) oder sie liegen in
derselben Halbebene von AC (Fall 2). Abb. 186

- Im ersten Fall sind wir schon fertig, da die beiden Umkreise dann densel-

ben Mittelpunkt M und denselben Radius 1( m) haben, also zusammen-
fallen.

- Imzweiten Fall gilt:

B+0=180° / nach Voraussetzung
=  2(B+8)=360° /-2
=  2B+28 =360° /DG-+in R
=  2B=360°-28 /—28

- Der zum Mittelpunktswinkel 28 komplementire Winkel bei M, hat also
die GroBe 2P, ist also genauso grofl wie der Mittelpunktswinkel bei M;.

- Also gilt: w(xCM,;A) = w(xCM,A), woraus folgt, dass auch die
Basiswinkel im AAM,C und AAM,C gleich groB3 sind. Da diese Drei-
ecke die Seite AC gemeinsam haben, sind sie nach dem Kongruenzsatz
WSW (Kap. 4, Satz 24) kongruent. Insbesondere gilt: M; = M,.

- Damit sind die Umkreise zu AABC und AADC identisch, sie bilden also
einen Umkreis des Vierecks ABCD.

Ubung: 1) Gegeben sind drei Punkte A, B und C als Eckpunkte eines
Dreiecks mit 1(c) = 10 cm, 1(a) = 8 cm und w(p) = 52°. Die
Strecke AB sehen Sie unter einem Winkel von 134°, die

Strecke BC unter einem Winkel von 64°. Konstruieren Sie
alle moglichen Standorte. Beschreiben Sie Thre Konstruktion.
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2) Konstruieren Sie ein Dreieck aus
a) l(c)=6cm, w(y) =50°, I(hy) =4 cm
b) l(c)=6cm, w(y) = 60°, I(b) =5cm
¢) l(c)=6cm, w(y) =50°, I(sc) =4 cm
d) Il(c)=6cm, w(y) =120°, l(a) =4 cm

3) Konstruieren Sie ein Viereck ABCD mit: I(E) = 6 cm,
I(BC) =5 cm, w(<CBA) = 105°, w(xADC) = 75°. Auller-
dem soll es einen Punkt geben, von dem aus man alle Seiten
des Vierecks unter demselben Winkel sieht.

4) Im Dreieck AABC gilt 1(a) = 8 cm, 1(b) =9 c¢m, I(c) = 10 cm.
Konstruieren Sie denjenigen Punkt, von dem aus alle drei
Seiten des Dreiecks unter demselben Winkel erscheinen.

5) Ein gleichseitiges Dreieck AABC habe die Seitenldnge 5 cm.

Verwandeln Sie dieses Dreieck unter Beibehaltung von AB
in ein flicheninhaltsgleiches Dreieck mit w(y) = 40°.

(Hilfe: Scherung und Umfangswinkelsatz sind Mittel der
Wahl.) P

6) Zeigen Sie fuir die Situation rechts, dass
der Umfangswinkel halb so grof3 ist wie
der Mittelpunktswinkel. Besonders ele-
gant gelingt der Beweis, wenn Sie Satz
2 dieses Kapitels verwenden. A B

6.4 Die Satzgruppe des Pythagoras

In diesem Kapitel geht es um die Herleitung von drei Sdtzen, die Sie aus der
Schulgeometrie kennen und die in der Literatur oft als Satzgruppe des Pytha-
goras zusammengefasst werden. Aufler dem Satz des Pythagoras gehoéren
Hoéhen- und Kathetensatz in diesen Zusammenhang. In den Beweisen, in
denen es wesentlich um Langenbeziehungen und Winkelgrofen geht, werden
wir die Eigenschaftsnotationen 1(a) und w(a) durchgéngig zugunsten einer
kompakteren Darstellung a bzw. o aufgeben. Die durch diesen Tribut an eine
bessere Lesbarkeit moglichen Verwechslungen zwischen Objekt und Objekt-
eigenschaft werden wir durch die Argumentationstexte versuchen auszu-
schlieBen.
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Die folgenden Aktivitdten sind auch mit Kindern der Sekundarstufe I mog-
lich und werden durch die Arbeit mit konkretem Plattchenmaterial in der
Grundschule gut vorbereitet (s. Wittmann 1997). Wir wollen hier einige der
Aktivititen nachvollziehen.

Ausgangspunkt fiir unsere erste Aktivitit sind zwei Papierquadrate, die je-
weils entlang einer Diagonalen gefaltet sind. Wir zerschneiden sie entlang
der Faltlinien. Auf diese Weise erhalten wir vier kongruente, gleichschenk-
lig-rechtwinklige Dreiecke. Aus diesen Dreiecken ldsst sich Verschiedenes
legen, u.a. ein groles Quadrat. Unsere kleinen Quadrate kann man zu einem
Rechteck zusammenschieben.

Abb. 187

Natiirlich sind die Flacheninhalte des groen Quadrates und des Rechtecks in
Abbildung 187 gleich, schlieBlich bestehen sie aus den gleichen dreieckigen
Teilflachen. Bezeichnen wir die Seitenldnge des grolen Quadrates mit ¢ und
die der kleinen Quadrate mit a, so gilt also die Beziehung:

¢?=2-a.

Damit haben wir einen Spezialfall des Satzes von Pythagoras hergeleitet. Wir
wissen auch etwas iiber die Diagonalenlédnge im Quadrat. Es gilt:

c=\/§-a.

Wir versuchen mit derselben Idee jetzt die Diagonalenlidnge in einem belie-
bigen Rechteck zu bestimmen. Wir zerschneiden also zwei kongruente
Rechtecke entlang einer Diagonalen (s.
Abbildung 188) und versuchen, aus

a

den vier kongruenten Dreiecken, die b 2
sich ergeben, ein Quadrat zusammen-
zusetzen.

Abb. 188

Probieren Sie es jetzt selbst, und lesen sie erst dann weiter.
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Nach vielen Versuchen gelangt man vielleicht zu der folgenden Figur, einem
Quadrat mit Loch (Abbildung 189), oder einer Figur wie in Abbildung 190.

Bevor wir uns dariiber Gedanken machen, wieso die
Figur in Abbildung 189 wirklich ein Quadrat ist und
auch das Loch quadratisch ist, tiberlegen wir,
welche Erkenntnis wir gewonnen haben.
Das groBe Quadrat hat den Flicheninhalt ¢*. Das
Loch hat den Flicheninhalt (a — b)>. Das groBe
Quadrat ohne das Loch hat denselben Flacheninhalt
wie unsere beiden Rechtecke aus Abbildung 188,
also 2ab. Es gilt also: Abb. 189
¢’—(a—b)’=2ab

& ¢ —(a-2ab+b’)=2ab

& d-a-b=0

& d=at+p’

Wenn wir jetzt noch nachweisen konnen, dass sowohl die grofle Figur als
auch das Loch quadratisch sind, dann haben wir den Satz des Pythagoras
bewiesen.

Zunichst tiberlegen wir, dass die vier Dreiecke, die durch das Zerschneiden
der Rechtecke entstanden sind, zueinander kongruent sind. Das sind sie, da
sie jeweils in den Seiten a und b und dem eingeschlossenen rechten Winkel
iibereinstimmen. Dies folgt daraus, dass beim Rechteck die gegeniiberliegen-
den Seiten gleichlang und alle Innenwinkel Rechte sind.

Da die Dreiecke rechtwinklig sind, ergénzen sich die beiden der Seite ¢ an-
liegenden Winkel zu 90°. In den Ecken der gro3en Figur stoen jeweils zwei
solche Winkel aufeinander, also entstehen hier rechte Winkel. Obendrein
sind alle Seiten der Figur gleich lang. Es handelt sich also um ein Quadrat.

Fiir das Loch gilt ebenfalls, dass alle Seiten gleich lang sind, da sie jeweils
die Differenz der beiden Katheten der Teildreiecke sind. Die Winkel im Loch
sind die Nebenwinkel der rechten Winkel der Dreiecke, also ebenfalls rechte
Winkel.

Damit haben wir einen Beweis des Satzes von Pythagoras gefiihrt, und zwar
den, der dem indischen Mathematiker Bhaskara zugeschrieben wird. Wir
nennen diesen Beweis den indischen Beweis. Wir werden noch weitere Be-
weise dieses Satzes kennen lernen, allerdings nicht alle der {iber 200 bekann-
ten Beweise! Doch zuvor formulieren wir den Satz.
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Satz 17: Satz des Pythagoras

Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Flichenin-
halte der Quadrate iiber den Katheten gleich dem Flachen-
inhalt des Quadrates tiber der Hypotenuse.

Beweis 2:
a b

joc

- Ausgangspunkt fiir diesen Beweis ist ein
Quadrat mit der Seitenldnge a + b.

- Wie in Abbildung 190 verbinden wir die
Punkte, die die Seiten in Strecken der
Léange a und b unterteilen. Es entstehen vier
Dreiecke und ein innen liegendes Viereck.

- Die vier Dreiecke sind kongruent, da sie in
zwei Seiten und dem eingeschlossenen
Winkel tibereinstimmen.

Also sind die vier Seiten des innen lie-  Abb. 190
genden Vierecks gleich lang.

- Da die Dreiecke rechtwinklig sind, folgt wegen der Winkelsumme im
Dreieck fiir die beiden anderen Winkel o + 3 = 90°.

- Weiter gilt o + B + y = 180°, da sich diese Winkel zu einem gestreckten
Winkel ergénzen. (Scheitelpunkt von y liegt auf einer Quadratseite.)

- Also gilt y =90°, das innen liegende Viereck ist also ein Quadrat.
- Das groBe Quadrat hat den Flicheninhalt (a + b)* die Dreiecke haben

jeweils den Flacheninhalt % und das kleine Quadrat hat den Flichenin-

halt ¢*. Also gilt:

a+b)y=4- % +¢

P a>+2ab +b>=2ab + ¢’
& a+bi=¢?

Diesen Beweis nennt man den arithmetischen Beweis.

Beweis 3:

Wir zeichnen auf dem sogenannten Stuhl der Braut (zwei Quadrate mit den
Seitenldngen a und b, s. Abbildung 191) zwei kongruente rechtwinklige Drei-
ecke ASM,L und ASRM, aus.
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Diese beiden Dreiecke sind zueinan-
der kongruent, weil sie in zwei Seiten
und dem eingeschlossenen Winkel
iibereinstimmen.

Die Drehung Dy 4. bildet ASM;L
auf AS'M,L' ab.

Die Drehung Dy 570- bildet ASRM,
auf AS*R*M, ab.

Dadurch entsteht das grofle Quadrat
M;SM,S' mit der Seitenlédnge ¢ (Ab-
bildung 191), das denselben Fldchen-
inhalt hat wie die beiden kleinen
Quadrate zusammen:

a’+b*=c

Beweisidee 4:

Durch den Mittelpunkt des groferen
Kathetenquadrates werden Schnitte
senkrecht bzw. parallel zur Hypote-
nuse gelegt (Abbildung 192). Mit den
entstehenden vier kongruenten Vier-
ecken und dem kleineren Katheten-
quadrat ldsst sich das Hypotenusen-
quadrat auslegen. Natiirlich misste
man noch den Nachweis der Kon-
gruenz der entsprechenden Teilstiicke
filhren, worauf wir hier verzichten.
Dieser Beweis heiflt Schaufelradbe-

weis.

S'=8%*

R*

L

Abb. 191

Abb. 192

Alle bisherigen Beweise basierten auf der Zerlegungsgleichheit: Zwei Figu-
ren haben denselben Fldcheninhalt, wenn sie sich in paarweise kongruente
Teilfiguren zerlegen lassen. Wir mochten Thnen jetzt eine Beweisidee des
Satzes von Pythagoras vorstellen, der auf der Ergdnzungsgleichheit basiert,
bei dem also die Gleichheit der Flicheninhalte gezeigt wird, indem beide
Flachen durch Hinzufiigen kongruenter Flachen zu zwei kongruenten gréf3e-

ren Figuren erginzt werden.
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Beweisidee 5:

In Abbildung 193 wird das Hypotenusen-
quadrat durch vier kongruente Dreiecke zu
einem groflen Quadrat mit der Kantenldnge
a + b ergdnzt. Durch dieselben Dreiecke
lassen sich auch die beiden Kathetenquadrate
zu einem groflen Quadrat der Seitenldnge
a+ b ergédnzen.

Abb. 193

Sie sind immer noch nicht von der Giiltigkeit des Satzes von Pythagoras
iiberzeugt? Nun gut — versuchen wir's mal rein abbildungsgeometrisch und
mit den Mitteln des ,,Films*.

Beweis 6:

Wir wissen: Die Scherung ist zwar keine Kongruenzabbildung, aber sie ist
flicheninhaltstreu. Von dieser Eigenschaft machen wir in Beweis 6 wieder-
holt Gebrauch. In der ersten Einstellung stellen wir Ihnen die Hauptdarsteller,
die beiden Kathetenquadrate vor.

Ay

C < B

A c B A c B
In der folgenden Szene scheren wir diese Quadrate zu Parallelogrammen. Die
Scherung an AC mit Scherungswinkel <A ;AA ' bildet das Quadrat A|ACA,

auf das Parallelogramm A'ACA,' ab. Dabei ist ¥ A;AA,' = 360° - a, denn
der komplementire Winkel zu diesem ergibt zusammen mit & einen rechten

Winkel, ebenso wie a.. Analog scheren wir das Quadrat BBB,C an BC mit
Winkel 3 zum Parallelogramm BB,'B,'C.
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Das Parallelogramm A;'ACA,' geht durch Scherung an AA;' mit dem Winkel
360° - o in das Rechteck A,'AC'A," iiber. Das Parallelogramm BB,'B,'C
scheren wir an BB,' mit dem Winkel § zum Rechteck BB,'B,"C".

A B,

N B V/ B,

A c C B A cC B

Letzte Einstellung: Die Dreiecke
AAA," und ABC sind kongruent,
denn sie stimmen in der Seite b und
den beiden anliegenden Winkeln

iberein. Also gilt: 1(AA;')=c.

Al' A2n — an Blv

Analog folgert man 1(BB,')=c. dC

Insgesamt gilt also:
a’+b>=c%

The End
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Mit dem Satz des Pythagoras eng verwandt sind die beiden folgenden Sitze.

Satz 18: Hohensatz

Im rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt des Qua-
drates tiber der Hohe gleich dem Flicheninhalt des Recht-
ecks aus den beiden Hypotenusenabschnitten.

Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 194 gilt: h>=p - q .

Beweis:

Da die Hohe senkrecht auf der Hypote-
nuse steht, unterteilt sie das grofe
rechtwinklige Dreieck in zwei kleine
rechtwinklige Dreiecke mit den Hypo-
tenusen a bzw. b. Auf diese wenden wir
den Satz des Pythagoras an.

Es gilt:

W+ p? = b2

e 2
h
b
h a
B
p q
Pq
Abb. 194
a 2 2_ .2
und h h°+q =a
q

Wir addieren die Gleichungen und erhalten:

W2+ @+ i+ pP=ad+ b
W+ +h+pi=¢?
2h*+q +p’=(p+q)
2h2+q2+p2: p2+2pq+q2
2h* =2pq

h* =pq

A

/ Pythagoras fiir das grof3e Dreieck
/e=p+tq

/ binomische Formel

/=p’, ¢

/2



6.4 Die Satzgruppe des Pythagoras 299

Satz 19: Kathetensatz

In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Flicheninhalt des
Quadrates tiber einer Kathete gleich dem Flacheninhalt des
Rechtecks aus der Hypotenuse und dem der Kathete anlie-
genden Hypotenusenabschnitt.

Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 195 gilt also:
a’=c-qund b’=c-p

L | a2
Beweis: h N
a’=h’+q* /Satz des Pythagoras A\

= a’=pq+q° /Hohensatz P .| 9
= a’=q(p+q /DG-+inR
= a’=qc /c=p+tq

cq
Die Bezichung b’ = cp zeigt man analog.

Abb. 195

Die Sitze 17, 18 und 19 stehen in einem engen Zusammenhang. Jeder Satz
kann aus jedem der anderen beiden hergeleitet werden (s. Ubung 1). Man
spricht deshalb bei diesen Sitzen auch von der Satzgruppe des Pythagoras.

Der Satz des Pythagoras wurde iibrigens nicht von Pythagoras entdeckt.
Bestenfalls hat er ihn zuerst bewiesen. Schon lange vorher war er den Agyp-
tern, Babyloniern, Indern und Chinesen bekannt:

In Agypten wurden nach den regelmiBig auftretenden Niliiberschwemmun-
gen die Felder mit Hilfe von Seilen, die in gleichen Abstinden Knoten ent-
hielten, neu vermessen. Ein Seil mit 13 Knoten erlaubt es, einen rechten
Winkel herzustellen. Aus den 12 gleichlangen Seilabschnitten zwischen den
Knoten wird ein Dreieck hergestellt, das Seitenldngen von 3, 4 und 5 Ab-
schnitten hat. Der 13. Knoten féllt dabei auf den ersten. Das Dreieck ist
rechtwinklig, denn es gilt 3% + 4% = 5

Dabei hat man allerdings nicht den Satz des Pythagoras verwendet, sondern
seine ebenfalls geltende Umkehrung.
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Satz 20: Umkehrung des Satzes von Pythagoras

Wenn fiir die Langen der Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks die
Bezichung a> + b® = ¢* gilt, dann ist das Dreieck recht-

winklig.
Beweis: indirekt
Voraussetzung: Fiir die Langen der Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks gilt:
2,122
a”+b =c
Annahme: Das Dreieck ist nicht rechtwinklig.

- Dann sind zwei Fille moglich: (1) 0°<y<90° und (2) 90° <y <180°

- Fiir den Fall y = 90° wissen wir nach dem Satz von Pythagoras, dass die
Bezichung a” + b* = co” gilt.

- Wir lassen die Seitenldngen von a und b konstant und beobachten das
Verhalten der Lange von Seite ¢ bei sich é&ndernden Winkelgrofen von .

1. Fall: 0°<y<90°
= C < Cyp
= C2 < C902

=>cdP<a’+b’

Das ist ein Widerspruch zur Vor-
aussetzung, dass a+bi=c" .

Die Annahme ist zu Verneinen:
Das Dreieck ist rechtwinklig.

2. Fall: 90° <y <180°
= C>Cyp
= 02 > 0902

=c>a’+b’

Das ist ein Widerspruch zur Vor-
aussetzung, dass a’+b*=c’ .

Die Annahme ist zu verneinen:
Das Dreieck ist rechtwinklig.
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Ahnlich wie wir uns beim Satz des Pythagoras unterschiedlicher Beweis-
methoden bedient haben, bemithen wir uns am Ende dieses Kapitels noch
einmal um eine Vernetzung der Inhalte von Kapitel 4 und 6 und fragen:

Konnen wir die Aussagen der Satzgruppe des Pythagoras auch mit Hilfe der
Ahnlichkeitsabbildungen beweisen?

Zeichnet man in ein rechtwinkliges
Dreieck die Hohe auf die Hypotenuse
ein, so wird das Dreieck in zwei Drei-
ecke zerlegt, die zueinander und zu
dem Ausgangsdreieck dhnlich sind.
Mit den Bezeichnungen aus Abbil-
dung 196 gilt also:

AABC ~ AADC ~ ABCD. Abb. 196

Die Dreiecke AABC und AADC haben o als gemeinsamen Winkel und
besitzen beide einen rechten Winkel, stimmen also in allen drei Innenwinkel-
malen tiberein. Sie sind folglich dhnlich zueinander.

AABC und ABCD stimmen in f iiberein und besitzen ebenfalls beide einen
rechten Winkel, woraus die Ahnlichkeit von AABC und ABCD folgt.

Damit sind auch AADC und ABCD zueinander #dhnlich.

Wegen der Ahnlichkeit sind entsprechende Seitenldngenverhiltnisse gleich:

(1) AABC~ AADC: % = b < b*=cp (Das ist der Kathetensatz.)
p

(2) AABC~ABCD: —= 2o 2= cq (Das ist der Kathetensatz.)
q

(3) AADC ~ ABCD: % = h < h*=pq (Das ist der Hohensatz.)
q

Aus (1) und (2) konnen wir bekanntlich leicht den Satz des Pythagoras her-
leiten. Damit haben Sie eine erste Variante fiir die Satzgruppe des Pythagoras
und eine weitere Beweisart fiir den Satz des Pythagoras kennen gelernt.
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Ubung:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Beweisen Sie den Satz von Pythagoras mit dem Kathetensatz.

In einem Quader sind die Langen der Kanten a, b und ¢ gege-
ben. Berechnen Sie die Linge der Raumdiagonalen.

Berechnen Sie fiir ein gleichseitiges Dreieck die Lange der
Hohe, den Radius des Umkreises und den Radius des Inkrei-
ses bei gegebener Kantenlénge.

Wie hoch ist ein Tetraeder bei bekannter Kantenlénge?

A-Stadt liegt genau siidlich von B-Stadt. Zwischen A-Stadt
und B-Stadt verlduft die 50 km lange ICE-Strecke genau ge-
radlinig. Auf dieser Strecke verungliickt der ICE auf seinem
Weg nach B-Stadt nahe C-Dorf. Gliicklicherweise befinden
sich 40 km westlich von A-Stadt und 30 km westlich von B-
Stadt medizinische Rettungszentren. Unmittelbar nach Ein-
gang des Notrufs starten in beiden Zentren Hubschrauber' in
Richtung der Unfallstelle und treffe n dort gleichzeitig ein.
Wie weit ist der Unfallort von A-Stadt entfernt.

Wie ldsst sich Aufgabe 5 zeichnerisch 16sen?

Entnehmen Sie der folgenden Figur einen Beweis des Hohen-
satzes (Ergdnzungsgleichheit).

oy N

p p

Beweisen Sie den Hohensatz abbildungsgeometrisch.

2 Gehen Sie davon aus, dass sich die Hubschrauber geradlinig und mit
gleicher (Durchschnitts-) Geschwindigkeit auf den Unfallort zubewegen.
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6.5 Der goldene Schnitt

Betrachten Sie zum Einstieg in dieses Kapitel die Rechtecke in Abbildung
197 und entscheiden Sie spontan, welches Thnen am besten gefllt.

a b c

Abb. 197: Goldsuche

Wir haben diese Schonheitskonkurrenz der Rechtecke regelméfig in unseren
Vorlesungen durchgefiihrt, wobei wir nach Art der fritheren Saalwetten in der
Fernsehsendung ,,Wetten dass ...?* die Studierenden fiir ihr Lieblingsrechteck
applaudieren lieBen. RegelmiBig zeichneten sich im ersten Durchgang zwei
klare Favoriten ab, ndmlich die Rechtecke a und e. Bei der anschlieBenden
Stichwahl setzte sich bisher immer Rechteck e als Sieger durch.

Wihrend Rechteck f (Seitenldngenverhiltnis 9:10) vielleicht keine Chance
hat, da es aussicht wie ein missgliicktes Quadrat, und das doppelquadratische
Rechteck ¢ evtl. etwas magersiichtig wirkt, obwohl (oder gerade weil?)
unsere Geldscheine annihernd dieses Format haben, erstaunt das schlechte
Abschneiden von b (3:4) und d (4:5) doch auf den ersten Blick. Was macht
uns die Rechtecke a und e so vertraut und gefillig?

Rechteck a hat unser Din-A-Format, seine Seitenldngen stehen im Verhéltnis
1:42 , das sich bei Halbierung erhilt (vgl. Kapitel 4.3). Es entstehen durch
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die fortgesetzte Halbierung lauter dhnliche Rechtecke. Von daher ist es nicht
verwunderlich, dass uns dieses Rechteck als alter Bekannter gut gefillt.

Das Rechteck e hat eine andere, aber nicht weniger bemerkenswerte Eigen-
schaft. Trennt man von ihm das grétmogliche Quadrat ab, so ergibt sich ein
,Restrechteck®, bei dem die Seitenldngenverhéltnisse identisch zu denen im
Ausgangsrechteck sind. Auch diesen Prozess des Abtrennens grofitmoglicher
Quadrate kann man beliebig lange fortsetzen, es entstehen als Reste lauter
zueinander dhnliche Rechtecke.

Bei einem Rechteck mit dieser Eigenschaft stehen die Seitenldngen im Ver-
héltnis des goldenen Schnitts zueinander, ein Verhiltnis, das uns offenbar als
besonders isthetisch erscheint. Wir finden es in der Kunst, in der Architektur,
am menschlichen Korper, im Bauplan von Schneckengehédusen, der Anord-
nung von Bliitenbléttern, dem Samenstand von Tannenzapfen, in Galaxien, in
der Musik, im Buchdruck usw.

Wir wollen uns hier nicht in die Diskussion begeben, ob der goldene Schnitt
quasi ein Bauplan der Natur ist, den wir Menschen entdeckt haben, oder ob
wir den goldenen Schnitt nachtriglich in viele Phanomene hinein interpretie-
ren, weil er uns so sinntrachtig erscheint. Gehen wir die Sache niichtern an.

Als eine Anwendung des Satzes von Pythagoras, aber auch wegen der eigen-
standigen Bedeutung innerhalb der Mathematik betrachten wir am Ende des
Kapitels zur euklidischen Geometrie den goldenen Schnitt. SchlieBlich run-
den wir auf diese Weise das Kapitel 5 zu den geometrischen Grundkonstruk-
tionen ab, indem die Konstruierbarkeit von weiteren Figuren und Winkeln
gezeigt wird.

Definition 1: Goldener Schnitt

Eine Strecke AB wird durch den Teilpunkt X genau dann
im goldenen Schnitt geteilt, wenn gilt:

I(AB) _ I(AX)
(AX) 1(XB) 1; X S

Bezeichnet man die Lange der Strecke AB mit a und die Lénge der Strecke
AX mit x, woraus sich dann fiir die Strecke XB die Liange a — x ergibt, so

Lo . .. . a p'e
lasst sich die Beziehung aus Definition 1 auch so notieren: — = (1).

X a—Xx
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Wie aber kommt man nun an die Lage des Punktes X, der die Strecke AB im
goldenen Schnitt teilt?

Wir beginnen mit Gleichung (1) und formen diese um:

E: X
X a—Xx
2
= a(a-x)=x
2 2
= x tax—a =0
2 2
) a Sa a a
= Xp= =%, =| ta7 = ——*,[— = ——F=—=+/5
b2 (] 27\ 4 2 2\/—
(-1 (=5-1
= x;= 3 a und x,= 5 a

= x;~0,618a und x, ~—1,618a

Der Wert fuir x; lédsst sich leicht interpretieren. Er gibt uns zur vorgegebenen
Streckenldnge a an, welche Linge x die Stecke haben muss, die wir von A
abtragen, um zum Teilpunkt X zu gelangen. Betrigt a beispielsweise 6 cm,
dann teilt X die Ausgangsstrecke in Stiicke zu ca. 3,71 cm und 2,29 cm. Das
langere Teilstiick einer im goldenen Schnitt geteilten Strecke nennt man
uibrigens major, das kiirzere Stiick hei3t minor.

Wie aber ldsst sich die negative Losung der obigen quadratischen Gleichung
interpretieren? Wir ignorieren das Vorzeichen und tragen die Lange 1,681a
von B aus nach links an und erhalten einen ,duBeren* Teilpunkt X', im
Beispiel unserer Strecke von 6 cm liegt X' ca. 9,71 cm links von B. In diesem

Fall teilt A die Strecke X'B im goldenen Schnitt, es gilt also

X2

Abb. 198
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Mit dem Ausdruck goldener Schnitt bezeichnet man den Vorgang der Tei-
lung, den Teilpunkt X und auch das Verhéltnis a:x. Um keine babylonische
Sprachverwirrung zu stiften, werden wir nur den Vorgang der Teilung als
solchen als goldenen Schnitt bezeichnen. Fiir den Punkt X werden wir For-
mulierungen wie ,,der Punkt X teilt die Strecke im goldenen Schnitt* ver-
wenden, und die Konstante a:x werden wir, wie die meisten unserer Kolle-
ginnen und Kollegen, ® nennen"’. Fiir die ganz groBen Zahlenliebhaber unter
Thnen sei die irrationale Zahl @ mit so vielen Nachkommastellen angegeben,
wie sie der Satzspiegel vertrégt.

O = 1,61803398874989484820458683436563811772030917980576286213

Wie oben versprochen werden wir nun eine weitere Anwendung des Satzes
von Pythagoras vorstellen und Thr Repertoire an geometrischen Grundkon-
struktionen erweitern. Unser Ziel ist die Teilung einer Strecke im goldenen
Schnitt unter ausschlieBlicher Verwendung der euklidischen Werkzeuge.

Dazu zeichnen wir zunichst die Strecke, die im goldenen Schnitt geteilt wer-
den soll. Thre Lange betrage a. Wir errichten in einem Endpunkt der Strecke

. a . .
das Lot und tragen auf dem Lot von B aus die Linge 5 ab. Hier memorieren

Sie die Grundkonstruktionen ,,Strecke halbieren (vgl. Kapitel 5.4.2), ,,Lot
errichten” (vgl. Kapitel 5.4.3) und ,,Abtragen von Strecken“ (vgl. Kapitel
5.4.1).

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras sollte es
Thnen nun leicht gelingen, die Lange der a5

Hypotenuse des resultierenden  recht- a
winkligen Dreiecks zu bestimmen. Sie betragt 2
a .
c=—+/5.
2 a

" Der Buchstabe @ ehrt den griechischen Bildhauer Phidias (ca. 500 bis 432
v. Chr.), in dessen Arbeiten der goldene Schnitt hiufig zu finden ist bzw.
nachtrédglich hinein interpretiert wurde. Phidias ist der Schopfer der Zeus-
statue zu Olympia, die zu den 7 antiken Weltwundern gehort.
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Tragen wir nun mit Hilfe eines Zirkels die

a . .
Lénge 5 von dieser Hypotenuse ab, so ergibt

a
sich als Lange des ,,Restes der Hypotenuse i 2
die Liange 3\/——3 = V51 a. Damit [\/5271]3 \\‘
€2 2 7 N
haben wir das ldngere Stiick (major) der im a !X —=

goldenen Schnitt geteilten Ausgangsstrecke
konstruiert. Tragen wir diese Lange auf die
Ausgangsstrecke ab (erneuter Zirkeleinsatz!),
so haben wir den Teilpunkt X erzeugt.

Sie sind jetzt in der Lage, eine gegebene Strecke im goldenen Schnitt zu
teilen. Neben der hier vorgestellten, besonders populdren Konstruktion gibt
es eine Reihe anderer Konstruktionsmoglichkeiten, die Sie bei Interesse in
einschlidgigen Lehrwerken oder im Internet nachschlagen konnen. Eine
weitere Grundkonstruktion wollen wir Thnen nicht vorenthalten. Thr Ziel ist
die Verldngerung einer gegebenen Strecke, z. B. der Seite eines Quadrats, so
dass bei Beibehaltung einer Quadratseite ein Rechteck entsteht, dessen Seiten
im Verhéltnis des goldenen Schnitts zueinander stehen.

Wir zeichnen ein Quadrat mit Seitenldnge x, dessen Eckpunkte wir nach
einem beriithmten Fufballer oder auch dem Onkel der Autorin GERD nennen.
In einem ersten Schritt konstruieren wir den Mittelpunkt M der Quadratseite

DR . Es entsteht ein rechtwinkliges Dreieck REM' mit den Seitenléingen x
und % (s. Abbildung 166). Die Berechnung der Lange der Hypotenuse EM
dieses Dreiecks haben Sie in der vorangegangenen Konstruktion schon
geleistet. Sie betragt %\/g . Wenn wir nun die Quadratseite DR iiber R

hinaus verliangern und von M ausgehend diese Hypotenusenlidnge auf die
Gerade DR iibertragen, so erhalten wir einen Punkt L, der von D den Abstand

%-ﬁ-%\/g hat, zu DR also in dem magischen Verhiltnis des goldenen

Schnitts steht. Errichten wir in L nun noch das Lot auf DR und verldngern die
Quadratseite GE tiiber E hinaus, so ergibt sich der Schnittpunkt O von Lot

' Beachten Sie auch hier die geschickte Wahl der Bezeichnungen.
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und verlingerter Quadratseite. Das resultierende Rechteck GOLD'? ist eines,
in dem sich die Seitenldngen im goldenen Schnitt verhalten. Auch das
Rechteck REOL ist ein Goldenes. Beweisen Sie das zur Ubung.

D M R L
X \ X
2 N2 ]
X X 5 X ///
27 y
Abb. 199 G ~“E 0

Definition 1: Goldenes Rechteck, goldenes Dreieck

Ein Rechteck heillt goldenes Rechteck, wenn seine
Seitenldngen zueinander im Verhiltnis @ stehen.

Ein gleichschenkliges Dreieck heiit goldenes Dreieck,
wenn Basis und Schenkel zueinander im Verhéltnis ©
stehen.

® ist eine irrationale Zahl. Sie alle wissen, dass sich /5 nicht als Bruch
darstellen lédsst, folglich kann auch ® keine rationale Zahl sein. Diese
Erkenntnis hatten die alten Griechen jedoch noch nicht. So waren die
Pythagoreer tiberzeugt, dass sich die Welt vollstindig durch ganze Zahlen
beschreiben lisst. Diese Gewissheit widerlegte Hippasos von Metapont'®
ausgerechnet am Pentagramm, dem Symbol der Pythagoreer, indem er
nachwies, dass sich das Verhidltnis von Seite und Diagonale eines
regelmiBigen Fiinfecks nicht durch einen Bruch darstellen lédsst, eine
Erkenntnis, die er verdffentlichte. Der Legende nach soll Hippasos fiir diesen
Frevel im Meer ertréinkt worden sein'”.

Sehen wir uns das regelmifige Fiinfeck und die durch seine Diagonalen
gegebenen flinfzackigen Stern ndher an (Abbildung 200). Wir entdecken

!5 Beachten Sie wiederum die iiberaus einprigsame Bezeichnung der Punkte.

'S Hippasos von Metapont lebte ca. 450 v. Chr. in Griechenland.

7 Neueren historischen Untersuchungen nach spielten eher politische Quere-
len eine entscheidende Rolle, nicht die Existenz irrationaler Zahlen.
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zundchst eine Fiille von zueinander kongruenten, gleichschenkligen Drei-
ecken. Kongruent zueinander sind:

AABD, ABCE, ACDA, ADEB, AEAC,
aber auch AABC, ABCD, ACDE, ADEA, AEAB,
sowie AHBC, AICD, AJDE, AFEA, AGAB
und AHGA, ATHB, AJIC, AFJD, AGFE.
D

Abb. 200 A B

Noch spannender ist aber die Ahnlichkeit der auftretenden Dreieckstypen.
Zur Erinnerung: Zwei Dreiecke sind zueinander dhnlich, wenn sie in ihren
WinkelmaBen tibereinstimmen. Untersuchen wir also die WinkelmafBe in der
Figur aus Abbildung 201. Wir listen die MaBe lediglich mit kurzer
Begriindung auf.

- w(XxCMD) = 72° (ein Fiinftel von 360°)

- w(£DCM) = w(<MDC) = (180° — 72°):2 = 54° (ACDM gleichschenklig)
- w(<EDC)=2-54°=108°

- w(xCED) = w(<DCE) = (180° — 108°):2 = 36° (AECD gleichschenklig)
- w(XEDF) = w(xJDC) = 36° (AEFD und AJCD gleichschenklig)

- w(¥xADB) = 108° — 2:36° = 36°

- w(¥DBA) = w(<BAD) = (180° — 36°):2 = 72°

- w(xGBA) = 180° — 2.72° = 36°

- w(¥HAG) = 36°

- w(¥xGHA) = w(xAGH) = 72°
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Abb. 201

Wegen derselben Winkelmafle (72°, 72°, 36°) sind die spitzwinkligen Drei-
ecke AABD, AAGB und AHGA zueinander dhnlich. Also gilt:

I(AB) _1(AG) _1(GH)
I(AD) 1(GB) 1(HA)
Damit teilt G die Strecke AD im goldenen Schnitt, H teilt GB golden.

Die Ahnlichkeit gilt auch fiir den anderen Typ auftretender Dreiecke, den
stumpfwinkligen mit den Basiswinkeln von 36° und dem dritten Winkel von
108°. Ahnlich sind also AECD, AEFD, AIF usw. Auch hier teilen
entsprechende Punkte Strecken im goldenen Schnitt, z. B. teilen E oder auch

J die Strecke EC in diesem Verhiltnis. Goldener Schnitt, wohin man blickt!

Satz 21: Die Basiswinkel eines spitzen goldenen Dreiecks betragen
72°, die eines stumpfen goldenen Dreiecks betragen 36°.
Umgekehrt ist jedes gleichschenklige Dreieck mit diesen
WinkelmafBen ein goldenes Dreieck.

Da wir gesehen haben, dass beim reguldren Fiinfeck Fiinfecksseite und Dia-
gonale zueinander im Verhéltnis des goldenen Schnitts stehen, konnen wir
das reguldre Finfeck mit Zirkel und Lineal konstruieren. Wir fithren die
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Konstruktion fiir eine gegebene Seitenléinge x des Fiinfecks. Zur Ubung soll-
ten Sie die Konstruktion zu einer gegebenen Diagonalenlédnge durchfiihren.

Konstruktion:
1. Zeichne AB mit 1(A7B) =X.
2. Konstruiere Mittelpunkt M
von AB.

. Errichte Lot 1 zu AB in B.

4. kB, r;=x)n1={H;}

5. koM, r2 = 1(MH, )) N gag =

{H>} (AH, ist die goldene

W

Verldngerung von AB J)

6. ks(A, 13 = I(AH, ))
7. ko(B, 14 =x)
8. ksnk,={C}

9. ks(C, 15 =x)"®
10. k3 M k5 = {D}
11. k6(D, T = X)
12. k7(A, ;= X)
13. k6 M k7 = {E}
14. B mit C, C mit D, D mit E und E mit A verbinden.

Aufler der Konstruktion des regelmiBigen Fiinfecks gelingt uns nun auch
zum Beispiel die Konstruktion des regelmifBigen Zehnecks. Weiter sind alle
in Abbildung 201 auftretenden Winkel mit den euklidischen Werkzeugen
konstruierbar, damit auch ihre Hilften, Viertel usw.

'8 Hier sind Variationen moglich. Statt des Kreises um C mit dem Radius x
wiirde auch ein Kreis um B mit Radius 1( AH, ) zur Ecke D fiihren.
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Ubung:

1))

2)

3)

4

Konstruieren Sie ein reguldres Fiinfeck, dessen Diagonalen
die Lange 9 cm haben.

Konstruieren Sie ein reguldres Zehneck mit Seitenldnge 5 cm.

Vergrofiern Sie ein Quadrat mit der Seitenlédnge x = 6 cm zu
einem goldenen Rechteck mit den Seitenldngen x und a
(Konstruktionsbeschreibung). Beweisen Sie, dass das
angebaute” Rechteck ebenfalls ein goldenes Rechteck ist.

Die Westseite des Parthenon-Tempels (Akropolis) passt recht
gut in ein goldenes Rechteck. Der Tempel ist 23,5 m breit.
Wie hoch muss der Giebel (im Bild rekonstruiert) gewesen
sein? Es sieht so aus, als habe die gepunktete waagerechte
Linie von der Rechtecksseite und der gestrichelten
waagerechten Linie denselben Abstand. Ist das blo eine
Té&uschung?
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7.1 Einstiegsproblem

Mit dem Kantenmodell eines Quaders und unterschiedlichen Lichtquellen
kann man Schattenbilder des Quaders erzeugen und auf Papier festhalten.
Auf diese Weise erhdlt man ebene Darstellungen eines dreidimensionalen
Objektes. Dabei fillt auf, dass das immer gleiche Kantenmodell ganz ver-
schiedene Schattenbilder ergibt. Der Schatten ist zum einen davon abhéngig,
in welcher Lage wir das Kantenmodell halten und in welchem Abstand zur
Wand es sich befindet. Zum anderen hingt das Schattenbild davon ab, wel-
che Art von Lichtquelle den Schatten erzeugt. Die parallelen Lichtstrahlen
des PKW-Abblendlichts erzeugen einen Schatten wie in Abbildung 203.
Auch direkt einfallendes Sonnenlicht erzeugt einen derartigen Schatten. Zwar
ist unsere Sonne ein ,,Punkt“strahler, aber durch ihre enorme Entfernung
erreichen uns auf der Erde praktisch nur noch parallele Lichtstrahlen.

Abb. 203 (in Anlehnung an DIFF 1978, HE 4, S. 63)

Einen ganz anderen Schatten erhilt man, wenn das Kantenmodell des Qua-
ders von einer punktférmigen Lichtquelle beschienen wird (Abbildung 204).
Wir vergleichen die Schattenbilder miteinander. Beim Versuch mit parallelen
Lichtstrahlen sind alle am Quader parallel verlaufenden Kanten auch im
Schattenbild parallel. Beim Versuch mit der punktférmigen Lichtquelle trifft

S. Miiller-Philipp, H.-J. Gorski, Leitfaden Geometrie,
DOI 10.1007/978-3-8348-8616-3_7,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2012
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dies nicht mehr fiir alle Quaderkanten zu, die in Wirklichkeit parallel sind. So
verlaufen die nach hinten wegstrebenden Kanten im Schattenbild nicht mehr
parallel. Verldngert man diese Kanten, so stellt man fest, dass sie sich in
einem Punkt schneiden. Die tibrigen Quaderkanten wurden allerdings auf
parallele Kanten abgebildet.

“

Abb. 204 (in Anlehnung an DIFF 1978, HE 4, S. 48)

Dreht man das Kantenmodell so, dass seine Vorderseite nicht mehr parallel
zu der Wand liegt, auf der wir seinen Schatten untersuchen, dann verlieren
weitere Kanten im Bild ihre Parallelitit. Hdlt man das Kantenmodell so, dass
keine Kante mehr senkrecht oder parallel zu der Wand verlduft, auf der wir
das Schattenbild betrachten, so gibt es im Bild keinerlei Parallelitdt mehr.

Eine Abbildung eines Objektes in eine Ebene nennt man Projektion. Eine
Projektion, die dem Schattenbild bei parallel einfallendem Licht entspricht,
hei3t Parallelprojektion. Eine Abbildung, bei der die Projektionsstrahlen aus
einem Punkt kommen, wird als Zentralprojektion bezeichnet. Abbildungen,
die durch Zentralprojektion entstehen, nennt man Perspektive. Perspektive
Bilder erscheinen uns besonders anschaulich, weil auch unser Auge solche
Bilder auf der Netzhaut produziert. Auch Fotografien sind perspektive Bilder
(s. Abbildungen 205 und 206). Perspektive Bilder tragen auch dem Umstand
Rechnung, dass uns Gegenstinde umso kleiner erscheinen, je weiter sie von
uns entfernt sind. Die hinten liegende Quaderkante erscheint unserem Auge
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z.B. kiirzer als die vorne, obwohl sie in Wirklichkeit natiirlich gleich lang
sind. Denken Sie z.B. an Bahngleise, die sich in der Ferne zu treffen scheinen
(Abbildung 205).

Abb. 205 Abb. 206

Die Anschaulichkeit perspektiver Bilder bringt aber auch Nachteile mit sich.
Zum einen ist es eine recht anspruchsvolle Aufgabe, solche Bilder zu zeich-
nen. Zum anderen kann man einem perspektiven Bild nur schwer Liangen-
oder Winkelmalle entnehmen. Beides ist bei der Parallelprojektion schon
leichter. Denken Sie aber auch an Architekten oder Werkzeugmacher. Die
brauchen Abbildungen, aus denen jederzeit die Abmessungen des Originals
leicht zu ermitteln sind. Ein Architekt bedient sich dabei Grundrisszeichnun-
gen und Seitenansichten eines Hauses mit Angabe eines moglichst einfachen
Mafstabs. Grundriss und Seitenansichten entstehen durch eine spezielle
Parallelprojektion. Dabei verlaufen die Projektionsstrahlen senkrecht zur
Bildebene (s. Abbildung 207). Man spricht hier von einer orthogonalen
Parallelprojektion.

Bei dieser Projektion entstehen auf drei Bildebenen jeweils Ansichten des
Objektes, bei denen alle zur Bildebene parallelen Strecken und Winkel in
ithrer wahren Grof3e abgebildet werden. Der Nachteil dabei ist, dass man aus
verschiedenen Ansichten, die alle fiir sich wenig anschaulich sind, sich im
Kopf ein Gesamtbild des Objektes zusammensetzen muss.
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Abb. 207

In diesem Kapitel sollen Sie lernen, ebene Abbilder rdumlicher Objekte nach
verschiedenen Verfahren herzustellen. Durch das eigenstdndige Herstellen
solcher Bilder werden Sie auch besser in der Lage sein, vorgegebene Dar-
stellungen wie technische Zeichnungen, Karten oder Baupldne zu interpretie-
ren. Damit einher geht eine Schulung des rdumlichen Vorstellungsvermo-
gens. Zudem miissen Sie als Lehrerin oder Lehrer jederzeit in der Lage sein,
eine Skizze eines geometrischen Korpers an die Tafel zu bringen oder eine
saubere Zeichnung flir ein Arbeitsblatt zu produzieren. Die hierbei fiir Sie
sicherlich wichtigste Darstellungsart ist die des Schréigbildes (Abbildung
203), mit der wir beginnen werden. In vielen Bereichen des Alltags sind
Bilder, die durch die orthogonale Parallelprojektion entstehen, von grofer
Bedeutung (Abbildung 207). Diese sogenannte Dreitafelprojektion wird in
Kapitel 7.3 behandelt. Zum Schluss gehen wir auf perspektive Bilder ein.
Dabei sollen Sie auch den Zusammenhang zwischen den Darstellungsarten
kennen lernen, also wie man z.B. aus einem Grundriss und einer
Seitenansicht eines Objektes sein Schriagbild erzeugen kann.

Ubung: 1) Vollziehen Sie das Experiment mit dem Kantenmodell des
Quaders und unterschiedlichen Lichtquellen und Lagen mit
anderen Korpern nach. Kantenmodelle kénnen Sie leicht aus
Knete und Schaschlikspieflen herstellen.
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2) Experimentieren Sie in dieser Weise auch mit einer kreisfor-
migen Pappscheibe. Welche Schatten kénnen Sie erzeugen?

3) Unten sehen Sie drei Ansichten eines Korpers. Versuchen Sie
sich vorzustellen, wie der Korper aussieht. Zeichnen Sie ein
moglichst anschauliches Bild dieses Korpers.

7.2 Axonometrie

Die Axonometrie ist eine schrége Paral-
lelprojektion, d.h. die Projektionsstrahlen
treffen nicht orthogonal, sondern schrig
auf die Bildebene B auf. Die Schnitt-
punkte der Projektionsstrahlen durch P
und Q erzeugen in der Bildebene die
Bildpunkte P' und Q'.

Abb. 208
Die wichtigsten Eigenschaften der Axonometrie sind:

- Geraden, die nicht parallel zur Projektionsrichtung verlaufen, werden auf
Geraden abgebildet (Geradentreue), Parallelen zur Projektionsrichtung
auf Punkte.
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- Parallele Geraden werden auf parallele Geraden abgebildet (Parallelen-
treue), sofern sie nicht parallel zur Projektionsrichtung sind.

- Die Axonometrie ist ldngenverhdltnistreu, insbesondere bleibt ein Mit-
telpunkt im Original auch Mittelpunkt im Bild.

- Jede Figur, die in einer zur Bildebene parallelen Ebene liegt, wird auf
eine kongruente Figur abgebildet.

Zwei Sonderfille der schridgen Parallelprojektion sind in der Darstellenden
Geometrie von besonderer Bedeutung. Es handelt sich um die Kavalier-
projektion und die Militdrprojektion, die man oft (falschlicherweise, da es
sich nicht um perspektive Bilder handelt) als Kavalier- bzw. Militér- oder
Vogelperspektive bezeichnet. Bei der Erstgenannten stellt man sich die Bild-
ebene vertikal vor (wie die Zimmerwand in Abbildung 203), bei der Zweitge-
nannten projizieren wir auf eine horizontale Bildebene (Fuflboden). Bei der
Axonometrie wird zusammen mit dem Objekt meist ein rdumliches Koordi-
natensystem (,,Koordinatendreibein®, s. Abbildung 209) auf die Bildebene
projiziert. Bei der Kavalierprojektion wird dabei also die yz-Ebene (Abbil-
dung 210), bei der Militdrprojektion die xy-Ebene (Abbildung 211) parallel
zur Bildebene gelegt.

X 4 1
y X y
X
Kavalierprojektion Militérprojektion
Abb. 209 Abb. 210 Abb. 211

Somit werden also einmal eine Seitenansicht des Objektes und einmal der
Grundriss in wahrer GroBle abgebildet. Die Malstdbe auf und der Winkel
zwischen der y- und der z-Achse (Kavalierprojektion) bzw. der x- und der y-
Achse (Militarprojektion) liegen also fest (1:1, 90°). Das Mal} des anderen
Winkels o ist frei wihlbar, ebenso der Mafistab auf der dritten Achse. Man
wird allerdings nach Winkelmaf3en fiir o und einem Verkiirzungsfaktor q fiir
die dritte Seite suchen, die ein besonders anschauliches Bild liefern und die
zeichentechnisch einfach zu handhaben sind. Sie sollten an dieser Stelle
unbedingt mit verschiedenen Maflen fiir o und q experimentieren.
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Bei der Kavalierprojektion eignen sich als Winkelmall w(o) besonders gut
135° und 45° (die Diagonalen bei kariertem Papier), die Parallelen zur x-

Achse verkiirzt man am besten mit einem Faktor von q = 1:2 oder q = 1: V2
(1 cm 2 1 Késtchendiagonale bei kariertem Papier). Fiir das abzubildende

Objekt wihlen wir eine besonders einfache Lage (Kanten parallel zu den
Achsen). Wir betrachten einige Darstellungen eines Wiirfels:

w(a) = 135°, q = % w(a) = 135°, q = - w(o) = 45°, q = ——

5
&

Abb. 212

Alle drei Wiirfeldarstellungen wirken recht an-
schaulich. In Abbildung 212 wurden die bei ei-
nem Massivkorper sichtbaren Kanten stérker
ausgezeichnet als die nicht sichtbaren Kanten.
Dabei gehen wir davon aus, dass wir in das Ko-
ordinatendreibein hineinsehen wie in eine Zim-
merecke. Wir konnen uns jedoch auch vorstellen,
dass alle Achsen von uns wegstreben. Wir sehen
den Wirfel dann von unten. Durch Betonung der
dann sichtbaren Kanten kann dieser Eindruck
verstiarkt werden (Abbildung 213). Abb. 213

Bei der Militarprojektion ist das Winkelmal3 w(a) = 135° nicht besonders
geeignet. In Abbildung 214 erkennt man, dass die vorne und die hinten
liegende Wiirfelkante im Bild auf einer Linie liegen, was zu ungewiinschten
Uberschneidungen fithren kann. Besser wihlt man ein WinkelmaB von 120°
oder 60°. Die Mafle auf der z-Achse werden oft ebenfalls in wahrer Grof3e
gezeichnet oder im Maf3stab 1:2 oder 2:3 verkiirzt dargestellt.
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aae

w(a) =135° q= w(a) =120°% q=1 w(a) =120°, qf -

Abb. 214

Wir wollen nun ein Satteldachhaus in Kavalier- und in Militdrprojektion
zeichnen. Das Haus soll 6 Einheiten lang und 4 Einheiten breit sein. Das
Erdgeschoss ist 2 Einheiten hoch, das Dach 3 Einheiten. Wir platzieren es so
im Koordinatendreibein, dass eine Ecke im Ursprung liegt und drei Kanten
auf den Achsen liegen. Die ldngere Hausseite soll auf der x-Achse liegen. Fiir
die Kavalierprojektion legen wir w(a) = 135° und q = 0,5 fest, fiir die Mili-
tarprojektion wihlen wir w(a) = 120° und q = 1 (Abbildung 215). Um die
Unterschiede deutlich zu machen, zeichnen wir entsprechende Bilder neben-
einander.
stz stz

Abb. 215 6/«
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Abb. 216

Zunichst zeichnen wir das Erdgeschoss
nach der Regel, dass Parallelen am Ob-
jekt auch im Bild parallel verlaufen
(Abbildung 216).

Abb. 217

Wir setzen das Dach auf, indem wir auf
den Mittelpunkten der Giebelseiten die
Hohe parallel zur z-Achse in wahrer
Grofe abtragen und die entsprechenden
Punkte miteinander verbinden (Abbil-
dung 217).
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Abb. 218

Hier wurden alle Hilfslinien ausra-
diert und die sichtbaren Kanten dick
nachgezeichnet.

Quader, aus Wirfeln zusammengesetzte Korper, einfache Hauser, allgemein
Korper, bei denen iiberwiegend rechte Winkel auftreten, lassen sich in der
beschriebenen Weise recht leicht darstellen. Wie erhédlt man aber das
axonometrische Bild eines Korpers, der keine rechten Winkel aufweist oder
krummlinig berandete Fldchen besitzt? Wir wollen dies am Beispiel des
Tetraeders und des Zylinders untersuchen.

Wir platzieren das Tetraeder, wel-
ches die Kantenldnge 4 Einheiten
haben soll, so in unser Koordinaten-
dreibein, dass eine Kante auf der y-
Achse liegt und eine Ecke im Ur-
sprung. Die Seitenflichen sind
gleichseitige Dreiecke. Eines haben
wir in der yz-Ebene in wahrer Grof3e
abgebildet (Abbildung 219). Die
Hohe in diesem Dreieck, die im
rechten Winkel zur Grundseite steht,
wird parallel zur x-Achse und auf
die Hilfte verkiirzt abgebildet. Die
wahre Hohe entnehmen wir der
Zeichnung oder wir berechnen sie
mit dem Satz des Pythagoras.

/N

/1N

Abb. 219
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Die Tetraederhohe steht senkrecht
auf der Grundfliche, sie wird also in
wahrer Grofe parallel zur z-Achse
abgebildet. Thr FuBpunkt ist der
Schwerpunkt des Grundfldachendrei-
ecks, den wir als Schnittpunkt
zweier Seitenhalbierender konstruie-
ren konnen (Abbildung 220). Be-
denken Sie, dass bei der Axono-
metrie Lidngenverhiltnisse erhalten
bleiben. Die Hohe eines Tetraeders
mit der Kantenldnge a haben Sie
frither schon berechnet (Ubung (4),

Kapitel 6.4). Sie betrdgt H = \E a,

also in unserem Fall gilt
H ~ 3,3 Einheiten.

Durch die Hohe haben wir die vierte
Tetracderecke gefunden. Wir
vervollstindigen die Zeichnung,
entfernen Hilfslinien und zeichnen
die sichtbaren Kanten dick nach. Die
nicht sichtbare Tetraederkante sollte
man der besseren Anschaulichkeit
wegen dinn oder  gestrichelt
mitzeichnen (Abbildung 221).

T

L =7

Abb. 220

>

Abb. 221

Zum Schluss betrachten wir die axonometrische Darstellung eines Zylinders.
Ein stehender Zylinder ist in der Militdrprojektion einfach zu zeichnen, da
seine kreisformige Grundfliche in der xy-Ebene ebenfalls als Kreis darge-
stellt wird (Abbildung 222). Ebenso unproblematisch ist das Zeichnen eines
liegenden Zylinders, dessen Achse parallel zur x-Achse verlduft, in der

Kavalierprojektion (Abbildung 223).

Schwieriger ist die Darstellung eines stehenden Zylinders in der Kavalier-
projektion. Die kreisférmige Grundflache erscheint in der xy-Ebene verzerrt
und in Richtung der x-Achse verkiirzt (Abbildung 224). Die Grundfliche hat
die Gestalt einer Ellipse. Wie aber konstruieren wir diese Ellipse?
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Abb. 222 Abb. 223 Abb. 224

Wie beim Tetraeder zeichnen wir den Kreis in wahrer Gro83e in der yz-Ebene.
Der Durchmesser soll 4 Einheiten betragen. Um den Kreis zeichnen wir ein
achsenparalleles Quadrat, dessen Seiten Tangenten an den Kreis sind. Das
Bild dieses Quadrates in der xy-Ebene zeichnen wir nach den bekannten
Regeln. Die Seitenmittelpunkte des so entstandenen Parallelogramms sind
vier Punkte der Ellipse (Abbildung 225).

LN
[ )
\ /
NUDZ

N |
£ )
SANSE T — R
Tj
Abb. 225 Abb. 226

Wem diese vier Punkte zum Zeichnen der Ellipse noch zu wenig sind, der
kann sich weitere Punkte konstruieren, indem er achsenparallele Sehnen des

Kreises wie AB in Abbildung 226 in die xy-Ebene projiziert. Die Lange von
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A'B' ist ebenso grol wie die von AB, A'B' ist ebenfalls parallel zur y-
Achse, ihr Abstand von der y-Achse ist auf die Hilfte gekiirzt. Allgemein
hilft das Projizieren eines Quadratrasters in die xy-Ebene wie in Abbildung
226 bei der Darstellung krummlinig berandeter oder unregelméfiger Figuren.
Hat man die Grundfliche des Zylinders konstruiert, so werden zwei Tangen-
ten an die Ellipse gezeichnet, die die Mantelfliache darstellen (parallel zur z-
Achse, in wahrer Gréfie), und anschlieend die ellipsenformige Deckfléche
eingezeichnet. Thre Punkte erhdlt man am einfachsten, indem man von eini-
gen Punkten der Grundfldche die Zylinderhohe senkrecht nach oben abmisst.

Ubung: 1) Zeichnen Sie in Kavalierprojektion das Bild eines Zylinders,
dessen Grundfliche in der xy-Ebene liegt. Der Radius der
Grundflédche sei 3 cm, die Hohe betrage 5 cm.

2) Zeichnen Sie das Wiirfelgebaude aus Ubung (3), Kapitel 7.1,
axonometrisch. Der hochste Wiirfelturm soll im Ursprung
stehen. Zeichnen Sie nur die sichtbaren Kanten. Die ,,Klebe-
kanten®, d.h. solche, wo zwei Wiirfelflichen in einer Ebene
aneinandergrenzen, sollen nicht eingezeichnet werden.

a) Kavalierprojektion, w(a) = 135°,q=10,5

b) Militirprojektion, w(a) = 120°, q = 1

3) Zeichnen Sie dasselbe Wiirfelgebdude in anderen Lagen.

4) Rechts sehen Sie den Bauplan D C
eines komplexeren Wiirfelge- 2 4 3
baudes. Die Kantenlidnge jedes
Wiirfels betrage 2 cm.
Zeichnen Sie nur die sichtba- 1 2 2
ren Kanten. A B

a) Kavalierprojektion, w(a) = 135°, q = 0,5. Die Gebdude-
ecke C soll im Ursprung liegen, D auf der x-Achse.

b) Militdrprojektion, w(a) = 120°, q = 1. Die Gebdudeecke
D soll im Ursprung liegen, A auf der x-Achse.
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7.3 Dreitafelprojektion

Bldttern Sie zuriick zur Abbildung 207. Dort wurde unser Kantenmodell
eines Quaders durch eine spezielle Parallelprojektion auf den FuBboden (xy-
Ebene) und zwei Winde (yz-Ebene und xz-Ebene) abgebildet. Dabei verlie-
fen die Projektionsstrahlen jeweils senkrecht zu den drei Bildebenen. Stellen
Sie sich nun vor, Sie schneiden diese Abbildung entlang der x-Achse ein und
klappen die xy-Ebene und die xz-Ebene so, dass sie in derselben Ebene lie-
gen wie die yz-Ebene'. Sie erhalten dann eine Abbildung wie die folgende:

Seitenriss z Aufriss
X Yy
Abb. 227 X Grundriss

Eine solche Darstellung nennt man Dreitafelbild. Das Bild in der xy-Ebene
wird als Grundriss bezeichnet, das in der yz-Ebene bezeichnet man als
Aufriss und das in der xz-Ebene als Seitenriss.

Am besten bauen Sie aus einem zweimal entlang der Mittellinien gefal-
tetem und einmal entlang einer dieser Linien bis zur Mitte eingeschnitte-
nem Quadrat eine Raumecke nach. Stellen Sie einen Gegenstand hinein,
zeichnen Sie die drei Ansichten, schneiden Sie die Raumecke entlang der
x-Achse ein und legen Sie sie flach auf den Tisch.
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In Abbildung 227 haben wir den Quader in einer speziellen Lage abgebildet.
Seine Kanten verliefen parallel zu den Achsen. Fiir viele Zwecke ist die Wahl
einer solchen Lage auch zweckmiBig. Wir wollen aber auch untersuchen, wie
sich die Ansichten verdndern, wenn wir den Quader anders platzieren.

z

Abb. 228 X
In Abbildung 228 wurde der Quader ein Stiick gedreht, so dass wir nicht
mehr nur auf eine Flidche blicken, sondern auf eine Kante und zwei Seiten-
flichen. Die bei einem Massivquader nicht sichtbare Kante wurde diinn
gezeichnet.

Auch von unserem Tetraeder wollen wir ein Dreitafelbild anfertigen. Anders
als beim Quader oben, der ja iiber der xy-Ebene schwebt, wollen wir das
Tetraeder auf die Grundrissebene stellen. Wie in den Abbildungen 219 bis
221 legen wir eine Ecke in den Ursprung und eine Kante auf die y-Achse. Im
Grundriss sehen wir die Standfliche in wahrer Gréfle, die Spitze liegt auf
dem Schwerpunkt dieses Dreiecks (Abbildung 229). Durch die gestrichelten
Ordnungslinien erhalten wir sofort die Ecken der Grundseite im Aufriss und
im Seitenriss sowie die Stelle, tiber der die Spitze liegt. Jetzt fehlt uns nur
noch die Hohe des Tetraeders. Wir konnten sie rechnerisch bestimmen, aber
wir wihlen ein zeichnerisch-konstruktives Verfahren.

Wir wissen, dass die Spitze S des Tetraeders, der HohenfuBBpunkt H des
Tetraeders und die Ecke A ein rechtwinkliges Dreieck bilden, dessen Hypo-
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tenuse eine Tetraederkante ist und dessen eine Kathete gleich HA ist. Dieses
Dreieck klappen wir um in die Grundrissebene (zur besseren Vorstellung
dient das Schrigbild in Abbildung 230). An der im Grundriss in wahrer

Grofle gegebenen Strecke HA konnen wir aus der Kenntnis des rechten Win-
kels bei H und der Kantenlidnge a des Tetraeders das Dreieck ASS' konstruie-

ren. Die Lange von SS' ist die Tetraederh6he in wahrer Grofle. Wir entneh-
men das Mal} der Zeichnung und vervollstdndigen den Aufriss und den Sei-
tenriss.

Abb. 229 Abb. 230

Dieses Umklappen von Teilfiguren in die Grundrissebene, der man dann
Male entnehmen kann, ist ein vielseitig einsetzbares Verfahren. Wir demon-
strieren es an einem weiteren Beispiel. Zu zeichnen ist das Dreitafelbild einer
Pyramide mit quadratischer Grundfldche, deren Seitenflachen gleichseitige
Dreiecke sind.

Wenn wir auf eine Seitenfliche der Pyra-
mide blicken, dann sehen wir die Kanten
nicht in wahrer Gréf3e, da sie schrig im
Raum stehen. Thre Lange im Aufriss ist so
grofl wie die Hohe eines der gleichseiti-
gen Dreiecke. Diese ermitteln wir durch
Umklappen eines Dreiecks in die Grund-
rissebene. Die dick gezeichneten Linien in
Abbildung 231 sind gleich lang. Abb. 231
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Zum Schluss dieses Abschnitts soll der Zusammenhang zwischen Dreitafel-
bild und Schrigbild hergestellt werden. Aus Kenntnis des Grundrisses und
einer Seitenansicht eines Objektes sowie der Projektionsrichtung lédsst sich
das Schrigbild dieses Objektes konstruieren. Wir nehmen uns dazu unseren
Quader in der Lage wie in Abbildung 228. Aus Grundriss und Seitenriss und
den darin angegebenen Projektionsstrahlen konstruieren wir in der
Aufrissebene sein Schrigbild (Abbildung 232).

\.\ e
——
—
\$
Abb. 232

Ubung: Zeichnen Sie Aufriss und Seitenriss eines Oktaeders (Kan-
tenldnge 4 cm) zu dem vorgegebenen Grundriss. Bei (a) liegt
die untere Spitze in der xy-Ebene, bei (b) die Grundflédche.

a) D)
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7.4 Zentralprojektion

Aus Abbildung 204, bei der das Kantenmodell des Quaders durch eine punkt-
formige Lichtquelle angestrahlt wurde, haben wir das Schattenbild heraus-
gelst (Abbildung 228).

Abb. 233

Wir analysieren diese Abbildung. Das Kantenmodell wurde so gehalten, dass
Grund- und Deckfliche parallel zum FuBlboden verliefen, also senkrecht zur
Projektionsflache, und seine Vorder- und Riickseite parallel zur Projektions-
flache lagen. Diese Vorder- und Riickseite erscheinen im Bild als Rechtecke,
die Kanten verlaufen senkrecht bzw. parallel zur Standebene. Damit haben
wir die ersten Eigenschaften der Zentralprojektion entdeckt:

- Parallelen zur Bildebene werden auf Parallelen abgebildet.
- Senkrechte zur Standebene werden auf Senkrechte abgebildet.

Die vier vom Betrachter nach hinten wegstrebenden Quaderkanten, die in
Wirklichkeit parallel zueinander sind, werden dagegen nicht auf Parallelen
abgebildet. Verlangern wir diese Kanten im Bild, so stellen wir fest, dass sie
sich in einem Punkt schneiden. Wir halten als dritte Eigenschaft fest:

- Die Bilder von Parallelen, die nicht zur Bildebene parallel sind, schnei-
den sich in einem Punkt, dem sog. Fluchtpunkt.

Weitere Parallelen, die wir noch untersuchen konnten, enthélt unser Kanten-
modell nicht. Wir wissen aber, dass entsprechende Diagonalen der Grund-
und Deckfliche eines Quaders zueinander parallel verlaufen. In Abbildung
199 sind zwei davon eingezeichnet und verldngert worden.

Abb. 234
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Auch die Bilder dieser im Original zueinander parallelen Geraden schneiden

sich in einem weiteren Fixpunkt. Wir zeichnen die Gerade durch die beiden

Fluchtpunkte. Sie verlduft parallel zu den vier Quaderkanten, die parallel zur

Standebene und zur Bildebene verlaufen. Diese Gerade nennt man Horizont.

Sie ist die Begrenzungslinie der unendlichen Standebene, so wie ein Be-

trachter sie sehen wiirde, die Linie, wo in einem unendlichen Raum Fuf3-
boden und Decke zusammenstofen, wo sich Himmel und Erde treffen’.

e

Diejenigen Parallelenscharen, deren Bilder sich in

Fluchtpunkten schneiden, die auf dem Horizont

liegen, haben gemeinsam, dass sie parallel zu der

Standebene verlaufen (und nicht auch parallel

zur Bildebene). Wir betrachten nun Paralle-

len, die diese Eigenschaften nicht haben,

z.B. die Diagonalen der Seitenflichen

unseres Quaders. Auch deren Bilder

schneiden sich in Fluchtpunkten,

die allerdings nicht

mehr auf dem Ho-

rizont liegen

(Abbildung 235).

Wir halten schlieflich als letzte
Eigenschaft der Zentralprojektion fest:

Die Bilder von Parallelen, die zur Stand-

ebene parallel sind, jedoch nicht zur Bild-

ebene, schneiden sich in einem auf dem Hori-
zont liegenden Fluchtpunkt.

Abb. 235 '/ Schauen wir in einen Raum, so verlaufen alle Kanten,

¢ die sich oberhalb unserer Augenhche befinden, abwirts,
die Kanten unterhalb unserer Augenhohe aufwirts. Bei dem perspektiven
Bild unseres Quaders verlaufen die beiden oberen Kanten, die von uns

Auch wenn wir auf der Erde nicht auf einer Ebene, sondern auf einer
,.Kugel“oberflidche leben und der Horizont, so wie wir ihn z.B. bei einem
Blick iiber das Meer schen, keine Gerade sondern gekriimmt ist, hilft
Ihnen diese Vorstellung vielleicht doch, diesen Sachverhalt zu verstehen.
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wegstreben, ebenfalls abwirts, die beiden unteren aufwirts. Wir sehen den
Quader also nicht von oben oder von unten, wir sehen gewissermafien in ihn
hinein. Unser Auge befindet sich in Hohe des Horizontes.

Wir haben in Kapitel 7.3 gesehen, wie man aus dem Grund- und dem Seiten-
riss eines Korpers bei Kenntnis der Projektionsrichtung das Schrigbild des
Korpers konstruiert. Jetzt soll analog aus Grund- und Seitenriss und der
Kenntnis des Projektionszentrums das zentralperspektive Bild des Korpers
konstruiert werden. Wir gehen von den gleichen Ausgangsbedingungen wie
in Abbildung 232 aus. Statt der Projektionsrichtung ist jetzt ein Projektions-
zentrum gegeben (Abbildung 236). Es ist so gewdhlt, dass wir von dem
Quader jeweils eine Kante und zwei Seitenfldchen sehen und sich unsere
Augenhohe etwas unterhalb der Mitte des Quaders befindet.

Durch das Zentrum projizieren wir in beiden Rissen die Ecken des Quaders
auf die Achsen. Von dort geht es dann senkrecht zu den Achsen weiter. Dort
wo sich entsprechende Ortslinien schneiden, finden wir die zentralprojek-
tiven Bilder der Quaderecken, die wir passend miteinander verbinden. Fiir
diese Art der Konstruktion benétigen wir keine Fluchtpunkte. Verlangert man
nach Fertigstellung des Quaderbildes die in Fluchtpunkten zusammenlaufen-
den Kanten, so sto3t man auf zwei Fluchtpunkte auf dem Horizont durch das
Projektionszentrum im Seitenriss. Fillt man von diesen Fluchtpunkten das
Lot auf die y-Achse und verbindet die LotfuBpunkte mit dem Projektions-
zentrum im Grundriss, so stellt man fest, dass diese Strecken parallel zu den
Quaderkanten im Grundriss verlaufen und, da der Quadergrundriss ein
Rechteck ist, im rechten Winkel zueinander stehen.

Wir hitten unsere Konstruktion des perspektiven Bildes unseres Quaders also
auch folgendermalien durchfiihren kénnen: Durch das Zentrum im Grundriss
zeichnen wir die Parallelen zu den Quaderkanten. An ihren Schnittpunkten
mit der y-Achse errichten wir die Senkrechten, die den Horizont (Parallele
zur y-Achse durch das Projektionszentrum im Seitenriss) in den beiden
Fluchtpunkten schneiden. Wie oben ermitteln wir durch Projektion in Grund-
und Seitenriss das Bild der uns zugewandten Quaderkante, deren Endpunkte
wir mit den Fluchtpunkten verbinden. Dann projizieren wir noch die linke
und die rechte untere Ecke des Quaders im Grundriss auf die y-Achse. Er-
richten wir dort die Senkrechten, so schneiden diese die Verbindungslinien
mit den Fluchtpunkten in zwei weiteren Quaderecken. Durch diese beiden
Punkte, die Kante und die Fluchtpunkte, ergeben sich alle anderen Quader-
kanten zwangsldufig. Sie sollten dies unbedingt selbst zeichnerisch nachvoll-
ziehen.
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Abb. 236
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Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir uns noch anschauen, wie man per-
spektive Bilder als ,,Faustskizze® anfertigt. Es handelt sich nicht um eine
genaue Konstruktion, da wir manche Malle nach Augenmal} schitzen wer-
den. Trotzdem soll die Zeichnung nicht ,,willkiirlicher* sein als nétig. Als
darzustellendes Objekt wihlen wir das uns bekannte Wiirfelgebdude, dessen
Schrigbild und Bauplan Sie in Abbildung 237 sehen.

Abb. 237

Als erstes zeichnen wir den Horizont und legen auf diesem zwei Flucht-
punkte fest. Dann bestimmen wir, von welcher Seite wir das Gebdude zeich-
nen wollen. Die in Abbildung 237 fett gezeichnete Linie soll uns zugewandt
sein. Wir stellen uns vor, dass die Bildebene durch diese Kante verliduft, wir
zeichnen sie also in wahrer Grofle (2 cm) senkrecht zum Horizont (Abbil-
dung 238). So weit, wie wir sie unter dem Horizont platziert haben, bedeutet
es, dass sich unsere Augen auf Hohe des dritten Wiirfels im Dreierwiirfelturm
befinden.

]?1 Horizont ]?2

Abb. 238
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Wir wissen, dass die unteren Gebdudekanten in die Fluchtpunkte laufen. Sie
erscheinen uns verkiirzt. Bei einer Faustskizze legen wir das Mal fiir die
beiden unteren Kanten des Einerwiirfels vorne nach Augenmaf fest. In die-
sen geschétzten Punkten zeichnen wir die Senkrechten zum Horizont bis zu
den Fluchtgeraden durch die obere Ecke der Wiirfelkante (Abbildung 239).
Es ergeben sich zwei Wiirfelecken, die wir mit den entsprechenden Flucht-
punkten verbinden.

1.:] Horizont F.z

geschitzt \

Abb. 239 S

geschétzt

Die untere Kante des Dreierwiirfels brauchen wir nicht zu schitzen. Wir
stellen uns vor, auf dem Einerwiirfel stiinde noch ein Wiirfel. Dessen vordere
Kante wiirde in wahrer Grofle abgebildet. Die Seitendiagonale dieses oberen
Wiirfels und die des unteren Wiirfels aus dem Dreierturm bilden eine Linie.

1.:1 Horizont 172

Abb. 240
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In Abbildung 240 wurde auf diese Weise die hintere untere Ecke des Dreier-
wiirfels konstruiert. Uns fehlt noch seine Hoéhe, die ja auch verkiirzt er-
scheint. Wenn der Dreierwiirfel vorne stiinde, wiirde seine Héhe in wahrer
Grofle abgebildet. Wir konstruieren uns dort einen Hilfspunkt, den wir mit F,
verbinden. Senkrechte zum Horizont bis zu dieser Hilfslinie liefern uns zwei
Kanten des Dreierwiirfels (Abbildung 241), deren Endpunkte wir oben noch
verbinden.

N Horizont 2

Abb. 241

Die Standfliche des Zweierwiirfels ergibt sich ebenfalls zwangsldufig, z.B.
als Verlangerung der Diagonale der Einerwiirfelstandfliche (Abbildung 242).

A

Horizont |

Abb. 242
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Die Hohe des Zweierwiirfels ermitteln wir tiber eine Hilfslinie durch den
Mittelpunkt, der den Einerwirfel tiberragenden Kante des Dreierwiirfels
(Abbildung 243). Nun kénnen wir unsere Zeichnung vervollstindigen.

e
l.:1 Horizont  ~———— = lf 2
Abb. 243
Ubung: 1) Zeichnen Sie Grund- und Seitenriss unseres Hauses und kon-

struieren Sie wie in Abbildung 236 das zentralperspektive
Bild des Hauses. Legen Sie das Projektionszentrum selbst
fest. Experimentieren Sie mit verschiedenen Hauslagen und
Projektionszentren.

2) Durch die folgende Skizze sind Vorgaben zu perspektiven
Faustskizzen moglich:

X: die dem Betrachter zu- lfl Horizont FI 2
gewandte Gebdudeecke N
h: Abstand der Gebiude- h d
ecke X vom Horizont
d: Abstand der Gebiude- X
kante durch X von F, B B
Zeichnen Sie das Wiirfelge-
bdude (Kantenlinge 3 cm) 3 1

nach folgenden Vorgaben: A

a) I(FF,)=15cm, h=45cm, d=5cm, X=A
b) I(FF,)=15cm, h=0cm, d=9cm, X=B
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Benutzte Zeichen und Abkiirzungen

anb
avb
avYhb

—a

ANB
AUB

K
N,7Z,Q,R

%)
e
3
Ac B
AcB

< W -

asb
”:>u
=
z.7.
0.B.d.A.

(13

AB

AB

AB
a

1(AB), I(a)
a, B, v, 0

logisches ,,und*; es gilt a und gleichzeitig b
logisches ,,oder"; es gilt a oder b

logisches ,,entweder oder*; es gilt entweder a oder b
logisches ,,nicht; Verneinung der Aussage a
Schnittmenge (der Mengen A und B)
Vereinigungsmenge (der Mengen A und B)

Menge der Kongruenzabbildungen

Menge der natiirlichen, der ganzen, der rationalen bzw. der
reellen Zahlen

leere Menge

... ist Element von ...

... ist nicht Element von ...

A ist Teilmenge von B

A ist echte Teilmenge von B

Quantor: es gibt genau ein
Quantor: es gibt ein
Quantor: fiir alle

Implikation; wenn a, dann b
Aquivalenz (der Aussagenaundb);a=>bAb=a

Wir meinen die Richtung a = b einer Aquivalenz a <> b.
Wir meinen die Richtung b = a einer Aquivalenz a < b.
ADbKk. fiir ,,zu zeigen ist*

ADbk. fiir ,,ohne Beschrinkung der Allgemeinheit*

Gerade durch die Punkte A und B
Strecke mit den Endpunkten A und B

Halbgerade mit dem Anfangspunkt A
Strecke, Gerade oder Halbgerade, wenn dies aus dem
Kontext klar ersichtlich ist

Lénge der Strecke AB bzw. der Strecke a
Namen fiir Winkel
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%(AB, AC)
<BAC

w(o)
w(AB, AC)

ST,I(ST)
Vs
DM,w(a)
Sz

== A

1

AG+inZ
KG+inZ
DG-,+inZ

Winkel mit Scheitel A und den Schenkeln E und Ké S
dabei wird der Erstschenkel immer zuerst genannt
dto.

Winkelmal} des Winkels o
Winkelmal} des Winkels mit Scheitel A und den Schenkeln
AB und Ké bzw. Winkelmall des Winkels <BAC; auf

die konsequentere Notation w(#(ﬁ, R)) verzichten
wir damit

Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C

Variable fiir eine Abbildung
identische Abbildung
Geradenspiegelung an der Geraden g

Verschiebung in Richtung ST um 1( ﬁ)
dto.

Drehung um Punkt M um w(a)
Punktspiegelung an Punkt Z
Gleitspiegelung als Nacheinanderausfithrung der

Geradenspiegelung S, und der Verschiebung V 5

Bilder des Urbildpunktes P bei einer Abbildung

... liegt vor ...

... ist parallel zu ...

.. ist senkrecht zu ...
... ist kongruent zu ...
... ist dhnlich zu ...

Assoziativgesetz der Addition in Z
Kommutativgesetz der Addition in Z
Distributivgesetz der Multiplikation bzgl. der Addition in Z
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Stichwortverzeichnis

abelsche Gruppe 149

Abgeschlossenheit 149

abgestumpfte Korper 58, 59

absolute Geometrie 68

Abstand 93

Abtragen 236, 237,239

Achsensymmetrie 196

achsensymmetrisch 168, 197

Achteck 187

Adjunktion 78

affine Abbildungen 219

affine Ebene 74

ghnlich 208

Ahnlichkeit 208

Ahnlichkeitsabbildung 215

Alhambra 192

allgemeines Trapez 204,221

Ankreis 274

Antiprisma 58

Aquivalenzklasse 75

Aquivalenzrelation 74, 153

archimedische Korper 58

archimedisches Antiprisma 58

archimedisches Prisma 58

Assoziativitat 149

Asymmetrie 79

Aufteilen 259

Aufriss 326

AuBlenwinkel 266, 267, 268

AuBenwinkelhalbierende 274

Axiom 64, 65

Axiome der affinen Inzidenzgeo-
metrie 73

Axiome der projektiven Inzidenz-
geometrie 76

Axonometrie 317

Bandornament 99, 171, 183, 188
Bandornament, Typen 174f
Basis 268

Basiswinkel 268

beliebige Raute 182
beliebiges Parallelogramm 182
beliebiges Rechteck 182
beliebiges Sechseck 185
beliebiges Trapez 182
Bewegung 99, 149
Bierdeckelgeometrie 71
bijektiv 10, 11

Bogen 6

Cairo-Fiinfeck 180, 194, 195
Cairo-Tiling 180, 194

Deckabbildung 197

Deckabbildungsgruppe 200, 201,
202

deduktiv 65

Dieder-Gruppe 202

Dodekaeder 3, 4, 53

Doppelpyramide 60

Drachen 204, 205

Drachen, schriger 205, 221

Drehmaf} 112

Drehpunkt 112

Drehsymmetrie 170, 196

Drehsymmetrie, n-zdhlige 169,
193

drehsymmetrisch 169, 197

Drehung 112

Dreieck 266

Dreieck, gleichschenkliges 268

Dreieck, gleichseitiges 198
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Eckenordnung 13

Elementardistanz 171

Elementarfigur 171, 175
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Erstschenkel 83
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Horizont 331

Hypotenuse 294
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Schrigspiegelung 221, 222

Schrigspiegelungsachse 222

Schrigspiegelungsrichtung 222

schriagspiegelungssymmetrisch
221

Schubspiegelung 115

Schubspiegelungsachse 115

Schubsymmetrie 167

Schwerelinie 249

Schwerpunkt 249, 271, 272

Sechseck, beliebiges 185

Sechseck, punktsymmetrisches
181, 185

Sechseck, regulidres 179

Sechseckgitter 179

Sehne 252

Sehnenviereck 289

Seitenhalbierende 249, 268, 269,
271

Seitenmittelpunkt 178

Seitenriss 326

senkrecht 92

Senkrechte 92, 242

Siebeneck 190

Siebeneck, flicheninhaltsgleiches
190

Spat 50

Spiegelachse 102

Spiegelgerade 102

Spiegelungsaxiome 103

spitzer Winkel 90, 91

Standardwinkelmesser 233

Storchschnabel 216

Strahlensatzfigur 257

Strahlensitze 211, 212, 270, 271,
272

Strategie 188

Strecke 80

Strecke, Teilung einer 255

Strecke, vergroflern 256, 257

Strecke, verkleinern 256, 257

streckentreu 104

Streckfaktor 209

Streckung, zentrische 209

Streckzentrum 209

Streifen 178, 181

Streifen,

translationssymmetrische 184

streng linear geordnet 79

Stufenwinkel 85, 156

surjektiv 11

Symmetrie 166

Symmetrieachse 197

symmetrisch 74, 153, 167

Tangente 253, 254

Teilgraph 18, 19

Tetraeder 5, 53

Tetraeder, abgestumpftes 58

Thaleskreis 254

Theodolit 280, 281

topologisch dquivalent 11

Torus 44, 45

Tragergerade 81

transitiv 74,79, 153

Transitivitdt 79

Translation 109

Translationssymmetrie 167, 171,
173, 194, 196

translationssymmetrisch 170

translationssymmetrische Figur
170
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Stichwortverzeichnis

Trapez 197, 203, 205

Trapez, allgemeines 204, 205

Trapez, beliebiges 182

Trapez, gleichschenkliges 203,
205, 221

Trapezoeder 60

triviale Untergruppe 202

Typen von Bandornamenten 174 f

iberlappungsfrei 178, 184
iberstumpfer Winkel 84, 91
Umfangswinkel 282
Umfangswinkelsatz 282
Umkehrabbildung 103
Umkreis 250, 269, 289
Umlaufsinn 107
Umwendung 99, 149
Unabhingigkeit 66, 71
unikursal 29

Untergraph 18
Untergruppe 149
Untergruppe der Drehungen 202
Unterteilung 27

VergroBlerung 216
Verkettung von Abbildungen
118,213
Verkleinerung 216
Verkniipfungstafel 198, 200
Verkiirzungsfaktor 318
Verschiebung 109
Verschiebungsrichtung 178
Verteilen 256, 259
Viereck, reguldres 178
Vierfarbensatz 39
Vogelperspektive 318
vollstandiger Graph 12, 18, 19
Vollstandigkeit 66

Wechselwinkel 85, 156

Weg 8

Widerspruchsfreiheit 66

Winkel 83, 84

Winkel, Dreiteilung 228, 259

Winkel, teilen 256

Winkelhalbierende 92,251, 268,
272,273

WinkelmafBaxiome 89, 90

WinkelmaBfunktion 90

Winkelsumme, im Dreieck 266

winkeltreu 106

Wirfel 5, 51, 53, 63

Wiirfel, abgestumpfter 58

Wiirfelverdopplung 227

Zehneck 188
Zehneck, regelméfiges 311
Zeichendreiecke 233
Zeichenhilfsmittel 233
Zentralprojektion 314, 330
zentrische Streckung 209
Zentrum der Punktspiegelung
113
Zentrum der Streckung 209
Zerlegungsgleichheit 295
Zirkel-Lineal Konstruktion 229
Zirkel 234
zusammenhingend 8
Zweifarbensatz 39, 40, 41
Zweitschenkel 83
zwischen 80



