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Vorwort zur 5. Auflage

In der vorliegenden 5. Auflage wurde die Umstellung von Diplom- zu Bache-
lor-Studiengéingen beriicksichtigt. Diese Umstellung bedeutet in der Regel,
dass weniger Stunden fiir die Mathematik zur Verfiigung stehen. Daher wurde
das urspriinglich zweibéndige Lehrbuch nun in einem Band zusammengefasst,
der den vollstdndigen Stoffumfang der Mathematikausbildung fiir Ingenieure
an Berufsakademien und technischen Hochschulen beinhaltet. Die grundlegen-
den Kapitel wurden erweitert und an den Bachelor-Standard mit einem grofie-
ren Ubungsanteil angepasst.

In Erweiterung der Bachelor-Studieninhalten wurden zusétzlich fiir die Mas-
ter-Ausbildung die folgenden Themen

Numerisches Losen von Gleichungen

Numerisches Differenzieren und Integrieren

Numerisches Losen von gewohnlichen Differenzialgleichungen

Diskrete Fourier-Transformation und deren Anwendungen

Signal- und Systemtheorie fiir lineare Systeme

Partielle Differenzialgleichungen

Vektoralgebra
sowie viele ergdnzende und weiterfithrende Abschnitte mit aufgenommen aber
auf die CD-Rom ausgelagert. Die pdf-Version des Buches auf der CD-Rom
beinhaltet auch diese weiterfithrenden Themen, die im Inhaltsverzeichnis mit
der Seitenangabe ,cd“ gekennzeichnet sind.

Mit der Umstellung auf einen Band wurde ein komplett neues Layout ein-
gefiihrt, das eine iibersichtlichere Darstellung der Lehrinhalte ermdglicht aber
auch die Moglichkeit bietet, die pdf-Version auf der CD-Rom als elektronisches,
interaktives E-Book zu benutzen. Das neue Layout verbessert die bisherige
Darstellung, indem
mit dem Symbol ,,A Achtung:“ auf Stellen besonders hingewiesen, die
man anfiinglich oftmals falsch bearbeitet, iibersieht oder nicht beachtet,
durch Markierungen am Seitenrand Gliederungspunkte und Orientierungs-
hilfen gegeben werden,
Definitionen und wichtige Sétze in blau unterlegten Boxen markiert werden,
die zahlreichen Zusammenfassungen farblich hervorgehoben werden,
wichtige Formel und Ergebnisse gekennzeichnet werden,
Musterbeispiele und Anwendungsbeispiele iibersichtlich aus dem Text her-
vorgehen;
380 ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele,
itber 360 Aufgaben mit Losungen
und mehr als 200 Abbildungen und Skizzen zum Selbststudium und zur
Priifungsvorbereitung dienen.



vi Vorwort

Der Grundidee folgend, mathematische Begriffe zu visualisieren, um sie greif-
barer zu machen und den interaktiven Gebrauch des Buches zu fordern, wurde
die CD-Rom véllig neu und benutzerfreundlicher gestaltet. Die Interaktivitét
der CD-Rom-Version wird unterstiitzt, indem

@ Inhaltsverzeichnis, Index und Beispiele verlinkt sind, so dass eine bequeme
Navigation innerhalb der pdf-Version moglich ist;

® Animationen, die im gif-Format vorliegen, durch Anklicken des ne-
benstehenden Symbols abgespielt werden koénnen;

g

fey @ das CD-Rom-Symbol auf MAPLE-Beschreibungen hinweist. Durch
"7 Anklicken des Symbols oder der rot unterlegten Textstelle startet man
das zugehorige MAPLE-Worksheet.

Samtlichen MAPLE-Beschreibungen sowie MAPLE-Worksheets sind auf der CD-
Rom enthalten. Die pdf-Version des Buches ist verlinkt, so dass die elektroni-
schen Arbeitsblatter direkt aus pdf gestartet werden konnen. Voraussetzung
ist, dass MAPLE auf dem Rechner installiert und die Erweiterung .mws mit ei-
ner MAPLE-Version verkniipft ist. Die zugehorigen Links sind Rot gekennzeich-
net; bei Beispielen steht zusétzlich ,,(Mit MAPLE-Worksheet)“. Die MAPLE-
Prozeduren sind zusétzlich iiber den Prozedurnamen verlinkt und am Ende
jeden Kapitels ist eine verlinkte Liste der zum Kapitel gehérenden Worksheets.

Fiir die vorliegende 5. Auflage wurden die MAPLE-Beschreibungen an MAPLE
11 angepasst. Um auch zukiinftig mit neuen MAPLE-Versionen Schritt halten
zu konnen, werden Updates der MAPLE-Worksheets unter

http://www.home.hs-karlsruhe.de/ weth0002/buecher/mathe/start.htm
abrufbar sein.

Auf der CD-Rom sind weitere Informationen und Ergédnzungen zugénglich:
alle Worksheets, die im Text beschrieben sind, inclusive vieler zuséatzlicher
MAPLE-Prozeduren zur Visualisierung mathematischer Begriffe;
die Losungen der Aufgaben;
zuséitzliche Kapitel und Ergénzungen, die in der Buchform des Gesamtum-
fangs wegen nicht mehr eingebunden werden konnten;
eine Einfithrung in die Benutzeroberfliche von MAPLE 11.

Mein Dank gilt Herrn Richard von Scientific Computers und Waterloo Maple
Inc., die mir MAPLE 11 zur Verfiigung gestellt haben sowie Frau Hestermann-
Beyerle vom Springer-Verlag fiir die gute und angenehme Zusammenarbeit.
Dieses Buch ist meinen Téchtern Veronika (zum Nachschlagen von lingst Ver-
gessenem) und Juliane (zur Vorbereitung der Matheklausuren ihres Studiums)
gewidmet.

Karlsruhe, im Marz 2008 Thomas Westermann



Vorwort vii

Vorwort zur 1. Auflage

Dieses zweibindige Lehrbuch entstand aus Vorlesungen und Ubungen zur Ma-
thematik und Physikalischen Simulation fiir Ingenieure an der Hochschule
Karlsruhe. Es wendet sich aber an alle Studenten der Natur- und Ingenieur-
wissenschaften, da auch Themengebiete einbezogen sind, die nicht bzw. nicht
in der vorliegenden Tiefe in der Vorlesung behandelt wurden.

Die stiirmische Entwicklung von Computersoftware im Bereich der Mathema-
tik erfordert eine Erweiterung der Ingenieur-Ausbildung, indem nicht nur pra-
xisorientiertes mathematisches Wissen, sondern auch das Riistzeug vermittelt
wird, mit diesen Systemen erfolgreich arbeiten zu konnen. Die Computeralge-
bra-Systeme werden zum numerischen Rechnen genauso verwendet wie zum
Manipulieren von Formeln sowie der graphischen Darstellung komplizierter
Sachverhalte. Die Rechentechnik tritt in den Hintergrund; die interessante Mo-
dellierung und das systematische Vorgehen gewinnt an Bedeutung. In diesem
Lehrbuch wird dieser neue spannende Aspekt aufgegriffen und das Computer-
algebra-System MAPLE in die Mathematikausbildung mit einbezogen.

Mathematische Begriffe werden anschaulich motiviert, systematisch anhand
praxisbezogener Beispiele verdeutlicht und mit MAPLE-Worksheets umgesetzt,
was sich in vielen Animationen niederschliagt. Auf mathematische Beweise wird
fast génzlich verzichtet und einer anschaulich prégnanten Sprechweise den Vor-
zug gegeniiber einer mathematisch exakten Formulierung gegeben.

Um den stédndig wachsenden Gebrauch von Rechnern und numerischen Problem-
l6sungen zu beriicksichtigen, wurden zahlreiche Abschnitte zur rechnerischen
Losung von Standard-Problemen in dieses Mathematikbuch aufgenommen. Die
numerischen Algorithmen sind als MAPLE-Prozeduren auf der beigelegten CD-
Rom enthalten, kénnen aber von etwas geilibten Programmierern leicht in jede
andere hohere Sprache umgesetzt werden.

Besonders bedanken mochte ich mich bei Herrn F. Wohlfarth und Frau Raviol
fiir die prizise und fehlerfreie Erstellung des IXTEX-Quelltextes mit all den vie-
len Formeln, den Herren M. Baus und F. LoefHler fiir die exzellente Erstellung
der meisten Skizzen und Bilder unter CorelDraw, so wie der Autor sie sich
vorgestellt hat. Mein Dank gilt auch dem Springer-Verlag fiir die angenehme
und reibungslose Zusammenarbeit, speziell Herrn Dr. Merkle.

Zuletzt mochte ich mich bei meiner Familie (Ulrike, Veronika, Juliane) bedan-
ken, die mit viel Verstindnis meine Arbeit an diesem Buch mitgetragen und
tatkréiftig unterstiitzt hat.

Karlsruhe, im Juni 1996 Thomas Westermann



Hinweise zum Gebrauch dieses Buches

Die einzelnen Kapitel fassen mehrere Aspekte einer Thematik zusammen.
Nicht immer lief3 es sich vermeiden, Teilergebnisse aus spéateren Kapiteln vor-
wegzunehmen und zu verwenden. Dem didaktischen Anliegen, Themenberei-
che geschlossen in einem Block zu bearbeiten, wurde dabei stédrkere Prioritét
als der mathematischen Strenge beigemessen. Die Reihenfolge innerhalb eines
Vorlesungszyklus muss sich nicht an die im Buch gewéhlte Reihenfolge halten,
einzelne Kapitel konnen auch aufgesplittet werden.

Dieses Buch ist ein Lehrbuch tiber Mathematik und kann ohne Rechner zum
Erlernen von mathematischem Grundwissen oder zur Priifungsvorbereitung
herangezogen werden. Um den vollen Umfang und die ganze Schonheit der
Mathematik und der Anwendungen zu erleben, sind die Animationen und
Ausarbeitungen mit dem Computeralgebra-System MAPLE unverzichtbar. Nur
wenn eine Animation als Animation erlebt wird, kommt die volle Erkenntnis
zum Tragen.

Darstellung: Neu eingefiihrte Begriffe werden kursiv im Text markiert und
zumeist in einer Definition fett spezifiziert. Lehrsétze, wichtige Formeln und
Zusammenfassungen sind durch Umrahmungen besonders gekennzeichnet. Am
Ende eines jeden Kapitels befinden sich Aufgaben, deren Losungen auf der
CD-Rom angegeben sind. Bei der Erarbeitung der Themengebiete wird eine
anwendungsorientierte Problemstellung vorangestellt und anschliefend auf die
allgemeine mathematische Struktur iibergegangen. Die Thematik wird dann
innerhalb der Mathematik bearbeitet und anhand von mathematischen Bei-
spielen erlautert. Neben der Behandlung der Problemstellungen mit MAPLE
werden aussagekriftige Anwendungsbeispiele diskutiert.

Beispiele: Die zahlreichen Beispiele sind fiir den Zugang zu den Themengebie-
ten unverzichtbar. Beim Selbststudium und zur Priifungsvorbereitung sollten
moglichst die mathematischen Beispiele eigenstandig bearbeitet werden. Wer
dieses Werk als Nachschlagewerk benutzt, kann sich an den durchgerechneten
Beispielen sowie an den eingerahmten Definitionen, Sétzen und Zusammenfas-
sungen orientieren.

Aufgaben: Alle Ubungsaufgaben sind soweit nicht speziell gekennzeichnet mit
den Hilfsmitteln der einzelnen Paragraphen zu bearbeiten. Die Losungen zu
den Aufgaben befinden sich als pdf-File auf der CD-Rom.

MAPLE: Die CD-Rom-Version dieses Buchs kann als eine themengebundene
Einfithrung in die Anwendung von MAPLE in der Mathematik gesehen werden,
da sdmtliche Themengebiete des Buches mit MAPLE bearbeitet werden. Alle
MapLE-Befehle sind im Text fett hervorgehoben; die MAPLE-Syntax erkennt
man an der Eingabeaufforderung ”>" zu Beginn einer Zeile. Diese MAPLE-



Hinweise ix

Zeilen sind im Textstil sans serif angegeben und koénnen direkt in MAPLE ein-
gegeben werden. Die MAPLE-Ausgabe erscheint im Formelmodus. Am Ende
jedes Kapitels steht eine Zusammenfassung der verwendeten Befehle.

CD-Rom: Alle MAPLE-Ausarbeitungen sind auf der CD-Rom als elektroni-
sche Arbeitsblitter (Worksheets) enthalten, so dass der interessierte Leser die
im Text entwickelten Methoden umsetzen bzw. an abgeédnderten Beispielen
erproben kann. Es wird besonders auf die vielen Animationen und Prozedu-
ren hingewiesen, welche die elementaren Begriffe visualisieren und die ma-
thematischen Zusammenhéinge aufzeigen: Durch eine benutzerfreundliche Me-
nuefithrung soll die interaktive Benutzung der Worksheets sowohl zum Losen
von mathematischen Problemen als auch zum experimentieren mit mathema-
tischen Begriffen gefordert werden.

Aufbau der CD-Rom: Die Struktur der Dateien und Verzeichnisse ist:
buch.pdf enthélt den Inhalt des vorliegenden, gedruckten Buches.
buch_CD.pdf enthélt den gesamten Inhalt des erweiterten Buches mit
allen zusétzlichen Kapiteln und Abschnitten. Zum Navi-
gieren innerhalb des Textes verwendbar sowie zum direk-
ten Starten der zugehorigen MAPLE-Worksheets.
index.mws Inhaltsverzeichnis der M APLE-Worksheets.

\wrksheet\ enthilt alle Worksheets im mws-Format.

\animationen\ | enthilt alle Animationen im gif-Format.

readme.wri letzte Anderungen, die nicht mehr im Text aufgenommen
werden konnten.

Arbeiten mit der mws-Datei: Durch Doppelklicken der Datei index.mws
O0ffnet man das M APLE-Inhaltsverzeichnis. Durch anschliefendes Anklicken des
gewiinschten Abschnitts wird das zugehorige MAPLE-Worksheet gestartet und
ist dann interaktiv bedienbar. Mit der Zuriick-Taste der oberen Taskleiste
kommt man vom Worksheet wieder zum Inhaltsverzeichnis zuriick.

Systemvoraussetzungen: MAPLE 11 ist auf dem Rechner installiert (emp-
fohlen), mindestens jedoch MAPLE 6. mws ist je nach Version mit dem ausfiihr-
baren Programm cwmaple.exe bzw. maplew.exe im Maple-bin-Verzeichnis ver-
kniipft. Acrobat-Reader steht zur Verfiigung; er kann ansonsten von der CD-
Rom installiert werden.

Die Worksheets auf der CD-Rom sind unter der Extension .mws abgespei-
chert und unter beiden Benutzeroberflichen (Classic Worksheet und Standard
Worksheet) uneingeschrénkt lauffahig. Bis auf kleine Einschrinkungen sind
die Worksheets unter allen MAPLE-Versionen ab MAPLE 6 lauffahig. Allei-
ne die auf dem lokalen Rechner spezifizierte Verkniipfung entscheidet, welche
MAPLE-Variante gestartet wird.
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1 Zahlen, Gleichungen und
Gleichungssysteme

Zahlen und Mengen gehoren zu den wichtigsten Grundbegriffen der Mathematik, auf
denen alle weiteren Gebilde und Konstruktionen aufbauen. In diesem Kapitel wer-
den die Grundlagen sowohl iiber Mengen als auch iiber die natiirlichen Zahlen gelegt.
Zur Beschreibung der natiirlichen Zahlen werden die Peanoschen Axiome eingefiihrt
und das Prinzip der vollstéindigen Induktion an vielen Beispielen demonstriert. Die
reellen Zahlen und elementaren Rechengesetze werden angegeben; die Grundgesetze
zu den Potenzen und Logarithmen werden wiederholt.

Zu den elementaren Aufgaben der Mathematik gehort das Losen von Gleichungen.
In diesem Kapitel werden auch einfache Gleichungen sowie die fiir die Anwendun-
gen wichtigen linearen Gleichungssysteme behandelt und der Gauf-Algorithmus ein-
gefiithrt. Da nur wenige Typen von Gleichungen explizit l6sbar sind, werden wir nicht
systematisch auf das Losen von Gleichungen eingehen, sondern exemplarisch zeigen,
wie man grundlegende Gleichungen bearbeitet.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusétzlicher Abschnitt iiber elemen-
tare mathematische Beweismethoden sowie das Losen von Gleichungen mit MAPLE

inklusive der graphischen Darstellung von Ungleichungen.

1.1 Mengen

”Unter einer Menge M verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens
zu einem Ganzen”; diese Festlegung (=Definition) des Mengenbegriffs stammt
von G. Cantor (1895). Diese Definition des Mengenbegriffs reicht fiir unsere
Zwecke vollsténdig aus. Mengen bezeichnen wir im Folgenden immer mit Grof3-
buchstaben. Die Objekte einer Menge A heiflien Elemente von A und werden
mit Kleinbuchstaben bezeichnet.

a € A heifit: a ist Element der Menge A.

a ¢ A heifit: a ist nicht Element der Menge A.

Mengen werden {iiblicherweise angegeben durch
das Auflisten der Elemente in einer Mengenklammer
{al, a2,0a3,04, . . } 5
eine Aussageform
{a € A:a hat die Eigenschaft E}.

Die leere Menge () bzw. {} enthilt keine Elemente. B heiit Teilmenge von A
(B C A), wenn jedes Element von B auch Element von A ist.

1.1
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Beispiele 1.1 (Mengen):

IN = Menge der natiirlichen Zahlen ={1,2,3,4,...}.
Ny = Menge der natiirlichen Zahlen mit Null ={0,1,2,3,4,...}.
Z = Menge der ganzen Zahlen ={0,+1,+£2,+3,...}.
QQ = Menge der rationalen Zahlen = {g :p €7Z,q € N}
IR = Menge der reellen Zahlen
Es gilt: N C Z C Q C IR. O
Bemerkungen:

(1) Die Reihenfolge der Elemente einer Menge spielt keine Rolle. Es ist daher
{a,b,¢,d} ={d,c,a,b}.

(2) Jedes Element einer Menge wird nur einmal aufgezihlt, d.h.

{a,a,a,b,d,d} = {a,b,d}.

Mengenoperationen
Fiir zwei Mengen A und B sind der Durchschnitt AN B, die Vereinigung AU B
und das Komplement A\B definiert durch

ANB:={z:x€ A und z € B},
AUB:={z:2€ A oder z € B},
A\B:={z:2€ A und z ¢ B}.

Hierbei bedeutet ”:=", dass das Symbol auf der linken Seite durch die rech-
te Seite der Gleichung festgelegt (= definiert) wird. Ahnlich ist das Zeichen
”:4=" zu lesen, als logische Aquivalenz nach Definition dessen, was auf Seiten
des Doppelpunktes steht.

A;B A;B A;B
AnB AuB A\B

Abb. 1.1. Venn-Diagramme

Durch die sog. Venn-Diagramme (siche Abb. 6.2) lassen sich Mengen und Men-
genoperationen schematisch darstellen. Links ist der Schnitt zweier Mengen
AN B, in der Mitte die Vereinigung der Mengen AU B und rechts das Komple-
ment der Menge A zur Menge B aufgezeigt. Mit den Venn-Diagrammen lassen
sich die folgenden Rechenregeln fiir Mengen leicht veranschaulichen:
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Das kartesische Produkt von zwei Mengen M; und M, ist die Menge, die aus
allen Paaren (x,y) besteht, wobei z € M; und y € My :

My x My :={(z,y):x € M7 und y € Ma}.

Beispiel 1.2: IR x IR besteht aus allen Paaren von reellen Zahlen. Dies ist
nichts anderes als die Zahlenebene; (x,y) ist jeweils ein Punkt in dieser Ebene.
Statt IR x IR schreibt man kurz IR2. o

1.2 Natirliche Zahlen

Zu den einfachsten Gegensténden der Arithmetik gehoren die natiirlichen Zah-
len. Sie bilden das Fundament unseres Zahlengebidudes. Die Gesamtheit aller
natiirlichen Zahlen nennen wir die "natiirliche Zahlenmenge” IN. Der Ausdruck
"natiirliche” Zahlen fiir IN = {1,2,3,...} ist sicherlich gut gewihlt, denn Kin-
der beginnen so zu zéhlen und in allen Kulturen beginnt das mathematische
Denken mit diesen Zahlen. Die Null wurde erst sehr spét, ndmlich etwa 870
n. Chr. von den Indern erfunden und wird heute zu den natiirlichen Zahlen
hinzugenommen: INg.

Erst durch die Entdeckung der Zahl Null war die indische Mathematik erstmals
in der Lage, ein heutzutage in der ganzen Welt iibernommenes Stellenwertsys-
tem zu schaffen, das nur mit zehn Ziffern (einschliellich der Null) auskommt.
Das Stellenwertsystem ist schon bei A. Ries (1492-1559) in seinem ersten Re-
chenbuch 1422 beschrieben. Darin befindet sich auch die Wiirdigung der Zahl
Null! Das Fundamentalprinzip der natiirlichen Zahlen geht auf den Mathema-
tiker Peano (1858-1939, 1889) zuriick.

1.2
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© 1.2.1 Peanosche Axiome

Mit den Peanoschen Axiomen ist man in der Lage, die natiirliche Zahlenmen-
ge aufzubauen, denn man erhilt sofort die folgenden Konsequenzen aus den
Axiomen:

Folgerungen:

(1)

Die natiirliche Zahlenmenge hat unendlich viele verschiedene Elemente:
Wegen (A1) gibt es mindestens eine natiirliche Zahl: 1. Wegen (A2) gibt
es zu 1 einen Nachfolger, der nach (A3) # 1: 2. Wegen (A2) gibt es zu 2
einen Nachfolger, der # 1 (A3) und # 2 (A4): 3. usw.

Die Elemente der natiirlichen Zahlenmenge lassen sich in einer bestimmten
Reihenfolge anordnen, wobei schrittweise alle natiirlichen Zahlen erfasst
werden:

1;2;3;4;5; ..,myn+1; ..

Hierbei bedeutet n+ 1 der Nachfolger von n. Durch diese Reihenfolge wird
auf natiirliche Weise die Addition von natiirlichen Zahlen festgelegt.

Jede Teilmenge M der natiirlichen Zahlen M C IN, welche die 1 und mit
n € M auch stets den Nachfolger n 4 1 enthilt, ist gleich der Menge aller
natiirlichen Zahlen.

Aus der Folgerung (3) erhalten wir ein Beweisprinzip, welches zu den wichtigs-
ten Beweismethoden der Analysis gehort, ndmlich die vollstéindige Induktion.
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© 1.2.2 Volistindige Induktion

Um eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen zu beweisen, geniigt es nach
Folgerung (3) zu zeigen:

Konnen beide Schritte durchgefiihrt werden, dann gilt die Aussage fiir alle
n € IN. Denn nach (I) ist die Aussage fiir 1 richtig. Nach (II) ist dann die
Aussage auch fiir den Nachfolger 2 richtig. Nach (II) ist dann die Aussage
auch fiir den Nachfolger, also 3, richtig. usw.

Beispiel 1.3.

Beweis mit vollstdndiger Induktion. Der Induktionsanfang besteht darin, dass
man explizit nachpriifen muss, dass die Formel fiir n = 1 richtig ist. Wir setzen
daher n = 1 sowohl in die linke wie auch rechte Seite der Gleichung ein: Fiir
n = 1 ist die linke Seite der Gleichung 1 und die rechte Seite % = 1. Damit
stimmt die Formel fiir n = 1.

Induktionsschluss von ng auf ng + 1: Sei ng € IN beliebig und die Formel sei
richtig fiir dieses ng, d.h. es gilt 1 +2 4 --- 4+ ng = W Unter dieser
Voraussetzung miissen wir zeigen, dass die Formel dann fiir ng + 1 gilt. Wir
starten mit der linken Seite der Gleichung; die Summe geht nun bis ng+1. Wir
setzen die Induktionsvoraussetzung ein und formen den Term so lange um, bis
die rechte Seite fiir ng + 1 heraus kommt:

1+2_|_..._|_n0—|—(n0—|—1)=(1+2+"‘+n0)+(n0+1)
no(ng + 1)

IT‘F(’HO—FI)

no(no + 1) +2(ng + 1)
2

(no + 1)(no + 2)

—

Dies ist die zu beweisende Formel fiir ng + 1. O
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Anmerkung: Man sagt, dass diese Summenformel auf F. Gaufl (1777-1855)
zuriick geht, der einer Anekdote zufolge die Summe der ersten 100 Zahlen
dadurch berechnete, dass er die Summe der ersten mit der letzten, der zweiten
mit der zweitletzten, der dritten mit der drittletzten usw. bildete:
14+2+3+---+98+99+100=(14100)+(24+99) 4+ (34+98) 4 ---.
Somit erhélt man von den 100 Summanden nur noch %, jeder mit dem Wert
101, also 1+243+---4100 = w. Tatséchlich war sowohl die Formel als

auch der Rechenweg schon Adam Ries (1492-1559; 1422) bekannt. O

Als Abkiirzung fiir Summen und Produkte fithrt man folgende Notationen ein:

Definition:
(1) Summen: Fir die Summe der Zahlen a;,a;41, ..., a, € IR schreibt man

n
E g :=aq+ @41+ ...+ apn.
k=l

(2) Produkt: Fiir das Produkt der Zahlen a;,ai41, ..., a, € IR schreibt man
Hak =ap-ap41 ... Ay
k=l

(3) Fakultéiit: Zu jedem n € IN definiert man

nli=1-2-...-n (Fakultédt von n ) und 0!:=1.

Ubrigens wiichst n! sehr schnell. Z.B. 13! = 6 - 10°; um diese Zahl zu zihlen,
benotigte man 100 Jahre, wenn man in einer Minute bis 100 z&hlen kénnte!

Beispiele 1.4.
10

® ) i?=52+62+ 7+ 8 +9% 4 10% = 355.
i=5

® JJ(2i-1)2=5%-7%-92-11% = 12006225.
=3
@ 5'=1-2-3-4-5=120. o
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M=

Beispiel 1.5. |[14+3+5+4+ -+ (2n—1)= Y (2k—1) = n? (n € IN)

k=1

Beweis mit vollstandiger Induktion. Wir beginnen beim Induktionsanfang
n = 1, indem wir n = 1 sowohl in die linke wie auch rechte Seite der Gleichung
einsetzen: 1 = 12. Damit ist die Formel richtig fiir n = 1.

Induktionsschluss von n auf n + 1: Sei n beliebig und die Formel richtig fiir
dieses n, dann ist zu zeigen, dass die Formel auch fiir n + 1 gilt:

14345+ 4+Cn—-1)+Cn+1)=14+3+--4+2n—-1)]+(2n+1)
=n’+2n+1=(n+1)>~

Dies ist die Formel fiir n + 1. O

Achtung: Zum Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion gehtéren sowohl
der Induktionsanfang als auch der Induktionsschluss. Fehlt einer dieser beiden
Beweisteile, ist der Beweis nicht vollstdndig und die Aussage nicht bewiesen,
wie die beiden folgenden Beispiele zeigen:

A\ Beispiel 1.6. Nach L. Euler (1707-1783) liefert der Ausdruck

p=n?—n+41

fir n = 1,2,3,...,40 Primzahlen, ndmlich p = 41,43,47,...,1601 wie man
durch Einsetzen explizit nachrechnet. Dies reicht aber nicht fiir einen allge-
meinen Beweis aus. Fiir n = 41 folgt p = 412 — 41 + 41 = 412, Dies ist keine
Primzahl. Die Primzahlberechnung ist zwar fiir viele einzelne n richtig; sie gilt
aber nicht allgemein! O

A\ Beispiel 1.7. Wir betrachten die falsche Formel

n(n+1)
2

(vgl. Beispiel 1.3) und zeigen, dass dennoch der Induktionsschluss durchfiihr-
bar ist: Wir nehmen also an, die Formel sei fiir ein n richtig und zeigen, dass

14243+ 4n= +1

sie dann auch fiir n + 1 giiltig ist.

14243+ +n+n+1) =200 414 (nt1)

_ 7L(n+1)-2&-2(n+1) +1

_ (n+1)2(n+2) +1.
Dies ist die Formel fiir n + 1. Obwohl der Induktionsschluss durchfithrbar
ist, gibt es keine natiirliche Zahl n, fiir welche die Formel richtig ist. Der
Induktionsschluss verliert also seinen Sinn, wenn der Nachweis fiir n = 1 oder
fiir einen anderen festen Zahlenwert nicht erbracht werden kann. O
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© 1.2.3 Geometrische Summenformel
Fiir viele Anwendungen wichtig ist die geometrische Summenformel:

Beweis durch vollstandige Induktion.
0
. 1—4¢'
Induktionsanfang n = 0: Z ¢d=q¢=1= R
i=0 I—q
Induktionsschluss von n auf n + 1: Sei n beliebig und die Formel richtig fiir n,
dann gilt fiir n 4 1:
n+1 ; no 1 1— qn+1 —
1— qn-i-l + (1 _ q)qn-i-l 1— qn+2

© 1.2.4 Permutationen
Als Permutation einer Menge versteht man alle méglichen Anordnungen der
Elemente der Menge. Ist A = {a1,az2,as,...,a,}, so kommt auf jede Position
in der Menge genau ein Element. Eine andere Anordnung der Menge ist z.B.

{ag,a1,as,...,an}.

Der folgende Satz gibt Aufschluss dariiber, wie grof8 die Anzahl aller verschie-
dener Anordnungen einer n-elementigen Menge ist:

Satz: Die Anzahl aller moglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge
{a1,...,a,} ist gleich n!l=1-2-3-...-n.

Beweis durch vollsténdige Induktion. Der Induktionsanfang ist wieder bei
n = 1: Die Anzahl aller Anordnungen der 1l-elementigen Menge {a;} ist 1.
Wegen 1! = 1 gilt die zu beweisende Formel also fiir n = 1.

Induktionsschluss von n auf n + 1: Gesucht ist die Anzahl aller Anordnungen
einer (n + 1)-elementigen Menge {a1,as,as,...,an+1}. Dazu betrachten wir
das Element a; und dessen Plitze (Positionen) in dieser Menge. a; kann an
1. Stelle stehen; dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung fiir die restlichen
n Elemente n! Anordnungen. a; kann auch an 2. Stelle stehen; dann gibt es
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nach Induktionsvoraussetzung fiir die restlichen n Elemente n! Anordnungen.
a1 kann auch an 3. Stelle stehen; wieder gibt es dann fiir die restlichen n Ele-
mente n! Anordnungen. usw. a; kann also an n + 1 verschiedenen Positionen
stehen, und die verbleibenden n Elemente haben dann noch n! unterschied-
liche mogliche Anordnungen. Insgesamt gibt es also n!- (n+ 1) = (n + 1)!
Moglichkeiten. O

Folgerung: Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge {a1,...,a,} ist gleich

n!
kl(n — k)

Begriindung: Alle k-elementigen Teilmengen der Menge M = {a1,...,a,}
findet man, indem aus allen n! Anordnungen nur die ersten k Elemente ge-
nommen werden. Dabei tritt jede k-elementige Teilmenge k!-mal auf und die

verbleibenden (n — k)!-mal. Damit sind die k-elementigen Teilmengen gleich

n!
k!'(n—k)!* O

Anwendung: Die Chance, beim Lotto-Spiel 76 aus 49” die richtige Kombi-
nation zu erraten, ist etwa 1:14 Millionen. Denn die Anzahl der 6-elementigen

: : : : ; 49! _ 44-45-46-47-48-49 _
Teilmengen einer 49-elementigen Menge ist gleich &5 = 53450 =
13.983.816.

1.2.5 Der binomische Lehrsatz
Fiir zwei natiirliche Zahlen n und k£ mit 0 < k£ < n bezeichnet man die Zahl

() oy

(man spricht n iiber k) als Binomialkoeffizient. Die Binomialkoeffizienten be-
stimmen sich entweder durch die obige Formel oder durch das nach Pascal
benannte Schema, dem sog. Pascalschen-Dreieck: Beginnend mit 1 wird die
unten angegebene Pyramide in jeder Stufe um eine 1 rechts und links erwei-
tert. Die Zahlen im Schema ergeben sich aus der Summe der beiden dariiber
stehenden Zahlen.
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Bemerkung: Mit den Binomialkoeffizienten kénnen wir die letzte Folgerung

kurz formulieren: Es gibt Moglichkeiten aus n Objekten genau k aus-

n
k

zuwahlen. Aus dieser Aussage erhalten wir die binomische Formel:

Beweis: Multipliziert man die rechte Seite aus, so kommt der Term b* so oft

Z ) -mal (siehe

obige Bemerkung). Die restlichen (n — k) Faktoren tragen zu a™* bei. |

vor, wie man k Faktoren aus n Faktoren wihlen kann, also (

Beispiele 1.8.
@ (z+y)l=1

(z+y)l=z+y

(z+y)? =22+ 22y + 2

(x+y)® = 2% + 322y + 3ay® + o3
® Wir berechnen den Wert der Potenz (104)® mit dem Lehrsatz:

(104)3 = (100 + 4)3 = 1003 + 3 - 100% - 4 + 3 - 100 - 4% + 43
= 1000000 + 120000 + 4 800 + 64 = 1.124. 864. ]
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1.3 Reelle Zahlen

Wir stellen uns auf den Standpunkt, dass uns die reellen Zahlen zur Verfiigung
stehen und gehen nicht auf den axiomatischen Aufbau ein. Fiir physikalische
Messungen wiirden die rationalen Zahlen ausreichen, fiir die hohere Analysis
weisen die rationalen Zahlen ”zu viele Locher” auf. Erst ihre Erweiterung zu
den reellen Zahlen macht die Differenzial- und Integralrechnung mdoglich.

1.3.1 Zahlenmengen und Operationen

Auf den natiirlichen Zahlen IN gibt es als Grundrechenarten + und -. Die
Gleichung = + 1 = 0 ist innerhalb IN formulierbar, aber nicht l6sbar. Man
erweitert daher den Zahlenbereich um all die Losungen der Gleichungen

z+n=0,

wenn n € INg. Die Losungen sind 0,—1,—2, -3, - und der erweiterte Zah-
lenbereich nennt man 7ZZ, die ganzen Zahlen. In 7 lisst sich fiir jedes n € 7Z
die Gleichung z + n = 0 16sen. Nicht losbar ist die Gleichung 2z = 1. Man
erweitert nun Z um all die Losungen von Gleichungen der Form

q-x=p

mit p,q € Z und ¢ # 0. Somit erhilt man die Zahlenmenge der rationalen
Zahlen Q. In diesem Zahlenbereich sind alle Gleichungen obiger Form losbar.
Aber die Gleichung

2 =2

besitzt in @ keine Losung. Also erweitert man die rationalen Zahlen um all
die Losungen von Gleichungen obiger Bauart und kommt so zu den reellen
Zahlen IR. In den reellen Zahlen sind noch die sog. transzendenten Zahlen, wie
e und 7 enthalten, die wir im Kapitel iiber Folgen noch genauer untersuchen.
In Tabelle 1 sind die Zahlenbereiche mit den zugehorigen Rechenoperationen
nochmals aufgelistet.

Tabelle 1: Zahlenmengen und Grundrechenoperationen

Mengen Grundoperationen | nicht 16sbar
INg natiirliche Zahlen + . r+1=0
77, ganze Zahlen + - - 2-x=1
Q rationale Zahlen + - \ 2 =2
IR reelle Zahlen + - \ 2+1=0

Darstellung reeller Zahlen. Zur Veranschaulichung der reellen Zahlen dient
die bekannte von — nach + gerichtete Zahlengerade. Jeder Punkt auf der
Zahlengeraden entspricht genau einer reellen Zahl.

1.3
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<N

L
-2 -1 o f 1 I
1
3
Abb. 1.2. Reelle Zahlengerade

© 1.3.2 Die Rechengesetze fiir reelle Zahlen
In IR sind zwei Verkniipfungen gegeben, nédmlich + und -. Addition und Mul-
tiplikation zweier reeller Zahlen liefern wieder reelle Zahlen. Formal hat man
hiermit zwei Abbildungen + und - definiert:

+:IR xR —IR mit  (x,y)—ax+y

- IRxIR — 1R mit (z,y) — z - y.

Alle weiteren Rechengesetze der reellen Zahlen lassen sich auf diese elementa-
ren Gesetze zuriickfiihren. Da diese Rechengesetze nicht nur fir die Menge der
reellen Zahlen gelten, sondern auch fiir andere Zahlengebilde, fiihrt man den
Begriffs des Korpers ein und verallgemeinert: Eine Menge K zusammen mit
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zwei Verkniipfungen

+: KxK—K mit  (z,y)—x+y

-t KxK—K mit  (z,y) — x -y,

die den Axiomen (A1)-(A4), (M1)-(M4) und (D) geniigen, nennt man Kérper.

Beispiele 1.9:
@ Sowohl (IR, +, ) als auch (Q, +, ) bilden Kérper.

@ (Z,+,-) ist kein Korper, da (M4) verletzt ist: z.B. 2 € Z besitzt beziiglich
der Multiplikation kein Inverses, so dass 2-x = 1.

® (IN,+, ) ist kein Korper, da z.B. (A4) verletzt ist.
@ (Fy,+,-) mit F = {0,1} und den Verkniipfungen

+]10|1 <101
001 010
111]0 11011

ist ein Kérper. Man rechnet die Rechengesetze direkt nach. F5 ist der kleins-
te Korper; denn jeder Kérper muss mindestens zwei Elemente enthalten: 0
und 1. O

© 1.3.3 Potenzrechnen
Wir definieren zu jeder reellen Zahl a € IR die Potenz von a durch

=a:...-q (n € IN).

Definition: Die n-te Wurzel einer Zahl a > 0
bi= Ya:=an (n e IN)

ist definiert als diejenige positive reelle Zahl b mit der Eigenschaft b = a.

Mit der Schreibweise {/a = an lassen sich die n-ten Wurzeln einer Zahl als
Potenzen mit rationalem Exponenten interpretieren. Fiir die Potenzen von
Produkten bzw. Quotienten von reellen Zahlen gelten die allgemeinen Potenz-
rechenregeln, die in der folgenden Ubersicht zusammengestellt sind:
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Beispiele 1.10.

a5z—2y a4z+y a5:1;—2y—4z—y az—3y

@ pom—1 Cpm—2 T pém—l-m+2  pemAl’
&) gl—j)_b:a4b2%a_1a_éb_§:%agbg.
%Sa%b—3)—2 8_2a_6b6 33
® = = O

(12a—2b=4)=3 ~ 12-3a6p12 ~ 264126

© 1.3.4 Logarithmen
Definition: Gegeben ist die Gleichung a = b* (a, b > 0). Gesucht ist bei
gegebenem a und b der Exponent . Wir nennen

z = logya

den Logarithmus von a zur Basis b.

Spezielle Logarithmen sind der Logarithmus zur Basis 10
loga :=logipa (10er Logarithmus),
der Logarithmus zur Basis 2 (Logarithmus dualis)

lda :=logy a (2er Logarithmus)
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und der Logarithmus zu Basis e

Ina :=logea (natirlicher Logarithmus).

Zwischen unterschiedlichen Logarithmen besteht der Zusammenhang

log,
logyy ==ZOZ Z

(b, ¢,y >0).

Dadurch ist es ausreichend einen Logarithmus (z.B. den natiirlichen Logarith-
mus) berechnen zu kénnen. Die Logarithmen zu anderen Basen ergeben sich
dann durch obige Formel.

Beweis der Logarithmenformel: Aus b* = y folgt per Definition des Logarith-
mus zur Basis b, dass © = logyy. Andererseits gilt fiir den Logarithmus zur
Basis ¢ nach der Logarithmusregel (3):

logey
log. b’

logey =1log:.b" = x - log. b=z =
Hieraus folgt die behauptete Formel. O
Beispiele 1.11:
® 2* =4 = x=logs 5 = —log, 8 = —3.
@ 10% = 0.0001 = = = log1p10™* = —4 log1p10 = —4.
® mYL D —Inya+Inb2—Inci —Ind=> = Llna—2Inb—Lnc+3Ind

Vea =
@ log\/ Va2bvac® =log((a®bai ¢2)5)z = logasbsazicis
= 2 loga+ ¢logb+ 5 loge. o

1.3.5 Anordnung der reellen Zahlen

Unter den reellen Zahlen herrscht eine bestimmt Anordnung: Zwei reelle Zah-
len a,b € IR stehen stets in genau einer der drei folgenden Beziehungen zuein-
ander:

. - > IR
a<b (a liegt links von b), a b
. . . L » IR
a=1b (a identisch mit b), a=b
. . > IR

a>b (a liegt rechts von b). b a
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Unter dem Betrag einer reellen Zahl a wird der Abstand von a zum Nullpunkt
verstanden. Er wird durch das Symbol |a| gekennzeichnet:

a fira>0
la| := 0 fira=0
—a fura<0

Beispiele 1.12: 3| =3; |-5| =5;

V3| = 2. o

“l =1,
2 2

Der Abstand zweier Zahlen x und a auf der Zahlengerade ist |z — a] .

L L > IR
a X

-

x-al
Abb. 1.3. Abstand zweier Zahlen
Nach der Definition des Betrags ist also
|t —al =2 —afirz—a>0bzw. z > a,
|z —a] = —(z —a) fir z —a <0 bzw. z < a.

Diese Fallunterscheidung wird beim Lésen von Betragsgleichungen und Be-
tragsungleichungen eine wichtige Rolle spielen.

Folgerung: (Bernoullische Ungleichung)

Beweis durch vollstandige Induktion. Fiir n = 1 gilt sogar die Gleichheit.
Induktionsschluss von n auf n+ 1: Wegen 1+ x > 0 folgt durch Multiplikation
der Induktionsvoraussetzung (14 x)" > 1+ n z mit (14 x):

A+z)"" >0 +nz)1+2)=1+n+Dz+nz2>1+ (n+1)z. O
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Intervalle: Teilmengen der reellen Zahlen nennt man Intervalle. Dabei un-

terscheidet man zwischen den endlichen und den unendlichen Intervallen. Zur
Beschreibung dieser Teilmengen von IR fiihren wir folgende Notationen ein:

(1) Endliche Intervalle (a < b)

[a, b] {r:a<x<b} abgeschlossenes Intervall
— : <

[2,) {v:a<o<b} halb offene Intervalle

(a,b] = {z:a<z<b}

(a,b) = AHz:a<axz<b} offenes Intervall

(2) Unendliche Intervalle

R>, = J[a,0) :={z:a<z<o0}
Ry = (a,00) ={z:a<z<o0}
R<, := (-00,a] ={z:—c0o<z<a}
Rey = (—00,a) ={r:—c0<z<a}

1.4 Gleichungen und Ungleichungen

Die Lésungsmethoden beim Lésen von Gleichungen sind so Vielfiltig wie es Gleichungsty-
pen gibt. Wir zeigen exemplarisch, wie einfache Gleichungen und Ungleichungen zu [6sen
sind. Allerdings werden wir nicht systematisch auf das Ldsen von Gleichungen und Unglei-
chungen eingehen, da sie in vielen Fallen nicht exakt gelost werden kénnen und man daher
auf numerische Verfahren angewiesen ist (siehe z.B. das Bisektionsverfahren §6.4 oder das
Newton-Verfahren §7.9 ).

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusitzliches Kapitel iiber das numerische Lésen
von Gleichungen sowie ein Abschnitt iiber das Lésen von Gleichungen und Ungleichungen
mit MAPLE.

1.4.1 Gleichungen

Jede Beziehung zwischen (reellen) Groflen, in der ein Gleichheitszeichen auf-
tritt, nennt man Gleichung. Treten die Gréflen der Gleichung nur als Summen
und Produkte von Potenzen auf, so spricht man von algebraischen Glei-
chungen. Die grofite Summe aller Exponenten eines Terms gibt den Grad der
Gleichung an.

1.4
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1. Quadratische Gleichungen
Die Gleichung

2 +pr+q=0

heifit quadratische Gleichung oder Gleichung zweiten Grades. Liegt die Glei-
chung in der Form az? + bx + ¢ = 0 mit a # 0 vor, so dividiert man durch a,
um sie in der p/¢-Form zu erhalten.

Fiir die quadratische Gleichung 22 4 px + ¢ = 0 gibt es die p/g-Losungsformel

7

R

p
.'171/2 = —§:|:

Setzt man D := % — ¢ (Diskriminante), so hat die Gleichung fiir D > 0 zwei
verschiedene reelle Losungen, fiir D = 0 eine doppelte reelle Losung und fiir
D < 0 keine reelle (aber zwei verschiedene komplexe) Losungen.

Beispiele 1.13:

® 22+ 22 — 3 = 0 hat zwei reelle Losungen:
Ty = —1£4/(—1)? + 3 = —1£2. Damit ist 2y = 1, x5 = —3.

@ 22 + 4z + 4 = 0 hat eine doppelte reelle Losung:
Ty)9 = —24+v2? — 4 = —2. Damit ist 2; = —2 eine doppelte Losung.

® 22 — 42 + 13 = 0 hat keine reellen (aber zwei komplexe) Lésungen:
Tip =24+4/4 - 13 =24+/—9 =24 3i. Damit gibt es keine reellen Lésun-
gen. Hierbei bedeutet i die imagindre Einheit (siche Kapitel 5, Komplexe
Zahlen. O

2. Gleichungen héheren Grades

Gleichungen hoheren Grades sind mathematisch nur zum Teil exakt 16sbar, da
in den seltensten Fillen eine geschlossene Losung existiert. Gelegentlich fiihrt
eine Substitution zu einer quadratischen Gleichung, wie das folgende Beispiel
zeigt:

Beispiel 1.14. Gesucht sind Losungen der Gleichung vierten Grades
at —ba® +4=0.
Wir substituieren z = 22 und erhalten die quadratische Gleichung

A —b5z44=0.
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Wenden wir die p/g¢-Formel an, ist

5 /25 ) 25—-16 5 3

Daher ist 2; = 4, zo = 1. Wegen z = 22 und damit z = +/z, gilt

Tijp = EVA = £2

z3/4 = £V1=£1.

Die Losungen der Gleichung sind z = -2, —1,1, 2. O

Manchmal kann man auch eine Nullstelle erraten und anschlieBend durch Po-
lynomdivision oder durch Anwenden des Horner-Schemas das Problem um
einen Grad erniedrigen. Die Rechentechniken hierfiir werden wir im Kapitel
iiber Polynome §4.2 ausfiihrlich beschreiben.

3. Wurzelgleichungen

Einfache Wurzelgleichungen werden gel6st, indem man die Wurzel isoliert, z.B.
auf die linke Seite der Gleichung bringt, die restlichen Terme auf die rechte
Seite. Anschliefend wird bei Quadratwurzelgleichungen quadriert und nach
der gesuchten Variablen aufgelost.

/N Achtung: Durch das Quadrieren der Gleichungen veréindert man die Lo6-
sungsmenge: Die Gleichung x = 1 hat als Losung die Zahl 1. Quadriert man
die Gleichung jedoch, erhiilt man z? = 1. Diese Gleichung hat als Losungen
sowohl z = 1 als auch z = —1. Die quadrierten Gleichungen kénnen mehr
Losungen als die urspriinglichen besitzen. Man muss daher immer eine Probe
durchfiihren, ob die gefundenen Kandidaten auch wirklich Losungen der Wur-
zelgleichung darstellen.

Beispiel 1.15. Gesucht sind Losungen der Wurzelgleichung
Vb—x+3—2=0.
Wir isolieren die Wurzel
VE—z=2-3,
quadrieren
5—x=ax%—6z+9

und formen um

2 —br+4=0.
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Dies ist eine quadratische Gleichung, die mit der p/¢-Formel geldst werden
kann. Beispiel 1.14 liefert die Lésungen

IE1:4, IEQZL

Nun werden wir nachpriifen, ob es bei den beiden Werten um Losungen der
Wurzelgleichung handelt. Dazu setzen wir die Werte in die Wurzelgleichung
ein:

x1=4: v/1—1=0. Der Wert z; = 4 erfiillt die Wurzelgleichung.
xo=1:V4+2=4 # 0. Der Wert 1 = 1 erfiillt die Wurzelgleichung nicht.
Damit ist die Losungsmenge der Wurzelgleichung IL = {4}. O

4. Betragsgleichungen
Da der Betrag |a| einer reellen Zahl a definiert ist durch den Abstand zum
Nullpunkt
. a fira>0
o '_{—afiira<0 ’

fithrt dies bei Betragsgleichungen immer zu einer Fallunterscheidung, je nach-
dem ob in den Betragszeichen eine positive Zahl steht, dann wird das Be-
tragszeichen durch eine Klammer ersetzt, oder ob in den Betragszeichen eine
negative Zahl steht, dann wir das Betragszeichen durch -( ) ersetzt.

Beispiel 1.16 (Mit MaprLeE-Worksheet). Gesucht sind die Losungen der
Betragsgleichung

[z — 1] = —2z + 4.

Um sich einen Uberblick iiber die beiden Funktionen zu verschaffen, zeichnen
wir die linke und die rechte Seite der Gleichung:

-5

Man erkennt, dass es zwei Schnittpunkte der Graphen gibt, die es zu bestim-
men gilt.

1. Fall: 42 —1>0,d.h. z > {:
In den Betragszeichen stehen fiir = > i nichtnegative Zahlen. Unter dieser
Voraussetzung konnen die Betragszeichen durch eine einfache Klammer
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ersetzt werden. In diesem Fall folgt
dr—1 = -2z +4.

Das Auflosen nach x liefert

5
6x = 5 bzw. = —.
x 7w T=
x = 2 erfilllt die Bedingung # > }, unter der wir das Ergebnis berechnet

haben.

2. Fall: 40-1<0,dh o<1
In den Betragszeichen stehen fiir z < % nur negative Zahlen. Unter dieser
Voraussetzung werden die Betragszeichen durch -( ) ersetzt. In diesem Fall
folgt

—(dx—1) = -22+4 = —Adx+1=-2z+4

Das Auflosen nach x liefert

2
2z = —3 bzw. = ——.
T ZW x 3
T = —% erfilllt die Bedingung = < %, unter mit der wir das Ergebnis
berechnet haben.
Die Lésungsmenge ist damit 1L = {3, 2} |

Hinweis: Durch den verbreiteten Einsatz von Computern zur Losung von
mathematischen Fragestellungen, insbesondere dem Losen von Gleichungen,
kommen numerischen Methoden immer mehr Bedeutung zu. Deshalb sind in
diesem Lehrbuch eigens zwei Abschnitte (§6.4 und §7.9) gewidmet, in denen
numerische Verfahren detailliert besprochen werden.

© 1.4.2 Ungleichungen
Aquivalente Umformungen einer Ungleichung sind:
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Beispiel 1.17 (Mit MaprLE-Worksheet). Gesucht sind die Losungen der
Betragsungleichung

|2z + 2| > 3.

Wie bei den Betragsgleichungen miissen beim Losen von Ungleichungen die
Betriige erst durch eine Fallunterscheidung aufgelost werden.

1. Fall: 22 +2>0,d.h. 2 > —1:
In den Betragszeichen stehen fiir £ > —1 nicht negative Zahlen. Unter die-
ser Voraussetzung konnen die Betragszeichen durch eine einfache Klammer
ersetzt werden. In diesem Beispiel folgt dann

20+ 2 > 3.

Das Auflosen nach x liefert
1
> —.
Y70
x> % erfiillt die Bedingung x > —1, unter der wir die Rechnung durch-

gefithrt haben.

1
= H_Jl = (5700)

2. Fall: 22 +2<0,dh. z<—1:
In den Betragszeichen stehen fiir x < —1 nur negative Zahlen. Unter dieser
Voraussetzung werden die Betragszeichen durch -( ') ersetzt. In diesem Fall
folgt

—(2z+2) > 3.
Durch Multiplikation mit (—1) folgt
2r+2 < =3

und das Auflésen nach x liefert

r < —§
5"
T = —g erfiillt die Bedingung < —1, unter der wir das Ergebnis berechnet
haben.
5
= Ly = (—o0, —5)

Die Losungsmenge besteht damit aus zwei Teilintervallen, dem offenen Inter-

vall (—o0, —3) vereinigt mit dem offenen Intervall (1, c0):

5 1
H_J:IL1 UILQZ(_OO,_i)U(§,OO) O
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Beispiel 1.18 (Mit MaprLE-Worksheet). Gesucht sind die Losungen der
Betragsungleichung

(r—2)* < || .

Um sich einen Uberblick iiber die beiden Funktionen zu verschaffen, zeichnen
wir die linke und die rechte Seite der Ungleichung;:

(x-1y’
8

Man erkennt, dass es zwei Schnittpunkte der Graphen gibt, die es zu bestim-
men gilt. Die Losungsmenge besteht dann aus dem abgeschlossenen Intervall,
in dem die Quadratfunktion (x — 1)? kleiner bzw. gleich der Betragsfunktion
|| ist.

Bestimmung der Schnittpunkte: Aus dem Graphen entnimmt man, dass
die Schnittpunkte sich im positiven z-Bereich befinden. In diesem Bereich darf
man bei |x| die Betragszeichen durch eine einfache Klammer ersetzen, so dass
wir die Gleichung

r=@x—-1?2 = 22-2z+1l=2 = 22-3z+1=0

zu losen haben. Die p/g-Formel liefert

3
.’171/2:§i

Damit sind x; = 0.38 und zo = 2.62 die Schnittpunkte der Kurven. Die
Losungsmenge besteht aus dem beidseitig abgeschlossenen Intervall

31 -3 1
L= |2—-v52+2v5]=0.38,2.62.
{2 2\/5,24-2\/5} 0.38,2.62] o

Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befindet sich die
MAPLE-Prozedur visual_solve, um Gleichungen und Ungleichungen zu
16sen sowie die Losung graphisch darzustellen.
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1.5 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme (LGS) spielen in Theorie und Anwendungen
eine sehr wichtige Rolle. In diesem Abschnitt fithren wir eine Methode ein, mit
der beliebige LGS gelost werden kénnen: den GauB-Algorithmus. Auf allgemei-
ne Zusammenhinge und Aussagen iiber LGS sei auf das Kapitel 3, Matrizen
und Determinanten, verwiesen.

1.5.1 Einfiihrung

Anwendungsbeispiel 1.19 (Die Beschreibung elektrischer Netzwerke
bei Gleichstrémen).

Gegeben sei das nebenstehende elektri-
sche Netzwerk mit den gegebenen Wider-
stinden Ry = 1Q, Ry = 5Q, R3 = 3Q.
Diesem Netzwerk werden zwei Gleichstro-
me I4 = 1A und Ip = 2A zugefiihrt.
Gesucht sind die Einzelstrome I, I, I3.

Um die Modellgleichungen zu erhalten,

Abb. 1.4. Elektrisches Netzwerk wenden wir die Kirchhoffschen Geset-

ze an: Der Knotensatz besagt, dass die

Summe der in einem Knoten zu- und abflieenden Strome gleich Null ist. Der

Maschensatz besagt, dass in einer Masche die Summe aller Spannungen Null
ergibt.

Bei unserem Beispiel gilt fiir den Knoten K 4, dass I3 zu- und 14, I; abflieen
(Ka): I3=1Ia+ I

fiir den Knoten Kp, dass Ig zu- und I, I abflieen
(Kg): Ip=1L+I.

Fiir die Masche mit angegebenen Stromrichtungen gilt, dass der Spannungs-
abfall iiber Ry gleich der Summe der Spannungsabféllen {iber R; und Rj ist:

(M) : Rlll + R3[3 = RQIQ.

Dies ergibt ein System von 3 Gleichungen fiir die Einzelstrome I, I, I5. O
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Im Folgenden werden wir die gegebenen Werte in die Gleichungen einsetzen
und eine Methode einfiihren, um das System systematisch zu l6sen:

Il 12 I3 r.S.
Gi: 11 =5l +3I3=0 1 -5 3 0
Go: —1I + 13 =1 -1 0 1 1
G3 : 1[1 + 1]2 =2 1 1 0 2

Dieses System wird gel6st, indem die Variable I; aus Gleichungen G2 und G3
eliminiert wird. Dazu bildet man die Summe aus Gleichung G, und G2 bzw.
die Differenz aus Gleichung G; und G3:

Il IQ I3 r.S.

Gll = G1 : 1[1 — 5[2 + 3]3 = 1 -5 3
GhL=G1+Gy: — 5l +4I; = 1 0 -5 4 1
é:Gl—Gg,: —6]2+3]3:—2 0 —6 3 -2

AnschlieBend nehmen wir Gleichung G5 und G5 und eliminieren die Variable
I aus Gy. Dazu addieren wir das 6-fache von Gleichung G zum (—5)-fachen
von Gleichung G;’ : —30I, + 2413

= 6
30, — 15I3 = 10
9I3 = 16
Damit erhalten wir schliefflich
Il IQ 13 r.S.
Gl =Gy 11, — 51, + 35 = 1 -5 3
Gy =Gl — 5l + 4l = 1 0 -5 4| 1
Gy = 6Gy — 5Gjy : 95 = 16 0 0 9| 16
Aus Gleichung G folgt
16
0I; =16 = Is = .
Eingesetzt in Gleichung G/Q/ folgt

16 11
—51 4. — =1 I, = —.
515 + 9 = Ia 9

Beide Ergebnisse in Gleichung Glll eingesetzt liefert
11 16 7
L —5-—+3.—=0=1 =~
! 9 70 "

Damit sind die Teilstréme I, Is, I3 berechnet. O
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In der letzten Spalte wurde jeweils auf die Angabe der Variablen verzichtet und
nur der Koeffizient der Variablen bzw. die Konstanten auf der rechten Seite der
Gleichung aufgelistet. Hierbei steht an erster Stelle immer der Koeffizient von
I, an zweiter Stelle der Koeflizient von I und an dritter Stelle der Koeffizient
von I3. Im Prinzip reicht diese Kurzversion des Gleichungssystems aus, um es
zu l6sen. Die Vorgehensweise, die wir zur Losung dieses speziellen Gleichungs-
systems gewihlt haben, ist verallgemeinerbar (—GauB-Algorithmus), wenn die
gesuchten Groflen nur linear (—LGS) vorkommen.

1.5.2 Begriffsbildung und Notation

Ein linearer Zusammenhang zwischen zwei Groflen x und y liegt dann vor,
wenn x proportional zu y (z ~ y) ist, d.h. ax + by = const. Allgemeiner
bezeichnet man eine Gleichung der Form

ary + brs +cr3=d

als lineare Gleichung in x1,x2,x3, da jede der Variablen zi,xs und x3 nur
in linearer Form, also zur Potenz 1 auftritt. Jedes 3-Tupel von reellen Zahlen
(71,72,23) € IR®* =R x IR x IR, das die Gleichung erfiillt, heifit Losung.

Beispiele 1.20:

@ x1 —x2+x3 = 0 ist eine lineare Gleichung, da die Variablen x1, xo, 3 pro-
portional in der Gleichung enthalten sind. Diese Gleichung hat z.B. (0,1, 1),
(1,1,0), (1,2,1) als Lésungen.

@ Die Gleichung 22 + 2z — y = 0 ist keine lineare Gleichung, da die Variable
x quadratisch vorkommt.

® z1 — 9 +x3 = 0 und 227 + 32 — z3 = 0 bilden ein System aus linearen
Gleichungen, ein lineares Gleichungssystem. O

Definition: Ein System von m linearen Gleichungen in den n Unbekann-
ten x1,T2,...,%Tn

a1171 + a12T2 + -+ a1pTp = by
a21T1 + a2 + -+ AT, = by

Am1%1 + maT2 + - + Apn®p = bm

nennt man ein lineares Gleichungssystem (LGS). Die reellen Zahlen
ai; heiflen die Koeffizienten und b; die Konstanten der rechten Seite
des LGS.
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Abkiirzend fiir das LGS schreiben wir die Koeffizienten und die rechte
Seite in das folgende Schema

a1 a2 @13 - aip | b1
a1 G2 @23 -+ Aop | b

Gm1 Gm2 Gm3 **° Amn bm

Man nennt dieses Schema die erweiterte Koeffizientenmatrix bzw. kurz
Matrix. Die durchgezogene Linie soll daran erinnern, dass die Koeffizi-
enten links und die Konstanten rechts vom Gleichheitszeichen stehen.

Ein LGS, bei dem alle Konstanten b; der rechten Seite gleich Null sind,
heifit homogenes LGS. Ist mindestens eine Konstante b; ungleich Null,
so heifit es ein inhomogenes LGS.

Jede Zeile der Matrix steht fiir eine Gleichung; jede Spalte ist der entspre-
chenden Unbekannten zugeordnet. Die Losung besteht aus allen n-Tupeln
(21, x2, ..., Tpn), die siémtliche m Gleichungen erfiillen.

Wie wir beim einleitenden Beispiel gesehen haben, werden beim sukzessiven
Losen des LGS nur jeweils die Koeffizienten und die Konstanten verédndert,
nicht aber die Variablen. Daher verzichtet man beim Losen von LGS ganz auf
die Variablen und fiihrt alle Rechenschritte in der Matrizenschreibweise durch.

1.5.3 Das Lésen von linearen Gleichungssystemen

Umformungen, welche die Losungsmenge eines Systems nicht &ndern, nennt
man Aquivalenzumformungen. Folgende Umformungen sind Aquivalenz-
umformungen eines linearen Gleichungssystems:
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Wendet man diese 3 Regeln systematisch - wie im Folgenden beschrieben wird
- an, ist die Losungsmenge jedes LGS bestimmbar. Wie im Einleitungsbeispiel
gezeigt, wird in jedem Rechenschritt eine Variable aus dem System eliminiert
und dadurch um eine Gleichung reduziert, bis zum Schluss nur noch eine Glei-
chung fiir eine Variable iibrig bleibt. Das auf Gauf§ (1777-1855) zuriickgehen-
de Verfahren heifit das Gauf3ische Eliminationsverfahren oder der Gauf3-
Algorithmus. Wir beschrinken uns bei der Beschreibung der Einfachheit
halber auf quadratische Systeme mit n Gleichungen fiir n Unbekannte. Der
GauB-Algorithmus ist aber auf beliebige (n x m)-Systeme iibertragbar.

A\ Tm obigen Algorithmus wird angenommen, dass keiner der Koeffizienten a;
gleich Null ist; ansonsten miissen die Zeilen vertauscht werden. Sind alle ver-
bleibenden Koeffizienten von der zu eliminierenden Variablen x; gleich Null,
so kann dieser Schritt iibergangen werden, da das LGS schon die gewiinschte
Form hat. Bei der numerischen Ausfithrung des Algorithmus entstehen Re-
chenungenauigkeiten jedoch bereits dann, wenn diese Koeffizienten sehr klein
sind. Um solche Fehler moglichst klein zu halten, ist es giinstig, die Zeilen in
jedem Schritt so zu vertauschen, dass die Zeile mit dem betragsgrofiten Koeffi-
zienten a;i als oberste Gleichung gewihlt wird. Man nennt dies Pivotisierung.
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Beispiele 1.21:
@ Ein System mit genau einer Losung: Gesucht ist die Losungsmenge
des LGS

201 + x9 — x3 =3

3I1 + 51’2 — 41’3 =1

41’1 - 31’2 + 21’3 =2

In Matrizenschreibweise lautet dieses LGS

Gy 2 1-1|3
GQS 3 5—-4|1
Gs: 4-3 2|2

Zur Losung wenden wir den Gau$-Algorithmus an. Dazu schreiben wir die ers-
te Zeile ab; multiplizieren G mit (-3) und addieren das Ergebnis zur 2-fachen
zweiten Zeile hinzu. Aulerdem multiplizieren wir die erste Zeile mit (-2) und
addieren das Ergebnis zur dritten Zeile:

G 2 1-1| 3 (Gy)
Gy 0 7-5| -7 (2G4 — 3G1)
Gy : 0-5 4| —4 (G3 —2Gy)

Jetzt lassen wir die beiden ersten Gleichungen unveréndert und formen die
letzte Gleichung so um, dass der Koeffizient von x5 gleich Null wird.

" ’

Gy 21-1 3 (Gy)

Gy 07 5| -7 (Gy)

Gy 00 3| —63 (TG + 5G5)

Aus dem dquivalenten System (") lassen sich nun die Losungen leicht berech-

nen. Die letzte Gleichung liefert
3r3 = —63 = 3 = —21.

Eingesetzt in Gg: Teg —5-(=21) = =7 = 29 = —16.

Beides eingesetzt in G :  2z1 4+ (—=16) — (—21) = 3 = 2y = —1.

Somit hat das System genau eine Lésung (—1; —16; —21) und die Loésungs-
menge lautet

I -1
IL={(r1,20,23) €ER®: [ 25 | = | —16
I3 —21

Man nennt das System (") ein System mit oberer Dreiecksmatrix, da die Ein-
tragungen unterhalb der Hauptdiagonalen (a),, gy, a43) gleich Null sind. Hat
das System obere Dreiecksform ist das Eliminationsverfahren beendet. Durch
Riickwartsauflosen lassen sich dann die Unbekannten x1, x5, 3 bestimmen.
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® Die Losung enthilt eine Variable: Um das System

1 — 3x2+ 223 = 4
—21’1 + To + 3$3 = 2
21’1 — 16%2 + 18.’E3 =28

zu 16sen, formen wir die Koeffizientenmatrix in zwei Schritten so um, dass sie
Dreiecksform erhalt

Gy 1 -3 2| 4

Gy -2 1 3| 2

Gs 2 -16 18| 28

G, 1 -3 2| 4

G, 0 =5 7|10 (G2 + 2Gh)
Gy 0—1521] 30 (Gs + Gy)
G 1-32| 4

Gy 05710

Gy 0 00| 0 (G4 — 3Gy)

Aus der letzten Zeile folgt , welches fiir beliebiges x3 erfiillt ist.

Daher setzen wir z3 = A (beliebig). In G eingesetzt, folgt
7
—bBro +TA=10= 25 = —2—}—5)\.

Beides in G eingesetzt, liefert

7
5
Um eine einfachere Schreibweise zu erhalten, setzen wir A = 5k, so dass insge-
samt die Losungsmenge lautet

11
r=4+3(-2+4 g0 — 20 =2+ =\

1 -2 11
IL = (xl,acg,xg)elfi3: o | = =2 | +k 7 und k €1R

® Das System hat keine Losung: Wir betrachten das System aus (2),
indem wir die letzte Gleichung abdndern: Die Konstante 28 wird durch 27
ersetzt. Durch elementare Umformungen erhélt man

1-32| 4
0-57| 10
0 00| -1

Aus der letzten Zeile folgt . Diese Gleichung ist nicht erfiillbar,
weil die linke Seite immer Null ergibt. Daher ist IL = {} .
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@ Homogenes LGS: Nach Beispiel ® koénnen wir sofort die Losungsmenge
des homogenen LGS 1 — 3ma + 223=0
—2x1 + a9+ 3x3=0
2x1 — 1629 + 1823 =0

angeben, denn die elementaren Zeilenumformungen liefern

1-32]0
0-57]0
0 000

Durch Riickwértsauflésen erhalten wir aus Zeile 3 ‘ 0-x3 =0 | Daher ist x3
beliebig. Wir setzen x3 = 5k. In Zeile 2 eingesetzt, folgt

—DBxy+7-5k=0= 2o =Tk
und beides in Zeile 1 eingesetzt:

1 =43 -7k —2- -5k =11k.

Dabher ist
X1 11
L= (z1,z0,23): [ 22 | =k| 7] und k€eR,. ]
X3 5

Die Beispiele @ - @ legen folgende allgemeingiiltige Schlussfolgerung nahe, die
wir im Kapitel iiber Matrizen und Determinanten genauer untersuchen:
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Anwendungsbeispiel 1.22 (Chemische Reaktion).

Aus Quarz (5i02) und Natronlauge (Na O H) entsteht Natriumsilikat (Nas SiO3)
und Wasser (H20):

215109 + 290 Na OH — 23 Nas S103 + x4 H O

Gesucht sind die Anteile der Stoffe x1, 2, x3, x4, fiir welche die Reaktion
ablduft. Da nur ganzzahlige Vielfache in Frage kommen, sind natiirliche Zahlen
Z1, To, T3, T4 zZu bestimmen, so dass jedes der chemischen Elemente Si, O,
Na, H auf beiden Seiten der Reaktionsgleichung gleich oft auftritt. Dies fiihrt
zu dem folgenden homogenen linearen Gleichungssystem:

1 = X3

2131 + 29 = 31’3 + x4
To = 2$4.

S
Na: x9 =2x3
O.
H

In Matrizenform lautet das LGS

10-1 0[O0 10-1 00
01-2 0|0 01-2 0|0
21-3-1|0 00 1-1|0
01 0-2]0 00 0 0]0

Aus der letzten Zeile folgt 0-x4 = 0. Daher ist x4 beliebig. Wir wihlen x4 = k.
In Zeile 3 eingesetzt, folgt x3 = k. Beide Ergebnisse in Zeile 2 bzw. Zeile 1
eingesetzt liefert zo = 2k und z; = k. Die Losung mit den kleinsten Anteilen
der Substanzen lautet daher (fiir k& = 1)

Si02 +2NaOH — Nag Si03 + H>0. O

Anwendungsbeispiel 1.23 (Mischen von Legierungen).

Edelstahl ist eine Legierung aus Eisen, Chrom und Nickel. Beispielsweise be-
steht V2A-Stahl aus 74% Eisen, 18% Chrom und 8% Nickel. In der unten
stehenden Tabelle sind vorhandene Legierungen (I - IV) angegeben, mit denen
1000 kg V2A-Stahl gemischt werden soll.

I 11 IIT I\
Eisen 0% 72% 80% 85%
Chrom 22% 20% 10% 12%
Nickel 8% 8% 10% 3%
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Sind 1, x2, x3, x4 die Anteile der Legierungen I - IV in Einheiten kg, so gilt
fiir die Summe aller Mischungsanteile in kg

T1+To+ T3+ Ty = 1000.

Fiir die Einzelbestandteile Eisen, Chrom und Nickel gelten die Erhaltungsglei-

chungen
0.721 +0.7222 + 0.823 + 0.85z4 = 740

02221 +0.220 4+ 0.123 +0.1224 = 180
0.082z1 +0.08 22 + 0.1x3 + 0.03 x4 = 80.

Man beachte, dass bei 1000 kg Legierung mit 74% Eisen das Eisengewicht 740
kg betréagt, entsprechendes gilt fiir Chrom und Nickel. Diese vier Gleichungen
liefern ein inhomogenes lineares Gleichungssystem

11 1 1| 1000 11 1 1] 1000
70 72 80 85| 74000 . 02 10 15| 4000
2220 10 12| 18000 00-2 5 0

8§ 810 3| 8000 00 0 O 0

Wir wihlen x4 = k beliebig. In Zeile 3 eingesetzt, folgt x3 = %k Beide
Ergebnisse in Zeile 2 bzw. Zeile 1 eingesetzt liefert zo = 2000 — 20k und
x1 = —1000+ 16.5k. Damit die Losung realisierbar ist, miissen alle Anteile x1,
Zo, x3, x4 > 0 sein. Wegen der Bedingung fiir x5 folgt 100 > k und wegen
der Bedingung fiir ;1 folgt k£ > 60.6. D.h. fiir 100 > k& > 60.6 ist das Problem
physikalisch 16sbar. O

MapLe-Worksheets zu Kapitel 1

fesy  Die folgenden elektronischen Arbeitsblitter stehen fiir Kapitel 1 mit
MAPLE zur Verfiigung. Sie kénnen direkt durch Anklicken aus der
pdf-Version des Buches gestartet werden.

Mengen mit MAPLE

Natiirliche Zahlen mit MAPLE
Pythagoriische Zahlen mit MAPLE

Reelle Zahlen mit MAPLE

Gleichungen und Ungleichungen mit MAPLE
Visualisierung von Gleichungen mit MAPLE
Lineare Gleichungssysteme mit MAPLE
Zusammenstellung der MAPLE-Befehle
MAPLE-Losungen zu den Aufgaben
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1.6 Aufgaben zu Zahlen, Gleichungen und

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Gleichungssystemen

Stellen Sie die folgenden Mengen durch Aufzéhlen ihrer Elemente dar:
a) {z : z ist Primzahl und z < 20}
b) {z : x ist reell und z* + 1 = 0}

Gegeben sind die Mengen A = {r €eIR: 0 <z <2}und B={z €lR:1<
x < 3}. Bestimmen Sie graphisch sowie rechnerisch
(i) An B, (i) AU B, (iii) A x B, (iv) A\B.

Bilden Sie die Vereinigung, Durchschnitt und beide Differenzmengen aus den
folgenden Mengen

a) My = {2,4,6,...}, M, =1{3,6,9,...}

b) My = {z: 2* + = — 2 = 0}, My = {x: 2> -3z +2=0}

Zeigen Sie mit Hilfe von Venn-Diagrammen, dass fiir drei Mengen M;, M2 und
M3 gilt

a) My N (Mz U Mg) = (M1 N M2) U (M1 N Mg)

b) M1 U (M2 N Ms) = (M1 U M2) N (M U Ms)

Zeigen Sie durch vollstandlge Induktlon dass fiir alle n € IN gilt

+1) (2n+1)
12422432+ _ B2 — n

a) 17 +2° 4 S n? Z g

b) 20 + 2! + 22 + 22’“ ontl
C)L-FL-FL-F + 1 — n

1.2 23 34 77 " nm+l) n+l

Zeigen Sie durch vollstédndige Induktion
a) 2" < n! fiir jedes n >4

b) 2n+ 1 < 2" fiir jedes n >3

¢) n? < 2™ fiir jedes n # 3

T OO0

Rechnen Sie nach, dass

n n—1 n
ORI SPRRRES PR P
k=1 k=0 k=0 k=1
. n .
Man zeige (k) ik < . fiir jedes n € IN. (Nachrechnen!)

Man entwickle die folgenden Binome
a) (z+4)° b) (1-5y)" ¢ (a®—2b)°.
125

Bestimmen Sie mit MAPLE den Summenwert von Z (k* +1).
k=T1
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1.18

1.19

1.20

1.21
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Bestimmen Sie mit MAPLE eine Formel fiir die Summenwerte von
a) P +2° 433 ..+ n?
b) 1* +2* +3*+ ... +n*

n n

1 1 i
VL L nary 2

i=1 i=1 =0

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke soweit moglich

18 z%T4 47 3¢ nt1ro— npx n—1l;x N2 a—
a)W:W b)(a+1b l+ab+a 1b+1)2(a 2, 1)

Vereinfachen Sie formal die Wurzelterme soweit moglich

2 42
a) 796(2:2 L ) 8T b) 2T R —
3z —3

2 _
¢) V6x2 —6 2w 12

(2 — k)?
V2x2 — 2kx + k2

Berechnen Sie

a) vV Vab12 b) Va2/a? c) V/Vasb® d) \3/ a3\ a2V a® Va3
o {5/@5 a2 . \/a3 a7

Va2 ¥/at . Va'a

Berechnen Sie

a) 1d 2%, log+/10, Ine? b) In(v/e)?, In \/%2, In Ve3(n e2+Inef)

VeZ
¢) log ""Var Vb1

Zeigen Sie, dass die beiden Mengen zusammen mit den Rechenoperationen +
und - die Kérperaxiome erfiillen.

a) ({a+ bv2 mit a,b € Q}, +, -) mit den Rechenoperationen in IR.

b) (F2, +, -) bzgl. den in Beispiel 1.9 @ angegebenen Verkniipfungstabellen.

Geben Sie die reellen Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen an:
a)4z? +82—-60=0 b)a?—4z+13=0 c)—-1=-9 (z—2)°
d) 522 4+2024+20=0 ) (z—1)(z+3)=—4

Man bestimme den Parameter ¢ so, dass die Gleichung 2z% 4+ 4z = ¢ genau
eine reelle Losung besitzt.

Welche reellen Losungen besitzen die Gleichungen?
a) —22° + 822 =8z

b) t* — 131> +36 =0

c) 2 (322 —6) (z°—25) (z+3)=0

Losen Sie mit MAPLE die folgenden Wurzelgleichungen:
a) vV—3+2x=2 b) Va?+4=2—-2
)Vvr—1l=vz+1 d)v2z22-142=0

Welche reellen Losungen besitzen die Betragsgleichungen?
a) |¢* — x| =24 b) |2z +4| = — (2° — 2 — 6)
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1.23 Bestimmen Sie mit MAPLE die reellen Losungsmengen der folgenden Unglei-
chungen:
a)2r—8>|z] b)z?4+zx+1>0 o) |z|<z—2 d)|z—4]>2?
1.24 Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme:
a) 4x1 + 222 + 4dxz3 = 10
1+ T2 + z3 = 3
221 4+ 3x2 + 3xz3 = 8
b) 211 + o + x3 = 7
211 + 229 + x3 = 10
31 + x3 = 5
c) 2x1 + wx= + x3 = T
2z1 4+ 22 + x3 = 0
3z +  x3 5
1.25 Man bestimme die Losungsmenge der folgenden Systeme:
a) 1 — 3z + T3 = —
—3z1 + T2 +  x3 = 5
b) 1 + T2 + xrs3 = 6
1 4+ 2z + r3 = 7
21 + T2 + 2xz3 = 11
c) 1+ o + T3 = 7
1 + 232 + xz3 = 7
2x1  + xo + 2xz3 = 11
1.26 Bestimmen Sie die Losungsmenge der linearen Gleichungssysteme:
a) 2x1 + 3z + 4dxzz3 = 4
b) 1 — ro + r3 = 1
-3z + 322 — 3z3 = -3
511 — bz 4+ bxzz = 5
c) T o + T3 = 1
—3x1 + 3z — 33 = —1
5x1 — bz + bHxz = 5

1.27 Welche Aussagen gelten fiir die entsprechenden homogenen Systeme?

1.28 Die Variablen x1,x2,...
moglichst kleine natiirliche Zahlen stehen:

a)

=3
=

eo

= D
— =

o)
—

x1 Fe + 22 O3 — 3 FeaO3
x1 FeSs 4+ 22 02 — x3 FesOs + 14 SOy

21 CsH1206 + 22 O2 — 13 CO2 + x4 H20O

21 C3Hs N3Og — 12 CO2 + 3 H20 + x4 N2 4 x5 O2
1 NH3 + 22 CuOs — x3 No + x4 Cu + x5 H20

1 Al =+ ) HQSO4 — I3 AlQ(SO4)3 =+ T4 H2

xr1 Ca3(PO4) + 20 HCl — 23 Cacls + x4 H3(PO4)

in den folgenden chemischen Reaktionen sollen fiir
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2 Vektoren und Vektorrechnung

Vektoren sind ein unentbehrliches Hilfsmittel bei der Beschreibung physikalischer
GroBen. Wiahrend die Temperatur eines Korpers, die Dichte eines homogenen Medi-
ums, der Ohmsche Widerstand eines elektrischen Elementes durch eine reelle Zahl
(zusammen mit einer Einheit) charakterisiert werden, ist dies z.B. bei den folgenden
physikalischen Gréfien nicht moglich:

Die Geschwindigkeit eines Massenpunktes im Raum ist festgelegt durch die Grofe
der Geschwindigkeit und deren Richtung. Die Kraft, die an einem Massenpunkt an-
greift, wird beschrieben durch die Linge der Kraft und der Richtung, unter welcher
die Kraft angreift. Elektrische Feldstidrke, Drehmoment usw. sind andere physikali-
sche GroBen, die durch Maflzahl (Linge) und Richtung festgelegt werden.

Immer wenn in Physik und Technik Gréflen auftreten, die sich nicht nur durch die
Angabe einer Zahl zusammen mit einer Einheit versehen beschreiben lassen, spricht

man von Vektoren.

Stellen wir uns einen Kraftvektor vor, so definieren wir verallgemeinernd:

Definition: Ein Vektor @ ist eine Klasse von gerichteten Strecken (Pfei-
len), die in Richtung und Lénge iibereinstimmen.

Zwei gerichtete Strecken AB (Anfangspunkt A, End-

punkt B) und CD (Anfangspunkt C, Endpunkt D) /'/'
stellen genau dann denselben Vektor dar, wenn sie

gleich gerichtet und gleichlang sind. Man spricht da-

her oftmals von Richtungsvektoren. Durch Parallel- /
verschiebung entstehende Vektoren sind also gleich.

Ein Vektor ist eindeutig durch seinen Anfangspunkt

und Endpunkt festgelegt.

Historisch gesehen ist die Vektorrechnung eine recht junge Disziplin verglichen
z.B. mit der Differenzialrechnung. Die Begriindung der modernen Vektorrech-
nung geht auf Hermann Grofimann (1809 - 1877; 1844) zuriick. Der Formalis-
mus der Vektoren und der Vektorrechnung entstand also wesentlich spéter als
z.B. die komplexen Zahlen.

Im Folgenden werden wir zur Beschreibung der Vektoren und der Rechenope-
rationen mit Vektoren von einem rechtwinkligen (kartesischen) Koordinaten-
system ausgehen.
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2.1 Vektoren im IR?

Der zweidimensionale Raum IR? wird durch zwei senkrecht aufeinander stehen-
den Koordinatenachsen (kartesisches Koordinatensystem) festgelegt. In
einem solchen Koordinatensystem ist ein Vektor @ vom Punkt P, = (21, y1)
zum Punkt P = (x2, y2) durch seine Komponenten festgelegt, den Projek-
tionen auf die Koordinatenachsen:

— (502—351)
a = .
Y2 — Y1

> 0 X

Abb. 2.1. Richtungsvektoren (links)- und Ortsvektor (rechts)

Dabei kommt es nicht auf die spezielle Lage im IR? an. @ und @ ; reprisentie-
ren den gleichen Vektor. Wir sprechen von einem Richtungsvektor, wenn der
Angriffspunkt keine Rolle spielt. Im Gegensatz zu Richtungsvektoren spricht
man von Ortsvektoren, wenn der Vektor vom Ursprung O zum Punkt P
fiihrt:

2.1.1 Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

A?:A(“m) - (A“@>; A €R.
ay )\ay

Das Produkt eines Skalars A € IR mit einem Vektor @ ist wieder ein Vektor.
Die Multiplikation geschieht komponentenweise. Geometrisch entspricht dies
der Streckung des Vektors @ um den Faktor \. Fiir A = —1 hat — @ die glei-
che Linge aber umgekehrte Richtung wie @ . Manchmal ist es bequemer den
Zahlenfaktor rechts vom Vektor zu schreiben. Wir setzen daher @'\ := \@’.
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© 2.1.2 Addition zweier Vektoren

— = ay by Az + by
b = o= .
@ (ay)+<by) (ay+by>

Die Summe zweier Vektoren ist ein Vektor. Die Addition erfolgt komponenten-
weise. Entsprechend ist die Subtraktion erklirt. Geometrisch entspricht die Ad-
dition zweier Vektoren der Krifte-Addition iiber das Kréfte-Parallelogramm.

RN
a

Abb. 2.2. Addition und Subtraktion iiber das Krifte-Parallelogramm

© 2.1.3 Die Lénge (der Betrag) eines Vektors

Die Linge (= Betrag) eines Vektors @ ergibt AY
sich nach dem Satz von Pythagoras: [~~~ 7 7 77 (
a, a :
= = 2 2 |ay
|'a’| = /a2 + ay. |
I A -
a, v

Fiir den Betrag eines Vektors schreibt man

— Abb. 2.3. Betrag des Vektors
auch kurz a := |@’|.

Beispiele 2.1:

® Gegeben sind die Vektoren @ = (g) , b = (?) , ¢ = (_g) Dann

T T3 27— (:§)+ (1§>+(:Z) B <—‘1*>

® An einem Massenpunkt wirken die Krifte

— 2N — —1N — —4N
Fi= () 7= (Can) B (o)

Gesucht ist der Betrag der resultierenden Kraft Fg:

ist

— - = =
Fr=F+ Fy+ F3
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(2N (FINY, (—ANY _ (3N
1IN 5N 2N ) SN
Fr = ’FE‘ — VON? £ 64N2 = VT3N.

® Ein Vektor der Lénge 1 heifit Einheitsvektor.

AY
Spezielle Einheitsvektoren sind die Koordinaten-
i’ Einheitsvektoren
- €= L und €5 := 0
1:= 0 9 1= 1)
= T

Diese Vektoren haben die Richtung der entspre-
Abb. 2.4. Einheitsvektoren ~ chenden Koordinatenachsen und die Lénge 1. Mit
den Einheitsvektoren ldsst sich jeder Vektor @ schreiben als

. . . —_ —
(Linearkombination von "€’; und € 3).

@ Gegeben ist ein Vektor @ = (Zﬂc ) Gesucht ist der Einheitsvektor in
Yy

Richtung @' Wegen |a’| = /a2 + a2 st

der gesuchte Einheitsvektor, denn | €’ ,| = 1 und die Richtung von €, und
@ stimmen iiberein. O

© 2.1.4 Das Skalarprodukt zweier Vektoren
Definition: Unter dem Skalarprodukt

(Punktprodukt) zweier Vektoren @ = (GI)

Ay
und b = (bm
by

ol

) versteht man die reelle Zahl

—
a

Abb. 2.5. Winkel zw. @ und b @b = |7| g ‘?‘ - COS v, (1)

wenn « der zwischen 0° und 360° gelegene

Winkel zwischen den Vektoren _E: und b ist. Ubliche Bezeichnungen fiir das

Skalarprodukt sind auch < @, b > oder (@, b ).
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Fiir das Skalarprodukt gelten aufgrund der Definition die Rechenregeln

(S1) @ - ? Y@ Symmetriegesetz
— —

S2) A (T-b) = (@) b =1a (A b) Assozativgesetz

(S3) @ - (7 +7) a - 7) + (@ -7) Distributivgesetz

(S1) und (S2) sind offensichtlich, (S3) ist nicht ganz evident. Auf Beweise
sei jedoch verzichtet. Wir verwenden stattdessen die Regeln, um eine sehr
einfache Darstellung des Skalarprodukts zu erhalten: Aufgrund der Definition
des Skalarprodukts ist

Dabher gilt fiir zwei Vektoren

@ = (“) 0, T 140, und b = (b> be 1+ b,

Ay

—
—
a - b

= (am?l + ay?g) . (baz?l + by?g)

— = — — — — - =
=azbye1-€1+az€e1-byer+a,ea-bye1+ayb, e €

= 7-?:ambm+ayby. (2)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren lésst sich also einfach angeben ohne den
Winkel o zwischen den Vektoren @ und ? berechnen zu miissen, indem
die Summe der Produkte der ersten Komponenten und der zweiten
Komponenten gebildet wird.

Anwendungsbeispiel 2.2 (Arbeit bei kon-

stanter Kraft). Physikalisch entspricht das Ska- £ :
larprodukt der Arbeit, die unter Einwirkung ei- o [

ner konstanten Kraft geleistet wird. Sind Kraft > >
und Bewegungsrichtung gleichgerichtet, dann ist ||_=\a| = ||E\| cos(a)

die Arbeit W = F'-s. Kann sich ein Massenpunkt
aber nur entlang einer Richtung ¢, bewegen,
die nicht mit der Richtung der Krﬂt iibereinstimmt, dann ist die geleistete
Arbeit die Komponente der Kraft | F',| in Richtung €, multipliziert mit dem
zuriickgelegten Weg | @’| = |a € 4|:

Abb. 2.6. Kraft in Richtung @

| = ‘f}’ ~cosa - |a|

W=TF.a. m]
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Anwendungsbeispiel 2.3 (Berechnung des von zwei Vektoren
eingeschlossenen Winkels).

Aus Gleichung (1) und (2) folgt eine wichtige Formel zur Berechnung des von
zwei Vektoren eingeschlossenen Winkels:

Wendet man anschliefend die Umkehrfunktion des Kosinus an (siche 4.7 Ar-
kusfunktionen), erhélt man den von den Vektoren eingeschlossenen Winkel «
zwischen 0 und 180°. O

YA Achtung: Im Gegensatz zum Produkt von zwei reellen Zahlen ist das Ska-
larprodukt nicht nur dann Null, wenn mindestens einer der beiden Faktoren
der Nullvektor ist, sondern auch, wenn die beiden Vektoren aufeinander senk-
recht stehen.

Beispiele 2.4:

: — 4 — —1
® Man bestimme das Skalarprodukt von @ = <2> und b = ( >
- = 4 -1
b = . =4-(-1)+2-3=2.
7 (2> ( 3) (-1)+2-3

@ Die Vektoren a ; und b = <_f> sind orthogonal, d.h. sie stehen

senkrecht aufeinander.
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Wir zeigen, dass das Skalarprodukt Null ergibt:
@b = (;) : (f) =1-(-2)+2-1=0.

Der Betrag eines Vektors kann aus dem Skalarprodukt berechnet werden:

Fir @ = * gilt @ -a = Qo) (%) = a2 + a2 =|a?
a a a z v
y y y

||

- —
a - a.

= =q=

Gegeben ist der Vektor @ = (i) Gesucht sind die Winkel a und £,

die @ mit den Koordinatenachsen einschlieit. Die Winkel erhalten wir aus
dem Skalarprodukt von @ mit € bzw. mit € 5:

AY
—_\
a - € a AH1 y
e x 2 o e
COS¥ = ———— = = =< = o= 206,6°. 2
@l el el Vs ’ g
o
7-?2 a = > :X
Yy 1 o
= - = = == = = 63,4°. e
OB TTe, TT v P 1

Man bestimme zum Vektor @ = <a$> einen senkrecht dazu stehenden
Ay

Vektor 7’ mit Linge 1:

Einen zu @ senkrechten Vektor erhilt man, indem man die z-Komponente
mit der y-Komponente des Vektors @ vertauscht und anschlieBend bei
einer Komponenten das Vorzeichen wechselt. N = (—ay> steht daher

Qg
—
senkrecht auf a’, denn

7 N= <> . (‘) 0.
ay Gy
Dividiert man nun noch durch den Betrag von N), so ist der zugehorige
Normalen-Einheitsvektor gegeben durch
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© 2.1.5 Geometrische Anwendung

Durch den Ortsvektor entspricht jeder Punkt P = (z,y) im IR? genau einem
Vektor 7' (P) = (Z . Eine Gerade g durch zwei Punkte P, = (x1,y1) und

P, = (x2,y2) ldsst sich demnach darstellen als Menge aller Punkte P, fiir die
gilt

g: T(P)=T(P)+A(T(R)-T ()= T(P)+X1 @.

y 4 '
\ . P
\ P, a
\
\
9 S\|/TP)
>X

Abb. 2.7. Punkt-Richtungs-Darstellung einer Geraden

Dies ist die Punkt-Richtungs-Darstellung einer Geraden, definiert durch
den Ortsvektor 7 (P;) und dem Richtungsvektor @ := 7 (P) — 7 (P).

Eine alternative Darstellung der Geradengleichung folgt, wenn wir die Punkt-
Richtungs-Darstellung mit dem zu g senkrecht stehenden Normalen-FEinheits-
vektor T (siehe Beispiel 2.4 ®) skalarmultiplizieren.

(£) 7=((2)ermm= (D) meram
Y hn N —

Dies ist die Hesse-Normalform einer Geraden im IR? und

1= (5) (i)

ist der kiirzeste Abstand der Geraden vom Nullpunkt.
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Beispiel 2.5. Gegeben sind zwei Punkte P; = (1,1) und P, = (4,2). Gesucht
ist die Punkt-Richtungs-Darstellung sowie die Hesse-Normalform der Geraden
g durch die Punkte P; und P. Wie grof} ist der kleinste Abstand vom Ur-
sprung?

(i) Punkt-Richtungs-Darstellung:

g: T = (“") =7 (P) + A (F(P) — T(P1) = G) +A<f).

Y

(ii) Hesse-Normalform:

— —1 N 3 —
Der Vektor N = ( 3> steht senkrecht zu @ = (1) Wegen ‘N‘ =
VI+9=V10ist 0 := %N) = J%*o <_;)> der Normalen-Einheitsvektor
zu g.
T\ -1 . .
=d= y ) Vio 3 ist die Hesse-Normalform.

(iii) Der Minimalabstand der Geraden zum Ursprung erhélt man, indem man
den Punkt P; = (1,1) in die Hesse-Normalform einsetzt:

() (5) -5

(iv) Berechnen wir noch das Skalarprodukt auf der linken Seite der Hesse-

Normalform

1 (—2+3y) 2
(- -
V10 ORRVATy
und l6sen nach y auf, erhalten wir die iibliche Darstellung der Geraden-
gleichung in der Ebene

1,2 i
=-z+-.
Yy=377T3

Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befinden sich MAPLE-
Prozeduren, welche sowohl die Darstellung von Vektoren im IR?
ermoglichen als auch die Visualisierung der in 2.1.1 bis 2.1.4 beschriebenen

Vektoroperationen.
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2.2 Vektoren im IR?

Analog zum Vorgehen im zweidimensionalen Raum
o 2 fz IR? fiihrt man Vektoren im IR? ein, indem ein Vektor
X/ @ in einem rechtwinkligen Koordinatensystem vom
Punkt Py = (z1, 91, 21) zum Punkt Py = (22, Y2, 22)

/ y festgelegt ist:

AZ

"X T2 — T

—
Abb. 2.8. Richtungsvektor a =1 Y2 =Y
Z2 — 21

@ heiflit dann wieder Richtungsvektor. Ein Ortsvektor 7 (P) stellt einen Vek-
tor vom Ursprung O zum Punkt P = (x,y, z) dar:

2.2.1 Rechenregeln fiir Vektoren
Die Multiplikation eines Vektors @ mit einem Skalar A und die Addition zweier
Vektoren erfolgen komponentenweise:

Qg Aay
AT =A|a, | =] Aay (Skalare Multiplikation)
a, Aa,
Oy ba g + by
T+ = ay | + by | = ay+0y, (Addition)
a, b, a, + b,

Die Linge (bzw. der Betrag) eines Vektors a ist gegeben durch

a:=|a|=,/a2+ a2+ a? (Betrag)

und entspricht der Diagonalen eines Quaders mit Kantenléngen a, a,,a.. Je-
der Vektor € mit |e|=1 heifit Einheitsvektor. Die Koordinaten-Einheits-

vektoren lauten

1 0 0
€1=(0],e2=1],€3=(0

0 0 1
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Jeder Vektor @ lisst sich schreiben als Linearkombination dieser Einheitsvek-

toren
= am?l I ay?2 - az??,.
ZA P
|
| a,
N
N )
e3 ay
s @ X
1 Abb. 2.9. d als Linearkombination der Einheitsvektoren
Beispiele 2.6: 5
® Der Ortsvektor zum Punkt P = (5,1, —3) lautet 7 (P) = 1] . Er hat

die Lénge |7 (P)| = /52 + 12 + (=3)2 = /35.

@ Der Richtungsvektor von P; = (3,4,7) nach P, = (7,3,1) ist

7
T =P B=T(R) - T(P)=|3
1

® Gesucht sind die Koordinaten des Punktes @,
welcher die Strecke von Py = (3,4, 7) zum Punkt
P, =(7,3,1) im Verhéltnis 1:2 schneidet.

T(Q) =T (P1)+ %(?(Pﬁ — 7 (Py))

3 4
=7TP)+3a=4|+5][-1
7 —6
13
=311
15

Das Skalarprodukt ist im IR? definiert durch
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wenn « der von den Vektoren @ und b eingeschlossene Winkel ist. Fiir die
Darstellung des Skalarprodukts berechnet man mit den gleichen Regeln wie

im R? ((S1) — (S3)), dass

Folglich gilt wieder fiir den von zwei Vektoren eingeschlossenen Winkel a:

(3)

Beispiele 2.7:

® Orthonormalsystem: €|, €2, €3 bilden ein Orthonormalsystem von
IR3, d.h. sie stehen senkrecht aufeinander und haben die Linge 1:

— — — — — —
€1 €1 = €9 €2= €3-" 63:1

- = - = - =
€1 €2 = €9 €3 = 63'6120.

1 -1 -1
@ Die Vektoren 71:% 1 ,72:% (1) ,73:% —; bil-

den ebenfalls ein Orthonormalsystem.

® Richtungskosinus: Durch das Skalarprodukt lassen sich auf einfache Wei-
ag
se die Winkel berechnen, die ein Vektor @ = ay |mit den Koordinaten-
a.
achsen einschlief3t.

a
@ el =ag;|€1=1=cosa=—"

a
@ ea=ay; | €2 =1=cosf=-"2
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— —
a - e

3=a,; | €3 :1:>cos'y:%.
a

Die Winkel a, 3,7 heiBen Richtungskosinus von @ . Es gilt

a? a2 a? a?

> 1

COSZOé+COSQﬁ+COS2’}/———;+—é+—§—72—1 (4)
a a a a

und
— — —
a; =|a|cosa, ay =|a’|cos B, a, =|a|cosn.
Durch Gleichung (4) sind fiir ein Vektor @ die 3 Winkel zu den Koor-

dinatenachsen nicht beliebig wahlbar. Nur 2 Winkel sind frei; der dritte
bestimmt sich aus (4).

1 —4
@ Zahlenbeispiel: Gegeben sind die Vektoren @ = | 2 |und b = 3
3 -2
Gesucht ist der Winkel « zwischen @” und b :
. 1 —4
@b =|2]- 3| =—4+6-6=—-4 .
3 _9 = oS = s
17| = V14, ?‘ — V29
= o =101, 45°. O
© 2.2.2 Projektion eines Vektors
Wir betrachten die folgende physikalische Problem- N
stellung: Ein Massenpunkt ist in eine Schiene einge- 7 :
spannt und kann nur entlang der Richtung 5~ bewegt o :
werden. Auf diesen Massenpunkt wirkt eine Kraft >
- . . = . 5. — = S
F'. Gesucht ist die Kraft F' 4 in Richtung s : F.
= . .
Der Betrag von F  ist mit Gleichung (3) gegeben
durch
‘Fs :‘F‘COSO[:’F’_)*
7] 171
und die Richtung durch ¢, = % Also ist
B A — - —
¥l ‘? N F.’s S N
s = s|* €s= i S .
IR
Man nennt F', die Projektion von F' in Richtung “s. Man verallgemeinert

diese Konstruktion fiir zwei beliebige Vektoren @ und b
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/A Man beachte, dass a - D das Skalarprodukt bedeutet und daher E;F
eine reelle Zahl darstellt. Das zweite Produktzeichen ist die Multiplikation des
Vektors @ mit dieser reellen Zahl. Beide ”-”-Zeichen diirfen nicht vertauscht

werden!

Anwendungsbeispiel 2.8 (Kraft entlang einer vorgegebenen Rich-
tung).

2
Gegeben ist die Kraft F = 2 |, die auf eine Masse wirkt, die sich nur
-7
-1
entlang der Richtung 5 = | —1 | bewegen kann. Gesucht sind die Beschleu-
-1

nigungskraft, die Stirke der Kraft sowie die verrichtete Arbeit.

Die Beschleunigungskraft ergibt sich durch die Projektion der Kraft F in
Richtung der Bewegung;> Zur Bestimmung dieser Kraft berechnen wir zuerst
das Skalarprodukt von F mit 5:

. 2 -1
F-5=| 2|-[-1]=3 |57=3
-7 -1
Die Beschleunigungskraft ergibt sich nun aus der Projektionsformel
-1 -1
?s:% -1]=1-1 und’?s =/3.
-1 -1

Die verrichtete Arbeit W ergibt sich nach Beispiel 2.2 durch die Formel

Es ist daher W = 3. O
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© 2.2.3 Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) zweier Vektoren
Im IR? definiert man fiir zwei Vektoren das Vektorprodukt (auch Kreuzpro-
dukt genannt), dessen Ergebnis wieder ein Vektor ist:

Definition: Unter dem Vektorprodukt (Kreuzprodukt)
T=axb

c =

-
zweier Vektoren @ und b versteht man den Vektor ¢ mit den folgenden

FEigenschaften:

(1) ¢ ist sowohl zu @ als auch zu b senkrecht:
— = —
c-a =0, ¢c-b=0.

==
(2) Der Betrag von ¢ ist gleich dem Produkt aus den Betrégen der Vek-

toren @ und b und dem Sinus des eingeschlossenen Winkels a:
—
|¢’|=|a- ‘ b ‘ -sin v, wenn o der Winkel, den die Vektoren @ und

—
b miteinander einschlieflen.

(3) Die Vektoren @, 7, ¢ bilden ein Rechtssystem.

Bemerkungen:
(1) Im Gegensatz zum Skalarprodukt ist das Vektorprodukt ein Vektor.

(2) Statt @ x b wird auch oftmals das Symbol [7, 7} verwendet.

(3) A\ Achtung: Das Vektorprodukt ist nur in IR? definiert!

(4) /\ Achtung: Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ!

Geometrische Deutung: Da ¢ 1 @ und

LD steht, kommt als Richtung des Vek-
tors ¢ nur die in Abb. 2.10 gestrichelte Linie N
in Frage. Da @, 7,? in dieser Reihenfolge b

ein Rechtssystem bilden, bleibt nur der nach s/ \* Qh

oben weisende Teil. Der Flécheninhalt des von | >

@ und b aufgespannten Parallelogramms ist !
Grundseite mal Hohe, also

. Abb. 2.10. Kreuzprodukt @ mit b
A=|T|-h= \7|-‘b‘-sina
= ‘E’ X ?‘ .
Der Betrag des Vektorproduktes entspricht dem Flidcheninhalt des von den
Z, —
Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms.
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Beispiele 2.9:

@ Die Vektorprodukte der Einheitsvektoren lassen sich aufgrund der Defini-
tion sofort berechnen:

G xer =0 e xe=0,¢e x ¢35 =0;

— = =

— = — — —
€1 €9 ey, ez X e = €3.

= e3, €3 X

8l

X

®@ Kriterium fiir kollineare Vektoren:

Verschwindet das Kreuzprodukt von

Wi # 0 und b # 0, so ist entweder
@ 11 b (@ parallel zub ) oder @ 1]

(@ antiparallel zu b ). m

@l Ql

Wir geben fiir das Vektorprodukt die wesentlichen Rechenregeln an:

(® Formel fiir das Vektorprodukt
Mit Hilfe der Rechengesetze erhalten wir eine fiir die Praxis brauchbare Dar-
stellung des Vektorproduktes iiber die Komponenten der Vektoren, denn es
gilt

X 7 = (aw?l + ay?g =+ az?g) X (bz?l =+ by?z + bz?g)

= Qg by (?1 X ?1) +ag by (?1 X ?2) +a, b, (?1 X ?3) +
~—— —_—— ———

—
a

=0 s —€2
ayby, (€2 x €1) +ayb, (€2 x €2)+ayb, (€2x €3)+
a b, (€3x 7€) +a. by (€3 x €9) +a.b, (€3x¢€3)
€9 —€ =0
= (ayb. —a; by)?l +(azby —ayb.) e+ (a, by — ay by)€ 3.

Somit ist
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Merkregel: Formal lisst sich das Vektorprodukt in der Form einer dreirei-
higen Determinante (— Kapitel 3.2) darstellen, wenn man nach der ersten
Spalte entwickelt:

—

ay by | — az by
€ 3.

1 0y x
>< 2 Q =
Y a, b, ay by ay by
3 Gy z

Der Wert einer zweireihigen Determinante ist definiert durch die Differenz von
Haupt- und Nebendiagonal-Produkten.

ab
cd

‘a d—b-c.

= @ x b= (ay b, — by a.) €1 — (azb, —a.b,) €+ (ay by — ay b,)€ 3.

Beispiel 2.10. Gesucht ist ein Vektor ¢, der auf den beiden Vektoren

2 _ -1
= 1) und b = 2
—2 -1

senkrecht steht und der Normalen-Einheitsvektor e ., der zusitzlich die Linge
1 besitzt:

e, 2-1
1 2 2 -1 2 -1
c=Tx T =Ty 1 2 :‘21 ?1_’21 ?2+’1 |
€3 -2 -1
3
=14
5
Der zugehorige Normalen-Einheitsvektor ist € . = ‘%r‘? = %? O
1 . 2
Beispiel 2.11. Gegeben sind die Vektoren @ = [ —4 | und b = [ 0
1 2

Gesucht ist das Kreuzprodukt dieser beiden Vektoren sowie der Fldcheninhalt
des von beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms.

~
€1 12
N 40 [12]- 12]_,
(@) @b = =2 118 _’ 12 ‘12 ’—40
3
-8
— 8¢ —0F2+8F5=| 0
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(i) Der Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms ist

_8
A:’E’x?): 0||=v64+64=128 = 8v2. 0
8

Anwendungsbeispiel 2.12 (Auftreten des Kreuzproduktes in der
Physik).

In der Physik tritt das Kreuzprodukt z.B. in den folgenden wichtigen Féllen
auf:

® Drehmoment: FEin Korper sei um einen festen
Punkt O drehbar _u)nd im Punkte P dieses Korpers
greift eine Kraft i an. Dann ist die GroBle M das
Drehmoment von F' beziiglich O

M

M=|7]|- ‘?‘ -sin

(Kraft m_a} Hebelarm). Der Drehmomentvektor steht
senkrecht zu der durch 7 und F gebildeten Ebene und kann als Richtung
der Drehachse aufgefasst werden:

M="7xF.

® Drehimpuls: Sei O ein fester Bezugspunkt. Eine Masse m befinde sich in
einem bestimmten Augenblick in P 31}1(1 besitze die Geschwindigkeit »". Dann
lautet der momentane Drehimpuls L des Massenpunktes bzgl. O

—
— =
L =m7r x v,

wenn 7 = O P = 7 (P) der Ortsvektor zum Punkt P.

® Lorentz-Kraft: Bewegt sich ein geladenes Teilchen (Ladung Q mit der
Geschwindigkeit ©" durch ein Magnetfeld, so erfihrt es eine zu B und v

senkrechte Lorentz-Kraft:

Fr=qv x B o
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© 2.2.4 Das Spatprodukt von drei Vektoren

In der Mechanik kommt das Produkt (@ x b )- ¢ vor. Der Klammerausdruck
ist ein Vektor, der skalarmultipliziert mit ¢ wird. Das Ergebnis ist also eine

reelle Zahl.

Definition: Unter dem Spatprodukt [7, b, ?] von drei Vektoren ver-
steht man die reelle Zahl

Abb. 2.11. Spatprodukt von drei Vektoren

Fiir das Spatprodukt gelten die Rechenregeln

Bilden die Vektoren @, 7, ¢ ein Rechtssystem (Linkssystem), so ist das Spat-

produkt positiv (negativ).

Geometrische Interpretation: Das Volumen des von den Vektoren @, b
und ¢ aufgespannten Spates (Parallelotops) ist gegeben durch Grundfliiche
G mal Hohe h. Die Grundfléiche ist nach Definition des Kreuzproduktes G =
|7 X ?’ und die Hohe h = | €| cos ¢.

= V=laxb-|T| cosp=|(aTxb) ¢
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Das Volumen des Spates ist gleich dem Betrag des Spatproduktes. Der Wert
des Spatproduktes erhélt man durch Ausrechnen

—
— —
[a, b, c} =agbyc, +ayb,cy +abyey —abyc, —aybyc, —azb;cy.

Die Rechnung kann man auch auffassen als das Ergebnis der Entwicklung der
Determinante
ag by cg
[?,?,?] =|ay by cy|.

a. b, c,

Beispiel 2.13. Gesucht ist das Spatprodukt der drei folgenden Vektoren:

4 n 3 0
a=12|, v=|-1], ¢=[ 2
1 2 -5

Zur Bestimmung des Spatprodukts der drei Vektoren berechnen wir die drei-
reihigen Determinante durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

30
%_12=4.—12 30 30‘
2 -5

2 -5 2 -5 ~12
=4((-1)(-5)—2-2) —2(3-(=5)—2-0)+(3-2—(=1)-0) =40. O

R

Aus der Interpretation des Spatproduktes als das Volumen des von @, b und
¢ aufgespannten Spates ergibt sich folgende wichtige Folgerung

Es gilt bei der Berechnung des Spatproduktes die folgende Regel
(@xb) C=(bxC) a=(Txa)b.

Das Vorzeichen des Spatproduktes éndert sich, wenn man von der zyklischen
Reihenfolge abe, bca oder cab abweicht.

Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befinden sich MAPLE-
Prozeduren, welche sowohl die Darstellung von Vektoren im IR?
ermoglichen als auch die Visualisierung der Vektoroperationen.
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2.3 Geraden und Ebenen im 1IR3

In diesem Abschnitt werden einige Anwendungen der Vektoren und der Vektorrechnung
angegeben: Die Beschreibung von Geraden und Ebenen im IR? sowie Abstandsberechnungen
und Lage von Punkten, Geraden und Ebenen zueinander.

© 2.3.1 Vektorielle Darstellung von Geraden
Eine Gerade g ist eindeutig durch die Angabe zweier verschiedener Punkte
Py = (z1,y1,21) und Py = (12,7, 22) festgelegt. Denn durch @ := ITP; ist
der Richtungsvektor der Geraden festgelegt und jeder Punkt P = (z,y, ) der
Geraden lésst sich nach Abb. 2.12 darstellen als

Abb. 2.12. Beschreibung einer Geraden

Ersetzt man den Vektor @ := P; P, durch 7 (P,) — 7 (P), so erhilt man:

Ein Punkt @ liegt auf einer Geraden g , falls die entsprechende Vektorgleichung
T(Q)=T(P)+\a

eine Losung fiir A besitzt.

2.3
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Beispiel 2.14. Gegeben sind die Punkte P = (2,0,4) und P> = (2,2,2).
Liegt der Punkt @ = (2,—-2,6) auf der Geraden g durch die Punkte P; und
Pg?

Die Geradengleichung fiir g lautet mit dem Richtungsvektor

2 2 0
=P P=7TP)-TP)=2]|-(0]= 2
2 4 -2

2 0

g: T (P)=T(P)+Aa =0 |+A 2

4 -2

Der Punkt @ liegt auf der Geraden g, wenn die Vektorgleichung
T(Q)=T(P)+\a

2
eine Losung besitzt. Dies ist dann der Fall, wenn die Gleichung [ —2 | =
6
2 0
0]+ 2 | 1ésbar ist. Bringen wir den Vektor 7 (P;) auf die linke Seite
4 -2

0 0

gilt A 2| =| -2 |.Fir A= —1ist diese Gleichung erfiillt und der Punkt
—2 2

Q@ liegt daher auf g. O

2.3.2 Lage zweier Geraden zueinander
Zwei Geraden

g1: T =7 (P)+Aa und go: T = 7 (P) —s—u?
kénnen im IR3 vier verschiedene Lagen zueinander besitzen:
(1) ¢1 und g2 schneiden sich in genau einem Punkt S (Abb. 2.13 (a)).

(2) g1 und g, fallen zusammen. Dies ist dann der Fall, wenn @ || b und
PP 7.

(3) g1 und g5 sind parallel, fallen aber nicht zusammen (Abb. 2.13 (b)).
. = —
Dies ist dann der Fall, wenn @’|| b und PP }f @'

(4) g1 und g sind windschief: Sie verlaufen weder parallel noch schneiden
sie sich in einem Punkt (Abb. 2.13 (c)).
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9>
o (@ () ©

Abb. 2.13. Lage zweier Geraden g; und g2

Um die Lage zweier Geraden rechnerisch zu bestimmen, geniigt es die Vektor-
gleichung 7'y, = 7'y, zu losen:

= T(P)+ AT =T (R)+ub
= \T —pub =7 (P)— 7 (P) = PP

Dies ist ein LGS fiir die Unbekannten A und p, denn fiir

Qg _ by T To
@ = ay | b = by v?(Pl): Y1 »?(PQ) =1 Y2
a, b, Z1 2

lautet das LGS komponentenweise

Aay — by =29 — 17
)‘ay_,uby:yQ_yl

Aa, —pub, =20—2

bzw. in Matrizenschreibweise

ay — by |T2— 11
ay = by Y2 — Y1
a, —b, | zm—2z

Es gilt dann

(1) Besitzt das lineare Gleichungssystem fiir A und g genau eine Losung, dann
schneiden sich g; und g» genau in einem Punkt.

(2) Besitzt das lineare Gleichungssystem fiir A und g unendlich viele Lésungen,
dann fallen g; und go zusammen.

(3) Besitzt das lineare Gleichungssystem fiir A und p keine Losung, dann sind
g1 und go windschief oder sie sind parallel aber nicht zusammenfallend.
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Beispiel 2.15. Gegeben ist die Gerade g; definiert durch den Richtungsvektor
1

w = 2 | und den Punkt P; = (3,2,1) sowie die Gerade go durch die
-1

Punkte P, = (4,0, —1), P = (—2,—1, —1). Man bestimme die Lage der beiden

Geraden zueinander. Es ist

3 1 4 —6
gz =12+ 2 g2 T = 0 +pl -1
1 -1 -1 0

Da die Richtungsvektoren von g; und g¢o nicht parallel sind, kénnen beide
Geraden sich entweder nur schneiden oder sie sind windschief. Wir setzen die
Vektorgleichung 7'y, = 7'y, an:

3 1 4 —6

+A 2| = 0]l +pl -1

1 -1 -1 0
1 6 4 3 1
= A 2|1 +p|l1]= —12]=1-2
-1 0 -1 1 —2

In Matrizenschreibweise lautet dieses lineare Gleichungssystem

1 6 1 1 6 1
2 1|-2| —[(0-11|-4
-1 0]-2 0 6]-1

Aus der letzten Zeile folgt 6 -1 = u= —é7 und aus der vorletzten

Zeile folgt —11lp = —4 = p = %. Dies ist ein Widerspruch! Also ldsst sich
die Vektorgleichung nicht l6sen und es gibt keinen Schnittpunkt von ¢g; mit
g2. = g1 und go sind windschief. O

2.3.3 Abstandsberechnung zu Geraden
Der Abstand eines Punktes () von einer Geraden

g: T =T(P)+ AT

ist gegeben durch die Hohe d des Parallelogramms, welches durch die Vektoren
@ und m aufgespannt wird (siehe Abb. 2.14). Die Parallelogrammfléche A
ist nach Definition des Kreuzproduktes A = ‘7 X m’ = |@|-d. Nach d
aufgelost folgt:
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Abb. 2.14. Abstand des Punktes Q zur Ge-
0 raden g

Fiir d = 0 liegt der Punkt @ auf der Geraden! Aus aus obiger Formel ergibt
sich auch der Abstand zweier paralleler Geraden

g1: T =7 (P)+Aa und go: T =7 (P) —l—,u?,

indem man einen beliebigen Punkt auf der Geraden g, wihlt, z.B. den Punkt
Ps, und den Abstand dieses Punktes zur Geraden g; bestimmt. Fiir d = 0 sind
die Geraden zusammenfallend!

Um den Abstand zweier windschiefer Geraden

—

g1: T=7(P)+2a@ und go: T =7 (P)+pub

—
—
a b.

—
zu berechnen, bestimmen wir den Vektor L = X

- — - ..
L steht senkrecht auf @ und auf b . Fur

b d . — —_ .. b d
L =0sind @ und b parallel, fiir L # 0 P, g,
AN

gehen wir zum Einheitsvektor X
i/

— 1 —

l =17 L
7
itber. Der Abstand von ¢g; und g2 ist g_e}geben

durch die Projektion von P; P, auf [ , also Abb. 2.15. Windschiefe Geraden
— ——
d=1 - P1 PQZ
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Ist der Abstand d = 0, so schneiden sich die Geraden und der Schnittwinlg}
ergibt sich durch den Winkel, den die beiden Richtungsvektoren @ und b
miteinander einschlieflen:

Beispiel 2.16. Gesucht ist der Abstand der beiden parallelen Geraden

1 1 3 2

gz =(1]+X][1 und go: @ =0 +pul2

4 1 1 2
1 1 2 2
Wegen @ = |1 |ist]a|=v3und @ xP Po=|1]x|-1]|= 5
1 1 -3 -3

. _|@xPiP| . 3m
Also ist d = = _W_3’559' O

Beispiel 2.17. Gesucht ist der Schnittpunkt S und der Schnittwinkel ¢ der
Geraden

1 2 2 1
gz =|1]+Xx[1 und go: 7 =0 +pl| -1
0 1 2 2
Um den Schnittpunkt S zu bestimmen, setzen wir 7'y, = 7'y, :
1 2 2 1
1 ax{1]=(o]+ul -1
0 1 2 2
-1 2 1
—A[1]+pn 1)=(0)—-|1]|=1]-1
1 -2 2 0 2
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In der Matrixschreibweise folgt weiter

2 -1 1 2 -1 1
1 1({-1]<=10 -3 3
1 -2 2 0 3|13

Sowohl aus der letzten als auch vorletzten Zeile folgt 1 = —1, d.h. das LGS ist
losbar. Aus der ersten Zeile berechnet man

2A-(-1)=1 = A=0.

1 2 1
Somit ist 7 (S)=|1]+0-| 1] =11 | und die Koordinaten von S sind
0 1 0

S = (1,1,0). Der Schnittwinkel ist

—

N
= arccos a;b = arccos L = 60°
v |7|m V616 ’
1
denn @- b = -1 :2—1+2:3und|7|:\/§:’?’. m]
1 2

2.3.4 Vektorielle Darstellung von Ebenen

Eine Ebene F ist eindeutig bestimmt durch die Angabe dreier Punkte P, =
(z1,y1,21), Pa = (22,2, 22) und P;3 = (23,3, 23), die nicht auf eineﬁ}"aden
IEgen.Mn legen diese 3 Punkte zwei Richtungsvektoren @ = P; P, und
b = P; P; und einen Ortsvektor 7 (P;) fest. Jeder Punkt P = (x,y, z) der
Ebene entspricht einem Vektor = = 7 (P) mit

Abb. 2.16. Vektorielle Darstellung ei-
ner Ebene E
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Wenn man die Richtungsvektoren @ = P; P, und b = P; P35 durch die jewei-
ligen Ortsvektoren 7 (Py) — 7 (Py) bzw. T (P3) — 7 (Pp) ersetzt, erhiilt man
die Dreipunkteform der Ebene:

Beispiel 2.18. Gegeben sind die Punkte P, = (5,2,1), P, = (4,0,—4) und
P; =(1,1,1). Dann lautet die Ebenengleichung durch die 3 Punkte

) 4-5 1-5
E:7P)=|2]+x| 0-2|+pl1-2
1 —4 -1 1-1
b) -1 —4
=2+ -2]+p[-1]. O
1 -5 0

(® Hesse-Normalform
Eine alternative Darstellung der Ebenengleichung erhélt man, wenn die Punkt-
Richtungsform der Ebene_) mit dem zu FE senkrecht stehenden Normalenlgktor
skalarmultipliziert wird. N := @ x b steht senkrecht auf @ und auf b und
der Normalen-Einheitsvektor lautet

= . i} N _ 1 _ -, =
¥ [w e

a X

Dieser hat die Eigenschaft | 7| =1, @ - % =0 und b - 7 = 0. Somit folgt
fiir jeden Punkt P auf der Ebene E

PP)- T =T (P)- 7 oder (T(P)—7T(P)) 7 =0.

T
Y
z

Setzt man 7 (P) = folgt:
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niy

Setzt man den Richtungsvektor 7 = | ny |ein, erhilt man durch Ausmulti-
ns

plizieren des Skalarprodukts

ni(x — 1) +n2(y —y1) + n3(z — z1) =0.

Folglich bilden alle Losungen einer linearen Gleichung
Ax+By+Cz=D

eine Ebene im IR3.

Beispiel 2.19. Gesucht sind die Darstellungsformen der Ebene F, die durch

den Punkt P = (2,—5,3) geht und senkrecht zum Normalenvektor N =
4

2 | steht: Aus der Hesse-Normalform folgt

5
4 T —2

N (7P -7TP) =2 |y+5 ]| =4@-2)+20+5)+5(z-3) =0
5 z—3

= dr + 2y + 5z =13, (%)

Der Ubergang zur Punkt-Richtungsform der Ebene erhélt man, indem bei die-
sem linearen Gleichungssystem z = u (beliebig) und y = A (beliebig) gewiihlt
werden. Aus der Gleichung (x) folgt dann

13 1 5
dr+2X2+5u=1 =— A==
T+ 2A+5u 3 = 13 s
Somit ist die Losung der Gleichung (%) die Punkt-Richtungsform der Ebene
13 _1 _95
4 2 4
T=|y|l=|01]+A 1| 4+p 0
z 0 0 1
1 5
. - 2 —3 4
Der Normalenvektor N = @ x b = 1] x 0] = i 2 | wird
0 1 5

—
normiert durch w = ﬁ N . Somit ist eine andere Hesse-Normalform gegeben
durch
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© 2.3.5 Lage zweier Ebenen zueinander
Um die Lage zweier Ebenen

E12 ?:?<P1)+)\71 +M71 und EQI ?:?(P2)+T72+0'72

—

zu bestimmen, geniigt es die Vektorgleichung @' g, = 7' g, zu losen:

?(Pl) + )\?1 +,U/?1 = ?)(PQ) + TE)Q + 0'72.

(1) Ist das Gleichungssystem nicht 16sbar, dann sind die Ebenen F; und FEj
parallel und fallen nicht zusammen (E; || E2, E; # E3) (siche Abb.
2.17 (a)).

(2) Ist das Gleichungssystem mit einem Parameter losbar, dann schneiden
sich die Ebenen F; und Es in einer Geraden (E; Jf Eo, By N Ey = g)
(siehe Abb. 2.17 (b)).

(3) Ist das Gleichungssystem mit zwei Parameter losbar, dann fallen sie zu-
sammen (E; = E»).

(@) (EJE,, EZE,) (b) (E1nE2=g)

Abb. 2.17. Lage zweier Ebenen E; und Fs zueinander

Beispiel 2.20 (Musterbeispiel).

Man bestimme die Lage der Ebenen F; und FEs zueinander, wenn

1 -1 —1
E:Z=|0|+X| 2|+unl|l 0];
0 0 1
0 1 0



2.3 Geraden und Ebenen im IR3 71

Mit ?El = ?Ez fOlgt

1 -1 -1 0 1 0
0]+A 2 +p O)=(1]|+7(2])+0c]|4
0 0 1 0 1 0
-1 -1 -1 0 -1
— A 2| +p O|+7 -2+ 4] =
0 1 -1 0 0
In der Matrixdarstellung lautet das lineare Gleichungssystem fiir A, u, 7, o
—-1-1-1 0]-1 -1-1-1 0]-1
2 0-2-4 1] — 0-2-4-4]|-1
0 1-1 0] O 0 1-1 0| 0

-1-1-1 0]-1
— 0-2-4-4]|-1
0 0-6-4]|-1

Es ist demnach o =t (beliebig) und —67 —4t = -1 = 7= 2 — ft Die Losung
des LGS besitzt einen freien Parameter ¢; also schneiden swh dle Ebenen E;
und F» in einer Geraden g. Die Darstellung der Geradengleichung erhalten wir,

indem wir c =t und 7 = % — 2t in die Deﬁmtlonsglelchung fiir Fs einsetzen:
0
g: T =|1]+(—-2 (2 4
0 1 0

Q

5]

Il
” SO = O
=Wy [ =

+
~
/
| |
WINW|CoLIIN
O

(® Um die Lage einer Ebene

E: T =7P)+ @ +pub

und einer Geraden

g: T =7 (P)+17C
zu bestimmen, l6sen wir die Vektorgleichung @' = 7’
T(P)+AT +pb =T (R)+7¢C.

Dies ist ein LGS fiir die Unbekannten A, u, 7. Es gilt
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(1) Ist das Gleichungssystem nicht 16sbar, dann ist g parallel zu E aber nicht
in E enthalten (¢||E,g ¢ E) (siche Abb. 2.18 (a)).

(2) Ist das Gleichungssystem eindeutig 1osbar, dann schneiden sich die Ebene
E und die Gerade g in einem Punkt S (¢ N E = {S}) (sieche Abb. 2.18

(b))-

(3) Ist das Gleichungssystem mit einem Parameter losbar, dann liegt die Ge-
rade g in der Ebene E (g C E) (siche Abb. 2.18 (c)).

/ // \S L
D gE.oE () GEXSIN (O grE

Abb. 2.18. Lage einer Geraden g zu einer Ebene E

© 2.3.6 Abstandsberechnung zu Ebenen
Der Abstand eines Punktes () von einer Ebene E:7 = (Pl)—|—)\ a’ +
I b st gegeben durch dle Projektion des Vektors P; Q auf die Normale N der
Ebene: d = NPlQ - N. Also ist der Abstand d = ‘ d‘ = |NP1Q| ’N’ =

el
Fd|

ﬁm’ Abstand des Punktes Q von der Ebene
‘N ‘ mit Normalenvektor N = @ x b .
< Ist d = 0, so liegt der Punkt @ in der Ebe-
: Q ne E.
El |

W Der Abstand einer zu E parallelen
PR E Geraden g : 7 = 7 (P2) +7¢ ergibt
. sich direkt aus obiger Formel, indem man
sich einen beliebigen Punkt auf der Gera-

° den z.B. P, wahlt und den Abstand dieses

Abb. 2.19. Abstand Punkt zu Ebene F Punktes zur Ebene bestimmt:
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Fiir d = 0 liegt die Gerade in der Ebene F.

Der Abstand einer zu E parallelen Ebene Ey: @ = 7 (P,) +7¢ + od
ergibt sich ebenfalls direkt aus obiger Formel, indem man einen Punkt der
Ebene Ey wihlt (z.B. P2) und einsetzt:

Ist d = 0, so fallen beide Ebenen zusammen.

Beispiel 2.21. Gesucht ist der Abstand des Punktes @ = (3,1,5) von der

1 1 0 1
Ebene BE: 7 =2 +X[1]|+pu]l2 :Wegen]_\f)::E’x?Z 1] x
0 0 2 0
2 _ . 2
2| = [ -2 mt‘Nw::vqﬁundfﬁQ:: 1
2 2 5
N.P O 2 2
LR (A e s

W‘ V12 ‘2 ' ‘5 T /12 3

2.3.7 Berechnung des Schnittes einer Geraden mit einer Ebene
Um den Schnittpunkt einer Geraden

g: T =7 (P)+\a

mit einer Ebene E zu bestimmen, gehen wir davon aus, dass die Ebene F in
der Hesse-Normalform

E:N-(Z-7(P))=0
gegeben ist, d.h. P; ein Punkt auf der Ebene und N ein Normalenvektor ist.
Wir gehen davon aus, dass die Gerade nicht parallel zur Ebene liegt.
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N Bl
- L
/:)-1 ,lg / | [0}
,’ E E

(@) (b)

Abb. 2.20. Schnittpunkt und -winkel einer Geraden mit einer Ebene

Der Schnittpunkt S hat die Eigenschaft, dass 7°, = @' g, d.h. wir setzen
7’4 in die Ebenengleichung ein:

N (F(P)+A2a - T (P)) =N - (T(P) — T(P)+ AN - @ =0.
Da die Gerade nicht parallel zur Ebene liegt, ist N.-@ # 0, so dass mit
o o — —

P]_PQZ T‘(PQ)— r (Pl) fOlgt

R

—
N -P P

A= —————,
N.-@

Setzt man dieses A in die Geradengleichung ein, folgt fiir den Schnittpunkt S

Fiir den Winkel ¢ zwischen der Normalen der Ebene und der Geraden gilt

N.-a
cosp =
i
p ist der Ergénzungswinkel zu a:
©=90° + q,

je nachdem wie die Richtung des Normalenvektors ist. Daher ist

cos = cos (90° £ &) = Fsina und
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Beispiel 2.22. Gesucht ist der Schnittpunkt S und der Schnittwinkel @ der

1 2 2 0 4
Geradeng: 7 = [ 2 |4+A| 0| mit E: T = =1 | +A| 1 |+u 2
3 2 3 0 -1
4
— —
Aus den Richtungsvektoren der Ebene b1 =1 1 | und b, = 2 | erhalt
0 -1
-1
— — —
man den Normalenvektor N = b1 X by = 0 |. Damit ist
4
-1 1 2
— ——
N -PP,= 0 21 —-1-1 =1
—4 3 3
_ -1 2
N.-a = 0 0| =-10
—4 2

Der Schnittpunkt S berechnet sich aus

1 2 1,2
N PP 1 !
T =T () - =—2a =2 +olo)=1 2
N -a 3 2 3,2
Der Schnittwinkel « folgt aus
—
N.-a -1
sin o = a L T 0

‘N‘ @ VITVB

Bemerkung: Der Schnittwinkel zweier sich schneidenden Ebenen
—
ElNl(?(P) ( ))*0 und E2 Ng( (P)*?(PQ)):O
ist der gleiche Schnittwinkel wie der Schnittwinkel ihrer Normalenvektoren.

Daher gilt cosp =
\Nl\ \Nz\

fey Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befinden sich MAPLE-

Prozeduren zur Darstellung sowohl von Geraden als auch Ebenen.

Ebenfalls auf der CD befindet sich die Prozedur geomet. Sie bestimmt die
Lage zweier Objekte (Punkte, Geraden oder Ebenen) zueinander.
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24 2.4 Vektorraume

Wir iibertragen die Definition von Vektoren aus dem IR® in den IR™ und erweitern die ele-
mentare Rechenoperationen (Addition und S-Multiplikation) auf diese Vektoren. Aus den
allgemeinen Eigenschaften kommt man auf den Begriff des Vektorraums, der eine wich-
tige Bedeutung bei der Beschreibung linearer physikalischer Systeme spielt. Insbesondere
bei der formalen Behandlung z.B. von linearen Gleichungssystemen oder der linearen Dif-
ferenzialgleichungen und -systemen bené&tigt man diesen Formalismus. Zentral sind bei der
Charakterisierung der Vektorraume die Begriffe der Linearkombination, der linearen Un-
abhangigkeit und der Basis als minimales Erzeugendensystem.

© 2.4.1 Vektorrechnung im IR"
Wir iibertragen den Begriff des Vektors von IR? in den IR™:

Definition: Die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen heifit IR™:
1

)
R™ .= . xp €R, 25 €R, -2, €IR

Tn

Analog dem Koordinatensystem in der Ebene bzw. im Raum wird das Koordi-
natensystem im IR™ durch n aufeinander senkrecht stehenden Einheitsvektoren

1 0 0
0 1
— —
€1 = . , €2 1= . yeeey Ep = )
: : 0
0 0 1

gebildet. Jeder Vektor @ € IR™ lisst sich durch die Angabe seiner Kompo-
nenten beschreiben:

ay

a2
— — — —
a =a,€e1+ayeqg+---4+a, €, =

(29

Es iibertragen sich dann die Begriffe des Betrags, der Gleichheit von Vekto-
ren, der Multiplikation mit einem Skalar, die Addition, das Skalarprodukt, der
Orthogonalitidt usw. auf den IR”™.
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Addition und S-Multiplikation
ay bl
Fiir zwei Vektoren o = , b = : und einem Skalar
an bn
A € IR setzt man
a1 + by Aag
as + by Aaz
T4 D= ) AT =
ap + by, Aan
(Addition) (S-Multiplikation)

Sowohl die Addition als auch die S-Multiplikation werden komponentenweise
ausgefiihrt. Durch die Addition und S-Multiplikation hat man zwei Operatio-
nen
+ :IR" xIR" - IR"
- RxR" —1R"

mit (?,?) — T+ b

mit (A, @)~ A-@

festgelegt. Formal unterscheiden sich die Vektoraddition + und die S-Multipli-
kation - dadurch, dass zum einen zwei Vektoren und zum anderen eine skalare
Zahl mit einem Vektor verkniipft werden. Man bezeichnet daher ”+” als innere
Verkniipfung und ”-” als duflere Verkniipfung.

Da sowohl die Addition als auch die S-Multiplikation komponentenweise er-
klért sind, tibertragen sich die folgenden Rechengesetze von den reellen Zahlen
auf diese Vektoren.
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© 2.4.2 Vektorrdume
Die Gesetzmafigkeiten beziiglich der Addition und S-Multiplikation gelten
nicht nur fiir n-Tupel, sondern auch fiir andere Objekte, die keine Veranschau-
lichung durch Pfeile zulassen (z.B. Funktionen). Um auch solche Objekte zu
erfassen, fiihrt man den Begriff des Vektorraums formal fiir alle Objekte ein,
die zwei Verkniipfungen + und - mit den angegebenen Rechengesetzen besit-
zen.

Definition: Eine Menge W bildet einen Vektorraum iiber IR, wenn folgende
Axiome gelten:

(1) In W ist eine innere Verkniipfung "+ erklirt,
4 WxW W mit (6’,?) — @+ b (Addition ),
so dass (W, +) die Gesetze der Addition (A1) — (A4) erfiillt.

».

(2) In W ist eine duflere Verkniipfung 7-” erklért,
RXW W mit (\@)— A-@ (S-Multiplikation ),

so dass (W, ) die Gesetze der S-Multiplikation (S1) — (S4) erfiillt.

Die Elemente eines Vektorraums bezeichnet man als Vektoren, auch wenn der
Vektorraum nicht dem Anschauungsraum IR? entspricht. Hat man als Zahlen-
menge nicht IR, sondern einen anderen Korper K, so spricht man von einem
Vektorraum iiber K.

Beispiele 2.23:

® IR3 ist ein Vektorraum bestehend aus allen 3-dimensionalen Pfeilen (den
3-Tupeln von reellen Zahlen).
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@ IR" = cx; € R (i=1,...,n) p ist ein Vektorraum, dessen Ele-

L
mente die n-Tupel sind. IR™ heifit auch der arithmetische Vektorraum.
® Die Menge der auf dem Intervall [a, b] definierten, reellwertigen Funktionen
Fla,b] :=={f :[a,b] = IR}

ist ein Vektorraum, wenn man fiir die Addition und S-Multiplikation defi-
niert:

+: Fla,b] x Fla,b] — Fla,b] mit (f,g9) — f+ ¢ und
(f+9)(x):=f(z)+g(x).
-:IR x Fla,b] = Fla,b] mit (A, f) — A- f und
AF) () =X f ().
Die Rechengesetze iibertragen sich aus dem Reellen. Die konstante Null-

funktion 0 mit 0 (x) = 0 fiir alle z € [a, b] bildet den Nullvektor.

@ Die Menge aller Polynomfunktionen vom Grad kleiner gleich n
Pn]:={f:IR—->1IR mit f(z) :Zaixi ,a; € IR}
i=0

bildet einen Vektorraum, wenn ”+4” und ”-” wie unter ® erklért sind. 0O

Beispiel 2.24. Die Losungsmenge eines homogenen, linearen Gleichungssys-
tems bildet einen Vektorraum, wenn ”+” und ”-” wie unter 2.23 @ definiert
sind. Als Zahlenbeispiel betrachten wir das LGS

—3x1 — bz + 2253 =0
dx1 — 29+ 323 =0

Die Losung erhalten wir mit dem Gauf-Algorithmus

-3-52|0 -3 -5 2|0
4-130| = 0-2317| 0
0 000 0 00]O0

— x3 =23\, 20 = 17\, 21 = —13\

SL=L{7TecR: T =2 | =X[ 17]; XNeIR beliebig
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Wir zeigen nur die Abgeschlossenheit beziiglich ”+” und 7", d.h. dass die
Addition zweier Vektoren von IL wieder einen Vektor aus IL ergibt und r- 2" €
IL, wenn = € IL ist. Die Gesetze der Addition (A;) — (A4) sowie die der
S-Multiplikation (S7) — (S4) iibertragen sich dann von IR? auf IL.

—13 —13 —13
?1 + ?2 =\ 17 | + Ao 17 | = ()\1 + /\2) 17 | €L
23 23 23
—13 —13 —13
T'?lz’l" A1 17 :(T'Al) 171 =X 17 clL.
23 23 23

Wir haben damit nachgerechnet, dass mit zwei Losungen = und Z9 des
LGS auch die Summe Z'; + %2 eine Losung ist und jedes Vielfache einer
Losung ebenfalls das Gleichungssystem erfiillt. Physikalisch bedeutet diese Ei-
genschaft, dass das Superpositionsgesetz giiltig ist. Da die Teilmenge IL C IR?
selbst wieder einen Vektorraum darstellt, nennt man IL einen Untervektorraum
von IR?. Diesen Begriff verwendet man immer, wenn eine Teilmenge eines Vek-
torraums wieder einen Vektorraum bildet: O

Definition: Sei (W, +,-) ein Vektorraum. Eine Teilmenge U C W heifit
Untervektorraum, wenn U beziiglich den linearen Operationen”+” und
7.7 einen Vektorraum bildet.

Beispiele 2.25:
® W =1R",U = {Losungen eines homogenen, linearen Gleichungssystems}.

@ W = {Menge aller reellwertigen Funktionen}
U = {Menge der auf dem Intervall [a, b] stetigen, reellwertigen Funktionen}.

® W = {Menge aller Polynomfunktionen vom Grade < n},
U = {Menge aller Polynomfunktionen vom Grade < n und f(1) =0}. O

Fiir eine Teilmenge U # () eines Vektorraums W muss man nicht mehr die Re-
chengesetze nachpriifen, um zu zeigen, dass U selbst wieder einen Vektorraum
darstellt. Die Rechengesetze iibertragen sich von W auf U, wenn U beziiglich
747 und ”-” abgeschlossen ist:

Satz: (Untervektorraum-Kriterium). Eine nichtleere Teilmenge U C
W ist genau dann ein Untervektorraum, wenn U beziiglich den linearen
Operationen ”+” und ”-” abgeschlossen ist.
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Folglich sind fiir eine Teilmenge U eines Vektorraums W drei Eigenschaften zu
priifen, um zu zeigen, dass U selbst wieder einen Vektorraum darstellt:

Beispiele 2.26:

@

@

Die Menge {0} ist ein Untervektorraum jedes Vektorraums. Es ist der
kleinstmogliche Vektorraum.

U = {Menge der reellwertigen Funktionen f :IR — IR mit f(1) = 0},
W = {Menge der reellwertigen Funktionen f : IR — IR}. U C W ist ein
Untervektorraum, denn

UV1: Die Nullabbildung 0 : IR — IR mit 0(z) = 0 hat die Eigenschaft
0(1) = 0. Also ist {0} € U.

UV2: Mit f1, fo € Uist f1(1) = f2(1) = 0 und damit auch
(it )W) =fHQ)+f(1)=0=fi+f2el.

UV3: Mit f e U ist f(1) =0 und damit auch
AHD)=X-f()=X-0=0=NfeU.

U = {Menge der reellwertigen Funktionen f :IR — IR mit f(1) = 1},

W = {Menge der reellwertigen Funktionen f : IR — IR}. U C W ist kein
Untervektorraum!

Denn z.B. aus fi1, fo € U, d.h. f1(1) = fo(1) = 1, folgt (f1 + f2) (1) =
fi)+ fo (1) =2 = f1 + fo ¢ U. Der Nullvektor ist ebenfalls nicht in U
enthalten. O

2.4.3 Linearkombination und Erzeugnis
Im Folgenden gehen wir davon aus, dass (W, +, -) ein Vektorraum ist und @'y,

—
a

— . .
2, ..., @ Vektoren aus diesem Vektorraum sind.

Definition: Ein Vektor ? der Form
72)\1?14‘)\272"‘“‘4-)\71?71

heifit Linearkombination der Vektoren @1, @, -+, @ pn.
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Beispiele 2.27:

9 1 1 9
@ 71=5(01]+3 +4 (1 . Der Vektor | 7 | ist also eine Line-
9 1 1 9

1
arkombination der Vektoren O)
1

1 0
=90 |+7 1 +9| 0| =9¢1+7€2+9%€5; dh. der Vektor
0 0 1

ist auch eine Linearkombination der Vektoren €1, € 2, € 3. O

O© J © © 3 ©

.
Wie wir aus den IR? wissen, lisst sich jeder Vektor b € IR? als Linearkombi-
nation von €1, €2, € 3 darstellen. Man definiert verallgemeinernd

Definition: Die Menge M aller Linearkombinationen der Vektoren

@1, @s,..., @y heift Erzeugnis von a@y,..., @,. Man schreibt hierfiir
M = { Menge aller Linearkombinationen von @ 1,--, @}
_ — = —
= [@a'1, aa,..., @y

:)\1714-)\272—"-4—)\”7" ()\1 EIR)}

1 0 1
Beispiel 2.28. Ist b = 0 | im Erzeugnisvon @1 = | 1|, @2= | 2 |,
1 1 3
1
s = |4 |? Gesucht sind A\, A2, A3 € IR, so dass
5

b = M@+ A @ e+ A3 a3,

—
denn dann ist b eine Linearkombination von a1, @2, a's.

1 0 1 1
Ansatz: 0 = )\1 1 + )\2 2 + )\3 4
1 1 3 )

In der Komponentendarstellung entspricht dies dem inhomogenen, linearen
Gleichungssystem

O-AM+1-X+1-A3=1

1- A +2-X+4-A3=0

1- M +3-A+5-A3=1.
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Zur Losung des LGS verwenden wir den Gauf3-Algorithmus in Matrizenschreib-

weise
0111 12410 1240
1240 —=(011}|1 ]| —=(]011|1
135|1 011]1 000| 0

= A3 =1t (beliebig) — I=1—-¢t — N\ =-2-—2t.
Setzt man z.B. t = 1, so folgt A3 =1, Ao =0, \; = —4 und
—

b :—4-71-‘1-0'72—}-1-73.

_
Damit ist b ist im Erzeugnis von [a’y, @2, @ 3]. 0

Satz: Die Vektorgleichung b = A\ a1 +Xya’2+...+ )\, @', ist genau dann
- V= = —
losbar, wenn b € [@’1, @2,..., @ p).

Da M = [@'1, @a,..., @ n) die Menge aller Linearkombinationen ist, stellt
M C W selbst wieder einen Vektorraum dar, was man mit dem Untervektorraum-
Kriterium sofort nachpriifen kann:

Satz: M = [a'y, @'a,..., @ p] ist ein Vektorraum.

Im Fall, dass M schon den ganzen Vektorraum W aufspannt, nennt man M
ein Erzeugendensystem:

Definition: Eine Teilmenge von Vektoren {@1, @g,..., an} C W heilt

. — = —
Erzeugendensystem von W, wenn das Erzeugnis von a1, @'2,..., @' pn
mit W zusammenfillt: [@'1, @2,..., @ n) = W.

Beispiele 2.29:
® {7€1, €9, €3} ist ein Erzeugendensystem von IR?, denn jeder Vektor 7’
lisst sich als Linearkombination von €1, €2, € 3 darstellen: © = z; €1+
— —
T9 €2+ X3 €'3.

1
N
@ {e, ey €3 d =|1 ist ebenfalls ein Erzeugendensystem von IR?,
1

denn jeder Vektor % lisst sich als Linearkombination dieser 4 Vektoren
darstellen:

—
— — — —
r=x1€1+x2€0+x3€3+0-d

oder7:(351—1)?1—1—(3:2—1)?2—1—(963—1)?3—1—1-7. |
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Sowohl {€’1, €2, €3} als auch {?1, €9, €3, 7} bilden ein Erzeugenden-
system von IR3. Gesucht ist ein Kriterium, um ein kleinstmogliches Erzeugen-
densystem zu charakterisieren. Dazu benttigt man den Begriff der linearen
Unabhéngigkeit.

2.4.4 Lineare Abhdngigkeit und Unabhangigkeit
Beispiel 2.30. Gegeben sind die Vektoren

2 . 4 8
a=|-3], b= 3|, T=| -3 ].Dannist
— > 5 —2 8
a
. - — — -
Abb. 2.21. Lineare Abhéngig- c=2-a+1-b.

keit
¢ lisst sich also als Linearkombination der Vek-

— - —
E})ren a und b darstellen. Man nennt ¢ dahg
linear abhingig von @ und b . Stellt man die Gleichung ¢ =2-a +1- b

um, so ist
2. @+1-b-1.C=0.
D.h. der Nullvektor lisst sich darstellen als Linearkombination von @, 7, <
O

mit von Null verschiedenen Koeffizienten. Wir verallgemeinern:

Definition: Die Vektoren @'y, @2, -+, @ , € W heiien linear abhiingig,
wenn in der Gleichung

—

kia1+kas+ ---+kan=0 (%)

mindestens ein k; # 0 ist.

Denn dann lisst sich die Gleichung (%) nach @’; auflosen:

1
W= e (ki @1+ +ki @i+ ki @i+ +kadn),
und @; ist durch die restlichen Vektoren darstellbar. Lisst sich die Gleichung
(*) niemals nach einem Vektor a’; (i € {1,---,n}) auflésen, dann nennt man
die Vektoren linear unabhéngig. Dies ist genau dann der Fall, wenn ky = ko =
-+ =k, = 0 die einzigen Losungen sind.

Definition: Die Vektoren @1, @2, -+, @n € W heifen linear un-
abhéngig, wenn gilt:
Tn=10

k171+k272+~-+knan: = k1:0,k2:O,~-~,kn:0.
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Beispiele 2.31:

® Die Vektoren €'y, €2, €3 sind linear unabhéngig: Denn der Ansatz

k1 €14+ ke ot hkses=0

liefert
1 0 0 0
kO] +k |1 ]| +Ek3[0]=1]0
0 0 1 0
100 (0
= 01010 = k3=0,ky=0,k =0.
00110

D.h. aus dem Ansatz k1 €1+ ko €o + kses = 0 folgt fiir die Koeffizi-
enten k1 = ko = k3 = 0. Damit sind nach obiger Definition die Vektoren
[N — — . . .

€1, €2, €3 linear unabhéngig.

2 3
@ Die Vektoren @1 = | -1 |, @2=|1], @3 =] 0] sind linear un-
3 1
abhiingig: Aus k1 a1+ ko aa+ksas= 0 folgt
2 0 3 0
ki| -1 +ke| 1] +k|[ 0] =10
3 0 1 0
In Matrizenschreibweise erhalten wir
20310 —-1101|0 —-11010
—110 |0 | — 023 (0] — 02310
30110 03110 00710

Durch Riickwértsauflosen ist

7~k;3:0:>; 2~k2:0:>; —1-k1:O:>.

D.h. aus ky @y + ke @o + ks @3 = 0 folgt ky = ko = k3 = 0. Damit sind
die Vektoren @i, @2, @3 linear unabhiingig.

2 0 2
® Die Vektoren a; = —-1],7%, = 1],as = 0 | sind linear
3 0 3

abhiingig: Denn aus k1 @1 + ke a2 + ks a's = 6), folgt in der Matrizen-
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schreibweise
20210 —-11010 —-11010
—-110 (0| — 022 |0 ] — 01110
30310 03310 000 |0

= k3= A (beliebig); ko ==X k1 ==\
Z.B. fir A\=1ist
(1) @14 (1) aa +1T3=0= @1 =02+ @3

Das Gleichungssystem ist also nicht nur durch k1 = ko = k3 = 0 losbar,

und damit die Vektorgleichung nach dem Vektor a’; auflésbar. Die Vekto-
— — — . . I .

ren a1, @2, a 3;sind linear abhéngig.

Die Vektoren f;(x) = 2 (i =0,1,2,---,n) sind linear unabhingig im
Vektorraum P [n] := {Menge aller Polynomfunktionen vom Grade < n}.
Denn

lofo+kifi+ - +knfo=0
bedeutet ko fo(z) + k1 f1 () + -+ + kn fn (z) = 0(x) = 0 fiir alle z € IR,
d.h.
ko+kix+---+ k" =0
fiir alle € IR. Durch Einsetzen von x = 0 folgt kg = 0. Anschlieflend kann

auf der linken Seite ein = ausgeklammert werden. Wieder durch Einsetzen
von x = 0 folgt k; = 0. Insgesamt erhélt man so kg =ky =--- =k, =0.0

In den Beispielen @ - @ zeigt sich, dass die Vektorgleichung

ki @1+ ke @attkyan=0

entweder eindeutig 1osbar ist; dann ist ky = ke = --- = k, = 0 und die Vek-
toren @'y, @9, -+, @, sind linear unabhingig. Oder die Vektorgleichung ist
nicht eindeutig 16sbar, dann sind die Vektoren linear abhéngig. Es gilt folgende
Charakterisierung von linear unabhéngigen Vektoren:
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© 2.4.5 Basis und Dimension
Einer der fiir die Beschreibung von Vektorrdumen wichtigsten Begriffe ist der
der Basis.

Definition: Eine Menge linear unabhéngiger Vektoren, die den ge-
samten Vektorraum erzeugen, nennt man eine Basis des Vektorraums.

FEine Basis ist die kleinste Menge von Vektoren, welche den Vektorraum er-
zeugt, und sie ist gleichzeitig die grofite Menge von linear unabhéngigen Vek-
toren aus W; denn fiir Basen sind die folgenden Aussagen gleichbedeutend:

Beispiele 2.32:

® (7€’1, €2, €3) ist eine Basis von IR?: Denn €1, €9, €3 sind linear un-
abhingig und jedes @ € IR? lisst sich als Linearkombination von €'y, € o,
—
e 3 darstellen:

- — — —
r =x1€1+T2 €2+ T3 € 3.

@ (€1, €a, -+, €4) ist eine Basis von IR".

® (1,z,2% 2% x*,---,2") ist eine Basis des Vektorraums der Polynomfunk-
tionen vom Grad < n.
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@ a,=1(1 o= |2 @3 = 1] ist eine Basis von IR?:

Wir priifen die Bedingungen (B;) und (B2) nach.

(Bl)l Aus k:la_f + k‘gd_2> + k’373 = 6) folgt

011]0 13 010 13 010
12110 ~—={01-1|0)—=|01-1]0
130 |0 01 110 00-210

Dieses LGS hat als eindeutige Losung k1 = ko = k3 = 0 und damit sind
— — —_ . . .
a’1, @2, a'3 linear unabhéngig.

by
(B2): Ist b = by | € IR? beliebig, dann miissen A, u1, 7 gefunden werden,
b3
so dass . _ _ R
Ad1+pas+T7a3=>.

In Matrizenschreibweise ist das LGS fiir die Unbekannten A, p und 7:

011 |b 13 0 |bs
121 by | > [ 01—=1|b5—0bo
130 |bs 01 1 |b

13 0]bs

— 01 1 b1
00—2 |bg—by—1y

Hieraus erhélt man durch Riickwértsauflosen die gesuchten Grofien
1 1 3 1
=——(bg—by—0b1); p==(by —ba+b3); A= =(—by + by — =b3).
T 2(3 2 —b1); 1 2(1 2 + b3); 2( 1+ 02 33)
Damit gibt es zu jedem Vektor b € IR? Parameter \, i, 7 € IR, so dass

)\714‘#72—1—7’?3:? = [Wl,ﬁg,ﬁg]zw.

Aus (Bj) und (By) folgt, dass (a’1, @2, @'3) eine Basis von IR? ist.
1
® Die Vektoren €1, €9, €3, @4 mit @4 = | 1 | bilden keine Basis von
1
IR3, da sie linear abhingig sind i1+ €ea+ €3
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2 0
® Die Vektoren @1 =| 0], @2 = | 1 | bilden keine Basis von IR?.
1 2

a1, a'9 sind zwar linear unabhéngig, aber nicht jeder Vektor b € IR
ldsst sich als Linearkombination von @'y, @5 darstellen. Denn aus

b1 20 |b
\a'y+ /.L?Q = 7 = | by | folgt | 01 [by
bs 12 b3
2 0|by
<[ 0—4 | -2+,
0 1 |be

Aus der letzten Zeile des Gleichungssystems folgt 1 -y = by aus der zweit-

letzten Zeile p = 1 (b1 — 2bs). Damit das LGS lésbar ist, muss fiir den
—

Vektor b gelten:

1
by = (b — 2bs).

Dies ist aber nicht fiir alle Vektoren b € IR? erfiillt und damit ist (a1, @)

kein Erzeugendensystem von IR?. (Bg) ist also nicht erfiillt.

In einem Vektorraum kann es beliebig viele Basen geben. Hat man jedoch eine
endliche Basis @1, -+, @ » gefunden, so besteht jede andere Basis ebenfalls
aus genau n Vektoren. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren ist
charakteristisch fiir einen Vektorraum:

Definition: Sei W ein Vektorraum. Besteht eine Basis aus n Vektoren,
so heifit die Zahl n die Dimension des Vektorraums W.

Bezeichnung: dim(W) = n.

Man beachte, dass zwar jeder Vektorraum eine Basis besitzt; diese muss je-
doch nicht notgedrungen aus endlich vielen Vektoren bestehen. In der Regel
betrachten wir hier nur endlich-dimensionale Vektorrdume. Fiir diese endlich-
dimensionalen Vektorrdume gilt
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Beispiele 2.33:

@ @y = <Z) und @y = (i) bilden eine Basis von IR?, denn @1, @2 sind
linear unabhéngig:

k1?1+k‘272:6)
5210 5 210
= (31[0) = (1]) wmno

1
0
1

o = O

® a1 = , o = , a a4 = bilden eine Basis

1

10

3 — 0 )

0 0 1 1
von IR*, denn @y, @9, @3, @4 sind linear unabhingig: Setzen wir die
Vektoren in die Vektorgleichung

ki @1+ ko @ot ks @sthkada=0

ein, erhalten wir das zugehorige LGS, welches wir mit dem GauB-Algorithmus

losen:

111010 111010 11 1010 11 1110
0101 (0 0101 |0 01 0110 01 01]0
s — —

1000 |0 0110 |0 00-1110 00-1110
0011 |0 0011 |0 00 1110 00 0210

= ki=ko=k3s=ks=0.

® Pl={f:R—R: f(x)=ap+arz+---+asx’} ist ein 6-dimensionaler
Vektorraum: (wo,xl,IQ, e ,m5) sind linear unabhingige Funktionen und
jedes f € P [5] lasst sich als Linearkombination dieser Funktionen darstellen

= (2% 2!,---,2%) ist eine Basis von P [5] = dim P [5] = 6. ]
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MapLe-Worksheets zu Kapitel 2

Eey  Die folgenden elektronischen Arbeitsblitter stehen fiir Kapitel 2 mit
MAPLE zur Verfiigung.

Darstellung von Vektoren im IR?2

Darstellung von Vektoren im IR?

Vektorrechnung mit MAPLE

Graphische Darstellung von Geraden und Ebenen im IR?
Punkte, Geraden und Ebenen mit MAPLE

Die Prozedur geomet

Zusammenstellung der MAPLE-Befehle
MAPLE-Losungen zu den Aufgaben
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2.5 Aufgaben zur Vektorrechnung

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2 0 -5
Gegeben sind die Vektoren @ = 31, b = 21,7 3.
-1 4 1
Man berechne die folgenden Vektoren und ihre Betréige
— — —
a) 51=30 —4b +7C b) Fa=-3 (50 +?)+5(—E’+3b)
c)?3:3(7_27)+5? d) T4 = (7.?)?_5(?.?)7

— = —
Welche Gegenkraft F hebt die vier Einzelkrifte F i, F o, F'3, F4 in ihrer
Gesamtkraft auf? (Krafteinheit 1N.)

_ 200 _ —10 _ 40 _ 30
Fo=1 110 |5 Fa= 30 [; Fs= 85 |; Fa=—] 50
—50 —40 120 40
Normieren Sie die folgenden Vektoren:
2 -1
T=|3]|, b =3¢-5¢:2+2%s, €= 0
1 -1
4
Wie lautet der Einheitsvektor ¢, der die zum Vektor @ = — | 3 | entgegen-
0

gesetzte Richtung hat?

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes @, der vom Punkte P = (1, —2, 3)
-2

in Richtung des Vektors @ = | —1 | 10 Lingeneinheiten entfernt ist.
-1

Bestimmen Sie die Koordinaten der Mitte Q von P; P, mit P, = (2, 4, 3) und
Py=(-1,3,2).

1 2 —4
Bilden Sie mit den Vektoren @ = | 0 | ; D=1 1T o= 2 | die
1 2 —9
Skalarprodukte:
a) @b b) (773?)4? <) (7+7) (@ —7)
Welchen Winkel schlieBen die Vektoren @ und b ein?
3 4 2 —10
a)a=|5 ,7: 1 b) @ =| -1 ,?: -1
1 3 2 —10

Zeigen Sie, dass die folgenden Vektoren €1, €2, €3 ein orthonormales Sys-
tem bilden; d.h. die Vektoren stehen paarweise aufeinander senkrecht und be-
sitzen die Lénge 1:

1 1 0

0|, €= % o, eEs=|[-1

1 —1 0

—
€1

Sk
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2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18
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Zeigen Sie: Die drei Vektoren

1 -2 -1
@ = 41, ? = 2],7¢= 6 | bilden ein rechtwinkliges Dreieck.
-2 3 1

Bestimmen Sie den Betrag und die Winkel, die der Vektor @ mit den Koor-
dinatenachsen einschlieft:

1 5
a) @ =|1 b) @ =| -2
1 1

Durch die drei Punkte A = (-1, 2,4), B = (5,0, 0) und C = (3, 4, —2) wird
ein Dreieck festgelegt. Berechnen Sie die Lange der drei Seiten, die Winkel im
Dreieck, sowie den Flacheninhalt.

Berechnen Sie die Komponente des Vektors b in Richtung des Vektors @ =

2 5 -2
— —

—2 | fir a) b =|1 b) b = 5

1 3 0

Ein Vektor @ ist durch den Betrag |@’| = 10 und o = 30°, 8 = 60°, 90° <
~ < 180° festgelegt. Wie lauten die Komponenten von @'?

Man bestimme die Richtungswinkel o, 3, v der Vektoren

—1 4
a) @ = 1 b) @ = 2
4 -3
4 _ 2 3
Berechnen Sie fir @ = | 2|, b =3[, ©=| -2
1 3 0
a) @x b b) (@ =) x(37)

)
Q) (- @ +27) x (—?) ) @)% (-1 - ?)
An einem Verteilermast greifen 4 Kréfte an, die in einer Ebene liegen. Ermitteln

— —
Sie rechnerisch den Betrag und die Richtung der Resultierenden F'rp = F'1 +
— — — — — —
Fa+ Fa+ Fa, wenn }Fl‘ — 380 N, ‘ FQ‘ — 400 N, ‘ F4’ — 440 N, und wenn
— — — —
der Winkel zwischen F; und F 2 o = 80°, der Winkel zwischen F 5 und F 3
— —

B = 120°, der Winkel zwischen F'3 und F 4 v = 70° betrigt.

2
Gegeben sei ein Korper, der sich nur entlang der Richtung @ = 1| be-
—2
20
wegen kann. Auf diesen Korper wirkt eine Kraft F=1|2]|N
10

a) Wie grof} ist der Betrag der Kraft F?
b) Welche Winkel schlieBen der Kraftvektor und der Richtungsvektor ein?
c) Welche Kraft wirkt auf den Kérper in Richtung a’?
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2.19

2.20

2.21
2.22

2.23

2.24

2.25

2.26

2.27

2. Vektoren und Vektorrechnung

Ein starrer Kérper in Form einer Kreisscheibe ist um seine Symmetrieachse
drehbar gelagert. Eine im Punkt P angreifende Kraft erzeugt ein Drehmoment

1 2
M=7xF.Seien F = | —1 Nund 7(P)= | 1| m.
2 1

a) Welchen Winkel schlieBen 7 (P) und F ein?
—
b) Man berechne das Drehmoment M und seinen Betrag.
—
c) Welche Kraft F', wirkt in Richtung 7 (P)?

Gegeben sind die Punkte A = (17—173)), B=(21,3),C = (4,0, 1). Unter
der Einwirkung der konstanten Kraft F' = (1, 1, 1) bewegt sich ein Massen-
punkt m von A nach B. Wie grof} ist die dabei verrichtete Arbeit (Krafteinheit
1 N, Léngeneinheit 1m), falls

a) m sich auf kiirzestem Weg von A nach B bewegt?

b) m sich von A nach B lings der Strecken AC und CB bewegt?

Uberpriifen Sie die Ergebnisse von den Aufgaben 2.1 - 2.20 mit MAPLE.

Wie lautet die Vektorgleichung der Geraden g durch den Punkt P parallel zum
Vektor @ ? Welche Punkte gehoren zu den Parameterwerten A = 1, A = 2, A =
-1
—5? P=(4,0,3); @ = 0
-1

Man bestimme die Gleichung der Geraden g durch die Punkte P, = (1, 3,—2)
und P> = (6, 5, 8).

Liegen die drei Punkte Py = (3,0, 4), P = (1, 1, 1) und P3 = (—1, 2, —2) auf
einer Geraden?

Man berechne den Abstand des Punktes Q = (4, 1, 1) von der Geraden g,
die bestimmt ist durch den Punkt P, = (4, 2, 3) und den Richtungsvektor

2
=11
3

Eine Gerade g verlaufe durch den Punkt P = (5, 3, 1) parallel zu dem Vektor
— .

@ mit den Richtungswinkeln a = 30°, 8 = 90° und v mit cosy < 0. Wie
lautet die Gleichung dieser Geraden?

Welche Lage besitzen die folgenden Geradenpaare g1, g2 zueinander? Man be-
stimme gegebenenfalls Abstand, Schnittpunkt und Schnittwinkel.
a) g1 durch Py = (3, 4, 6) und P>, = (—1,-2, 4)

g2 durch Ps = (3, 7,—2) und Py = (5, 15, —6)

5 -2

b)gidurch @ =71+Aa =| 1]+ 1
3

1 6

ggdurch?:Tng)\?: 11+Xx]| -3
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2
¢) g1 durch P = (1, 2, 0) mit Richtungsvektor a=10
5

1

g2 durch P, = (6, 0, 13) mit Richtungsvektor =] -2

3

2.28 Zeigen Sie, dass die beiden Geraden g; und g2 windschief sind und berechnen
Sie ihren Abstand:

1 1
gli?:?1+)\7= -2 + A 1
3 1
_ 3 0
92:7):72+)\b: 3 + A 2
3 1
2.29 Wie lautet die Vektorgleichung der Ebene E, die den Punkt P = (3, 5, 1)
1 2
enthilt und parallel zu den Richtungsvektoren @'= | 1 | und D= |1
1 3

verlduft? Man bestimme den Normalenvektor 7 der Ebene. Welcher Punkt
gehort zu dem Parameterpaar A = 1, y = 37

2.30 Man bestimme die Gleichung der Ebene E durch die Punkte Py = (3, 1, 0); P> =
(_47 ]-a 1)7 P3 = (53 97 3)

2.31 Liegen die vier Punkte P, = (1,1, 1); P, = (3,2,0); Ps = (4,—1,5) und
Py = (12, —4, 12) in einer Ebene?
4
2.32 Eine Ebene verlduft senkrecht zum Vektor 7 = | 3 | und enthilt den Punkt
1

A = (5, 8, 10) . Man bestimme die Vektorgleichung dieser Ebene.

2.33 Welche Lage haben die Gerade g und Ebene FE zueinander? Man bestimme
gegebenenfalls Abstand, Schnittpunkt und Schnittwinkel.

3
a) g durch P; = (5, 1, 2) mit Richtungsvektor @’'= | 1
2
-1
E durch Py = (2, 1, 8) mit Normalenvektor 7’ = 3
1
2 5 2
b)g: Teg=TP)+A|5|=[3]+x]|5
1 6 1
z—1
E: 7 (7T(P)-7T (P)) 1 y—1]=0
-1 z— 1
¢) g durch P = (2 0, 3 und P,=(56
E durch P; = (1, , Py = 0,—1 —1 und Ps = (-1, 0,—-1)

2.34 Man zeige die Parallelitéit der beiden Ebenen und berechne ihren Abstand
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2.35

2.36

2.37

2.38

2.39

2.40

2.41

2. Vektoren und Vektorrechnung

1
E; durch P; = (3, 5, 6) mit Normalenvektor 'y = 3
-2
-3
Es> durch P, = (1, 5, —2) mit Normalenvektor m'2 = | —9
6
Man bestimme Schnittgerade und Schnittwinkel der beiden Ebenen
3 T —2
Eliﬁl(?E—?(Pl)): 1 y75 :O
2 z—6
2 r—1
Ey: W (Ze—-T(R)=1]0 y—>5 | =0.
3 z—1
2 1
Spannen die Vektoren @1= | 1 |, @ 2= , @s=| 1| denIR?® auf?
-2
Sind die folgenden Vektoren des IR* hnear unabhén 1g7
2 0
@i=| = | L] @ :
3| 0]’ 1 2
0 2 4 3
Im IR* sind die Vektoren
2 0 1 0 0
2= 0 = 1 s -1 = -2 b= 5
1|’ 2|’ 0]’ 1|’ 2
3 3 0 0 6
gegeben. Man stelle b als Linearkombination von 71, 72, 73, @4 dar

1 0 1 0 0
0 0 0 0 1
@i=| 0|, ae=| 1|, @3=[0], @Tu=|0], Ts5=]|1
0 1 1 1 1
1 1 1 0 1
Ist der Vektor ? im Erzeugnis der Vektoren 71, T, @3?
1 0 1 2
3)71: 1 ,72: 1 ,73: 0 ,?: 2
0 1 0 1
1 0 1 1
by @i=|1].@2=|1],@Ts=| o], 2=]0
0 1 -1 0

Zeigen Sie, dass die Vektoren @1, @2, @ 3 eine Basis des IR? bilden und stellen
Sie d als Linearkombination von 71, ?2, @ 5 dar:

3 5 -2 1
1= 4 , @2 = -1 ,73: 2 ,7: —11

3 0 -3 -3

—>
a



Kapitel 3 3
Matrizen und Determinanten —



| o

3

3.1
3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.1.4
3.1.5
3.2
3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.24
3.3
3.3.1
3.3.2
3.4

Matrizen und Determinanten......................... 97
Matrizen ... 99
Einfiihrung, spezielle Matrizen ................cccooeiiiiiinnnn. 99
Rechenoperationen fiir Matrizen ..................ccocooeeenen. 101
Inverse MatrixX ......ouveiiii i 105
Lineare Abbildungen..............c.ooiiii 109
Anwendungsbeispiele ...............o 110
Determinanten...........cooiuiiiiiiiiiii 114
Einflhrung ... ..o 114
Rechenregeln fiir zweireihige Determinanten ................. 115
n-reihige Determinanten...............ooiiiiiiiiiiiiiniinnne. 118
Anwendungen von Determinanten.............................. 123
Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen.................. 124
Lineare Gleichungssysteme, Rang...................cooooieae, 124
ANWENdUNGEN .. ..ot 129
Aufgaben zu Matrizen und Determinanten ................... 135

Zusatzliche Abschnitte auf der CD-Rom

3.5

MAPLE: Matrizen und Determinanten .................c.e..... cd



3 Matrizen und Determinanten

Durch die Konstruktion der Koeffizientenmatrix in Kapitel 1 werden lineare Glei-
chungssysteme sehr kompakt beschrieben. In diesem Kapitel werden wir den Begriff
der Matrix und der den quadratischen Matrizen zugeordneten Determinanten nicht
nur als abkiirzende Bezeichnungen kennen lernen, sondern mit ihnen Rechenope-
rationen durchfithren, die wir dann beim L&sen von linearen Gleichungssystemen
einsetzen. Beim Anwendungsbeispiel der gekoppelten Pendel werden wir aufzeigen,
dass man mit der Beschreibung des physikalischen Systems durch die Systemmatrix
und der Berechnung der zugehorigen Determinate die Eigenfrequenzen des Systems

bestimmt.

3.1 Matrizen

Grundlegend fiir dieses Kapitel ist der Begriff der Matrix und das Rechnen mit Matrizen. Es
werden die Addition und die Multiplikation von Matrizen definiert sowie das GauB-Jordan-
Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix eingefiihrt.

© 3.1.1 Einfiihrung, spezielle Matrizen

Definition: Unter einer (m x n)-Matrix A = (as;),,, versteht man ein
rechteckiges Zahlenschema

air @iz --c A5 ccc Gin
A= @il Qg -+ Qi - Gip — i-te Zeile = (asj),,,
Gml Am2 *** Amj *°* Amn
Jj-te Spalte

mit a;; € IR. Man nennt a;; die Matrixelemente, i den Zeilenindex
und j den Spaltenindex.

Eine Matrix setzt sich zusammen aus ihren Spaltenvektoren (kurz: Spalten)
bzw. aus ihren Zeilenvektoren (kurz: Zeilen). Eine (m x n)-Matrix A hat n
Spalten und m Zeilen. Der Index ¢ gibt die Nummer der Zeile und der Index
j die Nummer der Spalte an.

3.1
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Beispiele 3.1:

20
01

@ B=1|0 ist eine (3 x 2)-Matrix. Das Element byy = 2. |
4 2

@ A= 03 ) ist eine (2 x 3)-Matrix. Das Element a;3 = 1.

Quadratische Matrizen:
Die Matrix A heiflit quadratisch, wenn n = m. Falls n = m ist, nennt man

die Matrixelemente a11, as2, - - . , Gny die Hauptdiagonale (kurz: Diagonale) der
Matrix
a/ll ......... aln
A =
a/'rl,l ......... ann
N
Diagonale

Spezielle quadratische Matrizen:

Eine Matrix D heiffit Diagonalmatrix, wenn alle Nichtdiagonal-Elemente Null
sind. Die Einheitsmatrix I, ist eine Diagonalmatrix, die auf der Diagonalen
nur Elemente mit dem Wert 1 enthélt.

ail 0O --- 0
10
-D: O ) ITL: .
: .0 0 1

0 - 0 ann

Eine Matrix O heifit obere Dreiecksmatrix, wenn alle Elemente unterhalb
der Diagonalen Null sind; eine Matrix U heif3t untere Dreiecksmatrix, wenn
alle Elemente oberhalb der Diagonalen Null sind.

a1y --- Qg ay 0
0 Ann Ap1 * " Qnn

Eine quadratische Matrix heiffit symmetrisch, wenn

Qi = Qjj4 fiir alle 7,,]2172,
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Eine symmetrische Matrix S besteht aus Elementen, die spiegelsymmetrisch
zur Hauptdiagonalen angeordnet sind. Die Nullmatrix N hat als Elemente
nur Nullen.

123 0---0
S=|(254|, N=|:" :
346 0---0

© 3.1.2 Rechenoperationen fiir Matrizen

(1) Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

Definition: Ist o € IR, A = (ayj),,, eine (m x n)-Matrix, dann ist

a- A= alay),,, = (@ag),,. -

Eine Matrix wird mit einer Zahl multipliziert, indem jedes Element der Matrix
mit der Zahl multipliziert wird.

(2) Addition zweier (m x n)-Matrizen

Definition: Sind A = (aj;),,, und B = (bi;),,, zwei (m x n)-Matrizen,
dann ist die Summe (bzw. Differenz ) der Matrizen

A+ B = (aij)n £ (bij) = (@i £ bi5) . -

Zwei (m x n)-Matrizen werden addiert bzw. subtrahiert, indem die jeweiligen
Matrixelemente addiert bzw. subtrahiert werden. Man beachte, dass sowohl
fiir die Addition als auch Subtraktion beide Matrizen (m x n)-Matrizen sein
miissen.

- _(501\ ,, [(2-43
Belsp1e1e3.2.A—(237)73—<1 23).
100 2 8 —16 12 18 —16 14
@ 2A+4B_<4614)+(4 812>_<8 1426>'

20 0 4 1-86 16 8 —2
® 4A_23_<81228>_(2 46)_<68 22)' .



102 3. Matrizen und Determinanten

® (3) Transponieren einer Matrix

Definition: Vertauscht man Zeilen und Spalten einer (m x n)-Matrix A =
(aij),,n » SO entsteht die zu A transponierte Matrix A

At = (aji)nm °
52
Beispiel 3.3. A = 01 =At=103]. m]
237 17

Bemerkungen:
(1) Ist A eine (m x n)-Matrix, dann ist A? eine (n x m)-Matrix.

(2) Die transponierte Matrix erhilt man, indem man die Matrixelemente an
der Hauptdiagonalen spiegelt.

(3) (A" = A.

(4) Eine quadratische Matrix ist symmetrisch, falls A* = A.

(® (4) Multiplikation von Matrizen

Um die Matrizenmultiplikation zu motivieren, fithren wir die folgenden Voriiber-
legungen durch. Das inhomogene LGS

31’1+4$2—3£B3:4 3 4-— 4
51’1— $2+2{E3:6 5—-1 216
4x1—2x2—2x3:1 4 -2 -2 11

wird mit der Matrizenschreibweise abgekiirzt. Schreiben wir es in der Form

3 4-3 1 4
5 —1 2 X9 = 6
4 -2 -2 T3 1

ist AT = b eine Vektorgleichung mit der Matrix

3 4-3 1 4

— -
A=[5-1 2 und den Vektoren == | a5 |, b = | 6
4 -2 -2 T3 1

Die Ausgangsgleichungen erhélt man aus der Matrizenschreibweise zuriick, in-
dem der Spaltenvektor = jeweils iiber jede Zeile von A gelegt und das Ska-
larprodukt des Zeilenvektors mit dem Spaltenvektor Z gebildet wird. Somit
haben wir die Multiplikation einer Matrix A mit einem Spaltenvektor Z~ er-
klart. Auf analoge Weise wird das Produkt zweier Matrizen A - B definiert:
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Man legt die erste Spalte der Matrix B iiber die erste Zeile der Matrix A,
um das Element ¢1; der Produktmatrix zu erhalten. AnschlieSend wahlt man
die erste Spalte der Matrix B und legt diese iiber die zweite Zeile der Matrix
A, um das Element cio der Produktmatrix zu erhalten usw. So erhélt man
allgemein die folgende Definition des Matrizenproduktes:

Definition: (Matrizenprodukt)

Sei A = (aij),,, eine (m x n)-Matrix (m Zeilen und n Spalten) und
B = (bjx),, eine (n x I)-Matrix (n Zeilen und [ Spalten). Dann ist das
Produkt C' = A- B = (ci),,;, eine (m x l)-Matrix definiert durch

(€251 bk
- , G2 bk | i=1...m
Cik = g Qij Ok = c o .
: : k=1...1
j=1 . .
Ajn bnk

AN Achtung: Um das Produkt von zwei Matrizen bilden zu kénnen, muss die
Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmen. Das Element c¢;;
von C ist das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von
B. D.h. die Zeilenldnge der Matrix A muss mit der Spaltenldnge der Matrix
B iibereinstimmen!

Beispiele 3.4:

_(2-3+1-o 2.(~2)+1-4 2~0+1~2)_(6 o2>

0-3+4-0 0-(—2)+4-4 0-0+4-2 0168
9 9 9
i=1 1 0 3 9 9 1
@ = 4 2 1 1 4
1=3 0 1 1 3 1 2

249 2+3 —-14+6 11 55
=|8+2+3 8+10+1 —4+8+2 | = 13196 |. O
1-3 5—1 4-2 -2 42
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Die Multiplikation wird so ausgefiihrt, dass die Spalten von B iiber die Zeilen
von A gelegt werden und anschliefend das Skalarprodukt berechnet wird.

Bemerkungen:

(1) /\ Achtung: Aus der Definition des Produktes ist ersichtlich, dass fiir das
Produkt zweier Matrizen A - B die Zeilenldnge von A mit der Spaltenldnge
von B iibereinstimmen muss. Ist also A - B definiert, so muss nicht not-
wendigerweise B+ A definiert sein. Falls beide Produkte definiert sind (z.B.
bei quadratischen Matrizen), ist i.A. A- B # B - A.

(2) Zur Berechnung des Matrizenproduktes trigt man zweckméBigerweise die
Matrizen in ein Schema (dem sog. Falk-Schema) ein:

o [1
Lo[2] =B
3 |4
P EIE 6 [10] _, 5_0
13 1 6 14
2 [0
1 3] 1 A
0 1 4 3 1
B= 10 [6] 4 =B-A=D
3 4 22 12 10

Das Element ¢;5 der Produktmatrix C' = A - B ergibt sich durch einfache
Rechnung c10 =2-1+0-2+ 2.4 = 10; das Element do des Produktes
D = B-Adurch dyo =1-0+4+2-3 = 6. Anhand dieser beiden Beispiele
erkennt man, dass A- B # B - Al

(3) Das Produkt einer (m x n)-Matrix A mit einer (n x k)-Matrix B kann man
auch folgendermaflen interpretieren:

— — — —
B besteht aus k& Spaltenvektoren b4,..., b, = B=|b1,...,0b k).
Dann sind die Spalten des Produktes C' = A - B gegeben durch

Ti=Ab;  (j=1,....k)

und

C=(C1, Ca..., Tr) = (A—b{, 14—1)2)7...714—19;;).
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Rechenregeln fiir Matrizenprodukte
Fiir Produkte von Matrizen A, B, C' gelten die folgenden Regeln (die jeweiligen
Produkte seien definiert):

© 3.1.3 Inverse Matrix
Die Gleichung a - z = b besitzt fiir a # 0 genau eine Losung. Mit dem zu a
inversen Element o~ gilt

b
z=a'b=-€lR, da a-al=a"'a=1.
a

Diese Konstruktion wird fiir quadratische Matrizen verallgemeinert: Um die
Gleichung

—

AT = b
nach 7 aufzulbsen, ist eine Matrix A~! gesucht, so dass
A A P=A"1 A=1,.

Denn dann ist die Losung fiir den Vektor @ gegeben durch @ = A=Y Man
definiert:

Definition: Gibt es zu einer quadratischen (n x n)-Matrix A eine (n X n)-
Matrix X mit

AX=X-A=I,=| - |,
0 1

so heifft X die zu A inverse Matrix. Sie wird durch das Symbol A~1
gekennzeichnet.
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Bemerkungen:

(1) Besitzt A eine inverse Matrix A~!, so heifit A invertierbar bzw. regulir.
A~ heifit Umkehrmatrix oder Inverse.

(2) Eine quadratische Matrix besitzt -wenn {iberhaupt- genau eine Inverse.

(3) Aufgrund der Definition gilt ~ A-A"'=A"1. A=1,,
d.h. A und A~! sind kommutativ.

(4) & Achtung: Nicht jede quadratische Matrix ist umkehrbar: Z.B. ((1) 8)

ist nicht umkehrbar!

Im Folgenden werden wir ein Schema vorstellen, mit dem man entscheiden
kann, ob eine (n x n)-Matrix A invertierbar ist und wie die Inverse A~ sich
dann berechnet. Dazu gehen wir zunichst davon aus, dass die zu A inverse

Matrix A~! existiert. A=! sei gegeben durch Spaltenvektoren 5'1,..., 5 p,
d.h.
A_l = (?17?27- ;?n)

ist die k-te Spalte des Produktes A - A~! der Einheitsvektor e 5. Man erhélt
die k-te Spalte des Produktes, indem man die Matrix A auf den k-ten Spal-
tenvektor von A~! multipliziert:

= o
oyl
oyl

I
-
N

N

AS )y ="€=

(=)

Folglich sind die Spalten der inversen Matrix die Losungen der linearen Glei-
chungssysteme A5, = € . Man muss zur Bestimmung der inversen Matrix
also n LGS mit der selben Matrix A l6sen. Nur die rechten Seiten der LGS
sind unterschiedlich. Da die Rechenoperationen beim Gauf-Algorithmus nur
durch die Koeffizienten der Matrix A nicht aber von der rechten Seite be-
stimmt werden, kénnen die n LGS simultan gelost werden. Dies fiihrt auf den
Gauf-Jordan-Algorithmus:
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A\ Enthilt zum Schluss die linke Seite eine Nullzeile, dann ist die Matrix A
nicht invertierbar.

Beispiele 3.5:

@ Gesucht ist die inverse Matrix zu A =

10-2
-11 2
04 -1

Wir fithren den GaufB-Jordan-Algorithmus durch und schreiben die jewei-
ligen Operationen an die rechte Seite des Schemas:

10-2
-11 2
04 -1
10-2
01 0
04 -1
10-2
01 O
00-1
100
010
001

(Al I3) =

100
010
001

100
110
001

1 00
1 10
-4 —-41
98 -2
11 0
44 -1

+ 7

—4 Z
—27Z5

(=1

= (Is] A7)
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98 —2
Die zu A inverse Matrix lautet A== 11 0
44 -1

@ Gesucht ist die Inverse von A =

|

W N =

|

N =
|

O NN

100
010 -27;
001 37
100
-210
301/ +2
100
-210
111

(Al Is) =

|
O OO~ Wi
I

|
= = = = N
|
DN OO O NN

I

o
o
o

Die linke Seite enthilt eine Nullzeile. Damit sind die linearen Gleichungs-
systeme nicht 16sbar. A ist nicht invertierbar. O

Die Bedeutung von invertierbaren Matrizen werden wir noch ausfiihrlicher im
Kapitel iiber die Losbarkeit von LGS (— Abschnitt 3.3) diskutieren.
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© 3.1.4 Lineare Abbildungen
Wir werden nun eine geometrische Deutung von Matrizen angeben. Sei A =

Z1
(ai;) eine (m x n)-Matrix und 7 = | : | € IR" ein Vektor. Dann ist das
Tn
Produkt
n
15 X5
@11 - Qln X1 j=1 Y1
AT = = =1 :
n
am1 *° Amn L Z Amj T Ym

1

J

ein Vektor 7 € IR™. A legt also eine Abbildung ¢ : IR” — IR™ fest, die jedem
Vektor 7~ € IR™ genau einen Vektor 3 € IR™ zuordnet. Es gilt folgender Satz:

Begriindung:

(1) Die Matrix A = (aij),,, definiert eine lineare Abbildung von IR™ nach
IR™, denn man rechnet sofort nach, dass

A (a?l + 5?2) = aA?l + BA?Q
fiir beliebige Vektoren 7’1, Z'o und Zahlen o, 3.

(2) Ist ¢ : IR™ — IR™ eine lineare Abbildung. Dann wird diese lineare Abbil-
dung eindeutig festgelegt durch die Bilder der Einheitsvektoren ?j:

alj

@(?J):E)]: jzl,,n

amj

Mit diesen Vektoren bilden wir die Matrix

A= (aij)mn = (?1, 72, ey E)n) .

Man rechnet unmittelbar nach, dass A?j = E)j. Um die Matrix einer
linearen Abbildung aufzustellen, ist es wichtig sich zu merken:
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x1
Beispiel 3.6. Die Abbildung f : | 25 | — (”31 t 2
To + T3 — X1

T3
Abbildung von IR3 nach IR2. Die Bilder der Basisvektoren sind

) ist eine lineare

Damit wird die lineare Abbildung dargestellt durch die Matrix

11 -1
A_<—11 1)’

denn die Spalte der Matrix A sind die Bilder der Einheitsvektoren. O

3.1.5 Anwendungsbeispiele

Beispiel 3.7 (Anwendungsbeispiel: Rohstoffkette).

In einem Betrieb werden aus vier Rohstoffen mit Einheiten rq, ro, r3, r4 drei
Zwischenprodukte mit Einheiten z1, 2o, 23 hergestellt. Aus den Zwischenpro-
dukten entstehen drei Endprodukte mit den Einheiten p1, p2, ps. Der Materi-
alverbrauch sei gegeben durch die linearen Gleichungen

rn = 21 + z3
z1 = 2
ry = 22 4+ 2+ 2 1 p1+2p2 + p3
bzw.  zo =2p1 +3p2+ p3
rg = Zo + 23 s = Adpy + 2ps + 2p
T4y = 21+ 29 + 223 3 ! 2 3
101
9 (1) 1 121
Fiihrt man die Matrizen A = 011 und B = [ 231 ] ein, so kann
119 422

man die beiden Gleichungssysteme schreiben in der Form
T =A7; Z =B7p.

Gesucht ist der Rohstoffbedarf, wenn 100 Einheiten von p;, 80 Einheiten von
p2 und 60 Einheiten von ps hergestellt werden sollen. Es ist

T =AZ=ABPp)=(A-B)7p.
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Zur Berechnung der Menge der Rohstoffe fiihrt man das Matrizenprodukt A-B

100
aus und wendet das Produkt auf den Vektor p" = | 80 | an:
60
543 1000
- _ 8 95 18000 | 1820
| 653 60 | 1180
1196 2180

Es werden also 1000 Einheiten des ersten, 1820 Einheiten des zweiten, 1180
Einheiten des dritten und 2180 Einheiten des vierten Rohstoffes benotigt. o

Beispiel 3.8 (Anwendungsbeispiel: Beschreibung eines Vierpols).

o&—

___________ * Abb. 3.1. Elektrischer Vierpol

Die Schaltung in Abb. 3.1 heifit linearer, elektrischer Vierpol. Gesucht ist der
Zusammenhang zwischen den Eingangsgrofien ig, ug und den Ausgangsgrofien
i1, u1.

Um die Modellgleichungen aufzustellen, verwenden wir die Kirchhoffschen
Gesetze: Der Knotensatz besagt, dass die Summe der in einem Knoten zu-
und abflieBenden Strome gleich Null ist. Der Maschensatz besagt, dass in einer
Masche die Summe aller Spannungen Null ergibt:

10 = iR, T IR,
ug = Rz ip, + u1
’L'R3 :i32 +17.

Um die gesuchte Abh#ngigkeit der Eingangsgrofien von der Ausgangsgrofien

zu erkennen, ersetzt man ip, = P%Uo, iR, = R%ul und eliminiert die GroBe
iR, aus diesem System, so dass nur noch ip, up und ¢y, u; vorkommen:
Ry + R3 .
uyg = ———uq + R3iq

Ry



112 3. Matrizen und Determinanten

; *R1+R2+R3u +R1+R3i
0= Ry Ry 1 R 4

Die Eingangsgroien stehen nur auf der linken Seite der Gleichung; die Aus-

gangsgroflen auf der rechten Seite. Man hat nur noch zwei Gleichungen fiir
zwei Unbekannte. Fiithrt man die Verkniipfungsmatrix

Ra+R3
Ry R
M =
Ri+Ry+R3 Ri+R3
R1 Ro R4

ein, so gilt die folgende Beziehung zwischen den Eingangsgrofien i, ug und den

(o) =i :

Ausgangsgrofien i1, uy :

Beispiel 3.9 (Anwendungsbeispiel: Kettenschaltung von Vierpolen).

Schaltet man einen zweiten Vierpol mit gleichen Widerstédnden hinzu, gilt

(o) =ar (G ma () =0 (%),

d.h. zwischen den Eingangsgrofien ug, ig und den Ausgangsgrofien us, io besteht
(z)-ou ()
20 12

Fiir eine lineare Kette von n identischen Vierpolen (siehe Abb. 3.2) gilt folglich

(f) = ().

die Beziehung

v
v
Ve
(-]

o

o
s

0&— C —>o
<
c
<
o&— C —>o
<
be—C—>0

Abb. 3.2. Lineare Kette von Vierpolen



3.1 Matrizen 113

Beispiel 3.10 (Zahlenbeispiel, mit MAPLE-Worksheet).

Der in Beispiel 3.8 diskutierte Vierpol habe die Widerstinde R; = Re =
10092, R3 = 50092. Das Ubertragungsverhalten des Vierpols ist dann gegeben
durch die Ubertragungsmatrix

6. 500
M = .
<0.07 6 )
(i) Wie gro8 sind u; und iy, wenn ug = 2V und i = 0.147

Wegen (u()) =M (ul) folgt (u1> =M1 (u0> . Die zu M inverse

10 11 11 10
Matrix M1 lautet

6 —500
M=
(—0.07 6 )

und damit ist

ur _ gt 6 —500 2\ (38

i) io )\ —0.07 6 0.1) \046)"
Somit betragt u; = —38V und i; = 0.46A.

(ii) Fiir eine Schaltung von drei Vierpolen erhalten wir die Transfermatrix T

846.00 71500
T=M=
( 10.01 846.00) -
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3.2 Determinanten

Um zu entscheiden, ob eine Matrix invertierbar ist oder nicht, muss zunichst das GauB-
Jordan-Verfahren angewendet werden. Enthilt nach der Umformung die linke Seite eine
Nullzeile, so ist die Matrix nicht invertierbar. Es wire schén, wenn man vor der Anwendung
des Verfahrens entscheiden kdnnte, ob die inverse Matrix existiert oder nicht. Dies fiihrt

auf den Begriff der Determinante.

3.2.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel diskutieren wir, unter welchen Bedingungen ein lineares,
quadratisches Gleichungssystem eindeutig l6sbar ist. Bei der expliziten Losung
eines Gleichungssystems mit dem Gauf-Algorithmus kann zum Schluss der
Rechnung festgestellt werden, ob das Gleichungssystem losbar ist oder nicht.
Im Falle einer numerischen Losung des LGS muss aber im Voraus bekannt
sein, ob das LGS eindeutig 16sbar ist. Im Folgenden wird ein Formalismus ent-
wickelt (Determinanten-Berechnung), mit dem entschieden werden kann, ob
quadratische LGS eindeutig 1osbar sind. Alle in diesem Paragraphen auftre-
tenden Matrizen sind quadratisch.

(1) Wir betrachten zunéchst das Problem: Unter welchen Voraussetzungen ist
die Gleichung

a1 rp = C1 (I)

mit einer Unbekannten x; fiir beliebige ¢; eindeutig 16sbar. Die Antwort lau-
€1

tet: System (I) ist genau dann eindeutig losbar, falls a;; # 0 : T = -

(2) Nun betrachten wir das LGS

a11 1 +a12T2 = C1
Q21 1 + Q22 T2 = C2

()

mit zwei Unbekannten x; und x2. Welche Bedingungen miissen die Koeffi-
zienten a1, aja, ao1, age erfiilllen, damit das System (II) fiir beliebige c1, co
eindeutig losbar ist? Die Losung des Systems erhalten wir, indem wir Gl. I1.1
mit ass # 0 und GL I1.2 mit (—aq2) # 0 multiplizieren und beide Gleichungen
addieren:

11 Q22 T1 + Q12 Q22 Tog = €1 23
—a120G21 T1 — Q12022 T2 = —C2 412
= (011 22 — G12 a21) Tl = C1a22 — C20G12-

Indem wir GIL. II.1 mit —as; # 0 und GI. I1.2 mit a;; # 0 multiplizieren und
beide resultierenden Gleichungen addieren, erhalten wir analog

(an a22 — @12 021) T2 = C20a11 — €1 A21.
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Folglich ist das LGS (II) eindeutig fiir beliebige ¢; und ¢y 16sbar, falls

a11 a2 — a12 a1 # 0.

Diese Bedingung beinhaltet auch die hier nicht aufgefiihrten Sonderfélle a;; =
O7 aj1p = 0, as1 = 0 oder gy = 0.

Definition: Die aus der Koeffizientenmatrix A = <a11 a12> berechnete

a1 a2
GrofBe

a1l ai2
a21 @22

D= = a11 G2 — Q12 G21

heifit zweireihige Determinante oder kurz Determinante.

Fiir Determinanten sind die Symbole D, det(A), |A|, det(a;;) gebrduch-
lich.

Beispiele 3.11:

52
@ det<31>—5~1—3-2_—1.
) det<_§_§):—2~l—1-(—2):0. o

Eine zweireihige Determinante wird also berechnet, indem die Differenz des
Produktes der Hauptdiagonalelemente @11 as2 mit dem Produkt der Nebendia-
gonalelemente a2 as; gebildet wird. Die Determinante einer Matrix ist damit
eine reelle Zahl! Fiir zweireihige Determinanten rechnet man unmittelbar die
folgenden Regeln nach:

3.2.2 Rechenregeln fiir zweireihige Determinanten

Regel 1: Der Wert einer Determinante é&ndert sich nicht, wenn man Zeilen
und Spalten vertauscht:

det A = det A*.

- 23\ o 2 -1
Be1sp1e1.det<_14>—84—3—11_det(3 4). O
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3 8 4 =7
Beispiel: det
eispie e( 3 8

4_7) =-21-32=—53; det(

>=32—|—21:53. O

A a1 )\0,12

Beispiel: det (
az1 a2

) = a1 G2 — G21 M@z = >\((1110»22 - (121(112)

=/\det<a11 “12>. o

a21 G22

Beispiele: det (2 8) =0; det (2 _10) =0, det ( i de ) =0. O

—6 )\(111 )\0,12

Beweis:
a1 +Aao1 a2 + Aa
det < 1 2 22) = (a11 + Aag1) az2 — az1 (@12 + Aaz)
a21 @22

= a11 G2z — G21 12+ AA21 a2 — Aagy Az

=0

a1 a
—der (102 o
a1 a2
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.. 0 4 42 B 128\ o g
Beispiel: det <(3 1) <32)> det( 94> =48 — 72 = -24,
- det = —

(0 ) ao(42) (2o :

Regel 7: Die Determinante einer Dreiecksmatrix besitzt den Wert des
Produktes der Hauptdiagonalelemente.

- 47\ o 30\ _ o
Belsplel.det<02>—4~2—8, det<5_1)—3( 1) =-3. |

Bemerkung: Die aufgelisteten Regeln sind so formuliert, dass sie auch fiir
allgemeine, n-reihige Determinanten giiltig sind.

® Ubergang zu den Formeln fiir (n x n)-Matrizen:
Ubertragen wir die Uberlegungen aus der Einfithrung auf ein lineares Glei-
chungssystem mit drei Unbekannten 1, zo, 3,

a;1ry + a1272 + a13rz = by
2171 + G222 + az3T3 = by
az1r1 + azar2 + azzxrz = b,
so kann dieses LGS mit allgemeinen Koeffizienten nach den Unbekannten for-

mal aufgelost werden. Fiir x; erhélt man unter Zuhilfenahme von MAPLE als
Losung

a220a33b1 — az2b3a13 + az3a12b3 — aszazeby + baazzaiz — baaizaszsz

r1 = .
(21032013 — 21012033 — 31022013 + G12031023 — 32011023 + 411022033

Ahnliche Losungsformeln erhélt man fiir zo und x3. Auch bei der Berechnung
von x9 und x3 wird durch den Term

(21032013 — 021012033 — 431022013 + A12031023 — G32011023 + 011022033

dividiert. Das LGS ist also fiir jede rechte Seite eindeutig losbar, sofern

21032013 — (21012033 — 31022013 + 412031023 — 320110423 + G11022033 7 0.
aiy @iz ais

Diese Zahl heifit die Determinante von A = | a21 a22 as3
aszy azz ass

Analog gibt es eine entsprechende Zahl fiir ein LGS mit vier Unbekannten.

Diese Zahl wird wieder als Determinate der zugehorigen Matrix bezeichnet. Die
allgemeine Berechnung der Determinante erfolgt mit dem folgenden Schema:
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© 3.2.3 n-reihige Determinanten

Definition / Satz: Entwicklungssatz nach Laplace.
ail - Aip
Sei A = (a;;) = eine (n X n)-Matrix. Dann ist die De-

Apl " Apn
terminante der Matrix A definiert durch

det A :Z (=1)"*7 ay; det Aj;  fiir ein festes i € {1,...,n}.
j=1

Dabei ist A}; die (n—1) x (n — 1)-Untermatrix, die aus A entsteht, indem
die i-te Zeile und j-te Spalte gestrichen wird:

aiy - Tj Q1n
P . .
Aij = | a7 % i, | «— 1 — teZeile
anl ... n] ... ann

Man bezeichnet dieses Vorgehen als Entwicklung der Determinante
nach der i-ten Zeile.

Da Aj; eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist, bezeichnet man det (A;j) als
Unterdeterminante. Durch wiederholtes Anwenden der Entwicklungsfor-
mel ldsst sich eine n-reihige Determinante auf 2-reihige Determinanten
zurtickfithren und damit berechnen.

Bemerkungen:

(1) /\ Achtung: Die Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen defi-
niert.

(2) Das Vorzeichen (—1)*/ kann man sich als Vorzeichen im folgenden Schach-
brettmuster vorstellen. Z.B. ist das Vorzeichen von a3 : (—1)*% = —1.

+— + —+-
-+ - +-+
+- + —+-

-+ - |+-+

+— + —+-
-+ - +-+
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Die Zeile ¢ € {1,...,n}, nach der die Determinante entwickelt wird, ist
beliebig; der Determinantenwert héngt nicht von der Wahl von ¢ ab.

Die Entwicklung der Determinante nach der i-ten Zeile kann man sich so
vorstellen, dass die i-te Zeile gestrichen wird und nacheinander ein Faden-
kreuz jeweils eine Spalte streicht:

1. Spalte: (—1)"'Irl a;1 det Al

2. Spalte: (—l)i-|r2 a;2 det Al

n-te Spalte: (—1)""™ a;, det A/

wm*

Das Aufsummieren aller Unterdeterminanten mit dem zugehérigen Faktor
ai; und dem Vorzeichen entsprechend dem Schachbrettmuster liefert den
Determinantenwert.

Die Determinante ldsst sich auch nach der k-ten Spalte entwickeln:

det A :Z (=1)"** ag, det A}, fiir festes k € {1,2,...,n}.
i=1

Fiir n-reihige Determinanten gelten die gleichen Rechenregeln, wie die in
Abschnitt 3.2.2 angegebenen Rechenregeln fiir 2-reihige Determinanten.

Spezialfille:

n=1: det(a11) = a-

n =2: Entwicklung nach der ersten Spalte

det (au a12> = a11 — det(ag2) — ag det(aia)
az1 a2

= aji1 a2 — a21 a12-

n=3: Entwicklung nach der ersten Spalte
aiip ai2 ai3
det a921 22 A23 == (+1>
aszy azz ass

411 12 A13
—+ (—1) A1 | 9T &gz agy
a31 @32 @33
411 a12 A13
+(4+1) azy | do1 age as3
37 a3z a33




120 3. Matrizen und Determinanten

a12 @13
1
a22 423

a12 @13
1
a32 @33

22 423
a32 433
= ai (a22 ass — as2 a23) — a21 (012 ass — as2 als)

+az1 (@12 a23 — az a13).

Beispiele 3.12:

@® Wir berechnen die Determinante durch Entwicklung nach der zweiten Zeile:

2 3 5
det [ 6—4—1 | =(=1)-0| 32| 442?41 (-p|? 3
1.9 0 —20 10 1-2

=4 (=5)+1-(=7) = —27.

@ Wir entwickeln die nachfolgende Determinante nach der ersten Spalte, da
sie zwei Nullen als Elemente aufweist (man hiitte aber auch eine andere
Zeile oder Spalte mit zwei Nullen wihlen kénnen):

3 (1) ;L 012 204
det =1-1321{+3|012|=3+4+3-(-8)=-21.
321 110 110
110
1 0
® Die Einheitsmatrix I,, = hat als Determinante: | det I, = 1.
0 1
)\1 *
@ Eine Dreiecksmatrix D = hat als Determinante:
0 An
detD:)\l ‘)\2 """ )\n O

(® Berechnung einer 3-reihigen Determinante nach Sarrus (Sarrussche Regel)
A\ Fiir den Spezialfall n = 3 (und nur fiir diesen Spezialfall !) kann man den
Determinantenwert durch die auf Sarrus zuriickgehende Regel berechnen:

+ : - -

a1l ai12 ais
det — \ \\ \\

a21 @22 G23

az1 azz azs \\ \ \
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Die erste und zweite Spalte der Matrix A wird nochmals neben die Determi-
nante gesetzt. Den Wert der Determinante erhélt man dann, indem man die
drei Diagonalprodukte addiert und die Antidiagonalprodukte davon subtra-
hiert:

det A = a11 a2z a33 + a2 a3 az1 + a1z azi ass

—a13 022 a31 — Q11 A23 A32 — 412 A21 A33-

Beispiel 3.13.

Wir berechnen die Determinante von A = nach Sarrus:

—_ = =
N O N
_ = =

1 2-1] 1 2
1 0 1] 1 O0:
-1-2 1|-1-2

det A=1-0-1+2-1-(=1)+(-1)-1(-2)
—(-1)-0-(-1)—=1-1-(-2)—2-1-1=-2+4+2+2-2=0. O

Determinante der inversen Matrix
Sei A eine invertierbare Matrix. Dann gibt es zu dieser Matrix eine Inverse
A~! mit der Eigenschaft

A- A1 =1,

wenn [,, die Einheitsmatrix ist. Nach dem Multiplikationssatz fiir Determinan-
ten (Regel 6) gilt dann

det(A- A7) = det(A) - det(A™1) =det I, = 1.

Damit folgt fiir den Determinantenwert der Inversen:
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Praktische Berechnung n-reihiger Determinanten

Bei der praktischen Berechnung n-reihiger Determinanten wéchst der Rechen-
aufwand mit zunehmender Ordnung rasch an. Denn aus einer n-reihigen De-
terminante entstehen durch Entwicklung [[; _; k = 3-4 ... n zweireihige
Unterdeterminanten bzw. [[}_, k =4-5-...-n 3-reihige Unterdeterminan-
ten. Daher fithrt man geméafl der aufgelisteten Rechenregeln die Matrix auf
eine einfachere Form iiber und berechnet dann erst den Determinantenwert.

Da sich der Wert der Determinante nicht dndert, wenn man zu einer Zeile (oder
Spalte) ein Vielfaches einer anderen Zeile (oder Spalte) hinzu addiert, ist es
zur Berechnung von det A (fiir n > 3) zweckmiiflig, zuerst mit elementaren
Umformungen moglichst viele Nullen in einer Spalte oder Zeile zu erzeugen.
Nach dieser Spalte oder Zeile wird dann entwickelt. Die 3-reihigen Determi-
nanten kénnen auch nach der Sarrusschen Regel berechnet werden.

Beispiel 3.14. Wir subtrahieren die vierte Zeile von der dritten Zeile und ent-
wickeln anschliefend nach der zweiten Spalte. Bei der verbleibenden 3-reihigen
Determinante subtrahieren wir von der zweiten und dritten Zeile jeweils die
erste Zeile. Anschlieend entwickeln wir nach der dritten Spalte:

10 21 10 21

121
20 11 20 11

det 11 39 = det 30 41 = (4+1)det _gii
21-11 21-11
1 21

= det 1-10 ] =(+1)(2-4)=-2. a

-4 20

Beispiel 3.15. Wir addieren vor der Berechnung der Determinante die erste
Zeile zur dritten und das Zweifache der ersten Zeile zur vierten und entwickeln
danach die 5-reihige Determinante nach der ersten Spalte. Bei der 4-reihige
Determinante subtrahieren wir von der ersten Spalte die dritte und entwickeln
anschliefend nach der letzten Zeile:

-110-20 -110-20

021 14 021 14 ;i 1;1
det [ 124 32| =det| 034 12|=(-Ddet|,,
210 01 030-41 o 40
040 40 040 40
21 19 g
=(-Ddet | oo, | = DA det [ 242 | =4(-06) = 384 o

00 40 7ol
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© 3.2.4 Anwendungen von Determinanten

® (1.) Lésen von linearen Gleichungssystemen: Cramersche Regel.

N
Man ersetzt die i-te Spalte von A durch die rechte Seite b des LGS. Dann ist
die i-te Komponente des Losungsvektors = der Quotient der Determinante
der so entstandenen Matrix und der Determinante von A.

Beispiel 3.16. Gesucht ist die Losung des LGS

r1 + X2 =1
xo + a3 =1.
3x1+ 229 + 23 =0

110 1

Bsist A= [ 011 | und & = | 1| mit detA =2 # 0. Nach der Cramer-
321 0

schen Regel ergeben sich die Komponenten des Losungsvektors aus
110 110

zp=4det (111 | =-1; ap=13det|[ 011 | =2
021 301
111 T -1

zg=1det [ 011 | =-1 = ZT=[a|=( 2] o
320 x3 -1

YA Achtung: Man sollte allerdings die Cramersche Regel nicht zur Auflésung
von linearen Gleichungssystemen mit vielen Unbekannten verwenden, da der
Rechenaufwand erheblich wird. Die Formel ist aber niitzlich fiir die Berech-
nung einzelner Unbekannter bzw. wenn das Gleichungssystem einen Parameter
enthalt.
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(2.) Vektorprodukt
— 7 . — -
a x b zweier Vektoren @ und b:

—

In Kapitel 2.2.3 wird eine Formel fiir das Vektorprodukt ¢ = @ x b zweier
a b1
— - :
Vektoren @ = | as | und b = | by | entwickelt.
as b3

Eine einfache Merkregel fiir diese Formel erhélt man, wenn man sie formal
durch eine 3-reihige Determinante darstellt: Sind €y, €2, € 3 die Einheits-
vektoren , dann ist:

N
€1 ag by

— 7 — — @yby — |ag by — |ag by

ax b =|¢€qayb,|="¢€1 — €9 + €’3
N b a, b, a, b, ay by
€3 Gz 0y

Beispiel 3.17. Berechnung des Drehmomentes M auf einen Korper mit

1 . 10 . . e, 110
T=|-2|mud F=[20|N: M=7xF =|¢5-220
5 50 €5 550
—200
_ = -2 20 2, 110 2, 110] _ 0| (vl :
5 50 550 —220 10

3.3 Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Die Determinate entscheidet bei linearen Gleichungssystemen mit quadratischen Matrizen,
ob es fiir eine beliebige rechte Seite l6sbar ist. Fiir LGS mit nicht quadratischen Matrizen
ist die Determinante nicht definiert. Wir fiihren den Rang einer Matrix ein, um in diesem

Fall Aussagen iiber die Losbarkeit bei konkret gegebener rechter Seite treffen zu kdnnen.

3.3.1 Lineare Gleichungssysteme, Rang
Wir kommen nun auf die Fragestellung zuriick, unter welchen Bedingungen
ein lineares Gleichungssystem

AT = b

losbar ist, wenn A keine quadratische, sondern allgemeiner eine (m x n)-Matrix
ist. Und wenn es 16sbar ist, ob es eine eindeutige Losung oder unendlich viele
Losungen besitzt. Zur Charakterisierung von LGS bzw. linearen Abbildungen
fiihrt man die folgenden Begriffe ein:
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Definition: Sei A eine (m x n)-Matrix.

(1) Die Menge aller Losungen des homogenen LGS AT = 0 bezeichnet
man als Kern oder Nullraum von A.

(2) Die Menge der Vektoren A, @ € IR™, heifit Spaltenraum von A.

(3) Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A heifit der Spal-
tenrang von A.

(4) Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A heifit der Zei-
lenrang von A.

Bemerkung: Da jede (m X n)-Matrix einer linearen Abbildung ¢ : IR — IR™
entspricht, sind sowohl der Kern als auch der Spaltenraum von A Vektorrdume.
Der Kern ist ein Untervektorraum von IR™ und der Spaltenraum von IR™.

Folgender Satz gibt Auskunft dariiber, wie man den Spalten- und Zeilenrang
einer Matrix bestimmen kann.

Satz: Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen einer Matrix lassen so-
wohl den Zeilenrang als auch den Spaltenrang unveréndert.

Beispiel 3.18. Wir berechnen den Zeilen- und Spaltenrang der unten angege-
benen Matrix, indem wir durch elementare Zeilenumformungen A zunéchst auf
obere Dreiecksform bringen und dann die erste und zweite Zeile ausrdumen:

12-1 1 2 1 2-1 1 2 12-1 1 2
14-3-1-1 0 2-2-2-3 02-2-