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Vorwort 
Maschinen und Fahrzeuge werden leistungsfahiger, schneller und leichter. Um die daraus 
resultierende Umweltbelastung durch Vibrationen und Larai gering zu halten, benotigt der 
Ingenieur fundierte Kenntnisse der Schwingungslehre mit Maschinendynamik. 

Dieses Buch behandelt die Schwingungslehre mit Frage- und Aufgabestellungen aus der 
Maschinendynamik. Dabei geht der Schwingungslehre stets die Modellbildung, d. h. das 
Eindringen in die Physik des Systems und das Aufstellen der Bewegungsgleichungen voraus. 
Ziel ist es, das Verstandnis der Vorgehensweisen und das Denken in den Begriffen am 
Schwingungsverhalten einfach aufgebauter Maschinen zu lemen. Diese Grundlagen benotigt 
der Ingenieur spater im Beruf, selbst dann, wenn er die Dynamik mechatronischer Systeme 
mit Hilfe modemster Rechnerprogramme untersucht. Dann hilft ihm die aus der Beschafti-
gung mit den Grundbegriffen erworbene Anschauung, die Rechnerergebnisse zu durchschau-
en und zu bewerten. 

Die erforderlichen mathematischen Grundlagen stammen iiberwiegend aus der Einfuhrungs-
vorlesung Mathematik. Kapitel I fasst sie in der Terminologie der Schwingungslehre zusam-
men. Der Leser hat die Freiheit, dieses Kapitel nur zu iiberfliegen, durchzuarbeiten, bei Be-
darf nachzulesen oder es als Formelsammlung zu benutzen. Ahnliches gilt fur die Grundlagen 
aus der Technischen Mechanik bzw. Dynamik, die am Ende des Buches in den Anhangen A, 
B, C zusammengestellt sind. 

Die eigentliche Schwingungslehre ist in vier Kapitel mit jeweils mehreren Abschnitten ge-
gliedert: Kapitel II, Maschinen und Gerate unter dynamischer Last, nimmt die Modellbildung 
auf. Bewegungsgleichungen werden anfangs als Gleichgewichtsbedingungen, mit d'Alem-
bertschen Tragheits-Kraften und -Momenten, spater mit Hilfe der Lagrangeschen Gleichun-
gen (2. Art) formuliert. Kapitel III gelangt von einem nicht ganz einfachen System zum 
Schwinger vom Freiheitsgrad eins und handelt ihn ab. Rotoren mit aufgesetzten Massen, 
Kapitel IV, begriinden die Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden. Die Torsionsschwingun-
gen der Welle mit verteilter Masse und die Biegeschwingungen einer Kranbriicke (Balken) 
fuhren beispielhaft auf schwingende Kontinua, Kapitel V. 

Der Inhalt beschrankt sich im Wesentlichen auf lineare Schwingungen. Die Losungen der 
Bewegungsgleichungen werden analytisch herausgearbeitet, diskutiert und in Diagrammen 
veranschaulicht. Eine Reihe von den Text begleitenden und erganzenden Aufgaben bietet 
dem Leser Gelegenheit zu tJbung und Verstandniskontrolle. 

Braunschweig und Hamburg E. Brommundt, D. Sachau 
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Hinweise zu Schreibweisen 

Hinweise zu Schreibweisen 

Die Wahl der Formelzeichen halt sich an folgende Konventionen: Kursive Buchstaben be-
zeichnen Skalare (z. B. x, /, k), halbfette (Spalten-) Matrizen (z. B. x, M). GroBe steile Buch­
staben (z. B. P, O) benennen Punkte. Der Unterstrich (z. B. x) kennzeichnet komplexe und 
die Tilde (z. B. Q) dimensionslose (bezogene) GroBen. Das Dach ( x ) verdeutlicht Amplitu-
den. 

Vektoren 

Wir wollen mit Vektor mxxphysikalische Vektoren benennen. (Den Spalten-Vektor der Matri-
zenrechnung nennt man heute lieber Spalten-Matrix.) 

Ein Formelbuchstabe mit dariiber gesetztem Pfeil (z. B. F) bezeichnet einen Vektor. Der 
Pfeilschaft gibt die Richtung an, s. Bild 0-1. Der Pfeil kennzeichnet die Orientierung (= Pfeil-
sinn o&QX positive Richtung). 

Schreibweise Einheitsvektor x Betrag: F ^ep \F\ mit Betrag \F\ ("Lange" des Vektors F) 

und Einheitsvektor ep = ^ \^\ ^om Betrag |e^| = 1. Der Einheitsvektor ep = ep hat dieselbe 

Richtung und dieselbe Orientierung wie der Vektor F , s. Bild 0-2. 

Bild 0-1 Bild 0-2 Bild 0-3 Bild 0-4 Bild 0-5 Bild 0-6 

Schreibweise Einheitsvektor x MaBzahl: F = eF mit Einheitsvektor e und MaBzahl F. 

Der Vektor F hat dieselbe Richtung wie der Einheitsvektor e , doch nur bei F >0 dieselbe 
Orientierung, bei F < 0 die entgegen gesetzte. In Bild 0-3 kann man den Pfeil als Bild des 
Einheitsvektors auffassen. F steht dann als Name und MaBzahl. 

Beim Vektor -F dreht man dann einfach den Einheitsvektor (den Pfeil) 

um: -F = -{eF) = {-e)F, vgl. Bild 0-4. 

Berechnet man zur Darstellung nach Bild 0-3 die Kraft F zua) F= 5N, b) F = -7N, so erhalt 
man die in Bild 0-5 gezeichneten Pfeile. Stellt man das Ergebnis b) wie in Bild 0-6 dar, ist 
das nicht falsch, doch fehleranfallig! 

Die Darstellung von Einheitsvektor x MaBzahl steht hinter alien Koordinatendarstellungen 
von Vektoren und ist - fur den Einzelvektor - in der Mechanik sehr beliebt. 



I Grundbegriffe der Schwingungslehre 

1 Einleitung 
Die Normenreihe DIN 1311 legt mit ihren Teilen 1, 2, 3 - die Teile 4 und 5 sind in Vorberei-
tung - Begriffe zu Schwingungen und schwingungsfahigen Systemen vorwiegend im Bereich 
der Mechanik fest. Wir halten uns uberwiegend an die genormten Benennungen und Be-
zeichnungen, weichen jedoch des bildhaften Ausdrucks oder der Kiirze halber (z. B. Perio-
dendauer -^ Periode) auch von der Norm ab. Einleitend werden hier vor allem die Grundbeg­
riffe zusammengestellt (siehe DIN 1311, Teil 1). Dabei wird angenommen, dass die Einzel-
heiten dem Leser aus Mathematik und Technischer Mechanik bekannt sind. Die Zusammen-
stellung gibt vor allem die schwingungstechnische Sicht und Ausdrucksweise wieder. 

1.1 Definition einer Schwingung 
Unter einer Schwingung versteht man einen Vorgang, bei dem sich die interessierende Gro-
Be X so mit der Zeit andert, dass bestimmte Merkmale wiederkehren. 

Bild 1-1 
Schwingungen 

\X3 t 

Bild 1-2 Schwingungen: Xj (nicht monoton) 

abkUngend, X2 kriechend (monoton) abkUn-

gend, X3 begrenzt, X4 impulsartig 

Im allgemeinen sprechen wir x als Ausschlag oder Auslenkung an. Der Augenblickswert von 
X sei eine (deterministische) Funktion der Zeit /: x = x(f). 

Es ist unmoglich, eine Schwingung gegenuber einer allgemeinen Bewegung ohne Willkiir 
abzugrenzen. Deshalb rechnet man auch GroBen, die nur wenige Male zu- und abnehmen, 
impulsartig verlaufen, schwingend oder monoton abklingen zu den Schwingungen, s. Bild 
1-2. Wir nennen dann auch den zeitlichen Ablauf von x(/) Bewegung, gleichgiiltig, ob es 

sich bei x um eine Ortskoordinate, einen Weg, einen Winkel, eine Geschwindigkeit, einen 
Strom usw. handelt. 



1 Einleitung 

1.2 Harmonische Schwingung, Sinusschwingung 

1.2.1 Reelle Darstellung der harmonischen Schwingung 

Eine Schwingung x = x(f), deren Zeitverlauf sich durch eine Kosinus- oder Sinusfunktion 

beschreiben lasst, heiBt harmonische Schwingung oder Sinusschwingung (auch Kosinus-
schwingung) 

X = XCOS(^/ + ^Q) oderx = xsin(<2^f+ ^Q^) , (1.1) 

wo X -Amplitude, co -Kreisfrequenz, (p^ -Nullphasenwinkel, ^Q^ := ^Q + ;7r / 2 sind. 

Bild 1-3 zeigt den Zeitverlauf der harmonischen Schwingungen. Darin bedeutet Tdie Perio-
dendauer (DIN 1311, hier auch kurz Periode), das ist die Zeit, nach der sich die Auslenkung x 
wiederholt: 

x(f + r ) = x(/). 

X 

X 

t 
-^ (pJco_ 

T 
1 

— T 

\ t^ 

^ Bild 1-3 
Harmonische Schwingung 

(1.2) 

Zwischen der Periodendauer Tund der Kreisfrequenz co gelten die Beziehungen 

coT = ITT oder T = — . 
CD 

(1.3) 

Das Argument der Kosinusfunktion von (1.1), 

(p{t) = o)t + (pQ, (1.4) 

heiBt Phasenwinkel; ^(O) = ^Q ist der Nullphasenwinkel. Im Laufe einer Periode andert sich 

(p um ITT , die Schwingung durchlauft eine Sinuswelle. Der Kehrwert der Periodendauer T 
liefert die Frequenz 

'-r- (1.5) 

man kann sie als Anzahl der Sinuswellen pro Zeiteinheit lesen. Eliminiert man Tmit (1.3), 
folgt der Zusammenhang zwischen Frequenz und Kreisfrequenz 

co^lnf. (1.6) 



4 I Grundbegriffe der Schwingungslehre 

Dimensionen und Einheiten 

dim(x) = dim(x) [x] = [x]- je nach GroBe, 

dim(r) = Zeit [^] = s, 

dim(<^) = 1/Zeit [co] = 1/s, auch [o)] = rad/s, 

d im(/ ) = 1/Zeit [/] = 1/s, meist [/] = Hz, 

dim(^) = 1 [^] = 1, auch [(p] = rad. 

Umformungen: Summen von Sinus- und Kosinusschwingungen gleicher Frequenz 

Zerlegung: Mit dem Additionstheorem cos (^a-\- J3) = cos a cos ̂ -sina sin /? folgt aus (1.1) 

X = xcos(<2>/ + ̂ o) = xcos^Q cos^f-xsin^o sin^f, (1.7) 

x^ x̂  

also die Zerlegung 

x = x^ cos cot+ x^ sin cot, wox^ :=xcos^O'^^ :=-xsin^O- (1-^) 

Die letzten beiden Gleichungen schreiben wir auch mit Zeilenmatrizen: 

(x^, x^) = (xcos^Q, - X S I U ^ Q ) . (1.9) 

Zusammenfassung: Kehrt man diese Transformation um, erhalt man zur Summe 
x = x^ cos cot-\-x^ sin cot die Form x = xcos (^cot-\-(po), wo 

(1.10) 
{~2 ^ 

: ̂ x^ + x̂  , (PQ = arctan 

dabei muss der Quadrant von cpQ so gewahlt werden, dass (1.9) mit denrichtigen Vorzeichen 

erMlt ist. 

Dimensionslose Schreibweisen 

Driickt man in der harmonischen Schwingung nach (1.1) die Kreisfrequenz a> gemaB (1.3) 
durch die Periodendauer aus und dividiert die entstandene Gleichung durch die Amplitude x, 
so erhalt man 

x = —= cos 27r — -\-(pQ =cos (2 ; r /+^Q) . (1-11) 

Hier sind 

x : = ^ u n d / : = — (1.12) 

eine bezogene, also dimensionslose, Auslenkung bzw. Zeit. Bild 1-4 zeigt die harmonische 
Schwingung (1.11). 



1 Einleitung 

(pfili. 

-1 

•1 

0 \ 0.5/ 
\t=t/T 

i \ Bild 1-4 
Harmonische Schwingung in bezogener Form 

Dimensionslose GroBen eignen sich besonders gut zur Verarbeitung in Rechnem und zur 
Darstellung in Diagrammen, auch weil die Anzahl der Parameter verringert wird. (In Bild 1-4 
unterscheiden sich die harmonischen Schwingungen nur noch durch den Nullphasenwin-

kel (p^.) 

Bezeichnungem Wir kennzeichnen dimensionslose Grofien durch eine Tilde uber dem "alten" 

Formelbuchstaben, X, t. Die Bezugs- oder ReferenzgroBe tragt als Kennzeichen den Index 

R; in (1.12) wurden x^ = x und tji=T gewahlt. Allgemein gelten also (fur evtl. ande-

re Xji,tji) 

in Umkehrrichtung 

^R ^R 

X — X Xj^ , t — t tj^. 

(1.13) 

(1.14) 

1.2.2 Komplexe Darstellung harmonischer Schwingungen; Zeigerdiagramme 

Die komplexe Darstellung reeller Sinusschwingungen mit Hilfe von Drehzeigem ist anschau-
lich einpragsam und formal fur viele Zwecke vorteilhaft. 

Zeiger-Diagramme 

Drehzeiger: Aus der Eulerschen Formel 

oJ(^ = cosa + 7sina, j \-

folgen mit a^cot 

cos cot - Re e^^^, sin cot - Im e jcot 

(1.15) 

(1.16) 

In der komplexen Zahlenebene nach Bild 1-5, mit der reellen Achse Re und der imaginaren 
Achse Im, stellt z - exp(7Vy/) einen auf dem Einheitskreis mit der Winkelgeschwindigkeit co, 

der Kreisfrequenz, mathematisch positiv, also linksdrehend umlaufenden Pfeil, einen (Ein-
\iQits-)Drehzeiger dar. Seine jeweiligen Projektionen auf die reelle Achse Re und die imagina-
re Achse Im liefem die Funktionen cos^/ bzw. ^mcot, s. Bild 1-5. 



I Grundbegriffe der Schwingungslehre 

Bild 1-5 
Komplexe Ebene mit Drehzeiger 

Drehzeiger und Zeiger der harmonischen Schwingung: 

Die Sinusschwingung (1.1) kann man parallel zu (1.16) wie folgt komplex schreiben: 

Dabei steht 

X = x{t) = X eJi'"*'>'o) = (x e-^'^o)e>' := x eJ'"' 

(1.17) 

(1.18) 

fur die der harmonischen Schwingung x{t) zugeordnete komplexe Schwingung xexp(7^f), 

den Drehzeiger x_ in Bild 1-6. Der nicht-drehende Pfeil 

ist die komplexe Amplitude oder Zeiger von x, Bild 1-6. 

Nach DIN 1311 werden komplexe GroBen, die Zeiger, durch Unterstriche gekennzeichnet. 
(Falls keine Verwechselungsgefahr besteht, lasst man die Unterstriche auch weg.) 

Im ' 

Bild 1-6 
Zeiger x = xexp(7^o) und Drehzeiger x_ = xQy.^[jcot) der harmo­

nischen Schwingung; (p^ -Nullphasenwinkel, co -Kreisfrequenz, 

X -AmpHtude, R = x -Kreisradius 

In Bild 1-6 liegt der Zeiger x fest, der Drehzeiger x lauft gegeniiber dem Koordinatensys-

tem mit der Winkelgeschwindigkeit co um, der Winkel cot wird gegen x gemessen. Dann ist 

die Sinusschwingung durch Angabe des Zeigers und der Kreisfrequenz eindeutig festgelegt; 

es geniigt die Darstellung nach Bild 1-7. Bild 1-8 stellt die Projektion von x(/) auf die reelle 

Achse zeitabhangig dar. 



1 Einleitung 

Imi 

^ ^ 0 

Re 
(D 

Bild 1-7: Darstellung der harmo-
nischen Schwingung durch Zei-
ger X und Angabe der Kreisfre-
quenz co 

Bild 1-8: Harmonische Schwingung x(t) als Projektion der kom-
plexen Schwingung x[t) auf die reelle Achse 

Zeigerdiagramme eignen sich besonders zum Vergleich mehrerer Sinusschwingungen glei-
cher Frequenz, zur Addition (Uberlagerung) solcher Schwingungen und zur Gegeniiberstel-
lung mit ihren Zeitableitungen: 

Vergleich gleichfrequenter Schwingungen 

Gegeben: Xj (f) = Xj cos(^f + (pQj), z = 1,2,3, komplex Xj = Xj e^^^^ e^^^ - Xj e-^^^, mit den 

komplexen Amplituden x^ nachBild 1-9. 

Gesucht: Phasenverschiebungswinkel von X2(/),X3(f) gegeniiber xj (f) der Referenz-

schwingung. 

Imi 

Bild 1-9 

Zeiger x̂ - der Schwingungen Xi {t) ; vgl. Bild 1-7 

(1.20) 

Nach Auftragen der Zeiger Xj, X 2 , ^ liest man aus Bild 1-9 die Phasenverschiebungswin­

kel a, P zwischen x̂  (f) undx2 (/) bzw. X3 (f) unmittelbar ab: 

also X2(^) = X2Cos((2>/-^Ql-a), X3(/) = X3Cos((Z>/ + ^Ql+y^); 

X2 (/) eilt gegeniiber xj (/) um den Winkel a nach, X3 {t) eilt um den Winkel P voraus. 

Man sagt, zwei gleichfrequente Sinusschwingungen xj (/),X2 {t) liegen in Phase (schwingen 

in Phase), wenn ihr Phasenverschiebungswinkel Null ist, 

Addition (Uberlagerung) gleichfrequenter Schwingungen 

Gegeben: Xi{t) = XiCos(^cot^-(pQi) = RQx^e^^\ / = 1,2. 



8 I Grundbegriffe der Schwingungslehre 

Gesucht: x(f) = xi (f) + X2 (/). 

Aus 

x{t) = Re a e^'""' + Re X2 e^""' = Refxj eJ'''^X2 eJ""'^ = Re[ (a + X2)^^"^'] = Refx^-^'^'] (1.22) 

folgt flir den Zeiger von x[t) 

x = Xi+X2. (1-23) 

Im* 

Bildl-10 
Re Parallelogramm fiir x = Xj + X2 . 

Braucht man x formelmaBig, rechnet man reell z. B. die obenstehenden Dreiecke trigono-
metrisch nach, einfacher geht es komplex. 

1.2.3 Zeiger und Zeigerdiagramme fiir Ableitungen 
Durch Ableitung folgen aus der Auslenkung 

x = xcos(^f + ^Q) 

die Geschwindigkeit 

V := X = -xcosm[cDt + (pQ) = vcos^cot + cp^ + 90°), 

wo v'=xco , und die Beschleunigung 

a:=v = x = -co x cos [cot -\- (PQ) = a cos [cot -\- cpQ +180°), 

wo a'=cD X. 

Durch Ableitung der zugeordneten komplexen Schwingung (des Drehzeigers) 

x = x^^"^' 

folgen 

X = jcoxeJ""^ und x = -co^ xeJ^'K 

Man erkennt unmittelbar 

V = Rev = Re X = Re ve^^^ mit v = jcox_, 

a = Re (2 = Re X = Re a e^^^ mit a--co x. 

(1.24) 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

(1.30) 
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Der Zeiger der Geschwindigkeit ist mathematisch positiv um 90°, der der Beschleunigung ist 
um 180° gegeniiber dem des Ausschlags gedreht, Bild 1-11. 

Imi 

Bild 1-11 
Re Relative Phasenlage der Zeiger x, v, g_ von Auslenkung, Geschwindigkeit bzw. 

Beschleunigung 

1.3 AUgemeine periodische Schwingung 
Die folgenden Seiten fassen die Fourierentwicklung fur periodische Schwingungen zusam-
men. 

1.3.1 Definition 

Eine Schwingung heiBt periodisch mit der Periode r(nach DIN 1311 Periodendauer), wenn 
sie sich nach Ablauf der Zeit Twiederholt: 

x(/ + r ) = x(/) furalle/; r > 0 . (1.31) 

Bild 1-12 
Periodische Schwingung 

Mit T ist auch nT (n ganze Zahl) eine Periode von x( / ) . Als Periode schlechthin bezeichnet 

man die kleinste Periode 7, fur die (1.31) erfullt ist. Analog zu (1.3) und (1.5) ordnet man 
einer periodischen Schwingung mit der Periode T eine Kreisfrequenz co und eine Frequenz/ 
in der folgenden Weise zu: 

iTT ^ 1 
0)'= , / • = — • 

T T 
(1.32) 

Sinusschwingung als Beispiele 

Die Sinusschwingung x[t) = xcos(^cot-i-g)^) ist das einfachste Beispiel einer periodischen 

Schwingung; sie hat die Periode T = 27r/cD. Auch Sinusschwingungen x[t) = 

Xcos[ncot-\-(PQJJ) mit irgendwelchen ganzen Zahlen n (positiv oder negativ) haben dieses T 

als Periode (fur \n\ ^ 1 nicht als kleinste). 
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1.3.2 Manipulation periodischer Funktionen 

Ableitung einer periodischen Funktion 

Man darf (1.31) differenzieren: 

x{t + T) = x{t). (1.33) 

Falls der Ausschlag x(/) die Periode 7 hat, besitzt die Geschwindigkeit v(f):=x(/) diesel-

be (kleinste) Periode, 

v(f + r ) = v(/). (1.34) 

Entsprechendes gilt fiir hohere Ableitungen. 

Funktion einer periodischen Funktion 

Sei j ; = F(x) irgendeine (glatte) Funktion. Mit (1.31) folgt 

y{t) = F{x(t)) = F{x(t + T)) = y{t + T); (1.35) 

auch y(^t) hat also die Periode T. Dies braucht aber nicht die kleinste Periode zu sein, wie 

das folgende Beispiel zeigt: 
9 9 9 9 r 1 

SQI x = xcos cot .Dannhai y'=x = x cos cot = x [l-\-cos2cot\/2 die Periode 7/2. 

Summe periodischer Funktionen 

Die Summe (Uberlagerung) zweier Schwingungen derselben Periode T hat wieder diese 
Periode. 

Seien x̂  (/) = x̂  (/ + T )̂ und X2 (/) = X2 (/ + ̂ 2) zwei Schwingungen mit den kleinsten Perio-

den Ti bzw. T2 und mit dem rationalen Frequenzverhaltnis, vgl. (1.32), 

— = — = —; ni,n2 ganz, teilerfremd . (1.36) 
fl ^2 1̂ 

Dann ist 

7:= 77171=^2^2 (1-37) 

gemeinsame Periode von Xi,X2 und damit Periode der Summe 

x{t) = Xi{t)-\-X2{t) = x{t-\-T). (1.38) 

(Wieder braucht es nicht die kleinste Periode zu sein!) 

1.3.3 Harmonische Synthase 

Die additive Zusammensetzung einer periodischen Schwingung aus Sinusschwingungen der 
Perioden T^=TIn heiBtharmonische Synthese: 
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wo, vgl. (1.32), 

Â  
x[t) = ^x^cos[ncDt + (PQ^ ), 

n=l 

CO -
In 

(1.39) 

(1.40) 

man defmiert auch 

nco-'.m^, co-o\. (1.41) 

Die einzelnen Summanden heiBen Teilschwingungen, zur Ordnungszahl n gehort die n-tQ 
Teilschwingung, die n-tQ Harmonische. Die erste Teilschwingung heiBt Grundschwingung, co 
ist dann die Grund-Kreisfrequenz, die Teilschwingungen zu n>\ nennt man gemeinsam 
auch Oberschwingungen (hohere Harmonische). In der Mathematik nennt man (1.39) fur 
endliches A^Fourier-Polynom, fiXv N ^^co Fourier-Reihe (s. Abschnitt 1.3.4). Die x^ heiBen 
Fourierkoeffizienten. 

Die Harmonische Synthese ist wichtig, weil eine Reihe von analytischen und numerischen 
Naherungs-Verfahren zur Untersuchung von Schwingungsproblemen auf Losungen der 
Form (1.39) fuhren, s. unten. 

x(t) 

NSN 
1:1 

12 

1:2 

1:3 

1:4 

1:101 

1:2 

1:3 

fP02 

NWv 
x(t) 

VW 

1:3 

1:1 

1:3 

1:2 

1:3 

1:2 

1:3 

ni 

nil 

nil Bild 1-13 
Mannigfaltigkeit von Formen der Summe 
aus zwei Sinusschwingungen gemeinsa-
mer Periode 
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Beispiele fiir zweigliedrige Zusammensetzungen 

Sei 

x[t) = XismcDit-\-X2sm(^cD2t-\-(P()2)' (1-42) 

Das Bild 1-13 zeigt fur verschiedene einfache Verhaltnisse Xj :x2 und coi :co2 sowie Null-

phasenwinkel ^Q2 , wie mannigfach schon die Erscheinungsbilder dieser einfachen Summe 

sind. 

1.3.4 Harmonische Analyse periodischer Schwingungen 

Die Zerlegung einer periodischen Schwingung in ihre Teilschwingungen heiBt harmonische 
Analyse. Man analysiert periodische und auch nichtperiodische Schwingungen, weil sich die 
zerlegten Schwingungen oft leichter beurteilen und verarbeiten lassen als die (zusammenge-
setzten) Ausgangsschwingungen. 

1.3.4.1 Die (reelle) Fourierreihe 

Stilckweise stetige periodische Funktionen x(/) = x(/ + r ) kann man als Fourierreihen 

schreiben: 

27t x(f) = — + ^x^^cosw<2?/ + ̂ x^^sinw(2?f, ^ = — , T Periode. (1.43) 

Zu Funktionen mit Sprungstellen vgl. Hinweis 7 unten. 

Die Fourierkoeffizienten XQ , x^^, x̂ ^ erhalt man, wenn man die obige Gleichung mit 

cosm cot, sinmcot ,m ganze Zahl, multipliziert und nach / iiber eine Periode integriert: 

0 

cos m cot 

sin m cot 

Es gelten die Orthogonalitdtsrelationen 

x^^ cos n cot + > x̂ ^ sm n cot 

(1.44) 
cos m cot 

sin m cot 
dt. 

\oosn 

und 

cDt cos mcot dt = 
0 ^xn^m 

. — ^xn-m 
12 

[sin^ cot sm mcot dt = { 

0 ^xn^m 

— fiXx n = m 
2 (1.45) 

[sin 77 cot cos mcot dt = 0. 
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Zum Beweis formt man die Produkte in den Integranden iiber Additionstheoreme in Summen 
um. 

Konvergiert die Reihe (1.43) gleichmaBig, so kann man die rechte Seite von (1.44) gliedwei-
se integrieren und erhalt 

2 ^ 2 ^̂ ""̂  

0 0̂ 

x̂ ^ =— x(/)cos(/7^/)(i/= — x(^t) COS(^ncot) dt 

(1.46) 

0 

T to+T 

x^^=— \x[t)sin(^n(Dt)dt = — \ x(^t) sin(^ncot) dt 

h 

n = l,2,... (1.47) 

In den Integralen rechts bedeutet Q̂ , dass man das Integrationsintervall beliebig verschieben 

kann. (Damit lassen sich Rechnungen oft vereinfachen.) 

Spektren: 

Als Ergebnis der Fourieranalyse stellt man die bestimmenden GroBen der Harmonischen (der 
Ordnung n) 

x^ (/) = x̂ ^ cosn cot + Xg^ sinncot -x^ cos{ncot + (p^^), (1.48) 

die Fourierkoeffizienten x^^, x̂ ^ und die Amplituden x^ sowie die Nullphasenwinkel ^Q^ 
in diskreten Spektren, auch Linienspektren, iiber einer Frequenz- oder Ordnungsachse dar, s. 
Bild 1-14 und Bild 1-15. 

0 1 

X 

Bild 1-14 
Spektren der Koeffizienten 
x̂ „ und x„„ 

Bild 1-15 
Spektren der Amplituden x„ 

1 2 3 4 '̂  und Nullphasenwinkel cp^^ 
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1.3.4.2 Hinweise zur reellen Fourierreihe 

1. Die Benennung reelle Fourierreihe besagt, dass die Reihe mit den reellen Funktionen 

COS...,sin... angeschrieben wurde. Die Funktion x(f) selbst darf komplexwertig sein, 

dann sind auch die Fourierkoeffizienten komplex. 

2. Das zeitunabhangige Glied XQ/2 in (1.43) heiBt Mittel- oder Gleichwert. Es hat diese 

Form, damit XQ aus x̂ ^ fiir w = 0 entsteht, vgl. (1.46) mit (1.47). DIN 1311 schreibt 

XQ I = XQ / 2 . 

3. Fiir die zusammengefassten Glieder 

x^^ cos not + x̂ ^ sin ncot = x^ cos {not + ^Q^ ) (1.49) 

gelten die Bezeichnungen fur Teilschwingungen nach Abschnitt 1.3.3. 

4. Formeln fur die Fourieranalyse in Digitalrechner-Programmen zur numerischen Bestim-
mung der Fourierkoeffizienten enthalten viele numerische Tricks. Man fmdet sie unter 
dem Stichwort Fast Fourier Transform(ation), FFT. 

5. Fiir gerade Funktionen x( / ) , 

x(- / ) = x(f), (1.50) 

folgt aus (1.47) mit t^=-TI2 

2 ^^^ 
x^^=— [ x{t)sm{not)dt = ^, (1-51) 

-Til 

die Fourierreihe enthalt keine Sinusglieder. 

6. Fiir ungerade Funktionen x( / ) , 

x(- / ) = -x ( / ) , (1.52) 

folgt aus (1.47) 

2 
TI2 

x^^-— \ x{t) COS {not) dt = 0, (1.53) 

-T/2 

die Fourierreihe enthalt weder Gleichwert noch Kosinusglieder. 

7. Man kann zeigen: Bei Funktionen mit Spriingen in der A:-ten Ableitung streben die Fou-

rier-Koeffizienten fur groBe n nicht starker gegen 0 als mit n~^ ^ ^; vgl. das folgende 
Beispiel mit A: = 0 . 

Beispiel Sagezahnfunktion 

Gegeben sei die Sagezahnfunktion nach Bild 1-16, 

h 
0<t<T: x{t) = —t; x{t + T) = x{t); o = 27r/T (1.54) 
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-^t 
Bildl-16 
Sagezahnfunktion der 
Hohe /?, Periode T 

Gesucht ist die Fourierentwicklung gemaB (1.43). 

Fiir x{t) nach (1.54) erhalt man aus (1.46) und (1.47) 

2 ch 2 ch z rn , ^ ^ Zen , ^ 

0 
T JT 

0 

\—tsmncDt at -
JT T JT 
0 

(1.55) 

Die Fourierreihe der Sagezahnfunktion lautet also 

, ^ h h (sincDt sinlcot sinScot 1 ,, ^^^ 
x(0 = - - - | - p + ̂ . ^ + ...|. (1.56) 

In Bild 1-16 sind die Nahemngen mit den TV ersten Teilschwingungen (TV = 1, 2,3) punktiert 

eingetragen. 

1.3.4.3 Konvergenz 

-\ ^ 

Bild 1-17 
Konvergenz an einer Sprungstelle 

Fourierreihen fur stiickweise glatte Funktionen konvergieren. An Sprungstellen (im Bild 1-16 
also bei f = ^ r , k ganze Zahl) konvergiert die Reihe gegen das arithmetische Mittel aus den 

beiden Werten links und rechts von der Sprungstelle (im Beispiel gegen h/2), unabhangig 
davon, welchen Wert man dort x zugeordnet hat. Links und rechts von der Sprungstelle 
schwingt die Reihe iiber, vgl. Bild 1-17. (Deshalb schreibt man in (1.43) oft » statt =.) Der 
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Bereich des tJberschwingens lasst sich durch hohere Gliederzahl zeitlich zusammendrucken, 
doch nie vollstandig unterdriicken; Gibbssches Phanomen . 

1.3.4.4 Die komplexe Fourierreihe 

Die komplexe Fourierreihe ist formal einfacher als die reelle. An Stelle von (1.43) setzt man 
fur die periodische Funktion x(/) = x(/ + r ) an 

00 

x{t)= 2 x^e^""", 0) = 2nlT; (1.57) 

damit sind die x^ komplexe Fourierkoeffizienten. 

Multiplikation beider Seiten von (1.57) mit e~-^^^^ und Integration iiber / von t^ bis t^+T 

(iiber eine Periode) liefert wegen der Orthogonalitat, 

^ r irn in-m\ t fO fur 77 7̂  m 
\ e^''y"'")'dt = \ , (1.58) 
J \T mxn-m 

die Fourierkoeffizienten, vgl. (1.46), (1.47), 

. to+T 

x,=j \x{t)e-^-^Ut. (1.59) 

1.3.4.5 Hinweise zur komplexen Fourierreihe 

1. Die Benennung komplexe Fourierreihe besagt, dass die Reihe mit den komplexwertigen 
Funktionen ox^^jncot) angeschrieben wurde. Die Fourierkoeffizienten x^ sind - auch 

bei reellem x(/) - in der Regel komplex, vgl. Punkte 3. bis 5. unten. 

2. Die Spektraldarstellungen aus Abschnitt 1.3.4.1, die Hinweise 3, 4, 7 aus Ab-
schnitt 1.3.4.2 sowie die Aussagen zur Konvergenz in 1.3.4.3 werden sinngemaB hierher 
iibertragen. 

3. Furreelles x(/) folgt aus (1.59) 

x_^=x^, (1.60) 

x_^ ist konjugiert komplex zu x^ (das bedeutet der Stem bei x^). 

4. Ist x(f) eine gerade Funktion, 

x(- / ) = x(f), (1.61) 

Josiah Willard Gibbs (* 11. Februar 1839 in New Haven, Connecticut; t 28. April 1903 ebenda) war 
ein US-amerikanischer Physiker. 
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reell oder komplex, so folgt aus (1.59) 

x_^=x^. (1.62) 

1st x[t) gleichzeitig reell, so folgt das auch aus (1.60) und (1.62) flir die x^ , denn 

lmx^=0. (1.63) 

5. 1st x(f) eine ungerade Funktion, 

x(- / ) = -x ( / ) , (1.64) 

reell oder komplex, so folgt aus (1.59) 

1st x(f) gleichzeitig reell, so sind nach (1.60) und (1.65) die x^ imaginar, denn 

Rex^=0. (1.66) 

1.3.4.6 Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Fourierreihe 

Setzt man gemaB der Eulerschen Formel (1.15) exp(7^/) = cosncot-\-jsinncot in (1.57) ein, 

so erhalt man durch Umordnen 

00 

x[t) = XQ +y][(x^ + x_fj) COSncDt-\- JXX^ -X_^) sinncDt]. (1-67) 
n=l 

Vergleich von (1.67) mit (1.43) liefert den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der 
beiden Formen der Fourierreihe: 

Xo/2 = Xo, X^^=X^+X_^, ^sn^ j{^~^-n) (1.68) 

und 

^=xo/2 , x,^^^-~J^^\ ^_^^x,,+A,^ ^^^^^ 

1.3.5 Zeitliche Mittelwerte und besondere Bezeichnungen 

Mittelwerte 

Der Gleichwert x (vgl. Abschnitt 1.3.4.2, Punkt 2), auch linearer oder arithmetischer Mit-
telwert, ist defmiert durch 

x=- j x{t)dt. (1.70) 

Der Effektivwert x^fc, auch quadratischer Mittelwert, ist definiert durch 



y^off — ''eff 
\ '0 

(1.71) 

Die Lage des Zeitintervalls tQ<t<tQ-\-T , also der Zeitpunkt t^, kannrechengiinstig gewahlt 

werden. 

Besondere Bezeichnungen 

-T-

Bild 1-18 
^ Besondere Benennungen 

InBild l-18bedeuten: 

® Gleichwertachse, 

® Maximalwert Xĵ ^̂  ' ^^^^ GroBt-, Spitzen- oder Gipfelwert, 

® Minimalwert x^^^, auch Kleinst- oder Talwert. Auf © bezogen heiBen ® und 

auch oberer bzw. unterer Scheitelwert, 

® Schwingungsbreite x^ := x^^^ -^min • 

1.4 Nichtperiodische Schwingung 
Eine nicht- oder unperiodische Schwingung ist eine (deterministische) Schwingung, deren 
Zeitverlauf x(/) sich nicht (standig) wiederholt. 

1.4.1 Fastperiodische Schwingung 

Eine tJberlagerung, eine Summe, von harmonischen Schwingungen unterschiedhcher Perio-
den (und damit Frequenzen) hQi^X fastperiodische Schwingung, zum Beispiel 

•̂ 0 

2 
x(f) = — + Vx^^ cos<2>̂ / +Vx^^ sxnco^t. (1.72) 

Dabei sind cOj. irgendwelche Frequenzen und die x^ ,̂ x̂ ^ sind Zahlen, fur die die Reihen 

konvergieren. 
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Lassen sich in (1.72) die co^. als Linearkombinationen von endlich vielen (inkommensurab-

len*) Basisfrequenzen co^f schreiben, zum Beispiel 

so spricht man von einer quasiperiodischen Schwingung. 

1.4.2 Modulierte Schwingung 

Aus der harmonischen Schwingung x = x cos^ , vgl. (1.1) und (1.4), entsteht eine modulierte 

Schwingung, wenn man die Amplitude x oder die Phase (p durch einen modulierenden Vor-

gang zeitlich andert: 

^ = ^M (0 ^^^(PM (0- {^'^^) 

Die Schwingung heiBt sinnverwandt oder sinndhnlich, wenn sich x^(f) und [ ^ M ( 0 ~ 

((Z>/ + ̂ 0)] verglichen mit (p = cot + (p^ nur langsam mit der Zeit andem. 

Amplitudenmodulierte Schwingung 

Beispiel: Sei in 

^ = ^M (0 ^^^ {^T^ + ^or) (1 •'75) 

der modulierende Vorgang selbst eine harmonische Schwingung: 

Hier stehen coj und co^ fiir die Trdger- bzw. die Modulationskreisfrequenz, m := X2 / x̂  ist 

der Modulationsgrad. Einsetzen von x^ aus (1.76) in (1.75) liefert nach trigonometrischer 

Umformung fur x die spektrale Darstellung, die Summe seiner Harmonischen: 

x = xJcos(^7^/ + ̂ or) + YCos[((^j^-^^)f + (^or-^OM)] + 
(1.77) 

Stehen die beiden Frequenzen coj, co^ in einem rationalen Verhaltnis, ist x(/) periodisch. 

Bild l-19a zeigt den Zeitverlauf fiir xj = 1, X2 = 1.7, coj : co^ = 50: ;r, cp^j = ^OM' ^^^ l-19b 

zeigt das zugehorige Spektrum. 

Zwei Zahlen heiBen kommensurabel, wenn sie ganzzahlige Vielfache einer dritten Zahl sind. Andern-
falls sind sie inkommensurabel. 
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Uj-UJj^ T C0j.+C0j^ 

Bild 1-19 
Amplitudenmodulier-
te Schwingung. 
a Zeitverlauf x(0, 
b Spektrum 

Winkelmodulierte Schwingung 

Beispiel: Werde in 

X = X QOsi^CCfYt + (pQY + A(p(^)) 

die Phase (p{t) harmonisch moduliert: 

Acp = Acp cos (^^f + ^oM) '-> 

(1.78) 

(1.79) 

Acp heiBt Phasenhub. Vereinfachende trigonometrische Umformungen sind nicht moglich. 

Man kann jedoch eine momentane Kreisfrequenz cp anschreiben: 

(p^coj -co^'Acp sin(<5;^/ + ̂ 0M)- (1-80) 

Bild 1-18 zeigt eine phasenmodulierte Schwingung mit x = 1, (Oj\ co^ = 20: ;r , Aq) = 3 , 

^OT = 90M = 0 • 

Bild 1-20 
Phasenmodulierte Schwingung. a Zeitverlauf x(0, 

^ b momentane Kreisfrequenz 

1.4.3 Schwebung 

Sei x(f) die Summe zweier harmonischer Schwingungen 

x ( / ) = X̂  C0s(^^/ + ^Ql) + X2 COs(<2?2̂  + ^02) (1.81) 
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mit nahe beieinander liegenden Kreisfrequenzen. Sei CDI>(D2. Mit der Differenzfrequenz 

bzw. der Summenfrequenz 

CD^ '=cDi-co2, cOg :=coi+co2 (1.82) 

soil also co^ <^ co^ gelten. Driickt man coi, (D2 durch co^ und co^ aus und setzt das Ergebnis 

in (1.81) ein, so erhalt man durch trigonometrische Entwicklung 

x{t^-xi cos 
CD^+CD^ 

t + (p^\ +X2 cos 
co,-co^ \ 

+ ^02 

" 
x^cos 

/ 

V 
r / 

x̂  sin 
V 

+ ^Q^ +X2 cos 
(O^t 

- ^ 0 2 
CO^t 

2 

- ^ + ^01 | - ^ 2 s m l ^ - ^ 0 2 

cos-

J 

COJ 

2 

coJ 

(1.83) 

sm-

Zusammenfassung gemaB (1.7) bis (1.10) liefert 

x{t)^Xs{t)'COS\^t + lf/{t)\ 
\ 2 

wo 

^^ (0 = V^l^+^2 +2^1 X2 COS(̂ f̂ +^01-^02) ' 

tan^(f) = 
x̂  sm 

(^dt , 
^01 - X 2 sm 

^ j f 
- ^ 0 2 

Xi COS — ^ + (2?oi 1 + ^ 2 ^^S 
CO^t 

•^02 

(1.84) 

(1.85) 

(1.86) 

Die Funktion x^(/) schwingt langsam mit der Differenzfrequenz co^, die dann auch 

Schwingungsfrequenz heiBt. Die Funktion x^ (/) hiillt den Kosinus ein, der seinerseits mit 

/v2 ^2 
1 Xi - X 2 

2 ; 2 2 x,^(/) 

also rasch schwingt. Die Maxima und Minima von Xg (?) liegen bei 

^5r -\X\\ + \X2 , :v-5^in - Xi - \X2 

(1.87) 

(1.88) 

Vorgange dieser Art heiBen Schwebungen. (Zwei gegeneinander leicht verstimmte Geigensei-
ten liefern gemeinsam einen "schwebenden" Ton, seine Lautstarke schwankt mit der Diffe­
renzfrequenz.) 

Fur xj = X2 := X erhalt man die reine Schwebung 
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(1.89) 

(0 
Nur fiir rationale Frequenzverhaltnisse coi: CD2 sind Schwebungen periodisch (s. Ab-

schnitt 1.3.2). Bild 1-21 zeigt eine Schwebung fiir 
1 ^ 2 • 

^Smax] 

•^Smin 

•^Smin 

•^Smax\ Bild 1-21 
Schwebung 

1.4.4 Exponentiell wachsende und schwindende Schwingung 

Die Schwingung 

x{t^- Ae^^ cos(^cot + (p^^-x^{t^cos(^cot + (p^^ (1-90) 

ist ein sinusverwandter Vorgang (s. DIN 5483, Teil 1). Die Parameter CD und (p^ sind kon-

stant und heiBen, wie bisher, Kreisfrequenz bzw. Nullphasenwinkel, obwohl x{t) nichtperi­

odisch ist. (Deshalb nach DIN 1311 auch z. B. Quasi-Kreisfrequenz co.) Die Konstante A 

dient in der Regel, gemeinsam mit (p^ , zum Anpassen an vorgegebene Anfangsbedingungen 

(s. Abschnitt 5.3.1). Der Parameter cr heiBt Ankling- oder Wuchskoefflzient, wenn positiv, 

cr>0. Die (modulierte) Amplitude x^{t^, und damit die Schwingung, wachsen exponen­

tiell, die Schwingung klingt an (DIN 5483), s. Bild l-22a. 

Weil besonders wichtig (s. Abschnitt 5.3.2), fiihrt man fur cr<0 den Abklingkoeffizienten 

S:=-a und x^-Ae'^^ (1.91) 

ein. Amplitude x(/) und Schwingung schwinden fiir ^>0 exponentiell, die Schwingung 

klingt ab, s. Bild l-22b. 

Es kann zweckmaBig sein [a,co) bzw. [S,(o) komplex zusammenzufassen, 

/l:=a-\-JcD bzw. A'=-S-\- Jco (1-92) 

und x(/) als Projektion eines (auf einer Spirale statt einem Kreis) umlaufenden Drehzeigers 

auf die reelle Achse zu sehen (ahnlich Bild 1-6): 

x(t) = RQAj i^f+m) (1.93) 
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a 
Bild 1-22 
Schwingung. a exponentiell wachsend (anklingend), b exponentiell schwindend (abklingend) 

In Bild l-22b sind eingetragen: Die Tragerschwingung cos((Z>/ + ̂ o) gestrichelt, die Einhiil-

lenden ± ^ e x p ( - ^ - / ) , die Schwingung x{t), die positiven relativen Extrema Ej^ mit den 

zugehorigen Auslenkungen 

aj,:=x{tj,), (1.94) 

die (positiven) Beriihrpunkte Bj^ von Schwingung x(/) und Einhiillender ^exp ( -^ - / ) , 

zweimal die Quasi-Periode ITT/CD als zeitlichen Abstand zweier aufeinander folgender 

gleichsinniger Nulldurchgange von x(/) bzw. der Extrema ^ i , £"2 • (Nur die Nullstellen, die 

Extrema und die Beriihrpunkte wiederholen sich im Abstand der Quasi-Periode.) 

Logarithmisches Dekrement 

Man greift aus Bild l-22b zwei Auslenkungen aj^ und aj^^^, Abstand n, heraus und loga-

rithmiert ihren Quotienten. Damit erhalt man das logarithmische Dekrement (den logarithmi-
schen Abfall) 

A-
1 

In ^k 

% 
undyl = 

+n J 

In 

CO 
5, (1.95) 

1.5 Aufgaben 
Aufgabe 1-1: Phasenvergleich gleichfrequenter Schwingungen. Fiir die Sinusschwingungen 
Xi{t) in Abschnitt 1.2.2 sind neben der gemeinsamen Frequenz co und den Amplituden x̂-

die Phasenverschiebungswinkel (p^i = (0.5, - 0.3, 2.1, 4.0,-3.6,8.0)rad gegeben. Wahlen Sie 

eine der Schwingungen als Referenzschwingung und bestimmen Sie die diesbeziiglichen 
Phasenverschiebungswinkel (Vor- oder Nacheilwinkel) der anderen (Skizzen!). 
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Aufgabe 1-2: Addition gleichfrequenter Schwingungen. Fiir die beiden Sinusschwingungen 
Xi{t) in Abschnitt 1.2.2 sind neben der gemeinsamen Frequenz die beiden Amplituden 

Xi,X2 und die Nullphasenwinkel ^oi'^02 gegeben. Berechnen Sie die Amplitude x und 

den Nullphasenwinkel ^Q ^^^ Summe in allgemeiner Form und speziell fur 

X2 = 2 xi, ^01 = 60°, ^02 = - 60°. 

Aufgabe 1-3: Geben Sie zwei Funktionen mit gemeinsamer Periode Tan, deren Summe eine 
kleinere Periode hat (vgl. Abschnitt 1.3.2), zum Beispiel die Periode 7 / 3 . 

Aufgabe 1-4: Gegeben seien drei periodische Funktionen, deren Perioden 7]- sich wie 

Tj: 72 :73 = ?7i: ?72 • ^3 verhalten, Uf - ganze Zahlen. Wie lautet die gemeinsame Periode? 

(Abschnitt 1.3.2) 

Aufgabe 1-5: Rechnen Sie die Orthogonalitatsrelationen (1.45) nach. 

Aufgabe 1-6: Skizzieren Sie fiir die Schwingungen nach Bild 1-13 fur x̂  = 1 die Spektren der 

Amplituden und Nullphasenwinkel sowie die der Fourierkoeffizienten. 

Aufgabe 1-7: Erfulle x(/) die Periodizitatsbedingung x{t + Tl2) = -x{t^. Zeigen Sie, dass 

in der Fourierreihe alle Glieder mit geradzahligem Index verschwinden. Man nennt x(/) 
dann ungerade-harmonisch. 

Aufgabe 1-8: Welche besondere Periodizitat besitzt eine Funktion x(f), deren Fourierreihe 

nur Glieder mit geradzahligem Index enthalt? 

Aufgabe 1-9: Kontrollieren Sie die in (1.55) angegebenen Fourierkoeffizienten der Sagezahn-
funktion. (Wie sieht das Spektrum aus?) 

Aufgabe 1-10: Werten Sie mit Hilfe eines Digitalrechners die Fourierreihe (1.56) der TVersten 
Teilschwingungen aus und verfolgen Sie in Diagrammen ahnlich Bild 1-14, wie mit wach-
sendem Â  in der Umgebung der Sprungstelle der Bereich des tJberschwingens zwar schmaler 
und schmaler wird, der Uberschwung jedoch erhalten bleibt. 

Aufgabe 1-11: Kontrollieren Sie die Aussagen (1.58) und (1.59). 

Aufgabe 1-12: Uberpriifen Sie in Abschnitt 1.3.4.5 die Aussagen 3, 4 und 5. 

Aufgabe 1-13: Zeigen Sie, dass der Effektivwert einer harmonischen Schwingung 

Xgyqr =x/V2 betragt. Wie groB ist der Effektivwert von x = x[coscot-\-sin 2 cot), wie groB 

der von x? 

Aufgabe 1-14: Sei in der amplitudenmodulierten Schwingung x(/) nach (1.77) das Fre-

quenzverhaltnis rational, coj :co^ =n:m,n, w-ganzeZahlen . Welche Periode That x[t) ? 

Aufgabe 1-15: Skizzieren Sie die reine Schwebung nach (1.89). 

Aufgabe 1-16: Fiihren Sie die Projektion (1.93) aus (Skizzen fur cr > 0 und S >0\). 

Aufgabe 1-17: Zeigen Sie, dass in Bild l-22b gleichsinnige Nulldurchgange sowie Extre-
ma Ej^ und Beriihrpunkte Bj^ im Abstand der Quasi-Periode wiederkehren. 
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Aufgabe 1-18: Wie kann man aus einem gemessenen Verlauf x[t), vgl. Bild l-22b, die Pa­

rameter S und CD ermitteln? Kann man statt mit den aj^ in (1.95) auch mit den Auslenkun-

gen an denBeriihrpunkten arbeiten? 1st es hilfreich, x(/) fur x(/) > c > 0 halb-logarithmisch 

aufzutragen? 
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II Maschinen und Gerate unter dynamischer Last 

Am Beispiel der Bodenkrafte einer arretierten Riittelmaschine und des Auswuchtens eines 
starren, starr gelagerten Rotors wird ein systematisches Vorgehen zur Losung von Kinetik-
aufgaben dargelegt. 

2 Bodenkrafte einer Riittelmaschine 

2.1 Aufgabenstellung 
Fiir den in Bild 2-1 schematisch dargestellten Riittler (Baumaschine zur Bodenverdichtung) 
sollen die auf den Boden wirkenden Krafte berechnet werden, die entstehen, wenn die Ma-
schine in arretiertem Zustand (vgl. Transportbolzen T) angelassen wird. 

Bild 2-1 
Riittler, bestehend aus 1-Bodenplatte, 2-Schwingkorper, 3-
Unwuchtrader (Zahnrader mit aufgesetzten Unwuchtmassen), T-
Transportbolzen (zur Arretierung) 

2.2.1 AUgemeines Losungsvorgehen 
Berechnungsaufgaben sind haufig reine Textaufgaben (ohne Schemaskizze): Der Bearbeiter 
muss oft erst herausfmden, was der Fragesteller eigentlich wissen will. 

Die Losung erfolgt in etwa 7 Stufen: 

1. Modell entwerfen 

2. Gleichungen ansetzen 

3. Systemparameter beschaffen 

4. Evtl. Rechnerprogramm schreiben 

5. System simulieren (Gleichungen losen) 

6. Ergebnisse interpretieren 

7. Untersuchung schriftlich festhalten 
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Jede der Stufen 1 -7 erfordert in der Kegel das Losen von mehreren Teilaufgaben. Man kann 
sie oft nicht nacheinander abarbeiten, sondern wird parallel vorgehen, well man sein System 
erst wahrend des Losens richtig kennen lernt. 

2.2.2 Entwurf des Modells 
Schritt LI: Modell gegen Umgebung abgrenzen (am besten durch eine gedachte Hiillfld-
che) und idealisieren (s. Bild 2-2) 

9 i . .92 

.Hullflache 

y//////////y. 

Bild 2-2: Ruttler als abgegrenztes System Bild 2-3: Ruttler: Ersatzsystem 

Annahmen: 

• Durch die Hiillflache werden die Gewichtskrafte auf die Maschine und die Vertikalkrafte 
auf den starren, waagerechten Boden ubertragen. 

• Bodenplatte (m2) und Schwingkorper (mi) sind starr. 

• Unwuchtrader (Zahnrader) laufen mit 

(Pl -(p2- Qt (2.1) 

gleichformig um: Q = const. (Dies ist ein Modell fur das Verhalten des Antriebsmotors.) 

Schritt 1.2: Oft fasst man die Annahmen in einem Ersatzsystem - einem Strichbild - zu-
sammen. Dem Ersatzsystem weist man dann die Eigenschaften zu, die das Modell haben soil; 

Schritt 1.3: Schnittkrafte (und -momente) einfuhren. 

Bild 2-3 zeigt das vom Boden freigeschnittene Ersatzsystem. Bodenplatte, Masse m̂  und 

Schwingkorper (samt Zahnrader), Masse ^ 2 , bilden einen starren Korper K der Masse 

m^mi+m2. Die gesuchten Krafte zwischen Boden und Bodenplatte sind als Bodenkraft 

Fg zusammengefasst. Ferner zeigt das Bild 2-4 auch die beiden Unwuchtmassen m^ , deren 

Schwerpunkte S^i, S^2 ^^^ i^ ^^^^ ^"^ î̂ ^̂ t eingetragenen Abstand r {= Exzentrizitat) von 

der jeweiligen Drehachse haben. 
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2.2.3 Gleichgewichtsbedingungen 
Schritt 2.1: Lageplan fur Koordinaten und Kinematik skizzieren: 

Bild2-4 
Ruttler: Lageplan 

Bild2-5 
Ruttler mit auBeren einschlieBlich d'Alembertschen Kraften 

Bild 2-4 zeigt den Lageplan. Der Korper ruht im Inertialsystem. Die beiden Schwerpunkte 
^uh ^u2 laufen auf Kreisen vom Radius r mit der Winkelgeschwindigkeit £2 um. Beide 
erfahren die Zentripetalbeschleunigungen 

a = n^r (2.2) 

auf den Drehpunkt Ai bzw. A2 zu. (Die beiden Zentripetalbeschleunigungen ai und ^2 

haben dieselbe MaBzahl. 

Schritt 2.2: Schnittbild mit alien wirkenden Kraften (und Momenten) einschlieBlich der 
d'Alembertschen skizzieren. 

Bild 2-5 enthalt: F^- Bodenkraft, G = wg = (wj+^2)^-Gewicht von Bodenplatte und 

Schwingkorper, G^ = m^g - Gewichte der Unwuchtmassen m^, und die beiden gegen a 

wirkQndQTi d'Alembertschen Krdfte m^a , in Vektorform -m^di, -m^^2. 

Schritt 2.3: Gleichgewichtsbedingungen formulieren: Fur das Korpersystem nach Bild 2-5 
lauten die Gleichgewichtsbedingungen (der Koordinatenpfeil x deutet die positive Richtung 
an): 

Ẑ . ^ , - 0 : Fs-G-2G„ + 2m„rQ'-cosQt = 0. (2.3) 

Wegen des angenommenen symmetrischen Laufs der Maschine treten (nach auBen) keine 
horizontalen Krafte und Momente auf. 

2.2.4 Beschaffen der Systemparameter 
Falls es den Riittler bereits gibt: Firmenangaben; Massen wiegen, Unwucht messen. 

Falls es vom Riittler nur Zeichnungen gibt, muss man die Massen und die Schwerpunktlagen 
berechnen. 
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2.2.5 Rechnerprogramm 

Hier evtl. nur erforderlich, um Abhebezeitpunkte oder Zeitverlaufe zu berechnen (vgl. Auf-
gaben unten). 

2.2.6 Rechenergebnis/Interpretation 

Diese Aufgabe ist sehr einfach. Aus Gleichung (2.3) folgt 

FB^G + lG^-lm^r Q^ cosUt. (2.4) 

Darin ist 

G^,,=G + 2G, (2.5) 

das Gesamtgewicht. Das statische Moment 

U '=m^r (2.6) 

nennt man oft Unwucht {m^ - Unwuchtmasse, Exzentermasse; r - Exzentrizitat, haufig 

schreibt man e statt r). Man fasst das Ergebnis (2.4) zusammen: 

FB=Gg,,-Fcosnt, (2.7) 

F - Im^rQ -Amplitude, Q- Kreisfrequenz der Sinusschwingung. 

Bild 2-6 zeigt den Zeitverlauf der Bodenkraft F^IG^^^ ftir F/G^^^ =(0.2,0.8, l . l ) . Falls 

FIG^Q^ >1, also Im^r Q >G^Q^^ hebt die Ruttelmaschine vom Boden ab, aus unseren 

Gleichungen ergibt sich F^ <0. Unsere Annahmen bleiben nur dann sinnvoll, falls der Rutt-

ler am Boden verankert ist, anderenfalls ist das Modell ungultig. 

Bild 2-6 
Riittler: r 

F/G^^, =(0.2,0.8,1.1) 

Riittler: relative Bodenkraft Fg IGg^^ fur 

2.2.7 Aufzeichnung 

Das schriftliche Festhalten einer Untersuchung kann zum Beispiel in der hier vorliegenden 
Form geschehen. Wichtig ist es, Annahmen auch in Worte zu fassen, well man sonst nach 
einiger Zeit nicht mehr erkennt, was man uberlegt hat. 

2.3 Aufgaben 
Aufgabe 2-1: Wie kann man die Unwucht U -m^r messen? 
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Aufgabe 2-2: Beim Zusammenbau des Ruttlers wurden die Zahnrader versehentlich um ein 
paar Zahne - um den Winkel a - versetzt zusammengesteckt. Wie wirkt sich das auf die 
Bodenkraft F^ {t) aus? Schreiben Sie ein Computerprogramm, das Ihnen Fg (/) aufzeich-

net. Welche zusatzlichen Krafte und Momente werden nun auf den Boden ausgeiibt? Welche 
zusatzlichen Parameter brauchen Sie, um diese GroBen zu berechnen? 

Aufgabe 2-3: Am vom Motor mit konstanter Drehgeschwindigkeit /2 angetriebenen linken 
Zahnrad brechen ein paar Zahne aus. Zufallig fmdet der Bauarbeiter ein paar alte Rader, doch 
statt 22 Zahne haben sie 20 und 24 (selber Modul; der Achsabstand ist fest; das 24er Rad 
passt auf die linke Welle). Wie Iduft der (nach wie vor) arretierte Ruttler? (Gleichung (2.1), 
librige Fragen wie bei Aufgabe 2-2.) 

Aufgabe 2-4: Welche Modelle wiirden Sie fur den Fall entwerfen, dass der Ruttler vom Bo­
den abhebt? (Frage geht uber Stoff der Vorlesung hinaus.) 

3 Auswuchten starrer Rotoren 

3.1 Aufgabenstellung 
Infolge von Fertigungsungenauigkeiten und von UnregelmaBigkeiten im Werkstoff liegt der 
Schwerpunkt S des Rotors nach Bild 3-1 nicht auf der Drehachse A, B, sondern exzentrisch 
im Abstand r^ davon. AuBerdem liegen die Tragheitshauptachsen (^i,^2'^3) ^^^^^ senk-
recht bzw. parallel zur Drehachse. Bei Rotation, bei Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit 
/2, entstehen in den Lagern Krafte. Solche Krafte mussen vermieden, mindestens so klein wie 
moglich gemacht werden. 

Q K^ 
Bild 3-1 
Starrer Rotor mit ex-
zentrischem Schwer­
punkt und schrag lie-
genden Tragheitshaupt­
achsen; Basis 
l(\ ;?0 ;̂ 0 7,^\ 

Man hat es mit zwei Teilaufgaben zu tun: 

1. Wie groB sind die Lagerkrafte? 

2. Welche (Wucht-) Massen muss man hinzufugen (Ort und GroBe) oder wegnehmen (z. B. 
durch Bohrungen oder Anfrasungen), um die Lagerkrafte zu verringern? 

Das allgemeine Losungsvorgehen nach Abschnitt 2.2.1 gilt auch hier. 
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3.2 Modell 

Bild3-2 
Starrer Rotor: Ersatzsystem 

Modell abgrenzen und idealisieren. Bild 3-2 zeigt das Ersatzsystem. Es enthalt folgende An-
nahmen: 

• Der Rotor ist starr. 

• Die Lager sind starr. 

• Die Lagerkrafte greifen an den Zapfenachsen an (es wirken keine Reibmomente!). 

• Es wirken keine auBeren Krafte. 

• Auch das Gewicht bleibt unberucksichtigt, weil es nur konstante Beitrage zu den Lager-
kraften liefern wiirde. 

3.3 Gleichgewichtsbedingungen 

3.3.1 Lageplan, Koordinaten, Kinematik 

Wir betrachten auf zwei verschiedene Weisen die unsymmetrische Massenverteilung des 
starren Rotors, die zu den Lagerkraften fuhrt: 

a) Der Schwerpunkt S des Rotors mit der Masse m liegt bei /̂  im Abstand r^ von der 

Drehachse A-B in Bild 3-3. Die Achse e^ der korperfesten Basis lS,e^,ey,eA liegt 

parallel zu A-B, und bezogen auf diese Basis hat der Rotor die Tragheitsmomente 

^xx' -^xy' ^xz' -^yy' -^yz -> ^zz -> ^^' Abschnitt A.2.4 mit (x, j ; , z) anstelle von (xj, X2, X3). 

Mit dieser Darstellungsweise a) arbeiten wir zuerst. 

b) Bei der zweiten Beschreibungsweise der unsymmetrischen Massenverteilung erfassen 
wir die Schwerpunktlage wie in Bild 3-3, doch statt der achsparallelen Basis 

(S, e^,ey,eA wahlen wir die Basis der Hauptachsen(S, e ,̂ ̂ 2? ̂ 3)' wie sie in Bild 3-1 

angedeutet sind. Dann treten an die Stelle der oben sechs Tragheitsmomente die drei 
Haupttragheitsmomente J^, J2 ? -̂ 3 ? doch miissen wir zusatzlich die Winkellage von 

(e^, ^2' ̂ 3) gegeniiber dem Inertialsystem (0, ^̂  , ̂ 2 ' 3̂ I vermaBen (vgl. Aufgabe 3-4). 
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Q 

Bild3-3 
Starrer Rotor mit korperfester 

Basis (S, e^,ey,eA, e^ achs-

parallel 

In der Darstellungsweise a) gelten, vgl. Bild 3-3: 

Q t - Drehwinkel, gemessen von der Vertikalen gegen den rotorfesten Bezugsstrahl, 
der parallel zu e^ durch A - B fiihrt. 

a - Winkellage des Schwerpunkts gegen Bezugsstrahl. 

r^ - Exzentrizitat des Schwerpunkts S. 

/̂  - Abstand des Schwerpunkts von Lager A 

3.3.2 Schwerpunktbeschleunigung und Drall 

Bezogen auf die drehende Basis (S, e^,ey,eA nach Bild 3-3 gilt flir die Schwerpunktbe­

schleunigung (Zentripetalbeschleunigung) 

as^-^ rs (3.1) 

mit 

f^ =rg e^cosa + r^ CySina. (3.2) 

In (3.2) hangen nur e^^ = e^ (/) und Cy = Cy (/) explizit von der Zeit ab: Von der drehenden 

Basis gesehen ist der Vektor(pfeil) d^ fest (er dreht mit!). 

Um den auf is,e^,ey,eA bezogenen Drall 1 = 1-0) zu berechnen, vgl. Abschnitt A.3.2, 

brauchen wir den Winkelgeschwindigkeitsvektor o, 

G) = e^a (3.3) 

und den Tragheitstensor J 
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^ ~ \^x "^XX "*" ^y ^yx "*" ^z ^zx ) ^x 

"̂  \^x '^xy "̂  ^y '^yy "'" ^z *̂ zy j ^j 

"̂  \^x ^xz + ^;; *̂ ;;z + ^z *̂ zz j ^z • 

Man erhalt den mit e umlaufenden Drall(pfeil) 

Fur das d'Alembertsche Moment j -L j brauchen wir die Ableitung 

^^[jxz^^x"^Jyz^^y"^Jzz^^z^ • 

Da die J... und Q konstant sind, erhalt man 

^ = Jxz ^^x+^yz ^^y'^Jz ^^z' 

Fur die Zeitableitung e des Dreibein e gilt 

e-G)xe, also e^= i7^ , ^ =- /2e^, e^=0. 

Damit folgt aus (3.7) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

Man sieht: L = 0, falls die Deviationsmomente J^^ und Jy^ verschwinden, falls die Dreh-

achse A-B parallel zu einer Tragheitshauptachse liegt (vgl. Abschnitt A.3.2). 

Qt mr^Q 

B ^ 

Bild3-4 
Starrer Rotor: Freikorperbild mit Lager- und 
Tragheitskraften 
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3.3.3 Lagerkrafte 
Das Freikorperbild Bild 3-4 - enthalt die d'Alembertsche (Tragheits-)Kraft 

-m a^ =mf^ Q und das d'Alembertsche (Tragheits-)Moment -L sowie die Lagerkrafte 

F^,F^ inderForm 

^A = ^x ^xA -^^y ^yA" ^B = ^x ^xB^'^y ^yB • (3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Aus den Momentengleichgewichten um die Lagerpunkte A und B folgt 

Multiplikation beider Gleichungen von links mit e^ x liefert mit (3.1) und (3.9) fur die Kraft 

auf den linken Lagerzapfen 

lF^=-[{l-ls)mfs+J,,e,+Jy,ey'\n\ (3.13) 

flir die Kraft auf den rechten Lagerzapfen 

^ h = -\_h ^ ^S-^xz ^x-^yz ^y] ^^ (3.14) 

3.4 Diskussion der Lagerkrafte infolge Unwucht 

1. Anschauliche Deutung 

Fiir eine Diskussion der Lagerkrafte infolge Unwucht zeichnen wir das Freikorper-Bild 3-4 
noch einmal und tragen d'Alembertsche Kraft und Moment an dem zu einer Strichskizze 
vereinfachten Rotor in der Form von Pfeilen und MaBzahlen ein, vgl. Bild 3-5. 

Qt JQ^ m To Q^ 

Bild 3-5 
Starrer Rotor: Strichskizze mit Lager- und Trag 
heitskraften 

Die Glieder mit den Deviationsmomenten deuten wir mit Bild 3-6 als Fliehkraftmomente. 
GemaB (A.83) gelten 

Q^ J^^ = -Q^ \x z dm, O^Jy^ = -O^ [y z dm. (3.15) 
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xi 

Am U 

zQ^Am 

c Q^Am • 

^Am 

y' 

w'r 

1 

c' Q^Am' 

Y /l A ,-.„ ' 
YA lAfu 

ST j ' z 

n YA 

\d Q^Am! 

-L-

b 

Bild3-6 
Punktmassen. a in der x-z-
Ebene, b in derĵ -z-Ebene 

Als Beispiele, siehe Bild 3-6, seien je zwei Punktmassen Am bzw. Am' symmetrisch zum 
Schwerpunkt S in die x-z-Ebene bzw. die j-z-Ebene gelegt, Orte (c, d) und (-c, -d) bzw. 

{c\d') und {-c\-d'). (Die Am, Am' liegen symmetrisch zu S, damit sie dessen Lage nicht 

beeinflussen.) 

Fur diese Punktmassenpaare gilt: 

/^_ = -2 c dAm, J^_ = -2 c' d'Am'. 
yz 

(3.16) 

9 9 

Andererseits erhalt man die Fliehkrafte c Q Am bzw. dQ Am' und - bezuglich S - die 

Fliehkraftmomente 
d^ J^^^-lcd AmQ^, Q^Jy^^-ld d' Am'Q^ (3.17) 

mit den in Bild 3-5 gezeigten Orientierungen. 
9 ^ ^ 

Kennt man also m r^, J^^, J^^ und Q , so kann man F^, F^ sich anhand von Bild 3-5 leicht 

anschaulich klar machen. (Eine formale Losung hat man mit (3.13), (3.14).) 
2. Bedeutung der Krafte und Momente 

Die an den Lagern merk- und messbaren Krafte sind Folge zweier Ursachen: 

1. Der Schwerpunkt S ist aus der Drehachse herausgeriickt. Dies wirkt sich im Schwerefall 
so aus, dass sich - bei sehr geringer Lagerreibung - der Rotor mit seinem Schwerpunkt 
nach unten dreht. Man kann diese Unwucht also auch beim nichtdrehenden Rotor bemer-
ken und nennt sie deshalb statische Unwucht. 

2. Liegt der Schwerpunkt S auf der Drehachse, entfallt die statische Unwucht. Doch bei 
f2 1^0 konnen Lagerkrafte aus den Deviationsmomenten entstehen. Weil die nur bei 
i2 ^ 0 beobachtet werden konnen, spricht man jetzt von kinetischer Unwucht. 

Alle Unwuchtkrafte laufen mit dem Rotor um. Bei starrem Rotor und starren Lagern sind sie 
rotorfest. Aus den Unwuchten folgen fiir den Rotor also zeitunabhangige (konstante) Krafte, 
Biegemomente - also Spannungsbeanspruchungen. 
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Qt ^j mr^Q 

Bild3-7 
Starrer Rotor: Lagerkrafte in nichtdrehendem Bezugssystem 

Anders sieht es mit den Lagerkraften F^, Fg aus, die man vom festen - nichtdrehenden -

Bezugssystem sehen muss, wenn man ihre Wirkung aus der Maschine heraus bewerten will. 

Bild 3-7 zeigt die Zerlegung von F^ und Fg in Richtung der festen Vektoren 

e^ - vertikal, ej^ - horizontal. 

Mit Bild 3-7 oder auch nach (3.13), (3.14) mit Bild 3-4 folgen (ohne Gewichtsanteile): 

/F^^ - -m{I-Is)^S^ ^^^{^^ + a)-(j^^cosDt- Jy^sinoAo , 

IFj^j^ ^-m{l-ls)rs O^ sin(/2/ + a)-{j^^ sin/2/ + Jy^ cos/2/)/2^, 

/F^^ = -m Ig r^ O cos(i?f -\-a) + (j^^ cos i? / - Jy^ sinDtjO , 

IF^^ =-mls r^ f2^ sm(nt-\- a)-\-(j^^smOt-\- Jy^ cosOAn^. 

Vom festen System her gesehen, flihren die Unwuchten zu Wechsellasten. 

(3.18) 

3.5 Das Wuchten 
Durch das Anbringen - oder Wegnehmen - von Ausgleichsmassen versucht man, die Un-
wuchtlasten zu verringern. (Das Wegnehmen - durch Bohren, Frasen usw. - von Aus­
gleichsmassen sehen wir als Hinzufugen von negativen Ausgleichsmassen.) Man spricht vom 
Wuchten. 

Es gibt zwei Sichtweisen des Wuchtens: 

1. Fliehkrafte der hinzugefugten Massen heben die Lagerkrafte auf. 

2. Hinzugefligte Massen verschieben den Schwerpunkt auf der Drehachse und drehen die 
Hauptachse in die Drehachse. 

Vorgehen 

Bei der Konstruktion von Rotoren sieht man Platze zum Anbringen von Ausgleichsmassen 
{Wuchtgewichten) vor. (Beim Kfz-Rad z. B. die beiden Felgenrander.) Im allgemeinen muss 
man mindestens zwei Punktmassen m̂  und ^2 i^ unterschiedlichen Abstanden von den La-
gern anbringen, z. B. in den Wuchtebenen 1 und 2 bei, /j und I2 , in Bild 3-2. 



3 Auswuchten starrer Rotoren 37 

Nimmt man an, dass diese Massen in den Ebenen 1 und 2 sitzen, analog zu r^ fur den 

Schwerpunkt S auf den Spitzen der Vektoren Fj und r2, so kann man die Gleichungen (3.13) 

und (3.14) um die entsprechenden Glieder erganzen und erhalt 

lF^+{l-ls)mQ\+[j^,e^+Jy,ey)Q^+{l-k)m^n\+{l-l2)m20\^^. (3.19) 

IF^ + l^mQ\ -(J^^ e^ + Jy^ ey^n^-\-/j mj /2^ rj + /2 ̂ 2 /2^ r2 = 6. (3.20) 

Hieraus folgenzwe/ Vorgehensweisen: 

1. Man fordert formal F^ = 0, F^ = 0 und erhalt aus (3.19) und (3.20) zwei Gleichungen fur 

mi fi und ^2 r2 (das sind statische Momente). Hierzu ist allerdings die Kenntnis der 

Schwerpunktlage sowie von J^z^Jyz erforderlich. (Man kann das Vorgehen als obige 

Sichtweise 2 einordnen). 

2. Man hat zunachst F^ -.S^£2 , F^ =\Sg £2 - gewissermaBen als Losungen von (3.13) 

und (3.14) - die statischen Momente S^ ,S^ gemessen. Dann folgen aus (3.19), (3.20) 

fiir verschwindende (resultierende) Lagerkrafte 

-IS^ n^ -\-{l-ll)mi n^ f\ +{l-l2)m2 n^ f2 =A (3.21) 

-ISB O^ + h mi Q^ fi +12 ̂ 2 ^ ^ 2̂ = 0 (3.22) 

und 

mi ri = / . , ^2^2 = 7 ^ - ^ ^ • (3.23) 
/2- /1 /2- /1 

Aus diesen Gleichungen liest man sofort ab: SoUen die Ausgleichsmassen klein sein, miissen 
die Wuchtebenen einen moglichst groBen Abstand (/2 -^i) haben und die Wuchtradien \ri\ 

und |r2| moglichst groB sein. 

Achtung auf Vorzeichen: Am Lager misst man die Reaktionskrafte - F ^ und -F^ ! 

3.6 Aufgaben 
Aufgabe 3-1: Fiir das praktisch ebene Speichenrad nach Bild 3-8, Masse m = 50 kg, Durch-

messer 1 m, wurde S = (25.0 e^ +17.0 ^^ j gm gemessen (e^^Cy korperfest). Die Aus­

gleichsmassen diirfen nur (in Nuten) auf den drei Speichen angebracht werden. Zur Verfu-

gung stehen Passstiicke von 20 g. Wie gleichen Sie die Unwucht aus? 

Aufgabe 3-2: Zum Wuchten wird das Speichenrad aus Aufgabe 3-1 auf die Welle nach Bild 

3-9 gesteckt (/= 800 mm,/^ =1100 mm). Bei der Winkelgeschwindigkeit i7 = 20 rad/s 

wird, von der Welle auf das Lager B wirkend, horizontal der Kraftverlauf 

F^j^ =Fcos(nt + cpo) gemessen (Orientierung vgl. Bild 3-7), mit F = 21.0 N, ^Q ^3^° • 
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(Zur Zeit t = 0 weise e^ senkrecht nach oben, vgl. Bild 3-8.) Wie gleichen Sie die Unwucht 

aus? 

Bild 3-8 
Speichenrad 

^ 

A ̂  

-/-

P ^ 

Bild 3-9 
Speichenrad auf Welle 

M.^ 

Q-T 

Bild 3-10 
Rotor mit Fehlstellen 

Q 

Aufgabe 3-3: Der Rotor nach Bild 3-10, / = 700 mm, hat bei {riJi) = (200 mm, 250 mm) 

eine Fehlstelle mit Ami - ~20g und bei (r2'^2) - (^^^ ^ ^ ' 480 mm) eine mit Am2 = -15g. 

Dabei ist Am2 gegenuber Ami i^ positive Drehrichtung um 60° versetzt. Welche Zusatzmas-

sen muss man in Schwalbenschwanznuten (r = 350 mm) bringen, um den Rotor auszu-

wuchten? (Stiickelung der Massen 10 g.) 

Aufgabe 3-4: Der Rotor nach Bild 3-11 sei rotationssymmetrisch und bereits ideal ausge-

wuchtet (Masse m, Massenmomente J j = /2?^3 J Langen/^,/). Wegen eines exzentrischen 

inneren Laufrings im rechten Walzlager lauft der Zapfen B jedoch auf einem Kreis mit dem 

Radius r ( r / / « 1) um. Welche Krafte wirken auf die Lager? 

l^B Q L^ 

J 

's 

s 

— / 

e. 
^1 

^3 

^ 

Bild 3-11 
Rotor in unrundem Laufring 

Losungshinweis: Es ist zweckmaBig, das linke Lager A als^^^f^^ Bezugspunkt TAX wahlen. Wir 

arbeiten mit den Kippwinkeln nach Anhang A. 1.3.4. Die rotorfeste Basis I A,^i ?̂ 2 '^3 I ^̂ ^̂ ^ 

mit (o,^i ?^2'^3 jnach Bild A-8 zusammen. e dreht gegenuber e^, vgl. Bild 3-1. Fiir den 

Neigungswinkel ^ g i l t s i n ^ : = r / / , in linearer Naherung, bei r/l<$:l, yz-rjl. Mit dem 

Knotenwinkel x'-- V ^ + ^t kippt die Rotorachse bei f = 0 mit dem Winkel y/ um 62 und 

lauft dann auf dem Kegel mit dem Offnungswinkel 2 ^ u m die Lagerachse A B | | ^ 3 . Die 

Rotordrehung folgt mit (p\- Qt. Dann gilt gemaB (A.26), (A.29) 
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f cosOt sinOt -y/ 

e^ = RQe"", mit RQ = -sinOt cosOt 0 

yy/cosOt y/sm{2t 1 

Aus (A.61), (A.63) folgen mit (i^,^,^) = (A0, /2) 

Der auf A bezogene Tragheitstensor lautet 

wo (nach Steiner) 

jA -TA TA -TA , -TA TA -TA , -TA TA -TA 
J =ei Jiiei +^2 ^22^2 +^3 ^33^3 ' 

^11 =^22 = ^ 1 1 + ^ / ^ . 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

Auf gab e 3-5\ Formulieren Sie die Losungsansatze zu Aufgabe 3-4 mit Hilfe von Euler- und 
von Kardanwinkeln. 
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III Schwinger mit einem Freiheitsgrad 

Lineare Schwinger mit einem Freiheitsgrad stehen am Anfang der Schwingungslehre. Deren 
Begriffe bauen weitgehend auf der systematischen Untersuchung des Einmassenschwingers 
auf. Aber auch iiber das Schwingungsverhalten technischer Systeme kann man oft mit einem 
Modell von einem Freiheitsgrad einen Uberbhck gewinnen, der Beobachtungen an der Ma-
schine erklart und Eingriffe nahe legt, zum Beispiel, um unerwiinschte Schwingungen zu 
verringem. 

In Kapitel 4 fuhrt eine maschinendynamische Aufgabe auf einen Einmassenschwinger, der 
anschlieBend in den Abschnitten 4, 5, 6 systematisch abgehandelt wird. 

4 Vertikalschwingungen eines Paares gekoppelter 
Exzenterpressen 

4.1 Aufgabenstellung 
Bild 4-1 zeigt zwei Exzenterpressen 1, 2 auf einem gemeinsamen Rahmen 3, der auf 8 nach-
giebigen Stiitzelementen 5 auf dem Maschinenhausboden 4 steht. 

Die beiden Pressen werden von einem gemeinsamen Motor iiber Zahnriemen mit (p{t) ge-

genlaufig so angetrieben, dass sich die Massenmomente und horizontalen Massenkrafte aus-
gleichen (s. Bild 4-1). In vertikaler Richtung verbleiben die Massenkrafte von Kurbel, Pleuel 
und StoBel (Kolben). AuBerdem wird dem Maschinenhausboden von Nachbarmaschinen eine 
Vertikalbewegung u{t) aufgezwungen. 

Gesucht sind die Vertikalbewegungen des Rahmens und die Krafte auf die Federelemente. 

Bild 4-1 
Exzenterpressen auf gemein-
samem Rahmen; Auslenkun-
gen x{i) und u{i) 
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4.2 Modell 

4.2.1 Vereinfachende Annahmen 

In Bild 4-1 ist das System bereits aus seiner Umgebung herausgeschnitten (die am Maschi-
nenhausboden angreifenden Schnittkrafte sind nicht angezeigt). 

Die Biegeverformungen von Bodenplatte und Rahmen sollen in dem betrachteten Frequenz-
bereich vemachlassigbar klein sein, beide werden als starre Korper angesehen. Wegen der 
gegenlaufigen Arbeitsweise der Pressen entfallt ein Kippeln. Dann konnen wir die Vertikal-
bewegung der Bodenplatte mit u[t) messen und die Absenkung des Rahmens mit x(/) 

erfassen. Sowohl u[t) als auch x(/) seien Auslenkungen in einem Inertialsystem, bei 

X = 0, u = 0 seien die Federelemente entspannt. 

Fiir den Antrieb nehmen wir einen idealen Motor mit (p = Qt, Q - konstant, unabhangig von 

den jeweils wirkenden Massen- und Presskraften an. 

4.2.2 Die Stiitz- oder Federelemente 
Die Stutz- oder Federelemente bestehen im allgemeinen aus Paketen von Schraubenfedem, 
Tellerfedem, auch Ringfedem, irgendwelchen gummielastischen Elementen und Dampfem 
(z. B. Reib-Elementen). Ihr Verhalten erfasst man haufig durch eine (gemessene) Kennlinie, 
vgl. Bild 4-2. 

m 

Bild 4-2 
Stutzelement. a schematisch, b Kennlinie als 
Verhaltensmodell 

Da eine solche Kennlinie die par allele Wirkung von Fedem und Dampfem (Reiherri) erfasst, 
kann man die Kraft F^ nicht einfach als Funktion der Auslenkung xj angeben. Man muss fiir 

das Federelement ein Strukturmodell entwickeln, das seinen Aufbau, die parallele Wirkung 
von Feder und Dampfer wiedergibt. Bild 4-3 zeigt den einfachsten Fall, dass sich 
Fi = Fj (xj, xj) als Summe 

F i=F^ l (x , ) + F^l(x,) (4.1) 

schreiben lasst, wo Fpi (xj) und Fj^i (x^) je fiir sich die Verhaltensmodelle fiir Feder und 

Reiher (Dampfer) in Form der vom Hersteller gelieferten Kennlinien nach Bild 4-4 a bzw. b 
sind. 



42 III Schwinger mit einem Freiheitsgrad 

3 Bild4-3 
Strukturiertes Federelement 

Bild4-4 
Nichtlineare Kennlinien. a Feder, 
b Dampfer 

Kann man sich keine Kennlinien Fpi (x^) oder Fj^i (x^) beschaffen, muss man emeut - und 

feiner - strukturieren, bei der Feder, zum Beispiel, auf Einzelheiten der Form und Abmessun-
gen sowie auf das Hookesche Gesetz (als Verhaltensmodell) zuriickgreifen; eine Formel mag 
helfen, wenn man sie durchschaut und ihr traut. 

Untersuchungen mit nichtlinearen Kennlinien nach Bild 4-3 wird man nur durchfuhren, wenn 
man es unbedingt muss, denn 

1. die Untersuchungen nichtlinearer Systeme sind sehr muhselig und praktisch nur mit 
Computer moglich, 

2. die Ergebnisse sind sehr schwer zu durchschauen und erfordem Vertrautheit mit solchen 
Aufgaben. 

Deshalb linearisiert man (um den Nullpunkt), d. h., man legt bei x̂  = 0 bzw. x̂  = 0 eine 

Tangente an die Federkennlinie Fpi (x^) bzw. die Dampferkennlinie Fj^i (^i)? in Bild 4-4 

gestrichelt, und erhalt 

Fpi - ki xi bzw. Fj)i =bi xi. (4.2) 

An die Stelle von Bild 4-3 tritt nun Bild 4-5. 

1 
3 

= > k, 

I ~1 ? 
^ 1 ' 
1,?'' 1 
V / / / / 

C î 
. 

Bild 4-5 
Lineares Stutzelement, ki— Federsteifigkeit, 
bi- Dampfungskoeffizient 

Bei der Parallelschaltung von acht Federelementen an unseren Exzenterpressen gilt 
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F = 8Fi =^Xi+Z?Xi (4.3) 

mit k^^ki, b^^by. 

Aus Bild 4-1 liest man gegeniiber der entspannten Lage x = 0, w = 0 die folgende Auslen-

kung xi bzw. Geschwindigkeit Xj ab: 

xi-x-u mY& xi-x-u. (4.4) 

4.2.3 Ersatzsystem 
Als Ersatzsystem wahlen wir Bild 4-6. (Der Bequemlichkeit halber ist nur eine Presse ge-
zeichnet. Die erforderlichen Maschinenparameter folgen unten.) 

Zunachst werden nun die Massenkrafte infolge der Arbeitsbewegung angesetzt und abgehan-
delt, die Bewegungsgleichung wird in Abschnitt 4.5 aufgestellt. 

Bild 4-6 
Exzenterpresse: Ersatzsystem 

4.3 Massenkrafte 

4.3.1 AUgemeine Bemerkungen zu den Massenkraften 

Das Ersatzsystem nach Bild 4-6 enthalt Telle, nennen wir sie Massen m ,̂ die mit dem Rah-

men direkt oder mdixokifest verbunden sind, sich also mit x(/) auf und ab bewegen. Nach 

Anhang A erfahren sie jeweils die d'Alembertsche Kraft m̂  x ; gegen x orientiert! Andere 

Massen nij, die Kurbel, das Pleuel, der StoBel (vgl. Bild 4-7) bewegen sich - zusatzlich -

gegeniiber dem Rahmen. In Bild 4-7 sind fiir die relativen vertikalen Schwerpunktauslenkun-

gen die Koordinaten (̂  • eingeflihrt. Dann betragt die (absolute) Beschleunigung der Mas­

se mj gegeniiber dem Inertialsystem 
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Xj=x+'ij. 

Mithin lautet ihre Tragheitskraft 

mjix + ^j ) = ^j x + nij '^. 

(4.5) 

(4.6) 

Der erste Anteil rechts kann zu den Tragheitskraften der mit dem Rahmen fest verbundenen 
Telle, der Massen mf, geschlagen werden. Nur der zwelte Anteil muss je gesondert betrachtet 
werden. 

Wlr sehen: Im Ersatzsystem nach BUd 4-6 bewegen slch der Rahmen und die heiden Pressen 

als Ganzes mit x{t) auf und ab. Dem entsprlcht elne d'Alembertsche Kraft mx mit der Pres­

sen- und Rahmen-Gesamtmasse m, vertlkal nach oben gerlchtet. Kurbel, Pleuel und StoBel 

erfahren zusatzllche Tragheltskrafte Infolge Ihrer Relativbewegung gegenuber x ( / ) . Die 

daraus folgenden Massenkrafte mussen separat berechnet und dann addlert werden. 

4.3.2 Kinematik der Relativbewegungen 

BUd 4-7 zelgt schematlsch das Ersatzsystem fur das Pressengetriebe mit den benotlgten Ab-
messungen. Da slch die horlzontalen Tragheltskrafte der belden Pressen wechselseltlg aufhe-
ben, werden nur die vertlkalen Schwerpunktauslenkungen gebraucht. Wlr messen sle mit 
< (̂f) gegeniiber der Achsmltte 0 der Kurbelwelle: <^j^ - Schwerpunkt Kurbel, (̂ ^ - Schwer-

punkt Pleuel, <^^ - Schwerpunkt StoBel. 

f^kyk s, 

BUd 4-7 
Pressengetriebe: Ersatz­
system 

BUd 4-8 
Pressengetriebe mit 
d'Alembertschen Kraf-
ten 

Aus BUd 4-7 llest man ab 

<̂ŷ  =-r^cos^, <̂^ = - r c o s ^ + /iCOs/?, (̂ ^ = - r c o s ^ + /cos/?, 

wo (p-Dt als Abkiirzung steht. Der Winkel^ 1st hler elne Hilfskoordlnate. 

Nach BUd 4-7 gUt 

(4.7) 
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/sin/? = r sin^, also cosy^ = y i - ( r / / - s i n ^ ) . (4.8) 

Wegen rII<\ lasst sich (4.8) stets eindeutig auflosen. (Bei rll>\ wurde die Kurbel sper-
ren.) 

Die Beschleunigungen E^^.E, ,^^ folgen durch Differenzieren von (4.7) zu 

4 = r ^ ^ ^ c o s ^ , 

2 " * 2 
^^^rQ co^(p-li/3^mp-\ P cosP, 

h2 ^, =r Q'-Qoscp-l ps\np-l p'-oo^p. 

Darin stehen 

PcosP = -f2cos(p und /? = — O — 
I I cosp 

als HilfsgroBen, mit cos/? aus (4.8). 

V^ cos (p 

I) cos^p 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

4.3.3 Kinetik der Relativbewegungen 

Bild 4-8 zeigt die Trdgheitskrdfte und das Moment infolge der Relativbewegungen 

din der Kurbel der Masse m^̂ : mj^ ^j^, mj^ yj^, 

am Pleuel durch die Masse nip : rUp '^p, rUp yp, durch das Tragheitsmoment Jp\ Jp 0 , 

am StoBel der Masse m^ : m^ ^^, m^ y^ 

jeweils gegen die (positive) Orientierung der Koordinaten <̂ , ;; undy^ aus Bild 4-7 eingetra-

gen (vgl. Anhang A). 

Die Summe der Relativ-Tragheitskrafte an einer Maschine lautet 

^Trel =-{^k ik^^p '^p^^s 4 ) - (4.13) 

Mit den oben berechneten Beschleunigungen erhalt man 

Trel 
^k mj^+nip+m^ \rQ cos(p + \—mp+m^ M ^ ^^^y^ + y^siny^I 

— mj,+m+m, 
r ^ 

r Q cos (p (4.14) 

I P ' 
r n^ r 

cosP I 
2 ' 2 

COS ^ - sm (p 
1- -

r \ cos ^ 

U cosV 
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Hiermit sind alle auf das Ersatzsystem nach Bild 4-6, erganzt um die zweite Maschine, wir-
kenden Krafte durch gegebene GroBen oder die Koordinaten und ihre Zeitableitungen ausge-
driickt. Aus dem Kraftegleichgewicht in vertikaler Richtung folgt in Abschnitt 4.5 die Bewe-
gungsgleichung. Zuvor ziehen wir, ohne Kenntnis der Bewegungsgleichung, aus der Form 
(4.14) der Tragheitskrafte Fj einige technisch relevante Schliisse. 

4.4 Schwingungserregung durch bewegte Massen 
Die Tragheitskrafte Fj^^i hangen gemaB (4.14) explizit von der Zeit ab. Mit (p = Qt bilden 

sie eine r-periodische Erregung des Systems, T = 27t IQ. Zwei Fragen treten auf: 

1. Wie kann man die Erregungen im Rahmen des vorliegenden Modells, also durch Wahl der 
Parameter, gezielt beeinflussen, zum Beispiel verringem? 

2. Vorbereitend ftir die spatere Schwingungsuntersuchung: Wie sieht der Zeitverlauf der 
Erregung im Einzelnen aus? 

4.4.1 Reduktion der Erregerkrafte 

Die Erregerkraft Fj^^^i nach (4.14) zerlegt man zweckmaBig in zwei Anteile 

^Trel - ^Trel + ^Trel ^ 

mit 

^Trel = -^red ^ ^ ^OS^, Fj^^i = m^^^ r Q 
COSy^ 

COS 2 ^ + / I 
2 sin^ {2(p) 

4 cos^ p 

(4.15) 

(4.16) 

X\-r II - Stangenverhdltnis, und den reduzierten Massen 

^k 

^ r 

m red s I P s 

\ 

^ I 'P /k ^k 

'^s J 

1+ 
/l ^p 

I m 
's J 

(4.17) 

Ganz rechts wurde m^ als groBte Masse angenommen und als ReferenzgroBe ftir m , m^ 

benutzt (vgl. Abschnitt 0). Die relativen Massen lassen sich bei etwas Erfahrung leichter 
abschatzen als die absoluten. 

Fiir das Beispiel unten und die Aufgaben seien die numerischen Parameter wie folgt gegeben: 
m^ /m^ = 0.2, mp jm^ = 0.9, rj^/r^ 0.5, /j // = 0.4, A = r/l = 0.3 . 

Um die Erregerkrafte F^^j, F^*i bei gegebenen Kurbelradius r und Drehfrequenz O klein zu 

halten, muss man die reduzierten Massen klein halten, also moglichst leicht bauen. Man kann 
jedoch auch, durch Anbringen von Zusatz- oder Ausgleichsmassen am Achsende von Kurbel-

arm (oder -wange) bzw. am unteren Ende des Pleuels die Produkte {rj^mj^) bzw. \l\mp\ 
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minimieren. (Bei der Kurbel lasst sich die Ausgleichsmasse evtl. so wahlen, dass r̂  mj^ nega-

tiv und ml^^ = 0 wird.) Geringer Bauraum, die Forderung nach geringem Gewicht, aber 

auch durch die Zusatzmassen erhohte innere Krafte auf Lager usw. konnen einen Massenaus-
gleich einschranken. 

Bemerkung: Die vorstehende kurze Diskussion soil (auch) andeuten, dass schon eine sorgfal-
tige Analyse des Systems auf dem Wege zu den Bewegungsgleichungen auf nutzbringende 
Zusammenhange und Einsichten fiihren kann. 

4.4.2 Zeitverlauf der Erregung; Fourier-Zerlegung 

Aus Gleichung (4.16) liest man ab 

(4.18) 

Fjj^^l regt das System also mit der einfachen Drehfrequenz Q, Fĵ .̂ / regt mit der doppelten 

Drehfrequenz 2Q an. Die Einzelheiten des Zeitverlaufs erfasst man zweckmaBig mit einer 
Fourier-Reihe oder -Zerlegung. ZweckmaBigerweise zieht man dazu, wie in (4.17), die Sto-

Belmasse m^ auf der rechten Seite von (4.17) heraus, dividiert durch m^r Q und betrachtet 

die (bezogene, d. h.) dimensionslose Erregung 

r ... \ 
fit)-- ^Trel 

m^r £2 
1 + -

m p ^!JL!!!L 

V m„ 
cos^ 

'^s J 

y i - / l sin (p 
cos 2^ +/I sm \lcp) 

(4.19) 

4( l - / l^s in^^) 

In allgemeiner Form lautet die Fourierreihe flir f{t), vgl. Abschnitt 1.3.4 mit co^ Q\ 

/ ( O = ̂  + Z ( / c « cos/7/2f+ /,^ sin^/2f) = ̂  + ̂ ( / ^ ^ cos/7 cp^f,^ sin/7 (p\ (4.20) 
n^\ n^\ 

Zur Bestimmung der Fourierkoeffizienten f^.fcn^fsn dienen die Formeln (1.46), (1.47). 

Hier kann man besondere Eigenschaften von f(t)-f[q)^ zum Vereinfachen der Rechnun-

gen ausnutzen (vgl. die Hinweise in Abschnitt 1.3.4.2). Wegen f{(p) - f{-(p), die Funktion 

f{(p) ist gerade beziiglich ^ = 0, entfallen in (4.20) die (ungeraden) Sinusglieder. Wegen 

f {^cp-71 jl) - -f [-{^cp-7112)\, die Funktion f{(p) ist ungerade bezuglich Tijl, entfallt 

das konstante Glied /Q ; vgl. auch Aufgabe 4-8. Da die zweite Zeile von (4.19) - beziiglich 

(p-7i -periodisch ist, folgt aus der ersten 
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/ c l = -
l I '"p I r/, m^. 

OT„ r m 
(4.21) 

S J 

und es gilt /^^ = 0 fur die ungeraden n>\. Die /^^ zu geradzahligem Index n miissen im 

allgemeinen gemaB (1.47) aus 

fcn=- \ f{(p)oos{n(p)d(p (4.22) 

numerisch berechnet werden. 

Altemativ kann man fur kleine Stangenverhdltnisse r/l = A<^l die Funktion / ( ^ , /I) be-

ziiglich A in eine Taylorreihe entwickeln. Mit den Gliedem bis A erhalt man 

r ... \ 
/w=- m^ r m 

COS(p + 

s J 

1 ^9 15 ^4 I 

4 128 \ ^ 

4 I 4 
9 

128 ^ ' 

(4.23) 

Mit den bei (4.17) angegebenen Parametem erhalt man die Zahlenwerte 

/o = 0, / , i = - 2 . 0 , / ,2=0.426.. . , / ,4 =-0.0097..., / .g = 0.00023... . 

Bild 4-9 zeigt das Linienspektrum der vier ersten cos-Koeffizienten (f̂ ,̂ f^^ fallen in die 

Strichstarke der Abszisse). 

Bild 4-10 zeigt f{(p) fur 0 < ̂  < 2;r . Zum Vergleich ist /^^ cos^ eingetragen. 

f\ 
J cn\ 

T 0 

-1 

-2+ -L 

5/7(i ^-P: Linienspektrum Bild 4-10: Funktionsverlauf 

AUgemeine Bemerkungen zu zeitabhangigen Erregungen 

Genauso wie die periodischen Erregerkrafte aus bin- und hergehenden oder umlaufenden 
Massen wird man periodische Fundamentbewegungen u{t) usw. in Fourierreihen entwi­
ckeln. Die Fourierentwicklung ist nicht nur zweckmaBig fur die unten folgenden Untersu-
chungen der erzwungenen Schwingungen, sie ermoglicht als Ergebnis einer Messung nicht 
nur, die Quellen der haufig unerwunschten Schwingungen auszumachen und Abhilfen zu 
entwickeln, sondem gestattet auch, Schwingungen auf ihre Gefahrlichkeit hin zu beurteilen. 
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4.5 Gleichgewichtsbedingungen und Bewegungs-Differential-
gleichung 

4.5.1 Gleichgewicht 

Bild 4-11 zeigt das freigeschnittene Ersatzsystem mit der Stiitzkraft F = k[x-u) + b[x-u) 

nach (4.3), (4.4), dem Gesamtgewicht G^mg, der Gesamt-Tragheitskraft 

Fj^^^ = -mx + lFj^^l, vgl. Abschnitt 4.3.1 und (4.14). 

In x-Richtung muss Gleichgewicht herrschen, V F^i = 0: 

Frges^G-F = 0. (4.24) 

Einsetzen obiger Einzelterme und Ordnen der Glieder liefert 

mx + bx + kx^mg + 2FYj,^l{t) + ku{t) + bu{t). (4.25) 

y////////. 

Bild 4-11 
Exzenterpresse: Freigeschnittenes Ersatzsystem mit 
Tragheitskraften und Gewicht 

4.5.2 Die Bewegungs-(Differential-)Gleichung 

Die Differentialgleichung 2. Ordnung (4.25) fiir die Bewegung x(f) heiBt Bewegungsglei-

chung. Man kiirzt sie mit 

mx + bx + kx = F^{t) (4.26) 

ab. Auf der rechten Seite steht die allgemeine Erregerkraft F^ (f), in unserem Fall also 

F^[t)^mg + 2FT^^l+ku{t) + bu{t). {A.21) 

Da die Bewegungsgleichung dimensionsrichtig ist (sein muss!), haben alle Glieder dieselbe 
Dimension, hier die einer Kraft. Der physikalische Charakter der Glieder, Federkraft, Damp-
ferkraft usw., ist jetzt nebensachlich. 
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In Handbuchem, Formelsammlungen usw. findet man zu (4.26) das System nach Bild 4-12, 
den Einmassenschwinger. An diesem Bild werden dann auch die Losungen gedeutet. Nur im 
gunstigen (Ausnahme-) Fall passen die Deutungen unmittelbar zum eigenen System. 

Bild 4-12 
Einmassenschwinger 

In der Regel braucht man zur Schwingungsuntersuchung ein eigenes Schnittbild (z. B. wie 
Bild 4-11), das zum System passt. 

4.6 AUgemeine Aussagen; Erganzende Hinweise 

4.6.1 Benennungen 

Die [oder eine] Differentialgleichung [der Form] 

mx + hx + kx^F^{t), (4.28) 

mit der linear en linken Seite 

L(X, X, x) = w x + Z) x + A: X, (4.29) 

heiBt lineare Differentialgleichung. 

Die Funktion L(x, x, x) der drei Variablen (x, x, x) ist homogen, d. h. 

L(^ax,ax,ax)-aL[x,x,x), (4.30) 

und additiv, d. h. 

L (x^ + X2, Xj + X2, Xj + X2) = /> (xi, x ,̂ Xj) + Z. (x2, X2, X2). (4.31) 

Die (lineare) Differentialgleichung (4.26) - als Funktion der vier Variablen (x, x, x, F^) 

angesehen - ist fur F^ ^ 0 bezuglich (x, x, x) nicht homogen. Deshalb unterscheidet man 

die in- oder inhomogene lineare Differentialgleichung (4.26) von der homogenen linearen 
Differentialgleichung 

mx-\-b x-\-k x = 0, (4.32) 

(die die Bedingung (4.30) erfiillt). Oft braucht man zur inhomogenen Differentialgleichung 
(4.26) die zugehorige oder zugeordnete homogene Gleichung (4.32), in der man daim - zur 
Unterscheidung - gelegentlich x/̂  statt x schreibt. 
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Aus Sicht der Schwingungslehre beschreibt die lineare inhomogene Differentialgleichung die 
erzwungenen oder erregten Schwingungen (eines linearen Schwingers), wahrend die homo-
gene Gleichung freie (d. h. nicht erzwungene) Schwingungen erfasst. 

Im ersten Fall hangt die Dgl explizit von der Zeit ab, das Schwingungssystem ist also (im 
Sinne eines Schnittbildes) von aufien beeinflusst und deshalb nicht autonom. Bei homogener 
Gleichung entfallt die explizite Zeitabhdngigkeit, das System ist autonom. 

4.6.2 Uberlagerung von Losungen 

Ohne Losungen der linearen Dgl (4.26) zu kennen, folgt aus der Additivitat nach (4.31): 

1. Ist x(/) eine beliebige Losung der inhomogenen Dgl (4.26) und X/̂  (/) eine (beliebige) 

Losung der (4.26) zugeordneten homogenen Dgl (4.32), so ist (auch) 

Xg,,=x{t) + Xf,{t) (4.33) 

eine Losung von (4.26). 

2. Sind x̂  (/) und X2 (/) beliebige Losungen von 

m Xi-\-b Xi+k Xi = ^el (0 ^^^* ^ X2-\-b X2+k X2 = F^2 ( 0 ' (4.34) 

so lost 

x = Xi(t)-\-X2{t) die Dgl. mx-\-bx + kx = F^i{t)-\-F^2{^)' (4.35) 

Auf diesen beiden Uberlagerungssdtzen, auch Superpositionsprinzip genannt, beruht - nach 
analoger Erweiterung auch umfangreicherer Systeme - ein groBer Teil der Theorie der linea­
ren Schwingungen. 

4.6.3 Schwinger mit negativer Dampfung* 

Bild 4-13 zeigt einen Reibschwinger, Masse m, Gewicht G, an der Wand C mit einem Feder-
Dampferelement (Parameter k^b^) aufgehangt, der auf einem schnell laufenden rauen Band, 

V » |x|, Reibungszahl //, liegt. Zusatzlich ist ein schrage auf das System wirkender Dampfer, 

Dampfungskoeffizient Z>2 angebracht, sodass die horizontale Bewegung des Klotzes Einfluss 

auf die Normalkraft zwischen Klotz und Band hat. Im Ausgangszustand, bei x = 0, sei die 

Feder entspannt, die Dampferstange habe die Lange / und sei unter dem Winkel a geneigt. 

Bleibt die Auslenkung x klein gegenuber der Lange /, |x| «c / , behalt der Zusatzdampfer am 

ausgelenkten Klotz (naherungsweise) seine Richtung a. Dann lautet die (lineare) Bewe-
gungsgleichung 

mx + bx + kx- juG, (4.36) 

wo 

nach Dr.-Ing. Heinz Waltermann, Remscheid 
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b = bi+b2 cos a (cos a - / / s i n a ) . 

Mit dem Reihungswinkel p - arctan// kann man (4.37) umformen: 

Z> = Z>i + Z)2 (cos /? + cos(2a + /^))/2cos p. 

Zu a = {-p ± 7i)/2 folgt 

( l - cosp ) 
b = bi-b2^ ^ . 

2 COSyO 

Fiir b2 > 2bi cos/7/(l - cos/?) wird b also negativ. 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 

Bemerkung: Der Dampfer eines mechanischen Systems vernichtet Energie, er dissipiert, d. h. 
zerstreut, sie (letztlich wird sie in Warme umgewandelt). Ein negativer Dampfungskoeffi-
zient b erfordert Energiezufuhr, also eine Energiequelle. In obigem Beispiel stammt die - bei 
negativem b - erforderliche Energie aus dem Antrieb des Bandes. Die beiden Dampfer dissi-
pieren Energie! 

Bild4-13 
Reibschwinger mit Laufband 

Bild4-14 
Pendel. a mathematisches, b physikalisches 

4.6.4 Pendel als nichtlineare Schwinger 
Das mathematische und dsis physikalische Pendel nach Bild 4-14a bzw. b sind die Prototypen 
nichtlinearer Schwinger. 

Beim mathematischen Pendel hangt eine Punktmasse m mit einer masselosen Stange der 
Lange / am Aufhangepunkt A, beim physikalischen Pendel ist es ein Korper der Masse m, 

Tragheitsmoment J^ (bezogen auf A), Schwerpunktabstand 5 = AS. Beide Pendel ^c/zww-

gen unter dem Einfluss ihres Gewichts G-mg - so ist Pendeln in der Physik charakterisiert 

- im Schwerefeld. 
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Die Bewegungsgleichungen fur die Winkel-Auslenkung (p = (p[t) lauten 

ml ^ + m/g-sin^ = 0 bzw. J^(p-\-msgsm(p = ^. (4.40) 

Die Pendelgleichungen (4.40) sind nichtlinear (vgl. Aufgabe 4-19), die tJberlagemng von 
(Teil-)Losungen ist nicht moglich (vgl. Abschnitt 4.6.2). 

Die Pendelgleichungen (4.40) sind konservativ (vgl. Aufgabe 4-18 ), gemaB diesen Glei-
chungen wiirde ein einmal angestoBenes Pendel dauemd weiter schwingen. Die Modelle 
taugen also nicht fur reale Pendel. 

Beim mathematischen Pendel liegt es nahe, einen dem Geschwindigkeitsquadrat proportiona-
len Luftwiderstand einzufuhren: 

ml (p + b lv\v\ + mgl-sing)-0, (4.41) 

mit v-lq), und Z?* ist proportional zu Querschnittsflache und Luftdichte. Mit b'.-b'' I 

lautet (4.41) nach Division durch 

(p + —(p\(p\ + gllsm(p = 0. (4.42) 
m 

4.6.5 AUgemeine Bewegungsgleichung 

Die vorangehenden tJberlegungen und Beispiele legen fur den Schwinger von einem Frei-
heitsgrad (nach Division durch m) die allgemeine Form 

x = / ( x , x , f ) (4.43) 

nahe. Dabei miissen x und / dimensionsgleich sein! (Eine dimensionslose, bezogene, 
Schreibweise ist stets zweckmaBig.) Gelegentlich schreibt man auch 

x + /*(x ,x , f ) = 0 m i t / * = - / , (4.44) 

Hangt / ( x , X, t), wie in dieser allgemeinen Form, explizit von der Zeit ab, heiBen System 

wie Bewegungsgleichung nicht-autonom. Wird / ( x , x , / ) ^ / ( x , x) zeitunabhangig, sind 

sie autonom. 

Fiir numerische Losungen muss in der Regel eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
durch ein System von zwei Gleichungen erster Ordnung ersetzt werden. Mit 

y = x (4.45) 

entsteht aus (4.43) - in Matrixschreibweise - das System 

r^\ r y ^ 
(4.46) 

X 

yj 

y 

fi^.y.t) 

was man mit x = (x,;;) , / = (;;, / ) mit 
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x = f{xj) (4.47) 

abkurzt. 

4.7 Aufgaben 
Aufgabe 4-1: Fiir das Modell zum Stiitzelement nach Bild 4-3, Bild 4-4 mit Gleichung (4.1) 

nehme man an: F^^ = ^̂  x̂  + ki Xi , Fj^i = Fj^ tanh(a x^) mit den Parametem 

ki - 250 N/mm, ki = 50 N/mm , F^ = 200 N, a = 0.05 s/mm. Berechnen Sie die Kennli-

nien nach Bild 4-4 und fiir x̂  = x̂  cos/2/, mit x̂  = 1 mm, i? = 50 rad/s, einen Stiitzkraftver-

lauf wie in Bild 4-2b. 

Aufgabe 4-2: Man variiere die Parameter in Aufgabe 4-1, zum Beispiel x̂  =0.5 mm, 2 mm; 

n^25 rad/s, 75 rad/s (Computer!) 

Aufgabe 4-3: Linearisieren Sie die Modelle in Aufgabe 4-1 und Aufgabe 4-2, indem Sie 
^K\ ^ h '^i^^Dl ^Fj^a xi setzen. Berechnen Sie die Linien analog zu Aufgabe 4-1. Wie 
unterscheiden sich die neuen Kennlinien von den alten? (Computer!) 

Aufgabe 4-4: Nehmen Sie in den voran stehenden Aufgaben xj = Xjcosi^f+ X3COs(3/2f) 

mit X3 = x̂  an und berechnen Sie den Verlauf Fi analog zu Bild 4-2b. 

Aufgabe 4-5: Kontrollieren Sie die Beschleunigungen ^]^,^ ,^^, (5 in Abschnitt 4.3.2. 

Aufgabe 4-6: Wenn man die Standsicherheit der einzelnen Presse untersuchen will, braucht 
man auch die horizontalen Tragheitskrafte und das d'Alembertsche Moment des Pleuels, vgl. 
Bild 4-8. Schreiben Sie die erforderlichen Schwerpunktauslenkungen yk^yp^ys ^^ ^^^ 

berechnen Sie h^yp^ys-

Aufgabe 4-7: Welches dynamische (Kipp-)Moment um den Mittelpunkt B der Bodenplatte 
einer Maschine tritt auf? (Kurbel-Welle hat Hohe h gegen Bodenplatte, s. Bild 4-6.) Geht 
auch x(/) in das Moment ein? 

Aufgabe 4-8: Untersuchen Sie die Periodizitat der einzelnen Glieder von / ( / ) nach (4.19). 

Zeigen Sie mit (p-f2t, dass f{(p) = f{-(p), f{(p) ist gerade beziiglich ^ = 0 (oder / = 0). 

Femer / ( ^ - ; r / 2 ) = - / ( - ( ^ - ; r / 2 ) ) , / ( ^ ) ist ungerade beziiglich cp-nll (oder 

f = r / 4 ) . 

Aufgabe 4-9: Fiihren Sie fiir / ( ^ , X) nach (4.19) die Taylorentwicklung nach /L aus, die auf 

(4.23) fuhrt. 

Aufgabe 4-10: Fiir die Kraft F{t) von der Decke auf den Maschinenrahmen (s. Bild 4-11) gilt 
laut (4.3)/(4.4) F{t)^b[x-u) + k[x-u), wobei x{t) die Dgl (4.25) erfiillt: 

mx^-bx^-kx = mg^-2 Fjj.^i -\-ku-\-bu. Eliminieren Sie aus diesen beiden Gleichungen 
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X, X, X und schreiben Sie eine Dgl fur F{t) an. (Hinweis: Um x, x, x zu eliminieren, muss 

man die Gleichung fur F(t) ein- und zweimal nach / differenzieren; u, u, u sind mit w(/) 

bekannt.) 

Aufgabe 4-11: Schreiben Sie fur die linke Seite L(x, x, x) der linearen Dgl (4.26) die Bezie-

hungen (4.30), (4.31) im Einzelnen an. 

Aufgabe 4-12: Verfolgen Sie - durch ausfuhrliches Anschreiben der Gleichungsterme - die 
Uberlagerungsaussagen in Abschnitt 4.6.3. 

Aufgabe 4-13: Setzen Sie die lineare Bewegungsgleichung (4.36)7(4.37) fur den Reibschwin-
ger aus Abschnitt 4.6.3, Bild 4-13 an. (Hinweis: Bei |x| «: / wird der Zusatzdampfer bei Aus-

lenkung x(/) mit der Geschwindigkeit F^ = xcosa zusammengepresst.) 

Aufgabe 4-14: Fiihren Sie fur den Reibschwinger aus Aufgabe 4-13 die Umformungen von 
Gl. (4.36)7(4.37) nach (4.38)7(4.39) durch. Nehmen Sie zum Beispiel ju = 0.75 an und skiz-

zieren Sie fur das System die Dampferlagen a = [-p ±7r)/2. 

Aufgabe 4-15: Schreiben Sie fur den Bandantrieb des Reibschwingers aus Aufgabe 4-13 eine 
Leistungsbilanz an. (Nehmen Sie dabei x = x{t), also auch x als bekannt an.) 

Aufgabe 4-16: Bei groBeren Auslenkungen x(0 andert sich in Aufgabe 4-13 die Stangenlange 

l = l[t) abhangig von x(t). Fiir den Dampferzug gilt dann Fj)=b2l. auch der Winkel 

a = a[t) hangt dann von x(/) ab. Setzen Sie die, nun nichtlineare, Bewegungsgleichung fur 

x{t) an. 

Aufgabe 4-17: Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fur die Pendel in Abschnitt 4.6.4 auf. 

Aufgabe 4-18: Multiplizieren Sie die Bewegungsgleichungen (4.40) der Pendel mit (p. Wie 

konnen Sie das Resultat als Leistungsaussage lesen? Integrieren Sie unter Beachtung von 
dcp^cpdt und dcp^cpdt iiber die Zeit und zeigen Sie, dass die Pendel konservativ sind: Die 

Summe von kinetischer und potentieller Energie bleibt erhalten. 

Aufgabe 4-19: Zeigen Sie, dass die Gleichungen (4.40) weder homogen noch additiv sind; 
vgl. (4.30), (4.31). 

Aufgabe 4-20: Kontrollieren Sie in den Pendelgleichungen (4.41), (4.42) die Dimensionen 
der Koeffizienten und der Gleichungsterme sowie die Richtung des Luftwiderstandes. 

Aufgabe 4-21: Bringen Sie die Bewegungsgleichung (4.40) des physikalischen Pendels auf 
die Form (4.42); dabei wird / zu einer durch die Parameter J^, m, s ausgedriickten reduzier-

tenLange /^^ .̂ Wie verfahren Sie mit dem Luftwiderstand? 

Aufgabe 4-22: Wie sieht die Leistungsbilanz und die Energieaussage von Aufgabe 4-18 aus, 
wenn Sie, wie in (4.41), (4.42) den Luftwiderstand berucksichtigen? 

Aufgabe 4-23: Schreiben Sie einige der in diesem Kapitel behandelten Bewegungsgleichun­
gen in den Formen (4.43) bis (4.47) an. 
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5 Freie Schwingungen 

5.1 Bewegungsgleichung; Bemerkungen zur Nomenklatur 
Die Bewegungsgleichung fur die freien Schwingungen des Schwingers vom Freiheitsgrad 
eins lautet 

mx + bx + kx- 0. (5.1) 

Meistens sieht man sie als Bewegungsgleichung des Einmassenschwingers nach Bild 5-1 an, 
vgl. Bild 4-12 und Gleichung (4.26) ohne Erregerkrafl: F^ (?) = 0. (Aufgabe 5-1). 

W\b 

I Bild 5-1 
Feder-Masse-Dampfer-Schwinger 

In (5.1) stehen (noch) die allgemein mechanischen Parameter m - Tragheit (Masse), b -
Dampfungskoeffizient, ^ - (Feder-)Steifigkeit. Fiir die Schwingungslehre dividiert man (5.1) 
durch m und setzt (fur k>0) 

k 2 b b _ 
m m m COQ 

wo 

V m 24km 

(5.2) 

(5.3) 

fur die Eigen(kreis)frequenz des ungeddmpften Schwingers (mit Z> = 0) bzw. den Ddmpfungs-
grad (auch Lehr'sche DampfungsmaB) stehen, die unten unmittelbar in die Schwingungen 
eingehen. Aus (5.1) folgt damit (Aufgabe 5-2): 

X + 2D 0)^ x + o)l x = 0. (5.4) 

Fiihrt man in (5.4) mit tj^ -\lCDQ, vgl. Abschnitt 1.2.1, die dimensionslose Zeit t -co^t 

ein, setzt x = dxIdt = 0)^ dxIdt =\ co^ x, so entsteht aus (5.4) nach Division durch co^ 

x+2Z)x+x = 0. (5.5) 

In dieser Gleichung haben alle Glieder die Dimension dim(x), die man auch herausdividie-

ren konnte (vgl. (4.30). 
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5.2 Losen der Differentialgleichung 
Eine homogene lineare Differentialgleichung (beliebiger Ordnung) mit konstanten Koeffi-

zienten lost man mit einem e ^ - Ansatz : 

x = x(f) = c / ^ (5.6) 

C,/l - freie Konstanten (komplexe). Aus (5.6) folgen 

x^CXe^\ x^C2}e^K (5.7) 

Einsetzen von x,x,x aus (5.6), (5.7) in (5.4) und geeignetes Zusammenfassen liefert 

(5.8) 
CA^e^^+ClDco^X e^^ +Ccol e^^ = 0 und 

Wegen e ^ ̂ 0 kannmanGleichung (5.8) durch e ^ dividieren: 

U^+2DCDQA-\-CO^]C = 0. (5.9) 

Dies ist ein (sehr einfaches) Eigenwertproblem mit zwei prinzipiell verschiedenen Losungen: 

a) C = 0: Dies ist die triviale Losung x = 0, das System steht still! (Fiir Schwingungslehre 
ist sie uninteressant, doch fur Gebaude wichtig.) 

b) Fiir C 7̂  0: 

X^ +2D(D^ X + col =0 . (5.10) 

Diese Gleichung heiBt charakteristische Gleichung, in der Schwingungslehre auch Fre-
quenzgleichung, 

Aus (5.10) folgen die beiden Eigenwerte 

Xy2 ^-DO)^±CO^4D^ - \ . (5.11) 

Im Regelfall, bei unterkritischer Ddmpfung |Z)| < 1, sind die beiden Eigenwerte zueinander 

konjugiert komplex: A2= \ , bei \D\ = 1 fallen sie zusammen, bei D > 1 sind sie reell nega-

tiv, beiZ)< -1 reellpositiv. 

Mit den beiden Eigenwerten ?i\,?i2 l^^tet die allgemeine Losung von (5.4) (Aufgabe 5-4, 

Aufgabe 5-5) 

x{t) = C^e^'\C2e^^\ (5.12) 

5.3 Ausdeuten der Losung 
Wir unterscheiden zwischen der ungedampften Schwingung, der gedampften Schwingung 
mit Z> > 0, also D > 0, und der angefachten mit Z? < 0 , also D < 0. 
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5.3.1 Ungedampfte Schwingung 

Bei fehlender Dampfting lauten die Bewegungsgleichungen (5.1) bzw. (5.4) 

mx-\-kx = 0, X-\-COQ x = 0 (5.13) 

und die allgemeine Losung (5.12), mit /I1/2 = ±7 <̂o ^^^ (5.11): 

X = Q e^^' + C2 e^^' = Q ^̂ "̂ ^̂  + C2 "-^'"o'. (5.14) 

Die komplexe Form schreibt man um: 

pm^ + p-m^ pmf _ ^-7^0^ 
= ( Q + ^ ) ^ — y + 7 ( Q ; : Q ) ^ — ^ (5.15) 

= x^ coscoQt + x̂  sin coQt. 

Anpassen der allgemeinen Losung an die Anfangsbedingungen (Aufgabe 5-6) 

x(0) = xo, x(0) = vo (5.16) 

liefert 

X = X( / ) = XQC0S<2?Q/ + —^sin^Q^. (5.17) 

Auch dies ist eine Form der allgemeinen Losung von (5.13), denn XQ und VQ sind (physika-

lisch leicht interpretierbare) freie Konstanten. 

GemaB Abschnitt 1.2.1 schreibt man (5.15) und (5.17) als harmonische Schwingung 

X = XCOS(^Q/ + ^Q) (5.18) 

mit der Amplitude x und dem Nullphasenwinkel ^Q (Aufgabe 5-7 bis Aufgabe 5-10 ). 

Darstellung des Zeitverlaufs 

Man stellt x(f) als Sinuslinie, den Zeitverlauf nach Bild 0-3, Bild 0-4 sowie durch den 

(komplexen) Drehzeiger, Bild 0-5, Bild 1-8, dar. Man tragt auch x(t) uber x(t) in einer 

Phasenebene - mit der Zeit t als Kurvenparameter auf, Bild 5-2 (Aufgabe 5-11). 

DerPunkt (x, x) lauft darin wahrend der Periode T ^Inlco^ einmalum: 

x(/ + r ) = x(f), x(f + r ) = x(f). (5.19) 

Die Auslenkung x{t) schwankt in der Phasenebene zwischen den Extremwerten -x^ und 

x^ , die Geschwindigkeit x(/) zwischen -v^ und v^. 

Bezieht man in der Phasenebene x(/) auf die Amplitude x und x(/) auf (X<2?Q), SO erhalt 

man als Phasenkurve den Einheitskreis nach Bild 5-3. Darin lauft der Phasenpunkt 
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(x/x, X / ( X ^ Q ) J rechtsdrehend mix &QX Winkelgeschwindigkeit COQ - &QX Kreisfrequenz O&QX 

Winkelfrequenz - um (Aufgabe 5-12). 

Hinweis: Die Darstellung des Verlaufs des System-Zustandes (x, x) in der Phasenebene 

bringt hier wenig zusatzlichen Nutzen (Aufgabe 5-13). Bei nichtlinearen Schwingungen 
(vom Freiheitsgrad 1) bilden Phasenkurven oft den einzigen einfachen Zugang. 

X 

(OQX 

x^ 
/ COQX 

\ ^ 

I 

1 
/^ ^ 0 

/ p 

A Ti 
X I 

X 

X 

Bild 5-2: Phasenebene Bild 5-3: Phasenkurve dimensionslos 

5.3.2 Gedampfte Schwingungen 

Man wahlt den ungedampften Schwinger nach (5.13)i als gedanklichen Ausgangspunkt und 

schreibt diese Bewegungsgleichung - nach Division durch m und mit CDQ = k/m vgl. (5.2) -

in der Form (5.13)2- Jetzt sieht man COQ , die Kreisfrequenz der ungedampften Schwingung, 

als unmittelbar gegebenen (z. B. gemessenen, also bekannten) Parameter an. 

Die in Abschnitt 5.1 entsprechend umgeformte Bewegungsgleichung des gedampften 
Schwingers lautet, vgl. (5.4), 

X + 2D O)QX-\-O)Q x = 0. (5.20) 

In dieser Form ist die Bewegungsgleichung flir Schwingungsuntersuchungen besonders ge-
eignet, well die Parameter leicht interpretiert werden konnen. Fiir positive D unterscheidet 
man etwa 

Z) = 

0.001-0.01 sehr schwache Dampfting 

0.01-0.1 schwache Dampfting 

0.1 - 0.2 mittlere Dampfting 

1 kritische Dampfting 

> 1 Kriechfalle 

(5.21) 

Dies sind willkiirlich gesetzte grobe Anhaltswerte. (Dampftingszahlen lassen sich ebenso 
wenig allgemein vorhersagen wie Reibungszahlen.) 

Mit den Parametern COQ und D nach (5.3) lauten die Eigenwerte /li,/l2 ^^^ (5.11): 

Fur LD < 1 erhalt man 
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^ l / 2 = - D ^ o ± > o ^ / l - ^ ^ • (5.22) 

Man setzt 

A l / 2 = - ^ ± > (5.23) 

mit S'=DCDQ- Abklingkoeffizient und CD'=CDQ^II-D - Kreisfrequenz der geddmpften 

Schwingung. 

Fur D = I erhalt man den aperiodischen Grenzfall (Aufgabe 5-5), flir D > 1 sind beide Ei-
genwerte yl 1/2 reell, man erhalt Kriechbewegungen (vgl. Aufgabe 5-14). 

Fur 0<Z)<1 gewinnen wir die reelle Losung x(t) durch Projektion (= Realteil-Bildung) 

einer der komplexen Losungen aus (5.12), (5.23), vgl. Abschnitt 1.2.2. Mit C = A, reell, gilt 

X = C e^ 1' = ^ ê '̂ o ^(-^+7^> = A e-^' ^^t^^+^o) (5 24) 

und 

x(/) = A e-^' Re e^t^'+^o) ^ j ^^ ^(^^ ̂  ^ ^-^^ cos(^/ + ̂ o) ' (5-25) 

gemaB Abschnitt 0 umgeformt (Aufgabe 5-15) 

x{t)-e~ ^ (̂ ^cos<2>/ + ̂ ^ sin^y/). (5.26) 

(Es ist unzweckmaBig, die Koeffizienten A, A^, A^ Amplituden zu nennen.) 

Anpassen an die Anfangsbedingungen x(0) = XQ̂  i:(0) = VQ liefert (Aufgabe 5-16) 

it) x[t) = e 
VQ + ^ • Xn . 

XQ COS cot + — sm cot 
,-St 

I AQ UUS cui -I 
CO 

(5.27) 

Den Zeitverlauf x(/) nach (5.27) kann man als modulierte Schwingung ansehen, vgl. Ab­

schnitt 1.4.4. 

Bild l-22b zeigt den Zeitverlauf x(/) gemaB (5.25). Zum besseren Verstandnis sind dort 

auch ±Ae~ ^ und ^cos(^f + ̂ Q) eingetragen. Die Losung x[t) schwingt unperiodisch, 

sie klingt exponentiell ab. Die gleichsinnigen Nulldurchgange, die Extrema Ei,E2 und die 

Beriihrpunkte von x(/) mit Ae~ ^ haben den Abstand 2;r / <2>. Man kann co also aus einem 

gemessenen Verlauf x(/) gewinnen. (Aufgabe 5-16 und Aufgabe 5-17). 

5.4 Aufgaben 
Aufgabe 5-1: In der Bewegungsgleichung (4.40)i des Pendels setzt man sin^ « ^ fur kleine 

Auslenkungen |^| <̂  1. Fiihren Sie unter dieser Annahme in (4.40) 1 eine lineare Dampfung 

ein und bringen Sie die dann lineare Bewegungsgleichung auf die Form (5.1). 
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Aufgabe 5-2: Fuhren Sie den Ubergang von der Bewegungsgleichung (5.1) nach (5.4) durch 
und kontrollieren Sie die Dimensionen. 

Aufgabe 5-3: Setzen Sie den Ansatz (5.6) in die Ausgangsform (5.1) der Bewegungsglei­
chung ein und ermitteln Sie daraus die Eigenwerte /Ij, /I2 . 

Aufgabe 5-4: Passen Sie die allgemeine Losung (5.12) an die Anfangsbedingungen 

x(0) = xo, x(0) = vo an, (xo,vo) gegeben. 

Aufgabe 5-5: Zeigen Sie, dass die beiden Teillosungen in (5.12) fur Â  ̂  A 2 linear unabhan-

gig sind. Bei D ^ ± 1 gilt /I2 ^ ^1 ? dann sind e ^^ und e ^^ nicht mehr linear unabhangig. 

Man kann die allgemeine Losung (5.12) aber auch in der Form 

x{t) = C,e^UC2- — (5.28) 

schreiben. (Passen Sie diese Losung an die Anfangsbedingungen von Aufgabe 5-4 an.) 

Die Losung (5.28) gestattet den Grenziibergang ^2^^ ^\ und liefert auch fur X ̂ -^ X2 die 

zwei linear unabhangigen Teillosungen (einer Dgl 2.0rdnung). Ein alter (und nicht sehr tref-
fender Name) des Sonderfalles /11= /12 ist aperiodischer Grenzfall. 

Aufgabe 5-6: Passen Sie die allgemeine Losung (5.15) an die Anfangsbedingungen 
x(0) = XQ, X(0 ) = VQ an; vgl. (5.17). 

Aufgabe 5-7: Welches sind die freien Konstanten in der allgemeinen Losung (5.18)? Passen 
Sie (5.18) an die Anfangsbedingungen (5.16) an. 

Aufgabe 5-8: Viele Taschenrechner haben ein Tastenpaar, in dem die Umformungen (5.15) 
/(5.17) <-̂  (5.18) numerisch durchgefuhrt werden konnen. Nutzen Sie dies fur das Umformen 
der folgenden Ausdriicke: a) 3sincDQt± 4coscDQt, b) 5cos(<2}Qf+ 120°), c) 2sin[cL>Qt-\-5), 

d) 3coscoQt + 4sincoQt + 5cos(^Q^ -TT/S). 

Aufgabe 5-9: Skizzieren Sie den einen oder anderen Schwingungsverlauf aus Aufgabe 5-8 
ohne besondere Rechnung grob. 

Aufgabe 5-10: Berechnen Sie zu x(/) nach (5.18) die Funktionen v(/):=x(f) und 

a(/) := x(f) und zeigen Sie fur die Amplituden v = X^Q und a = x COQ . Wie unterscheiden 

sich die Nullphasenwinkel von x, v, a (vgl. Abschnitt 1.2.3)? 

Aufgabe 5-11: Zeigen Sie, dass die Phasenkurve (x(/), x(f)) in Bild 5-2 eine Ellipse mit der 

Zeit als Kurvenparameter ist. (Eliminieren Sie dazu die Zeit.) Drucken Sie die Halbachsen, 
diQ ExtremwexiQ x^ und v^ durch die Anfangswerte XO,VQ aus. 

Aufgabe 5-12: Zeigen Sie, dass langs der elliptischen Phasenkurve in Bild 5-2 Energieerhal-
tung gilt, d. h. die Summe von kinetischer und potentieller Energie ist konstant. 
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Aufgabe 5-13: Zeigen Sie, dass die Ellipse nach Bild 5-2 mit der Transformation 
x/x, x/(x <2?Q) in den Einheitskreis nach Bild 5-3 iibergeht und dass am Einheitskreis deren 

Phasenpunkt P mit CDQ umlauft. 

Aufgabe 5-14: Schreiben Sie ein Rechnerprogramm, dass fur Z) > 1 die Losung x(/) gemaB 

Aufgabe 5-4 - und auch x[t) - zu gegebenen Anfangswerten (XQ, VQ) zeichnet und erlau-

tern Sie die Bezeichnung Kriechbewegungen an einigen Beispielen. 

Aufgabe 5-15: Formen Sie x(/) von (5.25) nach (5.26) und umgekehrt um. 

Aufgabe 5-16: Kontrollieren Sie die Losung (5.27). 

Aufgabe 5-17: Nehmen Sie in Bild l-22b die Zeit t^ mit 11.4 s an. (Das Bild ist maBstablich 

gezeichnet.) Berechnen Sie co und D, indem Sie die erforderliche Zusatzinformation aus dem 
Bild heraus messen. Wie groB sind Dampfungskoeffizient b und Federsteifigkeit k, wenn der 
Schwinger eine Masse von 3.7 kg hat? 

Aufgabe 5-18: Wie sieht die Phasenkurve (x(f),x(/)) zu einer gedampften Schwingung aus 

- vgl. Bild 5-2 - und wie sieht das Zeigerdiagramm - vgl. Bild 0-6 - aus? (Beide Darstellun-
gen sind wenig iiblich.) 

Aufgabe 5-19: Im Fall negativer Dampfung b<^ (vgl. das System in Abschnitt 4.6.3) wach-
sen Oder schwellen die Schwingungen an, sie werden angefacht. Was andert sich in Abschnitt 
5.3.2 (vgl. Abschnitt 1.4.4)? 

6 Erzwungene Schwingungen 

6.1 AUgemeine Aussagen 
Gegeben sei die Bewegungsgleichung (4.26) aus Abschnitt 4.5.2 bzw. 4.6.1 fur den Einmas-
senschwinger nach Bild 4-12, 

m x-\-b x + k x = F^(^t), (6.1) 

mit beliebiger Erregerkraft F^ (/). Eine (spezielle) Losung x(/) von (6.1) zu einem gegebe­

nen F^i^t) nennt man allgemein erzwungene Schwingung. Dabei kummert man sich zunachst 

nicht um (oft unbekannte und unwichtige) Anfangsbedingungen (s. Abschnitt 8). Die speziel­
le Losung nennt man dann auch PartikularWsung (oder Partikularintegral) und schreibt Xp , 

um sie von der Losung x/̂  der zugeordneten homogenen Gleichung (4.29) bzw. (5.1), (5.4) 

zu unterscheiden. 
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Die groBe Mannigfaltigkeit moglicher Erregerfunktionen F^{t) setzt man aus wenigen typi-

schen Erregungen zusammen. Prototyp aller r-periodischen Erregungen ist die harmonische 
Erregung 

F^^F^cosnt (6.2) 

mit der Erregeramplitude F^ und der Erregerfrequenz D^lnlT . tJber die Fouriersynthese 

(s. Abschnitt 1.3.3) setzt man beliebige r-periodische Erregungen aus harmonischen zusam­
men. (Mit Hilfe des hier nicht behandelten Fourier-Integrals gelingt das auch flir unperiodi-
sche Erregungen mit verschwindendem Mittelwert.) Wenn dann auf der rechten Seite von 
(6.1) eine Fouriersumme als Erregung steht, berechnet man die durch die einzelnen Summan-
den erzwungenen Schwingungen und uberlagert sie gemaB Abschnitt 4.6.2. 

Weiter lasst sichjeder (stetige) Kraftverlauf als Folge unendlich kurzer StoBe auffassen. Des-
halb flihrt man einen EinheitsstoB I -Si^t-r) ein, der zum Zeitpunkt r wirkt, s. Bild 6-14a, 

und berechnet die durch ihn erzwungene Schwingung. Aus der Uberlagerung der Wirkungen 
der EinzelstoBe wird dann ein Integral (s. Abschnitt 6.3.3). Weitere typische Erregungen 
lassen sich daraus ableiten. 

6.2 Erzwungene harmonische Schwingungen 

6.2.1 Komplexe Schreibweise der Bewegungsgleichung 
Mit (6.2) lautet die Bewegungsgleichung (6.1) 

m x-\-b x-\-k x = F^cosHt. (6.3) 

Es ist wichtig, die erzwungene Schwingung in einer moglichst ubersichtlichen und manipu-
lierbaren Form zu gewinnen. Das gelingt in komplexer Schreibweise mit Hilfe von Drehzei-
gern, wie wir sie in Abschnitt 1.2.2 bereits eingeflihrt haben. 

Analog zu (6.3) gelte die Gleichung 

my + by + ky^F^sinOt. (6.4) 

Addiert man zu (6.3) die mit der imaginaren Einheit j := 4-1 multiplizierte Gleichung (6.4), 

so folgt 

m(x + 77) +b{^x +j y^+k{^x +j y)-F^[cosQt +js\nf2ty (6.5) 

Mit der komplexen Auslenkung 

x'j^x + jy sowie {cos f2t + j sin Qt) ^ e^ ^ (6.6) 

entsteht aus (6.5) die komplexe (Form der) Bewegungsgleichung: 

m'x + bx + kx^F^e^^K (6.7) 
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Wie wir in Abschnitt 6.2.2 sehen, lasst sie sich einfacher losen als (6.3). Kennt man ihre Lo-
sung x(/), so gelangt man gemaB (6.6) durch Bilden des Realteils oder des Imaginarteils 

(Operationen Re bzw. Im, d. h. Projektionen auf die reelle Achse bzw. imaginare Achse in 
Bild6-l)zuruckzu 

x(f) = Rex(/) bzw. y{t) = Jmx{t). (6.8) 

Hinweis 1: Unterwirft man die ganze Gleichung (6.7) den Operationen (Projektionen Re oder 
Im), so erhalt man (wieder) die Gleichungen (6.3) bzw. (6.4). 

Hinweis 2: Man nutzt Hinweis 1 zum Ubergang von einer reellen Dgl - z. B. (6.3)- zur zuge-
horigen komplexen - hier (6.7) - aus, indem man die komplexe Form errat und durch Bilden 
des Realteils uberpruft, ob man richtig geraten hat, (s. Aufgaben 6-1/2/3). 

Hinweis 3: Wenn man haufig mit komplexen Gleichungen umgeht, vergisst man auch, zwi-
schen x und x zu unterscheiden und erschlieBt aus dem Zusammenhang, was gemeint ist. 

Mit den bezogenen GroBen aus Abschnitt 5.1 lautet die komplexe Bewegungsgleichung (6.7), 
vgl. Aufgabe 6-4, 

77 

X + 2DCOQ X + CDQ X = COQ -^e-^^^. (6.9) 

6.2.2 Berechnen der erzwungenen Schwingung 

Gesucht ist die erzwungene Schwingung der komplexen Dgl (6.7) 

^x + bx-\-kx = K e^^^. (6.10) 

Hinweis: Man lost eine inhomogene lineare Dgl mit konstanten Koeffizienten durch einen 
Ansatz vom Typ der rechten Seite (auch Aufgabe 6-18). 

Im 

5 "1 
*M — ^ ^ 

fc,-

0 

^^^=p^^jQt 

/oh, \ ̂ \ 
\"" 

P Re 
^e 

F^ COS Qt 
Bild6-1 
Erregerkraft als Zeiger 

Im 

^ 

0 

1 

X 

k >i 

Re 

Bild 6-2 
Losungsansatz 
als Zeiger 

In Dgl (6.10) ist die rechte Seite vom Typ linksdrehender Zeiger, vgl. Abschnitt 1.2.2 und 
Bild 6-1. Dementsprechend setzt man an, vgl. Bild 6-2 

oJ^f (6.11) 

Die freie Schwingung, die Losung der zugeordneten homogenen Dgl haben wir in Kapitel 5 bestimmt. 
Die nun komplexe Schreibweise andert nichts daran. 
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Daraus folgen 

x = jnxeJ^\ x = -n^xeJ^^. 

Einsetzen von x, x, x in (6.10) liefert 

-m Q^ xe^^' +bjQxeJ^' +kxeJ^' ^F^eJ^\ 

also (k-mQ^+bjn\xp^^F^^ 

und 

(6.12) 

(6.13) 

Dieses x ist der Zeiger, der in Bild 6-2 umlauft: 

x = x{t) = ^^ 
k-niQ^+bjQ 

(6.14) 

(6.15) 

Man definiert die komplexwertige Ubertragungsfunktion (meistens ohne Unterstrich ge-
schrieben) 

H{jny^ 1 

k-mn^+bjn 
(6.16) 

weil sie mit der Frequenz geht (sich andert), oft kurz Frequenzgang genannt, und erhalt aus 
(6.15) 

x = xe^^'=H{jn)F,e^^'. (6.17) 

Der Regelungstechnik folgend zeichnet man fur den Wirk-Zusammenhang zwischen 

F(^t) = F^ e^ ^ und x = x ^^ ^ den Signalflussplan nach Bild 6-3. 

Eingang 
(Ursache) 

—e e 

2i 

1 

k-mQ^+bjQ 

Ausgang 
(Wirkung) 

x^xeJ^' 

p^eJ'^t 

b 

HijQ) 
xeJ^' 

Bild 6-3 

Signalflussplan 

Das Ergebnis - am Ausgang des Blocks - ist das Produkt aus Eingang mal Frequenzgang -
dem Inhalt des Blocks. Man spricht vom Ubertragungssystem und Ubertragungsverhalten, 
skizziert gelegentlich auch das Ersatzsystem aus Bild 5.1 in den Block. Zeichnet man die 
beiden Drehzeiger in ein Diagramm, so laufen sie dort gemeinsam mit einem festen (zeit-
unabhangigen) Winkel a um, Bild 6-4. Deshalb geniigt es auch, statt der Drehzeiger F^ und 

X die Zeiger F^ und x aufzuzeichnen, Bild 6-5, (s. Aufgabe 6-5). 
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Im 

Re Bild 6-5 
Zeiger-
Diagramm 

Der Zeiger x eilt dem Zeiger F^ um den Winkel a nach. 

Um den Zusammenhang (6.14) zwischen F^ und x besser diskutieren zu konnen, zieht man 

aus dem Nenner die Steifigkeit k heraus und erhalt mit COQ und D aus (5.2), (5.3) 

o)Q=^lk/m, D-bl{2m(o^) 

zunachst 

1 1 

^ col ^ 0 

Mit der auf die Eigenfrequenz co^ bezogenen Erregerfrequenz 

Q:- Qjco^, auch /; := Qjco^, 

gilt 

1 K 
X = —. 

(6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 

In der Schwingungslehre ist statt Q (leider der weniger einpragsame) Buchstabe ;; ublich. In 

(6.21) steht rechts mit F^lk die Auslenkung, die eine statische Last F^ an der Feder bewir-

ken wurde. Der komplexe Faktor l/l 1 - i 2 +2D j Q \ die bezogene (dimensionslose) tJber-

tragungsfunktion 

1 H(jny^kH{jQ)^-
n^ + 2Djn 

(6.22) 

gibt an, wie sich x von dieser Auslenkung unterscheidet. Der Nenner von H , vgl. Bild 6-6, 

N = l-n^^2Djn, (6.23) 

lautet in Polarform 

Bild 6-4 
Drehzeiger-Diagramm 
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^ = 1^1^^" .̂ wo |A |̂ = J ( l - i 2 ^ ) +AD^ Q^ Mna^2DQJ{\-n^\ 0<a<;r. (6.24) 

Dann lauten (6.15), (6.19) oder (6.21) 

it): F^e 
jnt 

Fe ^ 
jnt 

k-mn^^bjn k N 
A^t-a) 

(•-«^) +AD^n^ (6.25) 

Bilden des Realteils liefert die (reelle) Losung, die erzwungene Schwingung 

Xp -Xp{t^-Xpcosi^Qt-a^ 

mit &QX Amplitude (Index j ^ : Partikularldsung\) 

1 
Xp —-

¥^-+AD^ n^ 

und dem Phasenverschiebungswinkel (vgl. (6.24)) 

2DQ 
df = arctan-

\-a^ 
, 0<or<;r. 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

Bild 6-7 stellt die Zeitverlaufe F^{t) und Xp{t) einander gegeniiber; man vergleiche mit 

Bild6-4undBild6-5. 

\-Q Re 

/ 

a 
~ 

^\ 

X 

/ In \ \ 

// ^\ 

/ / 4K ^ \ Qt 

Bild 6-6 
Nenner N 

Bild 6-7 
Zeitverlaufe FJ^t) und x Jt) bei harmonischer Erregung 

6.2.3 Diagramme fiir Amplitudengang, Phasengang, VergroBerungsfunktion 

Bild 6-8 und Bild 6-9 zeigen den Amplituden-Frequenzgang Xp iOj - friiher auch Reso-

nanzkurve genannt - und den Phasen-Frequenzgang a(f2\ nach Gl. (6.27) bzw. (6.28). 

Aufgetragen wurden in den Bildem bezogene (dimensionslose) GroBen, namlich 

Xp/[Fjk), aJTi, Qjco^-n, (6.29) 
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fur vier Dampfungsgrade (D = 0, 0.1, 0.16,1/v2 j . 

Man sieht: In der Umgebung von i? = 1 - also bei H ^co^, die Erreger- liegt nahe der Ei-
genfrequenz - treten bei kleinem D sehr groBe Amplituden auf; man spricht von Resonanz 
(Widerhall) und nennt die Umgebung von co^ Resonanzbereich. 

D^=0 
^2=0.1 

D^=0A6 

Bild6-8 
Amplituden-Frequenzgang 

Bild6-9 
Phasen-Frequenzgang 

Fiir den Fall verschwindender DampfungD ^ 0 entstehen aus (627), (6.28) fur O^l: 

Xp — 
F k 

\-n' 
a -< 

)0 fu r /2< l 

U" f̂ r i2 > 1. 
(6.30) 

Bei fehlender Dampfung wachst x^ fur /2 ^> 1 iiber alle Grenzen. Deshalb hort man gele-

gentlich, Resonanz fuhre bei fehlender Dampfung zu unendlich groBen Amplituden. Das trifft 
in dreierlei Hinsicht praktisch nicht zu. 

• Erstens gibt es keine Schwinger ohne Dampfung, sondem allenfalls solche mit sehr 
schwacher Dampfung - und dann groBen Amplituden. 

• Zweitens gelten die angesetzten Bewegungsgleichungen nur fur beschrankte Auslenkun-
gen. Bei (zu) groBen Auslenkungen andem die Schwinger ihr Verhalten (es gelten nicht-
lineare Bewegungsgleichungen) oder sie brechen und andem damit ihr Verhalten dras-
tisch. 

• Drittens wachsen die Amplituden langsam mit der Zeit (vgl. Aufgabe 6-15), der Erreger 
muss j a die Energie fur den Schwinger liefem. 
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Aus Bild 6-9 liest man ab, dass die Phasenverschiebungswinkel a im Resonanzbereich in der 

Nahe von a = 7il2 = 90° liegt und dass a = ;r/2 = 90° flir Q^\,{Q^CDQ), flir alle Werte 

Z) > 0 gilt. (Dies nutzt man gelegentlich bei Messungen aus, um die Resonanzstelle zu er-

kennen.) 

Bei vorhandener Dampfung sind die Resonanzamplituden fur 0 < D < 1/v2 durch 

\ ilD^l-D^XpJk beschrankt (vgl. Aufgabe 6-11 und 12). Fiir D > 1/V2 gibt es prak-

tisch keine Resonanzspitzen mehr. Im tJbrigen nahem sich die Resonanzkurven fur D > 0 

umso starker - von unten - an die fur D = 0 an, je weiter man sich von Q = \ entfemt. 

Bei kleiner Erregerfrequenz, 0 < i2 < 1, ist die Amplitude etwa gleich der Auslenkung der 

Feder unter der Last F^, denn die wirkende Tragheitskraft wachst mit i? , ist also noch 

klein, vgl. (6.27). Mit zunehmendem /2 wird der Einfluss der Tragheitskraft groBer, die 
Amplitude nimmt zu, bei strenger Resonanz heben sich Feder- und Tragheitskraft auf, der 

Dampfer allein halt der Erregung das (dynamische) Gleichgewicht. Oberhalb i2 = 1 iibertrifft 

die Tragheitskraft die Federkraft, sie iibemimmt zunehmend die Erregung, fur i2 ^> 00 gilt 

x^ ^ 0 . Damit dieses (dynamische) Gleichgewicht moglich ist, steigt der Phasenverschie­

bungswinkel a fur 0 < i7 < 1 zunachst langsam, dann sehr rasch von 0 auf 90°, fur i2 > 1 

nahert er sich zunachst rasch, dann langsam werdend asymptotisch dem Wert a^n (von 

unten). 

VergroBerungsfunktion 

Schreibt man die erzwungene Schwingung Xp {t) gemaB (6.26) mit x^ nach (6.27) und a 

nach (6.28) in der Form 

F 1 
Xp — -'F^' 

rCOs{nt-a), (6.31) 

+ 4D^n^ 

so steht F/k dih statische Auslenkung und l / J l l - i 2 j + 4 D^ n^ als eine Einflussfunk-

tion, die die Wirkung des Schwingens berucksichtigt. Man nennt 

Vi := . I — (6.32) 

Vergrofierungsfunktion und schreibt statt (6.31) 

Es gibt auch ^2,^3. 
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F ( ~\ 

Fiir a gilt nach wie vor (6.24)3 bzw. (6.28): 

IDQ 
tana = -

i-a 
2 ' 

0<a <7r. 

(6.33) 

(6.34) 

Das Diagramm fur VI(D] unterscheidet sich praktisch nicht von Bild 6-8. Es ist allerdings 

iiblich, auf der Abszisse (i7-Achse) fur i 2 > l statt O den transformierten Wert 

a[n):=2-l/n (6.35) 

aufzutragen, vgl. Bild 6-10. 

0 

[0 ^ Q 0.5 
1 
1 0.5 \/Q^ 

2 

ol Bild 6-10 
VergroBerungsfunktion Fj 

6.2.4 Der Frequenzgang der Ubertragungsfunktion 

Die Produktdarstellung der erzwungenen Schwingung - in der komplexen Form bzw. Sicht-
weise von Abschnitt 6.2.2 - als Eingang x Ubertragungsfunktion (s. Bild 6-3) ist besonders 
wichtig, well sie den Zugang zu theoretischen und messtechnischen Methoden der Signalver-
arbeitung eroffnet. (In reeller Form, vgl. Aufgabe 6-18, ist das nicht moglich.) 

Die Darstellung der Ubertragungsfunktion H(^jn), die man dazu braucht, nennt man 

Ortskurve, sie zeigt H oder H in der komplexen Ebene mit /2 oder Q als Kurvenparameter. 

Der Vergleich von (6.22), (6.25), (6.32), (6.34) liefert 

H{jn)- 1 -ja 

\-n^+2Djn 
(l-i7^) +AD^n^ 

Mn)e -ja{n) 
(6.36) 

Zur Veranschaulichung ist H(jf2] fur D = 0.2 in Bild 6-1 la als dreidimensionale Raum-

kurve dargestellt. (Aus dem Diagramm lassen sich nur schwer Daten abgreifen.) Bild 6-lib 
zeigt die zugehorige Ortskurve. 
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1.05 1.00 
0.95 

Bild6-ll 
Frequenzgang 
der Ubertra-
gungsfunkti-
on #(777) fur 
D = 02. 
a drei-
dimensional, 
in perspektivi-
scher Darstel-
lung, b als 
Ortskurve 

6.3 Das Arbeiten mit StoBerregung und StoBantwort 
Statt Stofierregung und Stofiantwort sagt man oft Impulserregung bzw. Impulsantwort (vgl. 
die Bemerkung in A.3.1). 

6.3.1 Die Delta-Funktion 

Man kann - mit einiger Vorsicht - die Delta-Funktion 5{t-T) als einen sehr kurzen Ein-

heitsstofi ansehen. Mit Bild 6-12a gelten bei ^ ̂  0 

c^(f-r)^0flir \t-T\>s, (6.37) 

00 T+£ 

^S{t-T)dt^ ^ S{t-T)dt^Ak. (6.38) 
- 0 0 T-S 

Bemerkungen: 

1. Man nennt S{t-T) auch Dirac-Funktion, aus mathematischer Sicht handelt es sich um 

eine Distribution (nach L. Schwartz*). 

2. Im Intervall | f - r | < ̂  darf S{t-T^ auch negative Werte annehmen, s. Bild 6-12b, doch 

muss die, unter Beachtung der Vorzeichen, berechnete Flache die Bedingung (6.38) erftil-
len. 

3. Dimensionen: Fur die Flache A gilt dim(^) = 1, fur die Delta-Funktion dim^ = 1/Zeit; 

beim Einftihren einer dimensionslosen Zeit muss S{t-T^ also (mit)transformiert werden. 

Laurent Schwartz, * 1915-2002*, franzosischer Mathematiker. 
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4. Damit S(^t-T) nicht mit dem Abklingkoeffizienten S, s. z. B. (1.91) und (6.23) ver-

wechselt wird, bezeichnen wir die letzteren mit S*, soweit er parallel zur Delta-Funktion 
vorkommt. 

5. Zur Vereinfachung schreiben wir unten 

T-:=T-S, T^\=T + 6. (6.39) 

6. tJberlegungen mit Hilfe von Delta-Funktionen fuhren stets auf Integrale der Art (6.38), 

wo jedoch die Delta-Funktion im Integranden mit einer stetigen Funktion / ( / ) multipli-

ziert ist. Dann gilt (vgl. Aufgabe 6-21): 

00 T'^ 

\f{t)d{t-T)dt= \f{t)d{t-T)dt=f{Ty (6.40) 

6.3.2 Erregung durch einen EinheitsstoO 

Auf den Einmassenschwinger nach Bild 6-13 (vgl. Bild 4-12) wirkt zur Zeit t= rals "Erre-

gerkraft F^" der StoB I-Si^t-r), wobei zunachst / = 1 (dimensionslos!) gesetzt wird. Die 

Bewegungsgleichung (6.1) lautet dann (Aufgabe 6-22): 

mh + bh + kh = I'S{t-T), (6.41) 

wobei wir - um Dimensionswirrwarr zu vermeiden - die Auslenkung x(t) durch die Stofiant-
wort h{t) ersetzen. 

Sei der Schwinger bis zum Zeitpunkt r~ in Ruhe: h{i) = 0 fur h<T~ . Wir integrieren linke 

wie rechte Seite von (6.41) iiber das Intervall T~ <t<T'^ nach der Zeit t und erhalten (vgl. 
(6.38), (6.40)): 

r+ 

m ( ^ ( r + ) - ^ ( r - ) ) + Z>(/?(r+)-/2(r-)) + yt ^h{t)dt = I. (6.42) 

Die StoBantwort h{t^ muss stetig sein: Wegen /z = 0 fur t <T~ und ^ ̂  0 gelten dann 

r+ 

^ ( r - ) = 0, / z ( r+ )^0 , /z(r-) = 0, jhdr^O, (6.43) 

und (6.42) liefert 

hiT+] = l/m. (6.44) 

Die fixr t<T verschwindende StoBantwort h(^t) geniigt unmittelbar nach dem Einheitsstofi 

also den Anfangsbedingungen 
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h(T+] = 0, h(T+] = l/m. 

Nach dem Stofi gilt anstelle von (6.41) die zugeordnete homogene Dgl 

(6.45) 

(6.46) 

Die StoBantwort h{t) ist fur f > r also als Losung von (6.46) zu den Anfangsbedingungen 

(6.45) definiert. Aus (5.27) folgt fur f > r 

/ . \ ^ -S^'it-r) . / , X yt-r)^ e ^ ^ smcDyt-r). 
m CO 

(6.47) 

Bild 6-14b zeigt den Verlauf; vgl. Bild 1-22. 

Meistens setzt man bei der Darstellung r = 0 und nennt h{t^ StoBantwort zum EinheitsstoB 

S(t). Parallel zum Signalflussplan nach Bild 6-3 zeichnet man fiir lineare Schwingungssys-

teme (mit konstanten Koeffizienten) den Wirkungsplan nach Bild 6-15. 

A 

A 

/ r \ , t 

g.S(t-r) 

^ 

Bild 6-12 
Delta Funktionen 

i li-

V 
s 

m 
Bild 6-13 
Einmassenschwinger 

Flache / 

mco 

c 

0 

I ^ ^ 

•—r — 

/ 

1 
m^^^ 

lacheF^(r)zlr 

t 
Ax 

Bild 6-14 
a StoB, b StoBantwort, c Fj4) als StoBfolge 
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Eingang 
(Ursache) 

Ausgang 
(Wirkung) 

Bild 6-15 
Wirkungsplan fur EinheitsstoB I-S{t) 
und StoBantwort h{t) 

6.3.3 Erregerkraft als StoBfolge 

Eine stetige Erregerkraft F[t) kann man als Folge von StoBen mit I = F{t)- AT ansehen, 

vgl. Bild 6-14c. Wir diirfen die Wirkungen der Folge von EinzelstoBen iiberlagern, vgl. Ab-
schnitt 4.6.2. Da die EinzelstoBe - wegen ^ ^ 0 bzw. AT^O - jeweils unendlich kurz 

werden, miissen wir integrieren und erhalten flir / > r 

^ * 
x(/) = \F{T)e~^ (^"^^sin^( / - r )Jr , (6.48) 

mco 
u 

in allgemeiner Form 

x[t)= \F{T)h{t-T)dT. (6.49) 

fA 

Darin steht t^ fur einen Anfangszeitpunkt (evtl. t^ < 0), zudem das System in Ruhe war 

(vgl. Abschnitt 8). 

Integrale der Form (6.48), (6.49) heiBen Faltungsintegrale. Fur verwickelte Funktionen ist 
ihre Auswertung schwierig, wenn nicht unmoglich. Routineaufgaben erledigt man mit Hilfe 
der Laplace-Transformation. (Heute geht man oft zu numerischen Losungen iiber.) 

Ersetzt man in (6.49) die Integrationsvariable rdurch 

(7 = t-T, (6.50) 

so liefert die entsprechende Transformation 

t-tA 

x{t)= J F{t-(7)h{(7)d(7. (6.51) 

Dies ist eine andere Lesart obiger tJberlagerung. 

6.4 Aufgaben 
Aufgabe 6-1: Schreiben Sie die komplexe Form zur Dgl mx-\-bx-\-kx = Fj cos Ot + F2 sin Ot 

an. 
Aufgabe 6-2: Schreiben Sie die komplexe Form zur Dgl mx + bx + kx = bu + ku mit 

u [t) = u cosOt an. 
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Aufgabe 6-3: Gegeben sei die nichtlineare Bewegungsgleichung 

mx + bx + kx + cx -F^cosQt, dimc = Kraft/Lange . Zeigen Sie, dass die nichtlineare 

komplexe Dgl mx_ +bx_ +kx_ +cx_ -Fj ^ mc/z/durch Realteilbildung in die reelle iiber-

geht. 

Aufgabe 6-4: LFberfiihren Sie die Dgln (6.3) und (6.7) in die Formen 

x + 2Dco^x + co^x = co^F^lk'QOsQt bzw. ^ + 2Dco^ o^ + co^ d^ = co^ F^lk-e-^ mit leicht 

interpretierbaren Parametern. 

Aufgabe 6-5: Berechnen Sie die erzwungene Schwingung fur die Bewegungsgleichung aus 
Aufgabe 6-1. 

Aufgabe 6-6: Zeigen Sie, dass aus der Dgl (6.9) unmittelbar die Form (6.19), (6.21) der 
(komplexen) Amplitude der erzwungenen Schwingung folgt. 

Aufgabe 6-7: Setzen Sie den Zeiger (die komplexe Amplitude) zu Aufgabe 6-5 entsprechend 
Bild 6-5 grafisch aus zwei Anteilen - fur F^ und F^ - zusammen. 

Aufgabe 6-8: Schreiben Sie fur den in Abschnitt 6.2.2 untersuchten Schwinger fur die Ge-
schwindigkeit v^ := x^ und die Beschleunigung a^ := Xp die (komplexen) Ausdriicke fur 

die Drehzeiger v^,^^ und Zeiger v, a^ an. Tragen Sie die Zeiger jeweils gemeinsam in 

Diagramme entsprechend Bild 6-4 und Bild 6-5 ein. 

Aufgabe 6-9: Deuten Sie Gl. (6.13) grafisch als geometrische Summe von (Dreh-)Zeigern. 

Aufgabe 6-10: Bringen Sie die rechte Seite der Gl. (6.21) auf eine Form mit reellem Nenner 
und schreiben daraus (6.25) an. 

Aufgabe 6-11: Zeigen Sie, dass die Amplituden Xpin\ fur 0<Z)< l /v2 ihren Maximal-

wert bei i2 = Vl-2Z) annehmen (Resonanzstelle) und dass der Maximalwert Xp/lF^/kj 

bei 1/(2 Wl-D^ J liegt. 

Aufgabe 6-12: Zeigen Sie, dass fur i? = 1, (also ^ = co^), x = F^/[2Dk) gilt (vgl. Aufgabe 

6-11 fur 0 < D « 1 . 

Aufgabe 6-13: Leiten Sie durch Grenziibergang D ^^0 die Gleichungen (6.30) und (6.28) 
her. 

Aufgabe 6-14: Ermitteln Sie fur den Fall verschwindender Dampfung die erzwungenen 

Schwingungen fur m x-\-k x = F^cosHt (vgl.) (6.3) mit dem Ansatz x^=x^cosi7/ und 

weisen Sie nach, dass dieses x^ fur H^ COQ mit dem nach (6.30) iibereinstimmt. 

2 '^ / 2 

Aufgabe 6-15: Zeigen Sie, dass die Dgl X + COQ x = F^/k-coQ cos coQt die Losung 
Xp = 1/2 -F^/k- (coQt) • sin coQt hat. 
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Aufgabe 6-16: Zeigen Sie, dass in den Kurven FWi7j von Bild 6-10 durch die Verzerrung 

gemaB (6.35) bei /2 = 1 keine Knicke entstehen. 

Aufgabe 6-17: Verzerren Sie in Bild 6-10 die Ordinate der VergroBerungsfunktion Vi (o) fur 

Vi > 1 gemaB Z? (Fj) = 2 - l/Fj und zeichnen Sie das entsprechende Diagramm. 

Aufgabe 6-18: Gesucht ist die Losung der Dgl aus Aufgabe 6-1 2iuf reellem Wege mit einem 
Ansatz vom Typ der rechten Seite: dort ist das Xp = A cos Ut-\-B sin Ot. Bestimmen Sie die 

zunachst freien Konstanten A, B durch Abgleich der Sinus- und Kosinus-Terme. 

Aufgabe 6-19: Vergleichen Sie die Diagramme in Bild 6-8 (bzw. Bild 6-10) und Bild 6-9 mit 

der Ortskurve in Bild 6-1 la. Versuchen Sie jeweils V^ if2\a(f2\ aus HyJO) und umge-

kehrt zu skizzieren. 

Aufgabe 6-20: Schreiben Sie fiir die Aufhangekraft F^kx + bx, vgl. Bild 4-12, zu gegebe-

ner harmonischer Erregung, vgl. (6.2), (6.3), eine Ubertragungsfunktion H(^j H) zum Ein-

gang Fg exp(7i?f) und Ausgang F Qxp(^jHt) an, machen Sie sie dimensionslos und ent-

werfen Sie eine VergroBerungsfunktion und eine Ortskurve des Frequenzgangs HIJOJ . 

Aufgabe 6-21: Wahlen Sie als Delta-Funktion S(^t) im Intervall -s<t<s zum Beispiel 

S[t) = l/2s Oder S[t) = [7r/4s)-cos[7rt/2s) und als f[t) ein Polynom oder eine trigo-

nometrische Funktion. Werten Sie damit die Integrale (6.38), (6.40) und fuhren die Grenz-
iibergange ^ ^ o o durch. 

Aufgabe 6-22: Welche Dimension hat die StoBantwort h[t) aus Dgl (6.41)? 

Aufgabe 6-23: Nehmen Sie an, dass auf einen Schwinger als Erregung eine StoBfolge der 

Periode 7 jeweils mit den KraftstoBen / ,d im(/J= Masse• Geschwindigkeit wirkt. Setzen 

Sie die Bewegung aus StoBantworten zusammen. 

Aufgabe 6-24: Der Schwinger nach Bild 6-13 sei zunachst in Ruhe. Zum Zeitpunkt t = 0 

wird als konstante Last das Gewicht G aufgebracht. Berechnen Sie x(/) fiir / > 0 nach Gl. 

(6.48). 

Aufgabe 6-25: Auf den Schwinger nach Aufgabe 6-23 wirkt die konstante Kraft F^ (/) = F^ 

stufenformig, d. h. nur im Intervall 0 < f < T .̂ Wie lautet x[t) fur t>Ti? 

Aufgabe 6-26: Die stufenformige Kraft aus Aufgabe 6-25 wird durch eine bei ^ = 7] abbre-

chendeRampe F( / ) = (//7])-F^ ersetzt. Wie lautet x{t) mr 0<t<Ti und fur />7]? 

Aufgabe 6-27: Kontrollieren Sie die Transformation (6.50), (6.51) und vergleichen Sie die 
Lesarten von (6.48), (6.49) mit der von (6.51) an Hand von Bild 6-14. 
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7 Erzwungene Schwingungen der Exzenterpressen 
Die Bewegungsgleichung (4.25) bzw. (4.26), (4.27) ist linear, die Wirkungen der einzelnen 
Erregerterme auf der rechten Seite, vgl. (4.27), konnen gemaB Abschnitt 4.6.2 getrennt unter-
sucht und dann einander iiberlagert werden. (In Abschnitt 8 kommen dann noch Wirkungen 
aus der zugeordneten homogenen Gleichung hinzu, die die Anfangsbedingungen erfassen; sie 
klingen in der Regel rasch ab.) 

Das Uberlagern gilt allerdings nur fiir das Auffinden der Losungen. Bewerten muss man oft 
die Summe. Das gilt besonders fiir das Erreichen und Uberschreiten von zuldssigen Las ten 
Oder Auslenkungen. In Grenzfallen sind ftir solche Untersuchungen umstandliche numerische 
Rechnungen erforderlich. 

7.1 Wirkung der relativ bewegten Massen auf die Rahmenauslen-
kung x(t) 

Beriicksichtigt man in der Bewegungsgleichung (4.25) allein die Erregerkrafte 2Fj^j.^i aus 

der Relativbewegung von Kurbel, Pleuel und StoBel, so lautet sie 

mx + bx + kx- F^ (7.1) 

mit 

^e=^^Trel = 2 w^ r/2^ |/^i cos^ + /^2 cos2^+ /^4 cos4^ +. ..|, (7.2) 

wo (p = nt, vgl. (4.7), (4.15)-(4.23). 

Man setzt die erzwungenen Schwingungen aus den Losungen der Dgl 

mx + bx-\-kx = 2mgrn f^^cosnOt (7.3) 

zusammen fiir die einzelnen Erregungen ... cosnHt. In der bezogenen Schreibweise aus 
Abschnitt 5.1, vgl. auch Gl. (6.9), lautet (7.3) 

X-\-2DCL>OX-\-CL>O x = 2r^f^^coQ n cosnOt, (7.4) 
m 

komplex, vgl. Abschnitt 6.2.1. 

x + 2Z)^0 i + ̂ 0 1 = ^^—fcn ^0 ^^ ^̂ ""̂ ^ • (7-5) 
m 

Der Losungsansatz 

x=xe^•^^^ (7.6) 

vgl. Abschnitt 6.2.2, fiihrt auf 

l = 2r^L , , f ^ ' = 2 r ^ L ^ r ^ .- (7-7) 
^ cDQ-n^ n^-\-2DncoQjn m l-n^ n^-\-2JnDn 

Ahnlich Abschnitt 6.2.2 gelangt man zu 
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x = 2r^f,, 
n^e-J"" 

m {\-i? QA +AD^i?Q^ 

2Dnn ^ ,^^ , 
r, wotana = — - , 0<a<7r. (7.8) 

Hier wird die neue Vergrofierungsfunktion 

v,[a):= Q' 

iM^ 
(7.9) 

+ 4Z)^i2^ 

eingefiihrt; fur denPhasenverschiebungswinkel gilt (6.28). Bild 7-1 zeigt F3 (^\ fur aif2\ 

gilt Bild 6-9. 

V^ 

r ' 
//\L^2 

y / / ^ ^ ' 

^ __./E±--— 
• — - ' * ' 1 

Di = 0 

^ 2 = 0.1 

i)3 = 0.16 

/)4=1/V2^ 

i2 0.5 0.5 \/Q-
Bild 7-1 
VergroBemngsfunktion F3 

tJberlagert man die Wirkungen der einzelnen Terme von (7.2) gemaB (7.8), so erhalt man - in 
reeller Form - die erzwungene Schwingung 

m 
x^(f) = 2 r ^ j / ^ l K 3 ( i 7 ) c o s ( / 2 / - a ( i 2 ) ) + ^ F 3 ( 2 i 2 ) c o s ( / 2 / - a ( 2 i 2 ) ) 

+^K3(4 i2 )cos ( /2 / - a (4 i2 ) ) + . . . l . 

(7.10) 

Man liest aus (7.10) ab: 

1. Die erzwungenen Schwingungen werden umso kleiner, je kleiner das Verhaltnis 2m^ Im 

ist, je kleiner also die bewegten Massen im Verhaltnis zur Gesamtmasse sind. (Ein 
schweres Fundament ist giinstig.) 

2. Durch die Faktoren fcn^^ v^ird die Wirkung der hoheren Harmonischen {n>\) ab-

gemindert. Fiir die /^^ gilt das Linienspektrum nach Bild 4-9. 
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/ ^ \ 

1 L 

^ Q = 0.45 ^ 

0.0 0.5 1.0 
Qt/ln 

1.5 

1.0 
Qt/2n 

2.0 

12 
10 

4 
2 
0 

-2 
-4 
-6 
-8 

-10 

/ ^ 

/ / 
y w X 

• \ / 

\^ ' 

^x 

/ Q =1.0 

/ " 
0.0 0.5 1.0 

Qt/lTl 
1.5 2.0 

1.0 
Qt/ln 

Bild 7-2 Exzenterpresse: Zeitverlaufe der bezogenen Erregerkraft/(0 und bezogener Auslenkungen 

x(0 zu verschiedenen Erregerfrequenzen £2 =Qlo)^ mit Z) = 0.05 

3. In V^[nQ) trifft man auf Resonanz, wenn nQ = nQIco^ « 1 ist. Man kann Resonanz 

vermeiden, wenn man Q>\ wahlt, also co^Kf}, tief abstimmen. Dann ist man aller-

dings in einem Bereich F3 « 1. 

4. Da die f^^ mit steigendem n rasch abnehmen, vgl. Bild 4-9, kann man hier auch H <l 

wahlen und braucht nur darauf zu achten, z. B. 2£2 « 1 zu vermeiden. 
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In Bild 7-2 ist die (bezogene) Erregerkraft / ( / ) gemaB (4.23) - vgl. auch Bild 4-10 -

gemeinsam mit der bezogenen Auslenkung 

x{t):=—^xp{t) (7.11) 

mit D = 0.05 flir 6 verschiedene Werte Q dargestellt. 

Die ersten 3 (untereinander stehenden) Teilbilder zeigen das Schwingungsverhalten fur 

i2 = 0.45, 0.5 und 0.6, also in der Umgebung der Resonanz mit /^2 cos2/2f (bei i7 = 0.5]. 

Man beachte den stark von Q beeinflussten Zeitverlauf! 

Die zwei oberen Bilder in der 2. Spalte zeigen x(t) bei £2 = 0.9 und 1.0, also in der Nahe 

der Resonanz mit f^i cosOt (bei O = I). Das letzte Bild, flir i7 = 2.0, zeigt fast schon den 

asymptotischen Wert (fur i2 ̂  oo ), vgl. F3 « 1 in Bild 7-2. 

7.2 Wirkung der bewegten Bodenplatte 
Lasst man nun in der Bewegungsgleichung (4.25) 2Fĵ ĝ/ und G weg und nimmt fur die Fufi-

punkterregung durch die Bodenplatte eine (komplexe) Bewegung 

u{t)^ue^'^^ (7.12) 

an, so erhalt man (komplex) die Gleichung 

mx_ + bx_ + kx_-bu_-\-ku_. (7.13) 

Will man (anschlieBend) auch die Kraft F(f) auf die Decke berechnen, gilt dafur, vgl. 

F{t) = b{x-u) + k{x-u). (7.14) 

Mit den Losungsansatzen 

x = xe^^\ F = Fe^^^ (7.15) 

erhalten wir aus (7.13) und (7.14) 

x = ^ u, (7.16) 
k-mn^ +jbn 

F = {k + Jbn){x-u) = ^ ^-^ u. (7.17) 
k-mn -\-jbn 

Zieht man in (7.16) und (7.17) in Zahler und Nenner das k heraus, so ergeben sich mit 

COQ =4klm ,b^2DcDQm ,/2^0/coQ , vgl. Abschnitte 5.1 und 6.2.2 

* Wegen der Gleichbehandlung von F(t) und x(t) schreiben wir komplex F(^t) und x(/') . 
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\ + 2Djn 
-u, (7.18) 

und 

Man setzt 

\-Q^ +2Djn 

F = ^ ^ ku, (7.19) 
i-n^ +2Djn 

llI^I^^-vJn\.-M^) 

wo 

_ •.V2{n)e-^'''^''>, (7.20) 

^ -—-^ = n%la)e ^^^ >, (7.21) 
i-n^+2Djn ^ ' 

I 2 '" 2 
¥2(0)= I V^"^"^^ ^ und a2=a-j3, (7.22) 

mit a aus (6.28), vgl. Bild 6-9, und ŷ  aus 

tan/? = 2Z)A 0<y^<;r/2. (7.23) 

Dann lauten (7.18) und (7.19) 

x = z}F2e"'̂ ''̂ ^ F = kun^V2e~J^^ . (7.24) 

Bild 7-3, Bild 7-4 und Bild 7-5 zeigen K2 (i5), ^^^^2 (i^), ^2 (i5). 

7.2.1 Passivisolierung 

Man spricht von Passivisolierung, wenn man ein schwingungsfahiges System durch geeignet 
gewahlte Parameter vor starken Auswirkungen durch Erregungen von auBen bewahren will, 
hier ist das die Bewegung der Bodenplatte. Man verlangt kleine Bewegungen, also kleine 
Amplituden |x|, also muss ^2 (-^j klein sein, vgl. (7.24) und Bild 7-3, Q - Qjco^ muss 

2 
danach groB, bei gegebener Erregerfrequenz i7also <2?Q ^klm klein sein. Man spricht von 

tiefer Abstimmung, die man durch weiche Federn und groBe Masse erreicht. Dabei sollen die 

Krafte, also die Beschleunigungen n^ x\ , also auch H V2{o\ moglichst klein bleiben. 

Demnach darf, vgl. Bild 7-4, das DampfungsmaB D nicht zu groB sein. 
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VergroBemngsfunktion Q V2 

Bild 7-5 
Phasengang 02 

7.3 Wirkung der bewegten Massen auf den Boden 
Infolge der Erregerkrafte Fj^^/ bewegt sich der Maschinensatz mit Xp{t), vgl. Ab-

schnitt 7.1. GemaB Gleichung (4.3), (4.4) ubt er auf den Boden die Kraft 



7 Erzwungene Schwingungen der Exzenterpressen 83 

F( / ) = Z?(x^-zi) + A:(x^-w) (7.25) 

aus. Bleibt die Bodenplatte in Ruhe, gilt also w(/) = 0 , so folgt aus (7.25) 

F{t) = bXp+kXp. (726) 

Schreibt man x^ (/) wieder komplex, vgl. (7.5), so liefert (7.26) fiir die n-te Harmonische 

F^bx + kx^{k + bjQn)xe^''^^ ^:Fe^''^K {121) 

Man erhalt mit (5.3) und (7.7) 

F = 2r^f,,k ^ \ ' ^ , (12S) 
m 

Vergleich mit (7.20) - (7.22) liefert 

l ^ 2 r ^ k ^ l , Unf V^{nQy^<''^\ {129) 
m n ^ ^ ^ ^ 

Damit folgt mit den /^^ aus (4.23) 

Fit) - I r M h O- V2 (i2)>-«2(^)) 1 ;^^ (2 )̂2 ^̂  ̂ ^^y{2a.-a,{2n)) 
"" ^ . (7.30) 

und reell 

F{t) = r^k[l^n^V2{n)cos(nt-a2{n)) 

+ ^ / ^ 2 ( 2 ' ^ f ^2(2'^)cos(2/2f-a2(2i7)) (7.31) 

7.3.1 Aktivisolierung 

Man spricht von Aktivisolierung, wenn man die Umgebung eines schwingenden Systems 
durch geeignet gewahlte Parameter vor der Auswirkung der iiber die Anschlusspunkte wir-
kenden Krafte bewahren will. 

Bei den Exzenterpressen sind die Wirkungen der (relativ) bewegten Massen auf den Boden 
durch (7.30) bzw. (7.31) gegeben. In der Regel wird es nicht gelingen, Q-njcoQ ^ 1 zu 

wahlen, sodass man im Bereich Q V2 (i^) < 1 liegt, vgl. Bild 7-4. Also muss man wieder, 
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wie bei der Passivisolierung in Abschnitt 7.2.1 tief abstimmen, COQ = k/m und D klein wah-

len. (Ein Beispiel dafur ist die Waschmaschine.) 

7.4 Aufgaben 

Aufgabe 7-1: Zeigen Sie V^ [n) = n \ [Q) = Fj [l/n); - vgl. (7.9) mit (6.32). 

Aufgabe 7-2: Nehmen Sie fur Irntg/m, D und O Zahlenwerte an und berechnen Sie mit 

den Daten von Bild 4-9 das Linienspektrum von (7.8). Variieren Sie mit i2 . 

Aufgabe 7-3: Schreiben Sie ein Rechnerprogramm, das - etwa zu den Daten gemaB Aufgabe 

7-2 - die Funktionsverlaufe Xp {(p),(p = Ot zur Losung (7.8) zeichnet. Wie sehen die Funk-

tionsverlaufe Xp [(p) im Vergleich zu Bild 4-10 aus, wenn man in die Resonanzen D = \ und 

i7 = 0.5 hineinfahrt? Was muss man also beachten, wenn man die Pressen mit veranderlicher 
Drehzahl betreiben will? - vgl. Bild 7-2. 

Aufgabe 7-4: Welche Phasen(winkel)-Beziehungen konnen Sie aus den Einzelbildem von 
Bild 7-2 ablesen? 

Aufgabe 7-5: Schreiben Sie die linke Seite der Gleichung (7.20) durch Vergleich mit (6.36) in 

der Form {\ + 2D jn)j{\-Q'^ +2D jn\^ (\ + 2D ja)ViQ-J'' =:^\ + AD^Q'^ QJ^V^Q-J"" 

und verifizieren Sie damit (7.20), (7.22), (7.23). 

Aufgabe 7-6: Bei welchem Wert Q liegt der Punkt P in Bild 7-3 und Bild 7-5, bei dem die 
Dampfung D die Wirkung umkehrt? 

Aufgabe 7-7: Wie erklaren Sie physikalisch anschaulich den Umschlag der Wirkungsrichtung 
der Dampfiing D bei P? Vgl. Bild 7-3, Bild 7-4 und Aufgabe 7-8; links von P wirkt groBere 
Dampfung mindemd, rechts von P verstarkt groBere Dampfung. 

Aufgabe 7-8: Berechnen Sie zu Bild 7-3 und Bild 7-4 die Lage der Extrema. 

Aufgabe 7-9: Nehmen Sie Zahlenwerte fur die Parameter in (7.30) und zeichnen Sie parallel 
zu Aufgabe 7-2 das Linienspektrum zu F{t). 

Aufgabe 7-10: Schreiben Sie ein Rechnerprogramm, das Ihnen die Zeitverlaufe F(t) gemaB 
(7.31) berechnet, vgl. Bild 7-2. 

Aufgabe 7-11: Denken Sie uber die Wahl der Parameter m und k nach, wenn die Drehzahl /2, 

der Kurbelradius r, die Masse m^ und die /^ gegeben sind und Sie Xp [t) oder F(t) - am 

beste beide - klein halten woUen. (Wie kann man m und k beeinflussen?) Beachten Sie 

Im ; auch ist die statische Absenkung durch das Gewicht 

^stat -Glk- mglk = g/coQ, meistens durch die Nutzung der Maschine beschrankt. 
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8 Einschwing- und Anlaufvorgange 
Unmittelbar nach dem Einschalten einer Schwingungserregung, wahrend ihres Anlaufs und 
einer Weile danach schwingt das erregte System instationdr, d. h. die momentane Amplitude 
und die momentane Kreisfrequenz (vgl. Abschnitt 1.4.2) andem sich, sind evtl. gar nicht 
definiert (vgl. Bild 8-1). Nach dem tJbergang der Erregung in den periodischen Verlauf, oder 
auch nach dem Aufhoren der Erregungen, klingen die Anfangsstorungen je nach GroBe der 
Dampfung mehr oder minder rasch ab (vgl. Bild 8-1). Hier stellen wir allgemeine Uberlegun-
gen zusammen. Quantitative Aussagen lassen sich in der Regel nur numerisch - fur ein vor-
liegendes System mit konkreten Parametem - gewinnen. 

8.1 Einschwingvorgange 
Gegeben sei die Bewegungsgleichung (4.26): 

mx + bx + kx = FQ{t). (8.1) 

Die Erregbarkeit F^ (f) ist gemaB (4.27) aus konstanten und harmonisch schwingenden An-

eilen zusammengesetzt. Die dadurch hervorgerufenen erzwungenen Schwingungen Xp (f) 

wurden in den Abschnitten 6.2, 6.3, auch 7.1, 7.2 angeschrieben, dort der Einfachheit halber 
zum Teil ohne den Index p, sind also bekannt. Man stellt sich nun vor, dass die Erregerkraft 
Fg {t) schon auf das System wirkt, der Schwinger jedoch bis zu einem Zeitpunkt t^ fest-

gehalten wird - oft setzt man fQ = 0 - und mit einer Anfangsauslenkung XQ sowie einer 

Anfangsgeschwindigkeit VQ losgelassen wird; das fuhrt mxf diQ Anfangsbedingungen 

x{tQ) = Xo, x{to) = VQ. (8.2) 

8.1.1 Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung; Anpassen an die Anfangsbe-
dingungen 

Die allgemeine Losung x{t) der Bewegungsgleichung (8.1) setzt sich aus einem Partikular-

integral x^ (ẑ ) der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen Losung Xf^i^t) der (zuge-

ordneten) homogenen Gleichung (4.32) zusammen: 

x{t)^Xh{t) + Xp{t). (8.3) 

Mit x/̂  (/) nach (5.26) ft)lgt 

x[t) = e~^^ [A^ COS cot-\-A^ sin cot)+ Xp (f); (8.4) 

die beiden Konstanten A^ und A^ sind fi'ei. Anpassen der allgemeinen Losung (8.3) bzw. 

(8.4) an die Anfangsbedingungen (8.2) liefert 
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Mit (8.4) folgen hieraus die Bestimmungsgleichungen fur A^ und A^ und damit - auf um-

standlichem Wege (vgl. Aufgabe 7-1) - fur / > /Q 

^ ( 0 = ^ ~̂  [(^o-^/7(^))cos^(/- /o) 

(8.6) (VQ-X (to)) + S-(xo-x (to)) , 
•-̂  ^ ^ ^-smo)[t-tQ) 

CD 
+ Xp[t). 

Hinweise: 

1. Allgemeine Losung heiBt, dass man jede (denkbare Form einer) Losung von (8.1) durch 
(8.3) und (8.4) ausdriicken kann. 

2. Die zrweifreien Konstanten A^ und A^ werden durch die zwei Anfangshedingungen (8.2) 

bestimmt. Damit wird die Losung der Bewegungsgleichung eindeutig festgelegt. 

3. Die Eindeutigkeitsaussage bietet die Moglichkeit, Losungen zu raten: Eine geratene Lo­
sung, die die Differentialgleichung und die Anfangsbedingungen erfuUt, ist die gesuchte 
Losung (vgl. Aufgabe 7-2). 

4. In (8.6) erscheint die Losung x^(^t) aus (4.32) mit x/^(^-^) als langs der Zeitachse 

verschoben. Das ist moglich, weil die homogene Dgl nicht explizit von der Zeit abhangt, 
well sie autonom ist. 

5. Je nach vorliegender Dampfung, D > 0 bzw. ^̂  > 0, klingt der Losungsanteil x/̂  (/), also 

der Einfluss der Anfangsbedingungen mehr oder minder rasch ab, vgl. Abschnitt 8.1.2. 

8.1.2 Einschwingvorgang 

Sei in (8.1) die Erregerkraft F^ (/) harmonisch, vgl. (6.3). Dann lautet (8.6) mit x^ [t) nach 

(6.31)-(6.34) 

^ = ,-^Ho) {xQ-XpQJcosco[t-tQ)-\-- ^ ^sm^(/-/QJ 

(8.7) 

-^—Vi{?j)cos{nt-a), 

W O 

XpQ=^-Vi{ri)cos{QtQ-a), X^Q = - ^ y - ^ i ('7)sin(/2?o-a). (8.8) 

Bild 8-1 zeigt zu angenommenen Parametem einen Einschwingvorgang x(/) gemaB (8.7). 

Innerhalb der Einschwingdauer ist der erzwimgenen Schwingung x„ (?) die freie X;, (/) il-

berlagert, vgl. (8.3), (8.4) und (8.6). 
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Bei vorhandener Dampfung (Z? > 0, also D > 0, S > O) klingt die freie Schwingung exponen-

tiell - also asymptotisch fur / ^ oo - ab; das Einschwingen dauert (theoretisch) unendlich 
lange. (In Bild 8-1 wurde 5 recht groB gewahlt, sodassx/^ nach kurzer Einschwingdauer 

innerhalb der Strichstarke liegt.) In realen Systemen stets vorhandene Coulombsche Rei-
bungsanteile bewirken abbrechende Einschwingvorgange. Die Einschwingdauer ist bei prak-
tischen Problemen deshalb endlich, meistens aber nicht genau erfassbar. Am Ende des Ein-
schwingvorgangs verbleibt die (stationare) erzwungene Schwingung (ggf. auch die Gleich-
gewichtslage, vgl. Aufgaben 8-3/4). 

Des Aufwandes halber berechnet man haufig nur die Partikularlosung Xp {t) und verlasst 

sich darauf, dass die "stets vorhandene kleine Dampfung" fur das Abklingen der Eigen-
schwingung x/̂  (f) sorgt. (Das gilt jedoch nicht immer: bei einer rotierenden Welle kann die 
"innere" Werkstoffdampfung anfachend wirken; vgl. auch das System aus Abschnitt 4.6.3.) 
Weglassen von xj^ (/) bedeutet nach (8.5) die Wahl der Anfangsbedingungen 

^0 = ^p [k) und VQ = Xp (fo). (8.9) 

(Weglassen von x/̂  (/) bedeutet also nicht, dass ^ew^ Anfangsbedingungen vorgegeben wur-

den.) Bei Rechnungen mit dem Faltungsintegral (6.48) kann man den Anfangszeitpunkt 
/Q =^^ ^ - ° ^ schieben, um sicher zu gehen, dass (bei Z)>0) alle Einschwingvorgange 
abgeklungen sind (Aufgabe 8-5). 

Einschwingzeitraum 
Bild 8-1 
Einschwingvorgang 
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8.2 Anlauf einer Erregung 

8.2.1 Voriiberlegungen 

Sowohl in der Schwingungslehre als auch in der Maschinendynamik werden die Grundbeg-
riffe der erzwungenen Schwingungen an Hand von Schwingem bzw. von Modellen entwi-
ckelt, die mit (vorgegebener) fester Frequenz erregt werden. Hierzu gibt es Standarduntersu-
chungsmethoden, man gewinnt allgemeine Aussagen, wie wir schon einige kennen gelemt 
haben. Bei experimenteller tJberpriifung muss man sicherstellen, dass die Annahme eines 
gleichfbrmigen Rundlaufs des Phasenwinkels (p{t^ und einer festen Amplitude trotz der 

Ruckwirkung des Schwingers aufden Erreger geniigend genau erfullt sind. (Vor der Untersu-
chung des aus Erreger und Schwinger bestehenden dynamischen Systems scheut man an 
dieser Stelle zunick, weil der dazu erforderliche Aufwand zu hoch ist.) 

Unabhangig von eventueller Riickwirkungen fragen wir uns, wie sich ein Schwinger 

mx^-bx + kx = F^cos(p{t) (8.10) 

verhalt, wenn die momentane Erregerfrequenz 

Q = (p{t) (8.11) 

nicht konstant ist, sondem sich mit der Zeit andert, weil der Erreger anlauft oder die Maschi-
ne eine Drehzahlanderung erfahrt. 

Die Anderung der Erregerfrequenz beginne zur Zeit /Q mit einer gegebenen Winkelbeschleu-

nigung 

(p^n^s{t) (8.12) 

fur ^ > /Q . Ausgangspunkt der Anderung seien die vorgeschriebenen (Anfangs-) Bedingun-

gen 

Gewinnt man (p{t) aus der Dgl (8.12), zum Beispiel numerisch, und setzt es auf der rechten 

Seite von (8.10) ein, kann man auch diese Dgl - parallel zu (8.12) - numerisch losen. Dabei 

ist eine geringe Anzahl von Systemparametem von Vorteil. Mit co^ = 4klm , 

D = y(27^), V gl. (5.2), (5.3), und der dimensionslosen Zeit 

/ := coQt, X = dx/dt = CDQ dx/dt =: COQ x (8.14) 

sowie 

x\^xj[Fjk^, Q\-^Qlco^, 6\^slcol (8.15) 

lauten (8.10) und (8.12) 
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oo o 

x+2Z)x+x = cos^(f), 

o 

(8.16) 

(8.17) 

8.2.2 Berechnen einer Einhiillenden 

Erwtinscht ist die Losung x(f) in einer Form, die - obwohl nur numerisch bestimmt - leicht 

interpretierbar ist. Dazu schreiben wir (8.16) analog zu (6.3), (6.4) komplex: 

| + 2 Z ) | + x = e'̂ '̂ (^). (8.18) 

Das Vorgehen in Abschnitt 6.2.2 legt den Ansatz 

x = x ( f ) > ( ' > " ( ' ^ ) (8.19) 

nahe. Fur reelles x ( f )>0 und a{t) = 0 steht hier auf der rechten Seite der Drehzeiger 

exp(7^( / ) j , der um die Zeitachse t in einem "Schlauch" vom Radius x(f) umlauft. (So-

lange die Beschleunigung e[t) klein bleibt, ^/<2)Q <̂  1, werden sich x(f) und a[t) nur 

langsam andem.) Der Schlauch bildet eine Einhullende der Schwingung x{t). 

Die Funktionen x(/) und a(t^ lassen sich am einfachstenberechnen. Sei 

dannlautet(8.19) 

x-XeJ'P. 

Einsetzen von x gemaB (8.21) in (8.18) liefert, nach Herauskiirzen von exp(7^), 

(8.20) 

(8.21) 

X+2 D + j(p X+ \-(p + 2Dj(p+j(p X = l. (8.22) 

Bei den Anfangsbedingungen unterscheiden wir die Anfahrt aus dem Stillstand und die Be­

schleunigung (oder Verzogerung) aus dem stationaren Lauf mit î Q ab dem Zeitpunkt Q̂ , 

vgl.(8.13). 

Fiir die Anfahrt aus dem Stillstand gelten die Anfangsbedingungen 

^0=^(0 ) = 0, 4 = i 2 ( 0 ) = 0, l o = l ( 0 ) = l, l o = l ( 0 ) = 0. (8.23) 

Diese Bedingungen sind so gesetzt, dass zum Zeitpunkt f = 0 am System Gleichgewicht 
herrscht, vgl. (8.16), (8.18), (8.21). 
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Im zweiten Fall ist der Endpunkt IQ des stationaren Laufs gleich dem Anfangspunkt IQ des 

instationaren. Also miissen - komplex! - iibereinstimmen, vgl. (6.36), 

(o\ ^ o (8.24) 

Mit den Anfangsbedingungen (8.23) oder (8.24) kann man die Dgln (8.17) und (8.22) ge-
meinsam numerisch losen. Dazu miisste man die komplexe Gleichung (8.22) als gekoppeltes 
System aus ihren Real- und Imaginarteilen schreiben. Bei Verwendung von Matlab geschieht 
das im Rechenprogramm. 

Kennt man J^(/) numerisch, folgt aus (8.20) 

x(/) = |x | , a ( / ) = -Arg (x ) , (8.25) 

in Matlab: a = -angle(Xj. Die Funktion x(/) ist die gesuchte Einhullende, der Winkel 

a{t) gibt die Phasenlage relativ zur Erregerphase (p{t^ an. Projektion von x(/) auf die 

reelle Achse liefert 

x(/) = x(t)cosi^(p(t)-a(t)). (8.26) 

8.2.3 Erregeranlauf mit Resonanzdurchfahrt 

Auf ein zunachst stillstehendes System wirkt wahrend einer Anlaufzeit 0<t <T^ die Be-

schleunigung 

s^sot/ f^. (8.27) 

Im Anschluss lauft der Erreger mit der bei t -T^ erreichten Winkelgeschwindigkeit 

n^ = SQ f^ 12 . Gegeben sind die Parameter D = 0.05, f^= 600, s^ = 0.005. 

Zur Losung (mit Matlab) werden die Dgln (8.17), (8.22) als System erster Ordnung geschrie-
ben, vgl. (4.45) - (4.47): 

Mit 

T 

/ = (/l,/2,/3,/4f:=l^(0'A/3,1 

f^:=\-2{D + j n)X-{\- ff- +2D j n + j s{t"j\X, 

(8.28) 

lautet es 
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u = f{uj). (8.29) 

Dazu gehoren die Anfangsbedingungen (8.23): 

w(0) = (0,0,0, l )^ . 

Bild 8-2 zeigt fur das Zeitintervall ^<t =C0(^t < 700 (entspricht etwa 110 Perioden der Ei-

genschwingung) a den Verlauf von s{t),h den Verlauf von i2(f) , c den Verlauf von x(/) 

sowie die Einhiillenden ±x(f) . Die Erregerfrequenz Q^co^Q erreicht die Eigenfre-

quenz co^ bei «f = 490, vgl. die vertikalen strichpunktierten Linien in Bild 8-2b und c. Am 

Ende des Anlaufs, bei T^ = 600 liegt i7um 50 % iiber der Eigenfrequenz (gestrichelte Verti­

kalen). 

700 

Bild 8-2 
Erzwungene Schwingung: 
Anlauf und Resonanz-
durchfahrt. a Winkelbe-
schleunigung s{t), 

b Winkelgeschwindigkeit 

0[t), c Auslenkung 

x[t) und Einhiillende 

±x(0 

In Bild 8-3 wurden die Einhullende x(/) und der Phasenverschiebungswinkel a (J) uber 

der momentanen Frequenz {2{t) und, zum Vergleich, die (stationare) VergroBerungsfunktion 

Vi(n] sowie der Phasenverschiebungswinkel cifWi?) nach (6.30) bzw. (6.32) aufgetragen. 

Uber gut die Halfte des betrachteten Zeitintervalls, solange i5 ( / )<0 .5 , folgt x[t) nahezu 

quasi-statisch der anlaufenden Oszillation von F^ ( / ) . Bei Annaherung von D an den Reso-

nanzbereich, i5 « 1 , erscheint die Reaktion des Systems gegeniiber dem stationaren Verhal-
ten verzogert, die Erregung braucht Zeit, um dem Schwinger Energie zuzufiihren. Da die Zeit 

fehlt, bleibt x(/) unterhalb der Resonanzspitze von Vi. Andererseits enthalt der Schwinger 

kurz oberhalb i2 > 1 noch mehr Energie als es dem stationaren Lauf entspricht. Die steckt, 
aus einer Sicht ahnlich Abschnitt 6.3, in einer beim Resonanzdurchgang "angestoBenen" 
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Eigenschwingung. Die Schwingung x(/) setzt sich in diesem Frequenzbereich also aus der 

mit /2(/)><2?Q erregten Schwingung und der (abklingenden) Eigenschwingung mit einer 

Frequenz « CDQ zusammen, es entsteht eine Schwebung, s. Abschnitt 1.4.3, mit der Differenz-

frequenz co^ =Q-co^. Wachst i?(?) mit / weiter, nimmt die Schwebungsfrequenz zu, 

deren Amplitude jedoch wegen der schwindenden Eigenschwingung ab. 

Die Bild 8-3 a und b zeigen die Unterschiede zwischen instationarem und stationaren Lauf 
besonders deutlich. Nur bei sehr langsamer Resonanzdurchfahrt - wenn dem System Zeit 

zum Einschwingen bleibt - , werden VAQJ und aAn\ nachgefahren. Bei rascherer Durch-

fahrt wird die Resonanzspitze von V\ nicht erreicht, der Bereich groBer Ausschlage erscheint 

in Richtung der Beschleunigung verschoben, bei kleinem Dampfungsgrad D konnen recht 

weit auBerhalb i7 = 1 noch groBe Amplituden auftreten. 

10 

8 

6 

4 

2 

A 

a / 
/ \r\ ~ ~ 

0.5 1 Q 1.5 

1 Q 1.5 

Bild 8-3 
Erzwungene Schwingung: Anlauf und Resonanzdurchfahrt 
von stationaren und instationaren Verlaufen (dicke bzw. 
diinne Linie). a VergroBerungsfunktion Vy und Einhiillen-

de X , b Phasenverschiebungswinkel â  und a 

8.2.4 Anlauf bei Unwuchterregung 

Bei der Riittelmaschine aus Kapitel 2 seien die Transportbolzen T entfemt, die Fedem haben 
die Gesamtsteifigkeit k, sie werden um einen Dampfer mit der Konstanten b erganzt. Die 
Unwuchtrader laufen mit (pi (/) = (p2 (/) = ^ ( 0 g^i^^^ ^^^ Uberlegungen in Abschnitt 8.2.1 
an. Die Bodenplatte moge zunachst nicht abheben. Wie lauft die Riittelmaschine an? (Zusatz-
frage: Zu welchem Zeitpunkt t^ wird die Bodenpressung erstmals gerade aufgehoben?) 
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Die Bewegungsgleichung 

Zunachst brauchen wir eine Bewegungsgleichung. Die Auslenkung x, nach oben positiv, s. 
Bild 8-4, wird gegeniiber der statischen Ruhelage gemessen. Die Fedem sind dann bereits 
durch das Gewicht 

G = {m2+2m^)g urn x,f^f=-G/k (8.30) 

ausgelenkt. 

Wir stellen die Bewegungsgleichung fiir x(/) nach Lagrange auf. Dazu braucht man die 

kinetische Energie T, das Potential U und die Rayleighsche Dissipationsfunktion R, ausge-

druckt durch x, x und bekannte Funktionen der Zeit; hier ist das (p[t). 

Mit den Unwucht-Geschwindigkeiten 

^xu -(•^ + ̂  + ̂ i/)* ={x-\-h-\-rcos(py = x-r (psirKp, 

yu 
j^=(rsin^)* • r (pcos(p 

erhalt man die kinetische Energie 

1 2 
r = — ^2 X +2 

^. 

-—m2X +2 1 / 2 2 2 \ 
— mAx -2xr(psm(p + r (p I 

(8.31) 

(8.32) 

'V-^\l^\>irJ Bild 8-4 

Das Potential, bezogen auf die entlastete Feder, lautet 

1 2 
t/ = - ^ ( x + 5̂ ^̂ )̂ +G(x + x̂ ^̂ )̂ + 2m^grcos^ . 

Fiir die Dissipationsfunktion gilt 

R^-hx^, 

(8.33) 

(8.34) 

Die Lagrange-Gleichung (C.25) lautet mit q = x\ 
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4 ^ V - + - + - = 0. (8.35) 
dt\dx) dx dx dx 

Einsetzen von 7, U, R aus (8.32) - (8.34) ergibt 

[m2+2mj^)x-\-bx-\-kx = 2m^ri^sm(p-\-(p cos^j; (8.36) 

das Gewicht G hebt sich wegen (8.30)2 heraus. 

In dimensionsloser Form, mit 

(DQ =k/(^m2-\-2m^), t=(DQt, 2D(DQ=b, x = x2m^rl{m2+2m^^, (8.37) 

lautet (8.35), vgl. (8.14) bis (8.16) 

x+2Dx+x = issm(p + £2 cos^j. (8.38) 

Die komplexe Form der Bewegungsgleichung 

Parallel zum Ubergang von (8.16) zu (8.18) folgt hier aus (8.38) 

1 + 2 D | + X = in^ -jsV-^'^^^y (8.39) 

DerAnsatz x = Xexp(7^) liefert 

X+2[D + jn)x+{\-n^+2Djn + js\x^i^^-J6\ (8.40) 

Wenn man - ahnlich wie in Abschnitt 8.2.2 - aus dem Stillstand (/Q = O) anfahren will, kann 

man aus (8.23) 

^Q=^(0) = 0, i7o=i2(0) = 0, 1 = 1 ( 0 ) = 0 (8.41) 

aus (8.23) iibemehmen. Ein stoBfreier Anlauf des Schwingers erfordert jedoch, falls 
£^(0)^0, 

l o = 1 ( 0 ) = -7^(0) . (8.42) 

Das ubrige Vorgehen entspricht dem von Abschnitt 8.2.2. 

8.3 Aufgaben 

Aufgabe 8-1: Schreiben Sie mit (8.5) die Bestimmungsgleichungen fur A^, A^ an, losen Sie 

sie, setzen Ihr Ergebnis in (8.4) ein und bringen es auf die Form (8.6). 

Aufgabe 8-2: Die Losung (5.27) legt zu den Anfangsbedingungen (8.2) die Form x/̂  ( ^ -^ ) 

nahe, wobei in (5.27) XQ ̂  XQ - x^ (fg), ^o ̂  ^0 ~ ̂ p (^) g^setzt wird. Zeigen Sie, dass die 

so "geratene" Losung die gesuchte Losung ist. 
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Aufgabe 8-3: Nehmen Sie an, dass die Fedem der Exzenterpressen bei der Montage (beweg-
liche Maschinenteile arretiert) gerade entspannt waren, die Stiitzklotze zur Zeit ^ = 0 plotz-
lich weggeschlagen werden und damit das Gewicht mg in (4.26), (4.27) wirksam wird. Be-
rechnen Sie x(f) unter der Annahme verschwindender Bodenauslenkung, u = 0. 

Aufgabe 8-4: Wie verlauft der "Fall" der Exzenterpressen von Aufgabe 8-3, wenn bei aufge-
stiitzten Maschinen zwischen Feder und Federabstiitzung ein (kleiner) Spalt der Hohe h vor-
liegt? 

Aufgabe 8-5: Sei Xp (/) durch das Faltungsintegral (6.48) gegeben. Welche Anfangsbedin-

gungen (8.8) erfullt es? 

Aufgabe 8-6: Auf einen zunachst ruhenden Schwinger (XQ = 0, VQ = O) wird eine Erregung 

F^cosHt aufgeschaltet, vgl. (8.1). Zu welchem Zeitpunkt ^*(>0) muss die Erregung auf 

den Schwinger gegeben werden, damit moglichst geringe freie Schwingungen angestoBen 
werden? 

Aufgabe 8-7: Was ware in Aufgabe 8-6 ein sehr ungiinstiger Einschaltzeitpunkt f** ? 

Aufgabe 8-8: Fiir einen Schwinger nach (8.1) sei der Einschwingvorgang zur Zeit t -0 be-

reits abgeklungen (vgl. Bild 8-1). Wann (̂ * = ?) muss man abschalten, damit freie Schwin­

gungen klein bleiben? 

Aufgabe 8-9: Uberpriifen Sie die Anfangsbedingungen (8.23) und (8.24). 

Aufgabe 8-10: Setzen Sie ausgehend von Gleichung (8.36) unter der Annahme, dass x(/) 

bekannt ist, eine Gleichung fur die Bodenkraft F^ (/) an, vgl. Bild 2-5. 

Aufgabe 8-11: Verifizieren Sie die dimensionslose Form (8.38) der Bewegungsgleichung 
(8.36). 

Aufgabe 8-12: Kontrollieren Sie den tJbergang von (8.39) zu (8.40). 

Aufgabe 8-13: Lesen Sie die Bedingung (8.42) fur stoBfreien Anlauf aus den vorangehenden 
Gleichungen ab. 

Aufgabe 8-14: Schreiben Sie parallel zu (8.28), (8.29) die Dgln (8.17) und (8.40) als Diffe-
rentialgleichungssystem 1. Ordnung an. 

Aufgabe 8-15: Entwickeln Sie ein Matlab-Programm zum Losen der Dgl aus Aufgabe 8-14. 

Aufgabe 8-16: Arbeiten Sie die numerische Losung aus Aufgabe 8-15 in die Gleichung fur 
die Bodenkraft F^ aus Aufgabe 8-10 ein (Abspaltung (8.30)2 beachten!) und berechnen Sie 
- zu gewahlten Parameterwerten - den Abhebeaugenblick t^ . 

Aufgabe 8-17: Formulieren Sie, analog zu (8.24), die Anfangsbedingung fur einen unwucht-
erregten Schwinger, der bis zum Zeitpunkt t^ stationar betrieben wird, und dessen Erregung 

sich ab Q̂ beschleunigt. 
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IV Rotorschwingungen 

In den folgenden drei Kapiteln 9, 10 und 11 behandeln wir einige Schwingungsaufgaben, die 
bei Maschinen mit rotierenden Wellen - man spricht von Rotoren - haufig vorkommen. Um 
die tJberlegungen ubersichtlich zu halten, wahlen wir flir die Rotoren moglichst einfache 
Modelle. Einfuhrendes Beispiel ist die mit einer Einzelmasse oder Einzelscheibe besetzte 
Welle. 

9 Der starr gelagerte Rotor mit einfacher Durchbie-
gung 

9.1 Aufgabenstellung 
Der Verdichter, den Bild 9-1 im Schnitt schematisch zeigt, soil auf Schwingungen seines 
Rotors untersucht werden. Diese Aufgabe stellt sich zum Beispiel wahrend der Konstruktion: 
Man will wissen, welche Schwingungen man zu erwarten hat, will vielleicht gezielt Ande-
rungen gegeniiber einer Vorgangeranlage durchfiihren, will konstruktiv Eingriffsmoglichkei-
ten vorsehen, um nachtraglich Schwingungen beeinflussen zu konnen, falls sie sich - nach 
dem Bau der Maschine - als zu stark erweisen. Ist die Maschine bereits gebaut, so muss man 
Schwingungen - messend und rechnend - untersuchen, wenn sie zu stark schwingt, muss 
man nach den Ursachen, Erklarungen und nach AbhilfemaBnahmen suchen. 

Bild 9-1 
Verdichter 

9.2 Modell 
Die Maschine nach Bild 9-1 ist offensichtlich Teil eines Maschinensatzes, steht wahrschein-
lich mit der Antriebsmaschine auf einem gemeinsamen Fundament. Falls die Kupplung zum 
Antrieb relativ weich - im Vergleich zur Steifigkeit der Wellenzapfen ist und die Lager (ande-
rerseits) sehr viel steifer als die Wellenzapfen sind, konnen wir die Wechselwirkung zum 
Antrieb vemachlassigen und starre Lager annehmen (auch die Nachgiebigkeit des Olfilms 
muss klein sein!). Weiter lassen wir auch die Krafte an den Dichtungen auBer Acht und neh-
men an, dass Gaskrafte auf die Verdichterschaufeln - selbst beim schwingenden Rotor - in 
jedem Augenblick ausgeglichen sind. Die Schaufeln sollen mit dem Rotorballen als starrer 
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Korper schwingen. (Die Reihe dieser Annahmen zeigt nur, wie gewagt das unten angegebene 
Modell schon im Hinblick auf das Freischneiden - die Wechselwirkung mit der Umgebung -
ist. 

^ n ^ . 
rHh—Tl. .. 
^ Bild9-2 

Rotor in starren Lagern 

Bild 9-2 zeigt den im Sinne obiger Annahmen frei geschnittenen Rotor. (Dabei sei die Schau-
felmasse zur Ballenmasse addiert.) Wir vereinfachen jetzt weiter, nehmen an, dass sich der 
Rotorballen praktisch nicht verformt, dass die gesamte Nachgiebigkeit von den Wellenzapfen 
- den dunneren Rotorteilen in Bild 9-2 - herruhrt. 

Wir wahlen dann als Ersatzsystem fur unseren Rotor die auf einem elastischen Balken sitzen-
de einzelne Punktmasse nach Bild 9-3, die sich in der Blattebene vertikal und senkrecht zur 
Blattebene bewegen kann (Bild 9-2). Mit der Wahl einer Punktmasse als Modellkorper haben 
wir auch alle Dralleinfliisse vemachlassigt. 

Der groBeren Anschaulichkeit halber zeichnet man das Ersatzsystem nach Bild 9-3 gem mit 
einer Scheibe als Rotorkorper. Damit man dann in keinen Anschauungskonflikt mit der Ver-
nachlassigung der Dralleinfliisse durch Kippen der Scheibe um die Achsen in der Scheiben-
ebene kommt, setzt man die Scheibe in die Mitte zwischen die Lager und spricht von der 
mittig besetzten Welle oder auch Laval-Welle, vgl. Bild 9-4. 

A 

Balken 

^ 

Punktmasse 

V7Z 
Bild 9-3 
Rotor Ersatzsystem 

Bild 9-4 
Laval-Welle 

In Bild 9-4 ist die Scheibe auch gleich ausgelenkt gezeichnet. Es bedeuten: 

O - Schnittpunkt der Lagerverbindungsgeraden AB mit Scheiben(mitte)ebene 

W - Wellendurchstofipunkt (liegt auf O bei ungebogener gerader Welle) 

x,y - Koordinaten von W bei ausgelenkter (gebogener) Welle; auch horizontal bzw. 
vertikale Wellen-(oder Rotor-)Auslenkung genannt 

S - Scheiben-(oder Rotor) Schwerpunkt 

r^ - Exzentrizitat {mr^ - Unwucht, m - Masse) 

i ? - Drehfrequenz 

(p - Drehwinkel {^(p\= Qt) 
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9.3 Bewegungsgleichungen 
Wir erfassen die Wellen- oder Rotorbewegung durch die in Bild 9-4 eingefuhrten Koordina-
ten X, y. Das Modell hat damit den Freiheitsgrad 2, wir brauchen zwei Bewegungsgleichun­
gen. 

Bild 9-5 zeigt die von der Welle freigeschnittene Scheibe mit den (Schwer-
punkt-)Hilfskoordinaten 

Xs=x + r^cos(p, y,=y + r^sm(p, (9.1) 

den d'Alembertschen Kraften mx^my^, den (Ruckstell-)Kraften F^,Fy von der Welle auf 

die Scheibe (Masse) und dem Gewicht G - mg. Die Gleichgewichtsbedingungen lauten 

mx,+F^=0, my,-\-Fy-\-G = 0. (9.2) 

Mit (p = Qt und (9.1) erhalt man 

2 
mx + F^ =mr^n cos Qt, 

2 

my-\-F =-G-\-mr^O sin/2/. 

Die Masse m und die Krafte F^.Fy werden in den drei folgenden Abschnitten ermittelt. 

(9.3) 

Bild 9-6 
Schwingende Masse des Rotors 

9.3.1 Rotormasse 

Welches m, welche Rotor-(oder auch Wellen-)Masse muss man in die Gin (9.3) einsetzen? 
Eine Antwort ist: die (mit)schwingende Masse. Wie man sie systematisch gewinnen kann, 
iiberlegen wir uns unten. Meistens und vor allem bei tJberschlagsrechnungen wahlt man die 
in m zu berucksichtigenden Rotorteile per Anschauung oder gemdfi Erfahrung. Bei dem 
Rotor nach Bild 9-2 konnten es zum Beispiel die in Bild 9-6 schraffierten Telle sein. (In die-
sem Fall wurden die Wellenenden auch nicht viel zur Masse beitragen.) Man berechnet dann 
diese Masse. (Falls es den Rotor bereits gibt, kann man ihn auch wiegen und die Wellenend-
teile abziehen.) 

Bild 9-5 
Freigeschnittene Rotor-Scheibe 
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Ein systematisches Vorgehen, das auf Energieuberlegungen beruht, zeigen wir anhand von 
Bild 9-7. Dort ist fur die horizontale Ebene durch die Rotorachse eine Auslenkung w(<^,f) 

- eine momentane Biegelinie - der Welle gezeichnet. Es gelten C, - Langskoordinate, / -
Zeit, L - Wellenlange (greift evtl. uber Lagerspanne hinaus, falls dort groBe Massen vor-
kommen; wir setzen 0 < ^ < L ) , x - Auslenkung in x-Richtung gemaB Bild 9-4 und Bild 9-5. 

Wir nehmen hier an, dass dies die Auslenkung am Schwerpunkt S des starr gedachten Rotors 
ist. 

-L-

Bild9-7 
Momentane Wellen-Biegelinie 

Fiir die Biegelinie w(<^,r) setzen wir an 

w{^j) = W{^yx{t). (9.4) 

Die Funktion ^(<^) - die Form der Biegelinie - nennt man auch Formfunktion. Diese Funk-

tion muss man schdtzen - also wahlen! Im einfachsten Fall kaim man zum Beispiel eine 
Parabel ansetzen, die durch die Lager A und B geht: 

W{^) = C^{L-C) (9.5) 

und C wahlt man so, dass am Schwerpunkt bei ^ -Is gilt 

W{h) = \. (9.6) 

Man erhalt 

wi^y. h{L-h)' 
(9.7) 

Andere Schatzimgen erfordem mehr Mtihe (z. B. kann man W{^^) proportional zur Biegeli­

nie infolge Eigengewicht wahlen). 

Man verlangt nun, dass die mit m und x angeschriebene kinetische Energie dieselbe ist wie 
die der gebogenen Welle: 

-mx''=-\n{^)w''{C,t)d^. (9.8) 

Bei den Finiten Elementen (FE) wahlt man lokale Formfunktionen, siehe [56]. 
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Darin ist // die Massenbelegung 

fi{^) = pA{<;y, (9.9) 

p-Dichte, A = r TT-Flache, r = r[^)-Radius 

Setzt man (9.4) in (9.8) ein, so kann man wegen w(^,f) = x - ^ ( ^ ) beide Seiten durch 

X 12 dividieren und erhalt 

m=\pA{^)W^{^)d^. (9.10) 

Man sieht: Wenn man eine Vorstellung von der Formfunktion (oder Biegelinie) ^ ( ^ ) hat, 

kann die Masse uber den Rotor beliebig verteilt sein. Die schwingende Masse oder Ersatz-
masse m weicht unter Umstanden stark von der wahren Masse ab; /̂  gibt (nur) an, wo man x, 
y misst. 

9.3.2 Rotorsteifigkeit 

Die in den Bewegungsgleichungen (9.3) auftretenden Krafte F^.Fy zwischen Welle und 

Rotor (vgl. Bild 9-5) sind in Bild 9-8 so eingetragen, wie sie auf die Welle wirken und wir 
nehmen an, dass sie am Rotorschwerpunkt auf die Welle wirken. 

Von der Welle her gesehen sind diese Krafte erforderlich, um die Welle elastisch zu verfor-
men und um etwa vorhandene innere Ddmpfungen (oder Reibungen) zu iiberwinden. Zusatz-
lich wollen wir in F^ und F jedoch auch Krafte aufnehmen, die von auBen - iiber das Ar-

beitsmedium - auf den Rotor wirken. (Wir werden daftir unten dufiere Ddmpfungen anset-
zen.) 

FA 

Bild 9-8 
Schnittkrafte Welle - Rotor 

Bild 9-9 
Wellenverformung in horizontaler 
Rotorebene 

Bild 9-10 
Lineares (Verformungs-) 
Gesetz 

In diesem Abschnitt sollen nur elastische Verformungen beriicksichtigt werden. Bild 9-9 zeigt 
die Verformung in der horizontalen Rotorebene (ein entsprechendes Bild gilt fur die vertikale 
Ebene). 

Fiir die hier vorliegenden kleinen Auslenkungen kann man ein lineares (Hookesches) Gesetz 
annehmen (vgl. Bild 9-10): 
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F^ =kx. (9.11) 

Die Wellensteifigkeit k gewinnt man in der Regel mit Hilfe von Balken-Biegelinien aus einem 
Taschenbuch [2] (oder mit einem Rechnerprogramm). 

Bild9-ll 
Welle mit konstanter Biegestei-
figkeit 

Qi 

EI 

) M 

0 C . .s 
Bild9-12 Bild9-13 
Balken-SchnittgroBen Momentenlinie unter Einzellast 

Im einfachsten Fall, bei einer Welle mit konstanter Biegesteifigkeit EI (vgl. Bild 9-11) be-
rechnet man die Durchbiegung bei ^ = /̂  zu 

3EIL 

und erhalt durch Vergleich mit (9.11) die Steifigkeit k ZM 

3EI L 

l^L-ls) 2 ' 

(9.12) 

(9.13) 

Die meisten Maschinenwellen haben jedoch keinen konstanten Durchmesser, sie sind mehr-
fach abgesetzt (s. unten). Auch dann kann man (9.13) benutzen, um iiberschlaglich einen 
groben Anhaltswert fur die Steifigkeit zu gewinnen; zum Beispiel um zu entscheiden, ob die 
Lager(bocke) im Vergleich dazu weich oder hart sind (s. Abschnitt 9.2). 

Bei einer abgesetzten Welle kann man k - wie m in Abschnitt 9.3.1 - wieder iiber eine Ener-
giebetrachtung gewinnen. 

Bild 9-12 zeigt das Biegemoment M(<^,/) und die Querkraft Q[(^,t) an einem Balken mit 

der Biegesteifigkeit ^ / = £ ' / (^) . Sei w(^,/) die Biegelinie. Dann gilt die Biegedifferential-

gleichung (^w' = dw/d(^ usw.): 

EIw" = -M. (9.14) 

Die in einem gemaB w[(^,t) gebogenen Balken steckende potentielle Energie erhalt man aus 

Epot--\El{C)i^^"{C.t)\ d^. (9.15) 

Mit (9.14) kann man hierfur auch schreiben 
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L ^A \\M\^^t) 
pot- r^] ^i(r\ ^ ~^potv)' (9.16) 

Diese Energie muss (zu jedem Zeitpunkt /) gleich der durch die schraffierte Flache von Bild 
9-10 wiedergegeben sein: 

72 

^pot — i<^^ (9.17) 
2 2k 

Unabhangig von den Wellendurchmessem erzeugt die Last F^ in der Welle nach Bild 9-9 

eine Momentenlinie, wie in Bild 9-13 gezeigt: 

M{^,t) = F,{t)-M{^), (9.18) 

W O 

M(0 = 

iL-L) 

|(l-C)fiSr/,<C<I. 
(9.19) 

Setzt man die rechte Form von (9.17) gleich E^^^ nach (9.16), so erhalt man mit (9.18) 

(9.19) 

2 k 2 ' IEI{C) 
dC, (9.20) 

und (nach Division durch F^ 12): 

L J ^2 l__\M^{C) 
k J d^. (9.21) 

Das rechts stehende Integral wird man im allgemeinen abschnittsweise numerisch auswerten. 

Man setzt, vgl. Bild 9-14, 

(9.22) 

wobei im Zahler die entsprechenden M (< )̂ eingesetzt werden miissen. Da diinnere Wellen-

teile an die starkeren nicht starr anschlieBen, verlangert man die ersten oft zu Lasten der 
zweiten, vgl. die /* in Bild 9-14 oben (in Bild 9-14 wurde unter 30° abgeschragt*). 

Natiirlich kann man das heute mit Hilfe von Finiten Elementen auch genauer berechnen. 
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Bild9-14 
Mehrfach abgesetzte Welle 

Alternative Vorgehensweise 

Vergleichtman E ^^ -k x 12 aus (9.17) mit E^^^ aus (9.15), 

(9.23) 

und setzt hier w[(^,t) = W[(^) • x(/) gemaB (9.4) ein, so erhalt man anstelle von (9.21) fur die 

Steifigkeit k den Ausdruck 

L 

k=JEl{C)[W"{C)fdC. (9.24) 
0 

Setzt man hier fur W[(^) die Biegeform ein, die der Momentenlinie (9.18) entspricht, liefem 

(9.21) und (9.24) dieselbe Steifigkeit k (Ubungsaufgabel). 

Hinweis 1: Auch (9.24) muss analog zu (9.21), (9.22) abschnittsweise ausgewertet werden. 

Hinweis 2: Arbeitet man mit m nach (9.10) und k nach (9.24) - beide Male mit demselben 

W[(^) - , so spielt die Schwerpunktlage keine Rolle. Man hat sein System mit dem Ansatz 

(9.4) diskretisiert - das kontinuierliche Gebilde durch eins vom Freiheitsgrad 1 - ersetzt. 

Hinweis 3: Setzt man fur ^(<^) eine Eigenschwingungsform an - wir kommen spater darauf 

zu sprechen -, so gelangt man mit (9.10) und (9.24) zu einer strengen Losung. (Falls es nicht 
die Eigenschwingungsform zur tiefsten Eigenfrequenz ist, hat man nicht viel davon.) 

9.3.3 Dampfungen 

9.3.3.1 Allgemeine Uberlegungen 

In Kapitel 5 haben wir am Beispiel des Feder-Masse-(Dampfer)-Schwingers gesehen, dass 
Federsteifigkeit und Masse die Eigenfrequenz bestimmen. Mit der Eigenfrequenz lagen dann 
im Kapitel 6 (und 7) die Resonanzbereiche fest, die man vermeiden muss. Diese Aussagen 
gelten recht allgemein: Steifigkeiten (Steifigkeitsverteilungen) und Massen (Masseverteilun-
gen) legen die Eigenfrequenzen und Schwingungsformen fest (das werden wir noch untersu-
chen). 

Die Dampfung erscheint dagegen in Kapitel 5 von nachrangiger Bedeutung. Wesentlich ist 
es, dass die freien Schwingungen (die Eigenschwingungen) abklingen - und das tun sie an-
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scheinend fast immer. Der Dampfer entzieht ja - dem im iibrigen konservativen System -
Energie. 

Bei den erzwungenen Schwingungen (Kapitel 6 und 7) ist die Wirkung der Dampfung auBer-
halb der Resonanzbereiche schwach. In den Resonanzbereichen - wo sich elastische Krafte 
und Massenkrafte weitgehend oder vollstandig aufheben - begrenzt die Dampfung die Aus-
schlage. (Die Ausschlage werden gerade so groB, dass der Dampfer die vom Erreger zuge-
fuhrte Energie verzehrt.) 

Man braucht also die Dampfung (wie Reibung und Haftung). Da man - wie oben angedeutet 
- alle Einfliisse unter Dampfung zusammenfasst, die mit dem betrachteten System in (nicht 
zu starker) energetischer Wechselwirkung stehen, gibt es sehr viele Ddmpfungen (man spricht 
auch von Energiedissipation = Energiezerstreuung). 

Bewegt sich ein Gebilde, so gibt es Energie an das umgebende Medium (z. B. Luft) ab, uber 
Lager oder vermeintlich feste Einspannungen wandert Energie in die Umgebung, quietschen-
de Systeme strahlen Schall ab. Werkstoffe sind nicht ideal elastisch, sie haben innere Reibun-
gen, Fiigestellen reiben aufeinander. Aber auch zwischen dem Arbeitsprozess der Maschine 
und ihren Schwingungen entstehen energetische Wechselwirkungen, z. B. andem sich die 
Anstromwinkel bei Turbinenbeschauflungen, wenn der Rotor schwingt. 

Sind die Dampfungseinwirkungen groB im Verhaltnis zu den elastischen Kraften, z. B. bei 
plastischen Verformungen, muss man sie besonders untersuchen (sie heiBen dann auch an-
ders). Sind sie klein, nimmt man sie fast regelmaBig proportional zu einer (Relativ-) Ge-
schwindigkeit an, wie wir es auch mit dem Dampfer in Kapitel 4 taten. 

9.3.3.2 Aufiere Dampfung 

Wir unterscheiden bei unserem Rotor zwischen einer dufieren Dampfung und einer inner en. 
Die auBere soil die Wechselwirkung mit der Umgebung erfassen, die innere die Wirkung der 
Rotorverformungen. (Wir behandeln die innere Dampfung im nachsten Abschnitt separat.) 

Xy ^ / Bild9-15 
AuBere Dampfung 

Fiir die dufiere Dampfung setzen wir mit dem Koeffizienten h^ Bild 9-15 (vgl. auch Bild 

9-5) geschwindigkeitsproportional an: 
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Dabei lassen wir zum Beispiel den Einfluss der Rotordrehung auf die Wechselwirkung mit 
dem umgebenden Medium unbenicksichtigt. Auch fiir die Koeffizienten b^ kann man Ener-
giebetrachtungen wie in den Abschnitten 9.3.1 und 9.3.2 anstellen.) 

9.3.3.3 Innere Ddmpfung 

Die Beschauflung des Verdichterrotors nach Bild 9-1 ist, zum Beispiel, in geeigneten Nuten 
auf dem Rotor eingesetzt und verkeilt. Bei Rotorbiegungen reiben die SchaufelfiiBe am Rotor 
und verhindem damit eine rein elastische Rotorverformung, wie wir sie in Abschnitt 9.3.2 
angenommen haben. In ahnlicher Weise wirken andere Fiigestellen am Rotor (z. B. 
Schrumpfsitze) aber auch Gefugereibung im WQrkstoff (Werkstoffddmpfung). 

Die Wirkung all dieser im Rotor gelegenen Dampfungen fassen wir zu einer inneren Ddmp­
fung zusammen, die wir geschwindigkeitsproportional ansetzen wollen. Ganz sicher miissen 
wir sie dann proportional zur Verformungsgeschwindigkeit des Rotors ansetzen. Die erfasst 
man am einfachsten in einer mit dem Rotor umlaufenden Basis. Bild 9-16 zeigt neben der 

festen Basis e die um die Lagerverbindungslinie A-B mit (p = Ot rotierende Basis e ^R 

( \ T D / /? /? \ 

e^^ey) bzw.^ =\e^ .Cy j 
(9.26) 

7̂ 0 
(Die Bezeichnungen aus Anhang A.l, ^ fur dxQfeste und e fiir die rotierende Basis wiirden 

^R hier schwerfallig wirken. Der Basisvektor e^ = e^ wird hier nicht gebraucht.) 

Beziiglich e bzw. e lauten die Koordinaten des WellendurchstoBpunktes W in Matrix-
Schreib weise 

r = {x,yY b z w . r ^ = ( x ^ , / ) , (9.27) 

vgl. Bild 9-16 mit Bild 9-4. Damit lautet der Vektor 0 W der Wellenauslenkung, vgl. (A. 12), 

(9.28) OW = r=e^ r = e^ r^. 

Bild 9-16 
Auslenkungen und Krafte im umlaufenden Bezugssystem 
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D D 

Von der umlaufenden Basis e her gesehen sind zur Rotorverformung die Krafte F^ und 

F erforderlich: 

F^^kx^+biX^, 

F^^kx^+biJ;^. 
(9.29) 

Darin ist k die in Abschnitt 9.3.2 berechnete Rotorsteifigkeit und bi ist der Koeffizient der 

inneren Dampfung (elastische Kraft und Dampfungskrafte wirken parallel, vgl. Bild 4-3, Bild 
4-5,Bild5-lusw.). 

Mit 

^^=(F/,F/)^ (9.30) 

und (9.27) lautet (9.29) in Matrixschreibweise 

F^ =kr^+bir^. (9.31) 

Fasst man auch die auf die feste Basis e bezogenen Krafte F^.Fy, in der Orientierung von 

Bild 9-8, als Spaltenmatrix zusammen, 

\T 

so gilt, analog zu (9.28), fur den Kraftvektor 

(9.32) 

F = e^ F = e^^ F^. (9.33) 

Wenn wir, am Ende, die Bewegungsgleichungen (9.3) beziiglich der festen Basis ansetzen 
woUen, mussen wir die Beziehung (9.31) auf F , r, r umrechnen, also die Basisdrehung mit 

ihren Auswirkungen verfolgen. 

9.3.3.4 Die Basisdrehung und ihre Auswirkungen 

Aus Bild 9-16 liest man ab 

-^R 

c4j 
f cos(p s in^ 

1^-sin^ cos^ y^yj 

kurz, vgl. Anhang A. 1.2, 

e^ ^Re mit R^R[(p) 
^ cos(p sincp^ 

(9.34) 

(9.35) 
-sm^ cos^^ 

R = R^ aus (A. 16) ohne die 3- bzw. z-Achse. Die Transformation (9.35)i gilt auch fur die 

Koordinaten, 
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r^=Rr, F^=RF, (9.36) 

vgl. (9.28) bzw. (9.33) mit (A. 12) - (A. 14). Ableiten von (9.36) nach der Zeit liefert, vgl. 
A.1.5.1, 

r^=Rr + Rr. (9.37) 

Mit (9.36)i und (9.37) folgt aus (9.31) 

F^ =[kR + biR)r + biRr. (9.38) 

Multiplikation von (9.36)2 ™t der Matrix R~ ^ R{-(p) - die Inversion entspricht einem 

Zuruck-Drehen - fuhrt mit (9.38) auf 

F = l?"^ F^=[k + bi R~^ R\r + bi r. (9.39) 

Mit (p = Qt erhalt man aus (9.35)2 

R~' R^-Q cos (p - sm ^ 

^ sin (p cos (p 

Damit lautet die Matrizengleichung (9.39) 

^^sin^ -cos^^ 

cos (p sm (p 
-Q 

0 1 

-1 0 

M ' ( k Qb^^-^ 

y) -nh 
X 

vyj 

skalar ausgeschrieben: 

F^ =biX + kx + Qbiy, 

F -biy + ky-Qbfx. 

(9.40) 

(9.41) 

(9.42) 

Die mitrotierende innere Dampfung wirkt sich also wegen der Drehung auch mit Termen aus, 
die - schiefsymmetrisch! - den Auslenkungen selbst proportional sind. 

9.3.4 Bewegungsgleichungen 

Setzt man alle in den Abschnitten 9.3.1 bis 9.3.3 ermittelten GroBen in die Bewegungsglei­
chungen (9.3) ein, so erhalt man 

mx + ib^ +bAx + kx + f2h y = mK. Q cosQt, 
\ a ij I y u (9.43) 

my + {b^+bi)y + ky-f2biX^mr^Q sinHt-G. 

Auch hier lohnt sich eine komplexe Rechnung: Multiplikation von (9.43)2 mit J = v ^ und 

Addition von (9.43)i liefert mit 

z = x-\-j'y (9.44) 

mz + {b^+bi)z + kz-jnbiZ = -jG + mr^n^e^^\ (9.45) 
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Achtungl Die Dgl (9.45) hat komplexe Koeffizienten. Das hat zur Folge, dass von der kom-
plexenLosung z(/) NICHT Rez(f) und Imz(f) je fiir sich Losungen sind. 

9.4 Erzwungene Schwingungen 
Wir untersuchen hier den Einfluss des Gewichts und den Einfluss der Unwuchterregung. 

9.4.1 Gewichtseinfluss 

Die Unwuchterregung bleibt zunachst weg. Dann lautet (9.45): 

mz-\-[b^-\-bj)z-\-[k-JObj)z = -J G. 

Ansatz vom Typ der rechten Seite 

z = ZQ= konstant, 

hefert 

{k-jQbi)zQ^-jG 

und (vgl.Bild 9-17) 

^G=-J 
Glk 

1+ ^ 

-j + -
nh 

'Jyo+^G-

(9.46) 

(9.47) 

(9.48) 

(9.49) 

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 
Bild9-17 
Ortskurve fiir Frequenzgang 

Bild9-18 
Rotorauslenkuns 
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Aus Bild 9-17 liest man den Winkel^ ab: 

X?inp = nbilk. (9.50) 

Durch die innere Dampfung (oder Reibung) erfahrt der Rotor neben der Absenkung durch 
das Gewicht eine Auslenkung aus der vertikalen Ebene in Drehrichtung, - die innere Damp-
fling verzogert die Wirkung der elastischen Ruckstellkrafte. Der Winkel P ist ein MaB fiir die 
innere Dampfung. 

9.4.2 Unwuchteinfluss 

Jetzt bleibt das Gewicht weg und (9.45) liefert 

mz + {b^+bi)z + {k-j nbi)z = mr^n^ e^'^K (9.51) 

Ansatz vom Typ der rechten Seite, 

z = zeJ^^, (9.52) 

ergibt 
2 

m K, Q 

k-mQ^ ^jQb^ 
(9.53) 

Der Einfluss der inneren Dampfung fallt heraus, weil der Rotor gewissermaBen eingefroren 
umlauft. Mit 

COQ =k/m, n = n/coQ , b^ = 2D^ COQ m (9.54) 

erhalt man aus (9.53), vgl. Abschnitt 7.1, Gl. (7.8), (7.9), 

z = r,V,{n)e-J'''. (9.55) 

Es ist zweckmaBig, die Ortskurve fiir den Frequenzgang, die tJbertragungsfunktion 

^^V^e-^"" (9.56) 

W W A 

aufzutragen, vgl. Bild 9-18. 

0 1̂  

S=1.0 

W 
a 

Ja jo 

' m 

-J" 
ra=90° 

S=0.94 \ ^ Q»l 

Bild 
9-19 

Aus Bild 9-18 liest man ab, wie der Rotor mit der Unwucht umlauft, vgl. Bild 9-4 und Bild 
9-5 mit Bild 9-19a, b,c. 
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Man sieht: Die Unwuchtkraft lenkt den Rotor aus und zieht ihn gegen die auBere Damp-
fungskraft. Vgl. auch die Diskussion im Abschnitt 9.6. 

9.5 Freie Schwingungen 
Die der Bewegungsgleichung (9.45) zugeordnete homogene Differentialgleichung lautet 

mz-\-{b^-\-bj)z-\-{k-jnbi)z = 0. (9.57) 

Der Losungsansatz 

z = Ce^\ (9.58) 

vgl. (5.6), fiihrt auf das Eigenwertproblem 

i^mA^+{b^+bi)A + k-jnbi^Ce^^ =0 (9.59) 

und die charakteristische Gleichung i9, 

mA^-^{b^-^bi)A + k-jnbi=0. (9.60) 

Mit 

2 ~ ~ 

coQ=k/m, 0 = SO/CDQ, A = A/ci>Q, b^=2D^CDQm, bi=2DiC0^m, (9.61) 

lautet sie 

X^ +2{D^+Di)X + \-2Dja = 0. (9.62) 

Man erhalt die Eigenwerte 

hl2=-{Da+Di)±^{D^+Dif-\ + 2Djn. (9.63) 

Die allgemeine Losung von (9.57) lautet nun 

z = Q / i 0̂̂  + C2 e^^ 0̂̂  = Q /i^~ + C2 e^^^ , (9.64) 

mit t -(D^t. 

Bild 9-20 zeigt die Lage von \ und Xi in der komplexen Ebene. Es gilt 

mit 

e^^ (9.65) 

2D: a 
tanx = ^, nl2<Y<n. (9.66) 

-1 + ( D , + A f 

Dann folgt die Wurzel aus (9.63) 

^/:::=lc|e-'>'^ (9.6?) 
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vgl. Bild 9-20, und Ai , ji2 li^g^n an den markierten Stellen. 

Imf 

Bild 9-20 
Eigenwerte in 
komplexer Ebene 

Da/D, 

2-

1 • 

0 

1 

stabil X 
yAin-

y \ stabil 
/ \ . \ \ \ 

1 r \ ^ ^ ^ ^ 
1 2 3 '̂̂  

Bild 9-21 
Stabilitats-
karte 

Die Zerlegungen von /L̂  und A2 in Real- und Imaginarteil laute 

^1 = - ^ 1 + 7 ^ 1 ' h=-^2-J^2' (9.68) 

Aus Bild 9-20 liest man ab: 

3i = ^2 ^^^ ^1 <^2' (9.69) 

Es erhebt sich die Frage, kann Si negativ werden? Dann klingt C^e ^^ nicht mehr ab, son-

dem wachst mit der Zeit (der Rotor wird instabill). 

Im Grenzfall muss ^ = 0 gelten und (9.63) liefert dafiir: 

7^1 = -{D, + A)+V(^« + A ) - 1 + 2 A j ^ . (9.70) 

Addiert man auf beiden Seiten (D^+DJ) und quadriert dann, so erhalt man (fur den Grenz­

fall) 

3i =lundD^=[n-l)Di. (9.71) 

Man sieht: Fiir O <l ist (9.71) nicht mit positiven Dampfungszahlen D^^Dj erfullbar. 

Fiir n >l erhalt man den Grenzfall, wenn 

DJDi=n-l. (9.72) 
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1st Di groBer als dieser Grenzwert, wird Si negativ. (Ubungsaufgabel) Man zeichnet eine 
Stabilitdtskarte (vgl. Bild 9-21), aus der man ablesen kann, wann - fiir welche Parameter 
D^.Di - ein stabiler Betrieb der Maschine moglich ist. 

9.6 Schliisse aus den Untersuchungen 
Wir haben in diesem Kapitel fur die zweifach gelagerte Welle ein einfaches Modell zur 
Schwingungsuntersuchung hergeleitet. Dabei wurden in horizontaler und vertikaler Richtung 
je eine Auslenkung (Gesamt-Freiheitsgrad 2) vorgesehen. Das Modell eignet sich zur Unter-
suchung niederfrequenter Schwingungen - solange die Welle naherungsweise in der ange-
nommenen Form schwingt. 

Man erhalt fur die zwei Auslenkungen zwei Bewegungsgleichungen, die iiber die innere 
Dampfung miteinander gekoppelt sind. 

Da in diesem Modell in beiden Gleichungen dieselben Parameter auftreten, braucht man die 
Bewegungsgleichungen (noch) nicht mit Hilfe von Matrizen zu untersuchen, sondem kann 
mit der komplexen Ebene arbeiten. 

Als Losung der Bewegungsgleicliung(en) fanden wir 

• in Abschnitt 9.4.1 eine Anderung der stationaren Biegung durch das Gewicht infolge 
innerer Dampfung und Rotation, 

• in Abschnitt 9.4.2 erzwungene Schwingungen mit einem Resonanzbereich infolge (un-
vermeidbarer) Unwucht, 

• in Abschnitt 9.5 ein mogliches Instabil-Werden der stationaren Losung (das ist Biegung 
durch Gewicht und erzwungener Schwingung) infolge der inneren Dampfung bei 

n>\ (das heiBt n> o)^). 

Welchen Nutzen, welche allgemeinen Schliisse kann man aus den Ergebnissen ziehen? Wir 
woUen vorsichtig verallgemeinem: 

Falls man bei einer Maschine eine Verlagerung der Wellenachse bei Drehzahlanderungen 
beobachtet, kann man Mechanismen, wie sie hinter der inneren Dampfung stecken, zur Erkla-
rung heranziehen und muss dann auch mit Instabilitat rechnen, vgl. jedoch Kapitel 10. (Auch 
der Olfilm von Gleitlagem kann drehzahlabhangige Wellenverlagerungen bewirken.) 

Eine Unwucht erzeugt eine mit der Drehfrequenz f2 (Drehzahl n = 6^ Olln) umlaufende 

Auslenkung, die bei isotroper Lagerung (horizontal und vertikal gleiche Steifigkeit) fur den 
Rotor eine quasistatische Last, fur die Lager eine harmonisch schwingende Last bedeutet. 

In der Umgebung von i2 = 1, also in einem / 2 - Bereich um die Eigenfrequenz co^, treten 
sehr groBe Ausschlage auf. Man nennt dann auch î ŷ ^̂y = ^0 ^^^^ kritische Drehgeschwin-

digkeit {kritische Drehzahl). Einen fortdauemden Betrieb im Bereich der kritischen Drehzahl 
- vgl. schraffiertes Gebiet in Bild 9-22 - muss man vermeiden. 

Nach Bild 9-22 ware ein Betrieb bei /2 « COQ wunschenswert. Das ist heute jedoch nicht 

moglich, well erstens die Produktivitat der Maschine bei kleinem f2 zu gering ist und zwei-
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tens, ebenfalls aus Kostengrunden, Maschinen moglichst leicht und nicht klotzig (mit groBem 
CDQ ) gebaut werden. 

Bild9-22 
Amplitude 
im Bereich 
der kriti-
schen Dreh-
zahl 

Selbsterregte 
Schwingung 

Bild9-23 
Amplituden-
verlauf selbst­
erregte 
Schwingung 

Man wahlt den Betriebsbereich oberhalb von co^^, sodass man geniigend weit vom kritischen 

Bereich - bei mehreren Eigenfrequenzen von den kritischen Bereichen - entfemt ist. Den 
kritischen Bereich - oder die kritischen Bereiche - muss man beim An- oder Abfahren der 
Maschine moglichst rasch durchlaufen (dazu ist eine Leistungsreserve erforderlich). 

Das Instabil-Werden der stationaren Losungen infolge der inneren Dampfung fuhrt auf soge-
nannte Selbsterregte Schwingungen (bekannt sind solche vor allem als Ratterschwingungen). 
Diese Schwingungen wachsen nur wahrend einer kleinen Zeit exponentiell mit der Zeit, wie 
in unserem Modell. Sehr rasch werden - bei etwas groBeren Auslenkungen - nichtlineare 
Terme in den Gleichungen wirksam und begrenzen die Amplituden der sich einstellenden 
Schwingungen. 

Von den Unwuchtschwingungen unterscheiden sich die selbsterregten einmal dadurch, dass 
sie nicht mit der Drehfrequenz /2 ablaufen, sondem weitgehend unabhangig von /2 mit der 
etwa festen Frequenz coi<f2, vgl. Abschnitt 9.5. Tragt man die Amplitude x einer selbster­
regten Schwingung iiber der Drehfrequenz f2 auf, so erhalt man zum Beispiel einen Verlauf 
wie in Bild 9-23, der sich im allgemeinen deutlich von der Resonanzkurve in Bild 9-22 unter-
scheidet. 

Sieht man sich in Abschnitt 9.5 die Terme an, die das Instabil-Werden einer Maschine bei 
0> COQ verhindem - und die meisten Maschinen laufen bei 0> COQ - , so stoBt man auf die 

auBere Dampfung als einzigen stabilisierenden Parameter. Zwar bereitet die Instabilitat bei 
sehr hohen Drehzahlen Kopfzerbrechen, und Flugtriebwerke enthalten Quetscholdampfer, um 
die auBere Dampfung zu erhohen, doch laufen die meisten Maschinen auch so - warum? So 
beliebt unser Modell ist, es muss einen Mangel haben. 

9.7 Aufgaben 
Aufgabe 9-1: Wie muss man ^(<^) in (9.10) wahlen, damit sich als (Ersatz-)Masse m die 

Masse der in Bild 9-6 schraffierten Rotorteile ergibt? (Hinweis: Die Teilchen miissen identi-
sche Geschwindigkeit haben.) 

Aufgabe 9-2: Gegeben sei der in Bild 9-24 skizzierte Rotor mit den Abmessungen R und / 
sowie der Dichte/?. Berechnen Sie m mit Hilfe von (9.10). (Schatzen Sie m vor der Rech-
nung!) 
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Aufgabe 9-3: Gegeben sei der in Bild 9-25 skizzierte Turbinenlaufer mit den Abmessungen R 
und / sowie der Dichtep. Berechnen Sie m mit Hilfe von (9.10). (Schatzen Sie m vor der 
Rechnung!) 

Aufgabe 9-4: Gegeben sei der zylindrische Rotor (Bild 9-26) mit den Abmessungen R und / 

sowie der Dichte p. Berechnen Sie die (statische) Biegelinie w(<^) unter der Einwirkung des 

Wellengewichtes. Entwickeln Sie die Formfunktion ^(<^) aus w(<^) und setzen Sie sie statt 

(9.7) in (9.10) ein; berechnen Sie damit m. Wie unterscheidet sich dieses m von einem mit 
(9.7) gewonnenen? 

\?>R 4̂  i 
77Z 

^ 
-l-

Bild9-25 
Kegelformiger Rotor 

Bild 9-26 
ZyUndrischer Rotor 

Bild 9-24 
Abgesetzte Welle 

Aufgabe 9-5: Kontrollieren Sie die Formel (9.12). 

Aufgabe 9-6: Die Maschinenwelle nach Bild 9-11 habe eine Lange L = 2.0 m, einen Durch-
11 2 

messer J = 100 mm, es sei /̂  = 1.2 m und ^ = 2.1 • 10 N/m (Elastizitatsmodul von Stahl). 
Berechnen Sie die Steifigkeit k nach (9.13) in N/m, N/mm und N/|Lim. Welche elastische E-
nergie steht bei einer Durchbiegung von x = 1 mm in der Welle? (Vgl. schraffierte Flache in 
Bild 9-10.) 

Aufgabe 9-7: Kontrollieren Sie (9.12) mit (9.21). 

Aufgabe 9-8: Berechnen Sie die Wellensteifigkeit k gemaB (9.21) fur den Rotor aus Bild 
9-24. 

Aufgabe 9-9: Berechnen Sie die Steifigkeit der Welle nach Bild 9-11 mit W{C) gemaB (9.7) 

nach (9.24). 

Aufgabe 9-10: Zeigen Sie fur die Drehmatrix R^M ^^^^ (9.35)2: R^ [(pi)R^ {(P2) = 

^z(^ l+^2) -

Aufgabe 9-11: iSchreiben Sie die Bewegungsgleichungen (9.43) in Matrizenform: 

^^x^ 

V - - y yj 

^^x^ 

y) 

^^x^ 

yJ 
+ mn,Q^ 

f \ 

\"J 

Aufgabe 9-12: Schreiben Sie in (9.49) den Ausdruck f2bilk mit bi -\ IDfCOQjn usw. dimen-

sionslos. 

Aufgabe 9-13: Passen Sie die allgemeine Losung (9.64) an die Anfangsbedingungen 

x(0) = XQ, j ( 0 ) = ;^0'^(^) = ^xO'>(0) = "^yo ^n; vgl. auch (9.45). 
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Aufgabe 9-14: Nehmen Sie fur die Anfangswerte von Aufgabe 9-3 und fur D^^Dj Zahlen-

werte an, z. B. (i:) ,̂̂ :)^) = (0.1,0.05),(0.05,0.1) sowiei2 =0.5,1.0,1.5 und berechnen Sie die 

Bahnkurve z(t) des WellendurchstoBpunkts W. 

10 Anisotrope Rotorlager - der Schwinger mit zwei 
Freiheitsgraden 

Sehr oft sind die Lager von Rotoren gar nicht steif im Verhaltnis zur Welle und durfen dann 
nicht als starr angenommen werden. In der Regel haben sie auch horizontal und vertikal 
unterschiedliche Steifigkeiten, sie sind anisotrop. In diesem Kapitel wollen wir den Einfluss 
nachgiebiger Lagerbocke auf die Wellenschwingungen untersuchen. 

Diese maschinendynamische Aufgabe dient als Motivation zur Untersuchung der freien und 
erzwungenen Schwingungen der Systeme mit zwei Freiheitsgraden. Die Uberlegungen sind 
hier so gefuhrt, dass ein tJbergang zu hoherem Freiheitsgrad nahe liegt. 

10.1 Aufgabenstellung 
Es gibt keine einheitliche Form der Lagerung von Rotoren. Die Lager konnen am Gehause 
angegossen sein, sie konnen auf eigenen Bocken vom Gehause getrennt stehen. Wir wollen 
hier annehmen, dass zwei Bocke die beiden Rotorlager und das Gehause tragen (Bild 10-1). 
Die beiden Bocke stehen je auf einen I-Trager, die mit ihren Enden auf festem Mauerwerk 
ruhen. Das Maschinengehause ist - etwa in Zapfenmitte - an den Bocken aufgehangt und 
auch dort gegen Verdrehen gesichert. 

K¥-
W 

^ I 

EI H Bild 10-1 
Nachgiebige Lage­
rung. a Schema, 
b Abmessungen 

Wegen der langen Trager ist die Lagerung hier sicher nicht starr (selbst wenn die Lagerbocke 
relativ steif sind). 

Gefragt ist nach dem Einfluss der nachgiebigen Lagerung auf die Maschinenschwingungen. 
Fiir den Rotor soUen bei der Untersuchung die Annahmen aus Kapitel 9 ubemommen wer­
den. 
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10.2 Modell 
Wir fragen hier zunachst nach den Nachgiebigkeiten eines Lagerbocks. In der Praxis ist das 
eine sehr schwierige Frage, well - wie hier - der Bock nicht auf einem starren Fundament 
ruht. Sehr oft ist die Grundung des Lagerbocks nachgiebiger als dieser selbst. 

In unserem Fall nehmen wir an, dass der Lagerbock starr ist und auf einem Balken der Biege-
steifigkeit EI steht, der bei A und B gelenkig gelagert ist. Bild 10-lb zeigt die wesentlichen 
Abmessungen, es gelte h<^liJ2. Wenn wir die versteifende Wirkung der Grundplatte des 
Lagerbocks auf den Balken vemachlassigen, konnen wir ihn als Durchlauftrdger mit den 
Lasten F^^, Fyi und M^ := hi F^i ansehen, vgl. Bild 10-2. 

Dabei sind F^i und Fyi die im Zapfenmittelpunkt am Lagerbock angreifend gedachten 

Krafte, die vom Rotor und dem Gehause herriihren. Das Gewicht des Lagerbocks und des 
Tragers lassen wir auBer Acht. 

FyL^ 

EI il 
W^ 

EI 4 Bild 10-2 
Lagerung 
Krafte 

Bild 10-3 
Auslenkungen am 
Lagerbock 

10.3 Steifigkeit des Lagerbocks 
Bild 10-3 zeigt am Lagerbock die Auslenkungen x ^ , j ^ infolge der wirkenden Krafte 

F^l, Fyi. Gesucht ist der Zusammenhang zwischen (x^,^^) und [F^i.F A . 

Hinweis: Es ist nur nach dem Zusammenhang zwischen {xi.yi) und \F^i,F A und nicht 

nach der Biegelinie des Balkens gefragt. Wenn wir den Zusammenhang fmden, ohne die 
Biegelinie zu berechnen, ist die Frage beantwortet. 

10.3.1 Berechnen der Lagersteifigkeiten nach dem ersten Satz von Castigliano 
(vgl. Anhang, Kapitel B.4) 

Um den ersten Satz von Castigliano anzuwenden, miissen wir die innere Arbeit W^ im Bal­
ken A-B durch die Lasten F^i und Fyi ausdriicken, vgl. Bild 10-4. 
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a F J F. UkL 

BildlO-4 
Krafte und Momente am Balken. a Lasten, b Momenten-
linien 

Da wir nur Biegeverformungen im Balken berucksichtigen, gilt 

2 J EI 2EI 
0 0 

JM^{x)dx. (10.1) 

Darin ist M(x) die MomentenlinienachBild 10-4b. 

Mit den Parametem aus Bild 10-2a gelten in Bild 10-4 

Lagerkrafte:F^ = (hFyL+hF^L)!^ F^ = (hFyL^h^F,j^)/i. 

Momente: Mj = /j I2 FyijU M2 = h k FyijUh^ k F^i/l, M3 = /̂  I2 Fyi -h^ h F^ijL 

Momentenlinie M(x) -vgl . auch <^:=l-x in Bild 10-4b 

M{x) = F^x = {l2Fyi^+hiF^iyi'X fiir 0 < x < / i , 

M{x)^FB^^(kFyL^h,F,L)ll'^ fiir 0 < ^ < / 2 . 

Einsetzen von (10.4) in (10.1) liefert 

(10.2) 

(10.3) 

(10.4) 

Nach dem ersten Satz von Castigliano erhalt man die Auslenkungen x^ und yi aus 

dW' dW' 

(10.5) 

dF xL dF 
(10.6) 

yL 

ZU 
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^1 = 
h^(ll+l2) hhhih-h) 

FxL + FyL' ys = 
hhh{h-h)^ , ifii 2,2 

3EIl^ ' " ' ' ' ' 3 £ / / ' ^ ' ' ' •'"' 3EII '''''' 3EI I'^^' 
FxL+- (10.7) 

Mit den Verformungseinflusszahlen odcv Nachgiebigkeiten %/, s. Kapitel B.4, 

hhh{h-h) 
nil 

h^(ll+ll 
h 

3EIl^ 

h\^ 
hhh[h-h) 

•12 

^22 = 

3EII 

n^2 

(10.8) 

3EII 3EII 

lauten die Gleichungen (10.7) 

^L=hl^xL^k2^yL^ 

yi^hxFxL+hiFyL. 

symbolisch, in Matrixschreibweise 

(10.9) 

(10.10) 

mit den Spaltenmatrizen der Auslenkungen, der Krafte bzw. der Nachgiebigkeitsmatrix 

•̂ z-= 
yi 

H 
^hii hi2^ 

V̂ 21 ^22; 
(10.11) 

Wegen der Symmetrie der Nachgiebigkeitsmatrix, H ^ H , also hj^i = % , vgl. (B.21), liest 

man gelegentlich 

H 
'hi hi^ 

yhi hi J 

Wenn ditt H ^0 , diese Bedingung ist hier erfullt, fiihrt die Umkehrung von Glei-
chung (10.10) auf 

FL = H-^ XL , also FL=KXL, 

mit der Steifigkeitsmatrix, Kapitel B.5, 

K = H~' = 
'hi hi^ 
V̂ 21 ^22 y 

(10.12) 

(10.13) 

(10.14) 

T 

Auch sie ist symmetrisch, K - K , ihre Elemente, die Krafteinflusszahlen kj^j erfullen 

kj^l = kij^; hier gelten, vgl. (10.8), 

1̂1 
3EII 

h^ ll I2 
ki2=k2i 

3EIl{li-l2) _3EIl[l^-lil2+ll) 
r . 9 . 9 ' ^ 2 2 - ^^^1, 
hil^ll 

(10.15) 

Ausflihrlich lautet (10.13)2, vgl. (10.9) 
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^F^A fk^i hi^^^' ^ xL 

K^yLj \h\ hij 
(10.16) 

10.3.2 Einbau eines Versteifungselements - der zweite Satz von Castigliano 
Aufgabe: Man befurchtet, dass der Lagerbock nach Bild 10-lb zu weich, das heiBt zu nach-
giebig ist (die hj^i sind zu groB). Deshalb will man ihn durch eine Stange - einen Stab der 

Dehnsteifigkeit EA - versteifen, die, wie in Bild 10-5 gezeigt, mit dem einen Ende am La­
ger^, mit dem anderen am Lagerbock angelenkt ist. Wie groB muss man EA wahlen, damit 
eine nennenswerte Versteifung (von vielleicht 20 %) erzielt wird? 

Bild 10-5 
Verspannter Lagerbock. 
a Gesamtbild, 
b Spannstange 

Wir berechnen die durch die Stange erzeugten Zusatzkrafte (f^^.FyA (vgl. Bild 10-5b) und 

addieren sie zu (F^i.FyA nach Bild 10-3. 

Wir vernachlassigen die Abmessungen der Anschlusskopfe der Stange und setzen ihre unver-
formte Lange mit 

/ . •ylh^+ll ^50-V^'l ^n (10.17) 

an (vgl. Bild 10-5); beachte [h<^liJ2'>h) - ̂ i^^ 10-5b zeigt die belastete und durch die La-

gerauslenkungen x^.yi verformte Stange. Sie hat die Lange 

Die Verlangerung der Stange betragt 

^h-h-ho-^{h+^if ^{h^yif -^^i^ii' 

Dann lautet die Stangenkraft 

Fs=EAAls/lso. 

und die in der Stange gespeicherte innere Arbeit betragt 

(10.18) 

(10.19) 

(10.20) 

W' =-Fc'Alc=-EA^^^-^ 
2 ^ 2 Iso 

(10.21) 
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Setzt man Al^ aus (10.19) hier ein, so erhalt man 

W'=W'{xL,yL). (10.22) 

Nach dem zweiten Satz von Castigliano gelten 

dW^ dW' 
F . S ~ , FyS~- (10.23) 

Man erhalt mit (10.21) und (10.19) 

AlsdAls_Als EA{k+XL) 
FxS=EA 

Fys=EA 
Ms dMs _ Als EA{h^+yL) 

(10.24) 

Diese Gleichungen sind bezuglich x^ und yi noch nichtlinear. 

10.3.2.1 Linearisieren der Gleichungen 

Wir gehen in 3 Schritten vor: 

1. In (10.24) werden x^ und yi wie folgt ersetzt (^kleiner Parameter): 

^L ^ ^^L^ yi ̂  ^yi'^ (10.25) 

dadurch entstehen F^^ (^), F^ (^); die Abhangigkeit von EA, / j , /ẑ , x^, yi bleibt hier 

im Hintergrund. 

2. Fiir F^^ (^), Fy^ [s) werden die linearen Glieder der (Taylor)Reihen nach s am Punkt 

^ = 0 angeschrieben, zum Beispiel: 

F,s{^)-F,s{^) + s- xS . Fys{^) = Fys{Q) + S 
dFyS 

£=0 ^ ^ 

(10.26) 
£=0 ds 

(DieAusdriicke F^s[0),Fys{0) verschwindenhier, well zl/5(£-) = 0 fur £- = 0.) 

3. Mit £• = 1 liefert (10.26) die linearisierten Gleichungen. Man erhalt auf diese Weise aus 
(10.24) 

2 2 

F^s-EA-^x^+EA^y^, F^s = EA^x^^EA^y^; (10.27) 

5̂0 ho ho 5̂0 

in Matrixschreib weise: 

FS=KSXL, (10.28) 

WO 
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Fs = ;Ks = 
his his 

y^llS ^22Sj 
(10.29) 

und, mit /^Q nach (10.17) 

kus = EAl^/llo, k,2s=k2is=EAklJllo, k22s=EAh^/llo. (10.30) 

10.3.2.2 Wirksame Steifigkeiten 

Am Lagerbock - am Zapfen - addieren sich die Krafte F^ und F^ . Fiir die Gesamtkrafte 

folgtaus (10.13)2 und (10.28) 

Fg,s-FL+Fs-[K + Ks)xL. (10.31) 

In der Aufgabenstellung wurde gefragt, wie groB EA gewahlt werden muss, damit durch die 
Stange eine Zusatzsteifigkeit von 20 % erzeugt wird: 

Vergleicht man kn nach (10.15)i und kn^ nach (10.30)i und setzt kn^ - 0.2 kn folgt: 

EA-

^/?^ 
:0.2 

3 EI I 
(10.32) 

Dies ist eine Gleichung fur EA. Um einen Eindruck von der GroBenordnung von EA TAX ge-
winnen, setzen wir in (10.32) /̂  «/ẑ  « / / 2 und erhalten, wenn wir E herauskiirzen: 

^ = 0.2 

2 

Schreibt man I = Aj ij (Aj -Tragerquerschnitt, // -Tragheitsradius), so folgt 

^ = 0.2 
96_ / • ^2 

(10.33) 

(10.34) 

Da {ij II) «c 1, ergibt sich eine sehr kleine Flache. (Das Verspannen von Bauteilen ist sehr 

steifigkeitswirksam, falls mdin feste Punkte - hier das Lager A - hat.) 

10.4 Eigenschwingungen des Lagerbocks mit angehangter Masse 
Wie erwahnt, ist die Modellbildung fur Lagerungen nicht einfach, weil man die Nachgiebig-
keiten der Anschlussstellen - Fundamente, Mauerwerk - haufig nur sehr grob schatzen kann. 
Bei groBeren Anlagen fuhrt man deshalb wahrend des Aufbaus auch Messungen an fertigge-
stellten Teilsystemen durch, um die getroffenen Annahmen zu uberprufen und - falls erfor-
derlich - Anderungen vorzunehmen. 

Stellen wir uns vor, einer der Lagerbocke der Maschine sei aufgebaut, Rotor und Maschinen-
gehause fehlen noch. Um die getroffenen Annahmen zu iiberprufen, soil eine Masse m (ent-
sprechend etwa der halben Gehause- und Rotormasse) in das Lager eingehangt und angesto-
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Ben werden, um anhand der gemessenen Eigenschwingungen (Eigenfrequenzen) die Steifig-
keiten festzustellen. In einem weiteren Versuch soil der Bock (mit der Masse m) durch einen 
Unwuchtschwinger erregt werden. 

Wir betrachten den ersten Versuch hier im Abschnitt 10.4 , den zweiten im Abschnitt 10.5. 
Aus der Sicht der Schwingungslehre handelt es sich bei dem Lagerbock mit der Masse m um 
einen Schwinger vom Freiheitsgrad 2 - man spricht auch von mehrlduflgen Schwingern. Das 
Modell dient auch dazu, in die Untersuchung solcher Schwingungen einzufiihren. 

10.4.1 Modell und Bewegungsgleichungen 
Bild 10-6 zeigt den Lagerbock mit der eingehangten Masse m. Der Korper ist drehbar im 
Lager eingehangt, da man andernfalls die durch das Kippen des Bocks (vgl. Winkelauslen-
kung in Bild 10-3 ) bewirkte Drehtragheit der Masse beachten miisste. Ferner soil die Mas­
se m so groB sein, dass man ihr gegenuber die Masse des Bocks und des Tragers vernachlas-
sigen kann. 

b 

^ ^ ^ 
^^ B 

Bild 10-6 
Versuchsaufbau fur Eigenschwingungen 

^ ^ ^ B 
Bild 10-7 
Schnittbilder zum Eigenschwingungsversuch 

Bild 10-7 zeigt die Schnittbilder fiir Bock und Zusatzmasse. Am Bock greifen die Krafte 

yFy-i^FyA an, die Masse ist mit (x^,^^) ausgelenkt, vgl. Bild 10-3. Neben (F^i.FyA 

wirken die d'Alembertschen Krafte [mxi.myi). (Das Gewicht - als statische Kraft - bleibt 

unbeachtet.) 

Die Gleichgewichtsbedingungen fur die Massen lauten, vgl. Bild 10-7b, 

m x ^ + F , ^ = 0 , myL+FyL=^^ (10.35) 

(10.36) 

Mit [F^i^FyA nach (10.16) erhalt man die beiden Bewegungsgleichungen 

wx^+^ll^z+^l2J^z =0 ' 

myL+k2iXL+k22yL =0. 

Die Krafteinflusszahlen ŷ̂ / nehmen wir hier als bekannt an. Die beiden Gleichungen (10.36) 

bilden ein lineares homogenes Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten. Da es sich um zwei Gleichungen zweiter Ordnung handelt, spricht man auch 
von einem System vierter Ordnung. Man schreibt (10.36) als Matrizengleichung: 

Mit der Massen- (oder auch Tragheits-)M:?/r/x 
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M: 
0 m 

(10.37) 

der Steifigkeitsmatrix K nach (10.14) - oder auch der Gesamtsteifigkeit in (10.31) - und der 
T 

Spaltenmatrix Xi=(^Xi,yi) der Auslenkungen erhalt (10.36) die Form 

Mxi +Kxi =0. (10.38) 

Abgesehen davon, dass hier Matrizen stehen, ist dies eine Gleichung wie (5.13)i: "Mas­
se X Beschleunigung plus Steifigkeit x Auslenkung ist gleich Null." 

10.4.2 Eigenschwingungen - allgemein 

Eine lineare homogene Dgl mit konstanten Koeffizienten, 

Mx-\-Kx = 0, 

Xt Xi 

lost man mit einem e -Ansatz (vgl. Abschnitt 5.2). Hier lautet der e -Ansatz 

X- x{t)- xe At 

(10.39) 

(10.40) 

Der Allgemeinheit halber schreiben wir x statt x^ und auch (x^, X2) statt {xi, yi), 

x = {xi,X2f, (10.41) 

die Massenmatrix M wird aufgefullt: 

M = 
^^u ^12^ (10.42) 
v^21 ^22. 

Tragheitsglieder mi2, ^21 treten bei obiger Aufgabe hinzu, wenn man die Massen von La-
gerbock und Balken berucksichtigt, zum Beispiel auf die dem Vorgehen in Abschnitt 9.3.1 
entsprechende Weise. 

Einsetzen von (10.40) in (10.39) liefert 

MA^xe^^ +Kxe^^ = (MA^-^K)xe^^ =0. (10.43) 

Wegen e^^ ^0 darf man (10.43) durch e ^ dividieren und erhalt das System homogener 
linearer Gleichungen 

iMA^+K]x = 0. 

Mit M nach (10.42), K nach (10.14) und x nach (10.41) lautet es ausfuhrlich 

(10.44) 



124 IV Rotorschwingungen 

r 2 2 ^ 

/ ^ 2 l ^ ^ ^ 2 2 ^ ^ 

'kn ^ 1 2 ^ ' ^ ^ ^ 

V^21 ^ 2 2 ; V^2y 
= 0 

Oder 

Oder 

mii^ +A:̂ l mi2^ +A:̂ 2 ^ 
2 2 

W2i/i +A:2i ^ 2 2 ^ +^22 

Xi 

V^2y 
(10.45) 

1^11/1 +^11 jxi+jmi2^ +^12)^2 

\^m2iA.^ +^21)^1 +(^22^^ +^22)^2 vOy 

Es sind noch eine Reihe anderer gemischter Schreibweisen moglich, die jeweils bestimmte 
Aspekte hervorheben oder besonders deutlich machen. 

10.4.2.1 Eigenwertproblem 

Das lineare homogene Gleichungssystem (10.44) mit dem Parameter X hat stets die triviale 
Losung x^O, die statische Gleichgewichtslage (das Gewicht wurde vemachlassigt; vgl. 
auch Abschnitt 5.2). 

Frage: Gibt es spezielle dem System eigene Parameterwerte /I - man nennt sie Eigenwerte - , 
zu denen 

[MA^+K\X = 0 (10.46) 

eine nicht-triviale Losung x^O hat? Man nennt dies eine Eigenwertaufgabe oder ein Ei­
genwertproblem . 

Antwort: Das Eigenwertproblem (10.46) hat ftir jene Parameterwerte X eine nicht-triviale 
Losung, fur die seine Koeffizientendeterminante, 

verschwindet: 

A{X)'=&QiiMX^+K\ 

zl(A) = 0. 

(10.47) 

(10.48) 

Dies ist eine (algebraische) Bestimmungsgleichung fur X. Sie heiBt charakteristische Glei-
chung, in der Schwingungslehre haufig auch Frequenzgleichung. 

Die Nullstellen (Losungen, Wurzeln) A = XjJ = l,2,... , von (10.47) heiBen charakteristische 

Werte oder Eigenwerte. 

Konkret lautet die charakteristische Gleichung, vgl. (10.45)2, 
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zl(;i) = det 
miiX -^kii rni2^ ̂ ^\2 

,^21^^+^21 ^22^^+^22. 

2 2 

miiX +kii ^12^ +^12 

^21/1^+^21 ^22^^+^22 
= \mii2} +kiij\m22^^ + ̂ 22 j " (^12^^ +^12) (^21^^ +^21) 

= /l'^(mnm22-Wl2^2l) + ̂ ^(^11^22-^21^12+^11^22-^21^12) + 

+ (^11^22-^12^21) 

(10.49) 

:;i^detM + ;i^ 
17121 hi hi ^̂ 22 

+ de t^ = 0. 

Die charakteristische Gleichung ist hier eine (algebraische) Gleichung 4. Grades. (Sie ist 
sogar biquadratisch und lasst sich deshalb wie folgt formal losen.) 

Kiirzt man (10.49) mit 

4 2 

a^X + ^2 /I + Q̂ = 0 
ab, so lautet die Losung - in 2 Schritten -

/ 2\ ^-a2±4^2-^%^A 
V A/2 2(24 

(10.50) 

(10.51) 

und 

A/-i=± 
(10.52) 

Hinweis 1: Bei Systemen hoherer Ordnung - bei mehr als 2 Gleichungen - lassen sich die 
Eigenwerte /l̂  nicht explizit anschreiben. 

Hinweis 2: Sind M und Â  positiv defmit, 

x^ Mx > 0 fliri: 7̂  ^ undx^ ^ x > 0 flirx ^ 0, (10.53) 

so werden die Eigenwerte /I rein imaginar und treten komplex konjugiert auf; wir schreiben 

[^^]^--oyk (10.54) 

und setzen die Indizes paarig: 

h=J^k^ ^-k=-J^k' (10.55) 

Man ordnet die Eigenfrequenzen coj^ der GroBe nach: 

(Dj,+i>(Dj,; (10.56) 
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Doppelwurzeln werden doppelt gezahlt usw. 

10.4.2.2 Eigenlosungen 

Setzt man A = \=Jcoj^ (oder A = \=-jcDj^) in (10.44) - zum Beispiel in der Form 

(10.45)2 ein, so erhalt man 

= 0, (10.57) 
V 2̂y 

^ l l -^ l l^y l hl-^U^k 

- und fur /I = -j CO]^ dieselbe Gleichung! 

Da mit X = Eigenwert die Koeffizientendeterminante verschwindet, ist eine Gleichung des 

Systems - eine Zeile der Matrix IMAJ^+K) - eine Linearkombination der iibrigen also 

uberflussig. Man kann eines der Elemente der Spaltenmatrix x frei wahlen - zum Beispiel 
gleich 1 setzen - und die ubrigen aus dem verbleibenden Gleichungssystem berechnen. 

Bei nur 2 Gleichungen, wie hier in (10.57), lasst man einfach eine Gleichung weg und erhalt, 
zum Beispiel aus der ersten Gleichung 

(hi-^u^k)^ik'^(h2-^i2^k)hk=^ (10.58) 

^k 
Xi 

(10.59) 

die reelle (!) Losung 

-(^12-'^12^1 

. ^ 1 1 - ^ 1 1 ^ ^ 

Die Losung Xj^ heiBt Eigenvektor Xj^ . 

Hinweis 3: Zu (D_J^ = -coj^, zu /l_ŷ  = 2.]^ gehort derselbe Eigenvektor wie zu coj^. 

Hinweis 4: Mit X]^ ist auch cj^ Xj^ (cĵ  skalarer komplexer Faktor) ein Eigenvektor. Die Zu-

sammenfassung (/lŷ ,Xŷ ) von Eigenwert ^ki^^J^k) ^^^ zugehorigem Eigenvektor xj^ 

nennen wir EigenWsung. Setzt man A^ und Xj^ in (10.40) ein, erhalt man die Eigenschwin-

gung 

^k{t) = Ck^k^^^^ ^cj^x^e-J(^kt (10.60) 

10.4.2.3 Allgemeine Losung 

Die allgemeine Losung der linearen homogenen Dgl (10.39) setzt sich aus ihren Eigen-
schwingungen zusammen: 
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(10.61) k=-2 k=-2 k=-2 

k-l 

Weitere Umformungen folgen unter 10.4.3 fur das Beispiel. 

10.4.2.4 Orthogonalitdt der Eigenschwingungen 

Sind im Eigenwertproblem (10.55) die Matrizen M und K symmetrisch, so sind die zu ver-
9 9 /v /v 

schiedenen Eigenwerte Aj^ := 2.j^ und yt/ := A/ gehorenden Eigenvektoren Xj^ bzw. X/ im 

verallgemeinerten Sinne orthogonal. 
Man definiert mit den Matrizen M bzw. K (als Gewichtsfunktionen) fur zwei nicht notwendig 
verschiedene Eigenvektoren Xŷ ,X/ die Skalarprodukte 

{^k^^l)M'=^^ ^^h {^k^^l)K'=^l ^^l' (10.62) 

Fiir die Eigenlosungen (ylŷ , Xf^) und (/!/, jc/) ist (10.46) erfiillt, 

{M Af^+K)xk=0, {M Ai+K)xi=0. (10.63) 

Multipliziert man (10.63)i von links mit Xj und (10.63)2 ™t Xŷ  , so erhalt man 

Aj^xJ Mxj,=-xJ Kxj,, Aixl Mxi=-xl Kxi. (10.64) 

Transposition von (10.64)i liefert wegen M = M und K ^ K 

Aj^ xj Mxj ^-xj Kxj. (10.65) 

Die rechten Seiten von (10.65) und (10.64)2 stimmen iiberein. Die Differenz dieser beiden 
Gleichungen liefert 

{Aj,-Ai)xjMxi=0. (10.66) 

Falls Aj^ ^ Aj, folgt daraus 

{xk,Xj)^=x]Mx^=0, (10.67) 

Wegen (10.64) gilt dann auch 

( X ^ , X ; ) ^ = X J ^ X ; = 0 . (10.68) 

^ ^ 2 2 
Eigenvektoren Xj^, X/ zu unterschiedlichen Eigenwerten Aj^ = Aj^, Aj = Aj , also Aj^ ^ Aj, 
sind im Sinne des Skalarprodukts (10.62)i orthogonal. 

Hinweis 5: Nur fur den Fall, dass M proportional zur Einheitsmatrix ist, stimmt diese Ortho-
gonalitat mit jener der Vektorrechnung iiberein. 
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10.4.3 Eigenschwingungen des Lagerbocks 
Fiir die Bewegungsgleichung (10.36) 

m 0 

yO nij^ 

r^\ 

\h\ hi J vOy 

folgt die charakteristische Gleichung zu 

^̂ 4 ^ p^i hi^hi I h\hi-hih\ ^ Q 

mit den Losungen 

(10.69) 

(10.70) 

(10.71) 

Um interpretierbare Ergebnisse zu erhalten, muss man in die A:^/-Gleichungen (10.15) Zah-

lenwerte fiir die Langen oder Langenverhaltnisse einsetzen. Wir wahlen fur den Lagerbock 
(vgl.BildlO-2) 

/ j = / / 3 , / 2 = 2 / / 3 , hi=llA. (10.72) 

Bezieht man die kn auf 

^l=:^{(^n+^22)±>/(^ll-^22f+4^12^21 [• Im I 

so folgen 

undaus (10.71) 

Mit 

liefert (10.75) 

EI 
kj^ := 27—r-, setzt also kji =: kj^ kji; 

A:ii=8, ^12-3? ^21 ~^' ^22-^ '7 /^ ' 

2w 
^ 1 = 7 ^ ^11+^22 ±V(^ll-^22) +4^12^21 • 

^R '-- -SI^R/^ ^^^ ^k ''- ^k I^R 

4=P±i?|.36K 

gerundet 

1 ^ j = - V 9 1 - V 3 6 7 3 « 1.37828, ^2 = - ^ 9 1 + 73673 « 3.07820. 

Die Eigenvektoren X]^ gemaB (10.59) lauten bezogen 

(10.73) 

(10.74) 

(10.75) 

(10.76) 

(10.77) 

(10.78) 
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H = 

f r ~2^ 
-^12 + ŷt 

Man erhalt die numerischen Werte 

Xi 
^-3 

(37 + V3673)/16 

^-3 

6.10033 •̂ 2 (37-V3673)/16 

^-3 

1.47533 
V 

(10.79) 

(10.80) 

10.4.3.1 Normierung der Eigenvektoren 

Meistens wird man die Eigenvektoren Xj^ irgendwie normieren, sie mit irgendwelchen Zah-

len multiplizieren, damit sie besser aussehen, leichter zu interpretieren sind oder eine passen-
de physikalische Deutung gestatten. (GemaB Hinweis 4 in Abschnitt 10.4.2 sind solche Mul-
tiplikationen erlaubt.) Hier einige Beispiele: 

a) Erstes Element (x^) positiv: 

/3 A 

"̂ ^ 1^-6.10033 

b) Erstes Element (x^) gleich 1: 

^1 
Xi = 

-2.03344 

•^2 = 

-^2 = 

c) Dem Betrage nach groBtes Element gleich 1: 

Xi 
^-0.491776^ 

1 ^2 
J 

1.47533 

1 

0.49177 

1 

0.49177 

9 9 
d) Dem Betrage nach groBtes Element positiv und x̂ ŷ  + j)̂ ŷ  = 1 

xi 
r-0.441300^ 

0.897359 
X2 

0.897359 

(10.81) 

(10.82) 

(10.83) 

(10.84) 
^0.441300^ 

e) Standard fur allgemeine Untersuchungen ist die Norm gemaB dem Skalarprodukt (10.62) 

{hh)M^^k^^k^^' (10.85) 

Hinweis 1\ In unserem Beispiel ist M proportional zur Einheitsmatrix, vgl. (10.37). GemaB 
Hinweis 5 in Abschnitt "Orthogonalitat der Eigenschwingungen" sind deshalb die Eigenvek­
toren xi und X2 im iiblichen Sinne orthogonal, vgl. Bild 10-8. 

10.4.3.2 Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung 

Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung (10.38) lautet, vgl.(10.61), 
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x{t) = 
(-lit)] 

= l,(c,e^'^^^^c_,e-^-^^^)x,. (10.86) 
k^l 

Analog zu Abschnitt 5.3.1 schreibt man diese Losung vollstandig reell: 

k=l 

r-0.441300V 

[ 0.897359J^ "̂^ ^ '^ ^ ^ ^ 

Dies ist die reelle Form der Eigenschwingungen. 

0.897359 

0.441300 

(10.87) 

[a^2 ^^s ̂ 2^ + ̂ s2 sin C02t). 

10.4.3.3 Anpassen an Anfangsbedingungen 

Seien fur / = 0 die folgenden Anfangsbedingungen gegeben: 

^^10^ 
X ( 0 ) = A:O= L A:(0) = VO = 

yyio 

f ^ A 
(10.88) 

(10.89) 

Mit (10.79) erhalt man 

XQ = Xi a^i + X2 a^2^ 

VQ = 0)1 xi a,i + CD2 X2 a,2 • 

Ausgeschrieben sind dies je zweiBestimmungsgleichungen fur («cl'^c2) ^^w- (^^l'^^2)-

10.4.3.4 Ausdeuten der Schwingungen 

Bei geeigneten Anfangsbedingungen schwingt das System mit a^2 ^ ^' ^^2 ^ ^ gemaB 

Xi{t) = Xi [a^i cos ^1^ + a^i sin ̂ ^f) = 
-0.441300 

[a^icoscoit + a^isincoit). (10.90) 
0.897359J 

Dies ist die erste Eigenschwingung. Das System schwingt in (oder mit) der Form jcj und der 

Frequenz ^ rein sinusformig. 

Wahlt man die Anfangsbedingungen so, dass a^i = 0, a ĵ = 0 , schwingt das System gemaB 

•^2(0 = ^2 {^c2 cos CD2t + a,2 sin ̂ 2 ^ ^ 

rein sinusformig. 

0.897359 

0.441300 (a^2 COŜ 2̂  + ̂ ^2 sin<^20 (10.91) 
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BildlO-8 
Am Lager beobachtete Eigenschwin-
gungen. ajc^(0, bx2(0 

1.5 

1 

0.5 

0 

•0.5 

-1 

•1.5 

b 

-2 -1.5 

1 

1 

-1 -0.5 0 0.5 
x^/mm 

1 1.5 

• 

• 

• 

. 

• 

• 

2 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 
x^/mm 

BildlO-9 
Am Lager beobachtete freie Schwingungen des Lagerbocks (Lissajous-Figuren). a kurzzeitig, 
b langfristig 

Bild 10-8 verdeutlicht diese Schwingungen am Lagerbock. Gewahlt wurden dort 

a) a^\ = 0.5 mm, a^i =1.2 mm, a^2 - ^' ^s2 - ^ 

b) a^i = 0, a^i = 0, a^2 - ^-^ ^^'> ^s2 - ^-^ ̂ ^ 

Die Bilder machen deutlich, dass die Eigenschwingungen Xj (/) und X2 (t) senkrecht auf-

einander stehen, denn es gilt 

Xi Mx2-mxi Ix2-mxi 2̂ = 0. (10.92) 

Addiert man die beiden Losungen Xi{t), X2{t), wie sie in Bild 10-9 aufgezeichnet sind, 

setzt man in (10.87) also a^i - 0.5 mm , a^i =1.2 mm, a^2 - ^-^ ^^^ ' ^s2 - ^-^ ^ ^ ' ^^ 

erhalt man fur 0 = coj^tQ < coj^t < coj^t^ = 11.5 fur (x^ (f), yi (/)) den in Bild 10-9a gezeigten 

Verlauf. Man nennt ein solches Bild Lissajous-Figuv. Im allgemeinen Fall - wie hier - ist die 
Gesamtbewegung unperiodisch. Lasst man den Schwinger Idnger laufen, wird das durch 

-^^c\ + ̂ s\ ^\ ^^^ -y^cl + ̂ s2 ^2 aufgespannte Rechteck allmahlich iiberdeckt, vgl. Bild 

10-9b. 
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Hinweis 2: Bei rationalen Frequenzverhaltnissen coilCO2 wird x{t) periodisch, die Lissa-

jous-Viguxtn bilden geschlossene Kurvenziige. 

10.4.4 Der Einfluss von Dampfung auf die Eigenschwingungen 

Wir fiigen zu den Bewegungsgleichungen (10.36) ohne besondere Begriindung Dampfungs-
terme hinzu und untersuchen, wie sie sich auf die Schwingungen auswirken. 

10.4.4.1 Bewegungsgleichungen mit Dampfung 

Parallel zu den Kraft-Einflusszahlen kn fiihrt man Dampfungs-Einflusszahlen bn ein und 

setzt fur die Dampferkrafte an 

^hi hi^^"^ ^ 

v^2i ^22; 

vgl. (10.16). Matrixschreibweise: 

7D 
Fi^^BxL. B = 

%l ^ 2 ! 

v^2i ^22y 

(10.93) 

(10.94) 

7D Hinweis 1: Damit F^ stets Ddmpfungskraft ist - Energie dissipiert - muss B positiv definit 

sein, das heiBt, flir beliebige Geschwindigkeiten Xi^O muss die Leistung 

P = x^ B x>0 

sem. 

Mit Dampfung lautet die Bewegungsgleichung, vgl. (10.35) bis (10.38), 

Mxi +Bxi -\-Kxi =0. 

10.4.4.2 Eigenschwingungen 

Der Exponentialansatz 

x = Xi=xe ^ 

fuhrt hier auf das Eigenwertproblem 

[MX^ +BX+K\X^O, 

vgl. (10.44). Dazu gehort die charakteristische Gleichung 

zl(/L):=det(M;i^+^/l + ̂ ) = 0, 

2 2 
miiX +biiA-\-kii mi2^ +l\2^^^\2 

^ 2 1 ^ +^21^ + ̂ 21 ^22'^ +^22'^ + ^22 

(10.95) 

(10.96) 

(10.97) 

(10.98) 

(10.99) 

(10.100) 
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vgl. (10.46) bis (10.48). Multipliziert man (10.100) aus, erhalt man die charakteristische 
Gleichung in der Form 

a^ A"^ -\-a^ A^ -\-a2 ^^ -^ai A-\-aQ =0, (10.101) 

mit 

GQ = detK -k^i k22 -^12 ^21' 

1̂ =h\ hi -hi h\ -h\ hi +hi hh 

^1 = {hi ^11 - hi ^11-hi ^11-^ hi ^u)-^ {hi hi-hi hi) ^ (10.102) 

3̂ =hi^ii -hi^ii-hi^ii^hi^ii^ 

^4 =&QXM = mii ^22 ~^12 ^21 • 

Hinweise (vgl. auch Lagerbock-Ergebnisse in Abschnitt 10.4.3) 
Die charakteristische Gleichung (10.101) lasst sich im allgemeinen nur numerisch losen. (Fiir 
2 Gleichungen, also ein System 4. Ordnung gibt es zwar noch Formeln, doch sind die nume-
rischen Verfahren meistens effektiver.) 

Die Eigenwerte Xj^ sind meistens komplex, vgl. Abschnitt 5.3.2, bei sehr groBen Damp-

fungskoeffizienten bj^i treten auch reelle Xj^ auf. 

Da in (10.101) alle Koeffizienten der /i-Potenzen reell sind, ist mit ^- ^^ komplex auch die 

komplex konjugierte Zahl Xj^ Losung (Wurzel, Eigenwert) der Aufgabe. Die Eigenwerte 

treten also paarig komplex konjugiert auf: Xj^-Xj^, und/oder reell: Xj^. Da die Gesamtzahl 

gerade ist, gibt es ggf. also auch eine gerade Anzahl reeller Eigenwerte. 

Zum Eigenwert Xj^ berechnet man den Eigenvektor xj^ entsprechend dem Vorgehen in Ab­

schnitt 10.4.2 (vgl. (10.57) usw.). Zu einem komplexen Eigenwert X]^ gehort im allgemeinen 

ein komplexer Eigenvektor Xj^ (zu X]^ gehort dann x^^). 

Zur Eigenlosung (/lŷ ,jCŷ ) schreibt man die Eigenschwingung 

Xk{t)^cj,xj,e^k' (10.103) 

an, vgl. (10.60). 

Die allgemeine Losung von (10.96) lautet 

x{t) = Y^x,{t) = Y^,x,e^^\ (10.104) 
k k 

10.4.5 Schwach gedampfte Eigenschwingungen des Lagerbocks 

10.4.5.1 Untersuchung mit Hilfe von Storungsrechnung 

Oft kennt man die ungedampften Eigenschwingungen, die Eigenlosungen {^coj^^Xj^) eines 

Systems und will die Wirkung einer schwachen Dampftmg abschatzen. Dann bietet sich eine 
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Storungsrechnung an. Das Klein-Sein der Dampfung kennzeichnen wir in (10.96) durch den 
kleinen Faktor ^vor dem Dampfungsglied: 

Mx + £Bx + Kx = 0. (10.105) 

Beim Exponentialansatz (10.97) hangen dann x und /I von ^ab. Wir fragen konkret, wie die 
ungedampfte Eigenlosung (̂ y ,̂ jCŷ ) gestort wird und setzen im Sinne einer Taylorreihe mit 

Gliedem s und s an: 

x(f,^) = x(^)^ X{8)t 
^k+^y]^/-^/+^ QX^ijC0j^t + 6AXt + 6^--\ (10.106) 

Dabei darf in der eckigen Klammer der Faktor bei Xj^ gleich 1 gesetzt werden, denn Glei-

chung (10.105) ist homogen. Femer erfasst Xj^ gemeinsam mit den in der Summe stehenden 

anderen Eigenvektoren Xi,l ^k, alle Bewegungsmoglichkeiten des Systems. Im Exponenten 

bedeutet sAA die mit ^lineare Anderung des Eigenwerts. Dabei kann A A ebenso wie die 

aj reell oder komplex sein. 

Mit X, X und Jc gemaB (10.106) folgt aus (10.105) 

(-co^ + 2£jcoj^ AA + s^ .. AM-^-sijcoj^ +s AX + s^ ..AB + K 

Xj,+sY^aiXi+s^... 
(10.107) 

0. 

Subtrahiert man \-COIM + K\XJ, =0, vgl. (10.43), (10.54), verbleibt bis auf Glieder s^ 

usw. 

slK-co^M']Y^aiXi-\-sjcDj,[2AAM-\-B]xj,=0. (10.108) 

^ T 

Multiplikation von links mit Xj^ liefert bei Orthogonalitat, vgl. Abschnitt 10.4.2.4, 

2AAxJ Mxi^-\-xJ Bxi^=0, 

also 

AA = - 1 ^I^^k 
2 xj^ Mxj^ 

(10.109) 

(Durch Multiplikation mit JC/ kann man die Koeffizienten a/ gewinnen. Aufgabe 10-22.) 

10.4.5.2 Zahlenbeispiel fur den Lagerbock 

Im Anschluss an Abschnitt 10.4.3 schreiben wir (10.105) wie folgt an 
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1 0 

0 1 
x^+b 

0.1 0.05 

0.05 0.05 
x^+kj^ 

k ^ h\ HI 
XL-0. (10.110) 

22 y 

Darin sind die Zahlenwerte von B willkiirlich gewahlt, und b ist zunachst ein Dimensionsfak-
tor. Mit ? = ^^ f, vgl. (10.76), folgt aus (10.110) nach Division durch k 

1 0 

0 1 
Xr + ^ V ^ ^ 

0.1 0.05 

0.05 0.05 x^ + 
11 ^ 1 2 ' 

V^21 ^ 2 2 ; 
x^^O, (10.111) 

(10.112) 

(10.113) 

Wir wahlen bj^kj^m - 1. 

Die Eigenlosungen (<5ŷ , X]^) des ungedampften Lagerbocks lauten, vgl. (10.78) und (10.84), 

(^i;jci) = [l.37828; (-0.441300, 0.897359)^), 

(^2; ^2) = (3.07820; (0.897359, 0.44130of). 

Damit erhalt man aus (10.109) 

zlij = -0.0101, AI2 = -0.0649. 

Mithin lauten die (bezogenen) Eigenwerte 

il/_l «±1.3787-0.0101, ^ / - 2 «±3.0787-0.0649. (10.114) 

Vom praktischen Standpunkt aus ist es wichtig, dass die Realteile der Eigenwerte negativ 
sind, die Schwingungen also abklingen. 

Hinweis 1: Der kleine Faktor ^erscheint in (10.111)- also auch in (10.113), (10.114)- nicht 
explizit. (Wenn man will, kann man ihn, etwa mit ^ = 0.1, einfuhren und kommt zum selben 
Ergebnis.) 

Hinweis 2: Der Wert der Formel (10.109) liegt NICHT darin, dass man das emeute Losen des 
Eigenwertproblems umgeht, sondem in der Moglichkeit, den Einfluss der einzelnen Damp-
fungskoeffizienten b^ aufdie % zu uberschauen. 

10.5 Erzwungene Schwingungen des Lagerbocks 
Am Beispiel der Lagerbockschwingungen vom Freiheitsgrad 2 fuhren wir in die Untersu-
chung von erzwungenen harmonischen Schwingungen bei Schwingungssystemen ein. 

10.5.1 Experimente: Aufgabe 
Wie in der Einleitung zu Abschnitt 10.4 angedeutet, misstraut man den Annahmen, die zu den 
Steifigkeiten in Abschnitt 10.3 fuhrten. Jetzt will man sie mit Hilfe von erzwungenen 
Schwingungen, die bei sinusformiger Anregung auftreten, untersuchen. Zwei Versuchsreihen 
soUen durchgefuhrt werden: 
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Einmal wird am Lager unter einem Winkel a sinusformig mit veranderlicher Frequenz Q 
erregt, Bild 10-10, die Auslenkungen werden gemessen. Zweitens wird mit einer Unwucht 
erregt, Bild 10-11, die Auslenkungen werden gemessen. Wir berechnen, was man zu erwarten 
hat. 

F(i)^ 
Qt 

B 

Bild 10-10 Bild 10-11: Lagerbock mit 
Lagerbock mit Krafterregung Unwuchterregung 

10.5.2 Bewegungsgleichungen 

An dem Lagerbock mit Masse m nach Bild 10-6 greifen nun horizontal und vertikal die zeit-
abhangigen Krafte F ^ (t) und Fy (/) an, vgl. Bild 10-10b. Im Fall von Bild 10-10a gih 

Fjj =F{t)cosa, Fy =F{t)sma, mit F{t) = FcosOt, (10.115) 

bei der Unwuchterregung nach Bild 10-11 gilt 

Fff ^mr^n^ cosnt, Fy =mr^n^ sinOt, (10.116) 

vgl. Abschnitt 9.3. (In (10.116) haben wir angenommen, dass die Exzentrizitat r^ auf die 

Gesamtmasse m bezogen wurde.) 

Die Erregerkrafte F ^ (f) und Fy (f) treten auf die rechte Seite der Bewegungsgleichungen 

(10.36) Oder (10.38) - im Fall fehlender Dampfung - bzw. (10.96) - bei vorhandener Damp-
fling. Wir schreiben 

Mxi^Bxi-^KxL=F^{t), (10.117) 

wobei die Erregerkrafte F ^ [t), Fy [t) in der Spaltenmatrix 

F,=F,{t) = {FH,Fyf (10.118) 

zusammengefasst sind. 

Fiir den Lagerbock stehen in (10.117) die Massenmatrix M nach (10.37), die Dampfiings-
matrix B nach (10.94) und die Steifigkeitsmatrix K nach (10.16) oder auch die Summe in 
(10.31). 

Bei einem System vom Freiheitsgrad n sind M, B, K voll besetzte nxn-Matrizen und 

jc, Fg nxl-Spaltenmatrizen {Spaltenvektoren). 

Mx + Bx + Kx = F^[t) (10.119) 

Die Gleichung (10.119) gilt fur behebige Zeitverlaufe F^ (/), wir werten sie jedoch nur fur 

harmonische Schwingungen aus. 
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10.5.3 Erzwungene Schwingungen 

Wir nehmen fur F^(^t) eine harmonische Erregung mit der Frequenz O an und schreiben 

komplex 

F^{t) = F^eJ'^^. (10.120) 

Die Dgl (10.119) lautet dann 

M x + Bx + K x^F^e^^^. 

Der Ansatz vom Typ der rechten Seite lautet 

x = xeJ''' 

und liefert 

iK-Mn^+jnB]x = F^ 

(10.121) 

(10.122) 

(10.123) 

10.5.3.1 Dynamische Steifigkeit 

Man kann die Amplituden F^ und x als Krafte bzw. Auslenkungen auffassen und (10.123) 

parallel zu (10.13)2 lesen: 

F^^[K -M Q^ + j n B\X^\ K{j n)x. (10.124) 

Dann ist 

K[jn)\^{K-Mn^ +jnB\ 

^^11 - m n ^^ +j^h\ hi -^12 ^^ ^j^hi 1 (10.125) 
2 2 

k2\-m2\0 + jf2b2i k22 - ^̂ 22 ^ + J^^22) 

eine (komplexe) dynamische Steifigkeit, die fur i? = 0 in die normale Steifigkeit iibergeht: 

^ ( 0 ) = ^ . (10.126) 

Zahlenbeispiel fiir den Lager bock: In der entsprechend (10.111) bezogenen Form erhalten wir 

fur K(^jn^ = K(^jnyk denAusdruck 

K(jO)-- (10.127) 

Mit 

K^ 
8.0 3.0 

3.0 3.375 
; ^ = 

0.2 0.08^ 

0.08 0.1 
(10.128) 
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erhalt man fur die £•/ ij^) die in Bild 10-12 gezeigten Frequenzgdnge in Form von Ortskur-

Im 

1-

1 ^ 
-20 -15 -10 Re 

c 

5 

1 

yfe2 

Q= 

4 

1 

3 

1 

Imj 

1-

2 1 
' ^ 1 ^ 

-20 -15 -10 

Bild 10-12 
Frequenzgange der dynami-

^ 5 Re schen Steifigkeiten 

In dieser Darstellung werden die Phasenbeziehungen zwischen x und F^ nach (10.124) 

besonders deutlich. Schreibt man die ^/ in Polarform, 

4= |^ .^ |^M7^ (10.129) 

so erhalt man die Kurven nach Bild 10-13. 

10.5.3.2 Dynamische Nachgiebigkeit, Frequenzgang, Ubertragungsfunktion 

Lost man F^ ̂  K[jQ)x, vgl. (10.124), nach x auf, erhalt man 

x^K-'^{jQ)F^^iK-n'^M + jBn\ F^. 

Man setzt 

H{jn)'.^iK - Q^ M+j n B\ 
Huijn) H,2{jn) 

(10.130) 

(10.131) 
^H2i{jn) H22{jn)) 

undnennt H(^JO) dynamische Nachgiebigkeit, oftQV jcdoch Frequenzgang(-Msitrix): 

x = H{jn)F^. (10.132) 
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Parallel zu Bild 6-3 kann man ein Blockbild (Bild 10-14) zeichnen, welches die Zeitfunktion 

iibertragt. 

xeJ'''=H{jQ)F^eJ''\ jQt (10.133) 

\u 
5 

0 

0.5 

Q 

V 

0 
"0 1 2 3 4 ^ ^0 1 

Bild 10-13: Polarform der dynamischen Steifigkeiten 

Eingang 
(Ursache) 

keJ^' 
H(jQ) 

Ausgang 
(Wirkung) 

j o t 

/¥xi=Wn 

Q 

4 Q 

Bild 10-14 
Blockbild mit Ubertragung einer Zeitfunktion 

Hinweis 1: Arbeitet man mit der Laplace-Transformation statt mit dem e^ ^ -Ansatz, nennt 
man die zu (10.133) analoge Gleichung - dann mit s statt jQ geschrieben - Ubertragungs-

gleichung und G(^S^ Ubertragungsfunktion. Dieser Name beschreibt die Beziehung (10.132), 

Oder auch (10.133) besser als der Name Frequenzgang. 



140 IV Rotorschwingungen 

10.5.3.3 Diskussion der Frequenzgdnge am Beispiel 

Aus (10.125) berechnet man gemaB (10.131) 

H{jQ)-
^21 ~ ̂ 21 -^ + jf2 b2i k22 - ^22 ^ + J^ 2̂2 

k22 - ^22 ^ + J^ 2̂2 ~ I ̂ 21 ~ ̂ 21 -^ + i-^ 2̂1 I 

-Iki2-mi2^ + 7'/^^2 I kii-miif2 + 7/2Z ĵ̂  

^ 1 1 ^ 1 2 

V^21 ^ 2 2 ; 

Dabei steht A fur die Koeffizientendeterminante 

A = &QxiK - Q^ M + j n B\ = A{jn) 

vgl.auch (10.99). 

Mit den Zahlenwerten aus (10.127), (10.128) erhalt man 

H(jn): 
kii-mQ -\-jf2bii 

o 2 yk2\-jO^-jQl\2 kii-mO + j Qh '22, 

(10.134) 

(10.135) 

(10.136) 

die folgenden Darstellungen. 

Bild 10-15 zeigt die Elemente H^j^ \J ^) ^^^ Ubertragungsmatrix fur 0 < i2 < 5 als Ortskur-

ven, zum Teil in vergroBerten Ausschnitten. 

Bild 10-16 zeigt \HIJ^ \J^}\ ^^^ ^̂ ^ Winkel cpu^ (f2\ fiir die Polardarstellung 

Man erkennt unmittelbar: 

(10.137) 

Wenn £2 - die Erregerfrequenz - in der Nahe einer der Eigenfrequenzen liegt 

(a)i =1.378, 0)2 = 3.078 , vgl. (10.78)), nehmen die \Sik\ Extremwerte an. 

Bei Q ^ d\ schwingt der Lagerbock - vergleiche jeweils H^i mit ^12 ^^^ ^12 ™t ^22 

so, dass sich die Ausschlage etwa wie |-0.47| :(0.89) verhalten, vgl. (10.84), fur die Pha-
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senwinkel gilt k̂ î i ( ^ ) - (p\2 ( ^ )p^ \p\i ( ^ ) ~ ^22 (^2)p^ '^ • ^ ^ ^ kann sagen, bei Q '^ G\ 

schwingt das System im Wesentlichen in Richtung des Eigenvektors x^. 

Entsprechendes gilt flir Q ^ d>i und X2 . Allerdings wirkt sich bei Q ^ 0)2 die geschwindig-

keitsproportionale Dampfung auch starker aus als bei o\ . Deshalb wird die Resonanzstelle 

bei Q '^d>i in Bild 10-16b und c nur wenig deutlich. 

'^1-1 

-2 

-31 

5j 

a ^^^^ 

I 

3.07... ] 

T378... 

Re^n 

Re^ , . 

0 
-2 

(N 

-8 
-10 
-12 

- 4 - 2 0 2 4 
R e ^ , , 

Ausschnitt von links 

•_Q_ 5 

d \ ^ ^ 

2 . 1 ] ^ , ^ ^ 

0.4 -0.2 0 0.2 0.40.5 
KQK 12 

Ausschnitt von links 

5 

Q 

2.88... 

3.01... 

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 
Re 7/,, 

Bild 10-15: Ortskurven der Elemente Hu^ (j^) der Ubertragungsmatrix fiir 0< /2 <5 
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Bild 10-16: Polarform der Elemente Hu^ (J^) ^^^ Ubertragungsmatrix fiir 0 < i? < 5 

10.5.3.4 Resonanzkurven fur Sinusanregung 

Bei der Sinusanregung nach Bild 10-10 gilt fur F^ und F^ nach (10.118), (10.120) 

Fe-
^cosa^ 

FcosDt, F = 
^cosa^ 

F. 

Man erhaltaus (10.132) 

x = H{ja) 

dimensionslos (bezogen), kj^ vgl. (10.73), 

F , 

X'= 

^ ~ \ 

Flkj^ -^ Ol ­
eosa 

sma 

(10.138) 

(10.139) 

(10.140) 

Im folgenden Zahlenbeispiel setzen wir wieder die Zahlen von oben ein, vgl. (10.127) usw., 
und wahlen a = 30°. Bild 10-17 zeigt flir 

Xi =\Xi\e-j(Pi (10.141) 
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diQ Amplituden \x^\ und die Phasen-(verschiebungs-)winkel (pf als Funktionen von i ? . 

1 
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0 
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C I I 
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d ; ; 
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Bild 10-17 

Frequenzgange der Amplituden \xA und Phasenwinkel cp^ bei Erregung unter dem Winkel 61^30° 

10.5.3.5 Resonanzkurven fur Unwuchterregung 

Bei der Unwuchterregung nach Bild 10-11 gilt fiir F^ nach (10.116), (10.118), (10.120) 

F^^r^mn 
cosQt 

sini2/ 
, a l s o F \ ^ r mf2 

J 

Damit folgt aus (10.132) mit Q - Qjcoji , coji = kim 

und 

{M 

V J J 

(10.142) 

(10.143) 

(10.144) 

Bild 10-18a und b zeigen die Frequenzgange Xj und X2 , Bild 10-18c zeigt die Phasenver-

schiebungswinkel (Pi{o\ gemaB 

1 I ^^7 I ^ • (10.145) 
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10.6 Aufgaben 
Aufgabe 10-1: Berechnen Sie die % fur den Lagerbock nach Bild 10-1 mit Hilfe von For-

meln fur Balkenbiegung gemaB Abschnitt B.6.1 oder aus einem Tabellenbuch; vgl. (10.8). 
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Aufgabe 10-2: Wie muss man in (10.8) die Hohe h\ wahlen, damit der Lagerbock horizontal 

und vertikal gleich nachgiebig ist {hn = /?22) '̂  ^ i ^ nachgiebig ist er dann unter 45°? - fur 

eine Kraft ( F , ^ , / V ^ ) = (1,1) F J S ? 

Aufgabe 10-3: Berechnen Sie die k^ ftir den Lagerbock nach Bild 10-4 mit den Hilfsfor-

meln fur Balkenbiegung aus einem Tabellenbuch; vgl.(10.14), (10.15) und Aufgabe 10-1. 

Aufgabe 10-4: Wie muss man in (10.23) die Hohe h^ wahlen, damit der Lagerbock horizon­

tal und vertikal gleich steif ist (^n = ^22) *̂  

Aufgabe 10-5: Weshalb fuhren die Forderungen "gleich nachgiebig" -Aufgabe 10-2 - und 
"gleich steif -Aufgabe 10-4 - nicht auf dasselbe hi ? 

Aufgabe 10-6: tJberlegen Sie sich Messvorschriften fur die % und die kn . Gehen Sie dabei 

von (10.9), (10.10), (10.13)2 bzw. (10.16) aus. 

Aufgabe 10-7: Berechnen Sie die Krafte F^s^^yS ^̂  Gleichung (10.27) mit den Mitteln der 

Grundvorlesung Mechanik (Verlangerung eines Zugstabes, Verschiebungsplan). 

Aufgabe 10-8: Versuchen Sie (10.28) mit Nachgiebigkeiten zu schreiben, x^ = H^F^ , vgl. 
(10.10) und (10.13)2. Weshalb ist das nicht moghch? Konnen Sie die Aussage anschauhch 
begrunden? 

Aufgabe 10-9: Ohne es besonders erwahnt zu haben, lassen wir bei der Stangenkraft F^ nach 
(10.20) auch Druck zu (z. B. bei x^ <0 oder 3̂ ^ <0) . Nach (10.34) erhah der Stab eine 
relativ kleine Querschnittsflache und wird deshalb bei Druck knicken. (Dann gilt (10.20) 
nicht mehr!) Was muss man tun, um die Steifigkeiten K^ gemaB (10.30) auch fur 

x^ < 0, j ; ^ < 0 garantieren zu konnen? 

Aufgabe 10-10: Schreiben Sie fur X\ entsprechend (10.59) einen Ausdruck mit Hilfe von 

(10.55)2 an und zeigen sie, dass sich der von (10.57) nur um einen (skalaren) Faktor unter-
scheidet. 

Aufgabe 10-11: Wie kann man die Definitheitsbedingungen (10.53) physikalisch deuten? 
Nennen Sie Beispiele fur nicht definite {indefinite) Systeme. 

Aufgabe 10-12: Kontrollieren Sie die Losungen (10.69). 

Aufgabe 10-13: Kontrollieren Sie die Rechnungen (10.70) bis (10.77). 

Aufgabe 10-14: Kontrollieren Sie den Eigenvektor Xj^ gemaB (10.79). 

Aufgabe 10-15: Schreiben Sie die Gleichungen (10.89) ausfuhrlich (mit den Zahlenwerten 
der Eigenvektoren) an und losen Sie sie fur a) JCQ = XQ Xj, VQ = ^ , b) XQ = ^, VQ = VQ X2 ; 
( XQ, VQ Zahlenwerte fur Auslenkung und Geschwindigkeit). Welche Dimensionen haben die 

cick und a,j,l 

Aufgabe 10-16: Berechnen Sie zu den Schwingungen in Bild 10-8 a), b) und Bild 10-9 die 
Anfangsauslenkungen XQ und die Anfangsgeschwindigkeiten VQ . 



146 IV Rotorschwingungen 

Aufgabe 10-17: Schreiben Sie x{t) nach (10.87) in der Form x = X\ai0os(^o\t + (p\) + 

X2 a2COs(<2?2/ + ̂ 2) ^^^ berechnen Sie a ,̂ ^1,^2, ^2 ^^ ^i^ Schwingung nach Bild 10-9. 

(Nehmen Sie dazu coj^ - vgl. (10.76) - als bekannten Zahlenwert an.) 

Aufgabe 10-18: Konnen Sie aus Bild 10-9 eine grobe Naherung fiir das Frequenzverhaltnis 
0)1/CD2 abzahlen? 

Aufgabe 10-19: Konnen Sie sich durch einen Blick auf die Steifigkeiten kn in (10.74) plau-

sibel machen, dass zur Eigenschwingung X2 - in Richtung X2 - eine groBere Eigenfrequenz 

(^2) gehort als zur Eigenschwingung Xi - in Richtung Xi - mit ^ . 

Aufgabe 10-20: Fiihren Sie (zu den konkreten Zahlen) in Richtung von Xj, X2gedrehte Ko-

ordinaten yihzw. x^ ein und berechnen Sie die darauf bezogenen Steifigkeiten A:*/. 

Aufgabe 10-21: Berechnen Sie numerisch die Eigenwerte /lŷ  und die Eigenvektoren Xj^ zum 

Eigenwertproblem (10.111). 

Aufgabe 10-22: Ermitteln Sie aus (10.108) - durch Multiplikation der Gleichung von links 

mit X/ - die Korrekturkoeffizienten a/ fiir die k-tQ Eigenschwingung. Setzen Sie die Zah-

lenwerte aus Abschnitt 10.4.5 in Ihr Ergebnis ein. 

Aufgabe 10-23:. Schreiben Sie mit den Ergebnissen aus Aufgabe 10-22 fiir den Lagerbock 
die Eigenschwingungen Xi[t) entsprechend (10.103) an. 

Aufgabe 10-24: Schreiben Sie fur den Lagerbock die allgemeine Losung (10.104) an. 

Bringen Sie die allgemeine Losung auf eine reelle Schreibweise (vgl. (10.86)7(10.87) und 
(5.24)7(5.26)). 

Aufgabe 10-25: Der Versuch zu Bild 10-11 wurde mit der (groBen) Masse m und einem Un-
wuchterreger der Gesamtmasse m\ und der Exzentrizitat r̂  vorgenommen. Welches m und 

welches r^ miissen in (10.116) und in die Bewegungsgleichungen eingesetzt werden? 

Aufgabe 10-26: Erlautem Sie den Aufbau der Gleichung (10.117) anhand eines Schnittbildes 
nach Art von Bild 9-5 und Bild 10-7. Welche Dampfungseinflusse kann man mit Bx erfas-

sen, wo greifen die entsprechenden Krafte im Schnittbild an? 

Aufgabe 10-27: Bei einem Schwingungssystem vom Freiheitsgrad 2 sei (vgl. (10.119) 

Fi^ = F cos /2/, F2e = F (cos Ot - sin Ot). 

Wie lautet die Erregeramplituden F^ in (10.121)? 

Aufgabe 10-28: Der Lagerbock soil so durch eine Kraft F{t) = F^ e^ ^ erregt werden, dass 

er unter a = 30°, vgl. Bild 10-10, gemaB x^^xe^ ^ harmonisch ("hin und her") schwingt. 

Welche (komplexe) Amplitude F^ ist erforderlich? Berechnen Sie /^ fur i2 = 3 mit Hilfe 
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von Gl. (10.124) und den Zahlenwerten (10.127), (10.128). Tragen Sie F^(f ) ,7y( / ) 

- reell! - in einem Fjj - Fy -Diagramm fur 0<f2t<27i auf. 

Aufgabe 10-29: Fiir welchen Wert i7 = i2 * ist in Aufgabe 10-28 - fur die dort angegebenen 

Zahlenwerte - die Amplitude l^// /x am kleinsten? (Bei welchem f2 treten das kleinste 

\F^\ X, das kleinste F ^ / x , das kleinste A / 1 % ^rv\ /^ ^^^ ^^^ kleinste Extremwert 

^max /^ auf, wo F^^^ /x = max ^F^ (?) + ^F ( 0 A •) 
0<nt<27r ^ 

Aufgabe 10-30: Rechnen Sie (10.134), (10.135) nach. 

Aufgabe 10-31: Lesen Sie aus Bild 10-16d, e zu i2 = 1.4 und i2 = 3.1 die Winkel cpjj^ ab 

und tragen Sie in die Bild 10-15 die entsprechenden Winkel ein. (Achtung! Wegen des 
Drucks sind die Achsen etwas verzerrt - berucksichtigen Sie das!) 

Aufgabe 10-32: Lesen Sie aus Bild 10-16 die i2 -Bereiche ab, in denen sowohl die Bedin-

gung X < 0.2 als auch die Bedingung \x\ < 0.3 erMlt sind. 

Aufgabe 10-33: Es interessiere fur die Erregung (10.138), vgl. Bild 10-10, die Schwingung 
x^ [t) in Richtung der anregenden Kraft. Wie berechnet man sie aus (10.132) oder (10.133)? 

Wie kann man sie aus den Diagrammen nach Bild 10-16 ermitteln (die konnten z. B. gemes-
sen sein)? 

Aufgabe 10-34: Zeichnen Sie fur x{t) zur Erregung F^ nach (10.142) je einen Zeitverlauf 

xi (?),X2 (?) fur 0</2t <27r fur O ^ a>i und Q '^ o)2\ vgl. die Darstellung in Bild 10-9. 

Aufgabe 10-35: Finden Sie cine anschauliche Begrundung, weshalb in Bild 10-16a die Reso-
nanzamplitude fur Xi = x^ bei i7 = ^ sehr viel groBer ist als die bei i2 = ^ ? (Vgl. Bild 
10-8.) 

Aufgabe 10-36: Wie kann man aus Bild 10-16 entnehmen, dass bei Q ^ a\ die Schwingun-

gen xi(/) = x^(/) und X2 (/) = j^/^ (/) im Wesentlichen gegenphasig stattfinden und bei 

Q ^ 0)2 gleichphasigl 

Aufgabe 10-37: Zeichnen Sie fur die unwuchterregten Schwingungen, Gl. (10.142)-(10.145), 

entsprechend Bild 9-19 fur i7 = 1.36 und 0 = 1 A3 - z. B. mit den Angaben in Bild 10-18 -

jeweils die Winkellage zwischen Unwucht und Auslenkung fur Ot = 

QCOQI = 0, ;7r/2, TT, STT/I, In . 

Aufgabe 10-38: Lesen Sie aus Bild 10-18 ab, in welchen Drehzahlbereichen der Lagermittel-
punkt mit demselben Drehsinn wie die Unwucht umlauft und wann er gegensinnig umlauft. 

Aufgabe 10-39: Lesen Sie aus Bild 10-18 ab, bei welcher Drehzahl sich der Lagermittelpunkt 
bei Unwuchterregung langs einer Geraden bewegt. 
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11 Rotorsysteme 

11.1 Die einfach besetzte Welle auf nachgiebigen Lagern 

11.1.1 Das System 

Die einfach besetzte Welle aus Abschnitt 9.3 wird auf zwei Lagerbocke nach Art von Ab-
schnitt 10 gesetzt, Bild 11-1. Das System besteht dann aus der Scheibe S, der Welle W und 
den beiden Lagerbocken A und B. Die Untersuchung hier greift auf die vorangehenden Uber-
legungen zuriick und setzt die neuen Bewegungsgleichungen aus den bekannten gemaB der 
Systemstruktur zusammen. (Das Gewicht der Telle wird vemachlassigt, da sein Einfluss trivi­
al ist.) 

Bild 11-1 
Einfach besetzte Welle auf nachgiebigen Bocken 

11.1.2 Das Modell 
Die aus den Abschnitten 9.3 und 10 ubemommenen GroBen werden durch die vier Indizes S, 
W, A, B - Scheibe, Welle, Bock A bzw. Bock B - unterschieden. Wesentliche neue Systempa-
rameter sind die Langenverhaltnisse, vgl. Bild 11-1: 

h -hl^^ h -h/^' w^^•-h^h (11.1) 

Die Gleichungen fur die vier Systemteile werden zunachst vorbereitend zusammengestellt 
und dann zusammengefasst. Verbindendes Element ist die Welle, sie steht deshalb an erster 
Stelle. 
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11.1.2.1 Gleichgewicht, Kinematik, konstitutives Verhalten der Welle 

Bild 11-2 
Krafte auf Welle 

B/W 

Bild 11-3: Auslenkungen der Welle, Verbindungs-
gerade der ausgelenkten Lager A und B 

Bild 11-2 zeigt die herausgeschnittene Welle mit den angreifenden Kraften. (Da mit linearen 
Gleichungen gearbeitet wird, darf das Gleichgewicht an der unverformten Welle angesetzt 
werden.) Momentengleichgewicht um den Lagerpunkt B bzw. A liefert die Krafte F ^ / ^ 
bzw. F^/j^ auf den Lagerbock A bzw. B von der Welle W: 

^A/W -h ^W ^^BIW -k^W ' (11.2) 

Dabei steht F^r fiir (F^^r, Fyj^ ) , die Wellenkraft F aus Gl. (9.32). Analog bezeichnen die 

Pfeile F^/j^ und F^/j^ die Reaktionen zu den Lagerkraften F^ aus Gl. (10.11)2, vgl. Bild 

10-3. 

Die geometrischen und kinematischen Beziehungen liest man aus Bild 11-3 ab: 

^s =hxA+hxB-^nv • (11-3) 
Hier ist % die Wellendurchbiegung, vgl. (9.27)i, x^, x^ stehen fiir die Auslenkungen jc^ 

der Lagerbocke A bzw. B, vgl. (lO.ll)i, und x^ ist jetzt die Auslenkung des Wellendurch-

stofipunktes (Punkt W in Bild 9-5) gegeniiber der Ausgangslage auf der Geraden 0 - 0 in Bild 

11-3, entsprechend (x, ;;) in den Gin (9.1) und (9.3). 

Die konstitutiven Gleichungen (9.42) der mit der Winkelgeschwindigkeit i? umlaufenden 
Welle mit innerer Dampfung, ihr Deformations-Kraft-Verhalten, lautet in Matrixform 

^w •• bi r^ + (V^2 +^/ ^ J2)^W ' 

mit den 2 x 2-Matrizen 

h = 0 1 
V 

/ 7 = 

y 

0 n 
-1 0 

(11.4) 

(11.5) 

11.1.2.2 Gleichgewicht an der Scheibe 

Parallel zu (9.43) gilt, in Matrixschreibweise, 
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ms xs +ba Xs+F^r= mg r„ Q^ f^ {nt), (11.6) 

WO 

flM-
ySinHtj 

(11.7) 

11.1.2.3 Gleichgewicht an den Lagerbocken 

Fiir die Entwicklung des Systems der Bewegungsgleichungen ist es fast gleichgiiltig, ob man 
die Lagermassen in der Form der Massenmatrix M, vgl. (10.42), beriicksichtigt oder vemach-
lassigt. Wir greifen auf Gl. (10.96) zuruck und fugen auf der rechten Seite die von der Welle 
ausgeiibten (Zusatz)Krafte F^mr bzw. F^mr aus (11.2) hinzu. Mit der oben eingefiihrten 
Indizierung erhalt man 

M^ x^ -\-B^ x^-\- K^ x^ = F AlW 

M^ x^ +BB XB+K^ XB = F^iw 

die Lagerbocke brauchen nicht gleich zu sein. 

(11.8) 

11.1.2.4 Die Bewegungsgleichungen 

Mit (11.2) bis (11.8) stehen alle Gleichungen bereit. Die Krafte werden eliminiert, die Bewe­
gungsgleichungen enthalten nur die Auslenkungen und deren Zeitableitungen. Entscheiden 
muss man, ob die Scheibenauslenkung durch r^ , d. h. gegenuber der Verbindungsgeraden 

der beiden Lager (in Bild 11-3 strichpunktiert) oder absolut, durch x^ , gemessen werden 

soil. Wir arbeiten mit x^ , da die Systemmatrizen dann weitgehend symmetrisch werden. 

Der Arbeitsaufwand wird verringert und die Lesbarkeit der Gleichungen wird erhoht, wenn 
man mit Block-Matrizen arbeitet. Elimination von r^r sowie der Krafte liefert 

0 

0 

f 

0 

MA 

0 

0 ^fxs^ 

M Bj 

XA 

Xg^ 

V^2 

= msr^n 

abgekiirzt 

K^ + ky^l2 I2 

0 

0 

-khh 
^ -khh 

K^ + / i k^rI2 

-hhh 
BA+bilih 

bihh^i 

f 

+hQ 

-¥2 

-Wi 

khhh 
BB+bJ^h 

~ 2 2 ~ 1 2 

^Xs^ 
XA 

X^ 

I1J2 

x^ 

XA 

x^ 

(11.9) 

Mx + Bx + [K + binj]x^msr^n'^ f{nt). (11.10) 
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T 
Die 6 X 6-Matrix / ist schiefsymmetrisch: J --J. 

11.1.3 Numerische Beispiele 

Zur numerischen Auswertung der Bewegungsgleichungen (11.9) braucht man Maschinenpa-
rameter. Der Einfachheit halber greifen wir auf die Parameter aus den Abschnitten 9.3 und 10 
zuruck. Dann muss man die Skalierungen (9.61) aus Abschnitt 9.5 und (10.73)ff. aus Ab-
schnitt 10.4.3 aufeinander abstimmen. 

11.1.3.1 Skalieren der Bewegungsgleichungen 

Sind die beiden Lagerbocke (einschlieBlich Massen) identisch und ist {^L^^L) ^i^^ ^^^ 
Eigenschwingungen aus Abschnitt 10.4, also ohne die Welle mit der Scheibe, so hat die 
(11.10) zugeordnete homogene Gleichung - unabhangig von den Wellenparametem - die 
Eigenlosung (/l^,x^) mit 

x T = ( o , 0 , / i x I , - / 2 x l ) . (11.11) 

Um diesen Sonderfall zu vermeiden, gehen wir zu unterschiedlichen Lagermassen iiber und 
setzen 

m^ =m^ nil, m^ =m^ mi . (11.12) 

Die iibrigen Lagerbockparameter sollen gleich sein. 

Mit der Referenzmasse m^ iibemehmen wir aus Abschnitt 10.4.3 die ReferenzgroBen 

mj^ =mi,kj^ =27 EIB/II,CDJ^ := ^[k^Jm^ , (11.13) 

wo l^ und E Ig fur die Lange bzw. Biegesteifigkeit des Lagerbock-Tragers stehen. 

Die SkaHerung (9.61) lautet nun 

(ol = k^r|ms , b^ = 2D^ co^ m^ , b^ = ID^ co^ m^ . (11-14) 

Mit 

^s=^s/^R^ kw=kw/kR (11.15) 

folgt daraus 

(DQ =^CO\ , b^ = 2D^Jkj^ fhs coji mj^, bj = 2DjJkj^ m^ coj^ mj^ . (11.16) 

ms 

Mit obigen Transformationen und mit 

t=coj^t, n = nnj^ (ii.i7) 
erhalt man aus (11.10) in einem ersten Schritt 

r\ /^ OO rs ^ O 

K-\-2D^n^JkJ^msJ\x = colmJ^msr^n^f[nt). (11.18) 
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Nach Division durch imj^ ^R] = kR ^nd mit 

folgt 

Mx+Bx+ k + 2DiQ^k^rmsJ\x^msOf[Ot). 

Vergleich der Koeffizienten liefert 

^w^/2 0 0 

0 mj2 ^ 
0 0 

M-

^sh. 
K = kjYA + 

0 0 0 

0 KL 0 

0 0 kr 

B = 2^k^r rhg D^ A + 0 BL 

0 0 

0 

0 

(11.19) 

(11.20) 

(11.21) 

(11.22) 

wo A und / fur die Matrizen 

A = 

-hh 
llh -hh 

-hh 
hhh 
lih 

,j = -j' = -hJi 

-¥2 

-I2J2 

I2J2 

¥2*^2 

hhJ2 

I1J2 

(11.23) 

stehen und k^=k^=ki, vgl. (10.74), B^=B^=Bi, vgl. (10.110), gesetzt wurde. 

11.1.3.2 Wahl der numerischen Parameter 

Ziel des Beispiels ist ein kurzer tJberblick uber die Eigenschwingungsformen des Systems 
vom Freiheitsgrad 6 sowie ein Einblick in die Phanomene, die aus der (mitrotierenden) inne-
ren Dampfiing der Welle (vgl. Abschnitte 9.3.3 und 9.5) in diesem System entstehen. 

Gewahlt werden als Nominalparameter fiir Welle und Scheibe 

\ = 0.6,12 = 0.4, ms = 5, V = 3, D^ = 0.02, D^ = 0.01, (11.24) 

fur die Lagerbocke, s. auch (10.74) und (10.111), 

^8 3 ^ f 0.1 0.05^ 

3 3 . 7 5 ' ^ 0.05 0.05. 
m^ = 0.9, W5 = 1.1, K N (11.25) 

Bei der Untersuchung der Wirkung der inneren Dampfiing muss man isotrope Lagerung - die 
Steifigkeiten und Dampfungen der Lagerbocke sind richtungsunabhangig - und anisotrope 
Lagerung - Steifigkeiten und Dampfiingen sind richtungsabhangig - unterscheiden. Fur den 
isotropen Fall setzen wir mit den Mittelwerten der Hauptdiagonalelemente 
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^^ =5.875, Z>̂  =0.075, Kjs = 
0 

^is = 
0 

(11.26) 
^wy 

(11.27) 

Fiir den Ubergang vom isotropen zum (anisotropen) Nominalsystem wahlen wir die Homoto-
pie 

mit h = 0: Isotropie, h= I: anisotropes Nominalsystem. 

Wir beschranken uns auf die Untersuchung von Eigenschwingungen. Das dem System 
(11.20) zugeordnete homogene Dgl-System 

Mx+Bx+K x = 0 

wird in ein System erster Ordnung umgeschrieben 

M 0 

0 M 

-B 

M 

-K 

0 

o 

X 

(11.28) 

(11.29) 

und das zugehorige Eigenwertproblem mit Matlab numerisch gelost. Mit den hier vorliegen-
den Parameterwerten treten Eigenwerte stets paarig komplex konjugiert auf. Es geniigt dann, 
den Eigenwert mit dem positiven Imaginarteil darzustellen. 

11.1.3.3 Ungeddmpfte Eigenschwingungen 

Tabelle 11-1 listet die Eigenfrequenzen o)]^ und die zugehorigen Eigenschwingungsformen 

(Eigenvektoren) x^ = ( % , y^k^ ^Ak^yAk^ ^Bk^ hk) ^^ die Falle h = 0 (isotrope Lage-
rung), h = 0.5 und h= I (nominale Lagerung) auf. Die jeweils groBte Auslenkung wurde auf 
1 normiert. 

Um sich die Eigenschwingungen zu veranschaulichen, muss man die Eigenschwingungsfor­
men anhand der Zahlenwerte aus Tabelle 11-1 skizzieren (s. Bild 11-4). In den Fallen h>0 
schwingen die Punkte S, A, B von Scheibe bzw. Lagem langs Geraden, vgl. Bild 10-8. 

Wegen der speziellen Struktur (11.9), (11.10) und der Wahl K^^K^, vgl. (11.27), liegen 

(ohne Dampfung) die Eigenschwingungen jeweils in einer Ebene (s. Aufgabe 11-3). 

Bei /z = 0, im isotropen Fall, fallen jeweils zwei Eigenfrequenzen zusammen. 

11.1.3.4 Geddmpfte Eigenschwingungen 

Wir gehen vom isotrop gelagerten Rotor unter der Wirkung der inneren Dampfung Df aus 

und andem das System schrittweise ab: 

a) Allein innere Dampfung D^ =0.01 ist wirksam, h = 0\ 
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Genau wie in Abschnitt 9.5, Bild 9-21, wird der Realteil des (kleinsten) Eigenwerts positiv, 

wenn die Winkelgeschwindigkeit Q die kleinste Eigenfrequenz coi iiberschreitet. An der 

Stabilitatsgrenze gelten die Eigenlosungen nach Tabelle 11-2, die zweite und die dritte Eigen-

losung klingen ab: vgl. Reiy^ <0 fur ^ = 2,3 in Tabelle 11-2. Oberhalb QQ =3i =0.680 

klingt die erste Schwingung auf. Nach Tabelle 11-2 laufen die Punkte S, A, B bei I j , Xi auf 

Kreisen mit der Welle um (s. Aufgabe 11-5). 

b) Gemischte Dampfungen fur /z = 0 mit Df = 0.01: 

Bei D^ = 0.02, Bi=0 ruckt die Stabilitatsgrenze nach DQ = 2.44, die Eigenschwingung 

mit ^2 =2.39 beginnt zu wachsen. 

Bei D^ = 0.02 mit B^ = Bj^ riickt die Stabilitatsgrenze nach 3.09, hier wird, wie bei a), die 

Eigenschwingung mit Si » 0.68 entscheidend. 

h 

0 

0.5 

1 

k 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

^k 

0.680 

0.680 

2.392 

2.392 

2.725 

2.725 

0.640 

0.701 

1.966 

2.346 

2.745 

3.066 

0.550 

0.715 

1.400 

1.921 

3.054 

3.379 

^Sk 

1 

0 

-0.035 

0 

-0.067 

0 

-0.492 

1 

0.019 

0.052 

-0.031 

-0.047 

-0.492 

1 

-0.017 

0.095 

-0.028 

-0.035 

ysk 

0 

1 

0 

-0.035 

0 

-0.067 

1 

0.492 

-0.039 

-0.105 

-0.015 

-0.023 

1 

0.492 

0.035 

-0.193 

-0.014 

-0.017 

^Ak 

0.175 

0 

-0.784 

0 

1 

0 

-0.118 

0.138 

0.474 

-0.492 

-0.593 

1 

-0.183 

0.113 

-0.492 

-0.492 

-0.482 

1 

hk 
0 

0.175 

0 

-0.784 

0 

1 

0.240 

0.068 

-0.964 

1 

-0.292 

0.492 

0.372 

0.056 

1 

1 

-0.237 

0.492 

^Bk 

0.267 

0 

1 

0 

0.601 

0 

-0.181 

0.209 

-0.492 

-0.379 

1 

0.479 

-0.285 

0.172 

0.392 

-0.486 

1 

0.390 

hk 
0 

0.267 

0 

1 

0 

0.601 

0.368 

0.103 

1 

0.770 

0.492 

0.235 

0.579 

0.085 

-0.798 

0.988 

0.492 

0.192 

Tabelle 11-1 Eigenschwingungen ohne Dampfung /z = 0,0.5,1 
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co=OM 

S=2.39 

Q)=0.6S 

S=2.72 S=2.72 

c6=0M S=0.7 S=1.97 

S=2.35 S=2.75 S=3.07 

S=0.55 

S=1.92 > ^ S=3.05 S=3.38 

Bild 11-4: Eigenformen ohne Dampfungen. a:/z = 0, b:/z = 0.5,c:/2= 1 

k 

4 
% 

i'^yt 

^Ak 

1 

0.0001+0.680 j 

J 
1 

0.0001+0.175 j 

2 

-0.0035+2.392 j 

-0.035-0.001 j 

0.010-0.035 j 

-0.750-0.044 j 

3 

-0.015+2.724 j 

-0.067-0.0042 j 

-0.0042+0.067 j 

1 
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yAk 

^Bk 

hk 

0.175-0.0001 j 

0.0001+0.267 j 

0.267 

0.044-0.750 j 

1 

-0.0000+1.0000 j 

0.0000-1.0000 j 

0.602+0.023 j 

0.023-0.602 j 

Tabelle 11-2 Eigenschwingungen fiir /z = 0, D^ = 0.01, D^ = 0.00 

S=0.68 c6=0.6S c6=239 

S=2.39 cd=2.72 (0=2.12 

Bild 11-5 Umlaufende Eigenschwingungen fUr D^ = 0.01, D^ = 0.00 an der Stabilitatsgrenze i7 = 0.680 

11.1.3.5 Stabilitdtskarten 

Kennt man keine allgemeinen Stabilitatsaussagen, muss man numerisch fur alle Parameter-
kombinationen - das sind hier der Homotopiebereich 0 < /z < 1 und ein Drehgeschwindig-

keitsbereich, sagen wir 0 < i2 < £2^, - samtliche Eigenwerte Xj^ auf 

Re ;i^ < 0 

uberprufen. Parameterkombinationen, die auf 

max(Rely^j = 0 

(11.30) 

(11.31) 
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fiihren, begrenzen den Stabilitatsbereich. Wir untersuchen die Dampfungskombinationen 

a: Z),=0.01,Z)^=0, B^^O, 

b: D,-= 0.01, D^= 0.02, B^^O, 

c: D^ = 0.01, D^ = 0, BL nach (11.27)2, 

d: Di = 0.01, D^ = 0.02, ^^ nach (11.27)2 

fur den O - Bereich 0 < i2 < 8. 

Re 2. 

(11.32) 

0.01 

0 

-0.01 

• ( ) ( P 

ẑ 

0.04 

-0.05 

0.06 

0.07 

( 

a 

3 1 2 3 4 ^ 5 
Q 

k=\ 

- ^ 3 

V 

4 \ 

5 

6 

6 7 

\ 

8 

3.5 

3 

2.5 

1.5 

1 

0.5 

b 

1 

) 1 

_ 2 

2 

3 

3 

k=6 

5 

4 

4 ^ 5 6 
i2 

7 8 

5/7J11-6: Verlauf von a Real- und b Imaginarteil der Eigenwerte Xj^ (i7j fiir den Parametersatz d in 

(11.32), Homotopie h=0.6 

Bild 11-6 zeigt den Verlauf der 6 Eigenwerte Aj^ (mit positivem Imaginarteil 3j^ =lmXj^) 

iiber H fur den Parametersatz d aus (11.32) zu /z = 0.6 . Der Nulldurchgang von Re Xj^ bei 

Q « 7.20 ist ein Punkt der Stabilitdtsgrenze in der Stabilitatskarte in Bild 1 l-8d. 

Bild 11-8 zeigt die Stabilitatskarten fur die vier Parametersatze (11.32). Man liest daraus ab: 
Bei fester Anisotropie, bei konstantem /z, erhoht die auBere Dampfiing D^ die Stabilitats-

grenze erheblich, vgl. jeweils die Bilder a f̂> b und c f̂> d; siehe auch Bild 9-21. Dagegen hat 

die Lagerbockdampfung B^ nur geringen (stabilisierenden) Einfluss, vgl. jeweils die Bilder 

a <f̂  c und b <f̂  d. Allerdings hebt Bi die Stabilitatseinbriiche in Bild 1 l-6b bei sehr kleinem 
h und bei h » 0.25 auf, die durch Schwankung der Vorzeichen der Realteile und durch 
Wechsel der diskriminierenden Eigenschwingung hervorgerufen werden. Steigendes h -
zunehmende Anisotropie der Lagerbocksteifigkeiten, vgl. (11.25)2 und (11.27)i - stabihsiert 
sehr wirksam, starker als die auBeren Dampfungen. 



158 IV Rotorschwingungen 

Bild 11-7: Stabilitatskarte fiir die Parameter nach (11.32) 

11.2 Rotoren mit aufgesetztem Kreisel 

11.2.1 Kreiselwirkungen 

11.2.1.1 Allgemeine Bemerkungen 

Der Drall von Drehkorpem, zum Beispiel von Radem oder Scheiben, die auf einer Welle 
sitzen und mit ihr schnell umlaufen, ist so groB, dass der Korper einer Richtungsanderung 
seiner Drehachse einen zu beachtenden Widerstand entgegensetzt. (Ein schnell laufender 
Kreiselkompass bewahrt seine Richtung.) Hinzu kommt der sogenannte Kreiseleffekt: Fiir 
eine kurzzeitige Drallanderung gilt das Vektorgesetz, vgl. (A. 106), 

L[t + At) = L[t) + M• At, anders gelesen: L(t-\-At)-L{t)=:AL = M'At. (11.33) 

M'At Bild 11-8 
Kreiseleffekt: Drallanderung 
infolge Moment(enstoB) 

Bild 11-8 illustriert den Zusammenhang: Die Scheibe im Teilbild a drehe schnell um ihre 
Figurenachse. (Schnell heiBt, die Drehgeschwindigkeit i7 ist sehr viel groBer als die Winkel-
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geschwindigkeiten der Achskippungen.) Dann liegt der Drallvektor L mit guter Genauigkeit 

auf der Figurenachse. GemaB der Gleichung (11.33) kippt ein Moment(envektor) M , der 

wahrend der Zeit At wirkt, die Figurenachse nicht um die Wirkrichtung von M, sondem 

schwenkt sie in der von L{t) und M aufgespannten Ebene von L{t) nach L{t + At), vgl. 

Bild 1 l-8b. Das muss man beim Ansetzen der Bewegungsgleichungen beachten. 

Wir zeigen hier ein systematisches Vorgehen nach Lagrange (s. Anhang C.2.3) mit Hilfe der 
Kippwinkel (aus Anhang A. 1.3.4). Dabei beschranken wir uns auf kleine Winkelauslenkun-
gen, also lineare Bewegungsgleichungen (die aus teilweise zunachst nichtlinearen Gleichun-
gen durch Vemachlassigung der Glieder hoherer Ordnung entstehen). 

11.2.1.2 Lagekoordinaten 

Bild 11-9 zeigt einen allgemeinen Korper und, als konkretes Beispiel, eine Scheibe, die in 
ihrer Ausgangslage mit ihren Hauptachsen auf der Inertialbasis e liegen. (Die schnelle 
Rotation i7 erfolgt um die 3-Achse. Deshalb ist die Basis gegeniiber Bild A-8 gedreht ge-
zeichnet, vgl. Bild 11-1). 

b 

Bild 11-9 
Korper mit Hauptachsen in Aus­
gangslage 

Bild 11-10 
Basen e^,e^,e ; Kippwinkel {z,y^) bzw. 

(^1,^2) und Drehwinkel (p 

Die (Dreh-)Bewegung des Korpers wird in zwei Telle zerlegt (s. Bild 11-10): 
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Im ersten Schritt kippt der Korper um die durch den Winkel xiii ^^^ A ~^1~Ebene festge-

legte Knotenlinie, den Schaft des Einheitsvektors e^ mit dem Winkel xf/ ; die (mit)gekippte 

Basis heiBe e . Statt durch (jjf, ^ j kann man die Kippung am Schaft des Einheitsvektors 

3̂ - wie in einer technischen Zeichnung - auch durch die (Kipp-)Winkel (^i, ^2) erfassen, 

3̂ kippt nach 3̂ . (Der Zusammenhang zwischen (;if, ^ ) und (^j, ^2) ist in A.1.3.4 erlau-

tert.) 

Im zweiten Schritt dreht (rotiert) der Korper, die Basis e um die Achse e^ mit dem Win­

kel (p\ bei der hier angenommenen festen Drehgeschwindigkeit Q gilt 

cp^Qt. (11.34) 

Die korperfeste Basis e ist das Ergebnis der Gesamtdrehung, die momentane Lage des 

(11.35) 

Korpers, die also durch die Koordinaten 

(̂ 1, ^2. 9) = {y\. (0' ̂ 2 (0' -̂ 0 
erfasst wird. 

11.2.1.3 Kinetische Energie und Winkelgeschwindigkeiten 

Bezogen auf e lautet die kinetische Energie der Rotation, vgl. (A. 102), 

^kr =^(^11 ^\G "-Jll ^2G'^^33 ^3 G ) ' (11-36) 

darin sind {COIQ, O)2G^ ^ 3 G ) ^1^ ^^^ ^ bezogenen Koordinaten der Winkelgeschwindigkei-

ten CO der Basis e gegeniiber der Inertialbasis e , vgl. (A.63): 

<^2G 

^ ^ COS ^ s i n (p 0 ^ (̂  <2?i^ ^ 

- s i n^ cos^ 0 

0 0 1 
^2K (11.37) 

Einsetzen von (11.37) in (11.36) liefert 

1 -^11+^^22 
^kr 

I 1 -̂ 11 ~-^22 

2 ' 2 (^IK + ^ 2 ^ I ̂ ^S ̂ ^ + 2^1^ ^ 2 ^ sl^ 2^ 

(11.38) 

Im allgemeinen Fall, bei einem unrunden Korper mit Ji i - J22 ^ 0, gelangen mit 

cos 2(p = cos IDt und sin 2(p = sin 2/2/ periodisch von der Zeit abhangende Terme in die 

Bewegungsgleichungen. Unrunde Korper schlieBen wir aus und setzen 
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Jxx-Jii-''Ja^h^-''Jp\ (11-39) 

J^ ist das axiale Massentragheitsmoment, J^ das polare. Die Winkelgeschwindigkeiten 

{(Oij^, C02K^ ^3K) g^lten fur die Kippung von e nach e , vgl. (A.62). 

11.2.1.4 Vereinfachen der Gleichungen 

Beim Aufstellen von Bewegungsgleichungen nach Lagrange werden kinetische Energie und 
Potential einmal nach den (generalisierten) Koordinaten bzw. den Geschwindigkeiten diffe-
renziert. Damit werden in den Termen - soweit sie Polynome sind - die Potenzen von Koor­
dinaten bzw. Geschwindigkeiten um eins herabgesetzt. Sind lineare - also linearisierte -
Bewegungsgleichungen das Ziel, muss man demnach sicherstellen, dass kinetische Energie 
und Potential mindestens bis zur zweiten Potenz korrekt sind. (Hohere Potenzen braucht man 
nicht zu beachten.) 

In der kinetischen Energie nach (11.38) treten co^^^ und C02K selbst quadratisch auf, also 

genugt es, co\f^ und C02K durch die Kippwinkel (^1,^2) bzw. deren Ableitungen/z>7ear zu 

erfassen. Dagegen kann in (i7 + <2}3̂ ) die Drehfrequenz i7 groB sein. Deshalb miissen in 

(Z>3̂  zunachst (^1, ̂ 2) ^^^ ^^^^ Ableitungen - als Produkte - bis zur 2. Ordnung beachtet 

werden. 

Aus (A. 32) folgen in linearer Naherung 

h =^1 , 2̂ = ^ 2 ' h = ^ 1 ' h^Wi' (11.40) 

Fiir cos^ , das in (A.62), der Gleichung fur (<^ij ,̂ ^IK^ ^3K) ^1^ Abkiirzung benutzt wird, 

folgt aus (A.36) fur |̂ i |, |̂ 21 ^ 1 ™t Gliedem bis zur 2. Ordnung 

cosy/^l + lti -\-t2]/2. 

Dann liefert (A.62) in linearer bzw. quadratischer Naherung 

C02K ¥2 

a+{y/2 n-n ^2) A 

Mit (11.39) und (11.42) erhalt man aus (11.38) 

Ekr =-^a(¥l +¥2) + -^p[^ + {¥2 ¥\-¥\ ^2 V^] 

(11.41) 

(11.42) 

(11.43) 

Dieser Ausdruck wird in der Lagrange-Gleichung (C.25) eingesetzt. {Nach dem Differenzie-
ren streicht man die nichtlinearen Glieder weg.) Ubrig bleiben die linearen Gleichungen 

J a ¥\+dp ¥2^^\^ 

J a W2-Jp ^¥l=M2, 
(11.44) 
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in Matrixschreibweise 

0 / . 1^2 J -JpQ Mo 
(11.45) 

Dabei sind Mj und M2 die auf die Scheibe wirkenden Momente um e^ bzw. 2̂ . 

11.2.2 Anwendungsbeispiel 

Aufgabe: Bild 11-11 zeigt eine fliegend gelagerte flache Kreiselscheibe: Masse m, Tragheits-
momente J^.Jp, Winkelgeschwindigkeit i7, Lange der Kragwelle /, Biegesteifigkeit EI; 

Gewichte und Wellenmasse vemachlassigt. 

Gesucht sind die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen. 

Bild 11-11 
Fliegend gelagerte Kreiselscheibe 

11.2.2.1 Bewegungsgleichungen (Lagrange) 

Die kinetische Energie lautet mit den Auslenkungen {x, y) und den Winkeln ^^, (py nach 

Bild 11-11, vgl. Bild 11-10 und E,^ nach (11.43), 

r = - m ( x ^ + / ) + - ^ ( ^ ^ + ^ ^ ) + - J ^ [ / 2 + ( ^ ^ ^ ^ - ^ ^ ^ ^ ) / 2 ] . (11.46) 

Um das Potential der elastischen Verformung der Welle anzuschreiben, brauchen wir deren 
Steifigkeitsmatrix, s. Anhang (B.6). 

Aus der Kragbalkenformel (B.37) folgen 

/ 

invertiert: 

6EI 

ir -31 

-31 6 

v^yj 
= K, 

\-^yj 

y(Pyj 

I f'M2 0 7^(^P ^ 

6EI 
ir 31 
31 6 V^xy 

V^xy 
= K. 

^ y^ 

v^xy 

(11.47) 

(11.48) 
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mit den Steifigkeitsmatrizen 

7F rf 6 31^ 

r 3/ 2r 
11 hi 

\h\ 
Kj 

K22J 

«l l 

-hi 
-hi" 

hi ) 

Dann lautet das Potential der elastischen Wellenbiegimg 

2 

X 

(Py 
K. 

(py 

1 
+ — 

2 (Px 
K. 

(Px 

(11.49) 

(11.50) 

Mit den (generalisierten) Koordinaten (^1, ̂ 2 ' ^ 3 ' ^ 4 ) ^ (•^ '3^ '^x '^j) ei*halt man nach 

Lagrange die vier Bewegungsgleichungen, je zweiter Ordnung, 

mx + k\iX-\-ki2(py = 0, 

^y+h\y-h2(px^^^ 

J a (Px^Jp^^Py -hiy + hi (Px = 0 ' 

Ja(Py-Jp^(Px+h\^''h2(Py = 0 -

In Matrixschreibweise lauten sie 

Mx + QGx + Kx = 0, 

mit der Trdgheits- bzw. der Steifigkeitsmatrix 

(11.51) 

M 
0 0 J^ 

0 0 0 

und der gyroskopischen Matrix 

m 0 

0 m 

0^ 

0 

0 
K 

hi 
0 
0 

hi 

0 

^11 

-hi 
0 

0 

-hi 
hi 
0 

^12' 

0 
0 

hi J 

(11.52) 

(11.53) 

0̂ 0 

0 0 

0 0 / 

0 0 - J , 
V 

(11.54) 

Die Schief-Symmetrie der gyroskopischen Matrix, 

(11.55) 

bewirkt (hier in linearer Naherung) den in Abschnitt 11.2.1 erwahnten Kreiseleffekt (s. auch 
Gl. (11.45)). 

11.2.2.2 Komplexe Form der Bewegungsgleichungen 

Bei isotropen und isotrop gelagerten Rotoren ist es zweckmaBig, die (Quer-)Auslenkungen 
komplex zusammenzufassen (vgl. Abschnitt 9.3.4). Erstens halbiert man die Anzahl der Be­
wegungsgleichungen, zweitens lassen sich kreisformige Bewegungen leicht deuten. 
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Multipliziert man die zweite und die vierte Gleichung (11.51) mit 7 = v -1 und addiert sie 

zur ersten bzw. dritten, so folgen mit 

x:=(x + 7>) , (p_\=[(p:,+j(py) 

die beiden komplexen Bewegungsgleichungen 

mx_^-kii x_- jki2 (p = ^, 

^ ^ - 7 ^ - ^ ; 7 ^ + ^22 ^ + 7 ^ 2 1 ^ = 0 • 

(11.56) 

(11.57) 

11.2.2.3 Eigenschwingungen 

Mit dem Losungsansatz 

(x,^j = [x,^je jcot 

folgt aus (11.57) das Eigenwertproblem 

f 2 

h^ -mm H\- -jk] 12 

Jk: 21 k22+^JpCO-J^CO K^J 
= 0 

(11.58) 

(11.59) 

mit der Frequenz co als Parameter. Die Frequenzgleichung - die Koeffizientendeterminante 
muss verschwinden! - lautet (mit 1̂2 = ^21' ^gl- (11-49)) 

ikil -mco^]lk22 +^Jp CD-J^co^] = ki2 , (11.60) 

ausmultipliziert: 

f(^o)):=mJ^o) -QmJpO) -(^mk22+^ahl)^ +/2A:̂ 1 J ^ + JA:̂ ^ A:22-^12 I = ^ • (11-61) 

(Wirbenutzen f{co) unten als Abkiirzung.) 

11.2.2.4 Diskussion der Eigenlosungen 

Die formelmaBige Losung dieser Gleichung vierten Grades ist zur Diskussion der Wurzeln 
nicht geeignet. Deshalb dividieren wir (11.60) durch mJ^ und erhalten mit den Hilfsfunktio-
nen 

^ l ( ^ ) - = m 
'-co" . ^2(^)-= 1- i2—CO —CO 

V "^ a '^ a 

und 

^(^)-=^l(^)-^2(^) ' ^(0) = 
^11^22 ^ ^12 

mJn ^Jn 

(11.62) 

(11.63) 

an Stelle von (11.60) 
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BH=^-
mJ^ 

Die HilfsfUnktionen gi (^co), g2 (co) haben die Nullstellen 

/ \ i^ll l^ll 

m m 

g2{co):cDjjj=-

(Ojv 

2Z 

(njp) +Ak22Ja+^Jp 

2Z 

(11.64) 

(11.65) 

(11.66) 

Bild 11-12 zeigt (zu angenommenen Zahlenwerten) die Funktionsverlaufe g\{co), gii^) 

und g{cD) mit den eingetragenen Nullstellen cDj,...,CDjy. Die Eigenfrequenzen CO]^ liest 

man als Schnittstellen von g{co) mit der horizontalen Geraden ki2/{mJ^) ab, vgl. (11.64) 

und das Bild. 

Man sieht: Wegen (11.63)2 gibt es stets zwei negative Eigenfrequenzen: coi,co2 und zwei 

positive: CL>2,(^4' AUS Diagrammen der Art von Bild 11-12 liest man fur den allgemeinen Fall 

fur die GroBe nach geordneten Eigenfrequenzen coj^ ab: 

(Di < mm(^(Dj, cojjj), max((Z>/, cojjj) < (Z>2 < 0, 

0 < (2>3 < mini^cojj, cojy), maxî cojj, cojy ^<co/^ . 

Zu den Eigenfrequenzen CO]^ erhalt man aus (11.58) mit (11.59) die Eigenschwingungen: 

(11.67) 

^x^ 

v^y 
• • ^ , 

J hi eJ'^kt^Ci 
. -7^12 J 

J^kf (11.68) 

1/2 1 
Dabei stehen Cj^ als komplexe Konstanten (Zeiger, vgl. Abschnitt 1.2.2); bei Cj^ wird mit 
der oberen Zeile von (11.68) und der Abkiirzung gi (^CD) gearbeitet, bei Cj^ mit der unteren 

Zeile und g2 (co). 

Bild ll-13a, b zeigen jeweils komplexe x- bzw. ^-Ebenen mit angenommenen Konstan­

ten Cj^ zu positiven coj^ und gi [coj^) > 0 bzw. gi [coj^) < 0 , vgl. Bild 11-12. Fur die Drehzei-

ger x(/) und (p(t) gilt 

x(t)^xe-^^^^ ^^^ ^' \ (p(t)^(f)e j{cokt+ak) (11.69) 
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wo 

x = k] 12 ^ = mgi{o)j,) ^k = a r g ( c l g i ) . (11.70) 

4 ^^a 

Bild 11-12 
Lage der Eigenfrequenzen 

SxH) > 0 

Bild 11-13 
Umlaufende Eigen-
schwingungen 

. Moment-i^'A 
aufnahme zur Zeit t 

fur g^{cDk)>0, 

Telle a, c, und fiir 

^« (^yt)<0, Telle b, 

d; a, b komplexe 
Zelger; c, d In die 
BUdebene geklappte 
Blegellnlen (nlcht 
maBstabllch) 

Bei positiver Eigenfrequenz cOf^ laufen die Zeiger und damit die auf der gebogenen Welle 

sitzende Scheibe auf Kreisen im Drehsinn von f2 um, bei negativem coj^ dagegen (man 

spricht von Gleich- bzw. Gegenlauf). Die Biegelinie der Welle bleibt in der Ebene, die durch 

das umlaufende x(t) und die gerade Ausgangsachse aufgespannt wird, vgl. Bild 11-13c, d. 
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Da Q = 0)]^ nur als Sonderfall gilt, wird bei einer Eigenschwingung die Welle fortdauemd 
gebogen oder "gewalkt". (Eine innere Dampfung der Welle wirkt sich dabei umso starker aus, 
je groBer |i2-<2}y |̂ ist.) 

11.2.2.5 Drehzahlabhdngigkeit der Eigenfrequenzen 

Wegen der Kreiselglieder QJp... in den Bewegungsgleichungen (11.51) bzw. der Fre-

quenzgleichung (11.61) hangen die Eigenfrequenzen CO]^ bei Jp >0 deutlich von der Dreh-

geschwindigkeit ab. Um einen Uberblick iiber die Zusammenhange zu gewinnen, berechnen 
wir cDj^[n) zu gewahlten Rotorparametem numerisch: 

Habe die Scheibe mit der Masse m den Radius R. Dann gelten 

Jp =0.5mR^ undJ^=6>^'Jp, (11.71) 

wo 0^ « 0.5 fur eine sehr flache Scheibe und 6>̂  > 0.5 fur eine breitere gilt. (In der Kreisel-

theorie spricht man bei 6>̂  < 1 von einem abgeplatteten, bei 6>^ >l von einem gestreckten 

Kreisel. 

Als Referenzsystem fur eine dimensionslose Form der Frequenzgleichung gelte der Kragbal-
ken nach Bild 11-11 mit einer Punkt-Endmasse m (an Stelle der Scheibe). 

Fiir seine Eigenfrequenz gilt 

coj^^J^ mitkj^ = ^ . (11.72) 

V m /^ 

Mit 

CO-G)COD, Q-QCOT), R - R ' l , 

(11.73) 
1̂1 =^llAi? =4, ki2=ki2/kj^=2l, ^22 =^22/^7? = 4 / /3 

folgt aus (11.61) - nach Multiplikation mit 6 - die dimensionslose Frequenzgleichung 

36>,R^3'^-3R^n3^-(s + l26>,R^^3^+l2R^n3 + S = 0. (11.74) 

Bild 11-14 zeigt die numerisch gewonnenen Eigenfrequenzverlaufe o^ki^) ^^ ̂ ^^ i^ ̂ ^^ 

Legende genannten Parametem. Bei i7 = 0 , also ohne Kreiselwirkung, gelten 

3i{0) = -3^{0), ^2 (0) = - ^ 3 (0). (11.75) 

Mit zunehmenden i2 andem sich die Eigenfrequenzen - durch die Richtwirkungen von 
JpH - in charakteristischer Weise: coi und ^2 nehmen - dem Betrage nach - ab, 3^ 

wachst schwach, 3^ ist bei groBerem i2 an i2 gebunden, bei 6>̂  = 2/3 gilt 3^ > H, bei 

6>̂  = 3/2 bleibt ^4 < i5 . 
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11.2.2.6 Das asymptotische Verhalten der Eigenfrequenzen filr grofie Drehgeschwin-
digkeiten 

Das Verhalten der Eigenfrequenzen a)j^iQ\ fiir i2 ^> oo kann man aus den Bewegungsglei-

chungen (11.52), (11.57) oder der Frequenzgleichung (11.74) oft verhaltnismaBig einfach 
ermitteln. Die gewonnenen Zahlen bieten Orientierungshilfen, auch bei umfangreicheren 
numerischen Studien komplexer Systeme. 

Wir zeigen das Vorgehen anhand der Frequenzgleichung und weisen auf das Arbeiten mit den 
Bewegungsgleichungen (11.52) nur hin. 

EinBlickauf den Verlaufvon ^2 ('^) l^gt fiir i2 » 1 denAnsatz 

^2=oc2ln (11.76) 

20 ~ 30 20 ~ 30 

Bild 11-14: Eigenfrequenzen 3j^ zu R = 0.2 und a 0^ = 2/3 , b 0^= 3/2 

Einsetzen von (11.76) in (11.74) liefert fur ^2(^5) nach Umstellung die Gleichung 

12 Pa2=-^ + {s-\-l2 0^P]aj/n^-\-3R^al/n^-3 6>, R^a^/n"^. (11.77) 

In erster Naherung folgt aus (11.77), vgl. Aufgabe 11-10, 

2 

3R^n 
(11.78) 

Bei ^13 (DJ gilt sicherlich U) <$c i2 . Division von (11.74) durch /2 liefert nach Umstel­

lung 

(3 P3^ -12 ^^) = [3 S, PS"^ - ( 8 + 12 0, P]3^+Sy[n 3). (11.79) 

In erster Naherung folgen aus (11.79), vgl. Aufgabe 11-10/Aufgabe 11-11, 
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^ l = - 2 , ^ 3 = 2 . (11.80) 

Bei 3^(l^] setzenwiran 

S^^a^n (11.81) 

und erhalten aus (11.74) nach Umstellung 

{36>,R^a4-3p^ = {s + l20,pyi^a4n^yi2R^/[a4n) -s/n\ (11.82) 

Daraus folgt in erster Naherung, vgl. Aufgabe 11-10, 

3^=n/6>,. (11.83) 

11.2.2.7 Erzwungene Schwingungen 

Enthalt die fliegend gelagerte Scheibe nach Bild 11-11 eine Unwucht mit der Exzentrizitat 
r̂  , vgl. Bild 9-5, sei jedoch gerade auf die Welle aufgesetzt, kommen in den Bewegungsglei-
chungen (11.52) die Fliehkraftterme wie in (9.43) hin (vgl. Aufgabe 11-12): 

mx +kii X-\-ki2 (Py =mr^ U cosi2/, 

my + kiiy-ki2(Px=^^u •^^sin/^/, (11.84) 

In komplexer Form, vgl. (11.56), (11.57), lauten sie 

mx + kiix-jki2^^mr^n^e^^\ 
( l l . O J J 

Mit dem Losungsansatz 

(x ,^) = (x,^)^'^'^^ (11.86) 

folgen aus (11.85) und der Frequenzfunktion /{co) nach (11.61) 

2 

(^'t)='j\§^[k22+^^(jp-Ja\-Jh2)- (11-87) 

Die Zeiger x und ^ laufen mit dem Rotor "eingefroren" um. 

Resonanzen treten an den NuUstellen des Nenners auf. Der verschwindet bei den Eigenfre-
quenzen co j^ .Dsi H >0 gilt, kommen nach Bild 11-14 nur die Resonanzzahlen 

n = (D^undn = (04 (11.88) 

in Frage. 
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Bei 0J,QI < 1 liegt jedoch m^ (£2\ oberhalb Q , vgl. die Gerade m-Qm Bild 11-14a und 

Gleichung (11.83); in diesem Fall gibt es nur die Resonanzstelle Q -coi^. 

Bei 0J.QI > l gibt es einen Schnittpunkt von a)^(f2\ und m^Q, vgl. Bild ll-14b, beide 

Resonanzstellen (11.88) sind moglich. 

11.2.3 Reelle Form der Kreisel-Bewegungsgleichungen 

Der Ubergang von den (reellen) Bewegungsgleichungen (11.52) ff. zu den komplexen Glei-
chungen (11.57) bringt uns bei isotropen und isotrop gelagerten Rotoren Vorteile. 

Im allgemeinen Fall symmetrischer Trdgheits- und Steifigkeitsmatrizen M bzw. K und schief-
symmetrischer gyroskopischer Matrix G nach (11.54), (11.55) muss man mit (11.53) arbeiten. 

Fiir die Eigenschwingungen erhalt man, vgl. Abschnitt 10.4.2, mit dem Ansatz (10.40), d. h. 
X = xexp(/if), das Eigenwertproblem 

und daraus die charakteristische Gleichung 

zl(;i) = 0, woZl(;L):=det(M/l^+/2G'/l + ^ ) . 

(11.89) 

(11.90) 

Solange das System (11.53) keine Dampfung enthalt, sind die Losungen /l/̂  von (11.90)i rein 

imaginar: 

4 = 7 ^ ^ , (11.91) 

vgl. das Anwendungsbeispiel in Abschnitt 10.2. Um das zu zeigen, ersetzen wir (11.53) durch 
das Dgl-System erster Ordnung 

0 K 

abgekurzt: 

f-nG 

[ K 

A u = B u, 

wo 

A^ =A,B^ =-B, det^T^O, det^^^O. 

Dem Eigenwertproblem (11.89) entspricht 

{AA-B)u = 0. 

Sei (/Lŷ , %) eine Eigenlosung von (11.95). Dann gilt 

Aj^ A Uj^ = B Uf^ . 

(11.92) 

(11.93) 

(11.94) 

(11.95) 

(11.96) 

Multiplikation von links mit it \-it liefert 
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Af^a^=bj^, woa^'=ulAii, bj^:=iilBuj^. (11.97) 

Transponiert man die rechten Seiten von aj^,bj^ und geht danach zum konjugiert komplexen 

Ausdruck uber, A und B sind reell, folgt wegen (11.94)i 2 

^k=^k'> h^-h' (11.98) 

Demnach ist aj^ reell und bj^ rein imaginar, und aus (11.97)i folgt 

h-J^k' (11-99) 

Die Eigenvektoren % sind komplex, s. Aufgabe 11-11. 

Sei (/l^-,«^), neben (/ly^,«y^), eine zweite Eigenlosung von (11.95). Wir multiplizie-

ren (11.96) von links mit u] und die (11.96) entsprechende Gleichung mit u]-: 

/lŷ  w* Aiij^- iti B Wŷ, Xi iil A Uj = ul B Uf . (11.100) 

Transposition und komplexe Konjugation des rechten Ausdrucks liefert 

Xj ii* A u^ =-Ui B % . (11.101) 

Addiert man (ll.lOO)i und (11.101), so folgt 

( 4 + ^ ) ^ * ^ % = O b z w . {coj,-cOi)iil Au^, (11.102) 

letzteres wegen (11.99). 

Demnach gilt: Im Sinne des komplexwertigen Skalarprodukts 

{ui,Uk)^:=u; Aiik (11.103) 

sind die zu zwei verschiedenen Eigenfrequenzen coi ^ CO]^ gehorenden Eigenvektoren ortho­

gonal: 

Ui _L ii^, falls (Di^cO]^\ (11.104) 

s. Aufgabe 11.16. 

11.3 Aufgaben 
Aufgabe 11-1: KontroUieren Sie die Giiltigkeit von (11.11) fur den Fall identischer Lagerbo-
cke. 

Aufgabe 11-2: Deuten und diskutieren Sie die mit (11.24) und (11.25) gewahlten Parameter. 
Stellen Sie Uberlegungen fur Variationen an. 

Aufgabe 11-3: Habe die Steifigkeitsmatrix Kj^ in (11.25)2 die Eigenlosungen (ẑ -̂, kj) mit 

^N ^i^^i^i' (11.105) 
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Zeigen Sie: Wegen des speziellen Aufbaus der Bewegungsgleichungen (11.9) ff. liegen fur 
/z > 0 und ohne Dampfungen die Eigenschwingungen jeweils in der ki - oder k2 -Ebene ; 

vgl. Bild 11-4. Kann man dies ausnutzen, um die Losung des Eigenwertproblems zu verein-
fachen? 

Aufgabe 11-4: Zeigen Sie fur den Fall isotroper Lagerung (Fall /z = 0 in Tabelle 11-1), dass 
die Eigenschwingungen zur jeweils gleichen Frequenz so zusammengesetzt werden konnen, 
dass die Punkte S, A, B von Scheibe bzw. Lagem auf Ellipsen in oder gegen die Wellendreh-
richtung umlaufen. 

Aufgabe 11-5: Kontrollieren Sie den Umlaufsinn der Punkte S, A, B in Bild 11-5 anhand der 

Eigenlosungen y^k^^k] aus Tabelle 11-2. 

Aufgabe 11-6: Sei in (11.38) - abweichend von (11.39) - der Korper unrund, J\i ^c/22-
Schreiben Sie fur diesen Fall die (11.44), (11.45) entsprechenden linearen Bewegungsglei­
chungen an, die mit (p = Qt, vgl. (11.34), explizit mit der Periode T - njQ von der Zeit 
abhangen. 

Aufgabe 77-/.Kontrollieren Sie die Gleichung (11.47), insbesondere im Hinblick auf die 
Vorzeichen von cp^ und M^ . 

Aufgabe 11-8: Will man in (11.47)i und (11.48)2 die negativen Vorzeichen in ix,-(py\, 

yF^, - M \ vermeiden und mit (x, ^^ J, (F^ , M \ arbeiten, muss man in (11.48)2 die Stei-

figkeitsmatrix entsprechend abandem, zum Beispiel Ki-K in (11.48)i von K2 in (11.48)2 
unterscheiden und dann das Potential f/parallel zu (11.50) ansetzen. Ermitteln Sie auf solche 
Weise die Bewegungsgleichungen (11.51). 

Aufgabe 11-9: Statt beim tJbergang von (11.51) zu (11.56) zu addieren, kann man auch sub-
trahieren, dann die Losung parallel zu (11.58) mit einem rechtsdrehenden Zeiger ansetzen, 
alle tJberlegungen gewissermaBen "spiegelbildlich" abhandeln. Erhalt man auf diese Weise 
anders ablaufende Eigenschwingung? 

Aufgabe 11-10: Driicken Sie in (11.70) die Konstante Cj^ durch Cj^ aus. 

Aufgabe 11-11: Die fliegend gelagerte Kreiselscheibe nach Bild 11-11 hat offensichtlich den 
Freiheitsgrad vier, vgl. die Bewegungsgleichungen (11.51). Dann muss man ac/z/Anfangsbe-
dingungen fur x(0), j ( 0 ) , (p^ (O), cpy (O), x(0), >^(0), ^^ (O), (py (O) vorgeben. Setzen Sie 

mit den vier komplexen Eigenschwingungen nach (11.59) die entsprechende (allgemeine) 
Losung an. 

Aufgabe 11-12: Lost man die Bewegungsgleichungen (11.51) direkt, also nicht iiber (11.56) 
usw. komplex, so erhalt man acht Eigenlosungen. Wie hangen diese mit den komplexen zu-
sammen (vgl. Aufgabe 11-11)? 

Aufgabe 11-13: Man kann die beiden Biegeformen nach Bild ll-13a, c und Bild ll-13b, d 
dadurch unterscheiden, dass die Subtangente Sf der Biegelinie auf der vom Lager abgewand-

ten Seite der Scheibe liegt, ^̂  > 0, bzw. auf der dem Lager zugewandten Seite, ^̂  < 0 . 
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Schreiben Sie fur die Eigenschwingungen (11.68) eine Formel fur Sf(^cDj^) an, vgl. Bild 

11-15. 

Aufgabe 11-14: Zeigen Sie fur die fliegend gelagerte Kreiselscheibe nach Bild 11-11, dass es 
zu Gleich- und Gegenlauf jeweils die Eigenschwingungen mit positiver und negativer Sub-
tangente gibt. 

Aufgabe 11-15: Erganzen Sie die Frequenzverlaufe 3i^ (i2j nach Bild 11-14 fur negative O , 

also fur das Intervall -50 < i2 < 0 . 

Aufgabe 11-16: Ermitteln Sie durch Rekursionen hohere Naherungen fur die asymptotischen 

Entwicklungen (11.77), (11.79), (11.82) und erhellen damit die Kurvenverlaufe in Bild 11-14. 

Aufgabe 11-17: Zeigen Sie, dass die asymptotischen Eigenfrequenzen 3i, G)2 in (11.80) da-

durch entstehen, dass der Drall Jp Q wie eine Parallelfuhrung, oder Winkeleinspannung, 

des freien Wellenendes wirkt. 

Aufgabe 11-18: Erganzen Sie die kinetische Energie nach (11.47) um Unwuchtterme und 
stellen sodann die Bewegungsgleichungen (11.84) nach Lagrange auf. 

Aufgabe 11-19: Wie andem sich die auf Gl. (11.87) folgenden Resonanzaussagen bei Umkehr 
der Drehrichtung (vgl. Aufgabe 11-9)? 

Aufgabe 11-20: KontroUieren Sie die Aussage (11.97)2,3 ^ (11.98)i,2. 

Aufgabe 11-21: Sei von der Eigenlosung i^\,xj^^ = i^j coj^.Xj^^ der Realteil Xj^ji :=RejCŷ  

bekannt. Ermitteln Sie aus (11.89) oder (11.96) den Imaginarteil X]^j := Imjc^ .̂ 

Aufgabe 11-22: Untersuchen Sie die Orthogonalitat der Eigenlosungen des Beispiels 11.2.2 
im Sinne des Skalarprodukts (11.103). (Konnen Sie dazu geometrisch anschauliche Deutun-
gen entwickeln?) 

Bild 11-15 
Subtangente: x - (p-St 

12 Dreh- und Torsionsschwingungen 
Wir benutzen Drehschwingungen und Torsionsschwingungen in der Regel synonym. Bei 
einer ungleichformig drehenden Windmuhle wird man jedoch von Drehschwingungen spre-
chen, wahrend man Torsionsschwingungen vorzieht, wenn bei dem Vorgang eine Welle tor-
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diert {verwunden, verdrehi) wird. Auch bei Kolbenmaschinen spricht man von Dreh- oder 
Torsionsschwingungen, wobei die Kurbelwelle in sehr verwickelter Weise verbogen und 
verwunden wird, was man unter einer Torsion naherungsweise (!) zusammenfasst. Bei einem 
Verbrennungsmotor kann ein Zylinder - die dazugehorigen beweglichen Teile - unter Um-
standen gegen den anderen Zylinder schwingen. Die Abweichungen der Bewegungen des 
Kolbens, des Pleuels vom regelmaBigen Lauf infolge der Drehschwingungen "ihres" Kurbel-
zapfens werden dann einfach als Drehschwingungen gesehen. 

12.1 Aufgabenstellung, Symbole 
Drehschwingungen treten bei vielen Maschinen auf. Bild 12-1 zeigt einen Motor, der iiber 
eine (langere) Welle eine Kreiselpumpe antreibt. Hier kann der Anker des Motors gegen den 
Lauf der Pumpe schwingen, die Welle wirkt als Torsionsstab (Drehfeder). 

Bild 12-1 
Pumpensatz 

Wenn man genauer hinguckt, sieht man, dass die Drehschwingungen des Ankers auch mit der 
Elektrik des Motors verkniipft sind. Wir gehen darauf nicht ein und lassen diese Wechselwir-
kungen auBer Acht. Ahnlich - fast noch verwickelter - sieht es beim Pumpenlaufer aus: 
Drehschwingungen des Laufers andem die Anstromwinkel, die gepumpte Fliissigkeit 
schwingt mit usw. Auch diese Effekte bleiben unbeachtet. 

Zur Untersuchung der Drehschwingungen eines solchen Maschinensatzes zeichnet man dann 
ein Ersatzsystem nach Bild 12-2a oder b. 

Dabei steht / fur eine Drehtragheit (Massenmoment) und kj fur eine Torsionssteifigkeit. 

?̂ . 
a 6 b -L 

Bild 12-2 
Schematische Darstellungen von 
Drehschwingern 

Bild 12-3 
Schiffsantrieb 
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Beachtet man beim Schiffsantrieb nach Bild 12-3 nur die Verformungen der Propellerwelle, 
so erhalt man wieder ein Modell nach Bild 12-2, wobei Jj die Drehtragheit des Propellers 

(evtl. mit einem Wasserzuschlag) und J2 die des Motors bezeichnet. Berucksichtigt man 

dagegen die Verformbarkeit der Kurbelwelle - und das muss man tun, wenn hohe Erregerfre-
quenzen vorliegen -, so erhalt man ein Ersatzsystem nach Bild 12-4 (6-Zylinder-Motor). 

Enthalt das Aggregat ein Getriebe, so gilt im einfachen Fall ein Ersatzsystem nach Bild 12-5, 
wobei zunachst offen bleibt, ob die Drehtragheiten der Zahnrader beachtet werden oder nicht. 

Propeller 

6 Zylinder 

Schwung-
scheibe 

Bild 12-4 
Ersatzsystem fur Schiffsantrieb mit 6-Zylinder-
Motor 

r yh 
Geti iebe 

/^T2 J 
Bild 12-5 
Drehschwinger mit Getriebe 

12.2 Drehschwingungen eines Systems mit einer Ubersetzung 
Aufgabe: Das Drehschwingungssystem nach Bild 12-6 besteht aus zwei Drehmassen Ji,J^, 

zwei (Torsions-)Wellen mit den Steifigkeiten kYi,kj2 und einem Zahnradgetriebe, dessen 

Rader die (Teilkreis-)Radien r2,r3 haben. (Die Drehtragheiten der Zahnrader werden hier 

vemachlassigt.) 

Gesucht werden die Eigenfrequenzen und die Eigenschwingungsformen (der freien unge-
dampften Schwingungen) des Systems. 

T A A. 
* / "̂  f-

'•^n 1 

c 

i 

p 

!) 
^ 3 -

r ^2 

C 

i 

(PA 

\> 

Bild 12-6: Drehschwingungssystem. a Ersatzsystem, b Drehwinkel 
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Losung: 

12.2.1 Aufstellen der Bewegungsgleichungen nach Lagrange (s. Abschnitt C.2.3) 

Koordinaten 

Wir fuhren an den vier Wellenendpunkten / die Drehwinkel (p^ ein, vgl. Bild 12-6b. Der 

Systematik halber erhalten alle (p-^ die gleiche Drehrichtung als positiv. (Der Doppelpfeil 

steht fur eine Drehung im Sinne einer Rechtsschraube.) Bei ^i = 0, / = 1,..., 4 sind die 

Wellen momentenfrei. 

Ubersetzung 

Am Getriebe gelten die Ubersetzungsverhaltnisse 

^ 2 / 3 = — O d e r / 3 / 2 = ^ , (12.1) 

h/3^yh/2 • (12.2) 

Lost man (12.1) nach ^2 ^̂ ^w. ^3 auf, erhalt man 

^2 = ^2/3 ^3 und ^3 = Z3/2 ^2- (12.3) 

Mit den Radien r2 und r3 aus Bild 12-6 gelten 

^ 2 / 3 = - - . ^ 3 / 2 = - - - (12.4) 
2̂ 3̂ 

(Natiirlich kann man statt r2 , r3 die Zahnezahlen Z2 bzw. Z3 setzen.) 

Kinetische Energie 

r = i j i ^ f + i j 4 ^ | . (12.5) 

Potentielle Energie 

1 2 1 2 
^ = - ^ 7 i ( ^ 2 - ^ l ) + - ^ ( ^ 4 - ^ 3 ) • (12.6) 

Wir eliminieren sofort ^3 mit Hilfe von (12.3) 

1 2 1 2 
^ = - ^ 7 i ( ^ 2 - ^ l ) + - ^ ( ^ 4 - ^ 2 ^ 3 / 2 ) • (12.7) 

(Hier muss natiirlich spater Z3/2 =-^2/^3 gesetzt werden.) 
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Lagrangesche Gleichungen 

Nachdem aus (12.6) (p^ eliminiert ist, lauten die generalisierten Koordinaten: 

^1 =^1.^2 = ^ 2 ' ^ 3 =^4-

d dT dT dU ^ 
Man erhalt aus + = 0 

dt dqj^ dqj^ dqj^ 
fur qi : 

fur ^2 • 

fur ^3 : 

^ r i ( ^ 2 - ^ l ) - ^ 3 / 2 % ( ^ 4 - ^ 2 ^ 3 / 2 ) = 0' 

J4 ^4 +kj^^ (^4 -(P2 /3/2) = 0-

Mit (12.9), (12.10), (12.11) liegen drei Gleichungen fur die drei Unbekannten (pi. 

Die Gleichungen (12.9) und (12.11) sind Differentialgleichungen, Gleichung (12. 
algebraische Gleichung {Momentengleichgewicht am Getriebe). Aus (12.10) folgt 

(̂ 7i + 3̂/2 % )92 = T̂i n +^3/2 % ^4 ^ 

(12.8) 

(12.9) 

(12.10) 

(12.11) 

^2.^4 vor. 
10) ist eine 

(12.12) 

und damit aus (12.9), (12.11) 

^1^1+^71 
k'f +/3/2^r'-

^1 

2 7 

J4n --—.9 / (Pi + % 
^7i +^3/2% 

1-

/3/2 ^7| ^^2 
.2 ^ 

^Ti + ^ 3 / 2 % 

•2 7 ^ 
^3/2 %2 

A:j| +/3/2^72 

^ 4 = 0 ' 

^ 4 = 0 ' 

zusammengefasst: 

/ l ^ + 

0 

^'3/2^71 T̂c 1-72 .. hii^T^h^ 
^4 - U, .2 " ^ ~ " .2 

hi + ^3/2 % ^ri + ^3/2 % 

^ .. hl2h^ ^2 
J^n ^ 9\ + 

hi % 
(12.13) 

•2 ' .2 
^7; + '3 / 2 % ^ri + '3 / 2 % 

In Matrixschreibweise lauten die Bewegungsgleichungen 

^ 4 = 0 . 

/ i O Y ^ ^ 

0 J. 4 ; 92. 

^Ti % ^ 1 / 2 
^ j | + ^ 3 / 2 % 

^3/2 

'̂3/2 1 , V^4y 
= ^ 

und haben damit die allgemeine Form (10.39) 

Mx^Kx = 0, 

(12.14) 

(12.15) 
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x = , M = 
0 JA 

, K = 
7̂i % '̂  '-̂  

^Tj -^h/2^T2 2 V 

^3/2 -^3/2 

^3/2 1 
(12.16) 

12.2.2 Bezogene Schreibweise 
Mit den BezugsgroBen 

'^TR 

kf kj I 
—^2"^^— J^ sowie cDji := ̂ kj^j^ IJj^ 

kj +/3/2^r9 

gelte 

Dannlautet (12.14) 

Jl 0 ^1 

v^4y 
^3/2 ~^3/2 

-^3/2 1 

^ ^ ^ 

,^4. 
<>. 

Wenn man will, kann man 1^/2 aus (12.4) hier einsetzen: 

0 J. 0 0 

V^4y 

(^2/^3) ^2/^3 

^2/^3 1 ,^4. 
= 0. 

(12.17) 

(12.18) 

(12.19) 

(12.20) 

12.2.3 Eigenwertproblem 

^^t 
Der e""' -Ansatz, vgl. (10.40), fuhrt zu 

x = [nj = e 
M 

^0. 

Aus (12.20) folgt damit das Eigenwertproblem 

( - -1 r x2 ^ 
J\^ +(^2/^3) ^2/^3 

[ r^lr^ J4P+I, 

mit der charakteristischen Gleichung: 

A[X) = Ji J4 X^ +[ji + J4 (r2 /rsf ) P = 0. 

Sie hat die Doppelwurzel 

sowie die rein imaginaren Losungen 

(12.21) 

(12.22) 

(12.23) 

(12.24) 



12 Dreh- und Torsionsschwingungen 179 

1 (r2lr^) 
Ai = jcoi, A_i = -jcoi, wo 0)1 = J - ^ + ^ — ^ 

\^4 J\ 

Zu i o = 0 folgtaus (12.22) 

(^2/^3) ^2/^3 

^2/^3 1 
= 0, 

also der Eigenvektor* 

^ ^ • ^ 

n. -^I'^-i. 
Oder 

V^4Jo v-'2y 

Zu fi^i folgtaus (12.22) 

- J1 / J4 'a/''3 

also der Eigenvektor* 

^ n ^ 

^4, 
<>, 

,^4. '1 \J\IJ4j 
Oder 

^ ^ ^ 

_̂ 4 

Die allgemeine Losung von (12.19) lautet, vgl. (10.61), 

komplex: 

(co + 4 f) +1 ^ I (q e^'^' +c . e-}'^ 

reell: 

9A. 

'n (cQ+i^o/j + l ia^ Qoscoit + a^ smcoity 

(12.25) 

(12.26) 

(12.27) 

(12.28) 

(12.29) 

(12.30) 

(12.31) 

Hinweis 1: Wegen der Doppelwurzel /l = 0 enthalten die allgemeinen Losungen (12.30), 

(12.31) nicht nur die konstanten Losungsanteile x =[(pi,q>/^)^c^, die besagen, dass die 

Nulllage des Systems nach Bild 12-6 nicht festgelegt ist - also iiber Anfangsbedingungen 
vorgeschrieben werden kann - , sondem auch den sogenannten sdkularen Anteil 

T '̂  

* Bei der jeweils 2. Formmiissendie Faktoren q oder QJ in (12.30)7(12.31) die Dimensionen anpas-
sen! 
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der bedeutet, dass das System auch mit einer frei vorgebbaren Winkelgeschwindigkeit 

/2Q = î Q CDQ drehen kann. 

12.2.4 Schwingungsformen 

Um die Schwingungsformen darstellen zu konnen, miissen fiir die Parameter Zahlenwerte 
gegeben sein. Wir wahlen: 

r2 / r3=4/5 = 0.8, Jj / J4 = 3/2 = 1.5. 

Damit lauten die Eigenvektoren 

9\. -0.8 vl-5y 
(12.32) 

Zur Darstelliing braucht man auch ^2 und ^3 • Aus (12.12) folgt 

hii % 
91 =• 

kj^ 

kj^ + ' 3 / 2 % 
-n + 0 -^4 

72^72 

^2/^3-%/^ri^4 
(12.33) 

9 9 

l + (r2/r3) kj^lkj^ l + (^2/^3) ^72/^71 

0 

(12.34) 

Um (p2 festzulegen, braucht man auch den Wert von kj Ikj . Wir wahlen kj Ikj = 1.8. 

Mit den Zahlenwerten erhalt man aus (12.33) und (12.3)2 

fiir /^ = 0: ^2 - 1 ' ^3 - ~^'^ 

^x a\\ <P2=-^'^^^"'^ ^3=0.5055... 

Als Spaltenmatrizen lauten die Schwingungsformen: 

^ 1 ^ UA ( 0.8 ^ 

1 U2 _ -0.631 
-0.8 ' U3 ~ 0.5055 

-0.8J {n\ I 1-5 . 
Man tragt das Ergebnis in Schemabilder ein (vgl. Bild 12-7). 

Beim Eigenwert A^, Bild 12-7a, treten keine Wellenverwindungen auf. Bei der Eigenfre-

quenz co^ schwingen die Drehmasse Jj und J4 gemaB dem Eigenvektor (p^, vgl. (12.34)2, 

gegeneinander. Man entnimmt dem Eigenvektor, dass in der Welle 1 \kf\ ein Knoten Hegt, 

an dem die Welle stillsteht. (Halt man das System am Knoten einer Eigenschwingung fest, 
andem sich die betreffende Eigenfrequenz und Eigenschwingungsform nicht.) 
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(p i 

c 

c 

) + 

) 

a _o 

n 
U 

8 

. 

-

0 

) 

Bildl2-7 
Eigenformen der 
Drehschwingung. 

4̂ 6 a fur io = 0, 

b fiir a)x 

12.3 Reduktion von Drehschwingern auf eine Welle 
Vor allem bei Drehschwingern mit mehreren tJbersetzungen ist es haufig vorteilhaft, den 
Schwinger Siuf eine der Wellen zu reduzieren. 

Bei dem Schwinger aus Abschnitt 12.2 berucksichtigen wir jetzt auch die Massenmomente 
^2 und J3 der beiden Zahnrader. 

(D^ -
r 1 

c 

i 

P/̂ ^ k 

1 3 

> ^ 2 \ 

J,^-

' 

n 

(! 

/ / 4 

^ 

(PA 
Bild 12-8 
Drehschwingungssystem 

Bild 12-8 zeigt das so erganzte System mit den vier Massenmomenten Ji,J2,J^,J\, den 

beiden Drehsteifigkeiten kj, kj . Die Drehungen werden durch die vier Winkel 

(px,(p2,(p^,(p^ erfasst. 

Reduktion des Drehschwingers auf die Welle 1 

Fiir die kinetische Energie gilt, vgl. (12.5) 

^ = ̂ ^1 ^\ +^^2 ^2 +-^3^3 +--^4 ^4 ' 

fiir die potentielle Energie, vgl. (12.6) 

1 2 1 2 
^ = - ^ r i ( ^ 2 - ^ ) + - ^ ( ^ 4 - ^ 3 ) • 

(12.35) 

(12.36) 
2 '1 ' " ^ ' 2 

Fiir ^3 gih gemaB (12.3), (12.4) 

^3=^3/2^2' 13/2 =-^2/^3- (12.37) 

Falls die Wellen (torsions-)starr sind, sich infolge von Momenten also nicht verformen, ist 
Z3/2 das tJbersetzungsverhaltnis von Welle 2 gegeniiber Welle 1. In dem Fall gilt auch 
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Man setzt fur die verformbare Welle 

^3 =^3/2^3 ' ^4 =hl29A\ 

dabei sind ^3 und (p\ reduzierte Winkel. 

Einsetzen von ^3^ (p^ gemaB (12.38) in Tund f/nach (12.35)/(12.36) liefert 

2 " ' 2 ' " ' " ' "V "'' 2 

(12.38) 

^ = --^1 <̂^̂  +-'>^2 <P2 +2(^3/2)^ -̂ Ŝ (^3 ) + 2 ('3/2)^ J A (<PI] 

-J\<i^ +^y2+{hl2f J3)<P2+-{i?,l2f J4[<PA) . 

(12.39) 

und 

1 2 1 / \^ 
U = -kj^ {(P2-(P\) + 2 % î 3/2 (p\ -hl2 9^1) 

= T^ri {n-nf +T%( '3 /2)^(^4 -92] • 

(12.40) 

2 ' 1 ^ ' " '" 2 

Diese Gleichungen kann man als Gleichungen ftir die Bildwelle gemaB Bild 12-9 ansehen. 

/, i \ 0 Jl 
J- J-

^2=^3 6 4̂ Bild 12-9 
Bildwelle 

Bei der Reduktion auf Welle 1 bleiben (p\,(p2^ J\ und kj erhalten. An die Stelle von (p^, ^4 

treten ^3 (= ^2) ^^^ ^4 • ^ ^ ^ erhalt die reduzierten Massenmomente (Drehmassen) 

4 =J2+ iiv2f J3=J2+ (̂ 2 Ir3 f h , A = ('3/2 f J A = (''2 /'3 f ^4 (12-41) 

und die reduzierte Drehsteifigkeit 

kr^=ih/2fkr^={'-2/r,fkr^. (12.42) 

Fiir das auf die Welle 1 reduzierte Drehschwingungssystem gemaB Bild 12-9 erhalt man -
formal nach Lagrange oder elementar iiber Gleichgewichtsbedingungen und Verformungsan-
satze - die Bewegungsgleichungen 

(A 0 0Y^^ 

0 0 4jU4y 

0 

-kr, kr^+k'r, -kl (P2 0. (12.43) 
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12.4 Erzwungene Drehschwingungen 
Wir nehmen an, dass auf den Drehschwinger nach Bild 12-10 (im allgemeinen Fall) die vier 
Erregermomente Mi {t) wirken, wobei - zur Verwirrung! - M3 (/) gegen die positive Ori-

entierung des Drehwinkels ^3 positiv gezahlt wird, vgl. Bild 12-10a, b; die bj. bedeuten 

Dampfung. 

Gesucht sind fiir das System nach Bild 12-10 das auf die Welle 1 reduzierte Bildsystem und 
dazu die Bewegungsgleichungen. Fur den Sonderfall M2 = 0, M3 = 0, M4 = 0 und 

Ml =M cos f2t sollen die Amplituden-Frequenzgange fur die Winkelauslenkungen 

(Pl,(P2,(P4 berechnet werden (Parameter vgl. Abschnitte 12.2 und 12.3). Die Dampfungen 

BYI seienklein. 

Hinweis 1: Fur das Torsionsmoment Mgilt, vgl. Bild 12-11, 

M = bf(^(P2-(p\) + kj(^(p2-(p\). (12.44) 

Man kann dieses Moment in elastischen Anteil und Dampfungsanteil zerlegen: 

M^ ^kT{(p2-(px), M^ =bj^{(P2-(Pi), M^M^+M^. (12.45) 

M, 7p 1̂ ^' 

M. 

M, 

/ Krp U rp 

^^J. J/t 
M, 

^1 

i 

p 

s 
b 

r, 

9 

i 

h 

r]y[2 
(Pi n 

(PA 

0 

Bild 12-10: Drehschwinger. a Ersatzsystem, b Drehwinkel 

(Px 

M 

/VJ-'^LJ J-' (Pl 

M 

Bild 12-11 
Torsion mit 
Dampfung 

6 

Bild 12-12 

Momente ohne Potential 
an Drehmasse */i 

12.4.1 Bewegungsgleichungen (nach Lagrange) 

Kinetische Energie (vgl. (12.35) 

_ ^ T '2 ^ T - 2 I T - 2 I T - 2 (12.46) 
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Potentielle Energie (vgl. (12.36) 

1 
— I 

2 

Virtuelle Arbeiten 

1 2 1 2 
U = -kT^{(P2-n) + -^72(^4 -^3 ) • (12.47) 

An der Drehmasse J^, Drehwinkel (pi, vgl. Bild 12-10, greifen neben dem elastischen Anteil 
des Wellenmoments, der mit der potentiellen Energie Uin (12.47) erfasst ist, noch von auBen 
das Moment Mj (/) und der Dampfungsanteil des Wellenmoments an, 

M^=br^{cp2-(Pi). (12.48) 

vgl. Bild 12-11 und Bild 12-12. 

Bei einer virtuellen Drehung Scpi wird dem System die virtuelle Arbeit 

SWi = MiS(pi-\-bj^^ {(p2-(Pi)S(pi (12.49) 

zugefuhrt. Entsprechend muss man sich die virtuellen Arbeiten zu den Drehungen 
S(p2, S(p2, 5q)/^ iiberlegen. Die gesamte virtuelle Arbeit betragt: 

5W = M^^ dcpi + M2 S(p2 - M3 Scpo^ + M4 S(p^ 

-^7i (^2 -^ l ) (^^2 - M ) - % (^4 - ^ 3 ) ( M - M ) (12.50) 
4 

Einfiihren der reduzierten Winkel 

Mit den reduzierten Winkeln ^2 =^3 ^^^ ^4 ausAbschnitt 12.3 gilt 

^3=^3/2^2' ^3=^3/2^2' ^^P^^hll^^l^ 

(pA^hll^A^ ^A^hll^l^ ^^4=^3/2^^4-

Damit erhalt man aus (12.46), (12.47) und (12.50) 

^ = ̂ ^m^+^(^2+^3 /2^3)^2+^^3 /2^4(^4 f . (12-52) 

K . x2 1 .9 , / . \2 

(12.51) 

U^-kT^{(P2-n) + - ^ 3 / 2 ^ ( ^ 4 - ^ 2 ) . (12.53) 

dW = Ml dcpi + ( M 2 -ii^i2Mi^)d(p2 +M^ii^i2S(p\ 

-hi {92 -<P\){^92 - M ) - ^ 3 / 2 ^2 (^4 - ^ 2 ) ( M - M ) -

Aus diesen drei Gleichungen ergibt sich die Bildwelle nach Bild 12-13. 

(12.54) 
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0 A 

M, 

kj^hj^ / K rp D rp yr y 

M2 o < Bild 12-13 
Bildwelle 

Die Parameter lauten: 

Jl^Mi^kj^,bj wie bisher, 

M2 = M2 -hi2 ^3-> ^4 -hi2 ^4' 

SchlieBlich gewinnt man aus (12.52) bis (12.55) die Bewegungsgleichungen 

Jl 0 

0 4 
oY^^ 

0 0 J. 4 ; 

(P2 

V^4y 

0 

^2 

^2 J 

kj -kr. 
n 

-kr. kr, -\-k!i -k!l 

0 ^T2 

M'2 

(12.55) 

(12.56) 

Hinweis 2: Wenn die Dampfungen, wie hier, vollig parallel zu den Steifigkeiten wirken, kann 
man, wie zu sehen, in den Bewegungsgleichungen die Dampfungsterme einfach parallel zu 
den Riickstelltermen anschreiben, ohne den Weg iiber die virtuelle Arbeit SW zu gehen. 

12.4.2 Zahlenbeispiel 

Neben den Parametem aus den Abschnitten 12.2 und 12.3, r2/r^=0.S, Ji/J^^ =1.5, 

kf Ikj =1.8, gelte: J2lJ\ =0.2, J^lJ\ =0.3. Giinstige Bezugswerte sind 

Damit folgen die Massenmomente (Drehmassen): 

Jl - J\Jii = 1.0 J^, 

j ^ = J^ j ^ = |J2+^3/2-^3)^^ = (0-2 + 0.8^-0.3) J^ = 0.392 J^, 

4 =J4JR= ill J4 JR = 0.8^ '{2/3f JR = 0.284/^ 

und die Dreh-Steifigkeiten: 

(12.57) 

(12.58) 
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kj^ =^71^77? =1-0^77? 

^72 ~ ^^2 ^TR ~hl2 ^72 ^TR - ^-^ * 1 -̂ ^77? -1 .152 kj^ . 

Die Dampfungen setzen wir proportional zu den Steifigkeiten an: 

Mit der Erregung 

B ^ b ^ k , mit ^ = 0.02. 
^R 

vOy 

McosOt =: / M c o s / 2 f 

(12.59) 

(12.60) 

(12.61) 

lautet schlieBlich die Bewegungsgleichung: 

Jj^coj>Mx-\-cojib^^kx-\-kYj^kx = Mcosnt f 

h 
0 

0 

0 

Jl 

0 

0 ^ 

0 

J\. 

= 

ri.o 
0 

l o 

0 

0.392 

0 

0 ^ 

0 

0.284^ 

, K = 
n.o 
-1.0 

I 0 

-1.0 

2.152 

-1.152 

0 

-1.152 

1.152 

mit 

M = 

T 

B = bK, / = ( l ,0 ,0f ; x = (^i,^2.^4) • 

Dimensionslos lautet die Bewegungsgleichung: 

Mx+bkx+kx = fcosQt mit x\=x yMIkjjA. 

Berechnen der erzwungenen Schwingungen 

Komplexe Form der GL: 

Ml-^bkx-^kx = feJ^K 

Losungsansatz und Losungsergebnisse: 

x = keJ''~'. 

Man erhalt: 

ik-Mn^+bjnk\x^f 

(12.62) 

(12.63) 

(12.64) 

(12.65) 

(12.66) 

(12.67) 

und 
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x^ix •Mn^+b J^Kf'f. (12.68) 

1̂1 

- ' 

-

;x 

1 

1 

1 

1 

\ 
i\ 
/] 
/ | 

/1 

\ • 
1 
• 

1 

1 

1 

1 

1 

l i 
M 

l \ 

1 ^<:::::r.-i »-'^^ " >' — 

-

-

0.5 1.5 2.5 3.5 
Q 

Bild 12-14 
Amplituden-Frequenzgange 

Bild 12-14 zeigt die numerisch berechneten Resonanzkurven fur 0 < i2 < 4.0 , 

|4| = 1 /̂1/(̂ /̂ 77?)- (12.69) 

Bild 12-15a zeigt den unteren Bereich der Frequenzgange vergroBert, und Bild 12-15b zeigt 

die Phasenverschiebungswinkel y/f gegeniiber der Erregung Mj = McosQt, 

(Pi^WAe-
J¥i (12.70) 

Die Amplitudenkurve hat 2 Maxima, etwa bei Q = \A und bei Q = 2.9. Das heiBt, dort 
liegen die Eigenfrequenzen: ^ «1.4, ^2 ^ ^-^ • 

Bei Q = 0 hat die Resonanzkurve des Schwingers (unabhangig von der Dampfung) eine 

Unendlichkeitsstelle. Das riihrt daher, dass bei Q = 0 das Erregermoment M^ - M cos f2t 

als konstantes Moment wirkt und natiirlich nach Abklingen des Einschwingvorganges, vgl. 
die Bemerkungen zu Gl. (6.30) und die Aufgabe 6-15, also nach sehr langer {unendlich lan-
ger) Zeit einen sehr {unendlich) groBen Ausschlag erzeugt. (Es sind zwei Integrationen erfor-
derlich, also erhalt man formal - wie bei einem sehr, sehr kleinen f2 Phasenverschiebungs­
winkel y/^ ^ ±180° , vgl. Bild 12-15b. 

Formal kann man die Unendlichkeitsspitze bei i2 = 0 auch als Resonanz mit dem Eigenwert 

/^ = 0 ansehen (vgl. Abschnitt 12.2); das ist jedoch nicht allgemein iiblich. (Da ^ = 0 ein 

doppelter Eigenwert ist, ist die zugehorige Resonanzspitze besonders breit, vgl. Bild 12-14 
und Bild 12-15a. 
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Bild 12-15 
Frequenzgange, vergroBert. 
a Amplituden, b Phasenver-
schiebungswinkel 

Man gewinnt Einsicht in das Schwingungsverhalten des Systems, wenn man sich die Ampli-
tuden-Frequenzgange als Versuchsergebnisse vorstellt und ihren Verlauf - gemeinsam mit 
den Phasenverschiebungswinkeln - in Abhangigkeit von Q verfolgt. 

Man sieht dann zum Beispiel (vgl. Bild 12-15): Bei sehr kleinen f2 schwingt das System 
unter der Einwirkung von M^ (f) etwa so, wie wenn es unverformbar (starr) ware. Oberhalb 

i7 = 0.5 kommt man aus der Resonanz bei 0 heraus, die Amplituden nehmen ab, well sich 
bei der steigenden Frequenz die Tragheitswirkungen der Massen bemerkbar machen. Gleich-

zeitig nimmt die Amplitude von cpi deutlich starker ab als die Amplituden von (p2 und (p\ . 

In der Welle 1 (^7:) baut sich also cine Torsionsschwingung auf (in Welle 2 ist sie schwa-

cher). Bei f2 ^\A kommt (p\ fast zum Stillstand (bei sehr kleiner Dampfung steht (p\ dort 
praktisch still) und kehrt danach seine Schwingungsrichtung um (vgl. Phasenverschiebungs-
winkel y/i in Bild 12-15b. In der Welle 1 entsteht dadurch ein (nahezu) schwingungsfreier 

Knoten, der mit steigendem f2 von J^ nach J2 wandert (vgl. Bild 12-13). 
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Beim Hineinlaufen in den Resonanzbereich i 2 « ^ ( « 1 . 4 ) wachsen alle Amplituden cpi, 

dort bleibt cp2 gegen (p\ zuriick, wahrend cpi aufholt (cpi und cp2 schwingen gegeneinander, 

vgl. Bild 12-15b. In der Resonanz schwingt das System etwa in der zu o\ gehorenden Eigen-

schwingungsform. 

Oberhalb o\ bleibt ^2 weiter zuruck, bei Q^IS) (vgl. auch Bild 12-15b) bleibt ^2 f̂ t̂ 

stehen, der oben erwahnte Knoten wandert iiber J2 hinweg in die Welle 2 usw. 

12.5 Aufgaben 
Aufgabe 12-1: Leiten Sie die Bewegungsgleichungen (12.9) bis (12.11), und damit auch 
(12.13), auf "konventionelle Weise" (Verformungsansatze, Momentengleichgewichte) her. 

Aufgabe 12-2: Wie sehen die Schwingungsformen fur das untersuchte System aus (vgl. Bild 
12-7, wenn man im Getriebe die Zahnrader vertauscht, also 2̂ /r3 = 1.25 setzt? 

Aufgabe 12-3: Welche Eigenfrequenzen erhalt man, wenn man a) die Drehmasse J^, b) die 

Drehmasse J^ , c) das Getriebe festsetzt? 

Aufgabe 12-4: Das Aggregat nach Bild 12-6 laufe mit der konstanten Drehgeschwindigkeit 
(Pl= £2 . Plotzlich (zur Zeit 0̂ = ^) bricht ein Zahn im Getriebe und spent es. Was geschieht? 
(Treffen Sie vereinfachende Annahmen, z. B. die, dass die Antriebsmomente vemachlassigt 
werden konnen. Wahlen Sie evtl. zusatzlich erforderliche Parameter.) Welche Schwingungen 
stellen sich ein? Welche Momente wirken auf das Getriebe? 

Aufgabe 12-5: Reduzieren Sie das System nach Bild 12-8 auf die Welle 2 {kj ). 

Aufgabe 12-6: Stellen Sie fiir die Bildwelle gemaB Bild 12-9 die Bewegungsgleichungen 
(12.43) nach Lagrange auf. 

Aufgabe 12-7: Stellen Sie fur die Bildwelle gemaB Bild 12-9 die Bewegungsgleichungen 
(12.43) mit den Mitteln der Grundvorlesung Technische Mechanik auf. 

Aufgabe 12-8: Welche Eigenfrequenzen und welche Eigenschwingungsformen erhalt man 
aus (12.43) mit den Parametem des Zahlenbeispiels 12.4.2? 

Aufgabe 12-9: Rechnen Sie die Eigenschwingungsformen der Bildwelle aus Aufgabe 12-8 
auf die Originalwelle nach Bild 12-8 um. 

Aufgabe 12-10: Zeichnen Sie Schnittbilder nach Art von Bild 12-12 auch fur die anderen 
Drehmassen und kontrollieren Sie (12.50). 

Aufgabe 12-11: Schreiben Sie mit T,U und SW nach (12.46), (12.47) und (12.50) die 

Lagrangeschen Bewegungsgleichungen fur das nicht reduzierte System beziiglich der Winkel 

^1,^2 iind ^4 an [^3 = /3/2 ̂ 2) • 

Aufgabe 12-12: Berechnen Sie im Anschluss an Aufgabe 12-11 mit den in Abschnitt 12.4.2 
angegebenen Zahlenwerten die Eigenfrequenzen und die Eigenschwingungsformen des un-
gedampften Schwingers. 
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Aufgabe 12-13: Schreiben Sie ein Rechnerprogramm zur Losung von (12.68). Sie haben 
dabei die Wahl zwischen zwei Vorgehensweisen: Entweder arbeiten Sie mit komplexen Zah-
len und dem GauB-Algorithmus fur die 3 x 3 Matrix oder Sie ersetzen das Gleichungssystem 
(12.67) durch ein doppelt so groBes System (mit einer 6x6 Matrix) und rechnen reell. 

Aufgabe 12-14: Fiihren Sie die Diskussion der Ergebnisse des Zahlenbeispiels 12.4.2 zu 

Ende. (Man sieht Details bei Q ^ 0)2 besser, wenn man mit b - 0.002 oder sogar ^ = 0 -

dann reell! - rechnet.) 

Aufgabe 12-15: Ersetzen Sie die Amplituden- und Phasenverschiebungs-Frequenzgange nach 
Bild 12-15 durch Ortskurven wie, zum Beispiel, in Bild 10-18. 

Aufgabe 12-16: Untersuchen Sie die erzwungenen Schwingungen des Systems nach Bild 

12-10, wenn die Erregung McosOt a) als M3, b) als M4 angreift. (Welche qualitativen 

Anderungen gegenuber Bild 12-15 erwarten Sie?) 
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V Kontinua 

13 Mitschwingen der Wellenmasse bei Drehschwin­
gungen 

Als einfachen Fall eines schwingenden Kontinuums untersuchen wir in diesem Abschnitt die 
Wirkung der mitschwingenden Wellenmasse auf das Schwingungsverhalten des Systems. 

13.1 Aufgabenstellung 
Als typisches Beispiel untersuchen wir den Drehschwinger nach Bild 13-1. Eine Welle (Ra­
dius R, Lange /, Dichte /?, Schubmodul G) tragt an den Enden zwei Drehmassen (Massen-
momente J\,J2)' 

Gesucht sind die Eigenfrequenzen, Eigenschwingungsformen und die erzwungenen Schwin-
gungen (bei Anregung an einem Ende). SchlieBlich interessiert die Frage, wie man das Konti-
nuum Welle naherungsweise durch ein diskretes System ersetzen kann. 

^ 

J/— 

1 ^X 

YZA 

VTA 

^ 

^ p,G 

.X-
VTA 

— I 

Bild 13-1 Drehschwinger 

|> Mr 

(p Mj 

Bild 13-2 Drehwinkel <p[x,t), Torsionsmoment Mj^ {x,t). 

a ausfuhrlich, b symbolisch 

13.2 Freie Schwingungen 

13.2.1 Herleiten der partiellen Dgl fiir die Drehschwingungen der Welle 

Bild 13-2a zeigt einen Schnitt durch die Welle an der Stelle x, wobei die Koordinate von 
einem Wellenende gezahlt ist, vgl. etwa Bild 13-1. Die Wellendrehung an der Stelle x wird 
durch den Winkel (p-cpi^x.t^ gemessen, wobei ^ = 0 zum Beispiel der vertikalen Referenz-
lage entspricht. Bild 13-2b zeigt den Winkel symbolisch als Drehpfeil. 
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Drillung 

Bild 13-3 zeigt ein Wellenelement der Lange Ax. Es erfahrt die Drillung 

, 3(0 ,. (p{x + Ax,t)-(p{x,t) 
(p = —^ = lim —^ ^ — - . 

dx A^Q Ax 
(13.1) 

—x-^Ax' 

(p{x,t) (p{x+Ax,t) Bild 13-3 
Drillung am Wellenelement 

Moment (Torsionsmoment) 

Fiir das Torsionsmoment Mj gilt, vgl. Bild 13-2, 

Mj =GIp-(p\ 

Dabei ist G der Schubmodul und 

A 

(13.2) 

(13.3) 

das polare Flachenmoment 2. Grades (friiher Fldchentrdgheitsmoment). Man nennt das Pro-
dukt GIp Drillsteifigkeit. 

Momentengleichgewicht am Wellenelement 

—x-^Ax-

Mj{x,t) AJ-(f) Mj{x+Ax,i) 

Bild 13-4 
Drehmomente am Wellenelement 

Bild 13-4 zeigt ein Wellenelement der Lange Ax mit den angreifenden Torsionsmomenten 
sowie dem d'Alembertschen Moment AJ (p . Das Massenmoment AJ lautet 

Dabei ist 

AJ^ pi Ax^J^/l-Ax. 

1 2 

(13.4) 

(13.5) 

das Massenmoment der als starr angenommenen Welle; J^/l ist das auf die Lange bezogene 

Massenmoment. 

Die Bedingung fur das Momentengleichgewicht am Element nach Bild 13-4 lautet: 

Mj^[x-\-Ax,t)-Mj^{x,t)-J^/l-^Ax = 0. (13.6) 
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Mit Division durch Ax und Grenziibergang Ax^O erhalt man 

MT(x-\-Ax,t)-MT(x,t) DMT 

Ax dx 

Einsetzenvon Mj aus (13.2) liefert 

J. 
^lp = (GIp<p'). 

(13.7) 

(13.8) 

Falls GIp unabhangig von x ist, falls also R - wie bisher angenommen - konstant ist, gilt 

J^lh(p-Glp(p"^0. (13.9) 

Dies - wie auch (13.8) - ist eine lineare partielle Dgl 2. Ordnung nach der Zeit t {^ 2 An-
fangsbedingungen erforderlich) und 2. Ordnung nach dem Ort x ( ^ 2 Randbedingungen 
erforderlich). 

Hinweis 1: Wenn man will, kann man nach (13.4) J^ll = pip setzen und / ^ aus (13.9) 

herauskiirzen (das ist nur bei / ^ = const moglich). Man erhalt 

p(p-G(p" = ^. (13.10) 

(Wir werden stets mit (13.9) arbeiten.) 

13.2.2 Untersuchung der freien Schwingungen 

Bild 13-5 zeigt die geometrischen Beziehungen und die Schnittmomente an unseren Syste-
men. 

Bild 13-5a macht die geometrischen (die kinematischen) Beziehungen deutlich: 

^ ( f ) = ^ (0 , f ) , (p2{t) = (p{Ut). (13.11) 

Bild 13-5b enthalt neben den Schnittmomenten auch die d'Alembertschen Momente J\(p\ 

und J2(p2' 

Jx x=0 

(Py (p(Oj) 

Welle 
^ x=l 

(p{l,t) ̂ 2 

Jl(P\ 
M^(0,0 x=0 

\ 
M^(0,0 

Welle =/ MJl,t) 

I 
M^{l,t) 

Ji^Pi Bild 13-5 
* * System mit a geometri­

schen, b kinetischen 
GroBen 
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(13.12) 

Bewegungsgleichungen: Partielle Dgl und Randbedingungen 

Fiir die Bewegung der Welle gilt die partielle Dgl (13.9): 

J^ll(p-Glp(p" = 0, 

Fiir die Drehmassen J\,J2 gelten mit den Momenten gemaB Bild 13-5 b) die Gleichge-

wichtsbedingungen 

- / l ^ + M j ^ ( 0 , f ) = 0, -J2(p2-Mj{lt) = ^. (13.13) 

Darin sind cpi und (p2 gemaB (13.11) mit Hilfe von (p[xj) auszudriicken, und fur 

Mj[0,t), Mji^Ut) folgenaus(13.2) 

M7^(0,f) = G/^^ ' (0 , / ) , Mj^{ht) = GIp(p'{lj). (13.14) 

Zusammengefasst liefem (13.13) mit (13.11) und (13.14) die beiden Randbedingungen 

-Jl^{0,t)-^GIp(p\0,t) = 0, 

-J2(p{lj)-GIp(p'{U)-^ 

mr die partielle Dgl (13.12). 

(13.15) 

Losung der Bewegungsgleichungen 

Wir suchen freie Schwingungen des Schwingers nach Bild 13-1, die durch den Satz homoge-
ner Gleichungen (13.12), (13.11), (13.13), (13.14) bzw. - nach Elimination von Mj (0 , / ) , 

M j (/,/), (p^ und (p2 -durch(13.12)und(13.15)beschrieben werden. 

Das System von Gleichungen hat beziiglich der Zeit konstante Koeffizienten, deshalb liegt 

ein e ^ -Ansatz nahe: 

(p{xj) 
Mj{x) 
(p{x) 

M (13.16) 

Darin sind M j (x) und (p{x) naturlich noch Funktionen von x. 

Arbeitet man mit den Gleichungen (13.12) und (13.15) - in denen (pi,(p2,Mj^ nicht mehr 

vorkommen - , braucht man von (13.16) nur die letzte Zeile: 

^(x,/) = ̂ (x)e . (13.17) 

Da wir die Systemdampfung weggelassen haben, erwarten wir rein imaginare Eigenwerte 

^±,= ± 7 ^ , . (13.18) 
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Da in unserem System nur Zeitableitungen zweiter Ordnung vorkommen, liegt es nahe, statt 
des komplexen Ansatzes (13.17) den reellen Ansatz 

^(x,/) = ^ (x)cos^ / (13.19) 

zu wahlen (die Funktionen sin cot, cos(cot +1//) tun es auch!). 

Losen der partiellen Dgl 

Mit (13.19) folgtaus (13.12) 

-J^/l'Co ^coscDt-GIp(p"coscDt = 0. (13.20) 

Da cos cot ^ 0 , ergibt sich aus (13.20) fur ^(x) die gewohnliche Dgl 

GIp (j)"^o? J^llq> = 0. (13.21) 

Hierin ist co der freie Parameter des Eigenwertproblems. Zur Abkiirzung dividieren wir 
(13.21) durch GIp und setzen 

K^=(D^J^I(lGIp\ also K = CO I j ^ . (13.22) 

Der Parameter /c tritt an die Stelle von co , aus (13.21) entsteht 

^" + /^^^ = 0 (13.23) 

Dies ist mathematisch dieselbe Dgl wie (5.13) - mit x statt / als unabhangiger Variabler - und 
hat die allgemeine Losung, vgl. (5.15), 

^ = aiCOS/rx + (22sin/rx. (13.24) 

Einarbeiten der allgemeinen Losung in die Randbedingungen 

Mit dem Ansatz (13.19) nehmen die Randbedingungen (13.15) nach Herauskiirzen von 
cos cot die folgende Form an: 

^^ J l ^ (0 ) + G/^^ ' (0) = 0, 

CD^J2^{l)-GIp^'{l)^^. 
(13.25) 

K^lGh, 
-aus ( Mit ap- = ^ aus (13.22) lauten sie: 

(13.26) 

-GJ<&(l'\-GJ<a)'ll\ = Q. K^l^ai^q>(l)-ai^q>'{l) = Q. 
'W 
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hier wurde durch G/^, (^ O) dividiert. 

Einsetzen der allgemeinen Losung ^(x) nach (13.24) in die Randbedingungen (13.26) lie-

fert 

. 2 . ^ 1 K /—^(^1 cos(O) + ̂ 2 sin(O)) + K[-ai sin(O) + ̂ 2 cos(O)) = 0, 

K /^-(aiCOSA-/ + a2sinA-/)-/r(-aisin/^/ + a2COS/^/) = 0. 
(13.27) 

Achtung! Es ist gefahrlich, durch K ZU teilen, bevor man zu /C = 0 gehorende Losungen 
ausgeschlossen hat. (Hier gibt es solche! - vgl. ?^ in Abschnitt 12.2A) 

Zusammenfassen der Koeffiziententerme von aj und ^2 hefert 

K l—^ai +Ka2 = 0 , 

K l^^QOSKl + KSmKl\ai + 
J.. 

(13.28) 

(22 = 0 . 

Es ist zweckmaBig, statt JC das Produkt jcl =:a als dimensionslosen Parameter einzufiihren. 

Dann gelten, vgl. (13.22), (13.5), 

VG/„ VG 
(13.29) 

Nach Multiplikation von (13.28) mit / lauten die Gin in Matrixschreibweise 

a 
2 A 

a 

J.. 
1^1 ' 2 -'? • 

a ^ ^ c o s a + cirsma a ^ ^ s m a - a c o s a 

ax 

^2 
= ̂ . (13.30) 

Dies ist ein lineares homogenes Gleichungssystem fur ^1,^2, dessen Koeffizienten vom 

freien Parameter a abhangen, vgl. (5.9), (10.44) usw. Damit es eine nichttriviale Losung hat, 
muss die Koeffizientendeterminante verschwinden: 

zl(a):=det 
a 

2 A 
a 

2 ^? ' 2 Ji ' 
a ^ ^ c o s a + a s m a a ^ ^ s m a - a c o s a (13.31) 

4 *̂ 1 *̂ 2 • 3 »̂ 1 + »̂ 2 2 • ' /̂  
-a ' sm or - or -^ —cosa-a smcir = 0. Jt 



13 Mitschwingen der Wellenmasse bei Drehschwingungen 197 

Dies ist die charakteristische Gleichung unseres Systems. Es handelt sich um eine transzen-
dente Gleichung mit unendlich vielen Losungen (Wurzeln). Man kann zeigen, dass alle Wur-
zeln ai reell sind. 

13.2.3 Eigenlosungen 

Losungen zu org = 0 

Man erkennt unmittelbar, dass zl(cif) = 0 nach (13.31) die dreifache Wurzel CÎQ = 0 hat. (Be-

stimmend fur dreifach sind das zweite und dritte Glied in der letzten Zeile von (13.31); 

a sin or hat die 3-fache Wurzel or = 0, well sinO = 0.) Die lineare Gleichung (13.30) lasst 

fur a = 0 beliebige Koeffizienten â o und ^20 zu. Aus (13.24) folgt 

^0 ^ 1̂0 ^ 1 (gesetzt!) (13.32) 

und die zugehorige Eigenbewegung lautet 

^o(x,/) = (co+/2o/), (13.33) 

vgl. (12.30) und den Hinweis 1 dort. Zur dritten Wurzel cir = 0 gibt es keine Auslenkungs-
form. 

Losungen zu a 7̂  0 

Nach dem Abhandeln der Wurzeln or = 0 darf man (13.31) durch a (^O) dividieren und 

umstellen. 

sincir = cir̂ ^ ^coscir. (13.34) 
T 'w 

Seien zunachst cosaj^O und iaj JiJ2/J^-l]^0; (s. Aufgabe 13-6). Dann folgt aus 

(13.34) die charakteristische Gleichung in der Form 

tan« = A ± : ^ ^ . (13.35) 

J 

Zu ihrer grafischen Losung sind in Bild 13-6 fur die Parameterwerte 

^ = 1.0, ^ = 2.0 (13.36) 
J J 

liber aln als Abszisse die Aste tgi der Tangensfunktion und die beiden Aste / i , / 2 der 

hyperbelformig von a abhangigen Funktion auf der rechten Seite aufgetragen. Die Schnitt-
punkte der beiden Kurvenscharen liefern die charakteristischen Wurzeln a^. 
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Bild 13-6 
Graphische Losung der 
charakteristischen Glei-
chung 

Aus Bild 13-6 liest man (nach VergroBern der jeweiligen Bildausschnitte) ab: 

i 

aiJTT 

1 

0.362 

2 

1.132 

3 

2.073 

4 

3.050 

n ( » l ) 

(n- l )+. . . 

Tabelle 13-l:EigQnwQYtQ af 
Wenn man will, kann man diese Naherungswerte mit Hilfe von (13.35) - zu den gewahlten 
Parametern (13.36) - iterativ verbessern (evtl. auch Newton-Verfahren). 

Zu den Eigenwerten ai nach Tabelle 13-1 erhalt man aus dem Gleichungssystem (13.30) die 

Eigenvektoren 

(ai,a2)J=(^/(«/./i),-lf. (13.37) 

(Diese Normierung wurde flir die Darstellung in Bild 13-7 gewahlt, sie setzt Ji^O voraus.) 

Dann lauten die Eigenschwingungsformen (pf nach (13.24) 

J.. 
^i (^) = ^ ^ C O S a , - y - Sina,- y , 

aj Ji I I 

mit den zugehorigen Eigenfrequenzen nach (13.29) 

cOi = ai 
j2 ' 

(13.38) 

(13.39) 

Bild 13-7 zeigt die ersten vier Eigenschwingungsformen ^/ (x) . 

Bei z = l,ai= 0.362 TT verlauft ^i (x) nahezu linear, die verteilte Trdgheit der Welle wirkt 

sich praktisch kaum aus (vgl. Aufgabe 13-1). Bei / = 2, ^2 = 1.132 («3ai ) schwingt die 

Welle gegen die Endmassen. Bei i > 2 schwingt die Welle teils mit, teils gegen die Endmas-
sen. 
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1.0 

0.5 

0.0 

0.5 

1.0 

Knoten 

\r ^ / 

/^^^\ c 

/ 
Knoten 

0.0 

(Pl 

1.0 

0.5 

0.0 
2 

0.5 

1.0 

Knoten 

1 

b 

Knoten 

0.5 
x/l 

1.0 

0.0 0.5 1.0 0.0 
x/l 

5/7<iiJ-7: Eigenschwingungsformen cpi{x) fiir die Eigenwerte ai nachTabelle 13-1 

13.3 Erzwungene Schwingungen 
Aufgabe: Auf den Schwinger nach Bild 13-8 wirken die beiden Erregermomente 

Ml =MiCOsnt. 

Wie lauten die erzwungenen Schwingungen? 

QA 
Ml 

—*^^^ 

R,P, G Q / 2 

0 

Mo 

0 
Bild 13-8 
Schwinger mit Erregermomenten 

(13.40) 

Losung: 

Fur die Welle gilt (nach wie vor) die Bewegungsgleichung (13.9), 

J^lh(p-GIp(p" = ^, (13.41) 

vgl. (13.5) fiir J^ und (13.3) fiir / . Auch die Beziehung (13.2) fiir das Torsionsmoment 

gih(vgl. Bild 13-2): 
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GIp(p' = Mj, (13.42) 

Die Gleichgewichtsbedingungen an den ahnlich wie in Bild 13-5b freigeschnittenen End-
Drehmassen lauten, vgl. (13.13), 

-J^(P^ +MT^(0,f) + Mi(/) = 0, 
(13 43) 

Mit (13.40) und (13.42) erhalten wir daraus die Randbedingungen, vgl. (13.15), 

-J^ (p{0,t) + GI^ ^'(0,/) = -M^ cos/2/, 
. (13.44) 

-J2 (p{l,t)-GIp (p\Ut) = -M2 cos/2f. 

(Um die Parallelen zu Abschnitt 13.2 zu bewahren, lassen wir die Gleichungen in dieser 
Form stehen.) 

Die Gleichungen (13.41) und (13.44) sind die Bewegungsgleichungen fur die erzwungenen 
Schwingungen. Sie sind inhomogen, haben also - wenigstens zum Teil, vgl. (13.44) - nicht-
verschwindende rechte Seiten. 

Zur Losung der Bewegungsgleichungen kann man auf komplexe Schreibweise ubergehen 

- rechte Seiten erhalten die Form ...e^ ^ - , doch geniigt fur die ungedampften erzwungenen 
Schwingungen der Ansatz 

^(x,f) = ^(x)cos/2/, (13.45) 

vgl. (13.16) bis (13.19). 

Die Losung der partiellen Dgl (13.41) kann man aus Abschnitt 13.2 ubernehmen, wenn man 
in (13.19) ff. die unbekannte Frequenz co durch die hier bekannte Erregerfrequenz i?ersetzt. 
Insbesondere gelten jetzt, vgl. (13.22), (13.29), 

;̂ /̂2 p ^ , a = Kl = n ^^^nij-^; (13.46) 
\lGIp \\GIp 

und fur die Schwingungsform ^(x) gilt wieder (13.24): 

^(x) = â  cosA-x + a2 sin/rx. (13.47) 

Mit (13.45) lauten die Randbedingungen (13.44) 

i 2 

/ l Q^ ^{Q) + GIp ^'(0) = -Ml, 

J2n'q>{l)-GIp(p\l) = -M2. 

und mit (13.47) erhalt man unter Beachtung von (13.46) 

(13.48) 
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a a 

1^1 ' 2 ^? • 
a ^^cosa + asma a -^^sma-acosa 

V ^w J.. 

U2, Gh 

Ml 

V^2y 
(13.49) 

vgl. (13.26) bis (13.30). Dies ist ein lineares Gleichungssystem ftir ai und ^2 mit der Lo-

sung 

/ 
ai=-

^ 2 = -

GIp'A{a) 
Ml 

GIpA{a) 
-Ml 

2 -'l • a -^-sma-acosa 

2 ^2 
a ^ ^ cos df + cif sm cir 

- M o 

+ M2 6ir 2 A 

dabei ist A{a) die Koeffizientendeterminantenach( 13.31). 

0 

-1 

0.1 
A 

0 

-0.1 

/ 

1/ 
a 

r " 

0 1 / 2 3 4 
a/TT 

c 

/ 

-

0 

-1 

a/n 

0.1 
A 

^2 

-0.1 

0 ^ a/n ^ 3 4 0 I a/n ^ 

Bild 13-9 Frequenzgange. a ^j ( a ) , b ^2 (< )̂ ? ^' ^ vertikal gestreckt 

(13.50) 

A 

r 

\j 
n 

[ ^ ^ 

'" 

^ 

Diese Ausdriicke fur a^, ^2 muss man in (13.47) einsetzen (tJbungsaufgabe). 

Aus (13.50) liest man direkt ab: Stimmt i ? mit einer der Eigenfrequenzen cOf, vgl. (13.39) 

iiberein, so verschwindet A(^a) im Nenner. Die Koeffizienten, ai,a2 wachsen iiber alle 

Grenzen (soweit die Ausdriicke in den eckigen Klammem nicht zufallig gleichzeitig ver-
schwinden), man hat Resonanz ftir alle 

\n\ = cOi. (13.51) 
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Fiir |i?| « ^̂ - werden ^^,^2 sehr groB. 

Das Bild 13-9 zeigt fur die Parameter (13.36) zur Erregung M^ = M, M2 = ^ die Frequenz-

gange von 

(^ T C^ T 

aufgetragen iiber 

alTi^— P ^ . (13.53) 

13.4 Diskretisieren des Kontinuums Welle 

13.4.1 AUgemeines 
Unter Diskretisieren - Vereinzeln - eines Kontinuums versteht man das Einschranken der oft 
uniiberschaubaren Mannigfaltigkeit seiner Bewegungsmoglichkeiten auf (relativ) wenige, 
uberschaubare, die man fiir wichtig halt. Bei den eindimensionalen technischen Kontinua 
dreh-schwingende Welle, Idngs-schwingender Stab und biege-schwingender Balken (auch die 
quer-schwingende Seite gehort hierher) hat man bereits vereinfacht, indem man die Quer-
schnittsverformungen unbeachtet gelassen oder speziell angenommen hat. Ihre Bewegungen 
werden jedoch immer noch duvch partielle Differentialgleichungen beschrieben. 

Von Diskretisieren und einem diskretisierten oder auch diskreten Modell spricht man erst 
dann, wenn man die Bewegungen des Systems durch einzelne Variablen erfasst, die im all-
gemeinen Funktionen der Zeit sind und durch gewohnliche Differentialgleichungen beschrie­
ben werden. 

Alle Diskretisierungsverfahren sind Naherungsverfahren, man muss sich also stets fragen, ob 
die getroffenen vereinfachenden Annahmen (noch) zulassig sind. 

Die im Ingenieurwesen angewandten diskreten Modelle werden heute in der Regel aus Varia-
tionsprinzipen oder gleichwertigen Gleichungssatzen hergeleitet. 

Man kann zwei Ansatzweisen unterscheiden: 

a) Man setzt fiir einzelne Komponenten seines Systems (zum Beispiel) Verformungstypen 
an, wie es die Fragestellung gebietet und die eigene Erfahrung nahe legt. 

b) Man zerlegt sein System in sehr viele, sehr kleine (finite) Elemente, fur die man (meis-
tens sehr) einfache Verformungstypen ansetzt. 

Beim Vorgehen a) gelangt man in der Regel zu kleinen Gleichungssystemen, die sich leicht 
losen und interpretieren lassen. Auch Einschwingvorgange oder nichtlineare Schwingungen 
lassen sich (numerisch, mit einem Computer) untersuchen. Ehe man ansetzen kann, muss 
man jedoch schon einen Einblick in die Physik seines Systems haben, und man braucht auch 
Grundlagenkenntnisse, um die Frage- und Aufgabenstellungen in Gleichungen umsetzen zu 
konnen (die man dann mit dem Computer lost). 
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Beim Vorgehen b) gelangt man rasch zu groBen Gleichungssystemen, die haufig eine beson-
dere (z. B. Band-)Struktur haben. Das Vorgehen lasst sich leicht schematisieren, man braucht 
z. B. nur noch die Umrisse eines Bauteils und die Belastungen in ein entsprechendes Pro-
grammsystem einzugeben. Von den Einzelheiten braucht man nicht viel zu verstehen, wenn 
man nur Antworten auf bestimmte Fragen, z. B. nach der Spannung in einer bestimmten Ker-
be, haben will. Zeitabhangige Vorgange lassen sich mit Hilfe von Finiten Elementen nur 
schwer untersuchen, weil der Rechenaufwand sehr, sehr groB wird. 

Eine Kombination beider Vorgehensweisen erscheint als gunstig: Mit Hilfe von Finiten Ele­
menten berechnet man sich Detail-Erfahrungen, die man in spezielle Ansatze fur das (Ge-
samt-)System einbringt. 

13.4.2 Das Arbeiten mit globalen Ansatzfunktionen 

Wir schlieBen an die freien Schwingungen in Abschnitt 13.2 an. In Bild 73-7a ist der Einfluss 
der verteilen Masse auf die (erste) Eigenschwingungsform offenbar klein, der Drehwinkel-
verlauf weicht nur wenig von einer Geraden ab. Man fragt nach einem Modell, das die ver-
teilte Wellenmasse naherungsweise erfasst und einfacher ist als die partielle Dgl (13.12) mit 
den Randbedingungen (13.15). Es liegt nahe, die Aufgabe auch gleich um ein Erregermoment 
Ml {t) zu erweitem. Bild 13-10 zeigt das zu untersuchende System. 

^/(O 

Jl 

= 

"^E 

' 
R 

- ^ 
^ 

/ • " 

- I 

^ ^ 
/ . 
2 Bild 13-10 

Drehschwinger 

13.4.2.1 Vorbereitung filr Lagrange-Gleichungen 

Wir arbeiten mit den Lagrange-Gleichungen nach Abschnitt C.2.3. 

Kinetische Energie 

1 r o 1 o 1 o 
(13.54) 

mit 

Ip = -R!^ = Ip (x) falls R = R{x), 

plp= Jy^/l falls R konstant. 

(13.55) 

(13.56) 
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Potential 

U = -JGIp[(p'{xj)fdx (13.57) 

Virtuelle Arbeit 

SW = Mi{t)'S(pi. (13.58) 

Ansatzfunktionen 

Wir bilden ein diskretes System mit drei Variablen ^̂  (/), ^2 ( 0 ' ^ 3 (0 ~ ^ ^ ^ Freiheits-

grad 3 - , und zwar setzen wir, vgl. Bild 13-11, 

^(x,/) = ^ l l - y l + ̂ 2y + 3̂ 4 y | l - y 

Die Funktionen ^i(^),^2(0 ^^^ ^slO ^^^^ ^̂ ^ generalisierten Koordinaten ^1,^2 bzw. 

Die beiden ersten Summanden erfassen die Gerade, ^3 liefert die Abweichung davon (in 

Wellenmitte gemessen) in Form einer (quadratischen) Parabel. Es ist zweckmaBig, (13.59) 
abzukiirzen: 

mit 

:=1-

^ ( x , f ) = ^ ^ , ( x ) ^ , ( / ) , (13.60) 

(13.61) 

<P2 

0 

i 

^3 

r^2 

^̂  
0.5 1 x// 

5//J13-11 
Globale Ansatze fur die Auslenkung 

Matrix-Schreibweise 

Setzt man ^(x, t) gemaB (13.60) bzw. (13.59) in die Ausdriicke (13.54), (13.57) der kineti-

schen Energie 7 bzw. der potentiellen Energie U ein, kann man die Koeffizienten (pi (/), sie 

stehen hier als generalisierte Koordinaten qi{t), aus den Integralen herausziehen. Mit der 

Spaltenmatrix 
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X = x[t)'={(p^,(P2,(p^) 

erhalt man, in Matrixschreibweise, die quadratischen Formen 

T = — x Jx, U = — x Kx, 
2 2 

mit der Tragheitsmatrix 

J\+J\\ J\2 

^21 -̂ 22 

J^ 13 

J^ 23 

J^ 31 ^32 - ^ 2 + ^ 3 3 ; 

und der Steifigkeitsmatrix 

^^11 ^12 ^ 1 3 ^ 

K K' 23 ^21 ^22 

V^31 ^32 ^33 y 

wo,vgl. (13.54) bzw. (13.57) 

(13.62) 

(13.63) 

(13.64) 

(13.65) 

(13.66) 

^ik •= \GIp (x) ^; (x) ^^ (x) dx. (13.67) 

Diese Integrale muss man vorab, das heiBt vor dem Losen der Bewegungsgleichungen (evtl. 
numerisch), auswerten. 

Die virtuelle Arbeit SW erhalt die Form 

dW = 0^ dx\ 

aus (13.58) folgt hier fur die generalisierte Kraft 

O" ={M,{t),Q,Q). 

13.4.2.2 Lagrange-Formalismus 

Will man die Lagrangeschen Gleichungen in der Form 

d dT dT du 
-r——^^ + ̂ ^ = 2 / . ^ = 1,2,3, 
dt oqi oqi oqf 

(13.68) 

(13.69) 

(13.70) 

anwenden, muss man Tund f/aus (13.63) in Doppelsummen umschreiben, die Differentiati-
onen ausfuhren und dann zur Matrix-Schreibweise zuriickkehren (Ubungsaufgabe). Man 
erhalt die Bewegungsdifferentialgleichung 

Jx^Kx = Q. (13.71) 
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Im Fall konstanten Wellenquerschnitts, vgl. (13.56)2, kann man die Integrale (13.66), (13.67) 
leicht ausrechnen und findet (Ubungsaufgabe): 

_l_ "^w 

3 

^w 

6 

^w 

3 

^w 

6 

^ 3 

^w 

3 

J > 
3 

^w 

3 

8 ^ 
1 5 ; 

G/„ 
1 

-1 

0 

-1 

1 

0 

0 

0 

16 

3 

0 

0 

(13.72) 

Das diskrete System (13.72) ist in einem groBen Frequenzbereich - solange nur die ersten 
beiden Eigenformen cpi in Abschnitt 13.2 erregt werden, also bis etwa a = 1.3;r fur die dort 

gewahlten Parameter - eine Naherung fur das dort angegebene Modell. Es hat den Vorteil, 
dass es einfach aufgebaut ist und auch numerisch einfach gelost werden kann. 

13.4.2.3 Eigenschwingungen (Zahlenbeispiel) 

Wir setzen Mj = 0 und wahlen die BezugsgroBen 

'^R-'^w^ :̂ 
GU 

TR ^R (13.73) 

und die Parameter 

Dannlautet (13.72) 

mit 

^\ -Jw^ Jl -^Jw 

Mx+Kx^O 

Ansatz x-

M = 
1 

30 

^40 

5 

[lO 

5 10' 

70 10 

10 16̂  

- X e^^^ fuhrt auf das Eige 

3 

6 

_ ^ 
3 

i 

1 - ^ 
3 

_ ^ 
3 

•H 
(3 

-3 

nwertproblem 

i _^ ' 
'•> 3 

i _^ 
3 

16 8<»̂  

3 15 

-3 0^ 

3 0 

0 16 

x = 0. 

(13.74) 

(13.75) 

(13.76) 

(13.77) 

Die charakteristische Gleichung lautet nach Multiplikation mit (-135/4) 
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A {3) = (43^"^ - 6 1 2 ^ ^ + 720) = 0 (13.78) 

und hat die Losungen (vgl. Tahelle 13-1) 

Q̂ = 0 vgl. aQ=0 

^ =1.13768 vgl. ai = 0.362;r = 1.13725... (13.79) 

^2=3.59699 vgl. c^2=l-132;r = 3.55628... 

mit den Eigenvektoren: 

jc j= (1,1,0), xf =(1,-0.609,0.036), jc|̂  =(1,0.503 , -4 .136) . (13.80) 

13.4.3 Das Arbeiten mit lokalen Ansatzfunktionen 

Hinweis 1: Die hier vorgestellten Ansatze entsprechen gangigen Finiten Elementen, vgl. [56]. 

13.4.3.1 Die Ausgangsgleichungen 

Nehmen wir an, es liegt dieselbe Aufgabe wie in Abschnitt 13.4.2 vor, vgl. Bild 13-10. Die 
kinetische Energie T, das Potential U und die virtuelle Arbeit SW werden aus Abschnitt 
13.4.2 ubemommen: 

T = - \pl (p^{xj)dx-\--Jig)^{0j)-\--J2(p{L,t), (13.81) 
2 ^ 2 2 

0 

U = - ^GIp [_(p'{xj)f dx, (13.82) 

SW = My{t)S(p{idj). (13.83) 

13.4.3.2 Ansatzfunktionen 

Beim Arbeiten mit lokalen Ansatzfunktionen zerlegt man die Welle in n-\ Abschnitte der 

Langen /̂ -, / = 1,..., ̂  - 1 (sie konnen auch alle gleich lang sein, /̂- = L / (^ -1)) , Bild 13-12. 

Damit liegen die Endpunkte x̂  der Abschnitte {Elemente, Intervalle) i fest: 

X\ = 0, Xfj^i = Xf -\-li,Xfj = / . (13.84) 

Die einfachste Ansatzfunktion (die die Welle nicht abschert) ist ein Polygonzug, vgl. Bild 
13-13. 

0' 

Xy X2 X-.j X- X-+J X^.j X^ 

^ 1— H 1 1- 1 
I x Bild 13-12 

h h-i h 4-1 Wellenabschnitte 
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<P2 (Pi-\ (Pi ^/+1 \<Pn-\ (Pn 

^1 -^2 -^i-l ^•+1 -^n-X 

Bild 13-13 
Polygonzug als Wellendrehwinkel zum 
Zeitpunkt t 

Es gilt 

(p.=(p.{t) = (p{xi,t). (13.85) 

Man wahlt nun Formfunktionen Nj[x), wie in Bild 13-14 skizziert. Mit den jeweiligen loka-

len Koordinaten (^f, vgl. Bild 13-14, lauten sie 

N,{x):--

N,{x):= 

N,{x)> 

l-^l//l 

0 

0 

0 

flir 0 < <̂l < /l 

sonst, 

m r - / , _ i < ^ , < 0 , 

furO<^,.</,., 

sonst, 

m r - / ^ _ i < 4 < o , 
sonst. 

Mit den Formfiinktionen schreibt man den Polygonzug nach Bild 13-13 als Summe: 

(p{x,t) = ^(Pi{t)Ni{x). 

(13.86) 

(13.87) 

(13.88) 

(13.89) 
z=l 

Dabei wird durch (p markiert, dass wir die rechts stehende Summe meinen. Den Ausdruck 

(p{x,t) konnen wir in (13.81) bis (13.83) einsetzen und dabei zulassen, dass die Drillsteifig-

keit GIp und auch die Tragheit pip von Abschnitt zu Abschnitt springt, vgl. Bild 13-15. 

Dann lauten die Ausdrucke (13.81) bis (13.83) 

n-l ^i+l 

(13.90) 
' • = 1 Xi 

-j n-l ^i+l 2 

(13.91) 

(13.92) 
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A î 

JC1 f 1 j\^ 

1 

L ^ 

-H 1— 

L X 

^n-\ \ ^n Bild 13-14 
I /x "-1 " Formfunktionen 

i-l i+\ 

n ^^9J± 
(piXi ipip), B 

-/,- Bild 13-15 
Abschnittsweise konstante Drillsteifigkeiten und Drehtragheiten 

13.4.3.3 Formales Auswerten der Integrate 

Nun muss (p nach (13.89) mit den A^/(x) nach (13.86) bis (13.88) in T - und dann auch in 

Uund 5W - eingesetzt und die Ausdrucke ausgewertet werden. Dabei geht man wie folgt 

vor: 

Man reserviert den Summationsindex / fur die Summe in (13.90) und schreibt (13.89) einmal 
mit dem Summationsindexy und einmal mit k an: 

^(x,/) = ^^^-(f)7V^-(x), ^(x,/) = ^^^ ( / )7V^(x ) . 

Setzt man die Zeitableitungen der cp aus (13.93) in (13.90) ein, erhalt man 

T = -Jx'i^+-J2'Pl+Y, \(pip\ 
i=\ 

n 

Z^i^i(^) 
/=1 J 

r ^ 
X^-t^*!^) 

\_k=\ J 

Da alles beschrdnkt ist, darf man Summationen und Integration vertauschen: 

1 1 n-\ n n ^i+\ 

i=\ j=\ k=\ V-

(13.93) 

dx. (13.94) 

(13.95) 
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Da von den Nj[x) im /-ten Intervall Xj<x< Xj^i nur Nj[x) und Nj^i (x) NICHT ver-

schwinden, bleiben in (13.95) von der Summe ubery nur diese beiden Glieder ubrig: 

n-l n ^i+\ -j -j n-\ n ^i+l 

T = -Ji(Pi+-J2(pl+YlL^k \ (pIp).Nk{^)[<PiNi{x) + (Pi^^Ni^^{x)\dx. (13.96) 
/=1 k=\ X, 

Das gleiche Argument gilt fur die Summe iiber k, man erhalt: 

1 -, n-l ^i+l 
1 r .x2 1 T = -A<PI^-^2<PI+T. j(/^^;.\.[^/^/W + ̂ /+l^/+lW] ^^' 

/ = 1 X; 

also 

n-l ^i+l 

r = - J i ^ f + - J 2 ^ ' + - Z I (plp)l^f Nf ^2<p,<p,^,N,N,^,^g^l,Nl,]dx. (13.97) 
/ = 1 z = l 

Analog ergibt sich 

n-l ^i+l 

^•=1 z = l 

Jx. (13.98) 

Man rechnet fur abschnittsweise konstante Wellenquerschnitte leicht aus, vgl. Bild 13-14: 

d^i 
h(plp\ 

'^\(pl,\N,N,,,dx=(pI^)Wl-^-i 

^i+l 

\(pI,\Nl,d. =(pl,\\\f 

0 ' 

d^i 

6 
(13.99) 

^i 

^i+\ 

^i+\ 

0 ' ' • '• 

''• d^ 

0 ^i ^i 

d^i _ ("^'PX (13.100) 
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Mit den Abkurzungen 

(pIp\k=:J^,^ S^=-^ (13.101) 

lauten Tund U 

n-\ T 

r = - / i ^ 2 + - j 2 ^ . ' + - Z ^ - ( ^ ' + ^ ^ m + ̂ m ) ' (13-102) 2 w . 2 " " 2 ^ 3 
/ = l 

n-\ 

/=1 

Aus den Lagrangeschen Gleichungen 

d dT dT dU 

dt d(pi d(pi d(pi 

erhalt man 

fiir / = 1: 

^x\<i<n\ 

f T \ 

J^+-
J. wi 

V J 

n + ~ ^ ^ 2 + V ^ - V ^2 = M ' 

(13.103) 

(13.104) 

(13.105) 

(13.106) 

Wj_] Wj_] Wj Wj ( \ 

—^^i-\ +—~—^ (Pi + " ^ ^ / + l ~ V i ^M + ( V i +^w, j ^ / -K, 9M = 0, (13.107) 

furz = 77 (entspricht Index z + 1 mit z = 77-l in (13.102) usw. 

/ . ̂
«-i ^^-1 + J . + ^ ^ ^n-K^_,<Pn-\''K„_,cp^ =0. '^-1 ^« 

(13.108) 

Mit dem Auslenkungsvektor 

x:=(^l,...,^,-,...,^^) (13.109) 

und den Matrizen 
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M 

J^+• 
' wi 

~6~ 

K = 

J. W2 

6~ 

^ 2 

~^Wl ^wj +^W2 ~^W2 

0 ~^W2 ^W2 "̂  ^ 3 

"̂ 3 

"6~ 

'^^n-2 '^^n-2 ^'^^n-l '^^n-l 

J. ̂n-\ 

0 

0 

W3 

Ji+- ^n-\ 

K^_2 ^w„_2+^w„_i ^w„_i 

0 ^w„-l ^w„-l y 

lauten die Bewegungsgleichungen (13.106) bis (13.108) 

M x + ̂ x = (Mi,0,0, . . . ,0,0)^. 

(13.110) 

(13.111) 

(13.112) 

Achtungl 

Die Matrizen Mund K gemaB (13.110) und (13.111) haben Bandstruktur: Nur die Hauptdia-
gonale und die beiden benachbarten Parallelen sind mit (Matrix-)Elementen ^ 0 besetzt. (Fur 
solche Matrizen gibt es spezielle Losungsverfahren, die die Besonderheit ausnutzen.) 

Bandstrukturen erhalt man (immer dann), wenn sich die Formfunktionen 7V̂  der Struktur-

Elemente nur zum Teil uberlappen. In Bild 13-14 tun das nur die Formfunktionen unmittelbar 
benachbarter Wellenabschnitte. 

13.4.3.4 Zahlenbeispiel 

Wir wenden die Uberlegungen auf das Eigenwertproblem aus Abschnitt 13.2, auch Abschnitt 
\?>A2, an und arbeiten mit n = 2 Elementen der Langen l\=l2= ^ 2 , vgl. Bild 13-10. 

Um mit den Ergebnissen aus Abschnitt 13.4.2 leicht vergleichen zu konnen, setzen wir 
If = //2 ein: 



13 Mitschwingen der Wellenmasse bei Drehschwingungen 213 

GIr GIr J.. 
' ^W ^ ^ ~ ^5 ^ 5 (13.113) 

vgl. (13.72). Dann lauten die Bewegungsgleichungen (13.112) - mit M^ = 0 : 

f J 

J. 

12 

^ 0 
12 

3 

12 

12 

0 1^ J,+^ 

GU 
-2 

0 

-2 

4 -2 

-2 -2 

oV^^ 
(Pi = 0. 

(13.114) 

Achtung! Die cpi (/) hier sind andere Koordinaten als in Abschnitt YhA2. In dimensionsloser 

Form gilt, vgl. (13.73) bis (13.76), 

6 12 
~2 ~2 

12 3 

-2 2-
12 

<2^ 

~T2" 
1 3 ^ ^ 

x^O, (13.115) 

(13.116) 

(13.117) 

Die Eigenwerte lauten, vgl. (13.79) 

^0 = 0, 

o\ = 1.13796, Kontin.: 1.13725, global: 1.13768 , 

0)2 = 3.88302, Kontin.: 3.55628, global: 3.59699 . 

Die Eigenvektoren ergeben sich zu: 

jcj = (1, 0.2320,-0.6071)^ , X2 = (1,-4.7876, 0 .5083^ . 

Zum Vergleich mit dem Ergebnis aus Abschnitt 13.4.2 rechnen wir jc^, X2 um: X3 tritt an die 

Stelle von X2 , das neue X3 - mit ^3 aus Abschnitt 13.4.2 vergleichbar - ergibt sich aus dem 

alten X2 - (x^ + X3 ) / 2 : 

•^ivergl. = (1,-0.6071, 0.0355)^ , 

•̂ 2vergL =(1 . 0 . 5 0 8 3 , - 5 . 5 4 1 7 ^ ; 

(13.118) muss man mit (13.80) vergleichen. 

(13.118) 
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13.5 Aufgaben 
Aufgabe 13-1: Die Schwingungsform nach Bild iJ-7a fiir die tiefste Eigenfrequenz Q\ weicht 
nur wenig von einer Geraden ab, der Einfluss der Wellentragheit ist gering. Berechnen Sie 
zum Vergleich die Eigenfrequenz o\ bei Vemachlassigung der Wellentragheit (d. h. 

J^ = 0 bzw. /? = 0 ). 

Aufgabe 13-2: Wie lauten die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen der frei 
schwingenden Welle nach Bild 13-5 fur den Fall fehlender End-Drehmassen, d. h. 
Jj = ^2 = 0 ? 

Aufgabe 13-3: KontroUieren Sie die Zahlenwerte a^, / = 1,...,4 in Tabelle 13-1 und verbessem 

Sie die Naherungswerte mit Hilfe eines Iterationsverfahrens um (wenigstens) eine weitere 
Stelle. 

Aufgabe 13-4: Schreiben Sie mit Hilfe der Eigenfrequenzen CDI und Eigenformen ^/(x) 

nach (13.39) bzw. (13.38) - auch (13.32) - die allgemeine Losung der Bewegungsgleichun-
gen an. 

Aufgabe 13-5: Welche Bedingung miissen die Parameter J^ IJ^ und J21J^ in der charakte-
ristischen Gleichung (13.35) erfullen, damit - wie in unserem Beispiel - keine Eigenwerte 
ai auftreten, fur die tana^ <0 gilt? (... in Bild 13-6 keine Schnittpunkte in der unteren 
Halbebene auftreten?) 

Aufgabe 13-6: Fiir welche Parameterwerte \J\J2Hw] ^'^^ ^^^ charakteristische Glei­

chung (13.35) Losungen ai mit cosa^ = 0 ? 

Aufgabe 13-7: In Bild 13-9 sind die Amplituden ^j iiber der bezogenen Frequenz 

a/7r = {2/7r = — /—— mit Vorzeichen aufgetragen. Schreiben Sie ^i=\(p\e^^^, vgl. 

(12.70), und skizzieren Sie parallel zu Bild 12-15 die Verlaufe (die Frequenzgange) der Amp­

lituden UJ und der Phasenverschiebungswinkel y/i in Abhangigkeit von f2 . 

Aufgabe 13-8: Diskutieren Sie die Frequenzgange aus Aufgabe 13-7 analog zu Seite 188. 

Dazu ist es gunstig, sich die Schwingungsform ^(x) fur einige Erregerfrequenzen 0 = a 

zu berechnen (PC!) 

M, 

J^=J 

R,P,G 

I 
X 

I 

M2 

J2=J Bild 13-16 
2 2 Symmetrisch aufgebauter Drehschwinger 

Aufgabe 13-9: Besonders bei symmetrisch aufgebauten Systemen, vgl. Bild 13-16, mit a) 
symmetrischer Erregung M i = M 2 = M ( / ) oder mit b) antimetrischer Erregung 
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Ml = -M2 = ^{t) ist es gunstig, die Koordinaten so zu wahlen - hier z. B. den Nullpunkt 

von X in die Wellenmitte zu legen - , dass Symmetrien und Antimetrien in den Gin wiederzu-
erkennen sind. Welche Symmetrien und Antimetrien treten in diesem System in den freien 
und den erzwungenen Schwingungen auf? 

Aufgabe 13-10: tJberfuhren Sie die kinetische Energie T nach (13.54) und die potentielle 
Energie f/nach (13.57) mit dem Ansatz (13.60) in die Matrizenformen (13.64), (13.65) mit 
den Integralen (13.66) bzw. (13.67). 

T T 
Aufgabe 13-11: Zeigen Sie, dass die Matrizen / und K symmetrisch sind: / = / ,K = K 
Aufgabe 13-12: Wie sahe die generalisierte Kraft Q in (13.69) aus, wenn in Wellenmitte bei 
x-ljl das Drehmoment M{t) angriffe? 

Aufgabe 13-13: Schreiben Sie T und U nach (13.63) als Doppelsumme iiber {i,k) = 

(1:3,1:3), setzen Sie sie in (13.70) ein und schreiben Sie die drei (gekoppelten) Bewe-

gungsdifferentialgleichungen fur die drei cpi an. Fassen Sie die drei Dgln zu einer Matrix-

gleichung (13.71) zusammen. 

Aufgabe 13-14: Konnen Sie sich aus Aufgabe 13-13 eine "Ableitungsregel" zurechtlegen, die 
Ihnen in Zukunft gestattet, die in (13.70) geforderten Ableitungen aus der Matrixschreibwei-
se (13.63) unmittelbar zu gewinnen? (Hinweis: Nutzen Sie die Symmetric aus, s. Aufgabe 
13-11.) 

Aufgabe 13-15: Werten Sie die Integrate (13.66), (13.67) mit den Ansatzfunktionen ^/(x) 

nach (13.61) flir den Fall konstanten Wellenquerschnitts aus, vgl. (13.56)2, und kontrollieren 
damit (13.72). 

Aufgabe 13-16: Schreiben Sie die Schritte des Dimensionslos-Machens von (13.72) nach 
(13.75) ausflihrlich an. Weshalb kann man in (13.79) G)I direkt mit ai aus Abschnitt 13.2 
vergleichen? 

Aufgabe 13-17: Skizzieren Sie die Schwingungsformen ^(x) zu den Eigenvektoren nach 

(13.80) und vergleichen Sie sie mit jenen nach Bild 13-7. 

Aufgabe 13-18: Berechnen Sie zu den angegebenen Parametem und mit M^ (f) = 

M(cosi?/ + 0.5sin3i?/) die erzwungenen Schwingungen. Bei welchen Frequenzen i? 

treten Resonanzen auf? 

Aufgabe 13-19: Schreiben Sie die Bewegungsgleichungen (13.112) analog zu (13.114) flir 
den Fall an, dass die Welle in 3 gleich lange Elemente l\=l2-h- V^ geteilt wird. Das 
entstehende Eigenwertproblem - analog (13.115) - enthalt dann eine 4 x 4-Matrix. Die cha-
rakteristische Gleichung ist vom 4. bzw. 3. Grad (Wurzel ^ = 0 trivial); Losung von Hand 
Oder PC. 

Aufgabe 13-20: Der in Bild 13-17 skizzierte Drehschwinger besteht aus zwei dicken Wellen 
(Parameter /?, G, I p., //) und einer Drehmasse J und ist mit einem dunnen Torsionsstab (Stei-
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figkeit kf ) an die Umgebung angeschlossen. Gesucht sind Naherungsgleichungen der Form 

(13.112) fur Eigenschwingungen. 

1 

kj pJpvG v-[,J p,Ip^,G 

-k -/,-H 
Bild 13-17: Drehschwinger 

.A ,̂-

Bild 13-18: Ansatzfunktionen fur finite Elemente 

Aufgabe 13-21: Zur genaueren Untersuchung von Drehschwingungen ^(x, t) soil mit dem 

Ansatz (p(x,t) = ^ ^ / jNj ( x ) + ^ ^ * jjNj (x) gearbeitet werden. Die beiden Formfunktio-

nen jNj ((̂ )̂ und jjNj ((̂ )̂ sind in Bild 13-18 skizziert. Sie geniigen den Bedingungen 

jNi ( - / M ) = iNi ( 0 = 0, jjN, ( - U ) = jiN, ( 0 = 0, 

/ ^ ; H - I ) = / A ^ / ( 0 = O, , , 7 V ; ( - / . _ I ) . , , 7 V ; ( / . ) . O , 

,7V,(0) = 1, //A^/(0) = 0, 

/A^;(o) = o, N;{O) = I^JJ~;, 

a) Erganzen Sie die Bedingungen fur jNi{<^i), iN^{^^) und // Â j (^j), nN^{<^^), die 

Formfunktionen an den beiden Wellenenden. 

b) Entwickeln Sie die jNj(^<^j) und u^i{^i) j^weils fur positives und negatives Argu­

ment. 

c) Stellen Sie die Tragheitsmatrix M und die Steifigkeitsmatrix Â  zu (13.99), (13.100) auf. 

14 Balken-Biegeschwingungen 

14.1 Aufgabe: Schwingungen einer Kranbriicke 

Bild 14-1 zeigt schematisch eine Kranbriicke mit Laufkatze, die an einem Seil eine Last tragt. 
Gefragt ist nach den Schwingungen im System, wenn die Last (oder auch nur ein Teil davon) 
plotzlich abfallt. 
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Das System ist bereits stark vereinfacht: Die Stutzen wurden als (vertikal) starre Auflager 
gezeichnet, der Krantrager als Balken mit konstantem Querschnitt (Biegesteifigkeit EI, Mas-
sebelegung //) angenommen. 

Wir vereinfachen noch welter: Der Achsabstand der Laufkatze (= 2 a) soil klein gegenuber 
den Balkenlangen I1J2 sein; dann kann die Laufkatze durch eine Punktmasse m ersetzt wer-
den. Wir fragen auch nur nach dem vollstandigen Abfall der Last Gi- gmi. 

Dann gilt das Ersatzsystem nach Bild 14-2: Der Balken ist infolge des Katzen- und Eigenge-
wichts und zusatzlich durch das Gewicht G^ der Last statisch durchgebogen (und in Ruhe). 

Plotzlich fallt die Last ab. Wie schwingt er danach? Insbesondere interessieren die beiden 
tiefsten Eigenfrequenzen und die zugehorigen Eigenschwingungsformen. (Man konnte z. B. 
auch nach den schwingenden Auflagerkraften fragen, ob eines der Lager abhebt - die Bnicke 
aus einer Fiihrung springen kann - usw.) 

â—— 

/EI,^ 

7^ 

.Elju 

"Wy 

-/, ^ U -I -u 

Bild 14-1: Kranbrucke mit Laufkatze 

\G, 

Bild 14-2: Kranbrucke mit Punktmasse 

14.2 Die partiellen Dgln der Balkenbiegung 

14.2.1 Herleitung der Dgln 

Krafte und Gleichgewichtsbedingungen 

Bild 14-3a zeigt in Abhangigkeit von der Langskoordinate x die auf den Balken vertikal nach 
unten wirkende verteilte Last, g(x, f), kurz Streckenlast, sowie die Querkraft Q[x,t) und 

das Biegemoment M(x, t), die SchnittgroBen. 

In der Mechanik leitet man fur die Querkraft bzw. das Moment am Balkenelement die Gleich­
gewichtsbedingungen 

ff-.f-.-,, M'-Jf-g 
OX ox 

(14.1) 

her. 

Auslenkungen 

Der Balken sei in der Ausgangslage unbelastet gerade. Seine Achse, die Schwerelinie seiner 
Querschnitte, falle auf die x-Achse, vgl. Bild 14-3b. Die Auslenkung w(x, /) wird (positiv) 
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als Absenkung der Schwerelinie gegeniiber der Ausgangslage gemessen. (Als Funktion von x 

wird w(x, /) auch Biegelinie genannt. Der Winkel ^(x, /) erfasst die Neigung der Biegeli-

nie gegenuber der x-Achse, s. Bild 14-3b. In linearer Naherung gilt 

dw , 
(p = — = w 

dx 
(14.2) 

Balkenbiegung der Elastostatik 

Unter Annahme der Hypothese von BemouUi-Euler, dass ursprunglich auf der Balkenachse 
senkrecht stehende ebene Querschnitte auch bei der Biegung eben und senkrecht zur Biegeli­
nie bleiben, leitet man in der Elastostatik die Balken-Biegegleichung 

(p -w 
El 

her. Darin darf die Biegesteifigkeit EI (schwach) veranderlich sein. 

O x O x 0 

(14.3) 

)M(X,O 

?e(^,o 

Am w 

Ax 

Bild 14-3: Krafte und Auslenkungen am Balken 

Die Schwingungs-Differentialgleichung 

Habe der Balken eine Massebelegung ju[x) = pAi^x). Ein Masseelement Am = juAx auf 

dem Balkenabschnitt Ax , vgl. Bild 14-3c, erfahrt die (d'Alembertsche) Tragheitskraft 

Amw = juAxw (14.4) 

und ist eine dynamische Streckenlast 

q^y^Ax--fiwAx, (14.5) 

vergleiche Bild 14-3a mit Bild 14-3c (insbesondere die Vorzeichen). Die dynamische Stre­
ckenlast q^y^ =-juw nach (14.5) tritt auf der rechten Seite von (14.1) hinzu. Wir haben da-

mit fur unser Problem den folgenden Gleichungssatz gewonnen 

M 

EI 
Q' = -q + juw, M'^Q, (p'-. w -(p. (14.6) 

Hier steht die Bewegungsgleichung als System von partiellen Dgln 1. Ordnung beziiglich x. 
(Das ist fur manche Untersuchungen giinstig.) 

Eliminiert man aus (14.6) Q,M,(p , so erhalt man 
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[EIw")' +juw^q{x,t). (14.7) 

Dies ist eine partielle Dgl vierter Ordnung nach dem Ort x: man braucht 4 Randbedingungen, 
und zweiter Ordnung nach der Zeit t: man braucht 2 Anfangsbedingungen. 

Fiir EI = constant erhalt man 

EIw^^ +l^w^q{x,t). (14.8) 

14.2.2 Randbedingungen 

In der Regel muss man zum Einarbeiten von Randbedingungen (p,M,Q durch w ausdnicken. 

Deshalb seien zusammengestellt: 

(p = w', M = -EIw\ Q = -{EIw") o&QxQ = -EIw"' [hQ\EI = const). (14.9) 

Fiir jedes Balkenende muss man zwei Randbedingungen vorschreiben. Tabelle 11-1 zeigt vier 
Standardfalle, bei denen an den Randem einfache geometrische oder Belastungs-(d. h. Kraft-
oder Moment-)Bedingungen vorliegen. 

" ^ 2 ^ ^ w(0,0 = 0, <=̂ ^ ^=1 w{l,t) = Q, 
^(0,?) = 0. " V * ^ M{l,t) = 0. ^ EI, ju 

^ = 0 (p{0,t)^0, d x=l M{l,t) = 0, 

' ^ ^ Q{0,t) = 0. E 1 ^ Q{l,t) = 0. 

Tabelle 14-1 Einfache Randbedingungen 

Zusammengesetzte Randbedingungen 

Anschliisse an andere Elemente (Fedem, Massen, andere Balken usw.) formuliert man iiber 
geometrische Vertrdglichkeiten (Auslenkungen, Winkel) und Gleichgewichtsbedingungen 
(die man oft auch als Aktion = Reaktion sehen kann). 

Beispiel 1: Mit Feder, Steifigkeit k, gestiltztes Balkenende 

\ > 

Bild 14-4 
Balkenende mit Federstutzung 

Bild 14-4a zeigt das betrachtete Balkenende, die Schnittbilder Bild 14-4b und c zeigen 
Q-Q{0,t) als Kraft auf die Feder bzw. Querkraft am Balken. 
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Aus Bild 14-4a liest man ab: M(0,f) = 0. Bild 14-4b zeigt Q{0,t) = -kw{0,t). Aus 

(14.9)2,3 entnimmt man M{0,t) = -Elw"{0,t), Q{0,t) = -{Elw")'\^^(). 

Fiir EI = const, erhalt man daraus die beiden Randbedingungen 

w"(0,f) = 0, kw{0,t) + EIw'"{0,t) = 0.. (14.10) 

x=l 

a | F ( 0 

w 

^1 ' ^ ^ 
b c f Bild 14-5 

Balkenende mit aufgesetzter Punktmasse 

Beispiel 2: Balkenende mit aufgesetzter Punktmasse m und Krafterregung F(t) 

Bild 14-5 zeigt das Balkenende x-l und die benotigten Schnittbilder. Man liest aus den 
Bildem ab: 

M(/, t) = 0, Q{1, t) + mw{U t)-F{t) = 0 . 

Fiir EI = const, erhalt man daraus mit (14.9)2,3 die beiden Randbedingungen 

w"(/,/) = 0, -EIw'{ht)-\-mw{l,t) = F{t). (14.11) 

Es ist ratsam, in den endgiiltigen Formen der Randbedingungen (wenigstens einmal) die 
Funktionsargumente voUstandig anzufuhren. 

14.3 Eigenschwingungen der Kranbriicke 

14.3.1 Bereichsweise Wahl der Langskoordinate 

In Bild 14-6 ist das Ersatzsystem der Kranbriicke noch einmal skizziert. Gesucht ist die 
Schwingung w(x,f), also die zeitabhangige Biegelinie. 

Wegen der bei x = /j aufgesetzten Punktmasse zerfallt die x-Achse in zwei Abschnitte; 

Bereich 1: 0 < x < /j , Bereich 2: /j < x < /j +/2, 

in denen w[x,t) formal unterschieden werden muss, sagen wir wj (x,/) im ersten, W2 (x,/) 

im zweiten Bereich. Fiir Biegelinien unter statischen Lasten flihren die etwas umstandlichen 
Rechnungen zu leicht auswertbaren Formeln, siehe [11], auch Abschnitt B.6.1. Die Rechnun-
gen werden einfacher, wenn man fiir die beiden Bereiche individuelle Abszissenachsen x̂  

und X2 einfiihrt, vgl. Bild 14-7a. Dann gilt im 

1. Bereich: w[x,t) -^ wj {xi,t) mit 0 < x̂  < /j , 
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2. Bereich: w[x,t) -^ w^ (xj,/) mit 0 < X2 ^ 2̂-

Die in Abschnitt 14.2 getroffenen Vorzeichenvereinbarungen gelten in beiden Bereichen in 
gleicher Weise. 

Erheblich einfacher werden die formalen Rechnungen oft, wenn man die x̂  -Achsen gegen-

laufig wahlt und die Nullpunkte zusammenfallen, Bild 14-7b, oder sich fiir die Nullpunkte 

besonders einfache (Rand-)Bedingungen ergeben, z. B. W/(0,^) = 0 und w/(0,^) = 0 , mit 

den X-Achsen nach Bild 14-7c. 

Der Nachteil gegenlaufiger x̂  -Achsen ist, dass die Orientierungen der ŵ  und ihrer Orts-

ableitungen (nach den x^) und auch die von ^^,M^,g^ nur noch zum Teil zusammenpassen; 

man begeht also sehr leicht Vorzeichenfehler beim Aneinander-Stiickeln der Funktionen an 
der Verbindungsstelle (hier der Punktmasse ni). 

Wir arbeiten deshalb im Folgenden mit den Koordinaten xj und X2 nach Bild 14-7a. 

0 

-/, ^ l "-^ 

K A'* 
"Wy 

0 ^̂  

-Iv 
"7^ 

— / , 
Bereich 1 Bereich 2 

Bild 14-6 
Balken mit 
Punktmasse 

- i 
-h- ^ ^ ^ 

Bild 14-7 
Abschnittsweise 

Bereich 1 Bereich 2 Langskoordinaten 

14.3.2 Losen der partiellen Differentialgleichung 

Fiir die beiden Bereiche 1 und 2 in Bild 14-6 und Bild 14-7a gih die Dgl (14.8) mit ^ = 0, 

zwischen wi(xi,/) und W2(x2,/) brauchen wir erst spater zu unterscheiden: 

EIw^^ +juw = 0. (14.12) 

Da keine Dampfung vorliegt, erwarten wir eine Eigenschwingung 

w{x,t) = w{x)e^^ (14.13) 

mit rein imaginaren Eigenwerten Xf^ = JcOf^ und konnen deshalb statt (14.13) auch 

w{x,t) = w{x)e^^^ Oder w(x,/) = w(x)cos(^/ (14.14) 

ansetzen. Auf beiden Wegen (14.14) entsteht aus (14.12) 

EIw^^ ^jucD^w. (14.15) 
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Dies ist eine lineare, gewohnliche Differentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten (x-
unabhangigen!) Koeffizienten; sie enthalt co als (unbekannten) Parameter. Wir dividieren 

(14.15) durch ^ ' / ( T ^ O ) und setzen 

^4^^ / ^ ^ ^,^ 4 ^ > 0 ; (14.16) 
EI \ EI 

spater brauchen wir 

Jetztlautet (14.15) 

mit K als Parameter. Mit dem Losungsansatz 

co^^ 

w'"" 

K^EI 

fi 

4 -
= K W 

(14.17) 

(14.18) 

w{x) = Ce^'' (14.19) 

erhalt man aus (14.18) das (Unter-)Eigenwertproblem 

i^k'^-K'^^e^ =0 (14.20) 

mit den vier Losungen 

ki=JK, k2=-JK, ki^=K, k/^=-K. (14.21) 

Damit lautet die allgemeine Losung von (14.18) 

w(x) = q e^'''' + C2 ̂ "̂ '̂ "̂  + C3 ^̂ "̂  + C4 e-'"''. (14.22) 

Die Q sind freie Konstanten. 

Arbeitet man mit w(x), so lauft die Rechnung durchs Komplexe (das kann Vorteile haben). 

k X 

Will man im Reellen bleiben, muss man die Teillosungen e ^ geeignet kombinieren, vgl. 
(5.15). Man erhalt neben den trigonometrischen (oder Kreis-)Funktionen 

eJ^^'+e-J^'' 
= cos/rx, ^ = sin/rx (14.23) 

2 27 

die hyperbolischen (oder Hyperbel-)Funktionen 

= cosh/rx, = sinh/rx. (14.24) 
2 2 

Losen Sie hierzu die Aufgabe 14-1 bis Aufgabe 14-11. 

Mit (14.23), (14.24) kann man die allgemeine Losung (14.22) umschreiben in 

w(x) = ^cos/rx + ̂ sin/rx + Ccosh/^x + Dsinh/^x; (14.25) 
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mit den Konstanten A, B, C, D. 

14.3.3 Zwei kleine Orientierungsaufgaben 
Vor der Untersuchung des in Abschnitt 14.1 vorgestellten Systems, betrachten wir zur Orien-
tierung die in Bild 14-8 und Bild 14-9 gezeigten zweiseitig gestiitzten und einseitig einge-
spannten Balken. 

14.3.3.1 Zweiseitig gestUtzter Balken 
I X 

vV^ Vv^ 
Bild 14-8 
Beidseitig gelenkig gelagerter Balken 

Fiir den beidseitig gestiitzten Balken nach Bild 14-8 gelten die Randbedingungen, vgl. 
Tabelle 14-1, 

w(0,/) = 0 ^ 

M(0,/) = 0 ^ -EIw"{^,t) = 0 

w(/,/) = 0 ^ 

w 

w' 

w (0 = 0, 
(14.26) 

M(/,/) = 0 ^ -EIw"{lt) = 0 ^ w"{l) = 0. 

Dabei folgen die ganz rechts stehenden Ausdrucke aus den linken mit (14.9). Die rechts ste-
henden Ausdriicke muss (14.25) erfullen. 

w(0) = ^cosO + 5sinO + CcoshO + Z)sinhO =0 , 

w"(0) = /r^(-^cosO + 5sinO + CcoshO + Z)sinhO) =0 , 

w(/) = ^ cos/^/+ 5 sin/^/+ C cosh/^/+ D sinh A-/ = 0, 

w"(/) = A:^(-^cos/r/-5sin/^/ + CcoshA-/ + Z)sinh/^/) = 0. 

In Matrixschreibweise lauten die Gleichungen: 

(14.27) 

1 

-K^ 

COS fcl 

0 

0 

sin/c/ 

1 

K' 

cosh A:/ 

0 

0 

smhjcl 

9 9 9 9 

-K: COSKI -K sin/^/ K cosh/r/ K sinh/c*/ 

A 

B 

C 
0. (14.28) 

Damit dieses lineare homogene Gleichungssystem (fiir A, B, C, D) eine nichttriviale Losung 
hat, muss die Koeffizientendeterminante verschwinden. Man erhalt die charakteristische 
Gleichung 

A{KI) = det(---) = -AK"^ sin/^/ sinhA-/ = 0 (14.29) 

als Bestimmungsgleichung fur /(-(oder K-1). Offensichtlich gibt es die folgenden Losungen: 
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/̂ 4 ^ 0 ̂  4-fache Wurzel /r = 0, 

flTl 
SXnKl-O^'K^- , 77 = 0,±1,±2, . . . , 

fl TC I 

sinh/^/= 0^>/^^ =7 , /? = 0,±1,±2,..., j-yj-\. 

(14.30) 

(14.31) 

(14.32) 

Zu /̂ o = 0 , vgl. (14.30) und (14.31), (14.32) mit ^ = 0, lautet das Gleichungssystem (14.28). 

1 0 1 0 

0 0 0 0 

1 0 1 0 

0 0 0 0 

B 

C 
= 0. 

Es hat den Losungsvektor (Eigenvektor) 

Setzt man diese Koeffizienten - und fCQ=0 - in (14.25) ein, erhalt man 

Dies ist also eine verwickelte Form der trivialen Losung. 

Zu K^ = n/r/l , vgl. (14.31) mit n^O , lautet das Gleichungssystem (14.28): 

1 0 1 

- I — f 0 f^ ' ' 

(-ir 
2 

0 cosh 
riTT 

0 

0 

sinh — 
/ 

TJ (-"" » IT ] ' - T 1 sinh 

B 

C 
-0. 

(14.33) 

(14.34) 

(14.35) 

(14.36) 

Wegen sinh(^>7r//) ^ 0 gelten A^ =0, C^ = 0, D^ =0 und B^ ^0 . Dann lautet die ^-te 

Eigenschwingung 

w^ {x,t) = {a^^ coscD^t + a,^ s i n ^ ^ f ) s i n ^ ^ , 

wo 

2 lEI Ti^n^ \EI 

(14.37) 

(14.38) 
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vgl. (14.17). (Die Losungen zu positiven und negativen n fallen zusammen.) Die Losungen 
zu K^ ^ jnnjl lassensichauf die w^(x,f) nach (14.37) zunickfuhren (vgl. Aufgabe 14-5). 

14.3.3.2 Einseitig eingespannter Balken 

Elji 

Bild 14-9 
Einseitig eingespannter Balken 

Fiir den einseitig eingespannten Balken nach Bild 14-9 gelten die Randbedingungen, vgl. 
Tabellel4-1: 

w(0,/) = 0 ^ ^ w ( 0 ) = 0, 

^(0,/) = 0 ^ ^ w ' ( 0 ) = 0, 

M(/, /) = 0 ^ - £ ' / w " ( / , / ) = 0 ^ w " ( / ) = 0, 

e ( / , / ) = 0^ -£ ' /w ' " ( / , f ) = 0 ^w ' " ( / ) = 0. 

Einsetzen der Randbedingungen in (14.25) liefert 

w(0) = ^cosO + 5sinO + CcoshO + DsinhO =0, 

w'(0) = /(-(-^sinO + 5cosO + CsinhO + DcoshO) =0, 

w"{l) = K (-^cos/c/-5sin/r/ + Ccosh/^/ + Z)sinh/r/) =0, 

w'"(/) ^K^ [AsinKl-BcosKI + CsinhKI + DcoshKI) = 0. 

Matrixschreibweise: 

^ 1 0 1 0 ^ 

2 2 2 2 

-/^ cos/^/ -/^ sin/^/ K cosh A-/ A* sinh/^/ 
o o o o 

/(- sin/^/ -/^ cos A*/ K sinh/r/ /r cosh/^/ 

Charakteristische Gleichung: 

B 

C 
= 0. 

zl(^/) = de t ( - ) = ^ 
f 

(cosh A:/ + COS KI^ -Isinh /^/-sin KI\ 

= 2 / (1 + cosh KI ' cos KI ). 
j6 V ^ 

(14.39) 

(14.40) 

(14.41) 

(14.42) 

Die 6-fache NuUstelle h:Q=0 erkennt man direkt. Die iibrigen Wurzeln liest man zweckge-

maB aus einer grafischen Darstellung ab. Bild 14-10 zeigt 
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COS a -
1 

wo a-Kl. (14.43) 
cosh a 

Man liest die Abszissen der Kurvenschnittpunkte (in der gewunschten Genauigkeit durch 
entsprechendes VergroBem auf dem Bildschirm eines PC) unmittelbar ab: 

a^ =0.597;r, ĉ 2 =1.493;r 

und 

{^.57r + {n-\\7i + £ fiir ^ ungerade, 
oc = \ 

[0.5;r + ( ^ - l ) ;T -6* fur??gerade, 

wo ^eine kleine positive Zahl ist, die rasch gegen Null strebt, s. Bild 14-10. 

(14.44) 

Bild 14-10 
3.0 Graphische Losung der charakteristischen 

Gleichung 

Bild 14-11: Eigenschwingungen des eingespannten Balkens (• Knoten) 

Zu a^-O erhalt man WQ ( X ) = 0. Z U CC^^^ erhalt man aus (14.41) die Eigenschwingungen 



14 Balken-Biegeschwingungen 227 

(14.45) 
w^{x) = (cos a^ + cosh a^) (cos (a^ x / / ) - cosh (a^ ^/ / ) ) 

+ (sina^ - s i n h a ^ ) (sin(a^ x / / ) - s i n h ( a ^ x/l)^. 

Natiirlich kann man die w^{x) noch mit einer beliebigen Zahl ( ^ 0 ) multiplizieren (well 

(14.41) homogen ist). Bild 14-11 zeigt die auf den Maximalausschlag 1 normierten vier ers-

ten Wj ( x ) . 

14.3.4 Rand- und Ubergangsbedingungen bei der Kranbriicke 

Bei der Kranbrucke gilt fur die beiden Abzissenbereiche 1 und 2, vgl. Bild 14-7, jeweils eine 
Losung der Form (14.25): 

^1 (^1) - ^1 ^^s ̂ ^l + ̂ 1 si^ ^^l + Q ^^^^ ^^l + A s i ^ ^ ^2' 

W2 (^2 ) - ^2 ^^S '^ ̂ 2 + ̂ 2 si^ '^ ̂ 2 + ^2 ^^^^ ^ -̂ 2 + ̂ 2 ^ ^ ^ ^ -̂ 2 • 

Hinweis 1: Da £"/ und // in beiden Bereichen gleich sind, gilt hier fiir beide Bereiche das-

selbe K, vgl. (14.16). Bei verschiedenen EI oder // miisste man zum gemeinsamen Parame­

ter CO aus (14.16) jeweilige /^i,/^2 ausrechnen und in (14.46) einsetzen. 

(14.46) 

^ 1 . h 

M ^ 

^i(/i,0 

w,{l„t) 

X2=0 

2̂  ^ ^2(0.0 i ^ ^ l 
^2(0,0 

5//J14-12 
1̂ 1 I ^2(0,0 Auslenkungen 

^ an der Punkt-

masse 

M,(l„t) 

Qi(lpt) 

Q,(l„t) M,{0,t) Q,(l,t) 

XtTi/ / 
mw2(0,t) 

XK 
5//J14-13 
Krafte und Momente an 
Punktmasse 

Fiir die wj^ {xj^),k = 1,2 , in (14.46) liest man aus Bild 14-6 mit Xi,X2 nach Bild 14-7a un-

mittelbar ab: 

w(0, / ) = 0 ^ wj(0) = 0, 

M ( 0 , / ) = 0 ^ wi'(0) = 0, 

w( / i+ /2 , / ) = 0 ^ ^2(^2) = ^' 

M ( / i + / 2 , 0 = 0 ^ W2(/2) = 0 . 

Aus Bild 14-12 liest man fur den tJbergang von Bereich 1 nach Bereich 2 - von x̂  = /̂  nach 

X2 = 0 die folgenden Bedingungen fur geometrische Vertrdglichkeit ab: 

(14.47) 
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Wl{h,t) = W2{0,t)^W,{k)-W2{0) =0, 

Bild 14-13 zeigt die SchnittgroBen und die d'Alembertsche Kraft an der Ubergangsstelle. 

Aus dem Bild liest man fflr die SchnittgroBen die folgenden Bedingungen ab: 

M^{ll,t) = M2{0,t) ^ wi'(/i)-H'2(0) = 0, 

mw^ (14.49) 
Ql{h,t) + mw2{0,t)-Q2{0,t) = 0 ^ w[{h) + ——W2{0)-w^iO) = 0. 

El 

Mit (14.47), (14.48), (14.49) sind acht Bedingungen (Gleichungen) fiir die acht freien Kon-
stanten Aj^,Bj^,Cj^,Dj^,k = 1,2, von (14.46) gegeben. 

Vor dem Einsetzen der Bedingungen (14.47) bis (14.49) in (14.46), fuhren wir einige Abkiir-
zungen ein: Wir beziehen die /̂  I2 auf die Gesamtlange / und setzen 

/:=/j+/2, \:=l^/l, /2-=^2A' / i+ /2= l - (14.50) 

AuBerdem sei, vgl. (14.43), 

a-Kl (14.51) 

Fiir den Faktor in (14.49) erhalt man mit co = , s. (14.17), 
EI // 

= = K:^a—, (14.52) 
EI EIju jul 

und mit der auf die Briickenmasse jul bezogenen Punktmasse 

w : = — (14.53) 
jul 

lautet der Faktor 

= K^am. (14.54) 
EI 

(Der Faktor/^ tritt auch bei den w'j^ auf und lasst sich dann herauskiirzen; s. unten.) 

14.3.5 Das Eigenwertproblem 

Einsetzen der Bedingungen (14.47) bis (14.49) in (14.46) liefert das Eigenwertproblem: 
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1 

-K^ 

0 

0 

cosl^a 

0 

0 

0 

0 

sin l^a 

1 

K^ 

0 

0 

cosh/^cif 

0 

0 

0 

0 

sinh/^cir 

-Ksinl^a Kcoslia /rsinh/^<2 fccoshlia 
ry ^ rs ^ rs ^ rs ^ 

-K cos/jcir -K sin/icir K cosh/icif /r sinh/ja 

/̂  sin/ja o ~ o ~ o ~ 
-/̂  cos/^a /r sinh/^a /r cosh/^ a 

0 

0 

cos/2<:)r 

-/(- cos 

- 1 

0 

K" 

K am 

h^ 

0 

0 

sml20c 

-K sin 

0 

-K 

0 

/.^ 

h^ 

0 

0 

cosh/2Cif 

K cosh/2a 

- 1 

0 

-K" 

K am 

0 ^ 

0 

sinh/2Cir 

X- sinh/2a 

0 

-K 

0 

- ^ ^ 

A 
U2 

52 

\C2 

UJ 

= .̂ 

(14.55) 

Die Koeffizientendeterminante von (14.55) ist die charakteristische Gleichung. Man erkennt 
unmittelbar eine Mehrfachnullstelle /̂  = 0 (bzw. a = 0), sieht aber auch sofort, dass der nur 

eine triviale Losung w = 0 entspricht. 

Fiir Ky^^^ kann man die /^aus (14.55) herauskiirzen. Wir kiirzen auBerdem ab und setzen 

^li^sin/jor, q:=cos/^cif, /̂zj := sinh/jcif, c/ẑ  :=cosh/^cir, 

^2-= sin/2a, C2:=cos/26ir, 5/22 :=sinh/2a, c/z2 := cosh/2a. 
(14.56) 

Addiert man in der Determinante die erste Zeile zur zweiten, dritte Zeile zur vierten, funfte 
Zeile zur siebten, sechste Zeile zur achten und zieht Faktoren 2 sofort heraus, erhalt man 

(c^) = 2 - 2 - 2 - 2 * 

1 

0 

0 

0 

c\ 

-^1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1̂ 

q 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

J^\ 

s\ 

chi 

shi 

0 

0 

0 

0 

^ l 

chi 

shi 

chi 

0 

0 

^2 

0 

- 1 

0 

0 

am 

0 

0 

^2 

0 

0 

- 1 

0 

0 

0 

0 

^ 2 

ch2 

-t 
0 

- 1 

am 

0 

0 

^2 

sh2 

0 

- 1 

0 

- 1 

(14.57) 
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0 

0 

1̂ 

q 
0 

0 

0 

0 

chi 

shi 

^2 

0 

-1 

0 

0 

^2 

0 

0 

-1 

0 

0 

ch2 

0 

0 

-1 

0 

sh2 

0 

-1 

0 

Die gestrichenen Glieder entfallen bei Subtraktion von Zeile 4 von Zeile 3, Zeile 7 von Zei-
le 5. Entwickeln nach erster und zweiter Zeile liefert 

zl(a) = -16 

|0 chi amjl 0 amjl -1 

= -16{a^/2[(^lC2 + q^2)'̂ ^l"^^2 -{shich2 + chish2)siS2^+ (14.58) 

+{si C2 + q S2 )(shi c/?2 + c/̂ i sh2)} = 0 

Aus den Additionstheoremen (vgl. Aufgabe 14-3) folgen 

S1C2 + C1S2 = sin /^a • cos I2OC + cos /^a • sin /2a = sin (/j + /2 j a = sin a, 

jshi ch2 + jchi sh2 = sin(77iaj-cos(772aj + cos(77iCirVsin(7726ir) = (14.59) 

= sin 7 (/i + /2) <̂  =7 sinh a. 

Damit liefert (14.58) fur a die Bestimmungsgleichung 

cc fh r ~ ~ ~ ~~1 
sin a sinh a = sinh a • sin/^a • sin/2a-sin a-sinh/^a-sinh/2a . (14.60) 

Hinweis 1: Fiir m-0 stimmt (14.58) mit (14.29) im Wesentlichen iiberein (Kontrollmog-
Hchkeit!). 

Hinweis 2: Man sieht: Mit a^ ist auch -a^ eine Losung von (14.60); also braucht man nur 

positive Wurzeln zu suchen. (Wie ist das mit rein imaginaren? - vgl. Aufgabe 14-5.) 

Hinweis 3: Will man (14.60) - wenigstens zur Orientierung - grafisch losen, ist es zweckma-
Big, mit Funktionen zu arbeiten, deren Schnittpunkte fur groBere a in der Nahe der Abszisse 
bleiben. Deshalb dividieren wir die Gleichung fur cif > 0 durch a • sinh a : 

sma _m 
a 2 

sin lia sin I2OC- sin a 
sinh/^a sinh/2 a 

sinh a 
(14.61) 

Bild 14-14 zeigt grafisch ermittelte Eigenwerte fur w = 0.5, im Teil a) fur /̂  = 0.7,12 = 0.3 , 

im Teil b) fur l\=l2= 0.5 . Man gewinnt fur die ersten 6 Eigenwerte a^ die Naherungen: 

h 
0.7 

0.5 

n 

ajn 

ajn 

1 

0.878 

0.840 

2 

1.795 

2 

3 

2.971 

2.691 

4 

3.848 

4 

5 

4.654 

4.635 

6 

5.887 

6 

Tabelle 14-2 
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Mit den a^ kann man aus (14.51) die K^ und damit aus (14.52) die Eigenfrequenzen co^^ 

berechnen. (Setzt man die a^^ in (14.55) ein, kann man daraus die Eigenvektoren und damit 

aus (14.46) die Eigenschwingungsformen berechnen. 

Wenn man will, kann man die a^ (und naturlich auch die entsprechenden co^ ) aus Tabelle 
14-2 mit jenen der Balken ohne Punktmasse, vgl. Bild 14-8, vergleichen. Wir fanden dort 
a^ -n-n. 

Man sieht: Die Eigenwerte werden im allgemeinen durch die Zusatzmasse m abgesenkt, je-
doch unterschiedlich stark. Und zwar werden jene Eigenwerte starker beeinflusst, deren Ei­
genschwingungsformen am Ort (x^/^) der Punktmasse cine relativ starke Auslenkung (ei-

nen Schwingungsbauch) haben, wahrend die Eigenwerte, deren Eigenform in der Nahe der 
Punktmasse einen Knoten - oder einen sehr kleinen Ausschlag hat, kaum beeinflusst werden 

(vgl. 61̂ 2,̂ 1̂ 4,̂ 5 ~ ^1^^ gerade n - bei /j = 0.5 ). 

Man sieht auch, dass die a^ zusammen- und auseinanderriicken konnen, wenn die Punkt­

masse ihren Ort andert. 

Die Eigenschwingungsform w^i^x) zum Eigenwert a^ - bzw. der Eigenfrequenz co^ - , vgl. 

den Ansatz (14.13), wird fur die beiden Bereiche 1 und 2, s. Bild 14-13, gemaB (14.46) durch 

W|̂  (x) bzw. ^2^ (x) ausgedriickt, wobei die Koeffizienten (^i,5| ,Q,£)i) und 

(^25^2'^2'^2) ^^s ^^^ homogenen Gleichung (14.55) abgelesen werden. Da deren De-

terminante fur a^a^ verschwindet, sind darin nur 7 der 8 Gleichungen linear unabhangig: 

man kann einen der Koeffizienten gleich 1 setzen und die iibrigen durch ihn ausdriicken. 

Im vorliegenden Fall ist die Rechnung einfach: Die mit (14.56) eingefuhrten Abkiirzungen 
fur die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen mogen nun fur den interessieren-
den Eigenwert a = a^ gelten. Da die Zeilenkombinationen, die von der Matrizenglei-

chung (14.55) zur Determinante (14.57) fuhren, auch bei der Matrizengleichung selbst ausge-
fuhrt werden durfen, kann man den Elementeblock (14.57) als Umformung der Matrix von 
(14.55) sehen. Man liest aus der 1. und 2. Zeile ab: A^^ = 0, Q^ = 0 . Damit sind 1. und 
2. Zeile erfullt und 1. sowie 3. Spalte verschwinden. Ubrig bleibt der Elementeblock von 
(14.58) mit 5 unabhangigen Gleichungen. Sei (zunachst) Bi^ = 1 . Aus den 5 ersten Zeilen 

folgen die iibrigen Koeffizienten. Multiplikation des Endergebnisses mit ^2*sinha^ und 

Einsetzen in (14.46) liefert mit Xj := Xj//, X2 := X2// fur 0 < Xj < / j , 0 < X2 < /2 : 

wiy^= sinh a^ • sin I2 oCy^ • sin x^a^ - sin a^ • sin l^ oty^ • sinh xj a^ , 
r/~ \ 1 ~ r/~ \ 1 (14.62) 

W2n = sinha^ • sin/^ a^ • sin (/2 ~^2)^^ ~^^^^n '^^^^h ^n '^^^^ \h~^2)^n • 
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0.4 

0.2 

•I 0 

-0.2 

-0.4 

0.4 

0.2 

y-

/ \ 
/ i \ 

a^/ii^ 

1 

sin 01 /a 

\ 1 / 

v/ 

1 

m = 
1 

\a^/7ly 

0.5, Tj = 
1 

/ ' \w 

/a^/jT ^ 

^0.7, 72 
1 

a 

^̂ —̂ ^ 

= 03 

1 » 

-0.2 

-0.4 

3 
a/TT 

m = 0.5, /j = 0.5 , I2 = 0.5 

3 
a/TT 

Graphische Losung der charakte-
ristischen Gleichungen 

14.4 Diskretisieren des Kontinuums Balken 
Die allgemeinen tJberlegungen sind - mutatis mutandis - dieselben wie bei den Drehschwin-
gungen der Welle in Abschnitt 13.4. Wir beschranken uns hier auf den Fall globaler Ansatz-
funktionen. 

14.4.1 Das Arbeiten mit globalen Ansatzfunktionen 

Ausgangspunkt ist das Ersatzsystem nach Bild 14-15 (vgl. Bild 14-8) mit den Abschnittslan-

gen /̂ , /2, / := /j +/2 , der Biegesteifigkeit EI, der Massebelegung ju sowie einer bei x = /̂  

aufgesetzten Punktmasse m. 

Gesucht ist eine Naherungslosung fur die drei tiefsten Eigenfrequenzen. 
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/EI,ju 

^ V7Z 

-h-
Bild 14-15 
Balken mit Punktmasse 

14.4.1.1 Vorbereitung filr die Lagrange-Gleichungen 

Kinetische Energie (vgl. auch (9.8)): 

1 ^ 1 
r = - j//w^ {x,t)dx + -mw^ (/l,f). (14.63) 2 y ^ ' 2 

Potential (vgl. auch (9.15)): 

. / 
U^- ^El[_w"{xj)f dx. (14.64) 

Zieht man eine numerische Auswertung der Integrale (14.72), (14.73), s. unten, in Betracht, 

kann man hier ortsabhangige Biegesteifigkeit El = El(^x) und Massebelegung ju = ju(^x) 

zulassen. 

Ansatzfunktionen 

In allgemeiner Form setzen wir an, vgl. (13.60), 

3 

w(x,/) = X^^(O^^W- (14.65) 

Dabei miissen die W]^ (x) die geometrischen Randbedingungen, vgl. Bild 14-15, 

w(0,/) = 0, w(/,/) = 0 (14.66) 

erfiillen (diese heiBen auch wesentliche Bedingungen). 

Hinweis 1: Erfullen die Ansatzfunktionen Wj^ (x) die geometrischen Randbedingungen nicht 

von vomeherein, muss man das Erfullen durch Nebenbedingungen beim Losen der Variati-
onsaufgabe erzwingen. 

Die nicht-wesentlichen Randbedingungen, das sind hier die Momentenbedingungen an den 
Balkenenden, vgl. Bild 14-15, 

M(0, t) = 0, M(/, f) = 0 bzw. w"(0, /) = 0, w"(/, /) = 0. (14.67) 

brauchen von den Ansatzfunktionen Wj^i^x) nicht erfullt zu werden (das verringert nur die 

Losungsgiite). Speziell wahlen wir als Losungsansatz die drei ersten Sinus-Halbwellen 
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>v(x,f) = 2^Wy^(/)sin——, also Wj^[x) = , (14.68) 

Die Wj^[x) = sm(^k7rx/l) erfullena//eRandbedingungen. 

Uberdies sind die sin(^;Tx//) die Eigenschwingungsformen des Balkens ohne die Masse m; 

vgl. (14.37). Eigenschwingungsformen eines Nachbarsystems sind im allgemeinen giinstige 
Ansatzfunktionen. 

14.4.1.2 Lagrange Formalismus 

Einsetzen von (14.68) in (14.63) und (14.64) liefem parallel zu (13.62) bis (13.69) 

mit 

M = 

T^^q'Mq, U^^q^Kq, 

, K = 

f... . . ... \ rj, J, J, \ mil ^12 ^13 

^ 2 1 ^ 2 2 ^ 2 3 

.^31 ^32 ^ 3 3 

/ 

11 M2 ^13 

^21 ^22 % 

V^31 ^32 ^33. 

^ik'= j [ / / ( x ) + w ^ ( x - / i ) ] ^ ( x ) ^ ^ ( x ) J x , 

(14.69) 

(14.70) 

(14.71) 

(14.72) 

% : = | ^ / ( x ) ^ - " ( x ) ^ / ( x ) J x . (14.73) 

Hinweis 2\ In (14.72) steht 5[^x-li) fur die Delta-Funktion aus Abschnitt 6.3.1, jetzt als 

Funktion der Ortsvariable x. Analog zu (6.38) folgt 

J m ^ ( x ) ^ ^ ( x ) ^ ( x - / i ) ^ x = m ^ ( / l ) ^ ^ ( / l ) . 

0 

Aus den Lagrangeschen Gleichungen 

d DT dT dU 
= 0, ^ = 1,2,3, 

(14.74) 

(14.75) 
dtdqj, dqj, dqj, 

erhalt man fur die Matrizenform der Bewegungsgleichungen, vgl. Aufgabe 13-14, 

Mq + Kq^O. (14.76) 

Fiir die Sinus-Halbwellen nach (14.68) erhalt man im Fall konstanten Balkenquerschnitts die 

Massenmatrix (Tragheitsmatrix, /̂  := /j / / ) 
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M = 

— + m sin ;rli m sin TTII sin 2 TTII m sin ;rfi sin 3 /rli 

m sin ;rli sin 2 ;rĴ  —-\-m sin 2 ;rĴ  m sin 2;r/i sin 3 TTII 

~ ~ ~ ~ ill 2 ~ 
m sin Till sin 3 ;r^i w sin ITTII sin 3 ;7-/i — -\-m sin 3 /r/j 

und die Steifigkeitsmatrix 

K 
EITT'' 

21' 

1 0 0 

0 16 0 

0 0 81 

(14.77) 

(14.78) 

Fiir konstante Biegesteifigkeit EI und die Wf^ nach (14.68) verschwinden die Integrale 

JEI W/' (x) ^ / (x) dx^Ofari^k; (14.79) 

die Wj^ sind zueinander orthogonal. Deshalb wird die Steifigkeitsmatrix hier diagonal. 

14.4.1.3 Auswertung der Gleichungen (Zahlenbeispiel) 

Seien 

2 4 

^ m , ~ cop jul EITT 
m- — und t-CDpt, wo —^— = z— 

/// "" 2 2/^ 
vgl. (14.53). Dann lauten die Bewegungsgleichungen (14.76) 

mit 

M 

1 + 2m sin nl^ 2m sin ;T/̂  sin 2;r/̂  2m sin ;r/̂  sin 3;r/i 

2m sin ;7r/2 sin 2;T?I 1 + 2m sin 2;r/i 2m sin 27rli sin 3;T/I 

2m sin TII^ sin 3;T/I 2m sin 27rli sin 3;r/i 1 + 2m sin 3nli 

(14.80) 

(14.81) 

(14.82) 

K 

1 0 0 

0 16 0 

0 0 81 

(14.83) 

Fiir m = 0.5 und /̂  =0.5, vgl. die Parameter zu Tabelle 14-2 , erhalt man aus (14.81) mit 

q = q cos (<5 f ) das Eigenwertproblem 
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^1-3^-2 0 w 

16-6)^ 0 

0) 0 81-2(5^ 

q = 0, (14.84) 

wahrend sich fur /j = 0.7 (gerundet) dass Eigenwertproblem 

^1-1.6545(5^ 0.76942^^ -0.25 a>^ 

0.76942(5' 

-0.25©^ 

16-1.904506)^ 0.29389©^ 

0.29389©' 81-1.09549(5' 

^ = 0 (14.85) 

ergibt. Man erhalt (numerisch) die folgenden w„ und zum Vergleich mit Tabelle 14-2 

n 

h 

0.7 

0.5 

n 

0)1 

n 

ml 

5L 
n 

1 

0.59569 

0.87853 

0.49844 

0.84024 

2 

10.4636 

1.79854 

16.0 

2.0 

3 

78.3281 

2.97494 

54.1682 

2.71291 

Tahelle 14-3 

Die Ubereinstimmung der Ergebnisse ist so gut, well die Ansatzfunktionen (14.68) hier sehr 
gut sind. 

14.4.1.4 Modalmatrix und allgemeine Losung 

Zu den Eigenwerten ^^ in Tabelle 14-3 erhalt man aus (14.84) und (14.85) die folgenden 

Eigenvektoren: 

mr /j = 0.7 : 

^ l = ( 1 -0.03085 

^2 = ( 0.49765 1 

^3 =(-0.09045 0.13192 

0.00190f , 

-0.02558)^, 

1 ) ^ 

(14.86) 

flir /j = 0.5 : 
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qi={ 1 -0.03804 1.28994)^, 

^2=( 0 1 3.07764)^, (14.87) 

^3 =(-0.08632 0.14136 1 f . 

Man fasst die Eigenvektoren ^^ als Spaltenvektoren in der Modalmatrix Q zusammen: 

Aus (14.86), (14.87) folgen (auf 3 Stellen gerundet) ft bzw. Q2 : 

f 1 0.498 -0.090^ 

a = -0.031 1 0.132 L Q2 = 

[0.002 -0.026 1 J 

Die allgemeine Losung von (14.76) lautet dann 

3 

1 

-0.038 

1.296 

0 

1 

3.078 

-0.086^ 

0.141 

1 

(14.88) 

(14.89) 

= Q' [diag (cos o)^ / ) a^ + diag (sin ^^ f) â  1, ?? = 1,2,3, 

wo 

(14.90) 

(14.91) 

Vor dem Einsetzen der qj^^ (/) in den Ansatz (14.68) fasst man die Formfunktionen Wj^ (x) 

zweckmaBig auch als Diagonalmatrix zusammen: 

W = diag(^^ (x)) = diag(siny^;rx), A: = 1,2,3. (14.92) 

Dann gilt mit einer der Formen von q(t) aus (14.90) 

w{x,t) = W{x)q{t). (14.93) 

Fiir den Anfangspunkt /Q = ^ erhalt man die Anfangsauslenkungen 

q^=q(^0) = Qa^ und w(x, O) = ^ ( x ) ^(O), (14.94) 

fur die Anfangsgeschwindigkeiten gilt 

q^^q(Qi)^Qdiag{G)^)a^ und w(x, f) = ^ ( x ) ^(O). (14.95) 

Das Anpassen der allgemeinen Losung an Anfangsbedingungen hangt davon ab, ob die An-

fangsbedingungen fur q{t) oder fur w(x,/) gegeben sind. Der erste Fall wird in Ab-

schnitt 14.5.1, der zweite in 14.5.2 behandelt. 
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14.5 Schwingungen der Kranbriicke nach dem Lastabfall 
Unter der Last, dem Gewicht G^ in Bild 14-2, hat sich die Briicke abgesenkt. Fallt die Last 

weg, beginnt die Briicke um die unbelastete Gleichgewichtslage zu schwingen. Anfangsaus-
lenkung ist die statische Auslenkung. 

Um zwei Vorgehensweisen zu demonstrieren, wird zuerst mit den globalen Ansatzfunktionen 
aus Abschnitt 14.4 gearbeitet und danach mit den Gleichungen des Kontinuums aus 14.3. 

14.5.1 Untersuchung des Lastabfalls mit globalen Ansatzfunktionen 

Die Konstanten a^,a^ der allgemeinen Losung (14.90) folgen aus (14.94), (14.95) zu vorge-

gebenen Anfangsauslenkungen q^ und Anfangsgeschwindigkeiten q^ . 

Unmittelbar vor dem Lastabfall sei die Brucke in Ruhe. Dann gilt qo =0 bzw. w(x, O) = 0, 

und aus (14.95) folgt a,=0. 

Die statische Absenkung q^f infolge der Last G mussen wir zuerst berechnen. Es ist zweck-

maBig, sie mit Hilfe der Ansatzfunktionen ^^ (x) zu ermitteln. 

14.5.1.1 Bestimmen der statischen Absenkung 

Wir arbeiten mit Lagrange. Dann kommt zum Potential U nach (14.64) das Potential der 
Last G, s. Bild 14-2, hinzu. Mit der statischen Auslenkung w^^ (x) gilt 

U,, =\\El\w;{x)f dx + G-w,,{k). (14.96) 
2 J L J 

Setzt man die statische Absenkung mit (14.68) an, nimmt (14.96) analog zu (14.69) ff. die 
folgende Form an: 

U,,^^qlKq,,-g'-q,, (14.97) 

wo, vgl. (14.68), 

g = G{W,{k)^W2{h).W^{h)f 
(14.98) 

= G(sin;T/i,sin2;r/i,sin3;T/i j . 

Aus den Lagrangeschen Gin, zum Beispiel (14.75), folgt 

Kq,,-g = 0, (14.99) 

also, mit (14.78): 

9st=^~^g = s in;r / i , --s in2;r / i , --s in3;r / i . (14.100) 
ElTT^K 16 81 J 
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14.5.1.2 Bestimmen der Konstanten a^: 

Mit ^0 = ^st f^lgt aus (14.94)i 

s.Aufgabe 14-15 ff. 

(14.101) 

14.5.2 Untersuchungen des Lastabfalls mit den Eigenschwingungen des Balkens 
als Kontinuum 

Ausgangspunkte sind (wieder) die Anfangsbedingungen 

w(x,0) = w,^ (x), w(x,0) = Wo (^)' (14.102) 

wobei Wgf (x) fur die statische Absenkung unter der Last G^ steht und WQ (X) Z. B . eine 

durch einen AnfangsstoB hervorgerufene Anfangsgeschwindigkeit sein mag. 

14.5.2.1 Statische Absenkung; Anpassen der allgemeinen Losung 

Die statische Biegelinie folgt am einfachsten aus (B.38). Mit x = x//, /j = Z^//, /2 = 12/i gilt 

73 

^st ( ^ ) -• 

GV 
6EI 

•xl [x-li-x^] fur 0 < X < /j 

Gl 

6E 
- ( l - x ) r i - / i ^ - ( l - x f 1 f u r / i < x < / 

(14.103) 

Die aus den Eigenschwingungen a^,w^[x) oder ^^ , w^ (x) zusammengesetzte allgemeine 

Losung der Partiellen Dgl. (14.12), oder der Gewohnlichen Dgl. (14.15), mit den Randbedin-
gungen (14.47) bis (14.49) lautet, vgl. (14.90), 

w{x,t) = ^ w ^ (x) {a^^ cos^^ t+a,^ sm3t). (14.104) 
n=l 

wobei sich die w^ (x) gemaB (14.62) aus zwei Teilen zusammensetzt. Setzt man dieses 

w(x,f) in (14.102) ein, ergeben sich 

.(x) = ^ a ^ ^ w^(x), Wo(x) = ^ ^ ^ a ^ ^ w^(x). 
n-l n-\ 

(14.105) 

Der Begriff der "Allgemeinen Losung" aus der Theorie der gewohnlichen Dgln wird hier der An-
schauung halber ubemommen. Er ist bei den partiellen Dgln uniiblich, well es dort zu viele Einschran-
kungen dafur gibt. 
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Die beiden Gin (14.105) sind die Bestimmungsgleichungen fur die Konstanten a^^^a^^ , d. h. 

der Entwicklungskoeffizienten der rechts stehenden Reihen. 

Ein scheinbarer Umweg fuhrt am raschesten zum Ziel: 

14.5.2.2 Die Orthogonalitdt der Eigenfunktionen 

Sei Tnach (14.63) die kinetische Energie des Systems: 

1 ^ 1 
T = - f//w^(x,/)^x + -mw^( / l , x ) . (14.106) 

2 J 2 

Seien W/ (x) und % (x) zwei Eigenschwingungsformen des Systems. In Anlehnung an die 

quadratische Form (14.106) defmiert man die folgende Bilinearform als Skalarprodukt 

I 

(^^•'^^)//,m^I>"^/(^)^^(^)^^ + '^^/(^l)^^(^l)- (14.107) 
0 

Man erkennt unmittelbar die Symmetrie 

(*-*-t)^,„=(%,>^,)^,™- (14-108) 

Fiir die Eigenschwingung {^coi^Wf) folgt aus (14.15) 

fio)]- Wi=EIwf , (14.109) 

und aus (14.49)2 

mcof Wi{li) = El[w'f{li^s)-w'f{li-s)]; (14.110) 

darin bedeuten w/'(/i ± s), dass der Funktionswert unmittelbar rechts bzw. links von x = /̂  

zu nehmen ist. 

Multipliziert man (14.109) mit wj^ (x) und integriert uber x, multipliziert auch (14.110) mit 

wj^ [ll), addiert dann beide Ergebnisse, so folgt, vgl. (14.107): 

/ 
o^f{wi,w,)^^^ = JEIwj' {x)w,{x)dx^El[^^^^^^^ (14.111) 

0 

Zweifache partielle Integration der rechten Seite liefert: 
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/ 

+ EIw'[wj^ + EIw-\ 1 -EIw-w'j, -EIw'l w'f^ /r (14.112) 

0 

= EIwJ'wk 

I 

+ j EIw';wldx. 
0 

Dabei wurde das Integrationsintervall wegen der Unstetigkeit der dritten Ableitungen bei 
x = li in die beiden Abschnitte 0 < x </j und /̂  <x<l zerlegt; die Schreibweise der Glieder 
aus (14.110) wurde angepasst; c wurde unterdruckt. 

Beide Eigenschwingungen ŵ  (x), Wŷ  (x) erfuUen, je fur sich, alle Rand- und Zwischenbe-

dingungen (14.47) bis (14.49). Setzt man diese in (14.112) ein, bleibt nur das Integral iibrig, 
aus (14.111) entsteht 

0 

Vertauscht man / und k, erhalt man 

/ 
^l{'^kA)^^^^\EIwlw';dx. 

0 

Auch in die rechten Seiten gehen ŵ  und Wj^ symmetrisch ein. 

Subtraktion von (14.113), (14.114) liefert 

(14.113) 

(14.114) 

9 9 

Fiir coi ^ coj^ folgt daraus: 

(w/,m) =0. 

(14.115) 

(14.116) 

Die Eigenschwingungsformen W/(x) und Wŷ  (x) zu verschiedenen Eigenfrequenzen cOj^cOf^ 

- Oder Eigenwerten af^aj^ - sind (im verallgemeinerten Sinne) bezuglich der Gewichte ju 

und m orthogonal. 

Fiir Wj (x) = Wj^ (x) gilt CDJ = CDJ^ und {wf^wj^) > 0, vgl. (14.107). Man defmiert fur eine 

Funktion w(x), die die geometrischen (die wesentlichen) Randbedingungen erfullt, die 

Norm 
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ri,̂ , ',m yjy ^ fi,n 
//[w(x)] dx^-mw {li) 

111 

(14.117) 

Hinweise: 

1. Der Ausdruck fur die gesamte kinetische Energie des Systems - hier Gl. (14.106) - dient 
nur als Vorbild fur die Formulierung des Skalarprodukts - hier Gl. (14.107). Bei der Nut-
zung ist von Energie nicht mehr die Rede. 

2. Das Skalarprodukt (w/,%) heiBt Bilinearform, weil es beziiglich seiner beiden Ar-

gumente, je fur sich, linear ist. 

3. Wie die Herleitung zeigt, hangt das Skalarprodukt vom Aufbau des Systems, insbesonde-
re seiner Massenverteilung ab. 

4. Man braucht die Eigenschwingungen nicht zu kennen, um das Skalarprodukt zu defmie-
ren. 

5. Die Norm ||w|| ist positiv definit, das heiBt ||w|| > 0 fur w ̂  0. 
II ll// ,m ^ II ll// ,m 

14.5.2.3 Bestimmen der Entwicklungskoeffizienten 

Wir betrachten (14.105)i und schreiben in dimensionsbehafteter Form 

00 

^st (̂ ) = S ^cn \{^)' (14.118) 

Multiplikation von (14.118) mit // ŵ  (x) und Integration iiber die Lange / liefert 

/ 00 / 

|//w^^(x) W/(x)(ix = Va^^ [//w^ (x) W/(x) (ix. (14.119) 
0 n^\ 0 

Unter der Annahme, dass die Summe rechts gleichmaBig konvertiert, wurden Summation und 
Integration vertauscht. 

Fiir X = /j folgt aus (14.118) nach Multiplikation mit m • ŵ- (/^): 

00 

^'^st ( 0 * / (h) = Y^^cn ^"^n {h)"^! [k) ' (14.120) 

Addition von (14.119) und (14.120) liefert unter Beachtung von (14.107) nach Vertauschen 
von linker und rechter Seite 

00 / 

Y^^cn (*^'*/)^,^ = ̂  ^st (M*/ {h)+ \^ K */ ^^ ' (14.121) 
^=1 ' 0 

Links gilt (w^,w^)//,m = 0 fur ^ T̂  z. Es verbleibt fur /? = z, vgl. (14.117), 
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/ 
ii9 r 

^ci In/i -^^st{h)^i{h)^ \M ̂ n ^i ^^ ' (14.122) 
0 

Mit Hilfe des Skalarprodukts gelingt es also, das unendliche Gleichungssystem (14.118) zu 
entkoppeln und zu losen. 

14.6 Aufgaben 
Aufgabe 14-1: Man zeige im Anschluss an (14.23): cosy x = coshx, sinyx = jsinhx, 

cosh jx- cosX, sinh jx- jsinx. 

Aufgabe 14-2: Man zeige mit Hilfe von (14.24) oder mit den Formeln aus Aufgabe 14-1: 

(coshx) = sinhX, (sinhx) = coshx. 

Aufgabe 14-3: Schreiben Sie die Analoga zu den Addititionstheoremen flir sin(cif + y^), 

cos(a + y^), sina-siuy^, sina-cosy^, cosa-cosy^ sowie zu sin a + cos a = l , 

sin or = (1 - cos2cir) /2 , cos cir = (1 + cos ay 2 flir die Hyperbelfunktionen an. 

Aufgabe 14-4: Skizzieren Sie die Verlaufe sinhx und coshx mit Hilfe der e-Funktionen. 
Berechnen Sie insbesondere coshO, sinhO und die Werte der Ableitungen von coshx, 
sinhx bei x = 0. 

Aufgabe 14-5: Zeigen Sie, dass die zu K^ nach (14.32) gehorenden w^(x,f) mit den zu 

(14.31) gehorenden zusammenfallen. 

Aufgabe 14-6: Nehmen Sie fur den Balken nach Bild 14-8 E = 2A'\&^NIm^(Stahl), einen 
Durchmesser D (z. B. in m), eine Lange / (in m) an und stellen Sie mit Hilfe von (14.38) 
eine Formel fur co^^ auf, die Sie am besten gleich auf (kritische) Drehzahlen 77ŷ Ŷ umrechnen 

{\n\ = Umdr./min). Gelegentlich kann man eine solche Formel als grobe Faustformel benut-

zen, um die Ui einer Welle abzuschatzen, bei der D nur naherungsweise konstant ist. 

Aufgabe 14-7: Zeigen Sie, dass zur Wurzel /̂ o ^ ^ ^^^ Eigenwertproblem (14.41) nur die 

triviale Losung WQ (x) = 0 hat. 

Aufgabe 14-8: Kontrollieren Sie die Eigenschwingungsform w^ (x) nach (14.45). 

Aufgabe 14-9: Kontrollieren Sie die Rand- und Ubergangsbedingungen in Abschnitt 14.3.4. 

Aufgabe 14-10: Rechnen Sie die Bestimmungsgleichung (14.60) nach. 

Aufgabe 14-11: Wie konnte man bei der Kranbnicke eine mitschwingende Masse der Last 
(mi in Bild 14-1) beriicksichtigen, die an einem Sell (= Feder) der Dehnsteifigkeit k hangt? 
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Aufgabe 14-12: KontroUieren Sie die Eigenschwingungsform w^{x) nach (14.62) und 

zeichnen Sie die einzelnen Verlaufe mit den Eigenwerten aus Tabelle 14-2. 

Aufgabe 14-13: Die Nachgiebigkeit des Kranseils in Bild 14-1 soil berucksichtigt werden 
(damit man auch den Abfall von Lastteilen untersuchen kann). Seien die (am Sell verbleiben-
de) Masse mi und die Seilsteifigkeit k^ = l/h^ , h^ -Seilnachgiebigkeit, als Vielfache / i , /2 

der Katzenmasse m bzw. der Balkenbiegenachgiebigkeit h^ am Katzenort, x = /^, gegeben: 

mi =fym,h, =f2'hB. 

Zur Untersuchung werde angenommen, dass die Masse mi nur vertikal schwingt und dass 

das durch das Gewicht G^ vorbelastete Sell nicht schlaff wird. Damit Sie auf den Untersu-

chungen aus Abschnitt 14.4 aufbauen konnen, fuhren Sie q^ (/) als Koordinate fur die Ab-

senkung der Last ein. 

Losen Sie die Aufgabe, zum Beispiel, in folgenden Schritten: 

1. Erganzen der kinetischen Energie T aus (14.63) und des Potentials U aus (14.64) um die 
Terme fur die Masse mi bzw. das Sell der Steifigkeit k^. 

2. Erganzen des Ansatzes (14.65), (14.68), (14.70) um die Koordinate q^ . 

3. Berechnen der Zusatzelemente mu^ und kfj^ fur die erweiterten 4 x 4-Matrizen M bzw. 

^,vgl. (14.71) bis (14.73). 

4. Machen Sie Ihre Bewegungsgleichung dimensionslos und schreiben Sie sie in der Form 
von (14.81). 

5. Losen Sie die Bewegungsgleichung (PC) mit den Zahlen aus Abschnitt 14.4 fur 
/ l=0 .5 , /2=0.25,vgl.(14.84)ff. 

Aufgabe 14-14: Berechnen Sie die statische Durchbiegung WQ[X) des Kranbalkens nach 

Bild 14-2 unter der Last G^. (Die Durchbiegungen infolge der Eigengewichte des Balkens 

und der Masse m interessieren hier nicht.) 

Aufgabe 14-15: Entwickeln Sie WQ (X) aus Aufgabe 14-14 in eine Fouriersumme mit K>3: 

K 

k=l 

Aufgabe 14-16: Nehmen Sie /̂  = 0.5 oder /̂  = 0.7 an und formulieren Sie fur den Fall, dass 

zur Zeit t = 0 die Last G^ abfallt (s. Aufgabe 14-14), die Anfangsbedingungen fur die sich 

anschlieBenden Schwingungen, (vgl. (14.100). 

Aufgabe 14-17: Berechnen Sie fur die Eigenschwingungen der Form (14.90) zu den An­
fangsbedingungen nach Aufgabe 14-16 die Entwicklungskoeffizienten a , vgl. (14.101). 
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Aufgabe 14-18: Berechnen Sie auf einem PC fur bestimme Balkenpunkte x * die Bewegun-

gen w(x*,r) mit Hilfe der aus Aufgabe 14-7 (nahemngsweise) bekannten Eigenschwingun-

gen. 

Aufgabe 14-19: Nach einer Reparatur, bei der die Kranbrucke aus Abschnitt 14.3 als Ganzes, 
mit aufgesetzter Laufkatze, angehoben wurde, fallt sie versehentlich aus der Hohe h auf die 
(starre) Fahrbahn. Wie lauten die Anfangsbedingungen WQ(X) und Wo{x) fur die anschlie-
Benden Schwingungen? 

Aufgabe 14-20: Berechnen Sie nach (14.117) die Norm ||w^J der statischen Biegelinie 

(14.103). 

Aufgabe 14-21: Man kann die Orthogonalitat zweier Eigenlosungen [aj.Wf), 

(^a^,w^),ai ^a^ , aus Gl. (14.62) beziiglich des Skalarprodukts (14.107) nachweisen, in-

dem man Wj und Wj^ rechts einsetzt, das Integral auswertet und zeigt, dass sich die Glieder 

wegheben. (Das ist sehr miihselig!) 

Aufgabe 14-22: Formulieren Sie das Skalarprodukt fur die Eigenschwingungen des Systems 
aus Aufgabe 14-13. (Das System besteht aus dem Kontinuum Balken und der angehangten 
Punktmasse. Deshalb bestehen die Eigenschwingungen aus den Paaren (w, q) = (w^, g^), 

wobei w^(x) die Balkenbiegung und g^ =(^4) die Absenkung von mi beschreibt.) 

Aufgabe 14-23: Nehmen Sie an, dass der Kranbalkenquerschnitt ortsabhangig ist. Dann folgt 
ju = ju[x) und El = El(^x). Wie sieht jetzt das Skalarprodukt aus? (Zum Losen dieser Auf­
gabe muss man von der PDgl (14.7) ausgehen und auch die Randbedingungen, die Querkraf-
te enthalten, umarbeiten. Das Endergebnis ist fast identisch mit (14.107). Die Eigenschwin­
gungen lassen sich allerdings nur numerisch ermitteln.) 

Aufgabe 14-24: Schreiben Sie parallel zum Abschnitt "Bestimmen der Entwicklungskoeffi-
zienten" die Koeffizienten a^^ fur (14.105) an. 

Aufgabe 14-25: Berechnen Sie mit den Anfangsbedingungen aus Aufgabe 14-18 einige Koef­

fizienten a^^ fur die Eigenwerte af aus Tabelle 14-2 und die Schwingungsformen w^ (x) 

nach (14.62). 
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Anhang 

A Einige Grundlagen aus der Kinetik 
Soweit die Maschinendynamik nach den Wechselwirkungen zwischen Kraften und Bewe-
gungen in einem vorgegebenen System fragt, ist sie Teil der Kinetik, der Wissenschaft von 
diesen Zusammenhangen. Wir sprechen vom Ansetzen der Bewegungsgleichungen (des ge-
gebenen Systems), wenn wir die Analyse der jeweils vorliegenden Zusammenhange meinen. 
Ob wir dann, bei gegehener Bewegung, die Gleichungen nach den Krdften auflosen oder, hei 
gegebenen Krdften, nach der Bewegung, ist zunachst gleichgiiltig. 

Im Rahmen dieses Buches bestehen die Gebilde iiberwiegend aus starren Korpem, die durch 
starre und elastische Elemente, zum Beispiel Gestange und Fedem, miteinander verbunden 
sind. Die Bewegungsgleichungen bauen dann auf der Kinematik und der Kinetik des starren 
Korpers auf. Deshalb stellen wir die diesbeziiglichen Grundlagen hier knapp zusammen. 

A.l Bewegung des starren Korpers 

A.1.1 Bezugssystem, Bezugspunkt, Basis 

A. 1.1.1 Bezugssystem (engl: frame) 

Der Beobachter eines physikalischen Geschehens sieht den Ablauf des Vorgangs von seinem 
momentanen (raumlichen) Bezugssystem aus. Wenn er sich als Teil seines Aufenthaltsortes 
auffasst, kann das Bezugssystem ein Labor, eine Maschinenhalle, ein Fahrstuhl, ein Kraft-
fahrzeug, ein Raumschiff usw. sein. In Gedanken kann er sich in die Mitte der Erde, auf die 
Sonne, aber auch auf eine rotierende Turbinenwelle begeben. Vom Standpunkt der AUgemei-
nen Relativitatstheorie sind alle Bezugssysteme - im Prinzip - gleichberechtigt. Fiir prakti-
sche Fragen gibt es jedoch stets zweckmaBige Bezugssysteme (oft mehrere). Will man zum 
Beispiel Bewegungsgleichungen formulieren, die auf dem Newtonschen Gesetz beruhen, 
muss man ein Inertialsystem als Bezugssystem wahlen (in einem anderen waren die Glei­
chungen verwickelt). Will man gemessene Schwingungen von Hubschrauberblattem deuten, 
wird man sie zweckmaBig vom drehenden Rotor her sehen. (Dieses Beispiel macht auch 
deutlich, dass man nicht nur vor Rechnungen, sondem auch vor Messungen iiber Bezugssys­
teme nachdenken muss, - man wurde sonst vielleicht vergessen, auch die Rotordrehung auf-
zunehmen.) 

Haufig arbeitet man, selbst bei einfachen Aufgaben, mit mehreren Bezugssystemen parallel. 
Erforderlichenfalls muss man dann Gleichungen oder Aussagen von einem System ins andere 
umrechnen (transformieren). 
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A. 1.1.2 Bezugspunkt, Basis 

Im gewahlten Bezugssystem werden festgelegt: Ein Bezugspunkt O (Ursprung, engl. origin) 
als (Bezugs-)Or/ und ein orientiertes Dreibein (engl. triad) fur die Richtungen, zweckmaBig 

in Form von drei (rechtshandig angeordneten) orthogonalen Einsvektoren ici , ^2 ' ^3 I' ^^^ 

gemeinsam mit O die Basis IO, ê  , ^2 ' ^3 I ^^^ unten eingefuhrten Koordinatensystems 

bilden, Bild A-1. Wir sehen (O, ê  , ^2 ' ^3 I ^̂ ^ ^i^ Inertialsystem an. 

e\k 

BildA-1 
Basis 

\0, 1̂ , 2̂ ' 3̂ j 

BildA-2 
Ort und Lage eines 
starren Korpers K 
gegenuber der Basis 

(0,el4,4) im 
Bezugssystem 

A. 1.2 Ort und (Winkel-) Lage eines starren Korpers 

Gegeben sei ein starrer Korper K. In dem Korper sei ein Punkt P und eine (orthonormale) 

Basis (P, ^1,^2'^3) fixiert. Fur kinetische Untersuchungen besonders geeignet sind als 

Punkt P der Massenmittelpunkt C und als Dreibein (^i ,^2 '%) ^^^ Tragheitshauptachsen. 

Das werden wir unten haufig annehmen. 

A. 1.2.1 Ort und Ortskoordinaten 

Der Ort des Korpers K wird durch den Orts- (oder Radius-)YQktor r von O nach P erfasst, 
Bild A-2. Wenn sich der Korper bewegt, hangt der Ortsvektor von der Zeit t ab: 

OP = r = r ( / ) . 

Bezogen auf die Basis IO, ^̂  ? ^2 ' ^3 I schreiben wir 

r =r[t) = ei Xj +^2 X2 +^3 X3 =ei Xj (^j + ^2 ^2 (0"^^3 -̂ 3 v v ' 

(A.1) 

(A.2) 

mit den Ortskoordinaten I Xj , X2, X3 ) ;vg i . DIN 13317. Die Koordinaten und auch die Basis-

vektoren werden in Spaltenmatrizen (oft Spaltenvektoren genannt) zusammengefasst: 

r« := 4 
4 

= (xf, 0 or X2, X3 j , ?":= 4 = [^l '^2'^2 j • (A.3) 
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Dann lautet der Ortsvektor f in Matrixschreibweise 

f = r{t) = e'^r''=e''^r\t). (A.4) 

A. 1.2.2 Lage und Lagekoordinaten 

Die (Winkel-)Lage, die raumliche Ausrichtung des Korpers K wird durch die Beschreibung 

der Basis {P,ei .e^.e^ 1, bezogen auf die Basis (0,^i ,^2'^3 I erfasst, vgl. DIN 13317. 

Man legt den Punkt P gedanklich auf O und schreibt [P^e^ , ̂ 2' % I ^̂ ^ Ergebnis einer Dre-

hung von [0,ei , ̂ 2 ' 3̂ I ^^- ^^ ^^^ Matrixschreibweise (A.3) gilt 

^ - ^ ^^11 ^12 ^ 1 3 ^ ^1 

R 23 ^21 ^22 

V^31 ^32 ^33 y 

4 
\ ^ J 

, kurze =Re . (A.5) 

Dabei stehen die Elemente Rfj^ der Drehmatrix R fur die Richtungskosinus, s. Bild A-3, 

i?̂ ŷ  = cos jCicj^ef^ J = coscir̂ ŷ , z, A: = 1, 2,3. (A.6) 

Richtungswinkel cir̂ŷ  = 4̂ 1̂ ^ ,eŷ  J, jeweils in von e^ unde^^ aufgespannter 

Ebene gemessen 

Zur Ausdeutung von (A.5) lese man die Gleichung zeilenweise: 

ei=Ra4+R,24+Ri34; (A.7) 

also stehen in der i-ten Zeile von R die Koordinaten von Cf bezogen auf e . Auflosen von 
(A.5) nach e^ hefert 

e' = R-'e, (A.8) 

mit der zu R inversen Drehung R . Die in Rf^^ := R stehenden Richtungskosinus (Zei­
le z, Spalte k) erfullen 

c o s ^ ( e f , 4 ) = cos^(^^,^/^). (A.9) 

Also gelten 

R.^^ = R-^ = R^ undRR^ =R^ R = I; (A.IO) 
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die Matrix R ist orthogonal, in ihrer k-ten Spalte stehen die Koordinaten von ej^ bezogen 
auf e . 

Aus der Orthonormalitat der Dreibeine aus Cj • Cj =IJ = 1, 2,3, und Cj-ej^ =0 &iv i^k, folgen 
sechs Bedingungen, denen die Rjf^ unterliegen. Also enthalten die neun Rjf^ (im allgemeinen) 
drei freie BestimmungsgroBen fur die Lage des Korpers, die man im Prinzip als drei Lageko-
ordinaten ansehen kann. 
Obwohl alle Drehungen die Form (A.5) haben, sind die Richtungskosinus viel zu unanschau-
lich und schwerfallig, um praktisch anwendbar zu sein. In der Technik setzt man die allge-
meine Drehung in der Regel aus drei aufeinander folgenden Elementardrehungen, deren 
Winkel - oft in beschrankten Intervallen - als Lagekoordinaten dienen (s. Abschnitt A. 1.4). 

A. 1.2.3 Koordinatendrehung 

Gleichung (A.4) druckt den Ortsvektor f durch die Koordinaten r bezogen auf das Drei-
0 OT 0 

bein e aus, r -e r . Vom gemaB (A.5) gedrehten Dreibein e gesehen, lautet derselbe 
Ortsvektor (derselbe Pfeil) 

T 
e r-61X1+62X2+61^X1^. (A. 11) 

Darin sind r = (x^, X2, X3) die auf e bezogenen (gedrehten) Koordinaten von f . 

Aus 

r =e^^ r^ =e^ r (A. 12) 

folgtmit(A.8)und(A.10) 

e'^ r'^[R'e'^ r'^(e^R)r'^e^ [Rr^Ye^ r, (A.13) 

also, vgl. (A.5), 
r = Rr^; (A.14) 

die Koordinaten transformieren sich wie die Basisvektoren. 
Die Transformationen der Abschnitte A. 1.2.2 und A. 1.2.3 gelten fiir beliebige orthonormale 
Basen und beliebige Vektoren, wie zum Beispiel Geschwindigkeiten und Krafte. 

A. 1.3 Zusammengesetzte Drehungen 

A. 1.3.1 Elementardrehungen 

Die Drehung eines Dreibeins ^ = (e^, ̂ 2? ^3) ^ ^ einen Einsvektor ei mit dem Winkel (pi, 
T 

vgl. Bild A-4, in das Dreibein e^ = (̂ 1 ? ^2' ̂ 3) ^eiBt Elementardrehung, 

i = R^e, i = 1,2,3. (A.15) 
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Auch die Drehmatrizen Ri nennen wir Elementardrehungen. Es gelten 

^ l ( ^ ) = ^ c o s ^ s i n ^ L ^ 2 ( ^ 2 ) = 0 1 0 
1̂0 - s i n ^ i c o s ^ j ysm(p2 0 cos ^2 

^3(^3)^ 

^cos^3 sin ^3 0 

-sin ^3 cos ̂ 3 0 

(A.16) 

0 0 1 

^0 Aufeinander folgende Drehungen werden nummeriert; von e ausgehend durchnummeriert, 
zum Beispiel 

e^^R^{(p'^)e\ e^^R^{(py)e\ e^=R^{(p^)e\ (A.17) 

zusammengesetzt: 

e' e'; (A. 18) = /?3 {<P^)[R, i n ) (R3 ( ^ ) ^ ° ) ) = ( ^ 3 ^1 ^3 y = : R 

Reihenfolge beachten und Drehwinkel (hier ^ 3 , ^3 ) unterscheiden! 

A. 1.3.2 Cardan- Winkel 

Sehr gebrauchlich sind die Cardan-Winkel, bei denen die Drehungen ( ^ i , ^ 2 ' ^ 3 ) ^^ ^i^ 
0 1 2 drei (urspninglich) senkrecht aufeinander stehenden Achsen ei ,^2'^3 erfolgen. Fiir die 

Cardan-Drehung gilt, Bild A-5, 

^ c - = ^ 3 ( ^ 3 ) ^ 2 ( ^ 2 ) ^ 1 ( ^ ) ; (A.19) 

BildA-4 
Drehsinn der Winkel (pi um Basisvekto-

ren Cf, a anschaulich, b symbolisch 
^^' 1 (Rechtsschraubsinn) 

mit (A.16) folgt durch Ausmultiplizieren 

^ ^ 2 <̂ 3 C\ ^3 + <̂ 3 ^1 ^ 2 ^1 ^3 - ^ 1 <̂ 3 ^ 2 ^ 

Rc- -C2 ^3 q C3 - ^1 S2 53 q ^2 ^3 + <̂3 ^1 

V ^2 - ^ 2 ^ 1 <̂ 1<̂ 2 

WO Ci \- COS ^^-, Si \- sin ^^-; z = 1 ,2 ,3 . 

(A.20) 
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In manchen Anwendungsbereichen sind andere Reihenfolgen der Drehungen ublich (zum 
Beispiel Bild A-6). 

BildA-5 
Cardan-Drehung 
^C = ^3 ^ 2 ^1 

Bild A-6 
Kreiselaufhangung mit 
Cardan-Drehung 
R(j = 7?i 7?2 ^3 
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A. 1.3.3 Euler- Winkel 

Bei den Euler-Winkeln, zum Beispiel {y/,3,(p) dreht man wie folgt, s. Bild A-7, 

RE=R^{(p)Rx{S)R^{ilf); (A.21) 

mit (A. 16) folgt durch Ausmultiplizieren 
/ \ 

^(p ^y/ ~ ^S ^(p ^y/ ^S ^(p ^y/ "*" ^cp ^y/ ^3 ^(p 

^E = ~^(p V ~ ^^ ^(P ^¥ ^^ ^(P V ~ ^(P ^¥ ^S^(p ' (A.22) 

1̂  ^S ^y/ ~^S V ^^ J 

WO c^ : = c o s ^ , Sy^ :=s in^ , c^ :cosi9, s^ :=sini9, c^ :=cos^ , s^p :=s in^ . Man fmdet auch 

die Eulerdrehung 
R^^R^{cp)R^{S)R^{w\ (A.23) 

Bild A-7 
Eulerwinkel und Drehung 
R^^R^{(p)R^{S)R^(xif) 

A. 1.3.4 Kippwinkel 

Die Kippwinkel (vgl. [6, 7]) werden in zwei Formen, (;^, y/, ̂ ) und (^j , \//2,(p), eingefuhrt: 

In der polaren Form (;if, ^ , ^) sind sie mit den Eulerwinkeln {y/,3,(p) eng verwandt, ver-

meiden jedoch die Vieldeutigkeit bei t9 = 0 , in der axialen Form {y/i,\j/2,(p) haben sie ge-

genuber Cardanwinkeln den Vorteil, dass die Kippachsen e^ und 2̂ gleichberechtigt in die 
Drehung eingehen. 
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Zur Erklarung ist es zweckmaBig, Bild A-8, einen Kreis um den Ursprung in die von Ci und 

62 aufgespannte Ebene zu legen. Wir nennen seine Ebene Aquatorebene A . Die allgemeine 
Drehung wird nun aus zwei Drehungen zusammengesetzt: Auf eine Kippung um den (Kno-

ten-)Einsvektor e^ in der Ebene A , 

e^=Rf^{x,¥)e^ (A.24) 

folgt die Drehung ^̂ 3 (^) um die Achse 3̂ : 

e'^ =Ro,{(p)e^. (A.25) 

Die Gesamtdrehung lautet 
-,2 7:0 e'=R^{cp)Rt,{x.¥V=:RGe''. (A.26) 

3̂ 0 Im Unterschied zu den Eulerwinkeln wird also das Dreibein nicht um 3̂ gedreht, bevor es 
um die Knotenlinie gekippt wird. Man kann die Kippung Rj^ aber auch als besondere Euler-
drehung sehen, namlich als 

% {Z. ^) = R3 i-z) Ri {¥) ^3 {zy (A.27) 

Bild A-8 
Kippwinkel 
{z,W,(p) bzw. 

Formales Ausrechnen liefert (vgl. auch Aufgabe A-12): 
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% = 

f 

COS ;i; + sin ;j;cos^ sin;j;cos;j^(l-cos^) -sin;i^sin^ 

sin;jfcos;t'(l~cos^) cos ;jfcos^ + sin x cos;}fsin^ 

sm X sm ^ - cos X sm ^ cos^ 

cos^l — | + cos(2;}f) • 2 ^ sm ' sin (2;^) sin ' 

• 2 ^ sm 

sm X sin ^ 

sin (2;:^) sin \ — ^2'^l-cos(2;r)s^ ' -2f^ 

-cos;jfsin^ 

cos^l y - C O S (2;:^) sin I — 

- sm X sm xj/ 

cos ;̂  sin ^ 

cos^ 

(A.28) 

(A.29) 

und 

I c-cos (^/2) + cos(2;^-^)sin (^/2) ... 

i?(3:= -^-cos (^/2) + sin(2;^-^)sin (^/2) ... 
sin ;̂  sin ^ 

V 

^•cos (^/2) + sin(2;^-^)sin (^/2) - s in ( ; ^ -^ ) s in^ 

c-cos (^ /2) -cos(2 ;^-^)s in (^/2) cos(j^""^)sin^ 
-cos;jfsin^ cos^ 

Darin heiBen x Knotenwinkel, y/ Neigungswinkel, cp eigentlicher Drehwinkel; um sie von 
(p abzuheben, nennen wir (x^y^) gemeinsam auch Kippwinkel (in polarer Form). Wahrend 
X und (p unbeschrankt sind (sie gehen periodisch in (A.28) bzw. (A.29) ein), muss der Nei-
gungswinkel y/ beschrankt werden; zweckmaBig ist 

0<y/<7r. (A.30) 

Die Kippung kann man jedoch auch durch die Winkel (^i, ^2) zwischen C3 und C3 erfas-
sen, wenn man die Neigung wie in einer technischen Zeichnung vermaBt (s. den Quader in 
Bild A. 1.8). Am Quader liest man ab 

tan y/i = tan y/ cos j , tan y/2 = tan y/ sinx- (A.31) 

Fiihrt man 

mr 

ti := tan y/i, 2̂ •- tan y/2 (A.32) 

-;T/2<ti, t2<7tl2 (A.33) 

als generalisierte Koordinaten ein, so gelten im Uberlappungsbereich von {y/i,*l/2) und 
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ti = tan y/ cos x, h - ^^^ ¥ sin x 

und 

tan y/ = ^ff + tl, (cos ;^, sin ;if): 
^ti+tl ^t^+tl 

(A.34) 

(A.35) 

auch 

sin^ = U ' ^ t l 

i l + /f+/2 
COS^ = 

i l + tf +t2 
(A.36) 

Die Winkel (^i, ^2) ^^^ ^^^^ ^i^ generalisierten Koordinaten kann man als Kippung(en) 

des Einsvektors 3̂ um l^i , ̂ 2 I ^̂ ^ Achsen ansehen. Deshalb heiBen (^1, ^2) ^^^^^^ Kipp-

winkel; wir sprechen von der axialen Form der Kippung. Aus (A.28) folgt mit (A.35) 

R K 

1 
0 

^2 COS (// 

osy/ 

(\ 

0 
. ' 2 

0 
1 

-tl COS 1// 

0 -/2^ 
1 /i 

- / l 1 J 

-^2 COS ^ 

1̂ COS y/ 

cosy/ ^ 

cos y/ 

1 + cos ^ 

COS y/ 

1 + cos ^ 

' - t l 

hh 

ut Vl 

0 0 

(A.37) 
2̂ 1̂̂ 2 ^ 

/1/2 /2 0 
0 0 0 

dabei steht cos y/ als Abkiirzung fiir die rechte Seite von (A.36). Aus (A.29) folgt 

Rr 

(stx - c / 2 ) c o s ^ c s 

-s c [cti-\-st2)cosy/ 

2̂ cos^ -tl cosy/ cosy/ J 

cos y/ 

-cosy/ 

c s (^ /̂  - c ^2) 
-s c (c /'i + ^ /2 ) 

h -h 1 

1 + cos^ 

COS y/ 

1 + cos^ 

0 0 0 

t2{cti-\-St2) t2{cti-\-St2) 0 
-ti{sti-Ct2) -t2{sti-Ct2) 0 

0 0 0 

(A.38) 

wo c := cos (p, s := sin cp . (Soweit R^^ und RQ in zwei Formen angegeben sind, unterschei-
den sie sich nur durch trigonometrische Umformungen.) 
Weitere Aussagen iiber die Kippwinkel findet man in [6]. 
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A. 1.4 Geschwindigkeit 
Gegeben sei der Ort des Punktes P, vgl. Bild A-2, in der Form (A.4), 

f = e^r, ausmhrlich:r(f) = (^(f))^ r{t). (A.39) 

Dabei sollen jetzt, gegenuber Abschnitt A. 1.2.1 verallgemeinert, nicht nur die Koordinaten 
r (/) von der Zeit / abhangen, sondem das Dreibein e kann auch drehen, etwa gemaB 

e{t)^R{t)e^ , (A.40) 

/or| 
die Zeitableitung des Ortsvektors f : 
wo e fest und R zeitabhangig vorgegeben sind. Die Geschwindigkeit v des Punktes P ist 

Einsetzen von (A.39) liefert 

und, wegen (A.40), 

v= — = F. (A.41) 
dt 

v = i^ r-\-e^ r, (A.42) 

v = (^^^) r-\-e^ r = e^^ R^ r + e^ r. (A.43) 

Je nachdem, ob man nun mittels (A.40) e durch e oder e durch e ausdriickt, erhalt man 
fur ein und denselben Vektor(-Pfeil) v die beiden Formen 

V = e^^(R^ r + R^ A =:e^^ v^ bzw. v = e^(RR^ r-^ A=:e^ v , (A.44) 

wo 
T 

v^=(vf,v^,v^) , v = (vi,V2,V3f (A.45) 

die auf e bzw. e bezogenen Geschwindigkeitskoordinaten sind. 
Analog zu (A.5), (A. 14) gilt, vgl. (A.40) und (A.44), 

v = Rv^ . (A.46) 

Im Fall R = 0 gilt v = r . 

A.1.5 Drehgeschwindigkeit, Winkelgeschwindigkeit 

A. 1.5.1 Drehgeschwindigkeit 

Beim Ubergang von (A.41) zu (A.42) wurde die Drehung (A.40) nach der Zeit differenziert: 

i = Re^ . (AM) 
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Dabei werden die Anderungsgeschwindigkeiten der Einsvektoren des Dreibeins e von e 

aus gemessen 
schwindigkeit 

3:0 

0 T 
aus gemessen. Mit e -R e aus (A.40) folgt die von e aus gemessene Anderungsge-

i^RR^e^Qe, 

mit der Drehgeschwindigkeitsmatrix 

Aus (A. 10) folgt durch Differenzieren 

RR^ +Rh 

die Matrix Q ist schiefsymmetrisch! 

Q:=RR^ 

RR^ ^RR^ =0, also 12 = - 1 2 ^ , 

;:K 

(A.48) 

(A.49) 

(A.50) 

Um die Geschwindigkeit der Drehung e =Re des starren Korpers K nach (A.5) zu erfas-

sen, muss man ie ,e\ dortmit le ,e \ hier identifizieren. 

A. 1.5.2 Winkelgeschwindigkeit 

Bezogen auf das Dreibein e setzen wir fur den Winkelgeschwindigkeitsvektor o (den Pfeil) 
an 

CO = e\ coi-\-62 0)2 + e^ coi, = e co, 

wo 

vgl. die Doppelpfeile in Bild A-4b. 

7̂ 0 Bezogen auf e lautet ^ 

a) = e^^ 0)^ mitco^ =R^ co. 

(A.51) 

(A.52) 

(A.53) 

Der Endpunkt P des (Orts-)Vektors OP = r , der der Winkelgeschwindigkeit 3 unterworfen 
ist, bewegt sich gegeniiber O mit der Geschwindigkeit 

V = cdxf. (A.54) 

Falls wir fur r die Basisvektoren Cf einsetzen, erhalten wir, vgl. (A.48), 

{eiCDi + 2̂< 2̂ + ^3^3 ) ^A ^ Sxei^ '^^ 

e = (oxe cDxe2 

(^3^2-^2^3) 

( -^1^3-^3^1) 

, (^2^1-^1^2) 

(^i(^l+^2<^2+^3<^3) x^2 

^ ^^ ^ 0 ^3 -0)2\(A^ 
(A.55) 

-0)1^ 0 o)i 

0)2 -0)i 0 
^2 

V^3y 

Qe . 
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Also hangen die Elemente der Drehgeschwindigkeitsmatrix Q und die Winkelgeschwindig-
keiten CDI gemaB 

Q 

0 <2>3 -0)2 

-CO^ 0 (Ox 

0)2 -0)i 0 

(A.56) 

zusammen. 
Mit £2 nach (A.49) erhalt man den Geschwindigkeitsvektor v , bezogen auf e , vgl. (A.44) 
und (A.55), in der Form 

v = e^ (Q^ r + r l r-\-e r 
(A.57) 

-ymxe) r + e r -mxr +e r, 

also zerlegt in Fiihrungs- bzw. Relativgeschwindigkeit. 

Ausrechnen von Q gemaB (A.49) liefert die Winkelgeschwindigkeiten 0)^ fur die Cardan-

winkel, vgl. (A.20), 

Eulerwinkel, vgl. (A.22), 

o>2 

^C2C3 3̂ O V ^ ^ 

<P2 -c-i S3 C3 0 

2̂ 0 1 
(A.58) 

SffS^ 

SsCg> 

C9 

c^ 

~Sq, 

0 

0^ 

0 

U 

(¥'] 
3 

u. 
(A.59) 

Fiir die Kippwinkel gliedem wir auf, da man gelegentlich die Aquatorebene A - ohne ei-
gentliche Drehung (p - als kippende Plattform benutzen will, s. Bild A-8. Wir unterscheiden 
also zwischen Kippung und Gesamtdrehung, vgl. (A.24) und (A.26): 

Qf^ = Rj^ R\ bzw. QQ = RQ RQ (A.60) 

Femer miissen wir die polare Form ( j , ^ , ^) mit den Zeitableitungen ( j , ^ , ^) und die 

axiale Form (^j , y/2, (p) mit (^j , ^2? ^) auseinander halten, vgl. (A.30) bis (A.36). 

Bezogen auf Cj^-e , s. Bild A-8 gilt in polarer Form mit (^j , ^2? ^) 

^ ^ 1 ^ 

^K 0)2 

V^3y 

in axialer Form mit (4, 2̂ ? ^) 

K 

- sin ;̂  sin y/ cos j^" 0 Vj^"^ 
cos X sin ̂  sin ;jf 0 
- ( 1 - c o s ^ ) 0 0 

(A.61) 



A Einige Grundlagen aus der Kinetik 259 

(f 

^K 0)2 

'K 

2 2 ^ 

ti COS y/ 

1 + cos y/ 
cosy/ 

tit2 cos y/ 

1 + cos^ 

V 

tit2 COS y/ 

1 + cos ^ 

/2_C0sV^ 
1 + COS ^ 

2 2 ^ 

^2 COS y/ 

1 + cos ^ 
cos^ 0 

1 + 
^2 COS y/ 

1 + cos ^ cos y/ 

h cos y/ ^ 

1 + cos ^ 

3 

tit2 COS y/ 

1 + cos^ 

h 

tit2 COS y/ 

1 + cos y/ 

f2_cosV^ 
1 + cos y/ 

1 + 
2 9 ^ 

/j COS y/ 

1 + cos y/ 
2 

COS ^ 0 

JA^^^JL& 0 
1 + COS y/ 

h 

(A.62) 

Bezogen auf CQ =e , s. Bild A-8, folgt COQ aus (Koordinaten-)Drehung von ty^ und Addi­

tion von ^^3 zu 

(OQ C02 

^ COS (p sin ̂  0 V coi^ ^ 
- sin ̂  cos (p 0 

0 0 1 
a)2K (A.63) 

A.1.6 Beschleunigung 

Die Beschleunigung a des Punktes P ist die Zeitableitung des Geschwindigkeitsvektors, 
vgl. (A.41), 

^ dv 1^ 
a = V . 

dt 
Setzt man hier v nach (A.44) ein, erhalt man durch formales Ableiten 

Dabei enthalt r die auf e bezogenen Koordinaten, vgl. (A.39). 

Setzt man V nach (A.44), mit R R^ = Q^ , ein, so folgt 

a = e^\r-\-Q^ r + 2Q^ r + + Uf\ -\e a. 

(A.64) 

(A.65) 

(A.66) 
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In (A.65), (A.66) stehen a und a fur die auf e bzw. e bezogenen Beschleunigungskoor-
dinaten 

T 

a = I aj , ̂ 2, <33 j bzw. « = (^1, ^2, <33) . (A.67) 

A.1.7 Winkelbeschleunigung 

Der Vektor d der Winkelbeschleunigung folgt aus 

a = = CO . (A.68) 
dt 

T 
Mit cb-eo) aus (A.51) erhalt man gemaB (A.57) 

T T T 

d-a)xa) + e co-e co-.e a, (A.69) 
also die auf e bezogenen Winkelbeschleunigungs-Koordinaten 

a = a) = [coi, 0)2,0)1^) . (A.70) 

Die Gleichungen (A.58), (A.59), (A.61), (A.62), (A.63) listen o) als Funktion der Zeitablei-
T 

tungen der Winkel oder Lagekoordinaten, zum Beispiel ^ = (^^, ^2' ^2) ' ^^^ • 

(o = A{(p^,(P2,(P2,)(p. (A.71) 

Ableiten dieser Gleichung nach t liefert 

a = A(p + (AI q>, A^^ , ^ 3 q)\q> ; {A.12) 

dabei stehen die drei Matrixspalten A^j^ q> fur 

Aj^(p:^-^A^, ŷ  = l,2,3. (A.73) 

A. 1.8 Aufgaben 

Aufgabe A-1: Schreiben Sie sechs (unabhangige) Orthogonalitatsbedingungen fur die Rich-
tungskosinus (A.6) an; vgl. (A. 10). 
Aufgabe A-2: Kontrollieren Sie die Elementardrehungen (A. 16). 
Aufgabe A-3: Zeigen Sie durch Ausrechnen, dass Ri R2 eine andere Drehung als R2 Ri ist. 
Fertigen Sie Skizzen an. 

Aufgabe A-4: Zeigen Sie R^ (y/) Rj (S) = Rj (^ + .9). 

Aufgabe A-5: Vervollstandigen Sie in Bild A. 1.6 die Basisvektoren ej ,/ = l, 2,3; 
^ = 0,1, 2 ,3 . 
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Aufgabe A-6: Rechnen Sie zu Bild A. 1.6 die Cardandrehung R^^ = Ri R2 R^ aus und ver-
gleichen Sie sie mit (A.20). 
Aufgabe A-7: Zeigen Sie durch Ausrechnen (Formelmanipulator), dass dQtR(^ =1 und 
dQt{Rc-l) = 0 gelten. 

Aufgabe A-8: Wegen det(l?^ - / ) = 0 hat die Matrix R(^ den Eigenwert 1 und der zugehori-

ge Eigenvektor ist die Achse der Eulerschen Drehung von, sagen wir, e nach e . Berech-
nen Sie zu numerisch gegebenem R(j die Achse und den Drehwinkel. 

Aufgabe A-9: Vervollstandigen Sie in Bild A-7 die Basisvektoren ef ,i = 1,2,3; k = 1,2,3. 

Aufgabe A-10: Rechnen Sie die Aufgabe A-7 und Aufgabe A-8 fur die Eulerwinkel durch. 
Aufgabe A-11: Entwerfen Sie analog zu Bild A-7 ein Bild fur die Eulerdrehung (A.23) und 
schreiben Sie die zugehorige Drehungsmatrix R^ analog zu (A.22) an. 

Aufgabe A-12: Verifizieren Sie die Drehung Rj^ nach (A.28), indem sie ihre Elemente als 

Richtungskosinus von xiej ,ej^ \, der Winkel zwischen den Basisvektoren von gedrehtem 

und festem Dreibein, nachrechnen. (Dabei ist es zweckmaBig, mit Projektionen auf den Kno-
teneinsvektor ej^ =ej^, sowie auf die in den Aquatorebenen A und A liegenden Norma-

len zu ej^ , namlich ej_ bzw. ej_, und auf 3̂ bzw. 3̂ zu arbeiten.) 

Aufgabe A-13: Gegeben sei die Drehmatrix R aus (A.5) in numerischer Form. Ermitteln Sie, 
in Umkehrung von Aufgabe A-12, die Kippwinkel ( j , y/, cp) aus den gegebenen Rf^ mit 
Hilfe von Bild A-8. 

Aufgabe A-14: Linearisieren Sie die Kippung Rj^ nach (A.37) und die Gesamtdrehung RQ 

nach (A.38) fur kleine Kippwinkel, |^i|, |^2| ^ 1' l̂ ^Wi^h ^¥2^ beziiglich ^ 1 , ^2 • 

Aufgabe A-15: Sie wollen den Einfluss schwach nichtlinearer Rotorauslenkungen auf das 
Schwingungsverhalten einer Zentrifuge untersuchen und in den Kippungen die Winkel 
y/l, y/2 bis zu quadratischen Gliedem beriicksichtigen. Wie sehen die bis zu quadratischen 
Gliedem y/i, y/2 entwickelten Matrizen Rf^ und RQ aus? 

Aufgabe A-16: Zeigen Sie, dass bei den Elementardrehungen aus Abschnitt A. 1.3.1 fur die 
Winkelgeschwindigkeiten jeweils cOj = g?!, i = 1, 2, 3, gilt. 

Aufgabe A-17: Differenziert man die Cardandrehung R^ nach (A. 19), so erhalt man mit 

- die Ableitung R^ =(R^ R2 RA g)^ -\-iR3 R2 ^A ^2 ~^{ ^3 ^2 ^1) ^ • Berechnen 

T 

Sie OQ = RQ RQ und kontroUieren Sie damit (A.58). 
Aufgabe A-18: KontroUieren Sie fur die Eulerwinkel die Gleichung (A.59) auf die in Aufgabe 
A-17 fur die Cardanwinkel vorgeschlagene Weise. 
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Aufgabe A-19: Werten Sie die Beziehung (A.72)/(A.73) fur einzelne der Gleichungen (A.58), 
(A.59), (A.61), (A.62), (A.63) aus. 

A.2 Massengeometrie des starren Korpers 
Unter dem Stichwort Massengeometrie fasst man das Berechnen der kennzeichnenden Gro-
fien des starren Korpers, namlich von Masse, Ort von Massenmittelpunkt (oder Schwerpunkt) 
sowie der Massenmomente zweiten Grades (Tragheitsmomente) zusammen. 
Der Korper K nach Bild A-9 habe das Volumen V. Im Korper sei ein "Anfangspunkt" A und 
die Basis (^,^^,^2'^3) g^wahlt. Der Ort P eines Masseelements Am gegeniiber A wird 
dann durch den Vektor 

f = AP -er, mit r = (x^, X2? ^3) ? 

erfasst. Die Masseverteilung sei als Dichte 

p^ p{r) 

festgelegt. 

(A.74) 

(A.75) 

BildA-9 
Korper K mit Basis {^A,e\,e2,e^^ bzw. (C, ej,e2>?' h) 

A.2.1 Masse 
Seien A V bzw. A m das bei P gelegene Volumen bzw. Massenelement 

Am = p[r)AV = p Axi Ax2 Axi, . (A.76) 

Dann hat der Korper K die Masse 

m= jpdV= jdm. (A.77) 
V V 

Das zweite Form rechts, als Stieltjes-Integral, bietet den gedanklichen Vorteil, dass man 
Punktmassen umstandslos aufnehmen kann. (Mit dem Integrationsbereich V deuten wir die 
Integration iiber die gesamte in Fenthaltene Masse an.) 
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A.2.2 Ort des Massenmittelpunktes 

Der Ort des Massenmittelpunktes C, bezogen auf (^, ^ j , ^2' ̂ 3)' î t gegeben durch 

fc=— {f(r)p(7r)dV = — [fdm, (A.78) 

Oder, mit 

^C=^^^C^ ' t =(^C1'^C2'^C3) ' (A.79) 

XQ = — |x̂ - p dV - — \xi dm, z = 1, 2,3. (A.80) 
m^ m^ 

Hinweis 1: In einem homogenen Schwerefeld fallen Massenmittelpunkt C und Schwerpunkt S 
zusammen. Das nehmen wir hier an und folgen der Gewohnheit, vom Schwerpunkt zu spre-
chen, auch wenn der Massenmittelpunkt gemeint ist. 

A.2.3 Massenmomente zweiten Grades (Tragheitsmomente) 

Sei nun in Bild A-9 der Ursprung der Basis von A in den Schwerpunkt S verschoben. Die 
neue korperfeste Basis (5', ̂ ,̂ ̂ 2' ̂ 3) ^^^^ ^^^^ gegenuber der Anfangsbasis verdreht sein. 

Mit 

f = SP = e^r = {ei Xi+^2 X2 +^3 X3) (A.81) 

vgl. (A.74), erhalt man die axialen Tragheitsmomente, kurz Tragheitsmomente, 

Jll = [i^X2+xl\pdV ^\ix2+xl\dm, 
V V 

J 11 = l{4 +x^]pdV = jlxf +xl\dm, (A.82) 
V V 

J33 = IjXj + X2 I yO dV -\\^\ + X2 I (im, 
V V 

die Deviationsmomente 

Jl2 - J2\~~\^\^l P ^^ - ~ -̂ 1 ^2 ^^•> 
V V 

^23 - ^32 =-\x2^3P^^-~ \^1 ^3 ^^^ (A.83) 
V V 

J3I -J\2,-- \^2> ^\ P dV - - 1x3 ̂ 1 ^^' 
V V 

Man fasst die Massenmomente zweiten Grades als Tragheitsmatrix / zusammen: 
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(A.84) 

3̂2 -'ssy 
Die Tragheitsmatrix / ist konstant (zeitunabhangig). 
Haupttragheitsachsen: Man kann das Dreibein e stets so drehen, dass die Deviationsmo-
mente verschwinden: 

JII = 0 fur / ^ ^, /, ^ = 1, 2, 3. (A.85) 

Die so gedrehten Achsen heiBen Haupttragheitsachsen (auch Trdgheits-Hauptachsen), die 
zugehorigen Tragheitsmomente J^ Haupttrdgheitsmomente (auch zentrale Haupttragheits-
momente, wenn man den Schwerpunkt S als Bezugspunkt betonen will). (Bezogen auf 
Hauptachsen ist die Tragheitsmatrix / diagonal.) 

/ = 
J^ hx 
0 
0 

0 

•̂ 22 
0 

0 
0 

J33 
(A.86) 

A.2.4 Tragheitstensor 
In der Schreibweise (A.84) bleibt die zu Grunde gelegte Basis (5', ^1, ^2' ̂ 3)' ^^^ Dreibein e 

versteckt. Das vermeidet man durch Anschreiben des Trdgheitstensors 

J'=e' Je. (A.87) 

Da sich das Dreibein e mit dem Korper K dreht, ist der Tragheitstensor J zeitabhangig 
Ausfuhrlich, in Komponenten geschrieben, lautet der Tragheitstensor 

+J21 2̂ 1̂ "'" *̂ 22 2̂ 2̂ "̂  *̂ 23 2̂ 3̂ "̂  
+J3I 3̂ ̂ 1 + J32 3̂ ̂ 2 +^33 3̂ ^3, 

und im Fall, dass (̂ S, ^1, 2̂? ̂ 3) 2-uf die Haupttrdgheitsachsen fallt: 

(A.88) 

J = Jii 1̂ ^1+^22 2̂ ^2+^33 3̂ ̂ 3 • (A.89) 

Hinweis 2: Hier darf im Tensorprodukt e^ e^ die Reihenfolge der Faktoren nicht vertauscht 
werden, also Ci \ ^ e^ Ci. Wir vermeiden die etwas schwerfallige Form Ci ® e^^ des Ten-
sorprodukts nach DIN 1303. Dann mussen wir allerdings Ci e^ sorgfaltig vom Skalarprodukt 
Ci' C]^ = cos<(^^-, cj^) unterscheiden, dieses also stets mit einem Malpunkt schreiben. 
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A.3 Die kinetischen GrundgroBen des starren Korpers 
Unter kinetischen Grundgrofien fassen wir die Bewegungsgrofie (engl. momentum), den 
Drall (engl. moment of momentum) und die kinetische Energie zusammen. 

In Bild A-2 sei nun I O, ê  , ̂ 2' 3̂ I ^̂ ^̂ ^ Basis in einem Inertialsystem (in dem erfahrungs-

gemdfi das Newton'sche Gesetz gilt) und der Punkt P falle auf den Schwerpunkt S des Kor­
pers K: die Basis (̂ S, e ,̂ ^2' ̂ 3) î ^ ̂ ^̂ ^ ™t ^ verbunden. 

Es gelten die kinematischen Uberlegungen aus Abschnitt A. 1, aus Abschnitt A.2 sind Mas­
se m und Tragheitstensor J bekannt. 

A.3.1 Bewegungsgrofie (Momentum) 

Die Bewegungsgrofie p ist das Produkt aus Masse m und Schwerpunktgeschwindigkeit v : 

p:=mv. (A.90) 

Es ist (noch) sehr iiblich, die BewegungsgroBe p Impuls zu nennen. Da (engl.) impulse in­
ternational fur den Kraftstofi steht, vermeiden wir "Impuls". Mit (A.44) folgen 

wo 

p-me V -\e p 

bzw. 

p = me v=:e p, 

^^ =[PUP2^P3) ' P = {PUP2^P3) • 

(A.91) 

(A.92) 

A.3.2 Drall 

Winkelgeschwindigkeit ^ , vgl. (A.87) bzw. (A.51), 

L - J -CO. 

Einsetzen von (A.87) und (A.51) in (A.93) liefert 

Darin steht iee j fur das dyadische Produkt 

^A^ 
ee ^2 

V^3y 

(^1 .^2 .^3) = 

ei-ei ei'e2 e^-e^ 

h'A h'h h'h 
h'A h'h h'h. 

/ , 

(A.93) 

(A.94) 

(A.95) 



266 Anhang 

also die 3x3 -Einheitsmatrix / . 

Damit lautet der Drall 

L^e Jw^'.e Z = 1̂ Lj + ̂ 2 I2 + ̂ 3 ̂ ' (A.96) 

bezogen auf Hauptachsen gilt, vgl. (A.86), 

Li=JijCDj, / = 1,2,3. (A.97) 

Mit e - Re , vgl. (A.5), kann man L auf das Dreibein e transformieren: 

L = e R J (o-.e L = ^̂  L̂  + ̂ 2 ^2 + ̂ 3 ^ • (A.95) 

Unbeschadet der Transformation (der Sichtweise) bleibt L derselbe (physikalische) Vektor. 
Driickt man in (A.96) die Winkelgeschwindigkeit (o mit Hilfe von (A.71) durch die Zeitab-
leitungen der Winkel aus, folgen 

L^e^ J Aq) bzw. L^e^^ R^ J A q). (A.99) 

In (A.99)i geht die (Winkel-)Lage des Korpers implizit iiber e und explizit iiber A in den 
T 

Drall ein, in (A.99)2 ist die Lageabhangigkeit mit R und A explizit herausgestellt. 

A.3.3 Kinetische Energie 

Die kinetische Energie Ej^ des starren Korpers K, 

Ek=Ek,+E^, (A.lOO) 

besteht aus dem translatorischen Anteil 

Ej^ = — mv'V- — miv eyie v\ = — mv v, (A.lOl) 

und dem rotatorischen Anteil 

Ej^j, = — 0'J'0 = — (0 J (o = — (p A J Aq), (A.102) 

(Die Rechnungen laufen parallel zu Abschnitt A.3.2.) 

A.4 Bewegungsgleichungen aus Gleichgewichtsbedingungen 

A.4.1 AUgemeines, Zustand 

Ort und (Winkel-) Lage der in einem mechanischen System enthaltenen Korper werden durch 
ihre jeweiligen Koordinaten zeitabhdngig erfasst, zum Beispiel durch ir ,^ l in Abschnitt 

A. 1. Die Zeitableitungen der Koordinaten ir ,<p\ fuhren auf Geschwindigkeit und Winkel-
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geschwindigkeit, also v bzw. o), vgl. Abschnitte A.1.4, A.1.5. Wir fassen ir ,(p\ und 

ir ,g)\ im Zustand(svektor), der Spaltenmatrix 

Z = p\/,^^\/f=(zi,...,z,f (A. 103) 

zusammen, die einzelnen ẑ  nennt man auch Zustandsgrofien. (Wir vermeiden den in der 
Regelungstechnik oft benutzten Buchstaben jc.) 
Hinweis: Die Elemente ẑ  von z haben im allgemeinen unterschiedliche Dimensionen. Die 
Zustande mehrerer Korper werden durch zusatzliche Indizes unterschieden. 
Zum bekannten (oder als bekannt angenommenen) Zustand z folgen mit der Massengeomet-
rie nach Abschnitt A.3 die Bewegungsgrofie (Momentum) und der Drall. Deren Zeitablei-
tungen miissen mit den im und auf das System wirkenden Kraften und Momenten im Gleich-
gewicht stehen (s. unten). Auf diese Weise erhalt man die Bewegungsgleichungen fur die 
Koordinaten des Systems (in der Regel) in der Form von Dijferentialgleichungssystemen 
zweiter Ordnung nach der Zeit. (Beziiglich der ZustandsgroBen erhalt man ein doppelt so 
groBes System erster Ordnung, was fur numerische Losungen oft giinstig ist.) 

A.4.2 Bewegungsgleichungen fiir den einzelnen starren Korper nach Newton-
Euler 

Gegeben sei der freigeschnittene starre Korper K nach Bild A-10, Masse m, Tragheitstensor 
J . Zur Zeit t, im (angenommenen) Zustand z{t) wirken auf den Korper die (auBeren) Krafte 
Fy^ und Momente M/; nur jeweils ein F^ und ein M/ wurden eingetragen. 

K ^v K 
H Ml \ ^^—L^ / ^l ^ 

m,J 

BildA-10 
Freigeschnittener starrer Korper K, Zustand z(t), 
unter der Einwirkung der Krafte F^ und Momen­
te Ml 

BildA-11 
Freigeschnittener starrer Korper K mit Kraften 
F^ , Momenten M/, BewegungsgroBe p und 
Drall Z. 

Bild A-11 enthalt neben den Kraften F^ auch die Abstandsvektoren f^ := SPwn vom Schwer-

punkt S zu einem Punkt P^^ auf der Wirkungslinie w^ der Kraft F^ , die Momente M/ sowie 

die BewegungsgroBe^, mit Angriffspunkt S, und den DrallL bezogen auf den Schwer-
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punkt S. Nach Newton-Euler gelten fur den einzelnen starren Korper der Kraftesatz (auch 
Schwerpunktsatz genannt) und der Momentensatz: 
Der Schwerpunkt S (= Massenmittelpunkt C) eines starren Korpers bewegt sich so, als wenn 
die gesamte Masse in ihm vereinigt ware und die Resultierende ALLER auBeren Krafte an 
ihm angriffe: 

p = mv =ma = F^^^, (A. 104) 

wo F,,,=Y.^^' (^-1^^) 
n 

Sei Z der auf den Schwerpunkt S (= Massenmittelpunkt C) bezogene Drall. Dann ist die 
Zeitableitung Lgleich dem resultierenden Moment M^̂ ^ ALLER auBeren Krafte und Mo-
mente (= Kraftepaare) um S: 

L = M,^,, (A. 106) 

wo M , , , = ^ r ^ x F ^ + ̂ M / . (A.107) 
(.) (/) 

Hinweis: Der Momentensatz hat dieselbe Form (A. 106), (A.107), wenn man den Drall L und 
das resultierende Moment M^^^ nicht auf den Schwerpunkt, sondem auf einen im Inertial-

system festen Punkt A bezieht. (Wo erforderlich, unterscheiden wir L , M^̂ ^ und L , M^̂ ^ .) 

A.4.3 Das d'Alembertsche Prinzip 

Mit dem d'Alembertschen Prinzip gelingt es, das Aufstellen von Bewegungsgleichungen auf 
die Gleichgewichtsbedingungen der Statik zuruckzufuhren. Das bietet nicht nur formal Vor-
teile, das Einfuhren von Trdgheits-KsMttn und Trdgheits-MomQniQn macht die Kinetik der 
Anschauung besser zuganglich als die Newton-Eulersche Sicht. 
In vielen Lehrbuchem findet man unter dem Stichwort d'Alembertsches Prinzip das d'Alem-
bertsche Prinzip in der Lagrangeschen Form mit virtuellen Vernickungen verkniipft, was 
naturlich weitere Vorteile bietet. (Andere Lehrbucher nennen das dann kurz Lagrangesches 
Prinzip.) 
Formal richtig* erhalt man das d'Alembertsche Prinzip, indem man in (A. 104) und (A. 106) 
die Tragheitsglieder md bzw. L - unter Vorzeichenwechsel - zu F̂ ^̂  bzw. M^̂ ^ stellt: 

F^^^-ma = 0, M^^^-L = 0. (A.108) 

Man sieht nun 

F^^ := {-ma) = {-nif) (A. 109) 

Eine sorgfaltige Begriindung mag dem Muster von [8], S. 249 folgen. 
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als (d'Alembertsche) Trdgheits-Kraft an, die, am Schwerpunkt S angreifend, zu den alten 
auBeren Kraften F^ hinzutritt, vgl. Bild A-12. 

Weiter sieht man 

M,^:=(-ty[-J-d^ (A. 110) 

als (d'Alembertsches) Trdgheits-Moment, das, am Korper K angreifend, zu den alten auBeren 
Momenten M/ hinzutritt, vgl. Bild A-12. 

Bemerkung: Gelegentlich werden d'Alembertsche Krafte Scheinkrdfte genannt oder als fiktiv 
bezeichnet. Fast jedermann akzeptiert jedoch die Zentrifugalkraft, die durch die Zentripetal-
beschleunigung hervorgerufene d'Alembertsche Kraft, als real. So spiirt er auch die Kraft, die 
ihn gegen die Riickenlehne presst, wenn er im Auto sitzt und Vollgas gibt. Beim fi*ei fallen-
den Korper halten sich Gewicht und d'Alembertsche Tragheitskraft gerade im Gleichgewicht. 

Bild A-12: Freigeschnittener Korper mit auBeren 
Kraften F^ , Momenten M/, sowie d'Alembert-

scher Kraft [-ma) und Moment (-L) 

Bild A-13: Freigeschnittener Korper ftir ebene 
Bewegung, mit d'Alembertschen Kraften und 
Moment. 

A.4.4 Das Anschreiben von Bewegungsgleichungen mit d'Alembertschen Kraf­
ten (und Momenten) 

1. Schritt: Fur den aktuellen Zustand - zur Zeit t - Geschwindigkeit (Beschleunigung) sowie 
Winkelgeschwindigkeit und Momentum sowie Drall anschreiben, Bild A-10, Bild A-11. Zur 
Auswertung der Gleichungen (A. 109), (A. 110) kann man ft)rmal vorgehen, indem man eine 
geeignete (meistens die korperfeste) Basis wahlt, oder man arbeitet unmittelbar mit den an-
schaulich vorgestellten Vektorpfeilen. 
2. Schritt: Man tragt auf dem Freikorperbild des jeweiligen Korpers neben den auBeren Kraf­
ten F^ und Momenten M/ die d'Alembertsche (Tragheits-) Kraft (-md), am Schwerpunkt 

angreifend und das dAlembertsche (Tragheits-) Moment ( -Z ) an einem beliebigen Punkt des 
Korpers angreifend^ ein. s. Bild A-12. 
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3. Schritt: Gleichgewichtsbedingungen fur den Korper nach Bild A-12 (oder das Korpersys-
tem) unter Einbeziehung der d'Alembertschen Krafte und Momente (beliebig) formulieren. 
Besonders einfach wird das Vorgehen im Fall der ebenen Bewegung, s. Bild A-13: Die d'A-
lembertsche Kraft wird, in(-wx^) ,(-wy5)zerlegt, einfach gegen die positiven Richtungen 

der Schwerpunktkoordinaten (x^,j;^)eingetragen, und das d'Alembertsche Moment 

(-J(p) ist gegen den Drehwinkel (p orientiert. 

B Arbeitsaussagen aus der Elastostatik 
Wir stellen hier einige Arbeitsaussagen der Elastostatik zusammen, die zum Aufstellen von 
Bewegungsgleichungen benotigt werden. Dabei beschranken wir uns im Wesentlichen auf 
kleine Verformungen linear elastischer Gebilde, namlich auf Langsdehnung, Schub, Torsion 
und Biegung von Staben und Balken. 

B.l Arbeit von auBeren Kraften und Momenten 
Wirken auf einen linear elastischen Korper, z. B. auf den in Bild B-1 gezeigten Balken, die 
auBeren Krafte F und die auBeren Momente Mj^ und haben die Krafte und Momente ge-

meinsam an dem Korper die Verschiebungen fj und die Winkel(auslenkungen) y/^ hervor-

gerufen, so haben sie am Korper die auBere Arbeit 

J k 

verrichtet (dem Korper zugeftihrt). 

y ^ \ BiidB-i 
^ '^ Balkenauslenkung durch Krafte und Momente 

Dabei sind die Krafte F und die Auslenkungen / sowie die Momente Mj^ und die Win-

kel y/j^ einander so zugeordnet, dass 

AW"" = Fj Afj bzw. AW"" =MkAy/j^ (B.2) 

die dem Korper zugefuhrte Arbeit bei einer infinitesimal kleinen Zusatzverformung Af-

bzw. Ay/j^ erfasst. 



B Arbeitsaussagen aus der Elastostatik 271 

In Gleichung (B.l) muss uber jeweils ALLE am Korper angreifenden Krafte und Momente 
addiert werden. 
Haufig fasst man Fy, Mj^ zu generalisierten Kraften Qi und / , , y/j^ zu generalisierten Aus-

lenkungen (Koordinaten) qi zusammen und schreibt statt (B.l) 

W'=\Y^Qiqi. (B.3) 

Fiir Qi.qi miissen die Gleichungen (B.2) erfullt sein. 

B.2 Arbeit von inneren Kraften und Momenten 
Die auf den Korper wirkenden auBeren Krafte und Momente haben im Korper innere Krafte 
und Momente zur Folge. 
Mit Hilfe der inneren Krafte und Momente lasst sich die im Korper gespeicherte innere Ar­
beit W^ {Formdnderungsenergie, Potential) ausdrucken. Fiir den Zugstab, den Torsionsstab, 
den gebogenen und gescherten Balken schreiben wir die Ausdriicke an. 
Im Folgenden zeigt Bildteil a) jeweils das unverformte Gebilde in der Referenzlage, Bild-
teil b) das verformte Gebilde mit den Auslenkungskoordinaten und c) die SchnittgroBen (am 
unverformten Gebilde). Die dargestellten Einspannungen wurden willkiirlich gewahlt und 
sind unwesentlich. AuBere Krafte (Lasten) wurden nicht gezeichnet! 

B.2.1 Zugstab 

Ax 

\ u(x) 

n 
Lr^^ U(x+Ax) 

^///// 

Nix) 

BildB-2 
Zugstab; Auslenkungen und Schnittkraft 

Bild B-2 zeigt: x-Langskoordinate, i/(xj-Langsverschiebung, A^(xj-Normalkraft. 
Mit der Langsdehnung 

s - — = u' (B.4) 
dx 

folgt fiir die Normalkraft N die Gleichung 
N^EAu\ (B.5) 
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mit £!/4-Dehnsteifigkeit (£'-Elastizitatsmodul, ^-Querschnittsflache). 

Innere Arbeit 

Fiir die innere Arbeit gilt 

7 J FA 2JEA 
0 

(B.6) 

Im allgemeinen hangen N = N(^x) und EA = EA(^x) vom Ort ab, z. B. wegen langs des 
Stabes angreifenden auBeren Kraften bzw. veranderlichen Querschnitten (auch Absatze und 
Spriinge konnen auftreten). 
Bei Schwingungsaufgaben werden u und Â  zeitabhangig, doch (B.6) bleibt gultig, soweit 
man keine Werkstoffdampfung beriicksichtigen muss. 

Torsionsstab 
b 

BildB-3 
j[^ fx) Torsionsstab; Auslenkun-

gen und Schnittmoment 

Bild B-3 zeigt: x-Langskoordinate, ^(x)-Winkelauslenkung, Mrfx^-Torsionsmoment. 
Mit der Drillung 

(P dx 
(B.7) 

folgt fur das Torsionsmoment M j die Gleichung 

MT^GIJCP', (B .8 ) 

mit G If -Drillsteifigkeit (G-Gleitmodul, Ij = Ip -polares Flachentragheitsmoment bei 

Kreis- oder Kreisringquerschnitt; Ij ^ Ip bei anderen Querschnittsformen). 

Innere Arbeit 

Fiir die innere Arbeit gilt 

9 iar ^i'^'p 
(B.9) 
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Auch hier hangen Mj = Mj (x) und GIj =GIji^x) oft vom Ort ab. 

B.2.3 Balken 

.EI 

ew 
jM{x) 

BildB-4: Balken; Auslenkungen, Querkraft, Biegemoment 

Bild B-4 zeigt: x-Langskoordinate, w(x)-Auslenkung („Biegeauslenkung"), ^(x)-Biege-
winkel, g(x)-Querkraft, M(x)-Biegemoment. 
Mit 

, dw 
cp^w' ^ — und der Knimmung cp'» w" 

dx 
folgt fur das Biegemoment die Gleichung 

M = -EIw\ 

mit £'/-Biegesteifigkeit (£'-Elastizitatsmodul, /-Flachenmoment zweiten Grades). 

Innere Arbeit 

Fiir die innere Arbeit durch Biegung gilt 

IIEI 

Auch hier hangen M = M{x), EI = EI[x) oft vom Ort ab. 

Ftir die innere Arbeit durch die Querkraft gilt 

2lGA, 

(B.IO) 

(B.ll) 

(B.12) 

(B.13) 

mit G^^-Schubsteifigkeit (G-Gleitmodul, ^^-Schubfiache; A^^AIK, /c-Querschubzahl, 

/c> 1; s. Hutte). Der Querkraftbeitrag zu W^ ist bei schlanken Balken vemachlassigbar klein. 

B.3 Hinweise 
Hinweis 7: Treten mehrere Belastungsarten gleichzeitig auf (z. B. Zug und Biegung oder 
Biegung um zwei zu einander senkrechte Achsen), werden die einzelnen W^ addiert. Besteht 
das System aus mehreren Staben und Balken, so muss man die inneren Arbeiten von ALLEN 
Systemteilen addieren. 
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Hinweis 2\ Die SchnittgroBen [Schnittkrafte A^(x) und Q[x)\ Schnittmomente M(x) und 

Mj (x) ] sind durch die auBeren Krafte Fj und auBeren Momente M^^ - durch die generali-

sierten Krafte Qi - bestimmt, und zwar hangen die SchnittgroBen im Rahmen der bei Zug-
stab, Torsionstab, Biege-Balken iiblichen Annahme, dass man das Gleichgewicht am unver-
formten Gebilde ansetzt, linear von den generalisierten (auBeren) Kraften ab. 

Hinweis 3: Die inneren Arbeiten W^ hangen quadratisch von den SchnittgroBen ab; 
vgl.(B.6),(B.9),(B.12),(B.13). 

Hinweis 4: Druckt man in W^ die SchnittgroBen gemaB Hinweis 2 durch die generahsierten 
Krafte aus, so erhalt man sie gemaB Hinweis 3 als in den generahsierten Kraften quadrati-

sche Formen. Da die W^ nicht negativ werden konnen, sind die quadratischen Formen we-
mgsXQXYS positiv semidefinit. Sie sm& positiv definit, wenn zu jeder Auslenkung Krafte erft)r-
derhch sind, also Energie ins System gesteckt wird. ^ 

Hinweis 5: Wegen W^ = W^ stellt die Rechnung gemaB Hinweis 4 einen Weg dar, W^ ZM 
gewinnen und gemaB (B.l) bzw. (B.3) auszuwerten. Das nutzt man bei den ft)lgenden Satze 
von Castigliano aus. 

B.4 Der erste Satz von Castigliano - Verformungseinflusszahlen 
(Nachgiebigkeiten) 

Der erste Satz von Castigliano lautet: 

Schreibt man die innere Arbeit W^ (das elastische Potential) als Funktion der auBeren Lasten, 

W^ = W^ {Q^,...,Qj,...) = W^ (F^,...,Fj,...,M^,...,Mk,--), (B.14) 

so liefert die partielle Ableitung nach einer Kraft die zugeordnete Auslenkung: 

dW^ dW^ dW^ 
qi bzw. fi und y/j, . (B.l5) 
^ dQi ^ dFj "^^ dM^ 

Diese Aussagen gelten ganz allgemein, also nichtlinear, wenn nur das Potential existiert. 

Falls W^ eine quadratische Form in den Qi (den F und Mj^) ist, hangt bzw. 

dQi DFj 

und linear von den auBeren Lasten ab. Man schreibt: 

L 

qi-T^IkQk^ I-l-.L. (B.16) 
1=1 

^ Gegenbeispiel: Frei beweglicher Dehnstab liegt auf glatter Flache. 
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Deutung: Die % heiBen Verformungseinflusszahlen oder Nachgiebigkeiten. hu^ = Auslen-

kung qi (Wirkung) infolge Einheitslast Qf^ (Ursache). Aus (B.16) und (B.15) folgt 

dQidQk 

Wegen 

d^w' d^w' 
^^^^hi^kk-

Dies ist der Maxwellsche Reziprozitdtssatz (fur die /zŷ / ). 

Man fasst die Auslenkungen fur qi und Krafte Qi in Spaltenmatrizen zusammen, 

T T 
^ = (^1. •••. qu •••' u) ' Q^{Qh •••' Qk^ •••' QL) 

und bildet aus den % die Nachgiebigkeitsmatrix 

H = 

\k ••• hi^ 

hn ••• h HL 

Aus (B. 18) folgt 

V^Il ••• hK ••• ^ZLy 

H = H^, 

die Nachgiebigkeitsmatrix ist symmetrisch. 
Mit (B.19) - (B.20) lautet (B.16) 

Setzt man (B.16) - oder (B.22) - in (B.3) ein, so erhalt man 
L L 

'̂=iZ Z%e/a=V^e. 

(B.17) 

(B.18) 

(B.19) 

(B.20) 

' M k^l 

(B.21) 

(B.22) 

(B.23) 

Dies ist (natiirlich) wieder die quadratische Form fur die innere Energie. 

B.5 Der zweite Satz von Castigliano - Krafteinflusszahlen (Stei-
figkeiten) 

Der zweite Satz von Castigliano lautet: 

Schreibt man die innere Arbeit W^ (das elastische Potential) als Funktion der Auslenkungen, 
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W'=W'{q„...,q!,...) = W'(f„...,fj,...,y^„...,i^k,...), (B.24) 

so liefert die partielle Ableitung nach einer Auslenkung die zugeordnete Kraft: 

dW^ dW^ dW^ 
Q^ = ^^IL- bzw. Fj = ^^—- und Mj^ = •̂ ^—. (B.25) 

dqi dfj dy/j, 

Diese Aussagen gelten ganz allgemein, also nichtlinear, wenn nur das Potential existiert. 

Falls W^ eine quadratische Form in den qi (den / • und y/j^) ist, hangt bzw. 

und linear von den Auslenkungen ab. Wir konnen schreiben: 

7=1 
(B.26) 

Deutung: Die ky heiBen Krafteinflusszahlen oder Steifigkeiten. ky = Kraft Qj (Wirkung) 

infolgQ Einheitsauslenkung q^ (Ursache). 

Aus (B.26) und (B.25) folgt 

dqidq-
(B.27) 

Wegen 

d^W' d^W' 
gi\t kji^kij. 

dqidqj dqjdqi 

Dies ist der Maxwellsche Reziprozitdtssatz fur die kji. Man bildet die Steifigkeitsmatrix 

til 

(B.28) 

K = 

hj ••• hi^ 

kii ••• kij '^IL 

^LX • • • ^Lj • • • ^LL 

, K = K^, (B.29) 

und erhalt mit den Auslenkungen q und Kraften Q nach (B.19) anstelle von (B.26) 

Setzt man (B.26) oder (B.30) in (B.3) ein, so folgt 

/=1 ;=1 

(B.30) 

(B.31) 
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B.5.1 Zusammenhang zwischen Verformungs- und Kraft-Einflusszahlen 

Setzt man Q aus (B.30) in (B.22) ein, erhalt man 
q = HKq , also HK = I (B.32) 

und 

K = H~^ sowie H = K~\ (B.33) 

Dies gilt jedoch nur, solange Hhzw. Kregular sind, also dctH ^0 bzw. det Â  ^ 0 gilt. 
Die Determinanten verschwinden, 

dQtH = 0 Oder de t^ = 0, (B.34) 

wenn (B.22) eine Kraft Q^O ohne eine zugehorige Auslenkung q^O zulasst (z. B. weil in 
einer Federkette ein Element nachtraglich als starr angenommen wurde) bzw. (B.30) eine 
Auslenkung q^O ohne A>a//(anderung), also mit 2 = 0, zulasst (z. B. bei zwei durch eine 
Feder gekoppelten Punktmassen, die frei auf einer Ebene gleiten konnen). 

B.6 Das Berechnen von Einflusszahlen 
Hinweis 1: Das Berechnen von Einflusszahlen von Hand ist miihselig. Entsprechend den 
obigen Deutungen muss man, um in 

q = HQodQTQ = Kq (B.35) 

jeweils die /-te Spalte h der Nachgiebigkeitsmatrix ^ bzw. die /-Spalte k der Steifigkeits-
matrix K zu berechnen, eine einzelne entsprechende (Einheits-)Kraft Qi bzw. (Einheits-) 
Auslenkung qi annehmen (alle anderen Q^ bzw. qj^, k^l bleiben weg) und die zugehori-

gen Auslenkungen q bzw. Krafte Q berechnen. Damit findet man 

h^ 'Ql^ ^ bzw. k^ -qi^Q^. (B.36) 

Hinweis 2: Besonders umstandlich ist die Berechnung fur statisch unbestimmte Systeme. Sie 
kann man vermeiden, indem man nachgiebige Stiitz- und Einspannstellen einfiihrt und deren 
Auslenkungen in die qi aufnimmt. Man berechnet dann die Nachgiebigkeitsmatrix H fur die 

Gesamtheit aller Auslenkungen, bildet K = H~ numerisch und lasst in Q = Kq auf der 
rechten Seite die den unnachgiebigen Stutzen oder Einspannungen / entsprechenden Auslen­
kungen verschwinden, streicht also die zugehorigen Spalten k . (Die Zeilen kj kann man 
auch weglassen, soweit die Qi nicht interessieren.) 

B.6.1 Berechnen von Einflusszahlen mit Hilfe von Biegelinien 

Biegelinien fur Balken mit iiber ihre Lange konstanter Biegesteifigkeit findet man in vielen 
Handbiichem. Fiir unsere tJberlegungen greifen wir den Kragbalken unter Endlasten und den 
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an den Enden gelenkig gestutzten Balken mit Einzelkraft und Einzelmoment im Feld heraus, 
sieheBildB-5. 

BildB-5 
Balkenbiegung 

Die Biegelinien lautet (s. Hiitte [11], Gmndlagen) fur den Kragbalken, Bild B-5a% 

» = «',(.,/,«) = ̂ f?Tf3-iV^fiT (B.37) 
6Eiyi) \ 

fur den beidseitig gestutzten Balken, Bild B-5b^, 

6El[ 1)1 

Ffiaf X 

6EIl[ I 

f 

' - " - 7 - 7 6^/ / 

V 
/ 

I) 2EI\l 

furx<<3 

'4-W fur X > a. 

Die Biegewinkel ^ ( x ) , vgl. Bild B-5, erhalt man als Ableitung von w :̂ 

(B.38) 

dw dm dWo 
^ " " ^ ' ^ ( ^ ' ^ ' ^ ) - " " ^ ' ^2{^,(^,F,M)'^ ^^ (B.39) 

^ Wi [x,f,M), W2 {x,a,F,M), (j\ [x,F,M) und ^2 {x,F,M) werden in Abschnitt B.6.2 benotigt. 
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B.6.2 Einflusszahlen fiir den an den Enden gestiitzten Rotor konstanter Biege-
steifigkeit 

Die an ihren Enden A, B gelenkig gelagerte Welle konstanter Biegesteifigkeit EI nach Bild 
B-6 tragt zwei Scheiben 1 und 2; Langen Li,L2,L^ siehe Bild. Gesucht sind fur Schwin-
gungsuntersuchungen die Krafteinflusszahlen (die Steifigkeiten) fur Weg- und Winkelauslen-
kungen der Nabenmittelpunkte. (Die versteifende Wirkung der Naben soil vemachlassigt 
werden.) 

^X^ 

„ Z7 ! yi'PylL w„ 

Bild B-6 
Mit zwei Scheiben besetzter Rotor. 
a Ersatzsystem, b Auslenkungen 

1. Wahl der generalisierten Koordinaten und Krafte 

Bild B-6a zeigt die allgemeinen Koordinatenorientierungen. Dabei sind die Winkel (Px',(Py 

als Drehungen um die x- bzw. j-Achse eingefuhrt, damit man sie, wie x, y, in Vektoren zu-
sammenfassen kann. 

Die Auslenkungen ixi, x^, (py\, (py^] entstehen durch Biegungen w/̂  in der horizontalen 

Ebene, die (j^j, y2, (p^h ^xl) durch Biegungen w^ in der vertikalen. (Die in Bild B-6b ge-

strichelt eingetragenen Linien Wj^ und w^ entstehen durch Klappen der Biegelinie w(x), 

mit ^(x) = w'(x), aus Bild B-5b; dabei klappen F und M mit und gehen in 

F/̂ , M/̂  bzw. F^, M^ iiber.) 

Die generalisierten Koordinaten lauten mit â  = L ,̂ ^2 = />i +Z^ 

\T 

(B.40) 
q = (xi, X2, (pyx, (py2. y\. yi. (pxh ^xi) 

= (>̂ /z (^l)'>^/2 ( ^ 2 ) ' - ^ / z ( ^ l ) ' - ^ / z (^2)'>^v (^l)'>^v (^2) '^v (^ l ) '^v (^2)) 
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Fiir die generalisierten Krafte gilt 
T 

Q = (^xh ^x2. ^yh My2^ ^yh ^y2^ ^xh ^xl) 

= {^hh Fh2^- ^hh- ^h2^ ^vh ^v2^ ^vh ^vl)' 

(B.41) 

2. Anschreiben der Verschiebungseinflusszahlen 

Die Biegelinien (B.38), (B.39) liefem Auslenkungen als Funktion von Kraften und Momen-
ten. Deshalb eignen sie sich besonders zum Anschreiben von Verformungseinflusszahlen, d. 
h. Nachgiebigkeiten. 

Da bei dem vorliegenden Rotor die Biegungen in der horizontalen und der vertikalen Ebene 
entkoppelt sind, ist es giinstig, die Gleichung (B.22) in 4 x 1- bzw. 4 x 4-Blocke zu zerlegen 

(B.42) 

alt H^2 = ^ 

Hn = 

'hn 

h2 

k3 

[hi4 

q = 
v^2. 

2̂1 = 0 und 

hi2 ^13 

^22 ^23 
/?23 h^3 

^24 ^34 

= H Q = 
•^12 1 

•^22 j 

[Qx] 

- wegen der Symmetrie -

hu' 

/?34 

^44 j 

, t ̂ 2 2 -

' ^11 flu 

hi hi 

[-hu -^24 

-/?13 

-^23 
/!33 

^34 

-^14^ 

-^24 
/!34 

^44 y 

(B.43) 

Mit L = Li+ L2+ L^, ai = Li, a2 = L^+ L2, ai= Uf IL, Pi = \- a ,̂ / = 1,2; erhalt man durch 
Einsetzen von (B.40), (B.41) in (B.38), (B.39) und Vergleich mit (B.42) 

h\^^2(«b^bI'O) = a^ PI 1}/3EI, 

\2 = ^2 («b ^2' I'O) = -^1 P2 (A^ - 2 A + >̂2 )^^ /6 El, 

1̂3 = ^2 («b ^b 0, -1) = ĉ i ŷ i (^1 -y^i)L^ /3 £"/, 

2̂2 = ^2 (^2' ^2' I'O) = al PI J^ /3 £'/, 

^23 = ^2 (^2' ^h 0, -1) = ŷ 2 (3 ^f - ^ 2 (1 + A ) ) ^ ^ /6 £'/, 

/z24=^2(«2.«2.0,-l) = ^ 2 A ( ^ 2 - A ) ^ ^ / 3 ^ / , 

3̂3 =~^2(^1'^1' 0?~l) = (3^i -'^OCi +\\LI3 EI, 

3̂4 = -^2 ('^l' ^2' 0, -1) = (3 af +3 ŷ 2 -^LI6EI, 

h44 =-^2 (^2'^2' 0 , - l ) = l3<22 - 3 ^ 2 -\-1\L/3 EI. 

(B.44) 
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Zur bekannten Nachgiebigkeitsmatrix H erhalt man die Steifigkeitsmatrix K durch (zu gege-
benen Zahlenwerten numerische) Inversion: 

K = H~^ = 
H. 0 

0 H 22. 

' 'H,-I 0 

0 H 22 J 

K, 0 
0 K 

(B.45) 
22 y 

B.6.3 Das Berechnen von Einflusszahlen mit dem Arbeitssatz 
Fiir ein aus Balken und Staben bestehendes System unter den generalisierten Kraften 
2/, / = 1,..., L, lautet die innere Energie 

W^ =- f dx-\-- f dx + - f dx + - f——dx, 
2^EA 2^GA^ 2^ EI 2 i GIj^ 

(B.46) 

vgl. (B.6), (B.13), (B.12) bzw. (B.9). Darin sind in den Linien der Normalkraft Â , der Quer-
kraft S (= Scherkraft, um Verwechslung mit Qi vorzubeugen), des Biegemoments Mund des 
Torsionsmoments M j jeweils die Wirkungen ALLER Qj enthalten, und es muss iiber alle 
Bauelemente mit ihvQn jeweiligen Steifigkeiten EA, GA^, EI, GIj summiert, iiber deren Ldn-

gen jeweils integriert, evtl. zweiachsige Biegung und Querkraft berilcksichtigt werden. 
Mit(B.46)folgtaus(B.18) 

hj,j= " '^ dx+\^^^dx+\—^^—^-dx+\—^—^dx\ k,L^\,"-L. 
GIj 

(B.47) 

Darin bedeuten 

(B.48) 

es sind also die Normal- und Querkraft-, Biege- und Torsionsmoment-Linien, die im System 
vorliegen, wenn es allein durch eine Eins-Last belastet wird, die wie Qi wirkt. 

Formel (B.47) muss fur die einzelnen h]^i ausgewertet werden. Fiir abschnittsweise konstante 
Steifigkeiten EA, GA^, EI, GIj geschieht das zweckmaBig mit Hilfe der Integrale aus Tabelle 
B-1. Wieder muss iiber alle Bauelemente und alle Linien summiert werden. 

B.6.4 Aufgaben 

Aufgabe B-I: Kontrollieren Sie die Einflusszahlen (B.44) mit Hilfe des Arbeitssatzes. 
Aufgabe B-2: Nehmen Sie fiir die Welle nach Bild B-6 fiir die drei Wellenabschnitte 
Li,L2,L^ die Biegesteifigkeiten EIi,El2,EI^ an und berechnen Sie die hj^i nach dem Ar­
beitssatz. 

Aufgabe B-3: Seien fur die hj^i nach (B.44) Z = 1.2 m, ai= 0.3, ^2 = 0.7 gegeben, die Bie-
gesteifigkeit £'/bleibt offen. Berechnen Sie numerisch (PC) die Steifigkeitsmatrix K. 
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Aufgabe B-4: Bei dem Rotor nach Bild B-6 wird an der Stelle von Scheibe 1 ein starr gestiitz-
tes PendelroUenlager eingebaut. Stellen Sie unter Verwendung der Ergebnisse von Aufgabe 
B-3 die Steifigkeitsmatrix fur das System vom Freiheitsgrad 6 auf. 
Aufgabe B-5: Das Pendellager aus Aufgabe B-4 ist (ohne abzuheben) in x-Richtung ver-
schieblich. Wie lautet die Steifigkeitsmatrix? 
Aufgabe B-6: Der Rotor nach Bild B-6 ragt um die Lange Z4 nach rechts iiber das Lager B 
hinaus und tragt dort eine dritte Scheibe, Biegesteifigkeit EI wie bisher. Wie viele wesenth-
che Nachgiebigkeiten %/ kommen hinzu? Berechnen Sie sie mit Hilfe des Arbeitssatzes. 

n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

m 

I 

S\ 1 

/ 

\J^ 
/ 

^ i - ^ . . 
al pi 

al pi 

al pi 

a + B=\ 

1 

I 

f\ 1 

Ifg 

\!' 

y/ (g i+52) 

IfgP 

\M 

\fg 

2 

/ 

^ ^ - ^ 

\h 

\ h 

-^/(g,+2g2) 

2 

•jfgPi^-P) 

y / ^ ( l + « ) 

3 

/ 

^V^ 
\fg 

ifg 

if(2g,+g2) 

if,/ 

ifsr 

ifgO+fi) 

4 

/ 
^ i L . ^ / 2 

y (f,+f2)g 

i (fi+2f2)g 

i\IA2g,+g2) 
+fAgl + 2g2)] 

f lf/+ 
/2( l -« ' ) ] 

/2(3-A)] 

^ l / , ( l + / 8 ) 
+/2(l+«)] 

Tabelle B-1: Integrale 7'^''' = if^ (^) s"" (^) ^^ 
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C Energieverfahren 
Beim Arbeiten mit dem Hamiltonschen Prinzip und den Lagrangeschen Gleichungen 2. Art 
wird das Aufstellen von Bewegungsgleichungen auf Energieiiberlegungen zuriickgefuhrt. 
Dies hat vier Vorteile: 
1. Man braucht weniger Schnittbilder. 
2. Die Kinematik wird einfacher, weil man sich nur noch Geschwindigkeiten und nicht 

mehr Beschleunigungen iiberlegen muss. 
3. Man kann leicht vereinfachte Modelle entwickeln, z. B. den Freiheitsgrad herabsetzen 

Oder ein Kontinuum diskretisieren, also durch ein Modell mit endlichem Freiheitsgrad er-
setzen. 

4. Die Energieverfahren sind Schema-Verfahren. Beim schematischen Vorgehen entstehen 
meistens Bewegungsgleichungen mit einer giinstigen Struktur (z. B. mit symmetrischen 
Koeffizientenmatrizen). 

C.l Das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip 
Wenn man mit dem Hamiltonschen Prinzip oder mit den Lagrangeschen Gleichungen arbei-
tet, ist es ublich, die kinetische Energie mit dem Buchstaben T und das Potential (die poten-
tielle Energie) mit den Buchstaben U oder V zu bezeichnen. 

C.1.1 Kinetische Energie 

Die in einem System steckende kinetische Energie kann man ganz allgemein durch 

T^-^v^ dm^-^pv^ dV (C.l) 
V V 

erfassen. Dabei denkt man sich beim linken Integral das System aus Massenelementen A m 

aufgebaut, die jeweils die Geschwindigkeit v = |v| haben, wahrend im rechten mit Volumen-
elementen A V und der Dichte p gearbeitet wird, 

Am = pAV. (C.2) 

Das unter den Integralzeichen stehende V deutet an, dass jeweils iiber das Gesamt-
gebilde - hier als Volumen Faufgefasst - integriert wird, vgl. Anhang A.2. 
Im konkreten Fall wird man fur die einzelnen Telle (Korper) des Systems statt (C.l) haufig 

1 2 daraus abgeleitet einfachere Ausdnicke anschreiben, z. B. 7 = — • w v fur einen starren Kor-
2 

per der (Gesamt-)Masse m, der Schwerpunktgeschwindigkeit v, wenn er sich nicht dreht, 
1 2 oder T = —J CO fur einen Korper, der sich um eine feste Achse mit der Winkelgeschwindig-

keit CO dreht und beziiglich der Drehachse das Massenmoment Jhat, vgl. Anhang A.3.3. 
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C.1.2 Generalisierte Koordinaten; virtuelle Verriickung 

Naturlich muss man vor (!) dem Anschreiben der kinetischen Energie irgendwelche Koordi­
naten einfiihren, die die Auslenkungen - oder die Lage, die Bewegungen - des Systems voll-
standig erfassen. Bei Hamilton/Lagrange ist es iiblich, mit den generalisierten Koordinaten 

qi=qi{t), / = !,... (C.3) 

zu arbeiten, vgl. (B.3) . Mit dem generalisiert will man nicht nur andeuten, dass einzelne q^ 
zum Beispiel Weg-Auslenkungen und andere Winkel-Auslenkungen sein konnen. Man will 
auch irgendwelche Verkniipfungen als Koordinaten zulassen - z. B. qi-x-l(p,q2-x + llcp, 
wo x,^die Auslenkungen eines Systems vom Freiheitsgrad 2 sind und / eine im System 
vorkommende Lange ist - , solange man eindeutig von den q^ auf die Bewegungen des Sys­
tems zuriick schlieBen kann. (Es konnte im konkreten Fall notwendig oder zweckmaBig sein, 
besondere Koordinaten einzufuhren, weil mit ihrer Hilfe ein Effekt sichtbar wird.) 
Braucht man zum Erfassen der Bewegungen eines Systems genau n generalisierte Koordina­
ten qiJ = l,...,n,so hat es den Freiheitsgrad n. 

Wenn man an dem System wackelt, kann man das nach dem Einfiihren der qi auch als kleine 
Anderung eines oder mehrerer der qi auffassen. Man schreibt fur diese - infinitesimal klein 
gedachten - willkurlichen Wackeldnderungen Sqj und nennt sie virtuelle (= gedachte) Verru-
ckungen. 
So gesehen ist der Freiheitsgrad n auch gleich der Anzahl der grundsatzlich verschiedenen 
Bewegungsmoglichkeiten eines Systems, und es ist deshalb (international) iiblich geworden, 
eine Bewegungsmoglichkeit einen Freiheitsgrad - statt etwa eine Freiheit - zu nennen. Dann 
wird aus dem n die Anzahl der Freiheitsgrade. 

Sind die Auslenkungen - die Lage - eines Systems vollstandig durch generalisierte Koordi­
naten qi erfasst, so kann man alle jeweils im System vorliegenden Geschwindigkeiten durch 
die qi und deren Zeitableitungen 

^ ' • = ^ (C.4) 
dt 

ausdrucken. Man arbeitet mit den qi und fuhrt keine besonderen Bezeichnungen dafur ein. 

C.1.3 Potential 

Man muss bei Hamilton/Lagrange die Krafte mit Potential von den Kraften ohne Potential 
unterscheiden. Die ersten lassen sich leicht und iibersichtlich in die allgemeinen Gleichungen 
einbauen, die zweiten erfordem jeweils das Anschreiben der von ihnen verrichteten virtuellen 
Arbeiten (s. unten), also detaillierte Uberlegungen. Allerdings gestattet der Formalismus das 
Anschreiben von Potentialen fur zeitabhangige Krafte: Wenn man sie (wahrend des Anset-
zens der Gleichungen) mit Formelbuchstaben Fi{t) einfuhrt, darf man fur sie Potentiale 
anschreiben als waren sie konstant. Natiirlich bietet es sich dann an, eine verwickelt von den 
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qi und qi abhangende Kraft Fi(^...,qi,...,qi,...,t) vorubergehend als F/(/) zu sehen und 
erst nach dem Fertigstellen der Gleichungen an der Stelle von F/ den verwickelten Ausdruck 
einzusetzen. 
Von den Kraften (und Momenten) mit Potential sind die aus elastischen Verformungen am 
wichtigsten. 
Fiir aus Staben und Balken aufgebaute linear elastische Systeme konnen wir auf Anhang B 
zuriickgreifen und einfach 

Uel^W' (C.5) 

setzen. Sieht man die Krafte etwa wie in Bild B-1, so kann man auch 

U,i^W''=^q''Kq (C.6) 

schreiben, vgl. (B.31) und die dort erklarten Bezeichnungen. 
/K 

BildC-1 
Korper K mit Angriffspunkt A und Wirkungslinie w einer Kraft F/ 

Greifen ein oder mehrere Einzelkrafte Fji^t) an einem Korper K des Systems an, so ist es 
bequem, eine Koordinate x/ in Richtung der Wirkungslinie w/ zum Angriffspunkt A einzu-
flihren und x/ durch die generalisierten Koordinaten qf auszudriicken, 

Dann lautet das Potential fur F/ 

Uj^-xiFi, (C.8) 

dabei gelten die in Bild C-1 gezeigten Orientierungen. Andert F/ seine Richtung, so muss es 
als Vektor F/ gesehen werden. Dessen zwei oder drei zueinander senkrechten Komponenten 
kann man jeweils wie F/ zuvor abhandeln. 

C.1.4 Virtuelle Arbeit 

Verruckt oder verschiebt sich der Angriffspunkt A der Kraft F/ in Bild C-1 um ein kleines 
Stuck dxi, so verrichtet die Kraft F/ am Korper K die Arbeit 

SW^FiSxj. (C.9) 
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Dabei wird die Arbeit hineingesteckt - und fande sich im Korper zum Beispiel als Erhohung 
der kinetischen Energie wieder - , wenn SW positiv ist. 

Wackelt man an dem System mit Sq^, vgl. Punkt C.1.2, so folgt fur x/ nach (C.7) fur infini­
tesimal kleine dqi: 

Sx,=Y,^5q^. (CIO) 

Dabei sind die dxi I dqj die partiellen Ableitungen von x/ nach den qf (einzelne konnen 
verschwinden; mindestens ein dxi I dqi ^ 0 muss vorhanden sein, oder A verschiebt sich 
nicht) und die 5qi sind virtuelle Verriickungen. Dann ist 

SW = FiSx,=YFi-^Sq, (CM) 

die virtuelle Arbeit (bei der nur gedachten Verruckung c^X/). 

Man deutet die Summe rechts als 

3W = Y,Fi-L Sqi =Y,Qi 8qi (C.12) 

und die Qf sind die generalisierten Krdfte - es sind Krafte in Richtung von q^ - infolge der 
Kraft Fi, vgl. (B.2), (B.3). 

Im allgemeinen Fall kommen natiirlich mehrere Krafte F/ vor und die Qi fassen Anteile aus 
mehreren Kraften zusammen. 
Hinweis: Hier, unter Punkt C.1.4, haben wir beziiglich der Kraft Fj keine Einschrankungen 
gemacht, wir konnten sofort jedes beliebig verwickelte F/ (oder auch Moment) in SW ein-
setzen, denn beim Wackeln, bei den virtuellen Vernickungen, halten wir die Zeit t fest, vgl. 
(C.7) mit (CIO). 

C.1.5 Das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip 
Das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip lautet: Jedes mechanische System bewegt sich so, 
dass 

ti 

SS:= j{ST-SU-^SW)dt = 0 (C.13) 
h 

gilt. 
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Das Integral UT-U)dt heiBt Wirkung; die Wirkung lasst sich nicht einfach anschaulich 
h 

interpretieren. Das gewahlte Zeitintervall /̂  < / < 2̂ ist willkiirlich; ST und SU sind die 
Anderungen der kinetischen Energie bzw. des Potentials, wenn man am System mit Sqj 

wackelt, wenn man die qi variiert. Man sagt dann auch: Die Variation der Wirkung ist statio-
nar. 
Wir benutzen das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip (C.13), um daraus die Lagrange-
schen Gleichungen (2. Art) herzuleiten. 

C.2 Die Lagrangeschen Gleichungen (2. Art) 
Wir gehen in 3 Schritten vor und behandeln zunachst die Variationen ST und SU . 

C.2.1 Variation der kinetischen Energie 

Im verallgemeinerten Hamiltonschen Prinzip (C.13) ist die kinetische Energie T eine Funkti-
on der generalisierten Koordinaten qi und deren Zeitableitungen qi. AuBerdem kann, zum 
Beispiel bei bewegtem - etwa schwingenden - Bezugssystem die kinetische Energie T auch 
explizit von der Zeit / abhangen: 

r = r(gi,...,^^-,...,^^,...;gi,...,^^-,...,^^,/). (C.14) 

Hinweis 1: Da die Teilchengeschwindigkeit v in (C.l) quadratisch steht, ist Tbeziiglich der 
qi bei festem Bezugssystem eine quadratische Form, bei bewegtem Bezugssystem gibt es 
auch bezuglich qi lineare und von qi unabhangige Terme in T. 

Wenn wir an T wackeln, konnen wir das in zweierlei Weise tun, wir konnen mit Sqi die qi 

variieren und mit Sqi die qi. Dann gilt 

Wie hangen die Sq^ und die Sq^ zusammen? Nehmen wir an, wir wackeln nach einem Zeit-
gesetz 

Sqi=Sqi{t) (C.l 6) 

und fordem 

Sqi=^Sqi. (C.17) 
at 

Setzt man ST nach (C.l5) in das Integral (C.13) ein, so erhalt man 
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h { n 
]dTdt = \\Y ar .. ar . dt. ( C I S ) 

Wegen (C.16), (C.17) konnen wir von dqi die Zeitableitung durch partielles Integrieren 
abwalzen. Es gilt 

\ dqi dt = dqi I - \dqi dt. 
; ^4i dt dqj n J dt dqi 

Die Randterme fur ty und 2̂ lauten: 

(C.19) 

(C.20) 

In der Regel nimmt man an, dass man zu den Zeiten t^ und 2̂ nicht wackelt, weil z. B. An-

fangsbedingungen vorgegeben sind. Dann verschwinden dq^ [ty) und dq^ (^2), es gilt 

''- ' ' - ^ ^ ^ dT dT^ 

J ^^\dtdqi dqi 
5qi dt. (C.21) 

C.2.2 Die Variation des Potentials 
Das Potential U ist im verallgemeinerten Hamiltonschen Prinzip (C.13) eine Funktion der 
generalisierten Koordinaten qi und - bei bewegten Bezugssystem oder zeitabhangigen Kraf-
ten - der Zeit /: 

U = U[qy,...,qi,...,q^j). 

Die Variation lautet, vgl. (C.15) 

Dies kann man unmittelbar in (C.13) einsetzen. 

(C.22) 

(C.23) 

C.2.3 Die Lagrangeschen Gleichungen 

Setzt man (C.21), (C.23) und (C.12) in (C.13) ein, so erhalt man 

^̂ =-11 '^ " '' d dT dT dU ^ 

^^{dt dqi dQi dQi 
•Qi dqi dt = 0. (C.24) 

Die Sqi sind frei! - man darf beliebig am System wackeln, also miissen die (...). einzeln 

verschwinden: 
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d dT dT dU ^ . ^ 
+ = Qi\ i = \,...,n. (C.25) 

dtdqi dqi dq^ 
Dies sind die Lagrangeschen Gleichungen. 
GemaB dem Hinweis 1 unter Punkt C.2.1 enthalt rbeziiglich q^ quadratische (und lineare) 

Glieder. Dann ist DT / dqj beziiglich qi linear und liefert Terme mit qj, also Be-
dt dqi 

schleunigungen. Die Gesamtheit der Tragheitsterme steht hier als , wobei das 
dt dqi dqi 

zweite Glied haufig wegfallt. 

C.2.4 Andere Schreibweisen der Lagrangeschen Gleichungen 

Neben der Schreibweise 

d dT dT dU ^ . , , ^ , , , 
+ = Qi, i = l...,n, (C.26) 

dt dqi dqj dqj 

ist es sehr iiblicli die Lagrange Funktion 

L:=T-U (C.27) 
einzufuhren und 

d dL dL ^ , ^ ^^ ôx 
= 6/. / = 1,...,^, (C.28) 

dt dqj dqj 

ZM schreiben. Hier muss man darauf achten, Krafte, die man als zeitabhangig mit Potential 

eingefuhrt hat (vgl. C.1.3), in nicht selbst zu differenzieren. (Die Gleichung (C.26) 
dt d qj 

sieht nicht so elegant aus, ist da aber sicherer.) 
Anhanger des Prinzips der virtuellen Verriickungen werden es gelegentlich vielleicht sogar 
vorziehen, statt der Lagrangeschen Gleichungen die virtuelle Gesamtarbeit 

/=1 

^ d dT dT dU ^^ 
+ + Qj 

dt dqj dqj dqj 

Sqj (C.29) 

anzuschreiben und 
SWg,,=0 (C.30) 

zu fordem. 
Mit etwas tJbung kann man bei nicht zu komplexen Systemen aus (C.29), (C.30) die Trans­
formation der Gleichungen auf andere Koordinaten oder auch den Einfluss von Systemmodi-
fikationen direkt ablesen. 
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