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Yorwort

Muschinen und Fahrzeuge werden leistungs(Ghiger, schneller und Ieichier. Um die duraus
resultierende Umweltbelastung durch Vibrationen und Idrm gering zu halten, bendtigt der
Ingenieur fundierte Kenntnisse der Schwingungslehre mit Maschinendynamik,

Dieses Buch behandelt die Schwingungslehre mit Frage- und Aufgabestellungen aus der
Maschinendynamik. Dabei geht der Schwingungslehre stets die Modellbildung, d. h. das
Eindringen in die Physik des Systems und das Aufstellen der Bewegungsgleichungen voraus.
Zigl ist cs, das Verstindnis der Vorgehensweisen und das Denken in den Begriffen am
Schwingungsverhalten einfach aufgebauter Maschinen zu lernen. Diese Grundlagen bendtigt
der Ingenieur spiiter it Beruf, selbst dann, wenn er die Dynamik mechatronischer Systeme
mit Hilfe modernster Rechnerprogramme untersucht. Dann hilft ihm die aus der Beschiifti-
gung mit den Grundbegriffen erworbene Anschanung, die Rechnerergebnisse zu durchschau-
en und zu bewerten.

Die erforderlichen mathematischen Grundlagen stammen liberwiegend aus der Finflihrungs-
vorlesung Mathematik. Kapitel T fasst sie in der Terminologie der Schwingungslehre zusam-
men. Der Leser hat die Freiheit, dieses Kapitel nur zu tiberfliegen, durchzuarbeiten, bei Be-
darf nachzulesen oder es als Formelsammlung zu benutzen. Ahnliches gilt fiir die Grundlagen
aus der Technischen Mechanik bzw. Dynamik, die am Ende des Buches in den Anhiingen A,
B, C zusammengestellt sind.

Die eigentliche Schwingungslehre ist in vier Kapitel mit jeweils mehreren Abschnitten ge-
gliedert: Kapitel Il, Maschinen und Geriite unter dynamischer Last, nimmt die Modellbildung
auf, Bewegungsgleichungen werden anfangs als Gleichgewichtsbedingungen, mit d'Alem-
bertschen Trigheits-Kriitten und -Momenten, spiter mit Hilte der Lagrangeschen Gleichun-
gen (2. Art)y formuliert. Kapitel III gelangt von einem nicht ganz einfachen System zum
Schwinger vom Freiheitsgrad eins und handelt ihn ab. Rotoren mit anfgesetzten Massen,
Kapitel 1V, begriinden dic Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden, Dic Torsionsschwingun-
zen der Welle mit verteilter Masse und die Biegeschwingungen einer Kranbriicke (Balken)
fithren beispielhaft auf schwingende Kontinua, Kapitel V.

Der Inhalt beschrinkt sich im Wesentlichen auf lineare Schwingungen. Die Losungen der
Bewegungsgleichungen werden analvtisch herausgearbeitet, diskutiert und in Diagrammen
veranschaulichl. Eine Reihe von den Text begleilenden und ergiinzenden Aufgaben hietel
dem Leser Gelegenheit zu Ubung und Verstindniskontrolle,

Braunschweig und Hamburg E. Brommundt, ). Sachau
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Hinweise zu Schreibweisen 1

Hinweise zu Schreibweisen

Dic Wahl der Formelzeichen hill sich an {olgende Konventionen: Kursive Buchstaben be-
zeichnen Skalare (z. B. x, ¢, k), halbfette (Spalten-) Matrizen (z. B. x, M). Grolie steile Buch-
staben (z. B. P, O) benennen Punkte. Der Unterstrich {z. B. x) kennzeichnet komplexe und
dic Tilde (7. B. €2) dimensionslose (hezogene) Grofen. Das Dach %) verdeutlicht Amplitu-
den.

Vektoren

Wir wollen mit Vektor nur phvsikalische Vektoren benennen. (Den Spalten-Veltor der Matri-
zenrechnung nennt man heute licber Spaften-Matrix.)

Ein Formelbuchstabe mit dariiber gesetztem Pfeil (z. B. F') bezeichnet einen Vektor. Der
Pfeilschaft gibt dic Richtung an, 5. Bild 0-1. Der Pfeil kennzeichnet dic Orienticrung (= Pfeil-
sinn oder positive Richtung).

Schreibweise Einheitsvektor  Betrag: F = &5

F ‘ mit Betrag |f7 ‘ ("Linge" des Vektors )
und Finheitsvektor &5 — ﬁ'/‘ﬁ" vom Betrag [é| = 1. Der Rinheitsvektor &, = €z hat dieselbe

Richlung und dieselbe Orientierung wie der Vektlor ~ s, Bild 0-2.

e

i

/ J a b

Bild -1 Bild 0-2 EBild 0-3 Bild 0-4 Bild 0-5 EBild 0-6

Schreibweise Einbeitsvektor x MabBzahl: F = & - F mit Finheitsvektor € und Malizahl F.

Der Vektor F hat dieselbe Richtung wie der Cinheitsvektor é, doch nur bei F >0 dieselbe
Orientierung, bel # <0 die entgegen geselzie. [n Bild 0-3 kann man den Pleil als Bild des
Einheitsvektors auffassen. F steht dann als Name und Malizahl.

Beim Vektor —F dreht man dann einfach den Einheitsvektor (den Pfeil)
um; —F = —(é F)={—¢) F , vgl. Bild 0-4,
Berechnet man zur Darstellung nach Bild 0-3 die Kraft F zu a) F — 3N, h) F — -7, so erhilt

man die in Bild 0-5 gezeichneten Pfeile. Stellt man das Frgebnis b) wie in Bild 0-6 dar, ist
das nicht falsch, doch fehleranfillig!

Dic Darstellung von Einheitsvektor = Malzahl stcht hinter allen Koordinalendarsiellungen
von Vektoren und ist - fiir den Einzelvektor -in der Mechanik sehr beliebt.



I Grundbegriffe der Schwingungslehre

1 Einleitung

Die Normenrethe DIN 1311 legt mit ihren Teilen [, 2, 3 — die Teile 4 und 5 sind in Vorberei-
tung — Begriffe zu Schwingungen und schwingungsfihigen Systemen vorwiegend im Bereich
der Mechanik lest. Wir halten uns iiberwiegend an die genormten Benennungen und Be-
zeichnungen, weichen jedoch des bildhafien Ausdrucks oder der Kirze halber {z. B. Perio-
dendauer > Periode) auch von der Norm ab. Einleitend werden hier vor allem die Grundbeg-
riffe zusammengestellt (siehe DIN 1311, Teil 1). Dabei wird angenommen, dass die Einzel-
heiten dem Leser aus Mathematik und Technischer Mechanik bekannt sind. Die Zusammen-
stellung gibt vor allem dic schwingungstechnische Sicht und Ausdrucksweise wicder.

1.1 Definition einer Schwingung

Unter einer Schwingung versteht man einen Vorgang, bei dem sich die interessierende Gro-
Be x so mit der Zeit dndert, dass bestimmte Merkmale wiederkehren.

Bild 1-1 Bild 1-2 Schwingungen: x; {nicht monoton}
Schwingungen

abklingend, x5 kriechend {monoton) abklin-

gend, Xy begrenzt, x4 impulsartig

Im allgemeinen sprechen wir x als Ausschlag oder Auslenkung an. Der Augenblickswert von
x sei eine {deterministische) Funktion der Zeit#: x=x [r)

Es ist unmdglich, eine Schwingung gegeniiber einer allgemeinen Bewegung ohne Willkiir
abzugrenzen, Deshalb rechnet man auch Gréflen, die nur wenige Male zu- und abnehmen,
impulsartig verlaufen, schwingend oder monoton abklingen zu den Schwingungen, s. Bild
1-2. Wir nemnen dann dauch den zeitlichen Ablautf von x(t) Bewegung, gleichgiiltig, ob es

sich bei x um eine Ortskoordinate, einen Weg, einen Winkel, eine Geschwindigkeit, einen
Strom usw. handelt.
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1.2 Harmonische Schwingung, Sinusschwingung

1.2.1 Reelle Darstellung der harmonischen Schwingung

Cine Schwingung x = x(/), deren Zeitverlauf sich durch eine Kosinus- oder Sinusfunktion

beschreiben ldsst, heibt harmonische Schwingung oder Simusschwingung (auch Kosinus-
schwingung)

x = Xeos{@r+ @y ) oder x = Zsin{ @t + g, ), (1.1)
wo & -Amplitude, @ Kreisfrequenz, ¢r- Nullphasenwinkel, ¢y, = ¢+ /2 sind.

Bild 1-3 zeigt den Zeitverlauf der harmonischen Schwingungen. Darin bedeutet ¥’ die Perio-
dendauer (IDIN 1311, hier auch kuwrz Periode), das ist dic Zeit, nach der sich die Auslenkung x
wiederholt:

x(r+T)=x(r). (1.2)

X |

T
17—\
by \ --------------- -
' N
@pfio
o M T ! Bild 1-3
[larmonische Schwingung

Zwischen der Periodendaver T und der Kreisfrequenz @ gelten die Beziehungen

al =27 oderTzz—ﬂ. (1.3)
@

Das Argument der Kosinusfunktion von (1.1),
ety =or+e, (1.4)

heilit Phasenwinkel; (0)= gy ist der Nullphasemwinkel. Im Laufe einer Periode dndert sich
wum 2z, dic Schwingung durchliuft cine Sinuswelle. Der Kehrwert der Periodendauer 77
liefert die Frequenz
1
=—; 1.5
S=7 (1.5)

man kann sie als Anzahl der Sinuswellen pro Zeiteinheit lesen. Eliminiert man 7" mit {1.3),
folgt der Zusammenhang zwischen Frequenz und Kreisfrequenz

w=2xf. (1.6)



4 I Grundbegrilfe der Schwingungslehre

Dimensionen und Einheiten

dim (x) = dim () [x] = [%]- je nach GroBe,
dim(T) = Zeit [T]=s

dim (@) = 1/ Zeit [(J]~1 5, auch [ ]~ rads,
dim ( f)=1/7eit [}‘] 1/, must[f]
dim(¢) =1 [¢]=1, auch [¢]= rad.

Umformungen: Summen von Sinus- und Kosinusschwingungen gleicher Frequenz

Zerlegung: Mil dem Additionstheorem cos{er + £) = cosercos f—sinasin A folgt aus (1.1)

x = Zcos{ e+ ) = X COS g2 C0s @l —XsIN gy sin e, (1.7)
AN - \_,_v_,—d‘
Xo E;

also die Zerlegung
X =X, cos@r-+ X, SIN@I, WO X, = XCO8{py, X, = —Xsing,. (1.8)
Die letzten beiden Gleichungen schreiben wir auch mit Zeilenmatrizen:
(%,. %, )= (Zcosgy, —Isingy ). (1.9)

Zusammentassung: Kehrt man diese Transformation um, erhilt man zur Summe
x = X, coser+ %, sinw die Form x = feos(wi+py), wo

A A2 AR ?:’é- .

=R 13, @y =arctan) -5 (1.10)
x(_‘

dabei muss der Quadrant von ¢, so gewihlt werden, dass {1.9) mit den richtigen Vorzeichen

erfiillt ist.

Dimensionslose Schreibweisen

Driickt man in der harmonischen Schwingung nach (1.1) die Kreisfrequenz @ gemili (1.3)
durch die Periodendauer aus und dividiert die entstandene Gleichung durch die Amplitude x,
so erhiilt man

J”E—ﬁ—cos(2fri+fpoJ—cos['2;rt'+¢;oo). (1.11)
X T '
Hier sind
Fi=F und 7=t (112)
X T

eine bezogene, also dimensionslose, Auslenkung bzw. Zeit. Bild 1-4 zeigt die harmonische
Schwingung (1.11).
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Harmonische Schwingung in bezogener Form

Dimensionslose Gréflen eignen sich besonders gut zur Verarbeitung in Rechnern und zur
Darstellung in Diagrammen, auch weil die Anzahl der Parameter verringert wird. {In Bild 1-4
unterscheiden sich die harmonischen Schwingungen nur noch durch den Nullphasenwin-

kel @,.)

Bezeichnungen: Wir kennzeichnen dimensionslose Grdfen durch eine Tilde iiber dem "alten”
Formelbuchstaben, X,f. Die Bezugs- oder Referenzgrdfle triigt als Kennzeichen den Index
R; in (L.12) wurden xp =% und fp =7 gewihlt. Allgemein gelten also {fiir evtl. ande-

TEXp. i)

=2 =L (1.13)
Xp ?‘R
in Umkehrrichtung
X—'JHC’XR, f—'f{R. (1.14)

1.2.2 Komplexe Darstellung harmonischer Schwingungen; Zeigerdiagramme
Dic komplexe Darstellung reeller Sinusschwingungen mit Hilfe von Drehzeigern ist anschau-
lich einprigsam und tormal fiir viele Zwecke vorteilhafi.
Zeiger-Diagramme
Dryehzeiger: Aus der Eulerschen Formel

¢/% —cosa+ jsina,  ji=—1 (1.15)
folgen mit o = of

o
ol

coswrt =Re '™, sinwr=Ime/™. (1.16)

In der komplexen Zahlenebene nach Bild 1-3, mit der reellen Achse Re und der imagingren
Achse Im, stellt z = exp(jmt) einen auf dem Finheitskreis mit der Winkelgeschwindigkeit e,
der Kreisfrequenz, mathematisch positiv, also linksdrehend umlaufenden Pfeil, einen (Cin-
heits-)Drehizeiger dar. Seine jeweiligen Projektionen aul die reclle Achse Re und dic imaginé-
re Achse Im liefern die Funktionen cose¥ bzw. sinex, s. Bild 1-5.
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Im

sin (utJ V!
|| At} |

Bild 1-53
Komplexe Ebene mit Drehzeiger

Drehzeiger und Zeiger der harmonischen Schwingung:

Die Sinusschwingung (1.1) kann man parallel zu (1.16) wie folgt komplex schreiben:
v=x(r)=Re & /") (1.17)

Dabei steht

x=x(1)=% /@) _ (';e ef%)efwf = § el (1.18)

fiir die der harmonischen Schwingung x(r) zugeordnete komplexe Schwingung X exp(_;’mt] s

den Drehizeiger x in Bild 1-6. Der nicht-drehende Pfeil

F=xel? (1.19)

=

ist die komplexe Amplitude oder Zeiger von x, Bild 1-6.

Nach DIN 1311 werden komplexe Gréfen, die Zeiger, durch Untersiriche gekennzeichnet,
{Falls keine Verwechselungsgelahr besteht, lisst man die Untersiriche auch weg.}

Im

~  Bild 1-6
Zeiger & =%exp(jpy) und Drehzeiger x = fexp( je!) der harmo-

nischen Schwingung; ¢, Nullphasenwinkel, @ Kreisfrequenz,

£ —Amplitude, R =z -Kreisradius

In Bild [-6 liegt der Zeiger % fest, der Drehzeiger x liuft gegeniiber dem Koordinatensys-
tem mit der Winkelgeschwindigkeit & um, der Winkel ¢ wird gegen X gemessen. Dann ist
die Sinusschwingung durch Angabe des Zeigers und der Kreisfrequenz eindeutig festgelegt;
es genligt die Darstellung nach Bild 1-7. Bild 1-8 stellt die Projektion von x(¢) auf die reelle
Achse zeitabhingig dar.
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Im =3 &%
Yo
Re T 2n \tut
) = s e
Bild 1-7: Darstellung der harmo-  Bild 7-8: Harmonische Schwingung x{r) als Projektion der kom-
nischen Schwingung durch Zei- plexen Schwingung x(¢) aul die reelle Achse

ger £ und Angabe der Krcisfre-
quenz @

Zeigerdiagramme eignen sich besonders zum Vergleich mehrerer Sinusschwingungen glei-
cher Frequenz, cur Addition {Uberlagerung) solcher Schwingungen und zur Gegeniiberstel-
lung mit ihren Zeitableitungen:

Yergleich gleichfrequenter Schwingungen
(GGegeben:  x; (I) =% Cos(rut + (/)0';), i=1,2.3, komplex x; = %; P il _ X & mil den
komplexen Amplituden #; nach Bild 1-9.

(resucht: Phasenverschicbungswinkel von x, (I),x3 (!) gegeniiber xl(f) der Relerenz-

schwingung.

Im
- -\ﬁ X
X 74
: \ Re
’\;ﬂ Bilel 1-9
" Zeiger %; der Schwingungen x; (7): vgl. Bild 1-7

Nach Aufiragen der Zeiger X, X, Xy liest man aus Bild 1-9 die Phasenverschiebungswin-

kel a, B zwischen x; (7} und x; (#) bzw. x3(7) unmittelbar ab:

z=po =0, P =0l (120)

also xy{7)=Fycos{wr—py —a), x3(f)=%cos{art+ oy + B):; )
x; (1) eifr gegeniiber x| (7) um den Winkel o nach, x1(f) eilt um den Winkel # voraus.
Man sagt, zwei gleichfrequente Sinusschwingungen x(¢),x, (¢) liegen in Phase (schwingen
in Phase), wenn ihr Phasenverschiebungswinke!/ Null ist,

A = o3 — o1 = 0. (1.21)
Addition (Uberlagerung) gleichfrequenter Schwingungen

Gegeben: x;{¢)— % cos(@l+py )= Rex /™, i=12.
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Gesucht: x{z)=x (r)+x, (7).
Aus

{1} = Re & ¢/ + Re & e/ _ Re[jl e 4 %5 ef'm‘] - Re[(.jl + % )efw'] » Re[i e ] (1.22)
folgt tir den Zeiger von x[z‘)

X=X+x. (1.23)

Bild I-10
Re  Parallelogramm liir X = & + %, .

Braucht man % lormelmiiBig, rechnet man reell 20 B. die obensichenden Dreiecke trigono-
metrisch nach, eintacher geht es komplex.

1.2.3 Zeiger und Zeigerdiagramme fiir Ableitungen
Durch Ableitung folgen aus der Auslenkung

x=Xcos(a+aoy) (1.24)
die Geschwindigkeit
vi=x =—Zosin(wr+ gy )= Feos(ar + @y +90°), (1.25)
wo vi=X@ , und die Beschleunigung
a=v=3=—o"fcos(wr+gy) = acos(wt+ g, +180°), (1.26)
WO G =" &

Durch Ableilung der zugeordneten komplexen Schwingung (des Drehizeigers)

x = el (1.27)
folgen
i=joie’™ und ¥=-w’ e (1.28)
Man erkennt unmittelbar
v=Rev=Rex=Rcie™ mild=jmwi, (1.29)
2

a=Rea=Rei=Rede’™ mitd=-0" i (1.30)
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Der Zeiger der Geschwindigkeit ist mathematisch positiv um 90°, der der Beschleunigung ist
um 180° gegeniiber dem des Ausschlags gedreht, Bild 1-11.

Im

[>4>

[=>

- Bid1-11
Re Relative Phasenlage der Zeiger £, 7,4 von Auslenkung, Geschwindigkeit bzw.

~

[}~

Beschlcunigung

1.3 Allgemeine periodische Schwingung

Die [olgenden Seiten [assen die Fourierentwicklung fiir periodische Schwingungen zusam-
mern.

1.3.1 Definition

Eine Schwingung heilit periodisch mit der Periode T (nach DIN 1311 Periodendauer), wenn
sie sich nach Ablauf der Zeit T wiederholt:

x(1+T)=x(z) furaller; 7>0. (1.31)

| \/ o Bild 1-12

Periodische Schwingung

Mit T ist auch »7T (» ganze Zahl) eine Periode von x(t) . Als Periode schlechthin bezeichnet

man die kleinste Periode 7, [Uir die (1.31) erfilllt ist. Analog »zu (1.3) und (1.5) ordnet man
ciner periodischen Schwingung mit der Periode T cine Kreisfrequenz o und cine Frequenz £
in der folgenden Weise zu:

(1.32)

Sinusschwingung als Beispiele

Dic Sinusschwingung x(t)zicus[rul-&-q)ﬂ ist das cinfachste Beispiel einer periodisehen
Schwingung; sie hat die Periode T =27/0. Auch Sinusschwingungen x(r)=
xcos(nawt + gy, ) mit irgendwelchen ganzen Zahlen » (positiv oder negativ) haben dieses 7

als Periode (fiir |#|#1 nicht als kleinste).
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1.3.2 Manipulation periodischer Funktionen

Ableitung einer periodischen Funktion
Man dar[(1.31) differenzieren:

x(t+7)=x(1). (1.33)
Falls der Ausschlag r(r) dic Periode T hat, besitzt die Geschwindigkeit v(t) = x(f) diesel-
be (kleinste) Periode,

v(r v T)=v(r). (1.34)
Entsprechendes gilt fiir hohere Ableitungen.

Funktion einer periodischen Funktion

Sei y=F(x) irgendeine (glatte) Funktion. Mit (1,31) folgt
v()=F(£()=F(x(+D))=»y(1+T): (1.35)

auch y({¢) hat also die Periode ' Dies braucht aber nicht die kleinste Periode zu sein, wie

das folgende Beispiel zeigt:

2

Y s - A2 2 ) . . ,
Sci x=xXcosew! . Dunn hat y:=x° =3“cos" et =% [l +cos 20){]/2 die Periode 772,

Summe periodischer Funktionen

Die Summe (Uberlagerung) zweier Schwingungen derselben Periode 7 hat wieder diese
Periode.

Seien x) ()=x (1 +7}) und x5 (¢)=x, (s +7») zwei Schwingungen mit den kleinsten Perio-

den 1y bzw. 75 und mit dem rationalen Frequenzverhiilinis, vgl. (1.32),

7 .
L,] =M 2. a1y ganz, teilerfremd . (1.36)
Hh om T
Dann ist
T::n]ﬂ:nsz (137)

gemeinsame Periode von xj,x, und damit Periode der Summe
() =x (1) +x:(t)=x(t+7). (1.38)

{Wieder braucht es nicht die kleinste Periode zu sein!)

1.3.3 Harmonische Synthese

Die additive Zusammensetzung einer periodischen Schwingung aus Sinusschwingungen der

Perioden 7, = T/n heibt harmonische Synthese:
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wo, vel. (1.32),

man definiert auch

11
N
x(!)—-z_%n cos{nol + @, ), (1.39)
=1
2
W= (1.40)
R =60, =0y, (1.41)

Die einzelnen Summanden heiBlen Teilschwingungen, zur Ordnungszahl » gehért die »-te
Teilschwingung, die n-le Harmonische. Die erste Teilschwingung heiBt Grundschwingung, @
ist damm die Grund-Kreisfrequenz, die Teilschwingungen zu n>1 nennt man gemeinsam
auch Oberschwingungen (hdhere Harmonische). In der Mathematik nennt man (1.39) fiir
endliches N Fourier-Polynom, fiir & — ¢ Fourier-Reihe (s, Abschnitt 1.3.4), Die %, heiflen

Fourierkoeffizienten,

Die Harmonische Synthese ist wichtig, weil eine Reihe von analytischen und numerischen
Naherungs-Verfahren zur Untersuchung von Schwingungsproblemen auf Lésungen der
Form (1.39) fithren, s. unten.

=

. 5@ A |
At AP o2 x{1} i Doz
A&vﬂwvﬂ@v 1:2 AVAVAV 2:1
1:3 0
I ]
gttt 14| [P e | o
i1 a2
Afafiyl ol Moy | s
12 0
1:3 w2

Bild 1-13

Mannigfaltigkeit von Formen der Summe
aus zwel Sinusschwingungen gemeinsa-
mer Periode
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Beispiele fir zweigliedrige Zusammensetzungen
Sei

x{1) = & sin @1 + %3 sin (@1 + gy ). (1.42)
Das Bild 1-13 zeigt flir verschiedene einfache Verhdlinisse % :% und ey e, sowie Null-
phasenwinkel @y», wie mannigfach schon die Erscheinungshilder dieser einfachen Summe
sind.

1.3.4 Harmonische Analyse periodischer Schwingungen

Die Zerlegung einer periodischen Schwingung in ihre Teilschwingungen heilit harmonische
Analyse. Man analysiert periodische und auch michtperiodische Schwingungen, weil sich die
zerlegten Schwingungen oft leichter beurteilen und verarbeiten lassen als die (zusammenge-
setzten) Ausgangsschwingungen.

1.3.4.1 Die (reelle) Fourierreihe

Stiickweise stetige periodische Funktionen x(¢/)=x(s+7) kann man als Fourierreihen

schrethen:
f - - 27
1] - ] A - e
x(t)=—=+ > x., cosnwmit+ » x.,5nrei, ©@=—, T Periode. (1.43)
()= 3Dty cosnor 2 -

Z11 Funktionen mit Sprungstellen vgl. Hinweis 7 unten.

Dic Fourierkoeffizienten X, X,,. X,, crhéll man, wenn man dic obige Gleichung mit

cosment , sinm et , m ganze Zahl, multipliziert und nach £ Giber cine Periode inlegriert:

T . -

COS BTt
[x(0) . dr =
3 S e ot

7 r (1.44)
i COS i e = = cosmol
=20 J ) 1 df + j me COs +Z X, smnwt [ _ 1 dt
2 Jsinmot J - - lsm m e J
0 oLa-l n-l
Es gelten die Orthogonalititsvelationen
T JO fiir n# m T [0 firn=m
Icc:s nof cosmal di =7 , J.sin notsinmet df =47
5 l— fir n—m 5 I— flir n — m
2 (1.45)
T

und Isin notcosmot dr=0.
0
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Zum Beweis formt man dic Produkte in den Integranden {iber Additionstheoreme in Summen
u.

Konvergiert die Reihe (1.43) gleichmiiig, so kann man die rechte Seite von (1.44) gliedwei-
se integrieren und erhdlt

2 T 50+T
JAfoz;ox(f)df:; rJ‘ x(e)dr, (1.46)
0
~ s - i‘.U—T
Xen :%Jx(f) cos(rnwt) dt :% f x(r)cos(nwt) dt
0
o n=12,... (1.47)
3 T 5 I[]+T .
. T I\(r) sin(newt) di = 1; I x(¢)sin{nwt) dt
0 f

In den Integralen rechts bedeutet #;, dass man das Integrationsintervall belicbig verschieben
kann. {Damit lassen sich Rechmungen oft vereintachen.)

Spektren:

Als Ergebnis der Fourieranalyse stellt man die bestimmenden Gréfien der Harmonischen (der
Ordnung #)

x, (1) =%, cosn ot + Xy, sinn et = X, cos{nwt +gy, ). (1.48)

die Fourierkoeffizienten £, &, und die Amplituden £, sowie die Nullphasenwinkel ¢,

in diskreten Spekiren. auch Linienspektren, liber einer Frequenz- oder Ordnungsachse dar, s.
Bild 1-14 und Bild 1-15.

T L1
) 1 2 3 4 n 1 2 3 4 "
Bild I-14
Spekiren der KoelTizienten
i“L’I'E und '{..\'.’T
~ Do
Fu 2n
I [ [ ]' { Bild I-15
T - ]- - Spektren der Amplituden £,
0 1 2 3 4 0 0 l 2 3 4 % und Nullphasenwinkel gy,
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1.3.4.2 Iinweise zur reellen Fourierreihe

1. Die Benennung reelle Fourierreihe besagl, dass die Reihe mit den reellen Funktionen
cOs...,5in... angeschrieben wurde. Die Funktion x(t) selbst darf komplexwertig sein,
dann sind auch dic FourierkoefTizienten komplex.

2. Das zeitunabhéngige Glied %;,/2 in (1.43) heifit Mittel- oder Gleichwert. Es hat diese
Form, damit %, aus X, fiir #=0 entsteht, vgl. (1.46) mit {1.47)}. DIN 1311 schreibt

Xg = “\‘;0 /2

Fiir die zusammengelassten Glieder

L

o COSPIOL + %, siNneot = £, cO8{neot + ¢y, ) (1.49)

gellen die Bezeichnungen [lir Teilschwingungen nach Abschnitt 1.3.3.

4. Tormeln flir die Fourieranalyse in Digitalrechner-Programmen zur numerischen Bestim-
mung der FourierkoeMizienten enthalten viele numerische Tricks. Man [indet sic unter
dem Stichwort Fast Fourier Transform(ation), FFT.

5. Fiir gerade Funktionen x(f),

x(-1)=x(t), (1.50)
folgt aus (1.47) mit #5=-7"/2
5 712
F=2 | x(zysin(nar)dr =0, (1.51)
-1/2

die Fourierreihe enthilt keine Sinusglieder.

6. Fiir ungerade Funktionen x(f),

x(—t)=—xir). (152)
folgt aus (1.47)
9 Ti2
i‘cnz? J. x() cos(nor) di =0, (1.53)
—142

die Fourierreihe enthilt weder Gleichwert noch Kosinusglieder.

7. Man kann zcigen: Beir Funktionen mit Sprimgen in der A-ten Ableitung streben die Fou-
rier-Koeffizienten fiir grofle »# nicht stdrker gegen 0 als mit n_(k+1); vgl. das folgende
Beispiel mit £ =0.

Beispiel Sigezahntunktion

Gegeben sei die Sagezahnlunktlion nach Bild 1-16,

0<t<T: x[z):%; x(t+T)=x(1); w=2x/T (1.54)
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x N=1_ N=2.
/ h . /_‘r\
W ™
Nl vy Bild 1-16
i i . ¢ Shgezahnfunktion der
0 T 7 Hohe A, Periode T

Gesucht ist die Fourierentwicklung gemald (1.43).
Fiir x{7) nach (1.54) erhalt man aus (1.46} und (1.47)

T T
.2 .20
ﬁ'O:_Jﬁtdt:h’ x :—I—Ir cosrar dt =0,
TOT T

cn T ;
- (1.55)
- 2k h
X, == J— tsinnwt dt = ——.
T Py
0
Die Fourierreihe der S&gezahnfunktion lautet also
x[f)zﬁfﬁ sinwt+sin2wt+sin3wt+m . (1.56)
2 1 2 3

In Bild 1-16 sind die Niherungen mit den N ersten Teilschwingungen (N =1, 2, 3_) punktiert

eingelragen.

[.3.4.3 Konvergenz

Rild 1-17
Konvergenz an einer Sprungstelle

0 1

Fourierreihen fir stiickweise glatte Funktionen konvergieren. An Sprungstellen (im Bild 1-16
also beis =& T, k ganze Zahl) konvergiert die Reihe gegen das arithmetische Mittel aus den
beiden Werlen links und rechts von der Sprungsielle (im Beispiel gegen h/2), unabhingig
davon, welchen Wert man dort x zugeordnet hat. Links und rechts von der Sprungstelle
schwingt die Reihe fiber, vgl. Bild 1-17. (Deshalb schreibt man in (1.43) oft = statt —.) Der
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Bercich des Ubcrschwingens Tasst sich durch hishere Glicderzahl zeitlich zusammendriicken,
doch nie vollstindig unterdriicken; Gibbssches Phinomen'.

I.3.4.4 Die komplexe Fourierreihe

Die komplexe Fourierreihe ist formal einfacher als die reelle. An Stelle von (1.43) setzt man
fiir dic periodische Funktion x (I) =x(r+ 7) an

f()= 3 & M, 0=21/T; (157)

damit sind die %, komplexe Fourierkoeftizienten.

Jmed

Multiplikation beider Seiten von (1.57) mit ¢ und Integration {iber # von #, bis 5+ 7T

{iiber cine Periode) liclert wegen der Orthogonalitél,

o+ -
oo { s Gfirn=m .
J‘ len m)rdt: . 1 (1.58)
) T [irn=m
0 '
dic Fourierkoe[Tizienten, vgl. (1.46), (1.47),
! T
A 1 — fren -
b= [ x(eye ™ ar. (1.59)
fy

1.3.4.5 Hinweise zur komplexen Fourierreihe
1. Die Benenmung komplexe Fourierreihe besagt, dass die Reithe mit den komplexwertigen
Funktionen exp( jmut) angeschrieben wurde. Die Fourierkoeffizienten £, sind — auch

-

bei reellem x(7) — in der Regel komplex, vgl. Punkte 3, bis 5. unten,

2. Die Spektraldarstellungen aus Abschnitt [.3.4.1, die Hinweise 3, 4, 7 aus Ab-
schnitt 1.3.4.2 sowie die Aussagen zur Konvergenz in 1.3.4.3 werden sinngemil hierher
iibertragen.

3. Firreelles x(¢) [olgt aus (1.59)

=4 (1.60)
£, ist konjugiert komplex zu %, (das bedeutet der Stern bei £),).

4. Ist x(¢) eine gerade Funktion,

x(—1)==x(1), (1.61)

* Josiah Willard Gibbs ¢* 11, Februar 1839 in New Haven, Connecticut; T 28, April 1943 ebenda) war
ein UUS-amerikanischer Physiker.



| Einleilung 17

reell oder komplex, so folgt aus (1.59)
i, =, (1.62)
Ist x(7) gleichzeitig reell, so folgt das auch aus (1.60) und (1.62) fiir die %, , denn
Im &, =9. (1.63)
5. Ist x(¢) eine ungerade Funktion,
£(—~t)=—x(1), (1.64)

reell oder komplex, so folgt aus {1.59)

P (1.65)
Ist x(¢) gleichzeitig reell, so sind nach (1.60) und (1.65) dic £, imaginr, denn
Re £, =0, (1.66)

[.3.4.6 Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Fourierreihe
Setzt man gem#B der Lulerschen Formel (1.15) exp( jof) = cosnwf + jsinnewt in (1.57) ein,

so crhilt man durch Umordnen
x(e)= 8+ Y [(5,+ £,) cosnor + j(&, — £_,,) sinnat]. (1.67)
n—l

Vergleich von {1.67) mit (1.43) liefert den Zusammenhang zwischen den Koetfizienten der
beiden Formen der Fourierreihe:

fol2=8), X =X, 5, 8= J’(in 75“—;1) (1.68)
und
A . X —Jx . X+ X, :
_a A i ST _ Aen T Msn
Xy =%/2, X, = o I 5 - (1.69)
“— —

1.3.5 Zcitliche Mittelwerte und besondere Bezcichnungen

Mittelwerte
Der Gleichwert X (vgl. Abschmitt 1.3.4.2, Punkl 2), auch linearer oder arithmetischer Mit-
refwert, 15t definiert durch

ra % ]’ (1.70)
[ii]

Der Effektivwert x.q , auch quadratischer Mittelwert, ist definiert durch
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(1.71)

Die Lage des Zeitintervalls #, <7<y + T, also der Zeitpunkt £, kann rechengiinstig gewihlt
werden,

Besondere Bezeichnungen

Bild 1-18
0 t Besondere Benennungen

In Bild 1-18 bedeuten:

0] Gleichwertachse,

@ Maximalwert x,,. . auch Grobi-, Spitzen- oder Giplelwert,

@ Minimalwert x,;, , auch Kleinst- oder Talwert. Aut @ bezogen heiflen @ und &
auch oberer bzw. unterer Scheitelwert,

@ Schwingungsbreite x,, : X,

= ¥max ~ Ymin -

1.4 Nichtperiodische Schwingung

Eine micht- oder unperiodische Schwingung ist eine (deterministische) Schwingung, deren
Zeitverlauf x(¢) sich nicht (stindig) wiederholt.

1.4.1 Fastperiodische Schwingung

Fine Uberlagerung, eine Summe, von harmonischen Schwingungen unterschiedlicher Perio-
den (und damit Frequenzen) heilk fastperiodische Schwingung, zum Beispiel

~ o3 w
Xp " s E
x(¢) :7+me. cos a),t+2xsr &in e . (1.72)
r—l -1

Dabei sind @, irgendwelche Frequenzen und die X,

Xes X sind Zahlen, filr die die Reihen

konvergieren,
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Lassen sich in (1.72) die @, als Linearkombinationen ven endlich vielen {inkommensurah-

len") Busisfrequenzen g, schreiben, zum Beispiel
W, =k op +{wgy+magy, k!, m ganz, (1.73)

s0 spricht man von ciner guasiperiodischen Schwingung.

1.4.2 Modulierte Schwingung

Aus der harmonischen Schwingung x = £ cos g, vgl. (1.1) und (1.4), entsteht cine modufierte
Schwingung, wenn man die Amplitude * oder die Phase ¢ durch einen modulierenden Vor-
gang reitlich dndert:

x:xM(t‘)cosan (I). (1.74)
Die Schwingung heifit sinnverwandr oder sinndhnlich, wenn sich xy; (7) und [go,w (r)-

(et + g )] verglichen mitl ¢ = wf + @, nur langsam mit der Zeit dndern.

Amplitudenmodulierte Schwingung
Beispiel: Sei in
x =xy (f)cos(@rt+pyr ) (1.75)
der modulierende Vorgang selbst eine harmonische Schwingung:
Xy = &y + 2y cos{@pgt+ gy ) =3 [1+moos(ogr+ o)) (1.76)
Hier stehen @p und @y, fir die Trdger- bzw. die Modulationskreisfrequenz, m=3, /%) ist

der Modulationsgrad. Finsetzen von x,, aus {1.76) in {1.75) liefert nach trigonometrischer

Umformung fiir x die spektrale Darstellung, die Summe seiner Harmonischen:

X=X I cos{ant + QD(JT)JFE COS[(@T — @ M+ (@07 — Poas )]+
L 2 (1.77)

m . '
+E COS[(CDT + @y ) f+ (@07‘ + Poag ):|}
Stehen die beiden Frequenzen @y, @, in einem rationalen Verhaltnis, ist x(7) periodisch.

Bild 1-19a zeigt den Zeitverlaut fiir £ =1, %> = 1.7, wy 1y, =500 7, @y = ¢y » Bild 1-19b
zeigt das zugehdrige Spektrum.

* Zwei Zahlen heiffen kommensurabel, wenn sie ganezahlige Viellache einer dritlen Zahl sind. Andern-
falls sind sie inkommensurabel.
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b
x(

11T
| @ Bid 119

0 “’Y"(l’j’w Wy ;‘-,,,!,ﬂ,,M Amplitudenmodulier-
' te Schwingung.
a Zeitverlauf x(r),
b Spektrum

Winkelmodulierte Schwingung

Beispiel: Werde in

x =% cos(apt + oy + Ap(1)) (1.78)
die Phase ga(r) harmonisch moduliert:

Ap = A cos{ @yt + @4 )3 (1.79)

A heilit Phasenhub. Vereinfachende trigonometrische Umformungen sind nicht méglich.

Man kann jedoch eine momentane Kreisfreguenz ¢ anschreiben:

(;.0 =y — 0y j@ Sin (69’-1,1?“ -+ Poas ). (180)
Bild 1-18 zeigt eine phasenmodulierte Schwingung mit £=1, @r iy =207, A§=3,
o7 = Pom =0,
xp A

Bild 1-20
Phasenmodulierte Schwingung. a Zeitverlaut x(f),
b momentane Kreisfrequenz

1.4.3 Schwebung

Sei x{7) die Summe zweier harmonischer Schwingungen

x(7) =% cos (mlr+g001)+£2 Cns(mzf+ (/)03) (1.81)
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mit nahe beieinander liegenden Kreisfrequenzen. Sei @y > @, . Mil der Dilferenzirequen:z

hzw. der Summenlrequenz,
Wy =0y —n, 0=+ (1.82)

soll also w; <« @, gelten. Driickt man @, @, durch @,; und @, aus und setzt das Ergebnis

in (1.81) ein, so erhiilt man durch trigonometrische Entwicklung

: - oW - ., —
I(f)le COS[RTGI{**@D]]"FX:{ C-OS(QTd"l“(‘Doz]—

\ =

W gt N P NOR
—| Xy sin 5 1@y | — Xy SIN T#(o“;, sin R

Zusammenfassung gemil (1.7) bis (1.10) liefert

.r(t)=x_5(t)-cos(%t+w(1)], (1.84)

. @ 4t AR @ 4t @t
—|ixl UUS[%"‘%[J"‘*‘Q cos(%—%zﬂ cosTs— (1.83)

WO

Xy (!)Z\f}f‘ Jr)E% +2,;(\71 .?Eg COS((t)deFgDUl *gﬂuz), (1.85)

& sin| 224 g0, |- %y sin| Ll
A 5 P01 |7 S T o0

tan yr (r) = (1.86)

. Wyl . (@t '
Xy cos| I+ oy + %5 COSL? — @y

Die Funktion xg(f) schwingt langsam mit der Differenzfrequenz ;. die dann auch
Schwingungsfrequenz heilit, Die Funktion xg (f) hiillt den Kosinus ein, der seinerseits mit

o R 1 -8
{%I+I//(I)} :EC-‘JS +E 2] xz—(t), (1.87}
5

Z

also rasch schwingt. Die Maxima und Minima von xg (7} liegen bei

XSmax ™ |5C1|+|:%2 ’{_2

+ ASmin T H'%l|_ ‘ (1.88)

Vorginge dieser Art heiBen Schwebungen. (Zwei gegeneinander leicht verstimmte Geigensei-
ten liefern gemeinsam einen "schwebenden" lon, seine Lautstirke schwankt mit der Diffe-
renzfrequenz.)

Fiir ¥ = %, =% crhilt man dic reine Schwebung
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@0+ oy — ottt
x()=2cos d ‘é” P02 g “s (021 Poz (1.89)

x,(2)

Nur fiir rationale Frequenzverhiltnisse ) :y sind Schwebungen periodisch (s. Ab-
schnitt 1.3.2). Bild [-2] zeigt eine Schwebung fiir x| # %5 .

X

S

Csmin[ T

Fsminlj] Wt

i

Bild 1-21
Schwebung

1.4.4 Exponentiell wachsende und schwindende Schwingung
Die Schwingung

\(t) = 4% cos(mt‘ + ) =Xy (1) cos (mt + (,90) (1.90)
ist ein sinusverwandter Vorgang (s, DIN 5483, Teil 1), Die Parameter @ und ¢y sind kon-

stant und heillen, wie bisher, Kreisfrequenz bzw. Nullphasenwinkel, obwohl x(t) nicht peri-

odisch ist. (Deshalb nach DIN 1311 auch z. B. Quasi-Kreisfrequenz @.) Die Konstante A
dient in der Regel, gemeinsam mit ¢, , zum Anpassen an vorgegebene Anfangsbedingungen

{s. Abschnitt 5.3.1). Der Parameter ¢ heilit Ankling- oder Wuchskoeffizient, wenn positiv,
o >0. Die (modulierte) Amplitude x,,(¢), und damit die Schwingung, wachsen exponen-

tiell, die Schwingung Afingt an (DIN 5483), s. Bild 1-22a.
Weil besonders wichtig (s. Abschnitt 5.3.2), fithrt man fiir ¢ <0 den Abklingkoeffizienten
d=—0 und x3; = A e o (1.91)

ein. Amplitude x(r} und Schwingung schwinden fiir >0 exponentiell, die Schwingung
klingt ab, s. Bild 1-22b.

Es kann zweckmiBig sein (o, @) bzw. (&, @) komplex zusammenzufassen,
A=0+jo bzw. A =-050+ jow (1.92)

und x(¢) als Projektion eines (aul einer Spirale statl einem Kreis) umlaulenden Drehzeigers
auf die reelle Achse zu sehen (dhnlich Bild 1-6):

x(t) = Re A4} (1.93)
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S
A

a )]

Bild 1-22

Schwingung. a exponentiell wachsend (anklingend), b exponentiell schwindend (abklingend)

In Bild 1-22b sind eingetragen: Die ‘Iréigerschwingung cos (e + ¢y ) gestrichelt, die Einhiil-
lenden + A exp(—&-7), die Schwingung x(¢), die positiver relativen Exirema E, mit den
zugehdrigen Auslenkungen

ay, ::x(tk), (1.94)

die (positiven} Berfihrpunkte B; von Schwingung x{r) und Einhiillender A4exp(-&-1),
zweimal die Quasi-Perivde 2z/w  als zeitlichen Abstand zweier aufeinander folgender
gleichsinniger Nulldurchgéinge von x(.!) bzw. der Lxtrema L}, L, . (INur die Nullstellen, die

Extrema und die Beriihrpunkte wiederholen sich im Abstand der Quasi-Periode.)

Legarithmisches Dekrement

Man greift aus Bild 1-22b zwei Auslenkungen o, und e, . Abstand », heraus und loga-

rithmiert ihren Quotienten. Damit erhiilt man das logarithmische Dekrement (den logarithmi-
schen Abfull)

A ;_lln[ il )und/l—z—ﬁé‘. (1.95)

B L @

1.5 Aufgaben

Aufgabe [-I: Phasenvergleich gleichfrequenter Schwingungen. I'tir die Sinusschwingungen
x; [t) in Abschnitt 1.2.2 sind neben der gemeinsamen Frequenz e und den Amplituden %,
dic Phasenverschicbungswinkel gp; —(0.5, - 0.3, 2.1,4.0, -3.6,8.0)rad gegchen. Withlen Sie

eine der Schwingungen als Referenzschwingung und bestimmen Sie die diesbeziiglichen
Phasenverschiebungswinkel {Vor- oder Nacheilwinkel) der anderen (Skizzen!).
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Aufeabe 1-2: Addition gleichfregquenter Schwingungen. Fiir dic beiden Sinusschwingungen
Xz‘(f) in Abschnitt 1.2.2 sind neben der gemeinsamen Frequenz die beiden Amplituden
X1. X, und die Nullphasenwinkel @, @y, gegeben. Berechnen Sie die Amplitude & und
den Nullphasenwinkel @ der Summe in allgemeiner Form und speziell (i
X2 =2 %, 000 =00°% @y —— 60°.

Aupgabe 1-3: Geben Sie zwei Funktionen mit gemeinsamer Periode T an, deren Summe eine
kleinere Periode hat (vgl. Abschnitt 1.3.2), zum Beispiel die Periode 7/3.

Aufzabe 1-4: Gegeben seien drei periodische Funktionen, deren Perioden 7; sich wie
T :Ty 73 =n ny iwy verhalten, wy —ganze Zahlen. Wie lautet die gemeinsame Periode?
{Abschnitt 1.3.2)

Aufgabe 1-3: Rechnen Sie die Orthogonalititsrelationen {1.45) nach.

Aufgabe 1-6: Skizzieren Sie fir die Schwingungen nach Bild 1-13 fur %, =1 die Spektren der
Amplituden und Nullphasenwinkel sowie die der Fourierkoeffizienten.

Aufgabe 1-7: Erfille x(r) die Periodizititsbedingung x(s+7/2)=-x(r). Zeigen Sie, dass
in der Fourierreihe alle Glieder mit geradzahligem Index verschwinden. Man nennt x(n‘)
dann ungerade-harmonisch.

Aufgabe [-8: Welche besondere Periodizitit besitzt eine Funktion x.(t), deren Fourierreihe
nur Glieder mit geradzahligem Index enthilt?

Aufgabe 1-2: Kontrollieren Sie die in {1.535) angegebenen Fourierkoeffizienten der Siigezahn-
funktion. (Wie sieht das Spektrum aus?)

Aufoabe 1-10: Werten Sie mit Hilfe eines Digitalrechners die Fourierreihe {1.56) der ¥ ersten
Teilschwingungen aus und verfolgen Sie in Diagrammen dhnlich Bild 1-14, wie mit wach-
sendem N in der Umgebung der Sprungstelle der Bereich des Uberschwingens zwar schmiiler
und schmiiler wird, der Uberschwung jedoch erhalten bleibt.

Aufgabe [-11: Kontrollieren Sie die Aussagen (1.38) und (1.59).

Aufgube 1-12: Uberpriifen Sie in Abschnitt 1.3.4.5 die Aussagen 3, 4 und 5.

Aufeabe 1-13: Zeigen Sie, dass der Effektivwert einer harmonischen Schwingung
Xeff = 5142 hetrigt. Wie grold ist der Effektivwert von x= i(cos &1 +sin 2 mt) , wie grof}
der von x ?

Aufoabe 1-14: Sei in der amplitudenmodulierten Schwingung x(a‘) nach (1.77) das Fre-
quenzverhéltnis rational, @y :@yy = n:m, 1, m— ganze Zahlen . Welche Periode 7 hat x(¢)?
Aufgabe [-15: Skizzieren Sie die reine Schwebung nach (1.89).

Aufgabe 1-16: Fuhren Sie die Projektion (1.93) aus (Skizzen (lir & >0 und & > 0!).

Aufgabe I-17: Zeigen Sie, dass in Bild 1-22b gleichsinnige Nulldurchgéinge sowie [xtre-
ma £; und Berfihrpunkte 3, im Abstand der Quasi-Periode wiederkehren.
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Aufeabe 1-18: Wie kann man aus einem gemessenen Verlauf x(t), vgl. Bild 1-22b, die Pa-
rameter & und @ ermitteln? Kann man statt mit den a; in (1.95) auch mit den Auslenkun-

gen an den Bertihrpunkten arbeiten? Ist es hilfreich, x(¢} fiir x(r)>¢ >0 halb-logarithmisch
anfzutragen?
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IT Maschinen und Geriite unter dynamischer Last

Am Beispiel der Bodenkrifte einer arretierten Riitteltnaschine und des Auswuchtens eines
starren, starr gelagerten Rotors wird ein systematisches Vorgehen zur Lésung von Kinetik-
aufgaben dargelegt.

2 Bodenkriifte einer Riittelmaschine

2.1 Aufgabenstellung

Fiir den in Bild 2-1 schematisch dargestellten Ritttler {Baumaschine zur Bodenverdichtung)
sollen die auf den Boden wirkenden Krifte berechnet werden, die entstchen, wenn die Ma-
schine in arretiertern Zustand (vgl. Transportbalzen T) angelassen wird.

Bild 2-1

Riittler, bestehend aus [-Bodenplatte, 2-Schwingkdrper, 3-
Unwuchtrider (Zahnrader mit aufgesetzten U nwuchtmassen), 7-
Transportbolzen {zur Arretierung)

2.2 Losung

2.2.1 Allgemeines Lisungsvorgehen

Berechnungsaufgaben sind hiufig reine Textaufgaben (ohne Schemaskizze): Der Bearbeiter
muss oft erst herausfinden, was der Iragesteller eigentlich wissen will.

Die Losung erfolgt in etwa 7 Stufen:
Modell entwerfen
Gleichungen ansetzen

Systemparameter beschaffen

System simulieren (Gleichungen 16sen)

1
2
3
4. Evil. Rechnerprogramm schreiben
5
6. Hrgebnisse interprelicren

7

Untersuchung schrifilich festhalten
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Jede der Stufen 1 — 7 erfordert in der Regel das Lisen von mehreren Teilaufgaben, Man kann
sie oft nicht nacheinander abarbeiten, sondern wird parallel vorgehen, weil man sein System
erst wihrend des Losens richiig kennen lernt.

2.2.2 Entwurt des Modells
Schritt 1.1: Modell gegen Umgebung abgrenzen {am besten durch cine gedachte Hillfla-
che) und idealisieren (s. Bild 2-2)

Hiillflache

]
b
'
1
I
1
1
|
|

Fy

Rilet 2-2: Riittler als abgegrenztes System Blid 2-3: Riittler: Frsatzsystem

Annahmen:
o Dyreh die Hillltliche werden die Gewichtskriitte auf die Maschine und die Vertikalkriifte
auf den starren, waagerechten Boden iibertragen,

» Bodenplatte (m,) und Schwingkdrper (m) sind starr.

o Unwuchtrider (Zahnrdder) lauten mit
M= =L (2.1}
gleichformig um: {2 = const. (Dies ist ein Modell fiir das Verhalten des Antriebsmotors.)

Schrite 1.2:  Oft fasst man die Anmahmen in einem Ersarzsystem — einem Sfrichbild — zu-
sammen. Dem Crsatzsystem weisf man dann die Eigenschafien zu, die das Modell haben soll;

Schritt 1.3: Schnittkriifte (und -momente) einfiihren.

Bild 2-3 7eigt das vom Boden freigeschnittene Frsatzsystem. Bodenplatte, Masse m; und
Schwingkorper (samt Zahnriider). Masse ms, . bilden einen starren Kdrper K der Musse
m=nn +ms . Die gesuchten Kriifte zwischen Boden und Bodenplatte sind als Bodenkrafi
Fjp zusammengefasst. Ferner zeigt das Bild 2-4 auch die beiden Unwuchtmassen m,, . deren
Schwerpunkte §,), §,» den in Bild 2-3 nicht eingetragenen Abstand » (= Exzentrizitit) von

der jeweiligen Drehachse haben.
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2.2.3 Gleichgewichtsbedingungen
Schrite 2.1 Lageplan fUr Koordinaten und Kinematik skizzieren:

£y

Bild 2-4 Bild 2-5
Riittler: Lageplan Rittler mit #ulleren einschlieBlich d'Alembertschen Kriiften

Bild 2-4 zeigt den Lageplan. Der Kérper rulit im Inertialsystem. Dic beiden Schwerpunkte
841> 82 laufen auf Kreisen vem Radius » mit der Winkelgeschwindigkeit £2 um. Beide
erfahren die Zentripetalbeschleunigungen

a={Fr (2.2)
auf den Drehpunkt 4, bzw. 4, zu. (Die beiden Zentripetalbeschleunigungen ¢, und d
haben dieselbe Malzahl.
Schritt 2.2: Schnittbild mit allen wirkenden Kriiften (und Momenten) einschlieBlich der
d'Alembertschen skizzicren.
Bild 2-5 enthilt: Fgp— Bodenkraft, G=mg= (ml + mz)g —Gewicht von Bodenplatte und

Schwingkdrper, G, =m,g - Gewichte der Unwuchtmassen m,, und die beiden gegen a

H?

wirkenden d'Alembertschen Krifte mya , in Vektorform —m, d,, —m, d,.

Schritt 2.3:  Gleichgewichtsbedingungen formulieren: Fiir das Kérpersystem nach Bild 2-5
lauten dic Gleichgewichisbedingungen (der Koordinatenpleil x deutet die positive Richtung
any:

N Fp=0: Fp—G=2G,+2m, 2 cos 1 =0. (2.3)

Wegen des angenommenen symmetrischen Lauts der Maschine treten (nach auflen} keine
horizontalen Krifte und Momente auf.

2.2.4 Beschaffen der Systemparameter
Falls es den Rittler bereits gibt: Firmenangaben; Massen wiegen, Unwucht messen.

Falls ¢s vom Riitller nur Zeichnungen gibl, muss man die Massen und die Schwerpunktlagen
berechnen.
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2.2.5 Rechnerprogramm

Iier evtl. nur erforderlich, um Abhebezeitpunkte oder Zeitverldufe zu berechnen (vgl. Auf-
gaben unten).

2.2.6 Rechenergebnis/Interpretation
Diese Aufgabe ist sehr einfach. Aus Gleichung (2.3) folgt

Fp=G+2G,—2m, r 2% cos . (2.4}
Darin ist
Gops =G+2G, (2.5)

das Gesamtgewicht. Das sfaiische Moment
Uw=m,r (2.6}

nennt man oft Unwuchr (m, — Unwuchtmasse, Exzentermasse; r — Exzentrizitét, hiufig
schreibt man e statt r). Man fasst das Ergebnis (2.4) zusammen:

Fp = Ggy — F cos 21, (2.7}

F= 2murﬂz — Amplitude, £2— Kreisfrequenz der Sinusschwingung.

Bild 2-6 7eigt den Zeitverlauf der Bodenkraft F,/G,,,

A

flir £/G = (0.2,0.8,1.1). Falls

FiG, > 1, also 2m, ¥ .Qz > (7

e wus- hebl die Rilllehmaschine vom Boden ab, aus unseren
o

Gleichungen ergibt sich 7, < 0. Unsere Annahmen bleiben nur dann sinnvoll, falls der Riitt-
ler am Boden verankert ist, anderenfalls ist das Modell ungiiltig.

Fﬂ
3
G 2
1
1
Bild 2-6
Rittler: relative Bodenkraft Fg /G, ., fir
0F : o G PG ~{02,0811)

2.2.7 Aufzeichnung

Das schriftliche T'esthalten einer Untersuchung kann zum Beispiel in der hier vorliegenden
Form geschehen. Wichlig st es, Annahmen auch in Worle zu fassen, well man sonst nach
einiger Zeit nicht mehr erkennt, was man ilberlegt hat.

2.3 Aufgaben

Aufgabe 2-1: Wie kann man die Unwucht U/ =z, + messen?
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Aufeabe 2-2: Beim Zusammenbau des Riittlers wurden die Zahordder verschentlich um ein
paar Zihne - um den Winkel « - versetzt zusammengesteckt. Wie wirkt sich das aut die
Bodenkraft Fg(¢) aus? Schreiben Sie ein Computerprogramm, das Thnen [ (¢) aufzeich-

net. Welche zusitzlichen Kritfte und Momente werden nun auf den Boden ausgeiibt? Welche
zusitzlichen Parameter brauchen Sie, um diese Grdflen zu berechnen?

Aufeabe 2-3; Am vom Motor mit konstanter Drehgeschwindigkeit (2 angetriebenen linken
Zahnrad brechen ein paar Zihne aus. Zufillig findet der Bavarbeiter ein paar alte Réder, doch
slall 22 Zihne haben sic 20 und 24 (selber Modul; der Achsabstand st [est; das 2der Rad
passt auf die linke Welle). Wie /dufi der (nach wie vor) arretierte Riittler? (Gleichung (2.1),
ibrige Fragen wie bei Aufgabe 2-2.)

Aufgabe 2-4. Welche Modelle wiirden Sie fiir den Fall entwerfen, dass der Riittler vom Bo-
den abhebt? (Frage geht iber Stoff der Vorlesung hinaus.)

3 Auswuchten starrer Rotoren

3.1 Aufgabenstellung

Infolge von Fertigungsungenaunigkeiten und von Unregelmifligkeiten im Werkstoft liegt der
Schwerpunkt § des Rotors nach Bild 3-1 nicht aul der Drehachse A, B, sondern exzentrisch
im Abstand »¢ davon. AuBerdem licgen dic Trighcitshauptachsen (g, &, 85) nicht scnk-

recht bzw. parallel zur Drchachse. Bei Rotation, bei Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit
£2 entstehen in den Lagem Kriifte. Solche Krifte miissen vermieden, mindestens so klein wie
moglich gemacht werden.

Bild 3-1

Starrer Rotor mit ex-
zentrischem Schwer-
punkt und schrig lie-
genden Tragheitshaupt-
achsen; Basis

=0 =0 =0
(0, e, 65,0 )

Man hat es mit zwei Teilautgaben zu tun:
1. Wie grofi sind die Lagerkrifte?

2. Welche (Wueht-} Massen muss man hinzaftigen {Ort und Grifie) oder wegnehmen (z. B.
durch Bohrungen oder Anfriisungen), um die Lagerkrifte zu verringern?

Das allgemeine Lisungsvorgehen nach Abschnitt 2.2.1 gilt auch hier.
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3 Auswuchlen starrer Rotoren

3.2 Modell

| ﬁ
AT
"’2

!

H

Bild 3-2
Starrer Rotor: Ersatzsystem

Modell abgrenzen und idealisieren. Bild 3-2 zeigt das Ersatzsystem. Es enthilt folgende 4#-
nahmen:

e Der Rotor ist starr.

o e Lager sind starr.

e Dic Lagerkriifte greifen an den Zapfenachsen an (es wirken keine Reibmomente!).
¢ Es wirken keine &ufleren Krifte.

o  Auch das Gewicht bleibt unberlicksichtigt, weil es nur konstante Beitriige zu den Lager-
kriiften liefern wiirde.

3.3 Gleichgewichtsbedingungen

3.3.1 Lageplan, Koordinaten, Kinematik

Wir betrachten auf zwei verschiedene Weisen die wnsymmetrische Massenverteilung des

starren Rotors, dic zu den Lagerkréifien fiihri:

a) Der Schwerpunkt S des Rotors mit der Masse m liegt bei /, im Abstand r, von der
Drehachse A-B in Bild 3-3. Die Achse ¢, der kdrperfesten Basis (S, €ei by e’Z) liegt
parallel zu A-B, und bezogen auf diese Basis hat der Rotor die Trigheitsmomente
JeorSips Jes S e I yzs I 5 vel. Abschnitt A.2.4 mit (x, y, z) anstelle von (xy, x5, x3).

KX P XY ZF

Mit dieser Darstellungsweise a) arbeiten wir zuerst.

by Bei der zweiten Beschreibungsweise der unsymmetrischen Massenverteilung erfassen
wir die Schwerpunktlage wie in Bild 3-3, doch statt der achsparallelen Basis
(S, Err €y e__) wihlen wir die Basis der IIauptachsen(S, &, &, e},), wie sie in Bild 3-1
angedeutet sind. Dann treten an die Stelle der oben sechs Trigheitsmomente die drei
Haupttriigheitsmomente J;, J5, 3, doch miissen wir zusiitzlich die Winkellage von

(e‘, , €2, 6 ) gegeniiber dem Inertialsystem (U, e']U, e'ﬂ[,), e}?) vermaBen (vgl. Aufgabe 3-4),
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Bild 3-3
Starrer Rotor mit karperfester

Basis {S, = eJ,,é:] . & achs-

parallel

In der Darstellungsweise 1) gelten, vgl. Bild 3-3:

£2f - Drehwinkel, gemessen von der Vertikalen gegen den rotorfesten Berugssirahl,
der parallel zu 2, durch A — B fiihrt.

o - Winkellage des Schwerpunkts gegen Bezugsstrahl.
7, - Exzentrizitit des Schwerpunkts S.
I, - Abstand des Schwerpunkts von Lager A

3.3.2 Schwerpunktbeschleunigung und Drall
Bezogen auf die drehende Basis ( S, ép, € e:) nach Bild 3-3 gilt fiir die Schwerpunktbe-
schleunigung (Zentripetalbeschleunigung)

dg = —$27 ¥ (3.1)

mit
2)

Lo

fg = rg €, 008 +rg €, sina. (

In (3.2) hingen nur &, = &,(r) und &, =2&,(¢) explizit von der Zeit ab: Von der drehenden
Busis gesehen ist der Vektlor(pleil) dg Test (er dreht mit!),

Um den auf (S ,E}K,EJ_,,EZ) bezogenen Drall I — .J:T @ zu berechnen, vgl. Abschnitt A.3.2,
brauchen wir den Winkelgeschwindigkeitsvektor &,

=20 (3.3)

und den Iriigheitstensor J
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j - (éx Jx-r +é}/’ JJ"X + Ez sz)éx
+(éx Sy ey Ty te, J zy] €y (3.4

(e, S 18, )y +E T )2

Man erhilt den mit € umlaufenden Drall{pfeil)

L=(Jy Q& +J, 27, +J. QE). (3.5)

Fiir das d* Alembertsche Moment (fL) brauchen wir die Ableitung

L:(sz_Qé_\. +J, 28+, Q8. ) (3.6)
Da die J... und € konstant sind, erhilt man

LU, Qé,+J,,Q8,+J. Q6. (3.7)

Fiir die Zeitableitung ¢ des Dreibein ¢ gilt

é—oxe, also g, - QE);, EJ, ——£2&., &,~0. (3.8)

Damit folgt aus (3.7)

T R 25 2
L=t 27 ¢é +J 2°¢é. (3.9}

Man sieht: [ = 0, falls die Deviationsmomente ./ _ und./,, verschwinden, falls die Dreh-

achse A—D parallel zu einer Trigheitshauptachse liegt (vel. Abschnitt A.3.2).

el

mi

Bild 3-4
Starrcr Rotor: Freikdrperbild mit Lagor- und
Trigheitskriilien
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3.3.3 Lagerkriifte
Das Freikérperbild — Bild 3-4 — enthilt die d'Alembertsche (Trigheits-)Kraft
—m g =mFy ©? und das d'Alembertsche (Tragheits-)Moment —Z sowie die Lagerkrifte

F:A, l-':'B in der Form
F,-'J:éxF;cA%'évaA! FH:éxeH-}'éyF_vH' 3.10)
Aus den Momentengleichgewichten un die Lagerpunkte A und B folgt

ZM}AJ =0:  (fa)=xFy+(I é':)x(—mﬁg)+(—i) =0, {3.11)

YA =0 (de)xE (0l é)x(mag) - 2)=0. 312

Multiplikation beider Gleichungen von links mil &, = liefert mit (3.1) und (3.9) [iir die Kralt
auf den linken Lagerzapfen

[Py = (I-15ymFs+J 64, 8,27, (3.13)
fiir die Kraft auf den rechten Lagerzapfen
VBp=—[lsmAg—J, 8,—J,, 8, | 2% 3.14)

3.4 Diskussion der Lagerkrifte infolge Unwucht

1. Anschauliche Deutung

[ir eine Diskussion der Lagerkrifte infolge Unwucht zeichnen wir das Freikérper-Bild 3-4
noch eimmal und tragen d*Alembertsche Kraft und Moment an dem zu ciner Strichskizze
vereinfachten Rotor in der Form von Pleilen und Malizahlen ein, vgl. Bild 3-5.

Bild 3-5
Starrer Rotor: Strichskizze mit Lager- und Trig-
heitskriften

ﬁyg

Dic Glieder mit den Deviationsmomenten deuten wir mit Bild 3-6 als Fhichkraftmomente,
Gemél (A.83) gelten

Qg = [xzdm, 20, -2 [vzdm. (3.15)
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x )
c L2Am o' Am'
c Am c At
-d -d'
| 8 d = S d =
A - ! Bild 3-6
 OAm Punktmassen. a in der x-z-

Ebene, b in der y-z-Ebene

Als Beispiele, siehe Bild 3-6, seien je zwei Punktmassen Am bzw. Am' symmetrisch zum
Schwerpunkt S in die x-z-Ebene bzw. die y-z-Ebene gelegt, Orte (¢, d) und (-¢, -d) bzw,
(¢"d") und {-¢',—d"). (Die Am, Am" liegen symmetrisch zu S, damit sie dessen Lage nicht
beeinflussen.)

Fir dicse Punktmassenpaare gilt:

Jo=—2edAm, J,, =2 d'Am'. (3.16)

Andererseits crhilt man dic Flichkrific ¢ 2%4m bzw. ¢'0%4m’ und — bezliglich 8§ — die
Flichkraftmomente

2

QT =2ed A2, QT =20 d An'D (3.17}

mit den in Bild 3-5 gezeigten Orientierungen.

Kennt man also m 7, J,.. J,, und % so kann man F,, Fy sich anhand von Bild 3-5 leicht

vz

anschaulich klar machen. (Fine formale Losung hat man mit (3.13), (3.14).)

2. Bedeutung der Kriifte und Momente

Dic an den Lagern merk- und messbharen Kréilie sind Folge zweier Ursachen:

1. Der Schwerpunkt S ist aus der Drehachse herausgertickt. Dies wirket sich im Schwerefall
so dus, dass sich — bei schr geringer Lagerreibung — der Rotor mit seinem Schwerpunkt
nach unten dreht. Man kann diese Unwucht also auch beim nichtdrehenden Rotor bemer-
ken und nennt sie deshalb sratische Unwuchi.

[

Liegt der Schwerpunkt S aut der Drehachse, entfillt die statische Unwucht. Doch bei
£2=0 konnen Lagerkrifte aus den Deviationsmomenten entstehen. Weil die nur bei
£2# 0 beobachtel werden kdnnen, spricht man jelzl von kinetischer Unwucht.

Alle Unwuchtkrifte laufen mit dem Rotor um. Bei starrem Rotor und starren Lagern sind sie
rotorfest. Aus den Unwuchlen [olgen [Ur den Rotor also zeitunabhiingige (konstante} Kriilie,
Biegemomente - - also Spannungsbeanspruchungen.
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Foy g Bild 3-7
Starrer Rotor: Lagerkriilie in nichtdeehendem Bezugssyslem

Anders sieht es mit den Lagerkriften I*,, Fp aus, die man vom festen — nichtdrehenden —
Bezugssystem sehen muss, wenn man ihre Wirkung aus der Maschine heraus bewerten will,
Bild 3-7 zeigt die Zerlegung von F,und Fy in Richtung der festen Vektoren

€, — vertikal, ¢, — horizontal.
Mit Bild 3-7 oder auch nach (3.13), {3.14) mit Bild 3-4 folgen (ohne Gewichlsanteile):
I Foq = —m{l—l5)re €2 cos(Qt+ or)— (], cos 2 —J sin[);)gz’

LEjg = =m(I=1g)rs €2 sin (L2t + )= (S, sin Q1+ ./, cos )62,
, (3.18)
1Fy=-mlg rg 2% cos( Q0+ o)+ (Jiz 00820~ T sin .(2()!22,

[ Fyy =—m g re 2% sin (_Qt-l-a)-l-(JxZ sing2¢ 4 J . cos Q?)_Q2.

Vom [esten System her geschen, (tihren die Unwuchten zu Weehsellasten.

3.5 Das Wuchten

Durch das Anbringen - oder Wegnehmen - von Ausgleichsmassen versucht man, die Un-
wuchtlasten zu verringern, (Das Wegnehmen — durch Bohren, Frisen usw, — von Aus-
gleichsmassen sehen wir als Hinzufiigen von negativen Ausgleichsmassen.) Man spricht vom
Wuchten.

Es gibt zwei Sichtweisen des Wuchtens:

1. Flichkrafte der hinzugefiigten Massen heben die Lagerkréifte auf.

2. Hinzugefligte Massen verschieben den Schwerpunkt auf der Drehachse und drehen die
Hauptachse in die Drehachse.

Vorgehen

Bei der Konstruktion von Rotoren sieht man Plitze zum Anbringen von Ausgleichsmassen
{Wuchigewichien) vor. (Beim Kfz-Rad z. B. die beiden Felgenrfinder.) Im allgemeinen muss
man mindestens zwel Punkimassen »r und #r; 10 unterschiedlichen Abstiinden von den 1.a-

gern anbringen, 7. B, in den Wuchtebenen 1 und 2 het, /und /y | in Bild 3-2.
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Nimmt man an, dass diese Massen in den Ebenen 1 und 2 sitzen, analog zu 75 fiir den
Schwerpunkt 8 auf den Spiizen der Vektoren 5 und 7, so kann man die Gleichungen (3.13})

und (3.14) um die entsprechenden Glieder ergiinzen und erhiilt

LE (=15 yms27Fg +(J 8, +J 1,6 )27 +(1=1)m @ + (1= 1) my 2% =0, (3.19)

wr by

[ Fplsm Qg —(J 80+, 8, ) 20 +lymy Q7 F + Ly my 27 Fy =0 (3.20)

Hieraus folgen awei Vorgehensweisern:

1. Man fordert lormal IEA =0, ﬁB =0 und crhidlt aus (3.19) und (3.20) zwei Gleichungen [iir
myf und me B (das sind statische Momente). Hierzu st allerdings die Kenntnis der
Schwerpunktlage sowie von Jy.,J/,. erforderlich. (Man kann das Vorgehen als obige

Sichtweise 2 einordnen).

2

Man hat zunichst £, = 54 02  Fp =85 o gewissermallen als Losungen von (3.13)

und (3.14) — die statischen Momente §,,S; gemessen. Dann folgen aus (3.19), (3.20)
fiir verschwindende (resultierende) Lagerkréifte

S 2 (10 Q2R (11 ymy 27 7 = 6, (3.21)
Sy 22 LF Ay 205 =0 (3.22)
und
LS,~(I-1)§ LS4 —(1-1)S
m]F]-— | ( 2) H, 242 104 ( l) I (3‘23)
I 4, b4

Aus diesen Gleichungen liest man sofort ab: Sollen die Ausgleichsmassen klein sein, miissen
die Wuchtebenen einen mdglichst grofien Abstand (/> —/) haben und die Wuchtradien |?1|

und || méglichst groB sein,

Achtung aul Vorzeichen: Am Lager misst man die Reaktionskriific —# und —Fp !

3.6 Aufgaben

Aufoabe 3-1: Fir das praktisch ebene Speichenrad nach Bild 3-8, Masse m = 50 kg, Durch-
messer 1 m, wurde 5-— (25.(] e, +17.0 E},)gm gemessen (€,,€,, korpertest). Die Aus-
gleichsmassen diwfen nur (in Nulen) auf den drei Speichien angebracht werden. Zur Verlii-
gung stehen Passstiicke von 20 g. Wie gleichen Sie die Unwucht aus?

Aufaabe 3-2: Zum Wuchten wird dus Speichenrad aus Aufgabe 3-1 auf dic Welle nach Bild
3-9 gesteckt (i =800 mm, /g =1100 mm) . Bei der Winkelgeschwindigkeit (2 =20 rad/s
wird, von der Welle aut das T.ager B wirkend, horizontal der Kraftverlauf
Fup = Feos (_Qr+qoo) gemessen {Orienticrung vgl, Bild 3-7), mit F=210N, g = 30°.



38 11 Maschinen und Geriile unter dynamischer Last

{(Zur Zeil =0 weise ¢, senkrechl nach oben, vgl. Bild 3-8.) Wie gleichen Sie die Unwucht

aus?

W e s ) »

Bild 3-8 Bild 3-2 Bild 3-10
Speichenrad Speichenrad auf Welle Rotor mit Fehlstellen

Aufgabe 3-3. Der Roter nach Bild 3-10, /=700 mm, hat bei (.4 )=(200 mm, 250 mm)
cine Fehlstelle mit Amy = —20g und bei (r5,5 ) ={320 mm, 480 mm) cinc mit dm, = —15g.
Dabei ist Am, gegeniiber Amy in positive Drehrichtung um 60° versetzt. Welche Zusatzmas-
sen muss man in Schwalbenschwanznuten (r: 350 mm) bringen, um den Rotor auszu-
wuchten? (Stiickelung der Massen 10 g.)

Aufgabe 3-4: Der Rotor nach Bild 3-11 sei rotationssymmetrisch und bereits ideal ausge-
wuchtet (Masse m, Massenmomente J; — J5,/4; Lingen/;./). Wegen eines exzentrischen
inneren Laufrings im rechten Wilzlager lduft der Zapfen B jedoch auf einem Kreis mit dem
Radius » (r/! <<1) um. Welche Krifte wirken auf die Lager?

AL e B
JEN o J [P 8 O |- Tl B ._.‘9‘..
£
[S
! Bitd 3-11

Rotor in unrundem Laufring

Lisungshinwels: s ist zweckméiBig, das linke Lager A als festen Bezugspunks zu withlen. Wir
arbeiten mit den Kippwinkeln nach Anhang A.1.3.4. Die rotorfeste Basis (A,éﬁ,éf,éjﬁ’) falle
mit (0,512,522 ,532) nach Bild A-8 zusammen. & dreht gegeniiber e’, vel. Bild 3-1. Fiir den
Neigungswinkel  gilt sinw =/, in linearer Niherung, bei r/l <1, w=r/I. Mit dem
Knotenwinkel y:=/2+(2¢ kippt die Rotorachse bei { — 0 mit dem Winkel w um &; und

liull dann aul dem Kegel mit dem Offungswinkel 2y um dic Lagerachse EHE; . Die
Rotordrechung (olgt mil ¢ = £2¢ Dann gilt gemil (A26), {A.29)



3 Auswuchlen starrer Rotoren 30

cosf2t  sind2f
é4 = R;e° mit R; =| —sin@7  cos2r 0 | (3.24)
peosf2r sl ]

Aus (A.61), (A.63) folgen mit { 7,17,) = (£2,0,2)

d=-& w2+e 02, (3.25)
Der aul A bezogene Trigheitstensor lautet
T =gl afet e aphed vaf el (3.26)
wo {nach Steiner)
Ji=ah =1, +mid. (3.27)

Aufoabe 3-5: Formulieren Sie die .osungsansitze zu Aufgabe 3-4 mit Hilfe von Euler- und
von Kardanwinkeln,
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IIT Schwinger mit einem Freiheitsgrad

Lineare Schwinger mit einem Freiheitsgrad stehen am Anfang der Schwingungslehre. Deren
Begrifle hauen weilgehend aul der systematischen Untersuchung des Einmassenschwingers
auf. Aber auch {iber das Schwingungsverhalten technischer Systeme kann man oft mit einem
Modell von einem Freiheitsgrad einen Uberblick gewinnen, der Beobachtungen an der Ma-
schine erklirt und Cingriffe nahe legt, zum Beispiel, um unerwiinschte Schwingungen zu
verringern.

In Kapitel 4 fiihrt eine maschinendynamische Aufgabe auf einen Linmassenschwinger, der
anschlicBend in den Abschnitlen 4, 5, 6 systemaliseh abgehandell wird.

4 Vertikalschwingungen eines Paares gekoppelter
Exzenterpressen

4.1 Aufgabenstellung

Bild 4-1 veigt zwel Excenterpressen 1, 2 aul einem gemeinsamen Rahmen 3, der aul’ 8 nach-
giebigen Stiitzelementen 5 auf dem Maschinenhausboden 4 steht.
Die beiden Pressen werden von einem gemeinsamen Motor iber Zahnriemen mit go(.r) ge-

genliiufig so angetrieben, dass sich die Massenmomente und horizontalen Massenkrdfle aus-
gleichen (s, Bild 4-1). In vertikaler Richtung verbleiben die Massenkrifte von Kurbel, Pleuel
und Stolel (Kolben), Aullerdem wird dem Maschinenhausboden von Nachbarmaschinen eine

Vertikalbewegung (¢} aufgezwungen.

Gesucht sind die Vertikalbewegungen des Rahmens und die Krifte auf die Federelemente.

12

3830

I

¥
At

[ eb |
R
SN I

samem Rahmen; Auslenkun-
gen x() und w(f)

.!’ 4
S ‘ ‘ < | A > Bild 4-1
‘E:I:] [:::}" gz Exzenterpressen auf gemein-




4 Vertikalschwingungen eines Paares gekoppeller Exzenterpressen 41

4.2 Modell

4,2.1 Vereinfachende Annahmen
In Bild 4-1 ist das System bereits aus seiner Umgebung herausgeschnitten {(die am Maschi-
nenhausboden angreifenden Schnittkréifte sind nicht angezeigt).

Die Biegeverformungen von Bedenplatte und Rahmen sollen in dem betrachteten Frequenz-
bereich vernachlissigbhar klein sein, beide werden als starre K&rper angesehen. Wegen der
gegenldufigen Arbeitsweise der Pressen entfillt ¢in Kippeln. Dann kdnnen wir die Vertikal-
bewegung der Bodenplatte mit »{7) messen und die Absenkung des Rahmens mit x(r)
crfassen. Sowohl u(f) als auch x(f) scien Auslenkungen in cinem Inertialsystem, bei

x::0, u :0 seien die Federelemente entspannt,

Fiir den Antrich nehmen wir cinen édealerr Motor mit @ = €24, €2 = konstant , unabhiingig von

den jeweils wirkenden Massen- und Presskriifien an.

4.2.2 Die Stiitz- oder Federelemente

Die Sritz- oder Federelemente bestehen im allgemeinen aus Paketen von Schraubenfedem,
Tellerfedern, auch Ringfedern, irgendwelchen gummielastischen Elementen und Dimpfern
(z. B. Reib-Llementen). Ihr FVerkalten erfasst man hdufig durch eine (gemessene) Kennlinie,
vel. Bild 4-2.

£ A
7%7}7/ ' Bild 4-2
a b Stitzelement. a schemalisch, b Kennlinie als
Verhaltenstmodell

Da eine solche Kennlinie die parallele Wirkung von Federn und Démpfern (Reiberr) erfasst,
kann man die Kraft £ nicht einfach als Funktion der Auslenkung x angeben. Man muss flir

das Federelement ein Strukturmodell entwickeln, das seinen Awfbau, die parallele Wirkung
von Feder und Dédmpfer wicdergibt. Bild 4-3 zeigt den einfachsten Fall, dass sich
F =F(x, %) als Summe

F = Fpy () +Fpy (%) (4.1)

schreiben Iisst, wo Fpi{x) und Fp (%) je filr sich die Verhaltensmodelle fir Feder und

Reiber (Dampfer) in Form der vom Ilersteller gelieferten Kennlinien nach Bild 4-4 a bzw. b
sind.
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Y

i

I
Fedet
Reiber
I
Feder
Reiber
(Dampfer)

Bild 4-3
Strukturiertes Federelement

|
Rild 4-4

Nichtlineare Kennlinien. a Feder,
b Dampfer

Kann man sich keine Kennlinien Fp| (%) oder Fjy (%) beschaffen, muss man emeut — und
[ciner — strukturicren, bei der Feder, zwm Beispicl, aul Einzelheiten der Form und Abmessun-
gen sowie auf das Hookesche (GGesetz (als Verhaltensmodell) zuriickgreifen; eine Formrel mag
helfen, wenn man sie durchschaut und ihr traut.

Untersuchungen mit richtlinearen Kennlinien nach Bild 4-3 wird man nur durchfithren, wenn
man s unbedingl muss, denn

1. die Untersuchungen nichtlinearer Systeme sind sehr milhselig und praktisch nur mit
Computer maglich,

2. die Ergebnisse sind sehr schwer zu durchschauen und erfordern Vertrautheit mit solchen
Aufgaben.

Deshalb lincarisiers man (umn den Nullpunkt), d. h., man legt bei x =0 bzw. X =0 eine
Tangente an die Federkennlinie #p) (x) baw. die Damplerkennlinie £ (%), in Bild 4-4
gestrichelt, und erhalt

Fpp=k x) baw =k 4. (4.2)
An die Stelle von Bild 4-3 tritt nun Bild 4-5.

Lo

= E

. Bild 4-5
,%77%_ . Lineares Stiitzelement, k— Federsteifigkeit,
! i A - Diampfungskoeffizient

Bei der Parallelschallung von acht Federelementen an unseren Exzenterpressen gilt



4 Vertikalschwingungen eines Paares gekoppeller Exzenterpressen 43

F=8k=kx+bx (4.3)
mit k=8k, b=8{.
Aus Bild 4-1 liest man gegenlber der entspannten l.age x=0, u» =0 die folgende Auslen-
kung x bzw. Geschwindigkeit x; ab:

Xp=x—u und ¥ =x—ua. (4.4)

4.2.3 Ersatzsystem

Als Ersatzsystem wihlen wir Bild 4-6. (Der Bequemlichkeit halber ist nur eine Presse ge-
zeichnet. Die erforderlichen Maschinenparameter folgen unten. )

Zunichst werden nun die Massenkriifte infolge der Arbeitsbewegung angesetzt und abgehan-
delt, die Bewegungsgleichung wird in Abschnitt 4.5 aufeestellt.

L (1)

Bild 4-6
Exzenterpresse: Ersatzsystem

4.3 Massenkriifte

4.3.1 Allgemeine Bemerkungen zu den Massenkriiften

Das Ersatzsystem nach Bild 4-6 enthilt Teile, nennen wir sie Massen my;, die mit dem Rah-
men direkt oder indirekt fest verbunden sind, sich also mit x{¢) auf und ab bewegen. Nach
Anhang A erfahren sie jeweils die d'Alembertsche Kraft m; ¥ ; gegen x orientiert! Andere
Massen m, die Kurbel, das Pleuel, der StoBel (vgl. Bild 4-7) bewegen sich — zusitzlich —

gegeniiber dem Rabmen. In Bild 4-7 sind fiir die relativen vertikalen Schwerpunkiausienfun-
gen die Koordinaten £, eingefiihrt. Dann betriipt die (absolute) Beschleunigung der Mas-

se m; gegeniiber dem Inertialsystem
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B =k+d (4.5)

Mithin lautet ihre Trigheitskraft

m; (55+§j):n1__,- ¥+m; £, (4.6)

Der erste Anteil rechts kann zu den Triigheitskréfien der mit dem Rahmen fest verbundenen
Teile, der Massen m; . geschlagen werden. Nur der zweite Anteil muss je gesondert betrachiet
werden.

Wir sehen: Im Ersatzsystem nach Bild 4-6 bewegen sich der Rahmen und die beiden Pressen
als Ganzes mit x (r) aufund ab. Dem entspricht eine d'Alembertsche Kraft m ¥ mit der Pres-
sen- und Rahmen-Gesamtmasse m, vertikal nach oben gerichtet. Kurbel, Plevel und Stéfiel
erfahren zusitzliche Trigheitskriifte infolge ihrer Relativbewegung gegeniiber x(t). Die

daraus folgenden Massenkrifte miissen separat berechnet und dann addiert werden.

4.3.2 Kinematik der Relativbewegungen

Bild 4-7 zeigt schematisch das Lrsatzsystem flir das Pressengetriebe mit den bendtigten Ab-
messungen. Da sich die horizontalen Trigheitskeiifie der beiden Pressen weehselseitig anfhe-
ben, werden nur die vertikalen Schwerpunktauslenkungen gebraucht. Wir messen sie mit
&(¢) gegeniiber der Achsmitte 0 der Kurbelwelle: & - Schwerpunkt Kurbel, &, - Schwer-

punkt Pleuel, &, - Schwerpunkt Stéliel.

Rild 4-8
Bild 4-7 Pressengetriehe mit
Pressengetricbe; Ersatz- d'Alembertschen Kréf-
syslem ten
Aus Bild 4-7 liest man ab
S =—rpcos@, &, =—rcosg+licosf, £ =—reosp+icosf, (4.7

wo ¢ = £2r als Abkilrzung steht. Der Winkel £ ist hier eine Ililfskoordinate,
Nach Bild 4-7 gilt
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[sin = rsing, also cos f—1—(r/{-sin rp_]2 . (4.8)

Wegen r/1 <1 lisst sich (4.8) stets eindeutiz auflsen. (Bei r/7/>1 wiirde die Kurbel sper-
Ten.)

Die Beschleunigungen .fk,fp, & folgen durch Differenzieren von (4.7) zu

E =r 07 cosp, (4.9)
£, =rcosp i fsin g1 3" cos A, (4.10)
E =1 027 cosp—1I Bsin f—I B cos 3. (4.11)
Darin stehen
. 2 2
Beosf="0cosp und j=-"0? 3¢ 1g(r] cos @ (4.12)
{ ! cos fi ] cos” Yij

als Hilfsgréf3en, mit cos f# aus (4.8).

4.3.3 Kinetik der Relativbewegungen
Bild 4-8 zeigt die Trdgheiiskréifte und das Moment infolge der Relativhewegungen
an der Kurbel der Masse »i, @ na ;;"lk, my ¥,

am Pleuel durch die Masse m, i, S, Mg Yy, durch das Trigheitsmoment Jpid, Ji

am Stobel der Masse m,: m, £, m, ¥,

Jeweils gegen die (positive) Crientierung der Koordinaten £, y und £ aus Bild 4-7 eingetra-
gen (vel. Anhang A).
Die Summe der Relativ-Trigheitskriifte an eirrer Maschine lautet

Frer =—(my & +m, &, +my &). (4.13)

Mil den oben berechneten Beschleunigungen erhilt man

- A Ji ' . ..
Frer = —(i my +m, +mﬂJr 0? cosgp+L71 my, +msJ / (/12 cos [+ [isin /)’)
» .

¥

X 2 2 2
f F {2 r 2 .2 ry cos” @
+| -, —|cos” p—sin“¢| 1- —) — |
! COS,B I Lr cos” ﬂ

__(iwak +m‘p+m‘qu 2% cosp (4.14)
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Hicrmit sind alle auf das Ersatzsystem nach Bild 4-6, crgiinzt um dic zweite Maschine, wir-
kenden Krifte durch gegebene Grillen oder die Koordinaten und ihre Zeitableitungen ausge-
drickt. Aus dem Krifiegleichgewicht in vertikaler Richtung folgt in Abschnitt 4.5 die Bewe-
gungsgleichung. Zuvor zichen wir, ohne Kenninis der Bewegungsgleichung, aus der Torm
{4.14) der Tragheitskrifte F7 cinige technisch relevante Schliisse.

4.4 Schwingungserregung durch bewegte Massen
[yic Traghcitskriitic £z, hingen gemil (4.14) explizit von der Zeit ab. Mit ¢ = (3¢ bilden
sie eine {-periodische Erregung des Systems, 7 = 2x/£2. Zwei Pragen (reten aufl

1. Wie kann man die Erregungen im Rahmen des vorliegenden Maodells, also durch Wahl der
Parameter, gezielt beeinflussen, zum Beispiel verringern?

2. Vorbereitend fir die spitere Schwingungsuntersuchung: Wie sieht der Zeitverlauf der
Erregung im Einzelnen aus?

4.4.1 Reduktion der Erregerkrifte

Die Erregerkraft F7,., nach (4.14) zerlegt man zweckmiBig in zwei Anteile

Frrer = F;fre! +F?fr*e[ > (4.15)

2 sin? (2¢)

4 2 "
Fryy = By ¥ 27 COS@,  Frooy = My ¥ ok cos2@+ A 5 | (4.16)
cos dcos” B
A =1/l - Stangerverhdlinis, und den reduzierlen Massen
& by m B M
Mygg = Mg +M + A my = m, |+ 248 Tk
¥ W, F

(4.17)

i h h mp
Ml 1= Wy +—- T, = I+ ——=1.
! ! m,

Ganz rechts wurde m, als grifite Masse angenommen und als Referenzgrobe fiir m,, my
benutzt (vgl. Abschmitt 0). Die relativen Massen lassen sich bei etwas Erfahrung leichter

abschiitzen als die absoluten.

Fiir das Beispiel unten und die Aufgaben seien die numerischien Parameter wie folgt gegeben:
myfmg =02, m, [m; =09, 5 fr=05 1/1=04, i=r/l=03.

Um die Crregerkrifte F.,., F,.; bei gegebenen Kurbelradius # und Drehfrequenz 2 klein zu
hallen, muss man dic reduzierten Massen klein hallen, also maglichst leicht bauen. Man kann
jedoch auch, durch Anbringen von Zusatz- oder Ausgleichsmassen am Achsende von Kurbel-

arm (oder -wange) bzw. am unteren Ende des Pleuels die Produkie (r, m;) bzw. ( h mp)
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minimieren. (Bei der Kurbel lisst sich die Ausgleichsmasse evil. so wihlen, dass r, m; nega-

#

tiv und m,.; =0 wird.) Geringer Bauraum, die Forderung nach geringem Gewichi, aber

auch durch die Zusatzmassen erhéhie innere Kriilte aul’ lager usw. kinnen einen Massenaus-
gleich einschrinken,

Bemerkung: Die vorstehende kurze Diskussion soll (auch) andeuten, dass schon eine sorgfil-
tige Analyse des Systems auf dem Wege zu den Bewegungsgleichungen auf nutzbringende
Zusammenhiinge und Einsichten fithren kann.

4.4.2 Zeitverlauf der Erregung; Fourier-Zerlegung

Aus Gleichung (4.16) licst man ab
F?:ref (‘t+1') = FI:rel (I]’ FI':':;JI (thk]“!z) = F]:Jie;’ (I) (418)

Fr. regt das System also mit der ¢infachen Drehfrequenz €2, Fr,,, regt mit der doppelten
Drehfrequenz 242 an. Die Linzelheiten des Zeitverlaufs erfasst man zweckmiBig mit einer
Fourier-Reihe oder -Zerlegung, ZweckmiBigerweise zicht man dazu, wic in (4.17), dic S1o-
Belmasse m, auf der rechten Seite von (4.17) heraus, dividiert durch s, » 2% und betrachtet

die (hezogene, d. h.) dimensionslose Frregung

. Fr. " "
F() ::M:—[h e |-””mk}cos¢3

e !22 ", Fom,
(4.19)
+[l+['m—p]—;L c032@+,&2 —Sinz(z@)
g ) 12 3% sin? o 4(1-2%sin o)

In allgemeiner Form lautet die Fourierreihe flir f(7), vgl. Abschnitt 1.3.4 mit @ = €2

>

[]s

7()= % A+ Z(-ﬁm cosnei + f,, sin n.Q.r) = % q

n=l1 #

[fm cosn @ 7, sinn go). (4.20)
1

Zur Bestimmung der Fourierkoeffizienten f,,, fc,,, f;.,, dienen die Formeln (1.46), (1.47).
Hier kann man besondere Cigenschaften von f(#)= f ((p) zum Vereinfachen der Rechnun-
gen ausnutzen (vgl. die Hinweise in Abschnitt 1.3.4.2). Wegen f(¢)= f{—¢), die Funktion
f ( rp) ist gerade beziiglich ¢ =0, entfallen in (4.20) die (ungeraden) Sinusglieder. Wegen
f(p—7/2)=-f(-(p-x/2)}, die Funkiion f(g) ist ungerade besiiglich =/2, entfillt
das konstante Glied )‘0 ; vel. auch Aufgabe 4-8. Da die zweite Zeile von (4.19) - beziiglich
o — 7 -periodisch ist, folgt aus der ersten
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m .
Ja :~(1+—p+im—"], 4.21)
Comg oy

und es gilt 7., =0 fiir die wngeraden n>1. Die jﬁ'm zu geradzahligem Index » miissen im
allgemeinen gemili (1.47) aus

pp+2lm

Jon =~ [ 7(@)cos(np)de (4.22)
d @0

numerisch herechnet werden.
Alternativ kann man fiir kleine Stangenverhdlinisse r/1= A «| die Funktion f{gp, A) be-
ziiglich 4 in eine ‘laylorreihe entwickeln. Mit den Gliedern bis A° ethiilt man

i

. ; L) |0 1.2 15 4
=1+ 22 P s 14 2 2 A 142 A2 = it | cos2
71) [ m, r oM, v ! omy 4 128 v

& &

‘ (4.23)
1 .2 3. 9 .4
—— AT I+= A7+ eosd o+ — AT (14 )eosG o+ |.
[ 3 ) Pt I )eoste J

Mit den bei {4.17) angegebenen Parametern erhilt man die Zahlenwerte

Fom 0, o ==20, F,=0426..., f.4=—00097.... Fe—000023... .
Bild 4-9 zeigt das Linienspektrum der vier ersten cos-Koeffizienten { fc4, j;(, fallen in die
Strichstirke der Abszisse).

Bild 4-10 zeigt f(:;o) fiir 0 < <27 . Zum Vergleich ist fc] cos @ cingetragen.

1 S BI0)
5. .

o 2 4 67

1 01

) 2]

Bild 4-9- Linicnspektrum Bild 4-10): Funktionsyerlauf

Allgemeine Bemerkungen zu zeitabhiingigen Erregungen

Genauso wie die periodischen Erregerkrifte aus hin- und hergehenden oder umlaufenden
Massen wird man periodische Fundamentbewegungen u{7) usw. in Fourierreihen entwi-

ckeln. Die Fourierentwicklung ist nicht nur zweckmilig fiir die unten folgenden Untersu-
chungen der erzwungenen Schwingungen, sie erméglicht als Ergebnis einer Messung nicht
nur, dic Quellen der hiufig uncrwimschten Schwingungen auszumachen und Abhilfen zu
entwickeln, sondern gestattet auch, Schwingungen auf thre Gefihrlichkeit hin zu beurteilen.
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4.5 Gleichgewichtsbedingungen und Bewegungs-Differential-
gleichung

4.5.1 Gleichgewicht
Bild 4-11 xeigt das [reigeschniltene Ersatzsystem mit der Stiitzkraft £ = &(x—u)+h(2—1)
nach (4.3), {44), dem Gesamtgewicht G=mg, der Gesamt-Trigheitskraft
Frpes = —mX+2Fpq, vl Abschnitt 4.3.1 und (4.14).
[n x-Richtung muss Gleichgewicht herrschen, Z F,;=0:

Frges +G=F 0. (4.24)
Einscizen obiger Einzelterme und Ordnen der Glicder licfert

mi+hx+kx—mg+2Fn, (f)+ku(t)+ba(r). (4.25)

VA

S

ENE:
5 N
[/
)
[ _©

l-ly /21 ééz‘//
1 b T x)
L b
/2: 2212:
| ure) Bild 4-11
F Exzenterpresse: Freigeschnittenes Ersatzsystem mit

Tragheitskritften und Gewicht

4.5.2 Die Bewegungs-(Differential-)Gleichung

Die Ditferentialgleichung 2. Ordnung (4.25) fiir die Bewegung x(.t) heillt Bewegungsglei-
chung. Man kiirzt sie mit

mi+bi+kx=F,(i) {4.26)
ab. Auf der rechten Seite steht die aligemeine Ervegerkraft £, (I) , m unscrem Fall also
FAt)=mg+2Fp  +hku(t)+bu(r). (4.27)

Da die Bewegungsgleichung dimensionsrichtig ist (scin muss?), haben alle Glieder dieselbe
Dimension, hier die einer Kraft. Der physikalische Charakter der Glieder, Federkraft, Damp-
ferkraft usw.,, ist jetzt nebensiichlich,
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In Handbilichemn, Formelsammlungen usw. findet man zu (4.26) das System nach Bild 4-12,
den Einmassenschwinger. An diesem Bild werden dann auch die Ldsungen gedeutet. Nur im
giinstigen (Ausnahme-} Fall passen die Deutungen unmittelbar zum eigenen System.

s

Bild 4-12

£ . :
Einmassenschwinger

In der Regel braucht man zur Schwingungsuntersuchung ein eigenes Schnittbild (7. B. wie
Bild 4-11), das zum System passt,

4.6 Allgemeine Aussagen; Ergiinzende Hinweise

4.6.1 Benennungen
Die [oder eine] Dilferentialgleichung [der Form]
mi+hi+kx=1F,(1), (4.28)
mit der /irrecren linken Seite
L% &, x)=mi+bi+kx, (4.29)
heilbt lineare Differentialgleichung.
Die Funktion L (¥, %, x} der drei Variablen (¥, x, x} ist homogen, d. h.
L{ak, ax, ax)=al (%, %, x), (4.30)
und additiv, d. h.
L(X 480 % vz, x4 xa )= L(F, %, 0) 4 L(¥2, %2, 7). (4.31)
Die (lineare) Differentialgleichung (4.26) — als Funktion der vier Variablen (%, i, x, F)

angesehen - ist fiir F, # 0 beziiglich (.i:, X, x) nicht homogen. Deshalb wterscheidet man
die in- oder inhomogene lineare Differentialgleichung (4.26) von der homogenen lincaren
Differentivlgleichimg

mi+bi+kx=0, (4.32)

{(die die Bedingung (4.30) erfiillt). Oft braucht man zur inhomogenen Differentialgleichung
{4.26) die zugehbrige oder zugeordnete homogene Gleichung (4.32), in der man dann — zur
Unterscheidung — gelegentlich x,, statt x schreibt.
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Aus Sicht der Schwingungsichre beschreibt die lincare inhomogene Differentialgleichung dic
erzwungenen oder erregten Schwingungen {eines linearen Schwingers), wihrend die home-
gene Gleichung freie (d. h. nicht erzwungene) Schwingungen erfasst.

Im ersten I'all hiingt die Dgl explizit von der Zeit ab, das Schwingungssystem ist also {(im
Sinne cines Schmittbildes) von aufen beeinflusst und deshalb wicht autonom. Bei homogener
Gleichung entfillt die explizite Zeitahhingigheit, das System ist autonom.

4.6.2 Uberlagerung von Lisungen
Ohne Lisungen der linearen Dgl {4.26) zu kermnen, tolgt aus der Additivitdt nach (4.31):
1. Ist x(r) eine beliebige Losung der inhomogenen Dgl (4.26) und x,,(¢) eine (beliebige)
Lésung der (4.26) zugeordneten homogenen Dgl (4.32), so ist (auch)
Xgey :x(t)erh () (4.33)
eine Losung von (4.26).

2. Sind x(7) und x; (7) beliebige I.dsungen von
mE +b X +hoxg = Fu(t) bzw.m Xy +b %y +koxa = Fuy (1), (4.34)

so 1Gst
x=x1(H)+x,(7) dieDgl. m¥+bx+kx=F,(t)+F, (). (4.35)
Auf diesen beiden Uberlugerungssdizen, auch Superpositionsprinzip genannt, beruht — nach

analoger Erweiterung auch umlangreicherer Systeme — cin grofier Teil der Theorie der linea-
ren Schwingungen.

4.6.3 Schwinger mit negativer Dampfung’

Bild 4-13 zeigt einen Reibschwinger, Masse m, Gewicht &, an der Wand C mit einem Feder-
Dampferelement (Parameter £, 5 ) aufgehdngt, der auf einem schnell laufenden rauven Band,

v |x|, Reibungszahl g, liegt. Zusitzlich ist ein schriige auf das System wirkender Diimpfer,
DimplungskoelTizient b, angebrachi, sodass die Aorizonrale Bewegung des Klolzes Einfluss

aul die Normalkraft rwischen Klots und Band hat. Im Ausgangszustand, bei x =0, sei die
Feder entspannt, die Dimpferstange habe die Linge £ und sei unter dem Winkel a gencigt.

Bleibt dic Auslenkung x &lein gegeniiber der Linge / x| < {, behiilt der Zusatzddmpfer am

ausgelenkten Klotz (ndherungsweise) seine Richtung ¢ Dann lautet die (lineare) Bewe-
gungsgleichung

mi1bxtkx=uG, (4.36)

WO

" nach Dr-Ing. Heinz Waltermann, Remscheid
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b=by +bycosa(cosa—usina). (4.37)
Mit dem Reibungswinke! o — arctan 4 kamn man (4.37) umformen:
b:b]+bg(cosp+cos(20r+p))/2cosp. (4.38)
Zu a=(-ptmn)/2 folgt

(] — o8 p)

b=b—h
1 2cosp

(4.39)

Fiir 5y =26y cos p/{1-cos p) wird b also negativ.

Bemerkung: Der Dampfer eines mechanischen Systems vernichrer Energie, er dissipiert, d. h.
zerstrent, sie {letztlich wird sie in Wirme umgewandelt). Fin negativer Dampfungskoefti-
zient b erfordert Energiezufuhr, also eine Energicquelle. In obigem Beispiel stammt die — bei
negativem b — erforderliche Energie aus dem Antrieb des Bandes. Die beiden Dampfer dissi-
pieren Energie!

.\)-’
by
[— K
L N
A x
A
2 )7 e
v
Bild 4-13 Bild 4-14
Reibschwinger mit Laufband Pendel. a mathematisches, b physikalisches

4.6.4 Pendel als nichtlineare Schwinger

Das mathematische und das physikalische Pendel nach Bild 4-14a bzw. b sind die Prototypen
nichtlinearer Schwinger,

Beim mathematischen Pendel hiingt eine Punktmasse s mit einer masselosen Stange der
Linge / am Aufthingepunkt A, beim physikalischen Pendel ist es ein Kdrper der Masse #z,
Trigheitsmoment J; (bezogen aut A), Schwerpunktabstand s =AS. Beide Pendel schwin-
gen unter dem Einfluss ihres Gewichis G =mg —so st Pendeln in der Physik charakterisiert

— im Schwerefeld.
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Die Bewegungsgleichungen fiir die Winkel-Auslenkung ¢ = e;o(r) lauten

mi® G+mlg-sing=0 bzw, J,;g+msgsing =0, (4.40)

Die Pendelgleichungen (4.40) sind nichtlinear (vgl. Aufgabe 4-19), die Uberlagerung von
(Teil-}Losungen ist michs mdglich (vgl. Abschnitt 4.6.2).

Die Pendelgleichungen (4.40) sind fonservativ (val. Aufgabe 4418 ), gemal diesen Glei-
chungen wiirde ein einmal angestoBenes Pendel davernd weiter schwingen. Die Modelle
taugen also nicht fiir reale Pendel.

Beim mathematischen Pendel liegt es nahe, einen dem Geschwindigkeitsquadrat proportiona-
len Luftwiderstand einzufithren:

mP 1B tv|y| +mgl-sing =0, (4.41)

mit v=7¢, und & ist proportional zu Querschnittsfliche und Lufidichte. Mit b:=5"/
lautet (4.41) nach Division durch (m 12] :

(}9'+£(b|gb‘+g/!sin(o;0. (4.42)
m

4.6.5 Allgemeine Bewegungsgleichung

Die vorangehenden Uherlegungen und Beispicle legen fiir den Schwinger von einem Frei-
heitsgrad (nach Division durch m) die allgemeine Form

i=F (x., £, t) (4.43)
nahe. Dabei miissen ¥ und f dimensionsgleich sein! (Eine dimensionslose, bezogene,
Schreibweise ist stets zweckméBig.) Gelegentlich schreibt man auch

F4 /(x5 0)=0 mit /T =—f, (4.44)

Hingt f (x, x,t), wie in dieser allgemeinen Form, explizit von der Zeit ab, heiflen System
wie Bewegungsgleichung richi-auionom. Wird f(x, %,7)— f(x. %) zeitunabhingig, sind
sie cattonom.

Fir numerische Lésungen muss in der Regel eine Differentialgleichung zweiier Ordnung
durch ein System von zwel Gleichungen erster Ordnung ersetst werden. Mit

yok (4.45)

entsteht aus (4.43} - in Matrixschreibweise - - das System

[:) B [ f(xv,vy, ;)} (4.46)

was man mit x =(x, y)T, F=(y f) mit
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2= f(x0) (4.47)

abkiirzt.

4.7 Aufgaben

Aufgabe 4-1: Tiir das Modell zum Stlitzelement nach Bild 4-3, Bild 4-4 mit Gleichung (4.1)
nchme  man  an: Fpp =k +.#'c;z xlz, Fp| = fp tanh (a 11) mit  den Paramctem
ky =250 N/mm, k& =50 N/mm?, Fj, =200 N, @ =0.05 s/mm, Berechnen Sie die Kennli-
nien nach Bild 4-4 und fiir x; = % cos £2¢, mit ¥ =1 mm, (2 =50 rad/s, einen Stiitzkraflver-
lauf wie in Bild 4-2b.

Aufgabe 4-2: Man variiere dic Parameler in Aulgabe 4-1, zum Beispiel xp = (05 mm, 2 mm;
€2 =723 rad/s, 73 rad/s (Computer!)

Aufeabe 4-3: Linearisieren Sie die Modelle in Autgabe 4-1 und Aufgabe 4-2, indem Sie
Fyy =k -x, Fjpy = Fp a % setzen, Berechnen Sie die Linien analog zu Aufzabe 4-1, Wie
unterscheiden sich die neuen Kennlinien von den alten? {Computer!)

Aufgabe 4-4: Nehmen Sie in den voran stehenden Aufgaben x; = £, cos. ¢ + £y cos (3 £2)

mit ¥; — x| anund berechnen Sie den Verlauf [ analeg zu Bild 4-2b.
Aufgabe 4-5: Kontrollieren Sie die Beschleunigungen .fk, z N cf:"s, £ in Abschnitt 4.3.2,

Aufgabe 4-6: Wenn man die Standsicherheit der einzelnen Presse untersuchen will, braucht
man auch die horizontalen Trigheitskréfie und das d'Alembertsche Moment des Pleuels, vgl.
Bild 4-8. Schreiben Sie die erforderlichen Schwerpunkiauslenkungen Vi ¥po ¥y an und
berechnen Sie j, ¥ ps Ve

Aufgabe 4-7: Welches dynamische (Kipp-)Moment um den Mittelpunkt £ der Bodenplatie
einer Maschine tritt auf? (Kurbel-Welle hat Héhe A gegen Bodenplatte, s. Bild 4-6.) Geht
auch ¥(r) in das Moment ein?

Aufgube 4-8: Untersuchen Sie die Periodizitéit der einzelnen Glieder von f (l) nach {4.19).
Zeigen Sie mit ¢ = ¢, dass f(p)= f({-@). f (@) ist gerade beziiglich ¢ =0 (oder # = 0).
Femer f(p—7/2)= —f[—(ga—ir/E)), f(p) ist ungerade beziiglich @=7/2 (oder
F=T/4).

Aufgabe 4-9: Fithren Sie fur f{op, /1) nach {4.19} die Taylorentwicklung nach A aus, die auf
{4.23) fiilut.

Aufgube 4-10: Tur die Kraft I7(s) von der Decke aul den Maschinenrahmen (s. Bild 4-11) gilt
laut  (4.3)(4.4) F(r)y=b(s—u)+k(x—u), wobei x(r) die Dgl (4.25) erfillt:

mitbitkx=mg+2 Frytkutbu Eliminieren Sie aus diesen beiden Gleichungen
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x, %, ¥ und schreiben Sic cine Dyl flir £{7) an, (Hinwels: Um x, x, ¥ 7u climinicren, muss
man die Gleichung fiir F{} ein- und zweimal nach ¢ differenzieren; #, 4, # sind mit z;(r)
bekannt.)

Aufoabe 4-11: Schreiben Sie [Tir die linke Sceile L(x %, x) der lincaren Dgl (4.26) dic Bezic-
hungen (4.30), (4.31) im Einzelnen an.

Aufoabe 4-12: Verfolgen Sie - - durch ausfilhrliches Anschreiben der Gleichungsterme - die
Uberlagerungsaussagen in Abschnitt 4.6.3,

Aufgabe 4-13: Setzen Sie die lincare Bewegungsgleichung (4.36)/(4.37) fiir den Reibschwin-
ger aus Abschnitt 4.6.3, Bild 4-13 an. (/{inweis: Bei M <] wird der Zusatzddmpfer bei Aus-

lenkung x(7) mit der Geschwindigkeit Vi = Xcosar zusammengepresst. )

Aufeabe 4-14: Fihren Sie fiir den Reibschwinger aus Aufgabe 4-13 die Umformungen von
Gl. (4.36)/(4.37) nach (4.38)/(4.39) durch. Nehmen Sie zum Beispiel 4 =0.75 an und skiz-
zieren Sie fir das System die Damplerlagen ¢ = (—pin’);’?.

Aufoabe 4-15: Schreiben Sic [iir den Bandantrieh des Reibschwingers aus Aulgabe 4-13 eine
Leistungsbilanz an. (Nelimen Sie dabei x = x(#) , also auch 1 als bekannt an.)

Aufaabe 4-16: Bei griberen Auslenkungen x(¥) dindert sich in Aufgabe 4-13 dic Stangenlinge
I= l(f) abhiingig von x(f). Fir den Démplerzug gilt dann #p =5 i. auch der Winkel
o= a(r) hiingt dann von x{f) ab. Setzen Sie die, nun nichtlineare, Bewegungsgleichung fiir
x{(r) an.

Aufaabe 4-17: Stellen Sic dic Bewegungsgleichungen fir dic Pendel in Abschuitt 4.6.4 auf.
Aufgabe 4-18: Multiplizieren Sie die Bewegungsgleichungen (4.40) der Pendel mit ¢ . Wie

koénnen Sie das Resultat als Leistungsaussage lesen? Inlegrieren Sie unter Beachtung von
dop—@dt und dop— @dr lber die Zeit und zeigen Sie, dass die Pendel konservativ simd: Die

Summe von kinetischer und potentieller Energie bleibt erhalten.

Aufoabe 4-19: Zeigen Sie, dass die Gleichungen (4.40) weder Aomaogen noch additiv sind,
vgl. (4.30), (4.31).

Aufaabe 4-20: Kontrollicren Sic in den Pendelgleichungen (4.41), (4.42) dic Dimensionen
der Koeffizienten und der Gleichungsterme sowie die Richtung des Lufiwidersiandes.
Aufgahe 4-21: Bringen Sie die Bewegungsgleichung (4.40) des physikalischen Pendels auf
die Form (4.42). dabei wird / zu einer durch die Parameter J ,, m, s ausgedriickten reduzier-
ten Linge /;. Wic verfuhren Sic mit dem Luftwiderstand?

Aufgabe 4-22: Wie sieht die Leistungsbilanz und die Lnergicaussage von Aufgabe 4-18 aus,
wenn Sie, wie in {4.41), (4.42) den Lufiwiderstand berlicksichtigen?

Aufeabe 4-23: Schreiben Sic ecinige der in dicsem Kapitel behandelten Bewegungsgleichun-
gen in den Formen (4.43) bis (4.47) an.
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5 Freie Schwingungen

5.1 Bewegungsgleichung; Bemerkungen zur Nomenklatur

Die Bewegungsgleichung [lir die freien Schwingungen des Schwingers vom Freiheitsgrad
eins lautet

mi+bx+kx=0,. (3.1)

Meistens sicht man sie als Bewegungsgleichung des Einmassenschwingers nach Bild 5-1 an,
vgl. Bild 4-12 und Gleichung (4.26) ohne Erregerkraft: F, (1)=0. (Aufgabe 5-1).

Bild 5-1
Feder-Masse-Ddmpler-Schwinger

In (5.1) stehen (noch) die allgemein mechanischen Parameter m — Trigheit (Masse), » —
Dampfungskoetlizient, £ — (Feder-)Steifigkeit. Fiir die Schwingungslehre dividiert man (5.1)
durch m und sctzt {[Ur £ > 0)

k 2 b b

—=ay, —= wy =2 D wy, (5.2)
i m mayg
WO
ki h
g =,—, D=— (5.3)
0 \)m 2\ km

fiir die Eigentkeeis)frequenz des ungeddmpfien Schwingers (mit b — 0) bzw. den Ddmpfungs-
grad (auch Lehr'sche DidmpfungsmaB) stehen, die unten unmittelbar in die Schwingungen
cingechen. Aus {5.1) folgt damit (Aufgabe 5-2):

$+2 Doy i+op x=0. (5.4)

Fiilhrt man in (5.4} mit 5 =1/, vgl. Abschnitt 1.2.1, die dimensionslose Zeit 7 = ax, ¢

ein, setzt X =dx/dt = @y dx/d 7 =y X, so entsteht aus (5.4) nach Division durch (03

¥+2Di+x 0. (3.5)

In dieser Gleichung haben alle Glieder die Dimension dim (x) , die man auch herausdividie-

ren kdnnte (vgl. (4.30).
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5.2 Losen der Differentialgleichung

Eine homogene lineare Differentialgleichung {beliebiger Ordnung) mit konstanten Koeffi-

zicnten 1ést man mit cincm e;"t — Ansatz ;

x:x(z‘_}:(}:ﬂ, (5.6)
C, A — freie Konstanten (komplexe). Aus (5.6) folgen
i=Cae", i=C2teM, (5.7)
Einsctzen von x, %, % aus (5.6), (5.7) 1 (5.4) und geeignetes Zusammenfassen liefert

CAteM+C2Dayre™ +Caf ¢ =0und

, (5.8)
(/12 +2D ay A+m§) ceM =0.
Wegen e* # 0 kann man Gleichung (5.8) durch e dividieren:
(i2+2Da)0 ;ng)czo. (5.9)

Dies ist ein (sehr einfaches) Eigenwertproblem mit zwel prinzipiell verschiedenen Lisungen:

a) (=10: Dies ist die sriviale Lisung x =0, das System steht still! (Fur Schwingungslehre
ist sie uninteressant, doch fiir Gebdude wichtig.)

b) Fiir C=0:

212D oy A+ef =90, (5.10)
Diese Gleichung heilit charakreristische Gleichung, n der Schwingungslehre auch Fre-
quenzgleichung.
Aus (5.10) folgen die beiden Eigenwerte

A1i2 = =D g £V D 1. (5.11)

Im Regelfall, bei unterkritischer Ddmpfing |D| <1, sind di¢ beiden Eigenwerte zueinander
konjugicrt komplex: Ay = 4, hei |D| =1 [allen sic zusammen, bei D > 1 sind sie reell nega-
tiv, bei I < -1 reell positiv,

Mil den beiden Eigenwerlen 4,45 lautet die aligemeine Losung von (5.4) (Aulgahe 5-4,
Aufgabe 5-5)

W)= &t 10y Y (5.12)

5.3 Ausdeuten der Lisung

Wir unterscheiden zwischen der ungeddmpften Schwingung, der geddmpften Schwingung
mit 5> 0, also D >0, und der angefachten mit » <0, also D <.
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5.3.1 Ungediimpfte Schwingung
Bei fehlender Dampfung lauten die Bewegungsgleichungen (5.1) bzw. (5.4)

mitkx=0, i+agx=0 (5.13)
und die allgemeine Losung (5.12), mit A, =t 7 ey aus(5.11):
x=Cl e+ Cy & Ly /N 4y T (5.14)
Die komplexe Form schreibt man um:

x=C e g Oy e/

Janl - eyl Jagl - el
N +e o E e -
:(C1+C2)++J(C1—Cz)—. (5.15)
— 2 — 2
i X
= £ cOs apf + X, sinayf.

Anpassen der allgemeinen Losung an die Anfangsbedingungen (Aufgabe 5-6)
x(0)—xp, x(0)=vy (5.16)
liefert
N ‘,‘0 . . -
x=x(r) = xg cos@pl  —sinayl. (317
Wy

Auch dies ist eine Form der allgemeinen Lésung von {5.13), denn x; und v, sind (physika-
lisch leicht interpretierbare) freie Konstanten,
Gemil Abschnitt 1.2.1 schreibt man {5.15) und {5.17) als harmonische Schwingung

x =% cos{wpt + ) (5.18)

mit der Amplitude % und dem Nullphasenwinkel gy (Aufgabe 5-7 bis Aufgabe 5-10 ).

Darstellung des Zeitverlanfs
Man stellt x(z) als Sinuslinie, den Zeitverlauf nach Bild 0-3, Bild 0-4 sowie durch den
{(komplexen) Drehzeiger, Bild 0-5, Bild 1-8, dar. Man triigt auch x(¢) iiber x(7) in einer
Phasenebene —mit der Zeit ¢ als Kurvenparameter auf, Bild 5-2 (Aufgabe 5-11).
Der Punkt (x, x) liuft darin wiihrend der Periode T’ = 27/ @ einmal um:

x(r+TYy=x(t), x(r+7T)=x(¢). (5.19)
Die Auslenkung x(r) schwankt in der Phasenebene zwischen den Extremwerten —xz und
xg , die Geschwindigkeit () zwischen —v; und vg.

Bezieht man in der Phasenebene x(7) auf die Amplitude £ und %(r) auf (% ay ), so erhilt

man als Phavenkurve den Einheliskreis nach gild 5-3. Darin l#uli der Phasenpunki
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(xh?, J'(f(i‘ o )) rechtsdrehend mit der Winkelgeschwindigkeir «wy - der Kreisfregquenz oder
Winkelfrequenz — um (Aulgabe 5-12).
Hinwels: Dic Darstcllung des Verlauls des System-Zustandes (r,x) in der Phasenehene

bringt hier wenig zusdtzlichen Nutzen (Aufgabe 5-13). Bei nichilinearen Schwingungen
(vomn Freiheitsgrad 1) bilden Phasenkurven oft den einzigen einfachen Zugang.

x X
s
Vi CUOX
¥
mu,?
-x 0 x B
£ 0 1o
X
LVF
Bild 5-2: Phasenebene Bild 5-3: Phasenkurve dimensionslos

5.3.2 Gediimpfte Schwingungen

Man wihlt den ungedidmpfien Schwinger nach (5.13); als gedanklichen Ausgangspunkt und
schreibt diese Bewegungsgleichung — nach Division durch s und mit m(‘)?' =kfm vgl. (5.2) -
in der Form (5.13),. Jetzt sicht man oy, , die Kreisfrequenz der ungedimpften Schwingung,
als unmittelbar gegebenen (7. B. gemessenen, also bekannten) Parameter an.

Dic in Abschnoitt 5.1 enisprechend umgeformic Bewegungsgleichung  des  geddmplien
Schwingers lautet, vgl. (5.4},

F42Dwy i+ o8 x =0 (5.20)

In dieser Form ist die Bewegungsgleichung fiir Schwingungsuntersuchungen besonders ge-
cignet, weil die Parameter leicht interpretiert werden kénnen. Fiir positive D unierscheidet
man etwa

0.001-0.01 sehr schwache Damptung

0.01-0.1 schwache Didmptung

D=401-02 mittlere DEmpfung (521}
1 kritische Ddmpfung
>1 Kriechfille

Dies sind willkiirlich gesetzte grobe Anhaltswerte. {Ddmpfungszahlen lassen sich ebenso
wenig allgemein vorhersagen wic Reibungszahlen.)

Mit den Parametern ay und D nach (5.3) lauten die Ligenwerte 4,4 aus (5.11):

Fiir |D| <1 erhalt man
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A1i9=—Deog £ jogN1- D7 (5.22)
Man setzt
Ap=—0=%jo (5.23)
mit & := Day— Abklingkoeffizieni und @ :— ayV1- D’ - Kreisfrequenz  der geddmpfien
Schwingung.

Fir I = 1 erhilt man den aperiodischen Grenzfall (Aufgabe 5-3), fiir D > 1 sind beide Ei-
genwerte A ;- reell, man erhilt Kriechbewegungen (vgl. Aufgabe 5-14).

Fir 0 <D <1 gewinnen wir die reelle Lésung x(:) durch Projektion (— Realteil-Bildung)
einer der komplexen Lésungen aus (5.12}, (5.23), vel. Abschnitt 1.2.2, Mit C = 4, reell, gilt
x=Cetl = 4o/ =il _ g -dt iloray) (5.24)
und
(=4 Re /1970) 410 (1) = A cos{wr+ ), (5.25)
gemilB Abschnitt 0 umgeformt (Aufgabe 5-15)
x(1) =% (4. cos@r + A, sinar). (5.26)
(s ist unzweckmibig, die Koeffizienten 4, 4., A, Amplituden zu nennen.)

Anpassen an die Anfangsbedingungen x{0)=x, £(0)= v liefert (Aufgabe 3-16)

i e vy +8 - xy .
x(t)=e | xpcosan+—2—— 0 smwr}. (5.27)
@

Den Zeitverlauf x(z‘) nach (5.27) kann man als modulierte Schwingung ansehen, vgl. Ab-
schrutt 1.4.4.

Bild 1-22b zeigt den Zeitverlauf x(¢) gemidf (5.25). Zum besseren Verstindnis sind dort
auch + Ae % und A cos((ur+§aﬂ) eingetragen. Nie Lisung x(t) schwingt unperiodisch,
sie klingt exponentiell ab. Die gleichsinnigern Nulldurchgiinge, die Extrema E;.£; und die
Beriihrpunkte von x{z) mit A ¢%" haben den Abstand 27/ . Man kann @ also aus einem

gemessenen Verlaul x{¢) gewinnen. (Aulgabe 5-16 und Aulgabe 5-17).

5.4 Aufgaben

Aufgabe 3-1: In der Bewegungseleichung (4.40), des Pendels setet man sing = @ fiir kleine
Auslenkungen |(;J| <« 1. Fiihren Sie unter dieser Annahme in (4.40}, eine lineare Dimpfung

gin und bringen Sie die dann lineare Bewegungsgleichung auf die Form (5.1).
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Aufaabe 5-2: Fithren Sic den Ubergang von der Bewegungsgleichung (5.1) nach (5.4) durch
und kentrollieren Sie die Dimensionen.

Aufeabe 53-3; Setzen Sie den Ansatz (5.0} in die Ausgangstorm (5.1) der Bewegungsglei-
chung ein und ermitteln Sie daraus die Eigenwerte 4, 4,

Aufeabe 5-4: Passen Sie die allgemeine Lisung (5.12) an die Anfangsbedingungen
x(0)=xp. %(0)=vy an, (x4, vy) gegeben.

Aufeabe 5-3: Zeigen Sie, dass die beiden Teilldsungen in (5.12) fiir A # A, linear unabhin-

gig sind. Bei 22— £1gilt A, — A4, dann sind ¢ und ¢’ nicht mebr linear unabhiingig,
Man kamn die allgemeine Losung (5.12) aber auch in der Form
Ad Ay
e~ —e
x(ty=Cet vt (5.28)
Ay =4y

schreiben. (Passen Sie diese Losung an die Anfangsbedingungen von Aufgabe 3-4 an.)

Die Losung (5.28) gestattet den Grenzilbergang 4, > A | und liefert auch fir A > 1, die
zwel linear unabhiingigen Teilldsungen (einer Dgl 2.0vrdnung). Ein alter {und nicht schr trel-
fender Name) des Sonderfalles 4 (= A 5 ist aperiodischer Grenzfall.

Aufgabe 5-6: Passen Sie die allgemeine Losung (5.15) an die Awmjangsbedingungen
x(()) = Xp, ‘{(U) =1y an; vl (5.17).

Aufeabe 3-7: Welches sind die freien Konstanten in der allgemeinen Lésung (5.18)7 Passen
Sie (5.18) an die Anfangsbedingungen (5.16) an.

Aufgabe 5-8: Viele Taschenrechner haben ein Tastenpaar, in dem die Umformungen (3.13)
A5.17) & (5.18) numerisch durchgefithrt werden kénnen. Nutzen Sie dies fiir das Umformen
der folgenden Ausdriicke: ) 3sinampf £ dcosagt, by Scos(ans+120°), c) 2sin(ap+5),
d) 3cosay! +4sinwy! +Scos(wyt —7/6).

Aufgabe 5-9: Skizzieren Sie den einen oder anderen Schwingungsverlauf aus Aufoabe 3-8
ohne besondere Rechnung grob.

Aufgabe 5-10: Berechnen Sie zu x(r) nach (5.18) die Funktionen v(7)=x{r) und
a(f)=7%(r) und zeigen Sie flir die Amplitnden =%, und a=% @ . Wie unterscheiden

sich die Nullphasenwinkel von x, v, & (vgl. Abschnitt 1.2.3)?

Aufeabe 5-11: Zeigen Sie, dass die Phasenkurve (x(f), \(f)) in Bild 3-2 eine Ellipse mit der

Zeit als Kurvenparameter ist. (Climinieren Sie dazu die Zeit.) Driicken Sie die Halbkachsen,
die Exremwerte xp und vg durch die Anfangswerte x, vy aus.

Aufgabe 3-12: Zeigen Sie, dass ldngs der elliptischen Phasenkurve in Bild 3-2 Energieerhal-
tung gilt, d. h. dic Summe von kinetischer und polenticller Energic ist konstanl.
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Aufgabe 3-13: Zeigen Sie, duss dic Ellipse nach Bild 5-2 mit der Transformation
x/% x/(% ) in den Einheitskreis nach Bild 5-3 {ibergeht und dass am Einheitskreis deren

Phasenpunkt P mit ey umléuft.

Aufgabe 5-14: Schreiben Sie ein Rechnerprogramm, dass fiir £ > 1 die Ldsung x{¢) gemiB
Aufgabe 5-4 — und auch x(7) — zu gegebenen Anfangswerten (xg,v) zeichnet und erliu-
tern Sie die Bezeichnung Krivehbewegungen an einigen Beispielen.

Aufgabe 5-15: Formen Sie x(¢} von (5.25) nach (5.26) und umgekehrt um.

Aufgabe 5-16: Kontrollieren Sie die Lasung (5.27).

Aufeabe 5-17: Nehmen Sie in Bild 1-22b die Zeit £; mit 11.4 s an. (Das Bild ist mafistiblich
gezeichnet.) Berechnen Sie @ und D, indem Sie die erforderliche Zusatzinformation aus dem
Bild heraus messen. Wie groB sind Ddmpfungskoeftizient & und Federsteifigkeit 4, wenn der
Schwinger eine Masse von 3.7 kg hat?

Aufgabe 5-18: Wie sieht die Phasenkurve ( x(r), x(r)) zu einer gedimpften Schwingung aus
—vgl. Bild 3-2 — und wie sieht das Zeigerdiagramm — vgl. Bild 0-6 — aus? (Beide Darstellun-
gen sind wenig tiblich.)

Aufgabe 3-19: Im Fall negativer Damptung £ <0 (vl das System in Abschnitt 4.6.3) wach-
sen oder schwellen die Schwingungen an, sie werden angefachs. Was dndert sich in Abschnitt
5.3.2 (vgl. Abschnitt 1.4.4)?

6 Erzwungene Schwingungen

6.1 Allgemeine Aussagen
Gegeben sei die Bewegungsgleichung (4.26) aus Abschnitt 4.5.2 bzw. 4.6.1 flir den Linmas-
senschwinger nach Bild 4-12,

mi+hix+kx=r,(1), (6.1)

mit beliebiger Erregerkraft £, (¢). Eine (spezielle) Losung x(#) von (6.1) zu einem gegebe-
nen £, (¢) nennt man allgemein erzwungene Schwingung. Dabei kiilmmert man sich zunéichst
nicht um {oft unbekannte und unwichtige) Anfangsbedingungen (s. Abschnitt 8). Die spericl-
le Losung nennt man dann auch Partikularidsung (oder Partikularintegral) und schreibt x,
um sie von der Losung x), der zugeordneten homogenen Gleichung (4.29) bzw. (5.1), (5.4)

7u unterscheiden.
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Die grolie Mannigfaltigkeit méglicher Erregerfunktionen F,(r) setzt man aus wenigen typi-
schen Lrregungen zusammen. Prototyp aller T-periodischen Lrregungen ist die harmonische
Erregung

F,= 131, cos L2 (6.2}

mit der Erregeramplitude }ﬂ'“ﬁ und der Erregerfrequenz €2 =2 /1. Uber die Fouriersynthese

(s. Abschnitt 1.3.3) setzt man beliebige 7-periodische Erregungen aus harmonischen zusam-
men. (Mit Hilfe des hier nicht behandelten Fourier-Integrals gelingt das auch flir unperiodi-
sche Frregungen mit verschwindendem Mittelwert.) Wenn dann auf der rechten Seite von
(6.1) eine Fouriersumme als Erregung steht, berechnet man die durch die einzelnen Summan-
den erzwungenen Schwingungen und éiberlagert sie gemil Abschnitt 4.6.2.

Weiter ldsst sich jeder (stetige) Kryfiverlauf als Folge unendlich kurzer St6Be auffassen. Des-
halb fiihrt man cinen Einheitsstoll 7 -5([ —z‘) cin, der zum Zeitpunkt ¢ wirkt, s. Bild 6-14a,

und berechnet die durch ihn erzwungene Schwingung, Aus der Uberlagerung der Wirkungen
der Linzelstdfe wird dann ein Integral (s. Abschnitt 6.3.3). Weitere typische [rregungen
lassen sich daraus ableiten.

6.2 Erzwungene harmonische Schwingungen

6.2.1 Komplexe Schreibweise der Bewegungsgleichung
Mit (6.2} lautet die Bewegungsgleichung (6.1)
mi+bhx+k x:ﬁecosQr. (6.3}

Es ist wichtig, die erswungene Schwingung in einer méghchst lbersichtlichen und manipu-
lierbaren Form zu gewinmen. Das gelingt in komplexer Schreihweise mit Hilfe von Drehzei-
gern, wie wir sie in Abschnitt 1.2.2 bereits eingefiihrt haben.

Analog zu (6.3) gelte die Gleichung
my+bytky=F,sing. (6.4)

Addiert man zu (6.3) die mit der imaginren Einheit /:= J-1 multiplizierte Gleichung {6.4),
so folgt

m(x-o—jy)" +b(x+_jy)' +k(x+_j y) = !:1,(005 £+ jsin 1), (6.5)
Mil der komplexen Auslenkung
x=x+jy sowie (cosd+ jsin !21‘) =/ (6.6}
entsteht aus (6.5) die komplexe (Form der) Bewegungsgleichuny:

mi+bi+kx=F e 6.7
— = = &
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Wic wir in Abschnitt 6.2.2 schen, 1dsst sic sich cinfacher 1dsen als (6.3), Kennt man ihre L-
sung 5(:), so gelangt man gemdl (6.6) durch Bilden des Realteils oder des Imaginfirteils
{Operationen Re bzw. Im, d. h. Projeklionen aul die reelle Achse bzw. imaginire Achse in
Bild 6-1) zuriick zu

x(f)=Rex(r) bzw. p(r)=Imx(z). (6.8)
Hinweis 1. Unterwirft man die ganze Gleichung (6.7} den QOperationen {Projektionen Re oder
Im), so erhilt man (wieder) die Gleichungen (6.3) bzw. (6.4).

Hinweis 2: Man nutzt Iinweis 1 zum Ubergang von einer reellen Dgl — z. B. (6.3} zur zuge-
hérigen komplexen — hier {6.7) — aus, indermn man die komplexe Form errét und durch Bilden
des Realteils itberpriift, ob man richtig geraten hat, (8. Aufuaben 6-1/2/3).

Hinweis 3: Wenn man hidufig mit komplexen Gleichungen umgeht, vergisst man auch, zwi-

schen x und x 7u unterscheiden und erschlieBt aus dem Zusammenhang, was gemeint ist.

Mit den hezogenen Grélien aus Abschnitt 3,1 lautet die komplexe Bewegungsgleichung (6.7),
vgl. Aufgabe 6-4,

. . 2 N .
F+2Deoy itof x-af I: P (6.9)

6.2.2 Berechnen der erzwungenen Schwingung
Gesuchl ist die erzwungene Schwingung der komplexen Dgl (6.7)
mi+bi+kx=£E /%, (6.10)

Hinweis: Man 16st eine inhomogene lineare Dgl mit konstanten Koeffizienten durch einen
Ansatz vom Tip der rechien Seite (auch Aufgabe 6-18).

Im
Im

‘Qﬂ 7777777 . N — x
g :
ar or Or X
0 -| 7 Re Bild 6-2
I3
B Bild 6-1 Losungsansatz
Feeos Q1 Erregerkrall als Zeiger 0 Re als Zeiger

In Dgl (6.10} ist die rechte Seite vom Typ finfsdrehender Zeiger, vgl. Abschnitt 1.2.2 und
Bild 6-1. Dementsprechend setzt man an, vgl. Bild 6-2

x=xe (6.11)

* Die freie Schwingung, die Ldsung der zugeordneten homogenen Dgl haben wir in Kapitel 5 bestimm.
Die nun komplexe Schreibweise dndett nichts daran.
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Daraus folgen

i=jRie i--0

Fe/ (6.12)
Einsetzen von x, x, ¥ i (6.10) liefert

—m 2 FeMT b j Oz vk - ﬁ'e-’fﬂr

6.13
also (k mre2” +b]!2) y“@/ pm/ (€1

und
= ;1‘ (6.14)
k—m(* +b )2
Dieses x ist der Zeiger, der in Bild 6-2 umliuli:
S
x=x(r)= F“— (6.15)
k—m 2 +bHj2

Man definiert die komplexwertige Ubertragungsfunktion (meistens ohne Unterstrich ge-
schrieben)
1 oy
H(jR)y=—— (6.16)
( ) k—mi2”+b j0

weil sie mit der Frequenz geliz (sich dndert), oft kurz Frequenzgarng genannt, und erhilt aus
(6.15)

x=Fe = H(j2)F, . (6.17)

Der Regelungstechnik folgend zeichnet man fiir den Wirk-Zusammenhang zwischen
£ (i) = Ii /¥ und x=xel 2 den Signalflussplan nach Bild 6-3.

Lingang Ausgang L ]
(Ursich.egj 11 (Wirkung) I, i HO) el
— i1 - s
F=F,¢ k-ms +hid x=%e Bild 6.3
a b Signalflussplan

Das Ergebnis — am Ausgang des Blocks — ist dus Produkt uus Eingang mal Frequenzgong —
dem Inhalt des Blocks. Man spricht vom Uberragungssystem und Ubertragungsverhalten,
skizziert gelegentlich auch das Ersatzsystem aus Bild 5.1 in den Block. Zeichnet man die
beiden Drehzeiger in ein Diagramm, so laufen sie dort gemeinsam mit einem festen (zeit-
unabhingigen) Winkel o um, Bild 6-4. Deshalb geniigl es auch, stawl der Drehzeiger £, und

x die Zeiger 1':£ und X aulzurzeichnen, Bild 6-5, (s. Aulgabe 6-3).
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Im
] Q(U (6
0 Im
for «
1T - 0 i y
00 Lo | B¢ { Bild 6-5
™ Bild 6-4 Py Zeiger-
& Drehzeiger-Diagramm £ Diagramin

Der Zeiger X eilt dem Zeiger £, um den Winkel & nach.

Um den Zusammenhang (6.14) zwischen E und £ besser diskutieren zu kénnen, zieht man
aus dem Nenner die Steifigkeit & heraus und erhilt mit « und D aus (5.2), (5.3)

ay=kim, D=b/(2mey) (6.18)
zunéichst
sole ! L ] _ (6.19)
K 1—%_(22+20_jma)00/k kl_ﬂj +2DJ'Q
oy 2

Mit der auf die Eigenfrequenz @, bezogenen Erregerfrequenz
Q:=0fw,, auch 5= 2/, (6.20)

gilt

bl

1 i

——— (6.21)
1-@*+2D 0k

‘_i:

In der Schwingungslehre ist statt €2 (leider der weniger einpriigsame) Buchstabe # iiblich. In
(6.21) steht rechts mit }:‘e e die Auslenkung, die eine statische Last If"e an der Feder bewir-

ken wiirde. Der komplexe Faktor 1/(1 ~3? 12D jf?) die bezogene (dimensionslose) Uber-

tragungsfunktion
H{j2)=k H{j£0) :+
-2 +2Dj02
gibt an, wic sich % von dieser Auslenkung unterscheidet. Der Nenner von £ _ vgl, Bild 6-6,
N=1-2"+2D 0, (6.23)

Tautet in Polarform
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A’r =

N| e, wo |V

Dann lauten (6.13), (6.19) oder (6.21)

x()- E, el F o/ _i 1 i a2a)

- = ) k N k 32 -
k—m P +bjad v J(I_QQ) ap?o?

Bilden des Realteils liefert die (reelle) Lisung, die erzwungene Schwingung
X, =X, (l‘) x ws(!)f—a)

mit der Amplifude (Index p: Partikularidsung!)

xP:

£, 1

ko ; wn2 -
\f(l—gz) +4p2 2

und dem Phasenverschicbungswinkel (vel. (6.24))

2D QO
a:arctani_,, O<gar,

=J(1r}2)2+4pzé3 tane=2D ”/(14}3), O<a<r.
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(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(0.28)

Bild 6-7 stellt die Zeitverliule £,(¢) und Xp(f) einander gegeniiber; man vergleiche mit

Bild 6-4 und Bild 6-5.

X
[ .
i %)

0
Re i
Bild 6-6 Bild 6-7
Nenner & Zeitverlaufe #,(f) und x (z) bei harmonischer Erregung

6.2.3 Diagramme fiir Amplitudengang, Phasengang, Vergrifierungsfunktion

Bild 6-8 und Bild 6-9 zeigen den Amplituden-Frequenzgang X (QJ — friher auch Reso-

nanzkurve genannt — und den Phasen-Frequenzgang af( ) nach Gl. (6.27) bzw. (6.28).

Aufgetragen wurden in den Bildern bezogene (dimensionslose) Gralen, ndmlich

.v?p/(]i?‘/’k), ofm, 2/ ey £,

(6.29)



68 111 Schwinger mit einem Freiheitsgrad

fiir vier Dampfungsgrade (D =001, 0.16, 1/\5) .

Man sicht: Tn der Umgebung von £2=1 — also bei 2 = ay , dic Frreger- licgt nahe der £i-
genfrequenz — treten bei kleinem 7 sehr grofle Amplituden auf; man spricht von Resonanz
{Widerhall) und nennt die Umgebung von ey, Resonanzbereich.

) D
E /K Resonanzbereich ). : D=0
D,=0.1
D, 0.16
D=1NT
= Rild 6-8
2

Amplituden-Frequenzgang

= Bild 6-9
& Phasen-Frequenzgang,

A ;X
R B\
-
ro b

Fiir den Tall verschwindender Dédmpfung D) — 0 entstehen aus (6.27), (6.28) fiir 0D=1:

. Flk 0 fiir 2 <1 ,
X, =" o= - (6.30)
|1_@2 7 fir 251

Bei fehlender Diampfung wiichst # » fur £ 1 iiber alle Grenzen. Deshalb hért man gele-

gentlich, Resonanz fithre bei fehlender Ddmpftung zu unendlich groBen Amplituden. Das tritlt
in dreierlei Hinsicht praktisch nicht zu,

e Frstens gibt es keine Schwinger ohne Dampfung, sondem allenfalls solche mit sehr
schwacher Didmpfung — und dann grofien Amplituden.

*  Jweltens gelten die angesetzten Bewegungsgleichungen nur fiir beschriinkte Auslenkun-
gen. Bei (zu) groBen Auslenlungen dndern die Schwinger ihr Verhalten (es gelten nicht-
lineare Bewegungsgleichungen) oder sie brechen und dndern damit ihr Verhalten dras-
tisch.

s Drirfens wachsen dic Amplituden Jangsam mil der Zeit (vgl. Aulgabe 6-15), der Erreger
muss ja die Energie fiir den Schwinger liefern.



& Erswungene Schwingungen o

Aus Bild 6-9 licst man ab, dass dic Phasenverschichungswinkel ¢ im Resonanzbereich in der
Nihe von a =7/2=90" liegt und dass a =7/2=90° fir 2=1,{02=q). fir alle Werte
D20 gilt. {Dies nutzt man gelegentlich bei Messungen aus, um die Resonanzstelle zu er-

kennen.)

Bei vorhandener Dampfung sind die Resonanzamplituden fir 0< D < 1/ V2 durch
1/[2 DN1-D? ]f{k beschriinkt (vgl. Aufgabe 6-11 und 12). Fir D > 1/ V2 gibt es prak-

tisch keine Resonanzspitzen mehr. lm Ubrigen nihern sich die Resonanzkurven fir D> 0

umso stirker —von unten — an die fiir 2 =0 an, je weiter man sich von 2 =1 entfernt.
Bei kleiner Errcgerlrequenz, 0< €2 <1, ist dic Amplitude ctwa gleich der Auslenkung der
Feder unter der Iast 132 . denn die wirkende Trigheitskraft wichst mit €7 ist also noch

Klein, vgl. (6.27). Mit zunehmendem (£} wird der Einfluss der Trigheitskraft groler, die
Amplitude nimmt zu, bei strenger Resonanz heben sich Feder- und Trigheitskraft auf, der

Diampfer allein hilt der Erregung das (dynamische) Gleichgewicht. Oberhalb €2 =1 iibertriftt
die Triigheitskraft die Federkrafi, sie tibernimmt zunehmend die Erregung, fiir 2 — o0 gilt
:?'p — 0. Damit dieses (dynamische) Gleichgewicht moglich ist, steigt der Phasenverschie-

bungswinkel o fiir 0< .2 <1 zunichst langsam, dann sehr rasch von 0 auf 90°, fir 2 >1
nihert er sich zunfichst rasch, dann langsam werdend asymptotisch dem Wert «=n (von
unten).

Vergriferungsfunktion

Schreibt man die erzwungene Schwingung xl,,(t) gemil (6.26) mit ¥, nach (6.27) und «
nach (6.28) in der Form

l

?i"‘!ﬁ)

= GOS(.QI—{I), (6.31)
\f(l— f)z) L4pr P

. S - n
so steht F /k als statische Auslenkung und I/J(IQ‘) +4 D% & als eine Einflussfunk-

tion, die die Wirkung des Schwingens berficksichtigt. Man nennt

Y= ] (6.32)

\f(l—éz)z +4D2 0%

Vergriflerungsfunktion’ und schreibt statt (6.31)

" Es gibt auch Vs F5.
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x, :%H(é)cos(!)t—a). (6.33)

Fiir ¢ gilt nach wie vor {6.24); bzw. (6.28):

tane = D<a <. (6.34)

162
Das Diagramm flir } ( Q) unterscheidet sich praktisch nicht von Bild 6-8. Es ist allerdings

tiblich, auf der Abszisse (!j—Achse) fiir £2 21 statt £2 den transformierten Wert

a(2)=2-1/0 (6.33)

autzutragen, vgl, Bild 6-10,
Vl
6
5

s of Bilds-io
142 VergroBerungslunklion ¥

6.2.4 Der Frequenzgang der Ubertragungsfunktion

Die Produktdarstellung der erzwungenen Schwingung — in der komplexen Form bzw. Sicht-
weise von Abschnitt 6.2.2 — als Eingang x Uberiragungsfunkiion (s. Bild 6-3) ist besanders
wichtig, weil sie den Zugang zu theoretischen und messtechnischen Methoden der Signafver-
arbeitung erdftnet. (In reeller Form, vgl, Aufgabe 6-18, ist das nicht maglich.)

Die Darstellung der Ubertragungsfunktion H(j£2), die man dazu braucht, nennt man

Oriskurve, sie zeigt H oder I7 in der komplexen Ebene mit €2 oder 2 als Kurvenparameter.
Der Vergleich von (6,22}, {6.25), (6.32), (6.34) liefert
Y s 1 e ¢

H(jQ)=l_!~22 |'2DJQ_J(]~Q2)2+4D2!:)2

_V; (é)cf’”["}). (6.36)

Zur Veranschaulichung ist A ( jf?) fiir D—0.2 in Bild 6-11a als dreidimensionale Raum-

kurve dargestellt. (Aus dem Diagramm lassen sich nur schwer Daten abgreifen.) Bild 6-11b
zeigt die zugehorige Ortskurve.
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Bild 6-11
I'requenzgang
der Ubertra-
gungsfunkti-
on F[(m) fiir
D=02.

a drei-
dimensional,
in perspektivi-
scher Darstel-
lung, b als
Ortskurve

6.3 Das Arbeiten mit Stoflerregung und Stoflantwort

Statt Stoferregung und Stofianiwort sagt man oft Impulserregung bzw. Impulsaniwort (vel.
dic Bemerkung in A3.1).

6.3.1 Die Delta-Funktion

Man kann — mit einiger Vorsicht — die Delta-Funktion §(r—7) als einen schr kurzen Ein-
heitsstoff anschen. Mit Bild 6-12a gelten bei & = 0

S(r—7)=0fir |t-1|> &, (637}
) T+& '
Jor-r)ar= [o(r-r)ar—an. (6.38)
—en T—&

Bemerkungen:

1. Man nennt 5(!—-1') auch Dirac-Funktion, aus mathematischer Sicht handelt es sich um

eine Distribution (nach L. Schwartz ),

[

Im Intervall ‘ i— r‘ <g darf & (t ~T) auch negative Werte annchmen, s, Bild 6-12b, doch

muss die, unter Beachtung der Vorzeichen, berechnete Fliche die Bedingung (6.38) erfiil-
len.

3. Dimensionen: Fiir dic Fliche 4 gilt dim(/f)—l . fiir dic Delta-Funktion dim& =1/Zcit ;

beim Einfithren ciner dimensionslosen Zeit muss & (t -7} also (mifitransformiert werden.

" Laurent Schwartz, *1913-2002%, franzdsischer Mathematiker.
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4, Damit (3‘(1‘71'_] nicht mit dem Abklingkoeftizienten &, s. z. B. (1.21) und (6.23) ver-

wechselt wird, bezeichnen wir die letzteren mit 8™, soweit er parallel zur Delta-Funktion
vorkommlt.

5. Zur Vereinfachung schreiben wir unten

T =T—g&, T =T+&. (6.39)

6. Uberlegungen mit TTilfe von Delta-Funktionen fiihren stets auf Integrale der Art (6.38),
wo jedoch die Delta-Funktion im Integranden mil einer szerigen Funktion f(r) multipli-

ziert ist. Dann gilt (vgl. Aufgabe 6-21):

J'j )8 (1 )dt = J’f(.r ydi=f(z). (6.40)

6.3.2 Erregung durch einen Einheitsstol}

Auf den Einmassenschwinger nach Bild 6-13 (vgl. Bild 4-12) wirkt zur Zeit t — = als "Erre-
gerkraft I7," der Stof3 7 - &{r—r), wobei zunichst /=1 (dimensionslos!) gesetzt wird. Die

Bewegungsgleichung (6.1) lautet dann {(Aufgabe 6-22):

mh+bhvkh=I8(1-1), (6.41)

wobel wir — um Dimensionswirrwarr zu vermeiden — die Auslenkung x(7) durch die Stofanr-
wort h(t) ersetzen,

Seci der Schwinger bis zum Zeilpunkl = in Ruhe: #(r) = 0 fiir & < 7~ . Wir inlegrieren linke

wie rechte Seite von (6.41) {iber das Intervall 7~ <t <7 nach der Zeit 7 und erhalten {vgl.

{6.38), (6.40)):

P

m(i(e)-a(e ))re(n(z')-a(z )] vk [n(ryar=1. (6.42)

-
Die Stoliantwort h(r) muss stetig sein: Wegen A=0fiir t <t und £— 0 gelten dann

fz(r ):0, h(r*]eo, h(r'):O, T]-hdr:(), (6.43)
g

und (6.42) liefert

fq(r+ ] —I/m. (6.44)

Dic flir r<7 verschwindende StoBaniworl h(z‘) genligl urmittelbar nach dem Einheitsstofi

also den Anfangsbedingungen
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h(r*):o. fz(r*):f/m. (6.45}
Nach dem Staf3 gilt anstelle von (6.41) die zugeordnete homogene Dgl
mh+bh+kh=0. (6.46}

Dic StoBantwort A(7) ist fur 7> also als Losung von (6.46) zu den Anfangsbedingungen
(6.45) definiert. Aus (5.27) folgt fiir t> 17

h(t-1)= ! e_ﬁ*(I_T}sina)(t—r). (6.47}

m @

Bild 6-14b zeigt den Verlauf; vgl. Bild 1-22.

Meistens setzt man bei der Darstellung 7=0 und nennt h(7) StoBantwort zum Einbeitsstof

(S(t) . Parallel zum Signalflussplan nach Bild 6-3 zeichnet man fiir lineare Schwingungssys-

teme (mit konstanten Koeffizienten) den Wirkungsplan nach Bild 6-15.

[ Fliche f

8D

0 T 7

T T+e =
Bild 6-12 T
Delta Funktionen A 0
_____________ e
|
!

Bild 6-13 Bilda-14
Einmassenschwinger a Stoll, b StoBantwort, ¢ F (1) als Stolfolge
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Eingang . k fi 500) Ausgang
(Ursache = . Wirkun
(4_)- 3 ERALLLLUL
FolEbo) | 7 py oy h(2) Wirkungsplan (ir EinheitsstoB Z-8 (r)

und Stofdantworl f(z)

6.3.3 Erregerkraft als Stofifolge
Eine stetige Erregerkrall F(t) kann man als Folge von StéBen mit f = #(f)- Az anschen,

vgl. Bild 6-14c. Wir dirfen die Wirkungen der Folge von EinzelstGlen iiberlagern, vgl. Ab-
schnitt 4.6.2. Da die Einzelstéfle — wegen £ -0 bzw. A7 — 0 — jeweils unendlich kurz

werden, miissen wir integrieren und erhalten fiir =7
1! .
L A ]
x(ty=— IF(r)e { )smm(hr)dr, (6.48)
o )
4
in allgemeiner Form

x(1)= [F(r)h(r-7)dr. (6.49)

Darin steht ¢, fiir einen Anfangszeitpunkt {(evtl. £, <0), zudem das System in Rube war
(vgl. Abschnitt 8).

Integrale der Form {6.48), (6.49) heiBen FFalfungsintegrale. Fiir verwickelte TFunktionen ist
thre Auswertung schwicrig, wenn micht unméglich. Routincaulgaben erledigl man mit Hille
der .aplace-Transformation. (Heute geht man oft zu numerischen I.6sungen iiber.)

Erselzl man in (6.49) die lntegrationsvariable ¢ durch

o={—r, (6.50)
so liefert die entsprechende Transtformation
=14
()= [ Flt-o)h{o)do. (6.51)
0

Dies ist eine andere Lesart obiger Uberlagerung.

6.4 Aufgaben
Aufeabe 6-1: Schreiben Sie die komplexe Form zur Dgl m¥ 4+ bx + kx = F] cos 2t + If“z sin £2¢

an,

Aufgabe 6-2: Schreiben Sie die komplexe Form zur Dgl m¥+bx+kx=bu+kn mit
u(r)=ficos Of an.
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Aufgahe fi-3: CGregehen sei dic nichtlineare Bewegungsgleichung
mitbithkxtex = F.cosg2r, dime= Kraft/]jinge3 . Zeigen Sie, dass die nichtlineare

komplexe Dgl mi+bi+k 5+cg3 = I:“L,-"Q’ richt durch Realteilbildung in die reelle tiber-
geht.

Aufzabe  6-4; Uberfilhren Sie die Dgln  (6.3) und (6.7) in die Formen
¥4+2Dwyx+ w,}\ = wgﬁ lk-cosfdt bzw, F+2D@y x+ wg x= (ag £ ik P mit leicht
interpretierbaren Paramefers,

Aufeabe 6-5: Berechnen Sie die erzwungene Schwingung fiir die Bewegungsgleichung aus
Aufgabe 6-1.

Aufgabe 6-6: Zeigen Sie, dass aus der Dgl (6.9) unmittelbar die Form (6.19), {6.21) der
{komplexen) Amplilude der erzwungenen Schwingung folgl.

Aufgabe 6-7: Setzen Sie den Zeiger (die komplexe Amplitude) zu Aufgabe 6-5 entsprechend
Bild 6-5 gralisch aus zwel Anteilen — [lir /) und /5 — zusammen.

Aufezabe 6-8; Schreiben Sie filr den in Abschnitt 6.2.2 untersuchten Schwinger fiir die Ge-

schwindigkeit v,:=x, und die Beschleunigung a, =X, die (komplexen) Ausdriicke fiir

dic Drchzeiger v, a, »
Diagramme entsprechend Bild 6-4 und Bild 6-3 ein.

und Zeiger £,a, an. Tragen Sie dic Zeiger jeweils gemeinsam in
Aufgabe 6-9: Deuten Sie Gl. (6.13) grafisch als geometrische Summe von (Dreh-}Zeigern.

Aufeabe 6-10: Bringen Sie die rechte Seile der Gl. (6.21) aul eine Form mil reellem Nenner
und schreiben daraus (6.25) an,

Aufeabe 6-11: Zeigen Sie, dass die Amplituden X 2 (f)) fir 0<D< 1/ V2 ihren Maximal-

wert bei 2 =V1-207 annehmen (Resonanzstelley und dass der Maximalwert X, / ( ﬁ’e‘;"’/c)

bei 1/[2 D 17D2J liegt,

Aufzabe 6-12: Leigen Sie, dass (Tir €2=1, (also £2 = ), X= ﬁe_/(EDk) gill (vgl. Aulgabe
6-11 fir 0 < D=1,

Aufoabe 6-13: TLeiten Sie durch Grenziibergang D » 0 die Gleichungen (6.30) und (6.28)

her.

Aufgabe 6-14: Ermifteln Sie fir den Fall verschwindender Dampfung die erzwungenen
#*

p = X,c0802 und

weisen Sie nach, dass dieses x, fiir £2# ¢y mit dem nach (6.30) Ubereinstimmt.

Schwingungen fir m ¥ +k x=F,cos2r (vgl) (6.3) mit dem Ansatz x

Aufeabe 6-15: Zeigen Sie, dass die Dgl r+o§ x:;':;/k-wgcosmot die Lisung
x, =12 F fk-(@yt)-sineyt hat.
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Aufgabe 6-16: Zeigen Sie, dass in den Kurven ¥ (é) von Bild 6-10 durch die Verzerrung
gemih (6.35) bei £2 =1 keine Knicke entstchen.

Aufgabe 6-17: Verzerren Sie in Bild 6-10 die Ordinate der Vergréferungsfunktion ¥ (!:)) flir
V21 gemiB (¥ )=2-1/F und zeichnen Sie das entsprechende Diagramm.

Aufgabe 6-18: Gesucht ist die Lésung der Dgl aus Aufgabe 6-1 auf reellesmn Wege mit einem
Ansatz vom 1yp der rechien Seite: dort ist das x, = Acos £21 + Bsin £2¢ . Bestimmen Sie die
zunichst freien Konstanten 4, 8 durch Abgleich der Sinus- und Kosinus-Terme.

Aufeabe 6-19; Vergleichen Sie die Diagramme in Bild 6-8 {(bzw, Bild 6-10) und Bild 6-9 mit
der Ortskurve in Bild 6-11a. Versuchen Sie jeweils V), (.(2), o:(.@) aus g(j _(.2) und umge-
kehrt 7zu skizzieren,

Aufgabe 6-20: Schreiben Sie fiir die Aufthiingekraft F =% x+5 %, vgl. Bild 4-12, zu gegebe-
ner harmonischer Erregung, vel. (6.2), (6.3), cine Ubertragungsfunktion H(_j !2) zumn Hin-
gang ﬁ;, exp(/£2¢) und Ausgang P cxp(j!)f) an, machen Sic sic dimensionslos und ent-

werlen Sic eme VergroBerungsfunktion und cine Oriskurve des Frequenzgangs H (; !2) ;

Aufgabe 6-21: Wihlen Sie als Delta-Funktion &(7) im Intervall —£<r<e zum Beispiel
8(t)=1/2¢ oder &(f)=(x/d¢&)-cos(71/2g) und als f() ein Polynom oder eine trigo-
nomelrische Funktion. Werlen Sie damit die Integrale (6.38), (6.40) und f(ihren die Grene-
ibergidnge £ — o durch.

Aufgabe 6-22: Welche Dimension hat die Stobantwort A(7) aus Dgl (6.41)?

Aufoabe 6-23: Nehmen Sie an, dass auf einen Schwinger als Erregung eine Stoflifolge der

Periode T jeweils mit den KraftsttBen I \ dim(f ): Masse - Geschwindiglkeit wirkt. Setzen

Sie die Bewegung aus Stolantworten zusammen.
Aufeabe 6-24: Der Schwinger nach Bild 6-13 sei zunichst in Ruhe, Zum Zeitpunkt =10
wird als konstante Last das Gewicht & aufgebracht. Berechnen Sie x(t) fiir >0 nach GL
{6.48).

Autzabe 6-25: Auf den Schwinger nach Aufgabe 6-23 wirkt die konstante Kraft £, (t) =F

<

stufenfSrmig, d. h. nur im Intervall 0<s <. Wie lantet x(¢) fir ¢>1?

Aufgabe 6-26: Die stufenférmige Kraft aus Aufgabe 6-25 wird durch eine bei 71 =1, abbre-
chende Rampe F(£)={t/1;)- F. ersetzt. Wie lantet x(¢) fir 0</< und fiir r>1;?

Aufoabe 6-27: Kontrollieren Sie die Transformation (6.50), (6.51} und vergleichen Sie die
Lesarten von (6.48), (6.49) mit der von (6.51} an Hand von Bild 6-14.
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7 Erzwungene Schwingungen der Exzenterpressen

Die Bewegungsgleichung (4.25) bzw. {4.26), {4.27) ist linear, die Wirkungen der einzelnen
Lrregerterme auf der rechten Seite, vgl. (4.27), kdnnen gemil Abschnitt 4.6.2 getrennt unter-
sucht und dann cinander iberlagert werden. (In Abschnitt 8 kommen dann noch Wirkungen
aus der zugeordneten homogenen Gleichung hinzu, die die Anfangsbedingungen erfassen; sie
klingen in der Regel rasch ab.)

Das Uberlagern gilt allerdings nur fiir das Auffinden der Lésungen. Bewerten muss man oft
die Summe. Das gilt besonders fiir das Erreichen und Uberschreiten von suldissigen Lasten
oder Auslenkungen. In Grenzfillen sind fiir solche Untersuchungen umstindliche numerische
Rechnungen erforderlich.

7.1 Wirkung der relativ bewegten Massen auf die Rahmenauslen-
kung x(t)
Beriicksichtigt man in der Bewegungsgleichung (4.25) allein die Erregerkriifte 2 Fr,,; aus

der Relativbewegung von Kurbel, Pleuel und Stéfiel, so lautet sie
mE+hx+hx=F, (7.1)
mit
F,=2Fp,=2m,r2* {fa COS @ + fuy COS20+ foy cOS 4¢;+...}, (7.2)
wo @ =2¢,vel (4.7), (4.15)-(4.23).
Maun setzt dic erzwungenen Schwingungen aus den Lisungen der Dyl
mi¥+bi+hx=2m, F_QZJ:;.” cosn Lt (7.3)

zusammen fir die einzelnen Erregungen ...cosnf2¢ . In der bezogenen Schreibweise aus
Abschnitt 5.1, vgl. auch Gl. (6.9), lautet (7.3)

¥+2Dawy X+ 0& x= 2;'% 17,, a)g 0% cosn (2, (7.4)
komplex, vgl. Abschnitt 6.2.1.
17 N - .
§+2Dwo§+wg£=2r;"fm of (2% oI (7.5}
Der Losungsansatz
x = g (7.6)
vgl. Abschnitt 6.2.2, fUihrt aul
2 A5 52
. my - ) 2 me 2
__r:?_r'—"“f(.,, 2 2 2“ :Zr—‘qjm 7 =0 = (7.7)
m wy —#1 2 +2Dnoy j 02 m l=p "+ 2 jnD 2

Ahnlich Abschnitt 6.2.2 gelangt man zu
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. mg - o Rt 2D
x=2r—f, s WO tana =,

" .J(lnz_éz)erélDznszZ I 2

Hicer wird dic neuc Fergrdferungsfunktion

0<a<r. (7.8)

- o2

V3 (2)- — -
J(I—Q‘) ~4p? ?

(7.9

cingefiithrt; fiir den Phasenverschiebungswinke! gilt (6.28). Bild 7-1 zeigt V5 (f:’] fiir (x(.@)
gill Bild 6-9.

~

[ B L T o

S

—— -

2
T . |  Bild 7/
0.5 3 0
142 VergroBerungstunktion Fy

Uberlagert man die Wirkungen der einzelnen Terme von (7.2) gemiB (7.8), so erhiilt man — in
reeller Form — die erzwungene Schwingung

2

x,(t)= 2;'%{]}{,1 Vs (!N'J)cos (Qt—a(f;’))+ Je2 Vs (Zﬁ))cos(ﬂf— a(l(:)-))

[

i 1 (7.10)
Jed 1 (4 eos( 5

+=2 42 feos | L — (42 ) )1+,

s (4o =)+

Man liest aus (7.10) ab:

1. Die erzwungenen Schwingungen werden umso kleiner, je kleiner das Verhiltnis 2m, /m

ist, je kleiner also die bewegten Massen im Verhiltnis zur Gesamtmasse sind. (Ein
schweres Fundament ist giinstig.)

N

Durch die Faktoren fm /n? wird die Wirkung der héheren Harmonischen (n:>1) ab-

gemindert. Fiir die fm gilt das Linienspektrum nach Bifd 4-9.
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0.0 0.5 1.0 1.3 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Q¢/2n Qi 2n

0.0 0.5 1.0 L.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 20
27 Qt/2x
3 12
10t
2r / 8l
| 61
I 41 . o
2 f X
NN NG S
-1 4|
al 2 =06 -g - Q=20
3 . . " -10 [ . R .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
D 2n 22

Bild 7-2 Exzenterpresse: Zeitverldufe der bezogenen Erregerkraft /(7) und bezogener Avslenkungen
%(f) 7u verschiedenen Frregerfrequenzen 2 =02/ gy mit 2 = 0.05

%]

In I (n _(_2) trifft man auf Resonanz, wern #42=n42/mg =1 ist. Man kann Resonanz

vermeiden, wenn man 2 >1 wihlt, also @y < {2, fief abstimmen. Dann ist man aller-

dings in einem Bereich 5 =1,
4. Dadic fm mil steigendem » rasch abnechmen, vgl. Bild 4-9, kann man hier auch €2 <1

withlen und braucht nur darauf zu achten, z. B. 22 =1 zu vermeiden.
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In Bild 7-2 ist die (bezogene} Erregerkraft f(r) gemidl (4.23) - vgl. auch Bild 4-10
gemeinsam mit der bezogenen Auslenkung

1) [ — (7.11)

2rm im

mit £ = 0.05 fiir 6 verschiedene Werte €2 dargestellt.

Dic ersten 3 (untereinander stehenden) Teilbilder zeigen das Schwingungsverhalten fiir
€2=10.45, 0.5 und 0.6, also in der Umgebung der Resonanz mit f:.z cos2 £y (bei Q= 0.5).
Man beachte den stark von € beeinflussten Zeitverlaut!

Die zwei oberen Bilder in der 2. Spalte zeigen %(¢) bei £2-0.9 und 1.0, also in der Nihe
der Resonanz mit fﬂl cosf2 (bei £2 = 1). Das letzte Bild, fiir £2 =2.0, zeigt fast schon den
asymptotischen Wert (fiir £2 —» ec ), vgl. Vi =1 in Bild 7-2.

7.2 Wirkung der bewegten Bodenplatte
LLdsst man nun in der Bewegungsgleichung (4.25) 2 Fr,; und & weg und nimmt fiir die Fup-

punkterregung durch die Bodenplatte eine (komplexe) Bewegung
g(z‘):ﬁe-’ig (7.12)
an, so erhilt man (komplex) die Gleichung”
mX+bhi+kx=bu+ku. (7.13)
Will man (anschlieBend} auch die Kraft 7(¢} auf die Decke berechnen, gilt dafiir, vgl.
Flty=b{z-d)+k{x—u). (7.14)
Mit den LOsungsanséilzen
x-ge, FoFel (7.15)
erhalten wir aus (7.13) und (7.14)
k+jbi2 ;

——_— (7.16)
k—m2 + jh

|5

. 2
a . k+ ibf2)m2
g:(kﬂb.o)(gfﬁ):%ﬁ. (7.17)
' k—m*+ jbi2
Zieht man in (7.16) und (7.17) in Zihler und Nenner das % heraus, so ergeben sich mit
@y =~kim ,b=2Daym, 2 =1021a,, vgl Abschnitte 5.1 und 6.2.2

: Wegen der Gleichbehandlung von F(r) und x(r) schreiben wir komplex £(r) und 5(:) .
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142D, .
{

fe— g (7.18)
|-G +2Dj 0
und
. (1+2D;2) 2
j Qe — —k . (7.19)
1-2*+2D 70
Man setzt
S ol
%:Vz (.Q)e’ _](,r_(!)]’ (7.20)
1-° +2D 0 '
(1v2pj )2 ., jen{ 0]
~ 1 -0 Vz(ﬂ)e S (7.21)
1-Q% 12D 0
WO

v (2)= “HiDzéz und o =a- (7.22)
J(l 71”22’]“ 4p? ot

mit e aus (6.28), vgl. Bild 6-9, und £ aus

tanf=2D42, 0<f<xf2. (7.23)
Dann lauwten (7.18) und (7.19)
iealye . Fopp Py, e/ (7.24}
Bild 7-3, Bild 7-4 und Bild 7-5 zeigen ¥, (2), 27V, (2). e, (2)

7.2.1 Passivisolierung

Man sprichl von Passivisolierung, wenn man cin schwingungslihiges System durch geeignet
gewiihlte Parameter vor starken Auswirkungen durch Erregungen von aullen bewahren will,
hier ist das die Bewegung der Bodenplatte, Man verlangt kleine Bewegungen, also kleine

Amplituden |f: . also muss V, (.@) Klein sein, vgl. (7.24) und Bild 7-3, £2 = /wy muss

+ a . . .
danach grol, bei gegebener Frregerfrequenz £2also wj — &/m klein sein. Man spricht von
tiefer Abstimmung, die man durch weiche Federn und groBe Masse erreicht. Dabei sollen die

Krifte, also die Beschleunigungen ek x|, also auch o ) (!:7) mbglichst klein bleiben.

Demnach darf, vgl. Bild 7-4, das Dampfungsmald D nicht zu grof3 sein.
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Bild 7-3
Vergroflerungslunklion F5

Bild 7-4
Vergréferungstunktion & Va

Bild 7-5
Phasengang oy

7.3 Wirkung der bewegten Massen auf den Boden
Infolge der Erregerkeiifle f7,., bewegl sich der Maschinensatz mit x p (#). vgl. Ab-
schnitt 7.1. GemiB Gleichung (4.3), (4.4) tibt er auf den Boden die Kraft
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F(t)=h(,-1)+k(x, -u) (7.25)
aus. Bleibt die Bodenplatte in Ruhe, gilt also «(r) =0, so folgt aus {7.25)
F(1)=bs, +kx,. (7.26)

Schreibt man x p (r) wieder komplex, vgl. (7.5}, so liefert (7.26) fiir die #-fe Harmonische

Febithx—(k+bjQn)ie™ — e/l (727)
Mun erhilt mit (5.3) und (7.7)
. . 1+2D j ) 0?
T - ") —. (7.28)
m (1—!)2n‘)+2Dj£2n
Vergleich mit (7.20) — (7.22) liefert
- m., 1 = =2 =y —jaa(nd?)
E=2e" k] (12) Fa(n2)e fay(nsd) (7.29)
Damit folgt mit den 7., aus (4.23)
‘ . v e e(®) 1 - -2 ~y 2o w{26
Fi)=2r ek (@) AL g s pa)e B 0
(7.30)
s naa) T =L
und reell
F(r)= r&k{ fa %, (ﬁ)cos(!?z—o'2 (Q))
m
+é;3 (202)' ¥ (262)cos (262 - o, (262)) (7.31)
+41—2‘A'C4(4Q_)2V2(4Q)cos(4ﬁt—0:2(40_))+..}.

7.3.1 Aktivisolierung

Man spricht von A&tivisolierung, wenn man die Umgebung eines schwingenden Systems
durch geeignet gewihlte Parameter vor der Auswirkung der iber die Anschlusspunkte wir-
kenden Krifte bewahren will.

Bei den Exzenterpressen sind die Wirkungen der (relativ)} bewegten Massen auf den Boden
durch (7.30) bzw. (7.31) gegeben. In der Regel wird es nicht gelingen, 2 = /ey <] zu

wihlen, sodass man im Rereich (2° Va (.@) <l liegt, vgl. Bild 7-4. Also muss man wieder,
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wic bei der Passivisolicrung in Abschnitt 7.2.1 rief abstimmen, mg =k/m und D Klcin with-
len. (Ein Beispicl dafiir ist dic Waschmaschine,)

7.4 Aufgaben
Aufgabe 7-1: Zeigen Sie V3 (2)= Q7% (2) =7, (1/.2); - vel. (7.9) mit (6.32).

Aufgabe 7-2: Nehmen Sie fir 2#m/m, D und £2 Zahlenwerte an und berechnen Sie mit
den Daten von Bild 4-9 das Linienspektrum von (7.8). Variieren Sie mit 2

Aufgabe 7-3: Schreiben Sic ¢in Reehinerprogramm, das — etwa zu den Daten gemiB Aulgabe
7-2 — die Funktionsverldufe x, ((p),(o = {2t zur Losung (7.8) zeichnet. Wie sehen die Funk-
tionsverldufe x, (@) im Vergleich zu Bild 4-16 aus, wenn man in die Resonanzen £ =1 und
2= 0.5 hineinfihrt? Was muss man also beachten, wenn man die Pressen mit verinderlicher
Drehzahl betreiben will? — vgl, Bild 7-2,

Aufgabe 7-4. Welche Phasen(winkel) Bezichungen kdnnen Sie aus den Einzelbildern von
Bild 7-2 ablesen?

Awufeabe 7-3: Schreiben Sie die linke Seite der Gleichung (7.20) durch Vergleich mit (6.36) in
der Form (142D 2)/(1- 37 +2Dj @)= (12D @)pe 7 = Jl+ap @2 By e
und verifizieren Sie damﬁ (7.20), (7.22), (J7.23).

Aufzabe 7-6: Bei welchem Wert 2 licgt der Punkt P in Bild 7-3 und Bild 7-5, bei dem dic
Dampftung 12 die Wirkung umlkehrt?

Aufoabe 7-7: Wie erklidren Sie physikalisch anschaulich den Umschlag der Wirkungsrichtung
der Dimpfung D bei P? Vgl. Bild 7-3, Bild 7-4 und Aufgabe 7-8; links von P wirkt griflere
Dampfung mindernd, rechts von P verstirkt griBere Dimpfung.

Aufeabe 7-8: Berechnen Sie zu Bild 7-3 und Bild 7-4 die Lage der Extrema,

Aufgabe 7-9: Nehmen Sie Zahlenwerte fiir die Parameter in (7.30) und zeichnen Sie parallel
zu Aufgabe 7-2 das Linienspektrum zu F(2).

Aufeabe 7-10: Schreiben Sie ein Rechnerprogramm, das Thnen die Zeitverliufe F(7) gemild
{7.31) berechnet, vgl. Bild 7-2.

Aufeabe 7-11, Denken Sie tiber die Wahl der Parameter m und & nach, wenn die Drehzahl €2,
der Kurbelradius r, die Masse m, und die }?{ gegeben sind und Sie x, (r) oder F(z) — am
beste beide — klein halten wollen. (Wie kanm man s und & beenflussen?) Beachten Sic
Q= _Q/ Jkim; auch ist  die  statische Absenkung  durch  das  Gewicht

Xguw =U0lk=mglk=g/ w&, meistens durch die Nulzung der Maschine beschriinkt.
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8 Einschwing- und Anlaufvorginge

Unmittelbar nach dem Einschalten einer Schwingungserregung, wihrend ihres Anlaufs und
einer Weile danach schwingt das erregte System instationdr, d. h. die momentane Amplitude
und dic momentane Kreislrequenz (vgl. Abschnitt 1.4.2) éndemn sich, sind cvil. gar nicht
definiert (vgl. Bild 8-1). Nach dem Ubergang der Erregung in den periodischen Verlauf, oder
auch nach dem Aufhéren der Erregungen, klingen die Anfangsstérungen je nach Gréfe der
Dimpfung mehr oder minder rasch ab (vgl. Bild 8-1). Hier stellen wir allgemeine Uberlegun-
gen zusammen. Quantitative Aussagen lassen sich in der Regel nur numerisch — [Tir ¢in vor-
liegendes System mit konkreten Parametern - gewinnen.

8.1 Einschwingvorgiinge
Gegeben sei die Bewegungsgleichung (4,26}
mi+bi+kx=F,(t). (8.1)

Die Lrregbarkeit F, (1) ist gemih (4.27) aus konstanten und harmonisch schwingenden An-
eilen zusammengesetzl. [He dadurch hervorgerufenen erzwungenen Schwingungen X, (r)

wurden in den Abschnitten 6.2, 6.3, auch 7.1, 7.2 angeschricben, dort der Einfachheit halber
zum Teil ohne den Index p, sind also hekannt. Man stellt sich nun vor, dass die Erregerkraft
I, (f) schon auf das System wirke, der Schwinger jedoch bis zu einem Zeitpunkt ¢, fest-

gehalten wird — oft setzt man #) =0 — und mit einer Anfangsauslenkung x, sowie einer

Anfangsgeschwindigkeit v, losgelassen wird; das fithrt auf die dnfangsbedingungen

x(f0)=x0, .l-'(fo)=VU. (8.2)

8.1.1 Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung; Anpassen an die Anfangsbe-
dingungen

Die allgemeine Lasung x(r) der Bewegungsgleichung (8.1} setzt sich aus einem Partikular-
integral x, (t) der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen Lisung xp (t) der (zuge-
ordneten) homogenen Gleichung (4.32) zusammen:
x(!):xh([)erp (£). (8.3)

Mit x;, (r) nach (53.26) folgt

x(t) = e (4, coswr + 4, sinf ) +x, (7); (8.4)
die heiden Konstanten 4. und A4, sind frei. Anpossen der allgemeinen Lasung (8.3) bzw.
{8.4) an die Anfomgsbedingungen (8.2) lielert

Xp = X (tﬂ')+xp (Io), Vo :J;'h(l‘o)-Fxp (f{]) (8.5)
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Mit (8.4) folgen hieraus die Bestimmungsgleichungen fiir 4. und 4, und damit — aul um-
stindlichern Wege (vel. Aufgabe 7-1) — fiir ¢ 2 ¢

x(f)=e Bt 1p) Ii(x” - J"ij()‘n))COS(t)(f—fl})

. (vﬂ B J-Cp(fﬂ))”L ¢ (xﬂ - xp(fo)) sineo(t—10) | +x, (1) (8.6)

[£2)

Hinweise:

1. Allgemeine Lisung heillt, dass man jede (denkbare Form einer} L&sung von (8.1 durch
(8.3) und (8.4) ausdriicken kann.

[

Die zwei freien Konstanten A, wnd 4, werden durch die zwei Anfangsbedingungen (8.2)
bestimmt. Damit wird die Lésung der Bewegungsgleichung eindeutiy festgelegt.

L]

Die Eindeutigkeitsaussage hietet die Moglichkeit, Lésungen zu raren: Eine geratene Lé-
sung, die die Differentialgleichung und die Anfangsbedingungen erfiillt, ist die gesuchte
Ldsung (vgl. Aufgabe 7-2).

4. In (8.6) erscheint dic Lasung x;, (I] aus (4.32) mit x, (t—to) als lings der Zeitachse

verschoben, Das ist méglich, weil die homogene Dgl nicht explizit von der Zeit abhiingt,
weil sie autonom ist.

5. Je nach vorliegender Dimpfung, D >0 bzw. & > 0, klingt der Lésungsanteil x, (7). also
der Einfluss der Anfangshedingungen mehr oder minder rasch ab, vgl. Abschnitt 8.1.2.

8.1.2 Einschwingvorgang
Sei in (8.1) die Crregerkraft 7, (/) harmonisch, vgl. (6.3). Dann lautet (8.6) mit x » (¢) nach
(6.31)—(6.34)

(Vn “x'p('l)"ﬁ'(xﬁ “xpn)
[

_ e—f}(z—zo ) (

xﬂ—xpg)cosm(r—to)+ sine(r—1)

(8.7)
+%Vl (77)cos(£2t—ar),

WQ

xp0 ===V (n7)cos( 2ty —ar), i = —Q%-Vl (7)sin{ 2ty — ). (8.8)

"

Bild 8-1 zeigt zu angenommenen Parametern einen Einschwingvorgang x(t) gemill {8.7).
Innerhalb der Einschwingdauer ist der erzwungenen Schwingung x, (r) die freie x (r)ﬁ—
berlagert, vgl. (8.3), (8.4) und {5.6).
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Bei vorhandener Dimpfung (.b >0, also D >0,6 > O) klingt die freie Schwingung exponen-
tiell — also asymptotisch fiir + — o — ab; das Einschwingen dauert (theoretisch) unendlich
lange. (In Bild 8-1 wurde & recht groB gewihlt, sodass x;, nach kurzer Linschwingdauer
inmerhalb der Strichstiivke liegt.) In realen Systemen stets vorhandene Coulombsche Rei-
bungsanieile bewirken abbrechende Einschwingvorginge. [Jie Einschwingdauer ist bei prak-
tischen Problemen deshalb endlich, meistens aber nicht genau erfassbar. Am Ende des Ein-
schwingvorgangs verbleibt die (stationére) erzwungene Schwingung (gef. auch die Gleich-
gewichtslage, vgl. Aufgaben 8-3/4).

Des Aufwandes halber berechnet man hdufig nur dic Partikularldsung x, (f) und verldsst
sich darauf, dass die "stets vorhandene kleine Dimplung” fiir das Abklingen der Eigen-
schwingung xj (r) sorgt. (Das gilt jedoch nicht immer: bei einer rotierenden Welle kann die
"mnere" Werkstoffddmpfung anfachend wirken; vgl. auch das System aus Abschnitt 4.6.3.)
Weglassen von x,, (r) bedeutet nach (8.5) die Wahl der Anfangsbedingungen

Xp = Xp (fO) und v, :xp(t(l)' (8.9)

{Weglassen von x, (t) bedeutet also nicht, dass keine Anfangsbedingungen vorgegeben wur-

den.} Bei Rechnungen mit dem Faltungsintegral (6.48) kann man den Anfangszeitpunkt
ty =ty — —w schiecben, um sicher zu gehen, dass (bei [2>0) alle Einschwingvorginge

abgeldungen sind (Aufgabe 8-5).

L “_xm:t.r
Fi f
_-x(£)
l.X A X p(")
Frk
0

i \ x5

——

Bild §-1
Linschwingvorgang

Einschwingzeitraum
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8.2 Anlauf einer Erregung

8.2.1 Voriiberlegungen

Sowohl in der Schwingungslehre als auch in der Maschinendynamik werden die Grundbeg-
riffe der erzwungenen Schwingungen an Hand von Schwingern bzw. von Modellen entwi-
ckelt, die mut {vorgegebener) fester Frequenz erregt werden. Hierzu gibl es Standarduntersu-
chungsmethoden, man gewinnt allgemeine Aussagen, wie wir schon einige kennen gelemt
haben, Bei experimenteller Uberpriifung muss man sicherstellen, dass die Annahme eines
gleich(Brmigen Rundloufs des Phasenwinkels rp(t) und einer lesten Amplitude frotz der

Riickwirkung des Schwingers auf den Erreger geniigend genau erfiillt sind. (Vor der Untersu-
chung des aus Erreger und Schwinger bestehenden dynamischen Systems scheut man an
dieser Stelle zurlick, weil der dazu erforderliche Aufwand zu hoch ist.}

Unabhingig von eventueller Riickwirkungen fragen wir uns, wie sich ein Schwinger
mjc'+bi'+f(x:ﬁecnﬁ(p(r) (8.10)
verhilt, wenn dic momentune Erregerfrequenz
2= (1) {8.11)

nicht konstant ist, sondemn sich mit der Zeit dndert, weil der Erreger anlduft oder dic Maschi-
ne eine Drehzahldnderung erfihrt.

Die Anderung der Erregerfrequenz beginne zur Zeit £, mit einer gegebenen Winkelbeschleu-
nigung
¢=02=e(1) (8.12)
fiir £ = fy. Ausgangspunkt der Anderung seien die vorgeschriebenen (Anfangs-) Bedingun-
zen
o) =~wo. 2(f) = (8.13)
Gewinnt man qp(t) aus der Dgl (8.12), zum Beispiel numerisch, und setzt es auf der rechten

Seite von (8.10) ein, kann man auch diese Dgl — parallel zu (8.12) — mumerisch 18sen. Dabei
ist eine geringe Anzahl von Systemparametern von  Vortell. Mit @y =vk/m,

D= b/ (2\;7%) . vel. (5.2), (5.3), und der dimensionslosen Zeit

f=ogt, X=dxfdt =g dx/di =wy x (8.14)
sowle
I= vc/(lik], 2= ey, &= E‘/ﬁ)g (8.15)

lauten (8.10) und (8.12)
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i’+2D;"c+":ct)srp(f), (8.16)

p=20=2(7). (8.17)

8.2.2 Berechnen einer Einhiillenden

Erwimscht ist die Losung J?(r) in einer Form, die - obwohl nur numerisch bestimmt leicht

interpretierbar ist. Dazu schreiben wir (8.16) analog zu (6.3), (6.4) komplex:
fi2pfri=o) (8.18)
Das Vorgehen in Abschnitt 6.2.2 legt den Ansatz
£ =2(f) /A7) ) (8.19)
nahe. Fiir reelles x(f ) >0 und a(? ) =0 steht hier auf der rechten Seite der Drehzeiger

exp(j o(f )] . der um die Zeitachse f in einem "Schlauch” vom Radius %(#) umlauft. (So-

lange die Beschleunigung £(7) klein bleibt, 5/ a)g‘ <1, werden sich £(7) und a(7) nur
langsam #ndern.) Der Schlauch bildet eine Einkiillende der Schwingung x(r) .

Die Funktionen £(7} und (/) lassen sich am einfachsten berechnen. Sei
f=#(7)e ), (8.20)
dann lautet (8.19)
=Xl (8.21)

Einsctzen von & gemilB (8.21)in (8.18) lielert, nach Herauskiirzen von cxp(_jqa},
s e 22 o e -
X+2 D+jop | X+ 1l—p+2Djo+jo |X =1. (8.22)

Bei den Anfangsbedingungen unterscheiden wir die Anfahrt aus dem Stillstand und die Be-
schleunigung (oder Verzigerung) aus dem stationdren Lauf mit .(_20 ab dem Zeitpunkt 7,
vel, (8.13).

Fiir dic Anfahrt aus dem Sallstund gelien die Anfungsbedingungen

Py =@{0)=0, @ =0(0)=0, X,=X(0)=1, £,=X(0)=0. (8.23)

Diese Bedingungen sind so gesetzt, dass zum Zeitpunkt 7 =0 am System Gleichgewicht
herrscht, vel. (5.16), (8.18), (8.21).
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Im zweiten Fall ist der Endpunkt # des stationdren Lauls gleich dem Anfangspunkl 7, des

instationédren. Also miissen — komplex! — tihereinstimmen, vgl. (6.36),

D =02(k), o= 7y=0(i),
) (8.24)

3

Xy~ X{i) -, (Qﬂ)e_“(%], Xo- X(i)=0.

Mit den Anfangsbedingungen (8.23) oder (8.24) kann man die Dgin (8.17) und (8.22) ge-
meinsam numerisch 1§sen, Dazu miisste man die komplexe Gleichung (8.22) als gekoppeltes
System aus ihren Real- und Imaginérteilen schreiben. Bei Verwendung von Matlab geschieht
das im Rechenprogramm.

Kennt man X (f ] numerisch, folgt aus (8.20)
#7)= ||, eli)=-arg(X), (8.25)

in Matlah: a:—angle(/i’ ) Die Funktion i‘(t) 181 die gesuchte Eimhiilllende, der Winkel
a(f) gibt die Phasenlage relativ zur Erregerphase ¢(7) an. Projektion von i(f) aufl die
reelle Achse liefert

i(t)z)%(f)cos(m(f)—a(f)). (8.26)

8.2.3 Erregeranlauf mit Resonanzdurchfahrt

Auf ein zuniichst stillstehendes System wirkt wihrend einer Anlaufzeit 0<7 <7, die Be-
schleunigung

E=gyif 1y. (8.27)
Im Anschluss Hull der Erreger mit der bei 7 = fi crreichten Winkelgeschwindigkeit
02, =2,T,/2. Gegeben sind die Parameter D=0.05, T, =600, &, =0.005.

Zur Losung {mit Matlab) werden die Dgln (8.17), (8.22) als System erster Ordnung geschrie-
ben, vgl. (4.45) - (4.47):
Mit
T W
"= (Hla U, Uy, H4) ::( <, @, )_(9 )_(}n

F=(h b f 1) :—(é(?),ﬁ’,f3,§?} (8.28)

]
—
o}
+
-

)
i
[t e
P
—
|
o
+
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"
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o
e

fi=le

lautet es
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i=f(ur). (8.29)
Dazu gehoren die Anfangsbedingungen (8.23):
(0)=(0,0,0,1)" .
Bild 8-2 zeigt fiir das Zeitintervall 0 <7 = @y <700 (entspricht etwa 110 Perioden der Ei-
genschwingung) a den Verlauf von £{z}, b den Verlauf von Q(7), ¢ den Verlauf von %(7)
sowie die FEinhiillenden i}?‘(f) . Die FErregerfrequenz 2=y, 02 errcicht die Figenfre-
quenz @ bei =7 =490, vgl. die vertikalen strichpunktierten Linien in Bild 8-2b und ¢. Am

Ende des Anlaufs, bei f1 =600 licgl £2um 50 % iiber der Bigenlrequeny (gestrichelte Verti-

kalen).
¢ 1o , - , . .
Ik 2
T Xy o x () -
0 AW AW T | l'.ll’nhl.t‘l.!.l.l‘l‘nw\rril*\\\nnpg;|||14.|.|
\WIRYEYAVATETN ] \l’l\pﬂ\wnuwmmuwnnlnlm

Bild 8-2

Erzwungene Schwingung:
Anlauf und Resonanz-
durchtahrt, a Winkelbe-

schleunigung £{r},

b Winkelgeschwindigkeit
£2(¢), ¢ Auslenkung

. . . : x(¢) und Binhitllende
9] 100 200 300 400 500 togt 00 - 5h

In Bild 8-3 wurden di¢ Cinhiillende %(7) und der Phasenverschiebungswinkel e(7) iiber
der momentanen Frequenz ﬂ‘(f ) und, zum Vergleich, die (stationfire) VergréBerungsfunktion

2 (f)) sowie der Phasenverschiebungswinkel o (!17) nach (6.30) bzw. (6.32) aufgetragen.

Uber gut die Hilfte des betrachteten Zeitintervalls, solange (2(7)<0.5, folgt #(¢) nahezu
quasi-statisch der anlaufenden Oszillation von F, (f ) . Bei Anniiherung von (2 an den Reso-

nanzbereich, £ =1, erscheint die Reaktion des Systems gegeniiber dem stationiiren Verhal-
ten verzdgerf, dic Erregung braucht Zeil, um dem Schwinger Energie zuznfiihren. Da die Zeit
fehlt, bleibt \7(? ) unterhalb der Resonanzspitze von Fl . Andererseits enthilt der Schwinger

kurz oberhalb £2 > 1 noch mehr Energie als es dem stationdiren Lauf entspricht. Die steckt,
aus einer Sicht dhnlich Abschnitt 6.3, in einer beim Resonanzdurchgang "angestoflenen”
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Eigenschwingung. Die Schwingung A"(f ) setzr sich in diesem Frequenzbereich also aus der
mit {7 )>wo erreglten Schwingung und der (abklingenden) Eigenschwingung mit einer
Frequenz = ¢y zusummen, cs entsteht cine Schwebung, s, Abschnitt 1.4.3, mit der Differenz-
frequenz @, = (2 - o,. Wichst Q(f ) mit / weiter, nimmt die Schwebungsfrequenz zu,
deren Amplitude jedoch wegen der schwindenden Eigenschwingung ab.

Die Bild 8-3 a und b zeigen die Unterschiede zwischen instationéirem und stationidren Lauf
besonders deutlich. Nur bei schr langsamer Resonanzdurchfahrt — wenn dem System Zeit
zum Einschwingen hleibt —, werden I (!:)) und e (.@) nachgelahren. Bei rascherer Durch-
fahrt wird die Resonanzspitze von F) nicht erreicht, der Bereich grofler Ausschlége erscheint
in Richtung der Beschleunigung verschoben, bei kleinem Didmpfungsgrad D kénoen recht
weit aufierhalb €2 =1 noch grolie Amplituden auftreten.

10 L Fi(@)

A e

()

S e Bk o

Bild -3

Erzwungene Schwingung: Anlauf und Resonanzdurchtahrt
von stationiren und instationdren Verliufen (dicke bzw.
dinne Linic). a Vergroferungsfunktion ¥ und Einhullen-

de %, b Phasenverschiebungswinkel a; und &

8.2.4 Anlauf bei Unwuchterregung

Bei der Riittelmaschine aus Kapitel 2 seien die Transportbolzen | entfernt, die Federn haben
die Gesamtsteifigkeit £, sie werden um einen Ddmpfer mit der Konstanten A ergiinzt. Die
Unwuchtriider laulen mit ¢ (1) =g (1) =(f) gemil den Uberlegungen in Abschnill 8.2.1
an. Die Bodenplatte m&ge zuniichst nicht abheben. Wie lduft die Rittelmaschine an? (Zusatz-
frage: Zu welchem Zeitpunkt 7, wird die Bodenpressung erstmals gerade aufgehoben?)
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Die Bewegungsgleichung

Zuniichst brauchen wir eine Bewegungsgleichung. Die Auslenkung x, nach oben positiv, s.
Bild 8-4, wird gegeniiber der statischen Ruhcelage gemessen. Die Fedem sind dann bereits
durch das Gewicht

G=(my+2m,)g um x4, =—G/k (8.30)
ausgelenkt.

Wir stellen die Bewegungsgleichung fiir x(¢) nach Lagrange auf. Dazu braucht man die
kinctische Encrgie 7, das Potential & und die Rayleighsche Dissipationslunklion R, ausge-
driickt durch x, ¥ und bekannte Funktionen der Zeit; hier ist das ¢(r).

Mit den Unwucht-Geschwindigkeiten
Ve =(x+h+x,) =(x+h+reosp) =x—r gsing,
Vi = ¥, =(rsing) =rcosp

erhilt man die kinetische Lnergie

1 3 1 | 1 . .
T= 5 By X+ 2|:; ,, (via + vjz,“ ):| :5 i o+ 2|:5 H,, (i‘z —2xrpsing + 2 (Dz):i. (8.32)

b

e D
S e T

- Rild 5-4

Das Potential, bezogen auf dic entlastete Feder, lautet

-1
U= Ek(x'i'ssmf )2 +G(x + Xgrar )+ 2m, greosp. (8.33)
Fiir die Dissipationslfunktion gilt
1
R=—=h3’. (8.34)

2
Die Lagrange-Gleichung (C.25) lautet mit ¢ = x :
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o &
i[ﬂj_ﬂ (24 Hﬂzo, (8.35)
dt\ ot ) & & ox
Einsetzen von 1, {/, K aus (8.32) - (8.34) ergibt
(w2 +2m, )i+ bx+kx=2m, r(q’o’sin(p+¢'32 cosqo): (8.36)
das Gewicht G hebt sich wegen (8.30); heraus.
In dimensionsloser Form, mit
w3 = kf{my+2m,), T=myt, 2Dey=b, x=52m,r/(m+2m,), (8.37)
lautet (8.35), vel. (8.14) bis (8.16)
?+2D§+:f:(§simp+;i)2 cosp). (8.38)

Die komplexe Form der Bewegungsgleichung

Parallel zum Ubergang von (8.16) 7u (8.18) folgt hier aus (8.38)

I 8

L2055 =(0] - j&)e ), (8.39)

3 /

Der Ansatz ¥ = X exp (/) liefert
g+2(p+jé));'(+(1ffgz +2D_ff2+j.§));(= (szjé). (8.40)

Wenn man — dhnlich wie in Abschnitt 8.2.2 — aus dem Stillstand (7 = 0) anfahren will, kann

man aus (8.23)

wo=0(0)=0, 2=02(0)=0, ¥=X(0)=0 (8.41)
aus (8.23) tbernehmen. Ein stofifreier Anlauf des Schwingers erfordert jedoch, falls
E(0) =0,

Xy=X(0)=—/2(0). (8.42)

Das iibrige Vorgehen entspricht dem von Abschnitt 8.2.2.

8.3 Aufgaben

Aufgabe 8-1: Schreiben Sie mit (5.5) die Bestimmungsgleichungen fiir 4., 4. an, 16sen Sie
sie, setzen Thr Ergebnis in (3.4) ein und bringen es auf die Form (8.6).

Aufgabe 8-2: Dic Lsung (5.27) legl zu den Anlangshedingungen (8.2) dic Form x;, (t—to)
nahe, wobei in (5.27) xy — xg = x,(# ) vo = vy — 5, (%) gesetzt wird. Zeigen Sie, dass die

so "geratene” Losung die gesuchte Ldsung ist.
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Aufaabe 8-3: Nchmen Sic an, dass dic Federn der Exzenterpressen bei der Montage (beweg-
liche Maschinenteile arretiert) gerade entspannt waren, die Stlitzk16tze zur Zeit £y — 0 plitz-
lich wegpeschlagen werden und damit das Gewicht mg in {4.26), (4.27) wirksam wird, Be-
rechnen Sie \[t) unter der Annahme verschwindender Bodenauslenkung, w=0.

Aufeabe 8-4: Wie verldull der "Fall" der Exzenterpressen von Aufgabe 8-3, wenn bei aulge-
stiitzten Maschinen zwischen Feder und Federabstiitzung ein (kleiner) Spalt der Hohe A vor-
liggt?

Aufgabe 8-5: Sei x, (#) durch das Faltungsintegral (6.48) gegeben, Welche Anfangsbedin-
gungen (8.8) erfiillt es?

Aufoabe 8-6: Auf einen zuniichst ruhenden Schwinger (xo =0,vy = 0) wird eine Erregung

1:} cos (2 aujgeschaltet, vel. (8.1). Zu welchem Zeitpunkt ¢ (> 0} muss die Crregung auf
den Schwinger gegeben werden, damit mglichst geringe freie Schwingungen angestofien
werden?

Aufgahe 8-7: Was wiire in Aufgabe 8-6 ein sehr ungiinstizer Finschaltzeitpunkt #* 2

Aufoabe 8-8: Fiir cinen Schwinger nach (8.1) sei der Einschwingvargang zur Zeit 1 =0 be-
reits abgeklungen (vgl. Bild 8-1). Wann (J* = ?) muss man abschalten, damit freie Schwin-
gungen klein hleiben?

Aufzabe 8-9: Uberpriifen Sie die Anfangsbedingungen (8.23) und (8.24).

Aufgabe 8-10: Setzen Sie ausgehend von Gleichung (8.36) unter der Annahme, dass x(t')
bekannt ist, eine Gleichung fiir die Bodenkrall #5 (#) an, vgl. Bild 2-5.

Aufgabe 8-11: Verilizieren Sie die dimensionslose Form {8.38) der Bewegungsgleichung
(8.30).

Aufzabe 8-12: Kontrollicren $ic den Chergang von (8.39) zu (8.40).

Aufgabe §-13: Lesen Sie die Bedingung (8.42) filr stoBfreien Anlauf aus den vorangehenden
Gleichungen ab.

Aufgabe 8-14: Schreiben Sie parallel zu (8.28), (8.29) die Dgln (8.17) und (8.40) als Diffe-
rentiglgleichungssystem 1. Ordnung an.

Aufoabe 8-15: Entwickeln Sic cin Maltlab-Programm zum Losen der Dgl aus Aulgabe 8-14.
Aufgabe 8-16: Arbeiten Sie die numerische Lésung aus Aufgabe 8-15 in die Gleichung filr
die Bodenkrali Fgp aus Aulgabe 8-10 ein (Abspaltung (8.30) beachten!) und berechnen Sie
— zu gewihlten Parameterwerten — den Abhebeaugenblick ¢, .

Aufzabe 8-17: Formulieren Sie, analog zu (8.24), die Anfangsbedingung fur einen unwucht-
erregten Schwinger, der bis zum Zeitpunkt /, stationfir betrieben wird, und dessen Erregung

sich ab ¢, beschleunigt.
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IV Rotorschwingungen

In den folgenden drei Kapiteln 9, 10 und 11 behandeln wir einige Schwingungsaufgaben, die
bei Maschinen mil rotierenden Wellen — man spricht von Rotoren — hiiulig vorkommen. Um
die Uber]egungen iibersichtlich zu halten, wihlen wir fiir die Rotoren méglichst eintache
Modelle. Einfiihrendes Beispiel ist die mit einer Einzelmasse oder Einzelscheibe besetzte
Welle.

9 Der starr gelagerte Rotor mit einfacher Durchbie-
gung

9.1 Aufgabenstellung

Der Verdichter, den Bild 9-1 im Schnitt schematisch zeigt, soll auf Schwingungen seines
Rotors untersucht werden. Diese Aufgabe stellt sich zum Beispiel wihrend der Konstruktion:
Man will wissen, welche Schwingungen man zu erwarten hat, will vielleicht gezielt Ande-
rungen gegenitber ciner Vorgéngeranlage durchiiihren, will konstruktiv EmgrilTsmaglichkei-
ten vorsehen, um nachtriiglich Schwingungen beeinflussen zu kénnen, falls sie sich — nach
dem Bau der Maschine — als zu stark erweisen. [st die Maschine bereits gebaut, so muss man
Schwingungen — messend und rechnend — untersuchen, wenn sic zu stark schwingt, muss
man nach den Ursachen, Erklarungen und nach Abhilfemafnahmen suchen.

Bitd 4-1
Verdichter

9.2 Modell

Die Maschine nach Bild 9-1 ist offensichtlich Teil eines Maschinensatzes, steht wahrschein-
lich mit der Antriebsmaschine auf einem gemeinsamen Fundament. Falls die Kupplung zum
Antrieb relativ weich — im Vergleich zur Steifigkeit der Wellenzapfen ist und die Lager (ande-
rerseils) sehr viel steiler als die Wellenzaplen sind, kénnen wir die Wechselwirkung zum
Antrieb vernachlissigen und starte Lager annchmen (auch die Nachgiebigkeit des Olfilms
muss klein sein!). Weiter lassen wir auch die Krifte an den Dichtungen auller Acht und neh-
men an, dass Gaskrille aul” die Verdichterschauleln — selbst beim schwingenden Rotor — in
jedem Augenblick ausgeglichen sind. Die Schaufeln sollen mit dem Rotorballen als starrer
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Karper schwingen. (Die Reihe dieser Annahmen zeigt nur, wie gewagt das unten angegebene
Madell schon im Hinblick auf das Freischneiden  die Wechselwirkung mit der Umgebung
ist.

%n%

B
{-A - =| Bild 9-2
Rotor in starren Lagern

B
¥
F=

Bild 9-2 zeigt den im Sinne obiger Annahmen frei gesehnittenen Rotor. (Dabei sei die Schau-
felmasse zur Ballenmasse addiert.) Wir vereinfachen jetzt weiter, nehmen an, dass sich der
Rotorballen praktisch nicht verformt, dass die gesamte Nachgiebigkeit von den Wellenzapfen
— den diinneren Rotorteilen in Bild 9-2 — herriihrt.

Wir wiihlen dann als Ersatzsystem filr unseren Rotor die auf einem elastischen Balken sitzen-
de einzelne Punktmasse nach Bild 9-3, die sich in der Blatiebene vertikal und senkrecht zur
Blattchene bewegen kunn (Bild 9-2). Mit der Wahl ciner Punktmasse als Modellkérper haben
wir auch alle Dralleintliisse vernachlissigt.

Der grisBeren Anschaulichkeit halber zeichnet man das Ersatzsystem nach Bild 9-3 gern mit
einer Scheibe als Rotorkdrper. Damit man damn in keinen Anschauungskonflikt mit der Ver-
nachlissigung der Dralleinfliisse durch Kippen der Scheibe um die Achsen in der Scheiben-
ehene komml, setst man die Scheibe in die Mille zwischen die Lager und spricht von der
mittig besetzten Welle oder auch Laval-Welle, vgl. Bild 9-4.

Punktmasse
Balken /
Py

. Biid 9-3
Ay [ >

Rotor Ersatzsystem

Biid 9-4
B Laval-Welle

In Bild 9-4 ist die Scheibe auch gleich ausgelenkt gezeichnet. Es bedeuten:

O —  Schnittpunkt der Lagerverbindungsgeraden AB mit Scheiben{mitee yebene

w —  Wellendurchstofipunis (liegl aul’ O bei ungebogener gerader Welle)

X v —  Koordinaten von W bei ausgelenkter (gebogener) Welle; auch horizontale bzw.
verlikale Wellen-(oder Rotor-)Auslenkung genannt

S —  Scheiben-{oder Rotor)Schwerpunkt

Fy —  DExzentrizitdt (mr, — Unwucht, m — Masse)

o —  Drehfrequenz

P —  Drehwinkel (¢ = ()
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9.3 Bewegungsgleichungen

Wir erfassen die Wellen- oder Rotorbewegung durch die in Bild 9-4 eingefiihrten Koordina-
ten x, y. Das Modell hat damit den Freiheitsgrad 2, wir brauchen zwei Bewegungsgleichun-
gen.

Bild 9-5 zeigt die wvon der Welle freigeschnittene Scheibe mit den (Schwer-
punkt-)Hilfskoordinaten

X, =x+r,c08¢, y,=)y+trsine, (9.1

den d'Alembertschen Kriften mi, mi,,

den (Riickstell-)Kriften FoF, von der Welle auf
die Scheibe (Masse) und dem Gewicht G = mg. Die Gleichgewichtsbedingungen lauten

mi,+F, =0, my,+ F}, +G=10. (9.2)
Mit ¢ = ¢ und (9.1) erhilt man

mi+F, =mr, 027 cos £,
N 2 (8:3)
my+F, =—G+mr, 27 sin (2.

Die Masse m und die Kriifte F,, 7|, werden in den drei folgenden Abschnitten ermittelt.

Bild 9-3
Freigeschnittene Rotor-Scheibe

9.3.1 Rotormasse

Welches m, welche Rotor-(oder auch Wellen-)Masse muss man in die Gln (9.3) einsetzen?
Eine Antwort ist: die (mit)schwingende Muasse. Wie man sie systematisch gewinnen kann,
iiberlegen wir uns unten. Meistens und vor allem bei Uberschlagsrechmungen wiihlt man die
in m zu beriicksichtigenden Rolorieile per Anschauung oder gemdf Erfohrung. Bei dem
Rotor nach Bild 9-2 kéinmten es zum Beispiel die in Bild 9-6 schraffierten Teile sein, (In die-
sem Fall wiirden die Wellenenden auch nicht viel zur Masse beitragen.) Man berechnet dann
diese Masse. (Falls es den Rotor bereits gibt, kann man ihn auch wiegen und die Wellenend-
teile abziehen.)

Rild 9-6
Schwingende Masse des Rotors
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Ein systematisches Vorgehen, das auf Energieiiberlegungen beruht, zeigen wir anhand von
Bild 9-7. Dort ist [iir dic horizontale Ebene durch die Rotorachse eine Auslenkung w(¢ ,z‘)
— eine momentane Biegelinie - der Welle gezeichnet. Es gelten & — Lingskoordinate, ¢ —

Zeit, I — Wellenldnge (greift evtl. iiber Lagerspanne hinaus, falls dort groBe Massen vor-
kommen; wir setzen 0< ¢ < L}, x — Auslenkung in x-Richlung gemil Bild 9-4 und Bild 9-5.

Wir nehmen hier an, dass dies die Auslenkung am Schwerpunkt § des siary gedachren Rotors
ist.

© o Bild 9-7
Momentane Wellen-Biegelinie

w(Gn by

Fiir die Biegelinie w({,r) setzen wir an

w(d, 1) =W()-x(r). (9.4)

Die Funktion # (¢) — die Form der Biegelinie — nennt man auch Formfunktion. Diese Funk-

tion muss man scherzen - also withlen!” Im einfachsten Fall kann man zum Beispiel eine
Parabel ansetzen, die durch die Lager A und B geht:

W($)=CL(L-¢) (9:5)

und C wihlt man so, dass am Schwerpunkt bei & =1, gilt

W(!S ] =1. (9.6)
Man crhilt
A — ;(L—_{)
glATas) o7

Andere Schitzungen erfordern mehr Miihe (z. B. kann man W (¢) proportional zur Biegeli-
nie infolge Eigengewicht wihlen).

Man verlangt nun, dass die mit # und % angeschriecbene kinetische Energie dieselbe ist wie
die der gehogenen Welle:

L
1 e
—mx :5_[ (£ (£.1)de (9.8)
0

* Bei den Finiten Elementen (FE) wihlt man lokale Formfunktionen, siche [56].



100 IV Rolorschwingungen

Darin ist ¢ dic Massenbelegung

u(¢)= pA(._/f); (9.9)
p - Dichte, 4=’z — Fliche, r = r(¢) - Radius
Setzt man (9.4) in (9.8) ein, so kann man wegen w(Z,1)=%-W () beide Seiten durch

.2 .
x /2 dividicren und erhilt

L
m= '[pA(;)WQ (£)dg. (9.10)
I
Muan sight: Wenn man cine Vorsiellung von der Formlunktion (oder Bicgelinic) W (.;’ ) hal,
kann die Masse tiber den Rotor beliebig verteilt sein. Die schwingende Masse oder Ersaiz-
masse m weicht unter Umstinden stark von der wahren Masse ab; 7, gibt (nur) an, wo man x,
v misst,

9.3.2 Rotorsteifigkeit
Die in den Bewegungsgleichungen (9.3) auftretenden Krifte F,,f, zwischen Welle und

Rotor (vgl. Bild 9-5) sind in Bild 9-8 so cingetragen, wie sie auf die Welle wirken und wir
nehmen an, dass sie am Rotorschwerpunkt auf die Welle wirken,
Von der Welle her gesehen sind diese Kriifte erforderlich, wn die Welle elastisch zu verfor-

men und um elwa vorhandene innere Démpfungen (oder Reibungen) zu Giberwinden. Zusilz-

lich wollen wir in F, und F,. jedoch auch Krilte aulnehmen, die von aufien — {iber das Ar-

beitsmedium — auf den Rotor wirken. (Wir werden dafiir unten dufere Dédmpfungen ansel-
Zien.}

i' Fx F\
A" 15x B
% T x
—_— [S—.._
Bild 9-8 Rild 9-9 Rild 9-10
Schnittkrifte Welle — Rotor Wellenverformung in horizontaler Lineares (Verformungs-)
Rotorebene Gesetz

In diesem Abschnitt sollen nur elastische Verformungen berticksichtigt werden. Bild 9-9 zeigt
die Verformung in der horizontalen Rotorebene {(ein entsprechendes Bild gilt fiir die vertikale
FEbene).

Fiir dic hier vorlicgenden kleinen Auslenkungen kann man cin lincares (Hookesches) Geselz
annchmen (vgl. Bild 9-10):
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Fo=kx. (9.11)

Die Wellensteifigkeit & gewinnt man in der Regel mit Ililfe von Balken-Biegelinien aus einem
Taschenbuch [2] (oder mit einem Rechnerprogramm}.

< F. MIE,
1 0 L(L-g)
= & ) . 11}—7', )AI L
2 L Fi b 4
: g1
I ) I — [
L 0 & 0 I L ¢

Bild 9-11 Bild 9-12 Bild 9-13
Welle mit konstanter Bicgestel- Balken-Schnittgréficn Momentenlinic unter Einzellast

figkeit

Im cintachsten Fall, bei einer Welle mit konstanter Bicgesteifigkeit £7 (vgl. Bild 9-11) be-
rechnet man die Durchbiegung bei & =/, 7u

2 2
¥ = Fxl;(l‘_lﬁ)

9.12
3EIL ©-12)
und erhiilt durch Vergleich mit {(9.11) die Steifigkeit & zu
k= EE ©.13)

[3 U‘ 41.*: )2

Die meisten Maschinenwellen haben jedoch keinen konstanten Durchmesser, sie sind mehr-
fach abgesetzt (s. unten). Auch dann kann man (9.13) benutzen, um Utberschliglich einen
groben Anhaltswert fiir die Steifigkeit 7zu gewinnen; zum Beispicl um zu entscheiden, ob die
Lager(bhdcke) im Vergleich dazu weich oder hart sind (s. Abschnitt 9.2).

Bei einer abgesetzten Welle kann man £ — wie m in Abschnitt 93,1 — wieder (iber gine Fner-
giebetrachtung gewinnen.

Bild 9-12 zeigt das Biegemoment 3 (¢,¢) und die Querkraft Q(<,r) an einem Balken mit
der Bicgesteifigkeit £/ = £1(£7). Sci w(Z,t) dic Biegelinic. Dann gilt die Biegedifferential-
gleichung {(w'=0w/3¢ usw.):

Elw" =M, (9.14)

Die in einem gemél w(c_,",f) gebogenen Balken steckende potentielle Energie erhilt man aus

I3
E —%6[51(4)-[»#(4.7)]‘ dg. (9.15)

Mit (9.14} kann man hierflir auch schreiben
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L 20
1 :WH(C_,,I') . )
% por '_55[751(4’) d& = E oy (1) (9.16)

Diese Energie muss {zu jedem Zeitpunkt ¢) gleich der durch die schratfierte Fliche von Bild
9-70 wiedergegeben sein:

]

£y
s

Unabhingig von den Wellendurchmessem erzeugt dic Last £, in der Welle nach Bild 9-9

E (9.17)

k2 | —

L, .2
pot _Ekx -

cinc Momentenlinie, wic in Bild 9-13 gezeigt:
ML) =F (1) M(<). (9.18)
waQ

M[:g)_] L (9.19)

Setzt man die rechte Form von (9.17) gleich E£ pot nach (2.16}, so erhilt man mit (9.18) -
(9.19)

dg, (9.20)

e (9.21)

Das rechits siehende [ntegral wird man im allgemeinen abschnitisweise numerisch auswerten.
Man setzt, vgl. Bild 9-14,

1 . .
L L j dé+..., (9.22)
E- ) EL El,

(= ()77~

wobei im Zihler die entsprechenden M? (¢) eingesetzt werden miissen. Da diinnere Wellen-

teile an die stiirkeren nicht sfarr anschlieBen, verlingert man die ersten oft 7u Lasten der
zweiten, vgl. die 7* in Bild 9-14 oben (in Bild 9-14 wurde unter 30° abgeschriigt ).

* - . v . A .
Natiirlich kann man das heute mit Hilfe von Finiten Elementen auch genauer berechnen.
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Eleef—o+o  EL | EL ;

[ Bild 9-14
Mehrfach abgesetzte Welle

Alternative Vorgehensweise

Vergleichtman £, =& x2 72 aus (9.17)ymit E, aus (9.15),

L
%kxz :% IEI(.{)[W"({,{)Td{, (9.23)
und setzt hier w(¢,¢6)=W (<) x(r) gemaB (9.4) ein, so erhiilt man anstelle von (9.21) fiir die
Steifigkeitl & den Ausdruck

L

k= e () deg. (9.24)

0
Sctet man hier fUr W (£ ) dic Biegelorm ein, dic der Momentenlimie {9.18) entspricht, liclfem
(9.21) und (9.24) dieselbe Steifigkeit & (Ubungsaufgabe!).
Hinwels [: Auch (9.24) muss analog zu (9.21), (9.22) abschnittsweise ausgewertet werden.
Hinweis 2: Arbeitet man mit m nach (9.10) und & nach (9.24) — beide Male mit demselben
W (<)} -, so spielt die Schwerpunktlage keine Raolle. Man hat sein System mit dem Ansatz

(9.4) diskretisiert - das kontinuierliche Gebilde durch eins vom Freiheitsgrad |- ersetzt.

Hinweis 3: Setzt man flir W (;’ ) eine Eigenschwingungsform an - wir kommen spater darauf

zu sprechen —, so gelangt man mit (9.10) und (9.24) zu einer streagen Losung. (Falls es nicht
die Higenschwingungslorm zur tielslen Eigenflrequenz ist, hat man nicht viel davon.)

9.3.3 Diampfungen

9.3.3.1 Allgemeine Uberlegungen

In Kapitel 5 haben wir am Beispiel des Feder-Masse-(Didmpfer)-Schwingers gesehen, dass
Federsteifigkeit und Masse die Eigenfrequenz bestimmen. Mit der Eigentrequenz lagen dann
im Kapitel 6 (und 7) die Resonanzbereiche (est, die man vermeiden muss. Diese Aussagen
gelten recht allgemein: Steifigkeiten (Steifigkeitsverteilungen) und Massen (Masseverteilun-
gen) legen die Eigenfrequenzen und Schwingungstormen fest (das werden wir noch untersu-
chen).

Die Démpfung erscheint dagegen in Kapitel 5 von nachrangiger Bedeutung. Wesentlich ist
s, dass dic freien Schwingungen {dic Eigenschwingungen) abklingen — und das tun sic an-
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schemend fast immer. Der Dampfer entzicht ja — dem im fibrigen konservativen System —
Energie.

Bei den erzwungenen Schwingungen {(Kapitel 6 und 7} ist die Wirkung der Didmptung auBer-
halb der Resonanzbereiche schwach. In den Resonanzbereichen — wo sich elastische Kriifte
und Massenkriilie weilgehend oder vollstindig aulheben — begrenzt dic Dimplung die Aus-
schlige. (Die Ausschlige werden gerade so grof3, dass der Ddmpter die vom Erreger zuge-
fithrte Energie verzehrt.)

Man braucht alse die Dampfung (wie Reibung und Haftung). Da man - - wie oben angedeutet
— alle Einflisse unter Dampfung zusammenfasst, die mit dem betrachteten System in (nicht
zu starker) energetischer Wechselwirkung stehen, gibt es sehr viele Dédmpfingen (man spricht
auch von Energiedissipation = Energiezerstrenung).

Bewegl sich ein Gebilde, so gibt es Energie an das umgebende Medium (2. B. Lull) ab, iiber
Lager oder vermeintlich teste Finspanmungen wandert Energie in die Umgebung, quietschen-
de Systeme strahlen Schall ab. Werkstoffe sind nicht ideal elastisch, sie haben innere Reibun-
gen, Flgestellen reiben aufeinander. Aber auch zwischen dem Arbeitsprozess der Maschine
und ihren Schwingungen entsichen energelische Wechselwirkungen, ». B. #ndern sich die
Angtrdmwinkel bei Turbinenbeschauflungen, wenn der Rotor schwingt,

Sind dic Ddmpiungscinwirkungen groff im Verhiilinis zu den elastischen Krifien, 2. B. bei
plastischen Verformungen, muss man sie besonders untersuchen (sie heiffen dann auch an-
ders). Sind sie klein, nimmt man sie fast regelmiilig proportional zu einer (Relativ-) Ge-
schwindigkeit an, wie wir es auch mit demn Démpfer in Kapitel 4 taten.

9.3.3.2 Auflere Dimpfung

Wir unterscheiden bei unserem Rotor zwischen ciner dufieren Dimplung und ciner inneren.
Die duBlere soll die Wechselwirkung mit der Umgebung erfassen, die innere die Wirkung der
Rotorverformungen, {Wir behandeln die innere Didmpfung im néchsten Abschnitt separat.)

Bild 9-13
AuBere Dampfung

Fiir die dunfBere Dimpfung setzen wir mit dem Keoeffizienten b, Bild 9-15 (vgl. auch Bild
9-3) geschwindigkeitsproportional an:
'F;ca = ba x, F_}-u =b, y. (9.25)
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Dabei lassen wir zum Beispicl den Einfluss der Rotordrehung auf dic Wechselwirkung mit
dem umgebenden Medium unberiicksichtigt. Auch fiir die Koeffizienten 6, kann man Ener-

giebetrachtungen wie in den Abschnitten 9.3.1 und 9.3.2 anstellen.)

9.3.3.3 Innere Dimpfung

Die Beschautlung des Verdichterrotors nach Bild 9-1 ist, zum Beispiel, in geeigneten Nuten
auf dem Rotor eingesetzt und verkeilt. Bei Rotorbiegungen reiben die Schaufelfiibe am Rotor
und verhindern damil eine rein elastische Rotorverformung, wie wir sie in Ahschnilt 9.3.2
angenommen haben, In ghnlicher Weise wirken andere Fiigestellen am Rotor (z. B,
Schrumpfsitze) aber auch Gefligereibung im Werkstott ( Werkstoffdimpfung).

Die Wirkung all dieser im Rotor gelegenen Diamptungen tassen wir zu einer fnnerer Dimp-
Sfung zusammen, die wir geschwindigkeitsproportional ansetzen wollen., Ganz sicher miissen
wir sie dann proportional zur Verformungsgeschwindigkeit des Rotors ansetzen. Die erfasst
man am c¢infachsten in einer mit dem Rotor umlaufenden Basis. Bild 9-16 zeigt neben der

Jfesten Basis € die um die Lagerverbindungslinie A-B mit ¢ — £2¢ rotierende Basis € & .

é=(e..q, )T baw. &% = (a_f ek )T. (9.26)

(Die Bezeichnungen aus Anhang A.1, ¢ fr die feste und € flir die roiierende Basis wilrden

hier schwerfillig wirtken. Der Basisvektor &, — éZR wird hier nicht gebrauchr.)

Beziiglich € bzw. ¢® lauten die Koordinaten des WellendurchstoBpunktes W in Matrix-
Schreibweise

T
r =(x,y)T bzw. r? =(xR,yR] \ (9.27)
vgl. Bild 9-16 mil Bild 9-4. Damit lautet der Veklor OW der Wellenauslenkung, vgl. (A.12),

- T
OW=F—él roef & (9.28)

Bild 9-16
Auslenkungen und [Krifte im umlaufenden Bezugssystem
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Von der umlaufenden Basis 7 her geschen sind zur Rotorverformung die Kriifte F\R und

Ff criorderlich:
FF =kx® ra 37, ©29)
FR— xRy, R o

Darin ist £ die in Abschnitt 9.3.2 berechnete Rotorsteifigkeit und #; ist der Koettizient der

irmeren Damptung (elastische Kraft und Didmpfungskrifte wirken parallel, vgl. Bild 4-3, Bild
4-5, Bild 5-1 usw.).

Mit
. |
R R R -
F* - (FR, 7] ) (9.30)
und (9.27) lautet (9.29) in Matrixschreibweise
R e ap it (9.31)
Fasst man auch die auf die feste Basis € bezogenen Krifte Fy, F),, in der Orientierung von
Bild 9-8, als Spaltenmatrix zusammen,
ZT
F= (Fx F) . (9.32)
so gilt, unalog zu (9.28), fiir den Kraftvekior
~ T
F=e' F=¢" FR. (9.33)

Wenn wir, am Ende, die Bewegungsgleichungen (9.3) bezlglich der festen Basis ansetzen
wollen, miissen wir die Bezichung {(9.31) aul’ £, r, 7 umrechnen, also die Basisdrehung mit

ihren Auswirkungen verlolgen.

9.3.3.4 Die Basisdrehung und ihre Auswirkungen
Aus Bild 9-16 liest man ab

éf [ cosp sing &y ©9.34)
g;"’ A -sing cosp )l €, ) '
kurz, vgl. Anhang A.1.2,

FR—RE& mil R—R(rp)—[ 08¢ Sm@}; (9.35)
—5iNg  COSQ
R = R; aus (A.16) ohne die 3- bzw. z-Achse. Die Transformation (9.35), gilt auch fir die

Koordinaten,
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=Ry, FR=RF, (9.36)

vel, (9.28) bzw. (9.33) mit (A.12) — (A.14). Ableiten von (9.36) nach der Zeit liefert, vgl.
A1.5.1,

PR=Rr+RV. (9.37)

Mit (9.36) und (9.37) folgt aus (9.31)
FR={kR+b R)r+b; R+, (9.38)
Multiplikation von (9.36), mit der Matrix R = R(—ga) — die Inversion entspricht einem

Zuriick-Drehen - fiithrt mit (2.38) aut’
F=R'"FR= (kb R R)rib i, (9.39)

Mit ¢ = £2¢ echdlt man aus (9.35),

R_IR_#Q(C?S(,O —sing ) sing —(?()srp -0 0 ]. (9.40)
\sing cosg jlcosg sing -1 0 )

Damit lautet die Matrizengleichung (9.39)
Fy XNk Qb
o +( A (9.41)
FJ’ Y \—{2 b; ke ¥

F:l- :bii+kx+ﬂbiy,
Fo=by+ky—0bx.

skalar ausgeschrieben:
(9.42)

Die mitrotierende innere Ddmpfung wirkt sich also wegen der Drehung auch mit Termen aus,
die — schiefsymmetrisch! — den Auslenkungen selbst proportional sind.

9.3.4 Bewegungsgleichungen
Setzt man alle in den Abschnitten 9.3.1 bis 9.3.3 ermittelten Grisfen in die Bewegungsglei-

chungen (9.3} cin, so erhilt man

mi+(b, +b )i+kx+ Qb y=mr, 2% cos O,
(9.43)
mj,‘*+(ba +bl-)jf+/cy~.(2b,- X mE, 2 sin -G,
Auch hier lohnt sich eine komplexe Rechnung: Multiplikation von (9.43), mit j— J-1 und
Addition von (9.43), liefert mit
Z=Xx+jy (9.44)

m'z'+(ba + bf_)z' +hkz—j2b z=—jlG+my, Q27 (9.45)



108 IV Rolorschwingungen

Achtung! Dic Dyl (9.45) hat komplexe Koceffizienten. Das hat zur Folge, dass von der kom-

plexen Lasung z{7) NICHT Rez(z) und Imz(s) je flir sich Lisungen sind.

9.4 Erzwungene Schwingungen

Wir untersuchen hier den Einfluss des Gewichts und den Einfluss der Unwuchterregung.

9.4.1 Gewichiseinfluss
Die Unwuchterregung bleibt zunéchst weg. Dann lautet {9.45):

mii (b 1)z (k- jQ2b)z=—jGC.
Ansatz vom Typ der rechten Seite
z = £z = konstant,
liefert
(h=j2b)z;=-jC
und (vgl. Bild 9-17)

Z;n=—] G = Glk —'+Qbf = jyotx
(r Jk—].QlJ_! Qb 2 J 2 cIYG (-
1+ ‘]
k
e
-1-
-1.5 -
2 -
Im
25- X
0 Re
-3 \‘—‘\/\,,»Zc:
Q B
35 R
25 2 Ve W
Bild 9-17 Bild §-18

Ortskurve fiir Frequenzgang Roworauslenkung

(9.46)

(9.47)

(9.48)

(9.49)
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Aus Bild 9-17 liest man den Winkel 5 ab:
tan F— €25,/ k. (9.50)

Durch die innere Didmpfung (oder Reibung) erfihrt der Rotor neben der Absenkung durch
das Gewicht eine Auslenkung aus der vertikalen Ebene in Drehrichtung, — die innere Démp-
fung verzigert die Wirkung der clastischen Riickstellkrdfie. Der Winkel 7 ist cin Maf (Tir die
innere Dampfung.

9.4.2 Unwuchteinfluss
Jetzt bleibt das Gewicht weg und (9.45) liefert

mi (b, vb;) i+ (kb)) z=mr, Q% e/ (9.51)
Ansatz vom Typ der rechten Seite,
z =30, (9.52)
ergibt
2
po_ M (9.53)

k—m®  j0b,

Der Einfluss der inneren Ddmpfung fillt heraus, weil der Rotor gewissermalen eingefroren
uniull. Mit

wg =kim Q2=0fwy, b

o

=2D,wy m (9.54)
erhélt man aus (9.53), vel. Abschnitt 7.1, GL. (7.8}, (7.9),

=1, Vs (@), (9.55)
Es ist zweckmiBig, die Ortskurve fiir den Freguenzgung, die Ubertragungsfunktion

— Ve (9.56)

auflzutragen, vgl. Bild 9-18.

0
‘/ w f4 oo
a=10 Q-1
m
Wi .
7 Bild
a o= ¢ 979

Aus Bild 9-18 liest man ab, wie der Rotor mit der Unwucht umliuft, vgl. Bild 9-4 und Bild
9-5 mit Bild 9-19a, b, ¢.
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Man sicht: Dic Unwuehtkraft lenkt den Rotor aus und zicht ihn gegen die dufere Démp-

fungskraft. Vgl. auch die Diskussion im Abschnitt 9.6.

9.5 Freie Schwingungen

Die der Bewegungsgleichung (9.45) zugeordnele homogene [Terentialgleichung lautet

mE+ (b, +b )i+ (k-7 Q2h)z=0.

Der Lisungsansatz
z=Ce”,
vgl. (5.6), fohrt aut das Eigenwertproblem
(m;ﬁ “(bo b)) it k- j2B)CeM <0
und die charakteristische Gleichung 4,
mA* (b 15 ) A k—j02b =0,
Mit
mg —kim, Q=070 A=2Xiwy, b,=2D,wgm, b =2D:.wym,

lautet sie

J2+2(D,+ D)1 +1-2D, j =0,

Man crhill dic Eigenwerle

A= (1, +Di.)¢\f(u“ DY —142D; j 2.
Die allgemeine Lasung von (9.57) lautet nun
z=0() eil “of Cs ei: @l =) ejl'r +C5 ejzr ,
mit 7 = ay t.
Bild 9-20 zeigt die Lage von )~] und /12 in der komplexen Ebene. Es gilt
¢ =L+ (D + D) 42D, 2=
mit
20,02

tan ¥ D ——
=1 (D, 4+ 1)

, Ai2<y<n.

Dann lolgt die Wureel aus {9.63)

o

Vo =C

yi2
]

(9.57)

(9.58)

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)

(9.63)

(9.64)

(9.65)

(9.66)

(9.67)
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vel. Bild 9-20, und A, , 4, liegen an den markierten Stellen.

Im
. V...
| »——
(Dn+Dr')
C
20,8
. - w2
c \\;, P
S1HD+D)E v
Dcl‘/l)f
27 stavil ‘
(D +D) Bild 0.2 L n-
I o ild 9-20 s stabil
= N Figenwerte in e
A komplexer Ebene 0 12 3 ¢

Die Zerlegungen von 4; und /’[2 in Real- und Imaginirteil laute

21 = —'5] "r‘_]'(f-j] ) ;Lzz = —52 —j(§2.
Aus Bild 9-20 liest man ab:

&y — @y und 8 < 65.

111

Bild 9-21
Stabilitits-
karte

(9.68)

(9.69)

Ls erhebt sich die [rage, kann 51 negativ werden? Dann klingt Clej“lt nicht mehr ab, son-

dern wiichst mit der Zeit (der Rotor wird insfehil!).

Im Grenzfall muss 31 =0 gelten und (9.63) liefert dafiir:

r

J@ = —(Dy + D)+ (D, + D;) 142D, j 2.

(9.70)

Addiert man auf beiden Seiten (D, +D;) und quadriert dann, so erhilt man (fir den Grenz-

fall)
& =1und D, =(2-1)D;.

(9.71)

Man sieht: Fiir £2 <1 ist (9.71) nicht mit positiven Diampfungszahlen D,,D; erfiillbar.

Fiir €2 >1 erhilt man den Grenztall, wenn

D,/D;=€2-1.

(9.72)
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Ist D; groBer als dieser Grenzwert, wird 51 negativ. (Ubungsaufzabe!) Man zeichnet eine
Stabilitdiskarte (vgl. Bild 9-21), aus der man ablesen kann, wann — fiir welche Parameter

D,,D; — ein stabiler Betrieb der Maschine méglich ist.

9.6 Schliissc aus den Untersuchungen

Wir haben in diesem Kapitel fiir die zweifach gelagerte Welle ein einfaches Modell zur
Schwingungsuntersuchung hergeleitet. Dabei wurden in horizontaler und vertikaler Richtung
je eine Auslenkung (Gesamt-Freiheitsgrad 2) vorgesehen. Das Modell eignet sich zur Unter-
suchung niederlrequenter Schwingungen — solange die Welle ndherungsweise in der ange-
nommenen Form schwingt.

Man crhilt [Ur die zweil Auslenkungen zwei Bewcegungsgleichungen, dic tiber die innere
Dampfung miteinander gekoppelt sind.

Da in dicsem Maodell in beiden Gleichungen dicselben Parameter auftreten, brancht man dic
Bewegungsgleichungen (noch) nicht mit Hilfe von Matrizen zu untersuchen, sendern kann
mit der komplexen Ebene arbeiten.

Als Lasung der Bewegungsgleichung(en) fanden wir

e in Abschnitt 9.4.1 ¢ine Anderung der stationdiren Biegung durch das Gewicht infolge
innerer Ddmpfung und Rotation,

e in Abschnitt 9.4.2 errwungene Schwingungen mit einem Resonanzbereich infolge (un-
vermeidbarer) Unwucht,

s in Abschnitt 9.5 ein mégliches Instabil-Werden der stationfiren Losung (das ist Biegung
durch Gewicht und erzwungener Schwingung) infolge der inneren Dimpfung bei
2 > 1(das heiBt 2 > ay, ).

Welchen Nutzen, welche allgemeinen Schliisse kann man aus den Ergebnissen zichen? Wir

wollen vorsichtig verallgemeinern:

Falls man bei einer Maschine eine Verlagerung der Wellenachse bel Drehzahlinderungen

beobachtet, kann man Mechanismen, wie sie hinter der inneren DiAmpfung stecken, zur Erkli-

rung heranziehen und muss dann auch mit Instabilitéit rechnen, vgl. jedoch Kapitel 10. (Auch

der Olfilm von Gleitlagem kann drehzahlabhiingige Wellenverlagerungen bewirken.)

Eine Unwuchl erzeugl cine mit der Drehflrequenz €2 (Drchzuhl n=000/ 27r) umlaulende

Auslenlcung, die bei isotroper Lagerung (horizontal und vertikal gleiche Steifigkeit) flir den

Rotor eine quasistatische Last, fir die Lager eine harmonisch schwingende Lasi bedeutet.

In der Umgebung von £2 =1, also in ¢inem 2 — Bereich um dic Figenfrequenz wy, treten

sehr groBe Ausschlige aul. Man nennt dann auch €2, = ey eine kritische Drehgeschwin-

digkeil {(kritische Drehzahl). Einen [oridauernden Betrieb im Bereich der kritischen Dreheahl

— vgl. schraffiertes Gebiet in Bild 9-22 — muss man vermeiden.

Nach Bild 9-22 wire cin Betrich bei €2 <<y wilnschenswert. Das ist heute jedoch nicht

méglich, well erstens dic Produktivitit der Maschine bei klemem £2 2u gering 18t und zwei-
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tens, chenfalls aus Kostengriinden, Maschinen méglichst feichs und nicht &lozig (mit grofiem
oy ) gebaut werden.

3 X
Selbsterregte
. . Schwingun,
Bifd 9-22 Unwucht- . iy
Amplimde gc]]wingungen Bild 9-23
im Bereich —_— Amplituden-
der krili- verlaul selbs(-
' 3 schen Dreh- . erregte
0 wm, =0, 9 =
b i, zahl Q g £ Schwingung

Man wiihlt den Betriebsbereich oberhalb von ey , sodass man geniigend weit vom kritischen
Bereich — bei mehreren Eigenfrequenzen von den kritischen Bereichen — entfernt ist. Den
kritischen Bereich — oder die kritischen Bereiche — muss man beim An- oder Abfahren der
Maschine méglichst rasch durchlaufen (dazu ist eine Leistungsreserve erforderlich).

Das Instabil-Werden der stationéiren Lisungen infolge der inneren Didmpfung fithrt auf soge-
nannle Selhsterregte Schwingungen (hekamt sind solehe vor allem als Ratterschwingungen).
Diese Schwingungen wachsen nur wihrend einer kleinen Zeit exponentiell mit der Zeit, wie
in unserem Modell. Sehr rasch werden — bei etwas gréfleren Auslenkungen — nichtlineare
Terme in den Gleichungen wirksam und begrenzen die Amplituden der sich einstellenden
Schwingungen.

Von den Unwuchtschwingungen unterscheiden sich die selbsterregten einmal dadurch, dass
sie nicht mit der Drehtrequenz (2 ablaufen, sonderm weitgehend unabhingig von 2 mit der

~

etwa festen Frequenz ¢y < (2, vgl. Abschnitt 9.5, Trigt man die Amplitude X einer selbster-
regten Schwingung iiber der Drehfrequenz 2 auf, so erhiilt man zum Beispiel einen Verlauf

wie in Bild 9-23, der sich im allgemeinen deutlich von der Resonanzkurve in Bild 9-22 unter-
scheidet.

Sieht man sich in Abschnitt 9.5 die Terme an, die das Instabil-Werden einer Maschine bei
€2 >y, verhindern — und die meisten Maschinen lauten bei 2> @, —, so stofit man auf die

fiuflere Dimpfung als einzigen stabilisierenden Parameter. Zwar bereitet die Instabilitiit bei
schr hohen Drehzahlen Koplzerbreehen, und Flugtrichwerke enthalien Quetschalddmpfer, um
die duliere Damptung zu erhéhen, doch laufen die meisten Maschinen auch so - warum? So
beliebt unser Modell ist, es muss einen Mangel haben.

9.7 Aufgaben
Aufeabe 9-1: Wie muss man W({) i {9.10} wihlen, damil sich als (Ersalz-)Masse m die

Masse der in Bild 9-6 schratffierten Rotorteile ergibt? (Hinweis: Die Teilchen miissen identi-
sche Geschwindigkeit haben.)

Aufgabe 9-2: Gegeben sei der in Bild 9-24 skizzierte Rotor mit den Abmessungen R und /
sowie der Dichte p. Berechnen Sie m mit Hille von (9.10). (Schitzen Sie m vor der Rech-
nung!)
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Aufoabe 9-3: Gegeben sei der in Bild 9-25 skizzierte Turbinenliufer mit den Abmessungen R
und / sowie der Dichte p. Berechnen Sie s mit Hilfe von (9.10). (Schitzen Sie m vor der
Rechnung!)

Aufgabe 9-4: Gegeben sei der zylindrische Rotor (Bild 9-26) mit den Abmessungen R und 7
sowie der Dichte p. Berechnen Sic dic (statische) Bicgelinie w(g' ) unter der Einwirkung des

o

Wellengewichtes. Entwickeln Sie die Formfunktion #(£7) aus w(<) und setzen Sie sie statt

(9.7 in (9.10) cin; berechnen Sie damit s, Wice unterscheidet sich dieses #2 von cinem mit
(9.7) gewonnenen?

R
z R &
T 4 o
| i |.._;_._l
Bild 9-24 Bild 9-25 Bild 9-26
Abgesctzie Welle Kegelférmiger Rotor Zylindrischer Rotor

Aufyabe 9-3- Kontrollieren Sie die Formel (9.12).
Aufgabe 9-6: Die Maschinenwelle nach Bild $-11 habe eine Linge L — 2.0 m, einen Durch-
messer = 100 mm, essei [, =12m und £=2.1 10'! N/m? (Elastizitiitsmodul von Stahl).

Berechnen Sie die Steifigkeit £ nach (9.13) in N/m, N/mm und N/pm. Welche elastische E-
nergie steht bel einer Durchbiegung von x = 1 mm in der Welle? (Vgl, schraffierte Fliche in
Bild 9-10.)

Aufgabe 9-7: Kontrollieren Sie (9.12) mit {3.21).

Aufeabe 9-8: Berechnen Sie die Wellensteifigkeit £ geméll (9.21) fiir den Rotor aus Bild
9-24.

Aufgabe 9-9: Berechnen Sie die Steifigkeit der Welle nach Bild 9-11 mit # (4} gemi (9.7)
nach (9.24).

Aufgabe 9-10: Zeigen Sic fiir dic Drchmatrix R_ (@) nach (9350 R (¢ )R. (¢2)—
R (¢ +er)

Aufgabe 9-11: Schreiben Sie die Bewegungsgleichungen (9.43) in Matrizenform:

AT ) T v o)X - 9
LT | =G| |+mr,2 .
S 1 ) B P U L B L 0 - .
Aufgahe 9-12: Schreiben Sic in (9.49) den Ausdruck £25, /& mil b =12 D; ey m1 usw. dimen-
sionslos.

Aufoabe 9-13: Passen Sie die allgemeine Lésung (9.04) an die Anfangsbedingungen
x(0) = x9, 2 (0) = v, £(0) = vy, (0} = vy an: vgl. auch (9.45).
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Aufgabe 9-14: Nehmen Sie [iir die Anfangswertle von Aulgabe 9-3 und fir D,,0); Zahlen-

werte an, 7. B. (D,,D;) = (0.1,0.05),(0.05,0.1) sowie £2 =0.5,1.0,1.5 und berechnen Sie die
Bahnkurve z(#) des Wellendurchstolpunkts W,

10 Anisotrope Rotorlager — der Schwinger mit zwei
Freiheitsgraden

Sehr ofi sind die Lager von Roloren gar nichl steil im Verhiiltnis zur Welle und diirlen dann
nicht als starr angenommen werden. In der Regel haben sie auch horizontal und vertikal
unterschiedliche Steifigkeiten, sie sind anisotrop. In diesem Kapitel wollen wir den Eintluss
nachgiebiger Lagerb&cke auf die Wellenschwingungen untersuchen.

Diese maschinendynamische Aufgabe dient als Motivation zur Untersuchung der freien und
erzwungenen Schwingungen der Systeme mit zwei Freiheitsgraden. Die Uberlegungen sind
hier so gefithrt, dass cin Ubergang zu héherem Freiheitsgrad nahe liegl.

10.1 Aufgabenstellung

Es gibt keine einheitliche Form der Lagerung von Rotoren. Die Lager knnen am Gehduse
angegossen sein, sie konnen auf eigenen Bécken vom Gehiuse getrennt stehen. Wir wollen
hicr anmehmen, dass zwei Bocke die beiden Rotorlager und das Gehéiuse tragen (Bild 10-1).
Die heiden Bécke stehen je auf einen [-Trager, die mit ihren Enden auf festem Mauerwerk
ruhen. Das Maschinengehiuse ist — etwa in Zapfenmitte — an den Bdcken aufgehingt und
auch dort gegen Verdrehen gesichert.

h
' i ET py Bilel 10-1

N A - 7 % i Nachgiebige Lage-
rung. a Schema,
b Abmessungen

Wegen der langen Triger ist dic Lagerung hier sicher micht szenv {selbst wenn die Lagerbicke
relativ steit sind).

Gefragt ist nach dem FEinfluss der nachgiebigen Lagerung auf die Maschinenschwingungen,
Fiir den Rotor sollen bei der Untersuchung die Annahmen aus Kapitel 9 iibernommen wer-
den.
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10.2 Modell

Wir fragen hier zunfichst nach den Nachgiebigkeiten eines Lagerbocks. In der Praxis ist das
cinc schr schwicrige Frage, weil — wic hier — der Bocek nicht aul cinem starren Fundament
ruht. Sehr oft ist die Griindung des Lagerbocks nachgiebiger als dieser selbst.

In unserem Fall nehmen wir an, dass der Lagerbock starr ist und auf einem Balken der Biege-
steifigkeit £7 steht, der bel A und B gelenkig gelagert ist. Bild 10-1b zeigt die wesentlichen
Abmessungen, es gelte 7 < /,/,. Wenn wir die versteifende Wirkung der Grundplatte des
Lagerbocks auf den Balken vernachldssigen, kénnen wir thn als Durchlaufirdger mit den
Lasten £, #,; und M; =R F,; ansehen, vgl. Bild 10-2.

[abei sind F; und F,; dic im Zapfenmittelpunkt am Lagerbock angreifend gedachten

Krilte, die vom Rotor und dem Gehiuse herrithren. Das Gewichl des Lagerbocks und des
Tridgers lassen wir auller Acht.

FI'.T_
- F:ri'.
h El
e -
AT 1 I i =R
Fv.’_
| '/t»\ML K Bild 10-2 Bild 10-3
2 ’ iy Lagerung i Auslenkungen am
Fa 7 Krific ) Lagerbock
g

10.3 Steifigkeit des Lagerbocks

Bild 10-3 zeigt am Lagerbock die Auslenkungen x;,y; infolge der wirkenden Krifte
£y, Iy - Gesucht ist der Zusammenhang zwischen (x7,¥;) und (FxL,F },,L).

Himweis: By 18t nur nach dem Zusammenhang zwischen [-"'Lv}’L) und (Fva Fy{_) und nicht

nach der Biegelinie des Balkens gefragt. Wenn wir den Zusammenhang finden, ohne die
Bicgelinic zu berechnen, ist die Frage beantwortet.

10.3.1 Berechnen der Lagersteifigkeiten nach dem ersten Satz von Castigliano
(vgl. Anhang, Kapitel B.4)

Um den ersten Satz von Castigliono anzuwenden, miissen wir die innere Arbeit W  im Bal-
ken A-B durch die Lasten ¥, und £, ausdriicken, vgl. Bild 10-4.
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a F F,
! f' M, Iy
7 Ft.[
/
M
M, .,
M, ——
MA Rildd T0-4
0 } I x Krifte und Momente am Balken. a Lasten, b Momenten-
| 2

linicn

Da wir nur Biegeverformungen im Balken beriicksichtigen, gilt

142 ;
i = LM ] jM (x) .
2 ET 2ET

Darin ist M (\) die Momentenlinie nach Bild 10-4b.
Mit den Parametern aus Bild 10-2a gelten in Bild 10-4
[d}DﬂTde.ﬂB FA (l") )L+hl L /l FB l’l )L+h L /[

NIOIHeﬂtC::Ml 421 lz ]T.'Vf/l’ 1’1{2 4[1 ]2 Fylf/!—"_hl [1 ]'—ch,’fl’ :‘{3 —ll [‘1 )4’ —'hll’) ':l/l‘

Momentenlinie A (x) vgl. auch £:=/—-x in Bild 10-4b

W (x) = byx = (It + by Jx e 0<x<d,
M (x)=Fpé =(4Fy +iFy J/1-£  fir 0sg<l
Linsetzen von {10.4) in (10.1) liefert
W = (P, v Fy ) I ?xﬁ+ ]U W) 11 ??dﬁ
YA AR / vg7 W Fo —hFy u’ =
:zg{f(z@.-lfaFﬂ_Fuz-l-f(f]af,#m,f ,«'12} W' (Fys By ).

Nach dem ersten Satz von Castigliano erhiillt man die Auslenkungen x; und y; aus

awaw
OF g & oFyr '

FALL

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

(10.6)
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1112([13”:‘2’) s (1 =1 AN 22

_ , b (h=5) bl -h) il :

Xy, = Fu, Ve Vs = Fuy + F,. (10.7)
3pr? 3ELL : 3ET 4 MOU3E

Mit den Verformungseinflusszahilen oder Nachgiebighkeiten by, , s. Kapitel B.4,

203, ;3 .
h] ((]J +'{2) ; ]1][]]2 Ul —IZ)
= » (e e —
- 2
Wi (h-b) F5
B E—— hzz - —
3ET 3ET
lauten die Gleichungen (10.7)
xp =y Py +lis Iy
* ! (10.9)
Y=ty Fo i Fyyp
symbolisch, in Matrixschreibweise
x; = H F; . (10.10)
mit den Spaltenmatrizen der Auslenkungen, der Kréifte bzw, der Nuchgiebigheitsmatrix
{ x F B g
xL:_L "-], Foo ot H_[“‘ “J. (10.11)
Vi fyr I
Wegen der Symmetrie der Nachgiebigkeitsmatrix, H — H'  also By = fyy vl (BU21), Tiest
man gelegentlich
h 2
| 2y (10.12)
ha o b

Wenn det H = 0, diese Bedingung ist hier erfiillt, fiihrt die Umkehrung von Glei-
chung (10.10) auf

F, = 'x, ,alsoF, =K x, (10.13)
mit der Stelfigkeirsmatrix, Kapitel B.3,
ok
K=p 12| 2 (10.14)
Ky ko

Auch sie ist symmetrisch, K=K T, ihre Tlemente, die Krafieinflusszahlen ky; erfiillen
ki = k. ; hier gelten, vgl. (10.8),
3Ef/(f$—/l b 122)

' 3EL(h -1
3EIL (h=h) -
5h

TR, T iR

Ausfithrlich lautet (10.13),, vgl. (10.9)

11 . 12 (1015)
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Fx."_.\ :[kll klEJ(xL] (10.16}
By J kyy kyp j\yi

10.3.2 Einbau eines Versteifungselements — der zweite Satz von Castigliano
Aufeabe: Man betiirchtet, dass der Lagerbock nach Bild 10-1b zu weich, das heibt zu nach-
giebig ist (die #; sind zu grol). Deshalb will man ihn durch eine Stange - einen Stab der
Dehnsteifigkeit E4 - versteifen, die, wie in BRild 10-3 gezeigt, mit dem einen Ende am La-
ger 4, mit dem anderen am Lagerbock angelenkt ist, Wie grofl muss man E4 wihlen, damit
eine nennenswerte Versteifung (von vielleicht 20 %) erzielt wird?

Bild 10-3

Verspannter Lagerbock,
a Gesarnthild,

b Spannstange

Wir berechnen die durch die Stange erzeugten Zusatzkrifte (F e },,5) {vgl. Bild 10-5b) und
addieren sie zu (FxL’F_uL) nach Bild 10-3.

Wir vernachldssigen die Abmessungen der Anschlusskdpfe der Stange und setzen ihre unver-

formte Linge mit
lso =\ AE +iF (10.17)

an (vgl. Bild 10-5); beachte (4 < /,/5.4). Bild 10-5b zeigt die belastete und durch die I.a-

gerauslenkungen x, ., v, verformte Stange. Sie hat die Linge

2 2
15—\f(fl+xL) +( ) (10.18)
Die Verldngerung der Stange betriigt
/_1]‘\ = l.\ — [S() = \j([] A xL )2 t (h] -l _}:'L )2 — i‘]ﬁz | JIE . (10.19)
Dann lautet die Stangenkrall
Fy=E4 Alg /gy, (10.20)
und die in der Stange gespeicherte innere Arbeit betréigt
. Al
W' _lFS-AfS ;lEA(‘—(’). (10.21)
2 2 g
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Setzt man Alg aus (10.1%) hier ein, so erhill man
=W (xg.). (10.22
Nach dem zweiten Satz von Castigliano gelten

o' on'

s s bug = ?
YL

= 10.23
- (10.23)

Man erhilt mit (10.21)und (10.19)

N BAls  Aly  EA(h+x;)

oo x; Iso \K(/|+1'L)2+(ﬁ|+h)

L Alg Al Al EA(l+y)

P T P s SPa—.
soRL s \)MHL) (I +r )

2

Fig = Ed

B
z

(10.24)

[yicse Gleichungen sind heziiglich x; und y; noch richtlinear.

10.3.2.1 Linearisieren der Gleichungen
Wir gehen in 3 Schritten vor:
1. In(10.24) werden x, und y, wie folgt ersetzt (¢ kleiner Parameter):
Xp > Exp, V> ov, (10.25)
dadurch entsichen Fig (#), Fyg (£); dic Abhingigkeil von 4, §j, iy, x7, vy bleibt hicr

im Hintergrund.

2. Tr Fg (a), F S (8) werden die linearen Glieder der ('laylor)Reihen nach & am Punkt
£ =10 angeschrieben, zum Beispiel:
. 8F. 6F ¢
Fole)l=Fg(0+e— , Fele)=Fg(0)+s— 10.26
A.S( ) AS( ) De o J-'S( ) ,15'( ) e B ( )
=0

(Die Ausdriicke Fg (0), Fx (0) verschwinden hier, weil Als(g)=0 fire=0.)

3. Mit =1 liefert {10.26) die linearisierten Gleichungen. Man erhiill aul diese Weise aus

(10.24)

2 2

- h
F,¢ = EA ’; Xy +EA@}: . Fg= EA%& +EA = yp 3 (10.27)
50 50 i50 50
in Matrixschreibweise:
Fo—Kg x,, (10.28)
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Fig) ks &
Fo=| ° [ikg=| 1S 7128 (10.29)
o) 7 ks ks

und, mit /¢, nach (10.17)

2 /53 3 2753 .
ks = EAL /f.s'ow Kias =kars = EAI By, opg = EAR /"sn- (10.30}

10.3.2.2 Wirksame Sieifigkeiten
Am Lagerbock — am Zapfen — addieren sich die Kriifte F, und Fy . Flr die Gesamtkrifte
folgt aus (10.13); und (10.28)

FgCQ:FL+FS =(K+K5)XL. (10.31)
In der Aufgabenstellung wurde gefragt, wic groll £4 gewdihlt werden muss, damit durch die
Stange eine Zusatzsteifigkeit von 20 % erzeugt wird:
Vergleicht man & nach (10.15); und &5 nach (10.30), und setzt &y ¢ = 0.2 &y Tolgt:
I 3E1I
EA ! ) ey (10.32)

[Jhﬁ +112] hih

Dies ist eing Gleichung fiir E4. Um einen Eindruck von der Gréfienordnung von F4 zu ge-
winnen, setzen wir in (10.32) /| = &y ={/2 und erhalten, wenn wir £ herausktirzen:

a-0228 L (10.33)

V2

Schreibt man 7 = 4; r.':r“’ ( Ay -Tragerquerschnitt, {; -Trigheitsradius), so folgt

2
A_ovﬂfi,(”} . (10.34)

7

Da (1111) < 1, crgibl sich cine schr kleine Flache. (Das Ferspannen von Bauleilen ist schr

steifigkeitswirksam, falls man feste Punkte — hier das Lager A — hat.)

10.4 Eigenschwingungen des Lagerbocks mit angehiingter Masse

Wie erwihnt, ist die Modellbildung fir Lagerungen nicht einfach, weil man die Nachgiebig-
keiten der Anschiussstellen — Fundamente, Mauerwerk — hdufig nur sehr grob schitzen kann.
Bei griieren Anlagen fithrt man deshalb withrend des Authbaus auch Messungen an fertigge-
stellten Teilsystemen durch, um die getroffenen Annahmen zu tiberpriifen und — falls erfor-
derlich — Anderungen vorzunchmen.

Stellen wir uns vor, einer der Lagerbicke der Maschine sei aufgebaut, Rotor und Maschinen-
gchiuse fehlen noch, Um dic getroffenen Annahmen zu Giberpriifen, soll cine Masse m (ent-
sprechend etwa der halben Gehiuse- und Rotormasse) in das Lager eingehingt und angesto-



122 IV Rotorschwingungen

Ben werden, um anhand der gemessenen Eigenschwingungen (Eigenfrequenzen) die Steifig-
keiten festzustellen. In einem weiteren Versuch soll der Bock (mit der Masse »1) durch cinen
Unwuchtschwinger erregt werden.

Wir betrachten den ersten Versuch hier im Abschnitt 104 | den zweilen im Abschnitt 10.5.
Aus der Sicht der Schwingungslehre handelt es sich bei dem [Lagerbock mit der Masse m um
einen Schwinger vom Freiheitsgrad 2 — man spricht auch von mehvldufigen Schwingern. Das
Modell dient auch dazu, in die Untersuchung solcher Schwingungen einzufithren.

10.4.1 Modell und Bewegungsgleichungen

Bild 10-6 zeigt den Lagerbock mit der eingehiinglen Masse »1. Der Kérper ist drehbar im
Lager eingehiingt, da man andernfalls die durch das Kippen des Bocks (vgl. Winkelauslen-
kung in Bild 10-3 ) bewirkte Drehtrigheit der Masse beachten miisste. Ferner soll die Mas-
se m so grob sein, dass man ihr gegeniiber die Masse des Bocks und des Triigers vernachlis-
sigen kann.

EVL 3 l“AL
7 B Ads :
Bild 10-6 Bild 10-7
Versuchsaufbau fiir Eigenschwingungen Schnitthilder zum Cigenschwingungsversuch

Bild 10-7 zeigl die Schnitthilder fiir Boek und Zusatzmasse. Am Bock greifen die Krifte
(E\,L,F}JL) an, dic Masse ist mit (x;,y; ) ausgelenkt, vgl. Bild 10-3. Neben (FvaFyL)
wirken die d'Alembertschen Krifte (mx;,myy ) . (Das Gewicht - als statische Kraft - bleibt
unbeachtet.)
Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Massen lauten, vgl. Bild 10-7b,

mip+by =0, my,+F,; =40 (10.35)

Mit (Fd,.-F}.-.',) nach (10.16) erhélt man die beiden Bewegungsgleichungen

mx; vk x; vk, vy, =0,
».r, 11 % T R2 My (10.36)
f??_)r’L -+ k:’.] XL +k22 }’L - 0
Die Krafteinflusszahlen k); nehmen wir hier als bekannt an. Die beiden Gleichungen (10.36)

bilden ein lineares homogenes Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Da es sich um zwei Gleichungen zweiler Ordnung handelt, spricht man auch
von cinem System vierter Ordmung. Man schreibt (10.36) als Matrizengleichung:

Mit der Massen- (oder auch Trigheits-)Marrix
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m 0
M:—[ }, (10.37)
0 m

der Steifigkeitsmatrix K nach (10.14) — oder auch der Gesamtsteifigkeit in {10.31) — und der
Spaltenmatrix x; =(x;, yL)l der Auslenkungen erhilt (10.36) die Form

M.:\".L )“KxL =1, (10.38)
Abgeschen davon, dass hier Matrizen stehen, st dies cine Gleichung wie {5.13): "Mas-

se » Beschleunigung plus Steifigkeit » Auslenkung ist gleich Null."

1014.2 Eigenschwingungen - allgemein
Eine lineare homogene Dgl mit konstanten Koeffizienten,
Mi+Kx=0, (10.39)

[6st man mit einem ¢ -Ansatz {vgl. Abschnill 5.2). Hier lautel der ™ -Ansalz
x=x(1)- ke™, (10.40)

Der Allgemeinheit halber schreiben wir x statt x; und auch (x, x;) statt (x7,¥; ),

x=(x. %), (10.41)
die Massenmatrix M wird aufgefillt:
M m
Mm=| T (10.42)
ma M

Trigheitsglieder my5, pry; treten bei obiger Aulgabe hinzu, wenn man die Massen von La-

gerbock und Balken beriicksichtigl, zum Beispiel aul die dem Vorgehen in Abschnit 9.3.1
entsprechende Weise.

Emsctzen von {10.40) in (10.39) liclert

M kel 4+ K g ﬁ(JWJL2+K)i‘e’h -, (10.43)

Wegen e’ »0 darf man (10.43) durch e* dividieren und erhalt das System homogener
linearer Gleichungen

(M/Lz +K’);%:0. (10.44)

Mit M nach (10.42), K nach (10.14) und x nach {10.41) lautel es ausliihrlich
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2 A2 / 2
my AT M A k k 1 X
11 , 12 , +L 11 12 J Al -0
leA". HIZE,J{ kZI kzz J \XZ_

m AT vk At ks (R
11 i 1] 12 12 [AIJ_() (1045)
??‘32]:‘11- |'k2] .mz’_);.,z 't kzz X2

oder

ader

[0

(m”iz+k”)fc]+(m|222+k12)f:2‘ 0
(147 e iy + (m22 7 kg ( }

Es sind noch eine Reihe anderer gemischter Schreibweisen maglich, die jeweils bestimmte
Aspekte hervorheben oder besonders deutlich machen,

10.4.2.1 Eigenwertproblem

Das lineare homogene Gleichungssystem (10.44) mit dem Parameter 4 hat stets die triviale
Liosung =0, dic statische Gleichgewichtslage (das Gewicht wurde vernachlissigt; vgl,
auch Abschnitt 5.2).

Frage: Gibt es spezielle dem System eigene Parameterwerte 4 — man nennt sie Eigenwerte —,
zn denen

(M;F +K],%=0 (10.46)

eine nicht-triviale Lésung X =@ hat? Man nennt dies eine Eigenwertaufgahe oder ein Ki-
genwertproblem.

Antwort: Das Eigenwertproblem (10.46) hat fur jene Parameterwerte A eine nicht-triviale
Lasung, fir die seine Koeffizientendeterminante,
a4(4):=det(M 22+ K). (10.47)

verschwindet:

A(A)=0. (10.48)
Dies ist eine (algebraische) Bestimmungsgleichung fir A. Sie heilt charakieristische Glei-
chung, in der Schwingungslehre hiiulig auch Frequenzgleichung.
Die Nullstellen (Losungen, Wurzeln) A=A, i=12,... , von (10.47) heien charakieristische
Werte oder Eigenwerte.

Konkret lautet die charakteristische Gleichung, vgl. (10.45),,
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A(/”L)—det(

-2 2 2
l’!‘?]lf'Lh +k1] ﬁ?]zﬂd +k12 m“/?.z +k1] I’le.)n, +k12
) 2 h

\I??El/L + kzl .‘??22). + k22

5 2
m21/1.2 +k2] HIZE.)L_ +k22

= (12 k(a2 +hega )= (A ko )(ma A7 + e

—/14(”?11”122*mlzmzl')JriZ(mu"‘zz*mzlklz +kyy gy — oy )+ (10.4%)
+(ky 1 kop — K1z K2y )
mn k k m
atdetmr 22| TR T detK = 0.
my k| k2 mixp

Die charakteristische Gleichung ist hier eine (algebraische) Gleichung 4. Grades. (Sie st
sogar biguadratisch und ldsst sich deshalb wie folgt formal 16sen.}
Kinrzt man (10.49) mit

ay A% ay Ay =0 (10.50)

ab, so lautet die Ldsung — in 2 Schritten —

I
(4) = R B i (10.51)
172 2uy

und

[}

2
—y i AJas —daya
Al =4 (A".z) —i\‘j 2 2 il
! 1

20‘4

- —{y —AJly —aay &
Ayyz =% (/12) =% h
-2 2ay

Hinwels 1 Bei Systemen hisherer Ordnung — bei mehr als 2 Gleichungen — lassen sich die
Eigenwerte A; nicht explizit anschreiben.

(10.52)

Hinwels 2: Sind M und K positiv definit,

#TMi>0firtz0undx’ Kx>0firx=0, (10.53)
so werden die Figenwerte A4 rein imaginiir und treten komplex konjugiert auf’ wir schreiben
(;F] _—; (10.54)
rk
und setzen die Indizes paarig:
A= jop, Ay =—joy. (10.55)

Man ordnet die Eigenfrequenzen oy, der Grofe nach:

D] =@y (10.56)
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Doppelwurzeln werden doppelt gezihlt usw.

10.4.2.2 Eigenldsungen
Setzt man A— 4, = jey {oder A—A; ——jo, ) in (10.44) — 7um Beispiel in der Form

{10.45), ein, so erhilt man

2 237 =

kyy—m &F  kpy—mp o) || X

L I L P PR =, (10.57)
A 2 Ky — 2 X

o — My Wy a2 — filan Oy 27

—und [iir 4 =—jay dieselbe Gleichung!
Da mit 4 = Eigenwert die Koeffizientendeterminante verschwindet, ist eine Gleichung des
Systems — cine Zeile der Matrix (.’W /1]3 +K) — cine Lincarkombination der dbrigen also
tiberfliissig. Man kann eines der Elemente der Spaltenmatrix x frei wihlen — zum Beispiel
gleich | setzen — und die iibrigen aus dem verbleibenden Gleichungssystem berechnen.

Bei nur 2 Gleichungen, wie hier in (10.57), lsst man einfach eine Gleichung weg und erhilt,
zum Beispiel aus der ersten Gleichung

(I'C“ —ﬁ'lll [!}/%).i’lk +(k12 —mlz ﬂ)%).)’(\'zk = () (]{]58)
die reelle (1) Lisung
& - ‘k — iy @7
~ X 12 12
N —[A'J = ( ] . (10.59)
2k by~ w}f

Die Losung X, heilit Eigenveltor X; .

Hinweis 3: 70 w_; =y, 70 A, = A; gehdrt derselbe Figenvektor wie zu @ .

Hinweis 4: Mit %, ist auch ¢, %, (¢, skalarer komplexer Faktor) ein Cigenvektor. Die Zu-
sammenfassung (A, ;) von Eigenwert 2 (= joy ) und zugehdrigem Eigenvektor &
nennen wir Eigenfdsung. Sctzt man A, und %, in (10.40) ¢in, crhilt man dic Eigenschwin-
gung

.\Tk (f) = C,ii_ .i'k (.’)Lkr = Cf( .%k (.’-""wk!. (1060)

10.4.2.3 Allgemeine Losuny
Die allgememe Lisung der lincaren homogenen Dl (10.39) sciet sich aus thren Eigen-
schwingungen zusammen:
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If
G

2 ] 3 .
X(I) X (T) = Z ¢y ‘i\:k e/L,H _ Z Ck *%k e‘;m;(l
< - = (10.61)

[ )

[ eyt —jent &
= ((.’f( el o e Ok )xk.

=

Weitere Umformungen folgen unter 10.4.3 fiir das Beispiel.

10.4.2. 4 Orthagonalitdt der Ligenschwingungen

Sind im Eigenwertproblem (10.55} die Matrizen M und K symmetrisch, so sind die zu ver-
schicdenen Figenwerte A, = /"Lkz und A = /1,2 gehiirenden Figenvektoren % bzw. &y im
verallgemeinerten Sime orthogonal.

Man defliniert mit den Matrizen M bzw. K (als Gewichtsfunkilionen) fiir zwel nichl nolwendig
verschiedene Figenvektoren Xy, X; dic Skalarprodukie

(g )y =80 My, (% 8) =% K&y (10.62)
Fiir die Figenlisungen (A, -;"k) und (A;, %) ist (10.46) erfiillt,
(M A 1K)k =0, (M A1K)% =0, (10.63)
Multipliziert man (10.63); von linlks mit .xl-l und {10.63); mit fc]: , 50 erhilt man
A xf My =-x K%, A3l Mi=-xl K%. (10.64)
‘Iransposition von {10.64), liefert wegen M = M Uund K =K"
A X My =-3 K% (10.65)

Die rechten Seiten von (10.63) und (10.64), stimmen tberein. Die Differenz dieser beiden
Gleichungen liefert

(A — A )&y M3 =0. (10.66)
Falls A, = A, folgt darans

(%, )y =&, M3y =0, (10.67)
Wegen (10.64) gilt dann auch

(%0, %), =& K& =0 (10.68)

Figenvektoren X, x; zu unterschiedlichen Figenwerten A, = /1;3, A= ,{12 , also Ap # A,
sind im Sinne des Skalarprodukts (10.62); orthogonal.

Hinweis 5: Nur fir den Fall, dass M proportional zur Einheitsmatrix ist, stimmt diese Ortho-
gonalitiit mit jener der Vektorrechnung iiberein.
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10.4.3 Eigenschwingungen des Lagerbocks
Fir die Bewegungsgleichung (10.36)

R e
0 om)\ kyy kv ) A0

folgt die charakteristische Gleichung zu

24y 2Rtk | kke _qkleZI _0 (10.70)
m m-
mit den Lésungen
2 1 2
"JE_E{('I‘ll"'kﬂ)i\kkll_kﬂ) +4k12k21}- (10.71)

Um interpretierbare Ergebnisse zu erhalten, muss man in die k;-Gleichungen (10.15) Zah-

lenwerte fiir die Lingen oder Lingenverhiiltnisse einsetzen, Wir wihlen fiir den Lagerbock
{vgl. Bild 10-2)

h=10/3, L=21/3, k=14 (10.72)
Bezieht man die k; auf
El -
kp = 271—3, setzt also &y = kg ki s (10.73)
so folgen
k=8 k=3, ko =3, kyy=27/8, (10.74)
und aus (10.71)
k ~ . ~ - 42 .
(Ukz_i{kll‘l'kz?_"'\x(k”—kzz) +4k]2 kz]}. (1075)
2m
Mit
tip = «,'kR/m und ﬁ;}k = E')k/CUR (1076)
liefert (10.75)
g2
@F Lo (ﬂj 436, (10.77)
218 Ylg
gerundet
i :%\191—-\13673 ~1.37828, dn :II\KL)1+-\/3673 = 3.07820. (10.78)

Die Eigenvektoren X, gemif (10.59) lauten bezogen
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~ 2

X —kyn + @
,@‘_(ff’] o TRT ] (10.79)

Yr k kllf@f

Man erhilt die numerischen Werte

-3 - -3
- ” =3 . - (—3
- ~ . ~ . (10.80
* [(37+x/3673]/16] [6.10033] 2 [(37\/3673)/16J \—1.47533J (10:50)

10.4.3.1 Normierung der Eigenvektoven
Meistens wird man die Eigenvekloren X, irgendwie normieren, sie mil irgendwelchen Zah-

len multiplizieren, damit sie besser aussehen, leichier zu interpretieren sind oder eine passen-
de physikalische Deutung gestatten. (Gemil Hinweis 4 in Abschnitt 10.4.2 sind solche Mul-
tiplikationen erlaubt.} Hier einige Beispiele;

a) FErstes Element (£, ) positiv:

3 3
X = , Xy= . (10.81
i [—6. 1 0033} 2 (1 .47533} (1080
b} Erstes Element (&) gleich 1:
n ) ] .
X = , Ky = , (10.82)
—2.03344 0.49177
¢) Dem Betrage nach grifites Flement gleich 1:
. -0.491776 . 1 (10.83)
x| = . Xy = R .
v 72040177
d} Dem Betrage nach grébtes Element positiv und J’&ik + jfik =1
. =0.441300 N 0.897359"
X = , Xy = . (10.84)
0.897359 0.441300

¢) Standard [ir allgemeine Untersuchungen st die Norm geméB dem Skalarprodukt (10.62)
I-

(% %), =% Mg =1 (10.85)
Hinweis 1) In unserem Beispiel ist M proportional zur Einheitsmatrix, vgl, (10.37), Gemil

Hinweis 5 in Abschnitt "Orthogonalitit der Ligenschwingungen” sind deshalb die Cigenvek-
toren & und x, im {iblichen Sinne orthogonal, vgl. Bild 10-8.

10.4.3.2 Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung
Die allgemeine Lisung der Bewegungsgleichung (10.38) lautet, val.{14.61),
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L (f) 2 Jot —Jjagt | o
L) = = Cp @ +e¢ e X (10.86)
) (}"L (I)J g( & & ) k

Analog zu Abschnitt 5.3.1 schreibt man diese Losung vollstindig reell:

2
x(1}=> (ay cosant ay sinaur i,
=] (10.87)

0441300}, sy [597359
= 2.1 COS et + g Sinant )+
L 0.897359 M1 O ATTAISATIT (441300

~, -

J(acg COS @t + agy Sin st ).

Dices ist die reelle Form der Figenschwingungen,

10.4.3.3 Anpassen an Anfangsbedingungen
Scien fiir 1 =0 dic olgenden Anlangsbedingungen gegeben:
x(0) = xg - [x“’}, (0} =wp - [T"(’J. (10.88)
Yro YLO
Mit (10.79) erhilt man
xXg= Xag+ %4,

: . (10.89)
Vo = X dg + Wy Xp dgo .

Ausgeschrieben sind dies je zwei Bestimmungsgleichungen fiir (a,, .2 ) bzw. (ag, a0 ).

10.4.3.4 Ausdeuten der Schwingungen

Bei gecigneten Anfangsbedingungen schwingt das System mit a.; = 0,4, — 0 gemil

—0,441300

08973 59](‘1“‘ cosaif +ay sinayt).  (10.90)

X () =y (g cosant +ay sineyr) - (

Dies ist die erste Eigenschwingung. Das System schwingt jn (oder mit) der Form x| und der

Frequenz oy refn sinusformig.
Wihlt man die Anfangshedingungen so, dass a.; =0, a, =0, schwingt das System gemiB

0.897359

0 441300] (acz CO8 9t + iy SN ruzt) (10.91)

x5 ()= %3 (a0 cosant +ay; sinagt) = [

rein sinusformig.
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a b
‘mm X | (!) mim xz(t)

\l T &=137. T & 307

% B
-1 12 -1 ~70 QI
mimn T

Bild 10-8
LT -7 Am Lager beobachtete Eigenschwin-

gungen. a x| (i), b x,(7)

o] 3

s 1 05 6 05 1 15 2 305 L 05 0 05 1 13

X,/ mm X,/ mm

Bild 10)-9
Am Lager beabachtete freie Schwingungen des Lagerbacks (Lissajous-Figuren). a kurzzeitig,
b langfristig

Bild 10-8 verdeutlicht diese Schwingungen am Lagerbock. Gewahlt wurden dort
a) a,=05mm, a,=12mm, a,=0 a-»=0
by a, =0, a4=0, a,=02mm, a,=07mm
Die Bilder machen deutlich, dass die Eigenschwingungen xy (f) und x; (r) senkrecht aut-
einander stehen, denn es gilt

H My =mi Iey=mi % =0. (10.92)
Addiert man die beiden Losungen x{r}. x,(7), wie sie in Bild 10-9 aufgezeichnet sind,
setzt man in (10.87) also g, =05mm, o, =1l2mm, a.~=02mm, a;, =07 mm, so
erhilt man fiir 0 = wpty < gt <opt, =115 fir (x;(¢). v, (t)} denin Bild 10-9a gezeigten
Verlauf. Man nennt ein solches Bild Lissgjous-Figur. Im allgemceinen Full — wic hier — st dic
Gesamthewegung unperiodisch. Lisst man den Schwinger ldnger laufon, wird das durch
J_r\fa:f] +a§1 X und J_r\jagz +a§3 X, aufgespannte Rechteck allmihlich tberdeckt, vgl. Bild
10-9b.
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Hinweis 2: Bei rationalen Frequenzverhiltnissen /e, wird x(¢) periodisch, die Lissa-

Jous-Figuren bilden geschlossene Kurvenziige.

10.4.4 Der Einfluss von Didmpfung auf die Eigenschwingungen

Wir fiigen zu den Bewegungsgleichungen (10.36) ohne besondere Begrindung Dampfungs-
terme hinzu und untersuchen, wie sie sich aut die Schwingungen auswirken.

10.4.4.1 Bewegungsgleichungen mit Ddmpfing

Parallel 7u den Kraft-Einflusszahlen &; fithrt man Dampfungs-FEinflusszahlen &; ein und

setzt fur die Ddampferkrifie an

oy .
Fi :[/’“ h”](”j (10.93)
FR) \ba b i)
vel. (10.16). Matrixschreibweise:
! h
FP=Bx,; B= "1 2| (10.94)
' ' b by

Hinweis 1: Damit F LD stets Dimpfungskraft ist - Energie dissipiert - - muss B positiv definit
sein, das heiBt, fiir belicbige Geschwindigkeiten xp = # muss die Leistung
P=x"Bx>0 (10.95)

sein.
Mit Didmpfung lautet die Bewegungsgleichung, vgl. (L0.35) bis (10.38),
Mi; +Bip +Kxp=0. (10.96)

10.4.4.2 Figenschwingungen

Der Lxponentialansatz
x=x, =xe” (10.97)
fiihrt hier auf das Eigenwertproblem
(M,l2+B/’L+K)5c:0, (10.98)
vgl. (10.44}. Dazu gehdrt die charakteristische Gleichung

A(A) = det( M 2>+ Bi+ K )0, (10.99)

9 2
my AT B Ak Mys A7 Ak
4| i by 11 e ] bra 12| (10.100)

Tﬁz]/{h‘sz];LJrkzl m?_z/%u+2722/1+k22
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vul. {10.46) his (10.48), Multiplizicrt man {10.10() aus, crhilt man dic charakteristische
Gleichung in der Form
a424+a3i3+a212+a|/1+a0f0, (10.101})

mit

dy =det K =k kyy —kyp Koy

a = by ko =iz kyy = by kg + b0 s

ay = (kyymyy =k myp —kyy myy + kg )+ (by by =By by ). (10.102)

ay = by myy = by gy — by iy +byy Ay

ay —det M — mn myg — 1my M9
Hinweise (vgl. auch Lagerbock-FErgebnisse in Abschmitt 10.4.3)

Dic charakleristische Gleichung (10.101) Tsst sich im allgemeinen nur numeriseh 1sen. (Fiir
2 Gleichungen, also ein System 4. Ordnung gibt es zwar noch Formeln, doch sind die nume-
rischen Verfahren meistens effektiver.)

Die Figenwerte 4, sind meistens komplex, vgl. Abschnitt 5.3.2, bei sehr groben Ddmp-
fungskoclMizienten Ay, treten auch reclle A; aull

Da in (10.101) alle Koeffizienten der A-Potenzen reell sind, ist mit A =.4; komplex auch die
komplex konjugierte Zahl A, Losung (Wurzel, Eigenwert) der Aufgabe. Die Ligenwerte
treten alse paarig kemplex konjugiert auf: A, = Ik . und/oder reell: 4, . Da die Gesamtzahl
gerade ist, gibt es ggf. also auch eine gerade Anzahl reeller Eigenwerte.

Zum Eigenwerl 4, berechnet man den Eigenvektor X entsprechend dem Vorgehen in Ab-
schnitt 10.4.2 (vgl. (10.37) usw.). Zu einem komplexen Eigenwert 4, gehdrt im allgemeinen

ein komplexer Eigenvektor &, (zu 7, gehdrt dann &, ).
Zur Figenlosung (;Lk \ fck) schreibt man die Figenschwingung
X ()= ey & ™ (10.103)
an, vgl. (10.60).
Dic allgemeine Lisung von {10.96) laulet

()= Y w0 = ey &y ™ (10.104)
k

k

10.4.5 Schwach gediimpfte Eigenschwingungen des Lagerbocks

10.4.5.1 Untersuchung mit Hilfe von Stovungsrechnung
Oft kennt man die ungedidmpften Eigenschwingungen, die Eigenldsungen (. xk) eines

Systems und will die Wirkung einer schwachen Dimpfung abschiitzen. Dann bietet sich eine
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Starungsrechnung un. Das Klein-Scin der Dampfung kenmzeichnen wir in (10.94) durch den
kleinen Faktor £vor dem Dampfungsglied:

Mi+eBx+Kx=0. (10.105)

Beim Exponentialansatz (10.97) hiingen dann % und 2 von gab. Wir [ragen konkret, wie die
ungedimptie Eigenldsung (a)k, x; ) gestort wird und setzen im Sinne einer Taylorreihe mit

Gliedern £° und &' an:

x(r,€)= :2‘.(8)3;'('5)r = {xk tEY ap Xt g% -}exp(ja)kf veddi+e ) (10.106)
/

Dabei darf in der eckigen Klammer der Faktor bei x; gleich | gesetzt werden, denn Glei-
chung (10.103) ist homogen. Ferner erfasst x;, gemeinsam mit den in der Summe stehenden
anderen Figenvektoren x;,/ # k&, alle Bewegungsmaglichkeiten des Systems. Im Exponenten
bedeutet £ AA die mit & lincare Anderung des Eigenwerts, Dabei kann A2 chenso wic dic
a; reell oder komplex sein.

Mit x, x und ¥ gemib (10.106) folgt aus {10.105)

[(ﬂi)?-l 2e joy A,iw‘ez....)M-rg(jwk 1 gAA |-52...)B‘|-K]

(10.107)
[_if,(. +£Z(11jf[ +52 .. ]

=4.
!

Subtrahiert man |:~w,§ 1M+Kj|xk =&, vgl. (10.43), (10.54), verbleibt bis auf Glieder P

USW,

g[lnw,% MJZG, Xy rejop[2A2M 1 Bi =0, (10.108)
!

Multiplikation von links mit 3":}{ liclert bet Orthogonalitél, vel. Abschnitt 10.4.2.4,
QA Mg+ & BR, =0,
also
AT
1 B .
Ad=— k2T (10.109)

2 '%l'( M j‘/‘.

(Durch Multiplikation mit i}] kann man die Koeftizienten a; gewinnen. Aufgabe 10-22.)

101.4.5.2 Zahlenbeispiel fiir den Lagerbock
Im Anschluss an Abschnitt 10.4.3 schreiben wir (10.105) wie folgt an
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10 0.1 0.05 ko Kk
m &y +b ch+kR(_” 12k, 0. (10.110)
0 1 0.05 0.05 R -

Darin sind die Zahlenwerte von B willldirlich gewihlt, und b ist zun#chst ein Dimensionstak-
tor. Mit 7 = mp ¢, vgl. (10.76), folgt aus (10.110) nach Division durch £

L0 0.1 005y (ky &
x,+L( e T e =0 (10.111)
0 1 ‘ 1|'ka'” 003 0.05 ’ k21 kzz
Wir wiihlen b/,/kRm =1.

Die Eigenldsungen ( @y, &3 ) des ungedimpfien Lagerbocks lauten, vel. (10.78) und (10.84),

(o3 %) = (137828, (-0.441300, 0.897359)" |,

(10.112)
(wg;.i2)2(3.()7820; (0.897359, 0.441300)T].
Damit erhilt man aus (10.109)
A4 =-00101, AL =—0.0649, (10.113)
Mithin lauten die (bezogenen) Figenwerte
Ao = 1378700101, Ay, _, = +3.078/ - 0.0649, (10.114)

Vo praktischen Standpunkt aus ist es wichtig, dass die Realteile der Eigenwerte negativ
sind, die Schwingungen also abklingen.

Hinweis I Der kleine Faktor ¢ erscheint in (10.111) — also auch in {10,113}, (10.114) — nicht
explizit. {Wenn man will, kann man ihn, etwa mit £ — 0.1, einfithren und kommt zum selben
Ergehnis.)

Hinwels 2: Der Wert der Formel (10.109) liegt NICH'I darin, dass man das erneute Ldsen des
Eigenwertproblems umgeht, sondern in der Méglichkeit, den Einfluss der einzelnen Démp-
fungskoelizienten by, aul die 2, zu iiberschauen.

10.5 Erzwungene Schwingungen des Lagerbocks

Am Beispel der Lagerbockschwingungen vom Freiheitsgrad 2 fithren wir in die Untersu-
chung von erzwungenen harmonischen Schwingungen bei Schwingungssystemen gin,

10.5.1 Experimente: Aufgabe

Wie in der Einleitung zu Abschnitt 10.4 angedeutet, misstraut man den Annahmen, die zu den
Steifigkeiten in Abschnitl 10.3 [(lihrten. Jetszt will man sie mit Hille von erzwungenen
Schwingungen, die bei sinusformiger Anregung aufireten, untersuchen. Zwei Versuchsreihen
sollen durchgefiihrt werden:
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Finmal wird am Lager unfer einem Winkel & sinusformig mit veriinderlicher Frequenz (2
erregt, Bild 10-10, die Auslenkungen werden gemessen. Zweitens wird mit einer Unwucht
crregt, Bild 10-11, dic Auslenkungen werden gemessen. Wir berechnen, was man zu erwarten
hat.

a i UJ b Py
| o ~ FH
A B A B A B
; [
Bild 10-10 Bild 10-1i: Lagerbock mit
Lagerbock mit Krafterregung Unwuchterregunig

10.5.2 Bewegungsgleichungen
An dem Lagerbock mit Masse m nach Bild 10-6 greifen nun horizontal und vertikal die zeit-
abhingigen Krifte Fy, (7) und F {¢) an, vgl. Bild 10-10b. Im Fall von Bild 10-10a gilt

Frp = F(t)cosa, Fir = F'(r)sin ¢, it F(I) = [ cos £, (10.115)
bei der Unwuchterregung nach Bild [0-11 gilt

Fyy = mr, 07 cos 2, Fy =mr, €% sin €1, (10.116)

vgl. Abschnitt 9.3, (In (10.116) haben wir angenoemmen, dass die Exzentrizitdt », auf die
Gesarnimasse m bezogen wurde.)

Dic Erregerkriifie #y (r) und £ (¢) treten auf die rechte Seite der Bewegungsgleichungen

(10.36) oder (10.38) -im Fall fehlender Dampfung - - bzw. (10.96) - - bei vorhandener Dimp-
fung. Wir schreiben

AM.‘Y";_+B.%I.+KX‘:_ :Fe(t), (10117)
wobel die Crregerkréifte Fiy (1), Iy (¢) in der Spaltenmatrix

F,=F,(t)=(Fy, i)' (10.118)

zusammengefasst sind.

Fir den Tagerbock stehen in (10.117) die Massenmatrix M nach (10.37), die Dampfungs-
matrix B nach {10.94) und die Steifigkeitsmatrix K nach (10.16) oder auch die Summe in
(10.31).

Bei einem System vom Freiheitsgrad # sind M, B, K voll besetzte #xn—Matrizen und
x, F, nx1—Spaltenmatrizen (Spaltenvektoren).

erE+BJ'c+Kx:FC(t) (10.119)

Die Gleichung (10.119) gilt fiir beliebige Zeitverldute F, (#), wir werten sie jedoch nur fiir

harmonische Schwingungen aus.
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11.5.3 Erzwungene Schwingungen

Wir nehmen fiir ¥,(f) eine harmonische Lrregung mit der Irequenz £2 an und schreiben

komplex
E.()=F, & (10.120)
Die Dgl (16.119}) lautet dann
Mi+Bx+Kx-F e (10.121)
Der Ansatz vom Typ der rechten Seite lautet
x=xe/¥ (10.122
und liefert
(K—M_02+j!23)ic:l_:"e. (10.123)

10.5.3.1 Dynamische Steifigkeit

Man kann die Amplituden Ii und X als Kriifte bzw. Auslenkungen auffassen und (10.123)

parallel zu (10.13 ) lesen:

E :(K—MQ2 +jQB)§c::I_((jQ);_2. (10.124)
Dann ist
K(j@)(K-M2*+j2B)
| kg —m 27 - j0ky, by =iy 22+ 20y (10.125)
B [km LR o T S S, & +ijJ

eine (komplexe) dvnamische Stetfigkeit, die [iir £2 =0 in die normale Steifigkeil iibergeht:
K(M)=K. {10.126)

Zahlenbeispiel fiir den Lagerbock: In der entsprechend (10.111) bezogenen Form erhalten wir
fiir Ij(]ﬁ’) = Ij(j!:?)/k den Ausdruck

Y

1 (j

1(j~

)
)

(10.127)

H

I

E(jé)_(k“f?%jgnﬁ ) /;12+15|2:: ﬁ}_:

lg*'“« [#=1

(%] )

— —
[ b'

- ¢

I
1

Mit

_ (8.0 3.0 _ (02 008
K- . B- (10.128)
3.0 3375 0.08 0.1
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erhiilt man fiir die E‘-,. ( JJ.':)) die in Bild 10-12 gezeigten Frequenzgdnge in Form von Ortskur-

Ve .
a ) 3= Im
el
4 14
T
ky \‘\1\
-20 -15 -10 -5 0 5 Re
b Im
1_ -
O=
3 /":11 EZI
1 1 1 11 1
=20 -13 -10 -5 0 5 Re
c Im
3= I-
3 /‘Eﬂ 4
— 3 2 .
i 2 Bild 10-12
1 1 [ Frequenzgénge der dynami-

-20 -13 -10 -3 0 5 Re  schen Steifigkeiten

In dieser Darstellung werden die Phasenbezichungen zwischen X und ﬂ nach (10.124)
besonders deutlich. Schreibt man die &; in Polarform,

by =y €, (10.129)

50 crhiilt man dic Kurven nach Bild 10-13.

10.5.3.2 Dynamische Nachgiebigheit, Frequenzgang, Ubertragungsfunktion
List man F, = K (j€2) %, vgl. (10.124), nach X auf, erhilt man

A -1 .
ic:l_r'(_jg)ge:(K—QZM+_;'B_Q] E,. (10.130)

Man setzt

:(fz’u(fﬂ) le(f!-))] (10.131)
|

-1
H(jQ)=(Kk-2"M+;QB 7
H(je2)=( 7 ) I (jR) Iy (jR)

und nennt H ( jQ) chmamische Nachgiebigkeir, ller jedoch Fregquenzgong(-Maltrix):

k=H(j2)F,. (10.132)
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Parallel zu Bild 6-3 kann man ein Blockbild (Bild 10-14) zeichnen, welches die Zeitfunktion

2ol = H(jE, &/ (10.133)
tibertrigt.
&
13 a b
W
7
10 I
5
O i I T S I 2 3 4 p
|k v
:|k3|| ¢ TI]] d
5 0.5-
,4I/II2:9"(2|
0 0
0 23 4 4 0 L2 3 4 5
|k
e f
15
10 g
5
0 : £ - s 0 _ : L=
0 2 3 4 5 0 1 203 409

Bild 10-13: Palarform der dynamischen Steifigkeiten

Eingang Ausgang
ITs4c Wirlkun
(Ursache) HO) (Wirkung) .
j&()jﬂr :\“C’jQI 81[d]()—]4
Fe Xe

Blockbild mit bertragung einer Zeitfunktion

Hinweis 1 Arbeitet man mit der Laplace-Transformation statt mit dem e/ -Ansatz, nennt
man die zu (10.133) analoge Gleichung — dann mit s statt j€2 geschrieben — Ubertragunys-

gleichung und o (s) Ubertragungsfunktion. Dieser Name beschreibl dic Bezichung (10.132),

ader auch (10.133) besser als der Name Frequenzgang.
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10.5.3.3 Diskussion der Frequenzginge am Beispiel
Aus (10.125) berechnet man gemif (10.131)

kl]—ﬁlll!._)2+j!2bl] klz—n1’12 !224']!2/')]2 i

ﬂ(.fo)—[

fy =iy €% 4 j02 by ey =y OF 4 j by

k22—??122!22+j0l722 —(kg_]—mzl!?2+_j9b2|)

:IZ i . (10.134)
*(hz*”ﬁzﬂ +J~lez) kyy —on 27+ j820y,
[ Hn Hip
\Hy Hy
Dabei steht A fiir die Koefhizientendeterminante
Azdet(KfQZMJerB)zd(jQ)
:(kll_mll92+belI)'(k22_m229L+j-Qb22) (10.135)
~(lip =iz 22+ j02byy ) (hay =y 2274 j 2y ),
vgl. auch (10.99),
Mit den Zahlenwerten aus (10.127), (10.128) erhiilt man
bR 2k, k- j9Ph, )
fi(jf?): 11 J 1 12 =4 U2 (10.136)

fyy =24 2By k-2 Qb
die folgenden Darstellungen.

Bild 10-15 zeigt die Elemente H i ( g f)) der Ubertragungsmatrix fiir 0 < (2 <35 als Ortskur-

ven, zum Teil in vergriBerten Ausschmitten.

Bild 10-16 zcigt | #y, (7 2} und dic Winkel gy (£2) fir dic Polardarstellung
a1 |l 2
Hy (7 2)=|Ayle #l2) (10.137)
Man erkennt unmittelbar:
Wenn 2 — die Crregerfrequenz — in der Nihe einer der Cigenfrequenzen liegt

(¢4 =1.378, @, =3.078, vel. (10.78)}, nehmen die

H [k| Extremwerte an.

Bei (2~ @ schwingt der Lagerbock — vergleiche jeweils H,; mit A, und Hyy mit Hy
so, dass sich dic Ausschliige ctwa wic ‘—().47|:(().89) verhalten, vgl. (10.84), fiir dic Pha-
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senwinkel gilt |gy) (@& )— 12 ()| =|e12 (@) @22 (@)~ 7. Man kann sagen, bei 2~ @

schwingt das System im Wesentlichen in Richtung des Figenvektors X .

Entsprechendes gilt fiir £2 =@, und %, . Allerdings wirkt sich bei 2= @&, die geschwindig-

keitsproportionale Dimpfung auch stirker aus als bei @ . Deshalb wird die Resonanzstelle

bei £2= @, inBild 10-16b und ¢ nur wenig deutlich.

1

ImH
[o TN G R PO S

'
—_

0

2t
w4
E -6
-8r
=10}

-12

5
Q
3.07...
a
. 1.378...
2 - 0 1
REHH
o
C
A
86 4 2 0 2 4 6 8

Re sz

Ausschnitt von links

0.2
[ & 2.11..,
0 b 5
ng‘ [
£ -0.2
-0.4| Q
| d | 3.09
Va 02 0 02 0405
Re H,,
Ausschnitt von links
0.1t
a0
ol
2]
-0.3+
04 -03 02-01 0 01 02
Re H,,

Bild 10-15: Ortskurven der Llemente [Ty, (€2) der Ubertragungsmairix [iir 0< 02<5
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3 6 12
- a | b - ¢
i, I i,
2t 1 4} 1 st -
15+ 1 3t 1 ef 1
i 2 4
0.5 J 1 1t 1 2r 1
0 ' 0= 0= :
a 2 4 0 2 4 0 2 4
1 T 1 = T T 1
d e A f
“n [ aea P |
T Fis ir
0 e ] ———gm - Of——s------------
e
0.5f U 1 -0} 1 -05p /\ -
- I it _ 1 B W— _ S =
10 2 4 l(J 2 . 4 10 2 4
Q2 £ L

Bild 10-16; Polarform der Elemente I_?M (j!?) der Ubertragungsmatrix [ur 05 02<5

10.5.3.4 Resonanzhurven fiir Sinusanregung
Bei der Sinusanregung nach Bild 10-10 gilt fiir F, und 1%_, nach {10.118), (10.120)

Coser ) o . coser | -
Feﬂ( ) ]Fcos!)r, Fe—[ ) JF. (10.138)
siner siner
Man erhilt aus (10.132)
£=H(JQ)[°9S“}F, (10.139)
“sina

dimensionslos (bezogen), kp vel. (10.73),

- [':"‘];— S “)(”f’m]_ (10.140)
i?, F,"kR . S

Im folgenden Zahlenbeispiel setzen wir wieder die Zahlen von oben ein, vgl. (10.127) usw.,
und wihlen o =30°.Bild 10-17 zeigt fiir

Tt

& =|g e (10.141)
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dic Amplituden |E| und dic Phasen-(verschicbungs-)winkel ¢3; als Funktionen von Q.

a

(=1
—
Sl
ba |-
L
8(
i
h

Bild 10-17

['requenzginge der Amplituden ‘i’,‘ und Phasenwinkel @; bei Lrregung unter dem Winkel a 30°

10.53.3.3 Resonanzkurven fiir Unwuchtervesung
Bei der Unwuchterregung nach Bild 10-11 gilt fir £, nach (10L116), (10.118), (10.120)

5[ cos £ N A1
F,=r mQ"( ) ), also K, =r, mQ"[ ] {10.142)
£ =J
Damit folgt aus (10.132) mit 2= Q/ey . o =k/m
. 5 . 1 Al -~ 1 .y = 1
f=n,mQ*H(jQ)|  |=nm@* —H(j2) " |=r, Q°H(j2) |, (10143)
.y , N
und
. N
Xi=&fr, = 31_(;‘!2){ ] (10.144)

Bild 10-18a und b zeigen die Frequenzginge ¥ und i&z , Bild 10-18c¢ zeigl die Phasenver-

schiebungswinkel ¢; [.@) gemil

el (10.145)
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1.43.,.
Lo}

o
X4

Im x
A

=

3
—
%)
W%}
s

[/

Bild 10-18

0.5t % \W . Unwuchtanregung. a, b Fre-
1o \ ! 2 quengginge, ¢ Phasenver-

schichungswinkel

10.6 Aufgaben

Aufeabe 10-1: Berechmen Sie die J;, fiir den Lagerbock nach Bild 10-1 mit Hilfe von For-
meln fiir Balkenbiegung gemill Abschnitt B.6.1 oder aus einem Tabellenbuch; vgl. (10.8).
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Aufgabe 10-2: Wie muss man in (10.8) die Hohe / wihlen, damit der Lagerbock horizontal
und vertikal gleich nachgichig ist (h“ = hzg) ? Wice nuchgichig ist or dunn unter 457 — fiir

eine Kraft {Fy,Fyy ) =(L1) F, /N2 2

Aufeabe 10-3: Berechnen Sie die &y fiir den Lagerbock nach Bild 10-4 mit den Hilfsfor-
meln fiir Balkenbiegung aus einem Tabellenbuch; vgl,(10.14), {10.15) und Aufgabe 10-1.
Aufgabe 10-4: Wic muss man in (10.23) dic Hohe A wiihlen, damit der Lagerbock horizon-
tal und vertikal gleich steitist (k)| =f;) ?

Aufoabe 10-3: Weshalb fithren die Forderungen "gleich nachgiebig”" - - Aufgabe 10-2 - und
"gleich steif” - - Aufgabe 10-4 -nicht auf dasselbe A ?

Aufgabe 10-6: Uberlegen Sie sich Messvorschriften fiir die /;; und die %;. Gehen Sie dabei
von (10.9), (10.10), {10.13), bzw. (10.16) aus.

Aufgabe 10-7: Berechnen Sie die Krifte F.q, Fy¢ in Gleichung (10.27) mit den Mitteln der
Grundvorlesung Mechanik ( Verlingerung eines Zugstabes, Verschiebungsplan).

Aufgabe 10-8: Versuchen Sie (10.28) mit Nachgiebigkeiten zu schreiben, x; = Hg Fg, vgl.
(10.10) und (10.13),. Weshalb ist das nicht mdglich? Kénnen Sie die Aussage anschaulich
begriinden?

Aufgabe [0-9: Ohne es besonders erwihnt zu haben, lassen wir bei der Stangenkraft Fg nach
(10.20) auch Druck zu (2. B. bei x; <0 oder y; <0). Nach (10.34) erhill der Stab eine
relativ kleine Querschnitts(ldche und wird deshalb bei Druck knicken. (Dann gilt (10.24)
nicht mehr?’) Was muss man lun, um dic Steiligkeiten Kg gemdl (10.30) auch [ir
x; <0, v, <0 garantieren zu k&nnen?

Aufgabe 10-19: Schreiben Sie fir £ entsprechend (10.59) einen Ausdruck mit Hilfe von

(10.55), an und zeigen sie, dass sich der von (10.57} nur um einen (skalaren) Faktor unter-
scheidet,

Aufgabe 10-11: Wie kann man die Definitheitsbedingungen (10.33) physikalisch deuten?
Nennen Sie Beispiele flir nicht definite (indefinite) Systeme.

Aufeabe 10-12: Kontrollieren Sie die Losungen (10.69).

Aufoabe 10-13: Kontrollieren Sie die Rechnungen (10.70) bis {10.77).

Aufgabe 10-14: Kontrollieren Sie den Higenvektor X, gemi (10.79).

Aufgabe 10-15; Schreiben Sie die Gleichungen (10.89) ausfithrlich (mit den Zahlenwerten
der Eigenvektoren) an und ldsen Sie sie fiir a) xp=xp %, v =8, b xy=&vyy=vyx, ;
( xp, vy Zahlenwerte fiir Auslenkung und Geschwindigkeit). Welche Dimensionen haben die
ao und ag ?

Aufeabe 10-16; Berechnen Sie zu den Schwingungen in Bild 10-8 a), b) und Bild 10-9 die
Anfangsauslenkungen x, und die Anfangsgeschwindigkeiten v .
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Aufzabe 10-17: Schreiben Sie x(r) nach (10.87) in der Form x =% & cos(et+e)+
Xy aycos(ant+py ) und berechnen Sie ), @, ay, @, fiir die Schwingung nach Bild 10-9.
(Nchmen Sic dazu wp — vgl. (10.76) — als bekannten Zahlenwert an.)

Auflgzabe 10-18: Kénnen Sic aus Bild 10-9 cine grobe Niherung (e das Frequenzverhiilinis
@)/ @y abzithlen?

Aufgabe 10-19: Kdénnen Sie sich durch einen Blick auf die Steifigkeiten !;_!-1 in (10.74) plau-
sibel machen, dass zur Figenschwingung x, — in Richtung X, — eine grifiere Eigenfrequens.
{ €3y ) pehirt als zur Eigenschwingung xp—in Richtung & —mit & .

Aufgabe [0-20: Fijhren Sie (zu den konkreten Zahlen) in Richtung von %, %, gedrehte Ko-
ordinaten y; bzw. x; ein und berechnen Sie die darauf bezogenen Steifigkeiten & .

Aufgabe 10-21: Berechnen 8Sie numerisch die Eigenwerle 2, und die Bigenvekloren x; zum
Eigenwertproblem (10.111).

Aufgube [10-22: Lrmitteln Sie aus (10.108) — durch Multiplikation der Gleichung von links
mit fc';T — dic KorrekwrkoelNizienten a; [iir die &-1c Eigenschwingung. Sctzen Sic die Zah-
lenwerte aus Abschnitl 10.4.5 in Thr Ergebnis cin.

Aufgabe 10-23:. Schreiben Sie mit den Ergebnissen aus Aufgabe 10-22 fiir den Lagerbock
die Eigenschwingungen x; (r) entsprechend (10.103) an.

Aufgabe 10-24: Schreiben Sie fur den Lagerbock die allgemeine Lsung (10.104) an.

Bringen 5Sie die allgemeine Lisung aut eine reelle Schreibweise (vgl. (10.86)/10.87) und
(3.24)/(5.26)).

Aufgabe 10-25: Der Versuch zu Bild 10-11 wurde mit der (groBen) Masse m und g¢inem Un-
wuchterreger der Gesamtmasse #1; und der Exzentrizitit s vorgenommen. Welches » und
welches r, missen in (10.116) und in die Bewegungsgleichungen eingesetzt werden?
Aufgabe 10-26: Erldutern Sic den Aulbau der Gleichung (10.117) anhand cines Schrittbildes
nach Art von Bild 9-5 und Bild 10-7. Welche Ddmpfungseinfliisse kann man mit Bx erfas-
sen, wo greifen die entsprechenden Kriifte im Schnittbild an?

Aufgabe 10-27: Bei cinem Schwingungssystem vom Freiheitsgrad 2 sei (vgl. (10.119)
Flo = Foost, Fy, = F(cos Ot —sin£2t) .

Wie lautet die Erregeramplituden F, in (10.121)?

Aufgabe 10-28: Der Lagerbock soll so durch cine Kraft F(t) = )'_:1 e/ crregt werden, dass
er unter o =307, vgl. Bild 10-10, gemil x, = e’ harmonisch ("hin und her") schwingt.

Welche (komplexe) Amplitude f‘e ist erforderlich? Berechnen Sie E‘e fiir (2 =3 mit Hilfe
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von Gl {10.124) und den Zahlenwerten (10.127), (10.128). Tragen Sie Fy; (1), Fy- (1)
—reell! —in einem £ - £ -Diagramm fiir 0 € Q7 <27 auf.

Aufgabe 10-29: Fiir welchen Wert £2 = 2% ist in Aufgabe 10-28 — fiir die dort angegebenen
Zahlenwerte - - die Amplitude ‘]:_ % | / % am kleinsten? (Bei welchem (2 treten das kleinste

. . ha 2 182
‘FH | /f, das kleinste |F,,w| /i, das kleinste |F H‘ +|F,/| /% und der kleinste Extremwert

oo /% auf, wo Fo /= ”.\_g?im\{ﬁg] (f)+F[% (f)/‘ )

Aufeabe 10-30: Rechnen Sie (10.134), (10,135} nach.

Aufeabe 10-31; Lesen Sie aus Bild 10-16d, ¢ zu £2=1.4 und 2 =3.1 die Winkel g@; ab

und tragen Sie in die Bild 10-15 die entsprechenden Winkel ein. (Achtung! Wepgen des
Drucks sind die Achsen etwas verzerrt — berlicksichtigen Sie das!)

Aufgabe 10-32: Lesen Sie aus Bild 10-16 die (2 -Bereiche ab, in denen sowohl die Bedin-

gung i‘ <03 erfiillt sind,

)_tc < (.2 als auch dic Bedingung

Aufgabe 10-33: Es interessiere fiir die Erregung (10.138), vgl. Bild 10-10, die Schwingung
X, (r) in Richtung der anregenden Krafi. Wie berechnet man sie aus (10.132) oder (10.133)?

Wie kann man sie aus den Diagrammen nach Bild 10-16 ermitteln (die kdnnten z. B. gemes-
sen sein)?

Aufeabe 10-34: 7eichnen Sie fir x(r) zur Erregung F, nach {10.142) je einen 7Zeitverlauf
% (1).%(7) fur 0<QF <27 Nir Q=@ und Q=3 ; vgl. die Darstellung in Bild 10-9.
Aufgabe 10-35. Finden Sie eine anschauliche Begriindung, weshalb in Bild 10-16a die Reso-
nanzamplitude fiir x, =x; bei 2=, sehr viel gréer ist als die bei £2=¢ ? (Vel, Bild
10-8.)

Aufeabe 10-36: Wie kann man aus Bild 10-16 entnehmen, dass bei 2 =~ @, die Schwingun-
gen xy(¢)—x, (1) und xp(7)=p; (1) im Wesentlichen gegenphasig stattfinden und bei
Q= &, gleichphasig?

Aufgabe 10-37: Zeichnen Sie filr die unwuchterregten Schwingungen, Gl. (10.142)—(10.145),
entsprechend Rild 9-19 fiir £2=1.36 und £2=1.43 — z. B. mit den Angaben in Bild 10-18 -
jeweils die  Winkellage zwischen Unwucht und  Auslenkung flir 27—
Qup=0,7/2, 7. 321227 .

Aufeabe 10-38: Lesen Sie aus Bild 10-18 ab, in welchen Direhzahlbereichen der Lagermittel-
punkt mit demselben Drehsinn wie die Unwucht umliuft und wann er gegensinnig umliutt.

Aufzabe 10-39: Lesen Sic aus Bild 10-18 ab, bet welcher Drehzahl sich der Lagermitlelpunkt
bei Unwuchterregung lings einer Geraden bewegt.
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11 Rotorsysteme

11.1 Die einfach besetzte Welle auf nachgiebigen Lagern

11.1.1 Das System

Die einfach besetzte Welle aus Abschnitt 9.3 wird auf zwei Lagerbicke nach Art von Ab-
schoitl 10 gesetzl, Bild 11-1. Das System besicht dann aus der Schabe §, der Welle W und
den beiden Lagerbicken A und B. Die Untersuchung hier greift auf die vorangehenden Uber-
legungen zurlick und setzt die neuen Bewegungsgleichungen aus den bekannten gemiB der
Systemstruktur zusammen. (Das Gewicht der Teile wird vernachléssigt, da sein Linfluss trivi-
al isl.)

Bild 11-1
Einfach besetzte Welle aut nachgiebigen Bicken

11.1.2 Das Modell

Die aus den Abschnitten 9.3 und 10 iibernommenen Grifien werden durch die vier Indizes S,
W. A, B — Scheibe, Welle, Bock A bzw. Bock B — unterschieden. Wesentliche neue Systempa-
rameter sind die Lingenverhiltnisse, vgl. Bild 11-1:

=4/, b =hfl, wol=1+k. (11.1)

Die Gleichungen fiir die vier Svstemteile werden zuniichst vorbereitend zusammengestellt
und dann zusammengefasst. Verbindendes Element ist die Welle, sie steht deshalb an erster
Stelle.
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11.1.2.1 Gleichgewichi, Kinematik, konstitutives Verhalten der Welle

e ¥y
o 2

Bild 11-2 Bild 17-3: Auslenkungen der Welle, ——— Verbindungs-
Krifte auf Welle gerade der ausgelenkten Lager A und B

Bild 11-2 zeigt die herausgeschnittene Welle mit den angreifenden Kriften. (Da mit linearen
Gleichungen gearbeitet wird, darl das Gleichgewicht an der unverformten Welle angesetzt
werden.) Momentengleichgewicht um den Lagerpunkt B bzw. A licfert dic Kritfte Fyy
bew. Fg,p aul den Lagerbock A baw. B von der Welle W:

Fow=0 Fy, Fguy =) Fyy . (11.2)

Dabei steht £, fUr (F o Eo )T , die Wellenkraft ' aus Gl. (9.32). Analog bezeichnen die
Pfeile V' ,p und Fg,p die Regktionen 70 den Lagerkrdften Fy aus GL (10.11),, vgl. Bild
10-3.
Dic geometrischen und kinematischen Bezichungen liest man aus Bild 11-3 ab:

xg=hx +hxg+n . (11.3)
Hier ist ny die Wellendurchbiegung, vel. (9.27), x 4. xg stehen fiir die Auslenkungen x;

der Lagerbicke A bzw. B, vgl. (10.11),, und xg ist jetzt die Auslenbung des Wellendurch-
stofipunkies (Punkt W in Bild 9-3) gegentiber der Ausgangslage auf der Geraden 00 — 0 in Bild

11-3, entsprechend (x, y)T in den Gln (9.1) und (9.3).

Die konstitutiven Gleichungen (9.42) der mit der Winkelgeschwindigkeit €2 umlaufenden
Welle mit innerer Didmptung, ihr Detformations-Kratfi-Verhalten, lautet in Matrixform

F'W :b{' I':H,- +(kwlz +bf QJz)fT” B (11'4)

P L R {11.5)
2o 1) 7l o) i

11.1.2.2 Gleichgewicht an der Scheibe
Parallel zu (9.43) gilt, in Matrixschreibweise,

mit den 2 x 2-Matrizen
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mg g +h, Xs + Fy =mg r, @ fo(2r), (11.6)

WO

(11.7)

_fz(ar)—-[

cos £
sin €2 |

11.1.2.3 Gleichgewicht an den Lagerbdcken

Fiir dic Entwicklung des Systems der Bewegungsgleichungen ist es [ast gleichgiiltig, ob man
die Lagermassen in der Form der Massenmatrix M, vgl. (10.42), beriicksichtigt oder vernach-
lassigt. Wir greifen auf Gl. (10.96) zuriick und fiigen auf der rechten Seite die von der Welle
ausgelibten (Zusatz)Krifte Fy,y bzw. Fp,y aus (11.2) hinzu. Mit der oben eingefithrten

Indizierung erhilt man

Myx,tByx +Kyxq=Fyy . (11.8)
.’WB xB+BBxB+KB xB‘—FB;W; '

die Lagerbiicke brauchen nicht gleich zu sein.

11.1.2.4 Die Bewegungsgleichungen

Mit {11.2) bis (11.8) stehen alle Gleichungen bereit. Die Kréifte werden climiniert, dic Bewe-
gungsgleichungen enthalten nur die Auslenkungen und deren Zeitableitungen. Entscheiden
muss man, ob die Scheibenauslenkung durch ry . d. h, gegeniiber der Verbindungsgeraden

der beiden Lager (in Bild 11-3 strichpunktiert) oder absolut, durch xg, gemessen werden
soll, Wir arbeiten mit x, da die Systemmatrizen dann weitgehend symmetrisch werden.

Der Arbeitsaufwand wird verringert und dic Lesbarkeit der Gleichungen wird erhéht, wenn
man mit Block-Matrizen arbeitet. Elimination von ry sowic der Kriifte licfert

m'S 12 0 0 xS " (bﬁ' +b.")12 7bf;’;2‘[2 7b£,7112 X,S ¥
/] MA [ X 4 |- Qbil_zlz BA l'bif;IQ b,fl .‘_Iz X4
0 ¢ Myg)\xp ~bh I, bhhLI, By bilL, |\ ¥
ke Iy ~ky o1y ~kyli 15 Jy  =hJy by X

+ *k”!izIz KA +kj.],'[2212 kpyl—ljzlz +bf £ ~l~2J2 1?—22.]2 iiiz]z X 4 (1 19)

kg1 kplhidy,  Kp+lkyl, by LhJ, Pdy )|\Xs

f2(621)
=my i, o /) ,
/]

abgekinzt

M i+ Bi+[K+b 20 x=mgr, 2% (). (11.10)
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Dic 6 = 0-Matrix J ist schigfsymmerisch: J T—_1.

11.1.3 Numerische Beispiele

Zur numerischen Auswertung der Bewegungsgleichungen (11.9) braucht man Maschinenpa-
rameter. Der Einfachheit halber greifen wir anf die Parameter aus den Abschnitten 9.3 und 10
zuriick. Damm muss man dic Skalicrungen (9.61) ans Abschnitt 9.5 und (10.73)f. aus Ab-
schnitt 10.4.3 aufeinander abstimmen.

11.1.3.1 Skalieren der Bewegungsgleichungen

Sind die beiden Lagerbdcke (einschlieBlich Massen) identisch und ist (A, , %, ) eine der

Eigenschwingungen aus Abschnitt 10.4, also ohne die Welle mit der Scheibe, so hat die
(11.10) zugcordnete homogene Gleichung — unabhéingig von den Wellenparametern — die
Eigenlosung (g, Xg) mit

i =(0,0.7 ] ,-5 & ). (11.11)

Um dicsen Sonderfall 2u vermeiden, gehen wir zu untersehiedlichen Lagermassen (ber und
setzen

my =ni; wp, Mg =g My . (11.12)
Die iibrigen Lagerbockparameter sollen gleich sein.

Mit der Referenzmasse #; iibernehmen wir aus Abschnitt 10.4.3 die Referenzgréfen

mp =my kp =21 Elg/ 3. wp = Jkp/mp , {11.13)
wo I und £ /g fiir die Linge bzw. Biegesieifigkeil des Lagerbock-Triigers siehen.
Die Skalierung (9.61) lautet nun

mg =k fmg . b, = 2D, wqmg ., b =2 D; g mg . (11.14)

f??_g' = ???S /H‘ER N Eﬁ/ = kﬁ,f «’fkR (l 1 .15)

{olgt daraus

by o — — _
o =i b, =2D,\Jky s wpmp, by = 2D\ ky g wpmp . (11.16)

?’H’S
Mit obigen Transformationen und mit
f-wpr, 2-020 (11.17)
crhiilt man aus (11.10) in cinem cersten Schritt

~ uu

m;%mRMxﬂaf?mRéhkR[Ith,.fg gy g J}x:m}amRmSmﬁz f(QF). (s
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Nach Divisien durch (mR m% ) = kg und mit

&= x/r, (11.19)
folgt
M X+ f";i"é{ﬁuoié ey it J}Scﬁﬁqsﬁf(f)f]. (11.20)
Vergleich der Koeffizienten liefert
Agl, 0 0 0 0 0
M= 0 @y, 0 |, K=kyA+|0 K, 0|, (11.21)
0 o gl 0 0 K,

Z\KI'E” P;?S Da 1'2 0 0
B=2ky g D A+ 0 B, 0|, (11.22)

0 0 B

wo A und J fiir die Matrizen

L LI, - Iy —hdy i,
A=|—hl, B1, LLE |, J=-d"=|-LJ, £1, i, (11.23)
il LI, I “hdy by B,

stehenund K , = Kz = K, , vgl. (10.74), B, = By = B; , vel. (10.110), gesetzl wurde.

11.1.3.2 Wah! der numerischen Parameter

Ziel des Beispiels ist ein kurzer Uberblick iiber die Eigenschwingungsformen des Systems
vom [reiheitsgrad 6 sowie ein Einblick in die Phiinomene, die aus der (mitrotierenden) inne-
ren Dimpfung der Welle (vgl. Abschnitte 9.3.3 und 9.5} in dicsem System entstehen.

Gewiihll werden als Nominalparameter (tir Welle und Scheibe

[ =0.6,1 =0.4,m¢ =3, ky =3,D, =0.02,D; =001, (11.24)
fiir die Lagerbicke, s. auch (10.74) und (10.111),
8 3 0.1 0.05
By =09 g =11, Ky= , By=| : 11.25
4 & A [3 3.75J : (0.03 o.osJ (1.23)

Bei der Untersuchung der Wirkung der inneren Dimpfung muss man isofrope Lagerung — die
Steifigkeiten und Dimpfungen der Lagerbécke sind richtungsunabhiingig — und anisofrope
Lagerung - Sieifigkeiten und Ddmplungen sind richtungsabhingig - unterscheiden. Fiir den
isotropen Fall setzen wir mit den Mittelwerten der Ilauptdiagonalelemente
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— D, i S0, = ? j’ — , — . . -
L il I8 k IA) b

ni ne

Fiir den Ubergang vom isotropen zum (anisotropen) Nominalsystem wihlen wir die ITometo-
pie
K, =Ky=K;, =h-Ky+{1-h)-Ki,
A4 8 L Nl ) IAY (11.27)
BA ZBB ZBL Z;T‘BN +(1*h)'81r5 .
mit 2= 0: [sotropic, £ = 1: anisotropes Nominalsystem.

Wir beschrinken uns aul die Untersuchung von Eigenschwingungen. Das dem System
(11.20}) zugeordnete homogene Dgl-System

o~ GG

Mx+Bx+K'x=0 (11.28)

wird in ein System erster Ordnung umgeschrieben

M Ol x -8B K|« (11.29)
0 M)l M 0 )|

und das zugehdrige Figenwertproblem mit Matlabh nwmerisch geldst. Mit den hier vorliegen-
den Parameterwerten treten Eigenwerte stets paarig komplex konjugiert auf. Es gentligt dann,
den Cigenwert mit dem positiven Imaginirteil darzustellen.

11.1.3.3 Ungeddmpfie Eigenschwingungen
labelle 11-1 listet die Eigenfrequenzen &, und die zugehdrigen Eigenschwingungsformen
(Figenvektoren) X, = (X, Vg0 X4+ Pag- Xpes Vor )T fiir die Fille # = 0 (isotrope Lage-

rung), - = 0.5 und & — 1 {(nominale Lagerung) auf. Die jeweils grobte Auslenkung wurde auf
1 normiert.

Um sich die Cigenschwingungen zu veranschaulichen, muss man die Cigenschwingungsfor-
men anhand der Zahlenwerte aus Tabelle 11-1 skizzieren (s. Bild 11-4), In den Fillen & >0
schwingen dic Punkle 8, A, B von Scheibe bzw. Lagem ldngs Geraden, vgl. Bild 10-8.
Wegen der speziellen Struktur (11.9), (11.10) und der Wahl K , = K, vel. (11.27), liegen
{ohne Ddmpfung) die Cigenschwingungen jeweils in einer LEbene (s. Aufgabe 11-3).

Bei 2 =0, im isotropen Fall, fallen jeweils zwei Eigenfrequenzen zusammen,

11.1.3.4 Gedimpfte Eigenschwingungen
Wir gehen vom isotrop gelagerten Rotor unter der Wirkung der inneren Dampting £, aus

und dndem das System schrittweise ab:

a) Allein innere Dampfung D; = 0.0 ist wirksam, A =10:
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Genau wic in Abschnitt 9.5, Bild 9-21, wird der Realteil des (klcinsten) Eigenwerts positiv,
wenn die Winkelgeschwindigkeit £2 die kleinste Eigenlrequenz w) Uberschreitel. An der
Stabilitdtsgrenze gellen die Eigenlisungen nach Tabelle 11-2, die zweile und die dritte Higen-
16sung klingen ab: vyl Rcik <0 fir £=2,3 in Tubelle 11-2. Oberhalb -éG = =0.680
Klingt die erste Schwingung auf. Nach Tabelle 11-2 laufen die Punkte S, A, B bei ):1, Xy auf
Kreisen mit der Welle um (s. Aufgabe 11-5).

b) Gemischte Dimpfungen fiir A= 0mit, = 0.01:

Bei D, =0.02, B; =0 riickt die Stabilititsgrenze nach 2 =244, die Figenschwingung

mit &, = 2.39 beginnt zu wachsen.

Bei D, =0.02 mit B, = B, riickt die Stabilititsgrenze nach 3.09, hier wird, wie bei a), die

Eigenschwingung mit @, = (.68 entscheidend.

ho| ok iy X5k Vi %k Var Xpt Tpi
1 0.680 1 0 0.175 0 0.267 0
2 | 0680 0 1 0 0.175 0 0.267
0 3 2.392 -0.035 0 0,784 0 1 0
4| 2392 0 0.035 0 -0.784 0 !
5| 2725 -0.067 0 [ 0 0.601 0
13 2.725 0 -0.067 0 1 0 0.601
| 0.640 -0.492 1 -0.118 0.240 -0.181 0.368
2 | o701 1 0.492 0.138 0.068 0.200 0.103
05 | 3| 1.966 0.019 20,039 0.474 -0.964 -0.492 1
4| 2346 0.052 -0.105 -0.492 1 0.379 0.770
5 2.745 -0.031 -0.015 -0.593 -0.292 1 0.492
6 | 3.066 -0.047 0.023 1 0.492 0.479 0.235
1 | 0350 0492 1 0,183 0372 0.285 0.579
2 | oT71s 1 0.492 0113 0.056 0.172 0.085
I 1,400 -0.017 0.035 -0.492 1 0.392 -1.798
4 1,921 0.095 -0.193 -0.492 | -0.486 .988
5| 3.054 -0.028 -0.014 0482 -0.237 1 0.492
6 | 3379 0035 0,017 1 0.492 £.390 0.192

Tabelle 11-1 Eigenschwingungen ohne Dampfung A2 =0,%5,1
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#=0.68

=272 w=2.72

=239

w=0.64 =07 w=1.97

w 307

@ 0.33

w=1.92 - »=3.05 =338
Bild 11-4: Eigenformen ohne Dampfungen. a: A=0,b: A=0.5,¢c:h=1

k 1 2 3

Ay | 0.0001-0680) | -0.0035+2.392] | -.015+2.724 ]
X< j 20.035-0.001 j -0.067-0.0042 |
Ysu 1 0.010-¢.035 | -0.0042+0.067 j
46 | 0.0001-0.175 ] -0,750-0.044 1

tn
wh
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V4 | 0.173-0.0001 0.044-0.750 j 0.0000-1.0000 j
Xpp | 0.0001+0.267 ] | 0.602-0.023
Vai 0.267 S.00004+1.0000) | 0.023-0.602 j

Tabelle 11-2 Eigenschwingungen fir 5=0, D, =0.01, 2, =000

@=2.39 w=2.72 &H=2.72
Bild 11-5 Umlaufende Eigenschwingungen fue D, =001, D, =3.00 an der Stabilititsgrenze 02 =0.680

11.1.3.5 Stabilitdtskarten

Kennt man keine allgemeinen Stabilititsaussagen, muss man numerisch fiir alle Parameter-
kombinationen — das sind hier der ITomotopiebereich 0 <% <1 und ein Drehgeschwindig-

keitshereich, sagen wir 0 < 2 < (2, — samtliche Figenwerte 4, auf
Re 4, <0 (11.30)
iiberpriiten. Parameterkombinationen, die auf

max (Re A | =0 (11.31)
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fithren, begrenzen den Stabilititsbereich. Wir untersuchen die Didmpfungskombinationen
a: [0; —0.01,72, =0, B, =0,

b: D, =001, D, =002, B, =0, (11.32)
¢ D, =001,D,=0, By nach (11.27),
d: D, =001, D, = 0.02, B, nach (11.27),

fiir den £2—Bereich 0< 2 <§.

0017 a 35-
k=1 k=6
0 /// .
3 5
=01 j/
251
.02 3 4
Re 3?,{ 2 Im :’fk 2y
' 3
-(1.04 4 1.5+
N
0.05 S
- l L
-0.061 2
0.07 6 o3
0 I 2 3 4.5 & 7 R 00T 2 3 4.5 ¢ 7 3
o 5

Bile 11-6: Verlauf von a Real- und b Imaginiirteil der Eigenwerte 4 (f?) fur den Parametersatz d in
(11.32), Homotopie A#=0.6

Bild 11-6 zeigt den Verlauf der 6 Figenwerte i, (mit positivem Imaginzrteil @&, =Im 2, )
iiber € fiir den Parametersatz d aus (11.32) zu k= 0.6 . Der Nulldurchgang von Re ﬁlk bei
2~ 7.20 ist ein Punki der Stabilititsgrenze in der Stabilititskarte in Bild 11-8d.

Bild 11-8 zeigt die Stabilititskarten fur die vier Parametersiitze (11.32). Man liest daraus ab:
Bei fester Anisotropie, bei konstantem #, erhéht die #ufere Dimplung D, die Stabilitiits-
grenze erheblich, vel. jeweils die Bilder a <5 b und ¢ <> d; sieche auch Bild 9-21. Dagegen hat
die Lagerbockddmpfung B; nur geringen (stabilisierenden) Cinfluss, vgl. jeweils die Bilder
a <> ¢ und b <> d. Allerdings hebt 'éL die Stahilititseinbriiche in Bild 11-6b bei sehr kleinem

i und bei /=025 auf, die durch Schwankung der Vorzeichen der Realteile und durch
Wechsel der diskriminierenden Eigenschwingung hervorgerufen werden. Steigendes h —
zunehmende Anisotropie der Lagerbocksteifigkeiten, vel. (11.25); und (11.27), — stabilisiert
sehr wirksam, stérker als die &uBeren Diamplungen.
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1 . 1
h a h b
0.8 0.8
stabil stabil
0.6 (16
0.4 0.4
02 instabil 02 instabil
00 1 2 3 4 ﬁ 5 [§] 7 & 00 1 2 3 4 5 G 7 8
1 - 1 -
d
Bogl ¢ _ Bos .
stabil stabil
(.6 0.6
(+.4 04
02 instabil 02 instabil
DO 1 2 3 4 5 [¢] ? 5 00 I 2 3 4 5 &} 7 &
o o

Bild 11-7: Stabilitétskarte fiir die Parameter nach (11.32)

11.2 Rotoren mit aufgesetztem Kreisel

11.2.1 Kreiselwirkungen

11.2.1.1 Allgemeine Bemerkungen

Der Drall von Drehkdrpern, zum Beispiel von Rédern oder Scheiben, die auf einer Welle
sitzen und mit ihr schnell umlaufen, ist so grof3, dass der Kérper einer Richtungsinderung
sceiner Drehachse cimen zu beachtenden Widerstand entgegensetzt. (Em schnell laufender
Kreiselkompass bewahrt seine Richtung.) Hinzu kommt der sogenannte Kreiseleffekt: Fiir
eine kurzzeitige Drallinderung gilt das Vektorgesetz, vgl. (A, 106),

L(t+A)=L(t)+ M- 4, anders gelesen: L(t+A)=L(t)=AL=M - At. (11.33)
- _
a / b Lit+an
M Bild 11-8
o I KreiselelTekt: Drallinderung

infolze Moment(enstal3)

Bild 11-8 illustriert den Zusammenhang: Die Scheibe im Teilbild a drehe schnell um ihre
Figurenachse. (Schnell heillt, die Drehgeschwindigkeit (2 ist sehr viel gréler als die Winkel-
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geschwindigkeiten der Achskippungen.) Dann liegt der Drallvektor Z mit guter Genauigkeit
auf der Figurenachse, GemiB der Gleichung (11.33) kippt ein Moment(envektor) M , der
wihrend der Zeit At wirkt, die Figurenachse nichr um die Wirkrichtung von A, sondern
schwenkt sie in der von L(7) und A aufpespannten Ebene von L{7) nach L(71 4r), vel.
Bild 11-8b. Das muss man beim Anselzen der Bewegungsgleichungen beachten.

Wir zeigen hier ein systematisches Vorgehen nach Lagrange (s. Anhang C.2.3) mit Hilfe der
Kippwinkel (aus Anhang A.1.3.4). Daber beschiriinken wir ung aul kleme Winkelauslenkun-
gen, also lineare Bewegungsgleichungen {die aus teilweise zundchst nichtlinearen Gleichun-
gen durch Vernachlassigung der Glieder hiherer Ordnung entstehen),

11.2.1.2 Lagekoordinaten
Bild 11-9 zeigt einen allgemeinen Korper und, als konkretes Beispiel, eine Scheibe, die in

ihrer Ausgangslage mit ihren Hauptachsen auf der Inertialbasis &’ liegen. (Die schnelle

Rotation (2 erfolgt um die 3-Achse. Deshalb ist die Basis gegentiber Bild A-8 gedreht ge-
zeichnet, vgl. Bild 11-1).

a T ép

Bild 11-9
Korper mit Hauplachsen in Aus-
aangslage

*_'(T £y 520
™. ¥ &s
hY ,
Y - -
~
-7k
~ -
AN e
~ - ! |§0
N P |
N P v | ef
0 7
eb
W v
Y ,
g0 » Bild 11-10
"2 S0 3K G N
Basen &°,¢",2" ; Kippwinkel ( y,1v) bzw.
ef=gf (¥1.45) und Drehwinkel ¢

Die (Dreh-}Bewegung des Kirpers wird in zwei Teile zerlegl {s. Bild 11-10):
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Im crsten Schritt kippt der Korper um dic durch den Winkel y in der élo —é'g —Ebene festge-
legle Knotenlinie, den Schall des Einheilsveklors &y mit dem Winkel  ; die {mit)gekippte
Basis heife ¢%. Statt durch ( I I;[I) kann man die Kippung am Schall des Einheilsveklors
53? — wie in einer technischen Zeichnung — auch durch die (Kipp-)Winkel (y, i) erfassen,
273? kippt nach E3K . (Der Zusummenhanyg zwischen (;{, r//) und (I‘/ll, ) istin A1.3.4 erliu-
tert.)

Im zweiten Schritt dreht (rotiert) der Kérper, die Basis e £ um die Achse 63"{ mit dem Win-
kel ¢z bei der hier angenommenen festen Drehgeschwindigkeit £2 gilt
o =102 {11.34)

Die kérperfeste Basis é“ st das Crgebnis der Gesamtdrehung, die momentane Lage des

Kérpers, die also durch die Koordinaten
(Wi w2.0) = (w1 (0). ¥2 (1), £2r) (11.35)

erfasst wird.

11.2.1.3 Kinetische Energic und Winkelgeschwindigkeiten

Bezogen auf ¢¥ lautet die kinetische Cnergie der Rotation, vegl. (A.102),
1 )
Ek." = ;(J] 1 E!)]zG +.]22 0"56 + J33 (!)%G ) N {1 1 36)

darin sind (@, @y, @3¢; ) die auf et bezogenen Koordinaten der Winkelgeschwindigkei-

ten o der Basis &° gegeniiber der Inertialbasis &l , vel (AL63):

G cos  sing 0 K
thg |=| —sing cosg 0 g |- (11.37)
a3¢; 0 0 1 (17274 + 02

LEinsetzen von (11.37) in (11.36) liefert

Ep =

"

1 J“+.)122 2 2 1 2
E'f(a’m’+(1’2K)+3J33(Q+@3K)

-2 2 (11.38)
n_“Ja|f 2 2 Vo o

+ET|:(£U1K +£U2K)L'052([)+20)1K fy e 511’12(/):|.

Im allgemeinen Fall, bei einem unrunden Korper mit Jj;—Jyp; =0, gelangen mit
c0s2¢ =cos202¢ und sin2g =sin202¢ periodisch von der Zeit abhingende Terme in die
Bewegungsgleichungen. Unrunde K&rper schlieBen wir aus und setzen
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Jl]:.jzz :IJG,J33 ::JP; (11.39)

J, ist das axiale Massentriighcitsmoment, J,, das polare. Dic Winkelgeschwindigkeiten

(@15, 035 . o35 ) gelten fiir die Kippung von " nach &% vel. (A.62).

11.2.1.4 Vereinfuchen der Gleichungen

Beim Aufstellen von Bewegungsgleichungen nach Lagrange werden kinetische Energie und
Potential einmal nach den (generalisierten) Koordinaten bzw. den Geschwindigkeiten diffe-
renziert. Damit werden in den lermen — soweit sie Polynome sind — die Potenzen von Koor-
dinaten bzw. Geschwindigkeiten um cing herabgesetzt. Sind lincare — also linearisicrte —
Bewegungsgleichungen das Ziel, muss man demnach sicherstellen, dass kinetische Energie
und Potential mindestens bis zur zweiten Potenz korrekt sind, {I1shere Potenzen braucht man
nicht zu beachten.)

In der kinetischen Energie nach (11.38) treten &, und e, selbst quadratisch auf, also
geniigt es, @ und @y, durch die Kippwinkel (1, wg) bzw. deren Ableitungen finear zu
erfassen. Dagegen kann in (_Q+m3 K) die Drehfrequenz £2 groB sein. Deshalb missen in
@y zundichst (yq, w5 ) und ihre Ableitungen — als Produkete — bis zur 2. Ordnung beachtet
werden.
Aus (A.32) folgen i Imearer Niherung

W= b =, f =y =y (11.40)
Fiir cosy , das in (A.62), der Gleichung fUir (@4, @yx, @3 ) als Abklirzung benutzt wird,
folgt aus (A.36) fiir |4

*

"‘2‘ <] mit Gliedern bis zur 2. Ordnung
2,2
cosy =1+ i +12)/2. (11.41)

Dann liefert (A.62) in linearer bzw. quadratischer Nherung
¥ W)
W |= 1y . (11.42)
ﬁ)::,K .f.;)+(l/‘/2 !/f] =4 [//2)/2

Mit (11.39) und (11.42) erhélt man aus (11.38)

2

Lo (2 oy 1 o
Ep =3 Ja(07 103 )4 [ 2 (v vr v v )2 (11.43)

Dieser Ausdruck wird in der Lagrange-Gleichung (C.25) eingesetzt. {Nach dem Difterenzie-
ren streicht man die nichtlinearen Glieder weg.) Ubrig bleiben die linearen Gleichungen
Ja ¥ +Jp vy =M,

. . (11.44)
.J"g lde) _JP 2 W = ﬂl/fz R
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in Matrixschreibweise

Ja [} l?{”l . 0 J.PQ J/f(l _ f“f[ ) {11‘45)
0 Ja ¥ _JP 2 o W2 ﬂ/fz

Dabei sind M| und A4, die auf die Scheibe wirkenden Momente um el bzw. ei' .

11.2.2 Anwendungsbeispiel

Aufgabe: Bild 11-11 zeigt eine fliegend gelagerte flache Kreiselscheibe: Masse 1, Trigheits-
momente J,, J,,, Winkelgeschwindigkeit £2, Linge der Kragwelle /, Biegesteifigkeit £/

Gewichte und Wellenmasse vernachldssigt.

Gesucht sind die Figenfrequenzen und Figenschwingungsformen.

e d

&

Bild 11-11
Fliegend gelagerte Kreiselscheibe

11.2.2.1 Bewegungsgleichungen (Lagrange)
Dic kinctische Energic lautet mit den Auslenkungen (x, _v) und den Winkeln g, ¢, nach

Bild 11-11, vgl. Bild 11-10 und £, nach (11.43},

74 :%m(xl’ +}'.=2)+%Ju (rpf +¢i)+%Jp [Q+(rpy P ;ay‘)/zf . (11.46)

Um das Potential der elastischen Vertormung der Welle anzuschreiben, brauchen wir deren

Steifigkeitsmatrix, s. Anhang (B.6).
PR
21 Jq , (a147)
31 6\ M

Aus der Kragbalkenformel (B.37) folgen
Bl g [ k[ (11.48
My e, ) Am,, Tl A%

(x 1 (2 | R (;J
) 6£1L 31 6 )\ M) Aoy

invertiert:
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mit den Sreifigheitsmarrizen

77 6 3! i i k —k
K = L;I . ::( 11 12} Kz—[ L 12}‘ (11.49)
P30 20 ko k —kyy k>

Dann lautet das Potential der elastischen Wellenbiegung

T T
X X 3 ;
v T k| T w7 (11.50)
AR Py ) 2\ oy

Mit den (generalisierten) Koordinaten (gl, 72 43, q4) = (x, Yy @y (py) erhiilt man nach
Lagrange dic vier Bewegungsgleichungen, je zweiler Ordnung,
mX+k x+kpe, =0,

mytkyy—hkaoe =0,

. . (11.51)
Ja l’ﬂx +JP Q(Dy —kzl )4’+k22 (ﬂx = 0,
Ja (;0-), —Jp !260,( +k21 X+k22 1(/)}1 =0Q.
In Matrixschreibweise lauten sie
Mx+QGx+Kx=0, (11.52)
mit der Trdigheits- bew. der Steifigheitsmatrix
m 0 0 0 k] 1 0 O k] 2
0 m 0 0 ¢ k] 1 #kl 2 0
M= , K= (11.53)
O o J, 0 0 —kp kp O
0O o 0 J, ka0 0
und der gvroskopischen Matrix
0 0 0
00 0 )
G= 00 0 g, (11.54)
00 -7, 0
Dic Schief~Svmmetrie der gyroskopischen Matrix,
G=-G', (11.55)

bewirkt (hier in linearer Niherung) den in Abschnitt 11.2.1 erwihnten Kreiselettekt (s. auch
GL (11.45).

11.2.2.2 Komplexe Form der Bewegungsgleichungen

Bei isotropen und isolrop gelagerlen Roloren ist es wweckmiBig, die (Quer-)Auslenkungen
komplex zusammenzutassen (vgl, Abschnitt 9.3.4), Erstens halbiert man die Anzahl der Be-
wegungsgleichungen, zweitens lassen sich kreisformige Bewegungen leicht deuten.
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Multipliziert man die zweite und die vierte Gleichung {11.51) mit j=+-1 und addiert sie
zur ersten bzw. dritten, so folgen mit

xi-(x+7y), o=(oc+ioy) {11.56)
die beiden komplexen Bewegungsgleichungen

mi+kpyx—jk;e=0,

L . ) {11.57)
o O— 2T, ¢k e+jkyx=0.
11.2.2.3 Eigenschwingungen
Mit dem Lésungsansatz
(x.0)= (&)™ (11.58)
folgt aus (11.57) das Eigenwertproblem
{ 2 . -
ky—mao -ik X
! I S ]=0 (11.59)
jkg] k22+!2jp6')*.]a(0~ 9

mit der Frequenz @ als Parameter. Die Frequenzgleichung — die Koeffizientendeterminants
muss verschwinden! — lautet (mit k5 — ko1, vgl. (11.49))

(k] {=me? Y kg + 02 =1 0 ) — kb, (11.60)

ausmultipliziert:

flo)=mi,0f —Qmi, & —(mky +J, kYoo + 2k T, 0+ (k) oy —kﬁz):o.(u.ﬁu
(Wir benutzen /(@) unten als Abkiirzung.)

11.2.2.4 Diskussion der Ligenldsungen

Die formelmiBige Lsung dieser Gleichung vierten Grades ist zur Diskussion der Wurzeln
nicht geeignet. Deshalb dividieren wir (11.60} durch mJ, und erhalten mit den Hilfsfunktio-

nen

k , k J .
g {m)= [A—wz) (@)= (%+Ql—pm —0)2] {11.62)

m “a “a

und

- : ke ke ki
glo)=g(w) g (w). g(0)="12 12 (11.63)

mJ, m.J,

an Stelle von (11.60)
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(11.64)

Dic Hilfs[unktionen gy {), g5 (@) haben dic Nullstellen

k k
gi{@):o;=— =L @=L, (11.65)
I m

- 2
f\f[QJp) +dkyy J, 427,
2J,

2 (@) wy =

L

(11.66)

2 )
\}(Q.Jp) + 4k + 402,
2J,

Wy =

Bild 11-12 zeigt (zu angenommenen Zahlenwerten) die Funktionsverliufe g (@), g2{e)
und g(e) mit den eingetragenen Nullstellen @y, ..., @) . Die Eigenfrequenzen w, liest
man als Schnittstellen von g () mit der horizontalen Geraden klzz / (mJ a ) ab, vgl. (11.64)
und das Bild.

Man sieht: Wegen (11.63), gibt es stets zwei negative Eigenirequenzen: @y, ¢» und zwei
pusitive: e, ey . Aus Diagraminen der Art von Bild 11-12 liest man fir den allgemeinen Fall

fiir die GrdfSe nach geordneten Eigenfrequenzen o, ab:

<min (@, @ max (@, @y ) <@y <0,
@ (@, 04 ), ax (@, @y ) <o (11.67)
O<ay<min{eg, oy ), max{eg,op)<ao,.

Zu den Figenfrequenzen @ erhidlt man aus (11.58) mit (11.59) die Figenschwingungen:

el ISP G0t _ 2 Ta82(04 ) oy (1.68)
o) lmglo) L =ik '

Dabei stehen Q}{"'Z als komplexe Konstanten (Zeiger, vgl. Abschaitt 1.2.2); bei Q}C wird mit

der oberen Zeile von (11.68) und der Abkiirzung g (@) gearbeitet, bei Qf mit der unteren
Zeileund g; (@).

Bild 11-13a, b zeigen jeweils komplexe x — bzw. @ —Ebenen mil angenommenen Konstan-
ten Cj zu positiven @; und g (@, )>0bzw. g (@, ) <0, vel. Bild 11-12. Fiir die Drehzei-
ger x(7) und @(7) gilt

Jloptrap a2

x(t)=fe 1, p(r)=peltenen), (11.69)
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WO

F=kyy . oy =are(Clay ). (11.70)

cll. o=mglo)|ch

kS /mJ,

Bild 11-12
Lage der Eigenfrequenzen

Bild 11-13
Umlautende Eigen-
schwingungen

(E‘T)k . Moment-

aufhahme zur Zeit ¢
fur g, (@, )>0,
Teile a, ¢, und fiir

g, ()< 0, Teile b,
d; a, b komplexe
Zeiger: ¢, d in die
Bildebene geklapple
Biegelinien (nicht
malistiblich)

Bei positiver Eigenfrequenz ; laufen die Zeiger und damit die auf der gebogenen Welle
sitzende Scheibe auf Kreisen im Drehisinn von (2 um, bei negativem oy dagegen (man

spricht von Gleich- bew. Gegenlauf). Die Biegelinie der Welle bleibt in der Ebene, die durch
das umlaufende 5(!) und dic gerade Ausgangsuchse aufuespannt wird, vel, Bild 11-13¢, d.
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Da 2=, nur als Sonderfall gilt, wird bei einer Eigenschwingung die Welle fortdauernd
gehogen oder "gewalkl". (Eine innere Ddmplung der Welle wirkl sich dabei umso stirker aus,
je gréfler |.Qfa)k| ist.)

11.2.2.5 Drehzahlabhiingigkeit der Figenfrequenzen
Wegen der Kreiselglieder .J,... in den Bewegungsgleichungen (11.51) bzw. der Fre-
quenzgleichung (11.61) hingen die Figenfrequenzen ay bei J), >0 deutlich von der Dreh-
geschwindigkeit ab. Um einen Uberblick iiber die Zusammenhiinge zu gewinnen, berechnen
WIT @ (.Q) zu gewihlten Rotorparametern numerisch:
Habe die Scheibe mit der Masse # den Radius R. Dann gelten
co p2
J,=05mR undJ, -8, J,, (11.71)

wo &, = 0.5 fiir eine sehr flache Scheibe und &, = 0.5 fiir eine breitere gilt, {In der Kreisel-
theorie spricht man bei &, <1 von einem abgeplatteten, bei @, >1 von einem gestreckten
Kreisel.

Als Referenzsystem fiir cine dimensionslose Form der Frequenzgleichung gelte der Kragbal-
ken nach Bild 11-11 mit einer Punkt-Endmasse s (an Stelle der Scheibe).

Fiir seine Figenfrequenz gilt
k . 3ET
Dp = '—Hmlth = (11.72)
b7 I

w=dag, Q:QwR, R=R-1,
by =k thp =4k =k fhp =20, iy =k [ hp =413

Mit
(11.73)

folgt aus (11.61) — nach Multiplikation mit 6 — die dimensionslose Frequenzgleichung

36, R i* 3R 00 ~(8+126, B |#* <12 @ 6+8=0. (11.74)

Bild 11-14 zeigt die numerisch gewonnenen Eigenfrequenzverliufe &, (!:7) zu den in der
Legende genannten Parametern. Bei (2 = 0, also ohne Kreiselwirkung, gelten

&1 (0) = -, (0), @3 (0)=-d5(0). (11.75)
Mit zunechmenden €2 #ndern sich die Eigenfrequenzen — durch die Richtwirkungen von
J, €2 — in charakteristischer Weise: @ und @, nehmen — dem Betrage nach — ab, @y
wiichst schwach, @, ist bei groBerem €2 an £2 gebunden, bei &, =2/3 gilt @, > 2, bei

&, =3/2 bleibl @y < 2.
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11.2.2.6 Das asymplotische Verhalien der Figenfrequenzen fiir grofle Drehgeschwin-
digkeiten

Das Verhalien der Eigenfrequenzen iy, (f)] [iir €2 —» o kann man aus den Bewegungsglei-

chungen (11.32), (11.57) oder der Frequenzgleichung (11.74) oft verhiiltnismiBig einfach

ermitteln, Die gewonnenen Zahlen bieten Orientierungshilfen, auch bei umfangreicheren
numerischen Studien komplexer Systeme.

Wir zeigen das Vorgehen anhand der Frequenzgleichung und weisen auf das Arbeiten mit den
Bewegungsgleichungen (11.52) nur hin.

Ein Blick auf den Verlauf von é, [f)) legt fiir £2 31 den Ansatz,

wy =3[ 02 (11.76)

nahe.

80 : : 40

60 30
c?jk c?jk

40 20

20 10

0k 0

-20) 20 530 40 ) -10) W 20 30 40 )

Bild 11-14: Tigenfrequenzen di, 7u R =02 unda &, =2/3.b @&, =3/2

Einsetzen von (11.76) in (11.74) liefert fiir o> (.@) nach Umstellung die Gleichung

12 Ray=-8+(8+120, & )a«/!) 3R /P30 R ol [ O (11.77)
In erster Niherung folgt aus (11.77), vgl. Aufgabe 11-10,
: 2 _
Gy = ———. (11.78)
IR

Bei a 4 (.Q) 2ilt sicherlich ‘o| « 2. Division von {11.74) durch €2 liefert nach Umstel-

P

lung
(3R -12R)=|36, &' ~(s+126, B}’ +8}/(f}53). (11.79)

In erster Niherung folgen aus (11.79), vgl. Aufgabe 11-10/Aufgabe 11-11,



11 Rotorsystems

Bei @y (f)) setzen wir an

(54 =y 2

und erhalten aus (11.74) nach Umstellung

(36, Ry -3 R )=(8+12 @,‘EE)/(@ é2)—12 R (e Q)

Daraus folgt in erster Niherung, vgl. Aufgabe 11-10,

b, = 5l6,

11.2.2.7 Erzwungene Schwingungen
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(11.80)

(11.81)

(11.82)

(11.83)

Enthilt die fliegend gelagerte Scheibe nach Bild 11-11 eine Unwucht mit der Exzentrizitit
#, » vel. Bild 9-3, sel jedoch gerade auf die Welle autgesetzt, kommen in den Bewegungsglei-

chungen {11.52) die Flichkraftterme wie in {(9.43) hin (vgl. Aufgabe 11-12);
mitkyx+kye, =mn £2° cos (2,

my+kyy—hoo, =mr, 27 sin (2,
oy bty !2¢3.'_k21y+k22 Py =0,
Ju £;5v+.fp.(2(,bx —k2] x+k22(py =1{}.

In komplexer Form, vgl. (11.56), (11.57), lauten sie

mithyy X = jhyyp=mi, £

Su =iy @rkoyp+ jhy x=0.

Mit dem Lisungsansatz

B ) e

(x.0)=(2¢

folgen aus (11.85) und der Frequenzfunktion f{@) nach (11.61)

%
mr, £2

(& @):f(—!?)

Die Zeiger x und « laufen mit dem Rotor "eingefroren” um.

(kzz + (1, =0, )=k ).

(11.84)

(11.85)

(11.86)

(11.87)

Resonanzen treten an den Nullstellen des Nenners auf. Der verschwindet bei den Eigenfre-

quenzen @y . Da (2 >0 gilt, kommen nach Bild 11-14 nur die Resonanzzahlen

2=gnund 2=y

in Frage.

(11.88)
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Bei O, <1 liegt jedoch é (£2) oberhalb @, vol. die Gerade @ =2 in Bild 11-14a und

Gleichung (11.83); in diesem Fall gibt es nur die Resonanzstelle 2 =@,

Bei @, =1 gibt es einen Schuittpunkt von (!3) und & =2, vel. Bild 11-14b, beide

Resonanzstellen (11.58) sind méglich.

11.2.3 Reelle Form der Kreisel-Bewegungsgleichungen

Der Ubergang von den (reellen) Bewegungsgleichungen (11.52) ff. zu den komplexen Glei-
chungen (11.57) bringt uns bei isotropen und isotrop gelagerten Rotoren Vorteile.

[tn allgemeinen Fall symmetrischer frdagheits- und Steifigheitsmeatrizen M bew. K und schicl-
symmetrischer gyroskopischer Matyix G nach {11.54), (11.55) muss man mit {11.53) arbeiten.

Fiir die Figenschwingungen erhilt man, vgl. Abschnitt 10.4.2, mit dem Ansatz (10.40), d. h.
x = Xexp(Ar), das Eigenwertproblem

(M,J12+QG1+K].{-:0 (11.89)
und daraus dic charakteristische Gleichung
A(_;i):O.woA(}L)::det(zWﬂ,2+QG/1+K). {11.90)

Solange das System {11.53) keine Diampfung enthélt, sind die Losungen A, von (11.90), rein
imaginir:
Ay = jey, (11.91)

vel. das Anwendungsbeispiel in Abschnitt 10.2. Um das zu zeigen, ersetzen wir (11.53) durch
das Dgl-Systemn crster Ordoung

HRAEe

Aa=Bu, {11.93)

abgekiirzt:

WO
Al =4 BT =B detd=0, detB=0. (11.94)
Dem Eigenwertproblem (11.59) entspricht
(41-B)&=0. {11.95)
Sei (A, &, ) eine Figenltsung von {11.95). Dann gilt
A Ay = By . (11.96)

~

Multiplikation von links mit &" = & " liefert
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Apap=hy, wo ay =i AR, b =10y Bii, . {11.97)
Transponiert man die rechten Seiten von gy, &, und geht danach zum konjugiert komplexen
Ausdruck iiber, 4 und B sind reell, lolgt wegen (11.94), 5
G =ay, by=—b. (11.98)
Demnach ist o, reell und &, rein imaginir, und aus (11.97}, folat
Ay = Jay . (11.99)
Die Eigenvektoren &, sind komplex, s. Aufgabe 11-11.

Sei (A, #;), neben (J;, ), eine zweite Eigenldsung von (11.93). Wir multiplizie-

#

ren (11.96) von links mit & und die (11.96) entsprechende Gleichung mit #j :

A i Ady =& By, Ay Ay, =i Bi,. (11.100)
Transposition und komplexe Konjugation des rechten Ausdrucks lelert
A by A ——ii B . (11.101)
Addiert man (11.100), und (11.101), so folgt
(A + 4 )8 Ady =0brw. (e —o, )it Ady (11.102)
letzteres wegen (11.99).
Demnach gilt: Im Sinne des komplexwertigen Skalarprodukts
(it ) (=07 Ady (11.103)

sind die zu zwei verschiedenen Ligenfrequenzen @; # @, gehdrenden Cigenvektoren ortho-
gonal:

u; L ag, falls o # oy, (11.104)
s. Aufgabe 11.16.

11.3 Aufgaben

Aufeabe 11-1: Kontrollieren Sie die Gliltigkeit von (11.11) fiir den Fall identischer Lagerbi-
cke.

Aufoabe 11-2: Deuten und diskutieren Sie die mit {11.24) und (11.25) gewihlten Parameter.
Stellen Sie Uberlegungen fiir Variationen an,

Aufgabe 11-3; Ilabe die Steifigkeitsmatrix K, in (11.25), die Eigenldsungen («;, k;} mit

Ky ki=x; k;. (11.105)
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Zeigen Sie: Wegen des spezicllen Aufbaus der Bewegungsgleichungen (11.9) £ licgen fiir
1> 0 und ohne Didmptungen die Figenschwingungen jeweils in der & — oder ky — Fbene ;
vl Bild 11-4, Kamm man dies ausnutzen, um die Ldsung des Figenwertproblems zu verein-
fachen?

Aufzabe 11-4: Zeigen Sie flir den Fall isotroper Lagerung (Fall % =0 in Tabelle 11-1}, dass
die Cigenschwingungen zur jeweils gleichen Frequenz so zusammengesetzt werden kdnnen,
dass die Punkte S, A, B von Scheibe bsw. Lagern aul Ellipsen in oder gegen die Wellendreh-
richtung umlaufen.

Aufgabe 11-5: Kontrollicren Sic den Umlaulsinn der Punkte S, A, B in Bild 11-5 anhand der
Eigenldsungen (/'TA ik) aus Tabelle 11-2.

Aufgabe 11-6: Sei n (11.38) — abweichend von (11.39) — der Kérper unrund, /|7 #./5;.
Schreiben Sie flir diesen Fall die (11.44), (11.43) entsprechenden linearen Bewegungsglei-
chungen an, dic mit o= ¢, vel {11.34), explizit mit der Periode T =x/€2 von der Zeil
abhingen.

Aufgabe 11-7-Kontrollieren Sie die Gleichung (11.47), insbesondere im Hinblick auf die
Vorzeichen von ¢ und M _.

Aufeabe 11-8: Will man in (11.47), und (11.48), die negativen Vorzeichen in (x, ~¢JJ,),

(Fx, fM_y) vermeiden und mit ( X, gpy), (F_,C,M_y) arbeiten, muss man in (11.48). die Stei-
figkeitsmatrix enisprechend abiindem, zum Beispicl K| = K in (11.48); von K, in (11.48),
unlerscheiden und dann das Potential {7 parallel zu (11.50) ansetzen. Ermilleln Sie aul solche
Weise die Bewegungsgleichungen (11.51).

Aufgabe 11-9: Statt beim Ubergang von (11.51) zu (11.56) zu addicren, kann man auch sub-
trahieren, dann die Lésung parallel zu (11.58) mit einem rechtsdrehenden Zeiger ansetzen,

alle Uberlegungen gewissermalien "spiegelbildlich” abhandeln. Erhilt man auf diese Weise
anders ablaufende Eigenschwingung?

Aufgabe 11-10: Driicken Sie in (11.70) die Konstante C} durch C; aus.

Aufoabe 11-11: Die fliegend gelagerte Kreiselscheibe nach Bild 11-11 hat offensichtlich den
Freiheitsgrad vier, vgl. die Bewegungsgleichungen (11.51), Dann muss man achi Anfangsbe-
dingungen fir x(0}, ¥(0), ¢, (0), @, (0), %(0), #(0), @, (0), @, (0) vorgeben. Selzen Sie
mit den vier komplexen Cigenschwingungen nach (11.39) die entsprechende (allgemeine)
Lésung an.

Aufgabe 11-12: List man die Bewegungsgleichungen (11.51) direkt, also nicht tiber (11.56})
usw. komplex, so crhilt man achs Eigenlsungen. Wic hiingen diese mit den komplexen zu-
sammen (vgl. Aufgabe 11-11)?

Aufgabe 11-13: Man kann die beiden Biegeformen nach Bild 11-13a, ¢ und Bild 11-13b, d
dadurch unterscheiden, dass die Subtangente s, der Biegelinie auf der vom Lager abgewand-
ten Seite der Scheibe liegt, s, >0, bzw. auf der dem Lager zugewandten Seite, s, <0 .
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Schreiben Sie fiir die Eigenschwingungen (11.68) eine Formel fiir s, ((uk) an, vgl. Bild
11-15.

Aufgabe 11-14: Zeigen Sie fiir die fliegend gelagerte Kreiselscheibe nach Bild 11-11, dass es
7u Gleich- und Gegenlauf jeweils die Eigenschwingungen mit positiver und negativer Sub-
tangente gibt.

Aufgabe [1-15: Lrghnzen Sie die Frequenzverliufe &, (!}) nach Bild 11-14 fiir negative €2,
also fiir das Intervall =50 <2 <0,

Aufoabe 11-16: Ermitteln Sic durch Rekursionen hdhere Nidherungen fiir die asymplotischen
Entwicklungen (11.77), (11.79), (11.82} und erhellen damit die Kurvenverliufe in Bild 11-14.
Aufgabe T1-17: Zeigen Sie, dass die asymptotischen Eigenfrequenzen cﬁl, (;"33 in (11.80) da-
durch entstehen, dass der Drall ./, (2 wie eine Parallelfihrung, oder Winkeleinspannung,
des freien Wellenendes wirkt.

Aufgabe 11-18: Ergénzen Sie die kinetische Energie nach (11.47) um Unwuchtterme und
stellen sodann die Bewegungsgleichungen (11.84) nach Lagrange auf.

Aufeabe [1-19: Wie dndern sich die auf Gl. (11.87) folgenden Resonanzaussagen bei Umkehr
der Drehrichtung (vgl. Aufgabe 11-9)?

Aufeabe [1-20: Kontrollieren Sie die Aussage (11.97);: — (11.98), 2.
Aufgabe 11-21: Sei von der Eigenldsung (A, %, )=(j o, &) der Realteil X34 =ReX,
bekanmnt. FErmitteln Sie aus (11.89) oder (11.96) den Imagindrteil x,; = Im Xy, .

Aufeabe 11-22: Untersuchen Sie die Orthogonalitét der Cigenl&sungen des Beispiels 11.2.2
im Sinne des Skalarprodukts (11.103). (Kinnen Sie dazu geometrisch anschauliche Deulun-
gen entwickeln?)

Bild 11-15
Subtangente: $—@-5,

12 Dreh- und Torsionsschwingungen

Wir benutzen Drehschwingungen und Torsionsschwingungen in der Regel synonym. Bei
einer ungleichlrmig drehenden Windmithle wird man jedoch von Drehschwingungen spre-
chen, wihrend man Torsionsschwingungen vorzieht, wenn bei dem Vorgang eine Welle tor-
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diert (verwunden, verdrehr) wird. Auch bei Kolbenmuschinen spricht man von Dreh- oder
Torsionsschwingungen, wobei die Kurbelwelle in sehr verwickelter Weise verbogen und
verwunden wird, was man unter einer Torsion ndherungsweise (1) zusammenfasst. Bei einem
Verbrennungsmotor kann ein Zylinder — die dazugehéirigen beweglichen leile — unter Um-
stinden gegen den anderen Zyiinder schwingen. Die Abweichungen der Bewegungen des
Kolbens, des Pleuels vom regelméBigen Lauf infolge der Drehschwingungen "ihres" Kurbel-
zaplens werden dann einlach als Drehschwingungen gesehen.

12.1 Aufgabenstellung, Symbole

Drehschwingungen treten bei vielen Maschinen auf. Bild 12-1 zeigt einen Motor, der lber
eine (ldngere} Welle eine Kreiselpumpe antreibt, Hier kann der Anker des Motors gegen den
Lauf der Pumpe schwingen, die Welle wirkt als Torsionsstab (Drehfeder).

Bild 12-1
i
i L z Pumpensalz

Werm man genauer hinguckt, sieht man, dass die Drehschwingungen des Ankers auch mit der
Llekirik des Motors verkniipft sind. Wir gehen darauf nicht ein und lassen diese Wechselwir-
kungen auBer Acht. Ahnlich — fast noch verwickelter — sicht s beim Pumpenlduler aus:
Drehschwingungen des Liufers dndem die Anstrémwinkel, die gepumpte Fliissiglkeit
schwingt mit usw, Auch diese Effekte bleiben unbeachtet,

Zur Untersuchung der Drehschwingungen eines selchen Maschinensatzes zeichnet man dann
ein Ersatzsystem nach Bild 12-2a oder b.

Dabei steht J tlr eine Drehtragheit (Massenmoment) und k7 fiir eine Torsionssteifigkeit.

J i A J [ g
? l T Q- T4 T T7% Bidi122

$ (J_) J_ 1 Schematische Darstellungen von
a b Drehschwingern

Bild 12-3
Schiffsantrieb
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Beachtet man beim Schiffsantrieb nach Bild 12-3 nur die Verformungen der Propellerwelle,
so erhiilt man wieder ein Modell nach Bild 12-2, wobei J; die Drehtrigheit des Propellers

(evtl. mit einem Huasserzuschiag) und J, die des Motors bezeichnet. Berlicksichtigt man

dagegen die Verformbarkeit der Kurbelwelle — und das muss man tun, wenn hohe Erregertre-
quenzen vorliegen —, so erhiilt man ein Ersatzsystem nach Bild 12-4 (6-Zylinder-Motor).

Enthilt das Aggregat ein Getriebe, so gilt im einfachen Fall ein Ersatzsystem nach Bild [2-5,
waobei zunichst offen bleibt, ob die Drehtrigheiten der Zahnriider beachtet werden oder nicht.

6 Zylinder

1 (TTILD]

1989997

J} (I) 664844
Bild 12-4

P'ropeller Schwung- Ersatzsystem [Ur Schillsantrieb mit 6-Zylinder-
scheibe Votor
Getriche
/krw

Bild 12-5

Drehschwinger mit Getriebe

12.2 Drehschwingungen eines Systems mit einer Ubersetzung
Aufeabe: Das Drehschwingungssystem nach Bild 12-6 besteht aus zwei Drehmassen J,,J;,
zwei {Torsions-)Wellen mit den Steifigkeiten kyq,ky> und einem Zahnradgetriebe, dessen
Réder die (Teilkreis-)Radien 7,7, haben. (Die Drehtrigheiten der Zahnrider werden hier
vernachlissigt.)

Gresuchr werden die Eigenfrequenzen und die Figenschwingungsformen (der freien unge-
dimpften Schwingungen) des Systems.

Bitd 12-6: Drehschwingungssystem. a Lrsatzsystem, b Drehwinkel
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Lisung:

12.2.1 Aufstellen der Bewegungsgleichungen nach Lagrange (s. Abschnitt C.2.3)

Koordinaten

Wir fithren an den vier Wellenendpunkten § dic Drehwinkel gy cin, vgl. Bild 12-6b. Der
Systematik halber erhalten alle @; die gleiche Drehrichiung als positiv. (Der Doppelpleil
steht filr eine Drehung im Sinne einer Rechtsschraube.) Bei ¢, =0, i=1,....,4 sind die
Wellen momentenirei.

Ubersetzung

Am Getriebe gelten die Ubersetzungsverhiltnisse

b3 =22 oder iy, =22, (12.1)
P 2]
iry = 1fisn (12.2)

Lisst man (12.1) nach @, bzw. @5 aul, erhilt man

@y =iy;3 03 und @3 =550 @, (12.3)

Mit den Radien » und # aus Bild 12-6 gelten

¥ I
S VAR (12.4)

b3 .
I"z F3

{Nattirlich kann man statt r, #; die Zihnezahlen z, bzw. z; setzen.)
Kinetische Energie
R Y R n
1 :EJ] @i +5J4 @y (12.5)
Potentielle Energie
.1 21 2 P
U :Ekn (@2 —) +§krg (pa—3)" (12.6)
Wir eliminieren sofort ¢ mit Hilfe von (12.3)

1 2 1 : .32
U=—ky, (p2-w1) +5krz (s —w2i30)"- (12.7)

{Hier muss natiirlich spiiter iy;9 — -1 /1y gesetzt werden.)
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Lagrangesche Gleichungen

Nachdem aus (12.6) p; eliminiert ist, lauten die generalisierten Koordinaten:

9 =P q2 =43 = P4 (12.8)
Man erhilt aus d.er_er +E?_b =0
dt 3qy fay  Oa
fiir g, : Jy @+ (o -2 )=0, (12.9)
flir g : kr, (90— ) =132 kr, (4 —w303,9) =0, (12.10)
fiir g5 : Sy Gy Ve, (04— 028372)= 0, (12.11)

Mit (12.9), (12.10), {12.11) liegen drei Gleichungen filr die drei Unbekannten ¢, @5, @4 vor.

Die Gleichungen (12.9) und (12.11) sind Differentialgleichungen, Gleichung (12.10) ist eine
algebraische Gleichung (Momentengleichgewicht am Getriehe). Aus (12.10) lolgt

2 ,
(f‘(’n +59 sz )gﬂz = /fr] @+ ’(TE a4, (12.'2)

und damit aus (12.9), (12.11}

k iir kb
J]é?l]'f'krl[l— :I J( = 327N

] 3
7 +iys0 sz le +1300 kTZ

) 2
3 n ik,
zusamimengefasst:
2 .
. Bk kr B0k, kr,
J1 @) + 2, 4”1—}( 2 iy =0,
+ - i
T T2 A, ik, (12.13)
312 hp kr, kr, kr,
oGy — @+ 5 @y = 0.

5
kTI +134,'2 kTi’. le +Z3/2 k;r‘2

In Matrixschreibweise lauten die Bewegungsgleichungen

h .. \
(J] OJWJ* kr, kr, z; 5 *t;n) @1}_ (12.14)
0 L N\&2) kp + Bk, \ i P4
und haben damit die allgemeine Form {10.39)
Mi+Kx=0, (12.15)
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2 .
x—((p]] M_(J‘ 0] Ko tnke &2 i (12.16)
\@4 O J-’I- kTL +1.;3’2!r'3 kTZ gis;‘z 1

12.2.2 Bezogene Schreibweise

Mit den BezugsgriBen
kT krﬁ .
kTR :+ JR S50wW1e wp = "lkTR/JR (1217)
le +l§"¢'2 kTZ
gelte
Jl:'}]JR’ .1’4 :.j4.jR, ITZCUR{, (')(\201()/6{? (1218)

Dann lawet (12.14)

- i 20 2 . h B
(J‘ P}(W‘] L Bz Thn (‘Plj—o_ (12.19)
0 J4 L Pq ‘*5'3 /7 1 (2

Wenn man will, kann man f;» aus (12.4) hier einsetzen:
Ji 9 2 N (i’z/@)" Bl [Q’l]_a (12.20)
0 J4 )| . i 1 Py
Z -

12.2.3 Eigenwertproblem
Der e —Ansatz, vgl. (10.40), fijhrt zu

x—[@}—eif[@} (12.21)
24 120

Aus (12.20) folgt damil das Eigenwertproblem

[j|j2+(r2 iny nin }((/}] ]—0. (12.22)
Py iy Jyat 11 s
mit der charakieristischen Gleichung:
A(A) =y Jy A* +(j] +Jy (1 /ny )3),12 - 0. (12.23)
Sie hat die Doppelwurzel
Ap=0 (12.24)

sowie dic rein imagingdren Lésungen
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A =jdy. Aq=—jdy, wo & = (12.25)

Zu Ay =0 folgt aus (12.22)

. . 2 A
(m/n) min [ﬁf’l] 0, (12.26)
ryin L APy

. 1 .
((f"] _-( joder(f"} _-[’3 j (12.27)
P4)y \2in Pyly \T

Zu @y folgt aus (12.22)

—j] /’j4 ] l’f‘?’ 3
2. 901} =4, (12.28)
‘ e ~(r2/r3]LJ4/J1' D44
also der Eigenvektor*

5 o f D g,
(?"] _[iﬂ,’? J odcr(i”l] |24, (12.29)
Pah \Nide i)y A\

Die allgemeine Losung von (12.19) lautet, vgl. {10.61},

also der Eigenveklor”

komplex:
(‘7’1]—[(’?‘} (c(,+ﬁof)+[(f)‘] (cr e ey ei®t], (12.30)
Pa P4 Jy P )0
reell:
~ ‘/ ~
[Wl } =[f’l] (CU +!~2{,f)+L?'} (‘7c] cos oy 7+ ay sina t]. (12.31)
P/ NP4y Pa i

Hinweis 1. Wegen der Doppelwurzel £ =0 enthalten die allgemeinen Losungen (12.30),
(12.31) nicht nur die konstanten Ldsungsanteile x! = (. ¢y _)0 ¢y, die besagen, dass die
Nulllage des Systems nach Bild 12-6 nicht festgelegt ist — also iiber Anfangsbedingungen
vorgeschrieben werden kann —, sondern auch den sogenannten scikularen Anted

x= (.8 )y P,

" Bei der jeweils 2. Form miissen die Fakloren ¢; oder ¢; in (12.30)/(12.31) die Dimensionen anpas-
sen!



180 IV Rolorschwingungen

der bedeutet, dass das System auch mit ciner frei vorgebbaren Winkelgeschwindigkeit
2 = _(:?0 @y drehen kann.

12.2.4 Schwingungsformen
Um die Schwingungsformen darstellen zu knnen, miissen fur die Parameter Zahlenwerte
gegeben sein, Wir withlen:

rim=4/5=08, J/J, =3/2=15.

Damit lauten die Eigenvektoren

Ten e
LP4q 0 -0.8 [ | 1.3

Zur Darstellung braucht man auch @, und @, . Aus (12.12) folgt

i R I3iz klf‘z

~

Py

~

@

= 2 @ 2
kri +l3‘4'2 kTE kTi +13;2 krz
@ o in -k;—z / /ch s

]+(I'2 :"r3)2 sz ";le 1+(?’2 4/?3 )2 kTZ /kTi -

Um ¢, [estzulegen, braucht man auch den Wert von &y, /ky, . Wir withlen kg /kr, =1.8.

Mit den Zahlenwerten erhilt man aus (12.33) und (12.3),

fiir 4y =0: ¢y =1, Gy =108
(ir & : @y =—0.631..., 3 =05055._.
Als Spaltenmatrizen lauten die Schwingungstormen:

@ 1 @ 0.8 )
5 1 D —0.631
ol O T el B (12.34)
e —0.8 g 0.5035
@y n 08 D4 ! 1.5

Man trdgt das Ergebnis in Schemabilder ein (vgl. Bild 12-7).

Beim Eigenwerl Ay, Bild 12-7a, treten keine Wellenverwindungen aul. Bei der Eigenlre-
quenz @ schwingen die Drehmasse J; und J; gzemil dem Ligenvektor ¢, vgl. (12.34),,
gegeneinander. Man entnimmt dem Cigenvektor, dass in der Welle | ( le ) ein Knaten liegt,

an dem die Welle stillsteht. (Hilt man das System am Knolen einer Figenschwingung [est,
dndern sich die betreffende Eigenfrequenz und Eigenschwingungsform nicht.)
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@
|
o) T
0 1 Bild 12-7
O T Eigenformen der
0 Drehschwingung,
4 - afiic Ay — 0,
a .8 b fiir &

12.3 Reduktion von Drehschwingern auf eine Welle

Vor allem bei Drehschwingern mit mehreren Ubersetzungen ist es hiufig vorteilhaft, den
Schwinger auf eine der Wellen zu reduzieren.

Bei dem Schwinger aus Abschnitt 12.2 berlicksichligen wir jetzt auch die Massenmomente
J5 und /5 der beiden Zahnrider,

oIy
?/ s T -

- 4
- (L Rild 12-8

Drehschwingungssystem

Bild 12-8 zeigt das so erglinzte System mit den vier Massenmomenten Jq, J5, J4, J,, den
beiden Drehsteifigkeiten k7, &z, . Die Drebungen werden durch die vier Winkel

@ (92, @5, (04 erfasst.

Reduktion des Drehschwingers auf die Welle 1
[iir die kinetische Energie gilt, vel. (12.5)

o] L2 ] 2] 21 2
T==J1¢f +=Jap5 +=Jz5 +=J4 67, 12.35
AT E L  R L ( )

fiir die potentielle Energie, vgl. {12.6}

o1 201 p .
U=_knlo2—a) +hn(oa-as). (12.36)

Fir g gilt gemiil} (12.3), (12.4)

@3 =f092, Ln=-nin (12.37)

Falls die Wellen (torsions-)starr sind, sich infolge von Momenten also nicht verformen, ist
f3;» das Ubersetzungsverhéltnis von Welle 2 gegentiber Welle 1. In dem Fall gilt auch

P4 =3 =32 00 =R 9.



182 IV Rolorschwingungen

Man sctzt fiir dic verformbare Welle
@3 =5,20%, 4 =12 P4 (12.38)
dabei sind @7 und ) reduzierie Winkel.

Finsetzen von @5 o4 gemiB (12.38) in Tund U nach (12.35)/(12.36) liefert

1 s L 5 1, o .2 1, .2 %
T=24 ¢f+5J2€0§+;(’3.f'2) J3{€0§) +5(512) J4(¢’i)
= - - (12.39)
1, 21 AR R T T PR By g '
=7 (012+5(J2+(13x2) J_z)(ﬁ’;JrE(l_%:’z) J4(¢’5) ;
und
Co 1 2 1 . - 2
U=y (2 —m) Sk (13:3 P4 — b2 4”§)
2 ' (12.40)

2

1 2, 1 RV
:Ekr. (2 -9) +§’fr2 (53/2) (@5—@) -

Diese Gleichungen kann man als Gleichungen fiir die Rildwelle gemili Bild 12-9 anschen.

i 1

Jl AN 2 r o
\? P ?/ A ?/
) & (I) @y oy J) @ Bild 12-9

Rildwelle

Bei der Reduktion aul Welle 1 bleiben gy 5. /) und k7 erhalten. An die Stelle von @1, ¢y

treten @3 (= ;) und @} . Man erhéilt die reduzierten Mussenmomente (Drehmassen)

.15:.]2 +(I.3_;‘2)2J}:Jz +(r2,"r3)2_]3’ J‘g:(fs’fz)z .]4:(P”2ff3)2.f4 (]241)
und dic reduzierte Drehsteifigkeit
R 2 2
k;z :(1'3!.'2) kTZ :(f’z y"}’_)’) kTQ' (1242]

Fiir das auf die Welle | reduzierte Drehschwingungssystem gemily Bild 12-9 erhilt man —
formal nach Lagrange oder elementar iber Gleichgewichtsbedingungen und Verformungsan-
siilze — die Bewegungsgleichungen

0 0 rp] kg —ky, 0 ¢1‘
0 U5 0|4y |k kpthn kL || ea|=0 (12.43)
00 Jy ¢ 0 4 e

T )
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12.4 Frzwungene Drehschwingungen

Wir nehmen an, dass auf den Drehschwinger nach Bild 12-10 (im allgemeinen Fall} die vier
Erregermomente A4; (1) wirken, wobei - zur Verwirrung! — M3(f) gegen die positive Ori-
entierung des Drehwinkels ¢y positiv gezdhlt wird, vgl. Bild 12-10a, b; die br. bedeuten
Dimpfung.

Gesuchr sind fiir das System nach Bild 12-10 das auf die Welle | reduzierte Bildsystem und
dazu die Bewegungsgleichungen. Fiir den Sonderfall M, =0,My=0,M,=0 und
M) = Mcoser  sollen die Amplituden-Frequenzgiinge  fiir  die  Winkelauslenkungen
?|> 3, ¢4 berechnet werden (Parameter vgl. Abschnitte 12.2 und 12.3). Die Dimpfungen
by; seien klein.

Hinweis I Flir das Torsionsmoment A gilt, vel. Bild 12-11,

M=br{gy—¢1)+kr (02 -1} (12.44)
Man kann dieses Moment in elastischen Anteil und Didmpfungsanteil zerlegen:
MY =k (py o), M™=br (1), M=M"1 M, (12.45)

pr
M, Tf’ kb 1 M, 2 J{ £
J) 1 s
Vi kfz bra T

M, | /J) M, #
a i A b -

3

-
o———0
| 5

Bild 12-11: Drehschwinger. a Ersatzsystem, b Drehwinkel

J,
kol 4 . . )
1 i @ Bild 12-11 M, M, f}ld& ]2] , »
o o Torsion mit ——— | = Momente ohne Porentia
e ————————— — = Diampfung an Drehmasse J

12.4.1 Bewegungsgleichungen (nach Lagrange)
Kinetische Energie (vgl. (12.35)

| , | , 1 . 1 .
T=—J ¢} +-J 3 273 # +o 4 5 (12.46)
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Potentielle Energie (vgl. (12.36)
1 2 Lo 2 -
Us=_ koo ) + by (oa 03] (12.47)

Yirtuelle Arbeiten

An der Drchmasse J;, Drehwinkel ¢, vgl. Bild 12-10, greilen nehen dem clastischen Anteil
des Wellenmoments, der mit der potenticllen Energic L7 in {12.47) erlasst s, noch von auffen
das Moment A (¢) und der Dampfungsanteil des Wellenmoments an,

M = by (92 -@). (12.48)
vgl. Bild 12-11 und Bild 12-12.
Bei ciner virtuellen Drehung ¢ wird dem System die virtuelle Arbeit

(s”/l = A‘wl ()‘(;01 + bT] ((;02 - r;f.)l )dqjl (]249]

zugefihrt. Entsprechend muss man sich die virtuellen Arbeiten zu den Drehungen
o, Sy, Oy Uberlegen. Die gesamte virtuelle Arbeit betriigt:

S = J‘/fl 5!'?01 +‘M2 (5(0’_)_ *JM} 5@3 +‘M4 5494
= by (¢ =@ ) (92 = 8y ) = by (2 — 3 ) Sy — 593 (12.50)

4
=Y 06,
il
Einfithren der reduzierten Winkel

Mit den reduzierten Winkeln ¢, = @} und ¢} aus Abschnitt 12.3 gilt
P3=ha @, 3= Gy 0@y =iy 0,

. . ' o . . ., (12.51)
P4 =By 204, Py Tl Oy =l 0Py
Damit erhdlt man aus (12.46), (12.47y und (12.50)

o Lo ] 2 2 12 ) R
{ ::Jl (Dl +;(Jg +l3’:2 ./3)([)2 +513"’2 J4 ((/)4 ] ) (ILSZJ

o] 2 12 : 2 .
U=k {¢2—) *3 5k (_fﬂi —fffz) ) (12.53)

SW = ."l/fl (5‘(/)1 +(A/fz —f3 i M3)§q02 + 4’1/]4 I‘3‘,r2 (Sljf)_}l_

(12.54)

by, (92 =1 )3y — 5 )~ 512 by, (ff’i *0‘"2)(5‘?5 — s )

Aus diesen drei Gleichungen ergibt sich die Bildwelle nach Bild 12-13,
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J .o Jy
*j’/ L
M, J} P J) M (g M) Bild i2-i3
: Bildwelle
Die Parameter lauten:
g, My, kT] , le wie bisher,
.2 .2 - .2
.]5 :.12 +553;2 .1’3, k;}l =139 kTE’ b;,-z =132 bT,_ y (12.55)
JME :AMz —1-3/'2 1M3‘ 1‘1/[_3 :.l‘:;/'z JW4.
SchlieBlich gewinnt man aus (12.52) bis (12.55) die Bewegungsgleichungen
N b —h 0 .
Jpoo 00 i) 7 7 )
0 J 5 {} ('.L.?z =+ —le hﬂ + b}j —b;: t’/-):)‘ +
0 o A r ¥ o
4 J\ P4 0 —sz brz @4 ]
. (12.56)
s _F — Ve
+ —k'rl kTi +kT2 —A.Tz (02 = ﬂ’fz
o) \ M}

0 -k
) 2
Hirmweis 2 Wenn die Dampfungen, wie hier, vollig parallel zu den Steifigkeiten wirken, kann
man, wie zu sehen, in den Bewegungsgleichungen die Ddmpfungsterme einfach parallel zu

den Riickstelllermen anschreiben, ohne den Weg liber die virtuelle Arbeit W 2u gehen.

.
k.

12.4.2 Zahlenbeispiel
Neben den Parametern aus den Abschnitten 12.2 und 123, n/r =08, J/J, =15,
kr, /kT] =1.8, gelte: J,/J; =02, J3/J; =035, Ginstige Bezugswerte sind
(12.57)

.]R—‘J], kTR‘—k:ﬂl, (GR—“fkTR/"JR, f;(UR[.

Damit folgen die Massenmomente (Drehmassen):

J=J) Jp =1.07g,

Ty =T 0y =(Jy viz, j3)JR (02408 -0.3)JR ~0.392J,, (12.58)

Sy =T g =3y g =082 (2737 Jp =0.284.7,

und die Dreh-Steifigkeiten:
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kry = kg keyg = 1.0krg

. 5 (12.59)
kﬂ A;"_)k :i§!r2 .’\'T,) kTR 208 ']..SkTR:.l.lsszR.
Die Didmptungen setzen wir proportional zu den Steifigkeiten an:
= krp o L5 ,
B=5""" K. mith=002, (12.60)
(]
Mit der Erregung
A{l 1
ML |=| 0 [Mcos2F = fMcos Q7 (12.61)
JMA’ 0
lautet schlicBlich dic Bewegungsgleichung:
Jp w0k M3+ap 5kﬂﬁ',§+km1?x:ﬁ?fcoséff (12.62)
&p
mit
Ji00) 0 0 o 10—l 0
M=l0 J5 0 |=[0 0392 0 |, K=-1.0 2152 -1.152],
0 0 J 0 0 0284 0 -L152 L1152 (12.63)
I T : T
B=bK, f=(10,0); x:((p],(pz,qoj) .
Dimensionslos lautet die Bewegungsgleichung:
ME1bR % K&=foos @i mit %= x/(M/kyy). (12.64)
Berechnen der erzwungenen Schwingungen
Komplexe Form der Gl.:
MIchRE+ R 5= fe/of, (12.65)
Lasungsansatz und Lésungsergebnisse:
&= 2SO0 (12.66)
Man erhiilt:
(E-Mf%/?_j-)l?)i—:f (12.67)

und
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=1

) s (12.68)

i—:(!&—,ﬁé%f}jfzk

2.5 3 35 4 Bild 12-14
Amplituden-Frequenzginge

Bild 12-14 zeigt die numerisch berechneten Resonanzkurven fiir 0 < €2 < 4.0,
| =il (94 1) (12.69)

Bild 12-15a zeigl den unteren Bereich der Frequenzgiinge vergroBert, und Bild 12-15b zeigt

die Phasenverschichungswinkel w; gegeniiber der Erregung M| = Mcosf2t

eV, (12.70)

@ = |’/:‘f

Dic Amplituwdenkurve hat 2 Maxima, etwa bel Q=14 und bei £2=29. Das heiBt, dort
licgen die Figenfrequenzen: o) =1.4, 4, =2.9.

Bei £2=0 hat die Resonanzkurve des Schwingers (unabhiingig von der Ddmplung) cine
Unendlichkeitsstelle. Das rithrt daher, dass bei €2 =0 das Erregermoment M, = M cos (27

als konstantes Moment wirkt und nattirlich nach Abklingen des Einschwingvorganges, vgl.
dic Bemerkungen zu GGl (6.30) und dic Aufgabe 6-15, also nach schr lunger (unendlich lan-
ger} Zeit einen sehr (unendlich) groBen Ausschlag erzeugt. (Ls sind zwei Integrationen erfor-
derlich, also crhiilt man formal — wie bei einem sehr, sehr kleinen 2 Phasenverschiebungs-
winkel ;= =180°, vgl. Bild 12-15b.

Formal kann man die Unendlichkeitsspitze bei €2 =0 auch als Resonanz mit dem Eigenwert
A—U —0 ansehen {vgl. Abschnitt 12.2); das ist jedoch nicht allgemein tiblich. (Da io =0 ein

doppelter Cigenwert ist, ist die zugehdrige Resoranzspitze besonders breit, vgl. Bild 12-14
und Bild 12-15a.
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A
|¢'f|

W
1.0

0.5

0.0

Bild 12-15

Frequenzginge, vergrifert.
a Amplituden, b Phasenver-
schiebungswinkel

-0.5

10y 1 2 3 &

Man gewinnt Linsicht in das Schwingungsverhalten des Systems, wenn man sich die Ampli-
tuden-Frequenzgiinge als Versuchsergebnisse vorstelll und ihren Verlanf — gemeinsam mit
den Phasenverschiebungswinkeln — in Abhiéingigkeit von £2 verfolgt.

Man sieht dann zum Beispiel (vgl. Bild 12-15): Bei sehr kleinen 2 schwingt das System
unter der Einwirkung von M, (t) elwa so, wie wenn es unverlormbar (starr) wiire. Oberhalb
£2=0.5 komml man aus der Resonanz bei 0 heraus, die Amplituden nehmen ab, weil sich
bei der steigenden Freguenz dic Trigheitswirkungen der Massen bemerkbar machen, Gleich-
zeitig nimmt die Amplitude von @, deutlich stirker ab als die Amplituden von @ und ¢ .
In der Welle 1 (le ¥ baut sich also cine Torsionsschwingung auf (in Welle 2 ist sic schwii-
cher). Bei £221.1 kommt ¢y fast zum Stillstand (bei schr klciner Dampfung steht ¢ dort
praktisch stilly und kehrt danach sceine Schwingungsrichtung um (vgl. Phasenverschicbungs-
winkel 3| in Bild 12-15b. In der Welle 1 entsteht dadurch ein (nahezu) schwingungstreier

Knoten, der mit steigendem £2 von J| nach J5 wandert (vgl. Bild 12-13).
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Beim Hineinlauten in den Resonanzbereich f)zo}l (21.4) wachsen alle Amplituden ¢;,

dort bleibt ¢, gegen @; zurlick, wihrend @ autholt (¢ und @, schwingen gegeneinander,
vgl. Bild 12-15b. In der Resonanz schwingt das System etwa in der zu ¢y gehérenden Eigen-
schwingungsform.

Oberhalb ¢y bleibt @, weiter zurlick, bei €2 =20 (vgl. auch Bild 12-15b) bleibt @, fast

stehern, der oben erwiihnte Knoten wandert ilber /5 hinweg in die Welle 2 usw.

12.5 Aufgaben

Aufgabe 12-1: Leiten Sie die Bewegungsgleichungen (12.9) bis (12.11), und damit auch
(12.13), auf "kenventionelle Weise™ { Verfonmungsansiitze, Momentengleichgewichte) her
Aufgabe 12-2: Wie sehen die Schwingungslformen (lir das untersuchie System aus (vgl. Bild
12-7, wenn man im Getricbe dic Zahnrider vertauscht, also 7 /75 =1.25 seta?

Aufgabe 12-3: Welche Eigenfrequenzen erhiilt man, wenn man a} die Drehmasse Jy, b) die
Drehmasse J, , ¢) das Getriebe festsetzt?

Aufgabe 12-4: Das Aggregat nach Bild 12-6 laufe mit der konstanten Drehgeschwindigkeit
i = £2. Plotzlich (zur Zeit £ = 0) bricht ein Zahn im Getriebe und sperrt es. Was geschieht?
{Trelfen Sie vereinfachende Annahmen, £. B. die, dass die Antriehsmomente vernachléssigl
werden kdnnen. Wiahlen Sie evil. zusitzlich erforderliche Parameter.) Welche Schwingungen
stellen sich ein? Welche Momente wirken auf das Getriebe?

Aufgabe 12-5: Reduzieren Sie das System nach Bild [2-8 auf die Welle 2 (k;—2 }-

Aufgabe [2-6: Stellen Sie fiir die Bildwelle gemdB Bild 12-9 die Bewegungsgleichungen
{12.43) nach Lagrange aul.

Aufgabe 12-7: Stellen Sie fiir die Bildwelle gemiB Bild 12-9 die Bewegungsgleichungen
(12.43) mit den Mitteln der Grundvorlesung Technische Mechanik auf.

Aufgabe 12-8: Welche Ligenfrequenzen und welche Eigenschwingungsformen erhdlt man
aus (12.43) mit den Parametern des Zahlenbeispiels 12.4,27

Aufoabe 12-9: Rechnen Sic die Eigenschwingungsformen der Bildwelle aus Aulzabe 12-8
auf die Originalwelle nach Bild 12-8 um.

Aufgabe 12-14): Zeichnen Sic Schnittbilder nach Art von Bild 12-12 auch fiir dic anderen
Drehmassen und kontrollieren Sie (12.50).

Aufaabe 12-11: Schreiben Sie mit 7, {7 und 8 nach (12.46), {12.47) und (12.50} die
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen fir das nicht reduzierte System beziiglich der Winkel

@, und @y an ((03 =130 @2) .

Aufeabe 12-12: Berechnen Sie im Anschluss an Aufgabe 12-11 mit den in Abschnitt 12.4.2
angegebenen Zahlenwerten die Eigenfrequenzen und die Eigenschwingungsformen des un-
gedimpfien Schwingers.
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Aufopabe 12-13: Schreiben Sie cin Rechnerprogramm zur Lasung von (12.68). Sic haben
dabei die Wahl zwischen zwel Vorgehensweisen: Entweder arbeiten Sie mit komplexen Zah-
len und dem GauB-Algorithmus fiir die 3 » 3 Matrix oder Sie ersetzen das Gleichungssystem
{12.67) durch cin doppelt so groBes System {mit einer 6 x 6 Matrix) und rechnen reell.

Aufgabe 12-14: Tithren Sie die Diskussion der Ergebnisse des Zahlenbeispiels 12.4.2 zu
Cnde. (Man sieht Details bei 2 =, besser, wenn man mit b =0.002 oder sogar =0 —
dann reell! — rechnet.)

Aufgabe 12-15: Ersetzen Sie die Amplituden- und Phasenverschiebungs-Frequenzginge nach
Bild 12-15 durch Ortskurven wie, zum Beispiel, in Bild 10-18.

Aufgabe [2-16: Untersuchen Sie die erzwungenen Schwingungen des Systems nach Bild
12-10, wenn die Erregung A cos 21 a) als A5, b) als M, angreift. (Welche qualitativen
Anderungen gegeniiber Bild 12-15 erwarten Sie?)
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V Kontinua

13 Mitschwingen der Wellenmasse bei Drehschwin-
gungen

Als cinlachen Fall cines schwingenden Kontinumms unlersuchen wir in diesem Abschnitt die
Wirkung der mitschwingenden Wellerimasse aul das Schwingungsverhalten des Systems.

13.1 Aufgabenstellung

Als typisches Beispiel untersuchen wir den Drehschwinger nach Bild 13-1. Eine Welle (Ra-
dius R, Linge /, Dichte p, Schubmodul G) trigt an den Enden zwei Drehmassen (Massen-
momente J..J/5).

Gesucht sind die Eigenfrequenzen, Eigenschwingungsformen und die erzwungenen Schwin-
gungen (bei Anregung an einem Ende). SchlieBlich interessiert die Frage, wie man das Konti-
nunm Welle ndherungsweise durch ein diskretes System ersetzen kann.

R [— a - i
— |y * /"D G 2 — \J('w
et I ()} vy
| —l = ]
J] ’ ; — JZ b MR @ fyfr
Bild 13-1 Drehschwinger Bild 13-2 Drehwinkel ¢ (x.1), Torsionsmoment M, (x,t}.

a ausflihrlich, b symbolisch

13.2 Freie Schwingungen

13.2.1 Herleiten der partiellen Dgl fiir die Drehschwingungen der Welle

Bild 13-2a zeigt einen Schnitt durch die Welle an der Stelle x, wobei die Koordinate von
einem Wellenende gesdhll ist, vgl. etwa Bild 13-1. Die Wellendrehung an der Stelle x wird

durch den Winkel ¢ = gp(x,r) gemessen, wobel @ =0 zum Beispiel der vertikalen Referenz-
lage entspricht. Bild 13-2b zeigt den Winkel symbolisch als Drehpfeil.
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Drillung
Bild 13-3 zeigt cin Wellenelement der Linge Ax . Is erfihrt die Drillung

& : x4+ dx,t)—elxt
o =52 _ lim o )_plnr) (13.1)
dx A0 Ax
—X o Ay f—
@lx, 0} - wx—dx,)  Bild 13-3

Drillung am Wellenelement

Moment (Torsionsmoment)
Fiir das Torsionsmoment M7 gill, vgl. Bild 13-2,

Mr :G]p-go'. (13.2)
Dabei ist & der Schubmodul und

2 T
1, = [Paa="R" (13.3)
A

das polare Flichenmoment 2, Grades (frither Fldachentrdgheitsmoment), Man nennt das Pro-
dukt G7,, Drillsteifigheir.

Momentengleichgewicht am Wellenelement

Cxm Ay -

Mp(x.6) AFg M (x+dx.0)

g ] gt -~
Bild 13-4
Drehmomente am Wellenelement

Bild 13-4 zeigt ein Wellenelement der Linge Ax mit den angreifenden Torsionsmomenten
sowie dem d'Alembertschen Moment AJ ¢ . Das Massenmoment AJ lautet

Ad =pl,Ax=J, [l Ax. (13.4)
Dabei ist
J :plp-I:%mRz Ny (13.5)

das Massenmoment der als starr angenommenen Welle; ./, /1 ist das aul die Linge bezogene
Massenmonent.

Dic Bedingung fiir das Momentengleichgewicht am Element nach Bild 13-4 lautet:

My (x+ Ax,z‘)— My (x,!)—Jw/l-qb' Ax = (. (13.6)
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Mit Division durch Ax und Grenzilbergang Ax — 0 crhidlt man

My (x+Ax,0)-Mr(xt) oMy

T fl-¢=1i
wil-¢ = lim A P

— M. (13.7)

Einsetzen von Mp aus (13.2) liefert

g '
!“ p=(G1,¢)- (13.8)

Falls GI, unabhfingig von x ist, falls also R — wie bisher angenommen — konstant ist, gilt
S -GG, " =0. (13.9)

Dies - wie auch (13.8)  ist eine lineare particlle Dgl 2. Ordnung nach der Zeit ¢ (- > 2 An-
fangsbedingungen erforderlich) und 2. Ordnung nach dem Ort x (— 2 Randbedingungen
erforderlich).

Hinweis 1: Wenn man will, kann man nach (13.4) J,, /1= pl, setzen und [, aus (13.9)

herauskiirzen (das 1stnur bei /7, = const miglich). Man crhélt
po—-Ge"=0. (13.10)

(Wir werden stets mit (13.9) arbeiten.}

13.2.2 Untersuchung der freien Schwingungen

Bild 13-5 zeigt die geometrischen Beziehungen und die Schnittmomente an unseren Syste-
men.

Bild 13-5a macht die geometrischen (die kinematischen) Beziechungen deutlich:
o (1) =(0,0), @ (1)=w(L1). (13.11)

Bild 13-5b enthilt neben den Schnittmomenten auch die d'Alembertschen Momente .J| @

und J5 5.

a s =0 }\cllc = — .
o w0 —————————Lon o, ||
b
M0 Welle ML 1= , .
W00 x0T S = PN Bild 13-5
‘ _+_._.. S K R System mit a geometri-
11,{;(0,1,') Mol — schen, b kinetischen

(iréBen
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Bewegungsgleichungen: Partielle Dgl und Randbedingungen
Fiir die Bewegung der Welle gilt die partielle Dgl (13.9):

JW/IgIcFG]p(a":O. (13.12)

Fir die Drehmassen J../, gelten mit den Momenien gemil Bild 13-5 b) die Gleichge-
wichtsbedingungen

— NG +MP(0.0)=0, —Jyipy—Mz(Lt)=0. (13.13)

Darin sind ¢ und g, gemidl (13.11) mit Hilfe von ¢(x,7) auszudriicken, und fiir
My (0,1), My (l.t) folgen aus (13.2)
My (0,{) =01, (p’(O,t), Mr (1) = Gi, (p’(l,t). (13.14)
Zusammengefasst liefern (13.13) mit (13.11) und (13.14) die beiden Randbedingungen
—J gb(D,l)Jr Gi, (0'(0,!) =0,
—Jip(1,1)—- G, @' (Lt)=0
fiir die partielle Dgl (13.12).

(13.15)

Lasung der Bewegungsgleichungen

Wir suchen freie Schwingungen des Schwingers nach Bild 13-1, die durch den Satz homoge-
ner Gleichungen (13.12), (13.11), (13.13), (13.14) bzw. — nach Elimination von M7 (0,7},

AL-U,I), g und @, — durch (13.12) und (13.15) beschriecben werden,

Das System von Gleichungen hat beziiglich der Zeit konstante Koeftizienten, deshalb liegt
ein ¢ -Ansatz nahe:

(1) ) P

o) || & w 3
A P (13.16)
p(x.t) @(x)

Darin sind 477 (x) und ¢(x) natiirlich noch Funktionen von x.

Arbeitet man mit den Gleichungen (13.12) und (13.15) — in denen ¢4, ¢y, My nicht mehr
vorkommen —, brancht man von (13.16) nur die letzte Zeile:

@(x,!):qﬁ(x)e’y. (13.17)
Da wir die Systemdimpfung weggelassen haben, erwarten wir rein imaginiire Eigenwerte

Ao=tja (13.18)
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Da in unscrem System nur Zeitableitungen zweiter Ordnung vorkommen, liegt es nahe, statt
des komplexen Ansatzes (13.17) den reellen Ansatz

@(x.t)=d(x)coswt (13.19)

zu wihlen (die Funktionen sinat, cos(e +) tun s auch!).

Liésen der partiellen Dgl
Mit (13.19) folgt aus (13.12)

/i- * qou)smt—(:[ " cosat = 0. (13.20)

H’
Da coser = 0, ergibt sich aus (13.20) fiir ¢(x) die gewdhnliche Dgl
Gl,¢"+o’ J,/1$=0. (13.21)

Hierin ist & der freie Parameter des Eigenwertproblems. Zur Abkiirzung dividieren wir
(13.21) durch G/, und setzen

Kzzc-)z.]w/(lGlp), also x =@ lé‘;p. (13.22)

Der Parameter « tritt an die Stelle von @, aus (13.21) entsteht
G +xt =0 (13.23)

Dies ist mathematisch dieselbe Dyl wie (5.13) — mit x statt r als unabhiingiger Variabler —und
hat die allgemeine Lisung, vgl, (5.15),

@ = COSK X +dp sSINK X, (13.24})

Einarbeiten der allgemeinen Lisung in di¢ Randbedingungen

Mit dem Ansatz (13.19) nehmen die Ruadbedingungen (13.15) nach Herauskiirzen von
coswt die folgende Form an:

@ 1y p(0)+G 1, '(0) =0,

3. ey (13.25)
) quo(l)—(J]P(p(_[)—().
. 2 ,2, P ) )
Mit & =—— aus (13.22) lauten sie:
W
‘!—(: 5 B(0)+ GH (0)=0,
(13.26)

2172 g o S A
x [J—W%go(l)—%q)(l):o.
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hier wurde durch G 7, (#0) dividiert.

Einsetzen der allgemeinen Lsung ¢ (x) nach (13.24) in die Randbedingungen (13.26) lie-
fert
2 [i(al cos(0)+an Hin((])) + & {—a sin(0) + ay cns('(})) =0,
j“’ (13.27)
k2152 (aycosal v aysingl)—x(—a sink 14 ar cosxl) =0,
"
Achtung! Fs ist gefihrlich, durch & zu teilen, bevor man zu & = 0 gehirende Lisungen

ausgeschlossen hat. (Hier gibt es solche! — vgl. A5 in Abschnitt 12.2.4)

Zusammenfassen der Koeffiziententerme von ¢ und a- liefert

J
Kzl—lal +aay =0,
, . , v . (13.28)
[K‘2 {22 coswl+xcsin K!} a +[k‘2 {2 in K‘!—K‘C()Sk‘[]az =1{).

M e

Es ist zweckmiifig, statt & das Produkt ¢ =« als dimensionslosen Parameter einzufiithren.
Dann gelten, vgl. (13.22), (13.5),

a=xl=w U—W—a)l\ﬁ. (13.29)
VG, G

Nach Multiplikation von (13.28} mit / lauten die Gln in Matrixschreibweise

J
(121—] [#4
. s
: 1
W —-f. (13.30)
22 , 25y a
T ——COosa tasma o ——SINo — oS
W W

[Jics ist ein lincarcs homogenes Gleichungssystem fiir a, a5, dessen Koeffizienten vom
freien Parameter o abhingen, vgl. (5.9), (10.44) usw. Darmi cs eine nichliriviale Lidsung hat,
muss die Koeffizientendeterminante verschwinden:

2
Alar) = det i
2 .12 . 2 ‘]2 :
a®—=cosa+asing @ —=sine—acosa (13.31)
w JW
Jida J+J . !
=o' M 2sing—a® N2 cosa —a sina =0.

J? I,
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Dics ist dic charakteristische Gleichung unseres Systems, Es handelt sich um cine transzen-
dente Gleichung mit unendlich vielen Lasungen (Purzeln). Man kann zeigen, dass alle Wur-
zeln o; reell sind.

13.2.3 Eigenlosungen
Lésungen zu ¢y =0

Man erkennt unmittelbar, dass A[a) =0 nach (13.31} die dreifache Wurzel a; =0 hat. (Be-
stimmend fiir dreffach sind das zweite und dritte Glied in der letzten Zeile von (13.31);
" sine hat die 3-fache Wurzel o =0 . weil sin(=0.) Die lincare Gleichung (13.30) l1dsst
fiir & =10 helichige Koeffizienten apg und azg zu. Aus (13.24) folgt

@y = ag =1 (gesetzt?) (13.32)
und dic zugehorige Eigenbewegung lautet

(/70(3{,1‘):((30 +Q[}f), (13.33)
vel. (12.30) und den Hinweis 1 dort. Zur dritten Wurzel o =0 gibt es keine Auslenkungs-
form.

Lésungen zu o« =0

Nach dem Abhandeln der Wurzeln =0 darf man (13.31) durch o (#0) dividieren und

umstellen.

Jid . Jp+ S
[rxz ]—72—1]5111 o =q=l 2 cosex. (13.34)

W Y

Seien zundchst cosa; =0 und (cxfz J S f‘J&.—l)v‘O; (s. Aufgabe 13-6). Dann folgt aus

(13.34) die charakteristische Gleichung in der Form

S +.Ja
tang -2 772 X (13.35)
Iy 2 Jidy
et ——1
gz
Zu ihrer grafischen Lésung sind in Bild 13-6 fiir die Parameterwerte

J; J:
210, 2220 (13.36)
J J

w W

iiber /7 als Abszisse die Aste 7g; der Tangensfunktion und die beiden Aste f, f5> der

hyperbelfbrmig von o abhéingigen Funktion auf der rechten Seite aufgetragen. Die Schnitt-
punkte der beiden Kurvenscharen liefern die charakteristischen Wurzeln «o; .
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G T,

Bild 13-6

) ) ) Ciraphische Losung der
2 2.3 3 charakteristischen Glei-
iR chung

Aus Bild 13-6 liest man (nach Vergrisfiern der jeweiligen Bildausschnitie) ab:
i || 1 ‘ 2 | 3 | 4 | n (>>1)

o /7

0.362 ‘1.132 |2.073

3.050 ‘ (n-1y 1 ...

Tabelle 13-1: Eigenwerte o
Wenn man will, kann man diese Niherungswerte mit Hilfe von (13.35) — zu den gewdihlten
Parametern (13.36) — iterativ verbessern (evtl. auch Newton-Verfahren).
Zu den Ligenwerten a; nach Tabeile /3-f erhilt man aus dem Gleichungssystem (13.30) die
Eigenvektoren
. ) T

(a, a2}, =(J fle; 7). -1) . (13.37)

{Diese Normierung wurde fiir die Darsiellung in 8ild /3-7 gewihll, sie setzt J; = voraus.)

Dann lauten die Figenschwingungsformen ¢; nach (13.24)

.y S x x
(x)=""cosq; = —sina; =, 13.38
Bix)= eosay msina; g (13.38)

mit den zugehtrigen Figenfrequenzen nach (13.29)

w; =& i,, (13.39)
\ pi®

Bild 13-7 zeigl die ersten vier Eigensehwingungsformen ¢, {x) .
Bei /=10y =0362 7 verliuft ¢ (x) nahezu linear, die verreilte Tragheit der Welle wirkt
sich praktisch kaum aus (vgl. Aufgabe 13-1}. Bei /=2, a, =1.132(~3¢q) schwingt die

Welle gegen die Endmassen. Bei /> 2 schwingt die Welle teils mit, teils gegen die Endmas-
ser.
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1.0 a 1.0} c
0.5+ Kot 0.5¢ ) Knoten
/ noten /// \
0.0 0.0N e \
@) @ /
-0.51 0.5F Knoten
-1.01 -1.0F
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 L0
xA xi
1.01 b 1.0f d
031 Knoten Knoten 031 Knoten Kuoten
¢ 0.0 PN PN
@q
5F
-1.0f
0.0 0.5 1.4 0.4 0.5 1.0
xA x

Bild [3-7: Eigenschwingungsformen ¢; (x) fir die Eigenwerte ¢; nach Tabelle 13-1

13.3 Erzwungene Schwingungen

Aufgabe: Auf den Schwinger nach Bild 13-8 wirken die beiden Lrregermomente

M; = M;cos Q1. (13.40)
Wie lauten die erzwungenen Schwingungen?
— ([,‘
Q/J 1 Rp G (3/‘12
M, ~ A
P s
l Bild 13-8
O O Schwinger mit Erregermomenten

Lasung:

Fiir die Welle gilt (nach wie vor) die Bewegungsgleichung (13.9),

199

JH’_;’[.Q}j_(’_',‘jp @" =0,

(13.41)

vel. (13.5) fur J,, und (13.3) fur £, . Auch die Beziehung (13.2) fur das Torsionsmoment

gilt (vel. Bild 13-2):
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Gl,p' =Mr. (13.42)

Die Gleichgewichtshedingungen an den dhnlich wie in Bild 13-5b freigeschnittenen End-
Drehmassen lauten, vegl. (13.13),

—Jy iy + My (0,1)+ M, (1) =0,

. (13.43)
*.JTZ (92 *ﬂ'{T (g,f)+.M2 ([) =0Q.
Mit (13.40) und (13.42) crhalten wir daraus dic Rundbedingungen, vgl. (13.13),
~J 3(0,0)+G T, ¢'(0,8)= —M, cos {2,
(0.0)+G1,9'(0) e

—J3 @ (1t)=G1, @' (Lt) = =M, cos 1.
{Um die Parallelen zu Abschnitt 13.2 zu bewahren, lassen wir die Gleichungen in dieser
Form stehen.)
Die Gleichungen (13.41) und (13.44) sind die Bewegungsgleichungen fiir die erzwungenen
Schwingungen. Sie sind inhomogen, haben also — wenigstens zum Teil, vgl. (13.44) — nicht-
verschwindende rechte Seiten.
Zur Losung der Bewegungsgleichungen kann man auf komplexe Schreibweise dbergehen
— rechte Seiten erhalten die Form ...e” —, doch geniigt fiir die ungeddmpften erzwungenen
Schwingungen der Ansatz

@(x0y=@(x)cos 21, (13.45)
vel. (13.16) bis (13.19).

Die Losung der partiellen Dgl {13.41) kann man aus Abschnitt 13.2 {ibernehmen, wenn man
in (13.19} (T. die unbekannie Frequenz @ durch die hier bekannte Brregerlrequenz £2 erselzl.
Insbesondere gelten jetzt, val. (13.22), (13.29),

k=0 |- p—ki=0 ﬂ—.@l\ﬁ; (13.46)
1G1, Gl G

4

und [iir dic Schwingungslorm (f)(x) it wieder (13.24):
P(x)=a coscx+aysinkx. (13.47)
Mit (13.45) lauten die Randbedingungen (13.44)
S 27 p(0)+G 1, ¢'(0)=-M,,
N '_) . (13.48)
1 9 5(1)-G1, ¢ (1) =1,

und mit {13.47) erhilt man unter Beachtung von (13.46)
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2 )
(24 T (24 ]“J 5
oIy a L]
” ; B ) R
B . 2 . o ]
(12 —=COsa +asing a” _251“ X — X COS X 2 g w2

S e
vgl, (13.26) bis (13.30). Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir ¢ und @, mit der L&-
sung

a]:—; M] agJ—]sina—acosa - A, .
GI‘E}»A(a) I -

a» :—4 —z‘ljfl azﬁcosavtasina +1’l:if«,a:2i .
(HP-A(a.) A - J

W w

(13.50)

dabei ist A{er) die KoefTizientendeterminante nach (13.31).

a
=1 a1
@) )
0 = 0 —
-1 -1 ﬂ
0 1 2 3 4 0 2 3 4

0.1 ¢ 0.1 d
a k)
i @y
0 r_,_Jfﬁ 0 .

-0.1 -0.1

0 1 g 2 3 4 0 1 gir 2 3 4

Bild 13-9 Frequenzginge. a ¢ (), b ¢ (@), ¢, d vertikal gestrecke

Dicse Ausdriicke fiir @), @y muss man in (13.47) cinsctzen (Ubungsaufizabe).
Aus {13.50) liest man direkt ab: Stimmt (2 mit einer der Eigenfrequenzen ay, vgl, (13.39)

iiberein, so verschwindet A(a) im Nenner. Die Koeffizienten, «, vz wachsen iiber alle

Grenzen (soweit die Ausdriicke in den eckigen Klammern nicht zufillig gleichzeitig ver-
schwinden), man hat Resonanz fiir alle

|2| = w;. (13.51)
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Fiir |2 = @; werden aj,a; sehr grof3.

Das Bild 13-9 zeigt fiir die Parameter {13.36) zur Erregung ,ﬁ}] =M, 11;[2 =0 die Frequenz-
génge von
G G,

2a(0), ¢i= AL (13.52)

3“

aufeetragen iiber

o (17,
GI,

amfr—

13.4 Diskretisieren des Kontinuums Welle

13.4.1 Allgemeines

Unter Diskretisieren — Vereinzeln — cines Kontinuums versteht man das Emschrinken der oft
uniiberschaubaren Mannigfaltigkeit seiner Bewegungsméglichkeiten auf (relativ) wenige,
iiberschaubare, die man fiir wichtig hilt. Bei den eindimensionalen technischen Kontinua
dreh-schwingende Welle, lings-schwingender Stab und biege-schwingender Balken (auch die
guer-schwingende Seite gehdrt hicrher) hat man bereits vereinfacht, indem man die Quer-
schnittsverformungen unbeachtet gelassen oder speziell angenommen hat. Thre Bewegungen
werden jedoch immer noch durch parfielle Differentiaigleichungen beschrieben.

Von Diskretfisieren und einem diskretisierien oder auch diskrefen Modell spricht man erst
dann, wenn man die Bewegungen des Systems durch ecinzelne Variablen erfasst, die im all-
gemeinen Funktionen der Zeit sind und durch gewdhnliche Differentialgleichungen beschrie-
ben werden,

Alle Diskretisierungsverfahren sind Niherungsverfahren, man muss sich also stets fragen, ob
die getroffenen vereinfachenden Annahmen (noch) zuldssig sind.

Die im Ingenieurwesen angewandten diskreten Modelle werden heute in der Regel aus Varia-
tionsprinzipen oder gleichwertigen Gleichungssitzen hergeleitet.

Man kann zwei Ansatzweisen unterscheiden:

a) Man setzt fiir einzelne Komponenten seines Systems (zum Beispiel) Verformungstypen
an, wie es die Fragestellung gebietet und die eigene Erfahrung nabe legt.

b) Man zerlegt sein System in sehr viele, sehr kleine {finire) Elemente, fiir die man (meis-
tens sehr) einfache Verformungstypen ansetzt.

Beim Vorgehen a) gelangt man in der Regel zu kleinen Gleichungssystemen, die sich leicht
lsen und interpretieren lassen. Auch LCinschwingvorgidnge oder nichtlineare Schwingungen
lassen sich (numerisch, mit einem Computer) untersuchen. Ehe man ansetzen kann, muss
man jedoch schon einen Einblick in die Physik seines Systems haben, und man braucht auch
Grundlagenkenninisse, um die Frage- und Aufgabenstellungen (n Gleichungen umseizen zu
kiinnen (die man danm mit dem Computer [5st),
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Beim Vorgehen b) gelangt man rasch zu groBen Gleichungssystemen, dic hidufig cine beson-
dere (z. B. Band-)Struktur haben. Das Vorgehen lisst sich leicht schematisieren, man braucht
z. B. nur noch die Umrisse eines Bauteils und die Belastungen in ein entsprechendes Pro-
grammsystem einzugeben. Von den Finzelheiten braucht man nicht viel zu verstehen, wenn
man nur Antworten auf bestimmte Fragen, z. B. nach der Spannung in einer bestimmten Ker-
be, haben will. Zeitabhiingige Vorginge lassen sich mit Hilfe von Finiten Clementen nur
schwer untersuchen, well der Rechenaulwand sehr, sehr grofl wird.

Cine Kombination beider Vorgehensweisen erscheint als giinstig: Mit Hilfe von initen LCle-
menten berechnel man sich Detail-Ervfahrungen, dic man in speziclle Ansdilze v das {Ge-
sami-)System einbringt.

13.4.2 Das Arbeiten mit globalen Ansatzfunktionen

Wir schlieBen an die freien Schwingungen in Abschnitt 13.2 an. In B:d 3-7a ist der Einfluss
der verteilen Masse auf die (erste) Ligenschwingungsform offenbar klein, der Drehwinkel-
verlaul weicht nur wenig von einer Geraden ab. Man [ragl nach einem Modell, das die ver-
teilte Wellemmasse ndherungsweise erfasst und emnfacher ist als die partielle Dgl (13.12) mit
den Randbedingungen (13.15). Es liegt nahe, die Aufgabe auch gleich um ein Erregermoment
M{t} zu erweitern. Bild 13-10 zeigt das zu untersuchende System.

*R pr G

M)

. . 7.
S P Bitd 13-10
Drehschwinger

13.4.2.1 Vorbereitunyg fiir Lagrange-Gleichungen

-

Wir arbeiten mil den Lagrange-Gleichungen nach Abschnitl C.2.3.

Kinetische Energie
g1 ! .2 T, 5. 1, 2 N
1 —Ed[plp(p (x,t)dx+5.f1¢)1 3 (13.54)
mit
o =9(0,0), @ =p(l0), (13.55)

_ T pd . e R — .
lp—jR —fp(x] fcl”hR—R(l), (13.56)

ply=J./1 falls R konstant.
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Potential
1 ! 2
U==[G1,[0'(x0)] d (13.57)
0
Yirtuelle Arbeit
SW =M (1) 5. (13.38)
Ansatzfunktionen

Wir bilden ein diskretes System mit drei Variablen g, {7}, @, (2). @3 (1) — vom Freiheits-
grad 3 — , und zwar setzen wir, vgl. Bild 13-11,

[1—5)_ (13.59)

'/’(xvt):(m[]—?]"'(ﬂz—+qo34— ;

! {

Die Funktionen @ (¢),02(/) und ¢4(7) sind die generalisierten Koordinaten ¢y,qo bzw.
g3
Die beiden ersten Summanden erfassen die Gerade, ¢ liefert die Abweichung davon (in

Wellenmitte gemessen) in Form einer (quadratischen) Parabel. Es ist zweckmiiliig, (13.59)
abzukiirzen:

3
p(x.0)=3 6 (x) o (1), (13.60)

i=1

mit
X X X x
=== - =4 1-=]. 13.61
th A % R & l[ lj ( )
Bild 13-11

Globale Ansitze fiir die Auslenkung

Matrix-Schreibweise

Setzt man @(x,7) gemiB (13.60) bzw. (13.59) in die Ausdrlicke (13.54), (13.57) der kineti-
schen Energie 7 bzw. der potentiellen Energie &/ ein, kann man die Koeffizienten ¢; (¢}, sie

stehen hier als generalisierte Koordinaten ¢ (r), aus den Integralen herauszichen. Mit der

Spaltenmatrix
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x=x(t)=(p, 02 0)'

erhilt man, in Matrixschreibweise, die quadratischen Formen

ol Jx, oLy T Kx,
2 2

<

mit der Trigheitsmatrix

und der Steifigkeitsmatrix

!
Ky = [GL, (x) 6 (x) i (x) .
0
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(13.62)

(13.63)

(13.64)

(13.65)

(13.66)

(13.67)

Digse Integrale muss man vorab, das heilit vor dem Losen der Bewegungsgleichungen (evtl,

numerisch), auswerten.
Die virtuelle Arbeit & erhilt die Form
W = QT ax
aus (13.58) folgt hier fiir die generalisierte Kraft
0" =(M(1).0,0).

13.4.2.2 Lagrange-Formalismus
Will man die Lagrangeschen Gleichungen in der Form

dor_or v
dar oq;  &q; g,

-0, i=1,23,

(13.68)

(13.69)

(13.70)

anwenden, muss man 7 und & aus (13.63) in Doppelsummen umschreiben, die Differentiali-
onen ausfithren und dann zur Matrix-Schreibweise zuriickkehren (Ubungsaufgabe). Man

erhilt die Bewegungsdifferentialgleichung
JEi+K x=0.

(13.71)
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Im Fall konstanten Wellenguerschnitts, vgl. (13.56),, kann man dic Integrale (13.66}, (13.67)
leicht ausrechnen und findet (Ubungsaufgabe):

J

J v Jw
3 6 3|, _
. 3 . JJ ) oI I -1 0| M,
ew Jy 2t ; @ {‘TP “1 1 0 le|=| 0| (13.72)
2 -
Jo S SJW 3 0 0 ? ) 0 ]
3 3 15 3

Das diskrete System {13.72} ist in einem groflen Frequenzbereich - solange nur die ersten
beiden Eigenformen ¢; in Abschnitt 13.2 erregt werden, also bis etwa @ =137 fiir die dort

gewihlten Parameter — eine Niherung fiir das dort angegebene Modell. Es hat den Vorteil,
dass es einfach aufgebaut ist und auch numerisch einfach geldst werden kann.

13.4.2.3 Eigenschwingungen (Zahlenbeispiel)
Wir setzen A} =0 und wiihlen die Bezugsgriilien

G ”
Jp=Tdy kp=—2, op= LiT'3 (13.73)
/ Jp
und die Parameter
J =S S2=2J,. (13.74)
Dann lautet (13.72)
Mi+Kx=0 (13.75)
mit
: 40 5 10 | 3 -3 0)
M=—|5 70 10|, KZE -3 3 0. (13.76)
10 10 16 L0016
Der Ansatz x = £e/™ fiihrt auf das Eigenwertproblem
~2 ~2 ~2
4 e e
3 6 3
~2 ~2 ~2
B PRI LA P (13.77)
6 3 3
3 3 313

Die charakleristische Gleichung lautel nach Multiplikation mit (—135/4)
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A(&)=(436" 61267 +720) =0 (13.78)
und hat die Losungen (vgl. Tabelle 13-1)
iy =10 vl =0
@ =1.13768  val. @ =0.3627 =1,13725... (13.79)

3y =3.59699 val. ap =1.1327 =3.55628. ..
mit den Eigenvektoren:

& =(L1,0), % =(1,-0.609,0.036), & =(1,0.503, 4.136). (13.80)

13.4.3 Das Arbeiten mit lokalen Ansatzfunktionen

Himweis 1: Die hier vorgestelllen Anséilze entsprechen géngigen Finiten Elementen, vgl. [56].

13.4.3.1 Die Ausgangsgleichungen
Nehmen wir an, es liegt dieselbe Aufgabe wie in Abschnitt 13.4.2 vor, vgl. Bild 13-10. Die
kinetische Energie 7, das Potential &/ und die virtuelle Arbeit &H werden aus Abschmitt
13.4.2 ibernommen:

f

T:i -‘-p]p (p2 (x,r)tix+ljl ¢;2 (0,;)+1J2 «;'J(L,I), (13.81)
20 2 2
14 2
U:Ej’Gfp[ca'(x,z)] dx, (13.82)
0
SW =M (1)8p(0.1). (13.83)

13.4.3.2 Ansatzfunkiionen

Beim Arbeiten mit lokalen Ansatzfunktionen zerlegt man die Welle in #—1 Abschnitte der

Lingen /;, i=1,...,n—1 (sie kinnen auch alle gleich lang sein, /, = L/{n—1)), Bild 13-12.

Darmit liegen die Endpunkte x; der Abschnitte (Elemente, Intervalle) £ fest:
q=0,x,=x+L,x,=1I. (13.84)

Die einfachste Ansatzfunktion (die die Welle nicht abscherr) ist ein Polygonzug, vgl, Bild
13-13.
@

J £ ; Bild 13-12

/) [ £ ot Wellenabschnitte /;

i
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14

i () mfl m Fy
T
O X Xy X S

Es gl

@ = (1) =w(x;.0).

V Konlinua

Bild 13-13
Polvganzug als Wellendrehwinkel zum
Zeitpunkt ¢

(13.85)

Man wihlt nun Formfimitionen N, [\) . wic in Bild 13-14 skizziert. Mit den jewciligen loka-

len Koordinaten £;, vgl. Bild 13-14, lauten sie

. -4 74
A] (}C) = {0
1+ é:i /[’I?]
A’ri (,’lf) =<1- é:E ’/!I
0
1 /i
A‘rn (x) = {0+ fn #l

fiir 0 < é:] < J]
s (13.86)
sonst ,

fiir -/, <& <0,

Mit den Formfunktionen schreibt man den Polygonzug nach Bild 13-13 als Summe:

#

o(x0)=D 0 ()N, (x)

i-l

fir0<& </, (13.87)
sonst ,
Rir =7, <& <0,
M=ot = (13.88)
sonst .

(13.89)

Dabei wird durch ¢ markiert, dass wir die rechts stehende Summe meinen. Den Ausdruck

({J(x,t) konnen wir in (13.81) bis (13,83) einsetzen und dabei zulassen, dass die Drillsteitig-

keit G/, und auch dic Trigheit o/, von Abschniut zu Abschnilt springt, vgl. Bild 13-15.

Dann lauten die Ausdriicke (13.81) bis (13.83)

1 n—=1 i+l . 1 H 1 " X
T_E.Zl: _‘.(plp)l_g_p“ UL R (13.90)
i=l
1 n—l i+l }
U=3 (J[P)i o[, (13.91)
-l x;
SW =M (1) . (13.92)
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X L X, ; 4 L x
, _
I /‘ -<.
0 el [ VN E Rild 1314
at/ A Formfunktionen
i1 H i+1
{7 JCE AN B -]
(pr)inl (pl,);
X,
: Bild 13-15
A
il ' Abschnittsweise konstante Drillsteifigkeiten und Drehtrigheiten

13.4.3.3 Formales Auswerten der Integrale

Nun muss ¢ nach (13.89) mit den N,-( x] nach (13.86) bis (13.88) in T — und dann auch in
Uund W — eingesetzt und die Ausdriicke ausgewertet werden, Dabei geht man wie folgt
VOr!

Man reserviert den Summationsindex ¢ fiir die Summe in (13.90) und schreibt (13.89) einmal
mit dem Summationsindex 7 und einmal mit & an:

H 71

()= 0, (N (x) e(xe)= 2o (1) Ny (x). (13.93)

P k-l

Setzt man die Zeilableilungen der ¢ aus (15.93) in (13.90) ein, erhélt man

-1 %i-1 n
:—J’] @ +— Jq S j pfp ngj {Z@,_ N,((x)} dx. (13.94)
=l X J=l k=1
Da alles beschrénkt ist, darf man Summationen und Integration vertauschen:
1 R ml n o n il
Tﬁ?‘jl(ralé 12$;I+ZZZCO;¢I( J. plp )V( )dx (139‘))
- i=1 f=1 k=1
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Da von den N ;(x) im i-ten Intervall x; <x<x;_) nur N;(x) und Ny, (x) NICHT ver-

schwinden, bleiben in (13.95) von der Summe iiber j nur diese beiden Glicder tibrig:

n-l n Tl
T—'ljll?ﬁ +]Jvz I J(Pf;;) No (%) 0 N () 4 Gy Ny (%) ] (13.96)
i= I li\ l ,x}-

Das gleiche Argument gilt Hir die Summe {iber k&, man erhilt:

n=1 Y4l

T = %Jl qﬂl + J’) (D” Z j P] [ \'f (x)+¢,.f+1 ‘;Vi—] (I):|2 dx *

also

1 X 12 1% -1 Fi+l
R EED) J(PLp).| 67 N7 4201 601 Ny Niy 462 Ny |dv. (13.97)

“ 253 i=l
Analog ergibt sich

] =1 ¥it+l ) C o, o ,
U= 52 ,[ (G Ty ,],- L‘f):b (Nr?')_ +20 @ Ni N +‘/’:‘2+l (N;-H )ZJ dx . (13.98)
-l =

Man rechnet fiir abschnittsweise konstante Wellenquerschnitte leicht aus, vgl. Bild 13-14:

X ) P f ]
Tl (,Ulp}i NI.2 ox = j{ l] dé = i (,03 P)[’
x!‘
X4l ; . N
aJ (F)]p}{]\fl. Ny dx= plp ].; ( }dgf—‘{pr)f’ (13.99)
%
il ) / i
.[(.p]p),-Nf?ﬂd\” = I(iJ dé; :M
X; 0 h
i boae o (G1),
flor)ora ~(or,) 45 UL
X 0 % i
A4l i; - GI .
x;
T bd & GrI,]
flon) i ~(or,) 25 L7

[ !
X 0 !
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Mit den Abkirzungen

(p1,) =T (G;r_‘”)f ik, (13.101)
!
lauten 7" und &/
N R +%E%-(¢?+cfa Pro+ i ) (13.102)
=l -
U=;nz_]kwi (60;2 ~20; g + 0 )s (13.103)
i=1
SW =M S0, (13.104)

Aus den Lagrangeschen Gleichungen
& ALt
if—?—a—fﬁt =@, i=L..n» (13.105)
dr &gy dey Oy

crhélt man

firi—1:
J'Wl . JM-"I .
Jrl +T 2] -+ 6 [725) +k“"| @ —kw] @ :ﬂv{l, (13.106)
furl<i<n:
JH"" 1 - J\rl",‘ 1 +J'Ll’,' .. JH"'
g e vk 0 L+ + g Y =y, 0100 =0, (13.107)

fiir i = n {entspricht Index /+1 mit i =#—1 in (13.102) usw.

m .. | J +an7l 5 —k +k =0 (13.108)
6 P 2 3 n M-I P Wyl P (.

Mit dem Auslenkungsvektor

%= (Do ees Bprennattn )| (13.109)

und den Matrizen
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Jl + W) JWI
6 0 0
JH"] J'I»‘l’| + Jl‘l’_}_ JH’Z
6 3 H 0
Jo T T T ,
W wo k] W { l 3 . 1 l 0)
M- 0 6 3 6
J“:r;’—l J""'n—'z * an.—l Wn—1
6 3 6
Wy ] Wy 1
— Ja+
0 6 S
‘/
kwl _kul 0 0
—/cwl k, F :’cw2 k., ) 0
P 0 —ky, sz +ky _ku:, (13.111)
_kwn—Z kwn—Q + k"vn—l —kw,H
0 _kwn—] kwrhl
lauten diec Bewegungsgleichungen (13.106) bis (13.108)
M§+Kx:(il/[|,0,0,...,0.0)T. {13.112)

Achtung!

Die Matrizen M und K gemibB (13.110) und (13.111) haben Bandstriknur: Nur dic Haupidia-
gonale und die beiden benachbarten Parallelen sind mit {Matrix-}Elementen = 0 besetzt. {Fir
solche Matrizen gibt es spezielle Lésungsverfahren, die die Besonderheit ausnutzen.)
Bandstrukturen erhilt man {(immer dann), wenn sich die Formfunktionen A, der Struktur-

Elemente nur zum Teil dherfappen. In Bild 13-14 tun das nur die Formfunktionen unmittelbar
benachbarter Wellenabschnitte.
13.4.3.4 Zahlenbeispiel

Wir wenden die Uberlegungen auf das Figenwertproblem aus Abschnitt 13.2, auch Abschnitt
13.4.2, an und arbeiten mit » =2 Elementen der Lingen /4 =/, ={/2, vgl. Bild 13-10.

Um mit den Ergebnissen aus Abschnitt 13.4.2 leicht vergleichen zu kdnnen, setzen wir
L =1{2 ein:



]
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GI GI J
271'0:2 [Pe ‘]w.!'z W"Ii:%‘]w* i=112,

k / > (13.113)

wi
i

vgl. (13.72). Dann lauten die Bewegungsgleichungen (13.112)- mit M, =0
Jw Jw

S
6 12 2 -2 0
J,  J, J G - 7
woo e w oy | +—2 2 4 2| =0 <11
12 3 12 N (13.114)
R N o
12 7 e

Achtung! Die o, (f) hier sind andere Koordinaten als in Abschnitt 13.4.2. In dimensionsloser
Form gilt, vel. (13.73) bis (13.76),

~2 ~2
2_’?(9 5 @7 0
6 12
) ) .2
22 4 8 5 2 o (13.115)
2 3 12
~2 1362
0 a e, Do
12 6
Die Eigenwerte lauten, vgl. (13.79)
oy =0,
ay =1.13796, Kontin.: 1.13725,  global: 1.13768, (13.116)

@, =3.88302,  Kontin: 355628, global: 3.59699 .
Die Eigenvektoren ergeben sich zu:
X = (l, 0.2320, ~0.6071)T , Xy = (l, —4.7876, O.SUSB)T . (13.117)
Zum Vergleich mit dem Ergebnis aus Abschnitt [3.4.2 rechnen wir X, X, um: x; fritt an die
Stelle von x;, das neue x3 —mit 5 aus Abschnitt 13.4.2 vergleichbar — ergibt sich aus dem

alten x; —{x +x3)/2:

%/ yergl, = (1. ~0.6071,0.0355)",

| ) (13.118)
X vergl, = (1 0.5083,-5.5417)

(13.118) muss man mil (13.80) vergleichen.
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13.5 Aufgaben

Aufgabe 13-1: Die Schwingungsform nach Bild /3-7a fiir die tiefste Ligenfrequenz @ weicht
nur wenig von einer Geraden ab, der Einfluss der Wellentrigheit ist gering. Berechnen Sie
zum Vergleich dic Figenfrequenz ey bei Vemachldssigung  der Wellentrdgheit (d. h.
Jo=0bew. p=0).

Aufeabe 13-2; Wie lauten die Eigenfrequenzen und FEigenschwingungsformen der frei
schwingenden Welle nach Bild 13-3 fir den Tall fehlender Lnd-Drehmassen, d. h.
J=5=07

Aufzabe 13-3: Kontrollieren Sie die Zahlenwerte ¢, i =1....,4 in Tubelle 713-7 und verbessern
Sie die Niherungswerte mit Hilfe eines Iterationsverfahrens um (wenigstens) eine weitere
Stelle,

Aufgabe 13-4: Schreiben Sie mit ITilfe der Eigenfrequenzen @; und Eigenformen ¢;(x)
nach (13.39) bzw. (13.38) — auch (13.32) — die allgemeine Lisung der Bewegungsgleichun-
gen an.

Aufgabe 13-3: Welche Bedingung miissen die Parameter J;/J,, und J5/J,, in der charakte-
ristischen Gleichung (13.33) erfiillen, damit — wie in unserem Beispiel — keine Eigenwerte
«; aullreten, fir dic tanea; <0 gilt? (... in Bild 13-6 keine Schnittpunkic in der unteren
Halbebene auftreten?)

Aufgabe 13-6: Fir welche Parameterwerte (J] Jq / Jﬁ) hat die charakteristische Glei-
chung (13.35) Losungen a; mit cose; =072

Aufgabe 13-7: In Bild 13-9 sind dic Amplituden (ﬁf iiber der bezogenen Frequenz

a,f;rz.@fn':g [Ty
Fia

A~

mit Vorzeichen aufgetragen. Schreiben Sie @i:‘go,-‘eﬂ”"

, vgl
1,
(12.70}, und skizzieren Sie parallel zu Rild 12-15 die Verldufe (die Frequenzginge) der Amp-

lituden (;3,- und der Phasenverschiebungswinkel ; in Abhiingigkeit von 2 .

Aufgabe 13-8: Diskutieren Sie die Frequenzginge aus Aufgabe 13-7 analog zu Seite 188.
Dazu ist es giinstig, sich die Schwingungsform @{x) flir einige Crregerfrequenzen Qoa
71 berechnen (PC!)

Rop G

M,

i_\

J= Bild 13-16
. Symmetrisch aufgebauter Drehschwinger

Aufeabe 13-9; Besonders hei symmetrisch aufgebauten Systemen, vgl, Bild 13-16, mit a)
symmetrischer  Erregung M =M, =M () oder mit b) antimetrischer Erregung
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M =-M,= M(r) ist es ginstig, die Koordinaten so zu wihlen - hier z. B. den Nullpunkt

von x in die Wellenmitte zu legen —, dass Symmetrien und Antimetrien in den Gln wiederzu-
erkennen sind. Welche Symmetrien und Antimetrien treten in diesem System in den freien
und den erzwungenen Schwingungen auf?

Aufzabe 13-10: Uberfithren Sie die kinetische Energie 7 nach (13.54) und die potentielle
Energie {7 nach (13.57) mit dem Ansatz {13.60) in die Matrizenformen (13.64), (13.65) mit
den Integralen (13.66) bzw. (13.67).

Aufeabe [3-11: Zeigen Sie, dass die Matrizen J und K symmetrisch sind: J =J L Kk=kK"'

Aufoabe 13-12: Wie siihe die generalisierte Kraft @ in (13.69) aus, wenn in Wellenmitte hei
x=1/2 das Drehmoment M (1) angriffe?

Aufgabe 13-13: Schreiben Sie I und U nach (13.63) als Doppelsumme iber (i,k)=
(1:3,1:3), setzen Sie sie in (13.70) ein und schreiben Sie die drei (gekoppelten} Bewe-
gungsdifferentialgleichungen fiir die drei ¢; an. Fassen Sie die drei Dgln zu einer Matrix-
gleichung (13.71) zusammen.

Aufeabe 13-14; Kénnen Sie sich aus Aufgabe 13-13 eine "Ableitungsregel” zurechtlegen, die
Thnen in Zukunft gestattet, die in (13.70) geforderten Ableitungen aus der Matrixschreibwei-
s¢ (13.63) unmiitelbar zu gewirmen? (Hinweis: Nutzen Sic die Symmetric aus, s. Aufgabe
13-11.)

Aufeabe 13-15: Werten Sie die Integrale (13.66), (13.67) mit den Ansatzfunktionen ¢ (x)

nach (13.61) [ir den Fall konstanten Wellenquersehmitts aus, vgl. (13.56),, und kontrollicren
damit (13.72).

Aufgabe 13-16: Schreiben Sic dic Schritte des Dimensionslos-Machens von (13.72) nach
(13.75) apstiihrlich an. Weshalb kann man in {13.79) &, direkt mit o; ans Abschnitt 13.2
vergleichen?

Aufgabe 13-17: Skizzieren Sie die Schwingungsformen ffJ(r) 7zu den Eigenvektoren nach
(13.80) und vergleichen Sie sie mit jenen nach Bild 13-7.

Aufgabe 13-18: Berechnen Sie zu den angegebenen Parametern und mit M (r)=

M(cos Qr+0.5sin302r) die erzwungenen Schwingungen. Bei welchen Frequenzen 2
treten Resonanzen aul?

Aufgabe 13-19: Schreiben Sie die Bewegungsgleichungen (13.112) analog zu (13.114) filr
den Fall an, dass die Welle in 5 gleich lange Elemente /; =/ =/ =1/3 geteill wird. Das
entstehende Eigenwertproblem — analog (13.113) — enthilt dann eine 4 x 4-Matrix. Die cha-
rakteristische Gleichung ist vom 4. bzw. 3. Grad (Wurzel @ =0 trivial); Losung von Hand
oder PC.

Aufgabe 13-20; Der in Bild 13-17 skizzierte Drehschwinger besteht aus zwei dicken Wellen
(Parameter o, G, [, , ;) und einer Drehmasse Jund ist mit einem diinnen Torsionsstad (Stei-

A T
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figkeil &y ) an die Umgebung angeschlossen. (Gesucht sind Niherungsgleichungen der Form

{13.112) (tir Eigenschwingungen.

N §
1 /4—”5:'
ke o donG Y G N N T
Vi K P PP f]j Pt A
/ - 4 T i
L | lz |
iy 2 i Ao iy x
Bild 13-17: Drehschwinger Brlef 13-18: Ansatzfunktionen fiir tinite Elemente

Aufgabe 13-21: Zur genaueren Untersuchung von Drehschwingungen (p( X, r) soll mit dem
Ansatz p(x,1)= Z(p; (N (x) +Z @ ;N (x) gearbeitet werden. Die beiden Formfunktio-

nen ; N, (9“,-) und ; N; (.,‘",-) sind in Bild 13-18 skizziert. Sie geniigen den Bedingungen

(N ()= N (1) =0, aNi (<1 )= N (1) =0,
PN (=l )= N (1) =0, aNi ()= y Ni(l) =0,
¥,(0) -1, £ (0) =0,
P Ni(0) =0, NI(O) =111

a) Lrginzen Sie die Bedingungen Rir ;N1 (&), ; N, (&, )und 45N (8), 4N,(&,), die
Formfunktionen an den beiden Wellenenden.

b) Entwickeln Sie die ; N, (fi ) und g N,-(;‘I-) jeweils fiir positives und negatives Argu-
ment,

¢) Stellen Sie die Trigheitsmatrix M und die Steifigkeitsmatrix K zu (13,99}, (13.100) auf,

14 Balken-Biegeschwingungen

14.1 Aufgabe: Schwingungen einer Kranbriicke

Bild 14-1 zeigt schematisch eine Kranbriicke mit Laufkatze, die an einem Seil eine Last trigt.
Gefragt ist nach den Schwingungen im System, wenn die Last (oder auch nur ein Teil davon)
plitzlich abtillt,
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Das System ist bereits stark vercinfucht: Dic Stlitzen wurden als (vertikal) starre Auflager
gezeichnet, der Krantriger als Balken mit konstantem Querschnitt (Biegesteifigkeit EJ, Mas-
sebelegung ) angenommen.

Wir vereinfachen noch weiter: Der Achsabstand der Laufkatze (= 2 «) soll klein gegeniiber
den Balkenléingen [;,/; sein; dann kann die Laufkatze durch eine Punktmasse s ersetzt wer-

den. Wir fragen auch nur nach dem vollstindigen Abfall der Last G, =gm, .

Dann gilt das Ersatzsystem nach Bild 14-2: Der Balken ist infolge des Katzen- und Eigenge-
wichts und zusitzlich durch das Gewicht G der Last statisch durchgebogen {und in Ruhe).

Plstzlich fillt die Last ab. Wie schwingt er danach? Insbesondere interessieren die beiden
tiefsten Eigenfrequenzen und die zugehorigen Eigenschwingungsformen. (Man kénnte z. B.
auch nach den schwingenden Auflagerkriiften fragen, ob eines der Lager abhebt — die Briicke
aus ¢iner Flthrung springen kann — usw.)

— |24 G —-—
Il p | -
| I SELu -
» % = T z
‘ f, b l, I j
m, ‘ G,
Bild 14-1: Kranbriicke mil Laulkalze Bild 14-2: Kranbriicke mil Punkimasse

14.2 Die partiellen Dgln der Balkenbiegung

14.2.1 Herleitung der Dgin

Kriifte und Gleichgewichtsbedingungen

Bild 14-3a zeigt in Abhingigkeit von der Liangskoordinate x die auf’ den Balken vertikal nach
unten wirkende verteilte Last, ¢{x, 1), kurz Streckenlast, sowie die Querkrafi Q(x, () und

das Biegemoment M (x,t), die Schnittgréfien.

In der Mechanik leitet man fiir die Querkraft bzw. das Moment am Balkenelement die Gleich-
gewichisbedingungen

., 0O oM )
o-R__, w-M_y (14.1)
X o
her.
Auslenkungen

Der Balken sei in der Ausgangslage unbelastet gerade. Scine Achse, dic Schwerelinic seiner
Querschnitte, falle auf die x-Achse, vgl. Bild 14-3b. Die Auslenkung w(x, t_) wird (positiv)
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als Abscnkung der Schwercelinie gegentiber der Ausgangslage gemessen. (Als Funktion von x
wird w{x, ) auch Biegelinie genannt. Der Winkel ¢(x, r) erfasst die Neigung der Biegeli-
nie gegeniiber der x-Achse, s. Bild 14-3b. In linearer Niherung gilt

ow

¢)_

=w, 14.2
ax ( )

Balkenbiegung der Elastostatik

Unter Annahme der ITvpothese von Bernoulli-Euler, dass urspriinglich auf der Balkenachse
senkrecht stehende ebene Querschnitte auch bei der Biegung eben und senkrecht zur Biegeli-
nic bleiben, leitet man in der Elastostatik dic Balken-Bicgegleichung
M
ot = 14.3
T (14.3)

A
I
=
I

her. Darin darf die Biegesteifigkeit £/ (schwach) veriinderlich sein.

(.) x 0
wd
%} ):W (x.0) W
a

O(x.1) b S g ¢

\\ Am

Bild 14-3: Kriifte und Auslenkungen am Balken

Die Schwingungs-Differentialgleichung
Habe der Balken cine Masscbelegung ;z(x] = pA[x). Ein Masscelement Am = g Ax auf
dem Balkenabschnitt Ax, vgl. Bild 14-3¢, erfihrt die (d'Alembertsche) Trigheitskraft
Amw=uAxw (14.4)

und ist eine dvnamische Streckenlasi

G Ax = —p W Ax, (14.5)
vergleiche Bild 14-3a mit Bild 14-3¢ (insbesondere die Vorzeichen). Die dynamische Stre-
ckenlast Gayn = —H w nach {14.5) tritt auf der rechten Seite von (14.1) hinzu., Wir haben da-

mit fiir unser Problem den folgenden Gleichungssatz gewonnen

M
'=—giuw, M=0, p'=—""+, w=0. 14.6
Q' =-qi Q. ¢=—1; ¢ (14.6)
Hier steht die Rewegungsgleichung als System von partiellen Dgin 1. Ordnung beziiglich x.
{Das ist fiir manche Untersuchungen giinstig.)

Eliminiert man aus (14.6) 0, M, ¢, so erhiilt man
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(EIw"Y +piv=g(x,1). (14.7)
Dies ist eine partielle Dgl vierter Ordnung nach dem Ort x: man braucht 4 Randbedingungen,
und zweiter Ordnung nach der Zeit ¢ : man braucht 2 Anfangsbedingungen.

Fiir £/ = constant erhilt man

EIw! +piv=g(x1). (14.8)

14.2.2 Randbedingungen
In der Regel muss man zum Finarbeiten von Randbedingungen ¢, M, durch w ausdriicken,

Deshalb seien zusammengestellt:
e-w, M=-Elw', QO-—(EIw) oder Q=-EIw" (beiLl—comst).  (14.9)

Fiir jedes Balkenende muss man zwei Randbedingungen varschreiben. Tabelle 11-1 zeigt vier

Standardlille, bei denen an den Réndem einfache geometrisehe oder Belastungs-(d. h. Krali-

oder Moment-)Bedingungen vorliegen.

0 x w0, ¢ e w(LD)=0,
!

3 ELu
oy elon-o A (-

b/| X0 (0,1)=0, 4 7\\11 M(lL1)=0,
==
Z ﬁ Q(UJ_);O- Fl i Q(l,[);()_

Tabelle 14-1 Einfache Randbedingungen

Zusammengesetzte Randbedingungen

Anschliisse an andere Elemente (Federn, Massen, andere Balken usw.) formuliert man iiber
geomeirische Vertrdglichkeiterr (Auslenkungen, Winkel) und Gleichgewichishedingungen
(die man oft auch als Aktion = Reaktion sehen kann).

Reispiel 1. Mit Feder, Steifickeit k, gestiitztes Balkenende

a b c

x=0
w I g &
k

Bild 14-4
Balkenende mit Federstiitzung

Bild 14-4a «eigl das betrachiete Balkenende, die Schnithilder Bild 14-4b und ¢ zeigen
@ =0(0.r) als Kraft aut die Feder bzw. Querkratt am Balken.
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Aus Bild 14-4a liest man ab: M(0,7)=0. Bild 14-4b zeigt O(0,/)=—kw{0,7). Aus
(14.9%;; entnimmt man M (0,7)=—-EIw"(0.¢), Q(0,7)=—(E1 w")' | zo -
Fir ET = const. erhilt man daraus die beiden Randbedingungen

w"(O, r) =0, kw(0, !)+ ETw"(0, f) =0., (14.10)

m w0

x=/
m

Elpu

a F(6) Bild 14-5

Balkenende mit aufgesetzter Punktmasse

Beispiel 2: Balkenende mit aufgesetzter Punkimasse m und Krafterregung F(t)

Bild 14-5 zeigt das Balkenende x =/ und die benétigten Schnitthilder. Man liest aus den
Bildern ab:

M(Ln=0, QUL o+imw(l.)-F(r1)=0.
Fir £ = const. erhilt man daraus mit (14.9). ; die beiden Randbedingungen
w'(l,t)=0, —EIw'{l6)+mw(l,t}=F{(r). {14.11)

Ls ist ratsam, in den endgiiltigen Formen der Randbedingungen (wenigstens einmal) die
Funkiionsargumente vollstindig anzulithren.

14.3 Eigenschwingungen der Kranbriicke

14.3.1 Bereichsweise Wahl der Lingskoordinate

In Bild [4-6 ist das Ersatzsystem der Kranbriicke noch einmal skizziert, Gesucht ist die
Schwingung w(x,r), also die zeilabhéingige Biegelinie.

Wegen der bei x —/; aufeesetzten Punktmasse zerfiillt die x-Achse in zwei Abschnitte;

Bereich 11 0<x </, Bereich2: /i =x=</+/;,

in denen w(x,#) formal unterschieden werden muss, sagen wir wy(x,r) im ersten, w,(x.7)

im zweiten Bereich. Fiir Biegelinien unter statischen Lasten filhren die etwas umstindlichen
Rechnungen zu leicht auswertbaren Formeln, siehe [11], auch Abschnitt B.6.1. Die Rechnun-
gen werden einfacher, wenn man fiir die beiden Bereiche individuelle Abszissenachsen x;

und x, einfithrt, vgl. Bild 14-7a. Dann gilt im

1. Bereich: w(x,£) = wy{(x),¢) mit 0 < x <1,
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2. Bereich: w(x,2) — wy (x),7) mit 0<xy </y.
Die in Abschnitt 14.2 getroffenen Vorzeichenvereinbarungen gelten in beiden Bereichen in
gleicher Weise.

Erheblich einfacher werden die formalen Rechnungen oft, wenn man die x;-Achsen gegen-
laufig withlt und die Nullpunkte zusammenfallen, Bild 14-7b, oder sich fiir die Nullpunkte
besonders einfache (Rand-)Bedingungen ergeben, . B. w, (0,£)=0 und w{{0,/)=0, mit
den x-Achsen nach Bild 14-7c.

Der Nachteil gegenldufiger x; -Achsen ist, dass die Orienticrungen der w; und ihrer Orts-
ableitungen (nach den x; ) und auch die von ¢;,M,,O; nur noch zum leil zusammenpassen;
man begeht also sehr leicht Vorzeichenfehler beim Aneinander-Stiickeln der Funktionen an
der Verbindungsstelle (hier der Punktmasse m).

Wir arbeiten deshalb im I'olgenden mit den Koordinaten x; und x; nach Bild 14-7a.

a Q il 0 'XE-
| l B
b x, 0 *
= ELu m | i | JZJ
C O

—P]
P

X Ko 0
Bild 14-6 - Bild 14-7
1, =]

Balken mit ! Abschnittsweise
Bereich 1 Bereich 2 Punktmasse Bereich | Bereich 2 Lingskoordinaten

=l

14.3.2 Lisen der particllen Differentialgleichung
Fiir dic beiden Bereiche 1 und 2 in Bild 14-6 und Bild 14-7a gilt dic Dgl (14.8) mit g =1},
zwischen wy(x),#) und wy{xp,7) brauchen wir erst spiter zu unterscheiden:

Erwlh + -0 (14.12)
Da keine Didmpfung vorliegt, erwarten wir eine Ligenschwingung

w(x,}=w(x)e™ (14.13)
mit rein imaginiiren Eigenwerten 4; = j@; und kénnen deshalb statt (14.13) auch

w(x.f) = ﬁw'(x) e/ oder w(x,f) = ﬁi[x)cuh‘ o (14.14)

ansctzen. Auf beiden Wegen (14.14) entsicht aus (14.12)

Erat uot (14.15)
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Dics ist ¢ine lincare, gewdhnliche Differentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten {(x-
unabhiingigen!) Koeffizienten; sie enthiilt » als (unbekannten) Parameter. Wir dividieren

(14.15) durch £7(# 0) und setzen

2 2
k= MY >0, &= 4f&>0;
El \ EJ

spiiter brauchen wir

s &YET
w° = .
4
Jetzt lautet (14.13)
W okt

mit & als Parameter, Mit dem Ljsungsansatz
w(x)=C ek
erhilt man aus {14.18) das {Unter-)Eigenwertproblem
[Jk4 —K4)Cekx =0
mit den vier Ldsungen
=ik, bh=—jx. k=x k=-x
Damit lautet die allgemeine Losung von (14.18)
W x) =) L Che Jax g C3 +C e ¥

Die C; sind freie Konstantern.

(14.16)

(14.17)

(14.18)

(14.19)

(14.20)

(14.21)

(14.22)

Arbeitet man mit w(x), so liuft die Rechnung durchs Komplexe (das kann Vorteile haben).

Will man im Reellen bleiben, muss man dic Teilldsungen &% gecignet kombinicren, vel.

(5.15). Man erhdlt neben den trigonometrischen {oder Kreis-)Funktionen
eJK)C + e—_fK'X elk',\‘ o e—j.’("\‘

=COSKX, —————=§InKX
2 2

dic hyperbolischen (oder Hyperbel-)Funktionen
KX Kx L TRX

e e : .
=coshrxx, f =sinhxx.

Lisen Sie hierzu die Aulgabe 14-1 bis Aulgabe 14-11.
Mit (14,23), {14.24) kann man dic allgemeine Lésung (14.22) umschreiben in

u(x) = Acosk x+ Bsinkx+Cceoshx x+ Dsinhax ;

(14.23)

(14.24)

(14.25)
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mit den Konstanten A, B, C, D.

14.3.3 Zwei kleine Orientierungsaufgaben

Vor der Untersuchung des in Abschnitt 14.1 vorgestellten Systems, betrachten wir zur Orien-
tierung die in Bild 14-8 und Bild 14-9 gezeigten zweiseitig gestiitzten und einseitig einge-
sparmten Balken.

14.3.3.1 Zweiseitig gestiitzter Balken
=" Bl

£

=
; Bild 14-8
Beidseitig gelenkig gelagerter Balken

Fir den beidseitizg gestiitzten Balken nach Bild 14-8 gelten die Randbedingungen, vgl.
Tabelle 14-1,

w( ,.t) W (0) 0,
M ,f)*(]—> Eiw (Ur Y=0— 11"(0):

(14.26)
w(t.r) = W) =0,

M(l.1 ): 0 —>7E]w"(l,t)=0—> v{1)=0.

Dabei folgen die ganz rechts stehenden Ausdriicke aus den linken mit {14.9). Die rechts ste-
henden Ausdriicke muss (14.25) erliillen.

w(0)=Acos0 1 Bsin0+ Ccosh0-1 Dsinh 0 =0,
ﬁf"(O):fcz {-Acos0+Bsin0+Ccosh0+ Dsinh0) =0, (1427)
W (l') = Acoskl + Bsinx{ + Ccoshw! + Dsinh x/ =0, -
W (1) = &* (~Acoskl— Bsinl + Ccoshil 1 Dsinhxl)=10,
In Matnixschreibweise lauten die Gleichungen:
1 0 1 0 A
—i? 0 K 0 B
cosicl sin &7 cosh 7 sinhxl || C |~ - (14.28)
~xtcoskl —«’sinad xlcoshal &% sinhat WD

Damit dieses lineare homogene Gleichungssystem {fiir 4, B, C. I)) eine nichttriviale Lisung
hat, muss die Koeffizientendeterminante verschwinden. Man erhilt die charakteristische
Gleichung

A(xl)=det(-) = —dx* sin k] sinh xf — 0 (14.29)

als Bestimmungsgleichung fiir & {oder x-f ). Offensichtlich gibt cs dic folgenden Lsungen:
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x =0 4 - fache Wurzel & =0, (14.30)
singl =0 >x,z=’”’!i, n=0,21,+2,..., (14.31)
. AT . .

sinhxf =0 »x, :JT’ n=0+tL+2,.. Jj=+-L (14.32)

Zu &y -0, vel (14.30) und (14.31), (14.32) mit # — 0, lautet das Gleichungssystem (14.28).

101 0y A4
0 00 0B
=1 (14.33)
1 01 0||C
0 0 0 0D/
Es hat den Lsungsvektor (Eigenvektor)
$o = (A.B,— A, 1) (14.34)

Setzt man dicse Koelfizienten —und & =4 —in (14.25} cin, crhilt man
Wp(x)=A4-1+B-0-4-1+D-0=0. (14.35)

Dies ist also eine verwickelte Form der trivialen Lsung.

Zux, = nfr/l ,vgl (14.31) mit »# =0, lautet das Gleichungssystem (14.28):

1 0 1 0 b
na na )
7)Y [T] ’ !
.
B
(-1 o cosh(%] smh[ﬂ] ol 7% qase
D
2 2 "
(i] (1" 0 [_ffj cosh % (_ﬂj i h(”_j
/ i i !

Wegen sinh(mr/l] =0 gelten 4, =0,C, =0, 0,=0 und B,=0. Dann lautel die n-le

Eigenschwingung

. . THX
W {x,0 ) = (e COS @1+ ag, sin @, )sin ;o (14.37)

WO

w, = i [T = ==, (14.38)
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vl {14.17). (Dic Lisungen zu positiven und negativen » fallen zusammen,) Dic Ldsungen
zu &, = jnx/l lassen sich auf die w, (x,() nach (14.37) zurlickfithren (vgl, Aufgabe 14-5).

14.3.3.2 Einseitig eingespannter Balken

%—-'t PRAN
7.

s 4

Rild 14-9
Einseitig eingespannter Balken

Fir den einseitig eingespannten Balken nach Bild 14-9 gelten die Randbedingungen, vgl.
Tabelle 14-1:

w(O { — ﬁ-‘(D)—
w(0.)=0— — w0
( A )= (14.39)
M’(I r) 0—- E]w"(l r) 0 o ([) \
O(Lt)-0—>-EIw"(L6)=0 - #"(1)=0
Einsetzen der Randbedingungen in (14,235) liefert
W(0) = Acos 0+ BsinO+C cosh O+ Dsinh 0 =0,
W (0) =& (—4sin 0+ Beos0+Csinh0+ Deosh0) =0,
. ] (14.40)
w(1)= K2 (—Acoswl— Bsinx!+( coshxl + Dsinhxl) =0,
7" (1) = k7 (Asinxl — Beos i + Csinhal + Deoshal) =0,
Matrixschreibweise:
1 0 1 0 y
( K 0 K B
1, 3 2. :0. (14.41)
kT cosxd —k-sing!  w”coshad!  xlsinhad || O
xIsinl =i cosxd xS sinhad  xo coshad )\ D
Charakteristische Gleichung:
(1) s s
Alxl)=det(-)= T[(cosh ki coskl) ~(smh Kki{—sin Id):| =
! ' (14.42)
()"
=2 (1+coshx/-cosxl).
16

Die 6-fache Nullstelle &y =0 erkennt man direkl. e dibrigen Wurzeln liest man zweckge-

miil aus einer gralischen Darstellung ab. Bild 1410 zeigl
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oSy =— , wo a=x/. (14.43)

cosh e

Man liest die Abszissen der Kurvenschnittpunkte (in der gewiinschten Genauigkeit durch
entsprechendes VergréBem auf dem Bildschirm eines PC) ummittelbar ab:

o =05977, @y =1493x

und
0.5;1'+(f7—1):r+g fir » ungerade,
"= (14.44)
057 +(n—1)w—e  fiir n gerade,
wo geine kleine positive Zahl ist, die rasch gegen Null strebt, s. Bild 14-10.
1
=
=t
>
L ;
At
cosh ¢ . : . ‘. . Bild 14-10
0 0.5 1.0 Ls 20 25 3.0 Graphische Lisung der charakleristischen
o Gleichung
1.0 1.0
{{;1 {xr n=1 fic_l( x)r =3
I R e N
-0.5¢ -3¢0
-0 0.5 x/l I 0.5 x/ l
1.0 1.0
ﬁ"g(l') I n=2 fl’q(x i =4
0.0 0.0
-0.5} 0.5
10 0.5 I 1% 0.5 A L

Bild 14-11: Eigenschwingungen des eingespannten Balkens (* Knoten)

Zu o =0 erhiltman W (x)=0.Zu a, =0 erhilt man aus (14.41) die Eigenschwingungen
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W, (x) = (cosa, +coshey, ) (cos(a, x/1)—cosh(a, x/1))

(14.45)
+(sina, —sinha, ) (sin (@, x/1)—-sinh({a, x/[]) .

Natiirlich kann man die W, (\7) noch mit einer beliebigen Zahl (#0) multiplizieren (weil
{14.41) homogen ist). Bild 14-11 zeigt dic aul den Maximalaussehlag 1 normicrlen vier ers-
ten 13-',-(3:) .

14.3.4 Rand- und Ubergangsbedingungen bei der Kranbriicke
Bei der Kranbriicke gilt flir die beiden Abzissenbereiche | und 2, vgl. Bild 14-7, jeweils eine
Losung der Form (14.25):
Wy (%)= A coskx; 1+-Bysinkx +Ceoshax, o+ Dy sinhaxy, (14.46)
Wy (X5 )= A cOSK x5 + By sink xy +C; coshx xy +Dsysinhkx,.
Hinweis 1: Da E 1 und g in beiden Bereichen gleich sind, gilt hier fiir beide Bereiche das-
selbe x; vgl. (14.16). Bei verschiedenen E [ oder g milsste man zum gemeinsamen Parame-

ler o aus (14.16) jeweilige &, x5 ausrechnen und in (14.46) cinselzen.

L w= %, =0 Bild 14-12
S a0 00 gy [T e Austenkingen
e Fa 0 “""--\f P00 = :l:acjsc; Punkt-
x =
M (1.0 0,00 M0 QLD
) depy’ (e
J/’ -,/' \ ]
o400 ML) I 0,(0.6) M0.0) Bild 14-13
0.0 Krifte und Momente an
{0, Punktmasse

Fiir die iy (x; ), k=12, in (14.46) liest man aus Bild 14-6 mit x),x, nach Bild 14-7a un-

mittelbar ab:

w(0.)=0— iy (0)=0,
M Ot) w(0)=0, (14.47)
W (l'l +05,t )—()—) W (t'q) ), )

11/{(!1 +[2, )—0—) h"([’)

Aus Bild 14-12 liest man fiir den Ubergang von Bereich | nach Bereich 2 - von x; =/, nach

x; — 0 die folgenden Bedingungen flr geomerrische Vermdglichkeit aby
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W (ll’[) L) (0,[) — ﬁ"] ([] )— \3’2 (0) = 0,
o (Lot =y () > W ()= () = 0.
Bild 14-13 zeigt die SchnittgréBen und die d'Alembertsche Kraft an der Ubergangsstelle.

(14.48)

Aus dem Bild liest man fiir die Schnittgréfen die folgenden Bedingungen ab:
J"l{](!],{):xwz (O,I) —> ﬁ"]ﬂ(l])*ﬁ’g (0)20,
(14.49)

2
O (1, 0) + iy (0,0)— 05 (0,¢) = 0 > W)+ "j’;’} Wy (0) = W5 (0) = 0

Mit (14.47), (14.48), (14.49) sind acht Bedingungen ((leichungen) fiir die acht freien Kon-
stanten A, By, Cp. D,k =1,2, von (14.46) gegeben.

Vor dem Einsetzen der Bedingungen (14.47) bis {14.49) in (14.46), fuhren wir einige Abkfir-
zungen ein: Wir beziehen die /| I, auf die Gesamilinge [ und setzen

L=h+ly, L=b/1, L=hl, h+h =1, (14.50)
AubBerdem sei, vgl. (14.43),
o —=xl (14.51)
A
Fir den Faktor ™ in (14.49) erhalt man mit o = X 27 s (14.17),
ma®  mstEI 3 m
_mECEL M (14.52)

E{ Eiu ul
und mit der auf die Briickenmasse ¢/ bezogenen Punktmasse

=" (14.53)

Cat
lautet der Faktor

2
MO _ P am. (14.54)
El

(Der Faktor x> 1ritl auch bei den wy aul und ldsst sich dann herauskirzen; s, unten.)

14.3.5 Das Eigenwertproblem
Einsetzen der Bedingungen {14.47) bis {14.49) in (14.46) lielerl das Eigenwertproblem:
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l 0 1 0
—x* 0 K? 0
0 0 0 0
0 0 0 0
costox sin/,or cosh/ja sinh /e
—Ksin [}(x K C()Sf]a ksinh flrx wcosh .!Tl(x
—x? cos f] @ —xsin ﬁ(z x% cosh fla 2 sinh ﬂ(z
&3 sin ha —x” cos fee x” sinh ha x cosh ha
0 0 0 0 A
( ) 0 i 0 3 0 ) B,
cosho sinlyor coshlo sinh/5Ha ¢
~x2 cos La i siniya «” cosh La &7 sinh ha D | 0
-1 0 -1 0 4|
0 —K 0 —K B>
P 0 e 0 )
e K Ko —x” D (14.55)

Die Koeffizientendeterminante von (14.55) ist die charakteristische Gleichung. Man erkennt
unmittelbar eine Mehrlachnullstelle & =0 {bzw. &2 = 0), sichl aber auch sofort, dass der nur

eine triviale Ldsung w =10 entspricht.
Fir x, # 0 kann man die xaus (14.55) herauskiirzen. Wir kiirzen auflerdem ab und setzen

5 =5sin l]rx, ¢ = cosf]a, shy =sinh l]a, ehy = cosh ila,
- - - - (14.56)
5y =sinha, oy =cosha, shy =sinhha, chy =coshha.

Addiert man in der Determinante die erste Zeile zur zweiten, dritte Zeile zur vierten, flinfte
Zeile zur siebten, sechste Zeile zur achten und zieht Faltoren 2 sofort heraus, erhilt man

I 00 0 0 0 0 0
o 01 0 0 0 0 0
00 0 0 e sy gH, s,
O 00 0 0 0 ch sk
Ma)=2:222% g o o -1 0 A 0 (14.57)
-5 o sy oy 0
0 0 c¢hy sk 0O 0 -1 0
o

0 0 shy iy ?’”0
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Dic gestrichenen Glieder enttallen bel Subtraktion von Zeile 4 von Zeile 3, Zeile 7 von Zei-
le 5. Entwickeln nach erster und zweiter Zeile liefert

0 0 o 52 0 0
0O 0 0 0 o shy
A(a)- 16 s 0 -l 0 0 0 _
o oy 0 -1 0 —1
O sh 0 0 -1 {1
0 by amf2 0 amnf2 -1
=—16{cm[2|(5] 01 + ¢ 53 )5k 5y — (shychy + chy sty )s sy |+ (14.58)

+(8)Cy + 0 82 ) sy chy + chyshy)} L 0
Aus den Additionstheoremen (vgl, Aufgabe 14-3) folgen
8¢5 + €153 =8in fla -CO8 fza + cosfla - sinfga =sin (fl + fz )a =sina,
Jshy el + jchy shy = sin(jﬂcx)-cos(jfza)Jr cos (jfla) - sin(jfga) = (14.39)
= sin{j(a + FQ)O’J = jsinha.
Damit liefert (14.58) fiir « die Bestimmungsgleichung
simasinhea = aTm[sinh o - §in fla -8in fza —sina -sinh l]a' -sinh fza} . (14.60)
Hinweis [: Fir m=0 stimmt {14.58} mit (14.29) im Wesentlichen itberein (Kontrollm&g-
lichkeit!).
Hinweis 2: Man sieht: Mit «,, ist auch —a,, eine Ldsung von (14.60); also braucht man nur

positive Wurzeln zu suchen. (Wie ist das mit rein imaginidren? — vegl. Aufgabe 14-5.)

Hinweis 3; Will man (14.60) — wenigstens zur Orientierung — grafisch 18sen, ist es zweckmi-
Big, mit Funktionen zu arbeiten, deren Schnittpunkte fiir gréflere o in der Nihe der Abszisse
bleiben. Deshalb dividieren wir die Gleichung fiir & » 0 durch o sinha :

sino o sinh/jasinh Lo

:g sinfye sinlyer —sin (14.61)

& sinha

Bild 14-14 zeigt grafisch ermittelte Eigenwerte fiir s =0.5, im Teil a) fiir 471 =07, =03,

im Teil b) fur fl = fz =0.5. Man gewinnt fiir dic ersten 6 Rigenwerte «, die Nidherungen:

] " 1 2 3 4 5 6

0.7 a,/m 0.878 1,795 2.971 3.848 4.654 5.887

05 | a,/z | 0840 2 2.697 4 4.635 6

Tabealle 14-2
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Mit den «, kann man aus (14.51) die «,, und damit aus (14.52) die Eigenfrequenzen e,
berechnen. (Setzt man die «,, in (14.55) ein, kann man daraus die Cigenvektoren und damit
aus {14.46) die Cigenschwingungsformen berechnen.

Wenn man will, kann man die «, (und natiirlich auch die entsprechenden @, ) aus Tabelle
[4-2 mit jenen der Balken chne Punktmasse, vgl. Bild [4-8, vergleichen. Wir tanden dort
oy =H-T.

Man sicht: Dic Eigenwerte werden im allgemeinen durch dic Zusalzmasse m abgesenkt, je-
doch unterschiedlich stark, Und zwar werden jene Eigenwerte stirker beeinflusst, deren Ei-
genschwingungsformen am Ort (x = !]) der Punktmasse eine relativ starke Auslenkung (ei-
nen Schwingungshauch) haben, wihrend die Eigenwerte, deren Eigenlform in der Nithe der
Punkimasse einen Knoten oder einen sehr kleinen Ausschlag hat, kaum beeinflusst werden

(vel. ay,aq, g — also gerade n—bei J) =0.5).

Man sieht auch, dass die «,, zusammen- und auseinanderriicken kéinnen, wenn die Punki-
magsse ihren Ort dndert,

Die Figenschwingungsform W, (.x) zum Eigenwert «,, —bzw. der Eigenfrequenz @, — val.
den Ansatz (14.13), wird fiir dic beiden Bereiche 1 und 2, ¢, Bild 14-13, gemih (14.46) durch

W, (x) bzw. iy, {x) ausgedriickt, wobei die Koeffizienten (4,B),C1,0;) und

(A.B7,C5, D )n aus der homogenen Gleichung (14.55) abgelesen werden. Da deren De-

terminante fir o = ¢, verschwindet, sind darin nur 7 der 8 Gleichungen linear unabhiingig:
man kann einen der Koeffizienten gleich [ setzen und die ibrigen durch ihn ausdriicken.

Im vorliegenden Fall ist die Rechnmung einfach: Die mit (14.56) eingefithrten Abkiirzungen
fiir die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen magen nun flir den interessieren-
den Eigenwert « =«, gelten. Da die Zeilenkombinationen, die von der Matrizenglei-
chung (14.35) zur Determinante (14.57) fiihren, auch bei der Matrizengleichung selbst ausge-
fiihrt werden diirfen, kann man den Llementeblock (14.37) als Umformung der Matrix von
(14.55) sehen. Man liesl aus der 1. und 2. Zeile ab: 4, =0,{], =0. Damit sind 1. und

-

2, Zeile erfiilli und 1. sowie 3. Spalie verschwinden. Ubrig bleibt der Elementeblock von
{14.58) mit 5 unabhingigen Gleichungen. Sei (zundchst) 5, =1. Aus den 5 ersien Zeilen
folgen die iibrigen Koeffizienten. Multiplikation des Endergebnisses mit x5 -sinhe, und
Einsetzen in (14.46) liefert mit % == x /1, ¥ = x, /1 fir 0<% </}, 0<%, <l

W, =sinh e, -sin A a, sin Xy, —sina,, -sin fz a,, -sinh ¥, o,

W, =sinh e, -sinf; a,, -sin [(.’Tz —iz)an}—sin a,, -sinh{ a,, -sinh [(:72 —fg)af.n:l. (1562)
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0.4

_sinau a

=
N
T

Funktionen
=

ey
021
m=031=07,5L=03
-0.4 L L 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
el 4
0.4

_.sina/a

Funktignen

Cle"‘?T Iy \/:\/ !,-
Gy GET g
-0.2 ¢
=05 1,=05 5=05
-0.4 : : : ' ' _ Bild 14-14
0 1 2 3 _ 4 3 b Graphische Lésung der charakte-
G ristischen Gleichungen

14.4 Diskretisieren des Kontinuums Balken

Die allgemeinen Uberlegungen sind — mutatis mutandis — dieselben wie bei den Drehschwin-
gungen der Welle in Abschmitt 13.4, Wir beschrinken uns hicr auf den Fall globaler Ansatz-
funktionen.

14.4.1 Das Arbeiten mit globalen Ansatzfunktionen

Ausgangspunkt ist das Ersatzsystem nach Bild 14-15 (vgl, Bild 14-8) mit den Abschnittslin-
gen N, 5, 1:=1 +/, der Biegesteifigkeit £7, der Massebelegung g sowie einer bel x =/,

aufgesetzten Punktmasse .

(Fesucht ist eine Niherungsldsung fiir die drei tiefsten Figenfrequenzen.
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x
ELu b

£ 2

Rild 14-15
Balken mit Punktmasse

14.4.1.1 Vorbereitung fiir die Lagrange-Gleichungen
Kinetische Energie (vgl. auch (9.8)):

!
T 1 "-;,LWZ [x,t)dx+lm W’ (ll,t). (14.63)
2 2
0
Potential (vgl. auch (9.15)):

/
L"z%J.EI[l.v”(x,t]f dx. (14.64)
0
Zieht man eine numerische Auswertung der Integrale (14.72), (14.73), s. unten, in Betracht,
kann man hier ortsabhingige Bicgesteiligkeit £7 = E[(x) und Masschelegung g = y(x)
zulassen.
Ansatzfunktionen

In allgemeiner Form setzen wir an, vgl. (13.60),
3
w(x, 1) =3 gy (1) W, (x). (14.65)
k=1

Dabei miissen die W, (x) die geomerrischen Randbedingungen, vgl. Bild 14-15,
w(U,t]:O, w(!, t)zO (14.66)
erflillen {diese heilen auch wesentliche Bedingungen).

[Tinweis 1 Erfiillen die Ansatzfunktionen W), (x) die geometrischen Randbedingungen nicht

von vomneherein, muss man das Erfilllen durch Nebenbedingungen beim Losen der Variati-
onsaufgabe erzwingen.

Die nicht-wesentlichen Randbedingungen, das sind hier die Momentenbedingungen an den
Balkenenden, vgl. Bild 14-13,

M(0,0)=0,M(1,1)=0bzw. w'(0,7)=0,w"(/,7) =0, (14.67)

brauchen von den Ansalzlunktionen B (r) nicht erfiillt zu werden (das verringerl nur die

Lasungsgiite). Speziell wihlen wir als Lésungsansatz die drei ersten Sinus-Halbwellen
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-
3

w(x,1) = Z Wi (t)sinky;x, also W, (x)=
k=1

Die W, (x)=sin(kzx/!) erflillen alle Randbedingungen.

sink wx

(14.68)

Uberdies sind die sin (kf.rx/l) die Higenschwingungsformen des Balkens ohne die Masse m;

vgl. {14.37). Eigenschwingungsformen eines Nachbarsysfems sind im allgemeinen gilinstige
Ansatzfunktionen.

14.4.1.2 Lagrange Formalismus
Einsetzen von (14.68) in (14.63) und (14.64) liefern parallel zu (13.62) bis (13.69)

’1’:];qT Mg, U:%qT Kyq. (14.69)
mit
T
q=(q1.92.43) (14.70)
myp Mz M3 kv kz le\
M= My My Mpy |, K= k21 k22 k23 B (14.71]
My Wy Mg kyy k3y o k3
i
nYy = J-[y(x)+m5(x—f1 )] W, (x) W, (x)dx , (14.72)
0
i
kg = (BTG (x) W, (x) . (14.73)
0

Hinweis 20 In (14.72) steht §{x—1) [iir die Della-Funktion aus Abschnitt 6.3.1, jelzt als
Funktion der Orisvariable x. Analog zu (6.38) folgt
{
Jm W (x) W ()& (x—f) e =m W, (1) )W, (1)). (14.74)
[
Aus den Lagrangeschen Gleichungen
d 6T 0T N cly
di g, Gqp Oy

-0, k=123, (14.75)

erhiilt man filr die Matrizenform der Bewegungsgleichungen, vgl. Aufgabe 13-14,
Mi+Kqg=0. (14.76)

Fir die Sinus-Ilalbwellen nach (14.68) erhiilt man im Fall konstanten Balkenguerschnitis die
Massenmatrix (Tragheitsmatrix, Z~1 =5/
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{ L2 = oy 7 S 7
‘u? + nrsin’ i) msinzl sin2xl]  msinzl| sin 374
M =| msin i sin 2 7, % +msin® 2 xl, msin2xl sin3, |, (14.77)

S o T oul D2 7
msinzxl sindafy  msinlxl sl % + msin” 37|

und die Steifigkeitsmatrix

el 000
K="2Z 10 16 0. (14.78)
f)J
Flo o s

Fiir konstante Biegesteifigkeit £7 und die 7 nach (14.68) verschwinden die Integrale

!
[E1w ()W (x) d =0 fiiri = k3 (14.79)
0

die W, sind zueinander orthogonal. Deshalb wird die Steifigkeitsmatrix hier diagonal.

14.4.1.3 Auswertung der Gleichungen (Zahlenbeispiel)

Seien
2 4
) e ul  ET ,
di="" und 7 = wgl, WO Wk 4l = id (14.80)
ul 2 23
vgl. (14.53). Dann lauten die Bewegungsgleichungen (14.76)
MwtKw=0, (14.81)
mit
1+ 2ssin? 71'[] 27sin mFl §in Emﬁ 2prsin 71'!7”] sin 371';’]
M =| 2sinzl sin2xl, 1+ 2sin® 27 2rrsin 2y sin3xd; |, (14.82)
2isinzl sin3xl,  2msin2al sindzh 1+ 2#sin® 37,
1 0 ¢
K=|0 16 (| (14.83)
0 0 81

Fir m=0.5 und I] 0.5, vgl. die Parameter zu Tabelle 14-2 , erhilt man aus (14.81) mit

= g oos ( dds Eigenweriproblem
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-2 0 &
0 16-3> 0 G=0,
&° 0 81-28°

withrend sich fiir f] = 0.7 (gerundet) dass Eigemwvertproblem

1-1.654587 0.769428° 0254
0.769423°  16-1.904505" 0.293894°  [§=0
0257 02938947 81-1.095494°

V Konlinua

(14.84)

(14.85)

ergibt. Man erhilt (numerisch) die folgenden é,;; und zum Vergleich mit Tabelle 14-2

(24
o A~
= ﬂ)” .

T

i 7 1 2 3
32 0.59569 10.4636 78.3281
0.7 -
— 0.87853 1.79854 2.97494
i
a; 0.49844 16.0 54.1682
0.5 »
— 0.84024 2.0 271291
i

Tubelle 14-3

Die Ubereinstimmung der Fraebnisse ist so gut, weil die Ansatzfunktionen (14.68) hier sehr

gut sind.

14.4. 1.4 Modalmatrix und allgemeine Losung

Zu den Eigenwerten (Bg in Tabelle [4-3 erhalt man aus {14.84}) und {14.85) die folgenden

Eigenvektoren:

fiir [, —0.7:
f=( 1 —003085 0.00190)" ,
i =( 049765 1 ~0.02558)"
g5 =(-0.09045 0.13192 1),

fir [ —0.5:

(14.36)
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G=( 1 —003804 1.28994)"
i=( 0 1 3.07764)", (14.87)
i3 —(-0.08632 0.14136 L

Man fasst die Figenvektoren g, als Spaltenvektoren in der Modalmatrix @ zusammen:
Q={41.42.4) (14.88)
Aus (14.86), (14.87) folgen (auf 3 Stellen gerundet) ¢ bzw. @

1 0498 —0.090 ! 0 —0.086
0 =|-0.031 1 0132 |, Q,=|-0038 | 0141 . (14.89)
0.002 -0.026 1 1296 3.078 1

Die¢ allgemeine Losung von (14.76) lautet dann

q(t) = %épz (a(:n: COS é, 1+ d,, Sin &y t_) (14.90)

=Q -I:diag(cos &, 1 )a, +diag(sin @, f)a_s.:l, n=1,2,3,
wo
T T
a; :(ac1>ac2ﬂ“c3) > g :(asl’a‘sZ’asB) . (14.91)

Vor dem Einsetzen der ¢, (¢} in den Ansatz {14.68) fasst man die Formfunktionen W, (x)

zweckmiillig auch als Diagonalmatnix zusammen:

W = diag(W, (x)) = diag(sink 7 ¥) . k = 1.2,3. (14.92)

Dann gilt mit einer der Formen von g () aus (14.90)

w(x, 1)= W (x) 4{1). (14.93)
Fiir den Anfangspunkt 7, = 0 erhilt man die Anfangsausieniungen
go=q{0)=Qa, und w(x, 0)=W{x)g(0), (14.94)
fur dic Anfangsgeschwindigheiten gill
gy =q(V)=Q diag (@, ) a, und w(x,1)=W(x)g¢(0). (14.95)

Das Anpassen der allgemeinen Losung an Anfangsbedingungen hiingt davon ab, ob dic An-
fangshedingungen fiir ¢(7) oder fiir w{x,7) gegeben sind, Der erste Fall wird in Ab-

schnitt 14.5.1, der zweite in 14.5.2 behandelt.
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14.5 Schwingungen der Kranbriicke nach dem Lastabfall

Unter der Last, dem Gewicht G, in Bild 14-2, hat sich die Briicke abgesenkt. Fillt die Last

weg, heginnt die Briicke um die unbelastete Gleichgewichtslage zu schwingen. Anfangsaus-
lenkung ist die statische Auslenkung.

Um zwel Vorgehensweisen zu demonstricren, wird zuerst mit den globalen Ansatzfunktionen
aus Abschnitt 14.4 gearbeitet und danach mit den Gleichungen des Kontinuums aus 14.3.

14.5.1 Untersuchung des Lastabfalls mit globalen Ansatzfunktionen
Die Konstanten 4., &, der allgemeinen Losung (14.90) folgen aus (14.94), (14.95) zu vorge-

gebenen Anfangsauslenkungen g, und Anfangsgeschwindigkeiten 4, .

Unmitielbar vor dem Lastabfall sei die Briicke in Ruhe. Dann gilt g, =@ baw. w(x, 0) =0,
und aus (14.95) folgt a, — .

Die statische Absenkung ¢, infolge der Last & miissen wir zuerst berechnen. Es ist zweck-

miBig, sie mit Hilfe der Ansatzfunktionen W, (x) zu ermitteln.

14.5.1.1 Bestimmen der staiischen Absenkung

Wir arbeiten mit Lagrange. Dann kommt zum Potential U7 nach (14.64) das Potential der
Last (, s. Bild 14-2, hinzu, Mit der statischen Auslenkung w,, (x) gilt

¢ 2
Uy =1 T w, (x)] detGowg (1) (14.96)
o

Setzt man die statische Absenkung mit (14.68) an, nimmt (14.96) analog zu {14.69) ff. die
folgende Form an:

l T T
Ug =540 Kaa—8 4y (14.97)
wo, vel. (14.68),

g=G (. (h). Wy (1), w3 (1))

N N T (14.98)
= G(sinfr..’l, sin2m{|,sin37/ )

Aus den Lagrangeschen Gln, zum Beispiel (14.75), folgt

Kqg,-g=10, (14.99)
also, mit {14.78):
3 - T
- 20G( . 1. =1 . =
g, =K lg= [smfrll,—stfri],—smeril] . (14.100)
Eiz? 16 81
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14.5.1.2 Bestimmen der Konsianten a,:
Mit ¢qq =g, folgt aus (14.94),
-1 -1 -1
e, -0 g, -0 K 'g; (14.101)

s. Aufgabe 14-15 ff.

14.5.2 Untersuchungen des Lastabfalls mit den Eigenschwingungen des Balkens
als Kontinuum

Aunsgangspunkte sind (wieder) die Anfangsbedingungen

w(x,O) =Wy (x), v'v(x,[]) =iy (.r), {14.102)
wobei wy, (x) [lr dic statische Absenkung unter der Last Gy steht und vy (x) 2 B. eine
durch einen Anfangsstol§ hervorgerufene Anfangsgeschwindigkeit sein mag,
14.5.2.1 Statische Absenkung: Anpassen der allgemeinen Losung

Die statische Biegelinie folgt am einfachsten aus (B38). Mit £ =x/1, 5 =1 /1,5, = 1, /I gilt

3

G *-52[1—52—.%2] fir 0<% <,

wy (£) = )3 . . ) (14.103)
6“(1—%)[1—1{—(1—5)} fir] <%=

Die aus den Eigenschwingungen e, , w, (¥) oder 4, , w,(¥) zusammengesetzte allgemeine
Lﬁsung*der Partiellen Dgl. (14.12), oder der Gewd&hnlichen Dgl. (14.13), mit den Randbedin-
gungen (14.47) bis (14.49) lautet, vgl. (14.90),

w(E,1)=> ¥, (%) (a., cosd, 7 +a,,sindf), (14.104)
n=l

wobet sich dic W, (1?) gemilh (14.62) aus zwei Teilen zusammensetzt. Setzt man dieses

w(%,0) in(14.102) ein, ergeben sich

wy (£)= Y a,, W, (2), 3ig (2)=D @, ag, W, (%). (14.105)
n=l =1

* Der Begriff der "Allgemcinen Lésung" aus der Theoric der gewdhnlichen Dgln wird hier der An-
schauung halber (ibernommen. Er 1st bei den partiellen Dgln uniiblich, weil es dorl <u viele Einschréin-
kungen dafiir gibt.
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Die beiden Gln (14.105) sind die Bestimmungsgleichungen [iir die Konstanten ., , a ., d. h.

(& et Y

der EntwicklungskoelTizienten der rechls stehenden Rethen.

Lin scheinbarer Umweg fiihrt am raschesten zum Ziel:

14.5.2.2 Die Orthogonalitit der Eigenfunktionen
Sei Toach (14.63) dic kinetische Encrgie des Syslems:

14
1 1 . L
":;j,uw x,1) d.\+5mw (ll,x). (14.106)
T 0
Seien W; (x) und vy (x) zwei Eigenschwingungsformen des Sysiems. In Anlchnung an die
quadratische Form (14.106) definiert man die folgende Bilingarform als Skalarproduikt:
!
() = Ip! Wy () vy () e+ ()9 (4)- (14.107)
B

Man erkennt unmittelbar die Symmetrie

(Fiuie ), = 0P W), (14.108)
Fiir die Eigenschwingung (@, #; ) folgt aus (14.15)

pwf W = EIWY (14.109)
und aus (14,49},
meo; VW, (1) = ET Wi (h +&)-wf(4 —£) |3 {14.110)
darin bedeuten /{} L&), dass der Funktionswert unmittelbar rechts bzw. links von x =/
zu nehmen ist.
Multipliziert man (14.109) mit (x) und integriert iiber x, multipliziert auch (14.110Q) mit
wy (4 ), addiert dann beide Ergebnisse, so folgt, vgl. (14.107):

{
= [ EDw] (x)iy (x)de+ EI[W7(h =)= w7(h —&) Wy (1), (14.111)
0

(J)fz' (ﬁr"; B 11:1'(. ),L,g,ﬂ‘i

Zweifache partielle Integration der rechten Seite liefert:
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{
[ 1y des £ 4 [‘2":’" ()= (4 HW (h)=
; ,
) ) s s o
SETwo | +ET a0, - + 1w /‘_ —EIW g | —ET8w, s (14.112)
0 1 4 0 I

/
+ [ £y
0
Dabei wurde das Integrationsintervall wegen der Unstetigkeit der dritten Ableitungen bei
x =1 in die beiden Abschnitte 0 < x <] und /| < x <7 zerlegt; die Schreibweise der Glieder
aus (14.110) wurde angepassi; & wurde unterdriickt.
Beide Higenschwingungen ¥y (x),w, (x) erfiillen, je fiir sich, alle Rand- und Zwischenbe-

dingungen {14.47) bis (14.49). Setzt man diese in (14.112) ein, bleibt nur das Integral brig,
aus (14.111) entsteht

!
o (Wi ), = IEI WY (14.113)
Hl
Vertauscht man / und &, erhilt man
!
af (W, it), = IEI W W dx (14.114)
i}

Auch in die rechten Seiten gehen Wiy und ¥y symmetrisch ein.
Subtraktion von (14.113), (14.114) liclert
(0)3 —(u%)(ﬁ’i,ﬁfk')u,m =Q. (14.115)
Fur a)l-z # a);(“’ tolgt daraus:
(Vi )p’m =0. (14.116)
Die Eigenschwingungsformen w; (x) und v (x) zu verschiedenen Eigenfrequenzen ¢;, oy

— oder Ligenwerten a;,o, — sind (im verallgemeinerten Sinne) bezliglich der Gewichte u
und az orthogonal.

Fiir o, {x) =, (x) gilt @, = o, und (W, ¥ )# >0, vel. (14.107). Man definiert flir eine

Funktion ﬁf(,\'), die die geometrischen (die wesentlichen) Randbedingungen erfiillt, die

Norm.



242 V Konlinua

142
v

/
g ;.p ,u " Iu W dx+mn (ll) . {14.117)
0

Hinweise:

1. Der Ausdruck fiir die gesamte kinetische Energie des Systems — hier Gl (14.106) — dient
nur als Vorbild fiir die Formulierung des Skalarprodukts — hier Gl. {14.107). Bei der Nut-
zung ist von Energie nicht mehr die Rede.

[

Das Skalarprodukt (;, iy, )# ,, heifit Bilinearform, weil es beziiglich seiner beiden Ar-

gumente, je tir sich, linear ist.

3. Wic dic Herleitung zeigt, hiingt das Skalarprodukt vom Aufbau des Systems, insbhesonde-
re seiner Massenverteilung ab.

4. Man braucht die Eigenschwingungen nicht zu kennen, um das Skalarprodukt zu definie-
ren,

5. Die Norm ||1'AU||;:,:;1 ist positiv definit, das heilit Hﬁ:”mm >0 flirw =0,

14.5.2.3 Bestimmen der Entwicklungskocffizienten
Wir betrachten (14.105), und schreiben in dimensionsbehafteter Form

w (x Zam W, (x). (14.118)

n=]
Multiplikation von (14.118) mit g v; {x) und Integration iiber die Linge / liefert

! @ {
J.,u wy, (x) W (x) =D a,, Iy W, (x) W (x) dx. {14.119)

] n=l 0

Unter der Annahme, dass dic Summe rechts gleichmiBig konvertiert, wurden Summation und
Integration vertauscht.

Fiir x =/ folgt aus (14.118) nach Multiplikation mit - ¥; (4 }:

m-wy (4 )i (!1 ) = Zam mw, ([l) W, (ll). (14.120)

n=I

Addition von (14.119) und {14.120) liefert unter Beachtung von (14.107) nach Vertauschen
von linker und rechter Seite

s
Zum (¥, v?’f)u = Wy (L)w (h)+ I,u W, W;dx . (14.121)
n=l1 o 0

Links gilt [ )u m=0 fir w=i.Fsverbleibt tiir =17, vgl. (14.117),



14 Balken-Biegeschwingungen 243

{
Ay Hﬁff”Z = wg (4 )W (4)+ j‘u T, Wy dx. (14.122)
0

Mit Hilfe des Skalarprodukts gelingt es also, das unendliche Gleichungssystem (14.118) zu
entkoppeln und zu lasen.

14.6 Aufgaben

Aufgabe 14-1: Man zeige im Anschluss an (14.23): cos j x = coshx, sin jx = fsinhx,

cosh jx =cosx, sinh fx = jsinx.

Aufgabe 14-2: Man zeige mil Hilfe von (14.24) oder mit den Formeln aus Aulgabe 14-1:
(coshx) =sinhyx, (sinhx) = coshx.

Aufgabe 14-3: Schreiben Sie die Analoga zu den Addititionstheoremen flir sin{c + ),
(.'()s((x+ [i’) . sina-sinff, sing-cos G, cosa-cosflosowic 7u sin? e +cos® @ =1 ,
sin a = (1-cos2e)/2, cos” a = (1 +cos” cz)f’2 fiir die Hyperbelfunktionen an.

Aufoabe 14-4: Skizaeren Sic die Verldufe simhx und coshx mit Hilfe der e-Funklionen.

Berechnen Sie inshesondere cosh0, sinh0 und die Werte der Ableitungen von coshx,
smnhx ber x=10.

Aufgabe 14-5. Zeigen Sie, dass die zu x,, nach (14.32) gehdrenden w, (x,7) mit den zu
(14.31) gehtrenden zusammenfallen.
Aufaabe 14-6: Nehmen Sic fir den Balken nach Bild 14-8 £ =201 101 N/mz{Stah]), ¢cinen

Durchmesser £ (z. B. in m), cine Linge / {in m) an und stellen Sie mit Hilfe von (14.38)
eine Formel fiir e, auf, die Sie am besten gleich auf (kritische} Drehzahlen ., umrechnen

([n] — Utndr./ min) . Gelegentlich kann man eine salche Formel als grobe Faustformel benut-
zen, um die #»; einer Welle abzuschitzen, bei der I? nur ndherungsweise konstant ist.

Aufgabe 14-7: Zeigen Sie, dass zur Wurzel xy =0 das Eigenwertproblem (14.41) nur die
triviale Lisung 1wy (x) =0 hat

Aufgabe 14-8: Kontrollieren Sie die Figenschwingungsform i, (x) nach (14.45).

Aufgabe 14-9: Kontrollieren Sie die Rand- und Ubergangsbedingungen in Abschnitt 14.3.4.
Aufoabe 14-10: Rechnen Sie die Bestimmungsgleichung (14.60) nach.

Aufgabe 14-71: Wie kinnte man bei der Kranbriicke eine mitschwingende Masse der Last
(m; in Bild 14-1) berlicksichtigen, die an einem Seil (= Feder) der Dehnsteifigket & hingt?
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Aufeahe 14-12: Kontrollieren Sie die Figenschwingungsform W, (x) nach {14.62) und
zeichnen Sie die einzelnen Verlidufe mit den Cigenwerten aus Tabelle 14-2,

Aufgabe [4-13: Die Nachgiebigkeit des Kranseils in Bild 14-1 soll berlicksichtigt werden
{damit man auch den Abfall von Lastteilen untersuchen kanm). Scien die {am Scil verbleiben-
de) Masse m; und die Seilsteifigkeit k&, —1/4, , h, -Seilnachgiebigkeit, als Vielfache £, />
der Katzenmasse s bew. der Balkenbicgenachgichigkeil sz am Katzenort, x =/, gegeben:
my =f1-muh=fa-hg.

Zur Untersuchung werde angenommen, dass die Masse #»y; nur vertikal schwingt und dass
das durch das Gewicht G vorbelastete Scil nicht schlaff wird. Damit Sic auf den Untersu-
chungen aus Abschnitt 14.4 autbauen kdnnen, fithren Sie ¢4 (r) als Koordinate fiir die Ab-
senkung der Last ein.

Lisen Sie die Aufgabe, zum Beispiel, in folgenden Schritten:

1. FErginzen der kinetischen Energie T aus (14.63) und des Potentials I/ aus (14.64) um die
Terme fiir die Masse m1; bzw., das Seil der Steitigkeit kg .

2

Ergiinzen des Ansatzes (14.65), (14.68), (14.70) um die Koordinate ¢, .
3. Berechnen der Zusatzelemente m;;, und & fir die erweiterten 4 x 4-Matrizen M bzw.
K, vgl. (14.71) bis (14.73).

4. Machen Sie Thre Bewegungsgleichung dimensionslos und schreiben Sie sie in der Form
von (14.81).

5. Lo&sen Sie die Bewegungsgleichung (PC) mit den Zahlen aus Abschnitt 14.4 fiir
A =05 5 -025, vel. (14801

Aufgabe 14-14: Berechnen Sie die statische Durchbiegung wy{x) des Kranbalkens nach

Bild 14-2 unter der Last G, . (Die Durchbiegungen infolge der Figengewichite des Balkens

und der Masse m interessieren hier nicht.)

Aufgabe 14-15: Entwickeln Sie wy (x) aus Aufgabe 14-14 in eine Fouriersumme mit K = 3:
- "\
wo (x) =D g sin(kax/l).
k=1

Aufeabe 14-16: Nehmen Sie /| = 0.5 oder /; =0.7 an und formulieren Sie fiir den Fall, dass
zur Zeit £ =0 die Last (; abfillt (s. Aufgabe 14-14), die Anfangsbedingungen fiir die sich
anschlieBenden Schwingungen, (vel. {14.100).

Aufzabe 14-17: Berechnen Sie fiir die Figenschwingungen der Form (14.90) zu den An-
fangsbedingungen nach Aufgabe 14-16 die Entwicklungskoetffizienten a ., vgl. (14.101).
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Aufeabe 14-18; Berechnen Sic auf cinem PC fiir bestimme Balkenpunkte x* dic Bewegun-
gen w{x+1) mit [lilfe der aus Aufgabe 14-7 (ndherungsweise) bekannten Eigenschwingun-
gen.

Aufgabe 14-19: Nach ciner Reparatur, bei der die Kranbriicke aus Abschnitt 14.3 als Gunzes,
mit aufgesetzter Laufkatze, angehoben wurde, fillt sie versehentlich aus der Héhe 4 auf die
(starre) Fahrbahn. Wie lauten die Anfangsbedingungen wy (x} und vy (x) flir die anschlie-

Benden Schwingungen?

Aufgabe 14-2(: Berechnen Sie nach (14.117) die Norm
(14.103).

Aufgabe  [4-2f: Man kann die Orthogonalitit zweier CigenlSsungen (¢, W;).

Wy, || der statischen Biegelinie
o, m

(ety, W, ). @; # e, , aus Gl (14.62) beziiglich des Skalarprodukts (14.107) nachweisen, in-
dem man w; und w, rechts einsetet, das Integral auswertet und zeigt, dass sich die Glieder
wegheben. (Das ist sehr miihselig!)

Aufaabe 14-22; Formulieren Sie das Skalarprodukt fiir die Eigenschwingungen des Systems
aus Aufgabe 14-13. (Das System besteht aus dem Kontinuum Balken und der angehiingten
Punktmasse. Deshalb bestehen dic Figenschwingungen aus den Paaren (@, c,"r)n = {1, (}n),

wobel W, (r) dic Balkenbicgung und g, = (5}4]” dic Absenkung von w1 beschreibt.)

Aufgabe 14-23: Nehmen Sie an, dass der Kranbalkenquerschnitt ortsabhéingig ist. Dann folgt
w=p(x) und EJ=FE](x). Wie sieht jetzt das Skalarprodukt aus? (Zum I.8sen dieser Aut-

gabe muss man von der PDgl (14.7) ausgehen und auch die Randbedingungen, die Querkrif-
te enthalten, umarbeilen. Das Endergebnis ist fast identisch mit (14.107). Die Eigenschwin-
gungen lassen sich allerdings nur numerisch ermitteln.)

Aufoabe 14-24: Schreiben Sie parallel zum Abschmit "Bestimmen der EntwicklungskoelTi-
zienten" die Kocffizienten a, flir (14.105) an.

Aufgabe 14-25: Berechnen Sie mit den Anfangsbedingungen aus Aufgabe 14-18 einige Koef
fizienten a,,, fiir dic Figenwerte @; aus Tabelle 14-2 und dic Schwingungsformen w, (1)
nach (14.62).
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Anhang

A Einige Grundlagen aus der Kinetik

Soweit die Maschinendynamik nach den Wechselwirkungen zwischen Kriften und Bewe-
gungen in ginem vorgegebenen System fragt, ist sie Teil der Kinetik, der Wissenschaft von
diesen Zusammenhiingen. Wir sprechen vom Assetzen der Bewegungsgleichungen (des ge-
gehenen Systems), wenn wir dic Analyse der jeweils vorlicgenden Zusammenhiinge meinen.
Ob wir dann, bei gegebener Bewegung, die Gleichungen nach den Krdfien autldsen oder, hei
gegebenen Krdifien, nach der Bewegung, ist zunfichst gleichgiiltig.

Im Rahmen dieses Buches bestehen die Gebilde Uiberwiegend aus starren Kérpern, die durch
starre und elastische Elemente, zum Beispiel Gestiinge und Federn, miteinander verbunden
sind. Die Bewegungsgleichungen bauen dann auf der Kinematik und der Kinetik des starren
Korpers autf. Deshalb stellen wir die diesbeziiglichen Grundlagen hier knapp zusammen.

A.1 Bewegung des starren Korpers

A.L.1  Bezugssystem, Bezugspunkt, Basis

A.1.1.1 Bezugssystem (engl.: frame)

Der Beobachter eines physikalischen Geschehens sieht den Ablauf des Vorgangs von seinem
momentanen (rAumlichen) Bezugssystem aus. Wenn er sich als Teil seines Aufenthaltsortes
aufTasst, kann das Bezugssyslem ein Labor, eine Maschinenhalle, ein Fahrsiuhl, ein Krall-
fahrzeug, ein Raumschift usw. sein. In Gedanken kann er sich in die Mitte der Erde, aut die
Sonne, aber auch auf eine rotierende Turbinenwelle begeben. Vom Standpunlct der Allgemei-
nen Relativititstheorie sind alle Bezugssysteme — im Prinzip — gleichberechtigt. Fiir prakti-
sche Fragen gibt es jedoch slels zweckmiifige Bezugssysieme (ol mehrere). Will man zum
Beispiel Bewegungsgleichungen formulieren, die auf dem Newtonschen Gesetz beryhen,
muss man ein Inerticlsystern als Bezugssystem wihlen (in einem anderen wiren die Glei-
chungen verwickelt). Will man gemessene Schwingungen von Hubschrauberblittern deuten,
wird man sie zweckmiifig vom drehenden Rotor her sehen. (Dieses Beispiel macht auch
deutlich, dass man nicht nur vor Rechnungen, sondern auch vor Messungen iiber Bezugssys-
teme nachdenken muss, — man wiirde sonst vielleicht vergessen, auch die Rotordrehung aut-
zunchmen.)

Hiufig arbeitet man, selbst bei einfachen Aufgaben, mit mehreren Bezugssystemen parallel.
Erforderlichenfalls muss man dann Gleichungen oder Aussagen von cinem System ins andere
umrechnen (fransformicren).
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A1 1.2 Bezugspunkt, Busis
Im gewiihlten Bezugsyysiem werden festgelegt: Ein Bezugspunkt O (Ursprung, engl. origin)
als (Bezugs-)Ort und cin orientiertes Dreibein {engl. triad) fir dic Richtungen, zweckmiiBig

in Form von drei (rechishiindig angeordnelen) orthogonalen Einsvektoren (el , 69 €y ) die
gemeinsam mit () die Basis (O, 510,58,530 J des unten eingelithrien Koordinalensysiems

bilden, Bild A-1. Wir sehen (0 2 eq , B3 ] als ein Inertialsystem an.

Bild A-2

Ot und Lage eines
starren Korpers K
geqenﬂher der Basis
[O e) &y eJ“) im

Bezugssystem

A.L2 Ortund (Winkel-) Lage eines starren Kirpers

Gegeben sel ein starrer Korper K. In dem Kérper sei ein Punkt P und eine (orthonormale)
Basis (P,é,é,.¢;) fixiert. Fir kinetische Untersuchungen besonders geeignet sind als

Punkt P der Massenmitielpunkt C und als Dreibein (51,52,53) dic Trigheilshauptachsen.
Das werden wir unten hiufig annehmen.

A.1.2.1  Ort und Ortskoordinaren

Der Ot des Kdrpers K wird durch den Oris- (oder Radius-)Vektor # von O nach I’ erfasst,
Bild A-2. Wenn sich der Kérper bewegt, hiingt der Ortsvektor von der Zeit ¢ ab:

OB =F =F(r). (A1)
Bezogen aut die Basis (O, e']U , ég, e’30 ) schreiben wir

s :r'(.r):élo ey x5 ey xp =& x, (£)r & xh (I) 1 e x5 (), (A.2)

mit den Ortskoordinaten (110 . Jv? ) Xy ] vgl. DIN 13317, Die Koordinaten und auch die Basis-

vektoren werden in Spaltenmatrizen (oft Spaltenvektoren genannt) zusammengefasst:

Xlo E]U
T T
ro = xg :(x?,xg,xg) N EO = EQ(,J :((?10,530,{?5]) . (A.3)
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Dann lautet der Ortsvektor 7 in Matrixschreibweise

For()=e"T " T £ (), (A4)

AL.2.2  Lage und Lagekoordinaten
Die (Winkel-}M.age, die rAumliche Austichtung des Kérpers K wird durch die Beschreibung
der Basis (P, £ ,0,0 ], bezogen auf die Basis (O, E.lo, E?,qu] erfasst, vgl. DIN 13317.

Man legt den Punkt P gedanklich auf O und schreibt (P, g .8,8 ) als LCrgebnis einer Dre-

hung von (O, e-]o , ég R e?) an. In der Matrixschreibweise (A.5) gilt

B -0
&) (R R R3z)|9
by |=| Ry, Ry Ry || &) | kurzé=RE (A.5)
&) \Ry Ry Ryl gl

Dabei stchen die Elemente Ry der Drehmatrix R fiir dic Richrungskosinus, s. Bild A-3,

Ry =cos £ [Efz,? ) —cosay, i k=1,2,3. (A.6)

Bild 4-3

Richtungswinkel o, — z((é, ,é,?) . Jeweils in von & und éf aulgespannier

Ebene pemessen

Zur Ausdeutung von {A.5) lese man die Gleichung zeilenweise:

- -0 0 -0
G =Ryo +Rpye; + Ry (A.7)

also stehen in der i-ten Zeile von R die Koordinaten von €; bezogen auf " Autldsen von
{A.5) nach ¢ liefert

R, (A.8)
mit der zu R inversen Drehung R™'. Diein R = R
le i, Spalte k) ertiillen

stehenden Richtungskosinus (Zei-

cos é(é}’,ék):coslc(ék,éfu). (A.9)
Also gelten

R, =R '=R' undRR" =R"R=1; (A.10)

L
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dic Matrix R ist arthogonal, in ihver k-ten Spalte stehen dic Koordinaten von E}? bezogen
aul ¢ .

Aus der Orthonormalitét der Dreibeine aus &;-¢; =1./=1,2,3, und é;-¢;, =0 fiir i # &, folgen
sechs Bedingungen, denen die &, unterliegen. Also enthalten die neun K;, (im allgemeinen)

drei freie BestimmungsgriBen fiir die Lage des Kdrpers, die man im Prinzip als drei Lageko-
ordinaten anschen kann.

Obwohl alle Drehungen die Form (A.5) haben, sind die Richtungskosinus viel zu unanschau-
lich und schwerfillig, um praktisch anwendbar zu scin, Tn der Technik setzt man dic allge-
meine Drehung in der Regel aus drei aufeinander folgenden Elementardrehungen, deren
Winkel — oft in beschrdnkten Intervallen — als Lagekoordinaten dienen (s. Abschnitt A, 1.4},

A.1.2.3  Koordinatendrehung

Gleichung (A.4) driickt den Ortsvektor # durch die Koordinaten Y bezogen auf das Drei-
AT 0

bein &” aus, 7=¢"T r¥. Vom gemil (A.5) gedrehten Dreibein € gesehen, lautet derselbe
Orisvekior {derselbe Pfeil)
F=8 r=¢ x16 % 1é3 5. (A.11)

Darin sind 7 ={x), ¥, x3) die auf e bezogenen (gedrehten) Koordinaten von 7 .

Aus
F=e =gy (A.12)
folgi mit {A¥) und (A.T0)
PR =(R'§} r“:(é'R]r”:é' (Rr”):é' r (A.13)
also, vel. (A.5),
r=R¢"; (A.14)

die Koordinalen transformieren sich wie die Basisvekloren.

Die Transformationen der Abschnitte A.1.2.2 und A.1.2.3 gelten fiir beliebige orthonormale
Basen und belichige Vekloren, wic zum Beispiel Gesehwindigkeiten und Krilie.
A.1.3  Zusammengesetzte Drehungen

A.1.3.1 Elementardrehungen

. - T S . : - .

Die Drehung eines Dreibeins ¢ =(g,&,,&) um einen Einsvektor ¢; mit dem Winkel ¢,
. P AT

vel. Bild A-4, in das Dreibein é° = (E{ L G5, Eé) heilt Elementardrehung,

é=R é, i=12,3. (A.15)
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Auch die Drehmatrizen R, nennen wir Elementardrehungen. LEs gelten

i { 0 0 cosgn 0 —sing,
R(p)=|0 cosg sing |, R(e)=| 0 1 0|
0 —s5ing  cose sings 0 cosey ‘

) (A.16)
cosgy  singy 0

R;(p;)=| —sing; cospy 0
{ U |

Aufeinander folgende Drehungen werden nummeriert; von &’ ausgehend durchnummeriert,
zum Beispiel

.l Cor () 2 .1 .3 " .2 :

¢ =Ry(p)é’, ¢"=R(p)é, ¢ =Ry(pi)e”, (A.17)
zusammengesetzt:

& = Ry (o5)( R () Ry (0)@")) = (s By By )" = RE"; (A.18)

&

Reihenfolge beachten und Drehwinkel (hier ¢, ¢ ) unterscheiden!

A4.1.3.2  Cardan-Winkel
Sehr gebriiuchlich sind die Cardan-Winkel, bei denen die Drehungen (g, @5, 3} um die

drei (urspriinglich) senkrecht aufeinander stehenden Achsen 510,521,532 ertolgen, Fiir die
Cardan-Drehung gilt, Bild A-5,

Re = Ry(03) Ry (02) R ()5 (A19)

4}
l = i 09,00

Bild A-4
Drehsinn der Winkel ¢ um Basisvekto-

ren &, a anschaulich, b symbelisch

oy

{Rechtsschraubsinn)

mit (A.16) folgt durch Ausmultiplizieren
Cy Cl iy tey 8§82 S 80 08
R-=| -ty 5y co3—585 828 ¢ 8$z83+¢35 |, (A.20)

9 —{y 8 ] Oy

WO o = o0se;, s =sing; 1=1,2,3.
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In manchen Anwendungsbereichen sind andere Reihenfolgen der Drehungen diblich (zum
Beispiel Bild A-6).

Riled A-3
Cardan-Drehung
Re=R; Ry Ry

Bild A-6
Kreiselaufhingung mit
Cardan-Drehung

R =R R; &
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A.1.3.3  Euler-Winkel
Bei den Euler-Winkeln, zum Beispicl (r//, &, r/)) dreht man wie folgl, s. Bild A-7,

Ri =Ry (o) B (9) Ry (w); (A:21)
mit (A.16) folgt durch Ausmultiplizieren

€

Gy —Ca Sp Sy CaSp Oy TCn 5y 3a5,
Rp=|=8,0, —Caty s, CglyCy =55 59¢C, | (A.22)
S84 Sy 5§ Gy Cy

WO €, = COSH, S, =8in, g 1eosd, sgi=sin g, ¢, = cosp, 5, =sing. Man findet auch

@
die Hulerdrehung

Ry = Ry{0) Ry (%) Ry (w). (A.23)

-0 =
i =2l —

Bild A4-7
Eulerwinkel und Drehung
Rp — Ry(o) B (9) Rs(w)

A.1.3.4 Kippwinke!

Die Kippwinkel (vgl. [6, 7]) werden in zwei Formen, (7, y, @) und (41, y, @) , eingeflibrt:
In der polaren Form ( YW, gp) sind sie mit den Eulerwinkeln (W, 4, go) eng verwandt, ver-
meiden jedoch die Vieldeutigkeit bei #=0, in der axialen Form (!/!1, ¥y, @) haben sie ge-

geniiber Cardanwinkeln den Vorteil, dass die Kippachsen é,ﬂ und ég gleichberechtigt in die
Drehung eingehen.
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Zur Erklirung ist es zweckmiiBig, Bild A-8, cinen Kreis um den Ursprung in die von E’f] und

Eg aufgespannte Ebene zu legen. Wir nennen seine Ebene Aguatorebene A’ Dic allgemeine
Drehung wird nun aus zwei Drefiungen zusammengesetzt: Auf eine Kippung um den (Kno-

ten-)Einsvekior 52 in der Ebene A” ,
g =Re(pw)e (A.24)
folgt die Drehung Ry () um die Achse &1 :
e =R;(v)e'. (A25)

Die Gesamtdrehung lautet

& =Ry(p) Ry (z.)E" =R; . (A26)
Im Unterschied zu den FEulerwinkeln wird also das Dreibein nicht um é:? gedreht, bevor es
um die Knotenlinie gekippt wird. Man kann die Kippung Ry aber auch als besondere Euler-

drehung sehen, ndmlich als

Ry (z.w)=Ra(~x) Ri(w) R () (A.27)
#
(3; - E‘% w ))”_),’»—4 Z’% E’Il
\\\// g lpl}),,,c
N Ty,
\
\ 2]
L "
‘"“‘C'X i
\
\
AN
0 @
A - 0
L
P
LN
o % Bild A-8
A e e . .
€j Py Kippwinkel
e 8 =l {xr.v.p) bzw.
& {1,972, )

Formales Ausrechnen liefert (vgl. auch Aufgabe A-12);
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cos® z +sin” ycosy sin ycos y{l-cosy) —sin ysiny

R, = sin;(cos;g(hcosw) cos” oSy +sin’ X cosysiny (=

8in g sinys —CO0s ¥ siny COs 1

r[§ )

cos” (%] +cos(2 ) sin’ [
= sin{2y) sin’ [1—/} cos? (%J —cos(2y) sin? [

&

J sin(2 7) sin’ (%J —sin ysiny (A.28)

g

] cos ysings

sin ysinyr — o8 Fsingy COs

und

c-0052(W/Z)Jrcos(z,(—qp)sinz(W/Q)
R = —5‘-c052(1///2)+5in(21—¢)sin2(w/Z)
sin ysinys
{A29)
.S-C()52(1///2)+si11(2;5¥¢7)sin2(w/E) —sin{ y —p)siny
(’."C()Sz(V//Z)—COS(ZZ—(,{))SiI‘Iz(1/1/2) cos{ x—p)siny
—co8 ysiny cosys

Darin heilen y Knoterwinkel, w Neigungswinkel, ¢ eigentlicher Drehwinkel; um sie von
¢ abzuheben, nennen wir ( z, ) gemeinsam auch Kippwinkel (in polarer Form). Wihrend
7 und @ unbeschriinkt sind (sie gehen periodisch in (A.28) bzw. (A.29) ein), muss der Nei-
gungswinkel  beschriinkt werden; zweckmiilfig ist

0w <. (A30)

Die Kippung kann man jedoch auch durch die Winkel (4//1 Ly ) 2wischen E;l und 59 erlas-

sen, wenn man die Neigung wie in einer technischen Zeichnung vermalit (s. den Quader in
Bild A.1.3). Am Quader liest man ab

tany, =tany cos y, tany, =tany siny. (A31)
Fithrt man
no=tanyg, f =tany, (A.32)
fiir
—mi2<ty, <ml2 (A.33)

als generalisierte Koordinaten ein, so gelten im Uberlappungsbereich von (7. W) und

(x.w)
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fi =lant cos y, ¢ =laniy siny (A.34)
und
22 . h 2 By
tany =4 157, (cos y,sin y) = . = \ (A.35)
Vi =3 i+
auch

\ffl'z +15 1 .
NAYE gy (A.36)
JI+i+i JI+i7 + 63

Die Winkel (), y/3) und auch die generalisierten Koordinaten kamm man als Kippungfen)

siny =

des Linsvektors & um (EO, E;? ) als Achsen ansehen. Deshalb heifen (y, v ) axiale Kipp-

winkel, wir sprechen von der axialen Form der Kippung. Aus (A.28) folgt mit {A.35)

2
1 0 —ty cOos , |7 a0
Ry = 0 1 Heosy |+ Baul tita —tlz 0=
l+cosy| ~~
{;COSY  —{COSly  COSW 0 0 0
(A.37)
2
‘L0 - 5 nonkp 0
=cos| 0 1 4 LN 15 5 0|
1+ cosy -
tn - 1 0 0
dabei steht cosy als Abkiirzung fir die rechte Seite von (A.36). Aus (A.29) folgt
c s (stj—cr)cosy
Ro=| s ¢ (et +s1y)cosy |+
[ COSYr  —H COS cosyr
COSZ , fz (S tl - fz) *l‘l (S l] - t'_7) O
AL nlen+st) —nlcn+sn) 0 (A38)
1+ cosy o
0 {} 0
¢ s (sq-ch) 5 tbichrst) tlehist) O
=cosyr|—s ¢ (et +sn) LS & ~ti(sti—ctz) —ta(sty—cr) 0],
1+ cosyr
] 1 0 0 0

\
wO ¢ =cosé, s =5ing . (Soweil Ry und R; in zwei Formen angegeben sind, unterschei-
den sie sich nur durch trigonometrische Umformungen.)

Weitere Aussagen tiber dic Kippwinke! findet man in |6).
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A.l4  Geschwindigkeit
Gegeben sei der Ort des Punktes P, vgl. Bild A-2, in der Form (A.4),

F=e' r, ausfihdich: 7 (/) :(E(t_))T r(t). (A.39)

Dabei sollen jetzl, gegeniiber Abschmilt A.1.2.1 verallgemeinert, nicht nur die Koordinaten
r(t) von der Zeit f abhiingen, sondern das Dreibein ¢ kann auch drehen, etwa gemif

é()=R(e&", (A.40)

wo &” festund R zeitabhiingiz vorgegeben sind. Die Geschwindiglkeit v des Punlstes P ist
die Zeitableitung des Ortsvektors  :

dr -
F=——=F. A4l
” (A.41)
Linsetzen von (A.39) liefert
y=81 r+é! i, (A.42)
und, wegen (A.40),
, JT .
v:(RéU] riel i="TRT ridT 7, (A.43)

Je nachdem, ob mun nun mitiels (A.40) € durch &' oder &¥ durch 7 ausdriickt, crhilt man
fiir ¢in und densclben Vektor(-Pfeil) v dic beiden Formen

j=g!" (R" riR" i‘) =" 0 bow. V=g (R R rit f-):; 'y, (A.44)
WO

. N
vO‘—(v?,vg,vg) s v;(vl,vz,lfg)l (A.45)
die aul 2° bzw. & bezogenen Geschwindigkeilskoordinaten sind.
Analog zu (A.5), (A.14) gilt, vgl. (A.40) und (A 44},
y=Rv". (A.46)
ImFall R=0 gilt v=+¢.

A.1.5 Drehgeschwindigkeit, Winkelgeschwindigkeit

A 15T Drehgeschwindigkeil
Beim Ubergang von (A.41) zu (A.42) wurde die Drehung (A.40) nach der Zeit differenziert:

é-Ré". (A.AT)
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Dabei werden dic Anderungsgeschwindigkeiten der Einsvektoren des Dreibeins € von €

aus gemessen. Mit e"=R"% aus (A.40) folgt die von & aus gemessene Anderungsge-

schwindigkeit
é=RR'é=0é, (A.48)
mit der Drehgeschwindigkeitsmatrix
Q=RR". (A.49)

Aus (A.10) folgt durch Differenzieren

RR' +RR' =0, aso@=-0", (A.50)
die Matrix £ ist schie(symmelrisch?
Um die Geschwindigkeit der Drehung € K _Ré des starren Korpers K nach (A.5) zu erfas-

SCI, LSS MAn (E*‘ \ E) dort mit (ET . E”) hicr identifizicren,

A1.5.2 Winkelgeschwindigkeit
Bezogen auf das Dreibein € setzen wir fiir den Winkelgeschwindigkeitsvektor @ (den Pteil)
an

D=8 0+ & +8& @3=ET w, (A.51)
wo
T -
w=(w,o.0) ; (A.52)
vgl. die Doppelpteile in Bild A-4b.
Berzogen aut " lautet @
6T 0

A=2"T o' mite” =R . (A.53)

Der Endpunkt P des (Orts-}Vektors OP — 7 | der der Winkelgeschwindigkeit & unterworfen
ist, bewegt sich gegeniiber O mit der Geschwindigkeit

X F, (A.54)

21

Falls wir flir ¥ die Basisvektoren ¢&; einsetzen, erhalten wir, vgl. (A.48),

&7 g (o) +émy +Emy) x§
E=xE=|axé |= (o +Ewy +8wy) x& =
a)xe3 ( W) + Byt + B3y ) %
(A.55)
(ru«ez —(1)7633 any  —wn [ g
= (—wle - w;e & |=82¢.
\ (C‘)'__:lb] Q)]B \@3
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Also hiingen die Elemente der Drehgeschwindigkeitsmatrix £2 und dic Winkelgeschwindig-
keiten @, gemd

0 @3 ]
O=—aw 0 @ (A.56)
- 0

ZU8dmmen.
Mit £ nach (A.49) erhilt man den Geschwindigkeitsvektor v, bezogen auf €, vgl. (A.44)

und (A.55), in der Form
i=&' (0 rai)-(08) red i-
/ (A.57)
:(o—)xE)T F+E F=mxF+El P
also zerlegl in Fithrungs- bzaw. Relafivgeschwindigheit.
Ausrechnen von £2 gemil (A.49) liefert die Winkelgeschwindigkeiten e, fir die Cardan-
winkel, vgl. (A.20),
k2 aa s 09
Wy | = ~ca8y ¢ Of| |, (A.38)
I je L % 0 1/
Fulerwinkel, vgl. (A22),
@ $98, o 0Ny
Wy | =|Sgc, —sp O] & (A.59)
Q3)p \cg O 1)\@

Fiir die Kippwinkel gliedern wir auf, da man gelegentlich die Aquatorebene A~ ohne ei-
gentliche Drelung ¢ — als kippende Plattform benutzen will, s. Bild A-8, Wir unterscheiden

also zwischen Kippung und Gesamtdrehung, val. (A.24) und (A.26):
Qp =Ry R} vew. O = R R (A.60)
Ferner milssen wir dic polare Form (7, w, @) mit den Zeitableiungen (7, v, ) und dic

axiale Form (g, s, gp) mit (u‘/l, Wy, (b) auseinander halten, vgl. (A.30) bis (A.36).

Bezogen auf &, =é', s. Bild A-8 gilt in polarer Form mit (W, 10, )

@, —sinysing cosy 0V 7
e =|ay | =| cosysing  sinyg 0w, (A.61)
@3 )\ —(T-cosy) 0 0)lg

in axialer Form mit (i, 45, @)
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i cos? iy cO8"
j_hieos ¥ costy _hbcos v 0
1+cosy l+cecosy
et 3 2 200 f
- = | — _M I_M COS i/ () i,-) —
R 2 1+cosy 1+cosw N
g /. E
K 2 2
{H COS WB _fjcos {,119 0
1+cosy 1+ cosy
A62
2 8 e ( )
1+r2 cos” oy cosz w jlrz CO8™ I 0
11 cosy I+cosy
2 c0S> i cos? 4
= _u 1+g CGSEW 0 [2 .
l+cosy 1+cosy ]
2 2 ?
ty COS W.Q _hcos 51/‘9 0
1+cosiy 1+cosy

Bezogen auf é; = ¢, 5. Bild A-8, folgt @; aus (Koordinaten-)Drehung von w, und Addi-

. |
tion von ¢ ¢ Zu

@, cosg sing 0% @y
W, =@y | =|-sing cosg 0| @y |. (A.03)
W3 e 0 0 1)\ t+e

A.1.6  Beschleunigung

Dic Beschleunigung ¢ des Punktes P st dic Zeitableitung des Geschwindigkeitsvektors,
vgl. (A.41),

dv .
j=— =1, A64
d=—r=t (A.64)

Setzt man hier v nach (A.44) ein, erhilt man durch formales Ableiten
a=e"T(RT r42RT i+ R r) = 89T g0, (A.65)

Dabei enthidlt ¢ dic aul € bezogenen Koordinaten, vgl. {A.39).

Setzt man ¥ nach (A.d4), mit R RT 07 , ein, s0 folgt

. A 2
ﬁzé'l(i‘+.QTr+2!2Tf++(QT) r)::éTa. (A.66)
s\
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In (A.63), (A.66) stchen «’ und a fir dic auf 8° baw. & bezogenen Beschleunigungskoor-
dinaten

T
a’ :(alo,ag,ag) bzw.a:[al,az,a3)T . (A.67)

A.1.7 Winkelbeschleunigung
Der Vektor ¢ der Winkelbeschleunigung folgt aus
d &

=d. (A.68)
dt

d’:

Mit & — ¢ aus (A.51) erhdlt man gemiB (A.57)
G=6x518 =8 0=¢ a, (A.69)
also die aul’ é bezogenen Winkelbeschleunigungs-Koordinalen
o=t = (e, cin, iy ) . (A.70)
Dic Gleichungen (A58), (A59), (A.61), (A.02), (A.63) listen @ als Funktion der Zeitablei-
tungen der Winkel oder Lagekoordinaten, zum Beispiel ¢ — (@, ¢, ¢ )T ,auf':

w=A{g,¢r.00) 0. (A71)
Ableiten dieser Gleichung nach ¢ liefert
a=Ap+(A4) ¢, 4,.430)0; (A.72)
dabei stehen die drei Matrixspalten 4, ¢ fiir

.
A, p=— A, k=1,2,3. (A.73)
N Oy

A.1.8 Aufgaben

Aufgabe A-1: Schreiben Sie sechs (unabhiingige) Orthogonalitiilsbedingungen fiir die Rich-
tungskosinus {A.6) an; vgl. (A.10).

Aufoabe A-2; Kontrollicren Sic die Elementardrehungen (A 16).
Aufgube A-3: Zeigen Sie durch Ausrechnen, dass R| R, cine andere Drehung als R, Ry ist.

Fertigen Sie Skizzen an.

Aufgube A-4: Zeigen Sie R; (w) R () - R (v + 9).

Aufgabe  A-5: Vervollstindigen Sic in Bild A.1.6 dic Basisvektoren Ejk,i:1,2,3;
k=0,1,2.3.
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Aufgube A-6: Rechnen Sie zu Bild A.1.6 die Cardandrehung R- = R Ry B3 aus und ver-
gleichen Sie sie mil (A.Z().

Aufoabe A-7. Zeigen Sie durch Ausrechnen (Formelmanipulator), dass detR- =1 und
det{ R —1)=0 gelten.

Aufeabe 4-8: Wegen det(RC -1 ) =( hat die Matrix R~ den Eigenwert | und der zugehdri-
ge Ligenvektor ist die Achse der Lulerschen Drehung von, sagen wir, &' nach &°. Berech-
nen Sie zu numerisch gegebenem R, die Achse und den Drehwinkel.

Aufoabe A-9: Vervollstindigen Sie in Bild A-7 die Basisvektoren éik, i=1,2,3 k=123

Aufeube A-10: Rechnen Sie die Aulgabe A~7 und Aulgabe A8 [iir die Eulerwinkel durch.
Aufgabe A-1I: Entwerfen Sie analog zu Bild A-7 ein Bild fiir die Eulerdrehung {A.23) und
schreiben Sie die zugehorige Drehungsmatrix Ry analog zu (A.22) an.

Aufoabe A-12: Verifizieren Sie die Drehung Ry nach (A.28), indem sie ihre Elemente als

Richtungskosinus voné[e’}, qo ), der Winkel zwischen den DBasisvektoren von gedrehtem

und festem Dreibein, nachrechnen. (Dabei ist es zweckmiBig, mit Projektionen auf den Kno-

teneinsvektor e(\) = é}v, sowie auf die in den Aquatorebenen AY und A liegenden Norma-
len zu e'}\],- , néimlich éﬁ bzw. él , und auf e'30 bzw. e'3' zu arbeiten,)

Aufoabe A-13: Gegeben sei die Drehmatrix R aus (A.5) in numerischer Form. Ermitteln Sie,
in Umkehrung von Aufgabe A-12, die Kippwinkel { 7., ) aus den gegebenen R mit
Hilfe von Bild A-8.

Aufgube A-14: Linearisieren Sie die Kippung Ry nach (A.37) und die Gesamtdrehung R
nach (A.38) fiir klcine Kippwinkel, |

\ |(/12| <« 1,1 =y, ty = ey, bexdiglich w75 .

Aufzabe A-15: Sie wollen den Einfluss schwich nichtlinearer Rotorauslenkungen aul das
Schwingungsverhalten einer Zentrifuge untersuchen und in den Kippungen die Winkel
w1, Wo bis zu quadratischen Gliedern beriicksichtigen. Wie sehen die bis zu quadratischen

Gliedemn yr, pa entwickelten Matrizen Ry und Ry aus?

Aufgabe A-16: Zeigen Sie, dass beil den Llementardrehungen aus Abschnitt A 1.3.1 fiir die

Winkelgeschwindigkeiten jeweils @; = ¢@;,i=1, 2,3, gilt.

Aufoabe A-17: Differenziert man die Cardandrehung R, nach (A.19), so erhilt man mit
¥ aRt . . " ’ VoL ' 3 - 3 .

R; ——L die Ableing K, ‘—(R3 R R ] p +(R3 Ry Rl){p2 +( R; Ry, R| ) @ . Berechnen

cw; /
Sie 2~ = R RZ: und kontrollieren Sie damit (A.538).

Aufgabe A-18: Kontrollieren Sie fiir die Eulerwinkel die Gleichung {A.59) auf die in Aufgabe
A-17 fiir dic Cardanwinkel vorgeschlagene Weisc.
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Aufzabe A-19: Werten Sic dic Bezichung (A.72)/(A.73) fir cinzelne der Gleichungen (A.S8),
{A.59), (A.61), (A.62), {A.63) aus.

A.2 Massengeometrie des starren Korpers

Unter dem Stichwort Massengeometrie tasst man das Berechnen der kennzeichnenden Grd-
fen des starren Koérpers, nimlich von Masse, Orf von Massenmittelpunkt (oder Schwerpunkt)
sowie der Massenmomenie zweitfen Grades (Trigheitsmomente) zusammen.

Der Korper K nach Bild A-9 habe das Volumen V. Im Korper sei ein "Anfangspunkt" A und
dic Basis (A,é'l, &, 8y ) gewihll Der Ort P eines Masscelements Am gegeniiber A wird
dann durch den Vektor

F=AP=c6Tr, mitr=(x,x%,x5), (A.74)
erfasst. Die Masseverteilung sei als Dichte

p=p(r) (A.75)

festgelegt.

Bild 4-9
Kirper K mit Basis (A, e, €, E_;) bzw. (C', €[, €3, B3 )

A.2.1 DMasse

Seien AV bzw. Am das bei P gelegene Volumen bzw. Massenelement
Am=p(r) AV = p Ax) Axy Axg . (A.76)
Dann hat der Korper K die Masse
m= J.p dV = jdm. (A.77)
¥ v
Das zweite Form rechts, als Steltjes-Integral, bietet den gedanklichen Vorteil, dass man

Punktmassen umstandslos aufnchmen kann. (Mit dem fntegrationshereich V deuten wir dic
Integration iiber die gesamte in ¥ enthaltene Masse an.)
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A.2.2  Ort des Massenmittelpunktes

Der Ort des Massenmittelpunktes C, bezogen auf (A, &, &, ¢ ) , ist gegeben durch

io= [r(r) p(m)av = [rdm, (A78)
m s S m pe
oder, mit
- R T
e=e T"c, o —‘(-‘fc'ls Xo2- xc3) : (A.79)
xe =~ [ pdv =L Jxi dm,i=1,2,3. (A.80)
" m

Hinwels 11 In einem homogenen Schwerefeld fallen Massenmittelpunkt C und Schwerpunkt S
zusammen. Das nehmen wir hier an und folgen der Gewohnheil, vom Schwerpunkt zu spre-
chen, auch wenn der Massenmittelpunkt gemeint ist.

A.2.3 Massenmomente zweiten Grades (Trigheitsmomente)
Sei mun in Bild A-9 der Ursprung der Basis von A in den Schwerpunkt S verschoben. Die
neue korperfeste Basis (5, , &, 53) kann auch gegeniiber der Anfangsbasis verdreht sein.
Mit
F=SP=8lr=(8 x+& x+8 x3) (A81)
vgl. {A74), erhill man die axialen Trigheitsmomente, kurz Trigheitsmomente,
Ji = I(x% +x§) pdv :J(x% +x§)dm,
¥ ¥ '
Jyz = j(rlz + x;z) pdl = J(xlz + x%) e, (A.R2)
I ) ¥
Jiz = j(xlz 3 x%} pav :j(sz -I‘x%]dm,
I ¥ '
die Deviationsmomente
le :.)'21 = —le Xy P2 dV :—Jxl Xy d]?’l,
4 ¥
23 :‘]32 :*j‘}fz X3 pdV:*.[X-z X3 df?f, (A.83)
id 14
JB] :JIJ =- -‘-JCH X [)dV :—j-x3 X dm.
¥ v

Man fasst die Massenmomente 2weiten Grades als Trigheitsmatrix J zusammen:
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Jno Ja o dis
J=|dyy Jry dn|=dT. (A.84)
J31 Jan s

2
Die Tragheitsmatrix J ist konstant (zeitunabhangig).
Haupttrigheitsachsen: Mun kann das Dreibein € stels so drehen, dass die Devialionsmo-
mente verschwinden:
Sy =0lMri=k, k=1273. (A.85)
Die so gedrehten Achsen heilen Houptirigheitsachsen {(auch Irdgheits-Hauptachsen), die
zugehdrigen Trégheitsmomente J; Haupfirdgheitsmomente (auch zentrale Iauptiriigheits-

momente, wenn man den Schwerpunkt S als Bezugspunkt betonen will). (Bezogen auf
Hauptachsen ist die Trigheitsmatrix J diagonal. }

Jyg o 00
J=| 0 Uy 0 (A.86)
00 Uy

A.2.4 Triighcitstensor
In der Schreibweise {A.84) bleibt die zu Grunde gelegte Basis (S, g, e, 53) , das Dreibein ¢
versteckt. Das vermeidet man durch Anschreiben des Tidgheitstensors

J=&"J&. (A87)

Da sich das Dreibein @ mit dem Kérper K dreht, ist der Trigheitstensor J zcilubhiingig.
Ausfithrlich, in Komponenten geschrieben, lautet der I'tiigheitstensor
j:J“ E’] (71 +J13 El (?2 +J]3 (?1 C73 +
+ Sy € €t T €y Ey F Ty Ey En t (A.38)

und im Fall, dass (S, €. &, & ) auf die Hauptirigheitsachsen fillt:

.j: Jl] él él +J22 éz C’.g +J33 é3 é3 . (ASQ)
Hinweis 2: Hicr darf im Tensorprodule €, e, dic Reithenfolge der Faktoren nicht vertauscht
werden, also & £, # &, & . Wir vermeiden die elwas schwerlillige Form & ® ¢, des Ten-
sorprodukts nach DIN 1303. Dann miissen wir allerdings &; &, sorgfiltig vom Skalarprodukt

& g, =cosx(g, Ek) unterscheiden, dieses also stets mit einem Malpunkt schreiben.
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A.3 Die kinetischen Grundgrofien des starren Korpers

Unter kinetischen Grundgrifien fassen wir die Bewegungsgrdfe (engl. momentum), den
Dyal! (engl. moment of momentum) und dic &inetische Energie zusammen.

In Bild A-2 sei nun (O, élu, eg , e;o ) feste Basis in einem Inertialsystem (in dem erfahrungs-
gemdf das Newton'sche Geserz gilt) und der Punkt P falle auf den Schwerpunkt § des Kir-
pers K: die Basis (S, . &, & ) ist fest mit K verbunden.

Es gelten die kinematischen Uberlegungen aus Abschnitt A.1, aus Abschnitt A.2 sind Mas-

se m und Trigheitstensor J bekannt.

A3.1 Bewegungsgrifie (Momentum)
Die Bewegungsgrafie p ist das Produkt aus Masse m und Schwerpunktgeschwindigkeit ¥ ;
p=mv. (A.90)

Es isl (noch) schr fiblich, dic Bewegungsgrolie p fmpuls 2 nennen. Da (engl)) impulse in-
termational {iir den Krafistofs sieht, vermeiden wir "Impuls”. Mit (A.44) (olgen

0T,0 0T 0

bzw. (A.91)

ﬁ:mETv::ETp,

p=mé

WO
T

' T
0 0 0 _0
P :(Ph[?z,l?g) » P:(m,]?z,]?g) . (A.92)

A32  Drall
Winkelgeschwindigkeit @, vl (A.87) bzw. (A.31),

L=J&. (A.93)
Einsetzen von {A.87) und (A.51) in {A.93) liefert

E:(ET JE)-(ET (:)]ZET J(E-ET)HJ. (A.94)

Darin steht (E-éT] fiir das dyadische Produkt

€ .E]'E] € e €€y
éel =5 |-(a.6.8)=|6-8 && 5&|=1, (A95)

63 63 4|

h
e
o
3
5
~
1ad



266 Anhang

also die 3% 3 -Einheitsmatrix J.
Damit lautet der Drall
L' Jw—eél L-g 1+ 1,18 I5; (A.96)
bezogen auf Hauptachsen gilt, vgl. (A.86),
L.[ :Ji[ @y, E’::l, 2,3, (A97)
Mit € = R 2" , vl (AL5), kann man L auf das Dreibein 2" (ransformicren:
L=¢"TRT Jo=e"T L&) 1} + &) 15 + &) 15, (A.98)

Unbeschadet der Transformation (der Sichtweise) bleibt £ derselbe (physikalische) Vektor.

Driickt man in (A.96) die Winkelgeschwindigkeit o mit Ililfe von {A.71) durch die Zeitab-
leitungen der Winkel aus, folgen

L=6"TApbew. L=¢"T RT 7 4. (A.99)
In (A99), geht dic (Winkel-)Lage des Kémers implizit fiher € und explizit (iber 4 in den

Drall ein, in (A.99), ist die Lageabhiingiglkeit mit R und A explizit herausgestellt.

A.3.3 Kinetische Energie

Die kinetische Energie E, des starren Korpers K,

E, =E, +E (A.100)
besteht aus dem franslatorischen Anteil
1 1 e 4 1
E = 3 MYV = 3 m(.vT E)-(.ET v) = 3 mv! v, (A.101)
und dem rofaiorischen Anteil
1 = 1 1 )
Ek‘.:E@-.I-IGZ;U)TJ[U:?(?T AT g Ag. (A.102)

{Die Rechnungen laufen parallel zu Abschnitt A.3.2.)

A.4 Bewcegungsgleichungen aus Gleichgewichtsbedingungen

A.4.1 Allgemeines, Zustand
Ort und (Winkel-) Lage der in einem mechanischen System enthaltenen Kérper werden durch

ihre jeweiligen Koordinaten zeftabhingig erfasst, zum Beispiel durch (r” T,qp) in Abschnitt

A.l. Die Zeitableitungen der Koordinaten (i‘”r,¢} fithren aut’ Geschwindigkeit und Winkel-
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geschwindigkeit, also v bzw. @, vgl. Abschnitte A.1.4, A.1.5, Wir fassen (r“,@] und

(i‘“,q’)) im Zustand(svektor}, der Spaltenmatrix

z=(r”l,gol,fm,¢)l) STEREAL (A.103)

zusammen, die einzelnen:z; nennt man auch Zustfandsgriffen. (Wir vermeiden den in der
Regelungstechnik oft benutzten Buchstaben x.)

Himweis: Die Elemente z; von g haben im allgemeinen unterschiedliche Dimensionen. Dic
Zustinde mehrerer Korper werden durch zusitzliche Tnelizes unterschieden.

Zum hekannien {oder als bekannt angenommenen) Zustand z folgen mit der Massengeomet-
rie nach Abschnitt A.3 die Bewegungsgrdfie (Momentum} und der Drafl. Deren Zeitablei-
tungen miissen mit den im und auf das System wirkenden Kriften und Momenten im Gleich-
gewicht stehen (s. unten). Auf diese Weise erhillt man die Bewegungsyleichungen fiir die
Koordinaten des Svstems {in der Regel) in der Form von Differentialgleichungssystemen
zweiter Ordnung nach der Zeit. (Bezlglich der Zustandsgrdllen erhidlt man ein doppelt so
grofles System erster Ordnung, was fiir numerische Ldsungen oft glinstig ist.}

A.4.2 Bewegungsgleichungen fiir den einzelnen starren Kirper nach Newton-
Euler

Giegeben sei der [reigeschniltene starre Kérper K nach Bild A-10, Masse m, Trigheilstensor
J . Zur Zeit t, im (angenommenen) Zustand z(7) wirken auf den Kérper die (duBeren) Kriifte
F,, und Momente A{; ; nur jeweils ein F, und ein M, wurden eingetragen.

_ K
M \_/____\

Bild A-10 Bild A-11
Freigeschnittener starrer Korper K, Zustand z(t), Frcigeschnittener starcer Kdrper K mit Kriften

unter der Einwirkung der Krifte F;f und Momen- £, , Momenten 34, , Bewegungsgrdlie 5 und

e M, Drall 7.,

Bild A-11 enthilt neben den Kriiften 7, auch die Abstandsvektoren 7, == SPy., vom Schwer-
punkt § zu einem Punkt P, auf der Wirkungslinie w, der Kraft F,, , die Momente M, sowie

die BewegungsgroBe p, mit Angriffspunkt S, und den Drall 72 bezogen auf den Schwer-
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punkt 8. Nach Newton-Euler gelten fir den einzelnen starren Kdrper der Kriifiesatz (auch
Schwerpunktsatz genannt) und der Momentensatz:

Der Schwerpunkt S (= Massenmittelpunkt C) eines starren Kdrpers bewegt sich so, als wenn
die gesamte Masse in ithm vereinigt wiire und die Resultierende ALLER #ufleren Krifie an
ihm angrille:

p=mv=mdi=F,, (A.104)

wo  Fr=2 F. (A.105)
i

Sei L der auf den Schwerpunkt 8 (— Massenmittelpunkt C) bezogene Drall. Dann ist die

Zeitableitung L gleich dem resultierenden Moment A, ALLER #ulleren Krifte und Mo-
mente {— Kriiftepaare} um S:

L= M,y (A.106)
WO M =Y FoxFy +3 M), (A.107)
{n) ()
Hinweis: Der Momentensatz hat dieselbe Form (A.106), (A.107), wenn man den Drall £ und
das resultierende Moment A4 e Nicht aut den Schwerpunkt, sondern auf einen im Inertial-

system festen Punkt A bezieht. (Wo erforderlich, unterscheiden wir I, ﬁ:f;is und I, M2 )

A.4.3 Das d'Alembertsche Prinzip

Mit dem d'dlembertschen Prinzip gelingt es, das Aufstellen von Bewegungsgleichungen auf
die Gleichgewichtshedingungen der Statik vuriickzulithren. Das hielel nicht nur {ormal Vor-
teile, das Einfithren von Trédgheits-Kritten und Trdgheirs-Momenten macht die Kinetik der
Anschaunung besser zugédnglich als die Newton-Eulersche Sicht.

In vielen I.ehrbiichern findet man unter dem Stichwort d'Alembertsches Prinzip das d'Alem-
bertsche Prinzip in der Lagrangeschen Form mit virtuellen Verriickungen verknilipft, was
natiirlich weitere Vorteile bietet. (Andere Lehrbiicher nennen das damn kurz Lagrangesches
Prinzip.)

Formal richtig’ erhilt man das d'Alembertsche Prinzip, indem man in {A.104) und (A.106)
die Trigheitsglieder md bzw, L — unter Vorzeichenwechsel —zu F.,, bzw. M, stellt:

F

Fes —md = 6 ) ﬂ/;(rgf; —'I-: = 6 . (A.lOS]

Man sicht nun

Foy= (—md )= (—m};’) (A.109)

" Eine sorgfiltige Begriindung mag dem Muster von [8], 8. 249 folgen.
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als (d'Alembertsche) Trégheits-Kraft an, dic, am Schwerpunkt S angreifend, zu den alten
AuBeren Kriiflen £, hinzutritt, vel. Bild A-12.

Weiter sieht man
A= ~L)-{-7- ai) (A.110)

als (d'Alembertsches) Trigheits-Moment, das, am Kdrper K angreifend, 7u den alten dulleren
Momenten ,1\71; hinzutrill, vel. Bild A-12.

Bemerkung: Gelegentlich werden d'Alembertsche Krifte Scheinkrdfte genannt oder als fikviv
bezeichnet. T'ast jedermann akzeptiert jedoch die Zentrifugalkraft, die durch die Zentripetal-
heschleunigung hervorgerufene d’Alembertsche Kraft, als real. So spiirt er auch die Kraft, die
ihn gegen die Riickenlehne presst, wenn er im Auto sitzt und Vollgas gibt. Beim frei fallen-
den Korper halten sich Gewicht und d'Alembertsche Trigheitskraft gerade im Gleichgewicht.

Y
0 Xg
Bifd 4-12: Freigeschnittener Kgrper mit duBeren Bild A-13: Freigeschnittener Karper fiir ebene
Kriften 7, , Momenten A4, , sowie d'Alembert- Bewegung, mit d'Alembertschen Kréften und
Moment.

scher Kraft (—mﬁ) und Moment ( —i )

A.4.4 Das Anschreiben von Bewegungsgleichungen mit d'Alembertschen Krif-
ten (und Momenten)

1. Schrite: Fiir den akiuellen Zustand — zur Zeil £ — Geschwindigkeil (Beschleunigung) sowie
Winkelgeschwindigkeit und Momentum sowie Drall anschreiben, Bild A-10, Bild A-11. Zur
Auswertung der Gleichungen (A.109), (A.110) kann man formal vorgehen, indem man eine
geeignete (meistens die kérperfeste) Basis withlt, oder man arbeitet unmittelbar mit den an-
schaulich vorgestellten Vektorpleilen.

2. Schrit: Man trigt auf dem [reikdrperbild des jeweiligen Korpers neben den duberen Krif-
ten £, und Momenten A, die d'dlemberische (Trigheits-) Kraff (—ma'), am Schwerpunkt

angreifend und das d'Alembertsche (Trigheits-) Moment ( —L ) an einem beliebigen Punki des
Kdrpers angreifend, cin. s. Bild A-12.
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3. Schritr: Gleichgewichtsbedingungen fiic den Kirper nach Bild A-12 (oder das Korpersys-
tem) unter Einbezichung der d'Alembertschen Krifte und Momente (heliebig) formulieren.

Besonders einfach wird das Vorgehen im Fall der ebenen Bewegung, s. Bild A-13: Die dIA-
lembertsche Krall wird, in{-mig), (—mji’s) zerlegl, einfach gegen die posiliven Richlungen

der Schwerpunktkoordinaten (xg,yg)eingetragen, und das d'Alembertsche Moment

(—J ¢} ist gegen den Drehwinkel ¢ orientiert,

B Arbeitsaussagen aus der Elastostatik

Wir stellen hier einige Arbeitsaussagen der Llastostatik zusammen, die zum Aufstellen von
Bewegungsgleichungen benéligt werden. Dabei beschriinken wir uns im Wesentlichen aul
kleine Verformungen flinear elastischer Gebilde, ndmlich auf Lingsdehnung, Schub, Torsion
und Biegung von 5tiben und Balken.

B.1 Arbeit von dulleren Kriften und Momenten

Wirken aul cinen linear elastischen Korper, 2. B. aul den in Bild B-1 gezeiglen Balken, die
dulleren Krifte /; und die duberen Momente A, und haben die Krifte und Momente ge-

meinsam an dem Korper dic Verschichungen £ und die Winkel(auslenkungen} g hervor-
gerulen, so haben sie am Kérper die dufere Arbeil

1<, ]
wé==%"F, J.+;ZMA. W, (B.1)
i

Bild B-7
Balkenauslenkung durch Krifte und Momente

Dabei sind die Krifte 7 und die Auslenkungen /; sowie die Momente M, und die Win-

kel yr;, einander so zugeordnet, dass
AW =17 Af; bzw, AW = My Ay (B.2)

die dem Korper zugetithrte Arbeit bei einer infinitesimal kleinen Zusatzverformung Afy

bzw. Ays, erfasst.
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In Gleichung (B.1} muss {iber jeweils ALLE am Korper angreifenden Kréifte und Momente
addiert werden.

Héufig fasst man £, M, zu generalisierten Kriiften (7 und £, 47 2u gencralisierlen Aus-

lenkungen (Koordinaten) ¢g; zusammen und schreibl statl {(B.1)
1
W — . (B.3
> ;Qﬂ 4 }

Fiir ,q; miissen die Gleichungen (B.2) erfiillt scin.

B.2 Arbeit von inneren Kriiften und Momenten

Die auf den Korper wirkenden dufleren Krifte und Momente haben im Kérper innere Krifte
und Momente zur Folge.

Mit [ilfe der inneren Kriifte und Momente l4sst sich die im Ké&rper gespeicherte innere Ar-
beit W (I ormdnderungsenergie, Potential} ausdriicken. Tiir den Zugstab, den Torsionsstab,
den gebogenen und geseherlen Balken schreiben wir dic Ausdriicke an.

Im Folgenden zeigt Bildteil a) jeweils das unverformte Gebilde in der Referenzlage, Bild-
teil b) das verformte Gebilde mit den Auslenkungskoordinaten und ¢) die SchiittgriBen {am
unvertormten Gebilde). Die dargestellten Einspannungen wurden willkiirlich gewihlt und
sind unwesentlich. Auflere Krifte (Lasten) wurden nicht gezeichnet!

B.2.1 Zugstab

all b el

e 2 —

w(x)

I 74
] a0 M)

"E4 ":u(x +4x)

Rild B-2
- Zugstab; Auslenkungen und Schnittkraft

Bild B-2 zeigt: x-Lingskoordinate, u¢xj-Lingsverschiebung, N(x)-Normalkrafi.
Mit der Lingsdehnung

_ou

—u (B.4)

a
folgt fiir die Normalkraft & die Gleichung
N=FEdd, (B.3)
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mit £4-Dehnsteifigkeit (£-Elastizitdtsmodul, A-Querschnitts{liiche).

Innere Arbeit

Fir die innere Arbeit gilt

1 }Nz p

:— X
234 FE4

12

{B.6)
0
Im allgemeinen hingen N =% (r) und EAzEA(x) vom Ort ab, z. B. wegen lings des

Stabes angreifenden duBeren Kriifien bzw. veriinderlichen Querschnitten {auch Absiitze und
Spriinge kinnen aulirelen).

Bei Schwingungsaufgaben werden » und & zeitabhiingig, doch (B.6) bleibt gliltig, soweit
man keine WerkstolTdampfung beriicksichtigen muss.

B.2.2 Torsionsstab

Bited B-3
Mp(x) Torsionsstab; .Auslenkunu
gen und Schnittmoment

Bild B-3 zeigt: x-Liingskoordinate, ¢rx)-Winkelauslenkung, Myx)-Torsionsmoment.
Mit der Drillung

,_Op

= B.7)
=5 {
folgt [tir das Torsionsmoment My die Gleichung
.M;r - G[I gﬂ,, (B.S]

mit Gy -Drillsteifigkeit (G-Gleitmodul, Ir =1, -polares Flichentriigheitsmoment bei

Kreis- oder Kreisringquerschnitt; [y # 7 » bei anderen Querschnittsformen),

Innere Arbeit

Fir die innere Arbeit gilt

a2
il jﬁ d. (B.9)
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Augch hier hiingen M7 = My (x) und G77 = Gy (x) oft vom Ort ab.
B.2.3 Balken

Bild B-4: Balken; Auslenkungen, Querkraft, Bicgcmomcm

Bild B-4 zeigt: x-Liingskoordinate, w(x)-Auslenkung {,Biegeauslenkung™), ¢(x)-Biege-
winkel, (x)-Querkraft, M(x)-Bicgemoment.
Mit

p=w = % und der Kriimmung ¢’ = n" (B.10)
folgt fiir das Biegemement die Gleichung

M =—Elw", (B.11)

mit El-Biegesteifigkeit (£-Tlastizitdtsmodul, /-Flichenmoment zweiten Grades).

Innere Arbeit

Fiir die innere Arbeif durch Biegung gilt

fovg?
wi L (M (B.12)
24 E1
0
Auch hier hiingen M = M (x), £/ = £I(x) oft vom Ort ab.
Fiir die innere Arbeif durch die Querkraft gilt
)
2 AN (B.13)
2 5 GA,

mit G4, -Schubsteifigkeit (G-Gleitmodul, 4, -Schubfliche; A4, = 4/x, sQuerschubzahl,

x> 1; 5. Hitte). Der Querkrafibeitrag zu W' ist bei schlanken Balken vernachléssigbar klein.

B.3 Hinwcise
Hinweis 1: Treten mehrere Belastungsarten gleichzeitig auf (z. B, Zug und Biegung oder

Biegung um zwei zu einander senkrechte Achsen), werden die einzelnen W' addiert. Besteht
das System aus mehreren Stiben und Balken, so muss man dic inneren Arbeiten von ALLEN
Systemteilen addieren.
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Hinweis 2: Thie Schnittgrobien [Schnittkrafte N (x) und Q(x); Schnittmomente M {x) und
My (x)] sind durch die duberen Krifte #; und duferen Momente Af; — durch die generali-

sierten Krifte (; — bestimmt, und zwar hiingen die Schnittgréflen im Rahmen der bei Zug-
stab, Torsionslab, Biege-Balken iiblichen Annahme, dass man das Gleichgewichl am unver-
formten Gebilde ansetzt, linear von den generalisierten (duBeren) Kriften ab.

Hinweis 3: Dic imeren Arbeiten W' hiingen guadratisch von den SchnillgriBen  ab;
vgl. (B.6), (B.9), (B.12). (B.13).

Hinweis 4: Driickt man in #' dic Schnittgrifien gemil Hinweis 2 durch die generalisicrten
Krifte aus, so erhilt man sie gemil Hinweis 3 als in den generalisierten Kriiften guadrari-

sche Formen. Da die B nicht negativ werden kdnnen, sind die quadratischen Formen we-
nigstens positiv semidefinit. Sie sind positiv definit, wenn zu jeder Auslenkung Krifie erfor-
derlich sind, also Energic ins System gesteckt wird,

Hinweis 5: Wegen W' =W stelll die Rechnung gemil Hinweis 4 einen Weg dar, W9 zu
gewinnen und gemiB (B.1) bzw. (B.3) auszuwerten. Das nutzt man bei den folgenden Sitze
von Castigliano aus.

B.4 Der erste Satz von Castigliano — Verformungseinflusszahlen
(Nachgicbigkeiten)
Der erste Sutz von Castigliano lautet;

Schreibt man die innere Arbeit W' (das elastische Potential) als Funktion der duBeren Lasten,

W =W OO Y =W (Fro s P s My ML, (B.14)
so liefert die partielle Ableitung nach einer Kraft die zugeordnete Auslenkung:
o' aw’ aw!
q = bzw. f; = —— und y; = . (B.15)
5Q[ ' UF’, a[wk
Diese Aussagen gelten ganz allgemein, also nichtlinear, wenn nur das Potential existiert.
P : . : ow'! oW’
Falls W eine quadratische Form in den ¢; (den F; und M ) ist, hiingt bzw. —
- g o
j’n"
und linear von den dufleren Lasten ab. Man schreibt:
Mg
L
=D by Qs 1=1o L {B.16)

=1

' Gegenbeispiel: Frei beweglicher Dehnstab liegt auf glatter Flidche.
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Deulung: Die fy, heiben Ferformmmgseinflusszahlen oder Nuchgiebigkeiten. ky, = Auslen-

kung g, (Wirkung) infolge Einheitslust (3, (Ursache). Aus (B.16) und (B.13) folgt

a’w!

® g0,

Wegen
2 i 2 i
acw oW .
= glh h’fd‘ = h‘,'_;c .

00 CO; Oy OOy

Dies ist der Maxwellsche Reziprozitdtssatz (fiir die /).

Man fasst die Auslenkungen fiir ¢; und Kréfte {); in Spaltenmatrizen zusammen,

l]:(CI], T gl s ‘H.)T= Q:(Ql’ s Q;’r: T QL)T

und bildet aus den Ay, die Nachgiebigkeitsmatrix

Byp oy e By
H=\hy - by - iy
hpp o g o by
Aus (B.18) lolgt
o-nv

die Nachgiebigkeitsmatrix st symmelrisch.

Mit (B.19) — (B.20) lautet (B.16)

q=HQO.
Sctzt man (B.16) — oder (B.22) — in (B_3) cin, so crhilt man
a1y Lt
W =;Z > hy 010, =5Q HO.
=1 k=l

Dies ist (natiirlich) wieder die quadratische Form fiir die innere Inergie.

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.23)

B.5 Der zweite Satz von Castigliano — Krafteinflusszahlen (Stei-

figkeiten)

Der zweite Satz von Castigliono lautet:

Schreibt man die innere Arbeit B (das elastische Potential) als Funktion der Auslenkungen,
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wi=w! (Goeeangye.- )= W’i(_fi,. cord o .,I'//J,...,I//k,.-.)a (B.24)
so liefert die partielle Ableitung nach einer Auslenkung die zugeordnete Krati:
W' W W'
O = "f baw. £ = W mdat, =2 (B.25)
O, of; Oyry

Diese Aussagen gelten ganz allgemein, also nichtlinear, wenn nur das Potential existiert.

;o . : _ oW oW
Falls #* eine quadratische Form in den ¢, (den S und g ) ist, hiingt 08 bzw, Oaf‘
4y S
aw' L .
und — linear von den Auslenkungen ab. Wir knnen schreiben:
Ol//k
I
O = kya, I=1-L (B.26)

/=1
Deutung: Dic &y heilien Krafieinflusszahlen oder Steifigheiten. k= Kraft () (Wirkung)
infolge Einheitsauslenkung 4 ; (Ursache).

Aus {B.26) und (B.25) folgt

.
B
b= (B.27)
T oq0g;
Wegen
2 i aZrrri
2w Bt
aw o gtk = k. (B.28)

S0y g, gy

Dies ist der Maxwellsche Reziprozititssaiz fiir die & ;; . Man bildet die Steifigheitsmatrix

kl] klf k”;&
Kelky - hy o ky CK-K': (B.29)
kpy o kg kg

und erhilt mit den Auslenkungen g und Kriiften @ nach (B.19) anstelle von (3.26)
0-Kyg (B.30)
Setzt man (B.26) oder (B.30) in (B.3) ein, so folgt

L 1L
o & 1
we :52 Zkilf[:‘qIZE‘ITK‘I- (B.31)
=l i=1
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B.5.1  Zusammenhang zwischen Verformungs- und Kraft-Einflusszahlen
Setzt man @ aus (B.30) in (B.22) ein, erhilt man

g=HKg, also HK=1 (B.32)
und

E=H"sowie =K', (B.33)

[}

Dies gilt jedoch nur, solange  H baw. K reguldr sind, also del H =0 baw. det K =0 gill.

Die Determinanten verschwinden,
det IT =0 oder det K =0, (B.34)

wenn (B.22) eine Kraft @ =0 ohne eine rugehdrige Auslenkung ¢ =0 zulisst (7. B, weil in

einer Federkette ein Flement nachtriiglich als starr angenommen wurde) brw, (B.30) eine
Auvslenkung ¢ =0 okne Krafi(inderung), also mit @ =0, zulisst (z. B. bei zwei durch eine

Feder gekoppelten Punktmassen, die frei aut einer Ebene gleiten kénnen).

B.6 Das Berechnen von Einflusszahlen
Hinweis 1: Das Berechnen von Einllusszahlen von Hand ist mithselig. Entsprechend den
ohigen Deutungen muss man, um in

g=HQoderQ0=Kg (B.35)

jeweils die I-te Spalte ' der Nachgiebigkeitsmatrix H bzw. die /-Spalte &' der Steifigkeits-
matrix K zu berechnen, eine efnzelne enlsprechende (Einheits-}Kralt (J; bzw. (Einheils-)
Auslenkung ¢, annehmen (alle anderen ¢, bzw.g,, £ =/ bleiben weg) und die zugehdri-

gen Auslenkungen q‘, bzw. Kriifte Q‘, berechnen. Damit findet man

B0 =¢ bzw k' q =0". (B.36)

Hinwels 2: Besonders umstindlich ist die Berechnung [iir statisch unhestimmte Sysieme. Sie
kann man vermeiden, indem man nachgiehige Stiitz- und Finspannstellen einfithrt und deren
Auslenkungen in die ¢; aufnimmit. Man berechnet dann die Nachgiebigkeitsmatrix H fiir die
Gesamtheit aller Auslenkungen, bildet K = H 1 wumerisch und lasst in 0=Kg aut der
rechten Seite die den wnnachgiebigen Stiitzen oder Einspannungen / entsprechenden Auslen-
kungen verschwinden, streicht also die zugehdérigen Spalten K (Die Zeilen %; kann man

auch weglassen, soweit die ¢, nicht interessieren.)

B.6.1 Berechnen von Einflusszahlen mit Hilfe von Biegelinien

Biegelinien fiir Balken mit tiber thre Linge konstanter Biegesteifigkeit findet man in vielen
Handbiichern. Tiir unsere Uberlegungen greifen wir den Kragbalken unter Endlasten und den
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an den Enden gelenkiy gestiitzten Balken mit Einzelkraft und Einzelmoment im Feld heraus,
siche Bild B-5.

a
s
7,
e
b a b
A F B
. W b7
x A M
s
Ty Bild B-5
- - Balkenbiegung

Die Biegelinien lautet (s. Hittte [11], Grundlagen) filr den Kragbalken, Bild B-5a%,

3, 32 . A g2 F o2
w_Hﬁ(x,f’,M)_&[i] [3_1]+Mf [_] B37
6EI\ [ ! 2EM]

S

fiir den beidseitig gestiitzten Balken, Bild B-5b¢,
W= Wz(x, a, I, ;M)

FP{ a‘x ' ar'2 'rz M7 x 02 t\‘z
= [1} 1[1) [] St 13(1] ['| fiir x < a

GEI\ )1 ! / 6El / iy
_F‘Isﬂl_ﬁ 1- ﬂz_(]_fg - (B.38)
YN { / o

2 N4 2 2

=354 25 +(5] | meaze

6 ET / l ! /

Die Biegewinkel gp(x) , vgl, Bild B-5, erhilt man als Ableitung von w*;

Nar =R ) =X i A
p=""; gil(x.F,M):z%; @(x,a,F,M):“W?. (B.39)

ox o o

t m (,x,f, M’), s (x, cI,F,M’), i (x,F,"M) und ¢ (X,F,AM) werden in Abschnitt B.6.2 bendtigt,
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B.6.2 Fioflusszahlen fiir den an den Enden gestiitzten Rotor konstanter Biege-
steifigkeit

Die an ihren Enden A, B gelenkig gelaperte Welle konstanter Biegesteifigkeit £/ nach Bild
B-6 trdgl 2wei Scheiben | und 2; Lingen [/, Ly, L5 siehe Bild. Gesucht sind (Tir Schwin-

gungsuntersuchungen die Krafleinllusszahlen (die Sieiligkeiten) [iir Weg- und Winkelauslen-
kungen der Nabenmitielpunkte, {Die versteitende Wirkung der Naben soll vernachlidssigt
werden.}

Bild B-6
Mit zwei Scheiben besetzter Rotor.
a Ersatzsystem, b Auslenkungen

1. Wahl der generalisierten Koordinaten und Kriifte

Bild B-6a zeigt die allgemeinen Koordinatenorientierungen, Dabei sind die Winkel o, 0,

als Drchungen um dic x- hzw. p-Achse cingeliihrt, damit man sie, wic x, y, in Vekloren zu-
sammentassen kann.

Dic Auslenkungen (xlﬁxz_,qa},l’qa},z) entstchen durch Bicgungen wy, in der horizontalen
Ebene, die (v, ¥2. ¢9y1. 952 ) durch Bicgungen w, in der vertikalen. (Die in Bild B-6b ge-
strichelt eingetragenen Linien wy, und w, entstehen durch Klappen der Biegelinie w(x),
mit @(x}=w'(x), aus Bild B-5b; dabei klappen F und M mit und gehen in
F. My, bzw, F,, M, iiber.)

Die generalisierten Koordinaten lauten mit a = £, 45 = L) + £,

T
q= (xle X2y Py Pyns Y1 Y2 Py ‘sz) (B.40)

= (Wli (al )! Wy (02)5 — iy (al )s — @ (“2 )9 Wy, (‘11 )’ Wy (‘72 )9 Dy (al )! 2y (02 ))
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Fiir die generalisierten Kridfie gilt

M &)T

M)

Q =(Feps Fran My Myp, oy, Frp M

= (Futs Frzs = M= Mpa, By Flaa M

v

xls

(B.41)
vl2
2. Anschreiben der Verschiebungseinflusszahlen

Die Biegelinien (B.38}, (B.39) liefern Auslenkungen als Funktion von Kriiften und Momen-
ten. Deshalb eignen sie sich besonders zum Anschreiben von berformungseinflusszahlen, d.
h. Nachgiehigkeiten.

Da bei dem vorliegenden Rotor dic Bicgungen in der horizontalen und der vertikalen Ebene
entkoppelr sind, ist es giinstig, die Gleichung (B.22) in 4 x 1- bzw. 4 x 4-Bldcke zu zerlegen

q I IIIZ][Q[J
= -HO= . B.42
v {‘12] ¢ [_Hm o Q> (B.42)

Man erhiilt Hj, = H:}-l = # und — wegen der Symmetrie —

My by Mz by hyy o R s iy
e hn kB N h i —h ~h
T e T ) PR L R 23 e | (B.43)
syt By By —hy —hyy My b
Pia g My gy My =iy g Py

Mit L—L+is+Ly, 0 =Ly,ay =L +L, a;=a/L, B =1—a,i=12; erhiilt man durch
Finsetzen von (B.40), (B.41} in (B.38), (B.39) und Vergleich mit (B.42)

hy =Wy (ay, a, L0)=ai g7 13 EL

hy =Wy (e, @y 1,0) =~y By (7 ~2 +/j§)1‘3 16 A,
Iz =Ws (ay, e, 0,=1) = oy {0y - A) 2 (3 EL

iy =T (@, a2, 0,~1)=—eq (57 ~2 1 +3 B3 | /6 EL
By =W (a3, a2, 1,0) =03 f5 £273 KL,

) B.44
]123 =W, (aq,a], *1) )62(30’ Q2(1+ﬂ2))L2/6E]. ( J

!'?24:” a"),ﬂ’z, N ) ﬁ (()h—[}q) = SE[
h33:_¢2(a]>”]>0’ 1 ( 2 3&]+1)L/3E],

Iy =g (@, a0,0,-1)= {%al +1[}771)1/6F]

hay =2 (a3, a3, 0,—1)= (3053 =3, +1)L/3 B
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Zur bekannten Nachgiebigheitsmarrix H erhidlt man die Steifigkeitsmatrix K durch (zu gege-
benen Zahlenwerten numerische) Inversion:

LofHy e (my e K, 0 )
K=Ir'= = NE . (B.A5)
0 Hiy 0 H7 0 Ky

B.6.3 Das Berechnen von Einflusszahlen mit dem Arbeitssatz

Fiir ein aus Balken und Stiben bestehendes Sysltem unter den generalisierlen Kriften
.1 =1,..., L, lauiet dic inncre Energic

wi =3 )z L j —_[EI e+ j(‘;’ﬁ ., (B.46)

vel. (B.6), (B.13), (B.12) bzw. (B.9). Darin sind in den Linien der Normalkeaft &, der Quer-
kraft § {(— Scherkraft, um Verwechslung mit ¢, vorzubeugen), des Biegemoments A4 und des
Torsionsmoments My jeweils die Wirkungen ALLER (; enthalten, und es muss iber alle
Bauelemente mit ihren jeweiligen Steifigheiten EA, GA,, EI, GIt summiert, Giber deren Lén-
gen Jeweils integriert, evil. zweiachsige Biegung und Querkratt beriicksichtigr werden.

Mit (B.46) folgt aus (B.18)

NN 5,8 M, M Moy M
/qk,=j K ey j’f fd .[” Loty j ”‘ ”d kL=1,--L. (B.47)

Darin bedeuten

(Mg, S, My, Mgy} :—(nv S, M My, (=11, (B.48)

es sind also die Normal- und Querkrafi-, Biege- und ‘lorsionsmoment-Linien, die im System
vorliegen, wenn es aflein durch eine Eips-Last belastel wird, die wie ¢ wirkl.

Formel (B.47) muss fir die einzelnen #;,; ausgewertet werden. Fiir abschnittsweise konstante
Steifigkeiten £A, GA,, FT, Giy geschieht das 7zweckmiiBig mit Hilfe der Integrale aus Tahelle
B-1. Wieder muss (iber alle Bauelemente und alle Linien surmmiert werden.

B.6.4 Aufgaben

Aufgabe B-1: Kontrollieren Sie die Einflusszahlen (B.44) mit Hilfe des Arbeitssatzes.
Aufeabe B-2: Nehmen Sie fiir die Welle nach BRild B-6 flir die drei Wellenabschnitte
Ly, Ly, L5 die Biegesteifigkeiten EY|, El», EI; an und berechnen Sie die /y; nach dem Ar-
beitssatz,

Aufgabe B-3: Seien fiir die Ay; nach (B.44) £ =12 m, @ =03, &, =0.7 gegeben, die Bie-
gesteifigkeit £7 bleibt offen. Berechnen Sie numerisch {(IPC) die Steifigkeitsmatrix K.
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Aufoabe B-4- Bei dem Rotor nach Bild B-6 wird an der Stelle von Scheibe | ein starr gestiitz-
tes Pendelrollenlager eingebaut. Stellen Sie unter Verwendung der Ergebnisse von Aufeabe
B-3 die Steifigkeitsmatrix fiir das System vorm Freiheitsgrad 6 auf,

Aufeabe B-5: Das Pendellager aus Aufgabe B-4 ist (ohne abzuhchen) in x-Richlung ver-
schieblich. Wie lautet die Steifigkeitsmatrix?
Aufeabe B-6: Der Rotor nach Bild B-6 ragt um dic Linge I, nach rechis {iber das Lager B

hinaus und trigt dort eine dritte Scheibe, Biegesteifigkeit £f wie bisher. Wie vicle wesentli-
che Nachgiebigkeiten %, kommen hinzu? Berechnen Sie sie mit Hilfe des Arbeitssatzes.

‘ fr 1 2 3 4
p| e SO ! { / 1
e e |1 S~ | (7 | s
7
| ] ife Lz e | Lt
d 1 N A T
3 -] () g () 7 s 32 g

ra
A A
o9

b2t

.

=

[
: 1, ol L e pwey gl (285182
flgtg,) & Sy t2g,) 5 Jilg tg,) _E}:;?(g}izg;}]

)
UG
Rl
1]

=}

al Bl ‘ T
A T g Haep Lrgi-ahy | Lggg’ |2 0P
s - Fol1-e)]

s |1
s| HLL | L Lrpom|  Lme |0

ot fm] f4(3-A)]
al Bl g

6 Lre £ ei+a) %fg(HﬁJ F%f“(lliﬁ)

| st I follta)]

Tabelle B-1: Integrale 17" = '[;fm (x)g" (x) edx
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C Energieverfahren

Beim Arbeiten mit dem Hamiltonschen Prinzip und den Lagrangeschen Gleichungen 2. Art
wird das Aufstellen von Bewegungsgleichungen auf Unergietliberlegungen zurlickgefiihrt.
Dies hal vier Vorteile:

1.  Man braucht weniger Schnittbilder.

2. Die Kinematik wird einfacher, weil man sich nur noch Geschwindigkeiten und nicht
mehr Beschleunigungen tiberlegen muss.

3. Man kann leicht vereinfachte Modelle entwickeln, z. B. den Ireiheitsgrad herabsetzen
oder ¢in Konlinuum diskrerisieren, also durch cin Maodell mit endlichem Freiheitsgrad er-
setzen.

4,  Dic Encrgicverfuhren sind Schema-Verfahren, Beim schematischen Vorgehen entstehen
meistens Bewegungsgleichungen mit einer giinstigen Strukmur (z. B. mit symmetrischen
Koeffizientenmatrizen).

C.1 Das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip

Wenn man mit dem Hamiltonschen Prinzip oder mit den Lagrangeschen Gleichungen arbei-
tet, ist es iiblich, die kinetische Ernergie mit dem Buchstaben T und das Potential (die poten-
tielle Energie) mit den Buchstaben U oder V zu bezeichnen.

C.1.1  Kinetische Energie
Die in einem System steckende kinetische Fnergie kann man ganz allgemein durch

1 1 7 Ly .-
T:Ejvzdmzz'[pv“dl' (C.1)
WV vV

erfassen. Dabei denkt man sich beim linken Integral das System aus Massenelementen A
aufgebaut, die jeweils die Geschwindigkeit v — |§| haben, wihrend im rechten mit Volumen-
clementen AV und der Dichie p gearbeitet wird,

Am=p AV, (C.2)

Das unter den Integralzeichen stehende V deutet an, dass jeweils Uber das Gesamt-
gebilde — hier als Yolfumen V aufgefasst - integriert wird, vgl. Anhang A.2.

Im konkreten Fall wird man fir die einzelnen Teile (Korper) des Systems statt (C.1) hiufig
daraus abgeleitet einfachere Ausdriicke anschreiben, z. B, T'= % .mv? fiir einen starren Kor-
per der (Gesamt-)Masse m, der Schwerpunktgeschwindigkeit v, wenn er sich nicht dreht,
oder 7' = %J ©* fiir einen Korper, der sich um eine feste Achse mit der Winkelgeschwindig-

keit @ dreht und beziiglich der Drehachse das Massenmoment J hat, vgl. Anhang A.3.3.
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C.1.2  Generalisierte Koordinaten; virtuelle Verriickung

Natiirlich muss man vor {!) dem Anschreiben der kinetischen Energie irgendwelche Koordi-
naten einfithren, die die Auslenkungen — oder die Lage, die Bewegungen — des Systems voll-
stindig erfassen. Bei Hamilton/Lagrange ist es {iblich, mit den generalisierten Koordinaten

gi=q{r), i=L.. (C.3)

zu arbeiten, vgl. {B.3) . Mit dem gereralisieri will man nicht nur andeuten, dass einzelne ¢;

zum Beispie]l Weg-Auslenkungen und andere Winkel-Auslenkungen sein kénnen. Man will
auch irgendwelche Verkniiptungen als Koordinaten zulassen z.B. ¢ =x—Ip,q; = x +2ip,

wo x,¢ die Auslenkungen eines Systems vom Freiheitsgrad 2 sind und 7 eine im System
vorkommende Liange ist —, solange man eindeutig von den ¢; auf die Bewegungen des Sys-

tems zuriick schliefien kann. (Es konnte im konkreten Fall notwendig oder zweckmillig sein,
besondere Koordinaten einzufithren, weil mit ihrer [Tilfe ein Effekt sichtbar wird.)

Braucht man zum Erfassen der Bewegungen eines Systems genau # generalisierte Koordina-
ten ¢;.i=1,...,n, so hat es den Freiheitsgrad n.

Wenn man an dem System wackeft, kann man das nach dem Einfiihren der g; auch als kleine
Anderung eines oder mehrerer der ¢, auffassen. Man schreibt fiir diese — infinitesimal klein
gedachten — willklirlichen Wackelanderungen dg; und nennt sie virtuelle (— gedachte) Verrii-
ckungen.

So gesehen ist der Fretheitsgrad » auch gleich der Anzahl der grundsiitzlich verschiedenen
Bewegungsmoglichkeilen cines Systems, und es ist deshalb (intemaltional) iiblich geworden,
eine Bewegungsmoglichkeit einen Freiheitsgrad  statt etwa eine Freifeir - zu nennen. Dann
wird aus dem » die Anzakhl der Freiheiisgrade.

Sind die Auslenkungen - die Lage - eines Systems vollstindig durch generalisierte Koordi-
naten g; ertasst, so kann man alle jeweils im System vorliegenden Geschwindigkeiten durch

die ¢; und deren Zeitableitungen

. dg .
g, =L C4
%=, {C.4)

ausdriicken. Man arbeitet mit den ¢g; und filhrt keine besonderen Bezeichnungen dafiir ein.

C.1.3 Potential

Man muss beir Hamilton/Lagrange die Krifie mit Potential von den Kriiften ohne Potential
unterscheiden. Die ersien lassen sich leicht und iibersichilich in die allgemeinen Gleichungen
ginbauen, die zweiten erfordern jeweils das Anschreiben der von ihmen verrichteten virfuellen
Arbeiten (s. unten), also detaillierte Uberlegungen. Allerdings gestattet der Formalismus das
Anschreiben von Polentialen (iir zeitabhiingige Kriilte: Wenm man sice (wiihrend des Anset-
zens der Gleichungen) mit Formelbuchstaben F}(r) einfiihrt, darf man flir sie Potentiale

anschreiben als wiren sie konstant. Natiirlich bietet es sich dann an, eine verwickelt von den
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g; und ¢; abhingende Kratt F(...,q;,....4;....,t) voriibergehend als F;(¢} zu sehen und
erst nach dem Fertigstellen der Gleichungen an der Stelle von F; den verwickelten Ausdruck
einzusetzen,

Von den Kriften (und Momenten) mit Potential sind die aus elastischen Verformungen am
wichligsten.

Fiir aus Stiben und Balken aufgebaute linear elastische Systeme kémnen wir auf Anhang B
zuriickgreilen und ¢inflach

Uy =W’ (C.5)
setzen. Sieht man die Krifte etwa wie in Bild B-1, so kann man auch

1

Uy=W'="q Kq (C.6)

schreiben, vgl. (B.31) und die dort erklirien Bezeiclhnungen.

Bild C-1
Korper K mit Angriffspunkt A und Wirkungslinie w einer Kraft #;

Greiten ein oder mehrere Finzelkrifte F(z) an einem Korper K. des Systems an, so ist es
bequem, eine Koordinate x, in Richtung der Wirkungslinie wy zam Angriffspunkt A einzu-
fihren und x; durch die generalisierten Koordinaten ¢; auszudriicken,
xpmxp(cagpeat). (C.7)
Dann lautet das Potential [iir #
Up=-—x; F, (C.8)
dabei gelten die in Bild C-1 gezeigten Orientierungen. Andert I, seine Richtung, so muss es

als Vektor F; gesehen werden. Dessen zwei oder drei zueinander senkrechten Komponenten

kann man jeweils wie F; zuvor abhandeln.

C.1.4 Virtuelle Arbeit

Verriickl oder verschiebt sich der Angriffspunkt A der Krall £; in Bild C-1 um ein kleines
Stlick &x;, so verrichtet dic Kraft /5 am Koémper K die Arbeit

SW = Fy 6x;. (C.9)
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Dabeir wird die Arbeit hincingesteekt — und fiinde sich im Kdrper zum Beispicl als Erhohung
der kinetischen Energie wieder —, wenn &W positiv ist.
Wackelf man an dem System mit dg;, vgl. Punkt C.1.2, so folgt fiir x; nach (C.7) [ir infini-
tesimal kleine &g, -
71
ax . .
Sx; =Y g, (C.10)
= M
Dabei sind die Ox;/0g; die partiellen Ableitungen von x; nach den ¢; (einzelne kdnnen
verschwinden; mindestens ein &, /dg; # 0 muss vorhanden sein, oder A verschiebt sich

nicht} und die &¢; sind virtuelle Verrlickungen. Dann ist

A s
SW =65 = 3 F L5, (C.11)

i=1 !
die virtuelle Arbeit (bei der nur gedachten Verriickung &, )

Man deutet die Summe rechts als

i ‘ BX[ I
5W:§P;a—_’_5g,- :EQ,- 5yq; (C.12)
und die (; sind die generalisierten Krdfie — es sind Krifte in Richiung von g; — infolge der
Kraft Fy, vel. (B.2), (B.3).

Im allgemeinen Fall kommen natiirlich mehrere Kriifte £; vor und die ; fassen Anteile aus
mehreren Kriiften zusammen.

Hinweis: Hier, unter Punkt C.1.4, haben wir beziiglich der Kraft F; keine Einschrinkungen
gemacht, wir kdnnten sofort jedes beliebig verwickelte F; (oder auch Moment) in & ein-

setzen, denn beim Hackeln, bei den virtuellen Verriickungen, halten wir die Zeit 7 fest, vgl.
(C.7)mit (C.10).

C.1.5 Das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip

Das verallgemeinerte Ilamiltonsche Prinzip lautet: Jedes mechanische System bewegt sich so,
dass

L)
38 = (6T = SU + oW )t =0 (C.13)

1

gilt.
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Ia
Das Integral I(T ~U)dt heilt Wirkung; die Wirkung ldsst sich nicht einfach anschaulich
h
interpretieren. Das gewihlte Zeitintervall ¢ <¢ <4, ist willkiirlich; 67" und U sind die
Anderungen der kinetischen Lnergie bzw. des Potentials, wenn man am System mit Sg;
wackelf, wenn man die ¢; variiert. Man sagt dann auch: Die Variation der Wirkung ist statio-
T,

Wir benutzen das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip (C.13}, um daraus die Lagrange-
schen Gleichungen (2. Art) herzuleiten.

C.2 Die Lagrangeschen Gleichungen (2. Art)

Wir gehen in 3 Schritten vor und behandeln zunichst die Variationen 87 und 81/ .

C.2.1 Variation der kinetischen Energie

Im verallgemeinerten Hamiltonschen Prinzip {C.13} ist die kinetische Energie T eine Funkti-
on der generalisierten Koordinaten ¢; und deren Zeitableitungen ¢;. Aullerdem kann, zum

Beispiel bei bewegtem — etwa schwingenden — Bezugssystem die kinetische Energie T auch
explizit von der Zeit 7 abhiingen:

T=T{qs s lioee s i s s G-yl )- (C.14)
Hinweis 1: Da dic Teilchengeschwindigkeit v in {C.1} quadratisch steht, st 7 heztiglich der
¢; bei festem Bezugssystem cine quadratische Form, bei bewegtem Bezugssystem gibt es
auch beuiiglich g; lineare und von ¢, unabhiingige Terme in 7.
Wenn wir an T wackeln, konnen wir das in zwelerlei Welse tun, wir kinnen mit d¢; die g
variieren und mit d¢g; die ¢; . Dann gilt

oo # g
5T:§ g—;&gﬁ; g—qfiaqj. (C.15)
Wie hiingen die d¢; und die dg; zusammen? Nehmen wir an, wir wackeln nach einem Zeit-
gesetz
dg; = 8q; (1) (C.16}
und fordern
dg; = %a‘qi. (C.17)

Setzt man §T nach {C.15) in das Integral (C.13) ein, so erhilt man
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Iy i n 3 -
oT orT
8Tdt = E - E)'cj--l(‘?q}dt. (C.18)
I rH La% o

2 i=1

Wegen (C.16), (C.17) kénnen wir von Jd¢; die Zeitableitung durch partielles Integrieren
abwilzen. Es gilt

T d > ar . od ar
'—.Oq, jﬁq[ % (€.19)
cq dt o df &
Die Randrerme fir 1 und £, lauten:
{i 5q;(n} und T sa; (t2). (C.20)
o o

In der Regel nimmt man an, dass man zu den Zeiten /4 und ¢, nicht wackell, weil 2. B. An-

fangshedingungen vorgegeben sind. Dann verschwinden 8g; (1) und 8q; (73 ), cs gilt

= 2 d o
ja?r dr = jz LR L sy dr. (C.21)

f f =

C.2.2 Dic Variation des Potentials

Das Potential {/ isl im verallgemeinerten Hamillonschen Prinzip (C.13) eine Funktion der
generalisierien Koordinalen g; und — bei beweglen Bezugssysiem oder zeilabhiingigen Kril-
len — der Zeit

U =0y nyal ). (C.22)

Dic Variation lautet, vgl. (C.15)
SU = Z— ;. (C.23)

Dies kann man unmittelbar in (C.13) cinsclzen.

C.2.3 Die Lagrangeschen Gleichungen
Setzt man (C.21}, (C.23) und (C.12) in (C. 13} ¢in, 0 erhilt man

-

2 g 3 - a1 7
os= 3|2 L LY g sq dr=0. (C.24)
dr éq;  Oq; g,

Die &g; sind frei! — man darf beliebig am System wackeln, also miissen die ()r einzeln

verschwinden:
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Dies sind die Lagrangeschen Gleichungen.

dr a(](
or  oT

Gemill dem Hinweis 1 unter Punkt C.2.1 enthéll 7" beziiglich §; quadratische {und lineare)
Glieder. Dann ist 37 /3g; beziiglich ¢; linear und — —— liefert Terme mit §;, also Be-
d
oq;

schleunigungen. Die Gesamtheit der Trigheitsterme steht hier als P T wobci das
1 og;

zweite Glied haufig wegtillt.
C.2.4 Andere Schreibweisen der Lagrangeschen Gleichungen
Neben der Schreibweise
ia__[_ﬁJrﬂ;Qﬁ i1 n, (C26)
di 0q; oq;  Og;
ist es sehr iiblich die Lagrange Funkiion
L=T-U (C.27)
(C.28)

einzufiithren und
d ol 8L
—_—= Qt N L= 1,
dt og; oy
zu schreiben. Ilier muss man daraufl achten, Krifte, die man als zeitabhfingig mit Potential
eingeliihrl hat (vgl. C.1.3), in YN nicht selbst zu dillerenzieren. (Die Gleichung (C.26)
dt dg;
sicht nicht so clegant aus, ist da aber sicherer.)
Anhinger des Prinzips der virtuellen Verriickungen werden es gelegentlich vielleichl sogar
vorziehen, statt der Lagrangeschen Gleichungen die virtuelle Gesamtarbeit
ot/ ,
} dq; (C.29)

oW, i or
ges aqi

Felt @qt D‘]l
(C.30)

d or
(s,
=1\ .

anzuschreiben und
OW oy =0

7u fordem,

Mil ctwas Ubung kann man bei nicht zu komplexen Systemen aus (C.29), (C.30) dic Trans-

formation der Gleichungen aut andere Koordinaten oder auch den Eintluss von Systemmaedi-

fikationen direkt ablesen.
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