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Vorwort

Vorwort

v

Wahrend die Schwingungen im allgemeinen in der Literatur der Mechanik (Kinetik/Kinema­
tik) die letzten Kapitel bilden und von der physikalischen Seite her behandelt werden, wird
die Maschinendynamik meist als Spezialgebiet des Maschinenbaus von der theoretischen
Seite her behandelt. Das hat seinen Grund in der Tatsache, daJl schwingungsfahige Systeme,
und das sind nun einmal alle Konstruktionsteile, immer im Zusammenhang mit anderen
Teilen schwingen. Gerade die Chaostheorie hat gezeigt, wie man aus der Zwickmiihle einer
zu starken Vereinfachung eines Systems und dem Zwang einer moglichst guten Annaherung
an den praktischen Fall auf manchen Gebieten zu einer Losung kommen kann, die den
praktischen Anforderungen genugt. Dazu kommt die rasante Entwicklung der Computer­
technik, die es crmoglicht, praktisch jeden Arbeitsplatz mit Geraten auszustatten, so daB
Aufgabenstellungen, deren Losung noch vor wenigen Jahren wegen des zu hohen Auf­
wandes nicht in Angriff genommen worden sind, nun gelost werden konnen. Dabei stellt
sich die Frage, ob nicht durch das Vertrauen auf die Fahigkeiten dieser Maschinen die
eigenen Fahigkeiten vernachlassigt worden sind. Zwar sind die Systeme immer leistungs­
fahiger geworden, dabei ist jedoch der Arbeitsaufwand derart gestiegen, daB oft bereits
Download und Installieren eines Service Pack erhebliche Arbeitszeit in Anspruch nehmen,
die der eigentlichen Arbeitsaufgabe entzogen wird. Parkinson und Peter sind zu beachten
und Murphy laflt grliflen.

Es soli nicht vergessen werden, daB Computer Maschinen sind, die mit ihren Programmen
das ausfuhren, was ihnen eingegeben wird. Fehler, die zum Teil bei der Eingabe entstanden
sind, werden dabei nicht immer bemerkt. Im Kapitel "Analogie von Mohr" ist ein Ver­
fahren alter Art angeben, mit dem mit einfachen Mitteln ein Computerresultat uberpnift
werden kann.

In diesem Buch soli - beginnend bei den Grundlagen - der Stoff der Maschinendynamik
vermittelt werden, der fur die Praxis der Konstruktion die Bausteine fur Entwurf, Berech­
nung und Ausfuhrung liefert.

Die ubersichliche Gestaltung des Textes, der Formeln und Abbildungen ermoglicht ein
selbstandiges Durcharbeiten des Stoffes.

Das Kapitel "Beispiele - Aufgaben und Losungen" enthalt eine umfangreiche Sammlung,
wobei besonderer Wert auf ausfuhrliche Losungswege gelegt wurde. Der Text sollte auf
diese Weise rnoglichst wenig unterbrochen werden.

Den AbschluB bilden ein Zeichenkatalog und eine Formelsammlung, deren Numerierung mit
den Nummern der einzelnen Kapitel ubereinstimmt. Urn die Formulierung "auf bekannte
Weise erhalt man" nicht benutzen zu miissen, gibt es schliefllich ein Kapitel "Hilfe" mit
dem Symbol 0. Darauf folgen Literatur- und Sachwortverzeichnis.



VI Vorwort

Dem VDI-Verlag bin ich zu Dank fur die gute Zusammenarbeit zur 2. Auflage verpflichtet.
Die 3. Auflage erscheint nun in Zusammenarbeit mit dem Springer-Verlag. Auch hier
mochte ich meinen Dank ausdriicken.

Danken mochte ich fur die vielen Zuschriften. Durch die Erweiterungen in der 3. Auflage
konnen sich trotz aller Miihe Fehler eingeschlichen haben. Fur Hinweise und Anregungen
bin ich auch weiterhin dankbar.

Krefeld, Juni 2003 Rudolf Jurgler
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1 Einleitung

Alles flierst
(Heraklit, urn 500 v.Chr.)

1 Einleitung

Es gibt in unserer Welt praktisch keinen Stillstand. Das, was uns als unveranderlich er­
scheinen mag, ist trotzdem veranderlich, denn es unterliegt der Zeit. Dabei kann der
Zeitraum, in dem es zu Veranderungen kommt, beliebige Gr6Ben annehmen, und die
Tatsache, daf uns diese Veranderungcn nicht immer wahrnehmbar erscheinen, andert am
Lauf der Zeit nichts.

Dabei konnen sich Vorgange in bestimmten Gr6Ben wiederhoJen. Es lassen sieh Perioden
angeben, in denen mit geniigender Genauigkeit bestimmte Gr6Jlen wiederkehren. Sei es der
Tag-Nacht-Rhythmus, der Monats-, Jahreszyklus, beliebige Gr6Ben der belebten und
unbelebten Natur.

In Kap. 3 wird in der Einleitung auf diese Vorgange naher eingegangen und die Chaos­
theorie herangezogen, die viele Vorgiinge erkennbarer gemacht hat (Kap. 11 u. Kap. 30).

In diesem Buch sollen die allgemeinen Grundlagen der periodischen Vorgiinge untersucht
werden, die bei Maschinen eine Rolle spielen, wobei die Grundlagen eben Grundlagen
bleiben miissen. Das heiBt aber auch, daf spezielle Anwendungen und Losungen zwangs­
liiufig fehJen miissen. Sie sind der umfangreichen Spezialliteratur vorbehalten, setzen zu
ihrem Verstiindnis aber auch ein umfangreiches Spezialwissen voraus. Hinzu kommt, daB
sich in der industriellen Praxis die Probleme so differenziert entwickelt haben, daBdie Indu­
strie selbst fiir die jeweiligen Spezialgebiete die Fortbildung nach dem Hochschulabschluf
fur ihre eigenen Anforderungen und Probleme iibernommen hat.

Daher kann und muB eine Hochschule die Grundlagen so gefachert bieten, daB in jeder
Richtung eine Weiterbildung m6glich ist, ohne bereits spezielle Richtungen zu bevorzugen.

Maschinendynamik ist an einer Hochschule ein Fach, das nach dem Vorexamen gelesen
wird und damit die Fiicher Mathematik und Mechanik und natiirlich Physik voraussetzt.
Darauf baut auch dieses Buch auf.

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004



2 1 Einleitung

Anmerkung: Das bestimmende Werkzeug im heutigen Konstruktionsburo ist der Computer,
der Laptop und der programmierbare Taschenrechner. Darauf baut die Schreibweise der
Formeln und Losungen in diesem Buch auf.

1. Fur die Bezeichnung der Dezimalstellen ist die Schreibweise E gewahlt (Beispiel):
2,IE7 statt 2, 1 '107 .

2. Fur Schraubenfedern ist nach DIN 2089 (und folgenden) die Federkonstante c durch
den Begriff Federrate R ersetzt worden . Da in der Maschinendynamik jedes Bauteil
als elastisch angesehen wird, das dem Hooke'schen Gesetz folgt, wird der Begriff
Federkonstante c als allgemein giiltige GroBe fur alle Bauteile beibehaIten . Daher wird
fur die Federkrafte an Bauteilen geschrieben:
F = c .x statt F = R .x.
In der Physikliteratur und in Program men fur die Simulation dynamischer Systeme
findet man auBerdem noch die Federkonstante als Hook'sche Konstante D, wobei dann
gelegentlich der Hinweis zu finden ist: "nicht zu verwechseln mit dem Darnpfungs­
grad D (Lehrschen Darnpfungsmafl)" , siehe Kap. 24. Entsprechend DIN 1311, Blatt
2 wird in diesem Buch der Dampfungsgrad mit tI bezeichnet.

3. In den Kapiteln, in denen die Methoden der Festigkeitslehre angewandt werden (\9,
20, 21, 26 und in der Tafel - Verformung von Biegetragern -), werden die Bezeich­
nungen der Achsen aus der Festigkeitslehre Iibernommen (Stablangsache = x, Durch­
biegung = y ). Die Ausnahme bildet Kap. 10, da dort die Gleichungen der Schwin­
gungslehre mit dem Weg x und der Amplitude xiibernommen werden .

4. Viele Gleichungen nehmen einen erheblichen Platz ein, deshalb werden Einheiten erst
beim Ergebnis geschrieben, da die Eingabe in der Praxis nur die Zahlen enthalt. So
soil bereits in diesem Buch eine praxisgerechte Benutzung des Computers geubt
werden. Alle Groflen miissen daher vorher in ihren Einheiten abgestimmt werden.

5. Bei Schwingungsgleichungen der Form x = x·sin(wo·t) ist eine harmonische Funk­
tion mit einem Faktor (z.B. x) verbunden. Dieser Faktor wird a1s Amplitude bezeich ­
net und stellt nach Abb. 3-2-2 einen rotierenden Zeiger dar . Die Amplitude ist von
Vorzeichen frei . Ihre Lage wird durch die harmonische Funktion bestimmt. Deshalb
wird auch z.B, in (4-1-8) bei der Losung der Wurzel auf das ±Vorzeichen verzichtet.

6. Formeln sind im Buchsatz geringfiigig verschieden, je nachdem , ob sie innerhalb des
Textes a1s Text oder mit dem Formeleditor geschrieben sind.
Als Beispiel: F = c . x wird mit dem Formeleditor innerhalb des Textes so aus­

sehen: F ~ c -x . Damit wird auch der Zeilenabstand geringfiigig verandert. Fast a1le
Formeln sind mit dem Editor geschrieben .



2 Schwingungstechnische Grundbegriffe

2 Schwingungstechnische Grundbegriffe

2.1 Definition der Schwingung

3

Wiederholt sich ein Vorgang nach der Zeit T, so nennt man ihn periodisch. Tritt dann eine
Gr6Jle (z.B. der Weg, den ein Korper zuriicklegt) nach dem gleichem Zeitelement wieder
auf, dann spricht man von einer Schwingung.

Hier soli nun immer wieder die Frage gestellt werden, wie sich eine Masse (Maschine '*
Maschinenteil) unter dem EinfluJl von periodisch veranderlichen Kraften verhalt .
Dazu ist es erforderlich , sich auf bestimmte Regeln (der Sprache, der Formelschreibung
usw.) zu einigen, urn MiJlverstiindnissen vorzubeugen, die katastrophale Folgen haben
k6nnen.

Wenn sich ein Vorgang nach einem Zeitraum T = tJ.t wiederholt, dann mull auf ihn die
Aussage zutreffen

x(t) ~ x(t+M) .

Diese Gleichung sagt lediglich aus, daJl nach einer Periode (der Zeit T = tJ.t = t2 - t1)
wieder der gleiche Ort (Weg = s) erreicht ist. Damit muJl es aber auch eine Position geben,
aus der die Bewegung begonnen hat und in der nach Aufzehrung der Bewegungsenergie
wieder der Ruhezustand erreicht wird. Das ist die Null-Lage.

Unter einer Schwingung versteht man in der Dynamik die Pendelbewegung einer Masse urn
ihre NuIl-Lage. Sie wird als

freie ungedampfte Schwingung
bezeichnet, wenn wahrend der betrachteten Zeit weder Energie zugefiihrt oder /und entzogen
wird. Beim einfachen Schwinger wechselt dabei z.B. die Energie von der potentiellen
Energie zu der kinetischen Energie und umgekehrt (Kap.15). Der freie ungedampfte
Schwinger besitzt nur diese beiden Energien.

Luft- und Reibwiderstande sind dabei im Vergleich zur riickstellenden Federkraft ver­
nachlassigbar gering.

a) Lineare Schwingung
Die Differentialgleichung dieser freien ungedampften Schwingung ist
m'x + e -x ~ 0 (siehe 3-1-4)

Der Begriff linear bezieht sich auf den zweiten Summanden e-r = FFed er = Feder­
kraft. Ist die Federkraft proportional zur Auslenkung, so ist die Federkennlinie linear.
Nicht lineare Schwinger werden in Kap.II.3 behandelt.

b) Schwingung mit einem Freiheitsgrad (siehe auch 2.2)
Die Schwingung erfolgt langs einer Geraden oder urn eine Achse.

c) Freie Schwingung
Dem System wird wahrend der betrachteten Zeit weder Energie zugefiihrt noch entzo­
gen.

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004



4 2 Schwingungstechnische Grundbegriffe

d) Erzwungene Schwingung
Dem System wird Energie zugefuhrt, das System wird zum Schwingen gezwungen
(Fremderregung) .

e) Ungedampfte Schwingung
Der Schwingung wird keine Energie entzogen. Verluste durch Reibung sind ver­
nachlassigbar klein.

t) Gedampfte Schwingung
Der Schwingung wird Energie entzogen. Das kann durch innere oder auflere Reibung
geschehen. Die Bewegung kann periodisch oder aperiodisch sein und als Sonderfall
dem aperiodischen Grenzfall entsprechen. Die aperiodische Bewegung stellt sich als
Kriechvorgang dar.

g) Angefachte Schwingung
Der Schwingung wird standig mehr Energie zugefiihrt als verbraucht wird . Die Am­
plituden werden standig weiter wachsen (siehe Kap. 3).

h) Harmonische Bewegung
Die Schwingung ist frei, ungedampft, linear (auch erzwungen ohne Dampfung).

i) Elastische Schwingung
Die Riickstellkraft ist eine Federkraft.

j) Pendelschwingung
Die Riickstellkraft wird durch das Schwerefeld bewirkt.

Zu a) Lineare Kennlinie (Schraubenfedem):
Die Federkraft betragt PF = e-r; mit c (Federkonstante) ergibt
die schraffierte Flache die potentielle Arbeit

F

w ~ .!·P·x ~ .! . e-x . x ~ '! ·c·x2 •
p 2 2 2

(2-2-1) X
"'-l-"'-l--'----'---L-l.

Wahrend meist mit einer linearen Kennlinie in der Maschinendynamik gearbeitet wird, darf
nicht vergessen werden, daB Fedem mit nicht linearer Kennlinie haufig sind.

Progressive Kennlinie : Gummifedem (besonders zur Dampfung bei der Lagerung zum
Auffangen von Schwingungen und/oder Stollen) ,

F

de gress iv

prog ressiv

x

Flachen m Diagramm

[JJ Federarbe lt F
CJ Oampfung

x
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Degressive Kennlinie: Tellerfedern (besonders urn hohe Krafte bei kleinen Federwegen
aufzufangen) .
Eine besondere Kennlinie hat die Reibungsfeder RINGFEDER®, bei der im Diagramm die
Gesarntflache die Federarbeit und die schragschraffierte Flache die Dampfung darstellt.
Grolle Bewegungsenergien konnen bei geringen Abmessungen und Gewichten geschw indig­
keits- und temperaturunabhangig aufgenommen werden . Die Gleitflachen haben eine
Lebensdauerschmierung.

2.2 Schwingungstechnische Ersatzbilder und Freiheitsgrade

Die Zahl der Freiheitsgrade wird durch die Anzahl der Koordinaten bestimmt, die notwen­
dig sind, urn eine Bewegung in eindeutiger Weise zu beschreiben.

Beispiele :

Freiheitsgrad 1
Es ist der Fall, auf den ein Schwingungs­
vorgang am haufigsten reduziert werden
kann. Meist kann man ein Problem durch
Vereinfachung auf diesen Fall zuriickfiih­
ren . Ist eine Darnpfung vorhanden, so
wird sie in der gleichen Richtung wirken .
Der Freiheitsgrad wird dadurch nicht
verandert,

Abb. 2-2-1 Freiheitsgrad 1

Abb. 2-2-2 Freiheitsgrad 2

Freiheitsgrad 2
Dieser Fall wird in Kap. 28
(Koppelschwingungen) behandelt. Dazu
wird in Kap . 28 auch die Tilgung von
Schwingungen untersucht. Aullerdem wer­
den dort Schwingerketten beschrieben, bei
denen die Anzahl der Massen auf n erhoht
wird . Dann wird dementsprechend die
Anzahl der Koordinaten auf n-Koordinaten
erhoht. Bei grollen Ausschlagen des Pen­
dels kann allerdings chaotisches Verhalten
auftreten. (Nahere Angaben in Kap. 11).
Das gilt fur alle Freiheitsgrade.

c,
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Freiheitsgrad 6
Langsbewegungen sind in den Richtungen der drei
Achsen moglich. AuBerdem konnen auch Drehbewe­
gungen urn die drei Achsen erfolgen . Damit sind 6
Koordinatenangaben erforderlich .
Siehe Kap. 15.2 Lagrange's che Gleichungen zweiter
Art und generalisierte Koordinaten.

z

5

Pz Px
x

Weniger Freihe itsgrade konnen durch Fiihrungen er­
reicht werden. Die Abbildung zeigt eine typische Fun­
damentlagerung einer Maschine. Die Freiheitsgrade
werden durch die Rollenfilhrung reduziert.

Aullerdern ist das Fundament gedampft gelagert . Uber
Vor- und Nachteile dieser Lagerung und die Weiterlei­
tung von Kraften in die Umgebung siehe Kap. 25.4
und Kap. 25.5.

Abb. 2-2-3 Freiheits grad 6

Abb. 2-2-4 Reduktion der Frei­
heitsgrade
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In Kap. 2 sind die Grundbegriffe der Schwingung dargestellt worden, wie sie auf alien
Gebieten in Erscheinung treten. Schwingungsperioden werden meist den Naturwissen­
schaften zugeordnet, sind aber ebenso in den anderen Wissenschaften (his zur Medizin ­
Kap.30.4; Theologie - Kap. 12) nachweisbar, auch wenn sie dort nicht in dieser Form
behandelt werden.

Betrachtet man die Entwicklung auf alien Gebieten, der belebten und unbelebten Natur , der
Volker, der Religionen, Esoterik usw., so wird man auch dort Zeichen einer Auf- und
Abwartsentwicklung finden , die haufig Perioden erkennen lassen (Popu1ationen in ge­
schlossenen Systemen).

Gerade in der Literatur der Chaostheorie finden sich Autoren vollig unterschiedlicher
Fachrichtungen zusammen.

Novalis (Friedrich Leopo1d Freiherr von Hardenberg 1772-1801; von ihm stammt bereits
der Gedanke einer Wiedervereinigung Europas in der Bi1dung eines "Staates der Staaten")
pragte den Begriff "Das sensible Chaos" und nannte so das Wasser. (Siehe Kap. 11 und
Wirbe1bildung und Schwingungen in Kap. 30.1 und Kap. 30.3 - Sonderthemen).

Theodor Schwenk hat bereits 1962 in seinem Buch "Das sensible Chaos" ausfiihrlich aus
geisteswissenschaftlicher Sicht Wirbelbildungen in Luft und Wasser beschrieben und mit
vielen Fotos und Zeichnungen belegt. Allerdings fehlten ihm die mathematischen Erkennt­
nisse und technischen Moglichkeiten unserer Zeit. In diesem Buch finden sich dann auch die
Hinweise auf Leonardo da Vinci, Goethe, Novalis, Hegel.

Ein Beispie1der neuen Veroffentlichungen ist das Buch von Briggs (Psychologe) und Peat
(Physiker) "Die Entdeckung des Chaos" (1990), die das Thema mit den heutigen Mitteln
der Mathematik und insbesondere der Computertechnik behandeln. Dort finden sich sehr
ausfiihrliche Literaturverzeichnisse.

Es zeigt sich, daB die Zusarnmenhange so kompliziert sein konnen, daB man zwangslaufig
auf ModelIe zuruckgreifcn mull, urn Berechnungen mit Erfolg durchfiihren zu konnen.
Dabei ist es notwendig, soweit es moglich ist, die Vorgange zu messen. Gerade die Genau­
igkeit der heutigen MeJl- und Analysegerate verfiihrt dann dazu, einen unverhaltnismafligen
Aufwand zu treiben . Nach dem Motto: "mit miiglichst geringem Aufwand an Geraten
und Zeit > geniigend < genau zu messen", sollte man auch die Berechnungen durch­
fiihren. Daher werden die Vorgange auf Ersatzsysteme zuriickgefiihrt.

Ersatzsystem

Die Abb. 3-1-1 zeigt das einfachste System, das schwingungsfahig ist. Da die Tragheitskraft
FT = m-s: mit der Beschleunigung verbunden ist und die Beschleunigung x = d2x/d? ist,
wird damit der Vorgang durch eine Differentialgleichung beschrieben.

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004



8

I- -x;x

~~r///////t///~~mFT

FR=O
Fx=o F
x

Abb. 3-1-1 Ein-Massen-Schwinger

3 Amplituden-Zeit-Diagramm

Ein System wird auf ein Ersatzsystem zuriickge­
fiihrt. Man kann grundsatzlich eine Schwingung
zu jedem beliebigen Zeitpunkt betrachten. Sieht
man sich die Abb. 3-3-1 an, so findet man die
sich standig wechselnden Vorzeichen von Weg ,
Geschwindigkeit und Beschleunigung. Es ist
deshalb sinnvoll, die Bewegung unmittelbar am
Beginn zu betrachten, d.h . ab dem Augenblick,
in dem die auBere Einwirkung (Kraft, Moment)
beendet ist, der Korper sich selbst iiberlassen ist
und dann den Vorgang nach den Gesetzen der
Statik zu behandeln . Die Reibung wird zunach st
vernachlassigt.

Nach dem Gesetz von Newton gilt fiir die Bewe­
gung eines Massenpunktes

F = m'x F-m ·x =O . (3-1-1)

Fiihrt man die d' Alembertsche Triigheitskraft ein , mit

FT = -m'x ,

so erhalt man

F + FT = 0 .

(3-1-2)

(3-1-3)

Dabei ist F die Resultierende aller Krafte , die an der Masse m angreifen, wahrend FT eine
Scheinkraft darstellt (zu ihr existiert keine Gegenkraft) . Daher stellt die Gleichung (3-1-3)
ein dynamisches Gleichgewicht dar . Andererseits kann man durchaus die Formulierung
benutzen : "Summe aller Kriifte gleich Null" , wenn man zu den angreifenden auJ3eren
Kraften noch die Tragheitskraft hinzufiigt.
Es wirkt eine Kraft , die der Bewegung entgegengesetzt ist :
Federkraft FF = C·X .

Mit der Triigheitskraft FT = m ' X
erhalt man

m'x + C'X = 0 .

Durch Umformen wird daraus die Standardgleichung einer Schwingung

x + .!:..·x = 0 .
m

(3-1-4)

(3-1-5)

Spater wird dann fiir den Koeffizienten von x, in diesem Fall elm, der Ausdruck

wQ2 , mit Wo = V(c/m) Eigenkreisfrequenz,

eingefiihrt. Dabei konnen im Ausdruck fiir Wo eine Reihe von Grollen vorkommen (siehe
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Kap . 22) . Hier ist in der Eigenkreisfrequenz im Zahler nur die Federkonstante und im
Nenner die Masse enthalten. Sowohl Zahler als auch Nenner konnen entsprechende Erweite­
rungen je nach Aufgabenstellung erhalten (siehe z.B, Kap. 8.2).

3.2 Tr anslationsschwingung

Die Beschreibung einer sich wiederhole nden Bewegung ist durch die Betrach tung der
Bewegung auf einer Kreisbahn leicht zu realisieren (Abb. 3-2-1). Projiziert man die Bewe­
gung auf eine zeitabhangige Darstellung , indem man die Zeit auf der .r-Achse und den Weg
auf der y-Achse darstellt, so wird die Projekt ion eine sin-Kurve sein.

Ebenso kann man das Funktionsbild nach links projizieren und damit die durch eine Feder­
kraft beeinfluBte Bewegung einer Masse darstellen .

Eine Masse hang t an einer Feder in der Ruhelage x = O. Die Masse wird nach unten
ausgelenkt. Man kann die Bewegung in Form eines Zeigerdiagrammes und in einem Weg­
Zeit-D iagramm darste llen:

/

c

I
x,

Abb. 3-2-1 Zeigerdiagramm , Weg-Zeit-Diagramm

Es werden bezeichn et:

Schwingdauer T = 2 · 7r/w
Amplitude = Schwingweite = Hochstausschlag i
Phasenwinkel (BogenmaB) w· t
Kreisfrequenz W

Eigenkreisfreq uenz Wo

Ausfuh rlich wird dieser Schwinger im Kap. 8 behandelt. Dort befinden sich die ausflihr­
lichen und in der Praxis gebrauchlichen Formeln.

Der Ansatz fiir den Weg ist

x ; i . sin( w . t) .

Die Ableitungen fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung sind

(3-2-1)
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X dr w·x cos(w · t) ,-
dt

X d 2x - w2 x ·sin(w ·t)-
dt 2

~

(3-2-2)

(3-2-3)

Der zweite Teil der Formel (3-2-3) ist identisch mit der Formel (3-2-1), die man hier
einsetzen kann

X= -w2 ·x . (3-2-4)

Damit ist die allgemeine Schwingungsgleichung

(3-2-5)

Vergleicht man (3-2-5) mit (3-1-5), so sind die Gleichungen identisch bis auf die Ausdrucke
w2 und elm. Daraus kann man schlieBen, daB auch diese beiden Ausdrucke identisch sind.
c und m sind bei einem Feder-Masse-System konstante Groflen . Es wird deshalb w mit dem
Index 0 versehen und als Eigenkreisfrequenz definiert

wo2 = c / m .

Damit ist die Unterscheidung zu der Kreisfrequenz w = 2 0 7r of sichergestellt.

Das Maximum fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung ergibt sich aus der Bedingung , daB
sin(wot) bzw. cosie-r) fur sich jeweils I sein miissen. Einen gri:iBeren Wert ki:innen sie
nicht annehmen . Eingesetzt in (3-2-2) und (3-2-3) folgt

Xmax := Vmax ;:; V = (,) .x , (3-2-6)

Diese Gleichungen fiir die Maximalwerte werden bei spateren Ableitungen immer wieder
verwendet. Hierbei ist at max die maximale Tangentialbeschleunigung.

In Abb. 3-2-2 hat die
Bewegung bereits begon­
nen, wenn die Zeitmes­
sung mit t = 0 beginnt.
Zum Zeitpunkt t = 0
ist der Winkel cp zuriick­
gelegt . Fiihrt man den
Nullphasenwinkel cp ein ,
so kann man die Schwin­
gung zu jedem beliebigen
Zeitpunkt beginnen las­
sen.

T
x,
~------''--------~

Abb. 3-2-2 Nullphasenwinkel cp
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In der gleichen Weise werden wie in (3-2-1) die Gleichungen gebildet und differenziert

11

x = x 0 sin«(,) ot+q» ,

x - (,)2 0 X 0 sin«(,)°t+q» 0
~

• x

(3-2-7)

(3-2-8)

(3-2-9)

Das Maximum fur Geschwindigkeit und Beschleunigung ergibt sich aus der Folgerung , daf
sin(w·t+\") bzw. cos(w ·t+\,,) maximal jeweils 1 sein konnen. Einen grolleren Wert konnen
sie nicht annehrnen. Auch hier gilt wieder (3-2-6)0 Damit kann durch die Wahl des Nullpha­
senwinkels \" eine sin-Schwingung in eine cos-Schwingung iiberfiihrt werden und umge­
kehrt. Bei den inhomogenen Differentialgleichungen macht man von der Moglichkeit , den
partikularen Teil in sin- oder cos-Form anzusetzen, gem Gebrauch.

Mit Hilfe der Additionstheoreme der Trigonometr ie erhiilt man durch Umformen

x = x osin«(,) ot+q» = x o(sin«(,) -r) °cosq> + cos«(,) -r) osinlp) ,

x = x ocosq> ° sin«(,)° t) + xosinq> ·cos«(,) ot) 0____________ '--v--'

• A = B

Die unterstrichenen Ausdriicke sind Konstante und werden ersetzt:

(3-2-10)

(3-2-11)

A = x 'cosq> , B = x osinq> 0
(3-2-12)

Damit kann man (3-2-7) auch in einer Addition darstellen:

x = Xosin«(,) ·t+q» = Aosin«(,) ot) + B·cos«(,) ot) . (3-2-13)

Jede Schwingung IaBt sich also durch eine sin-Schwingung mit Nullphasenwinkel \" oder
durch die Summe aus einer sin-Schwingung und einer cos-Schwingung darstellen.

Die Amplituden im Weg-Zeitdiagramm konnen in der Maschinendynamik ebenso als Krafte
aufgefaBt werden , da die Federkrafte (F = e -x) mit dem Weg verbunden sind. Bei instatio­
naren Gasstromungen (siehe Literaturverzeichnis Wilhelm/Jurgler und Kap. 3006) konnen
diese Amplituden auch Dnicke darstellen, wobei iiber p = FIA die Kraft enthalten ist.

Beispiel: Bei Motoren kann man das verbrannte Gemisch im Zylinderraum besonders gut
absaugen, wenn im anschlieBenden Rohrsystem Unterdruck vorhanden ist. Durch einen
Diffusor (stetige Rohrerweiterung) wird der Druck am Beginn des Diffusors kleiner als an
seinen Ende (Austritt - Auspuff). Da das System eine periodische Druckanderung durch die
Kolbenbewegung aufbaut , laufen Uberdruck- und Unterdruck-Amplituden in einer Wellen­
bewegung durch und werden am Ende reflektiert. 1st das System gut abgestimmt, kommt
beim Offnen des Austrittsventiles eine Unterdruck-Amplitude am AuslaB an und saugt
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zusatzlich ab. Bei schlechter Abstimmung (Basteln am Auspuff - Zweck: starkerer Sound
fiir die Umgebung) kann aber auch eine Uberdruck-Amplitude zu diesem Zeitpunkt vor dem
AuslaB stehen und damit die Spiilung erheblich verschlechtem (Kap. 30.6).

3.3 Vektorbild der Schwingung

Darstellung von Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung:
Weg x
Geschwindigkeit dx/dt
Beschleunigung d2x /d?

Tragt man die Weg- , Ge­
schwindigkeits- und Beschleu­
nigungsfunktionen iiber der
Zeitachse auf, so erhalt man
die Zuordnung im Zeit-Dia­
gramm und im Zeigerdia­
gramm. Hier sind die Amplitu­
den beliebig angenommen
worden . Da mit dem Weg die
Federkraft, mit der Geschwin- Ahh. 3-3-1 Vektorhild
digkeit die Darnpfungskraft
und mit der Beschleunigung
die Tragheitskraft verbunden ist, miissen die Richtungen der Vektoren streng beachtet
werden . Im Kap. 25 werden die Krafte ausfiihrlich behandelt. AuJ3erdem kommen weitere
Krafte hinzu . Durch Differentiation wechselt der sin zum cos und zum -sin. Daher stehen
die Zeiger von Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung jeweils senkrecht zu einander.
(3-2-1) - (3-2-3) .

Schwierigkeiten macht immer wieder die Wahl der Vorzeichen fiir die Aufstellung der
Gleichungen.

:--- - - x)x

/ // ////l1///// FT

m;R=O
x=O F

x
Ahb. 3-3-2 Bewegungsahlauf

2 3

Abh. 3-3-3 Weg-, Geschwindigkeus-, Beschleuni­
gungsfunktion
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Den Bewegungsablauf kann man mit den Funktionsbildem fiir den Weg, die Geschwindig­
keit und die Beschleunigung (iber der Zeit auftragen .

Im Zustand 1 befindet sich die Masse im Nulldurchgang, dabei hat die Geschwindigkeit den
maximalen Wert und die Beschleunigung ist Null.

Im Zustand 2 ist die Masse im oberen Totpunkt (=> i), die Geschwindigkeit Null und die
Beschleunigung im negativen Maximum.

Im Zustand 3 sind Weg und Beschleunigung gleich Null, wahrend die Geschwindigkeit im
negativen Maximum ist.

Fur die Berechnungen der Getriebetechnik sind die einzelnen Zeitpunkte von entscheidender
Bedeutung . Fur die grundsatzliche Aufstellung der Schwingungsgleichung ist der Ansatz
nach (3-1-3) zu wahlen, besonders im Hinblick auf die Vorzeichen. Dieser Ansatz be­
schreibt den Zustand in dem Augenblick, in dem die Masse angestoBen worden ist und der
Schwingungsvorgang beginnt. Die Getriebetechnik ist ein eigenes Fachgebiet, es gibt hierfur
eine umfangreiche Spezialliteratur.

Im Kap. 2 wurde bei der Definition der Schwingungen in den Punkten f) und g) zwischen
gedampften und angefachten Schwingungen unterschieden. In diesem KapiteI und in den
nachsten KapiteIn werden Schwingungen behandelt, denen weder standig Energie zugefuhrt
wird, noch durch Reibung Energie entzogen wird. DeshaIb sollen hier zunachst die Funk­
tionsbiIder von Schwingungen zu f) und g) gezeigt werden.

x

Abb. 3-3-4 Geddmpfte Schwingung Abb. 3-3-5 Angefachte Schwingung

Im Fall f) wird Energie verbraucht (z .B, durch Reibung in Warrne umgewandelt) . Das kann
durch Darnpfung erfolgen.

Im Fall g) wird standig Energie zugefuhrt. Das kann auf verschiedene Weise geschehen .
Als Beispiele sollen angefiihrt werden: eine Unwucht auf einer rotierenden Welle erzeugt
eine Auslenkung der Welle, das Schalten eines Getriebes erzeugt wechselnde Drehmomente
und damit Drehschwingungen .

1st das ganze System nicht im Gleichgewicht, so werden die Amplituden im Fall 2.l.f
(Abb. 3-3-4) abnehmen und im Fall 2.l.g (Abb. 3-3-5) zunehmen (siehe Text in Kap. 2.1) .
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3.4 Realteil, Imaginarteil

Nach Euler ist (siehe auch (24-2-10»

eh' = cOSIp + j -sine mit Ip = w ·t, (3-4-1)

ej ' " ' ' = cos(w ·t) + j 'sin(w ·t). (3-4-2)

3 Amplituden-Zeit-Diagramm

r~ .
I~

Abb. 3-4-1

Damit kann man die Summanden in der GauB'schen Zahlen­
ebene als einen Zeiger darstellen, dessen Lange xist, dabei
ist die iibliche Darstellung Abb. 3-4-1 .

Z = j(t) = x ·(cos(w·t) + j·sin(w ·t)) . (3-4-3)

Im

Abb.3-4-2

Re

Dann wird Abb. 3-3-1 zu Abb. 3-4-2 rnit (siehe auch (3­
2-6»

Z = x; i = j . w .x ; z = - w2 •X . (3-4-4)

Der Weg x stellt den reellen Anteil dar , es wird deshalb
das Koordinaten systern gedreht, urn diex-Richtung beibe­
halten zu konnen. Fur die Abb. 3-4-3 ist (entsprechend
Abb. 3-2-2) die Gleichung einer Schwingung in der
Schreibweise reell Re

x = x·sinew . t + Ip) , (3-4-5) Abb. 3-4-3

und in der Schreibweise komplex
z = x ·(sin(w·t + Ip) + j ·cos(w·t + Ip» ) = x' e H " " + ~) • (3-4-6)
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Es sollen zunachst Schwingungen betrachtet werden, die nicht an ein Problem des Maschi­
nenbaues gebunden sind. Die Gleichungen haben allgemeine Gultigkeit und konnen Schwin­
gungen aus jedem Gebiet der Naturwissenschaften beschreiben.

4.1 Addition gleichfrequenter Schwingungen

Haben zwei harmonische Schwingungen die gleiche Kreisfrequenz w, so iiberlagern sie sich
zu einer harmonischen Schwingung der gleichen Kreisfrequenz, aber mit einer neuen
resultierenden Amplitude A und einem neuen Phasenwinkel ip , Es ist dann

(4-1-1)

Mit dem Additionstheorem aus der Trigonometrie (die Bezeichnungen entsprechen einer
trigonometrischen Formelsammlung) e

sin(a+p) ; sina ·cosfJ+cosa ·sinfJ

wobei sin(w' t) und costco-t) ausgeklammert werden, laBt sich die Gleichung umformen in

[A1 'cOSlpl + A2 'cOSlp2 - A ' COSlp] • sin(l<J ·t) +

(4-1-4)

Da nicht fur jedes t gilt, daf sinto- t) und costo- t) gleichzeitig Null sind, ist die Gleichung
(4-1-4) nur dann erfullt , wenn die [ ] jeweils fur sich Null sind. Indem man jede [] gleich
Null setzt, erhalt man so fur die beiden Unbekannten A und rp aus einer Bestimrnungsglei­
chung (4-1-4) die beiden unabhangigen Gleichungen

(4-1-5)

(4-1-6)

Das sind Gleichungen ersten Grades, sie werden quadriert und addiert e. Daraus ergibt sich
mit den Additionstheoremen der Trigonometrie (die Bezeichnungen entsprechen einer
trigonometrischen Formelsammlung)

sin2lp+COS2lp ; 1 und cos(a-fJ) ; cosa'cosfJ + sina 'sinfJ

die Amplitude der resultierenden Schwingung A:

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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Durch Division der beiden Gleichungen erhalt man die Phasenverschiebung

A1'sintpl + Az' sin tpz
tan tp = -:-'--"'------,'=-----=-

Al 'cOStpl + Az'costpz

(4-1-8)

(4-1-9)

Damit sind A und I{) der resultierenden Schwingung bestimmt.

Es sind die Gleichungen, die aus der Geometrie als cos-Satz fur das schiefwinklige Dreieck
bekannt sind, wie sich in dem Zeigerdiagramm (Abb. 4-1-1) mit der Amplituden-Addition
der Komponenten zeigen laBt e.

A1sin p1
+

A2s inp2 A2sin p2

Abb. 4-1-1 Amplituden-Addition

AnschlieBend sollen zwei Falle der Addition von Schwingungen mit gleicher Kreisfrequenz
untersucht werden .

1. Geometrische Addition zweier Schwingungen ohne Phasenverschiebung mit w = const:

XI = A· sinew . t) , (4-1-10) X2 = B·sin(w·t) . (4-1-11)

Als resultierende Schwingung erhalt man eine Schwingung mit der neuen Amplitude C:

Xres = (A +B) . sinew.t) = C ·sinewo t) .

Abb. 4-1-2 Addition zweierSchwingungen

(4-1-12)
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2. Mit einer Phasenverschiebung der Schwingung x2 um 'P und der Schwingung xl

XI = A·sin(w·t) ,(4-1-13) x
2

= B ·sin(w ·t+tp), (4-1-14)

erhalt die resultierende Schwingung die neue Amplitude C und die Phasenverschiebung 'Y

Xres = C·sin(w·t+y) . (4-1-15)

Abb. 4-1-3 Addition zweier Schwingungen

'Y ist der Nullphasenwinkel der resultierenden Schwingung, der mit (4-1-9) ermittelt wird.
Die Bezeichnung 'Y ist gewahlt, um ihn von 'P der Gleichung (4-1-14) zu unterscheiden.

4.2 Addition nicht gleichfrequenter Schwingungen

Es sind zwei Schwingungen mit verschiedener Amplitude und verschiedener Kreisfrequenz
gegeben :

(4-2-1)

(4-2-2)

Abb. 4-2-2 Oberlagerung zweier Schwingungen

Abb. 4-2-1 C max ; C min

Es wird haufig einen Zeitpunkt ge­
ben, bei dem die Einzelamplituden A
und B die gleiche Richtung haben
oder sich gegenuber stehen (Uhrzei­
gereffekt) . Da es dazu aber auch alle
moglichen Zwischenstellungen gibt,
wird die resultierende Amplitude
zwischen einem Maximalwert (Cmax )

und einem Minimalwert (Cmin)

schwanken.
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Schwingung durch Getrlebekrafte

Treten bei einer laufenden Maschine Schwingungen auf, so werden sie meist durch Un­
wuchten der in der Maschine umlaufenden Wellen, Zahnrader usw. verursacht . Das Pro­
blem, diese fertigungsbedingten Unwuchten zu reduzieren, liegt darin , daf man sie zunachst
einmal einer Welle usw. zuordnen mull, d.h. man muf messen. Die Messung ergibtjedoch
die Summe der auftretenden Krafte. An einem Beispielder Physik- bzw. Elektrotechnik soli
zunachst der Zusammenhang gezeigt werden. Dabei soil gleichzeitig der Begriff der
Schwebung erlautert werden.

Abb.4-2-3

Abb. 4-2-5

Abb.4-2-4

1/2 Modu lat lonswelle n lcmge

Abb. 4-2-3 zeigt zwei Schwingungen, deren Kreisfrequenzen sich geringfiigig unterscheiden
und deren Amplituden gleich sind. Eine Messung an der laufenden Maschine gibt die Sum­
me der beiden Schwingungen. Der "Mellschrieb" sieht dann so aus: ( in diesem Fall ist er
gerechnet und gezeichnet) (Abb. 4-2-4). Dazu sind noch die beiden "Umhiillenden" ge­
zeichnet. Diese Schwingung wird als Schwebung bezeichnet (Abb. 4-2-5). Bei der Schwe­
bung stehen die Kreisfrequenzen im rationalen Verhaltnis.
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Wahrend hier die zu messende Schwingung durch eine hannonische Synthese ent standen ist,
muB man in der Prax is von Abb. 4-2-4 ausgehen und durch eine Analyse die ver ursachen­
den Krafte ermitteln. Dazu wird die Fourieranalyse angewandt (Kap . 7) . Diese Schwin­
gungsform ist eine Amplitudenmodulation, bekannt vom Rund funkgerat (Skalenbereich AM,
so sieht die Tragerwelle aus . Siehe auch Kap. 30, Skala der Wellenbereiche . Amplituden­
moduliert sind Langwelle, Mitte lwelle , Kurzwelle, frequenzmoduliert ist UKW) . Musik­
freunden ist diese Schwingungsform vom Stimmen der Instrume nte bekannt.

Fiir gleiche Amplituden und nach der Umwandlung nach einem Additionstheorem erhalt
man (es ist w mod die Eigenkreisfrequenz der Schwebung und w die Eigenkreisfrequenz der
Schwingung)

x = x ·sin(w1 ·t) + x'sin(w2 · t) ,

(
wl - w2 ) ,J w 1

= 2·x·cos 2 · t ' siu\

= 2 ·x·cos(wmod ' t) ' sin(w ' t) .

(4-2-3)

Addition von zwei Schwingungen nicht gleicher Frequenz

lur A r1 11 (1\ A ur 11 n(

\ 1/ \\ \ I1
IV V \jJ J V 'V V

Abb. 4-2-6 Uberlagerung

A

n n 0

t A } AI

\ V
V

\i

Abb. 4-2-7 Uberlagerung van
Schwingungen

Die Addition fiihrt zu einer neuen Schwingung, deren Amplituden z.T . verstarkt werden .
Die Frequenzen haben nun keinen geringen Frequenzunterschied , daher tritt eine Schwe­
bung nicht mehr auf.

(Siehe auch Kap. 6 Harmon ische Synthese). Der Vorgang kann ebenso umgekehrt werden.
Im Automobilbau vers ucht man, den Larm dadurch zu reduzieren, daf man der erzeugen­
den Schw ingung eine Schwingung mit moglichst geringer Zeitverzogerung und negat iver
Amplitude iiber Laut sprecher entgegensetzt, so daB nur noch ein akzeptierbarer Rest
iibrigbleibt. Eben so versuc ht man, an Autobahnen die teuren Schallschutzwande durch
Lautsprecher zu ersetzen, die das umgedrehte Signal abstrahlen . Piloten von Testflugzeugen
trage n Ohrschiitzer mit eingebauten Lautsprechern, die das Gegensignal abstrahlen.
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Roboterarme konnen leichter ausgefiihrt werden, wenn iiber Sensoren die auftretenden
Schwingungen aufgenommen werden und mit geringster Verzogerung (Echtzeitrechner) mit

Echt zeitrech ner

Abb. 4-2-8 Reflexionsanlage

Abb. 4-2-9 Reduzierung der Amplitude

umgedrehter Amplitude auf die Steuermotorik gegeben werden. Die Schwingung des Armes
kann so praktisch auf die Resultierende reduziert werden. Mit Gyrometer-Sensoren kann
eine Stabilisierung erreicht werden, wenn es sich urn Drehbewegungen handelt. Sie werden
eingesetzt auf Gebieten, die von der Stabilisierung von Hubschraubern iiber das Electronic
Stability Program m ESP (Daimler-Benz), Fahrdynamikregelung FDR (Bosch) bis zu den
Antiwackelsystemen der Camcorder reichen.

Eine Entwicklung, den Schall einer Auspuffanlage zu verringern, fiihrt zu den Reflexions­
anlagen . Es wird der Gasstrom umgelenkt, und die Schallwellen werden den ankommenden
Schallwellen entgegengeleitet. Es laufen auch Entwicklungen, elektronische Aufnehmer und
Geber einzusetzen.

Die Swiss-Air wird die schwedische Turbo-Prop Maschine Saab 2000 einsetzen, bei der im
Innenraum mit Lautsprechern das Gegensignal zu den Triebwerken abgestrahlt wird.
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5 Schwingungen in der Eb ene (Lissajous)

In vielen Maschinen laufen Well en und damit Unwuchten nicht geometrisch parallel sondern
unter einem Winkel zueinander. Das einfachste Beispiel stellt ein Getriebe dar, dessen
Well en unter 90 ° zueinander gelagert sind (z.B . Differentialgetriebe). Da Drehbewegungen
periodisch sind, lassen sie sich durch sin-Graphen darstellen. Durch die Addition zweier in
x- und y-Richtung laufender Schwingungen erhalt man die Lissajous-Figuren. Sie werden
haufig fiir Vergleichsmessungen beim Arbeiten mit dem OszilIoskop benutzt (Abb. 5-1-7).

Zeichnet man die Summe, so erhalt man je nach Wahl der Ausgangsfunktionen mit ihren
Phasenwinkeln Strecken, Kreise, Ellipsen oder verschlungene Figuren, die sich nicht
schlieBen miissen. Diese Figuren werden allgemein als Lissajous-Figuren bezeichnet. Sie
geben gerade in der MeBtechnik der Maschinendynamik Hinweise auf Kreisfrequenzen und
Amp lituden der Schwingungen, da man eine der beiden Achsen mit einer bekannten Kreis ­
frequenz als Vergleichsfrequenz belegen kann und dann daraus Ruckschlusseauf eine unbe­
kannte Schwingung ziehen kann . Es miissen also nicht immer sich in der Projektion kreu ­
zende Well en einer Maschine sein, deren Schwingungen auf dem Bildschirm dargestellt
werden. Wer schon mit dem OszilIoskop gearbeitet hat, kennt diese Figuren . Wenn dann
noch die Phasenverschiebung als Funktion der Zeit eingegeben wird, entsteht das Bild sich
dre hender Figuren. Ein Beispiel dafiir ist Abb. 5-1-5.

Abb. 5-1-1

Diese Schwingungen sind einzeln und als Parameter­
funkt ion auf der nachsten Seite dargestellt. Fahrt man
von einem beliebigen Startpunkt S die Kurve entlang
und numeriert die Beriihrungspunkte A,B,C, dann
beriihrt man die waagerechte Begrenzung dreimal und
die senkrechte Begrenzung zweimal , bis man wieder
am Ausgangspunkt ankommt. Also 3:2 = 75 :50.
(Siehe auch Bild 5 in Abb. 5-1-7).

A

3 1

C Legt man auf die Achse der Schwingung, die in x-
r--~"':------------' Richtung ihre Amplitude hat, die Standardfrequenz des

Netzes von 50 Hz und auf die y-Amplitude eine unbe­
kannte Frequenz, so erhalt man durch Auszahlen der
Berilhrungspunkte die gesuchte Frequenz zu f y = 75
Hz "*wy = 471,2 sec" "*Ily = 4500 min'". Abb. 5-1­
2 bis Abb. 5-1-4 und Abb. 5-1-1.B

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Abb. 5-1-2 x-Anteil

Abb. 5-1-3 Lissajous-Figur

5 Schwingungen in der Ebene

Diese Abbildungen sind so gezeichnet, wie In

Abb. 5-1-2, Abb. 5-1-3 und Abb. 5-1-4 die
Konstruktion der Lissajous -Fig ur erfoIgt. Proji ­
ziert man fur einen bestimmten Zeitpun kt den
Kurvenpunkt des x- und y-Anteiles in die Abb.
5-1-3, so mull man einen Punk t der Abb. 5-1-3
erhaIten . Dabei fallen in diesem BeispieI Kur ­
venteile aufeinande r. Das ist in Abb. 5-1-7 (5)
zu erkennen. Dort sind die gIeichen Funktionen
mit einer anderen Phasenverschiebung gezeich­
net.

Abb. 5-1-4 y-Anteil

Abb. 5-1-5 Hohe y-Frequenz
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Kons truktion von Lissajous-Figuren
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Eine Uberlagerung in x- und y-Richtung muB grundsatzlich auch in dieser Form erfolgen .
In dem Beispiel der vorhergehenden Seite zeigt Abb. 5-1-2 den .r-Anteil mit der Zeit-Achse
nach oben und der x-Achse nach rechts.

Abb. 5-1-4 zeigt den y-Anteil mit der Zeitachse nach rechts und der y-Achse nach oben.
Projiziert man fur einen Zeitpunkt die jeweiligen Funktionspunkte in Abb. 5-/-3, bzw. Abb.
5-/-6, so ist der Schnittpunkt ein Punkt der Lissajous-Figur. Dabei zeigt in dieser Ab­
bildung die Zeitachse nach vorn (sie steht senkrecht auf der Zeichenebene) .

t
<,
~ XSIn(wt +n/2)

t - I<
x

0
V

.: ~ '\

\ 11 y Sin(wt)
t

t -0-. ..
Abb. 5-1-6 Konstruktion der Lissajous-Figur

Es werden im x-t und y-t Diagramm gleiche Zeitintervalle abgetragen. Die Schnittpunkte
mit den Kurven werden in das gemeinsame Diagramm projiziert und zum Schnitt gebracht.
Der Schnittpunkt ist dann ein Punkt der Lissajous-Figur.

Einfach ist es, wenn man mit einem mathematischen Zeichenprogramm die Option Parame­
terfunktion aufruft und die Figur im Bereich von 0 bis 2· "It" zeichnen liiBt.
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Zusammenfassung

I. Beide Schwingungen gehen gleichzeitig durch die Null-Lage. Es entsteht bei gleicher
Kreisfrequenz eine diagonal laufende Strecke, die Schwingung ist linear polarisiert.
Mit x = sin(w-t) und y = sin(w·t) ist x = y,
also wird die Resultierende zu einer unter 45° laufenden Diagonalen.

2. Betragt die Phasenverschiebung 180°, so erhalt man die Linksdiagonale.

3. Betragt der Phasenunterschied 90°, so setzt die x-Schwingungein, wenn die y-Schwin­
gung bereits den ersten Umkehrpunkt erreicht hat. Es entsteht eine Kreisbahn. Die
Schwingung ist zirkular polarisiert.
Mit x = sin(w·t) und y = sin(w·t+1rI2) = cos(w·t) wird durch Quadrieren und
Addieren
y} + l = I, d.h. man erhalt die Kreisgleichung.

4. Bei alien anderen Phasenlagen entstehen Ellipsen verschiedener Form .

5. Sind die Kreisfrequenzen verschieden, entstehen verschlungene Figuren .

6. Bei gleichen Amplituden ist die Umhiillende ein Quadrat. Sind die Amplituden ver­
schieden, ist die Umhiillende ein Rechteck.

7. Stehen die beiden Grundkreisfrequenzen in einem rationalen Verhaltnis zu einander, so
schlieBen sich die Kurven. Bei der geringsten Verstimmung andert der Kurvenzug seine
Form.

CD

Abb . 5-1-7 Formen der Lissajous-Figuren

CD

o
In Abb. 5-1-7 entspricht Teil 5 der Figur aus Abb. 5-1-3, hier ist dann der Phasenwinkel
weiter verschoben.
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Werden Schwingungen uberlagert , spricht man von einer Synthese .

Die Summe der Einzelschwingungen in Abb. 6-1-1

fi (x) = A I 0 sin(x) und !l(x) = A3 0 sin(3 0 x)

fuhrt zur Resultierenden in Abb. 6-1-1, die sich einem Rechteck nahert (Rechteckfunktion).

fix) = Al 0 sin(x) + A3 0 sin(3 ox) mit Al = 1 ; A3 = 1/3.

Abb. 6-1-1 Rechteckentwicklung

/- .
/ \

/
\ /
\J

Abb. 6-1-2 Dreieckentwicklung

Die Summe der Einzelschwingungen in Abb. 6-1-2

fi (x) = A I . sin(x) und !l(x) = - A3 0 sin(3 0 x)

fuhrt zur Resultierenden , die Dreieckform anzunehmen beginnt (Dreieckfunktion) :

fix) = AI 0 sin(x) - A3 0 sin(3' x)

Durch Fortsetzung der Reihenentwicklung lassen sich die Kurven
weiter entwickeln (Beispiel Abb. 6-1-3 und Abb. 7-1-1). Dabei ist
zu beachten , daB es zu Uberschwingungen kommt, die beachtet
werden soliten, wenn man die Uberlagerung von Schwingungen
fur z.B. Steuerungen benutzt. In Abb. 6-1-3 ist dieser Vorgang
ubertrieben eingezeichnet (Gibbs'sches Phanornen) .

Abb. 6-1-3

Die Summe der Funktion

fix) = Al • sin(x) + Az 0 sin(2 ox) + A3 0 sin(3 ox) + A4 0 sin(4 ox) + ....

mitAI=I ; Az=1/2; A3=1/3 usw.

R. Jürgler, Maschinendynamik
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ergibt dann folgendes Bild (Sagezahnfunktion)

6 Harmonische Synthese

0. 2
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Abb. 6-1-4 Sagezahnfunktion

Auf diese Weise lassen sich harmon ische Funkt ionen addieren (z .B , zu Sagezahn-, Recht­
eck-Kurven usw.) die dann u.a. im Maschinenbau in der Regelung stechnik fur Steuerungen
benutzt werden konnen , Andererseits erzeugen Unwuchten , die bei rotierenden Korpern auf­
treten , in der gleichen Weise harmonische Schwingungen, die dann ihrerseits diese result ie­
renden Schwingungen erzeugen konnen .
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In Kap. 6 wurde gezeigt , wie sich aus Einzelschwingungen eine resultierende Schwingung
zusarnrnensetzen liiBt. In der Praxis wird nun der Fall eintreten, daB man Schwingungen
aufzeichnet, die als Resultierende von Einzelschwingungen existieren, also eine Urnkehrung
von Kap. 6 erfolgt. Das Problem liegt nun darin, daB man nicht weiB, aus welchen Schwin­
gungen diese Resultierende besteht. Urn aber die Ursachen (z.B. Unwucht einer Welle) zu
beseitigen, muf man die Einzelschwingung in ihrer Amplitude und Kreisfrequenz kennen,
urn sie einer Maschine bzw. einern Maschinenteil zuordnen zu konnen. Nur dann kann man
gezielt (z.B. bei Unwuchten durch Auswuchten) versuchen, die Schwingungen zu beheben
bzw . zu darnpfen . Es ist also notwendig, ein Verfahren zu besitzen, das es ermoglicht, eine
Resultierende (Funktion) in ihre Bestandteile zu zerlegen.

Die Mathematik liefert dieses Verfahren in Form der Fourieranalyse. Deshalb wird die
Analyse zunachst von der mathematischen Seite beschrieben (Kap. 7.1) und dann in
Kap. 7.2 auf die Maschinendynarnik zugeschnitten.

7.1 Fourierreihen

1st eine Funktion periodisch , so wird sie zweckmafligerweise nicht durch eine Taylorreihe,
sondern durch eine Fourierreihe dargestellt , da hier die sin- und cos-Funktionen bereits ent­
halten sind.
Die Periode betragt bei diesen Funktionen 2'11' und es gilt

fix+h) =fix).

Der Ansatz lautet:

fix) = Ao + A,'cos(x) + Az·cos(2·x) + ... + An'cos(n'x)

+ B, • sin(x) + Bz' sin(2 -x) + ... + Bn • sin(n ·x) .

Dabei sind sin(x) und cos(x) die Grundschwingungen , wahrend die folgenden Glieder die
Oberschwingungen darstellen. Ihre Periode wird mit zunehmenden nimmer kleiner, so daf
man fur sin(n' x) bzw. costx- x) die Periode h /n erhalt,

Man untersche idet:

Trigonometrische Summe

i=1I

sn(x) = Ao + L (Ai ' cosu- x) + Bi ' sin(i ' x) ,
;=1

(7-1-1)

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Trigonometrische Reihe

00

Ao + L (A• . cos(n 0 x) + B. 0 sin(n 0 z) .
• - 1

7 Hannonische Analyse

(7-1-2)

Bei der Bestimmung der Koeffizienten AO; An; B; (mit n ganzzahlig, positiv) geht man von
der Forderung aus , dall die Annaherung der gegebenen Funktion durch die trigonometrische
Sum me liberal! rnoglichst gut sein soil.
Damit sind die Koeffizienten ( mit n ganzzahlig, positiv ):

2n

Ao = --.!..- f fix) 0 dx ,
21t 0

2nf fix) . costx-x) . dx ,
1t 0

2n

..!. f fix) 0 sin(n ox) 0 dx .
1t 0

(7-1-3)

(7-1-4)

(7-1-5)

Die durch die Integrale bestimmten Groflen Ao; An; Bn heiflen Fourierkoeffizienten; die mit
ihnen geb ildete trigonometrische Reihe Fourierreihe. Bei den Integralen kann als untere
Grenze ein beliebiges Xo stehen, die obere Grenze lautet dann xo+21r .



7 Harmonische Analyse

Zusammenfassung Fourierreihen

29

1. Liegt die gegebene Funktion symmetrisch zur y-Achse, dann ist fix) eine gerade
Funktion

j{-x) = fix).

Sie enthalt dann als Fourierreihe nur cos-Anteile. Damit sind

B1 = B2 = . . . = Bn = O.

2. Ist die gegebene Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung, so istfix) ungerade.

j{-x) = - fix).

Sie enthalt dann als Fourierreihe nur sin-Anteile. Damit sind

Ao = A I = A2 = . .. = An = O.

3. Hat die Funktionfix) die beliebige Periode T, gilt also fur alle f(x +7) =fix), so lautet
die Fourierreihe

00 ( ~( 2 . 1t •n) ;n( 2 0 1t •n ))Ao + ~ Anoc°l.--T- ·X + Bn'S:'1,--T- ' X ,

und ihre Koeffizienten sind

T

Ao = t J j(x) 0 dx ,
o

(7-1-6)

(7-1-7)

T

~ Jj(x)
T 0

(
2 .1ton )

o cos -T- ox
0 dx, (7-1-8)

(7-1-9)

4. Nicht jede Funktion kann durch eine Fourierreihe dargestellt werden. Hinreichend fiir
Konvergenz und Darstellbarkeit ist, daB sich der Grundbereich der Periode 271" in eine
endliche Anzahl von Teilbereichen zerlegen liiIlt, in denen jeweils fix) monoton und
stetig ist (Dirichlet-Bedingung).
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Beispiel:

7 Harmonische Analyse

fix) ;sin(x) -.!. 'sin(2 -x) + .!..sin(3 -r ) - .!..sin(4 -x) + .!..sin(5 'x) - + . . .(7-1-10)
2 3 4 5

In der Abb. 7-J-J ist eine Sagezahnfunktion
aufgebaut, die bis zum Faktor 6 in der Reihe
gezeichnet ist. Die unteren Bilder stelIen die
schrittweise Addition der Summanden I , 2, 3
und 4 dar.

Abb. 7-1-1 Sagezahnfunkiion
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Will man eine periodische Funkt ion in ihre harmonischen Komponenten zerlegen, so wendet
man die Fourierreihe an. Die periodische Funktion lautet dann

F(t) = Fo + FI(t) + F2(t) + ... + Fn(t)

und ihre harmonischen Komponenten sind

Fn(t), (n ganzzahlig und positiv).

Eine periodische Funktion hat unendlich viele harmonische Komponenten. In der Praxis
sind aber nur die niedrigen n-Zahlen fiir die Beurteilung der Drehzahl von Wellen bzw. fiir
die Erregung von Massen von Bedeutung. Die Reihe wird dann nicht als Integral sondem
als Summe geschrieben, wobei die Periode 2'11" im Intervall 0 ,.;:; 'P ,.;:; 2'11" in der Prax is stetig
ist.

00

F(f/J) = Aa+L (An 'cos(n'f/J) + Bn'sin(n·f/J)) .
n=l

(7-2-1)

Die Koeffizienten werden aus der Integralschreibweise (siehe auch (7-1-3), (7-1-4) , (7-1-5))

2.

Aa = .L f F(f/J)'df/J ,
21t a

2.

An = .!. f F( f/J) ' costs - f/J) ' d f/J ,
1t a

2n

f F(f/J)'sin(n ' f/J)'dtp .
1t a

F

Abb. 7-2-1 Unterteilung der Funktion

(7-2-2)

(7-2-3)

(7-2-4)

in die aus der Trapezregel abgeleiteten Formeln
iiberfiihrt und berechnet. Dazu wird die zu
untersuchende Funktion gezeichnet (geplottet
oder als MeBschrieb). Eine volle Periode 2'11"
wird in m gleiche Teile zerlegt , wobei haufig
m= 12 gesetzt wird. Fiir genauere Bestimmun­
gen, die in der Praxis jedoch meist nicht erfor­
derlich sind, wird auch m=24 gesetz t.

Andererseits konnen bei zu kleiner Wahl von m
(der Stiitzstellen) Schwingungen hoherer Ord­
nung verloren gehen. Bedingung ist nur, daB m
ganzzahlig ist. An jeder Stelle i wird die Funk-
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tionshohe gemessen und in eine Tabelle eingetragen (siehe das folgende Beispiel und die
Aufgaben im Kap. Beispiele) . Dadurch entsteht eine Folge von Trapezflachen . Mit

ist

21t .
I{Jj = ~ 'I

1 m-I

Ao = - L F(i) ,
m j.o

m-I

~ L F(i) ' cos(n' I{J) ,
m i =O

m-I

Bn = ~ L F(I) . sin(n ' l{Ji) •
m r-o

(7-2-5)

(7-2-6)

(7-2-7)

(7-2-8)

Der erste Koeffizient a., gibt lediglich die Verschiebung der Achse und liefert zur Erregung
keinen Beitrag .

Fiir die n-te harmonische Schwingung gilt mit (3-2-13)

(7-2-9)

Ihre Amplitude ist

(7-2-10)

(7-2-11)

In (7-2-9) sind beide Ausdriicke gleichwertig. Man kann eine Schwingung durch die Ad­
dition einer sin- und einer cos-Schwingung ebenso beschre iben wie durch eine sin-Schwin­
gung mit ihrem Nullphasenwinkel. Der Unterschied liegt darin, dall im ersten Fall die
gemessenen Amplituden A und B in den Formeln erscheinen , wahrend im zweiten Fall die
Amplitude C aus A und B zu berechnen ist.

Der Nullphasenwinkel ist

An
tan I{Jn = - .

Bn

Beispiel : Es soli die Harmonische Schwingung 2-0rdnung ermittelt werden .
Gemessen sind die Werte F(i) an den Stellen i (2. Spalte in den Tabellen) . Die Funktion ist
zunachst zu zeichnen , urn einen Uberblick zu erhalten.

Siehe folgende Berechnungstabelle. Die Zahlen sind fur die 2. Ordnung und die Formeln
aus (7-2-5) bis (7-2-11). Die Tabellen befinden sich auf den foIgenden Seiten nach dem Ab­
schnitt Amplitudenspektrum.
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Abb. 7-2-2 Mej3schrieb

Fur die Fourierkoeffizienten der zweiten Ordnung erhalt man aus der Berechnungstabelle

Az = 2/12 • E.. . = 1/6 • 0 = 0

Bz = 2/12 • E.. . = 1/6 • (-1,2) = -0,2.

Daraus die Amplitude nach Formel (7-2-10)

Cz = V (Oz + (-0,2)z) = 0,2 (ohne Vorzeichen, siehe Anmerkung Kap. 1.5)

und die Phasenverschiebung nach Forme] (7-2-11) - (siehe auch Abb. 7-2-5)

tan <pz = Az / Bz = 0 / -0,2 = -0 ;} e: = 180°.

Die 2. Harmonische ergibt sich somit zu

FZ('P) = 0 . cos(2 · '1') + (-0,2) . sin(2· '1') 0,2 • sin(2 · 'I' + '1r) .

In der gleichen Weise erfolgt die Berechnung der ubrigen Harmonischen n-ter Ordnung.
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Abb. 7-2-3 Analyse zuMej3schrieb

Amplitud enspektrum

Es zeigt die Bedeutung der einzelnen Schwingung auf die gesamte Schwingung, wahrend die
Phasenlage der Amplituden die jeweilige Position der einzelnen Amplituden zueinander
zeigt.

A

X

1-1 2 3 n
Amplitudenspe ktr um PhaS lage de Ampllt den

Abb. 7-2-4 Amplitudenspektrum, Phasen lage



7.2 Harmonische Analyse der Maschinendynamik 35

Da bei der Ermittlung von Cn das in diesem Beispiel vorhandene Minuszeichen von An und
Bn verloren geht, muB man die Funktion arctan und die Vorzeichen von An und Bn in
Zahler und Nenner betrachten (hier bei der Ermittlung von 'P2 ).

Das Amplitudenspektrum gibt die GrOBe der jeweiligen Amplitude an und damit z.B. die
GroBe der einzelnen Unwucht, von der die Welle belastet wird. Damit ist eine Entschei­
dungshilfe gegeben, welche Unwuchten zunachst ausgewuchtet werden miissen, urn die
Giiteklasse fur diese Maschine zu erreichen. Siehe auch Kap. 27 - Auswuchttechnik.

Die Phasenwinkel der Schwingungen sind zu diesem Zeitpunkt urn 180° bzw. 90° versetzt.
Da die Summe der Schwingungen die Hauptbelastung ergibt, kann durchaus eine Unwucht
mit kleinerer Amplitude eine Belastungsspitze erzeugen. Das ist in diesem Fall x3' Diese
Schwingung treibt die Gesamtschwingung in die Maximalwerte.

Berechnungstabelle

Ordnung n=1

i F(i) n'<p F(i) · cos(n' <p) F(i) · sin(n' <p)

0 0,5 0 0,5 0,0

I 0,33 30 0,286 0,165

2 0,19 60 0,095 0,165

3 1,0 90 0,0 1,0

4 1,54 120 -0,77 1,334

5 0,67 150 -0,58 0,335

6 -0,5 180 0,5 0,0

7 -0,67 210 0,58 0,335

8 -0,54 240 0,27 0,468

9 -1,0 270 0,0 1,0

10 -1,19 300 -0,595 1,031

II -0,33 330 -0,286 0, 165

Summe: 0,0 Summe: 6,0

Das ist eine Schwingung mit dem Amplitudenfaktor I (VergrOBerungsfaktor des Meflgera­
tes) und dem Drehzahlfaktor I , bezogen auf die niedrigste Drehzahl. Die Phasenverschie­
bung dieser Schwingung betragt 0° .
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Ordnung n=2

7.2 Harmonische Analyse der Maschinendynamik

i F(i) n''P F(i)· costa- 'P) F(i)· sin(n ' 'P)

° 0,5 ° 0,5 0,0

I 0,33 60 0,165 0,286

2 0, 19 12O -0,09 5 0,165

3 1,0 180 -1,0 0,0

4 1,54 240 -0,77 -1,334

5 0,67 300 0,335 -0,58

6 -0,5 360 -0,5 0,0

7 -0,67 420 -0,335 -0, 58

8 -0,54 480 0,27 -0,468

9 -1, 0 540 1,0 0,0

10 -1, 19 600 0,595 1,03 1

11 -0,33 660 -0,165 0,286

Summe: 0,0 Summe: -1, 194

Firp) = 0 ' cos(2 'rp ) + (-0,2) 'sin(2 'rp) = 0,2 ' sin(2 ' rp +1t) .

Fur diese Ordnung ist die weitere
ausfiihrliche Berechnung vor dem
Absc hnitt "Amplitudenspektrum"
durchgefiihrt. Dabei wird in der
Summe der letzten Spalte statt
-1, 194 der gerundete Wert -1,2
eingesetzt, da durch die Ableseun­
genauigkeit im Diagramm und die
zahlreichen Rechenschritte dieser
Wert hinreichend genau ist. Das ist
eine Schwingung mit dem Amplitu­
denfaktor 0,2 (VergrOllerungsfaktor
des Mellgerates) und dem Drehzahl­
faktor 2, bezogen auf die niedrigste
Drehzahl. Die Phasenversc hiebung
dieser Schwingung betragt 1800

•

tan( 'P)

Z. O

1. 0

- 0

- \. O

- 2. 0

1. 0 2.0

'P

Abb. 7-2-5 tan-Bereich
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Ordnung n=3

37

i F(i ) n''P F(l) -cosor-'P) F(i) · sin(n · 'P)

° 0,5 ° 0,5 0,0

1 0,33 90 0,0 0,33

2 0,19 180 -0 ,19 0 ,0

3 1,0 270 0,0 -1,0

4 1,54 360 1,54 0,0

5 0,67 450 0,0 0 ,67

6 -0 ,5 540 0,5 0 ,0

7 -0 ,67 630 0,0 0,67

8 -0,54 720 -0,54 0 ,0

9 -1,0 810 0,0 -1,0

10 -1, 19 900 1,19 0,0

11 -0 ,33 990 0,0 0 ,33

Summe : 3,0 Summe: 0,0

Das ist eine Schwingung mit dem Amplitudenfaktor 0,5 (VergriiJlerungsfaktor des Mellgera­
tes) und dem Drehzahlfaktor 3, bezogen auf die niedrigste Drehzahl. Die Phasenverschie­
bung dieser Schwingung betragt 90 ° , d .h. diese Schwingung ist eine cos-Sch wingung .

Alle weiteren Analysen ergeben 0, d.h . die gemessene Schwingung besteht aus dre i Einzel­
schwingungen . Die Summen sind jeweils gerundete Werte , da die Tabellenwerte ebenfalls
auf dre i Stellen hinter dem Komma gerundet sind.
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8 Schwinger mit einem Freiheitsgrad

Wie bereits im Kap. 3.1 beschrieben, werden schwingende Systeme auf moglichst iiber­
schaubare Ersatzbilder zunickgefuhrt. In Kap. 2.2 sind die Freiheitsgrade und Ersat zbilder
aufgefuhrt ,

+

//////1///:/ ~:oo

x=O F
x

Abb. 8-1-1 Ein-Massen-Schwinger

Zunachst soli die Gleichung fur einen Schwinger
aufgestellt werden, der sich in .r-Richtung be­
wegt und damit einen Freiheitsgrad hat. Durch
die waagerech te Bewegung soli die Feder nicht
durch die Gewichtskraft belastet werden . AuBer­
dem soli die Schwingung reibungsfrei , d.h,
ungedampft erfolgen.

Die Reibung wird zunachst vemachlassigt =?

Reibungskraft FR = O.
Es wirken die Krafte (bereits in (3-1-4) und (3­
1-5) beschrieben) , die der Bewegung (Beschleu­
nigung) entgegengesetzt sind:
Federkraft FF = c . x
Tragheit skraft FT = m . X

(8-1- I)

(8-1-2)

Die Ableit ung aus der sin-Schw ingung ist in Kap. 3.2 erfolgt.

8.1 Langsschwinger

Feder-Masse-System
Die Gewichtskraft soIl die zunachs t unbelastete Feder belasten . Dabei wird angenommen,
daJl die Feder keine Masse hat, d.h . die gesamte Masse sich in mkonzentriert . Die Reibung
wird vernachlassigt . Dann ist

x l =0 die Position der unbelasteten Feder .

In die statische Federverlangerung , die durch das Aufbringen von m hervorgerufen
wird . Das Ende der Feder kommt nun in die Position x=O, das ist die Ruhe­
steIlung der Feder. Dabei ist die statische Verformung jj, linear erfolgt , d.h . die
Feder hat eine lineare Federkennlinie. In kann die Durchbiegung eines Balkens
oder einer WeIle sein . Jeder Korper, der einen E-Modul hat , erfahrt nach dem
Hooke'schen Gesetz unter Belastung ein at und damit eine statische Verformung.

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Die Masse soli nach unten angestoflen und dann sich selbst iiberlassen werden . Dabei
entsteht durch die Riickstellkraft der ausgelenkten Feder eine freie ungedampfte Schwin­
gung . Zu den bereits in der Differentialgleichung verwendeten beiden Kraften (Federkraft
und Tragheitskraft) kommt nun noch die Gewichtskraft hinzu.

/

c

,--- - - - - - - .
F

Abb. 8-1-2 Feder-Masse -System

Mit alien Kraften ist

Wird der Weg xl differenziert, folgt

(8-1-3)

;1\ = i , (8-1-4)

Diese GriiJ3en in (8-1-3) eingesetzt , ergeben

m·x + c ·(x+/D) - m·g = 0 ,

m·x + C ·X + C"/D - m·g = 0
-....- ::::;-...-- .

(8-1-5)

(8-1-6)

Nun ist die Feder durch die Gewichtskraft m' g um/D statisch verlangert worden , es ist also

(8-1-7)

Das sind die beiden letzten Summanden in (8-1-6), sie heben sich auf .

So bleibt fur die Gleichung einer ungedarnpften freien linearen Schwingung



40

x + ..£·x ~ o.
m

8 Schwinger mit einem Freiheitsgrad

(8-1-8)

Mit der Gleichung (3-2-4) wird daraus (die Gleichung mull fiir alle x gelten, also mull die
Klammer Null werden)

- w2 • X + ..£.x ~ 0 ;
m

~ 0

(8-1-9)

Damit ergeben sich die Aussagen:

1. Eine Schwingung erfolgt immer urn die statische Ruhe-Lage,

2. Der Schwingungsvorgang wird nicht durch eine Vorspannung des elastischen Elementes
beeinflullt (z.B. durch die Gewichtskraft).

3. Wird eine Schwingung auf die Null-Lage bezogen, dann brauchen Vorspannkrafte nicht
berucksichtigt zu werden.

4. Soil der Einflull der mitschwingenden Federmasse beriicksichtigt werden, so kann mit
Faktoren hinreichend genau gerechnet werden. Die Ableitung erfolgt in Kapitel 10.

Aus Gleichung (8-1-7) folgt die Federkonstante der Langsbcwegung

c ~ m'8
ID

N
m

m _8_ ID
kg mfs2 m

(8-1-10)

Damit liillt sich fur jeden elastischen Korper, fiir den das Hooke'sche Gesetz gilt, uber die
statische Belastung die Federkonstante c berechnen. Weitere Griillen sind

T = To = 2 '1I"/wo s

1 =10 = lfTo lis = Hz

n = no = 60'10 l!min

Dauer einer Periode

Eigenfrequenz

Eigenschwingungen/Minute => z.B. Drehzahl

Benutzt man die statische verformung j-, (Einheit in cm), so erhalt man (mit berechneten
Zahlenwerten die Gleichungen, die haufig in der Praxis benutzt werden):

~m
'8W ~ -~ --~

o m m"fD
981emjs 2 _ 31,32 1

--- -

IDem /To
(8-1-11)

2'11
~ 0,2005'/To s

Wo cm
(8-1-12)



8 Schwinger mit einem Freiheitsgrad

10
1 = 4,99 ID- -

TO /To s cm

no = 60 '10 '" 300 ID
s; min cm

41

(8-1-13)

(8-1-14)

Mit dieser Gleichung kann man iiberschlagig die Resonanzdrehzahlen fiir Wellen und andere
Konstruk tionste ile berechnen, wenn man die statische Verformung jj, durch die Belastung
(s.o. "*Eigengewicht) vorher ermittelt hat. Dazu stehen die Gleichungen der Fest igkeitslehre
zur Verfiigung. Weitere Methoden werden ab dem Kapitel 17 besprochen.

8.2 Drehschwinger, gefesselt,
eine Drehmasse

(8-2-2)

Auf einer Welle sitzt eine starre Scheibe (Dreh­
masse) mit dem Massentragheitsmornent J. Die
Welle ist einseitig eingespannt (gefesselt) und
reibu ngsfrei gelagert, sie erfahrt keine Durchbie­
gung. Sie kann sich nur verdrehen. Die Scheibe
wird aus der Ruhelage urn den Winkel <p ver­
dreht (angestoJlen) und sich selbst iiberlassen.
Dabei fiihrt sie eine harmonische Schwingung .
Setzt man in den Gleichu ngen des Kapitels 8. 1
fiir die Masse m das Massentragheitsmoment J
und fiir den Weg x den Winkel <p ein, so kann
man die Gleichungen iibernehmen und schreiben
(ip entspricht der Amplitude i)

d 2
f{1J.- + C 'f{I = 0 , (8-2-1)

dt 2

d
2

f{1 + E. f{I = 0 .
dt 2 J

c
Ip

Abb. 8-2-1 Drehschwinger,
eine Drehmasse

In diesen Gleichungen ist cp der Verdrehwinkel und CPo der Nullphasenwinkel :

f{I = tP ·sineWo•t + f{lo) , Wo =B. (8-2-3)

Dabei ist aus der Festigkeitslehre (mit MT = MF = c· cp) fiir die Berechnung von cp
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(8-2-4)

Die Federkonstante fur eine Welle erhalt man durch Umformung nach c (Bedingung: der
Durchmesser ist konstant) . Hat die Welle verschiedene Durchmesser, so werden die
einzelnen Segmente fur sich gerechnet und dann zu einer Gesamtfederkonstanten zusammen­
gesetzt (siehe hierzu Kap. 16 - Zusammenschalten von Federn).

N'm
G . lp . R

N/m 2 ' m4 ' ;: •
(8-2-5)

Der Zusammenhang mit dem Drehschwinger mit zwei Drehmassen ist in Kap. 23.1 gezeigt.
Dieser gefesselte Drehschwinger mit n Drehmassen (hier n = 1) hat n Eigenkreisfrequen­
zen.
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Die riickstellende Kraft in einer Pendelbewegung ist die Schwerkraft. Es ist kein elastischer
Korper vorhanden, und damit ist eine Forrnanderung entsprechend dem Hooke'schen Gesetz
nicht moglich .

9.1 Mathematisches Pendel

Der Ansatz erfolgt zunachst ohne Beschrankung auf die Grofle der Auslenkung . Der Weg
ist fur einen Punkt der Weg auf der Tangente, wobei die Aufhangung keine Masse haben
soli , d.h . die gesamte Masse ist in m konzentriert. In Richtung der Tangente wirken nur
zwei Krafte, die der Bewegung entgegen gerichtet
sind. Der Weg wird vom unteren Totpunkt aus gemes-
sen. Er ist auf dem Bogen x = 'P" f .

Die riickstellende Kraft ist die Gewichtskraft m- g, die
entlang der Bahn mit ihrer Komponente m" g" sine
wirkt.

Fiir die Beschleun igung gilt

Eingesetzt in die Gleichung (3-1-4) folgt mit
m -g" sin'P als riicktreibender Kraft in Richtung der
Tangente

d 2x ; d 2(f · rp)

dt 2 dt 2

m·x + m ·gosinrp ; 0 0

(9-1-1)

(9-1-2)

m

Abb. 9-1-1 Mathematisches Pendel
Mit der Beschleunigung aus (9-1-1) und in die Form
(3-1-5) gebracht , ist

d 2
q.>mofo_ + mogosinq.> ; 0 , (9-1-3)

dt 2

(9-1-4)

Um diese Gleichung auf einfache Weise losen zu konnen, wird die Schwingung nur fiir
kleine Amplituden betrachtet. Der Grund liegt darin, daB in der Gleichung die Variable als
'P und sine vorkornmt. Mit Hilfe der Phasenkurven (siehe Kap. 11) liiBt sich der Vorgang
bis zum sich iiberschlag enden Pendel leicht beschreiben,

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Es wird also fur kleine Winkel sin'I' "" 'I' gesetzt. Damit ist

9 Pendelschwingungen

(9-1-5)

Die Schwingung des mathematischen Pendels ist also nur von der Pendellange und nicht von
der Masse abhangig, Damit kann man auf einfache Weise die Beschleunigung g messen
oder z.B. eine Halbperiode genau auf 1 s abstimmen (Sekundenpendel). Die Pendellange
betragt dann £ = 0,994 m fur g = 9,81 m/s2.

9.2 Parametrische Anregung

Schwingungsfahige Systeme konnen parametererregt werden . Sie kommt bei technischen
Schwingungen haufig vor. Der Vorgang soli am mathematischen Pendel erklart werden

Ein mathematisches Pendel ,
das mindes tens kleine (sehr
kleine) Schwingungen ausfuhrt,
kann angeregt werden . Es wird
ihm standig (und nicht ein­
malig) durch periodisches Auf­
und Abbewegen durch die
Erregerkraft Fe Energie zuge­
fuhrt.

!!2xA

Abb. 9-2-1 Parametrische Anregung

Die Kraft , mit der der Pendelkorper am Seil zieht , schwankt:

I. Die Masse m bewegt sich auf einer Kreisbahn mit periodisch wechselnder Geschwin­
digkeit und damit period isch wechselnder Zentri fugalkraft.

2. Die Gewichtskraft kann nur mit ihrer Komponente in Seilrichtung wirken , die Kom­
ponente ist in den oberen Totpunkten am kleinsten und erreicht den grOBten Wert im
untersten Bahnpunkt.

3. Da die Geschwindigkeit im untersten Bahnpunkt ebenfall s am groflten ist, haben die
Zentrifugalkraft und die Komponente der Gewichtskraft gleichzeitig in diesem Punkt ihr
Max imum .

4. Die Seilkraft Fs hat die doppelte Frequenz des Pendels. Pumpfrequenz = 2 . Pendel­
frequenz, da die Energ iezufuhr durch Ziehen am Seil immer beim Durchgang durch den
tiefsten Bahnpunkt erfolgt.

5 . Am Seil wird immer dann gezogen , wenn sich die Masse m im tiefsten Punkt befindet
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(groflte Seilkraft), wahrend am hochsten Punkt das Seil nachgelassen wird (kleinste
Seilkraft) . Dadurch wird dem System beim Ziehen mehr Energie zugefiihrt als beim
Nachlassen abgeftihrt wird . Der Energieinhalt steigt, die Amplituden nehmen zu.Diesen
Vorgang beherrscht bereits jedes Kind, das sich auf eine Schaukel setzt.

Eine sakrale Anwendung ist das Aufschau­
keln eines schweren WeihrauchgefaBes
(Botafumeiro; m = 50 kg, Hohe 2 m ) in
der Kathedrale von Santiago de Composte­
la (11. Jahrhundert) , wo eine k1eine Grup­
pe das Gefaf durch das Querschiff der
Kathedrale mit einer Amplitude A = 38 m
schwingen liiBt. In der Skizze ist fur Perso-
nen und Gefaf der MaBstab I : I, die Rolle, uber die das Seil lauft , ist in der Vierung
befestigt . Im Mitte lalter stand die Kathedrale als Pilgerziel noch iiber Rom und Jerusalem .

9.3 Physisches Pendel

Abb. 9-3-1 Physisches Pendel

M = C ·'P

e
e· sine

Beim physischen Pendel ist die Masse iiber den
ganzen Korper verteilt. Die Drehbewegung wird
auf den Aufhangepunkt bezogen, der Vorgang
entspricht damit einer Drehschwingung. Da hier
die Masse uber den Korper verteilt ist, und nicht
wie beim mathematischen Pendel in einem Punkt
konzentriert wird , entspricht dieser Fall den
tatsachlichen Verhaltnissen,

Es ist

Massentragheitsmornent, bezogen
auf den Aufhangepunkt
Riickstellmoment
Schwerpunktabstand
der angenaherte Abstand der Wir­
kungslinie der Gewichtskraft.

Die Schwingungsgleichung ist identisch mit (8-2-1)

mg

(9-3-1)

mit Wo =~ . (9-3-2)

Die Drehfederkonstante liiBt sich uber das Riickstellmoment mit M =c · 'P ermitteln
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(9-3-3)

Damit wird die Eigenkreisfrequenz, (9-3-3) in (9-3-2) eingesetzt, zu

(9-3-4)

Vergleicht man diese Formel mit der Formel des mathematischen Pendels (9-1-5), so erhalt
man die Forme! fiir die reduzierte Lange f red

(9-3-5)

~
Abb.9-3-2

(9-3-6)

(9-3-7)

Die Umrechnung auf ls erfo!gt iiber den Satz von Steiner:

JB = ls + e 2'm .

Dabei ist l B auf den Aufhangepunkt B bezogen. Formt man (9-3-4) nach lB urn, so kann
man das Massentragheitsmoment ls fur jeden beliebigen Korper bestimmen, wenn man ihn
in einem Punkt aufhangt und die Frequenz der Pendelschwingung miBt. D.h. fur die Praxis ,
daB man lB auch fur kompliziert geformte Maschinenteile (Liiufer von Motoren, Rotoren,
Pleuel (Abb. 9-3-2) usw.) mit Hilfe einer Stoppuhr ermitteln kann. Das Massentraghe its­
moment bezogen auf den Aufhangepunkt ist dann

=~lB
4'1!2'fi

Physisches Pendel To = fee)

Die Berechnung der Dauer einer Periode erfolgt nach der Gleichung

(9-3-8)

Man kann nun die Frage stellen, welcher Abstand e fur die Entfernung zwischen dem
Schwerpunkt eines Korpers und der Achse, urn die der Korper pendeln soli, gewahlt werden
mull, urn die kleinste Zeit To fur eine Schwingung zu erreichen. Beirn rnathernatischen
Pendel wird rnit grofler werdender Pendellange die Periodendauer fur eine Schwingung
irnrner groBer.



9 Pendelschwingungen 47

In dem Beispiel ist fiir die einfache Kontrolle eine Stahlscheibe mit dem Radius e = 0,1 m
und der Dicke b = 0,01 m gewahlt worden, wobei in der Gleichung Js das Massentrag­
heitsmoment ist (hier J5 = 1,233E-2 kg- m2) . (Siehe Beispiele).

Man verwendet diese Anordnung haufig, urn durch Messen der Schwingungszeit bei korn­
plizierter gebauten Korpern (Rotoren von Motoren) das Massentragheitsmoment zu er­
mitteln. Die Gleichung wird dann nach J5 umgestellt (siehe auch Beispiel).

T ls
1.8

1. 6

1.4

1.2

1.0

0 .8

0 .6 T min

0 . 4

0.2

elm
O.tO 0.20 0.30 0 .40 0 .50

Abb. 9-3-3 Periodendau er = f(e)

.~ ~
Abb. 9-3-4 Schwerpunkt am Pleuel

Ein haufig verwendetes Beispiel ist die Schwerpunktbestimmung eines Pleuels. Fiir die
Berechnung der Krafte an einem Kurbeltrieb ist es notwendig, die Lage des Schwerpunktes
zu kennen , urn die rotatorischen und translatorischen Krafte bestimmen zu konnen.

Das Pleuel wird dabei zunachst in einem
Pleuelauge aufgehangen und die Schwin­
gungszeit gemessen . Danach wird das
Pleuel gedreht , im anderen Pleuelauge
aufgehangen und die Schwingungszeit
erneut bestimmt. Da das Massentragheits­
moment J5 konstant ist, kann die Glei­
chung (9-3-8) fiir jede Aufhangung nach J5
umgestellt werden. Setzt man die beiden
auf diese Weise gewonnenen Gleichungen
gleich , die sich in el ' e2, Tt , T2 unter­
scheiden , so kann daraus et bzw. e2 und
damit die Schwerpunktlage ermittelt wer­
den und danach J5 bestimmt werden.
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9.4 Manome terschwingungen

9 Pendelschwingungen

Bei einem Manometer (einem mit einer Flussigkeit gefiillten
Il-Rohr) werden bei Mefivorgangen pulsierende Driicke auf­
treten . Sie konnen die MeBfliissigkeit in Resonanzschwin­
gungen versetzen.

Die Riickstellung der ausgelenkten Masse erfolgt auch hier
iiber die Schwerkraft. Es ist ein Element der Masse m urn
2·x iiber das augenblickliche Niveau gehoben. Die
Gewichtskraft dieses Elementes wirkt als riickstellende Abb. 9-4-1
Federkraft. Dabei ist f die gesamte Lange der Fliissigkeits- schwingung
saule und A der lichte Querschnitt des U-Rohres.

Die riickstellende Kraft ist

Daraus folgt fiir die Federkonstante c des Manometers

c = 2 ·A·g·"

und fiir die Eigenfrequenzfo mit Umformung

mg es
- 1, A, [J

Manometer-

(9-4-1)

(9-4-2)

(9-4-3)

10
_l_ .~ 2·g
2 ·1t f

mit Wo = ~ 2/ . (9-4-4)

Die Frequenz ist unabhangig z.B. von der Masse (Menge) der Fl iissigkei t und deren Dichte .
Man kann Resonanzschwingungen ganz einfach durch Andern von t verhindern , indem man
etwas Fliissigkeit zufullt oder abzap ft.

Besonders empfindlich fur Schwingungen sind
Schragrohrmanornetcr, die wegen ihrer hohen
MeBgenauigke it bei kleinen Driicken einge setzt
werden. Die Strecke Ah ist kleiner als die ge-
neigte Strecke At, d.h . die Ablesegenauigkeit ist
auf der Strecke Af gr6Ber.

Abb. 9-4 -2 Schragrohrmanometer
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Urn bei Schiffen das Schlingern (Bewegen urn
die Langsachse, hervorgerufen durch Seegang
und Wind) zu vermindern, werden Schlinger­
tanks eingebaut. Auf das Wasser in den Tanks
wirken Massenkriifte , die urn ea. 1800 phasen­
verschoben sind. Auf diese Weise gibt es zur
Schlingeramplitude eine Gegenamplitude im
Tank . Die Abstimmung kann ebenfalls durch t
erfolgen . (System Flume) .

Siehe Kap. 28.2 (Tilgung) und am Ende des
Kap. 4 (Amplitudendiimpfung) .

Abb.9-4-3
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10 Anteil der Federmasse

Zur Vereinfachung der Berechnung wird meist die Federmasse vernachlassigt. Da sie jedoch
u.U. einen erhebJichen Anteil an der Schwingungsenergie besitzt, kann sie mit einem Faktor
zur belastenden Masse hinzugerechnet werden . Die Energie der Federmasse hangt von der
Schwingungsform ab, die in guter Annaherung in Form der elastischen Linie bei statischer
Auslenkung angenommen wird (s. Kap. I, Anmerkung 3).

Fiir den einseitig eingespannten Balken sind in der Literatur zwei Gleichungen iiblich, die
durch Umformung ineinander iibergefiihrt werden konnen 0.

/

/

Ix
Z - - -Fx

1
Abb. 10-1-1

)y /
F /

/

/

( -f--- ---,,- - -----1'
/

Statische Durchbiegung

I . Durchbiegung mit y bezeichnet, Langskoordinate mit x von der Einspannungsseite

Pall (1) Py(x) ; --·(3·f·x 2 - x 3) ,
6 '1'E

(10-1-1)

(10-1-2)Pall (2)

2. Durchbiegung mit x bezeichnet, Langskoordinate mit z von der Belastungsseite

x(z) ; p·f3 . (~ - 3'~ + 2) .
6'1'E f3 e

Abb. 10-1-2 Element des Biegebalkens

Fiir die Ableitung wird der Fall (2)
gewahlt (da hier mit (10-1-3) direkt
zur Schwingungslehre iibergegangen
wird, ist die Durchbiegung
Schwingweg mit x bezeichnet). In
der Festigkeitslehre werden die
Bezeichnungen meist nach Bild 1
gewahlt .

Es wird ein Element dmF des BaI­
kens an der Stelle z herausgeschnit­
ten. An dieser Stelle betriigt die

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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Durchbiegung x(z). Dieses Element hat die Masse dm (rechtes Teilbild in Abb. 10-1-2 und
(10-1-8) in Worten: Gesamtmasse des Balkens rnF dividiert durch die Gesarntlange f =
Masse pro Uingeneinheit, das multipliziert mit der Uinge des Elementes dz ergibt die Masse
des Elementes drnF) 0 . Fiir alle Elemente drnF des Balkens gilt die Schwingungsgleichung
mit xo(z) als maximaler Ausschlag = Amplitude an der Stelle z = 0

x(z,t) = xo(z) 'sin«(,it) . (10-1-3)

Fiir die kinetische Energie wird die Geschwindigkeit benotigt, man erhalt sie aus der ersten
Ableitung von x(z,t)

dx-(z,t) = xo(z)' (,i' cos( (,it) .
dt

Fiir die Schwingungsform wird die elastische Linie nach Fall (2) angenommen:

(10-1-4)

Fall (2) F ·f3 (Z3 Z )x(z) = --' - - 3 · - + 2 .
6 ·/·E f3 f

(10-1-5)

Fiir die Angriffsstelle der Kraft gilt z = 0

F·f3
X = -- = x (z=O)

max 3 ./.E 0
(10-1-6)

Diese Kraft F in (10-1-5) eingesetzt, gibt die Amplitude an der Stelle z

1 (Z3 Z )X (z) = - ' x . - - 3· - + 2 .
o 2 mu f3 f

Damit wird die kinetische Energie eines Masseteilchens drnF [aus (112· m' v2)]

(10-1-7)

mit drn = mp • dz
p f

(10-1-8)

mit dmF aus Abb. 10-1-2 und Formel (10-1-4)2 = Geschwindigkeir'

1 mp rdE = - • - ·dz ·[x (z)· (,i -costo r) .
2 f 0

Wird Formel (10-1-7) eingesetzt, dann erhalt man

1 mp 1 2 (Z3 Z )2dE = -' - • - •x . - - 3· - + 2 .dz . (,i2 . cos2( (,it) .
2 f 4 mu f3 f

(X:(Z))2

Fiir die Masse m am Ende des Balkens ist die kinetische Ene rgie

(10-1-9)

(10-1-10)
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(10-1-11)

Addiert man die Gleichungen (10-1-10) und (10-1-11), so erhalt man die gesamte Energie
des Systems. Dabei lassen sich einzelne Faktoren ausklammern: El

(10-1-12)

Die Integration fiihrt auf

E = L[mp
• .l . 132' R + m] ,x2 · c.i· cos2(wt)

2 R 4 140 max ,
(10-1-13)

Die [ ] kann man zusammenfassen und erhalt

E = .!. .[~.m + m].x2 · w2 · COS2(wt) .
2 140 p max

(10-1-14)

Bei einem Ersatzsystem, das aus einem Balken ohne Masse = Feder und einer Ersatzmasse
mers besteht , ist die kinetische Energie

(10-1-15)

Die Energien von Formel (10-1-14) und (10-1-15) miissen gleich sein, d.h . aber , daB die
[ [-Ausdriicke gleich sein miissen. Also muB fiir diesen Belastungsfall sein

33
m =m+-'m

en; 140 p
(10-1-16)

Abb. 10-1-3

Fiigt man fur diesen Fall zur Masse m noch 1/4 der 1 m Cl
Federmasse mF hinzu, dann ist die mitschwingende 1f------'---------'-'-'-'e/

Federmasse, die in der Formel fiir die Durchbiegung J }
nicht erscheint , hinreichend genau beriicksichtigt.

Bei dem beidseitig gelagerten und in der Mitte durch
m belasteten Balken kann man mit dem Faktor 0.5
arbeiten.

Abb. 10-1-4
f'--------+(10-1-17)1

men; = m + "2' mp •

Das gilt mit hinreichender Genauigkeit auch dann,
wenn m sich nicht genau in der Mitte befindet. (Siehe H m
hierzu Kap. Beispiele) tl"--~,-------i-,f 21
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11 Phasendiagramm

11.1 Phasenebene
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In der Phasenebene wird eine Schwingung dargestellt, indem man die Geschwindigkeit
dx/dt als Ordinate iiber dem Ausschlag (Weg) x als Abzisse darstellt. Die Phasendar­
stellung ist vielseitiger und besonders fur nicht harmonische Schwingungen geeignet. Damit
stellt fur jeden Zeitpunkt t ein Bildpunkt die Momentanwerte fur Weg x und Geschwindig­
keit x = v dar.

Damit ist in einem Punkt der Schwingungszu­
stand eindeutig; die Zeit ist der Parameter. Die
Gleichung der Pha senkurve ist v = v(x) .

Fiir eine Schwingung gilt , in der bereits friiher
aufgestellten Form (als Beispiel) fur den Weg

x

x = x ·cos(6J·t - qJ),

und fur die Geschwindigkeit

dx • . ( )- = -x' 6J. srn w ' t - qJ •
dt

(11-1-1)

(11-1-2)
Abb. 11-1-1 x-v-Diagramm

(11-1-3)

Nach dem Quadrieren und Addieren erhalt
man , nach dem Additionstheorem der Trigonometrie ist der Faktor von xauf der reehten
Seite der Gleichung sin2( ) + cos2( ) = 1 :

x2 + (dx~dtr = x2 · (COS2(6J· t - qJ) + sin2(6J· t - qJ))

(11-1-4)

Das ist in der Phasenebene eine Ellipse mit den Halbachsen x (= Amplitude der
Schw ingung) und x ' w mit w = Wo (= Eigenkreisfrequenz der Schwingung) .

x

-x

-xco

xo:
+x x X

+ -+-t--l.--J-+--+

Abb. 11-1-2 Schwingungsellipse Abb. 11-1-3 Phasenponriu

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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Die Halbachsen hangen von der Schwingungsamplitude ab (Anfangsbedingung) . Fur ver­
schiedene Anfangsbedingungen erhalt man eine Schar konzentrischer Ellipsen.

Alle Phasenkurven ergeben das Phasenbild = Phasenportrlit eines Schwingers. Sie laufen
im Uhrzeigersinn.

Es folgt aus
dxldt = X =} dx = X • dt und damit
fur .e > 0 =} dx > 0 (der Weg nimmt zu), sowie
fur x < 0 =} dx < 0 (der Weg nimmt ab).

AuBerdem stehen die Phasenkurven senkrecht auf der x-Achse (=Weg), denn ihre Tangente
ist dann (aus den Gleichungen fur die Geschwindigkeit dxldt = x und fur die Beschleuni­
gung dr/dr = x) 0

tan IX = m I dx = (x' dt)1(x •dt) = x / .e ,
denn fur x = 0 wird die Steigung (tan IX =} IX) fur of ~ 0 unendlich grof (Durchgang
durch die x-Achse) .

Es kann in der oberen und in der unteren Halbebene keine Punkte mit vertikaler Tangente
geben, denn fur jeden Punkt mit vertikaler Tangente rnuf! x = 0 sein . Werden x und of
gleichzeitig 0 , so erhalt man einen Slngularen Punkt. Es ist die Ruhelage .

Aus der Phasenkurve kann der zeitliche Verlauf der Schwingung nicht erkannt werden. Er
kann durch Integration bestimmt werden.
Mit der Gleichung

dx = x(x)
dt

erhalt man durch Trennung der Variablen

dt = ~
x(x)

Die Integration iiber die gesamte geschlossene Phasenkurve ergibt 0

(11-1-5)

(11-1-6)

t = to (11-1-7)

Als Beispiel soli die Gleichung (11-1-4) untersucht werden:

(X)2 (i)2i +x.w = 1.
(11-1-8)

Durch Umformen und Auflosen
nach x
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erhalt man den Nenner fiir das Integral in (11-1-7) zu

Mit den Grenzen des Integrales, in diesem Fall die positive und die negative Amplitude,
wird die Gleichung (11-1-7) zu

+x
T=2 '! dx .

-x (,) ·Ja 2-x2

Eine Integraltabelle liefert die Losung des Integrales

1 u{ )+xT = 2· - . arcs' ~ I .
(,) x -x

Das ist die Periode ndauer einer sin-Schwingung:

T = ~ . (~ + ~) = 2~7t .

(11-1-12)

(11-1-13)

(11-1-14)

Ein Feder-Masse-System mit sinusf6rmiger Schwingung ergibt konzentrische Ellipsen. Die
Gleichgewichtslage ist ein singularer Punkt.

Abb. 11-1-4 Wirbelpunkt
Abb. 11-1-5 Strudelpunkt

Wirbelpunkt :
Bei ungedampfte r Schwingung ist der singulare Punkt ein Wirbelpunkt. (siehe auch Abb.
11-6-5).

Strudelpunkt:
Bei gedampfter Schwingung wird die Ellipse zu einer Spirale und der singulare Punkt im
Nullpunkt zu einem Strudelpunkt (Siehe Abb. 11-6-6 bis Abb. 11-6-9) .
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Abb. 11-1-6 Knotenpunkt

11 Phasendiagramm

Abb. 11-1-7 Sattelpunkt

Knotenpunkt:
1st die Dampfung stark, riicken die Windungen auseinander. Bei sehr starker Dampfung
wird der singulare Punkt zum Knotenpunkt (s.Kap.II .2) .

Sattelpunkt:
Bei instabilen Gleichgewichtslagen werden die Kurven hyperbelahnlich (siehe Abschnitt uber
Pendel im Schwerefeld: s. Kap . 11.3) .

11.2 Starke Dampfung

Bei starker Dampfung sind aIle Phasenkurven im Nullpunkt tangential zu einer schrag durch
den Nullpunkt gehenden Geraden (Abb. 11-1-6) . Sie wandem langs der Geraden in den
Nullpunkt, wobei der Nullpunkt erst nach unendlich langer Zeit erreicht wird . In der Nahe
der Nullpunktes kann die Phasenkurve durch die Gerade

.i = -c . x (Gerade mit negativer Steigung) (11-2-1)

ersetzt wer den . In das Losungsintegral (11-1-7) eingesetzt, erhalt man

J
x dx 1

t =t - - = t -- '(lnx-Inxo ) '
o C :x 0 C..

Die Los ung dieser Gleichung fiihrt mit

In x - In xo = (t-tO> . ( -C)

(11-2-2)

(11-2-3)

auf eine Schreibweise in logarithmischer Form. Lost man diese Schreibweise auf, dann folgt
daraus die e-Funktion in der Form 0

(11-2-4)

und damit ein Faktor der Gleich ung einer gedampftcn Schwingung (Kapitel 24) . Der
Nullpunkt kann nur asymptotisch erreicht werden, deshalb schneiden die Phasenkurven die
Abzisse nicht senkrecht.
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11.3 Nicht lineare Schwinger
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In Kapitel 9.1 war das mathematische Pendel zunachst fur beliebige Ausschlage angesetzt
worden. In der weiteren Abwicklung war dann der Ausdruck sine durch 10 fiir k1eine
Ausschlage ersetzt worden. Nun wird diese Einschrankung nicht mehr getroffen (im
nachsten Abschnitt wird dann das Pendel selbst behandelt).

Die Differentialgleichung hat dann die Form

m ·q; + f{'P) = o. (11-3-1)

Dabei ist der zweite Term die riickstellende GrOBe, z. B. nach Kap. 9.1 Gleichung (9-1-4)

(11-3-2)

Das Phasendiagramm wird aus den GrOBen Geschwindigkeit und Weg gebildet; die DGL
enthalt jedoch die Beschleunigung. Die Beschleunigung ist die erste Ableitung der Ge­
schwindigkeit nach der Zeit. Andererseits enthalt die kinetische Energie die Geschwindig­
keit, so daB man ein Phasendiagramm Geschwindigkeit/Weg bilden kann. Dabei ergibt sich
in den folgenden Zeilen ein Problem: Nach DIN 1304 hat Ekin die Einheit N . m, mit der
Geschwindigkeit x m/s, wahrend beim Pendel die Geschwindigkeit auf dem Kreisbogen <p
rad/s ist. Das ist jedoch fiir die weitere Entwicklung der Gleichungen ohne Bedeutung.

Differenziert man die kinetische Energie nach der Zeit, so ist (Kettenregel) 0

2 (d 2 m
) (d m

) .. .Z·m · di .-It = m ·'P ·'P . (11-3-3)

Dieser Term enthalt aber den ersten Summanden der DGL, multipliziert mit der
Geschwindigkeit. Multipliziert man also die DGL mit der Geschwindigkeit und integriert
anschlieBend (Umkehrung der Differentiation), dann wird der erste Summand zur kineti­
schen Energie . Es wird also die gesamte DGL zunachst mit der Geschwindigkeit multipli­
ziert und danach integriert .

(11-3-4)

Wenn aber der erste Summand die kinetische Energie darstellt, muB der zweite Summand
die potentielle Energie sein. Dann steht aber auch der gesamte Ausdruck fur die gesamte
Energie der Bewegung.

Mit dem Ersetzen von cP durch den Differentialquotienten d"oldt und Gleichsetzen mit der
potentiellen Energie wird der zweite Summand aus (11-3-4) zu

(11-3-5)

und es ist dann
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Umgeformt wird daraus

1 · 2 E E2 ' m' lp + p = ges '

11 Phasendiagramm

(11-3-6)

(11-3-7)

LOst man diese Gleichung nach ip auf , erhalt man die Geschwindigkeit im Phasendiagramm

ifJ =
2- '(E -E ) .m ges p

(11-3-8)

Die Gleichung (11-3-5) wird dann in Gleichung (11-4-4) verwendet werden .

11.4 Pendel im Schwerefeld

Die Gleichung fur den nicht linearen Schwinger war (11-3-1)

m ',p + j(lp) = o .

Fur das Pendel mit beliebiger Schwingweite war (9-1-4) mit c = m' g/f

m',p + c· sin e = 0 .

Daraus folgt durch Vergleich der Summanden in (11-4-1) und (11-4-2)

f(lp) = c-sine ,

und damit wird durch Integration

~ ~

fj(lp) 'dlp = fC 'sinlp'dlp = C'(-COSlp)I = c'(I - COSlp) .
o 0

(11-4-1)

(11-4-2)

(11-4-3)

(11-4-4)

Es wird nun auf die Ableitung in Kap. 11.3 zuriickgegriffen:

Da der erste Summand der DGL mit der Geschwindigkeit multipliziert und integriert der
kinetischen Energie entspricht (s. Kap. 11.3) , muBdieser zweite Summand der potentiellen
Energie entsprechen. Fur diesen speziellen Fall des Pendels mit beliebig groBem Ausschlag
gilt:

Es muB im oberen Totpunkt (gr6Jlter Ausschlag) 'P = 'Pmax sein und damit die potent ielle
Energie zur Gesamtenergie werden, da dann die kinetische Energie gleich Null ist. Denn im
oberen Totpunkt ist die Geschwindigkeit gleich Null.
Es ist dann
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(11-4-5)

Diese Gleichung wird in (11-3-8) eingesetzt und damit wird die Geschwindigkeit im Phasen­
diagramm mit w = v(c/m) zu

(11-4-6)

~ 2 ·c<P = -' ( (l-costpmax) - (I -cose) ) ,
m

(11-4-7)

<P = w· J2' (cose - costpmax) . (11-4-8)

Das Phasendiagramm stellt dann die einzelnen Zustande dar, wobei sich leicht einige
Begriffe der Chaostheorie erklaren lassen .

Zunachst soli das Pendel (in diesem Fall das mathematische Pendel mit festem Faden =
massefreier Stange) in den Schwingungsformen gezeigt werden, in denen es im Phasendia­
gramm dargestellt ist .

1 2
Zustand 1: Das Pendel fuhrt nur
Schwingungen mit kleinem 'P aus .
Im Diagramm sind die Kurven Ellip­
sen urn den Ruhepunkt W = Wirbel­
punkt.

Zustand 2: Der Winkel 'P wird gro­
Ber, die Kurven werden einer Ellipse
ahnlich, Dieser Bereich wird durch 3
begrenzt.

Zustand 3: Die Separatrizen (s.
Abb. 11-4-2, 11-4-3) trennen die
Zustande 2 und 4 . Dabei erreicht das
Pendel die obere instabile Gleichge­
wichtslage in den Sattelpunkten S, in

denen es zum Still stand kommt. Es geniigt die kleinste Storung, urn das Pendel nach rechts
oder links schwingen zu lassen.

Abb. 11-4-1 Pendel in verschiedenen Bewe­
gungslagen

Setzt man in die G1eichung (11-4-8)

<P = w·J2' (cose - costpmax) (11-4-9)

fur 'Pmax = ±1l' ein, ist der cosrs) = (-I). Es wird dann die Gleichung zu
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,p ; w· J2·(cosrp + 1) .

Aus der Trigonornetrie wird die Gleichung benutzt

COS2 IX ; .!. .(1 + cos(2' IX» mit 2·IX; rp =}

2

1 + cosrp ; 2· cos2'!p" •
2

11 Phasendiagramm

(11-4-10)

IX;.!p..
2

(11-4-12)

Darnit kann man die Wurzel auflosen und man erhiilt fiir die Geschwindigkeit

d. ; 2· ea ·cos.!p..
T' 2 '

(11-4-13)

d.h . die Geschwindigkeit/Weg -Funktion der Separatrize folgt dern Cosinus . Diese Funktion
schneidet die Wegachse cp bei der Geschwindigkeit Null. Der Schnittpunkt ist ein Sattel­
punkt, von ihrn aus sind beide Richtungen miiglich. In Abb. 11-4-2 und Abb. 11-4-3 ist
u.a . der Sattelpunkt rnit seinen rnoglichen Richtungen fiir Weg und Geschwindigkeit einge­
zeichnet.

S 4
Epot

S
3

max
~2 1 / max

W
ID

-n min +n

Abb.1J-4-2 Energie-Berg und -Tal
eines Schwingers

3 S

~~

Abb. 11-4-3 Projektion zu Abb. 11-4-2

Zustand 4: Das Pendel fiihrt eine sich
iiberschlagende Bewegung aus. Dabei ist
die Richtung der Bewegung vorgegeben.
Die Kurven liegen nach Abb. 11-4-2 und
Abb. 11-4-3 auBerhalb der Separatrizen . In
Abb. 11-5-1 ist gezeigt , daB auch eine
solche Bewegung durch Energieverlust in
einern Strudelpunkt enden kann.

Man kann einen Streifen der Breite 2'lT"
parallel zur ,p-Achse zu einern Zylinder
zusammenfiigen . Dann laufen die Kurven
I und 2 urn den Wirbelpunkt, ohne urn
den Zylinder herumzulaufen , wiihrend die
Kurve 3 sowohl den Zylinder umlaufen
kann wie auch urn den Wirbelpunkt "krei­
sen" kann. Die Kurve 4 lauft in Schwin­
gungsform urn den Zylinder herum .

Abb. 11-4-4 3-D Darstellung
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11.5 Zusammenfassung
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Periodisches Verha lten:

Aperiodisches Verhalten:

Die Gleichgewichtspunkte bei linearen und nicht linearen Systemen konnen in zwei Gruppen
zusammengefaBt werden :

Wirbel (ungedarnpftes System)
Strudel (gedampftes System)
Sattel (instabiles Gleichgewicht)
Knoten, Quelle, Senke (mit tJ> 1 gedampftes System) .
Die Begriffe periodisch, aperiodisch und tJ werden in
Kap. 24 behandelt.

In Abb. 11-5-1 sind fur einen Schwinger mehrere Phasen in einem Diagramm gezeichnet.
Dabei ist zu erkennen , in welcher Weise in einem Phasenportrat die verschiedenen Kurven
ineinander iibergehen . Die Ziffern der Abb. 11-4-2 und Abb. 11-4-3 sind beibehalten .
Hinzugekommen ist der Einflufl der Dampfung, der zu einem Strudelpunkt fuhrt . Es konnen
alle Kurven in einem Strudelpunkt enden.

Strude l

Abb. 11-5-1a Phasenkurven

A

{\

Vv

St r udel ~noten

Abb. 11-5-1b Periodisches und aper iodisches Verhalten

Dreht man das Koordinatensystem um 90° und divi­
diert man die Geschwindigkeit der nun waagerechten
Achse durch wo' so erhalt man das Diagramm eines
Schwingers mit Coulomb'scher Dampfung (trockene
Reibung = siehe im Kapitel 29). Die Phasenkurven
werden zu Halbkreisen , die ineinander iibergehen
(Abb. 29-1-4) .

x

Abb. 11-5-2 Phasenportrtu
Coulomb'sche Dampfung
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11.6 Schwingungen, Spiralen

Archimedische Spirale

Verwendet man ein x-y-Koordinatensystem, so lassen sich die geometrischen Beziehungen
in einfacher Weise darstelIen. Wird ein Radius bei jeder Umdrehung (Durchlaufen eines
VolIwinkels 2·11') urn den gleichen konstanten Betrag vergrollert , so lautet die Gleichung in
Polarkoordinaten mit einer Konstanten c und dem Winkel (3

(11-6-1)

Der Radius nimmt konstant zu. Bildet man die Differenz zweier aufeinander folgender
Radien, so sind die Differenzen gleich groB, da auch die Zunahme gleich ist.

(11-6-2)

Das ist das arithmetrische Mittel. Die Darstellung in
kartesischen Koordinaten besteht in

wobei t der Parameter und c ein frei wahlbarer Faktor
ist. Es ist eine Rotation mit konstanter Geschwindig­
keit, uberlagert mit einer radialen linearen Bewegung
mit ebenfalls konstanter Geschwindigkeit. AlIe Ar­
chimedischen Spiralen unterscheiden sich nur durch
ihren Abbildungsmaflstab. Die damit verbundene
Schwingung ist anschlieBendin Abb. 11-6-7dargestellt
und wird in Kap. 29 in Abb. 29--1-5 als Schwingung bei
der Coulomb'schen Dampfung wieder erscheinen.

Abb. 11-6-1 Archimedische Spirale

x(t) ; c' t · cos(t)

yet) ; c ·t·sin(t) ,

(11-6-3)

(11-6-4)

Logarithmische Spirale

Steht die VergrOBerung fur den Radius in einem Exponenten, so wird die Spirale wachsen.
Durch Logarithmieren kommt man zu den Gleichungen

r ; e (c - P) ; In r > c · f3 .

Bleibt man in der logarithmischen Darstellung, so ist

In '3 - In '2 ; In '2 - In '1 '

(11-6-5)

(11-6-6)
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In 2 = In !i; '3

'2 '1 '2
(11-6-7)

eine geometrische Reihe und damit das geometrische Mittel

Dabei ist in Abb. ll-6-2 der Sektor 302
durch Drehung und Vergroberung aus 201
entstanden. Vergleicht man die Formel
(11-6-5) mit der Formel

(11-6-8)

(24-2-1)x = e(,! . t) ,

-es ist der Ansatz fur die charakteristische
Gleichung (Kap . 24.2)-, so muf diese
Spirale auch die freie gedarnpfte Schwin­
gung enthalten. In kartesischen Koordina - Abb. ll-6-2 Logarithmische Spirale
ten ist sie in Parameterdarstellung

x(t) =e(-c ·t) -sintr), (11-6-10) y(t) =e (-c ot). cos(t), (11-6-11)

wobe i c ein freiwahlbarer Faktor ist. Nimmt man die Gleichung (11-6-5) und laBt die
Spirale mit einem anderen Anfangswinkel 'Y beginnen, so wird aus

, = e (c 0 P) ~ r = e c • (P + y) • (11-6-12)

Das ist nach den Regeln fur das Rechnen mit Logarithmen

, = e(c 0 Y) • e(c 0 Pl = e(c • P) • const . (11-6-13)

Man erhalt also die gleiche Spirale, nur urn den Mittelpunkt gedreht. Ebenso kann man
sagen , daf die Spirale urn einen MaBstabfaktor (je nach Vorzeichen) vergroflert oder ver­
kleinert worden ist. Wendet man nun auf diese Spirale den Begriff der Ahnlichkeit an, so
kann man sagen , daf die Spirale selbstahnlich ist. Das Bild der Spirale wiederholt sich
standig in griiBeren oder kleineren Maflstab. Dabei konnen Storungen eingegeben werden ,
die bei einer vollig symmetrischen Figur eine Asymmetrie erzeugen, die wiederum eine
verbliiffende Ahnlichkeit mit einen natiirlichen Vorgang hervorruft. So wird durch Reibung
aus einer harmonischen Bewegung und ihrer ellipsenformigen achsensymmetrischen Dar­
stellung die gedarnpfte Bewegung mit ihrer abklingenden Schwingung.
In Kap . 30 .3 wird dann das Thema der Periodenverdopplung mit Hilfe der Iteration ange­
schnitten , urn zu zeigen , wie empfindlich "geordnete Systeme" gegeniiber geringsten
Storungen sein konnen und wie sie in "chaotisches Verhalten" umschlagen.
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a

Abb. 11-6-3 Koch-Kurve

v. Koch'sche Kurve
AIs ein Beispiel fur eine selbstahnliche Kurve soll die
Kurve dienen, die nach v.Koch benannt ist. Wird eine
Strecke in drei gleiche Teile geteilt , das mittlere Teil
entfernt und durch die zwei Seiten eines gleichseitigen
Dreieckes ersetzt , so wird aus (a) '* "Initiator" das Bild
(b) '* "Generator" . Aus einem Segment sind nun vier
Segmente gleicher Uinge geworden . Die Gesamtlange
betragt nun 4· (1/3) = 4/3.

Wiederholt man in (c) den Vorgang, so erhalt man 16
Segmente. Diesen Vorgang kann man beliebig fortsetzen,
man erhalt eine Kurve, die stetig ist aber nicht differen­
zierbar, sie hat keine Tangente. Bei beliebiger Verkleine­
rung wiederholen sich die Teilungen. Vergroflert man
einen beliebig kleinen Ausschnitt, findet man immer die
gleichen Formationen. Fugt man weitere Segmente an, so
kann man die Kurve schlieBen und so die Schneeflocken­
kurve erzeugen . Der Beginn ist zunachst ein gleichseiti­
ges Dreieck, in das ein auf der Spitze stehendes Dreieck
eingezeichnet wird .

Mit dem gleichen Aufbau wie in Abb. 11-6-3 wird dann
fortgefahren. Es entsteht die nach v.Koch benannte lnsel
oder Schneeflocke. Dabei kann jedes Segment wiederum
gebrochen werden . Ebenso konnen Storungen in der
Weise eingebaut werden, daB ein Schwenk in der ent­
gegengesetzten Richtung erfolgt. Damit kann die Kurve
praktisch beliebig verformt werden, ohne ihren fraktalen
Charakter zu verlieren.

Wie ahnlich sich die Darstellungen von Schwingungen
sein konnen , solien die folgenden Abbildungen zeigen. Es
werden die Abbildungen von Ellipsen, archimedischen
und logarithmischen Spiralen in Zusammenhang mit den Abb. 11-6-4 Schneejlockenkurve
harmonischen Schwingungen, den periodisch gedarnpften
Schwingungen und den Schwingungen bei trockener
Reibung gebracht,

Die Ellipsen stellen die freie ungedampfte lineare
Schwingung (harmonische Schwingung) dar (siehe
Kap. 24.3.1) .

Die Archimedische Spirale gibt die Projektion einer Cou­
lomb'schen Dampfung , d.h . die Wirkung der trockenen
Reibung wieder (siehe Kap. 29) .

Die Logarithmische Spirale ist das Bild einer freien
gedampften Schwingung (siehe Kap. 24.3 .2 und Abb. 11-
1-4 und Abb. 11-1-5)) Abb. 11-6-5 Harm. Schwingung
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Abb. 11-6-6 Archimed.Spirale Abb.11-6-7 Coulomb'sche Damp!

Abb. 11-6-8 Log.Spirale Abb. 11-6-9 Harm. Schwingung

Pythagorasbaum

Stellt man in der dargestellten Position den Satz von Pytha­
goras geometrisch dar, so werden sich die Verlangeru ngen
der Seiten in einem Punkt schneiden. Nach den Satzen der
Geometrie (Strahlensatz und rechtwinkliges Dreieck) erhalt
man zunachst die Beziehungen

Abb. 11-6-10 Pythagoras­
baum

(11-6-15)

(11-6-14)

a
c

cosp

Durch Gleichsetzen von a und Einsetzen von siniS wird daraus
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mit sinfJ = ..£ ,
'3

(11-6-16)

c· 2 = c · 2
sinfJ c

'3

(11-6-17)

Das ist aber die Gleichung (11-6-8), die
man nun nach (11-6-5) zuriickverfolgen
kann . Damit stellt sich heraus, daf die
Konstruktion die Entwicklung einer loga­
rithmischen Spirale darstellt. Es gilt dann ,
daB durch Drehung und Vergroflerung
bzw . Verkleinerung eine selbst-ahnl iche
Figur entsteht. Durch Variat ion der Anord­
nungen kann man bis zur Darstellung eines
fast realist isch wirkenden Baumes kom­
men, indem man einzelne Quadrate wieder
als Urspriinge eines "Baumastes" fortzeich- Abb. 11-6-11 Pythagorasbaum
net. Dabei wird die Bedeutung von e als
wachstum-bestimmende Gr6Be deutl ich
(vergleiche Abb. 11-6-9 auch bei Schwingungen). AIs e ( ) wird die Gr6Be in Kap . 24 die
gedampften Schwingungen bestimmen . Zu diesem Thema sind in Kap . 30 .3 -Ordnung und
Chaos- noch weitere Ausflihrungen .

c

Abb. 11-7-1 Koch-Kurve

11.7 Fraktale

Bei der v.Koch'schen Kurve nach Abb. 11-6-3 und Abb. 11­
7-1 wird die Lange der urspriinglichen Strecke in s gleiche
Segmente geteilt. Die Anzahl der verbleibenden Objekte ist
nach der ersten Operation N. In der Abb. 11-7-1 ist fur (b)
N = 4; s = 3; Gesamtlange N· (l Is) = 4· (1/3) .
Fiir (c) ist N = 16; s = 9; Gesamtlange 16/9 = 42 I 32.

(Es wurden die 3 Segmente wiederum in 3 Segmente unterteilt). Die Figur wird also aus N
Kopien aus der urn s verkle inerten Grundfigur aufgebaut und so eine selbst-ahn liche Figur
geschaffen. Nach Hausdorff gilt das Potenzgesetz

D = log N bzw.
log s

(11-7-1)

Bei der Koch-Kurve erhalt man
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D = log 4 = log 4
2

= 1,26186 .
log 3 log 32

67

(11-7-2)

Betrachtet man Objekte der Euklidischen Geometrie, so ist Dimmer eine ganze Zahl:
Strecke: N = 2; s = 2

D = log 2 / log 2 = 1. ~
Quadrat : N = 4; s = 2 t FR
D = log 4 / log 2 = 2.
Wiirfel: N = 8; s = 2
D = log 8 / log 2 = 3.

Die Koch-Kurve hat mit D = 1,26186 eine gebroche- Abb.II-7-2
ne und keine ganze Zahl. Ausgehend von der Haus- Strecke, Quadrat , Warjel
dorff-Definition fuhrte Mandelbrot den Begriff "gebro-
chen" =? "fraktal, lat. fractus = gebrochen" ein und sprach von der fraktalen Dimension.
Gebrochene Dimensionen findet man bei selbstahnlichen Objekten. Dabei unterscheidet
Mandelbrot zwischen der topologischen Dimension DT und der fraktalen Dimension D.
< Exkurs: Eine geometrische Figur bleibt in einer topologischen Abbildung vergr6Jlert oder
verkleinert erhalten, wobei Verzerrungen zulassig sind. Beispiel: Eine Figur wird auf ein
Gummituch gezeichnet. Das Tuch darf gestreckt oder gestaucht werden, es diirfen jedoch
keine Risse auftreten oder vorhandene Locher zugedriickt werden. > Die topologische
Dimension DT ist immer ganzzahlig. In der Euklidischen Geometrie ist DT = D. Hier noch
einige Beispiele:

v.Koch'sche Kurve

Verbleibende Objekte N = 4; Faktor s = 3;
D = log 4 / log 3 = 1,26186
Der Inhalt der v.Koch'schen Schneeflocke ist endlich, ihr
Umfang wird unendlich groJl.

Sierpinski-Dreieck

Verbleibende Objekte N = 3; Faktor s = 2;
D = log 3 / log 2 = 1,58496.
Der Flacheninhalt wird Null, der totale Umfang aller Lo­
cher wird unendlich groJl.

Sierpinski-Sieb

Verbleibende Objekte N = 8; Faktor s = 3;
D = log 8 / log 3 = 1,892789.
Der Flacheninhalt wird Null, der totale Umfang aller Lo­
cher wird unendlich groJl.

Abb. 11-7-3 Koch-Kurve

Abb. 11-7-4 Sierpinski­
Dreieck

Abb. 11-7-5 Sierpinski­
Sieb
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Cantor-Menge

Verbleibende Objekte N = 2; Faktor s = 3;
D = log 2 f log 3 = 0,63093.
Es wird jeweils das mittlere Drittel herausgenommen. Die
Cantor-Menge zerfal lt zum Cantor-Staub. Zur besseren
Darstellung ist die Linie jeweils als Flache dargestellt.

11 Pha sendiagramm

h::~: ' ::: ::;e*;:;: :~*::il b w <:;:@W®

IiEll fEEl fEEl!!!illl
mrn rnm gm ern
11 u fil II Dill u n

Abb. 11-7-6 Cantor-
Menge
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12 Attraktor, Grenzzykel

Nimmt man aus dem Phasendiagramm die Weg-Geschwindigkeitsfunktion, so sieht man,
dall die Kurve geschlossen ist, wenn keine iiuJleren Einfliisse wirken (Reibung) . Sobald das
Pendel in einem wirklichen Raum schwingt, wird es sich dem Koordinaten-Null-Punkt
nahern und schlieJllich in ihm stehen bleiben. Es hat die Auslenkung Null und die Ge­
schwindigkeit Null.

Weil dieser Punkt das Pendel anzuziehen scheint, nennt man ihn Anziehungspunkt oder
Attraktor. Das ist ein Punkt im Phasenraum, der ein System anscheinend in sich herein­
ziehen will. Damit ist die Verbindung zwischen Ordnung und Chaos gegeben . Man kann
sich den Attraktor in einer Landschaft als tiefsten Punkt vorstellen . Damit kann es aber auch
mehrere Attraktoren (Tiller zwischen Bergen und mit dazwischen liegenden Sattelpunkten
geben . Natiirliche Systeme werden so von Energietalern angezogen und von Energiebergen
abgestoJlen.

x

X
Gre nz

Anfachung

Abb.12-1-2 Energiebilanz Grenzzykel

Gre nzzykle n Wird ein solches Pendel immer
wieder angestollen, so dall der Ener­
gieverlust (z.B, durch Reibung)
durch Energiezufuhr ausgeglichen
wird, dann bleibt das Pendel auf sei­
ner zyklischen Bahn = Grenzzykel
= Grenzzykelattraktor. Das ist eine
geschlossene Kurve nach Abb. 12-1­
2, wobei das Pendel immer bei einer

sermsta bi l Storung versuchen wird, diese Bahn
als stabile Bahn zu erreichen. Anders
verhalt sich ein frei-schwingendes
Pendel, das bei der kleinsten An­

derung von aullen (Storung, z.B. durch Luftreibung) eine Bahnanderung erfahrt . Das ist
dann kein stabiler Grenzzykel. In dem Kapitel der Phasenkurven wird so der Strudelpunkt
dargestellt , wenn die Storung konstant bleibt.

Nimmt man als Beispiel ein Uhrpendel, so wird
ihm durch den Antrieb Energie zugefuhrt, durch
die Reibung wird Energie entzogen.

Wird einem Schwinger stiindig Energie zuge­
fuhrt (Anfachung), so wird mit der zugeftihrten
Energie auch die Amplitude A zunehmen. Die
Darnpfung wird ebenfalls zunehmen und ab
einem bestimmten Punkt, in dem die zugefuhrte
Energie gleich der durch Dampfung verbrauch­
ten Energie ist, wird die Dampfung Iiberwiegen.
Es wird sich ein Zustand einstellen, in den der
Schwinger immer wieder durch Dampfung oder
Anfachung auf den Grenzzykel zuruckgefuhrt
wird, wenn der Grenzzykel im instabilen Zu-

stab il mst ab il

Abb. 12-1-1 Formen der Grenzzykcl

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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stand nach Abb. 12-1-1 in der einen oder anderen Richtung verlassen wird. (Siehe auch
Kap. 15 -Energiediagramm).

Der "moderne" Name Grenzzykel darf nicht dariiber hinwegtauschen, daB es sich urn ein
Phanomen handelt, das die Menschen in ihrer Geschichte begleitet. Schon friih taucht in
vie1en Kulturen und Religionen das Motiv des Kreises (Wirbel, stabiler Grenzzykel) und der
Spirale (Strudel, semistabiler Grenzzykel) auf. In der Bibel findet sich (als einziges Beispiel
hier angefuhrt) die Stelle "Er ist der Herr, des Weg Wetter und Sturm ist..." (Nahum 1.3).
Die germanischen Volker verbanden mit der Vorstellung des Sturmes (zur Jahreswende) das
"Wilde Heer", ein Motiv, das Weber im Freischiitz aufgreift.

Das Christentum iibernahm spater auf Steinkreuzen die Darstellung des Wirbels auf dem
Kreuz als symbolische Darstellung fur den Corpus Christi.

In asiatischen Religionen findet man den Wirbel als Symbol fur Seelenwanderung.

Wiederkehrende, lebenserhaltende Zyklen wurden mit dem Kreismotiv verbunden (Tag­
Nacht-Wechsel, Jahreszeiten, Sternkreise). Die Spirale steht fur Entstehen und Vergehen,
Aufgang und Untergang, Schopfung und Vernichtung. Aus dem Urwirbel entsteht Leben,
der Strudel bringt den Tod. Quelle und Senke.

Abb. 12-1-3 Ammonites annulatus, Lias (alteste Schicht des Jura, 2oo Mill. Jahre)
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13 Federn mit rechtwinkl iger Belastung
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Werden zwei Federn in ihrer Achsrichtung
belastet, so ist mit der Vorspannung Fa fur jede
Feder die Kraft

(13-1-1) ~
Abb. 13-1-1 Belastung in Achsrichtung

Mit

(13-1-2)

folgt
F = F 1 - F2 = c·x .

Die Vorspannkraft hat in diesem Fall keine Wirkung.

(13-1-3)

(13-1 -4)

Abb. 13-1-2 Belastung senkrecht
zur Achsrichtung

Abb. 13-1-3 Geometrie jar Weg und Kraft

Werden dagegen die Federn senkrecht zu ihrer urspriinglichen Achsrichtung nach Abb. 13­
1-2 belastet, so erfolgt die Langenanderung fl.£ in der ausgelenkten Lage. Dann ist nach
Abb. /3 -/-3

da fl.t2 in der Summe vernachlassigbar klein wird .

Gleichung (13-1-5) laBt sich nach der Fedcrverlangerung fl.£ umstellen:

fl.f = .[i2;-;'i - f .

(13- 1-5)

(13-1-6)

(13-1-7)

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Aullerdem ist nach Abb. 13-1-3, Teil A und Teil B, und mit (13-1-5)

(13-1-8)
x

~

sina = _ x_ = _
R + !!..R

sowie

Fx = F'sina . (13-1-9)

Damit wird die Kraft in der Achse der ausgelenkten Feder mit der Vorspannkraft Fo

F=F +!!"·tJ.R
o 2 '

(13-1-10)

F = Fo + !!.. . (~ - R) .
2

(13-1-11)

Die Kraft in x-Richtung ist mit den beiden x-Komponenten der Federn 1 und 2 und (13-1-8)

(13- 1-12)
xFx = FX1 + F x2 = 2 'F'sina = 2·F·---

~

F. = 2 · x '(Fo + !!.. . (~ - Rl) ,
~ 2

(13- 1-13)

2·x·Fo ( R)F. =~ + X 'C' 1 -~ . (13-1-14)

Die Differentialgleichung erhalt man mit FT = m-x und Fx zu

FT + F. = 0 . (13-1-15)
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14 Betriebsdrehzahl und Resonanz
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Stimmen Eigenkreisfrequenz Wo und Erregerkreisfrequenz We im Arbeitsbereich uberein, so
kommt es zur Resonanz . In (14-1-1) strebt dann x => 00 , wenn der Nenner mit we => Wo
gegen Null geht . Die Auslenkung einer Welle ist (Herleitung der Gleichung in Kap. 18)

ex =

(::r -1

(14-1-1)

Befindet sich der Betriebsbereich der Maschine im Bereich der kritischen Drehzah l (in
Abb. 14-1-1 schneiden sich z.B. fiir den Fall(2) nkrit und damit w02 mit der Erregerkreis­
frequenz we = 11"' nel30 (w 1/s; n 1/min) an der Stelle (2)), dann kommt es zu Resonanz­
schwingungen. Die Gleichung fur die Eigenkreisfrequenz lautet:

mit c = Federkonstante
m = Masse

Da der Arbeitsbereich haufig die festgelegte Grolie ist, muB von der Konstruktion her
versucht werden, die Eigenkreisfrequenz aus diesem Bereich herauszulegen .

1. Mogl ichkeit: Vergroj.lern van Wo

a) Vergrollern von c => moglichst harte Federung
b) Verkleinern der Masse

Beide Falle scheiden meist aus , denn harte (keine) Federung heiBt, die Schwingung nahezu
voll auf die Umgebung zu iibertragen , und Verkleinern der Masse verbietet sich wegen der
ohnehin meist in der Nahe der unteren Sicherheitsgrenze liegenden Konstruktionswerte .

Die Resonanz ist in Richtung der hoheren Drehzahlen nach (3) verschoben . Der Zustand (3)
ist erreicht. Die Maschine lauft in der Betriebsdrehzahl im unterkritischen Bereich, also
links von (3). Dabei erkennt man leicht, daB der Resonanzbereich (= Bereich groBer
Amplituden) erheblich breiter geworden ist.

2. Moglichkeit: Verringern van Wo

a) Verkleinern von c => moglichst weiche Federung
b) Vergroflern der Masse

Beide Wege bringen Vorteile fur die Konstruktion. Wird c verkleinert, dann ist die Fede­
rung weicher , die Umgebung wird weniger belastet. Der Resonanzbereich wird in Richtung
der niedrigeren Drehzahlen nach (1) verschoben, die Betriebsdrehzahl ist nun reehts vom
Zustand (I) .

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Wird m vergroflert , dann gewinnt man eine hohere Sicherheit. Die Maschine lauft dann im
iiberkrit ischen Bereich, der Resonanzbereich liegt bei (1). Er muBalso durch fahren werden ,
ist aber , wie leicht zu sehen ist, auch entsprechend schmal.

Die meisten , dem Laien bekannten Maschinen laufen auf diese Art, von der Waschmaschine
bis zum Automotor.

x/mm
0.50

0.40 w
01

0. 30

0.20

0.10

1000 4000 1 6000

n B'e trieb

8000 10000

n/min

Abb. 14-1-1 Resonanzdiagramm

In der Auswuchttechn ik wird sowohl im unterkritischen als auch im iiberkritischen Bereich
gefahren (siehe Kap. 27.8 und Kap. 25.4).
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15 Energie und Lagrange

15.1 Energiediagramm
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Bei einer Schwingung lauft eine periodische ungedarnpfte Bewegung in der Form ab, dall
sich zwischen einem positiven und negativen Maximum (Amplitude x)eine Masse mit den
sich zeitlich andernden Groflen Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung bewegt.

Die gesamte Energie mull sich aus der Summe der kinetischen Energie und der potentiellen
Energie zusammensetzen :

Dabei ist die kinetische Energie

w: = .!. ' m' x 2
k 2

und die potentielle Energie aus der Federarbeit (siehe nachste Seite)

W = .!. -F>x = .!. . e -x . x = '!' ·c·x2 •
p 2 2 2

(15-1-1)

(15-1-2)

(15-1-3)

Dabei gilt , daf jeweils dann, wenn die potentielle Energie ihr Maximum hat, die kinetische
Energie Null sein mull und umgekehrt, denn im oberen (unteren) Totpunkt ist die Am­
plitude am grollten und die Geschwindigkeit Null. Andererseits ist beim Durchgang durch
die Null-Linie die Amplitude gleich Null, die Geschwindigkeit aber am grollten (Kap. 3.3) .

Daher mull die maximale kinetische Energie gleich der maximalen potentiellen Energie sein:

(15-1-4)

Aus der ersten Ableitung der Schwingungsgleichung (Kap. 3) folgt fur die Geschwindigkeit
x = w·x und damit (fur x= xmax mit x= maximalen Ausschlag = Amplitude)

(15-1-5)

(15-1-6)

Die Division durch x und Umstellen nach w ergibt dann wieder die G1eichung fur die
Eigenkreisfrequenz als

Wo = V(c1m).

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Wpot max

WPOl

+ X r- ------ = = = -i_ re:;.
(,)0 Langs - ~ ---;;- ,

Fiir die gerade wie auch fiir die
kreisf6rm ige Bewegung folgt mit den
entsprechenden Federkonstanten

= ~ COre]h •Wo Dreh

Der Verlauf der Funktion Energie­
Weg ist damit parabelf6rmig .

x

-x

Abb. 15-1-1 Energiediagramm

F
Wie bereits in Kap. 2 beschrieben , wird von einer
linearen Federkennlinie ausgegangen. Geometrisch
gesehen ist dann die Flache unter der Kennlinie die
Arbeit

w

Abb. 15-1-2 Federarbe it

x
W = ! 'F'x

2 '

und damit die potentielle Energie

(15-1-7)

15.2 Lagrange'sche Gleichungen zweiter Art

AlIgemeine Beschreibung

Nach Kap. 15.1 kann ein System in der Form (15-1-1) beschrieben werden

Wges = Wk + W
p

= const (15-2-1)

Beispiel fiir ein Feder-Masse-System (System mit einem Freiheitsgrad) nach (15-1-5)

! ·m·,i2 + !·c ·x2 = const .
2 2

(15-2-2)

Es k6nnen also mit Hilfe der Energiebetrachtungen die Bewegungsgleichungen fiir schwin­
gende Systeme aufgestellt werden. Dazu muB (15-2-2) differenziert werden
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:!:·m·x + :!: ·c·x ; 0
2 2

m'x+ C'x ; 0 .

77

(15-2-3)

Nimmt man die Abb. 2-2-3, so hat dieser starre Korper 6 Freiheitsgrade. Es existieren die
drei Wegkoordinaten und die drei Winkelkoordinaten. Es konnen elastische Bindungen
(durch Federn) existieren. Zwangsbedingungen (kinematische Bindungen) entstehen durch
Gelenke, Fiihrungen , starre Lagerungen . (Beispiel: Abb. 15-2-1 Kolben => Translations­
bewegung, Kurbelwelle => Rotationsbewegung, die starre Verbindung erfolgt iiber das
Pleuel) . Zwangsbedingungen reduzieren die zur Beschreibung der Bewegung des Systems
erforderlichen Koordinaten . Die dann noch erforderlichen Koordinaten werden als verall­
gemeinerte = generalisierte Koordinaten qk bezeichnet. Sie konnen durch Langen, Winkel
und deren Verhaltnisse usw . dargestellt sein. Mit dem Buchstaben q soll deutlich gemacht
werden, daB q nicht eine kartesische Koordinate sein muB. Die Anzahl der Freiheitsgrade
werden mitfangegeben. Man unterscheidet:

Holonom-skleronom: die Zwangsbedingungen sind zeitunabhangig (zeit invariant),

Holonom-rheonom: die Zwangsbedingungen enthalten explizit die Zeit (zeitvariant) .

Bedingungsgleichungen, in denen neben der Zeit nur die Koordinaten q und nicht ihre
Ableitungen nach der Zeit auftreten , werden als holonome Bedingungsgleichungen bezeich­
net. Holonome Zwangsbedingungen bestehen dann , wenn die Systeme vollstandig durch f
notwendige verallgemeinerte Koordinaten beschrieben werden konnen . Bei nichtholonomen
Bedingungsgleichungen treten neben q auch die Ableitungen q auf. In der Spezialliteratur
wird gezeigt, daB es nicht moglich ist, sie durch Integration zuriickzufiihren. Nichtholonome
Systeme werden daher in der allgemeinen Literatur nicht betrachtet.
In Abb. 15-2-1 (ebene Schubkurbel) existiert ein
Freiheitsgrad und die holonome Zwangsbedin­
gung zwischen qj ='PI und qz='Pz

R.·sinlpl ; ~'sinlp2' (15-2-4)

Abb. 15-2-1 Ebene Schubkurbel

Systemanalyse

Die Aussage iiber das System in Abb. 15-2-1 ist:
Freiheitsgrad : 1
freie Koordinaten : 2 (x und 'PI )
Zwangsbedingung: 1 ( nach folgender Umformung)

RI + ~ ; RI'coslpl + ~ 'COSlp2 + X ,

X ; R. ( 1 + ~ - cose - ~ ' COSIp ) .
I RI 1 RI 2

Mit (15-2-4) kann man iiber die Winkelfunktionen cos'Pz eliminieren

(15-2-5)
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RI .sin Ip1 = 4' sin lp2
f.

sinlp2 = t ' sin lpl = .)1 - COS21p2

- (~rSin21p1

(15-2-6)

(15-2-7)

Lagrange'sche Gleichungen zweiter Art

Mit Hilfe der Lagrange'schen Funktion konnen die Bewegungen von Systemen (Massen­
punkte , starre Korper) auch fur beliebige Koordinaten beschrieben werden. Es werden dabei
die kinetischen und potentiellen Energien betrachtet. Vergleicht man die Literatur, treten
dabei verschiedene Bezeichnungen auf:

Wk Ek T kinetische Energie,
Wp Ep U IT potentielle Energie.

Die Lagrange ' sche Funktion lautet mit den verallgemeinerten Koordinaten qi und den
Freiheitsgraden f, dabei ist i = I ... f :

(15-2-8)

Fur konservative Systeme erhalt man die Lagrange'schen Gleichungen zweiter Art durch
partielle Differentiation (siehe z.B. (15-2-2) und (15-2-3))

(15-2-9)

Als Beispiel soil ein Translations-Rotations-Schwinger betrachtet werden, der in Kap.
Beispiele zu Kap. 16, Aufgabe 3 und in Kap. 28.3 (Koppelschwingungen) mit anderen
Methoden untersucht wird. Dabei soil die Einschrankung gelten, daB die Langsbewegung
nur in einer Richtung und die Drehbewegung nur mit kleinen Winkeln und urn den Schwer­
punkt erfolgen darf. Die Auslenkung erfolgt urn x und dazu wird die Feder I urn den Weg
£t ' cp zusatzlich gestaucht und die Feder 2 urn den Weg £2' cp weniger gestaucht. Da der
Winkel cp der Rotationsbewegung klein sein soil, kann der Weg £. cp als linear in Richtung
x angesehen werden .
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Freiheitsgrade 2
Freie Koordinaten 2 (x; 'P)
Zwangsbedingungen 0
generalisierte Koordinaten qj = x ; q2 = 'P

Die kinetische Energie ist

w. = m'x2
+ Js ' fil2 (15-2-10)

k 2 2
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~
FTi2 -

- -~

5
F1 F2
~

Abb. 15-2-2 Translation s-Rotations­
Bewegung

Die potent ieIle Energie berechnet sich aus den Kraften (siehe auch (2-1-1) und (15-1-7»

(15-2-11)

(15-2-12)

Die Lagrange'sche Funktion L = Wk - Wp ,(15-2-8), wird mit (15-2-10) und (15-2-12) zu

L = .!.m' x2 + .!.1 . fil2 - .!.c . (x + R. rpi - .!.c . (x - R, • 4. (15-2-13)
2 2 8 2 1 1 22 2""

Durch die partieIle Differentiation erhalt man

aL .
- = m 'xax '
~(aL) = m'x .
dt ax '

aL -1 ' .afil - 8 rp ,

~(aL) = J . .. .
dt afil 8 rp ,

(15-2-14)

(aL)· _ aL =0 ' 1'qi+c .R, '(x +R 'rp) -c. D.(x -R, 'm) =0. (15-2-16)afil arp , 8 1 1 1 2 '2 2 .,..

Nach Umformung erhalt man Gleichungen, die identisch mit (28-3-20) und (28-3-22) sind
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Ein Kran rollt reibungsfrei, dabei pendelt
die Last m 2' Gesucht sind mit Hilfe der
Lagrange 'schen Gleichungen zweiter Art
die Differentialgleichungen.

Frei heitsgrade: 2
generalis . Koordin. ql = x; q2 = 'P
Die Masse ml hat die Geschwindigkeit X,
die Masse m2 eine absolute Geschwindig­
keit, die sich aus der Geschwindigkeil von
ml und der Pendelgeschwindigkeit zusam­
mensetzt . Fur die poten tielle Energie ist
die Energie der Feder und die Lageenergie
des Pendel s, geme ssen von dem Koordina­
ten-Nullpunkt, einzu setzen.

Abb. 15-2-3 System

ty
I X

1cOS~ ~~-!-~I__ -~ .j ~}ps l np
P'P 'C OSp X

Abb. 15-2-4 Geometrie

Damit sind die Energ iegleichungen

w: = .!.·m ' x2 + .!.·m ' [(x + t -iP'COSrp)2 + (I. iP'sinlpfJ .
k 2 I 2 2 '

w: =.!.·m 'x2+.!. ·m ·[x 2+ 2 ·x·f· riJ 'coslp+ f . iP2-cos'rp + f . iP2'sin2 rpJ.
k 2 1 2 2

Die Lagrange'sche Funktion wird zu

L = Wk - Wp

=.!.(m +m )·x2+m ·X·R·iP·cOSIp +.!.m ·f·iP2- '!'c ·x2+m ·g · f·coslp2 12 2 2 2 2 2

Die partiellen Differentiationen ergeben

(15-2 - 19)

(15 -2-20)

(15- 2-21)
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aL ( ) , • 'ai = ml + mz ' x + mz" ''P'cos'P;

~(~~) = (m! + mz) 'x + mz'f·q;,cos'P - mz'f'if>'sin'P ' if>;
.........-'~

aL z 3

ax

81

(15-2-22)

Dabei ist zu beachten, daB cOSIO bzw, sine eine innere Funktion enthalt , da 10 eine Funk­
tion der Zeit ist und nach der Zeit differenziert wird. Die Ziffern geben die Reihenfolge der
Schritte an,

(15-2-23)

Man erhalt durch Einsetzen in die Lagrange'schen Gleichungen die Differentialgleichungen

(15-2-24)

x 'cosrp + f'q; + g'sinrp = 0 ,

(15-2-25)

(15-2-26)

Diese nicht linearen Differentia1g1eichungen sind geschlossen nicht losbar , Sie konnen
jedoch durch die Annahme kleiner Winkel 10 linearisiert werden.

x + f' q; + g ' rp = 0 .

(15-2-27)

(15-2-28)

Darin ist fur die festgehaltene Masse m \ die Gleichung fur das mathematische Pendel
enthalten .

(15-2-29)

Fur die weitere Verwendung der DOL (15-2-27) kann der Summand mz'i· epz. 10 ver­
nachlassigt werden, da er gegenuber den anderen Summanden in hoherer Ordnung klein ist.
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Das Massentragheitsrnoment einer Walze soli durch Auspen­
deln bestimmt werden . Gesucht sind mit Hilfe der
Lagrange'schen Gleichungen zweiter Art die Differential­
gleichung und die Zeit T fur eine Periode.
Dabei werden die Wellenzapfen auf Schneiden gelegt, auf
denen sie abrollen konnen . AuBerdem wird eine Zusatz­
masse m2 angebracht.

15 Energie und Lagrange

Abb. 15-2 -5 System

Zwangsbedingung x = r- 'I'
generalisierte Koordinate 'I'

Wahrend das Pendel nach rechts ausschlagt, es hat die Rela­
tivgeschwindigkeit t- <P, bewegt sich der Aufhangepunkt
gleichzeitig mit der Geschwindigkeit i nach links. Das er-
klart die Vektoren im Geschwindigkeitsdiagramm . Der 'P
Koordinaten-Nullpunkt liegt auf der Achse der Walze .

Damit sind die Energiegleichungen

w: =.!. ·m ·x2+'!' ·m ·[( f'fP·cOS lfJ - r. ,p)2+(f . ,p' sin lfJ)2] +.!. 'J. ,p2.
k 21 2 2 2'

w: = .!.m ·x2+ '!' m .[Q2.,p2 'COS2lfJ -2 ·f·,p2 "'COsrp +,2 ',p2 + f2 ',p2 'sin2rp]+.!.J ' ,p2.
k 2 1 2 2 2

mit sin 2rp + cos 2rp = 1

(15-2-30)

Die Lagrange'sche Funktion wird zu

(15-2-32)
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Die partiellen Differentiationen ergeben

~~ = (J + mJ ·r2)·cP + ~'m2 '[Z'(il2 + r 2)·cP - 4 'iI'cP 'r'cosIp] ;

~(aL)=(J+m 'r 2)'fij+m '(f+r2)'fij -Z 'm ' iI' fij' r' cosIp
dt acP J 2 2 (l5-Z-34)

+Z 'm2' iI' cP ' r ' sin lp' cP ,

Dabei ist zu beachten , daB COS\<, bzw. sine eine innere Funktion enthalt, da \<' eine Funk­
tion der Zeit ist.
Man erhalt durch Einsetzen in die Lagrange'schen Gleichungen die Differentialgleichung zu

(
aL)' _ aL = 0 . (15-2-35)
acP alp

Diese nicht lineare Differentialgleichung ist geschlossen nicht losbar . Sie kann jedoch durch
die Annahme kleiner Winkel \<' linearisiert werden. AuBerdem kann der Summand
mz'e.,pz.r vemachlassigt werden, da er in hoherer Ordnung klein wird. Damit ergibt sich
die Differentialgleichung zu

und mit einer binom ischen Umformung im Nenner erhalt man

(15-2-37)

J + mJ • r 2 + m2 ' (f - ri

m2 ' g ' iI
(15-2-38)
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16 Zusa mmenschalten von Federn, Rahmen

In der DGL ist der Faktor des Weges immer wo2 und nach der Grundformel der harmoni­
schen Schwingung

(16-1-1)

Der Zahler stellt also immer eine Federkonstante dar , auch wenn nicht nur eine Feder
vorhanden ist oder das Element keine Feder im allgemeinen Sprachgebrauch ist.

16.1 Para llelschaltung

Die Verlangerungen der einzelnen Federn sind gleich groll (gleiche Federwege) . Dabei wird
vorausgesetzt, dall die Masse in Richtung der Wirkungslinie der Federkraft bewegt wird.

(16-1-2)

(16-1-3)

T
'x f

Es spielt fur die Schwingung keine Rolle, ob
es sich urn eine Druck- oder Zugfeder han­
delt, entscheidend ist die Bedingung nach
Gleichung (16-1-2) . Durch die Summe der
Federkonstanten der Einzelfedern ist Cges

immer griiller als die Federkonstante einer
Einzelfeder, das System ist dadurch harter .

Abb. 16-1-1 Parall elschaltung

(16-1-4)

Achtung: Ist dagegen xl ;z! Xl' so mull das
System nach Kap. 28.3 (Koppelschwingun­
gen) behandelt werden. Siehe hierzu auch
Beispiel zu Kap. 16 in Kap. Beispiele. Dort
finden sich die Bedeutungen der Groflen , Die
Gesamtfederkonstante ist

c ; c] 'c 2 ' ( f ]2 + (2
2

) .

ges 2 2
C] · f] + C2 'f2

Abb. 16-1-2 Keine Parall elschaltung

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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16.2 Hintereinanderschaltung

Der Aufhangepunkt der zweiten Feder wandert mit dem Endpunkt der ersten Feder. Die
Federwege addieren sich (mit F = C' x = m'g ist die Belastung in diesem Fall die Ge­
wichtskraft)

Xges = Xl + x2 '

m·g m·g
+

m·g
Cges Cl C2

+
Cl + C2

Cges Cl C2 Cl · C2

Cl · C2
Cges - - - -

Cl + C2

(16-2-1)

(16-2-2)

(16-2-3)

(16-2-4)

Besonders fur Wellen, deren Durch­
messer sich andern , wird die Ge­
samtdrehfederkonstante aus den
einzelnen Federkonstanten der Wel­
lenelemente auf diese Weise berech­
net. Die Gesamtfederkonstante ist
kleiner als jede Federkon stante fur
sich. Das System ist weicher gefe­
dert. Hinweis: Bei weiteren Elemen­
ten ist die Bruchrechnung in (16-2-3)
zu beachten (Hauptnenner) und nicht
einfach in (16-2-4) weiterzuschre i­
ben, als ob es eine Reihenentwick ­
lung ware!

m JXQes
Abb. 16-2-1 Hintereinanderschaltung

16.3 Rahmen

In Kap. 30.5 -Erdbeben und Schwingungen- wird im Abschnitt -Auswirkungen- gezeigt , wie
sich die Schwingungen , die durch Erdbeben hervorgerufen werden, auf Bauwerke aus­
wirken. Es wird nur zu gem vergessen, daB Deutschland nach DIN 4149 Zonen aufweist,
bei denen diese Belastung zu prufen ist. Die meisten Industriebauten werden als Skelett­
bauten erstellt , d.h. das Geriist ist ein Stahlrahmen, der die Belastungen (Menschen ,
Wande, Maschinen) aufnimmt und der entsprechend verkleidet wird. Nach Kap. 30.5 treten
hauptsachlich horizontale Beschleunigungen auf. Dadurch werden nach F = m' i Krafte auf
das Bauwerk wirken, die zu Schwingungen fuhren.
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Der zunachst nicht durch eine Hor i-

zontalkraft F belastete Rahm en tragt m m ~ IXiD

als Last die Masse m. Durch die 0C'r F~77777horizon tale Bewegung des Boden s
(Untergrundes) wird eine Bewegung
eingeleitet, die zu einer Auslenkung
der GroJ3e x fuhrt , Durch die Kon-

strukt ionsbedingung, daB der Winkel Abb. 16-3-1 Horizontal bewegter Rahmen
'P = 0 ° sein muB, kann man das
Moment M durch Ersetzen eliminie-
ren und den Weg best immen. Fur den einseitig eingespannten Balken im vierten Teilbild
nach Abb. 16-3-1 gilt fur die Durchbiegung und den Winkel am freien Ende

Kraft :

Moment:

(16-3-1)

(16-3-2)

Wegen der Symmetrie kann fur den Weg eines Stieles aufgestellt werden

F 'R 3
x=--

3 ·/·E

Fur den starren (nicht verformten) Riegel folgt aus der Bedingung fiir 'P = 0

(16-3-3)

F 'R 2 M 'R
rp=-- -- =O

2·/·E / ·E
=} M = !..:..! .

2
(16-3-4)

Ersetzt man in (16-3-3) das Moment, so wird der Weg x

F 'R 3
X = -- -

3 ·/ ·E
F 'R

3
=~

4 ·/ ·E 12 ·/·E
(16-3-5)

Die Gleichung fur eine Federkonstante ist allgemein mit der Umformung

F = c :x F 12 ·/·Ec =- ----
x R3

(16-3-6)

Fur diesen Rahmen gilt , daB beide Stiele um den gleichen Weg x verformt werden. Das ist
eine Parallelschaltung mit zwei Federn . Die Eigenkreisfrequenz wird dann fur dieses System

(,)0 = ~ 2· c = ~ 24 ' / . E .
m m'R 3

(16-3-7)
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17 Mehrfach besetzte Wellen

87

Nur in der theoretischen Vereinfachung befindet sieh eine in einem Punkt konzentrierte
Masse auf einer massefreien Welle (Drehachse). In der Praxis wird mindestens eine Masse
m, deren Schwerpunkt sich fertigungsbedingt nicht auf der Lagerachse befindet , eine Welle
belasten, von der man annehmen kann, daB ihre Masse mwvernachliissigbar gegeniiber m
ist. Bei der Biegung ist in Kap. 10 gezeigt worden, daB man den Anteil der mitschwin­
genden Balkenmasse mit einem Faktor hinreichend genau zur belastenden Masse zuschlagen
kann. Auch ist in diesem Kapitel bereits gesagt worden, daB man die Verformung durch
Schwingungen hinreichend genau mit den Gleichungen der Verformungen aus der Festig­
keitslehre beschreiben kann.

Dabei ist streng zu unterscheiden, urn welche Art der Schwingung es sich handelt. Sind es
Biegeschwingungen von Balken, so ist der Fall eindeutig. Handelt es sich urn Schwingungen
von WelIen, so ist im alIgemeinen Sprachgebrauch eine Biegeschwingung gemeint . Das liegt
daran , daBdie WelIe durch Fliehkriifte durchgebogen wird und dabei umliiuft, so daBes den
Anschein hat, die Welle wiirde hin- und herschwingen. Dabei handelt es sich urn die Ver­
formung, die durch die biegekritische Drehzahl hervorgerufen wird (Kap. 18). Eine Welle
kann jedoch auch wie ein Balken durch "echte" Biegeschwingungen belastet werden . Die
andere Form der Wellenschwingung ist die Torsionsschwingung, die in Kap. 23 besprochen
wird. Dabei ist der eigentlichen Drehbewegung (Drehzahl n) eine Schwingung urn eine mit
der Drehzahl n rotierende Null-Lage iiberlagert. Wie spiiter noch gezeigt wird , konnte bei
einer Torsionsschwingung die Welle ebenso stillstehen. 1st die Welle an einem Ende
eingespannt, der Verdrehwinkel an dieser Stelle also Null , so bezeichnet man die Welle als
gefesselt . Dabei kann die Einspannstelle durchaus eine Rotation ausfiihren.

Biegung Tors ion

Abb. /7-/-/ Biege-undTorsionsschwingung, Unterscheidung amBeispieleiner Einzelmasse

Bei den Biegeschwingungen , die durch die Fliehkriifte hervorgerufen werden, gibt es
mehrere Losungsverfahren , die in ihren Resultaten fur die Praxis hinreichend genau
iibereinstimmen . Sie werden je nach Aufgabenstellung und Aufwand eingesetzt. In den
folgenden Kapiteln werden zunachst die Biegeschwingungen besprochen.

Bei den Torsionsschwingungen kann es hilfreich sein, den Begriff Torsionsschwingung
durch Drehschwingung und den Begriff Masse durch Drehmasse = Scheibe zu ersetzen .

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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17.1 n-fach besetzte Wellen, Biegung

In Kap. 19 wird die n-fach besetzte Welle
und ihre Behandlung mit Hilfe der Super­
position beschrieben.

In Kap. 20 wird die n-fach besetzte Welle
und ihre Behandlung mit Hilfe der Ener­
giemethode von Rayleigh beschrieben.

Abb. 17-1-2 Mit n Massen belastete Welle

In Kap. 21.1 wird die n-fach besetzte Welle und ihre Behandlung nach dem Verfahren von
Dunkerley beschrieben.

In Kap. 21.2 wird die n-fach besetzte Welle und ihre Behandlung mit Hilfe der Einflu8zah­
len beschrieben.

In Kap. 26 wird die n-fach besetzte Welle und ihre Behandlung nach dem Verfahren von
Mohr beschrieben.
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18 Biegekritische Drehzahl einer Welle mit Ein­
zelmasse

Es soil das Drehzahlverhalten einer zweifach gelagerten Welle, die durch eine Einzellast
belastet wird , untersucht werden. Die Masse (z.B. eine Scheibe (Kupplung usw.) hat
fertigungsbedingt eine Unwucht. D.h . der Schwerpunkt Sist urn den Betrag e aus der
Lagera chse (Drehachse) verschoben .

-

m
~ ~

-'---'-'- '-' -. _.- _. _. -- _._._ ._._._._. -
Coo e--

~
Coo

5
j /2 L..,-

j

Abb. 18-1-1 Welle mit Einzelmasse Abb. 18-1-2 Welle mit Fliehkrajt

Insbesondere soll Abb. 18-1-3 die jeweilige Auslenkung der Welle aus der Drehachse in
Abhangigkeit von der Drehzahl n darstellen und ihr Verhalten im Bereich der kritischen
Drehzahl zeigen . Dabei wird sich herausstellen, daf die Welle , wenn sie in der Nahe der
kritischen Drehzahl lauft, zerstort wiirde, da das Material die auftretenden Durchbiegungen
nicht mehr ertragen kann. Jedoch wird die Welle, wenn der kritische Bereich schnell genug
durchfahren wird, sich selbst zentrieren, d.h . der Schwerpunkt des Systems nahert sich bei
groller werdender Drehzahl der Verbindungslinie der Lager als Achse. Das bedeutet, daf
dann nach der G1eichung fur die Fliehkraft

F=m'r'ul; n'nw=w =--
e 30

(18- 1-1)

und (18-1-4) der Schwerpunkt sich der Drehachse immer mehr annahert und damit die
Fliehkraft immer k1einer wird . Bei Drehzahlen oberhalb der kritischen Drehzahl wird die
Welle also ruhiger laufen als unterhalb der kritischen Drehzahl , d.h . sie zentriert sich
selbst . Fur das Auge des Beobachters aullerhalb des Systems "eiert" die Welle urn den
Schwerpunkt des Systems . Die Welle wird dabei als massefrei angesehen (s. Kap. 25,
Zusammenfassung 5.).
Es ist als G1eichgewicht der Krafte anzusetzen

Mit r = e+x wird unter Vcmachlassigung der Schiefstellung

m' (e+x) ' w2 = c ·x .

(18-1-2)

(18- 1-3)

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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Lost man diese Gleichung nach x auf und ersetzt elm = Wo2, dann erhalt man die Gleichung
fur die Berechnung der Auslenkung der Welle mit e El

e
(18-1-4)

Es ist leicht zu sehen, daB die Funktion fur wO/we = 1 nicht definiert ist, d.h. sie geht in
diesem Fall im linken Teil gegen + 00 und kommt im rechten Teil von -00 zuriick. Aufler­
dem geht dann der Term fiir immer grofler werdende we gegen -e.
Die Werte flir die Abb. 18-1-3 sind aus Kap. Beispiele, Beispiel 18.1 und in der Form
dargestellt

(18-1-5)

x
mm

1000 n kr it n 1/mln

Abb. 18-1-3 Durehbiegung einer Welle
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19 Superposit ion

91

Bei der Superposition von Belastungen bei Wellen wird die Gesamtforrnanderung als
Uberlagerung von Einzelforrnanderungen dUTCh Teilbelastungen betrachtet. Dabei ist der

1. Index der Ort der Forrnanderung
2. Index der Ort des Kraftangriffes

Das gesamte System wird zunachst gezeichnet, danach werden die Binzelformanderungen
betrach tet, und zwar jede fur sich. D.h. es werden mit den Formeln der Festigkeitslehre die
Durchbiegungen einzeln ermitteIt und erst danach zu Gesamtverformunge n addiert . Mit
diesen Durchbiegungen wird dann im Verfahren von Rayleigh fur ein Mehrmassensystem
die kritische Drehzahl ermittelt (s. Kap.l Anmerkung 3).

O:A

(0
FA

O:A1

FAi

0)

r-:
O:A2

FA2

FB i

_ 0: 82

Abb. 19-1-1 Superposition

Es sind dann

Yl = Yll + Y12; Ym = Yml + Ym2; Yz = YZ1 + Yzz . (19-1 -1)

R. Jürgler, Maschinendynamik
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20 Energiemethode von Rayleigh

Mehrmassensystem, Energiemethode
Naherungsverfahren nach Rayleigh

Eine mit n Punktmassen besetzte Welle kann in n-Formen Biegeschwingungen ausfiihren.
Die Welle verhalt sich wie ein Balken. Es sind iibereinander gezeichnet :

3. Oberschwingung

2. Oberschwingung

1. Oberschwingung

Grundschwingung

Abb. 20-1-1 Schwingungsjormen

Eine Masse wird eine Welle belasten und durchbiegen. Rotiert die Welle, dann wird sie
durch Fliehkrafte belastet und auf Biegung beansprucht. Die Biegelinie kann mit den
Gleichungen fiir die Durchbiegung der ruhenden Welle mit hinreichender Genauigkeit
ermittelt werden (s. Kap.1 Anmerkung 3).

In der Betrachtung der Energien (Kap. IS) wurde die kinetische und die potentielle Energie
einer Schwingung untersucht. Aus (15-1-2) ist die kinetische Energie (mit vmax=x.wQaus
der Schwingungsformel fiir den Maximalwert (3-2-6) und entsprechend x = y)

w. = .!. ·m
k 2

(20-1-1)

Gleichzeitig wird die Welle durch die Gewichtskraft belastet. Die Welle wirkt wie eine
Feder. Die elastische Energie (Energie einer Feder) ist mit der Durchbiegung y

(20-1-2)

Die elastische Energie der Welle ist bei voller Durchbiegung (Weg y = Amplitude x) am
groflten, Diese Energie mu6 also im durchgebogenen Zustand gleich der kinetischen Energie
der Welle beim Nulldurchgang sein. Dann hat die kinetische Energie ihr Maximum , da
beim Null-Durchgang die Geschwindigkeit am gr06ten ist. Die Massen mi ( und damit FGi)

befinden sich an versch iedenen Stellen, also sind auch die Durchbiegungen an diesen Stellen
verschieden, damit sind entsprechend die y-Werte fiir die einzelnen Stellen einzusetzen . Die
Energien werden gleichgesetzt:

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Dabei gilt fur alle Yi =? Yl = Yll + Y1Z ... . ; Yz = Yzz + YZl . .. .

Daraus wird fur n Massen durch Zusammenfassen

t=n

g 'EFoi'Y;
i=1

i=n

EFoi ·l
; =1

(20-1-4)

(20-1-5)

Abb. 20-1-2 Fliegende Lagerung

Die bei der Verformung durch die Fliehkrafte
entstehende Biegelinie entspricht hinreichend
genau der Biegelinie im Ruhezustand, die durch
die Gewichtskrafte hervorgerufen wird. Da die
elastische Energie mit Hilfe der Gewichtskrafte
ausgedriickt wurde (20-1-2), mull die elastische
Linie bei Belastung durch Gewichtskrafte er­
mittelt werden. Fiir das Mehrmassensystem
gelten dann ebenfalls die Berechnungsmethoden
wie fllr das Einmassensystem. Bei fliegender
Lagerung wirken bei der rotierenden Welle die
Fliehkrafte entgegengesetzt; sie verstarken sich
in ihrer verformenden Wirkung. Deshalb mull
bei der Ermittlung der elastischen Linie im Ruhezustand mit entgegengesetzt wirkenden
Gewichtskraften gerechnet werden, da dann die fiir die Welle grOllere Beanspruchung
ermittelt wird (Abb. 20-1-2) .
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21.1 Einflu8zahlen a, Formanderungsarbeit

Es werden die Bezeichnungen aus der Superposition beibehalten (s. Kap.I Anmerkung 3)

1. Index der art der Formanderung
2. Index der art des Kraftangriffes

Es werden die Federkonstanten c durch die Maxwell'schen Einl1uBzahlen 01 ersetzt:

(21-1-1)

(21-1-2 )

Es wird das Verfahren der Formanderungsarbeit angewendet und die Bezeichnungen I und
2 werden durch die Buchstaben i und k ersetzt. Die Welle soli durch die Krafte Fi und Fk
belastet sein. Siehe auch Abb. 21-1-2.

F

y

Abb. 21-1-1 Formiinderun gsarbeit

1. Schritt BUd1 und 2

Es soli nur die Kraft Fi auf die Welle wirken. Dann biegt sich die Welle an der Stelle i um
Yii durch . Die Verformung andert sich linear mit der Kraft F, und die verrichtete Arbeit Wii
ist aus dem Diagramm der Federkennlinie aus der Flache zu bestimmen.
Abb. 21-1-1, BUd 4

R. Jürgler, Maschinendynamik
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(21-1-3)

2. Schritt Abb. 21-1-1 , BUd 3

Es wird zusatzlich die Kraft Fk aufgebracht. Dadurch wird die Kraft Fj , die ja bereits ihre
volle Belastung aufgebracht hat, urn die weitere Strecke Yik verschoben und verrichtet die
Arbeit Kraft· Weg

(21-1-4)

Dabei ist im Schritt 1 der Angriffspunkt von Fk urn Yki verschoben worden. Diese Ver­
schiebung erfolgte jedoch ohne die Kraft Fk , so daB hier keine Arbeit verrichtet worden ist,
Jetzt greift Fk an dieser Stelle an und verschiebt diesen Punkt der Welle urn Ykk' so daB nun
folgende Arbeit hinzukommt:

(21-1-5)

Die Summe der drei Arbeiten ist die gesamte Formanderungsarbeit:

(21-1-6)

3. Schritt

Kehrt man die Reihenfolge der Arbeiten urn, indem man zuerst Fk und danach F, aufbringt,
so bleibt die erste und die dritte Gleichung erhalten. Nur die zweite Gleichung muB sich
andern, da nun die Kraft Fi passiv verschoben wird. Es ist

Die gesamte Formanderungsarbeit ist nun

1 1
W = -·Ykk ·F.k + Yk ,·F. k + -y, ,.F.2 I 2 11 I

(21-1-7)

(21- 1-8)

Die beiden Forrnanderungsarbeiten miissen aber gleich sein. Da jeweils der erste Summand
und der dritte Summand gleich sind, mussen auch die zweiten Summanden jeweils gleich
sein. Mit dieser Forderung erhalt man den Satz von Bettl

(21-1-9)
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y

~ ~. " ~ Y n

Abb.2/-/-2 Formdnderungsarbeuen

Die Arbeiten ~k und Wki sind gleich groll,

Nun kann man die Verschiebungen durch die EinfluBzahlen ausdriicken , indem man auf die
Gleichungen (21-1-1) und (21-1-2) zuriickgreift:

F = c· Y =} Y = .!.F = 1%.F , (21-1-10)
c

Damit folgt eingesetzt in (21-1-9)

I%i k · Fk • F; = I%ki · F i • Fk

der Satz von Maxwell

(21-1-11)

(21-1-12)

(21-1-13)

Schreibt man nun wieder fur i und k die Bezeichnungen 1 und 2, so ist, wenn die Krafte Fj

und F2 in den Punkten 1 und 2 wirksam sind,

Y1 = YII + Yl2 = 1%11·F 1 + 1%12 · F2 ' (21-1- 14)

(21-1-15)

Zur Berechnung der Eigenkre isfrequenzen werden die statischen Krafte durch die Flieh­
krafte ersetzt , die jeweils im Abstand YI und Yn angreifen El:
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(21-1-16)

(21-1-17)

Mit dem Satz von Maxwell kann fiir 0!21 auch 0!12 geschrieben werden (21-1-13). Es werden
zwei Losungswege angeboten. Der Weg (a) fiihrt iiber die Substitutionsmethode und der
Weg (b) ab (21-1-29) iiber die Matrizenschreibweise zur Gleichung (21-1-19) .

Liisung (a)
Setzt man (21-1-13) in die Gleichungen ein, so kann man nach y, auflosen

a ' m' w2 .yy = 12 2 D

I l-a 'm .w2
11 j

(21-1-18)

und y, in die Gleichung (21-1-17) einsetzen. Dabei fallt dieser Term heraus. Das fiihrt auf
die biquadratische Gleichung

w4 _ all 'm j + a22'm2 . w2 + = O. (21-1-19)

mj 'm2 '(all 'a22 - a~0 m!'m2'(all 'a22 - a~0

Diese Gleichung liefert zwei reelle positive Werte fiir w/ und w/, denn auch der negative
Wert der Losung wird durch das Quadrieren positiv. Damit erhalt man auch zwei positive
Werte fiir wI und W2, wahrend die negativen Werte keine Rolle fiir diese Anwendung
spielen. Nach dem Wurzelsatz von Vieta liefert in (21-1-19) der Faktor von w2 die negative
Summe der Losungen 1 und 2, wahrend der freie Summand das Produkt der beiden Losun­
gen 1 und 2 liefert 0 .

Da nun WI> W2 ist, gilt fiir Wl2 il>w/ und deshalb mit geniigender Genauigkeit in der
Summe

(21-1-20)

und im Produkt

Damit ist dann die niedrigste Kreisfrequenz
2 2

2 = w j • w2
W 2 2

W
j

all ' m j + a22' m2

und mit O! = lie umgeformt

(21-1-21)

(21-1-22)
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(21-1-23)

Dann miissen die beiden Summanden die Kreisfrequenzen (l /w2) darstellen , und zwar
einmal die Kreisfrequenz mit der die Welle schwingt, wenn sie nur mit der Masse 1 belastet
ist und die entsprechende Durchbiegung Yll hat und zum Anderen die Kreisfrequenz, mit
der die Welle schwingt, wenn sie nur mit der Masse 2 belastet ist und die Durchbiegung Y22
hat.

(21- 1-24)

Es bedeuten hier I und 11 nicht die Ableitungen, sondem Markierungen. Setzt man diese
Groflen ein, so erhalt man die Gleichung von Dunkerley

1 1 1
+

Das ist die Grundschwingung einer mit zwei Massen besetzten Welle.

(21-1-25)

(21-1-26)

Ist Yl die Durchbiegung einer Welle unter der Kraft FGl und Y2die Durchbiegung unter der
Kraft FG2, so erhalt man

2' CII L . Fm
(,)2 =

m1 Fm Y1

und nach dem Auflosen nach w2 =} w02 (der kleinsten Eigenkreisfrequenz)

r==L" 300 n . Y
lU

02 = ~ Yl + Y2 =} n/ait = VYl + Y2 l/min' cm'
(21-1-27)

mit Yl = Yll und Y2 = Y22 in der Einheit cm.

Die Umformungen der einzelnen GriiJlen (wo , nkrit) befinden sich in Kap. 8. Man kann auf
diese Weise auch die Gleichungen fur Mehrmassensysteme ermitteln (d.h . Anzahl der
Massen > 2), doch ist dann das Verfahren nach Mohr (Kap. 26) besser geeignet. Beim
Zweimassenschwinger liegt der Vorteil darin, daJl die Superposition nicht angewendet
werden mull.
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(21-1-29)

Die Gleichung (21-1-25) kann man als Gleichung fur eine Welle mit n-Massen (Losung
nach Dunkerley) schreiben, wenn man die Schreibweise der einzelnen Glieder anpaBt

tU I "* tUOI ; tU2 "* tU02 • (21-1-28)

Dann ist die Eigenkreisfrequenz nach Dunkerley wOD die untere Grenze fur die kleinste
Eigenkreisfrequenz eines Schwingers mit n Massen

1 1 1 1 1
-<- +- + . .. +--

2 2 2 2
tUo tUo I tU02 tUo n

mit

Liisung (b) in Matrizenschreibweise

Ubern irnmt man (21-1-16) und (21-1-17), dann schreiben sich die Gleichungen

(all·ml - ~2)·YI + a 12 'm 2 'Yn = 0

a21 'ml ' Yj + (a22 ·m2 - ~2)'Yn = O .

(21-1-30)

(21-1-31)

(all·m] - ~2) a 12 'm 2

a21 • mt ( a22 • m2 - ~2) Yn
(21-1-32)

Nach (21-1-13) ist al2 = a21 und bei der Multiplikation mit

tU4

erhalt man (21-1-19) .

(21-1-33)

(21-1-34)
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21.2 Welle mit n-Massen (Losung
mit Hilfe der Einfl uBzahlen)

Die Durchbiegung bei der Belastung durch
zwei Kriifte war nach (21-1-14)

Y, = YII + YI2 ' (21-2-1)

21 Siitze van Maxwell, Betti, Dunkerley

\Jy~ ~ -1:- - L - L ,- I V
~

Abb, 21-2-] Mit n-Massen belastete Welle

Dann ist die Durchbiegung bei n Kraften an der Stelle i

Yi = Yil + Yi2 + , , , + Yjn

Mit (21-1-16) folgt

Yi = a il 'm l , (,)2 , y . + a i2 'm2 ' 6i ' Y 2 + .. , + a
in

'm n , (,)2 , y n ,

(21-2-2)

(21-2-3)

(21-2-4)

Fiir eine dreifach besetzte Welle folgt als Beispiel mit den Unbekannten Yi- Y2 und Y3

all ' m l' YI ,(,)2 + a 12 'm2 ' Y 2' fJ)2 + a l3 'm3 ' Y 3 , (,)2 = YI'

a21'ml ' Y l , (,)2 + a22 'm2 ' Y 2' fJ)2 + a23 'm3 ' Y 3' fJ)2 =Y2 '

a 31 'm l ' Y1 , (,)2 + a 32 ' m2 •Y2 ' fJ)2 + a 33 ' m3 ' Y 3 • (,)2 = Y3 '

Die Division durch w2 und Umformen der Gleichungen entsprechend (21-1-29) fiihrt zu der
Koeffizientendeterminante, die Null sein mull, wenn fiir die Unbekannten y] , Y2 und Y3 von
Null verschiedene Losungen existieren sollen:

(a.m -~) G I2 ' m2 a l3 ' m311 I fJ)2

a21 'm l (a 22'm2 - ~2) a23 'm3 = 0 (21-2-5)

a31'ml a32 'm2 (a33 • m3 - ~2)

Die Losung der Determinante fiihrt auf eine Gleichung dritten Grades mit w2, Es ergeben
sich dann drei kritische Eigenkreisfrequenzen wkrit 1 , wkrit 2 und wkrit 3' Diese Losungen
gelten mit Einschrankungen : die Massen soliten jeweils in einem Punkt konzentriert sein,
die "Scheiben " sollen sich im Lauf nicht schrag stellen. 1st das doch der Fall, dann brau­
chen diese Einschrankungen nicht beriicksichtigt werden, wenn die Massentragheitsmomente
der Scheiben relativ klein sind, das trifft in der Mehrzahl der Falle zu, Bei Wellen, die nach
Abb. 20-1-2 belastet sind, wird sich die Kreiselwirkung der Scheibe durch die Schrag­
stellung auf die Eigenkreisfrequenz auswirken,
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Ein sehr hauflges Bauteil besteht aus einer Masse, einer Lagerung, einer Feder und einer
Dampfung , Da in der Praxis diese Angaben auf die meisten beweglichen Teile einer
Maschine zutreffen, ist damit auch die Wahrscheinlichkeit, an diesem Teil Fehler zu
machen, besonders groB. Gerat ein solches Bauteil in Resonanzschwingungen, so konnen
die Fehler praktisch in den meisten Fallen nur durch eine Neukonstruktion behoben werden .
Die entscheidenden GriiBen, das wird sich in der Ableitung der Formeln zeigen, sind bereits
in der Konstruktion festgelegt.

Zum Einflufl der Dampfung auf "'0 siehe Kap. 22.3 .

Abb. 22-1-1 Beispiele

Als Beispiele sind hier skizz iert:

Radaufhangung mit Dampfung, Federung gegen den Fahrzeugrahmen und Federung
durch die Reifen .
Nockenwellensteuerung mit Feder am VentiJ.
Spannvorrichtung an einem Riementrieb mit Anpreflfeder.
Backenbremse mit Riickholfedern.

22.1 Einflu6 des Massentragheitsmomentes

Reduzierte Masse, Tragheltsradius.

Ein Korper mit der Masse m und mit dem Massentragheitsmoment la urn den Drehpunkt
B soil waagerecht urn die senkrechte Achse durch B schwingen. Dann hat die Gewichtskraft
keine Wirkung.

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Abb. 22-1-2 Drehschwinger mit Federkraft

Der gelenkige Aufhangepunkt A der Feder bewegt sich auf einem Kreisbogen von A nach
A' , wobei der Bogen die Lange f· 'P hat. Die Feder soli so lang sein, daB mit geniigender
Genauigkeit die Verlangerung der Feder mit der Strecke A => A" = f· 'P' cosn darge­
stellt werden kann.

Wegen der Gleichheit der Winkel in den Dreiecken f>.. A' A A" und s: A B C kann aber
auch geschrieben werden, indem man innerhalb der Gleichung die Faktoren umstellt:

f -1fJ -cos 7) ; f -cosT) - rp ; r - rp, (22-1-1)

so daf man fur den Federweg einen anderen Ausdruck hat, der r enthalt .

Dann ist die Federkraft und ihr Moment

F ;c'r -rp ; M
F

; F - r ; c · r 2 . rp .

Damit ergibt sich die DGL des Drehschwingers zu

Ja - tP + C • r 2
- rp ; 0 ,

c 'r 2
tP +-- 'rp ;O

J a

und die Eigenkreisfrequenz zu

wo; W; Ii·
~~

(22- 1-2)

(22-1 -3)

(22-1-4)

(22-1-5)
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In der Dynamik werden noch zwei Begriffe verwendet :
Der Tragheitsradius i ist der Abstand , den alle vorhandenen Masseteilchen zur Drehachse
haben, wenn das Massentragheitsmoment gleich dem Massentragheitsmoment des wirklichen
Korpers ist (bei dem die Masse verteilt ist; die Masse bleibt gleich)

i =~ (22-1-6)

Wird eine Masse m auf einen Punkt reduziert, der sich in dem beliebigen Abstand r von der
Drehachse befindet, so wird diese Masse dann als reduzierte Masse mred bezeichnet, wenn
ihr Massentragheitsmoment gleich dem Massentragheitsmoment des wirklichen Korpers ist
(bei dem die Masse verteilt ist)

J
mred = "2 (22-1-7)

r

Diese reduzierte Masse mred ist im a1lgemeinen von der Masse m des Korpers verschieden.

Drehfederkoustante cDreh
Der Zahler von Wo stellt immer eine Federkonstante dar . In diesem Fall wird sie als Drehfe­
derkonstante bezeichnet und hat hier die Form

(22-1-8)

Sind mehrere Federn ci vorhanden , die jeweils den Abstand ri von der Drehachse haben,
dann wird sinngemaf eingesetzt.

22.2 Einflu6 der Gewichtskraft

Die Achse durch B soli nun waagerecht sein, so dall die Gewichtskraft, die im Schwerpunkt
S angreift (Ruhelage 'P=O), nun mit einbezogen werden mull. Die Federkonstante ci (22-1­
8) kann fur mehrere Federn stehen. Die Auslenkung erfolgt urn den kleinen Winkel 'P.

8

g

Abb. 22-2-1 Federkrajt und Gewichtskraft
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Das Moment der Federkrafte aus (22-1-2) war

22 Federgefesselter Drehschwinger

(22-2-1)

In der Posit ion S befindet sich das System in der Null-Lage , das Moment der Gewichtskraft
wird durch die Federvorspannung aufgenommen. Das Moment der Gewichtskraft in der
ausgelenkten Posit ion S' ist (das Moment der Gleichgewichtslage wird abgezogen)

Mit dem Additionstheorem fur sin(a+j3) aus der Trigonometrie wird (22-2-2) zu

Mo = Fo'e '(sinp 'cosrp+cosp 'sinrp - sinp) .

(22-2-2)

(22-2-3)

Fur kleine Winkel '!' wird cos'!' '" I und sine '" '!', dann verkiirzt sich die GIeichung zu

Die DGL ist mit dem Ansatz < Summe der Momente urn B gleich Null >

la' qi + Mp + Mo = 0 ,

und die Eigenkreisfrequenz mit der Drehfederkonstanten (Zahler des Bruches)

(22-2-4)

(22-2-5)

(22-2-6)

(22-2-7)

Besonders ist hier der Einfluf der Gewichtskraft zu beachten. Man sollte annehmen , daf die
Gewichtskraft ihren grollten EinfluB dann hat, wenn der Schwerpunkt horizontal zum
Drehpunkt liegt. Genau das ist nicht der Fall; im Gegenteil, der EinfluB der Gewichtskraft
ist dann am grollten , wenn der Schwerpunkt
iiber oder unter dem Drehpunkt liegt , also der
Schwinger sich im labilen oder stabilen Gleich­
gewicht befindet. Betrachtet man die gleiche
Auslenkung (Bogenlange) in Abb. 22-2-2, sie
zeigt die GrOBe der Hebelarme der Gewichts­
krafte bei kleinen Winkeln einer Schwingung, so
sieht man, daf bei sich waagerechter Stellung
der Hebelarm kaum andert. In der senkrechten
Stellung hat die Anderung des Hebelarmes der
Gewichtskraft eine erhebliche Wirkung (in der
Mittelstellung ist der Hebelarm gleich 0). Abb. 22-2-2 Einfluj3 der Gewichtskraft
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22.3 Einflu8 der Dampfung

105

Am federgefesselten Drehschwinger wird eine geschwindigkeitsproportionale Dampfung
angebracht (siehe Kap. 24). Es gelten die Gleichungen aus Kap. 22.1 und Kap. 22.2 und
die Annahme fiir kleine Drehwinkel <p.

' - ' - ' - '!~_ _ ~ = 0. .... .... -. - .

FG
9

Abb. 22-3-1 Federkraft, Gewichtskraft, Dampfung

Bei einer Winkelgeschwindigkeit <p (Abb. 22-2-1) hat der Punkt E des Schwingers die
Geschwindigkeit vE und der Dampfer die Geschwindigkeit vD

(22-3-1)

Dabei wird angenommen, daf der Dampfer so lang ist, daf eine Winkelanderung ver­
nachlassigbar klein ist. Aus der Geometrie des Systems und der Umstellung der Faktoren
folgt

(22-3-2)

Damit ist Dampfungskraft und Darnpfungsmornen t (k ist die Darnpfungskonstante, Kap. 24
Gedampfte Schwingungen) :

Es ist mit den G1eichungen aus Kap. 22 .1 und Kap. 22.2

J B ' q; + k· r~' ifJ + cDreb ' rp = 0

dann die DGL mit dem Abklingkoeffizienten 0 (siehe auch (24-1-4»

(22-3-3)

(22-3-4)
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rP + 2 · o· rP + w~· fIJ = 0 .

22 Federgefesselter Drehschw inger

(22-3-5)

(22-3-6)

Achtung : Die Diimpfung ist mit der Geschwindigkeit <p verbunden , die Eigenkreisfrequenz
dagegen nur mit dem Weg 'P. Also hat die Dampfung keinen unmittelbaren EinfluB auf die
Eigenkreisfrequenz. Eine wesentliche Anderung der Eigenkreisfrequenz kann also nicht iiber
die Dampfung erfolgen, wenn man davon absieht, daB nach (24-1-4) iiber den Ab­
klingkoeffizienten 0 die GriiBen k und JB bzw. m verkniipft sind.

22.4 Einflu8 von Zusatzmassen
Ist ein Drehschwinger noch mit einer Zusatz­
masse m2 belastet , so muf die Formel in Nenner
noch urn den "Steiner "-Anteil erweitert werden.
(22-2-7) wird dann zu

LCt ' r ;2 + FG 'e 'cosp

i;

Abb. 22-4-1 Zusatzmasse m2

(22-4-1)

(ausfiihrliche Beispiele s. Kap. Beispiele zu Kap. 22). Die Masse ml ist der eigentliche
Drehschwinger, sein Massentragheitsmornent J1 ist dabei auf B nach dem Satz von Steiner
zu beziehen .
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An Masch inen treten zwei Grundformen von Schwingungen auf. Bauteile konnen auf
Biegung und/oder Torsion belastet sein. Diese Belastungen rufen im Betrieb Schwingungen
hervor. Wahrend die Biegeschwingungen meist einfach zu erkennen sind , ergeben sich bei
Torsionsschwingungen Schwierigkeiten , weil viele Schwingungen, die als Torsionsschwin­
gungen angesprochen werden, in Wirklichkeit durch Biegung hervorgerufen werden . So ist
eine durch Fliehkrafte hervorgerufene Schwingung eine Biegeschwingung, auch wenn die
Welle mit dieser Belastung rotiert. Fur den Betrachter scheint die Welle eine "Auf- und
Abbewegung" durchzufiihren , obwohl sie lediglich im durchgebogenen Zustand rotiert .
Torsionsschwingungen werden durch Drehmomente verursacht, dabei ist es gleichgultig, ob
sich die Welle dreht oder ob sie steht, da die Schwingung um die Null -Lage erfolgt (siehe
auch Kap . 17).

Blegung

Abb. 23-1-1 Biege- und Torsionsschwingung

23.1 Drehschwinger, zwei Drehmassen

a) mit konstantem Wellendurchmesser

Tors ion

Abb. 23-1-2 Drehschwinger, zwei Drehmassen, d=const

'PA Auf einer Welle werden zwei
Massen = Scheiben ange ­
bracht. Diese beiden Massen
konnen z.B . Zahnrader,
Schwungmassen , Keilriernen­
scheiben oder Kupplungen
sein. Sie haben die Massen­
traghe itsrnomente J A und JB.

Die Welle soli konstanten
Durchmesser haben . Damit gilt
fur die Welle c = cons t. Au­
Berdem soli die Welle so gela­
gert sein, daB eine Durchbie­
gung nicht existiert und des­
halb Biegeschwingungen nicht

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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auftreten konnen. Die Lagerung ist reibungsfrei . Es wird nur die reine Drehbewegung
untersucht. Werden die beiden Scheiben gegeneinander verdreht , fuhrt das System freie
Drehschwingungen aus.

Ein Punkt der Welle bleibt dabei in Ruhe; es ist der Schwingungsknoten. Dabei wird die
Welle in zwei Teilsysteme geteilt. Man kann diese Stelle als Einspannung ansehen und
damit die Welle in zwei Einzelsysteme teilen. Jedes System hat einen Freiheitsgrad.

Fur ein Moment gilt zunachst

M=J·,p=J · drP .
dt

Nach der Trennung der Variablen

M·dt = J'drP

(23-1-1)

(23-1-2)

wird integriert und das aullere Moment M gleich Null gesetzt, da es bei Beginn der freien
Schwingung nicht mehr wirkt. Dann erhalt man:

(23-1-3)

Diese Gleichung aufgeliist und sinngernaf mit den Indizes der Zeichnung versehen, gibt die
Aussage:

Der Drall fur das gesamte System muf Null sein; also mull der Drall fur das System A
gleich dem Drall fur das System B sein:

Daraus lii.flt sich das Verhaltnis der Winkelgeschwindigkeiten ermitteln :

rPA = JB

rPB JA

(23-1-4)

(23-1-5)

Hat die Welle konstanten Durchmesser, so ist der Verdrehwinkel uber die Lange konstant.
Nach dem Strahlensatz der Geometrie ist fur Winkel und Winkelgeschwindigkeit

(23-1-6)

anzusetzen .

Nach fA aufgelost und aus Gleichung (23-1-5) die Winkelgeschwindigkeiten durch die
Massentragheitsmornente ersetzt

P = f, • rP A = f, • JB = (p _ P)
A B rPB B J

A
A

wird daraus die Stelle fiir den Knotenpunkt

(23-1-7)
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(23-1-8)

Stellt man fur den rechten und den linken Teil die Gleichungen fur die Eigenkreisfrequenzen
auf, und betrachtet man die beiden Teile im Knotenpunkt als eingespannt, so erhalt man mit

G'!
C = --p

I
(23-1-9)

die Eigenkreisfrequenzen fur den linken und fur den rechten Teil der Welle

(23-1-10)

wenn sie zunachst als Einzelstucke angesehen werden , die im Knotenpunkt eingespannt sind.

Beide Teile miissen aber die gleiche Eigenkreisfrequenz haben, also WA = WB = Wo. Setzt
man nun noch fA und c ein, so wird

(23-1-11)

(23-1- 12)

Mit dieser Gleichung wird dann auch in Kap. 23.2 die Eigenkreisfrequenz eines Getriebes
best immt. Fur den Zusammenhang mit dem gefesselten Ein-Scheiben-Drehschwinger und
zur Schreibweise in Matrizenform siehe Kap. 23.1 c.

Fur die Konstruktion eines Wellensystems zeigt diese Gleichung , daB alle Grofien , die
Eigenkreisfrequenz und damit das Resonanzverhalten bestimmen, bereits bei dem Entwurf
und damit bei der Konstruktion der Teile festgelegt werden . Fehler konnen dann praktisch
nur durch eine Neukonstruktion behoben werden , da zur Anderung der Federkonstanten c
und/oder den Massent ragheitsmomenten J die entsprechenden KonstruktionsgrOBen geandert
werden mussen ,

b) mit eingeleitetem Moment

Die Losung fiihrt uber das Schnittprinzip, dabei soli die ab Kap. 24 behandelte Dampfung
bereits eingefuhrt werden, das Moment M(t) wirkt periodisch mit we:

M = J. rP ,
Mc = C'(rpl - 11'2) = C'Arp ,

Mk = k·(tP 1 - tP2) = k'AtP ,

M(t) = M·cos(we ·t) .



110 23 Torsionsschwingungen

- -

~c Ms-
t)

M k Mk
J -

M(

"-M(t)

Abb. 23-1-3 Schnittprinzip mit eingeleitetem Moment

Wendet man den Drallsatz an, so muBJ . if; = Summe der auBeren Krafte sein:

J .,p = EM,
J, . ,p. = - M; - Mk + M(t) ,

J2 ' ,p2 = Mc + Mk .

(23-1-13)

Durch Umformu ng und Subtraktion von I - 11 erhalt man

I)

11)

(23-1-14)

schliefllich die DGL

!:J.,p + k ·(..l + ..l).!:J.,p + c -(..l + ..l) '!:J. rp = M(t)
J. J2 J. J2 J)
~

(23-1-15)

2
"0

Dabei ist 0 der ab Kap. 24 eingefiihrte Abklingkoeffizient (24-1-4) bei einer gedarnpften
Schwingung und Wo die Eigenkreisfrequenz des Systems (23-1-11):

w =o
J1 + J2c'--
J1 'J2

(23-1-16)
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cl Matrizenform

Mit k = 0 und M(t) = 0 wird aus (23-1-14) das Beispiel in Abb. 23-1-2 mit den Gleichun­
gen

n

II)

(23-1-17)

und

I) J I ' tPI + C' ('PI - 'P2) = 0 ,

II) J2' tP2 - C' ('PI - 'P2) = 0 .

Schreibt man die Gleichungen in der folgenden Weise urn

I) J I • tPI + O· tP2 + c· 'PI - c · 'P2 = 0 ,

II) O· tPI + J2 ' tP2 - c· 'PI + c · 'P2 = 0 ,

so erhalt man die Matrix

Nimmt man aus (23-1 -15) die Eigenkrei sfrequenz Wo heraus

(23-1-18)

(23-1-19)

(21-1-32)

(23-1-21)

(8-2-3); (23-1-22)

so wird fur den gefesselten Drehschwinger mit einer Drehmasse in Kap. 8.2 mit JA = J ,
=} 00 und Ja = lz = J

Wo = ~ C'] .

Der ungefesselte Drehschwinger mit n Drehmassen hat n-I Eigenkreisfrequenzen. Der
gefesselte Drehschwinger mit n Drehmassen hat n Eigenkreisfrequenzen .
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Konstruktionsfehler
Schaden an Lagern werden zum Teil durch falsche Konstrukt ion verursacht. In der Ein­
fuhrung zu diesem Kapitel wurde bereits gesagt, daf sich eine Tors ionsschwingung einer
Drehbewegung (Rotation mit der Drehzahl n) uberlagert , Das bedeutet aber fur ein Lager ,
daB es nicht nur die Belastung aufzufangen hat, die durch die Drehung der Welle entsteht,
sondern auch noch die Belastungen , die durch die iiberlagerten Tors ionsschwingungen
entstehen. Da nun sowohl die Massentragheitsmomente als auch die Federkonstante der
Welle existieren, existiert damit auch eine Eigenkre isfrequenz der Welle und damit eine
Torsionsschwingung der Welle .

1st ein Lager in der Nahe des Knotenpunktes angebracht , dann hat es zusatzlich zur Dreh­
zahlbelastung eine geringe Belastung durch die iiberlagerte Pendelbewegung aufzunehmen
(im Idealfall ware im Knotenpunkt keine Pendelbewegung vorhanden) . Je weiter ein Lager
vom Knotenpunkt entfernt ist , umso gr06er ist der Pendelausschlag der Welle . Die beiden
Funktionsbilder sollen in Abb. 23-1-3 die Drehzahl der Welle, die iiberlagerte Pendelbewe­
gung und in Abb . 23-1-4 ihre Summe zeigen .

Abb . 23-1-4 Drehzahl und Schwingung Abb.23-1-5 Resultierende v. Abb .23-1 -4

Dabei stellt die Schwingung mit der grofleren Amplitude und der kleineren Frequenz die
Drehzahl dar, wahrend die Pendelbewegung durch die Schwingung mit der kleineren
Amplitude und der gr06eren Frequenz dargestellt wird .
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23.2 Drehschwinger, zwei Drehmassen,
mit abgesetztem Wellendurchmesser

113

Wellen mit verschiedenen Durchmessern verhalten sich schwingungstechnisch wie hinterein­
ander geschaltete Federn (Kap. 16). Die Wellendurchmesser sind hier iibertrieben gezeich­
net. Das wirkliche System soil durch ein Ersatzsystem dargestellt werden.

-1--1-- - -- - - -

C

J B JB
Abb. 23-2-1 Drehschwinger, zwei Drehmassen , dseconst
und Ersatzsystem

Es mull Gleichheit zwischen den Griillen des wirklichen Systems und dem Ersatzsystem
bestehen

JA JA
JB JB
'Pges 'Pers

Das durchgeleitete Moment ist konstant. Man kann die Gleichung fiir das Moment (23-2-1
rechts) nach 'P umformen und die Bedingung stellen, dall der gesamte Verdrehwinkel der
zusammengesetzten Welle gleich dem Verdrehwinkel der Ersatzwelle ist. Stellt man auf ein
Ersatzsystem urn, so mull die Ersatzfederkonstante gleich der Gesamtfederkonstante sein.

(23-2-1)

Die Verdrehwinkel 'P addieren sich, da es sich urn hintereinander geschaltete Federn
handelt.
Ersetzt man die Verdrehwinkel durch Moment und Federkonstante , so ist das durchgeleitete
Moment konstant und die Federkonstanten entsprechend den Durchmessern verschieden .
Dadurch wird

M M
+ + . M

c
(23-2-2)

Es wird durch das konstante Moment dividiert und die Summe iiber alle Wellensegmente
gebildet. Dann ist der Kehrwert der Federkonstanten einer abgesetzten Welle

i=n 1
=E-

C i =l ci

Abgesetzte Wellen sind hintereinander geschaltete Federn (siehe Kap. 16.2) .

(23-2-3)
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23.3 Getriebeschwingungen, Ersatzsystem

Es werden folgende Annahmen getroffen: das Getriebe hat kein Spiel; die Betriebsdrehzah­
len nl und nz haben keinen Einflu6 auf die Eigenkreisfrequenz der Schwingung ; das Ge­
triebe konnte ebenso stillstehen und Torsionsschwingungen ausfiihren. Dagegen geht das
Ubersetzungsverhaltnis in die Gleichungen ein.
Es werden vernachlassigt:
die Massentrligheitsmomente der Zahnrader ; die Blastizitat der Zahnrlider (jeder Zahn stellt
einen Biegebalken dar, der schwingungsfahig ist); die Masse der Wellen. Die Zahnrader
werden also als starr angenommen .

c

JA

Abb. 23-3-1 Getriebe

Die Eigenkrei sfrequenz des Ersatzsystems ist bereits in Kap. 23.1 und Kap. 23.2 ermittelt
worden . Die G1eichung kann iibernommen werden.

£U=o
(23-3-1)

a) Ermittlung der Federkonstanten des Ersatzsystems

Die Ersatzwelle mu6 sich bei der gleichen Torsionsbelastung urn den gleichen Winkel
verformen wie das Getriebe . Die durch die beiden Wellen 1 und 2 durchgeleiteten Momen­
te sind wegen der Ubersetzung verschieden:

(23-3-2)

Daher mu6 vor der weiteren Berechnung eine Transformation stattfinden. Es kann eine der
beiden Massen unverandert in das Ersatzsystem iibernommen werden. In diesem Fall wird
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das Massentragheitsmoment J[ unverandert iibernommen; daher muBlz und die Welle 2
transformiert werden.

Auf den Zahnradern 1 und 2 laufen in der gleichen Zeit gleiche Wege ab . Der gesamte
Verdrehwinkel muB jedoch gleich bleiben; daher ist durch die Ubcrsctzung

(23-3-3)

(23-3-4)

(23-3-5) Abb. 23-3 -2 Winkelabersetzung

Zeichnet man in Abb. 23-3 -3 die Verdrehwinkel, so miissen die Strecken fiir if in der Dar­
stellung fiir das Getriebe und fiir die Ersatzwelle gleich lang sein . Der Verdrehwinkel der
Welle 2 wird jedoch nicht unmittelbar nach Welle 1 iibernommen, sondern er muB noch
iiber die Getriebeiibersetzung nach Abb. 23-3-2 umgewandelt werden . AuBerdem wird M1
= M gesetzt.

M
M c M
• I I •

r2 l e
M-

r 1

Abb. 23-3-3 Gesamttorsionen

Es wird die Bedingung gestell t, daB der Verdrehwinkel des wirklichen Systems gleic h dem
Verdrehwinkel des Ersatzsystems sein muB. Dann gilt fiir Welle I , Welle 2 und Ersatzwelle

r2M'-
(23-3-6)M r1 M

lfJl lfJ2 lfJ = - mit u, =M .
Cl C2 C
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Der gesamte Verdrehwinkel cp ist gleich der Summe aus dem ubersetzten Verdrehwinkel der
Welle 2 und dem Verdrehwinkel der Welle I

(23-3-7)

Man ersetzt die Winkel durch das durchgeleitete (und ubersetzte) Moment und die Feder­
konstanten aus (23-3-6)

M
c

M.(!i)2
Tj + M (23-3-8)

und erhalt nach Division durch M:

Damit ist die Federkonstante c des Ersatzsystems bestimmt.

(23-3-9)

b) Ermittlung der zweiten Masse des Ersatzsysterns

Vom Ersatzsystem sind nun bekannt:
c; 1A=1!.

Zur Ermittlung von 1B wird die Masse 2 mit dem Massentragheitsmornent 12 unmittelbar an
das Getriebe gesetzt, da die Masse 2 noch iiber das Getriebe mit der Ersatzwelle verbunden
ist.

J A = J 1 114"~~-=-~--j~~1 J B
c- ~

~

Abb. 23-3-4 Ersatzsystem

Es war der Zusammenhang der Momente in I und 2 nach Gleichung (23-3-2) , wobei fur die
Ersatzwelle MB = M, sein muB:
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M =M o~
2 \

r\
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(23-3-10)

Fur den ubersetzten Verdrehwinkel gilt mit zweimaligen Differenzieren

Mit (23-3-10)

M =M o!i
a 2 r

2

(23-3-11)

(23-3 -12)

und Umwandeln in die Schreibweise fur die Massentragheitsrnomente (M = J -0)

sowie Einsetzen von O2 aus (23-3-11) ergibt sich

Ja = J2 o(~r

Damit ist das Massentragheitsmornent Ja des Ersatzsystems bekannt.

(23-3-13)

(23-3-14)

c) Ermittlung der Lange der Ersatzwelle

Fur die Welle mit konstantem Wellendurchmesser gilt mit (23-3-9) Aus (23-1-9) kann c
ersetzt werden .

c (23-3-15)

Aus (23-1-9) kann c ersetzt werden.

fers Rz +~
Golp (r)2 a-t (23-3-16)

~ oG ol p p

Nach eers aufgelost, erhalt man die Lange einer Ersatzwelle mit konstantem Durchmesser ,
die die gleichen Schwingungseigenschaften hat.

(23-3-17)



118 23 Torsionsschwingungen

)
Durch die Erregerkreisfrequenz wird eine Torsions­
schwingung in den Wellen hervorgerufen, die nach
den Abb. 23-1-3 und Abb. 23-1-4 zu einem Pendeln Abb. 23-3-5 Schwingungen am
(Schwingen) fiihrt, das der eigentlichen Rotation uber- Zahnrad
lagert ist. In der Abb. 23-3-5 ist zu sehen, daB an den
Zahnflanken eine Schwingungsamplitude auftritt, die
durch ihren + und -Wert zu einem weiteren zusatzlichen Verschleif an den Zahnflanken
fiihren mull. Lager, die an Knotenpunkten liegen, werden durch die reine Betriebsbewegung
belastet, Lager , die neben den Knotenpunkten liegen, haben die Schwingungsbewegung
zusatzlich aufzunehmen , so dall die Lebensdauer von Lagern gleicher Bauart auf der
gleichen Welle unterschiedlich sein wird. Besonders sind die Pittings der Laufbahnen fur
den Betrieb gefahrlich . In spannungsoptischen Aufnahmen liillt es sich gut zeigen, dall die
grOBte Spannung unter der Oberflache liegt und an dieser Stelle bereits die Fliellgrenzen des
Materials iiberschritten sein kiinnen (Abb. 23-3-6 Wtilzlager). Dieser Effekt kann ebenso bei
Zahnflanken auftreten .

d) Auswirkungen

Abgesehen von den Schwingungen, die sich auf die
Wellen und ihre Lager auswirken , tritt ein erheblicher
Verschleill an den Zahnflanken auf. An den Flanken
tritt ohnehin eine Gleitbewegung auf (DIN 3960), die
aus der Geometrie der Wege bedingt ist und bereits
einen Verschleill hervorruft.

Abb. 23-3-6 Spannungsoptische Aufnahme Abb. 23-3-7 Grofite Beanspruchung
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23.4 Mehrma ssenschwinger Tor sion
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3-Drehmassensystem

Auf einer Welle sollen drei Massen = Scheiben montiert sein. Das 3-Massensystem hat
zwei Tors ionseigenschwingungsformen in der Form, daB in der Grundschwingung ein
Schwingungsknoten und in der Oberschwingung zwei Schwingungsknoten existieren.

I. Grad "* 1 Knoten 2. Grad "* 2 Knoten

J 2 J3
J 2 J 3J1 J 1

K_~ ~1
K2

Abb. 23-4 -1 3-Massensystem

Das System wird freigemacht. Die DGL wird mit den Wellenstiicken als Torsionsfedern
angesetzt. Es werden die Gleichungen fiir M und J sowie fiir M und rp angesetzt:

M = J. lP, (23-4-1)
~2

M1

J~23'
~- JM = c r tp, (23-4-2)

~ .I
MI2 =CI2 ·/i lp12' (23-4-3) -M12

Abb. 23-4 -2 freigemachtes System
(23-4-4)

Dabei ist /i rp der Verdrehwinkel fiir ein Segment. (Siehe auch 23.l.b).
Es wirken an einer Masse (z.B. der Masse I) die Momente

M1 = - M12 •

Damit konnen fiir die drei Massen die drei Gleichungen aufgestellt werden

(23-4-5)

1. (23-4-6)
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Die Summe aus diesen Gleichungen ergibt

IV. J j " (p. + J 2" (P2 + J 3 ° (P3 ; 0 0

23 Torsionsschwingungen

(23-4-7)

(23-4-8)

(23-4-9)

Es ist bei Torsionsschwingungen die zweite Ableitung mit ihrem Maximalwert (sin(w ° t) = I)

(23-4-10)

Hier ist .pIadie jeweilige Amplitude. Die zweite Ableitung ist negativ; deshalb werden die
Gleichungen (23-4-6) und (23-4-8) mit (-I) multipliziert und ij:; aus (23-4-1) eingesetzt.
AuBerdem werden fiir A'P die Differenzen aus (23-4-4) eingesetzt.

(23-4-11)

(23-4-12)

Die Winkel 'PI und 'P3 werden in die mit (23-4-10) umgeformte Gleichung der Summe (23­
4-9) eingesetzt :

(23-4-13)

Damit erhalt man eine Gleichung, in der 'PI und 'P3 ersetzt sind.

(23-4-14)

Damit konnen alle 'P2 eliminiert werden, Die Umformung fiihrt auf 0

Jj"J2oJ3 ow4 - [CjiJI"J3+J2"J3) + C23(JjoJ2+J."J3)]oW2 + Cj2"C23(JI+J2+J3) ; 0

(23-4-15)

Die Division durch J I ohoh und die Substitution mit A und B

w4 - A" w2 + B ; 0 (23-4-16)

fiihrt mit einer weiteren Substitution z = w2 zu der vereinfachten Schreibweise



23 Torsionsschwingungen

ZZ - A ·z + B = 0 .

Dann sind die Losungen der biquadratischen Gleichung

121

(23-4-17)

(23-4-18)

wobei sich hier 1 und 2 auf die Losungen und nicht auf die Indizes der Wellen beziehen.
Die positiven Losungen ergeben dann aus der zweiten Substitution die Eigenkreisfrequenzen

(,)1 = +.jZ; ;

mit den Faktoren der ersten Substitution

(23-4-19)

(23-4-20)

Schreibt man sich ein Programm fur diesen Fall , so enthalt es auch die zweifach besetzte
Welle aus Kap. 23.1 und Kap. 23.2 mit 1 1 und lz, wobei dann B = 0 wird , da c23 = 0
ist und A nur den ersten Summanden enthalt . Die Abfrage gegen 13 = 0 im Nenner ist dann
in einem Rechnerprogramm entsprechend einzubauen .

n-Drehmassensystem

Es sollen die Bewegungsgleichungen
fur eine Welle mit d = const. aufge­
stellt werden . Die Welle ist mit n
Massen besetzt. Die Welle ist ela­
stisch, die Scheiben haben die Mas­
sentragheitsmomente 1k und sind
starr. Die Gleichungen sollen mit
Hilfe der Lagrange'schen Funktion
ermitteit werden.

c 1 (2 ck

P 1 P2 Pk Pn -1

Abb. 23-4-3 n-Massenschwinger (Torsion)

P n

Koordinaten: qk = CPk fur k = I.. .n.

Kinetische Energie:

Wk = ~ . J 1 • qi~ + ~.Jz. qi; + . . .

Potentielle Energie:

1 J .2+ _ • • rp
2 n n ·

(23-4-2 1)

Die Lagrange'sche Funktion ist nach (15-2-8) L = Wk - Wp und damit
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Die Lagrange 'schen Gleichungen zweiter Art

ergeben fur die einzelnen Scheiben (mit <o = cn = 0)

Jk 'tPk + Ck-1'(lf/k - If/k-l) - Ck'(lf/hl - If/k) ; 0 ,

So ist filr die Scheibe 2 zunachst

(23-4-24)

(23-4-25)

(23-4-26)

Vertauscht man in den Klammern die Winkel, nimmt das -Zeichen vor die Klammer, so ist

(23-4-27)

So wird mit der Definition (23-4-4) daraus die Gleichung (23-4-7).
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24 Freie gedampfte Schwingung
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Jeder Schwingungsvorgang in der Natur (und damit in der Technik) wird durch iiuJlere Ein­
fliisse (Reibung usw.) gedampft , d.h . der Schwingung wird Energie entzogen . Die
Gleichungen fur die ungedampfte Schwingung gelten also nicht exakt fur wirkliche Systeme,
sondern mit guter Naherung filr geringe Dampfung und fur einen Zeitraum, in dem der
Energieentzug vernachlass igbar ist. Der Energieentzug kann durch trockene Reibung, durch
Luft- bzw. Fliissigkeitsre ibung und durch innere Reibung erfolgen. Auf die Reibung wird
in Kap. 29 noch weiter eingegangen .

Die trockene Reibung ist praktisch in weitem Bereich nicht von der Geschwindigkeit
abhang ig. Fiir sie gelten besondere Gesetze, die in Kap. 29 naher behandelt werden (Stich­
wort : Coulomb'sche Reibung) .

Die f1iissige Reibung ist im laminaren Bereich (Olfilm in einer Fiihrung) linear von der
Geschwindigkeit abhangig. Der Begriff laminar stammt aus der Stromung slehre und bezieht
sich auf die Stromungsverhaltnissc im Schmiermittel.

Die f1iissige Reibung ist im turbulenten Bereich (umgebende Luft) vom Quadrat der Ge­
schwindigkeit abhangig . Der Begriff der Turbulenz stammt ebenfalls aus der Strornungs­
lehre . Meist handelt es sich urn Medien mit geringer Viskositat. Dabei wird die Frage, ob
eine Strornung laminar oder turbulent ist, von einer Verhaltniszahl (Reynoldszahl Re)
entschieden , die als Quotient Re = w- f/v von der Geschwindigkeit w, einer charakteristi­
schen Lange fund der kinematischen Zahigkeit v abhangig ist.

Die innere Reibung wird maJlgeblich von der Amplitude beeinfluBt. Sie ist von den Werk­
stoffeigenschaften des Bauteiles abhangig, das als Feder wirkt. Die innere Reibung wird bei
Stahlen praktisch vernachlassigt. Handelt es sich bei dem Federwerkstoff z.B. urn Gummi,
so wird dieses Bauteil als Dampfer behandelt und die von ihm ausgeiibte Kraft als Damp­
fungskraft in die Differentialgleichung eingefirhrt,

Bei Maschinen kann der EinfluJl der Darnpfung weitgehend vernachlassigt werden, wenn
nur die vorhandene Reibung zwischen den Bauteilen wirkt und ein Schmierfilm zwischen
den Bauteilen vorhanden ist.

Die Darnpfung wird dann voll beriicksichtigt , wenn Dampfungselemente als Bauteile
eingesetzt werden. Die Entscheidung muB von Fall zu Fall fur die einzelne Konstruktion
getroffen werden. Im ZweifelsfaU muB dann sowohl mit Dampfung als auch ohne
Darnpfung gerechnet werden . Bei einer bereits gebauten Maschine liiBtsich die Frage durch
einen Ausschwingversuch beantworten (Aufgabe im Kap. Beispiele zu Kap. 23.1 und Kap.
24).

Der am haufigsten vorkommende Fall wird durch die fliissige Reibung im laminaren
Bereich weitgehend erfaBt. Dieser Fall wird in den folgenden Kapiteln behandelt .

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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24.1 DGL der freien gedampften Schwingung

Bei der freien gedampften Schwingung wird ein schw ingungsfahiges System nach dem ein­
maligen Anstoll sich selbst uberlassen. Es wirken also von aullen keine weiteren Krafte
mehr auf das System ein. Zu den Gleichungen, die bisher aufgestellt worden sind, kommt
nun noch die Dampfung hinzu. Damit sind wirksam:

Tragheltskraft
Darnpfungskraft
Federkraft

FT = m • i
FD = k • i
FF = C • x

(geschwindigkeitsproport ional)

Die homogene Differentialgleichun g eines Feder-Masse Schwingers mit geschwindigkeits­
proportionaler Dampfung lautet dann (nach Division durch m)

k p-
"TTl m

~x~kx
mx

Abb. 24-1-1 Freie gedampfte Schwingung

m .i + k· x + c· x ; 0 , (24-1-1)

i + 2·o·x + w~ ·x ; 0 .(24-1-2)

Fur {j und Wo siehe (24-1-4) und (24-1-3).
Damit treten in der Differentialgleichung
die BewegungsgrOllen Weg, Geschwindig­
keit und Beschleunigung auf.

Es wird die Bewegung ab dem Zeitpunkt
betrachtet, in dem die von aullen wirkende Kraft, die die Bewegung hervorgerufen hat,
nicht mehr wirkt , und die Masse sieh selbst iiberlassen ist. Dabei konnen die einzelnen
Gr6llen, die bisher bei der ungedampften Schwingung benutzt worden sind, beibehalten
werden. Kap. 24.3 .1 wird zeigen, dall die ungedampfte Schwingung ein Sonderfall der
gedampften Schwingung ist.

In dieser symbolischen Darstellung (einem Ersatzsystem) ist die Dampfung symbolisch
eingezeichnet. Das bedeutet nicht, dall auch tatsachlich ein Dampfer als Bauteil vorhanden
sein mull. Sobald man Reibung in irgendeiner Form in die Berechnung mit einbeziehen will,
wird dieses Ersatzbild verwendet.
Es war die

Eigenkreisfrequenz der ungedampften Schwingung Wo

(24-1-3)
s

Weiter wird definiert der

Abklingkoeffizient 0.
Der Abklingkoeffizient beschreibt die Abnahme der Amplituden der Schwingung . Er ist fur
die Torsionsschwingung bereits in (22-3-5) angewendet worden. Durch den Faktor 2
vermeidet man in der Losung der Charakteristischen Gleichung den Faktor if! in (24-2-3).
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0 ; _k_
2 'm s

(24-1-4)

mit der Dampfungskonstanten k. AuBerdem wird als praktisch wichtigster Begriff zur
Beschreibung einer gedampften Schwingung der

Dampfungsgrad ,J, als Lehr'sches Darnpfungsmaf siehe Kap. 30.5 (30-5-8)

(24-1-5)

eingefuhrt , mit dem die einzelnen Falle unterschieden werden.

Die beiden folgenden Begriffe sind in eigenen Kapiteln behandelt:
Eigenkreisfrequenz der gedampften Schwingung wd

(siehe Kap. 24. 2)

Logarithmisches Dekrement A
(siehe Kap. 24.4)

24.2 Charakteri stische Gleichung

Fur die Losung der Differentialgleich ung setzt man, mit zweimalige r Differentiation , an:

(24-2-1)

Durch Einsetzen in die DGL , wobei man eA•r vorklammern kann und fur alle Werte von
t der Ausdruck eA•r r! 0 ist , erhalt man die charakteristische Gleichung als Inhalt der
Klammer. Dann muf der Inhalt der Klammer gleich Null sein:

A2 + 2· /j . A + l<J~ ; 0 .

Das ist eine quadratisc he Gleichung und deren Losungen sind

A1,2 ; -0 ± V02 _l<J~ .

Diese Gleichung gilt sowohl fur die geradlinige Bewegung mit

k ~(k)2 CA1•2 ; - 2 ·m ± 2 · In - -;;; ,

als auch fiir die kreis forrnige Bewegung mit

(24-2-2)

(24-2-3)

(24-2-4)

c
J

(24-2-5)
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Zu dieser Gleichung (24-2-5) gehort die Abb. 24-2-1. Dort wird auch auf die Torsions­
schwingung naher eingegangen. Es wird sich zeigen, daB fiir die DGL und deren Losung
die Losungen der charakteristischen Gleichung fur geradlinige und fur kreisforrnige Bewe­
gung gleichwertig sind.

Der Ansatz filr x in (24-2-1) liefert dann mit den Teillosungen Al,Z die allgemeinen Losun­
gen fur verschiedene Werte der Integrationskonstanten Cl und Cz.
Dabei sind dre i Falle zu unterscheiden, je nachdem, ob die Wurzel reell, imaginar oder
Null ist , d .h . ob das Argument der Wurzel groBer, kleiner oder gleich Null ist .

Da allgemein zwei Losungen fur eine quadratische Gleichung existieren, muB das x aus (24­
2-1) auch beide Losungen im Exponenten von e enthalten. Deshalb erhalt man fur den Weg

Diese Gleichung wird in (24-6-3) weiterverwendet.

Betrachtet man die Wurzel aus (24-2-3), so ergeben die Umformungen mit dem
Dampfungsgrad " = /j I Wo

J02
- (J~ = FI . J(J~ - 02

= j . (Jd

mit Wd als Eigenkreisfrequenz der gedarnpften Schwingung. Sie ist

(J~ = (J~ - 02 = (J~' (I - ~) .

Damit wird die Losung der charakteristischen Gleichung zu

A.I ,2 = -0 ± j '(Jd'

(24-2-6)

(24-2-7)

(24-2-8)

(24-2-9)

Diese Gleichungen werden mit dem Ansatz nach Euler (aus einer math . Formelsammlung)
bearbeitet, da sie nach (24-2-6) im Exponenten von e stecken und ein Imaginarteil enthalten.

ej''I' = COSlfI + j -sine .

Dann wird die Gleichung (24-2-6) mit cp = wd'f zu

Der gemeinsame Faktor e(-/)' t) wird vorgeklammert

x =e+ t '[CI '(COS«(Jd·t)+ j ' sin «(Jd -r) +C2' (cos( UJd ·t)-j 'sin(UJd ·t» ]

und die Grollen zusammengefaJ3t

x = e-d.t·[(C.+C2) ·cos«(Jd ·t) + j·(CI-C2) ·sin(UJd · t)] .

(24-2-10)

(24-2-11)

(24-2-12)

(24-2-13)

wird (24-2-13) zu



24 Freie gediimpfteSchwingung 127

(24-2-14)

als die allgemeine Gleichung einer Schwingung, deren Bild in Abb. 24-3-1 dargestellt ist.
Ihre Umhiillende ist eine gegen Null strebende e-Funktion ; die Amplituden nehmen mit der
Zeit ab. Die Konstanten A und B bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen (siehe (24-2­
16» .

Achtung: Die Federkonstante der Langsschwingung CUings hat die
Einheit Nlm und die Federkonstante der Drehschwingung cOreh

hat die Einheit N· m. Ebenso gilt entsprechend fur kUings N· s/m
und kOreh N ·s·m.

Torsionsschwingung

Fiir die Torsion gelten die gleichen Betrachtungen. Fiir den Weg
x wird der Verdrehwinkel 'P eingefiihrt. Geschwindigkeit Cp und
Beschleunigung ip erhalt man durch Differentiation nach der Zeit.
Da es sich bereits bei der Torsion von Wellen gezeigt hat (Kap.
8.2), daB man Drehschwingungen auf Langsschwingungen zuriick­
fiihren kann, wenn man die einzelnen Gri:iBen sinngernaf er­
setzt (x => 'P, m => J, kUings => kOreh ' CUings => cOreh)' erhalt man
die DGL mit (24-2-5) zu:

J.,p +k',p +C'ffJ =0 . (24-2-15)

c

Abb.24-2-1
Torsionsschwingung

Achtung: Die Dampfung ist mit der Geschwindigkeit x verbun-
den, die Eigenkreisfrequenz dagegen nur mit dem Weg x. Also hat die Dampfung keinen
unmittelbaren EinfluB auf die Eigenkreisfrequenz. Eine wesentliche Anderung der Eigen­
kreisfrequenz kann also nicht iiber die Dampfung erfolgen, wenn man davon absieht , daB
nach (24-1-4) iiber den Abklingkoeffizienten 0 die Grollen k und m bzw. J verkniipft sind.

Anfangsbedingungen
Urn die Konstanten A und B zu bestimmen, miissen die Anfangsbedingungen bekannt sein.
Ist zur Zeit t = 0 die Position des Schwingers x = x(O) und die Anfangsgeschwindigkeit
x = x(O), so ist El

A = Xo B (24-2-16)
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24.3 Periodischer Fall

24.3 .1 {} = 0

Der Dampfungsgrad ist Null; dann muB gelten :

" = ~ = 0 '* 13 = ~ = 0 '* k = 0 '* F = k -i: = 0 .
(,)0 2 'm D

(24-3-1)

Daraus folgt, daB die Damp fungskraft Null ist. Es handelt sich um eine Bewegung ohne
Reibung. Aus der Gleichung (24-2-14) wird dann mit 0 = 0 eine ungedampfte Schwingung
mit wd'*wo' denn eO' t wird mit 0 = 0 zu eO = 1 und damit der Faktor der Klammer zu I.
Es bleibt nur der Inhalt der ( )-Klammer iibrig und damit

oder in gleichwertiger Schreibweise

x = x ·sin((,)d·t+tp) .

(24-3-2)

(24-3-3)

Das ist eine freie, ungedampfte, Iineare Schwingung , also eine harmonische Schwingung,
die bisher behandelt worden ist .

24.3.2 O<{}<1

Es existiert eine Dampfung, die jedoch ger ing ist. In der Praxis bedeutet das, daB meist
kein Darnpfungselement als Bauteil in der Maschine vorhanden ist , es wirkt dann nur die
normale Reibung . Dann ist 0 < wo' da {} = OIwo < I ist , Die Reibungskraft FR ist klein
im Verhaltn is zur riicktreibenden Kraft FF; es gilt

13 = _k_ < (,)0 = r:£ .
2'm ~-;;;

(24-3-4)

Damit sind die Losungen f..l ,2 konjugiert komplex, denn der Inhalt der Wurzeln in den
Losungen der charakteristischen Gleichung ist negativ . Die Losung ist dann die bereits in
Kap . 24.2 angefiihrte allgemeine Losung als Gleichung einer freien gedarnpften Schwingung
mit den gleichwertigen Schreibweisen

(24-3-5)

(24-3-6)

Dabei ist die Eigenkrei sfrequenz der gedampften Schwingung wd nach (24-2-8)
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(24-3-7)

Da der sin-Anteil nur Werte zwischen - I und +1 annehmen kann (er ist in das Funktions­
bild Abb. 24-3-1 einjezeichnet), ist der Term aus (24-3-6)

xl = ± x - e ( - t)

der Faktor der reinen sin-Schwingung in (24-3-5). Er stellt die Funktion der beiden Hull­
kurven dar. Mit

x2 = sin(wd-t+",,) wird die Gesamtfunktion zu x = xl -X2

x

o

-1

Die Funktionswerte sind fiir die
Zeichnung willkiirlich gewahlt.

Die Amplituden der Schwingung
nehmen nach einer e-Funkt ion mit
der Zeit ab. Die sin-Schwingung ist
eingezeichnet; ihre Eigenkreisfre­
quenz muB wd sein, denn sie hat die
Eigenkreisfrequenz der abklingenden
gedampften Schwingung und nicht
die Eigenkreisfrequenz einer unge­
darnpften Schwingung. Es war nach
(24-2-8)

(A)~ = (A)~ ' (1- ,,2) . (24-3-8)

Abb. 24-3-1 Freie gedampfte Schwingung

6 1 l"'"'==rF',...,..

62 :::=++t==t\

Abb. 24-3-2 Dampfungsgrofien

Das ist aber nach Umformung die
Kreisgleichung der Geometrie
(x2+i = I) fur den positiven Teil

der Achsen

(::r + ,,2 = 1 . (24-3-9)

Zeichnet man den positiven Teil, der
negative Teil hat keine praktische
Bedeutung, so erhalt man einen
Viertelkreis (Abb. 24-3-2) .

Werden die Sekanten fur die kleinen AI'} gezeichnet, so ist der Anstieg und damit die Ande­
rung des Quotienten wd1wO davon abhangig, ob I'} nahe bei 0 oder nahe bei 1 ist. Dieser
Unterschied der Anderung wird insbesondere bei den fremderregten Schwingungen eine
erhebliche Rolle spielen.

Die Anderung bei I'} < 1 ist im Verhaltnis wd1wO so gering, daB I'} meist vernachlassigt
werden kann, d.h. I'} wird gleich 0 gesetzt und eliminiert auf diese Weise die Summanden
in den Gleichungen der VergrOBerungsfaktoren (als Beispiel) =} 4 -1'}2- (w.,lwO)2 (Kap. 25).
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Mit Hilfe des Dampfungswinkels e kann man schreiben (rechter Teil in Abb. 24-3-2) :

" = sin e = OIwo ,
o = Wo • sin e,
wd = Wo • cos e.

Damit ist im Dreieck (Pythagoras)

02 + wl = wQ2.

Setzt man die einzelnen Groben von oben ein, erhalt man die Kreisgleichung

sin2e + cos2e = I

der Trigonometrie.

AuBerdem ist fur die anschlieBende Ableitung fiir ,,2 ~ I in (24-4-5) fiir kleine Winkel mit
dem in 24.4a einzufiihrend en logarithmischen Dekrement A

A = 2'11"'" = 2· 11"' sin e = 2 ' 11" ' tan e (24-3-10)

24.4a Logarithmisches Dekrement

Bildet man den Quotienten zweier Amplituden, die im Abstand n- Td aufeinander folgen
(mit Td = Period endauer einer vollen Schwingung, n = Anzahl der Vollschwingungen mit
n~ I und ganzzahlig), so ist (aus (24-3-6» eingesetzt

x(t) e-~ ·t

e -& -(t + n"Td )

(24-4-1)

und logarithmiert , urn den Exponenten freizumachen, so wird

In x( t) ; n ' {). T .
x(t + n :T

d
) d

(24-4-2)

Es ist als das logarithmische Dekrement A definiert (nach der Division durch n)

A ; s-T ; .!.. In x(t )
d n x(t + n -T

d
)

(24-4-3)

Durch Umformungen (25-2- 13) erhalt man, indem die einzelnen Gr66en nacheinander
ersetzt werden ,

A---
2· " . Wo ' n

wo·~
(24-4-4)

Fiir kleine Dampfun g (,,2 ~ I) ergibt sich, da der Nenner zu I wird
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A = 2 · " ' re = 2 · 1t •~ = 2 · re . _ 1_ . _ k_
Wo ~ 2 'm (24-4-5)

Abb. 24-4-1
(24-4-6)

Diese Gleichung wird in (24-3-10) und im rechten Teil der Abb. 24-3-2 verwendet. Sie
enthalt den Dampfungswinkel e mit A = 2 ·1l"·tan e.
Alle Gleichungen gelten mit den entsprechenden Groflen ebenso fur Dre hschwingungen .

Logarithmische Darstellung
In der Praxis miissen haufig Schriebe aufgenommen werden . Da die Ampl ituden zur
Berechnung der einzelnen Parameter der Schwingung und damit der Maschine geme ssen
werden , sind genaue Werte durch Ungenauigkeiten der Aufzeichnung praktisch nicht zu
ermitteln . Da kann man mit Gleichung (24-4-3) die Bedingung ausnutzen, daB das logarith­
mische Dekrement const. ist und damit in einem einfach logarithmischen Diagramm die
Hiillkurve der Amplituden a1seine fallende Gerade darstellen . Abb. 24-4-1 stellt einen MeB­
schrieb mit eingezeichneter Hiillkurve dar (hier allerdings vom Rechner erstellt) . Abb. 24­
4-2 ist die zugehorige Darstellung im einfach logarithm ischen Diagramm.

Arbeitet man mit einem lg-Diagramm, muB der In
in Ig umgewandelt werden . Da die Steigung auBer­
dem vo m MaBstab der Achsen abhangt , miissen die
Abbi ldungsmaBstiibe der Achsen beriicksich tigt
werden (Zahlenwerte in Beispiel 24-3):

fy = 1 Dekade = nnn [mm];
fx = Lange TD = nnn [mm] .

Damit ergibt sich mit Ig e = 0,4343:

A tan a

19 e . fy
Rx

(24-4-7)

w-2
X

5

10- )

5

10-4

5

11

10-5

5

It t
10-6

0 1.0 2.0 a.c 4.0 5.0 4.0 1.0

Abb. 24-4-2
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24.4b Extreme und Beriihrungspunkte

- 1.8

- \.O

-0,6

1.0 2.03.0

Maximum

Ber uhrpun kt

-0, 2

1. 8 x /mm
Betrachtet man die Abb. 24-3-1, so fallt
zunachst nicht auf, daB die Maxima der
gedampften Schwingung nicht die Beriihr­
punkte mit der Hiillkurve sind. Wird da­
gegen ein anderer MaBstab gewahlt, so ist
deutlich der Unterschied zu erkennen. Im
Kap. Beispiele sind in einem Beispiel
(Kap.24-7) die zu der Abb. 24-4-3 geho­
renden Werte angegeben.

Geht man von (24-3-6) aus, so kann man,
wie es bereits dort beschrieben ist, den
Funktionsterm x =f(t) in das Produkt der
beiden Funktionenterme xl = f(t) und
x 2 = f(t) zerlegen

x = e-~ ·t ·x . Sin(Uld·t + tp)
'-v--'~.

= xl = X2

Abb. 24-4-3 Extreme und Beriihrpunkte

(24-4-8)

Da der Funktionsterm xl nicht Null sein kann, muB fur die Nullstellen gelten

x2 = 0 = sin( Uld ·t + tp) = sin(n .1t) fur n = 0; 1;2; ... . (24-4-9)

Uld • t + tp = n' 1t , (24-4-10)
Uld·t = n·1t - tp

In den Beriihrungspunkten miissen die Werte fiir x = f(t) und XI = f(t) ubereinstimrnen.
Das ist jedoch nur dann der Fall, wenn x2 = ± 1 ist

(24-4-11)

2 'n + 1
Uld ·t + tp = --2-- · 1t

2 'n + 1
Uld ·t = --2-_ °1t

1t
- tp = no1t + "2 - tp (24-4-12)

= (n °1t - tp)
1t

+ -
2
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(24-4-13)

Vergleicht man die jeweils letzte Gleichung aus (24-4-10) und (24-4-12), so sind sie bis auf
den Summanden in (24-4-12) identisch. Der Summand 7r/2 gibt an, daB die Beriihrpunkte
genau in der Mitte zwischen zwei Nullstellen liegen.

Die Extremwerte erhalt man durch Differentiation der Gleichung (24-4-8) mit der Bedin­
gung, daB die [ ]-Klammer Null werden muB

i ; e+t,x'[ -6 ·sin(wd·t + rp) + wd 'COS(Wd 't + rp) ]

; 0

Dann ist

(24-4-14)

Mit den Gleichungen (24-3-8) und (21-1-5) kann man die Zeit rE fur einen Extremwert auch
mit Hilfe der Dampfungskonstanten () berechnen.

1( flD2 )t ; _' arctanV1 - u- _ rp •
E w

d
f)

24.5 Aperiodischer GrenzfaIl {} = 1

(24-4-15)

In Kap. 24.3.1 war () = 0, das flihrte zu einer ungedampften Schwingung. In Kap. 24.3.2
gait ° < () < I. Das war eine gedampfte periodische Schwingung, deren Amplituden nach
einer e-Funktion abnahmen . Nun soll () = I gelten. Nach der Definition fur () folgt aber
daraus 0 = Wo und damit ist AI = A2 = - o. Dann wird der Inhalt der Wurzel aus der
Losung der charakteristischen Gleichung zu 0. Es gibt nur eine Losung

x ; C ·e.l ·t • (24-5-1)

Der Ansatz erfolgt nach der Methode der Variation der Konstanten in der Form ( Cit) ist
dabei eine Funktion von r )

x ; C(t) · e.l·t , (24-5-2)

(24-5-3)
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(24-5-4)

x wurde zweimal differenziert. Diese Griillen werden in die DGL eingesetzt, wobei die
DGL = 0 ist. Dabei wird durch Ausklammern die gesamte Gleichung zu eA· t • [] = 0
umgeformt. Da aber der Faktor eA·t nicht 0 sein kann, mull die [] = 0 sein! Es wird dann
aus

x + 2 · <5 •x + w~ · x = 0 (24-5-5)

auf diese Weise durch Zusammenfassen und Ordnen nach C", C' und C schlielllich

(24-5-6)

Dabei ist wegen A = -0 die erste [] = 0, und da die zweite [] gleich der charakteristi­
schen Gleichung ist (= 0), istjeder Summand gleich Null, also mull auch C"(t) gleich Null
sein.

Die zweifache Integration bringt

(24-5-7)

Alle [ ]-Ausdriicke sind Null; deshalb existieren die C'(t) und Ctt) . Damit wird in den
Ansatz Ctt) eingesetzt (24-5-2):

Das ist eine aperiodische Bewegung. Die
Gleichung enthalt keinen sin-Anteil mehr.
Das System schwingt gerade nicht mehr.
Die Bewegung strebt wegen des negativen
Exponenten von e gegen Null. Die Bestim­
mung von Cl und C2 erfolgt aus den
Randbedingungen der Bewegung. Sie wird
in den Beispielen im Kap. Beispiele aus­
fuhrlich durchgefuhrt , le nach den Rand­
bedingungen hat die Bewegung maximal
einen Nulldurchgang und kriecht dann in
die Ruhelage (siehe auch Abb. 24-6-1).

x
xo

(24-5-8)

In diesem Diagramm ist eine Besonderheit
in der Benennung der Achsen eingefiihrt. wo·t
Die Mallsysteme der einzelnen Lander sind
nicht einheitlich, das metrische System ist Abb. 24-5-1 Aperiodischer Grerufall
nicht uberall eingefiihrt. Deshalb ist es
iiblich, die Achsen frei von Einheiten zu
machen. Die Variable x wird durch die Division mit Xo (= const.) einheitenfrei und die Zeit
t durch die Multiplikation mit Wo (= const) einheitenfrei.
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24.6 Aperiodischer Fa ll o > 1

135

Zu der Einleitung zu Kap. 24.5 wird nun noch der Fall hinzugenommen, daB iJ > 1 ist.
Damit gilt nach der Definition fur iJ, daB /) > Wo sein mull. Die Darnpfung ist groll (in der
Maschine sind in der Regel Dampfungselementeeingebaut). Die Wurzel aus der Losung der
charakteristischen Gleichung ist reell. Man setzt

als Abkiirzung in der Schreibweise (x = Kappa). Damit sind die Losungen

(24-6-1)

mit ,,<a (24-6-2)

Die Losungen sind also negativ, die Funktion strebt gegen Null , eine Schwingung tritt nicht
ein. Der Vorgang ist aperiodisch . Die Weg-Zeit-Funktion ist mit (24-2-6)

und die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion als erste Ableitung

i = -(a-,,)·Cl·e-(~ -K) . t - ( a+,,) · C2 ·e-(~+K).t .

(24-6-3)

(24-6-4)

Die Integrat ionskonstanten werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt. Wird der
Korper aus der statischen Ruhelage ausgelenkt und ohne Anstoll losgelassen, gilt zur Zeit

t = 0 =} x(O) = Xo ; 1(0) = O.

Diese Anfangsbeding ungen werden in die Gleichungen (24-6-3) und(24-6-4) eingesetzt.
Dann ergeben sich durch Einsetzen und Umformen die Konstanten zu 0

a + "C =-_ ·x·
1 2." 0 '

(24-6-5)

Sie werden in die Weg-Zeit-Funktion eingesetzt (24-6-3) und man erhalt

x = x . [~ . e- (6 - K) . t - ~.e-(6+K) " ] .
o 2 ." 2."

(24-6-6)

Das ist Gleichung fur eine gedampfte Bewegung, bei der es keine Schwingung in Form
einer sin-Schwingung gibt. 1st dagegen bereits eine Anfangsgeschwindigkeit und eine
Auslenkung vorhanden , dann sind die Anfangsbedingungen

t = 0 =} x(O) = Xo ; 1(0) = 10

Die Integrationskonstanten werden nun zu
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(24-6-7)

Setzt man sie in die Weg-Zeit-Funktion ein (24-6-3), so ist

1 [ A-t A"]X = ---' (x . A - x).e 1 - (x . A - x).e 2 •
A

2
- Al 0 2 0 0 I 0

(24-6-8)

Mit Xo = Vo und Al .2 = - 0 ± x und ausgeklammerten Vorzeichen wird diese Gleichung
zu

(24-6-9)

Fur die Grafik ergeben sich mit der
Variation der Anfangsgeschwindig­
keit

(1) Vo > 0
(2) Vo = 0
(3) Vo < o.

x

2

3

3

3

Abb.24-6-1 Aperiodische Bewegung

t



25 Erzwungene Schwingung

25 Erzwungene Schwingung

25.1 Erzwungene gedampfte Schwingung
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Der harmonische Schwinger wird urn zwei weitere GroBen erganzt:

PR = k • i Reibungskraft; geschwindigkeitsproportional angesetzt;

Fe' sin(we ' t) periodische Erregerkraft ( mit dem Index e fiir Erregung).

Damit wird an einem Bauteil eine von auflen eingeleitete, periodische Kraft wirksam, die
dem Bauteil standig neue Energie zufiihrt.

25.2 Federkrafterregung

Wird einer Masse, die in einer freien gedampften Schwingung schwingt, standig Energie
zugefuhrt , dann tritt eine erzwungene Schwingung ein. Bei einer Maschine wird diese
Zwangserregung meist periodisch sein.

Da die Materialien der technischen Konstruktionen einen Elastizitatsmodul haben, unter­
Iiegen sie dem Gesetz von Hooke, d.h. die Spannung ist der Dehnung proportional. Das
bedeutet aber auch, daBalle Konstruktionsteile schwingungsfahig sind, sobald auf sie Krafte
ausgeubt werden .

Abb. 25-2-1 System der Federkrafterregung

In diesem Beispiel erfolgt die Energiezufuhr iiber die Kurbel einer Kreuzschleife. Die
Energie wird durch die Federn auf die Masse weitergeleitet, die nach unten frei durch­
schwingen kann. Die Masse m bleibt dabei urn den Winkel '" zuriick.

Damit erhalt die Gleichung auf der rechten Seite ein Storglied Fe in Form einer

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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harmon ischen Funktion. Die DGL wird damit zu einer inhomogenen linearen Differen­
tialgle ichung zweiter Ordnun g, wobei der Aufhiingepunkt der Feder sich entsprechend der
Bewegung der Kreuzschleife periodisch andert (Weg der Fede r - Weg des Aufhangepunk­
tes) :

m'x + k·x + c '(x - ' ·sin(w. ·f)) = 0 . (25-2- 1)

Die Gleichung wird getrennt in Anteile, welche die Bewegungsgroben enthalten, das ist die
bisher verwendete DGL, und in den Anteil , der die "Storung" enthalt,

m 'x + k·x + C'x = c ·' ·sin(l<l .·t) . (25-2-2)

Halt man die Masse in der Null-Lage fest und dreht man die Kurbe l urn 9(fJ weiter, wird
die Feder urn den Weg f zusammengedriickt, so daB in ihr die Kraft Fe = c - f entsteht. Sie
kann man als Erregerkraft deuten , die period isch wirkt:

m 'x + k·x + e -x = F• . sin(w.·t) .

Dividiert man (25-2-2) durch m, so wird mit c = wQ2. m und k = 2·b

x + 2·o·x + w~ 'x = w~ . , . sin(w. ·t) .

(25-2-3)

(25-2-4)

Die Losung dieser Gleichung setzt sich aus der allgemeinen Losung der homogenen DGL
und einer partikularen Losung der inhomogenen DGL addit iv zusammen :

Die Losung der zugehorigen homogenen Diffe­
rentialgleichung ist bereits behandelt worden. Sie
kJingt wegen des negat iven Exponenten der Expo­
nentialfunkt ion mit der Zeit ab. Fur die erzwunge­
ne Schwingung ist die partikulare Losung der
inhomogenen DGL maBgebend, da nach einiger
Zeit der homogene Anteil prakti sch verschwunden
ist und die Schwingung durch die Erregerkraft
aufrechterhalten wird (Abb. 25-2-2).

Im eingeschwungenen Zustand bestimmt daher der
partikulare Teil die Gesamtschwingung. Daher
wird der Losungsansatz in Form des Storgliedes
angesetzt:

x

o

(25-2-5)

x = x ·sin(l<l . ·t - '11). (25-2-6)

Darin ist x die Amplitude Maximalausschlag
und cp der Winkel , urn den die Masse m hinter Abb. 25-2-2 Erzwungene gedampfte
dem Winkel (we' t) der Erregerkraft zuriickbleibt . Schwingung
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Die Losung erfolgt auf zwei Wegen: zunachst (a) auf konventionelle Weise mit Hilfe der
Additionstheoreme und anschliellend (b) ilber die Aufstellung der Matrizen.

Losung (a) : Zweimaliges Differenzieren von (25-2-6) und Einsetzen in (25-2-3), wobei
gleichzeitig nach sin- und cos-Teilen geordnet wird, bringt die Gleichung in die Form

(25-2-7)

Mit Hilfe der Additionstheoreme der Trigonometrie wird umgeformt:

sin(<<-P) = sin« 'cosp-cos« 'sinP ;cos(<<-P) = cosa ·cosp+sina·sinp.

und gibt in einer Doppelzeile geschrieben: (es wird nach sin(we •t) und cos(we • t) geordnet)

[x '(c-m 'w;)'cos<p + k ·x·w.·sin<p - FJ . sin(w.·t)

(25-2-11)

In dieser einen Gleichung sind die unbekannte Amplitude i und der unbekannte Phasen­
winkel tp enthaIten. Fiir zwei Unbekannte steht zunachst nur eine Gleichung ZUT Verfiigung.
Da die Gleichung gleich Null ist und fiir alle Werte von we· t geIten rnun , muf jede der
[ ]-Klammern fiir sich Null sein.

Zunachst wird die zweite [ ]-Klammer gleich Null gesetzt. Das fiihrt mit tane = sine/cose
auf

(25-2-12)

Es erfolgt die Division des Bruches dUTCh c und mit den Umformungen fiir 0, () und c

6 = _k_
2'm

wird daraus

(25-2-13)

tan<p

und schlieJ31ich

c

k

m ' Wo Wo
2

1 _ m' We

m'w~

(25-2-14)
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tanlp (25-2-15)

Man erhalt so die Phasenverschiebung der
Schwingung der Masse m gegenuber der
Erregung , den Phasenfrequenzgang.
Dabei zeigt es sich, daB vor dem Errei­
chen der kritischen Drehzahl Erregung und
Masse gleichsinnig schwingen, wahrend
nach dem Durchfahren der kritischen
Drehzahl Erregung und Masse gegenlaufig
sind. o

Wird die erste [ ]-Klammer aus (25-2-11)
umgeformt und

Abb. 25-2-3 Phasenfrequenzgang

(25-2-16)COSIpund
2

C - m ' (J.
tane = ----'--

eingesetzt, so erhalt man die Gleichung filr die Amplitude i mit folgenden Schritten aus
(25-2-11) zunachst durch Vorklammern:

x '(c - m '(J~ .cOSIp '[1 + k·x·(J. . Sinlp] = Fe '
X'(c - m ' (J~) cOSIp

(25-2-17)

(25-2-18)

Mit (25-2-16) fur COSI" und darin den tane wiederum durch (25-2-16) eingesetzt, folgt

x' (c - m ' (J~) . . [I + tan e : tane] = Fe .
VI + tan 2

1p

Erweitern mit dem Nenner V(l +tan21")

(25-2-19)

und Kiirzen der [] gegen rli und Ersetzen des tane nach (25-2-16) bringt die Gleichung
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(e - mow;t-(kowi

(e - m-w;t
(25-2-20)

und schliefllich die Amplitude der Masse m

(25-2-21)
Fe

I(e - mow;)2 + (kowy
x = -;:== =:::;:::===

Die Division in Zahler und Nenner mit c und die Umformung fur {} , 0, wo' und c aus
(25-2-13) ergibt die Amplitude

x = -;:=== ====== (25-2-22)

Die allgemeine Weg-Zeitg leichung wird dann mit dieser Amplitude.i aus (25-2-6)

Fe
e

x = -;:::== = ::::::==== (25-2-23)

Durch Division von xdurch r und Fe aus (25-2-2) und (25-2-3)

.i .i
VI=

Fe r
e

(25-2-24)

erhalt man die Vergrti6erungsfunktion VI als Verhaltnis der Amplitude i zur Amplitude
f (vergle ichbar einem Uberserzungsverhaltnis):

VI = -;:::=== = = ===
(25-2-25)

Bei kleiner Dampfung {}2 <i! I wird VI zu (der zweite Summand wird praktisch vernachlas-



142

sigbar klein gegen den ersten Summanden)

V1
2.6

2. 2

1. 8

1.4

1.0

0 . 6

25 Erzwungene Schwingung

(25-2-26)

-0. 2

0.2 0 . 6 1 0 1.4 1. 8 2. 2 /. 2.6

W e/WO

Abb. 25-2-4 vergrofserungsfunktion VI

Achten Sie auf die Maxima-Funktion. Mit griiflerer Dampfung verschieben sich die Maxima
nach links, d .h . zu niedrigeren Drehzahlen. Also wird das Maximum unterhalb der kriti­
schen Drehzahl fur {} = 0 , d .h , we/wO = I eintreten. Gleichzeitig verringert sich al­
lerdings die Resonanzamplitude xder Masse m. Im Gegensatz hierzu wird sich bei der
Massenkrafterregung ( siehe dort ) die Maxima-Funktion zu den hoheren Drehzahlen
verlagern.

VI wird wegen der Abhangigkeit vom Kreisfrequenzverhaltnis auch Amplitudenfrequenz­
gang genannt.

Fur {} > 0,5 0,12 wird die Amplitude x der erregten Masse m immer kleiner als die
Erregeramplitude r sein, d.h. VI wird dann nicht mehr grOfler als I.

Rechts von we/wO"" 1,5 wird VI immer kleiner als I. Gleichze itig laufen die Kurven fur
die verschiedenen Werte der Dampfung {} enger zusammen . In diesem Bereich wird die
Darnpfung dann praktisch wirkungslos. Urn die Dampfer zu schonen, wird bei verschiede­
nen Konstruktionen die Dampfung abgeschaltet. Die Masse schwingt dann mit und ohne



25 Erzwungene Schwingung 143

Dampfung praktisch mit der gIeichen Amplitude. Wicht ig ist die Darnpfung in der Nahe der
kr itischen DrehzahI. In Kap . 14 - BetriebsdrehzahI und Resonanz - ist diese Fragestellung
ausfilhrlich behandelt. Andererseits wird in Kap . 25.4 - Durchlassigkeit und Isolierfaktor ­
die u.U. schadliche Wirkung einer Darnpfung behandelt .
(Siehe auch - Zusammenfassung - am Ende dieses Kapitels 25-3) .

Losung (b)

in Matrizenschreibweise
AIs Ausgangsgleichung dient (25-2-3).

m 'x + k -» + C 'x = F• . sin(W. ·f) .

Der Ansatz erfolgt mit (3-2-13) und zweimaliger Differentiation

x =A osin(w. · f) + B·cos(w . of) ,
X = A 0 w. ocos(We·f) - B · we' sin( Weof) ,

X = - A·w; osin(W. ·f) - B·w; ·cOS(W . of),

(25-2-3) ;(25-2-27)

(25-2-28)

eingesetzt in (25-2-27) und geordnet nach sin(we ° t) und cos(we ' t) ergibt

[A ' (c - m 'w~ - B-k-w. - F.]·sin(W . of) +

[A ' k owe + B'(c - m ·w~] ·cos(we·t) = o .

Wie schon bei (25-2-1 I) erklart, mull jede der [ ] fur sieh gleich Null sein.

A . (c - m' w2-. - B ° k . w = F
e) e e '

A ·k ow. + B '(c - m 'w;) = o .

Damit ist in der Matrizenschreibweise

Die Losung erfolgt iiber die Koeffizientendeterminante 0

(25-2-29)

(25-2-30)

(25-2 -31)

A

(25-2 -32)
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(25-2-33)F ·k · w_ e e •
- --N-'I

(c - m ' w;) Fe I
k - We 0

N
B ; "--_--='---_--1

N ; (25-2-34)

Damit ist der AnschluB an (25-2-12) gegeben

B k'wetan e ; -
A c - m' w: (25-2-12) ;(25-2-35)

Ebenso wird Xermittelt:

(25-2-36)

(c - m'w;t + (k 'wy
((c - m'w;t + (k'wit '

(25-2-37)

(25-2-21);(25-2- 37):i ; -;===~===

und damit zuriick nach (25-2-21)

Fe
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Zusammenhang VI' i, fund If'

Den Zusammenhang zwischen der VergriiBerungsfunktion VI' der Erregeramplitude fund
der Amplitude i, mit der die Masse m schwingt, kann man sich leicht und schnell mit
einem Fadenpendel anschaulich machen. Die Abbildung zeigt die einzelnen Phasen und die
Phasenverschiebung 'P. Bei alien Schwingungen bleibt f konstant.

i '" f

i < f

fur {} = 0

Abb. 25-2 -5 Zusammenhang der Groflen

Im ersten Fall ist die Erregerkreisfrequenz viel k1einera1s die Eigenkreisfrequenz, es wird
die Amplitude ides Pendels der Erregeramplitude f nahezu gleich sein. Da keine Damp­
fung vorhanden ist, ist die Phasenverschiebung gleich Null. Im zweiten Fall wird die
Erregerkreisfrequenz gesteigert, i wird erheblich grOBer a1s f. Im dritten Fall ist die
Erregerkreisfrequenz gleich der Eigenkreisfrequenz. Das ist die Resonanzstelle. Fur den
Dampfungsgrad {} = 0 wird der Pendelausschlag "unberechenbar" . Im vierten Fall ist die
Resonanz durchfahren , i wird k1einer a1s r, schwingt aber im Gegentakt. Im fiinften Fall
ist dann die Erregerkreisfrequenz so grofi, daB die Masse ihr kaum noch folgen kann.
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25.3 Massenkrafterregung
Es wird eine periodische Kraft eingeleitet '* Fliehkraft, wie sie z.B. an Maschinen durch
Unwuchten entstehen .

k

m·5i k x ex

Abb. 25-3-1 System der Massenkrafterregung

Eine Maschine lauft mit der Drehzahl ne (Index e fur Erregung) und steht auf einem Fun­
damentblock, die Masse mp ist reibungsfrei in x-Richtung gefilhrt . Es ist die

a) Erregerkreisfrequenz we

We = 7r' ne 130 (w lis; n IImin)

b) Erregerkraft = Fliehkraft Fe

Fe = me ' e ' we
2

Dividiert man durch c, fuhrt Wo ein und erweitert mit m = mp + me' dann erhalt man den
Ausdruck Felc, der schon in (25-2-24) im Nenner der Amplitude i der federkrafterregten
Schwingung steht:

mit (25-3-1)

Weiter umgeformt wird daraus

Fe = me .e.( We)2
C m Wo

Diese Gleichung wird in (25-2-24) eingesetzt und in d) weiter bearbeitet.

(25-3-2)
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c) Phasenverschiebung '"

Entsprechend der Schwingungsgleichung tritt eine Phasenverschiebung '" auf. Sie wurde in
Kap. 25.2: Erzwungene gedampfte Schwingung (Federkrafterregung) untersucht. Sie kann
von 0 bis 7r in Abhangigkeit vom Kreisfrequenzverhaltnis reichen.

d) VergriiBerungsfunktion V3

Setzt man bei VI (25-2-24) den Wert F.lcaus (25-3-2) ein

i

Fo

c
me • e .( (,)0)2'
m (,)0

(25-3-3)

dann erhalt man die Vergroflerungsfunktion V3 fiir die Massenkrafterregung

i = (:00)2.
VI = V3 •

me 0e
m

(25-3-4)

Hier wird nun noch VI aus (25-2-25) eingesetzt. Damit ist ein unmittelbarer Zusammenhang
zwischen den beiden Vergroflerungsfunktionen gegeben, die in ihrer Art Ubersetzungs­
verhaltnisse aus der Erregeramplitude und der Schwingungsamplitude i der Masse (z.B.
Fundament) darstellen . Dieser Zusammenhang mull sich auch in der Diagrammdarstell ung
wiederfinden lassen (siehe Abschnitt Zusammenfassung am Ende dieses Kapitels).

Dann ist die Vergroflerungsfunktion V3 :

(25-3-5)

Und fur k1eine Dampfung {}2 ~ 1 folgt (der zweite Summand im Nenner wird praktisch
vernachlassigbar klein gegen den ersten Summanden):

(25-3-6)
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V3
2.6

2.2

1.8

1.4

1.0

0.6

0.2

Abb.25-3-2 VergrofJerun gsfunktion V3

25 Erzwungene Schwingung

Die Diskuss ion dieser Funkt ionskurven erfolgt in der Zusammenfassung im AnschluB an
diesen Abschnitt gemeinsam fur VI und V3 , da V3 aus VI hergeleitet worden ist,

Zusammenfass ung VI und V3
Das Diagramm fur VI kann auch fiir V3 benutzt werden, wenn man an der Abzisse eine
Reziprokskala anbringt. Dabei wandert fur VI das Maximum der Amplitude mit zunehmen ­
der Dampfu ng nach links und fur V3 entsprechend nach rechts . Fiir ,J > 0,5 ·.,,12 schaukeln
sich die Schwingungen nicht mehr auf .

1. Gilt fur ein System w.tWo -e I, so konnen die auftretenden Deform ationen aus der
Festigkeitslehre mit dem Hooke'schen Gesetz berechnet werden .

2. Wird w.two = I (Umgebung der Resonanzstelle), so werden selbst kleine erregende
Krafte sehr groBe Amplituden der Masse verursachen, wenn die Dampfu ng klein ist
oder fehlt . (Siehe Kap. 18 -Betriebsdrehzahl). Dieser Effekt wird ausgenutzt in
Schwingforderanlagen , Vibrationsverdichtern .

3. Fiir einfederkrafterregtes System gilt : ist we/wO> 1,5, dann sind selbst bei fehlender
Dampfung die Amplituden der Masse kleiner als die Amplituden der Erreg ung, also =}
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VI < I (siehe oben ;} Aufschaukeln) und Abb.
25-3-3 .

Bei We :i!> Wo werden die Amplituden der schwin­
genden Masse sehr klein (weiche Lagerung) .

Die Dampfung ist in diesem Bereich praktisch
ohne Wirkung, weil alle Kurven fiir VI praktisch
zusammenlaufen . Sie ergeben unabhangig vom
Dampfungsgrad t'J die fast gleichen Schwingungs­
amplituden der Masse . Das ist in Abb. 25-3-3 im
stark umrandeten Rechteck zu erkennen .

4. Fiir ein massenkrafterregtes System gilt: ist die
Erregerkreisfrequenz we :i!> Wo' dann nahert sich
die Amplitude dem Wert Abb.25-3-3

We/WO

1/0.

We/WO

(25-3-7)
I ,

m. -e
m

m. -e '" x ;
m

da nach dem Diagramm V3 bei hohem we gegen I
strebt. Dieser Teil ist im Diagramm eingerahmt.
Dann gilt aber fiir den Quotienten : Nenner ""
Zahler, Setzt man in der Gleichung fur die Feder­
kraft F = c • xfiir xdas Produkt aus (25-3-6)
ein und fur elm = w0 2, dann ist mit geniigend
genauer Annaherung fiir die Praxis die durch die
Federung auf das Fundament iibertragene Kraft
proportional der Eigenkreisfrequenz des Systems
(mit dieser Gleichung soli jedoch nicht die Bela-
stung der Umgebung berechnet werden, das wird Abb. 25-3-4
in den folgenden Abschnitten behandelt) :

F = c'x = C ' m·· e = w~ ·m. ·e ;} F = j{w~ .
m

(25-3-8)

Also mull eine solche Maschine mit gr61lerer Unwucht weich gelagert werden, weil
dann die Eigenkreisfrequenz klein wird ;} kleines cl

5 . Im Kap . 18 - Biegekritische Drehzahl einer Einzelmasse- wurde gezeigt, dall bei
geniigend hoher Drehzahl die Auslenkung der Wellenachse sich dem Wert e nahert, d .h .
die Welle rotiert dann urn den Schwerpunkt. In dieser Weise lallt sich die Aussage fiir
V3 "" I bei we :i!> Wo als Amplitudenverhaltnis deuten:
Amplitude der erregten Masse / Amplitude der Erregung.
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25.4 Durchlassigkeit, Schwingungsleitfahigkeit V2 = VD

Jedes periodisch bewegte Teil wird in seiner Umgebung Schwingungen hervorrufen. Das
kann die Membran eines Lautsprechers sein, oder ein Maschinenteil, das auf die Maschine
und damit auf die Umgebung wirkt . In jedem Fall werden sich die Schwingungen auf die
Umgebung auswirken und zumindest storen , wenn sie in ihrer Amplitude entsprechend groB
sind und/oder ihre Kreisfrequenz die Eigenkreisfrequenz eines Korpers in der Umgebung
erreicht. Sie konnen wegen des Vcrgroflerungseffektes (Vergroflerungsfaktorenl) zum
Aufschaukeln fuhren und erhebliche Zerstorungen hervorrufen .

Ein bekanntes Beispiel ist der Effekt, eine Briicke durch rhythmisches Stampfen zum
Schwingen zu bringen. Allerdings konnen die Folgen katastrophal sein: 1831 stiirzte bei
Manchester eine Briicke unter einer marschie renden Kolonne ein. AIs sich solche Unfalle
wiederholten, wurde in den Dienstvorschriften der Marschschritt auf einer Briicke verboten.
Rechnet man die Eigenkreisfrequenz von Tragem nach, so entsprechen sie haufig der
Schrittfrequenz (Gleichschritt 114 Schritte/min, Laufschritt 180 Schritte/min; siehe hierzu
Beispiel in Kap. Beispiele zu Kap. 25.4). < Exkurs: In der Musik werden fiir den Marsch
in Deutschland 114-116 (Metronom-jxchlage/rnin verwendet, in Osterreich 112-114 , in
ltalien 118. Beethoven schrieb den Yorck'schen Marsch fiir 80-90 Schlage /rnin, er ist als
Prasentiermarsch fiir Staatsempfange heute sehr beliebt. Bei Friedrich 11. waren es 60-72
Schlage/ min. Im Mittelalter gab es keinen Marschschritt . Davor hatten Griechen und
Romer den Marsch in die Geschichte eingefiihrt. >

Der Einsturz der Tacoma-Briicke, iiber den in Kap. 30 gesprochen wird , ist durch Selbst­
erregung hervorgerufen worden.

Hier soil zunachst untersucht werden, wie die Auswirkungen von Resonanzschwingungen
auf die Umgebung sind; wie man sie verhindern (7) kann, besser gesagt, wie man sie
verringern kann und welchen (auch negativen) EinfluB Dampfungen haben konnen ,

Man unterscheidet bei Maschinenschwingungen:
1. Aktivisolierung: Von einer Maschine sollen keine Schwingungen auf die Umgebung

iibertragen werden. Die Maschine wird auf Isolatoren gesetzt.
2. Passivisolierung: Die Umgebung soll keine Schwingungen auf die Maschine oder das

Gerat iibertragen . Das sind z.B. MeBgeriite (insbesondere Waagen) , Feinbearbeitungs­
maschinen. Die Maschine/das Geriit wird auf Isolatoren gesetzt.

In beiden Fallen ist der Losungsweg praktisch gleich . Es werden Schwingungsisolatoren
benutzt, der Rahmen wird besonders schwer ausgefiihrt oder das Maschinenfundament wird
als Beruhigungsmasse verwendet. (Siehe auch Kap. 25.7 - V2 = VD)
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Abb. 25-4-1
A Erregung mit frequenzabhangiger Amplitude
B konstanie Kraftamplitude

151

Siehe Kap. 25.7 . Die Betrachtung wird fur die Federkrafterregung durchgefilhrt. Dabei sind

c Federkonstante
k Darnpfungskonstante
m Masse
x Schwingweg der Masse m
S Schwerpunkt des rotierenden Korpers
e Exzentrizitat des Schwerpunktes (entspricht r in der Fliehkraftgleichung)
we Erregerkreisfrequenz.

Die auf die Umgebung iibertragene dynamische Kraft FG soli moglichst klein sein . Sie setzt
sich aus

FF = e-x Federkraft und
FD = k-x Dampfungskraft zusammen.

Es wird der iibliche Ansatz und die Ableitung durchgefuhrt, Danach werden dann die
Maximalwerte (i und -i· w) eingesetzt.

x = -x·(,) ·sin«(,) ·t-q.» (25-4-1)

Der Realteil wird betrachtet ; die Realkomponenten werden nicht als Vektoren geschrieben;
dabei sind die Krafte die Projektionen auf die Realachse der komplexen Zahlenebene (der
lmaginarteil ergibt sich aus dem imaginaren Anteil der periodisch erregten Schwingung (24­
2-10) Siehe auch Kap.3.4) . Da der sin-Anteil der Dampfungskraft und der cos-Anteil der
Federkraft senkrecht aufeinander stehen, werden die Krafte auch so eingetragen, mit dem ­
Zeichen ist FD nach links gerichtet. Beide bilden die Kraft FG, die durchgeleitet wird. Das
System ist mit der Umgebung nur durch diese beiden Krafte verbunden .
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Im Da die DGL der gedampften Schwin­
gung noch die Tragheitskraft und die
Erregerkraft enthalt, mussen diese
beiden Krafte ebenfalls im
Diagramm enthalten sein. Sie bilden
mit Fa ein Krafteck . FG ist die
Resultierende aus FD und Fp. Die
auf die Umgebung ubertragene Kraft

Re FG eilt um den Phasenwinkel e der
,~-+----1""--'-------'--+--~'.. Erregerkraft Fe nach. Es ist mit dem

Satz von Pythagoras :

Fo ; IF; + F~ . (25-4-2)

FD=-fD Si n(W~ F~=f,'COS(w '/ -)D)
FG=FG'cos(w' / -[")..,

Abb. 25-4-2 Diagramm der Krofte

Die Krafte werden eingesetzt:

(25-4-3)

Aus den Umformungen der gediimpften Schwingung ist

(25-4-4)

Mit dem Einsetzen von {J,k,m Umformen und Vorklammern in (25-4-3)

(25-4-5)

und dem Erweitern mit Fewerden die Faktoren vor der Wurzel

FO=F ....!.-.1+4."2·(:0·)2
e F.

c

(25-4-6)

Darin ist der zweite Faktor VI' Damit wird

(25-4-7)

Als Durchliissigkeit = Schwlngungsleitfahigkeit wird definiert
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(25-4-8)

In Kap. 25.7 wird VD = V2 bezeichnet. In der Literatur sind die Bezeichnungen fiir die V­
Faktoren nicht einheitlich. Fiir VD ist die Art von Feohne Bedeutung (s. Kap. 25.7) .

0. 6

0. 2
-f2

welw 0
0.2 0. 6 1 0 1.4 1.8 2.2 2. 6

Abb. 25-4-3 Durchliissigkeit VD

Bei elastischer Maschinenaufhangung wird im Bereich 0 <
we I Wo < ;/2 die Durchlassigkeit VD > I. Die auf die
Umgebung iibertragene Kraft ist grojJer als die Erregerkraft.
Erst nach diesem Punkt ist eine Schwingungsisolierung " VO

VD < 1 moglich, v,

Achtung: Dabei geben die kleineren Werte fiir {} die kleine-
re Durchlassigkeit. Deshalb verschlechtert eine Dampfung
die Schwingungsisolierung. Allerdings konnen zu kleine
Werte von {} vor und beim Durchfahren der kritischen
Drehzahl zu Problemen fiihren. Dieser "Verschlechterungs­
Bereich" ist in Abb. 25-4-4 rechts unten starker eingerahmt.

Eine Dampfung ist immer ein Kompromifi . Abb. 25-4-4
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Eine Masse kann durch ihren Untergrund erregt werden .
Das wird im Kap. 2506 (Fallbe ispiele der Anregung) und im
Kap. 2507 naher beschrieben. Die Masse schwingt frei , in
(25-4-10) stellt der rechte Teil der Gleichung den von dem
Rahmen (= Untergrund) eingeleiteten Anteil von Feder und
Dampfer dar :

m oX +k o(x - 8) +c o(x - s) =0

und s = fosin(tJo °t) ,
(25-4-9)

Abb. 25-4-5

m 0x + k 0x + c ox = k · tJ0 0I' 0cos(tJ0 • t) + c ol'. sinetJ0 0t) .

Fur jede Schwingung gilt mit (3-2-13) bzw. (7-2-9) und (7-2-10)

A-cos(tJ °t) + B osin(tJ ot) = C osin(tJ°t+tp) mit C = .jA2 + B2 •

(25-4-10)

(25-4-11)

(25-4-12)

Die Losung soll wie bereit in Kap. 25.2 mit Hilfe der Additionstheoreme (a) und uber die
Matrizenschreibweise (b) erfolgen.

Losung (a)
Macht man den Ansatz entsprechend (25-2-6) , so erhalt man den Phasenfrequenzgang <p mit
dem Parameter {j . (25-2-6) wird zweimal differenziert und in (25-4-10) eingesetzt.

- m oxotJ~osin(tJoot-tp) + k oXotJ.ocos(tJoot-tp) + cox·sin(tJo ot-tp)
= k - tJ. of ocos(tJo°t) + c ofosin(tJ.ot) 0

Es wird geordnet und mit Hilfe von

sinea:- 13) =sina:0cosf3-cosa 0sinf3 ; cos( a-: 13) =cosa: 0cosf3+sina:0sinf3

erhalt man

[(c -m o tJ~)o x o Cos tp + k °tJooxosintp - c ofJosin(tJoot) +

[k otJoox ocostp - (c-m otJ~)ox osintp - k otJo ofjocos(tJo·t) =0 .

(25-4-13)

(25-4- 14)

(25-4-15)

Im Kap. 2502 ist bereits erklart, daf jede [ 1 fur sich Null sein mull. Man erhalt zwei
lineare Gleichungen

(c -m otJ~) °xocostp + k : tJo ·xosintp = c ol' ,

k °tJ o ox ocos tp - (c-motJ~ ox osin tp = k otJoof 0

Dieses System wird Hilfe der Koeffizientendeterminanten gelost ,
Damit ist fiir diesen Fall
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(25-4-16)

(25-4-17)

B = I
(c-m ' w~ C ' f I

k'we k·f·we
Do

(c -m'w~ 'k'f 'we - c · f · k · we
Do

m+f 'w~

11

Es is! B = g·sin\O und A = g·cos\O. Man erhalt den tane = BIA. Der Quotient wird mit
(-1) multip liziert, f wird gekurzt , m = clWo2 und k = 2· t'J •m •Wo gesetzt

(25-4-18)

tanq:> (25-4-19)

Abb. 25-4-7
Fahrzeug­
erregung

Die Abb. 25-4 -5 kann in Abb. 25-4-7
iiberfllhrt werden und so die Fahrzeugbe­
wegung fur einen Einmassenschwinger
simulieren, der eine Bodenwelle durc h­
fahrt . Auf die Dampfung kann wegen der

3.0 'P 0
1.J

z.s

0,2

1.8

1,0

0.2

-o.a

Abb. 25-4-6 Phaserfrequ enzgang

3.0
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Resonanzstelle nicht verzichtet werden, obwohl sie sich im iiberkritischen Bereich negativ
auswirkt. Dieser Nachteil ist jedoch gering gegeniiber dem Verlust der Haftung von
Reifen/Fahrbahn im Resonanzfall.
(Achten Sie auf defekte Stofldampfer I).

Liisung (b)
Verwendet man den zu (25-2-6) gleichwertigen Ansatz

x = A ·sin(w. ·t) + B·cos(w.·t) ,
x = A·w.·cos(w.·t) - B·w. ·sin(w. ·t),

X = - A·w;·sin(w.·t) - B·w; ·cos(w.·t),

und setzt

s = f ·cos(w. · t); s = - i -w. · sin(w. · t) ,

(25-4-20)

(25-4-21)

so wird aus (25-4-10)

m'x + k ·x + e -x = c·f ·cos(w.·t) - k · w. ·f·sin(w. ·t) . (25-4-10); (25-4-22)

durch Einsetzen von (25-4-20) und Ordnen

[A- (c-m' w~ - B·k· w. + k·f· w.l·sin(w. ·t) +

[A·k·w. + B'(c-m 'w;) - c .fJ'cos(w• . t) = O .

Die Matrix ist

[
(c -m 'w~ -k'W.

2

) [A) = [ - k'W.'f).

k · w. (c-m ' w.) B e-r

Damit sind die Determinanten

(25-4-23)

(25-4-24)

A 1

- k·w.·f - k·w. 1

e-r (c-m ' w~

N

- k·f· w;(c-m' w~ + k·f· w;c

N
(25-4-25)
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(25-4-26)
c·f ·(c-m ·w:> + f·(k ·wei

N
I

(c-m' w;) - k · ~e • f I
k· We C 'T

N
B = -'-----'------'

N=
(c -m ' w:> - k - We

k'we (c-m'w;)

(25-4-27)

Mit tane = A/B erfolgt der Ubergang zu (25-4-18)

m'k 'w;
tanfl/=-------'---

c2 - c· m' w; + k2 • w;
(25-4-18);(25-4-28)

25.5 Isolierfaktor

Der Klammerausdruck der Gleichung (25-5-1) ist als Isolierfaktor definiert :

(25-5-1)

Darunter versteht man den Anteil der Schwingungswirkung, der durch die Federwirkung
und die Dampfung abgeschirmt wird.
Fiir geringe Dampfung {}2 <!ii 1 wird dann in der Gleichung, wobei VD eingesetzt und die
Gleichung weiter umgeformt wird:

= 0

Beispiel: Im iiberkritischen Bereich erhalt man fiir den abgeschirmten Anteil bei einem
we/wO = 3

1 1(l-VJ=l- =>(l-VJ=l- =0,875,

1 1 _ ( ::r I I1 - 3
2

I
(25-5-3)
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d.h. der abgeschirmte Anteil betragt 87,5 % und der durchgeleitete Anteil betragt 12,5 %.
Damit ist die Durchlassigkeit

v. = 1 = 0,125 .
D 11 _ 32 I

25.6 Fallbeispiele der Anregung

(25-5-4)

In Kap. 25.2 erfolgt die Anregung der Masse iiber die Kurbel einer Kreuzschleife. Geht
man von der Gleichung (25-2-1) aus und betrachtet man die Anregung iiber die Wegfunk­
tion mit ihrer ersten Ableitung

s(t) = , • sin(w e • t) ; s(t) = we·' ·COs(We· t) , (25-6-1)

so kann man den Fall nach Abb. 25-2-1 in der Form darstellen

m ·x + k·x + c · (x - s) = 0 ,

m ·x + k-tc + c·x = c·' ·sin(we·t) ,

mit

Fe = e-r .

Die Erregung erfolgt iiber den Aufhangepunkt der Feder.
Die Masse ist iiber k mit der Umgebung verbunden.

Dampfer und Feder konnen vertauscht sein:

m .x + k · (x - s) + c ·x = 0 ,

m ·x + k ·x + c·x = k·we·'·cos(we ·t),

mit

(25-6-2)

(25-6-3)

(25-6-4)

(25-6-5)

(25-6-6)

(25-6-7)

Abb. 25-6-1
Abb. 31-2-1

c

Die Erregung erfolgt iiber den Aufhangepunkt der Diimpfung.
Die Masse ist iiber c mit der Umgebung verbunden.

Abb.25-6-2
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Weitere Falle ergeben sich durch Variationen der Konstruk­
tionsteile:

Durch Auflosen der Klammern erhalt man wie vorher den
harmonischen Teil und den Erregerteil der Schwingung:

m .x + k(x - s) + c(x - s) ~ 0 . (25-6-8)

Abb.25-6-3

m'x + k-» + C'x

= k · lJe ' r' cos( lJe · t) + c 'r 'sin(we · t) .
(25-6-9)

Die Erregerkraft ist dann als F(t)

F(t) = k·we·r·cos(we·t) + c·r·sin(we·t) .

(25-6-10)

In Abb. 25-6-4 ist das System urn 1800 gedreht und ent­
spricht damit der Darstellung eines Schwingungsmeflgerates,
Die dabei auftretenden Formen der Gleichungen werden
ausfiihrlicher in Kap. 25.7 behandelt. Die Erregung erfolgt
iiber die gemeinsame Aufhangung von Feder und Dampfer.
Die Masse schwingt frei.

Abb.25-6-4

mit

(25-6-12)

(25-6-13)

m .x + k ·x + Cl' X + c2(x - s) ~ 0, (25-6-11)

Die Erregung erfolgt iiber den Aufhangepunkt der Feder c2'
Die Masse ist iiber k und c l mit der Umgebung verbunden.

Abb.25-6-5
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m -x + k
1

-X + 's(x - s) + c -x = 0 _ (25-6-14)

m-x + (k1+'s) -x + c'X = 's'w;f'cos(w;t) ,

(25-6-15)

mit

(25-6-16)

Die Erregung erfolgt iiber den Aufhangepunkt der Damp­
fung kz.
Die Masse ist iiber k1 und emit der Umgebung verbunden.

25 Erzwungene Schwingung

Abb.25-6-6

Mit (25-2-5) wird fiir den partikularen Teil mit (25-2-6) angesetzt

Xp = i sin( we' t - I{J) ,

_. _ 2 • ( )
X

p
= - x· Q e . srn w e ' t - I{J •

(25-6-17)

(25-6-18)

(25-6-19)

(25-6-20)

Diese Gleichungen fiir xp' xp und Xp werden in der gleichen Art wie in (25-2-11) weiter
bearbeitet. Fiir Abb. 25-6-4 ist die Bearbeitung ausfiihrlich in Kap. 25.7 unter Vz durch­
gefiihrt. Es wird dabei der Phasenfrequenzgang berechnet.
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In den Kapiteln 25.1 bis 25.5 sind die Falle hergeleitet worden, mit denen man in der
Praxis einen groBen Teil der auftretenden Fragen beantworten kann. Dabei wurden in Kap.
25.2 und Kap. 25.5 die Systeme von einer Federkraft bzw. Massenkraft erregt und damit
praktisch die Randbedingungen festgelegt. In Kap. 25.4 wurde die Aktiv- und Passivisolie­
rung in der Einfuhrung unterschieden. In diesem Kapitel sollen nun die Randbedingungen
so variiert werden, daB ein moglichst groBer Teil von Anwendungen erfaBt wird , wobei auf
die oben angefuhrten Kapitel zuriickgegriffen wird und die Fallbespiele der Anregung aus
Kap. 25.2 mit verwendet werden.

Es werden die Begriffe verwendet:

Fremderregung
Weg der Erregung
Amplitude der Erregung
Geschwindigkeit der Erregung
Weg der schwingenden Masse
Amplitude der schwingenden Masse
konstante Kraftamplitude (Erregung)
Federkrafterregung (konstant)
frequenzabhangige Kraftamplitude
Massenkrafterregung (z.B. Unwucht)
Uber den Grund in die Umgebung geleitete Kraft
Rahmenkraft (Gehause z.B. bei Meflgeraten)
Exzentrizitat (Angriffspunkt) der Unwucht

= X
= Fe 0 sin(we 0 t)
= C op
= meoeow/o sin(weot)
= meoeow/

e (als Index)
s(t) = P 0 sin(we 0 t)

= P
= powe 0 cos(weot)

Smax
s(t)
x
Xmax
F(t)
Fe
F(t)
Fe
FGFGR
e (als Faktor)

Es kann die Masse m, deren Schwingung betrachtet wird, aktiv auf das System wirken ,
ebenso kann die Masse passiv durch das System zum Schwingen gezwungen werden . Die
Gleichungen , die bereits in den vorigen Abschnitten hergeleitet worden sind, werden in
diesem Abschnitt sinngemiiB mit neuen Nummem versehen, urn die Zuordnung zu erleich­
tern . Es wird jedoch auf die vorhergehenden Nummern hingewiesen.

VI
Es werden aus Kap. 25.2 die G1eichungen iibernommen. In diesem
Kapitel sind die G1eichungen ausftihrlich besprochen worden. Die Erre­
gung erfolgt durch eine Kraft F(t), deren Amplitude bei der Federkraft­
erregung (Abb. 25-7-1) const. und bei der Darnpferkrafterregung pro­
portional der Erregerkreisfrequenz ist (Abb. 25-7-2). Es gilt fiir den
Weg s(t), mit dem der Aufhangepunkt der Feder bewegt wird, und fur
die Geschwindigkeit s(t) , mit der der Aufhangepunkt des Dampfers
bewegt wird mit den Gleichungen (25-2-28) bis (25-2-29),

s(t) = f . sin({,). ·t); s(t) = (,). ·f · sin({,).· t) . (25-7-1)

c
,.

5 (t )

Mit (25-2-2) und (25-2-3) ist die Kraft Abb.25-7-1
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(25-7-2)

Der Ansatz fiir die Erregung durch die Feder ist
(Abb. 25-7-1)

25 Erzwungene Schwingung

m·i + k · i + c ' (x - s) = 0 . (25-7-3)
c

und fiir die Erregung durch den Dampfer (Abb. 25-7-2)
Abb.25-7-2

Als Bezeichnungen fiir diese Falle werden verwendet

Federkrafterregung
Darnpferkrafterregung
Wegerregung
FuBpunkterregung

m . i + k ·(i - s) + c :x = 0 . (25-7-4)

7/// / / / / // /

Abb.25-7-3
In diesen Fallen schwingt die Masse m und beeinflullt die
Umgebung. Will man diese Wirkung reduzieren, dann eine aktive Schwingungsisolierung
notwendig. Die Gleichungen fiir Vt sind mit (25-2-24) und (25-2-25)

(25-7-5)

(25-7-6)

Diese Gleichungen und das Diagramm sind in
Kap. 25.2 ausfiihrlich behandelt worden.

Abb.25-7-4
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Diese Vergroflerungsfunktion beschreibt die Kraft, die von einer
schwingenden Masse mauf das Gehause (Untergrund, Umgebung)
ausgeiibt wird . Die Herleitung ist ausfiihrlich in Kap. 25.4 er­
folgt.

Mit den Gleichungen (25-4-7) und (25-4-8) ist

Danach gilt fiir FG

und damit fur VD

163

Abb. 25-7-5

(25-7-7)

(25-7-8)

(25-7-9)

Es rant Fe heraus. Es hat also keine Bedeutung, ob
die Erregerkraft durch eine Federkraft (konstante
Kraftamplitude Fe = c - f) oder durch eine Massen­
kraft (frequenzabhangige Kraftamplitude Fe =
me· e- We2) hervorgerufen wird.

Werden die Kraftverhaltnisse untersucht, die zwi­
schen schwingender Masse und ihrem Rahmen
herrschen , so ist mit V4 zu arbeiten.

Abb. 25-7-6
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Wie in Kap. 25 .6 bei den Fallbeispielen gezeigt wurde,
kann eine Masse durch ihren Untergrund erregt werden. Das m
ist bei Meflgeraten von Bedeutung, mit denen die Schwin­
gung des Untergrundes gemessen werden soli. Besonders
wird dieser Fall aber zum Problem bei Bearbeitungsmaschi­
nen, die von durch den Untergrund eingeleiteten
Fremdschwingungen zum Mitschwingen gezwungen werden.
Dabei wird z.B . bei Werkzeugmaschinen die Giite der Be­
arbeitung erheblich beeinfluBt (Siehe hierzu Ende des Kap.) .
Auflerdern konnen z. B. Waagen durch Fremdschwingungen
beeinflullt werden . Soli die Masse m vor Fremdschwingun- Abb. 25-7-7
gen geschiitzt werden, so ist eine Passivisolierung durch-
zufiihren . Mit (25-6-8) und (25-6-9) stellt der reehte Teil der Gleichung den von dem
Rahmen (= Untergrund) eingeJeiteten Anteil von Feder und Dampfer dar:

m . i + k(i - s) + c(x - s) ; 0 ,

Fiir jede Schwingung gilt mit (3-2-13) bzw. (7-2-9) und (7-2-10)

A . COS(W'f) + B . sin(w ·t) ; C . sin(w ' f+q»

mit C ; VA2 + B2 •

Formt man (25-7-11) urn, so wird daraus mit (25-7-12)

.. k. c • (k () c . ( »)x + -'x + -'x ; r ' -'we'cos We·f + - 'Sln We·f ,
m m m m

.. k . C [A ~ ( C)2 ( k )2]. ( )x + -;;;·x + -;;; ·X; r > -;;; + -;;; 'We -sm we·f+q>.

Vergleicht man diese Schreibweise mit (25-2-3) so mull Fe /m = [ 1sein . Mit

(25-7-10)

(25-7-11)

(25-7- 12)

(25-7-13)

(25-7-14)

(-;;;
C)2 ; w~ ; (25-7-15)

erhalt man

m
(25-7-16)

Es ist dann
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Mit (25-2-24) ist, wobei Feeingesetzt wird,

X = Fe. VI = f'~ '6J~' 1 1 + 4."2 .(We)2 . VI '
C C ~ Wo

x = f .~ 1 + 4· o2. (::r.VI = f . V2 •

Darau s folgt das Arnplitudenverhaltnis

i =v = vf 2 D

und ebenso rnit (25-4-8)

FG
-;;- = VD .
Fe

Aus Kap. 25.4 wird iibernornrnen
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(25-7-17)

(25-7-18)

(25-7-19)

(25-7-20)

(25-7-21)

tanql
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V3 ist in Kap. 25.3 ausfiihrlich besprochen.
Mit (25-3-4) war

(25-7-23)

Die Erregerkraft ist frequenzabhangig

167

A 2F ; m . e . 6J .
e e e

(25-7-24)

Die iiblichen Bezeichnungen fiir diese Falle sind

Massenkrafterregu ng
Unwuchterregung
Erregung mit frequenzabhlingiger Amplitude
(z.B. Kolbenmaschine)

In Abb. 25-7-11 ist eine Masse gezeichnet, die durch ihre
Unterlage (= ihren Rahmen), zum Schwingen angeregt wird
(Schwingungsmeflgerat = Seismometer) . Damit bewegt sich
die Amplitude der Masse m relativ zum Rahmen und ihr
Weg ist xrel . Mit dem Maximalausschlag xma x = xrel wird
V3 zu der Amplitudenfunkt ion

.irelv: ; -
3 f

(25-7-25)

1st die Kraft FaR (siehe hierzu V4) gesucht, die von m auf
den Rahmen ausgeiibt wird, dann ist mit V4 zu arbeiten.
Die Kraft Fein Abb. 25-7-10 ist

F(t) ; Fe·sin( 6J• • t) ; m.· e . 6J; . sin( w•. t)

und ihr Maximalwert wird (fiir sin(we ' t) = I)

Abb. 25-7-11

(25-7-26)

(25-7-27)
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Auswuchtmaschine (siehe Kap. 27).
Soil mit einer Auswuchtmaschine im
unterkritischen Bereich die Unwucht
gemessen werden, so muf die Dreh­
zahl des Laufers erheblich unter Wo
liegen. Es wird also hart gefedert
und moglichst steif gebaut. Der
MeBweg am Lager ist klein, er kann
mit DMS aufgenommen werden. Bei
dieser Methode wird von einer kraft­
messenden Auswuchtmaschine ge­
sprochen.

25 Erzwungene Schwingung

Abb. 25-7-12

Fiir k1eine Dampfung ist mit (25-7-23) und (25-3-6)

(::r V =
(weI wo)2

i 3 ±(l - (w. I WO)2)V3 ausme
-·e

J :> ( )2m

i me .e .(w·r
m Wo

(25-7-28)

(25-7-29)

Wird dagegen im iiberkrit ischen Bereich gearbeitet , so geht nach Abb. 25-7-12 (siehe hierzu
auch Abb. 25-3-4) V3 "* 1 und damit wird (25-7-28) zu

x ~ me"e .
m

Es handelt sich dann urn wegmessende Auswuchtmaschinen.

(25-7-30)



1st dabei Fe = c · r entsprechend (25-4-3) mit X = r, so handelt es
sich um eine Federkrafterregung, d.h . um eine konstante Kraft­
amplitude . Dann gilt fur Fa die Funktion VD = V2 fur die Uber­
tragung. 1st dagegen Fe frequenzabhangig (Abb. 25-7-13)

25 Erzwungene Schwingung

V4

Mit (25-4-8) gilt fiir die Durchlassigkeit

Fov, ;-
D Fe

und damit

Fo ; Fe . VD

(25-7-31)

(25-7-32)
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Abb. 25-7-13

(25-7-33)

so ist, eingesetzt in (25-7-36),

2
m ' e ' (Je 0

(25-7-34)

(25-7-35)

Die Kraft FaR auf den Rahmen entspricht (25-4-3). Die
Amplitude X muB durch die Relativamplitude r .j, nach Abb.
25-7-11 und Fa durch FaR nach Abb. 25-7-14 ersetzt wer­
den

F ; i .Je2 + (k '(J)2OR rei eI •

Au6erdem war mit (25-7-30) und (25-7-28)

(25-7-36)

(25-7-37)

(25-7-38)

Abb. 25-7-14

Mit (25-7-41) , das in Kap. 25.4 in (25-4-6) uberfuhrt wird, ist zunachst
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(25-7-39)

c

Durch Einsetzen aus (25-7-43) und Ordnen wird daraus

(25-7-40)

v =4

3.'

3. 0

1.8

0. 6

Abb. 25-7-15

(~r .~ 1 + 4· ~2·(~r

(1 -(::rr + 4·~2 .( ::r
1,0 0,8

1J 0,6

0,4

0,2

0

we'w O

(25-7-41)
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Abb. 25-7-16 Schniuverlauf

Nun besteht eine (Werkzeug-)Maschine aus
einer Vielzahl von Maschinenteilen, die
schwingungsfahig sind und zudem von
auBen (Antrieb) standig Energie zugefuhrt
erhalten . Damit wird sich der abklingenden
harmonischen Schwingung eine erzwunge-
ne Schwingung iiberlagem. Nach Abb. 25­
7-16 kann man das System Werkstiick­
MeiBel in vielen Fallen als Einmassenschwinger auffassen, auf das sich die Vergr6Jlerungs­
faktoren anwenden lassen. Es treten alle Gr6Jlen der DGL auf: Masse, Federkonstante
(Steifigkeit), Dampfung und Eigenkreisfrequenz . Die Dampfungen der Teile sind gering
und es gilt iJ <l: 0,1.

VVerkzeugrnaschinen

Wird einem System eine Kraft aufgezwun­
gen, so wird zunachst nach Abb. 25-2-2
eine freie gedampfte Schwingung entste­
hen, die nach kurzer Zeit abgeklungen ist.

Am haufigsten wird VI zur Anwendung kommen, wobei auch die Phasenverschiebung in
gleicher Weise auftritt . Eine Moglichkeit zur Ermittlung der Dampfung ist die Messung und
Auswertung der Abklingkurve , sie ist in Beispiel 25.3, Aufgabe 2 ausfuhrlich beschrieben .
Dabei ist zu beachten, daB diese Beschreibung nur fur Einmassenschwinger geIten kann.
Der erste AnstoB zur Schwingung erfolgt durch das Anfahren der Schneide. Dabei entsteht
die erste Welligkeit der Oberflache, so daJl beim nachsten Durchlauf bereits eine weitere
Anregung zur Schwingung durch die unterschiedliche Spandicke erfolgt. Diesen Fall kann
man als Selbsterregung auffassen . Fremderregung kann von auJlen iiber das Fundament auf
die Maschine wirken. Darunter fallt auch die Erregung durch Unwuchten usw. Diese Form
der Erregung hat die Kreisfrequenz der Fremderregung , es geIten die Beschreibungen in
Kap. 14 iiber den Zusammenhang zwischen Betriebsdrehzahl (Schnittgeschwindigkeit) und
Eigenkreisfrequenz sinngemafl.
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26 Analogie von Mohr

26 Analogie von Mohr

Biegeschwingungen von mehrfach besetzten und mehrfach abgesetzten Wellen

Das Verfahren nach Mohr erlaubt die Berechnung der Durchbiegung von Wellen, deren
Durchmesser sich andern und die an mehreren Stellen belastet sind. Daher konnen so auch
bei rotierenden Wellen die Verformungen durch Krafte berechnet werden.

Die Ableitungen der Formeln filr die Berechnungen finden sich in den Biichern der Festig­
keitslehre . Daher wird vorausgesetzt, daf das Verfahren bereits bekannt ist. Es wird hier
lediglich das Verfahren beschrieben, soweit es fur die Berechnung der kritischen Drehzahl
erforderl ich ist (siehe Kap.l Anm.3) .

I. Die Abmessungen der Welle werden aus ihren Belastungen ermittelt.

2. Die Biegemomente werden an alien Stellen berechnet, an denen entweder Durchmesser­
anderungen erfolgen oder Krafte (Eigengewichte, s. Kap.8.1) eingeleitet werden.

3. Fiir die reduzierte Mornentenflache wirdjeweils der k-Faktor an der Stelle ermittelt. Da
k = Mb/(I· E) ist, sind es die Stellen, an denen sich der Durchmesser andert oder eine
Kraft eingeleitet wird. Es wird Stellen geben, an denen ein Sprung eintritt [""a zu kxbl
(gleiches Mb, aber Anderung des Flachentragheitsmornentes I durch Anderung des
Durchmessers) und Stellen, an denen kxa = kXb ist (Einleitung einer Kraft bei gleich­
bleibendem Durchmesser) .

4. Die Flachenkrafte werden als Inhalte der Flachen ermittelt, wenn das jeweilige k an
seiner Stelle angetragen wird. Man erhalt Dreiecke bzw. Trapezflachen.
Die Angriffspunkte der Flachenkrafte sind die Schwerpunkte der Flachen. Dabei sollte
man bei den Trapezflachen einfach die Halfte der jeweiligen Grundlinie fur die Wir­
kungslinie der Kraft nehmen (das reicht mit geniigender Genauigkeit aus), wahrend fiir
die Dreieckflachen der tatsachliche Schwerpunkt genommen werden sollte.

5. Tragt man die Flachenkrafte wie eine "Querkraftbelastung" auf, so wird eine der
Kraftlinien die Null-Linie schneiden (hier Fk5). Die dicker gezeichnete Kurve stellt die
tatsachliche Neigung dy/dx dar, so daf der Nulldurchgang auch das Maximum (waa­
gerechte Tangente) der Durchbiegung darstellt. Die Nulldurchgange (rechnerisch und
tatsachlich) sind verschieden; sie werden naher aneinander riicken, wenn die Segment­
langen kleiner gewahlt werden. In der Praxis spielt das kaum eine Rolle, da die Durch­
biegung in beiden Punkten praktisch gleich ist.

6. Das ist eine einfache aber niitzliche Ubung, ein Programm selbst zu erstellen. Zweifel­
los gibt es neuere Methoden und z.T. nicht gerade preiswerte Programme. Dieses
Verfahren hat den Vorteil, daB es wegen seiner Einfachheit und Ubersichtlichkelt auch
mit kleineren (Taschen)Computern leicht zu kontrollieren ist.

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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Berechnungsschema

Die Abmessungen sind aus Abb. 26-1-1 zu entnehmen .

4 ,670E-I mm
7, 123E-l mm
6,012E-I mm

FB = 3283 N

Mb\ = 2,2514E4 Nvcm
Mb3 = 7,041OE4 N'em
MbS = 7,2238E4 Nvcm
Mb7 = 0,0 N vcm

k\b = 4,878E-5 lIem
kZb = 1,394E-4 lIem
k3b = 1,400E-4 lI em
k4b = 1,52 IE-4 lI em
kSb = 1,436E-4 lIem
k6b = 1,584E-4 lIem

FkZ = 1,223E-3
Fk4 = 7,30IE-4
Fk6 = 6,365E-4

Yz =
Y4 =
Y6 =

3,88I E-3
3,647E-3

2,224E-I 0

2,090E-I 0

I/em
lIem
lIem
lIem
lIem
lIem

N ' em
N' em
N vcm
Nvcm

FA = 32 16 NAuflagerkrafte

Biegemomente
Mbo = 0,0
MbZ = 6,4328E4
MM = 7,6492E4
Mb6 = 5,5820E4

k = Mbl(l·E) I /em
k \a = 1,842E-4
k2a = 1,394E-4
k3a = 1,526E-4
k4a = I ,52 IE-4
kSa = 1,436E-4
k6a = 1,llOE-4

Flachenkrafte Fk (Grundlinie • k)
Fk \ = 6,446E-4
Fk3 = 7,298E-4
Fk5 = 2,218E-3
Fk7 = 1,346E-3

Auflagerkraft FkA =
Auflagerkraft FkB =

Neigungswinkel Lager A =
Neigungswinkel Lage r B =
Durehbiegungen
Y\ = 1,8IIE-I mm
Y3 = 6,482E-I mm
Ys = 7,677E-I mm
Y7 = 4,133E-I mm

Max . Durehbiegung naeh der Berechnung Ys = 7 ,677E-l mm
Stelle der max . Durehbiegung => Bereehnung x y max = t (ymax) = 375 mm

Eigenkreisfrequenz Wo = 113 lis
Krit isehe Drehzahl nkrit = 1083 lImin

Die Bereehnung der Durehbiegung naeh Mohr ergibt immer den maximalen Wert . Die
kritisehe Drehzahl wird dann naeh Formel (8-1- 14)

300n = - '
o .;Tv ' (26-1-1)

berechnet, dabei istfn in cm einzusetzen .
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Beispiel fur die Stelle Y3
Y3 = 3,881E-3· (70+ 130+5012) - 6,446E-4· (70' 113+ 130+5012)

- 1,223E-3 ·(l30/2+5012) = 6,482E-l mm

3000N

C'1 eo 200 0N 150 0N ~ 1 C'1

:;;; ~ ! • "" ~
=£ -- 1- -- - --l-- --I-- -- l- - f-

FAJ 70 130 [50 50 I. 150 1. 50 170 ~~B
250 I ·1 1

500
670

x y max tatsachlich

x y max r e chner tsch

As

reduzier t es M

k=~
l E

Neigung

~ I:m,"c~-----__l - Dur chblegung

Abb. 26-1-1 Durchbiegung einer abgesetzten Welle nachMohr
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27.1 Unwucht
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In jeder Maschine, in der Teile rotieren, treten Unwuchten auf, die fertigungsbedingt
und/oder durch Verschleif hervorgerufen worden sind. Es entstehen Krafte, die die Lager
belasten und durch Schwingungen den Betriebsablauf erheblich storen oder unrnoglich
machen konnen,

Fur ein Element dm, das urn die Achse x im Abstand r rotiert, kann man mit dem Prinzip­
bild die Gleichgewichtsbedingungen aufstellen.

'P r

z
x

y

z
x.....

Abb. 27-1-1 Gleichgewichtsbedingungen

Die Komponenten der Fliehkraft dF sind

dFy = dm· r - (,l'cosq> ; dF. = dm.,. w2 ' sin q> . (27-1-1)

AuBerdem ist aus der Geometrie des Systems

"cosq> = Y ; "sinq> = Z . (27-1-2)

Diese Belastungsprobleme werden mit den Ansatzen der Statik fur alle drei Achsen gelost
(EF = 0 und EM = 0): die Krafte sind Fliehkrafte und enthalten deshalb iiber w die
Drehzahl n.

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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Die 1. und 2. Gleichgewichtsbedingung lautet:

J dFy w2
• Jr.cosrp . dm = 0 = w2 -JY' dm ,

27 Auswuchttechnik

(27-1-3)

(27-1-4)

Da w ~ 0 ist, miissen die Integrale Null sein. Es ist das statische Moment, d .h. die Bedin­
gung ist dann erfiillt, wenn der Schwerpunkt des Korpers auf der Drehachse x liegt.

Die 3. und 4. Gleichgewichtsbedingung lautet mit

z = r 'sinrp Y = r 'cosrp =}
(27-1 -5)

(27-1-6)

(27-1-7)

Da auch hier wieder w ~ 0 ist, miissen jeweils die Integrale Null werden. Das sind die
Deviationsmomente Jxy und Jxz' Das ist dann der Fall, wenn die x-Achse eine Haupttrag­
heitsachse des Korpers ist. =}Traghcitskreis von Mohr.

Die 5 . und die 6. Gleichgewichtsbedingung

JdF = O '
x '

(27-1-8)

sind dann erfiillt, wenn die Wirkungslinien der Fliehkrafte diex-Achse senkrecht schneiden.
Wenn diese sechs Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind , dann sind keine freien Flieh­
krafte vorhanden, der Korper ist im Gleichgewicht.

Daraus ergeben sich folgende Satze : Liegt der Schwerpunkt eines Korpers auf der Dreh­
achse und ist die Drehachse die Haupttragheitsachse, dann treten keine freien Fliehkrafte
auf. Die Drehung erfolgt urn eine zentrale Hauptachse des Korpers. In jedem Korper gibt
es 3 aufeinander senkrecht stehende Achsen, fiir die die Deviationsmomente Null werden .
Es sind die Haupttragheitsachsen. Schneiden sich die Haupttragheitsachsen im Schwerpunkt,
dann sind es zentrale Haupttragheitsachsen.

27.2 Unwuchtmasse, Unwucht, Auswuchtgiite

Befindet sich an einer ruhenden Scheibe eine Unwuchtmasse u zusatzlich zur Masse m einer
Scheibe, dann greift u im Abstand r und m+u im Abstand e an. Der Schwerpunkt ist urn
diese Exzentrizitat e verlagert und fiir den Ruhezustand folgt nach Abb. 27-2-1 , Bild 1 mit
EM = 0

(m+u)'e = u ·r. (27-2-1)
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Es wird nach der Exzentrizitat e umgestellt

(27-2-2)Ue '" --·r.
m+u

Fur m ~ u bleibt irn Zahler (als Produkt)
die Unwuchtmasse u erhalten und im Nen­
ner (in der Sumrne) kann u vernachlassigt
werden . Unter dieser Voraussetzung
stimmt der Quotient mit e uberein: Abb. 27-2-1 Schwerpunkt und Fliehkrajt

u-r

m
u
m

'" e
g 'mm

kg
um . (27-2-3)

Damit ist e als Auswuchtgute die auf die Masse mbezogene Unwucht U. Die Multiplikation
mit w fiihrt zur Gutestufe G (nach VD! 2060 mit Q bezeichnet)

G = e • w mm/so

Rotiert die Scheibe, dann trill eine Fliehkraft (F = u·r.w2) auf, die jedoch von w2 ab­
hangig ist. Kommt die Scheibe zur Ruhe, dann existiert das Produkt u- r = U weiter. Daher
wird als Unwucht U definiert (Abb. 27-2-1 BUd 2):

U", u r r ; (27-2-4)

Damit ist U eine von der Drehzahl freie GroBe.

Scheiben haben eine Unwucht in einer Ebene. Zylinderforrnige Rotoren haben dagegen
haufig Unwuchten in mehreren Ebenen .

Fiir die verschiedenen Maschinen ist die Auswuchtgiite im einzelnen vorgeschrieben und in
Tabellen zusammengefaBt. Es werden Begriffe gepragt, die ein Unwuchtverhalten beschrei­
ben . Sie werden zunachst zusarnmen dargestellt.

27.3 AlIgemeine dynamische Unwucht =
quasistatische Unwucht

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf starre Rotoren . Es soil der a1lgemeine Fall
dargestellt werden , bei dem keine der auftretenden Gr6Ben ausgeglichen ist.

Bei der allgemeinen dynamischen Unwucht sind Unwuchtresultierende und Unwuchtmoment
~ O. Das Unwuchtrnoment V wird dann in Kapitel 27.7 noch abgeleitet. Die Haupttrag­
heitsachse liegt windschief zur Drehachse , sie schneidet die Drehachse nicht.

Alle Krafte, die zu einer Verlagerung des Schwerpunktes aus der Drehachse fuhren , sind
vorhanden und nicht ausgeglichen:



Alle Einzelunwuchten konnen zu einer Unwucht­
resultierenden zusammengefaBt werden
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;=n

(,)2'LU; .
j .. l

;=n

L F; = (,)2 . UR "F 0 .
;=.

(27-3- 1)

(27-3-2)
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AuBerdem bilden die Krafte ein Unwuchtrno­
ment , das zu einer Schriigstellung der zentralen
Haupttragheitsachse fuhrt :

Abb. 27-3-1 Allgemeine dynamische
Unwucht

;=11

LM; = (,)2'Y"F O .
;=1

(27-3-3)

Es konnen aus der allgemeinen dynamischen Unwucht zwei Sonderfalle abgeleitet werden .

27.4 Statische Unwucht

Bei diesem Sonderfall existiert kein Unwucht­
moment, das die Haupttriigheitsachse kippt. Sie
bleibt parallel zur Drehachse. Es ist eine Kraft
vorhanden (oder eine Resultierende), deren Wir­
kungslinie durch den Schwerpunkt geht.

Daher kann kein Moment existieren , das in
bezug auf den Schwerpunkt wirkt.

Das einfachste Beispiel hierfiir ist das Ventil am
Fahrradreifen. Durch diese Gewichtskraft wird
die zentrale Haupttriigheitsachse parallel zur
Drehachse verschoben.

Abb. 27-4-1 Statische Unwucht

y = 0, (27-4-1) (27-4-2)

Urn eine statische Unwucht festzustellen , braucht der Rotor nicht in Drehung versetzt zu
werden. Er kann auf zwei Schneiden gelegt werden . Dabei wird er stets in die stabile
G1eichgewichtslage rollen. Die zentrale Haupttragheitsachse liegt parallel zur Drehachse:
der Schwerpunkt ist in seiner Ebene urn e verschoben worden .
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27.5 Momentenunwucht = rein dynamische Unwucht
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Es existiert keine UnwuchtresuItierende, die den
Schwerpunkt aus seiner Lage verschiebt. Es
wird deshalb auch nicht eine zentrale Haupt­
tragheitsachse parallel zur Drehachse bestehen.

Es existiert ein Unwuchtpaar, es ist also ein Un­
wuchtmoment vorhanden. Der Schwerpunkt
bleibt auf der Drehachse und die zentrale Haupt­
tragheitsachse neigt sich, sie schneidet dabei die
Drehachse. Dann sind die Gleichungen

Abb. 27-5-1 Momentenunwucht

(27-5-1) V", o . (27-5-2)

Die beiden Unwuchten sind gleich, aber entgegengesetzt gerichtet. Sie bilden das Unwucht­
paar

UI = -U2 •

Das Unwuchtmoment wird nach den Regeln der Statik gebildet:

V = UI 'o = U2 ' 0 .

(27-5-3)

(27-5-4)

Legt man diesen Rotor auf zwei Schneiden, so bleibt er Iiegen, da der Schwerpunkt weiter­
hin auf der Drehachse liegt. Die Momentenunwucht ist daher nur bei der Rotation wirksam
und meBbar. Ein Moment ist in seiner Ebene frei verschiebbar, daher sind die Unwuchten
auch nicht symmetrisch zum Schwerpunkt (sie konnen es sein, es ist jedoch nicht Bedin­
gung) und der Vektor des Momentes steht senkrecht auf der Ebene, die durch das Unwucht­
paar gebildet wird .

27.6 Unwuchtkreuz

In der Statik wird eine Kraft auf die
beiden Lager eines Balkens verteilt.
Im rechten Bild ist U2 auf die Ebe­
nen I und II verteilt. In der gleichen
Weise kann man alle Unwuchten auf
zwei frei gewahlte Ebenen I und II
verteilen, die senkrecht auf der
Drehachse stehen . Dadurch wird der
Korper selbst theoretisch frei von
Unwuchten, sie befinden sich dann
in den Ebenen, die in der Konstruk­
tion vorgegeben sind .

Abb. 27-6-1 Unwucht am Rotor
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Unwuchtkreuz

Wenn man diesen Ebenen jeweils ein Achsenkreuz gibt, kann zunachst in jeder Ebene eine
Resultierende gebildet werden. Diese Resultierenden konnen dann aus mehreren im Korper
vorhandenen Unwuchten bestehen.

U21

U111 Ebe ne 11

Abb. 27-6-2 Unwuchtkreu: - Unwuchtresultierende

Die Resultierenden Uj und Un
in den beiden Ebenen konnen
nun ihrerseits in Komponenten
in die x- und y-Achsen der
Ebenen zerlegt werden.

Abb. 27-6-3 Unwuchtkreuz - Komponenten

x Ullx
Ebene 11

X Ulx
Ebe ne 1

Diese Komponenten stellen nun
im Unwuchtkreuz der Ebenen I
und II alle Unwuchten dar , die
im System auftreten, denn alle
Unwuchten sind in diese bei­
den Ebenen zerlegt worden.
Wenn man also jeweils ent­
sprechend gro6e Unwuchten
(= Ausgleichsmassen) in der
jeweils entgegengesetzten Rich-
tung in diesen Ebenen auf­
bringt, dann kann man dadurch
das System auswuchten. Die
Unwuchten konnen gemessen

werden , wenn man die Ebenen in die Lagerebenen einer Auswuchtmaschine legt und an den
Lagern in x- und y-Richtung entsprechende Me6wertaufnehmer anbring!.

Voraussetzung fiir das Auswuchten ist jedoch, daB in der Konstruktion entsprechende
Auswuchtebenen bereits vorgesehen worden sind, in denen durch Zugabe oder durch
Entfernen von Material eine Anderung der Masse moglich ist.
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27.7 Unwuchtresultierende
Unwuchtmoment, Unwuchtdyname

Man kann auf die gleiche Weise, in der man die Unwuchten (Abb. 27-6-1) in die beiden
freigewahlten Ebenen I und 11 zerlegt hat, die TeilresuItierenden UI und Un in einem
beliebigen Punkt E auf der Drehachse des Rotors zu einer Gesamtresultierenden UR zu­
sammenfassen .

Gleichzeitig wird das Achsensystem x-y verlassen und dafiir ein neues Achsensystem m-n
eingefiihrt , wobei die m-Achse genau auf der Wirkungslinie von UR liegt.

Alle Unwuchten, Resultierende und Momente sind Vektoren,
Die Vektorpfeile sind weggelassen, urn Formeln und Zeichnungen iibersichtlicher zu haIten.

Abb. 27-7-1 Unwuchtresultierende

n

Durch die Lage der neuen
Achse m auf der Wirkungslinie
von UR werden sich die n­
Komponenten von UI und Un
aufheben. Das ist im folgenden
Bild Abb. 27-7-2 dargestellt.

Aus diesem Bild kann man ablesen

n

~

m

Abb. 27-7-2 Unwuchiresultierende
(27-7-4)

(27 -7-3)

(27-7 -1)

(27-7-2)
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Die beiden Komponenten in Richtung der n-Achse sind gleich groJl, aber entgegengesetzt
gerichtet. Das ist der Vorteil , den man gewinnt , wenn die m-Achse auf der Wirkungslinie
der Resultierenden liegt.

Es sind die Unwuchtresultierenden VI und Vu parallel zu ihren Wirkungslinien verschoben
worden . Dabei entstand ein Moment mit den Komponenten urn die m-Achse

(27-7-5)

Wegen der in ihren Betragen gleich groJlen aber entgegengesetzt wirkenden Komponenten
in n-Richtung erhalt man aus dieser Gleichung die m-Komponente des Unwuchtmomentes
V

(27-7-6)

Dieser Vektor enthalt nicht mehr die Lange a und damit die Position des Punktes E, d.h .
er ist von der Lage von E unabhangig, In der gleichen Weise kann man die Komponente Vn
des Unwuchtmomentes bilden :

(27-7-7)

Schreibt man die GriiJlen als Betrage , so ist mit dem Satz von Pythagoras

(27-7-8)

n
(27-7-9)

Da der Punkt E fur Vm nach (27-7-6) frei wahl­

bar ist , konnen bei dem Entwurf eines Rotors Abb. 27-7-3 Unwuchtmoment
bereits eine oder mehrere Auswuchtebenen be-
stimmt werden. Fur den Unwuchtzustand eines
Rotors gilt dann:

Die Darstellung im Unwuch tkreuz mit VI und Vn ist der Darstellung durch Unwucht­
resultierende VR und Unwuchtmoment V gleichwertig. Das bedeutet aber auch , daf man
sowohl mit Hilfe des Unwuchtkreuzes als auch durch Unwuchtresultierende und Unwucht­
moment Berechnung und Auswuchten durchfuhren kann .
VR und V werden auch als Unwuchtdyname bezeichnet.

Dami t ist auch der Winkel {3 gegeben , d.h . das
Unwuchtmoment V hat nicht die gleiche Wir- m
kungslinie wie die Unwuchtresultierende VR'

VDtanp ~

Vm
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Abb. 27-7-4 Unwuchtdyname
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In den Ebenen I und 11 existiert ein Unwuchtpaar, das durch das Unwuchtmoment V darge­
stellt wird . Die Ebene, in der dieses Unwuchtpaar wirkt, ist urn den Winkel (3 gegenuber
der n-Ebene geneigt.

Das kleinste Unwuchtmoment V wird man mit dem kleinsten Wert fiir die Wurzel erhalten,
d.h. dann, wenn Vn = 0 wird. Damit wird auch in (27-7-9) der Zahler zu Null und damit
der Winkel (3 = 0 (siehe auch Abb. 27-7-3). Dann ist

(27-7-10)

also fur Vmin

Dem Unwuchtmoment entspricht ein Unwuchtpaar

U = U =.!:::
Iv IIv f

(27-7-11)

(27-7-12)

(Siehe auch Kap. 27.1)
Der Ausgleich kann durch die Korrektur der Haupttragheitsachse erfolgen . Die Massenver­
teilung wird korrigiert, bis die geforderte Auswuchtgute erreicht wird. Das kann erfolgen
durch :

Entfernen von Material (Ausbohren, Abschleifen),
Zugabe von Material (Schrauben, Ringe),
Verlagern von Material (Verdrehen einer Exenterscheibe).
(Siehe hierzu auch die Aufgaben im Kap. Beispiele).
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27.8 Auswuchtmaschine

In Kap. 25.3 ist die Vergroflerungsfunktion V3
ausfiihrlich behandelt worden. AuBerdem wurde v3

sie im Zusammenhang mit den anderen Ver­
groflerungsfunktionen im Kap. 25.7 besprochen.
Es konnen daher die erforderlichen Gleichungen
hier ubemommen werden.

Soli mit einer Auswuchtmaschine im unterkriti­
schen Bereich die Unwucht gemessen werden,
so muBdie Drehzahl des Laufers erheblich unter
Wo liegen. Es wird also hart gefedert und mog­
lichst steif gebaut. Der MeBweg am Lager ist
klein, er kann mit DMS aufgenommen werden.

Bei dieser Methode wird von einer kraftmessen-
den Auswuchtmaschine gesprochen. FUr kleine Abb. 27-8-1
Darnpfung ist mit (25-7-28) und (25-3-6) fiir
We < Wo (der Nenner wird praktisch zu I)

v=~J::r .
3 m. l'

-·e
m

aIlS

1 :> ( )2

(27-8-1)

Die Amplitude ist der Fliehkraft proportional. Da me die Un­
wuchtmasse ist (= u), kann ihre Grofle direkt gemessen werden.
Die Resonanzstelle wird dabei nicht durchfahren. Daher bleiben
die Belastungen in den Lagern gering. Die niedrige Betriebsdreh­
zahl erlaubt eine schnelle Durchfiihrung der Messung. Wird mit
konstanter Betriebsdrehzahl (Erregerkreisfrequenz) gemessen, so
kann man we im Meflgerat eliminieren und unmittelbar den Betrag
der erforderlichen Ausgleichsmasse ablesen.

FUr den Phasenwinkel gilt bei {J <il I praktisch cp '" 0 0 (Abb. 25­
2-3) und (25-2-15).

(27-8-2)

Abb. 27-8-2 Unwucht
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Bei einer wegmessenden Auswuchtmaschine wird dagegen im uberkritlschen Bereich ge­
arbeitet. Es geht nach Abb. 25-7-12 (siehe hierzu auch Abb. 25-3-4) V3 => 1 und damit wird
(25-7-28) zu

i :::: me"e .
m

(27-8-3)

Die Lagerung und Aufhangung mu6 sehr weich erfolgen. Nach (27-2-4) ist mit me = u und
e = r die Amplitude i proportional der Unwucht U. Im Nenner steht die Masse m, daher
mu6 die Me6vorrichtung zuerst eingerichtet werden , urn m in der Anzeige zu eliminieren.
Es wird bei jedem Lauf die Resonanzstelle durchfahren , das fiihrt zu einer erheblichen
Belastung der Aufhangung , die daher bis kurz vor dem Erreichen der Betriebsdrehzahl
arretiert wird. Nach Abb. 25-2-3 und (25-2-15) ist oberhalb der Resonanzstelle fur {) ~ 1
der Phasenwinkel <p "" 180 0

•
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28 Koppelschwingungen

28 Koppelschwingungen

28.1 Erhohung der Freiheitsgrade (Translation)

Sind die Massen durch Federn verbunden, werden die Schwingungen als Koppelschwingun­
gen bezeichnet. Ein System mit zwei Freiheitsgraden ist in statischer Ruhelage und in
ausgelenkter Lage gezeichnet. Es sind zwei Freiheitsgrade vorhanden , weil zwei Koor­
dinaten zur Beschreibung der Schwingung erforderlich sind.

Abb. 28-1-1 Koppelschwingung

Der Index 12 bezeichnet die Groflen, die zwischen 1 und 2 liegen. Dann gelten fur jeweils
ein Massensystem die Gleichungen nach dem Schnittprinzip

(28-1-1)

(28-1-2)

Die Federkrafte werden ersetzt, die Aufhangepunkte der Koppelfeder c12 verandern sich,

(28-1-3)

(28-1-4)

Die Klammern werden aufgelost und die Gleichungen geordnet.

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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Durch Umformen erhalt man die DGL:
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(28-1-5)

= 0 . (28-1-6)

milt man die Masse m2 fest, dann ist der Weg x2 = O. Dann fallt in (28-1-5) der dritte
Summand heraus . Wird ml festgehalten, dann ist xl = 0 und in (28-1-6) fallt der dritte
Summand heraus. Also sind die Faktoren des jeweils zweiten Summanden der DGL gleich
dem zugehorigen wo2

(28-1-7)

(28-1-8)

Das sind die Eigenkreisfrequenzen Wo fur die Massen, wenn jeweils die andere Masse
festgehalten wird. Es sind dann die Ausgangsgleichungen fur die Ermittlung der Koppel­
kreisfrequenz Wk • Der Index 0 ist bei den Wo weggelassen,

.. 2 _ CI2•
X

= 0
X\+W1'X1 2'

m1

(28-1-9)

(28-1-10)

(28-1-11)

Setzt man die Gleichung X = x,cos(wk ·t) mit der Amplitude x und der Koppelkreis fre­
quenz wk fiir x und x ein, wobei cos(wk·t) ausgeklammert werden kann, so ist

COS(Wk·t).[(W~ - W~'Xl - ~: 'X2] = 0,

cos( wk' t) . [ - ~: . X( + (w; - w~·X2] = 0 .

Da in diesen Produkten die [1 gleich Null sein miissen, denn cos(w·t) kann nicht fiir jedes
t NuU werden, erhalt man zwei Gleichungen fur x] und x2, die dann eine triviale L6sung
ergeben, wenn die Amplituden x] und x2 selbst NuU sind. Das ist der Ruhezustand .
Sind die Amplituden ;c 0, so ist

(28-1-12)
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(28-1-13)

Fiir die Schwingung muB die Koeffizientendeterminante Null sein:

2 - 2 _ Cl2
(,)1 (,)1<:

ml
= 0 .

CI2 2 - 2
(,)2 (,)1<:

m2

Die Determinante gelost ergibt eine Gleichung 4. Grades:

(28-1-14)

Deren Losung ist

= 0 . (28-1-15)

(28-1-16)

±
(,)1 + 2 ' (,)~ . (,)~ + (,)~

4 4

(28-1-17)

Die Koppelkre isfrequenzen konnen nur positiv sein, das -Vorzeichen der groBen Wurzel
fallt daher weg. Durch Umformung ist

2 2
(,)1 + (,)2 1
---- ± - '

2 2

(28-1-18)

Hierbei wird wkl als die kleinere Koppelkreisfrequenz mit dem negativen Vorzeichen der
zweiten Wurzel gesetzt. Geht man in die Gleichungen (28-1-12) und (28-1-13) zuriick, kann
man das Arnplitudenverhaltnis bestimmen (z.B. mit wkl) :

(28-1-19)
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X2
2 2

(,)1 - (,)kl

XI C'2

m,
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(28-1-20)

In der niedrigeren Koppelkreisfreq uenz sind die Schwingungen gleichsinnig, in der hoheren
Koppelkreisfrequenz sind die Schwingungen gegenlaufig,
Zum Abschatzen von wkl und wk2 siehe Abb. 28-1-4 .

Setzt man die Kette in Abb. 28-1-1 bis auf n-Massen weiter fort , so wird ein beliebiger
Schwinger an der Stelle i mit dem Index i und der letzte Schwinger mit n bezeichnet.

Abb. 28-1-2 Koppelschwingung, n-Massen

Dann kann man mit den Gleichungen (28-1-5) und (28-1-6) weiter arbeiten , wenn man sie
sinngemiiB erweitert. AuBerdem kann man wie in (28-1-7) die Eigenkreisfrequenz des
jeweiligen Einzelsystems mj mitden zugehorigen Federelementen ermitteln, wenn die Masse
davor und die Masse danach festgehalten wird.

(28-1-21)

Die einzelnen DOL sind dann entsprechend (28-1-5) und (28-1-6)
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Cl _t ,; .x .. _C:...i -.:.eI .,:...·+_ C...:i,,-,i +..:.I·
X

_ Ct,i+] ·X
+ Xi +m

j
;-] m

t
i m

j
;+1

28 Koppelschwingungen

= 0 ,

=0 ,

(28-1-22)

= 0 ,

= 0 .

Die Ansatze x = .i. cos(wk' t) und die weiteren Umformungen entsprechend (28-1- 10) und
folgende fiihren zu der Koeffizientendeterminanten

2 2 -
c12 0 0 0WI-wk ml

CI2 2 2 -
C23 0 0W2-Wkm2 m2

0
C23 2 2 -

C34 0 0W3-Wkm3 m3

o

o

o

(28-1-23)

0

0

0

= o.

0
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UiJlt man in Abb. 28-1-1 die Feder 2
weg, so werden in den Gleichungen die
Ausdriicke fiir c2 gleich Null. Die
Gleichungen (28-1-12) und (28-1-13)
konnen dann in der Form geschrieben
werden
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l~/
~ C1 ~ c12 ~;

~= D x2 =D

Abb. 28-1-3 Koppelschwingung

(28-1-24)

mit der entsprechenden Schreibweise werden nach (28-1-7) mit c2 = 0

2 Cl + C12 2 C2 + C12 CI2
W, = --- ; W2 - ---

ml m2 m2

Setzt man diese Grollen in (28-1-21) und (28-1-22) ein, so wird

h + CI2 - ml • w;) .XI - c12 ' x2 = 0

-CI2 ' XI + (C12 - m2 'W;)'X2 = 0

in Matrizenschreibweise

[

Cl + c12 - ml • w;
- C'2 C12

(28-1-25)

(28-1-26)

(28-1-27)

(28-1-28)

Die Amplituden xl ' X2 sind nur dann von Null (abgesehen vom Ruhezustand) verschieden ,
wenn die Determinante gleich Null ist:

= 0 . (28-1-29)

Man kann die Eigenkreisfrequenzen abschatzen, wenn man die Gleichung

(c, + CI2 - m,' w;) .(C12 - m2 ' w~) - C;2 = 0

naher betrachtet. Sie besteht aus zwei Teilfunktionen in der Form

YI = (Cl + c 12 - m l • w~) .(C12 - m2 ' w~)

und dem konstanten Summanden

(28-1-30)

(28-1-31)
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(28-1-32)

der nur eine Parallelverschiebung zur
o-Achse darstellt. Die Teilfunktion YI
ist eine quadratische Parabel , ihre
Schnittpunkte mit Y2 geben die GroBen
von Wkl2 und ~22 an . Die Schnittpunk­
te von Yt mit der e -Achse erhalt man
durch Nullsetzen der beiden Klammem
von YI

28 Koppelschwingungen

Y1 (c 1+c12 } c 12
Y2

Y2

:w
wk12 / \ w k22

(c1 +c12J/m 1 c121m2

Abb. 28-1-4 Eigenkreisjrequenzen

(28-1-33)

(28-1-35)

Fiir die Gesamtfunktion ist jeweil s Y2 zu subtrahieren . Damit liegt u.a. die niedrigste Eigen­
kreisfreq uenz fest. Sie hat die groliere Bedeutung, weil sie als erste Eigenkreisfrequenz
beim Hochfahren einer Maschine erreicht wird. Fiir beide Eigenkreisfrequenzen gilt dann

w
kl

< ~ Cl + C12; w
k2

> ~. (28-1-34)
m1 f;;;~

Auch kann das Verhaltnis der Amplituden xIund x2bestimmt werden. Man bezeichnet die
Arnplitudenverhaltnisse als Eigenformzahlen

2
Cl + Cl2 - m l • (VI

(28-1-36)

Fiir die Eigenformzah1en gilt

)(1 > 0,* die Amp1ituden sind gleichlaufig (unterkritsches Verhalten),
)(2 < 0 '* die Amplituden sind gegenlaufig (iiberkritisches Verhalten) .

Zur Losung von (28-1-10) und (28-1-11) wurde der Ansatz gemacht
Xl = Xl ' cos(ca : t) ; X2 = X2 ' cos(w . t) roil wk = w . (28-1-37)

Nach (3-2-12) sind, wobei hier 'P = 0 bzw. 'P = 7f gesetzt ist,
A = X -COSIp und B = x'sinlp , (28-1-38)

so daB mit (3-2-13) geschrieben werden kann

X = X· sin(w · t + Ip) = A -sinew · t) + B ' cos(w ' t) . (28-1-39)
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Ebenso hatte der Ansatz in (28-1-37) mit
XI = XI . sineto . t); x2 = x2 ' sine(,) , t)
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(28-1-40)

zu den gleichen Ergebnissen gefiihrt.

Damit kann mit (28-1-39) die Gesamtlosung als Addition geschrieben werden. Es stehen die
Indizes fur die Koordinaten x (xI; x2;'" x n) an der ersten Stelle und fiir die Eigenkreis­
frequenzen '" ("'I ; "'2; '" "'n) (ohne Index 0, wie vor (28-1-8) vereinbart) an der zweiten
Stelle. Fiir einen 2-Massenschwinger ist dann

XI = Al1'sin«(,)I ·t) + Bl1'coS«(,)I't) + A 12 ' sin«(,)2't) + BI2'COS«(,)2't), (28-1-41)

Benutzt man die gleichwertigen Schreibweisen nach (28-1-39), so kann man die Gleichun­
gen in der kiirzeren ersten Form schreiben und damit dann die Gleichungen fur die freien
Schwingungen eines Schwingers mit n-Freiheitsgraden darstellen

n
Xl LXii'sin«(,)j' t + flJj)

i=1

(28-1-43)

n

I:Xnj'sin«(,)j't + rp)
i=1

28.2 Tilgung

//////////

/7777777//

Abb. 28-2-1 Schwinger mit Tilgermasse m2

Nimmt man die Koppelschwingung
aus Kap. 28.1 und fugt gleichzeitig
eine periodische Erregerkraft an der
Masse 1 hinzu, dann kann man die
Masse 2 zur Schwingungstilgung
benutzen und damit die Masse 1
praktisch zur Ruhe zwingen, obwohl
sie zu Schwingungen angeregt wird .
Bedingung ist dann, daf die Tilger­
kreisfrequenz Erregerkreisfre­
quenz ist, d.h . die Maschine soil
dann moglichst iiber langere Zeitrau­
me mit dieser Betriebsdrehzahl lau­
fen. Die Abb. 28-2-2 zeigt, daBdiese
Form der Tilgung nur bei einer



194 28 Koppelschwingungen

bestimmten Drehzahl miiglich ist. Davor und danach gibt es die ublichen Resonanzfrequen­
zen.

Da nun fur die Feder 2 die Federkonstante C2 = 0 ist und eine periodische Erregerkraft Fe
an der Masse 1 existiert, miissen die Formeln (28-1-3) und (28-1-4) entsprechend abge­
andert werden. Sie lauten nun:

(28-2-1)

(28-2-2)

Damit ist die Gleichung (28-2-1) eine inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung.

In Kap. 25 ist fur die erzwungenen Schwingungen bereits erklart worden, daf die Liisung
dann aus der a\lgemeinen Liisung der homogenen DGL und der partikularen Liisung der
inhomogenen Gleichung besteht. Damit erfolgt der Ansatz in Form des Stiirgliedes

i = -i . () . cos(w . t)2p 2 e e ·

(28-2-3)

(28-2-4)

Wie in Kap. 28.1 lassen sich die Gleichungen (28-1-12) und (28-1-13) jetzt schreiben

(28-2-5)

(28-2-6)

Dann ist wie in (28-1-14) die Determinante

(28-2-7)

Nach dem Additionsverfahren ergeben sich zunachst aus einer mathematischen Formel­
sammlung (alle GriiBen und Indizes beziehen sich von (28-2-8) bis (28-2-11) auf die
entsprechende Sammlung und nicht auf die GriiBen dieses Kapitels)

(28-2-8)

(28-2-9)
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bl . an - a12 ' b2

all . an - a12 ' a21
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(28-2-10)

x =2

all ' b2 - bl ' a 2l

all . an - a 12' a21

(28-2-11)

Damit werden die Schwingungsamplituden fur das System mit b2 = 0

Fe .(CI2_W;) _0
rnl rn2

D

D

(28-2-12)

(28-2-13)

Man kann nun die Amplitude der Masse I zu Null werden lassen, indem man den Zahler
des Bruches in (28-2-12) gleich Null setzt. Dann ist die Masse 1 in Ruhe und nur die Masse
2 schwingt. Die Erregerkreis frequenz ist dann gleich der Tilgerkreisfrequenz

(28-2-14)

X1 I
' x2

I I

I I I

Wk1 1 I I wk2Wk1

:(1
Abb. 28-2-2 Amplituden rnit Tilgung WT

Die Amplituden sind in Abb. 28-2-2
dargestellt.

Es existieren die Resonanzkreisfre ­
quenzen wkl und wk2' 1st we gleich
der Tilgerkreisfrequenz "'T, bleibt
die Masse rn, in Ruhe. Dafur
schwingt die Masse rn2 mit der
Tilgerkreis frequenz WT = W2' Auf
diese Weise kann die Schwingung
der Masse 1 getilgt werden, dazu
muB jedoch die Resonanzstelle ~l

durchfahren werden.

Die Tilgermasse rn2 wird dabei klein
im Verhaltnis zu m1 sein.
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Es war mit (28-1-7) und (28-2-14)

Werden die G1eichungen (28-2-12)
und (28-2-13) in der Form
geschrieben

2 Cl + CI2wI - - - -
1nl (28-2-15)

2 CI2 2
W2 WT '

1n2

·E-4
5<1 1
x 2

m

,)

X2 ~Wk1 X1 wT

10 w k2
w
1/s

e

XI = absl } ,
x2 = absl } ,

(28-2-16)

Abb. 28-2 -3 Amplitudenfrequenzgang aus
Kap.Beispiele > Beispiel 28-2 Fall3

und wird aullerdem fur die Am­
plituden eingefiihrt

dann erhalt man mit den Werten aus Kap. Beispiele,
Beispiel Kap . 28 - Fall 3, das Diagramm Abb. 28-2-3.

X. ·CI
Xl = - ,- ,

FI
X2 ' CI

X2 = -,-,
FI

(28-2-17)

Bei einer translatorischen Schwingung wird wie in Abb. 28-2-1 eine Tilgermasse hinzuge­
fugt ,

Bei Rotationsschwingungen werden Tilgermassen hinzugefiigt , die dann ebenfalls Rotations­
schwingungen ausfiihren (siehe auch Beispiel in Kap. Beispiele).

Abb.28-2-4 Tilgung bei Rotationsschwingungen

Die Schwingungsenergie wird auf die Tilgermasse weitergeleitet, der Vorgang ist verlust ­
frei, wahrend bei der Darnpfung Energie durch Reibung in Warme umgewandelt wird.
Allerdings mull die Drehzahl lbr (Tilgerkreisfrequenz wT) eingehalten werden, da nur bei
dieser Drehzahl die Bedingung nach (28-2-14) erfiill t ist. Bei der Dampfung wird ein groJler
Frequenzbereich in der Amplitude gemindert. Allerdings treten auch hier Nachteile auf
(siehe Kap. 24.4 => Dampfung ist immer ein KompromiJl!).
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28.3 Translation und Rotation
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Abb. 28-3-1 Translation und Rotation

Wird eine Masse m so belastet, daB
sie nur eine ebene Bewegung aus­
fiihren kann, so kann sie sowohl eine
Langs- als auch eine Drehbewegung
ausfiihren . Dabei soli die Einschran­
kung gelten, daB die Liingsbewegung
nur in einer Richtung und die Dreh­
bewegung nur mit kleinen Winkeln
und um den Schwerpunkt erfolgen
darf. Die Auslenkung erfolgt um x.
Dazu wird die Feder I um den Weg
£1•<p zusatzlich gestaucht und die Feder 2 um den Weg £2' <p weniger gestaucht. Da der
Winkel <pder Rotationsbewegung klein sein soli, kann der Weg £. <p als linear in Richtung
x angesehen werden .
Es wirken in der Translation

x + cl + c 2 • X + Cl' RI - c 2 ' R2 • 'P ; 0 .
m m

Und in der Rotation (mit MF als Moment der Federkraft)

MT ; -Js ' tP ; Mpl ; -FI ' RI ; MF2 ; F2 ' ~ ;

(28-3-1)

(28-3-2)

(28-3-3)

(28-3-4)

(28-3-5)

(28-3-6)

(28-3-7)

(28-3-8)

Also gibt es bei einer Schwingung gleichzeitig Bewegung in x- und in <p-Richtung. Die
Bewegungen in x-Richtung und in <p-Richtung beeinflussen sich gegenseitig.
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Diese gekoppelte Sehwingung kann "entkoppelt" werden, wenn

Cl ' RI - c2 ' ~ = 0

28 Koppelschwingungen

(28-3-9)

gesetzt wird . Fiir die reine entkoppelte Translationsehwingung (Hubsehw ingung) ist der
Faktor von x naeh (28-3-4)

2 Cl + c2
6)x;;;; ---.

m
(28-3-10)

Fiir die reine entkoppelte Rotationssehwingungen (Nieksehwingung) ist der Faktor von <p

naeh (28-3-8)

2
W =

'P
(28-3-11)

Mit diesen Eigenkreisfrequenzen erhalt man die entkoppelten, voneinander unabhangigen
Differentialgleiehungen

i + w;·x = 0 ,

<ii + w~· f{J = 0 .

AuBerdem kann gesetzt werden

(28-3- 12)

(28-3-13)

(28-3-14)

Daraus folgt fur die Gleiehungen (28-3-4) und (28-3-8)

Zur Losung der DGL erfolgt der Ansatz

(28-3- 15)

(28-3-16)

x = x ·CQs(wk·t) ;

i = - x ·w; ·CQs(wk ·t) ;

rp ,p ·eos(wk·t),

<ii = - iP ' w;·eos( wk ' t) .
(28-3-17)

Damit ist der Losungsweg vergleichbar mit (28-1-10) und (28-1-11) und entsprechend (28-1­
14) muB die Determinante Null sein:
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(c..>~ - c..>~ k1

Is. (c..>~ - c..>~
= 0 .
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(28-3-18)

Und entsprechend (28-1-18) folgt

(28-3-19)

Siehe auch Kap. 30.1.5: Anstrornung von Flachen (Tragflachen) und Beispiel zu Kap. 16.

--- - -- ~ - - ._-- --

Abb. 28-3-2 /30-1-13 Tragflugel Abb. 28-3-3 /30-1-14 Angestromte Platte



200 28 Koppelschwingungen

5 m

7
~--- - - x,

( 1 (2

Elastische Wellenlagerung
Wird eine Welle elastisch gelagert
und wird die Welle als starr mit der
Belastung m als Punktmasse angese­
hen, so kann man die Gleichungen
aus Kap, 2803 benutzen, wenn man
folgende Anderungen vornimmt: die
gesamte Masse soli im Schwerpunkt
konzentriert sein, das Massentriig- Abb. 28-3-4 Wellenlagerung
heitsmoment urn den Schwerpunkt S
soli Null sein, die Krafte treten nur
in x-Richtung auf, wobei die Wege ungleich sein sollen: xl ;o! x2. Die Pederkrafte wirken
parallel, es handelt sich jedoch nicht urn eine Parallelschaltung nach Kap. 16.1 0
Schreibt man (28-3-8) in der Form

JOin + (C 01,2 + C.e2) 0in + (c 0R - cod) 0X ; 0
ST II 22T 112'2 '

dann kann man nach der Vereinbarung Js = 0 setzen und nach 'P auflosen

clo RI - C 0 f,
'f1 ; - 2 2 ox 0

Cl 0 R/ + Cz0 f}

Schreibt man (28-3-4) in der Form

m ox + (Cl + c2) ox + (cl ofl - C2 ° lz) 0 'f1 ; 0 ,

(28-3-20)

(28-3-21)

(28-3-22)

so kann man 'P durch Einsetzen aus (28-3-21) eliminieren . FaBt man nun diex-Koeffizienten
zusammen , so ist die Faktor von x identisch mit der Ersatzfederkonstanten cers des Systems

(28-3-23)

Nach dem Umformen wird daraus

(28-3-24)

Diese Gleichung wird als Beispiel 16.3 in Kap. Beispiele auf andere Weise gewonnen .
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29 Dampfung durch trockene Reibung
Coulomb'sche Reibung
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Greift an einem ruhenden Korper eine Kraft an, so bleibt der Korper zunachst in Ruhe,
wenn trockene Reibung vorhanden ist. Dabei steigt entsprechend der angreifenden Kraft die
Reibungskraft bis zu einem Maximalwert linear an, bei dem der Ubergang in die Gleitrei­
bung erfolgt. Dann ist die Kraft, die zur Bewegung notwendig ist, geringer als die maxima­
le Kraft, bei der Korper gerade noch in Ruhe war. Mit

FN Normalkraft
FRO Haftreibungskraft (Ruhezustand)
FR Gleitreibungskraft (Bewegungszustand)
/lo Haftreibungszahl
/l Gleitreibungszahl (hier dann als Reibungszahl)

(29-1-1)

Fur kleine Geschwindigkeiten kann /l als konstant angesehen werden

fHaf tre ,bUngf
Ruhe

Gleit rei bung
Beweg ung

/
/

/

/'

Abb. 29-1-1 Haft- und Gleitreibung Abb. 29-1-2 Funktion
Reibungskraft-Geschwindigkeit

Der Unterschied zwischen der nicht-trockenen Reibung und der trockenen Reibung besteht
darin , daB bei der nicht-trockenen Reibung die Reibungskraft haufig proportional zur Ge­
schwindigkeit ist (Funktion Aj.wahrend bei der trockenen Reibung nach Uberwindung der
Haftreibung die Reibungskraft in erster Annaherung konstant bleibt (Funktion B). In beiden
Fallen bestimmt aber die Geschwindigkeit das Vorzeichen. Reibung wirkt immer als Damp­
fung. Es werden dabei unterschieden:

a) Coulomb'sche Reibung (trockene Reibung)
Die Reibungskraft ist meist konstant und nur von der Richtung der Geschwindigkeit
abhangig (Der Quotient gibt nur das Geschwindigkeitsvorzeichen wieder , da ko kein
Vorzeichen hat). ko entspricht dann ko = /lOFN

(29-1-2)

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Zu der nicht-trockenen Reibung zahlen
b) Geschwindigkeitsproportionale Dampfung

F n = k1 'x .

29 Dampfung durch trockene Reibung

(29-1-3)

Es ist die am haufigsten vorkommende Dampfung. Dabei wird dann k1 = k gesetzt. Sie
tritt insbesondere bei laminaren Stromungen auf , d.h . bei niedrigen Reynoldszahlen. In der
Konstruktion entspricht sie der Reibung im geschmierten Lager (Siehe Kap. 30, Abb. 30­
1-2) .

c) Zusammengesetzte Dampfung

Fn = k1 'x + ko' I~ I .

d) Wegproportionaie Dlimpfung

Fn = 's.-.i.. .
(,10

zu b) Tritt turbulente Strornung auf, so gilt die quadrat ische Abhangigkeit:

Fn = k3'lxl 'x ,

Die Darnpfungskonstanten ko, k1, kz und k3 werden experimentell bestimmt.

(29-1-4)

(29-1-5)

(29-1-6)

Fur den Ansatz der Gleichung fur den Fall der trockenen Reibung wird auf eine zusatzliche
Dampfung verzichtet, so dall Tragheitskraft, Reibungskraft und Federkraft wirken .

Die Reibungskraft ist der Geschwindigkeit entgegengesetzt gerichtet, also mull fur Hin- und
Ruckweg jeweils eine eigene DGL aufgestellt werden.

I . Fall x > 0

m'x + c -x + FR = 0 ,

2. Fall x < 0

m'x + C 'X - FR = 0 ,

i + (,I~ .x = + FR

m

(29-1-7)

(29-1-8)

(29-1-9)

(29-1-10)
Abb. 29-1-3 Trockene Reibung
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Man erhalt also zwei inhomogene DGL 2. Ordnung , die sich nur durch das Vorzeichen des
Storgliedes unterscheiden . Der homogene Teil wird auf die iibliche Art gelost mit dem
Ansatz

(29-1-11)

Der Ansatz zur Losung des partikularen Teiles erfolgt in der Form des Storgliedes. Hier
kann man analog zur Gleichung fiir die Federkraft schreiben

FR;;;. ± - - .

m 'w~
(29-1-12)

Die Losung setzt sich aus dem homogenen Teil und dem partikularen Teil zusammen und
zwar in einer Doppelform. Wegen der Richtungsanderung der Geschwindigkeit ist

i> 0

i<O

(29-1-13)

(29-1-14)

Wie in jeder Gleichung bedeutet die additive Konstante lediglich eine Parallelverschiebung
der Zeit-Achse urn die Grolle (es wird die jeweilige Amplitude von ±eaus gemessen)

FR±- ;±e .
C

+xo'
Jl

y- - - - -)'

+e
- - - - - - -{w-ot

-e

(29-1-15)

Die Schwingung startet aus der
Position Xo mit der Geschwin­
digkeit nach (29-1-14), also
einer zum Nullpunkt gerichte­
ten Geschwindigkeit. Daher ist
als Bezugsachse die Achse +e
nach Gleichung (29-1-14) zu
wahlen .

:L\x
- Xo -, - - - , - -

Abb. 29-1-4 Weg-Zeit-Diagramm

Dabei ist

Ilx ; 2'e ; const . (29-1-16)



204 29 Diimpfung durch trockene Reibung

(29-1-17)

Die Schwingung erfolgt entsprechend der Ableitung mit wo' Das ist die Eigenkreisfrequenz
einer ungedampften Schwingung. Da FR eine konstante Kraft ist, besteht die Schwingung
aus harmonischen Halbschwingungen , die im Zeigerdiagramm jeweils einen Halbkreis
darstellen . Der Sprung von einem Zentrum eines Halbkreises zum anderen Zentrum betragt
2· e = const, d.h. die Amplituden miissen linear abnehmen. Die Umhullenden der Schwin­
gung sind Geraden .
Filr die I. Halbschwingung mit i < 0 gel ten die Randbedingungen
t = 0; x = xo; i = O.

Xo - e = Al 'sin(wo '0) + BI 'cos(wo '0) ,
'"---v---' ~

o 1

x = 0 = A.·cos(w o·O) - BI'sin(wo'O) ,
'"---v---' ~

• 0

(29-1-18)

(29-1-19)

x = (xo - e) ' cos( wo' t) + e .

Es gelten flir die 2. Halbschwingung mit i > 0 die Randbedingungen
t=7rlwo ; x=-xo+2'e; i=O.

- Xo + 2 ·e + e = Az ' sin( Wo . n]w~ + Bz' cos( Wo . 1t!wo)
------..- '---v-----'

o -I

(29-1-20)

(29-1-21)

Az = 0 , (29-1-22)

x = (xo - 3 ·e)·cos(wo ·t) - e,

Fiir die 3. Halbschwingung gilt entsprechend

x = (xo - 5·e)·cos(wo·t) + e .

(29-1-23)

(29-1-24)
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Abb. 29-1-5 Abnahme der Amplituden

x
wo

-\-\--\-\-\~.~~....-'\----.---~

Abb.29-1-6 Phasenportrat
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«xt
11

Wahlt man das entsprechende Achsensy­
stem, so erhalt man das Phasenportrat
eines Schwingers bei Coulomb ' scher
Dampfung. Die Geschwindigkeitsachse ist
durch die Division mit Wo zu einer Weg­
Achse geworden und das ganze Bild wurde
urn 90° gedreht (siehe auch Abb. 11-5-2):
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30 Sonderthemen

30.1 Wirbelbildung an Bauteilen

30 Sonderthemen - Wirbelbildung

Es gibt eine Reihe von Konstruktionen, bei denen Stromungsvorgange und die dadurch
hervorgerufenen Krafte eine Belastung darstellen. (Rohrleitungen, Pumpen, Kamine von
Klimaanlagen, frei hangende Kabel, Turbinen. Dazu kommt die Gruppe der Fahrzeuge, die
wiederum vom Auto, Lkw bis zum Flugzeug reichen). Das Problem bei solchen Vorgangen
ist, daf praktisch immer Wirbelbildung auftritt. Die Wirbel bilden sich meist mit einer
Regelmafligkeit aus, die mit der Frequenz von Schwingungen vergleichbar ist und das
Bauteil zu Schwingungen anregen. Dieser Vorgang entspricht einer Selbsterregung, die in
Kap. 30.1.6 besprochen wird. Mit der Wirbelbildung ist eine Ablosung der auftretenden
Wirbel verbunden . Dadurch werden wechselnd die Druckverhaltnisse an Bauteilen ver­
andert, die ihrerseits die Bauteile zu Schwingungen anregen, die dann haufig zu Ermiidungs­
briichen fiihren.

Ein in diesem Zusammenhang haufig erwahntes Beispiel ist die Tacoma-Narrows-Briicke
Staat Washington/USA (s. auch Kap. 30.1 .6). Die Briicke wurde als Hangekonstruktion
ausgefiihrt und schwang schon wahrend des Baues. Die Arbeiter wurden "seekrank" . Nach
Fertigstellung erreichten die Amplituden bis 1,5 m, so daf man vorausfahrende Fahrzeuge
manchmal nicht mehr sehen konnte. Trotzdem kam der Einsturz iiberraschend (1940). Der
Wind war an diesem Tage relativ gleichmatlig.

Abb. 30-1-1 Tacoma-Brucke und Fahrbahnen

Die Briicke hatte groBe vertikale Platten. Der Windwiderstand war groB, die Ablenkung
ebenfalls und damit auch die Geschwindigkeit der umgelenkten Luft. Dadurch herrschten
direkt iiber und unter den Fahrbahnplatten starke Druckunterschiede (Gleichung nach
Bemoulli (Energiegleichungj) . Da die Druckunterschiede aber nicht gleichmallig waren und
sich standig anderten , wurde die Briicke zunachst nach Kap. 30.1.6 zu Biegeschwingungen
angeregt und angefacht. Sie verhielt sich wie eine Tragflache. Die Biegeschwingungen
waren iiber die Lange jedoch nicht gleichrnaflig und fiihrten zu Torsionsschwingungen, die
zum Einsturz fiihrten. Danach wurden die Briicken dieser Konstruktionsform mit einem
Langsspalt zwischen den Fahrbahnen gebaut, der zu einem Druckausgleich der Ober- und
Unterseite fiihrt. (Siehe auch Kap. 30.1 .6)

Man braucht allerdings nicht so weit zu fahren, urn Schwingungen von Briicken durch
Windkrafte zu erleben. So wurde wiederholt (in der Umbauphase), auch am 11.11.92, die
Autobahnbriicke Kbln-Rodenkirchen A4 iiber den Rhein gesperrt .

R. Jürgler, Maschinendynamik
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Urn diese Vorgange untersuchen zu konnen, ist man meist auf Versuche angewiesen . Man
muB versuchen, die Vorgange in der Natur und an der Konstruktion mit einem Modellver­
such so iihnlich wie moglich nachzubilden, so daB die Versuchsergebnisse die Grundlagen
fiir die Berechnungen liefern konnen. Dafiir sind Ahnlichkeitszahlen entwickeit worden , von
denen hier auf die Strouhalzahl eingegangen wird, die u.a. die Wirbelbildung beschreibt.

30.1.1 Strouhalzahl

m

m_ os
S

w·t
Sr =

Die Strouhalzahl wird bei der Berechnung instationarer Stromungsvorgange verwendet :
Bezeichnung nach DIN 1304 2.4 . In der
Literatur sind auch iiblich St, Str. w ist die

(30-1-1) Geschwindigkeit, mit der ein Teilchen den
Weg t zunicklegt . f1w ist die dabei ver­
brauchte Zeit. Ist sie klein gegenuber der

Zeit t, in der sich der Vorgang abspieit, dann geht Sr gegen einen kleinen Wert, die
Stromung kann als quasistationar betrachtet werden.

Stationiir =>Sr = O.

t kann auch als Zeitintervall bei periodischen Vorgangen betrachtet werden (T = Perioden­
dauer) . Schreibt man die Strouhalzahl mit der Frequenz, dann muB sie lauten:

Sr = fop
w

1-om
s

m

s

(30-1-2)

Dann gilt fur die Wirbelbildung bei konstanter Geschwindigkeit:

viele kleine Wirbel => kleine Wirbelabstiinde (t klein)
wenige grolle Wirbel => groBe Wirbelabstande (t groJl)

Die periodische Wirbelablosung an Korperhinterkanten kann zu periodi­
schen Schwingungen der Korper fiihren, die sich aufschaukeln, wenn ihre
Kreisfrequenz mit der Eigenkreisfrequenz der Korper iibereinstimmt
(Resonanz) . Am 15. Januar 1985 brach der 300 m hohe Sendemast Biel­
stein bei Detmold in mehrere Teile, Der Schaden wurde auf winderregte
Schwingungen zuriickgefiihrt, die zu Materialermiidung und damit zum
Bruch fuhrten. Die Resonanz kann durch erzwungene Ablosung ver­
mieden werden , da eine periodische Wirbelbildung (Karrnansche Wirbel­
strafle siehe Kapitel 30.1.5) aufhort , wenn die laminare Grenzschicht in Abb. 30-1-2
die turbulente Grenzschicht umschliigt: durch Stolperkanten an Flachen, Scruton-Spirale
bei Kaminen (Luftungsrohren) und Masten durch eine wendelformige
Kante (Scruton-SpiraleAbb. 30-1-2) oder bei Seilen (Schleppseile z.B. auf See) und Kabeln
(Uberlandleitungen) dUTCh aufgesetzte Scheiben. Bei Sendemasten werden auch Tilger
eingesetzt (Kap. 28.2).

Fiir die Karrnansche Wirbelstrafle ergibt sich mit der Strouhalzahl die Frequenz

f= Sr • w / f
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Die Strouhalzahl andert sich mit der Reynoldszahl :

Re = 60 ,,*Sr = 0,14 bis
Re ~ 1000 "*Sr = 0,21

WirbelstraBen treten im Bereich 60 < Re < 2E5 auf.

30.1.2 Grenzschicht

Man untersucht den Stromungsverlauf in einem engen Spalt. Bei einer Maschine wird das
der Spalt zwischen zwei Gleitflachen sein, in dem sich ein Schmiermittel befindet. Man
spricht dann von einer "ebenen Schichtenstromung einer zahen Fliissigkeit" . Es werden
zunachst die Gleichungen fiir den Verlauf des Druckes in x-Richtung aufgestellt. Das fiihrt
auf das Viskos itatsgesetz von Newton:

du
T ~ 17 '- .

dy
(30-1-3)

Diese Gleichung beschreibt zunachst die Abhangigkeit der Schubspannung in einer Fliissig­
keit als Funktion der dynami schen Zahigkeit 1'/ multipliziert mit dem Gradienten du/dy
(Anderung der Geschwindigkeit / Anderung der Entfernung von der Oberflache) , Anderer­
seits gibt es einen Zusammenhang

d r dp
dy dx'

(30-1-4)

der angibt, wie sich der Gradient Schubspannung / Entfernung von der Oberflache zur
Anderung des Druckes in x-Richtung verhalt . In einem parallelen Spalt andert sich die
Geschwind igkeit nicht , daher andert sich auch der Druck nicht. Anders sind jedoch die
Verhaltnisse in einem nicht parallelen Spalt.

/

Abb. 30-1-3 Druck- und Geschwindigkeitsverlauf

Sind zwei Platten unter dem
Winkel Cl gegeneinander ge­
neigt , und werden sie gegen­
einander verschoben , so gilt
ebenfalls der Kontinuitatssatz.

Das bedeutet aber, daB in
jedem Querschnitt die gleiche
Menge Fliissigkeit (Schmier­
mitte!) p ro Zeiteinheit
hindurchtreten muB.
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Das ergibt dann ein sich andemdes Geschwindigkeitsprofil und einen nicht linearen Verlauf
in y-Richtung. Es ist deshalb (es mull dr/dy eingesetzt werden) :

(30-1-5)

Der Druck in x-Richtung andert sich; es findet ein Druckaufbau im Spalt statt. Der Druck
am Anfang und am Ende des Spaltes mull jedoch gleich dem Umgebungsdruck sein, damit
mull der Druckverlauf im Spalt dem Druckverlauf der Zeichnung entsprechen. Dann mull
auch ein Maximum existieren, fur das gilt

dp = 0
dx '

mit X=U =}
du

= const .
dy

(30-1-6)

Damit mull an der Stelle des Druckmaximums das Geschwindigkeitsprofil linear sein .
Dieser Druckverlauf ist nun fur viele Vorgange in und an Maschinen und auch auf der
Stralle in jedem Fall wirksam.

Abb. 30-1-4 Schmierkeil

In Abb. 30-1-4 zeigt Teilbild I,
wie ein Schlitten (z.B . einer
Fiihrung) durch den Olfilm
angehoben wird und auf diese
Weise durch den Schmierkeil
01 zwischen Schlitten und
Bahn gedriickt wird. Fehlerhaf­
te Konstruktion kann dazu
filhren, dall sich ein Schmierkeil nicht bilden kann. Die Fiihrung lauft trocken und es
kommt zur Ausbildung der trockenen Reibung (siehe Kap. 29) . Am Werkstiick werden
Rattermarken entstehen .

Wird nun der Schlitten gekriimmt (Abb. 30-1-4 Bild 2), so entsteht durch die Kriimmung
ein SchmierkeiI. Die Kriimmung kann vollstandig zu einem Kreisumfang werden. Auf diese
Weise mujJ ein Reifen auf nasser Fahrbahn bei entsprechender Geschwindigkeit aufschwim­
men und den Kontakt zur Strallenoberflache verlieren . Gegen Aquaplaning hilft nur , recht­
zeitig die Geschwindigkeit zu verringern.

Es wird vermutet, dall ein Hauptfahrwerk eines Lufthansa-Airbus bei der Landung in
Warschau (September 1993) wegen Aquaplaning keinen Bodenkontakt hatte . Das Computer­
programm fur die Landung verlangte aber die Rollmeldung beider Hauptfahrwerke und gab
deshalb die Bremssysteme nicht frei. Dadurch gingen neun Sekunden verloren. Die Maschi­
ne raste iiber die Landebahn in einen Wall und ging in Flammen auf. Zwei Menschen
wurden getotet und 45 Menschen verletzt.

Wird nun noch die aullere Bahn gekriimmt (Bild 3), ist es k1ar, dall ein Lager aufschwim­
men mull, wenn der Olfilrn zum Schmierkeil wird. Dabei kann sich die Welle im Lager
drehen oder die Nabe urn die Achse. Die Ursache fiir das Abheben bleibt bestehen.

Denkt man sich die obere Wand dieser Stromung in einem Spalt durch eine ungestorte
Auflenstrornung ersetzt , dann kann man diese Betrachtungen auf die Grenzschicht uber­
tragen .
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Abb. 30-1-5 Geschwindigkeiten in der Grensschicht

Die Stromungsgeschwindigkeit an
der Wand muf wegen der Reibung
Null sein, wahrend sie relativ schnell
auf die Geschwindigkeit uoo der
ungestorten Umstromung ansteigen
mull, Der Geschwindigkeitsgradient
in y-Richtung mull grof sein. Nach
Newton sind die Schubkrafte (Rei­
bungskrafte) proportional zu den
Geschwindigkeitsgradienten .

Prandtl entw ickelte 1904 die Grenzschichttheorie .

u=

t urbulent

Fur T wird dann die Wandschubspannung TW eingefuhrt. le dicker eine Grenzschicht ist,
umso geringer ist der Anstieg der Geschwindigkeit und umso mehr nimmt TW ab. Die
Kraft, die erfo rderl ich ist, die Wider stande zu uberwinden, ist die Widerstandskraft

(30-1-7)

Sie ist abhangig von einem Beiwert cw (eine beliebte Angabe in der Autoreklame), der
angestrornten Flache und dem Staudruck (1} /2· Hl) . Bei dieser Kraft werden in der Stro­
mungslehre noch weitere Unterscheidungen gemacht. Das soli hier jedoch nicht weiter
behandelt werden.

Die Reynoldszahl als charakteristische Ahnlichkeitszahl ist

Re ; w""fj v (30-1-8)

mit f Lauflange, v kinematische Zahigkeit, ungestorte Stromungsgeschwindigkeit woo.

Die Grenzschicht ist zunachst laminar, nur bei sehr dunnen Platten (scharfe Kanten) beginnt
sie praktisch turbulent. Im Umschlagpunkt wird sie turbulent , wobei unmittelbar an der
Wand ein laminarer Schmierfilm erhalten bleibt. Die kritische Reynoldszahl fur ebene
Platten liegt bei Rekrit = 5E5. In Versuchen hat sich gezeigt , daJl Tre ibstoffeinsparungen bis
30 % moglich sein konnen, wenn es gelingt, die laminare Grenzschicht durch Beschichtung
und Gestaltung des Tragfliigels langer zu halten (Larninarflugel) - (s. Kap. 30.1.4).

Ahnlich wie bei der Rohrstromung (A-Re-Diagramm) sieht das cw-Re-Diagramm der
Plattenstromung aus . Die Abb. 30-1-6 und Abb. 30-1-7 sind zusammen zu lesen .
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Abb. 30-1-6 cw-Werte und Reynoldszahl

Die Grenzsch icht 1S t

~~~~C)~~
~~~~~
schle ichend la minar tu rbule nt

Abb. 30-1-7 Grenzschicht und Wirbel

30.1.3 AblOsung

Der Verlauf von cWK-Werten fiir Kugel und Zylinder ist zwar zahlenmallig nicht identisch ,
folgt aber geometrisch der gleichen Form.

y u~

x
du/dy >O

Ab losepu nkt

Abb. 30-1-8 Ablosung einer Grenzschicht

Der Widerstand ist zunachst sehr groJl; der
EintluJl der Viskositat (Reibungskrafte
FWR) ist maJlgebend. Ab Re> lE3 wird
der Druckwiderstand FWD entscheidend ,
der dann durch die Wirbelbildung hinter
dem Korper beeintluJlt wird . Am Anfang
des umstromten Korpers wird die Stro­
mung dUTCh den Verdrangungseffekt des
Korpers zunachst beschleunigt , dann durch
Reibung und K6rperform langsamer, es
konnen sich die Stromungsbilder der Abb.
30-1-8 zeigen:
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Abb.30-1-9 Erzwungene Ablosung

Die Strornungsgeschwindigkeit ist an der Wand wegen der Reibung praktisch gleich Null
und steigt zum freien Raum hin bis auf die Umgebungsgeschwindigkeit uoo an . Langs der
angestromten Platte tritt eine Veranderung des Strornungsprofiles wegen der sich andemden
Schubspannung (Gleichung (30-1-3» auf .

An der Stelle, an der die Wandschubspannung TW = 0 wird, wird die Striimung sich
ablosen; es setzt unmittelbar an der Wand eine Ruckstromung ein. Die Wandschubspannung
kann nur bis zu diesem Ablosepunkt berechnet werden. Danach bildet sich ein Totwasser­
gebiet mit Wirbelbildung.

30.1.4 Wirbelbildung (Beispiel : Kugel)

Am Ablosepunkt setzt eine Wirbelbildung ein. Bei laminarer Stromung wird der Korper
zunachst vollig umstromt (schleichende Stromung in Abb. 30-1-7) ; dann beginnt bei dem
Wert Re = lE3 die Ablosung sehr friih und damit die Bildung eines groBen Wirbelgebietes
mit praktisch konstantem cvrWert (=0,4). Bei

Rekrit = woo • D I v = 3E5 mit D = Kugeldurchmesser

fallt Cw fast schlagartig auf 0,08 ab. Es
erfolgt ein Umschlag von laminarer zu

/ turbulenter Grenzschicht; der Grenzschicht
wird durch Turbulenz immer wieder Ener­
gie zugefiihrt, der Ablosepunkt "springt"
weiter nach hinten und das Wirbelgebiet
wird klein . Man kann mit einem Stolper­
draht die spatere Ablosung erzwingen .
Dieser Effekt ist in der Natur zu finden .
Z.B ist die Haut eines Haies extrem striimungsgiinstig. Sie ist mit Schuppen besetzt, die
kleine Rinnen in Striimungsrichtung (Riblets) haben. Dadurch wird ein Anliegen der Grenz­
schicht erzwungen. Man versucht in der Technik, eine Sagezahnstruktur in selbstklebenden
Vinyl-Folien (0,2 mm dick) nachzubilden . Damit wurden z.B , die Oberflachen von Flugzeu­
gen beklebt. Dadurch wird zwar die Gesamtoberfliiche erheblich vergrobert, der Luftwider­
stand jedoch herabgesetzt und dadurch eine Brennstoffersparnis von Ibis 2 % erreicht. Es
laufen Versuche mit Airbus-Typen. Eine befriedigende Erkliirung ist noch nicht erreicht.
Einen ahnlichen Effekt kann man mit AbreiBkanten erzwingen.

Abb. 30-1-10 Wirhelhildung am Fahrzeug

30.1.5 Karmansche WirbelstraRe (hinter einem Zylinder)

Die Striimung rollt sich am Ablosepunkt ein und bildet Wirbel , die im Wechsel abschwim­
men. Hinter umstrornten Korpern bildet sich der Wirbel in der Mittellinie nach vorn laufend
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aus, wahrend bei einer Strornung aus einem
Spalt in ein ruhendes Medium die Wirbel in der
Mittellinie die Drehrichtung in der Stromungs­
richtung haben. Die Ablosefrequenz kann mit
der Strouhalzahl berechnet werden. Hinter einer
Kugel bildet sich wegen der vollen Symmetrie
eine alternierende Wirbelstrafle nicht aus. Da­
gegen ist das Wirbelgeb iet voll vorhanden.
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~~
Abb.30-I-II Karmansche WirbelstrafJe

30.1.6 Tragfltigel und Selbsterregung

Durch Ablagerungen (Schmutz, Eis usw.) werden syrnmetri- 0 r>. ~
sche Bauteile unrund und bilden fiir ein umstrornendes ~"'-.J/ -.~
Medium neue Bedingungen. Es werden Krafte auftreten, die Abb.30-I-I2 Entwicklung der
versuchen werden, das Bauteil aus der Null-Lage zu treiben. Asymmetrie
Diesen Kraften werden die Federkrafte (Ruckstellkrafte) des Bauteiles entgegen wirken.
Damit wird sich ein Schwingungszustand einstellen. Durch die Strornungskrafte wird
gleichzeitig die Geometrie der Strornung weiter verandert und die Schwingung verstarkt .

Potentialstriimung, Zirkulation, Tragfliigel

Ein angestellter Tragtliigel wird nach der Potentialtheorie so umstromt, daf die Strornung
bis zum hinteren Staupunkt tlieBt. Allgemein wird (falsch) behauptet, daf die Stromung die
Ober- und Unterseite des Tragtliigels in der gleichen Zeit umstromen rnufl, Nach Abb.30-1­
8 wird die Stromung an der Hinterkante umgelenkt, diese plotzliche Richtungsanderung muf
eine sehr grolle Beschleunigung hervorrufen . die Stromung wird dann bis zum hinteren
Staupunkt Sh auf der Oberseite bis auf Null verzogert , sie lost sich ab. Es bildet sieh der
Anfahrwirbel, der mit der Stromung wegschwimmt. Da nach dem Satz von Thomson

Abb.30-I-I4 Angestromte Platte

(Lord Kelvin) die Gesamtzirkulation konstant bleiben mull, bildet sich ein zweiter Wirbel ,
der im entgegengesetzten Sinn urn die Tragflache dreht. Durch die Reibung wird dieser
Wirbel abgeschwacht, die Stromungsforrn nahert sieh wieder der Potentialstrornung an. Es
losen sich nun laufend kleine Wirbel ab, damit wird die Zirkulation standig erneuert (Satz
von Kutta-Joukowsky). An der Hinterkante bildet sich eine Wirbelflache, die mit der
Reibung den Strornungswidcrstand ergibt. MiBt man die Druckverteilung am Tragtliigel , so
tragt der Uberdruck auf der Unterseite nur etwa 1/3 zum Auftrieb bei. Der Tragtliigel
hangt also an einem Unterdruckraum, der hauptsachlich durch die Zirkulation bewirkt wird.
Es wirkt eine Kraft nahezu senkrecht zur Stromungsrichtung . Sie verstarkt die riickstellende
Federkraft. Es wird eine Schwingung angefacht (Abb.3-3-5). AIs Beispiel siehe die Tacoma­
Briicke in Abb. 30-1-1. Diese Schwingungen sind in Kap, 28.3 und Beispiel zu Kap. 16
behandelt.
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30.2 Me6technik

Soilen Schwingungen an Maschinen gemessen werden, so ist es erforderlich, entsprechende
Methoden zu finden, mit denen man die Schwingungen registrieren kann . In Kap . 8.1 taucht
in vielen Formeln die statische Durchbiegung jj, auf, die zur Bestimmung von Eigenkreis­
frequenz und Resonanzstellen verwendet wird. Das bedeutet, dall man die Wege messen
mull, die bei der Verformung auftreten. Bei der Messung sollte jedoch immer mit miig­
lichst geringem Aufwand geniigend genau gemessen werden. Eine zu hohe Mellgenau­
igkeit und/oder zu hoher Gerateaufwand kann dazu fiihren, daB Hintergrundsignale (Rau­
schen) die Mellergebnisse verfalschen . Es gibt viele Verfahren zur Messung von Schwin­
gungen. Hier soli eine Einfiihrung in die Mefltechnik erfolgen.

DMS = Dehnungsmefistreifen
1843 fand der Physiker Wheatstone eine Briickenschaltung, bei der die Messung von
elektrischen Widerstanden im Vergleich zu bekannten Widerstiinden moglich war . Wird ein
Draht von einem Strom durchflossen, so gibt es einen Widerstand, den man messen kann.
Der Widerstand andert sich, auller durch andere Grollen, wenn sieh der Querschnitt des
Leiterdrahtes andert. Genau das ist die Beriihrungsstelle zur Mechanik, denn wenn ein Stab
(ein Leiterdraht) einer Zugspannung ausgesetzt ist, andert er seinen Querschnitt. Damit gilt
mit dem Hooke 'schen Gesetz

a ; e rE mit e ; (30-2-1)

LotossnOraht

(30-2-2)

darin ist (J die mechanische Spannung, e die Dehnung , E der Elastizitatsmodul, .tJ.£ die
Langenanderung, £0 die Lange des unbelasteten Teiles .
In der Elektrotechnik gilt fiir die Anderung eines
Widerstandes .tJ.R

Abb. 30-2-1 Dehnmeflstreifen

'---- -----il--- - .

,.-------.

..

Der Quotient ist also proportional der Dehnung e mal
einem Korrekturfaktor k, der als "k-Faktor" bezeichnet
wird und vom Lieferanten eines DMS angegeben
wird . So besteht uber e ein direkter Zusammenhang
zwischen der Anderung eines elektrischen Widcrstan­
des und der mechanischen Dehnung eines Drahtes .
Klebt man einen Draht, der wegen seiner rnoglichst
groflen Lange nach Abb. 30-2-1 in "Schlangenlinien"
gelegt und auf einer Folie aufgeklebt ist, auf ein Bau­
teil und verbindet den Draht an den Lotosen mit einer
Stromquelle, so wird dieser Draht einen Widerstand
aufweisen. Dieser Widerstand wird sich andern , wenn Abb. 30-2-2 Briicke
das Bauteil belastet wird, da dann der Draht die Deh-
nung des Bauteiles mitmacht. Diese DMS bestehen heute im Normalfall nicht mehr aus
Drahten, sondern werden aus geatzten Folien ahnlich einer gedruckten Schaltung hergestellt.
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Es sind Leiterbahnen. Verbindet man nun vier dieser Widerstiinde nach Abb. 30-2-2 und
legt eine Eingangsspannung VE an, so wird durch den rechten und den linken Zweig der
gleiche Strom flieBen, wenn die vier Widerstande gleich sind. Es liegt also in der MeBdia­
gonalen keine Differenzspannung VA an. Das andert sich, wenn mindestens einer der
Widerstande eine Langenanderung erfahrt, da sieh dann auch sein Widerstand andert. Dann
zeigt ein MeBinstrument eine Ausgangsspannung VA an, die von Null verschieden ist. Uber
die Kirchhofschen Gesetze fiir die Parallel- und Hintereinanderschaltung von Widerstanden
und die Maschenregel kommt man zu einer Gleichung, die hier nur vorgegeben wird :

(30-2-3)

Abb. 30-2-4 Balken mit vertauschten DMSAbb. 30-2-3 Balken mit DMS

Diese Gleichung sagt aus , daB bei bekannter Eingangsspannung VE ein Ausgangssignal VA
erzeugt wird , wenn mindestens einer der vier Widerstande eine Dehnung e erfahrt, Dabei
ist Dehnung = - Stauchung. Die Signale der einzelnen Widerstande sind bei gleicher
Langenandcrung gleich , jedoch werden bei Zugspannungen positive und bei Druckspannun­
gen negative Vorzeichen der Signale auftreten . Das kann dazu fuhren, daB richtiger Ap­
plikation (Anordnung auf dem Bauteil und Verbindung der einzelnen Lotpunkte) 4· e und
bei falscher Applikation O· e gemessen wird. Das soli an einem Beispiel gezeigt werden .
Wichtig ist, daB die vorgegebene Numerierung der DMS beibehalten wird , und die DMS
auch so verbunden werden, denn nur dann stimmen auch die Vorzeichen in der Gleichung
(30-2-3).Bei dem Balken nach Abb. 30-2-3 sind vier DMS appliz iert. Zwei DMS befinden
sich auf der Oberseite = Streckseite, zwei DMS befinden sich auf der Unterseite = Stauch­
seite . Die DMSI und DMS3 werden auf Zug belastet und haben ein +Vorzeichen. Die
DMS2 und DMS4 werden auf Druck belastet und haben ein -Vorzeichen. Da sie sym­
metr isch angeordnet sind, werden sie bei gleichem k-Faktor die gleichen Betrage in e haben .

w-~,: w-~:,
~MS 4 ~MS 4

Damit wird Gleichung (30-2-3) zu

VA k
- = - ' (+)1:1 - ( -)1:2 + (+)1') - ( -)1'4) ,
VB 4

(30-2-4)

und mit den ausmultiplizierten Vorzeichen bei gleichem e

(30-2-5)

Das Ausgangssignal ist 4-fach verstarkt gegenuber dem e, das ein einzelner DMS liefem
wiirde . Man nennt den Faktor von k den Brlickenfaktor H, in diesem Fall B = 4.Nun sollen
die DMS an den gleichen Stellen aufgeklebt werden , jedoch sollen die Lotpunkte in anderer
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(30-2-6)

Weise verdrah tet werden. In Ahh. 30-2-4 sind die DMS in der Reihenfolge ihrer Numerie­
rung verbunden. Es werden DMSI und DMS2 auf Zug beansprucht und haben damit ein
+Vorzeichen. DMS3 und DMS4 werden auf Druck beansprucht und haben damit ein ­
Vorzeichen . Fiir die Gleichungen nach (30-2-4) und (30-2-5) bedeutet das:

UA k
- = - '( +) e - ( +)e + ( -)e - ( - )e )U

B
4 1 2 3 4 •

die e sind wieder gleich, jedoch die Vorzeichen bewirken:

(30-2-7)

Das Mellgerat zeigt Null an, obwohl die Briicke belastet ist und sich die DMS an den
gleichen Stellen befinden. Der Fehler liegt in der falschen Verdrahtung !

Man unterscheidet zwischen aktiven und passiven DMS. Eine Briicke muB immer vier
Widerstande enthalten . DMS, die auf dem Werkstiick angebracht sind und die Verformung
messen, werden als aktive DMS bezeichnet. DMS, die zur Vervollstandigung der Briicke
dienen, werden als passive DMS bezeichnet. 1st z.B. die MeBstelle klein oder sind die
Anderu ngen der Oberfl achenspannung groll, so wird man nur einen DMS aufkleben. Dieser
Fall wird wegen verschiedener Nachteile vermieden. Aus Kostengriinden konnen zwei DMS
auf dem Werkstiick aufgebracht werden. Man sollte jedoch versuchen, vier DMS als aktive
DMS auf dem Werkstiick zu plazieren . Man unterscheidet:

4 aktive DMS
2 aktive DMS
1 aktiver DMS

Vollbriicke
Halbbriicke
Viertelbriicke

Die Viertelb riicke in Ahb. 30-2-5 ist
zweifach gezeichnet. Der Grund liegt
in der Kompensation von Leitungs­
fehlern, Werden bei der Vollbriicke
alle Kabel in den gleichen Abrnes­
sungen verwendet, dann wirken sie
wie Vorwiderstiinde. Bei einem A

Briickenwiderstand RB = 120 () VlertelbrOcke VlertelbrOCke

betragt der Empfindli chkeitsverlust Ahh. 30-2-5 Bruckenschaltungen
der Briicke 6%, bei einem Briicken-
widerstand RB = 600 () betragt der Empfindlichkeitsverlust 1.2% . Bei der Halbbriicke
Iiegen die beiden Leitungen fiir UE vor DMSI und DMS2. Man kann sie als scheinbare
Anderu ng des k-Faktor s auffassen. Die Leitung fiir UA hat schaltungsmiiBig die gleiche
Uinge wie bei der Vollbriicke. Sie gehort praktisch zum MeBinstrument und ist fiir das
MeBsignal selbst ohne Bedeutung. Anders ist es bei der Viertelbriicke, bei der auf dem
Werkstiick nur ein MeBstreifen als aktiver Streifen aufgebracht ist. Schaltet man in Abb. 30­
2-5 mit nur einer Leitung von DMS1 zuriick zum Verstarker (Teilbild A), dann tlieBt durch
diese Leitung gleichzeitig der Speisestrom und der MeBstrom . Durch das Trennen der
Leitungen fiir UA und UE am Ausgang des DMS1 (Teilbild B) wird der Fehler behoben und
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(30-2-8)

c

m

FT -

die Viertelbriicke leitungsmaflig auf eine Halbbriicke zuriickgefiihrt. Bei der Kompensation
von Temperatureinfliissen geht man von folgender Uberlegung aus: Bei einer Vollbriicke
unterliegen alIe DMS der gleichen Erwarmung oder Abkiihlung (sie sollten zumindest so
appliziert sein). Damit erhalten die DMS bei Erwarmung (=Warmedehnung) ein zusatzli­
ches + Vorzeichen, bei Abkiihlung ein -Vorzeichen . Bei einer Erwarrnung werden alle DMS
ein Warrnesignal +Gw zusatzlich zu ihrem Mellsignal GM erhalten. Dann ist mit (30-2-3) fiir
eine Vollbriicke beim Biegebalken und gleichem Betrag des Mellsignales I'

~ k k
-=-' [(eM+eW)l -(-e M+e W)2 +(e M+e W)3 - (- eM+eW)4]=- ·4 · eM .
~ 4 4

Der Einflull der Warmedehnung ist damit aufgehoben. Die Briicke hat sich selbst kom­
pensiert. In der gleichen Weise arbeitet die Halbbriicke, nur ist dann der Briickenfaktor
B = 2. Das Warmesignal wird ebenfalls kompensiert.

Das Problem liegt bei der Viertelbriicke . Sie hat nur einen
aktiven DMS . Darin liegt aber bereits die Antwort zur Lo­
sung. Bringt man in unmittelbarer Nahe des aktiven DMSI
einen zweiten DMS2 an, der nur die Erwarrnung, jedoch
nicht die Belastung erfahrt, dann kompensieren sich die GW
der DMS I und DMS2 .

Abb. 30-2-6 Kompensation

Ein DMS zeigt nach (30-2-1) eine Langenanderung ~f an. Es kann
durch entsprechenden Aufbau auch die Beschleunigung x gemessen
werden . Wird an einer Blattfeder, die einseitig eingespannt ist, am
freien Ende eine Masse m angebracht, so wird bei einer Beschleunigung
die Kraft FT = m'x die Blattfeder biegen. Die Durchbiegung ist ein
Mall fiir die Beschleunigung (siehe Kapitel Beispiele Aufgaben/Losun-
gen)

Technische Daten

Material: Abb. 30-2-7

Metallische DMS bestehen aus beschichteten Folien, die im Fotoatzverfahren in beliebi­
gen Formen (fiir eine oder mehrere Achsen, als ebene Ringe oder anderen georne­
trischen Formen) hergestelIt werden. Dicke 3 bis 5 !tm.

Draht-DMS bestehen aus Drahten , Dicke IS bis 25 !tm . Besonders fiir Langen > 20
mm. Sie wurden besonders in Betonbauteilen verwendet und dienten zur Daueriiber­
wachung. Allerdings werden sie heute nicht mehr hergestellt. Man verwendet nun zum
Eingiellen in Beton oder Asphalt gekapselte Folien-DMS von ca. 250 mm Lange und
einer aktiven Melllangc von ea. 90 mm.

Halbleiter-DMS, die nach dem Piezo-Effekt arbeiten. Mechanische Beanspruchungen
fiihren zu erheblichen Widerstandsveranderungen. (Gasanziinder arbeiten nach diesem
Prinzip) .
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Me6kette

Der Aufbau einer vollstiindigen Meflanordnung wird a1s Meflkette bezeichnet. Sie besteht
aus

-

~ t11 ~f--

~-I ~ C>
l--

DMS Brucke ADW-Comp ut er Dr ucker Pro jektlo n
vers ta rker P lotter

Abb. 30-2-8 Mf!pkette

1. Meflwertaufnahrne und Umformu ng: Der MeBwert wird durch den Grad einer Ver­
anderung einer mechanischen Grofle (Langenanderung) und ihre Umwandlung in eine
elektrische GrMe (Widerstandsanderung) im DMS dargestellt.

2. Das MeBsignal wird in einem Meflverstarker verstarkt . Diese Baugruppe liefert die zur
Messung erforderliche Spannung und enthalt weitere Baugruppen zur Kompensation von
Storgroflen . Wichtig: Der Vorteil der Vollbriicke liegt darin, daB das Signal bereits an
der Meflstelle bis zum Briickenfaktor 4 verstarkt wird. Verstarkt man erst im Ver­
starker, so werden auch eingefangene Storsignale mit verstarkt,

3. Im Compu ter werden die Analogsignale in digitale Signale umgewandelt (AD-Wandler) .
Sie werde n gespeichert und konnen durch entsprechende Programme ausgewertet
werden .

4. Mit Drucker/Plotter konnen sie ausgegeben werden .

5 . Uber einen Flat -Screen konnen die Signale z.B. mit einem Tageslichtprojektor projiziert
werden .
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(30-2-9)

(30-2-10)

Induktive Geber
L1 L

Wird eine Spule von einem zeitlich verander- !I !I !I K !I !I 2!1
lichen Strom durchflossen, so entsteht ein ma- -t---% x il VI Vi Y\V \V \11
gnetisches Feld. Die Induktivitat kann durch
einen weichmagnetischen Kern verandert wer-
den. Der Kern K sitzt auf einem Messingtrager,
der das Signal als veranderliche Lange x auf-
nimmt. Die erforderliche Speisespannung erhalt
der induktive Aufnehmer als Wechselspannung Abb. 30-2-9lnduktiverTauchankerwand­
durch einen Tragerfrequenzmellverstarker (TF). ler, Differentialschaltung
Wie bei der Messung mit Dehnmefistreifen wird die Schaltung zuerst abgeglichen, d.h.
durch ein R- und C-Glied in dem Meflverstarker wird die Briickenausgangsspannung auf
Null gesetzt. Durch die Langsbewegung des Kernes werden die Induktivitaten Ll und L2
verstimmt. Die nun vorhandene Briickenausgangsspannungergibt eine GrOlle, die dem Weg
(in Grenzen) proportional ist. Setzt man nun einen Operationsvertarker ein, der im Ein­
gangskreis einen Kondensator und in der Riickfiihrung einen Widerstand enthalt, so erhalt
man eine Schaltung mit einem differenzierenden Verhalten, also einen Differentiator. Aus
den Gleichungen, in denen R· C = T eine Zeitkon­
stante (Integrierzeit) ist,

su,
- C ·R · - =/( i)at

Ut = f (x) ,

U3 = / ( x) . (30-2-11) Abb. 30-2-10 DifJerentiator

folgt, daB die Spannung U2 propor­
tional der Geschwindigkeit ist (in
Grenzen). In der gleichen Weise
kann man einen weiteren Differentia­
tor dahinterschalten und gewinnt so
die Beschleunigung. Der Hinweis (in
Grenzen) soli bedeuten, daB ein
lineares Verhalten nur in einem von
den verwendeten MeBaufnehmern
vorgegebenen Bereich moglich ist.

Abb. 30-2-/1 Me.f1kette Differenzierverstarker

Bei der Wegaufnahme ist ein Festpunkt erforderlich , auf den
sich der gemessene Weg bezieht (siehe Kap. 25.7). Will
man z.B. in Fahrzeugen die Geschwindigkeiten oder Wege
messen, so wird zunachst die Beschleunigung gemessen.
Durch Anderung der Schaltung wird ein Integrator aufge­
baut. Durch Umkehrung von (30-2-10) ist

Abb. 30-2-12 Integrator

u, j
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(30-2-12) c

Die Messung erfolgt nach Kap. 25.7 und Abb. 30-2-12
durch Aufnahme der Beschleunigung. Dabei bestehen zwi­
schen Beschleunigung und Weg die Beziehungen

Ut ; f (i) . (30-2-13)

c

m ..x; _·x.
c

(30-2-14)

(30-2-15)

>i( 1)

Abb. 30-2-13 Beschleuni­
gungsaufnehmer

L2t;=;J
Abb. 30-2-14 Beruhrungfreie
Aufnahme

Die genauen Zusarnmenhange der einzelnen Gleichungen finden sich in der Literatur der
Elektronischen Schaltungen. Die von den Herstellem der MeJlbriicken, DMS und induktiven
Gebem erstellten Gerate ersparen dem Konstrukteur den Einzelaufbau.

Die induktiven Aufnehrner lassen auch eine
beriihrungsfreie Messung zu, wenn das Werkstiick
selbst zum Geber wird. So lassen sich z.B. Schwin­
gungen von Wellen oder Balken beriihrungsfrei mes­
sen.
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30.3 Ordnung und Chaos

In der praktischen MeBtechnik tritt hiiufig der Fall ein, daB in einer MeBaufzeichnung
Signale auftauchen, die nicht erwartet werden und auch nicht vorausberechenbar sind.
Manchmal kann eine kleine Anderung der MeBanordnung, z.B. eine Anderung in der
Position der gleichen MeBgeriite, der gleichen Aufnehmer usw. diese Storungen eliminieren
oder auch verstiirken. Da nun von der Mechanik her mit Abstraktionen gearbeitet wird, ist
es schwierig, Formeln auf den wirklichen Fall in der richtigen Weise anzuwenden. Selbst
einfache Taschenrechner bieten bei Berechnungen 8 bis 10 Stellen im Display an, obwohl
bei einem Bauteil z.B. die Lage der Wirkungslinie einer Kraft nicht so genau angegeben
werden kann. Es sol! daher in diesem Kapitel an einem Beispiel, das hiiufig in der Literatur
der Chaostheorie verwendet wird, gezeigt werden, wie schnell selbst geringfiigige Anderun­
gen zu einem Resultat in der "Ordnung" oder im "Chaos" fiihren.

Das Beispiel sol! das Verhalten einer Menge zeigen, die anwachsen kann, wobei sie jedoch
eine vorgegebene Grenze nicht iiberschreiten soil. Dabei soil der jeweils berechnete Wert
als Startwert fiir die folgende Berechnung genommen werden (Iteration). Nimmt man die
einfachste Form

(30-3-1)

so wird sich mit einem Wert a = 2 , einem Startwert fiir Xo = 0,001 und der Bedingung,
daB xn~ 1 sein sol!, eine Folge von 0,001; 0,002; 0,004; 0,008; 0,016; 0,032 ; 0,064;
0,128; 0,256; 0,512 ergeben . Dann ist die Folge beendet, denn der nachste Wert ist 1,024
und damit oberhalb der vorgegebenen Grenze. Diese Schreibweise ist nur eine andere Form
fiir

b 'a' fiir a = 2; 0 s t s 9 ; b = 0,001 (30-3-2)

Der Faktor a wird nach einem Wissenschaftler, der das Wachstum von Populationen
untersuchte, a!s Malthus-Faktor bezeichnet. Nun wird aber das Wachstum nicht steigen und
an der Grenze plotzlich abbrechen. Verhulst hat dann den Faktor erweitert, so daB verhin­
dert wird, daB der zur Verfiigung stehende Bereich iiberschritten wird.

Wenn der zur Verfiigung stehende Raum die GrOBe 1
hat und die vorhandene Menge x ist, dann hat der
noch freie Raum die GroBe (I-x) . Hierbei kann es 0,25

hi!freich sein, l als 100% zu deuten.

(30-3-3)x• • 1 = a . x.' (1 - x.) .

Stellt man den zweiten Tei! der Forme! als y = x-x2

dar, so erhalt man die Parabel Abb. 30-3-1, die das
Maximum 0,25 hat. Damit kann a als grOBten Wert
nur 4 annehmen, wenn die Bedingung erfiillt sein soli,
daB der Bereich nicht grofer als l sein darf. Abb. 30-3-1 Maximumx- (I-x)
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Beginnt man nun mit den gleichen Bedingungen wie fur (30-3-1), dann wird sehr schnell
der Wert xn = 0,5 erreicht. Nun kann fiir a ebenso ein anderer Wert eingesetzt werden .
Und nun treten die Besonderheiten dieser Formel auf.

1st 0 < a ::; I, wird xn gegen 0 gehen. 1st I < a ::; 2, so wird sich ein fester Wert
einstellen , der bei a = 2 und Xo = 0,001 gleich 0,5 ist. Bei grofleren Werten fur a (Bedin­
gung a < 4) wird sich das Bild vollig verandern . Fiir die verschiedenen Werte fiir a sind
die Werte fiir x auf der nachsten Seite in der Tabelle dargestellt. In der Abb. 30-3-2 ist zur
Ebene B senkrecht die Ebene A mit den konstanten a-Werten gestellt. Sie entsprechen den
Abb. 30-3-3 bis Abb. 30-3-18.

· .··.· a

' !l;Je,0 4

~ ;· ;

~ ;

0 .2

Eb ene B

o

04

0 .8

tx0 .6

0 .894

Abb. 30-3-2 Periodenverdopplungen

Wahrend sich zunachst ohne Schwingung ein Gleichgewicht einstellt (Abb. 30-3-3 und 30-3­
4), zeigt sich in der Anfangsphase in Abb. 30-3-5 und Abb, 30-3-6 eine Schwingung , bis
sich der Zustand in einem Wert stabilisiert, der einem Attraktor entspricht. In Abb. 30-3-7
und Abb. 30-3-8 stellen sich zwei Werte ein, also zwei Attraktoren , zwischen denen das Sy­
stem schwingt. Das entspricht der in Abb. 30-3-2 dargestellten Schnittlinie der Ebenen A
und B. In Abb. 30-3-9 und Abb. 30-3-10 stellt sich nach der Verdoppelung ein 4-Zyklus
ein , der besser in Abb. 30-3-10 zu erkennen ist. Danach folgt wiederum eine Periodenver­
dopplung. SchlieJJlich wird das System in ein chaotisches Verhalten umschlagen. Die
Abb. 30-3- J3 und Abb. 30-3-J4 zeigen das deutlich, in Abb. 30-3-2 ist es der Raum mit den
berechneten Punkten. In diesem chaotischen Raum treten nun Fenster auf, die ein geord­
netes Verhalten erkennen lassen. Das ist z.B. in Abb. 30-3-15 und Abb. 30-3-16 der Fall ,
wo nach einem chaotischen Beginn eine Ordnung in System einsetzt. Es entsteht ein 3­
Zyklus, dessen mittlerer Teil eine verkle inerte Darstellung des Anfanges ist. Das System ist
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selbstahnlich. Eine geringfiigige Vergroflerung von a fiihrt dann wieder zu chaotischen
Verhalten (Abb. 30-3-17 und Abb. 30-3-18). Die Periodenverdopplung wird auch a1s
Bifurcation bezeichnet (Jat. bi als Vorsatz = zweifach, furca = Gabel).

Fiihrt man an einer durch eine Fliehkraft belasteten Welle Messungen durch (Kap. 18), so
erhalt man die kritische Drehzahl, bei der Resonanz auftritt. Verdoppelt man die Drehzahl,
so zeigt der Versuch wiederum eine Resonanzstelle.

Bei Untersuchungen von Herzrhythmusstorungen ist Arzten aufgefallen, daB es bei der
Erhohung der Herzfrequenz zu Kammerflimmem kommt und daf hierbei die Periodenver­
dopplung eine wesentIiche Rolle spielt.

Tabelle der Werte (Startwert x = 0.001)
a = 1.9 a = 2 a = 2.9 a = 3 .1 a = 3 .5 a = 3 .7

1 0.001898 0 .001998 0 .002897 0 .003097 0 .003497 0 .003696
2 0.003599 0 .003988 0 .008377 0 .009571 0 .012195 0 .013626
3 0.006814 0.007944 0 .024091 0 .029385 0.042162 0 .049728
4 0.012859 0 .015762 0 .006818 0 .088417 0 .141345 0 .174845
5 0.024118 0 .031028 0 .18424 0.249858 0.424783 0.53381 5
6 0.044720 0 .060113 0 .435857 0.581030 0.855198 0.920769
7 0 .008117 0 .113028 0 .713069 0.754645 0.433420 0 .269927
8 0 .141702 0 .200506 0.593345 0 .573982 0.859485 0 .729146
9 0 .231083 0.320606 0 .699731 0 .758033 0.422697 0 .73072 1

10 0 .337599 0.435636 0 .609311 0 .568599 0 .854085 0 .728041
11 0.424889 0 .491715 0 .690348 0 .760412 0 .436183 0.732590
12 0.464281 0.499863 0 .619926 0.564776 0 .860746 0.724837
13 0.472576 0.5 0 .68 3291 0 .761993 0 .4 19518 0.737959
14 0.473571 0 .5 0 .627572 0.562215 0 .852329 0.7 15489
15 0 .473673 0 .5 0.677803 0.763001 0 .440524 0 .753189
16 0 .473683 0 .5 0 .633319 0 .560575 0 .862619 0 .687781
17 0 .473684 0 .5 0 .673455 0 .763625 0.414776 0 .794486
18 0 .473684 0 .5 0 .637748 0 .559556 0 .849579 0 .6041 28
19 0 .473684 0 .5 0 .669974 0.764005 0 .447280 0 .884883
20 0 .473684 0 .5 0 .641216 0. 558935 0.865272 0 .376902
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Abb. 30-3-3 a = 1,9

J
Abb. 30-3-5 a = 2,6

30.3 Sonderthemen - Ordnung und Chaos

)
Abb. 30-3-4 a = 2,0

j
Abb. 30-3-6 a = 2,9

Abb. 30-3-8 a = 3,3
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Abb. 30-3-10 a = 3,5
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Abb. 30-3-13 a = 3,7

Abb. 30-3-15 a = 3,83

Abb. 30-3-17 a = 3,9
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1, 9

Abb. 30-3-19 Aujnahme eines Biegeschwingers

In dem Kapitel Beispiele ist in Kap.
25.3 , Beispiel 2 und 3, ein Versuchs- 8,0 U IV
stand beschrieben , bei dem eine durch 6,0

eine Masse m belaste te Welle hoch­
gefahren wird . Beim Hochfahren wird 4,0

das Diagramm aufgenommen . In den 2,0

beiden unteren Bildern ist jeweils ein 0

Ausschnitt vergroflert , Die linke Ab- -2,0

bildung ist aus der ersten Resonanz ­
stelle , die rechte Abbildung aus der -4,0

zweiten Resonanzstelle. Untersucht -6,0

man die Resonanzdrehzahlen , so stellt -8,0

sich heraus, daf bei den gewahl ten "---;:~--::+=:-......."-b--,.,.1-:;-:O+,-----..,,,-!,,----,J

Ausschnitten das Drehzahlverhaltnis bei
2,22 Iiegt.

6,4

6,2

6,0

5,8

5,6

5,4

UIV

j
5,14 5,21 5, 9 5,36 5,43 t S

UIV
2,2

2,0

1,8

1,6

1,4

11,29 11, 6 11,43 11,50 11,57 S

Abb. 30-3-20 Ausschnitt links Abb. 30-3-21 Ausschnitt rechts

Fur den Ausdruck auf ein DIN A4 Blatt ergeben sich die folgenden Werte

41,5 mm
1 mm
13 Schwing ungen
1 Schwing ung
T = 0,031455 s;
f= 31,79 lis;
n = 1907 IImin

=} (5,43 -5,14) s;
=} 0,00699 s;
=} 58,5 mm;
=} 4,5 mm;
wd = 199,75 lis;

44,5 mm
1 mm
26 Schwingungen
1 Schwingung
T = 0,01415 s;
f = 70,65 lis;
n = 4239 IImin.

=} (11 ,57-11,29) s;
=} 0,00629 s;
=} 58,5 mm;
=} 2,25 mm;
wd = 444 ,04 lis;
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30.4 Frequenzen und Wellen

Schwingungen bestimmen unsere Welt. le nach ihren Frequenzen treten sie fiir uns in
jeweils anderer Form in Erscheinung. Den groflten Teil konnen wir nur als Signale messen.
Aus dem ganzen Spektrum ist fur uns mit Auge und Ohr nur ein ganz geringer Bereich
unmittelbar wahrzunehmen.

Aber auch der nicht als Schall und Licht erkannte Teil wird ebenfalls vom Korper empfan­
gen und ruft Reaktionen hervor , iiber deren Wirkungen kaum etwas bekannt ist. So laufen
Maschinen in einem Bereich, der in der Ordnung der Gehimwellen liegt. Die Frequenz des
Versorgungsnetzes liegt mit 50 Hz (entsprechend 3000 I/min) nur knapp oberhalb der
Betawellen der Gehirnstrome. Darauf wird in diesem Kapitel noch eingegangen. Die
Meinungen iiber den EinfluJl auf Lebewesen sind zahlreich und haufig auch kontrovers. Das
ist jedoch durch die Natur des Themas bedingt.

~
1 ' 6~4 HZ

- -5
Q) '"Sc ha l l 2' :s.
o (JJ

1,6 E1 Hz

Licht

UHF IV+V
VHF III

Hb henst r ah lung

Gammast rah lung

Ha r t e

Mittle re Rd nt genst rah lung
We lche

UV-St ra hlung 3 SE -7 m

===r:::~ 7',SE-7 m

IR-Str ah lung

M1kro

UKW
KW,CB

MW
LW

13-30 Hz Bet a

'

S-12 Hz Alpha Geh irn -

50 Hz .... 4-7 Hz The t a wellen
<. 1-3 Hz Del ta

~-=.=. ===== 2,3 Hz Her z"- 1,3 Hz

Fre quenz Hz

"" Wellenlange m
1E23 1E-1S
1E22 1E-14
1E 21 1E-13
1E 20 1E-12
1E 19 1E-11
1E1B 1E -10
1E17 1E-9
1E16 1E-B
1E 1S 1E-7
1E 14 1E-6
1E 13 1E-S
1E12 1E 4
1E11 1E-3
1E1 0 1E-2
1E9 1E-1
1EB 1EO
1E7 1E1
1E 6 1E2
1ES 1E3
1E4 1E4
1E3 1ES
1E2 1E6
1E1 1E7
1EO 1EB

Abb. 30-4-1 Frequenz und Wellenliinge

In dieser Tabelle sind Schwingungen besonderer Art nicht enthalten . Als Beispiele solien
noch angefilhrt werden : Erdbeben und Bodenschwingungen, (siehe hierzu Kap. 30.5 Erdbe­
ben und Schwingungen), Brandungswellen mit 1E-3 bis 1,5El Hz (die Brandung der
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Nordsee ist noch in der Schweiz gemessen worden). Gezeitenwellen (auch auf dem Fest­
land: der Kolner Domplatz hat eine Gezeitenamplitude von etwa 0,5 m).

Es gibt fiir die Ausbreitung von Wellen zwei Grundformen. Pflanzen sich mechanische
Storungen in einem elastischen Medium fort, so nennt man sie elastische Wellen. Ein
veranderl iches elektromagnetisches Feld sendet elektromagnetische Wellen aus.

a. Bei der elastischen Schwingung unterscheidet man

1. Longitudinalwellen (nach DIN 1311-4) sind elastische Wellen, bei denen die Teilchen
in Laufrichtung schwingen. Bei diesen Wellen treten im Medium Volumenanderungen
auf, d.h. die Medien sind Festkorper , Fliissigkeiten und Gase.

2. Transversalwellen ( nach DIN 1311-4) sind elastische Wellen, bei denen die Teilchen
quer zur Laufrichtung schwingen. Sie treten in festen Korpern auf, d.h . bei Medien, die
Scherkrafte aufnehmen konnen.

3. Sonderform : Oberflachenwellen (nach DIN 1311-4) treten in der Trennflache zwischen
zwei Medien (Luft/Wasser) auf. Es ist die Verbindung von Transversal- und Longitudi­
nalwellen. Bestimmend sind Oberflachenspannung und Schwerkraft. Stichwort in der
Stromungslehre: Froudezahl Fr = vl.J( f· g) mit v = charakteristische Geschwindigkeit,
f = charakteristische Lange (DIN 1304-5 in ISO 31-12).

b. Elektromagnetische Wellen ( nach DIN
1311-4 ) sind Transversalwellen. Exi­
stiert nur eine Frequenz, so nennt man
die Welle monochromatisch. Uberlagert
man monochromatische Wellen ver-

schiedener Frequenz, so entstehen pan-~:_ _ LOn_glt~udlna lwel l e
chromatische Wellen. Elektromagne- _
tische Wellen schwingen in einer Fla­
che. 1stdie Flache eine Ebene, so ist die
Schwingung linear polarisiert. 1st diese Abb. 30-4-2 Schwingungsrichtung der Wellen
Plache schraubenforrnig gedreht, so ist
die Schwingung zirkular (kreisforrnig) bzw. elliptisch polarisiert . Mit diesem Effekt
werden in der Spannungsoptik mechanische Spannungen in Bauteilen dargestellt und
ermittelt. Das Spektrum der elektromagnetischen Wellen zeigt Abb. 30-4-1. Sie sind im
allgemeinen nicht monochromatisch.

Bemerkungen zu der Frequenztabelle:

Herzfrequenz: Die normale Frequenz liegt beim Menschen bei 80 Schlagen Imin. StreB
(positiver (Sport) bzw. negativer Strefl) wird die Frequenz in die Hohe treiben, wobei bei
jiingeren Menschen die Grenze erheblich hoher als bei alteren Menschen liegt. Werte
werden mit Absicht nicht angegeben.

Gehirnwellen: Deltawellen treten im Tiefschlaf (traumlos), in Trance und Tiefenhypnose
auf. Thetawellen treten im Schlaf und tiefer Meditation auf. Traum, UnterbewuBtsein ohne
EinfluB des Denkens sind typisch. Alphawellen kennzeichnen den entspannten Zustand, die
Stimmung ist positiv. Man versucht dUTCh technische Hilfen (Tone und Bilder) diesen
Zustand zu erreichen. Das Rauschen ruhiger Brandung liegt in dieser Frequenz . Betawellen
treten in voller Bereitschaft auf, die Wahrnehmung ist gespannt, Unruhe und Stref ist offen
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oder verdeckt vorhanden. Die Reaktionen sind auf die Umwelt gerichtet. Vergleicht man
den Frequenzbereich der Herzwellen mit dem Bereich der Delta-Gehirnwellen, so scheint
die Erklarung fur die Tatsache nahezuliegen, daf man Kleinkinder beruhigen kann, indem
man sie in den Arm nimmt und sie so den Herzschlag in der Delta-Frequenz wahrnehmen
konnen, den sie neun Monate in ihrer geschutzten Sicherheit vernommen haben. Anderer­
seits kann durch Schall im Beta-Frequenzbereich die Bereitschaft zu Emotionen gesteigert
werden. Beim Disco-Techno wird mit 150-280 bpm (Basse bis 700 bpm) gearbeitet (bpm
= beats pro minute).

Schall: Das Horen ist stark altersabhangig. Sieht man von Schadigungen ab, so konnen
junge Menschen bis 18 kHz horen, im Alter von 60 Jahren sinkt der Wert auf 6 kHz, wobei
die Wahrnehmung noch von der Lautstarke abhangig ist und schon bei 1 kHz absinken
kann. Die Geschwindigkeit der Schallwelle ist c = V(E/(!) m/s und damit abhangig vom
Medium

Stabl 5000 m/s Wasser 1500 m/s
Mauerwerk 3500 m/s Luft 331,6 m/s (O°C)
Fiir Wellen im Boden siehe Kap, 30.5 Erdbeben.

Ultraschall: Bereich 2E4 bis lEl3 Hz. Wegen der kleinen Wellenlange hat die U1traschall­
welle Eigenschaften wie das Licht: es bildet einen Strahl, reflektiert an Oberflachen (Auf­
finden von Rissen im Material, Ortung durch Sonar) und liil3t sich focussieren. Sie wird in
Gasen stark, in Fliissigkeiten wenig absorbiert. Die Energie ist hoch, beim Auftreffen auf
Korper kommt es zur Erwarmung, die zur Bildung von Dampfblasen in kleinen Hohlraumen
fuhrt. Wie bei der Kavitation wird dabei das Material zerstort (zerrissen). Benutzt wird der
Effekt beim Bohren und Schleifen in besonders harten Stoffen und Legierungen .
Stark zugenommen hat die Verwendung der U1traschallwellen in der Medizin zur Diagnostik
bei der Untersuchung der inneren Organe (siehe ersten Teil dieses Absatzes).

Infrarotstrahlung wird als Warmestrahlung wahrgenommen.

UV-Strahlung zerstort bei langerer Einwirkung Zellmasse. Die Ozonschicht kann UV­
Strahlung teilweise absorbieren , die Zerstorung der Ozonschicht bedeutet daher eine Gefahr.
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30.5 Erdbeben und Schwingungen

Am 13.April 1992 wurde die Bevolkerung im
Rheintal urn 320 h recht unsanft daran erinnert,
daB der feste Boden doch nicht so fest ist. Die
Schlagzeilen des nachsten Tages lauteten iiberein­
stimmend: Die Erde bebte, Panik, Angst und
Schrecken. Nach den bisherigen Erkenntnissen
hatte ein Erdbeben der Magnitude 5,9 (Richter­
Skala) mit dem Herd 4 km siidwestlich von
der niederlandischen Stadt Roermond nahe der
deutschen Grenze ein Erdbeben ausgelost, dessen
Erschiitterungen noch in Berlin, Miinchen und
London zu spiiren waren. Es war seit 1756 das
starkste Beben in der niederrheinischen Bucht.
Viele Menschen verlie6en in Panik die schwan-
kenden Hauser . Trotzdem waren die Schaden Abb. 30-5-] Erdbebenherd
gering, die Menschen erlitten, im Vergleich zu
den Opfern, die das Erdbeben vom 29.02.1960 in Agadir/Marokko ( geschatzte Zahl der
Todesopfer 10000 bis 15 000) forderte, obwohl es auf der Richter-Skala von der gleichen
Gro6e (5,8) war. Im Kernkraftwerk in Biblis schaIteten die Instrumente den Block A ab,
weil die eingestellten Grenzwerte iiberschritten wurden, nach Uberprilfen des Bauwerkes auf
Schaden wurde nach einer Woche der Betrieb wieder aufgenommen.
In Abb. 30-5-] und Abb. 30-5-2 bedeuten die Abkiirzungen der Stadte: H - Hannover , B ­
Biblis. In Abb. 30-5-2: AC - Aachen, AL - AItenberg, D - Diisseldorf, DU - Diiren, DU
- Duisburg , E - Essen, EU- Euskirchen, H - Hiickelhoven, J - Jiilich, K - Koln, KR ­
Krefeld, L - Liittich, SP - Spa, MG - Monchengladbach, R - Roermond, RO - Rolandseck.
UTM = Universale transverse Mercatorprojektion.

570570 I DU.. . E ....•-St~dt ---- - ---- -r---------------------l --------
@ 4,~4 ,9 KR 4 !
. 5,0-5,9 i

D.t. ;,
MG A ,

,
i (i) 1348

565 • 1873 ! AL'l:-- -- -- ------ -- -(!"T1fij,)-- -- -- -- -- --- --,--- -- -- '
! ® 1349 !.1223
! JOA . 1640 !KAr-,

(!) 1690 DU" 1756 - I \!J 1841
Ae A . 1755 ~760 1878,

A l ~859 : ! (!:)1756 !
! 19s d

! EU~ ! 16:3
~!~_5_6_~ L-~~ J~~ ~?J>

Abb. 30-5-2 Erdbeben aus historischer Zeit Erdbeben seit ]95] (z.B. 96 ~ ]996)
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Bei den Beben bis 1873 liegen die Angaben nur in der Intens itat (subjektiver Eindruck) vor,
sie sind zum besseren Vergleich als Magnitude angegeben , obwohl eine genaue "Umrech­
nung" nicht existiert. Sie sind von versch iedenen Autoren aus alten Handschriften (z.B .
Klo sterbiichern) zusammengestellt worden

Ursachen

Die Erdkruste kann als ein relativ fester Korper
angesehen werden . Sie "schwimmt" auf dem
Erdmantel, dessen oberer Teil noch eine hohe
Viskositat hat. Die Dicke der Kruste liegt bei den
Kontinenten bei 50±20 km und bei den Ozeanen
bei 12±2 km. Das sind im Durchschnitt 0,5%
vom Erdradius. Wie die Hydrostatik zeigt, taucht Abb. 30-5-3 "Hydrostatik" der Ober­
ein schwimmender Korper entsprechend seinem fla che
Auftrieb verschieden tief ein . Gebirgsmassen
haben daher nicht nur nach oben ein wesentlich gr01leres Volumen . Wegener zeigte, daf die
Kontinente driften. So treiben Europa und Nordamerika auseinander, der Bruch lauft durch
den Nordatlantik, dort ist die Dicke der Kruste gering , sie reilit auseinander. Diese Ver­
schiebungen gibt es auf der ganzen Erdoberfliiche. Dabei werden Schollen auseinander
driften (z.B. Nordamerika-Europa, Sudamerika-Afrika). Gleichzeitig werden Schollen
aufeinander zu driften (Afrika-Europa =} Auffaltung der Alpen usw., Ind ien-As ien =* Auf­
faltung des Himalajas) . Diese Bewegungen erfassen auch den oberen Teil des Erdmantels.
Kruste und oberer Erdmantel werden als Lithosphiire und ihre Bewegung als Tektonik
bezeichnet.

Bewegen sich zwei Schollen auseinander, so werden Briiche entstehen, bei denen es zu Ab­
senkungen kommt. Dabei werden sich die Platten nicht nur auseinander bewegen, sondern
sich entlang des Bruches versch ieben. Ist die Bruchstelle sehr diinn, so wird "fliissiges"
Gestein austreten (Mittelatlantik) , ist die Bruch-
stelle starker, so kommt es zu gewaltigen Stau-
chungen . Diese Spannungen werden so lange .. ~

zunehmen, bis die maximale Grenze der Haft­
reibung iiberschritten wird und die Gleitreibung
einsetzt (vergleiche Kap. 29 - Coulomb'sche
Reibung). Die freiwerdende Energien werden
dabei zum Teil als elastische Wellen abgestrahlt
und treten an der Erdoberfliiche als Erdbeben auf.
Diese seismische Bodenbewegung hat unrnittel- Abb. 30-5-4 Grabenbruch
bare Ausw irkungen auf Bauwerke und Fundamen-
te .

Verlauf

Am 13. April 1992 kam es im Rurtal-Graben etwa 4 km siidwestlich von der niederlandi­
schen Grenzstadt Roermond zu einem Erdbeben der Magnitude 5,9 (Richterskala) . (Abb.
30-5-5 (R». Das Beben dauerte 15 s, der Herd lag in 18 km Tiefe. Die anschl ieflenden
Nachbeben dauerten bis gegen 6 Uhr. Es folgten fast genau 24 Stunden spater, am 14. April
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1992 zwei Nachbeben urn 306 h mit der
Starke 3,9 und urn 336 h mit der Starke 2,9
mit dem Herd bei Hiickelhoven (Abb. 30-5­
5 (H». In der Abb. 30-5-5 sind die Mell­
stationen eingezeichnet, von denen die Abb.
30-5-15 bis Abb. 30-5-19 stammen. Es sind
.1 WAS = Wassenberg, .2 GSH Groflhau
bei Hiirtgen, .3 OLF Oleftalsperre. (Die
Abb. 30-5-15 bis Abb. 30-5-19 wurden mit
freundlicher Genehmigung des Geologischen
Landesamtes Nordrhein-Westfalen, Krefeld,
wiedergegeben) .

Das Beben kam vollig unerwartet, es gab
keine Vorbeben . Andererseits ware eine
Warnung an die Bevolkerung kaum moglich
gewesen , weil die Laufzeiten der Erdbeben-

Abb. 30-5-5 Rurtal-Grabenwellen im Sekundenbereich liegen. Die Abb.
30-5-18 und Abb. 30-5-19 zeigen, daf von dem ersten Auftreten der Primarwellen bis zum
Eintreffen der Sekundarwellen nur etwa 8 s vergingen . Die geringen Amplituden der P­
Wellen konnen bereits durch Tiere wahrgenommen werden. Versaumt wurde eine Informa­
tion iiber den Rundfunk, die ersten Meldungen kamen erst urn 4h . Da die Telefonnetze
durch Uberlastung praktisch zusammenbrachen, waren zunachst keine Informationen
vorhanden.

Vom Herd gehen gleichzeitig die Wellen
aus. Wie im Kap. 30.4 gezeigt , werden in
elastischen Medien zwei Formen auftreten,
die Longitudinalwellen und die Transver­
salwellen. Die Laufzeiten sind verschieden .
Es treffen an der Oberflache zunachst die
Longitudinalwellen (P =} Primarwellen) auf .
Auf diese folgen die Transversalwellen (S =}

Sekundarwellen) , Da die P-Wellen auch den
Schall erzeugen, ist das Beben ist als dump- Abb. 30-5-6 P-Wellen = Longitudinalwellen
fes Grollen zu horen, wobei mit der Entfer- S-Wellen = Transversalwellen
nung vom Zentrum die hoheren Frequenzen
starker gedampft werden . An der Oberflache breiten sieh dann noch die Love-Wellen und
Rayleigh-Wellen aus, die nach den S-Wellen auftreten und die durch ihre hohen Amplituden
Bauwerke besonders gefahrden konnen. AIs Mall fur ein Erdbeben wird meist die Richter­
skala genannt, die eine logarithmische Teilung hat und sich zunachst auf einen in den USA
weitverbreiteten Seismographen bezog . Dabei konnten auch noch in grollen Entfernungen
die Erdbeben bestimmt werden . Es wird dabei mit einer Magnitude gearbeitet, die sich auf
die von diesem Seismographentyp aufgezeichneten Amplituden bezieht. Mit einer Formel
wird umgerechnet und der Abstand von einer Magnitude zur nachsten Magnitude bezeichnet
eine Anderung der Energie urn etwa das 30-fache . Andere Skalen sind die altere Mercalli­
Sieberg-Skala, die zur heutigen 12-teiligen Medvedev-Sponheuer-Karnik-Skala (MSK-64­
Skala) -von 1964- entwickelt wurde. Diese Skala beschreibt die Intens itat eines Bebens.
Danach ware das Beben auf der MSK-64-Skala in der Intensitat VII (Risse im Verputz,
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VDI-Nachrichten
28.07 .95 VDI-N

Wanden und Schornsteinen) bis Intensitat VIII (grofle Spalten im Mauerwerk, Giebelteile
stiirzen ab) einzuordnen. Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden SkaIentypen
liegt darin, daB bei der Richter-SkaIa MeBwerte vorliegen miissen, wahrend bei der MSK­
64-SkaIa der visuelle Eindruck (Beobachtungen aus der Bevolkerung) als Ausgangspunkt
genommen wird. Bei dem Beben vom 13.04.1992 wurden z.B. noch aus Bonn (besonders
aus dem Regierungsviertel), Essen und Hannover Schaden der Intensitat V (hangende
Gegenstande pendeln) und VI (leichte Schaden an Gebauden) gemeldet. Die Gebaudescha­
den werden fur das niederlandische und das deutsche Gebiet mit ea. 300 Mio. DM ge­
schatzt. Die Beviilkerung wurde einige Tage spater aufgefordert , Beobachtungen an die
Erdbebenwarte der Kolner Universitat in Bensberg zu melden, urn ein flachendeckendes
Bild der Ausbreitung zu erhalten.

Weitere Informationen:

Los Angeles. Es wird ein Bericht der regierungsamtlichen Seismic
Safety Commission (SSC) zitiert: "viele Betonbauten und vor allem
Stahlrahmenkonstruktionen hielten nicht, was sie vor kurzem noch
versprachen. Das Beben des Jahres 1994 habe gezeigt, daf viele Kon­
struktionen versagten, und zwar vornehmlich im Bereich der
SchweiBniihte". Auch bei dem Roermonder Beben gab es Schaden an
Produktionseinrichtungen, der Inforrnationsfluflwar (un-)verstiindlicher
Weise gering.

Informationen von Dr. Pelzing, siehe auch Literaturverzeichnis
25.07.96 24.07.06, OO:30h, Spa, Beben 4,0 . 28 km SW Aachen, Ausschlagdauer:

Messung in Krefeld 20 s, Laufzeit von Spa nach Krefeld 18 s.
Dr. Pelzing: "Gerade in der niederrheinischen Bucht wirkt sieh das Auf­
einandertreffen der afrikanischen mit der eurasischen Platte deutlich aus.
Die afrikanische Platte schiebt sich unter die eurasische Platte. Die
Bucht wird bestandig in nordiistlicher und siidwestlicher Richtung brei­
ter, wahrend gleichzeitig die Eifel sich pro Jahr urn Ibis 2 mm hebt."
Abb. 30-5-20 und Abb. 30-5-21.

(Fur die Berechnung von Rahmen - Abb. 30-5-7 - siehe Kap. 16.3)
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Auswirkung

Abb. 30-5-7bAbb. 30-5-7a
Bauwerkbewegung

Wahrend die Stadte und Ortschaften in un­
mittelbarer Nahe zum Teil erhebliche Ge­
baudeschaden aufwiesen, auf der deutschen
Seite der Grenze war Heinsberg besonders
betroffen, waren die gemeldeten Gebaude­
schaden im weiteren Umkreis vergleichs­
weise gering . So fielen zwar z.B. noch in
Bonn und Essen Dachziegel herunter und
beschadigten Autos. In Teilen von Koln war
zeitweise die Wasserversorgung unterbro­
chen. Im engeren Umkreis des Zentrums wurden die Menschen, die in Panik die Hauser
verlieBen, durch herabfallende Ziegel und Gebaudeteile verletzt.

Bei den Schwingungen, die das Fundament von Bauwerken bewegen, handelt es sich urn
eine Vielzahl von Einzelschwingungen, die in ihrer Summe die resultierende Schwingung
bilden . Als Beispiel soli die Schwingung aus Kap. 7.2 dienen, die aus nur drei Einzel­
schwingungen besteht und fur die in Kap. 7.2 die Fourieranalyse durchgefiihrt worden ist.
Die Fourieranalyse ist deshalb geeignet, weil sie die Schwingung in ihre sin- und cos­
Anteile zerlegt. In Abb. 30-5-8 fallt der
zweite Teil der Funktion nach einer e-Kurve
ab. Das entspricht auch dem tatsachlichen
Verlauf. Bei dieser Funktion zeigte die
Analyse, daB die dritte Ordnung die 3-fache
Frequenz der Grundschwingung hat und
damit auf Gebaude, Fundamente und Ma­
schinen entsprechende Frequenzen im Reso­
nanzbereich wirken konnen, So kann es bei
Erdbeben zu Verschiebungen zwischen tra­
genden Wanden und Betondecken kommen,
die zunachst durch die Schwingungen aus­
gelost werden (Primareffekt) und dann zu
Zusammenbriichen fuhren (Sekundareffekt)
(Abb. 30-5-7a). Durch die Bauvorschriften
(DIN 4149) sind Schaden, die zum Einsturz
eines Gebaudes fiihren, nach technischen
Erkenntnissen bei "durchschnittlichen"
Beben zu verhindern , urn Personenschaden Abb. 30-5-8 Simulation
zu vermeiden . Daher sind in der DIN 4149
den einzelnen Gebieten Deutschland Zonen zugeordnet, fur die entsprechend der vermuteten
Gefahrdung die Belastung durch Erdbeben festgelegt wird. Dabei miissen Schaden, wie
Risse im Mauerwerk , herabfallender Putz usw. zugelassen werden, weil die Schwingungen
als solche nicht vermeidbar sind. Bei dem Erdbeben von Roermond sind in Heinsberg Ge­
baude so schwer beschadigt worden, daBsie abgerissen werden miissen. Grundwasserabsen­
kungen spielen nach Meinung der Geophysiker fur die Auslosung eines Bebens keine Rolle.
Sie haben jedoch durch die Anderung des Baugrundes eine Wirkung auf die Fundamente .
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1st Grundwasser vorhanden , so wird durch die
Bewegung Wasser zwischen die Bodenpartikel
hochgepreBt , aus der trockenen Reibung wird eine
Form der fliissigen Reibung. In der Stromungs­
lehre ist dieses Verhalten fiir thixotrope und pseu­
doplast ische Stoffe bekannt , bei denen mit zuneh­
mender Schergeschwindigkeit die Zahigkeit ab­
nimmt. Wahrend bei der fliissigen Reibung die
Gleitbewegung praktisch ohne Ruck einsetzen Abb. 30-5-9 Trockene Reibung
kann, ist bei der trockenen Reibung zunachst eine
grollere Kraft notwendig , um aus der Haftreibung in die Gleitreibung iiberzugehen. Die
Abb. 30-5-8 ist dem Kap. 29 - Coulomb'sche Reibung entnommen . Dadurch besteht ein
Uberschufl an Energie , der bei gleichen Erregerkraften abgebaut werden muB. Das erklart
auch zum Teil, warum gleichartige Gebaude verschiedene Schaden bei verschiedenem
Untergrund aufweisen . Dabei konnen hohe Gebaude, die eigentlich weitgehend unbeschadigt
sind, im nun weichen Untergrund einseitig einsinken und kippen Abb. 30-5-7b.

-; w~ · T ~

-wo · t

Abb. 30-5-10 Amplitudenabnahme e-Funktion Abb. 30-5-11 Amplitudenabnahme linear

Die Belastungen werden auf die Horizontalbeschleunigung bezogen , da die Krafte nach der
Beziehung F = m'Xvon der Beschleunigung abhangen. Daher sind in den beiden Abb. 30­
5-18 und Abb. 30-5-19 die Beschleunigungen aufgetragen, die z.B. an der Station GSH in
Nord-Siidrichtung (NS) 270 mm/s2 betrugen . Die Diagramme tragen eine dreistellige Orts­
bezeichnung, UP bedeutet Up-Down , NS = Nord-Siid, EW = Ost-West. Der Abstand der
DCF-Kennung ist 1 s. Abb. 30-5-18 zeigt zwei Aufnehmer fiir UP in horizontalem Abstand ,
wobei die Untersch iede in der Beschleunigung noch nicht geklart sind.

Die Fundamentbewegungen wirken sich auf die Gebaude aus, gleichzeitig aber auch auf die
Maschinen, die iiber ihre Fundamente mit dem Untergrund verbunden sind. In der Geophy­
sik wird mit den Gleichungen gearbeitet, die auch in der Maschinendynamik iiblich sind.
Zwar sind die Formelzeichen z.T. anders gewahlt, die Gleichungen lassen sich jedoch
entsprechend lesen. Die Gleichungen werden aus den Kapiteln des Buches entnommen, in
denen sie in Zusammenhang besprochen worden sind. Die erste Klammer gibt die Herkunft
an, die zweite Klammer die laufende Nummer dieses Kapitels . Es wird aus Kap. 25.2 fiir
die Fremderregung iibemommen

(25-2-4);(30-5-1 )

f ist die maximale Erregeramplitude. Setzt man fiir sin(we ' t) den Maximalwert = 1 ein , so
ist wo2 . f nach (3-2-6) identisch mit der Beschleunigung.
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Fur diese inhomogene DGL gilt mit

Fur den homogenen Teil ist

x = e-doto(Aocos(wd ot) + B'sin(wd ot» 0

3005 Erdbeben und Schwingungen

(25-2-5) ;(30-5-2)

(24-2-14) ;(30-5-3)

Darin sind die Konstanten A und B durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Die Herleitung
erfolgt in Kap , 24.2. Ist die Ausgangsposition x = x(O) und die Ausgangsgeschwindigkeit
x = x(O) zur Zeit t = 0, so ist A die Anfangsverschiebung und B ein zusammengesetzter
Quotient

(24-2-16) ;(30-5-4)

der die Gr66en enthalt :

Eigenkreisfrequenz der gedampften Schwingung

(24-2-8) ;(30-5-5)

Eigenkreisfrequenz der ungedampften Schwingung

Abklingkoeffizient

<5 = _k_
2 'm

Dampfungsgrad (Lehr'sches Dampfungsmafl)

(24-1-3) ;(30-5-6)

(24-1-4) ;(30-5-7)

A A

Td 01w~ + <52 ";4·1t2 + A2
(24-1-5) ;(30-5-8)

Der Dampfungsgrad fur Bauwerke ist gering , er wird im Durchschnitt mit {} = 0,05
angegebcn .

Das logar ithmische Dekrement beschreibt die Abnahme der Amplituden einer gedampften
Schwingung
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A t5 •T = .!.' In x(t)
d n x(t+n ' Td)

(24-4-3);(30-5-9)

A---
2 ' (j . Wo • 1t = 2' 1t • (j

Wo ...jI-(j 2 b _(j2
(24-4-4) ;(30-5-10)

Der partikulare Teil der Losung sollte der Fachliteratur der Geophysik entnommen werden.

F

Abb. 30-5-12 Analysezueiner Schwingung

Schadensbegrenzung

Es lassen sich fur Schwingungen , die von
Erdbebenwellen ausgelost werden, Perioden
angeben . Da es sich dabei Schwingungen
handelt, die nach einer Fourieranalyse in
einzelne sin-Schwingungen aufgelost werden
konnen , zeigt es sich, dall in den Wellen ein
Spektrum enthalten ist. Es soli daher auf
Kap. 7.2 zuriickgegriffen werden, da in
diesem Kapitel bereits eine Analyse durch­
gefuhrt worden ist. Es wurden als Modell
drei sin-Schwingungen addiert und als
resultierende Schwingung dargestell!. Durch
eine Analyse sollte die Schwingung wieder
in ihre Bestandteile zerlegt werden.

Nimmt man als Frequenz fur die Grundschwingung der Erdbebenwelle 5 Hz an, so ware
die Frequenz der ersten Oberschwingung 10 Hz und die der zweiten Oberschwingung 15
Hz . Vergleicht man dazu das Beispiel Kap. 8.1 Beispiel 1, so liegt diese Motorkonsole mit
der Eigenfrequenz 6 Hz voll im Wellenspektrum der Anregung . Wiirde die Erregerwelle
voll und ungedampft auf die Konsole ubertragen, mull es zur Resonanz kommen . Wenn
dann noch die Dauer des Bebens ausrei- ;; I

chend lang ist (\3.04.92 Dauer 15 s), so
kann die Zeit zum Aufschaukeln ausreichen
(siehe Kap. 14). Die Schwingung nach Abb.
30-5-12 entspricht in der Frequenz einer 9,
wirklichen Schwingung, die Zusammen­
setzung einer Erdbebenschwingung ist je­
doch wesentlich komplizierter und je nach
Absorpt ion einzelner Anteile durch Boden
und Gebaude verschieden . Urn bestimmte Abb. 30-5-13 Amplitudenspektrum, Pha-
Maschinen und Gerate, die z.B. fur die senlage
Versorgung, fiir Kommunikation usw. unentbehrlich sind, vor aufleren Storungen zu schiit­
zen, mull eine ausreichende Passivisolierung vorgesehen sein. Besonders sind Meflgerate
und Regler zu schiitzen, die im Storfall Notabschaltungen durchfiihren solien und deshalb
voll funktionsfahig bleiben miissen. Zum Teil waren die grollten Schaden, die bei Erdbeben
in Kalifornien entstanden sind, auf Folgeschaden zuriickzufUhren. Gebrochene Gasleitungen
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Abb. 30-5-14 Addition von Fronten

Abb. 30-5-15 Ausschnitt ausAbb. 30-5-19 (UD)

2.Front

Resultl erende,
11
11

1.Front

flihrten zu katastrophalen Branden, zerstorte Wasserleitungen machten die Loscharbei ten un­
moglich. Im Kap. 25 sind die erzwungenen Schwingungen behandelt. Dabei sind besonders
die VergroBerungsfunktionen von Bedeutung (Anregung Kap. 25.6 und Zusammenstellung
der Vcrgruberungsfunktionen Kap. 25.7) . Wird ein Bauwerk von einer ersten Wellenfront
erreicht, so wird es nach Abb. 30-5-7 in
Resonanzschwingung geraten , wenn seine
Eigenfrequenz getroffen wird. Dabei
kann die Festigkeit durchaus noch ausrei­
chend sein und die Schwingungsampli­
tude nimmt durch Dampfung ab. Lauft
dann eine zweite Front auf, so kann die
Summe aus der Restamplitude der bereits
abklingenden ersten Amplitude mit der
Amplitude der zweiten Schwingung einen
Wert erreichen, dem das Bauwerk nicht
mehr gewachsen ist und der Bruch er­
folgt. In Abb. 30-5-14 sind zwei peri-
odisch gedampfte Schwingungen zu einer
Resultierenden iiberlagert . Dabei sind
zwei gedampfte Schwingungen gleicher
Frequenz und gleicher Amplitude mit
einer Laufzeitversch iebung gewahlt
worden.
Die Modelldar stellung nach Abb. 30-5-14
ist nahezu identisch mit dem Ausschnitt
aus Abb. 30-5-19 in Abb. 30-5-15 . In
Abb. 30-5-17 sind deutlich die Frequen­
zen zu erkennen , die in der S-Welle in
NS-Richtung enthalten waren. Das Dia­
gramm zeigt das Scherwellenspektrum in
der bei der Geophysik iiblichen Darstel­
lung und ist bei 50 Hz abgeschnitten.
(Die Abb. 30-5-15 bis Abb. 30-5-21
wurden mit freundlicher Genehmigung
des Geologischen Landesamtes Nord­
rhein-Westfalen , Krefeld , wiedergege­
ben).
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Vnlkane und Schwingnngen

Bei seismischen Messungen in Schiltach/Schwarzwald (Geowissenschaftliches Gemein­
schaftsobservatorium, Black Forest Observatory (BFO), Universitiiten Karlsruhe/Stuttgart)
wurden Besonderheiten bei den Ausbriichen des El Chich6n (04. April 1982) und des

Pinatubo (15. Juni 1991) festgestellt. Dabei wurden Frequenzen von 3,76E-3 Hz und
5, 14E-3 Hz bzw. 3,68E-3 Hz und 4,44E-3 Hz gemessen. Die ausfiihrlichen Untersuchungen
sind im Literaturverzeichnis aufgefiihrt. Fiir die MeBtechnik ist dabei nun besonders
interessant, daf die Atmosphare durch Vulkane zu harmonischen Schwingungen mit
langeren Perioden angeregt wurde, was friiher nicht beobachtet worden ist. In den Ver­

offentlichungen von W. Ziim und R. Widmer werden spekulative Modelle aufgestellt , die
"ein Feedback zwischen der lokalen atmospharischen Oscillation und dem EruptionsprozeB"
zeigen. Die Amplituden der atmospharischen Schwingungen liegen bei 3E2 Pa. Die Schwin­

gungen begannen gegen 7h und endeten nach 8 Stunden Ortszeit. Dabei zeigte sich eine
lokale Anregung von Rayleigh-Wellen, die weltweit beobachtet werden konnten.

Vom Meer sind die Gezeiten ein Begriff. Dabei ist der "feste" Boden gar nicht so fest.
Messungen haben ergeben, daB die Erdoberflache (z.B. samt dem Kolner Dom) einen

Gezeitenhub von max. 0,5 m hat (siehe auch Kap. 30.4)

Den folgenden Teil stellt Dr. Ziim einschliefllich der Abb. 30-5-22 bis Abb. 30-5-24 zum
Abdruck zur Verfiigung:

In der Abb. 30-5-22 ist als Schwingung mit etwa 12h Periode und 14E-9 m/s2 Amplitude die

Gezeitenschwingung der festen Erde erkennbar; allerdings stark abgeschwacht durch
elektronische Filterung des Signals vor der Aufzeichnung. Vor der Filterung betragt die
entsprechende Schwingungsamplitude etwa 1000E-9 m/s2•

Auf dieser Grundschwingung sieht man zunachst uberlagert die Rayleigh-Wellenziige eines
Erdbebens der Magnitude 6,3 bei den Sud-Sandwich-Inseln urn 113 GMT. Diese sind

bezeichnet mit R3 (Laufweg: vom Herd zur Station nach einem vollstandigen Umlauf urn
die Erde , der etwa 3 Stunden dauert) und R4 (Laufweg: vom Herd iiber den Antipodenpunkt
zur Station und ein vollstandiger Umlauf urn die Erde), bei etwa 630 GMT. Danach begin­

nen die Rayleigh-Wellen , die durch die vertikalen atmospharischen Schwingungen beim
Mount Pinatubo angeregt wurden, mit den oben erwahnten Frequenzen von 3,68E-3 Hz
und 4,44E-3 Hz, die dann bis 2000 GMT anhalten. Auch diese treffen aus zwei entgegen­

gesetzten Richtungen an der Station ein.

GMT = Greenwich Mean Time> MGZ = mittlere Greenwich Zeit



30.5 Erdbeben und Schwingungen 243

BFO - Gravimeter - 15. Juni 1991
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Bereich 16 [h GMT] Anregung
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30.6 Instationare Stromungen in Leitungen

Erfolgt eine Str6mung nicht mit kontinuierlich, so wird sich eine Druckwelle vom Ursprung
ausbreiten und durch die Leitung laufen. Das ist zum Beispiel der Fall in Ansaug- und
Abgasrohren von Motoren , Spiilkanalen von 2-Takt-Motoren, bei Abgasrohren von Bren­
nern (Schwingende Flammen) , Leitungen von Kolbenverdichtern, Leitungen von Wasser­
kraftanlagen.

Art .llla ca(co mmun is)

Thrombu s
in Art.cruralisDie Pulswellen im menschlichen Korper

wirken in erster Naherung ahnlich und
somit kann man sich vorstellen, daB bei Abb. 30-6-1 Arterien
einer Herzmassage der Druckzustand am
Austritt der Herzkammer einen wesentli-
chen Einfluf auf die geforderte Blutmenge hat. Der Zustand der Gefafle ist ohnehin von
entscheidendem EinfluBauf die Versorgung des Korpers. In der Abb. 30-6-1 Arterien ist als
Beispiel fiir die technischen Diagramme und Abbildungen eine Verzweigung und eine
Verengung durch einen Thrombus (ahnlich einer Drossel im Versuch) herausgezeichnet.

In den Abbildungen ist der gemessene und der gerechnete Druck iiber der Zeit an den
angegebenen MeBstellen beim Durchgang einer einzelnen Uberdruckwelle dargestellt.
AuBerdem ist die atmospharische Linie eingezeichnet. Bei alIen Rechnungen wurde der an
Stelle I gemessene und bis zur ersten Reflexion an der nachsten Unstetigkeitsstelle auf­
tretende Druck zugrunde gelegt. Es wurden die gerechneten Fortpflanzungslinien der vor­
und riicklaufenden Uberdruckwellen als durchgezogene Linien und die der vor- und ruck­
laufenden Unterdruckwellen als strichpunktierte Linien zum Teil mit eingetragen .
Fiir die Einheit des Druckes gilt I Pa = 1 N/m2 = 1 kg/tm- s2).

Ebenso treten Druckwellen durch die Pumpfunktion des Herzens auf (Pulswelle).

Grundlegende Versuche sind in dem Forschungsbericht von Wilhelm/Jiirg1er (Kap. Litera­
turhinweise) beschrieben, bei denen der Verlauf des Druckes in Rohren untersucht wurde.
Wenn ein Druck am Anfang eines Rohres aufgebaut wird, so wird die Welle durch das
Rohr laufen und durch jede Veranderung
des Rohres beeinfluBt. Das kann das Roh­
rende, eine Verzweigung, eine Verengung,
ein Diffusor sein. Die Welle wird reflek­
tiert und lauft zum Ausgangspunkt zuriick.
So kann sie je nach ihres Laufzeit und den
ortlichen Verhaltnissen als Uber- oder
Unterdruck am Ausgangspunkt auftreten.
Tritt sie als Uberdruck auf, so ist ein er­
hohter Druck am Ursprung erforderlich,
urn den nachsten Vorgang einzuleiten. Tritt
sie als Unterdruck auf, so wird sie prak­
tisch einen Saugeffekt am Ursprung haben
und damit den nachsten Vorgang unterstiit­
zen.
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Abb. 30-6-6 Druckverlauf in einem geraden, einseitig offenen Rohr mit plotzlicher Quer­
schnutsverengung

Ir------~=-~..~.~s=======~1--- - - >to.
1--- - - ....-----------------~

f--- - - - - - - S9611- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - _ -l

Abb. 30-6-7 Druckverlauf im geraden, einseitig offenen Rohr mit ptoulicher Querschnitts­
erweiterung
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Abb. 30-6-8 Druckverlauj in einem Rohrverzweigungssystem
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Abb. 30-6-9 Druckverlauj in einem geraden Rohr mit Diffusor
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Anmerkung: Das bestimmende Werkzeug im heutigen Konstruktionsbiiro ist der Computer ,
der Laptop und der programmierbare Taschenrechner. Darauf baut die Schreibweise der
Formeln und Losungen in diesem Buch auf.

1. Fiir die Bezeichnung der DezimalstelIen ist die Schreibweise E gwahlt (Beispiel):
2, lE? statt 2,1 . 107 .

2. Fur Schraubenfedern ist nach DIN 2089 (und folgenden) die Federkonstante c durch den
Begriff Federrate R ersetzt worden. Da in der Maschinendynamikjedes Bauteil als elastisch
angesehen wird, das dem Hooke'schen Gesetz folgt, wird der Begriff Federkonstante c als
alIgemein gultige Gr6Be fur alle Bauteile beibehalten. Daher wird fur die Federkrafte an
Bauteilen geschrieben:
F = c ·x statt F = R .x.

3. In den Kapiteln, in denen die Methoden der Festigkeitslehre angewandt werden (19, 20,
21,26 und in der Tafel - Verformung von Biegetragern -), werden die Bezeichnungen der
Achsen aus der Festigkeitslehre ubernommen (Stablangsache = x, Durchbiegung = y ) . Die
Ausnahme bildet Kap. 10, da dort die Gleichungen der Schwingungslehre mit dem Weg x
und der Amplitude xIibemommen werden.

4. Viele Gleichungen nehmen einen erheblichen Platz ein, deshalb werden Einheiten erst
beim Ergebnis geschrieben, da die Eingabe in der Praxis nur die Zahlen enthalt. So solI
bereits in diesem Buch eine praxisgerechte Benutzung des Computers geubt werden. AlIe
GrOBen miissen daher vorher in ihren Einheiten abgestimmt werden.

5. Bei Schwingungsgleichungen der Form x = x'sin(wo·t) ist eine harmonische Funktion
mit einem Faktor (z.B. x) verbunden. Dieser Faktor wird als Amplitude bezeichnet und
stelIt nach Abb. 3-2-2 einen rotierenden Zeiger dar. Die Amplitude ist von Vorzeichen frei.
Ihre Lage wird durch die harmonische Funktion bestimmt. Deshalb wird auch z.B. in (4-1­
8) bei der Losung der Wurzel auf das ±Vorzeichen verzichtet.

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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Ka p. 5, Kap. 6
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Beispiel 1
In einer Maschine sind drei Wellen gelagert. Eine Welle (I) hat die Drehzahl 3· n und die
Unwuchtmasse 5 g. Die beiden anderen Wellen (2 und 3) sind senkrecht zu der Welle (1)
gelagert. Die Welle (2) hat die Drehzahl 1 •n und die Unwuchtmasse 2 g. Die Welle (3) hat
die Drehzahl 2· n und die Unwuchtmasse 5 g. Fiir (I) wird die Koordinate x, fiir (2) und
(3) die Koordinate y festgelegt. Es ist zu zeichnen:

1) Die Schwingung fur (1),

2) die Einzelsc hwingungen fur (2) und (3) und deren Resultierende ,

3) die Lissajous-Figur flir das System.

Beispiel2
Fiir eine Rechteckschwingung soli der
Betrag von A in der Form A = '/fIn be­
stimmt werden . Dabei ist n als ganze Zahl
(auf- bzw. abrunden !) anzugeben .
Hilfe: rechnen Sie fiir die Stelle 'P = '/f12.
Die Reihe fur die Rechteckschwingung
lautet

y
AI

I
I
I 'P

'---------

y; sin(q» + ..!. ·sin(3 · q» + ..!.·sin(5 ·q»
3 5

+ .. 0

Beispiel 3
Mit einem Oszilloskop wird die Lissajous­
figur aufgenommen. SkizzierenSie jeweils
die Einzelkurven in die x-t und y-t Dia­
gramme . Dabei ist fur die Zeit in jedem
Diagramm die gleiche Skalierung zu wah­
len. Die Amplituden sind jeweils mit I zu
wahlen .
Das Frequen zverhaltnis betragt:

~~
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Kap .7.1

Beispiel 1
Fur eine Steuerung soil eine Sagezahn­
kurve nach der Abbildung mit Iiberlagerten
Sinus-Schwingungen simuliert werden.

Es ist die Reihe fix) = ... aufzustellen,
die dieser Bedingung entspricht. Es sind
die ersten Glieder dieser Reihe anzugeben,
die dazugehorigen Funktionsgraphen sind
zu zeichnen.

-n

II

- ll

y

II 2 ll x

-

IIo

F
+Fp l--- - - --.

Beispiel2
Eine Schwingung erfolgt mit Cou­
lomb'scher Reibung. Die Reibungskraft
bei trockener Reibung ist nach Kap. 29
konstant.
Sie betragt im Bereich von 0 bis 2 • 7l"

F = ± FR'

Der Vorgang ist periodisch. Gesucht sind
die Fourierkoeffizienten -Fp

Kap. 7.2

Beispiell
An dem Gehause einer laufenden Maschine
wird eine Schwingungsmessung durchge­
fiihrt. Dabei wird dieser Schrieb aufge­
nommen. Es laufen zwei Wellen.

Es ist das Unwuchtverhalten jeder Welle
und das Drehzahlverhaltnis der beiden
Wellen zu ermitteln . Fur die Berechnung
nach der Fourieranalyse kiinnen die Werte
dem Schrieb entnommen werden. Sie sind
in der folgenden Tabelle angegeben:

F(i) F(i)

0 0 4 8,66
1 18,66 5 1,33
2 -8,67 6 0
3 -10 7 -1,33

F(i)

8 -8,67
9 10,0
10 8,66
II -18,67



252

Beispiel2
Durch Messung an einem Getriebe wurde die
folgende Kurve als Schrieb ermittelt. Die Wir­
kung der Unwuchtmasse u wurde Iiber der Zeit­
achse aufgezeichnet. Es ist
Periodendauer T = 0,15 s,
Eigenkreisfrequenz Wo = 41,87 s·1 fUr die Ge­
samtperiode .
Das Amplitudenspektrum ist zu zeichnen.

Die Werte sind in der Tabelle angegeben:

31 Beispiele, Aufgaben

i
o
1
2

F(i)
o
5,26
3,46

i
3
4
5

F(i)
-1,8
-3,46
-1,66

i
6
7
8

F(i)
o
1,66
3,46

i
9
10
11

F(i)
1,8
-3,46
-5,26

Kap.8.1

Beispiell
Ein Motor ist auf einer Konsole aufgestellt. Es
ist die Resonanzdrehzah l zu berechnen. Bekannt
ist

m' g = 8000 N als Gesamtbelastung,
f = 2000 mm,
Ix = 1450 cm".

Ix
m

c

Beispiel2 /
Ein schwingungsfahiges System soli durch das Ersatzbild '----L-L--L-+---L----L'----''----'L­

dargestellt werden . Die Masse des Seiles und der Feder sind
zu vernachlassigen . Das Seil hat Reibschlufl mit der Scheibe
1. ml und m2 sind zu beriicksichtigen.
Es ist die Differentialgleichung des Ersatzsystems aufzustel­
len.

Es ist die Eigenkreisfrequenz Wo zu bestimmen.
Fur ml = m2 ist die Eigenkreisfrequenz Wo zu bestimmen.

Die statische Verlangerung der Feder durch die Gewicht­
krafte ist zu vernachlassigen . Die Beriicksichtigung erfolgt
in Beispiel 3. (Siehe hierzu auch Abb. in Beispiel 3).
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Beispiel3
Ein schwingungsfahiges System soil durch das Ersatzbild
dargestellt werden. Die Masse des Seiles und der Feder sind
zu vernachlassigen . Das Seil hat ReibschluB mit der Scheibe
I . ml und m2 sind zu beriicksichtigen.

Zusatzlich zu der Aufgabenstellung im Beispiel 2 sind nun
die Gewichtskrafte mit in die Berechnung einzubeziehen .
Dabei ist zu zeigen, daf die Gewichtskrafte nicht in die
Gleichung der Eigenkreisfrequenz eingehen .

Es ist die Differentialgleichung des Ersatzsystems aufzustel­
len.

Es ist die Eigenkreisfrequenz Wo zu bestimmen .
Fiir ml = m2 ist die Eigenkreisfrequenz Wo zu bestimmen.

Beispiel4
Kann man die kritische Drehzahl (Resonanzdrehzahl) eines
Systems ermitteln, indem man die Verformung jj, (Zusammen­
driicken) der 4 Federn millt, wenn auf die unbelasteten Federn
die Maschine aufgesetzt wird?

253

Beispiel5
Von einem schwingenden System existieren die folgenden MeBwerte:
Fa = 230 N;
statische Durchbiegung j'[, = 50 mm;
maximale Schwingungsamplitude i = 60 mm.

Gesucht sind die Groflen
Eigenkreisfrequenz wo;
Periodendauer To;
Eigenfrequenz fa;
kritische Drehzahl des Motors (Resonanzstelle) no'
Zur Zeit t = 0 s ist x(O) = i m und v(O) = 0 m/so

Es ist aufzustellen :
die Weg-Zeit-Gleichung; die Geschwindigkeits-Zeit-Gleichung,
die Beschleunigungs-Zeit-Gleichung,
Aullerdem ist die maximale Geschwindigkeit und die maximale Beschleunigung gesucht.
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Beispiel6
Bin Ventilator (4 Flugel) ist in einem Rohr
eingebaut. Die Welle lauft durch ein La­
ger, das mit drei Streben im Rohr befestigt
ist. Das System hat zwei Eigenkreisfre­
quenzen:
wOl = 66 s·l und W02 = 314 s" .
Bei welchen Drehzahlen der Welle (Erregerdrehzahlen) kommt das gesamte System in
Resonanzschwingungen (Beachten Sie die einzelnen Konstruktionselemente):
n! = min"; n2 = min",

Kap.9.3

Beispiel 1
Eine Scheibe (Physisches Pendel) soIl so aufgehangen werden,
daB die kleinste Schwingungszeit erreicht wird.
Gegeben:
rScheibe = 0,1 m,
Dickescheibe = b = 0,01 m,
Stahl.
Gesucht ist e fur I;nin'

IT
_._._._. _. -. ~l- J~_.-._._.-

S

Beispiel2
Es sind die Gleichungen flir die experimenteIle Be­
stimmung des Schwerpunktes und des Massentrag­
heitsmomentes aufzusteIlen, wenn die Zeiten T! und
T2 fur die Aufhangung in 1 und in 2 gemessen wer­
den.

Kap.l0

Beispiell
Fur den gezeichneten BelastungsfaIl ist der ge­
naueBetrag der Ersatzmasse mers zu bestimmen,
wenn bei einer Biegeschwingung die Masse des
Balkens (Masse der Feder mF) zusatzlich zur
Belastung F = m' g zu benicksichtigen ist.
mers = 1?? • mF + m = 'mF + m.

HiIfe: Die Gleichung aus der TabeIle kann in
der foIgenden (fur diesen Fall umgewandelten)
Form benutzt werden:

x(z) = _F_(3·/ 2 ·z - 4·z 3) •
48 'E '/

y F· b ' 1' z• .[1_(!!.)2 _(~)2]
6'E'/ 1 1
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Kap.15.2

Beispiell
Eine Scheibe (Is = 4/5·m or

j
z) mit den Durchmessern d j

und dz ist durch die Massen mI = 2 0 m (Hebelarm rI) und
mz = m (Hebelarm rz) belastet. Die Drehfeder hat die
Drehfederkonstante cD = 50m0gorl und ist nicht auf Bie­
gung beansprucht. r j = 2· rz = r.

Gesucht sind
a) Die Kinetische Energie Wk
b) Die Potentielle Energie Wp
c) Die Lagrange'sche Funktion L
d) Die Differentiationen

~~; :t(~~); ~~
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e) Die Lagrange'sche Gleichung zweiter Art
f) Die Differentialgleichung der Schwingung
g) Mit Hilfe der Lagrange'schen Gleichungen die Eigenkreisfrequenz Wo =
h) Die Amplitude der Schwingung

'Pmax = fp = f(ipo;wo) = Hilfe: l"(t=O)=O; <,b(t=O)=ipo

Beispiel2
Ein Kran rollt reibungsfrei, dabei pendelt die Last mz.
Gesucht sind mit Hilfe der Lagrange'schen Gleichungen
zweiter Art die Differentialgleichungen.

Kap.16

Beispiel 1
Ein Feder-Massesystem hat folgende Werte:
m = 50 kg,
Cl = 800 N/cm, Cz = 1200 N/cm,
c3 = 1000 N/cm, c4 = 2000 N/cm,
Es ist die Eigenfrequenz fa des Systems gesucht;
zugelassen ist nur eine senkrechte Bewegung.
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Beispiel2
Eine Last m = 3500 kg wird mit der Geschwindigkeit
v = 5 m/s = const. abgesenkt. Die Seiltrommel bloc­
kiert plotzlich, das Seil gerat in vertikale Schwingun­
gen.
Die Federkonstante des Seiles ist
Cs = c l = 3,8E6 N/m.

Fiir den Beginn des Blockierens gilt:
t = 0 s; x(O) = 0 m; v(O) = 5 m/so
Fall I : Gesucht sind:
die Eigenkreisfrequenz der Seilschwingung WI lis;
die Amplitude xI m;
Fmax I N (die Kraft, die das Seil bei der gr6Bten Auslenkung aufzunehmen hat).

Fall 2: Es soli zwischen das Seil und die Last eine Feder (CF = c2 = O,35E6 N/m) einge­
baut werden.
Gesucht sind:
die Eigenkreisfrequenz der Seilschwingung W2 lis;
die Amplitude x2 m;
Fmax 2 N (die Kraft, die das Seil bei der gr6Bten Auslenkung aufzunehmen hat).
Wird das Seil im Fall 2 starker oder weniger stark als im Fall I belastet ?

Beispiel3
Eine starre, masselose Welle soil
weich gelagert sein. Dabei bleibt die
Verschiebung des Schwerpunktes in
x-Richtung erhalten, jedoch wird die
Achse durch die verschiedenen Fe­
derwege in x-Richtung gekippt. AIs
Belastung wirkt die Kraft Fs. Sie greift im Schwerpunkt an. Gesucht ist die Federkonstante
cges des Systems.

Beispiel4
Es sind sechs schwingungsfahige Systeme gegeben.
a) Fiir jedes System ist cres zu bestimmen.
Dabei gilt fiir die Systeme Ibis 3: cl ;z! C2 ;z! C3

und fiir die Systeme 4 bis 6: c l ;z! c2

b) Es ist fiir jedes System To zu bestimmen und zwar unter der Voraussetzung,
daB in den Systemen Ibis 3 jeweils cl = c2 = c3 = C ist,
und in den Systemen 4 bis 6 jeweils cl = c2 = C ist.
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Kap.18

Beispiell
Fur eine We11e, auf der sich eine Scheibe mit
einer Unwucht befindet, soli das biegekritische
Verhalten bestim mt werden .
Schwerpunktlage e = 0,2 mm;
£ = 500 mm; 0 d = 65 mm;
FG = 3000 N.
Es ist das Diagramm x = fin) zu zeichnen.
(n = Drehzahl) .

-

m
n n

j - - -- - --0(- · - · - - - - ·-1
0

5~
0

f/ 2 -r-r-r-

1

Kap. 19, 20, 21 und 2 6

r
1

F

10d •1}1
+ t}2

}3

£1 = 600 mm;
£3 = 2900 mm;
F2 = 12000 N.

Beispiell
Urn die einzelnen Verfahren vergleichen zu
konnen, solI fur eine We11e mit konstantem
Durchmesser die biegekritische Drehzahl berech­
net werden .
0d = 160 mm;
£2 = 1700 mm;
FI = 8000 N;

I . Gesucht ist die biegekritische Drehzahl nach
dem Verfahren von Rayleigh .

2. Gesucht ist die biegekritische Drehzahl nach dem Verfahre n von Dunkerley (Maxwe11) .

3. Gesucht ist die biegekritische Drehzah l nach dem Verfahren von Mohr (siehe Aufgabe
Kap .26).

4. Es sind die Verformungen mit Hilfe der Superposi tion zu ermitteln .
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+ 300 :~600

Beispiel2
Eine Welle 0d = 40 mm ist mit den Massen
rnl = 40 kg und rn2 = 20 kg besetzt. Die Lager
befinden sich jeweils am Ende der Welle. Mate­
rial Stahl. Das Eigengewicht der Welle ist zu
vernachlassigen, die Massen konnen als punkt-
formige Belastung angesehen werden. 200

Es ist mit Hilfe der Formel nach Dunkerley die 1fL:----'-----=.c=-=-------~
kritische Drehzahl zu bestimmen.
nkril = min" .

Kap.22 f

Beispiell
Die Eigenkreisfrequenz Wo fur den Hebel ist gesucht.
Bekannt sind
£, die Zusatzmasse m, das Massentragheitsmornent fur
den Drehpunkt B und die Federkonstante c.

I. Es soli die Differentialgleichung aufgestellt werden
und daraus die Eigenkreisfrequenz ermittelt werden.
2. Die Eigenkreisfrequenz soli uber die Gleichung fur
den Federgefesselten Drehschwinger ermittelt werden.

c

B m

Beispiel2
Fur ein Ersatzsystem ist die Federkon­
stante c und die Masse rn zu bestimmen.
Das Ersatzsystem hat die gleiche Eigen­
kreisfrequenz wo'

Die Bestimmung soli mit Hilfe der Glei­
chungen fur den Drehschwinger erfolgen.
Dabei ist fur die Masse rn zu beriicksichti­
gen, dall beim Drehschwinger rns ohne rnR
eingesetzt wird und damit rnOreh ermittelt
wird, anschliellend wird rn = rnR+rnOreh
gesetzt, da die Masse des Rades eine
Uingsbewegung durchfuhrt .

Zur Kontrolle soli die Federkonstante des Ersatzsystems mit Hilfe des Ansatzes der Gleich­
heit der potentiellen Energie erfolgen.



31 Beispiele, Aufgaben

BeispieI3
Eine Scheibe (is = 4/5'm"1 2) mit den Durchmessern d l
und d2 ist durch die Massen m1 = 2· m (Hebelarm ' 1) und
m2 = m (Hebelarm '2) belastet. Die Drehfeder hat die
Drehfederkonstante cDreh = 5 · m ' g " 1 und ist nicht auf
Biegung beansprucht. '1 = 2"2 = r.

Gesucht ist
a) Mit Hilfe der Gleichungen fur den Federgefesselten Dreh­
schwinger die Eigenkreisfrequenz
Wo = 1Is.
b) Die Differentialgleichung der Schwingung .
c) Die Amplitude der Schwingung
IOma x = <P = ft.<Po ;wo)· Hilfe: 10(1=0)=0 ; <p(t=O)=<po·

BeispieI4
Fiir eine Spannrolle soli die Eigenkreisfre-
quenz mit Hilfe der Gleichungen fiir den
Federgefesselten Drehschwinger ermittelt
werden . Der Auslenkwinkel ist klein. Fiir den
Drehpunkt B kann der Winkel fiir die Gera­
de , auf der der Schwerpunkt liegt , mit {3 =

90° angenommen werden . Die Masse m2
wird als Punktmasse angenommen . Die Ge­
samtmasse des Hebels ist ml, die Gesamt­
lange = 3· t ,
Wo = lis.

Kap. 23.1 und 24

Beispiell
Eine Welle mit zwei Massen ist gedampft,
Die Federkonstante c der Welle betragt
c = 6,1 Nm.
Nach 3 Schwingungen hat der Winkel 10 von
lOo = 10° auf 103 = 1,5 ° abgenommen .
Wie groJl muJl k gewahlt werden , damit
105 5 0,05 wird . Die Massentragheitsmo­
mente betragen
J1 = 0,03 kg· m2; J2 = 0,015 kg· m2•

259
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Kap.23.4

43
1 2
-~- -l- -- ------------

Beispiell
Ein Wellensystem besteht aus drei Massen
und einer mehrfach abgesetzten Welle , die
skizzien ist.

Die Abmessungen sind:

Fur die Massentragheitsmomente:
d[ = 400 mm; £1 = lOO mm;
d2 = 200 mm; £2 = 140 mm;
d3 = 400 mm; £3 = lOO mm.
Fur die Wellensegmente:
d, = 30 mm; £1 = 150 mm; d2 = 36 mm; £2 = 200 mm;
d3 = 38 mm; £3 = 460 mm; d4 = 40 mm; £4 = 800 mm.

Es sind zu bestimmen:
die Drehfederkonstanten Cl; C2; C3; C4; Cges 123;
die Massentragheitsmomente J 1; lz; h ;
die Eigenfrequenzen der Torsionsschwingungen jj. undfo2 ;
die Eigenkreisfrequenzen wO I; w02;
die kritischen Drehzahlen nkri t 1; nkr it 2;
zur Kontrolle die Faktoren A und B.

Kap .24

Beispiell
Wahrend des Betriebes versagt die geschwindigkeits­
proportionale Dampfung, Die Masse schwingt unge­
darnpft weiter mit der Amplitude x2. Aus der elek­
tronischen Aufzeichnung laBt sich der Vorgang rekon­
struieren . Zwei aufeinander folgende Amplituden der
gedampften Schwingung sind Xl und x2.

Fur die Auswertung ist die Dampfungskonstante k zu
ermitteln, die der Dampfer zu Zeitpunkt des Versa­
gens hatte. m und Wo sind bekannt.

Die Gleichung fur k soli die Form haben:
k =f ( In(x \ lx2) ; m; Wo ) .

Beispiel2
Eine Konstruktion soli so ausgelegt werden , daf bei einer geschwindigkeitsproportionalen
Dampfung die Bewegung dem aperiodischen Grenzfall entspricht. Aullerdern ist die Position
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und die Geschwindigkeit dieses Teiles nach 0,06 s gesucht. Dazu ist
die Dampfungskonstante k zu bestimmen.

Bekannt sind: c = 10 N/cm; m = 0,4 kg.
Die Anfangsbedingungen sind zur Zeit t = 0 S "* x(O) = 1,5 cm;
x(O) = 0 cm/s o
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Beispiel3
Bei einem Einmassenschwinger ist dieser Schrieb
aufgezeichnet worden. Die Amplituden sind auf ein­
fach-Iogarithmischen Papier aufzutragen und das loga­
rithmische Dekrement A daraus zu bestimmen.

0.2

Beispiel4
In einer WalzstraBe werden die Stiicke (Masse
m) mit einem Puffer aufgefangen. Das Ersatz­
system ist reibungsfrei .

Gesucht ist die Dampfungskonstante k = fic;m)
fiir den aperiodischen Grenzfall.

Wie gro6 ist der Dampfungsgrad " , wenn zwei
Stiicke gleichzeitig auftreffen? Die Gesetze fiir
den St06 sind zu vernachlassigen. Es ist das
gleiche bereits oben ermittelte k zu verwenden.
Fiir beide Falle ist das Weg-Zeit-Diagramm zu
zeichnen.

c

BeispielS
Bei einer Konstruktion entspricht bei geschwin­
digkeitsproportionaler Dampfung die Bewegung
dem aperiodischen Grenzfall . Die Bewegung
beginnt mit der Anfangsgeschwindigkeit x(O)
< 0 cm/s aus der Position x(O) > 0 cm. Nach
der Zeit t(l) gilt x(l) = 0 cm. Zur Zeit t(2) hat
der Schwinger den groflten Abstand x(2) .

Entwickeln Sie die Funktion

!:>t = t(2) - t(l)

als !:>t = fix(O»

und !:>t =N(O»

und tragen Sie beide Funktionen in jeweils
einem Diagramm auf.

x

i( 1) t(2)
M
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Beispiel6
Eine Maschine kann mit ihrem Fundament in ihrer Fiihrung
nur vertikale Bewegungen durchfiihren. Die Dampfung ist
geschwindigkeitsproportional .

a) Es wird der Dampfer k2 abgeschaltet. Die Federkonstante
c ist so auszulegen, daB die Amplitude der dritten Periode
nur noch 10% des Anfangswertes betragt.
c = f (Faktor, k1, m).

b) Der Dampfer k2 wird dazugeschaltet. Es soli die Damp­
fungskonstante k2 so ausgelegt werden , daf der aperiodische
Grenzfall erreicht wird. k2 = f (Faktor, kl ) .

c) Skizzieren Sie das Weg/Zeit-Diagramm fur den Fall b) fur die Anfangsbedingungen x(O)
> 0 mm und .t(0) > 0 mm/so Zeichnen Sie fiir t = 0 s die Tangente an die Kurve.

Beispiel7
F iir eine periodische gedampfte Schwin­
gung gelten die Werte:
x = 2 mm ; 0 = 0,2 lis; Wd = 0,6 lis;
'P = 7r/4.

Der Funktionsterm ist

x = e-&·t· x . sin(cud·t + qJ)
'--..-' '-v-'

=X t =X2

Der Extremwert der abklingenden Schwin­
gung x = f(t) ist nicht identisch mit dem
Beriihrungspunkt mit xl = f(t) .

2a) Bestimmen Sie die Zeiten fur die Null­
durchgange:
to(1) = s; to(2) = s.

;tnm

(1)(1)

Ma ximum

Beruhrpu nk t

b) Bestimmen Sie die Zeiten und die x(t)-Werte fur die Beriihrungspunkte
tB(1) = s; tB(2) = s.
xB(l ) = mm ; xB(2) = mm .

Sie die Zeiten und die x(t)-Werte der Extremwerte des Funktionstermsc) Bestimmen
x = j(t)
tE(l) = s;
xE(l) = mm ;

s.
mm.



31 Beispiele, Aufgaben 263

Beis pie l8
Eine gedampfte Schwingung ist aufgezeich- 2,0 X

net worden . Bekannt sind m, c, k. 1,6

a) Zeichnen Sie in das log , Weg-Zeit-Dia- 1,2

gramm die Amplituden und die einhiillende 0,8
Kurve ein. 0,4

b) Wie andert sich die Periodendauer , 0

wenn k = 0 wird, gegenii ber der vorhan-
denen Funktion mit k ;.! 0: (rich tige Ant- 10 40
wort ank reuzen)
Die Periodendauer wird bei k = 0
o gr6Jler o k1einer 10

1
c) Die vorhandene Masse m soil in mj so

,I
gean dert werden, daJl der aperiodische
Grenzfall entsteht. Geben Sie das erforder-
liche Verhiiltnis ml I m = f{") an : :~\
nu ! m = 10.2

0 10 20 30 40

d) In den rechtsstehenden Diagrammen
beginnt jeweils eine Bewegung mit Xo und
vo' (Fiir" > I) .
Tragen Sie in die Diagramme die jeweils
ric htige Weg -Ze it-Funktion ein .

Beispi el9
Ein Hebel schwingt horizontal in der
Ebene x-y urn die Achse z. Er ist in A
gelagert. Die Lagerung in A wirkt als
Feder und Dampfer mit k und c. Das
Massentragheits moment bezogen auf A ist
JA' Gesucht ist:
a) Die Differentialgleichung fiir die freie
gedarnpfte Schwingung.

b) Fiir " = 0,6 soil cO,6 bestimmt werden . cO,6 =f (k ,. JA ; Faktor): CO,6 =

c) Das logarithmische Dekrement fiir den Fall b): AO,6 =

d) Skizzieren Sie das Phasendiagramm (= Phasenbild = Phasenportrat) fiir den Fall b) . Es
gelten die Anfangsbedingungen <,O(t =O) = <,00; lb(t=O) = O.
Zeichnen Sie folgende Punkte deutlich in das Phasendiagramm ein:
I = erstes Maximum der Schwingung;
11 = erster Nulldurchgang der Schwingung;
III = erstes Minimum der Schwingung.
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Beispiel 10
Die Abklingkurve eines Bauteiles wird aufgezeichnet.
Der einseitig eingespannte Balken wird als masseJos
angesehen. Er ist am freien Ende durch mj belastet.
Aus der Kurve lassen sich die Gr6BenxI ; x2 und x3
sowie Td ermitteln . Da die Lage von xm nicht bekannt
ist, werden die Amplituden von der r-Achse gemessen.

Gesucht ist (nicht durch Zahlenwerte und Abmessen)

a) Wo = f( Td; xl ; X2; X3; konstante GriiBen) =

b) Die Masse wird vergrollert , es ist mz = 3· mI ' Wie
groB ist dann der Darnpfungsgrad f}2 im Vergleich
zum urspriinglichen Dampfungsgrad f}1

f}2 = f ( f}j; Faktor) =
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tls

~ f~ '/ / / ;/~
///// // / / //

X = 0

~.k r:~~
/ / // / / / / // /

Beispiel11
Der Zeiger eines MeBinstrumentes schwingt geschwindigkeitsproportional gedampf t , Fiir die
gesamte schwingende Masse ist J s = 1,7E-6 Nms- . Fiir den Bereich von Amplitude <Po bis
zur Amplitude <P3 gilt ( <P = maximale Amplitude)
to = 0 s; <Po = 35° ;
t3 = 1 s; <P3 = 15°.
a) Gesucht ist das logarithmische Dekrement A =
b) Gesucht ist die Abklingkonstante 0 = s-1
c) Geben Sie den Bereich an, in dem die Federkonstante c liegen muB, damit die Schwin-
gung des Systems periodisch ist: .. . .. . > c > ...... Nm.
d) Nach welcher Zeit ist der Betrag der maximalen Amplitude <Pn :s; 5 °: tn = s.
e) Wie groB ist zu diesem Zeitpunkt die Amplitude <Pn = o

Kap.24.5

Beispiell
Eine Masse m wird gegen eine Feder c
gedriickt und freigegeben . Die Masse trifft
auf den Dampfer. Von diesem Zeitpunkt
wird die Bewegung betrachtet. Sie hat im
Punkt x(t=O) = 0 die Geschwindigkeit
x(t=O) = - xo. Die Bewegung soli nach
dem aperiodischen Grenzfall verlaufen und
ist reibungsfrei . Bekannt sind auBerdem
m; 0; c. AlIe Bauteile b1eiben verbunden.

a) Skizzieren Sie das .r-r-Diagramm , tragen Sie den Vektor Xo ein.
b) Geben Sie die Gleichung an: x(t) =f (xo; t; 0; e) =
c) Nach welcher Zeit hat das System den Maximalausschlag t = tmax = f(o)=
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d) Wie groB ist dann der Maximalau sschlag x = xmax = f (io; 0; e) =
e) Geben Sie k fur den aper iodischen Grenzfall an: k = f (m; e; Faktor) =

Kap.24.6

265

t(l)=
t(2) =

Beispiell
Bei dem Beginn der Zeitmessung (t(O) = 0 s) hat eine Masse m = 1,2 kg die Geschwin­
digkeit i(O) = -45 m/s und die Position x(O) = 0,5 m. Die Bewegung ist geschwindigkeits­
proportional gedampft. Die Darnpfungskonstante ist k = 90 kg/s . Die Federkonstante
betragt e = 900 N/m .
Nach welcher Zeit t(l) geht die Masse durch die Position x(l) = 0 m?
Nach welcher Zeit t(2) hat die Masse den groflten Abstand von x = 0 m?
Wie groB ist dieser Abstand x(2) = m
Ausgenommen ist fur den Zustand (2) die Position (0). Die x-t Funktion ist zu skizzieren.

Kap.25

Beispiel 1:
Ein System ist fremderregt. Es wird jeweils ein einmaliger Stof auf das System ausgeubt ,
Dabei werden zwei MeBschriebe aufgezeichnet. Tragen Sie mit > bzw . < ein, ob die
Erregerkreisfrequenz (Fremderregung) griiBer oder kleiner als die Eigenkreisfrequenz
(Eigenkreisfrequenz einer gedampften Schwingung) des Systemes ist.

,Y ( )

~
~ A ~ ~ A~

t
v

~ ~

Kap.25.2

Beispiell
Fur ein federkrafterregtes System mit geschwindigkeitsproportionaler Dlimpfung
( m = 1,2 kg; e = 1,4 N/cm; Fe/e = 28 mm) soli fur den Darnpfer die Dampfungskon-
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stante k ermittelt werden . Fur die maximale
Amplitude i gilt

we,,,,,,,nanz = 1£ - zk
2

2
•

~ m ' m

1

V//r\ax

..
0 ,2 0 ,8 we

0, 6 1 wO
I/s.

Dampfungsgrad
Abklingkoeffizient

Aullerdem sind gesucht:
die Amplitude fur den unterkritischen Betriebs­
zustand bei We = 0,6· Wo

i = mm;
fJ=
0=

Beispiel2
Die Frequenz einer laufenden Maschine und da­
mit ihre Drehzahl (bei einer Welle) kann man
mit einem Zungenfrequenzmesser messen. Ein
Stahldraht kann in seiner Lange verstellt werden ,
indem man ihn mehr oder weniger weit aus
einem k1einen Behalter herauszieht. Das freie
Ende des Drahtes , dessen Masse in der Zusatz­
masse berucksichtigt wird, schwingt am weite­
sten aus, wenn es in Resonanz gerat . Auf einer
Drehscheibe, die den Draht bewegt, kann die
zugehorige Frequenz bzw. Drehzahl aufgetragen
sein.
Gesucht ist die Gleichung fur die Erregerfre­
quenz!e, die Gleichung fur die maximale Am­
plitude i , die Gleichungen fiir die Erregerkraft,
die Dampfungskraft, die Tragheitskraft, die
Federkraft.

m

Beispiel3
Auf einen Zweimassenschwinger (Kupplung­
Getriebe) wird ein veriinderliches Moment (z.B.
durch einen Motor) ausgeubt . Die Schwingung
ist gedampft, Es handelt sich dabei um eine
Federkrafterregung.

a) Stellen Sie die Gleichung auf fur
(we!wO)VI max = f(fJ) =
bei dem VI das Maximum hat.

b) Berechnen Sie fiir diesen Fall mit fJ = 1/2

VI max =

"-M(t)
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Beispiel4
Fiir einen Federhammer (Schmiedehammer) sollen die Amplituden a des Hammers fiir
versch iedene Drehzahlen in das Diagramm und die Tabelle eingetragen werden . Die Feder
ist eine Blattfeder mit der Gesamtfederkonstanten c = 1500 N/m, die Federkennlinie wird
als linear angenommen. Der Antrieb erfolgt iiber die Kurbel r = 100 mm. Die Masse des
Hammers (Hammerbar) betragt m = 3 kg. Die Dampfung ist vernachlassigbar klein.
AuBerdem ist die Resonanzdrehzahl zu bestimmen:
no = 1/min .

0.6

08

0.4

02

n lImin 100 200 300 400 500 600

am

a im

n /1/min
, 0 a 0 3 0 4 0 5 0 • 0 , 0

-0 .6

-02

-0 .4

-0 8

Ka p. 25.3

Beispiel I
Es soli das Weg-Zeit-Diagramm fur den Fall gezeichnet werden, daB auf eine mit einer Un­
wucht belasteten Welle ein StoB (z.B. durch Einkuppeln einer Last) ausge iibt wird .

m
40 x 15

_ _ ~'~ ', .meeK1 l'::-1'0;'1

Beispiel 2
Ein Vibrat ionspriifstand soli durch Massenkraft­
erregung in Schwingungen versetzt werden .
Dazu wird ein F eder -Ma sse-Syste rn
aufgeschraubt. Es besteht aus einem Flachstahl
40xl5 der Lange t = 400 mm. An dem Flach­
stahl ist am freien Ende ein Gehause montiert,
das einen kJeinen Elektromotor enthalt , Gesamtmasse Gehause-l-Motor m = 1,37 kg. Der
Gleichstrommotor ist in der Drehzah l regelbar. In diesem Fall ist wegen der grajJen Ab ­
messungen van m der Fakto r fiir die Beriicksichtigung der Federmasse bei der Schwingung
0,7345 (durch einen Vorve rsuch bestimmt), also gilt
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mges ~ m + 0,7345' mBallren •

x /mm

5 ~~A
0,1 t Is \

~~
V V

Fur die Erregung sind die GriiJlen: me = 6 g; e = 26 mm.

Urn die GriiJlen fur die Berechnung ermitteln zu konnen, wird ein Ausschwingversuch
durchgefuhrt, d.h . der Balken wird bei stehendem Motor angeschlagen und die bei der
abklingenden Schwingung entstehenden Amplituden werden mit DMS (=DehnungsmeJl­
streifen) aufgezeichnet. Die wesentlichen Grundlagen uber die Arbeit mit DMS sind in Kap.
30.2 beschrieben . Es ist mit Hilfe des Diagrammes zu ermitteln :

Federkonstante c;
Eigenkreisfrequenz wo;
Periodendauer Td ;

Abklingkoeffizient 0;
Eigenkreisfrequenz der gedampften
Schwingung wd;
Dampfungsgrad t?;
Darnpfungskonstante k;
logarithmisches Dekrement A;
Erregerkreisfrequenz we (aus Dia­
gramm Abb. 25-3-2 fur V3 max we/wO
schatzen, daraus we);
Erregerkraft Fe fur dieses we'

ProJek tlonDruc ker
Plo tter

ADW- Comp uter

-

Br Ucke
Ver stark er

-
DMS

Beispiel3
Der im Beispiel 25.3 .2 bezeichnete Vibrationspriifstand wird hochgefahren . Dabei stellt sich
heraus , daJl auf die Grundschwingung (Resonanzstelle) noch eine zweite Resonanzstelle
folgt. Der folgende Mellschrieb ist ein echter Schrieb, aufgenommen mit einem AD-Wand­
ler entsprechend der Anordnung nach Kap. 30.2 und Abb. 30-2-7.
-

Bei der Welle nach Beispiel 2, die durch eine Masse belastet ist, wird beim Hochfahren das
folgende Diagramm aufgenommen . In den beiden unteren Bildern ist jeweils ein Ausschnitt
vergriiJlert. Die linke Abbildung ist aus der ersten Resonanzstelle, die rechte Abbildung aus
der zweiten Resonanzstelle . Ermitteln Sie die beiden Resonanzdrehzahlen.
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8,0 UN
6,0

4 ,0

2,0

0

-2 ,0

-4 ,0

-6 ,0

- 8 ,0

6,4 UIV

6,2

6,0

5,8

5,6

5,4 ~
5,14 5,21 5, 9 5,36 5,43 t Is

U/V
2,2

2,0

1,8

1,6

1,4

11, 9 11, 6 11,43 11,50 11,57
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no Resonanz) =

Kap . 25.4

Izmin n(2 Resonanz) = lImin

Beispiell
Bei einer Stanzmasc hine soli die Umgebung weitgehend vor den Schwingungen der Maschi­
ne geschiitzt werden.
Daher soli bei iiberkritischem Betrieb die Durchlassigkeit VD < I sein.
Gesucht ist der Faktor, fiir den diese Bedingung erfiillt ist: Wo < Faktor • We •
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Beispiel2 Fe! A_,
Sch rut t AB

~l J/2

*
~

lW-:r-
j: JJ

Im Laufschritt betragt die Schrittfrequenz ea. 180 Schritte/min . Im Beispiel I zu Kap. 8. I
wurde fur einen Trager die Resonanzdrehzah l mit "" 360 lImin berechnet. Wie lang miiBte
fur den Resonanzfall ein beidseitig frei gelagerter Trager bei der gleichen Belastung und
gleichem Flachentragheitsmornent sein, wenn er als Briickentrager einer Fuflgangerbriicke
dient und als Mitteltrager verwendet wird, auf den die Laufplanken aufgeschraubt sind?

Beispiel 3
Eine Maschine kann mit ihrem Fundament in ihrer Fiihrung nur
vertikale Bewegungen durchfuhren . Die Dampfung ist geschwin­
digkei tsproportional . Bekannt sind:
m = 1100 kg; we = 75,4 lis; Fe = 900 N.

Bei dem dampfungsfreien Fall iJ = 0 (ausgeschaltete Darnpfung)
sollen nur 3% der Schwingungsbelastung auf die Umgebung iiber­
tragen (durchgeleitet) werden . Es ist zu berechnen

a) mit Hilfe der Gleichung VD = 1111 - (we/wo)21 {Gleichung
(25-5-3)} fur diesen Fall we/wO;

b) die Federkonstante c;

c) die statische Verkiirzung der Federn jj, ;

d) fiir den Fall iJ = 0 die maximale Schwingungsamplitude f ;

e) die Resonanzdrehzahl no .

t) Urn den Einfl uB der Dampfung auf die Kraft Fa ' die auf die Umgebung iibertragen
wird, zu ermitteln, ist fur die angegebenen iJ das Verhaltnis von Fa bei eingeschalteter
Dampfung zu Fabei iJ = 0 (ausgeschalteter Dampfung) zu berechnen

0,100 I 0,500 I
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Kap.26

Beispiell
Urn die einzelnen Verfahren vergleichen zu kon­
nen, soli fur eine Welle mit konstantem Durch­
messer die biegekritische Drehzahl berechnet wer­
den.
0d = 160 mm;
£1 = 600 mm; £z = 1700 mm;
£3 = 2900 mm;
Ft = 8000 N; Fz = 12000 N.

r
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I . Gesucht ist die biegekritische Drehzahl nach dem Verfahren von Mohr.

2. Gesucht ist die biegekritische Drehzahl nach dem Verfahren von Rayleigh.

3. Gesucht ist die biegekritische Drehzahl nach dem Verfahren von Dunkerley (Maxwell).
Zu 2 und 3 siehe Aufgaben Kap. 19, 20, 21.

Kap.27

Beispiel 1
Bei einer Walze soil sich die Unwuchtmasse in m
konzentrieren. Die Walze soli in den Auswuchtebenen
I und II ausgewuchtet werden.

Es ist bekannt:
m; r; a ; b;
die Auswuchtradien rt = rz. Gesucht sind die zusatz­
lichen Auswuchtmassen Ut und Uz.

Beispiel2
An den Lagern A und B einer Auswuchtmaschine
werden die umlaufenden Lagerkrafte FA und FB in
gleicher Richtung gemessen. Die Gewichtskraft ist
kompensiert. Die Drehzahl des auszuwuchtenden Ro­
tors betragt n = 1500 l/min . FA = 10 N; FB = 5 N;
a = 400 mm; b = 300 mm.

------ -rr-- ---.
u1 ~m

a

x

Gesucht ist:
a) Die Unwuchten in A und B und die Unwuchtresultierende VR. (VA; VB; VR) .

b) In welchem Abstand x vom Lager A befindet sich die Wirkungslinie von VR?
c) Wie grof sind die Ersatzunwuchten in den Ebenen I und II (VI; Vn)?
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Beispiel3
Bei einem mit w rotierenden System sind die Koor­
dinaten fllr die Auswuchtmasse m3 zu bestimmen. Die
auszuwuchtenden Massen sind ml und m2.

ml = 1,5 kg; xI = lOO mm; rl = 200 mm;
m2 = 3 kg; x2 = 150 mm; r2 = 150mm;
m3 = 4 kg; x3 = mm; r3 = mm.

Beispiel 4 Y- I I
Fur einen Test erhalt ein Rotor in den Ebenen I und 11
je eine drehbare Scheibe mit je einer Unwuchtmasse
u. Die Scheiben konnen arretiert werden. Die Un­
wuchtmassen und die Unwuchten sind gleich. Bekannt
sind f; m; U.
In der Ebene I wird eine Scheibe in der eingezeichne­
ten Position im Fall A und im Fall B arretiert . Zeich­
nen Sie jeweils die Unwuchtmasse der Ebene 11 fur A
und B ein :
I) Fall A: fur die grofltrnogliche Unwuchtresultierende UR. Wie groB ist UR?
UR =
Kreuzen Sie an: Es ist eine
o statische Unwucht 0 Momentenunwucht 0 quasistatische Unwucht

2) Fall B: fur das grolitmogliche Unwuchtmoment V. Wie groB ist V?
V=
Kreuzen Sie an: Es ist eine
o statische Unwucht 0 Momentenunwucht 0 quasistatische Unwucht

x

: m -- -·:tb-
~

', 1 ;, ,
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Kap.28

Beispiel 1
Eine Kurbelwelle kann wie jede Welle Torsionsschwingungen ausfiih­
ren .
Konnen diese Torsionsschwingungen dUTCh Tilgung weitgehend redu­
ziert werden und auf welche Weise kann das geschehen?
(Hilfe : In Abb. 2-2-2 ist ein Doppelpendel gezeichnet und auf das Kap.
28 - Koppelschwingungen hingewiesen).

273

Beispiel2
Fall 1:
Fiir ein System mit zwei Massen und einer
Koppelfeder sollen die Koppelkreisfre­
quenzen bestimmt werden .

Es ist bekannt :
ml = 1800 kg; m2 = lOO kg;
cl = 1,5E5 N/m ; c12 = 9E4 N/m.

/ / 7777////

((/ ( II//!!

Fall 2:
An der Masse ml aus dem System Fall 1
wirkt periodisch eine Kraft mit der Dreh­
zahl n = 500 lfmin. Die auftretenden
Schwingungen der Masse m, solien durch
die Masse m2 getilgt werden. Wie gro6 ist
fiir diesen Fall die Masse m2 auszufiihren?
Wo liegen dann die Koppelkreisfrequenzen
im Fall 2 ?

Fall 3:
Auf das System soli eine Erregerkraft Fe = lOO N wirken. Zeichnen Sie die Diagramme fur
Xl = f(we) und X2 = f(we) .

Tragen Sie die Grii6en wkl; WU; wI; w2; w-yein.

Kap.29

Beispiell
Fiir die gedampfte Schwingung mit Coulomb'scher Reibung sind fiir die I., 2. und 3.
Halbschwingung die Gr66en A und B zu bestimmen. Dabei ist von der Gleichung

X ± e = A ' sineWo • t) + B· cos( Wo • t)

auszugehen. Au6erdem ist fiir den jeweiligen Bereich die Gleichung X = f(t) aufzustellen .
Es gelten fiir die I. Halbschwingung mit i < 0 die Randbedingungen t = 0; X = Xo ;

i = O. Fiir die 2. Halbschwingung mit i > 0 gelten die Randbedingungen t = 7r/wo ;
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x = -xo + 2· e ; X = O. Fur die 3. Halbschwingung ist sinngemaf zu verfahren.

1. Halbschwingung: Al = B I = X =

2. Halbschwingung: A2 = B2 = X =

3. Halbschwingung: A3 B3 = X =

'P Irad I

0 .D1 t Is
0

0 01

Beispiel2
Ein Torsionsstab ist in A eingespannt und in B gelagert. Die Reibkraft
FR im Lager B ist durch trockene Reibung bedingt. Die Scheibe am
Ende des Stabes hat das MassentriigheitsmomentJ . Bekannt sind:
C = 148 Nr m (= 148 N'm/rad);[Hilfe: fur einen Einheitenvergleich
wird zweckmaliigerweise mit der Klammer (00') gearbeitet];
FR = 200 N; 0d = 14,8 mm; J = 15 kg.m2.

Anfangswerte <,o(t=O) = <,00 = 0,06 rad; ep(t=O) = epo = 0 rad/s .

a) Gesucht ist die Differentialgleichung fur ep > 0
und die Differentialgleichung fur ep < 0

b) Gesucht sind die ±Maximalwerte der Amplituden
<,01 = rad; <,02 = rad; und der folgenden Amplituden, bis die Scheibe
in den "Ruhebereich" kommt (mit e = ±MR/c):
c) Zeichnen Sie die Bewegung in das Dia­
gramm, dabei ist die Skalierung der <,0­

Achse vorgegeben . Die Skalierung der
Zeitachse t ist zu wahlen. Dabei miissen
die einzelnen ±Maximalwerte genau ein­
gezeichnet werden, der Verlauf der Bewe-
gung zwischen den ±Maximalwerten kann
skizziert werden .

Kap .30.1

0d
c

,~

A

B

Beispiell
Ein B1echkamin wird durch Spanndrahte gehalten. Die Drahte haben einen Durchmesser
d = 3 mm = £ (charakteristische Liinge in den Gleichungen). Die Windgeschwindigkeit
betragt w = 25 m/s (entspricht Windstarke 9 bis 10). Die Strouhalzahl betragt in diesem
Fall Sr = 0,21. PLuft = 15,lE-6 m2/s. Nach Tabellen wird bei diesen Werten eine in­
stationare Wirbelablosung erfolgen, die einen Spanndraht zum Schwingen bringt. Gefragt
ist, ob diese Schwingung im Horbereich liegt.
Gesucht ist ~ Ktavier

'"
Re = ' 1E1 '1E2 '1E3Hz
die Frequenz, mit der die Ablosung der Wirbel erfolgt f = Hz,

Markieren Sie in der Skala den Frequenzwert. Zum Vergleich ist der Frequenzumfang eines
Klavieres eingetragen.



31 Beispiele, Aufgaben 275

A

N/m 2;

N'm ;
VV durch die Fliissigkeitsreibung.

Beispiel2
Fiir ein G1eitlager soli die
VVandschubspannung TV{ des
Schmiermittels an dem Wellen­
zapfen berechnet werden .
Dafiir wird angenommen , daB
der Zapfen genau zentrisch im
Lager lauft. lm Spalt (Hohe =
y) soli die Geschwindigkeitsverteilung linear sein. Das rechte Bild gibt den Ausschnitt A
des linken Bildes wieder. Fiir die Flachenberechnung kann der Zapfendurc hmesser =
Lagerdurchmesser gesetzt werden.
Gegeben ist:
d = 40 mm; e = 55 mm; y = 0,02 mm; n = 2500 I/min;
01 bei Betriebstemperatur lJ = 3,5E-3 kg/(s ' m)
Gesucht ist:
VVandschubspannung
Reibungsmoment
Verlustleistung

Kap .30.2

Beispiel 1
[K] DMS? 6 DMS?

~ DMS?
~

DMS?

CD ® Halbbr ucke

Auf einen Zugstab sind 2 DMS als Halbbriicke geklebt. Es soli die Dehnung in Kraftrich­
tung berechnet werden . Die Verdrahtung soli fiir maximale Empfindlichkeit der MeBbriicke
erfolgen. Wahlen Sie Fall I oder lI .
Es ist bekannt: UE = 1 V; k = 2,2 ; UA = 165 p.V;
Querkontraktionsziffer fiir Stahl p. = 0,3. Es ist anzugeben, welcher DMS = A und
welcher DMS = B ist. AuBerdem ist e zu berechnen.

Beispiel2
Geben Sie eine einfache Methode an, wie man eine Mellbriicke (Be­
schleunigungsaufnehmer - Feder -Masse-System) eichen kann, mit der
Beschleunigungen gemessen werden sollen.
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LOsungen

Kap. 5 und Kap . 6

Beispiell

Die Welle (I) hat ihre Amplitude in x­
Richtung . Die Achse, auf der die Drehzahl
aufgetragen wird , ist die r-Achse (= Zeit­
achse). Die Drehzahl der Welle hat den
dreifachen Betrag der Grunddrehzahl, sie
muB dreifach in der Grundperiode vor­
kommen .

x(t) ; 5 · sin(3 . t)

Zwei Wellen laufen parallel und haben
Unwuchten in y-Richtung . Davon lauft
eine Welle mit der Grunddrehzahl, wah­
rend die andere Welle mit der doppelten
Drehzahl lauft, Beide Wellen ergeben eine
Resultierende durch die Addition ihrer
Amplituden.

y(t) ;2 ·sin(l ·t) + 5 ·sin(2 ·t)

Im Kap. 27 wird die Auswuchttechnik
behandelt. Es soli eine Reduzierung der
Belastung der Lager durch die Unwucht
erreich t werden . Damit ist die Forderung
verbunden, die Beeinflussung der Umge­
bung zu verr ingern .

31 Beispiele, Losungen
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Bringt man MeBaufnehmer (z.B. DMS =
DehnmeBstreifen) an der Lagerung der Ma­
schine an, die in x- und y-Richtung messen,
so wird das resultierende MeBbild auf dem
Oszilloskopschirm die Lissajous-Figur zeigen.
Eine einfache und preiswerte Methode zur
Darstellung der Schwingungen laBt sich mit
einer Lichtquelle realisieren.

Bei einer elektronischen Messung mit MeBwertaufnehmem muB man beachten, daB die
angezeigte Amplitude entsprechend der Einstellung am Oszilloskop vergroflert oder ver­
kleinert ist. Es gehoren immer zu einer Auswertung die Parameter, mit denen die Meflgera­
te eingestellt warden sind, damit die MeBwerte nachvollziehbar sind.
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Beispiel2
Die Reihe fUr die Rechteckschwingung lautet

y = sin(tp) +.!. · sin(3 · tp)+L sin(5 · tp) +•••
3 5

Die Summe der ersten drei Summanden ist
Die Summe der ersten vier Summanden ist
Ihre Differenz betr agt
Die haIbe Differenz betragt
Dieser Betrag zur Summe der ersten

vier Summanden addiert, ergibt
Auf 1r umgerechnet, ( 1r I n )
erhalt man den Faktor n =
und auf eine ganze Zahl gerundet

1.0

0 ,8666666666
0,7238095 238
0,14285714 22
0,0714285711

0,7952380949

3,950505734
4

31 Beispiele, Losungen

I I r

' - 0. 6

' - 0. 8

' - 1. 0
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Beispiel3
Mit einem Oszilloskop wird die Lissajousfigur aufgenommen .

Das Frequenzverhaltnis betragt: 4 I 1

) 1\

I

V

Kap.7.1 y
11

x

- 11

Beispiell
Da die Darstellung aus sin-Schwin­
gungen erfolgen soIl, wird eine Fou-
rierreihe gewahlt , Es miissen -11
zunachst die Fourierkoeffizienten f---'-'-- - + - - - - +--- - - -,.I''----__~

untersucht werden. Die Funktion ist
nach Kap. 7 (Zusammenfassung)
ungerade, daher sind a1leAn = 0, es
existieren nur die Bn-Summanden.
Fiir die Funktion gilt

f(x + 2 ·lt) ; f(x) ,

und fur die Grenzen, (da aus der Aufgabenstellung bekannt ist, daB die Losung mit sin-
Schwingungen erfolgt, mull fur x = 71' =? fix) = 0 folgen):

f(x) ; {
x fiir -It < X < +It

o fiir z > ±It

Damit ist zunachst in der Integration
2n

Bn ; 1- f fix) . sin(n' x) . dx ,
It 0

(7-1-5)

und in diesem Fall
+n

B ;
n f x . sin(n'x)'dx ,

It
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und mit fU'dv = u·v - fv ·du

fx sin(n'x)'dx = - x · cos~ 'X) + JcoS~'X).dx ,

fx . sin(n' x) . dx = - x· cos(n' x)
n

sin(n ' x)
+ - - -

n2

1t 'cos(n .1t) + sin(n .1t») _( _ -1t 'cos(n .1t) + sin(n .1t»)],
n n 2 n n 2

Bn =; '[­
Bn = ; .[(-

Es ist dann mit den Grenzen fur B; aus Gleichung (7-1-5) und dieser Funktion
+1t

x · cos(n .x) + sin(n' X)] ,
n n2

-1t

da gilt
folgt

cos(n- n) = cos(n ' (-1t» , sin(n ·1t) = sin(n ·(-1t» ,

2

n

Fur n = ganzzahlig und positiv wird

B = - ~ . (-1) fiir n = 1 ; 3 ; 5 ; ... ,
n n

2B = - - ' ( +1)
n n fUrn =2 ;4;6 ; ...

und damit allgemein

Es ist die gesuchte Funktion
00

fix) = L BR' sin(n' x)
n =l

und die einzelnen Glieder der Summe sind
fix) = 2· sin(x) ,

fix) = 2· ( sin(x) _ Sin~ ' x») ,

fix) = 2 · ( sin(x)
sin(2' x)

2
+ Sin(~ 'X) _ ...) .
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n n 2
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n 3 n= 4

n =9 n = 30
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no

F
+ Fpf--- - ---,

Beispiel2
Eine Schwingung erfolgt mit Coulomb'scher
Reibung. Die Reibungskraft bei trockener Rei­
bung ist nach Kap. 29 konstant. Fur den Bereich
von 0 bis 2· 7r betragt sie F = ± FR' Der
Vorgang ist periodisch. Es gilt

{
F fiir O<X<1t

fix) = -F: fiir rt < X < 2 ·1t

Da sich an der Stelle x = 7r die Unstetigkeitsstelle befindet, muJ3 die Losung in zwei
Integrale geteilt werden. Die Funktion ist ungerade, daher sind alle A-KoeffizientenNull.

Aa = 0 ; An = 0 .

Damit ist mit (7-1-9)

2 IT ;n( 2 . 1t.n )s; = T a f(X) 's~-T-'x -dr rnit T = 2·1t

11: 2 ·n

s, = .! I FR'sin(n'x) 'dx + .! I -FR·sin(n·x)·dx.
1t a 1t n

An dieser Stelle muJ3 streng auf die -Zeichen geachtet werden!

s, = :R [(- ~.cos(n'x)I) + ( - ( - ~ .cos(n ,x)T))],
FRBn = - [ - (cos(n·1t) - cos(n'O» + (cos(n ·2 ·1t) - cos(n·1t»] .

n·1t

Da eosin- 0) = costn- 2· 7r), folgt
FRBn = - ( - 2·cos(n ·1t) + 2'cos(n'O») .

n ·1t

Fur n = I; 3; 5; ist cos(n'7r) = -1 und cos(n·2·7r) = +1,
Fur n = 2; 4; 6; ist cos(n'7r) = +1 und cos(n·2·7r) = +1 .

Also folgt fur alle n = 1; 3; 5; . ..
FRB = -·4

n n .Tt

und fur alle n = 2; 4; 6; ...
FRBn = -- • 0 ; Bn = 0 .

n ·1t

Die Schwingung ist damit

F(t) = 4 · :R . (Sin(W' t) + 1. .sin(3 ' ca : t) + 1.. sin(5 . W • t)
3 5

+ .. .) .
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Kap.7.2
Beispiell

Ordnun s n-I

Ffi) n o,o Fii) 0 costn- ([)) Fii) »sin(n 0 ([))

0 000 0 0000 0000

I 1866 30 16160 9 330

2 -fl,{:'7 60 -4 , , 5 -7508, -10.00 90 0.000 -10.000

4 8 66 120 -4 " 0 7 500

5 I 33 150 - I 152 0665
6 0 00 180 0000 0.000

7 -114 210 I 160 0670

8 -867 240 4.115 7.508

9 1000 270 0000 -10 000

10 8 66 300 4330 -7500

11 -1867 330 -16 16Q 9.335

Summe: 00 Summe: 00

F,(rp) = O'cos(l ' rp) + O'sin(l ' rp) = O'sin(I ' rp + 0) .

Da beide Summen = 0 sind, existieren keine Drehzahlen der l. Ordnung

:)rnnilnIJ =2

i Fm n v i» Ffi) 0 ('{)«n 0 e ) Fm. sintn- '0)

0 000 0 0000 0000

I 18.66 60 9.110 16.160

2 -867 120 4330 -7508

3 -10.00 180 10000 0000

4 8 66 240 -4.330 -7.500

5 1 33 300 0665 -1 152

6 000 360 0000 0000

7 -1 34 420 -0 670 -I 160

8 -867 480 4 315 -7508

9 10 00 540 -10.000 -0000

10 866 600 -4330 -7500

11 -1867 660 -9.115 16 168

Summe: 00 Summe: 00

F2( rp) = O' cos(2 ' rp) + O' sin(2 ' rp) = O' sin(2 ' rp + 0) .

Da beide Summen = 0 sind, existieren keine Drehzahlen der zweiten Ordnung.

283
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Ordnung n=3

31 Beispiele, Losungen

i F(i) n'cp F(i)· eosin- cp) F(i)· sin(n ' cp)

0 0,00 0 0,000 0,000

1 18,66 90 0,000 18,660

2 -8,67 180 8,670 0,000

3 -10,00 270 0,000 10,000

4 8,66 360 8,660 0,000

5 1,33 450 0,000 1,330

6 0,00 540 0,000 0,000

7 -1,34 630 0,000 1,340

8 -8,67 720 -8,670 0,000

9 10,00 810 0,000 10,000

10 8,66 900 -8,660 0,000

11 -18,67 990 0,000 18,670

Summe: 0,0 Summe: 60,000

F3( rp) = o·cos(3 . rp) + 10 ·sin(3 ' rp) = 10 ·sin(3 . rp + 0) .

Flir die Fourierkoeffizienten erhalt man

A3 = 2/12 • E = 1/6 • 0 = 0 ,

B3 = 2/12 • E = 1/6 . 60 = 10 .

Daraus die Amplitude

C3 = '11(02 + 102 ) = 10 (Zum Vorzeichen siehe Kapitel Beispiele, Anmerkung 5)

und die Phasenverschiebung

Es existiert eine Welle, die mit der 3-fachen Drehzahl der l.Ordnung rotiert.
Ihre Unwucht betragt 10 Einheiten.
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Ordnung n=4

i F(i) n·'P F(l)· cos(n· 'P) F(i) · sin(n· 'P)

° 0,00 ° 0,000 0,000

1 18,66 120 -9,3 30 16,160

2 -8,67 240 4,3 35 7,508

3 -10,00 360 -10,000 0,000

4 8,66 480 -4,330 7,500

5 1,33 600 -0,665 -1,152

6 0,00 720 0,000 0,000

7 - 1,34 840 0,670 -1 ,160

8 -8,67 960 4,335 7,509

9 10,00 1080 10,000 0,000

10 8,66 1200 -4,330 7,500

11 -18,67 1320 9,334 16,169

Summe: 0 ,0 Summe: 60,000

Filp) = O·cos(4 ·1p) + 10 ·sin(4 ·1p) = 1O ·sin(4 ·1p + 0) .

Fur die Fourierkoeffiz ienten erhalt man

A4 = 2/12 • E. .. = 1/6 . ° = °,
B4 = 2/12 . E. . . = 1/6 • 60 = 10 .

Daraus die Amplitude

und die Phasenver schiebung

tan 'P4 = A4 I B4 = 0/10 = ° =>

Es existiert eine Welle , die mit der 4-fachen Drehzahl der l. Ordnung rotiert.
Ihre Unwucht betragt 10 Einheiten.

Das Drehzahlverhaltnis der beiden Wellen betragt somit 3:4 .

285
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2

Beispiel2
Die Tabellen werden wie im Beispiel
I aufgestellt.

l.Ordnung Summe = 0 ; O.
2.0rdnung Summe = 0 ; 24.
3.0rdnung Summe = 0 ; 10,8.
Ab der 4. Ordnung sind in alien
Spalten die Summen der Spalten =

O.

Unwuchtmasse u Ig

Rechnerisch existiert keine Welle mit
der Grunddrehzahl. In der Stiickliste
ist die Welle mit der zweifachen
Grunddrehzahl => 2. Ordnung die Welle mit der Nr.l, die Welle mit der 3. Ordnung ist die
Welle mit der Stiicklistennummer 2. So sind auch im Diagramm die Nummern eingetragen.

Fiir die Fourierkoeffizienten der 2. Ordnung erhalt man

A2 = 2/12 • E = 1/6 • 0 = 0,
8 2 = 2/12 • E = 1/6 • 24 = 4.

Daraus die Amplitude

C2 = V(02 + 42) = 4

und die Phasenverschiebung

tan 'P2 = A2 I 8 2 = 0 I 4 = 0 =>
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Fur die Fourierkoeffizienten der 3. Ordnung erhalt man

A3 = 2/12 • E = 1/6 • 0 = 0,
B3 = 2/12 • E = 1/6 • 10,8 = 1,8.

Daraus die Amplitude

C3 = V(02 + 1,82) = 1,8

und die Phasenverschiebung

tan "'3 = A3 /83 = 0 /1.8 = 0 '*

287

Mit der Berechnung der Periodenzeit fiir die Grundschwingung und der Eigenkreisfrequenz

2'n 2 'nT, = -- '* w, = -- lIs = 41,87 lIs
w, 0,15

erhalt man entsprechend den Ordnungen die Eigenkreisfrequenzen und die Drehzahlen der
tatsachlich vorhandenen Wellen zu

(,)2 = 2· (,), = 83,73 lIs '* n2 = 800 l/min;

(,)3 = 3 · w, = 125,6 lIs

Welle I :
XI = 4 • sin(83,73·t + 0)

Drehzahl nl = 800 min-I;

Unwuchtmasse uI = 4 g;
Eigenkreisfrequenz wI = 83,73 5-1.

Welle 2:
x2 = 1,8 • sin(125,6' t + 0);

Drehzahl n2 = 1200 min" ;
Unwuchtmasse u2 1,8 g;
Eigenkreisfrequenz w2 = 125,6 s-I .

Kap.8.1

n3 = 1200 l/min .

A
X
4

3

2

lx

3

Ordnung

F

8000'2003 N -cm '----- ---- = 0,7 cm .
3 '1450 '2,IE7 cm"- N/cm 2

Beispiell
Die statische Durchbiegung betragt
eingespannten Trager

=~ID 3·[.·E

fiir den

Damit ist mit (8-1-14)
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'iai, = 300 l/min = 358 l/min.
.;0;;
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Der Motor darf in seiner Betriebsdrehzahl nicht mit dieser Drehzahl laufen, da dann das
System in Resonanz gerat.

Ebenso darf aber auch in der Nahe keine Maschine mit dieser Drehzahl laufen, da durch
Schw ingungsiibertragung das System ebenfalls in Resonanzschwingungen geraten wiirde .

Siehe hierzu auch Kap. 30.5 Erdbeben und Schwingungen.

Beispiel2
Das System wird mit den Ge­
setzen der Statik freigemacht,
die Elemente werden einzeln
betrachtet. Die Scheibe rollt an
der Wand wie an einer Zahn­
stange ab, wobei der Mitte l­
punkt der Scheibe die
Geschwindigkeit x, hat.

Aus dem mittlerem Bild folgt

LF = 0 = -m2 'x2 - S2

Fiir das reehte Bild gilt

F

m ' r 2
J =_I_ .

2 '

und damit ist fur das linke Bild

L Fx = 0 = S2 - ml • XI - F + SI '* SI'

L M = 0 = -S2' r + J . rP + SI . r '* SI'

Beide Gleichungen werden nach SI aufgelost und gleichgesetzt. Mit den anderen Groflen
erhalt man die DGL

.. c 0
XI + ' xl = .

l 'm + 4'm2 I 2

Der Faktor von XI ist die gesuchte Eigenkreisfrequenz

c

l·m + 4'm2 I 2

Fiir den Fall ml = m2 = mist
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w ~o

Greift man an dieser Stelle auf Kap. 22.4 zu, so kann man fiir diese Aufgabe die Gleichung
fiir den Federgefesselten Drehschwinger einsetzen und damit den Losungsweg abkiirzen

LCio,;z + FGoe ocosp

Ja + ml ol z

Ja ~ J + m, 0 (2 0 r)l ; I ~ 2 0
' ; P ~ 90° ; cosp ~ 0 ;

C

F

Beispiel3
Das System wird wie in dem
Beispiel 1 freigemacht, die
Elemente werden einzeln be­
trachte t. Die Scheibe roJlt an
der Wand wie an einer Zahn­
stange ab , wobei der Mittel­
punkt der Scheibe die Ge­
schwindigkeit Xl hat. Aus dem
Bild fiir die Masse m2 folgt

L F ~ 0 ~ ml 0 g - mz 0 Xl - 8z =? 81 ~ mz 0 g - ml ' Xl 0

Fiir das rechte Bild gilt

00 XIrp ~ -
r

m ., z
J~_l_ o

2 '

fiir das linke Bild (Schnitt durch die Feder am Angriffspunkt an der Scheibe) gilt:

Der Weg der Federkraft setzt sich aus der statischen Verlangerung ID und der Dehnung
durch die Schwingung zusammen. Die statische Verlangerung j[, wird durch die Belastung
durch die beiden Seilkrafte und die Gewichtskraft der Scheibe bewirkt.
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F ; C 'lfD + XI) ; (2 ' m2 •g + ml •g) + c· XI

und damit ist in der Abb. fur das Teilsystem der Scheibe

E Fx ; 0 ; S2 - ml • XI - F + ml •g + SI ~ SI '

3/ Beispiele, Losungen

Beide Gleichungen werden nach SI aufgel6st und gleichgesetzt. Dabei heben sich alle
Summanden , die g enthalten (also die Gewichtskrafte) heraus. Man erhalt mit den anderen
Gr6Ben die DGL erhalt:

C 'x
I

; 0 .

~'m + 4 'm2 I 2

Der Faktor von XI ist die gesuchte Eigenkreisfrequenz

6) ;o
c

~ 'm + 4 'm2 I 2

Fur den Fall ml = m2 = mist

6)0 ; ~ 1
21

.~ .

Vergleiche den Losungsweg nach Kap. 22.4 bei der vorhergehenden Aufgabe.

Beispiel4
la ~ siehe Gleichung (8-1-14)
Auf jeder Feder lastet 1/4 FG , so daB die Gesamtbela­
stung FG ist, die Anzahl der Federn spielt also keine
RoUe. lfD in cm !, fur die Einheiten siehe auch Bei­
spiel 5).

1t ;_I_. ~ mit c ;FG ;m·g ,
o 2 .1t ~ -;;; X X

It ;_1_ . G '" 5 ' r:! => n '" 300 .
o 2 .1t ~ -; ~ ~ 0 fT

';/D
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Beispiel5
Federkonstante

Fa
C =-

ID
= 230 ~ = 46 N/cm .

5 cm

Eigenkreisfrequenz

w = ~ c'g = ~ 46 ·981 IN/cm'crn/s 2 14 lIs .
o Fa 230 ~ N

Periodendauer

2·1t
To = -- = 0,449 s.

Wo

Eigenfrequenz

110 = - = 2,23 lIs .
To

Kritische Drehzahl (Resonanzdrehzahl) - auch mit der Kurzformel gerechnet (8-1-14)

no = 60 '/0 = 133,8 l/min; no = 300 = 134,1 l/min.

/To
Die Schwingungsgleichungen sind

x = x' sin( wo' t+rp) x = x·wo' cos(w o' t+rp) .

Die Anfangsbedingungen sind

t = 0 s; x(O) = x m; x(O) = v(O) = 0 mls ,

Damit kann man die Phasenverschiebung berechnen

mit t=O s "* x=x 'sin(wo'O+rp) "* sin(wo'O+rp) =1 "* sinrp =l.

Dann ist die Phasenverschiebung cp

sin rp = 1 "* rp = 90° ; ", =.2:
2

Die Weg-Zeitgleichung ergibt sich zu

x = x 'sin(w · t +.2:) = x 'cos(w · t) = 6O·cos(14 ·t) mm .0 20

Die Geschwindigkeits-Zeitgleichung ergibt sich zu

x = -x' wo·sin(wo·t) = -840 ·sin(14 ·t) mmfs .

Die Beschleunigungs-Zeitgleichung ergibt sich zu
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x = -x' (,)~ 'cos((,)o · t) = -11760·cos(14 ·t) mrn/s 2
•

Die maximale Geschwindigkeit ist mit 14· t = 1r12; 31r/2... , da dann sin(l4· t) = list,
Xmax = '1'840 mrn/s .

Die maximale Beschleunigung ist mit 14· t = 0; 1r; 27r.... , da dann cos(l4· t) = list,

Xmax = '1'11760 mrn/s 2
•

Beispiel6
Ein Ventilator (4 Fliigel) ist in einem
Rohr eingebaut. Die Welle lauft
durch ein Lager, das mit drei Stre­
ben im Rohr befestigt ist. Das Sy­
stem hat zwei Eigenkreisfrequenzen:
"'01 = 66 s·1 und "'02 = 314 s-I.
Bei welchen Drehzahlen der Welle
(Erregerdrehzahlen) kommt das
gesamte System in Resonanzschwingungen:
4 Ventilatorfliigel , 3 Streben. Pro Umdrehung erfolgen 12 Anregungen.
nOI = "'01 . 30 / 1r = 630,25 min'" ; nl = nOI / 12 = 52,2 min-1 ;

n02 = "'02 . 30/ 1r = 2998,47 mirr! ; nz = noz / 12 = 249.87 min' .

Kap.9.3

Beispiell
Aus dem Kap. 9.3 folgt

Fiir die Bestimmung von Towird die erste Ableitung gebil­
det und Null gesetzt.

dT: 2' -.! [(0+2 .e .m) .m.g .e-() +e2.m) .m .g]
_0 ="""':':( ) 2 . s =0
de 2 '" Nenner .

fE.e

-------- .-- --- -S i

In einem Quotientenprodukt , das Null ist, reicht es aus, wenn ein Zahler Null wird:

2'e 2'm 2'g - }s·m·g - e2 ·m 2.g = 0 .

Die Gleichung wird nach e aufgelost
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Das ist gleichze itig der Tragheitsradius des Systems (Kap.
22.1)

Js = 1,233E-2 kg' m2;

e = 0,0707 m;
Tmin = 0,7544 s.

Dabei gilt fur eine Scheibe

Js = m·,2I2 ; m = {}·7I'·,2·b

e ; , ./0,5 ; "0,707 .

0,2

t i«

Trrun

0,1 elm

Beispiel2
Es werden die Gleichungen fur die Massentragheits­
momente Js aufgestellt, indem man die Gleichung (9­
3-8) nach Js umstellt. Mit dem Satz von Steiner wird
durch Gleichsetzen der Js fur die Aufhangung in den
beiden Pleuelaugen

Man kann durch Einsetzen von e2 = f - el nach el auflosen und erhalt

R'(T; _ 4;2R)

Kap.l0

J
~

F

~_-----, '----_ m-'--F __=_J; r::; :r .
y ; F· b· R'za '[1 _(!?)2 _(~)2]

6·E ·/ R R

kann in der folgenden (fiir diesen Fall umgewandelten) Form benutzt werden :

Beispiell
Die Gleichung aus der Tabelle
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Es werden die Gleichungen aus Kap.lO iibernommen. (Die Nummern der Gleichungen sind
entsprechend angegeben).
Fiir jedes Masseelement ist Weg und Geschwindigkeit mit der Amplitude.qjz) (= maximale
Amplitude an der Stelle z):

x(z,t) : xo(z)' sinew . t) ,

i(z,t) : xo(z)' w . cos( w. t) .

Fur die Angriffsstelle der Kraft gilt

p·f3
x =--- und darnit

mu 48 'E '[

eingesetzt in die vorgegebene Gleichung folgt

x(z) : 48·E ·[·.-!..·(3·f 2·z - 4 ·z 3) ·x .
o 48.E .[ f3 mu

Die Energie eines Masseteilchens ist mit (10-1-7) und Abb. 10-1-2

dE :.!.·dm ·[i (x,z)f : .!. · m
p .[L(3'f 'Z-4 .z3)f·dz.i 'w2 ' COS2(w ·t)

2 2 f r mu •
---~ --- "-v-'" --- "'-..-"

Die Energie der Punktmasse betragt

Em : .!.. m .x~ . w2 • cos'(W • t) .
2

(10-1-3)

(10-1-4)

(10-1-6)

(10-1-7)

(10-1-11)

Damit wird die Gesamtenergie

: .!..[~·fl(3 'f2'Z - 4 ·Z 3)2 ·dz
2 f · ( 3 )2 0

~--~---~

Egos : .!. .[.!.?.m + m] 'x2
• w2 'cos2

( W ·t)2 35 p max

. 17 1
nut men; : 35 'm p + m " '2 'm p + m .
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Kap.15.2

Beispiell
a) ; b)

w.
k

= l.J . ,p2 + '! .J . ,p2 + .!J .,p2
2 S 2 I 2 2

mit J 1 = ml • r~ ; J2 = m2 ' ri ;
Wp = .! ' C ' 1{)22 D

295

c)

d)

e)

t)

L = W. - W = .! ' [J . Ih2 + J . Ih2 + J . Ih2 - C
k P 2 ST IT 2T D

aL J . J . J '_= 'm+ ' m + ' m 'a,p S TIT 2 T ,

d ( aL) J - J .. J -__ = 'm+ ' m + ' m'dt a,p S TIT 2 T ,

aL
- = - CD ' I{) ,
al{)

( aL )" _ aL = 0 ' (J J J) - 0a,p aI{) , S + I + 2 • I{) + CD' I{) = •

g)

5 ·m·g·r

h)
l{)(t=O) = A'sin(wo'O)+B 'cos(wo'O)=O ~ B=O mit cos(Wo 'O) = 1;

,p(t=O) = A· Wo 'cos(wo ' 0) =,po ~ A = ,po ,
Wo



296

Beispiel2
Ein Kran rol1t reibungsfrei, dabei pendelt die Last m2.
Gesucht sind mit Hilfe der Lagrange 'schen Gleichungen
zweiter Art die Differentialgleichungen.

Die Abbildung ist identisch mit Abb. 15-2-3 in Kap. 15.2­
Lagrange'sche Gleichungen zweiter Art. In diesem Kapitel
befindet sich der vollstandige Losungsgang,
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Kap.16

Beispiell
Zuerst wird die Parallelschaltung berechnet, da
sie schwingungstechnisch den Aufhangepunkt fur
die Feder 3 ergibt:

c l2 = cl + c2·

Dann folgt die Hintereinanderschaltung mit

lI c123 = lIcl2 + IIc3'

Und schlieBlich

c ges = c l23 + c4 = 2660 N/cm .

f, = _1_ .~ cg.. = _1_ .~ 2,66E5
o 2 '~ m 2 '~ 50

l/s .

x Mit al1en Federn
ergibt die Funktion
x = f(t)

Nur mit den Fe­
dern 3 und 4 ergibt
die Funktion
x = f(t)



kg1D/(s2m ) = 32,95.!..
kg s
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Beispiel2
Fall 1:
Das Seil wirkt wegen seiner Elastizitat als Feder.

1Sr3.8E6
wI = ~ -;;; = ~ 3500

Die Gleichungen fur Weg und Geschwindigkeit sind

x = x·sinew.t); i = x· w· cos(w. t) .

[ - -

m
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Fiir den Beginn des Blockierens ist t = 0 s, damit ist cos(w· t) = 1 und daraus

x = .s. = _5_ mfs = ° 1517 m mit i = "o .
I w

t
32,95 lis '

Das Seil wird urn die Amplitude xI gedehnt, die Federkraft ist Fs = Cs 'xl mit cl = <s­
Damit ist die Gesamtbelastung fiir den Fall 1

Fges • = Fmax I = Fpeder + FLast = Cl ' x. + F Last '

N mFges • = 3,8E6 '0,1517 -'m + 3500 '9,81 kg'! = 6,IE5 N.
m s

Fall 2:
Seil(feder) und Feder sind hintereinander geschaltet (mit cl = Cs; C2 = CF) :

= 3,2E5 N/m.

Dann ist mit den Rechenschritten wie im Fall 1

w2 =~ = 9,57 lis,

X
2

= _5_ m = 0,52 m,
9,57

Fges 2 = 2E5 N.

Durch das Zwischenschalten der Feder ist die Seilbelastung von 6,1E5 N auf 2E5 N redu­
ziert worden.
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5 m

~x
~'

Beispiel3
Die Welle wird als starr und rnasse­
10s angesehen, Daher besitzt sie kein
Massentragheitsmoment urn den
Schwerpunkt. Zur Errnittlung von
Cges wird angenornrnen, daB die
Kraft Fs im Schwerpunkt S angreift.
Die Bewegung erfolgt nur in .r-Richtung. Es werden die Mornente errnittelt

F. 0 (p. + ~) - Fs' ~ = 0 ; F2 0 (p. + ~) - Fs' fl = 0 0

Wird der Strahlensatz aufgestellt , so ist

x - XI _ x2 - XI 0

f
l
-~'

Die Auslenkung erfolgt durch die Kraft Fs, darnit kann fur Cges gesetzt werden

cosox=Fs ; r,
g c =-

ges X

Die oben gewonnenen GrOBen werden in diese G1eichung eingesetzt. Dabei fallt die Kraft
Fs durch Kiirzen sofort heraus. Danach wird fur Cges = lIN geschrieben und der Nenner
allein bearbeitet , urn die Schreibweise zu vereinfachen.

r,
cgos

(
Fs of. Fs o~

-....,.::....,.::--,- of
lc2 °Cf. + f2) cloCf. + f2)

N=

Cl 0 fl
2

- fl 0 ~ 0 c2

CloC2°CfI + 12)

fl + 12
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c2 ' /2 ' (l1 + 12)

C! 'C2'(l1 + t,l

1

N
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Diese Gleichung ist identisch mit der Gleichung (28-3-24) aus dem Kap. 28,3 -Koppel­
schwingungen , Es ist keine Parallelschaltung der Federn, da die Federwege nicht gleich
sind, Mit (I = (2 = (/2 und Cl = c2 = C wird daraus die Parallelschaltung c ges = 2· c.

Beispiel4
Es sind sechs schwingungsfahige Systeme gegeben.
a) Fur jedes System ist cres zu bestimmen.
Dabei gilt fur die Systeme Ibis 3: c l ;r c2 ;r c3'
und fur die Systeme 4 bis 6: cl ;r c2'
b) Es ist fur jedes System To zu bestimmen und zwar unter der Voraussetzung ,
daB in den Systemen 1 bis 3 jeweils cl = c2 = c3 = c ist,
und in den Systemen 4 bis 6 jeweils c l = c2 = C ist.

r1
C1 m

C2

CJ

[;lCl

C2

m
C3

B
~

Cl

C3

(1)

(2)

(3) Cres = Cl + C2 + C3 '

Cres = 3 ' C ; To = 2 ' 1t , ~ m ,
3 'c



300

(4)

l;!C1 C2

IT
(5)

C2

m

(6)

b:C2

Kap.18

Beispiel I
Die statische Durchbiegung ist

Fof 3

tD = 48 % £

F of 3 °64
= 0,04245 mm,

48 °£ °11 °d4

rnit
Foc = - = 7065E4 N/mmtD '

31 Beispiele, Losungen

x
mm

0.2t-
e
- - --+- t-- - - - - - --l

folgt die Eigenkreisfrequenz

IU = ~ c og = 480 lIs
o Fa

und darnit die biegekritische Drehzahl

n = 30°480 l/min = 4590 l/min.
krit 11

1000
n 1/mln

Die Welle zentriert sich nach Durchlaufen der kritischen Drehzahl urn den Schwerpunkt,
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Kap. 19, 20, 21

Beispiell

0d = 160 mm;
£, = 600 mm;
£2 = 1700 mm;
£3 = 2900 mm;
F, = 8000 N;
F2 = 12000 N .

301

1. Gesucht ist die biegekritische Drehzahl nach dem Verfahren von Rayleigh.
Es wird zunachst nach Kap. 19 uber die Superposition die Verformung ermittelt:
Dabei ist der l.1ndex der Ort der Forrnanderung und der 2.Index der Ort des Kraftangriffes

Yl1 = 0,02592 cm; Y22 0,08497 cm;
Y12 = 0,04858 cm; Y2' = 0,03239 cm;
Y, = 0,07451 cm; Y2 0,11736 cm.

Damit ist mit den Werten fur Y, und Y2nach dem Verfahren von Rayleigh

Wo = 97 lis ~ nkrit = 925 lImin .

2. Fur die Berechnung nach Dunkerley (Maxwell) wird y" und Y22 eingesetzt:

Wo = 94 lis ~ nkrit = 898 lImin .

Fur die Losung nach Mohr siehe Kap. 26.

Achtung : Wenn Sie fur Y2' einen anderen Wert erhalten , dann pnifen Sie , ob Sie in der
G1eichung fur die Berechnung der Durchbiegung an dieser Stelle sinngemiiB die Langen
vertauscht haben. Die Formel ist spiegelbildlich anzuwenden!

Beispie12

0 d = 40 mm; rn, = 40 kg; rn2 = 20 kg.

Ft = mt'g = 392,4 N; F2 = 196,2 N ;

I = Tt· d
4

= 12 566 cm 4 •
x 64 '

~
~P 600 ~

392,4' 2Q2 ' 4Q2 = 5,287E -3
3 . 12,566 ' 2.1E7 ·60

cm,
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/2 = Y2
F2 ' a 2 'b 2

3 -t, ·E · R

31 Beispiele, Losungen

196,2 ' 3c¥ ' 3c¥
= 3,346E-3 cm,

3 . 12,566 .2.1E7 . 60

nlait = 300 = 3230 1/min.
JYl + Y2

Kap. 22 und 22.4

Beispiel1
1. Fur den Ansatz der DGL gilt , daB die statischen
Gewichtskrafte nicht beriicksichtigt werden, da sie
durch die statische Federkraft im Gleichgewicht gehal­
ten werden. Das System pendelt urn die Null-Lage
(siehe Kap. 8). Mit

x = 2 · R' rp ; FF = c· x = c· R' tp

ist die DGL mit den wirksamen Momenten

J B ' rp + FF'R + m·x·2·R = 0 ,

Durch Ordnen erhalt man die DGL zu

(JB + m ' 4 ' Rl rp + C' R2 . tp = 0 .

Die Division durch ( ) fuhrt dann mit dem Faktor von 'P auf die Eigenkreisfrequenz

c 'R2
rp + · tp = O

J B + m '4'R 2

2. Fur den Federgefesselten Drehschwinger kann man mit (22-4-1) sofort schreiben , wenn
man berucksichtigt, daB der Schwerpunkt praktisch bei tJ = 90 ° liegt und damit costJ = 0
ist
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B

(,) ;o

Beispiel2
Es muB fur das Drehschwingersystem sein:

(,)0 ; ~ L ci ' r i
2

•
Ja

Federkonstante C und Masse m sind gesucht.
Deshalb ist der Zahler auf eine Federkonstante
und der Nenner auf eine Masse zuriickzufiihren.
S fuhrt eine Drehbewegung aus. R fuhrt bei
kleinen Winkeln eine Langsbewegung aus. Das
Ersatzsystem fiihrt ebenfalls eine Uingsbewegung aus. Durch Division mit fR

2 in Zahler
und Nenner wird in eine Langsbewegung transformiert. Siehe hierzu den Zusammenhang
zwischen Weg und Winkel im zweiten Teil der Losung:

cR • R; + cp' pp2

Js + ms' RS
2

+ ~ . Ri.
Ri.

C

m

Fur das Ersatzsystem ist Federkonstante und Masse gesucht:

(

f, )2
CR + Cp·t

Somit ist die gesuchte Federkonstante und die Masse des Ersatzsystems

(

Rp )2 J s + ms' Rs
2

C ; CR + Cp' - ; m ; mR + mDreh ; mR +

~ Ri.
Ebenso hatte der direkte Ansatz mit (22-4-1) fur Wo das gleiche Ergebnis gebracht.

Zur Kontrolle wird die Federkonstante des Ersatzsystems iiber die potentielle Energie der
beiden Systeme ermittelt .

Der Zusammenhang zwischen Weg x und Drehwinkel cp ist

Xp;Rp'rp ; X;RR'rp =? rp;.!... =? Xp;Rp ' -;-

RR 'R

und damit ist fiir beide Systeme die Energie fur den jeweiligen Fall

Wpn_ ; ,!"c·x·x ,!, .c .x2
~. 2 2'
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Diese beiden Gleichungen werden gleichgesetzt und XF eingesetz t:

c = c + C . ( i'F)2
R F PR

Beispiel3
Hilfe : \O(t=O) = 0; <p(t=O) = <Po

a) mit (22-2-7) und den Zusatzmassen m j und m2

c..>o =

5 ·m ·g ·,

= ~ 100 ·g ,, ~ u«
61" (r

b) allgemein

M = F ·, = m' at-r = m', ' 4i " = m-r? >4i .

4i +

c)
'1'(t=O) = A-sin( c..>o '0) + B -cosi c..>o '0) = 0 =} B = 0 mit cos( c..>o '0) = 1 ,

,p(t=O) = A ' c..>o · cos(c..>o' 0) = ,po =} A = ,po ,
c..>o
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Beispiel4
Piir den Hebelarm der Feder gilt
r=£· cos Ol .

Fiir die Massentragheitsmomente gilt

J
1

= Jz = 1. 0 ml
0 R2

0

3 3

305

Steiner mit r3=~ f Z+ (~r=foH 0

w =o
Lcj

or
j
2

+ Fo oe ocos~

J8

c ocos2a + 0

~ om + 2 0 m
3 1 2

3 oc ocos2a

2 o m1 + 6 0 mz

w =o

Kap. 23.1 und 24

Beispiel 1
Die Eigenkreisfrequenz betragt

J +J
co_I_ Z = 24,7 u« .

J
1

0J
Z

Fur das vorhandene System ist das
logarithmische Dekrement

A = 1. 1nlQ. = 0632 0

3 1,5 '

Die Zeit fiir eine Periode ist mit

k
c
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Fiir das neue System ist A neu zu berechnen, da ein neues Verhaltnis in der Arnplituden­
abnahme gefordert wird.
Da das gesuchte k iiber 0 auch A und Td enthalt, miissen diese Gr66en berechnet werden

11 = 1. . In~ = 1 0597
5 0,05 ' ,

o=~ =~ .
2 ,) T

d

In der Gleichung fiir die Eigenkreisfrequenz sind die gesuchten Gr66en enthalten :

cu~ = cu~ + 0
2

= (\1tr+ ( ~r =} Td = 0,258 s ,

Kap.23.4

Beispiel 1
Drehfederkonstante
Cl = 4,241E4
c2 = 6,596E4
c3 = 3,560E4
c4 = 2,513E4
Cges 123 = 1,496E4

N'm
N'm
N'm
N'm
N'm

1 2
.-r:==£--J--- ------- ---- .

Massentragheitsmomente
J 1 = 1,973 kg.m2

1z = 1,726E-l kg- m2

h = 1,973 kg.m2

Eigenfrequenzen der Torsionsschwingungen
101= 1,550El lis
102 = 7,847El lis
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Eigenkreisfrequenzen
WOl = 9,737E1 l is
W02 = 4,931E2 lis

kritische Drehzahlen
nkrit 1 = 9,298E2 I/min
nk rit 2 = 4,708E3 I/min

Zur Kontrolle die Faktoren A = 2,526E5 und B = 2,3E9 "

Kap.24

Beispiell
Zunachst sind die Gr6Jlen der gedampften Schwingung zu ermitteln:

In(~l) ~ t5.Td~ 2 '11: ' t5 t5 ~ _k_ o ~ ~ .
-\X2 wd 2 'm Wo

Diese Gleichungen werden miteinander verkniipft:

~
Xl ) Wdk ~ 2"m·t5 ~ 2"m" -;:- "-- ;
x2 2 '11:

auJlerdem ist

k ~ ---;====~==

Daraus folgt durch Einsetzen in die Gleichung fur k

m .~~).wo

11: . ( n( XI ))2 1 + 1
L~~ . 4 -11: 2
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Beispiel2
Fur den aperiodischen Grenzfall gilt tJ= 1,
d.h.

0= Wo = k 1(2 · m).

Damit kann uber

(,)0 = 1:£ = 50 lis;
~;;;

k = 2 ·m. (,)0 = 40 N .s/m .

bestimmt werden.

31 Beispiele, Losungen

Fur die Gleichung gilt mit der ersten
Ableitung

x = e- 6 . t · (C
1

+ C
2

· t) ;

0,2

2

0,02

tls

Mit den eingesetzten Anfangsbedingungen
werden die Konstanten bestimmt:
Cl = 1,5 cm und C2 = 75 cm/s.

Damit ist dann die Position und die Ge­
schwindigkeit bestimmt:

x(0,06) = 2,987E-1 cm,

x(O,06) = -1,1202E1 cm/s .

0,02

x lcm/s

tls
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Beispiel3
Bei dem in der Praxis vorliegenden Schrieb ergeben
sich die MaRe:

ey = 1 Dekade = 39 mm;
tx = Lange Tn = 17,5 mm.

Damit wird (siehe Gleichungen in Kap. 24.3)
Ao19A = O· To-Ig e = A -Ig e ,

1

10 -2

10 -4

1\

1

1 5 m

309

tan a

Ig e . fy
ex

Beispiel4

140
105

04343'~
, 17,5

1,3775 .

b = 1 = _k_
1U0 2'm

k = 2·.;c:m .

Mit diesem k wird weitergerechnet, denn die Dampfung wird nicht geandert,

= 2'm' IU = ~ c . 0 = _k_ _ k .
mges ' 0 2 'm ' 2 '2 'm - 4 'm '

also ist aus dem aperiodischen Grenzfall eine periodi sche gedampfte Schwingung geworden.

x

'\
--------

t

\J
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Beispiel5

x = e-o " '(C
l

+ C
2

· t) ,

i = -0-e-o·' -(C
I
+C

2
· t) + C

2
-e- o., .

Mit den Randbedingungen ist,

x(l) =0 = e -o"(l) - (C. +C
2

-t(1» = e -o "(l) - 0 .
--.,..........
* 0

31 Beispiele, Losungen

~1~
~ G

x

Der erste Faktor kann nicht 0 sein, also muB der
zweite Faktor 0 werden . Daraus folgt fur

t(l) = _ Cl
C2

und mit t(2) fur i(2) = 0
i =0 = e-o·t(2) - [e -0 -Cl - 0 -C

2
-t(2» + C

2
] .

--.,..........
* 0

0, 2

Kap .24.2

Der erste Faktor kann nicht 0 sein, also
mull der zweite Faktor 0 werden. Daraus
folgt fur die [ ] = 0

t(2) = 1. _ Cl
o C2

Damit ist dann fiir t>.t = t(2) - t(l)

(
1 Cl) ( Cl) 1t>.t = t(2) - t(l) = '5 - C

2

- - C
2

= '5

Im Funktionsbild ist
(1)i = -150cm/s
(2) i = -200 cm/s
(3)i = -ISO cm/s

= 2 -m = const.
k

Die Differenz t>.t ist const. Das Funktionsbild zeigt Variationen zu Aufgabe 24-2 mit

Cl = x(O) ; C2 = x(O) + o-x(O) und 0 = 50 l{s .
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Beispiel6
a) Mit den bekannten Gleichungen HiBt sieh aufstellen

2 2 2 2·lt k,
c =m 'wo; wO =wd+0

2
; w =- - ' 0=--

d T
d

' 2 'm

1 AI
A=o'T =- -In-'

d n An'
n=3 ;

Al 2 -lt
-=10 ' wd=--_·O .
A ' 1

3 --In 10
3

c = 4~~ '[(14-" r·1] =
_ ·In 10
3

b) Die Dampfer sind parallel geschaltet

m -x + k1 • X + Is 'x + c ' x = 0 .
x

Fur den aperiodischen Grenzfall ist 0 = Wo

o=kl+ls =w = r£ .
2 'm 0 f;

t.e x /mm
Maximum

\ Beruhrpunkt

\ X1
~

XIX2

(24-4-8)x = e -d-t -x - sin(wd·t + qJ)
'--v--"'~

=xl =x 2

Beispiel7
Bekannt ist

i = 2 mm; 0 = 0,2 l is; wd = 0,6 lis;
'P = 7r/4 .

Man kann den Funktionsterm x = f(t) in das Produkt f--0.:.-2f-L.J..,..--=*....-""'.............,"""c'7;;"o-oI
der beiden Funktionenterme Xl = f(t) und X2 = f(t)
zerlegen



312 31 Beispiele, Losungen

a) Da der Funktionsterm xl nicht Null sein kann, muB fiir die Nullstellen gelten
x 2 = 0 = Sin(lUd·t+qJ) = sin(n 'lI) fiir n = 0 ; 1; 2; ... . (24-4-9)

Daraus wird

lUd·t + qJ = n 'lI

to = ---.!..-(n· 11 - qJ)
lUd

(24-4-10)

to(1) = 3,927 s; 10(2) = 9,163 s.

b) In den Beruhrungspunkten mussen die Werte fiir X = f(t) und xl = f(t) iibereinstimmen.
Das ist jedoch nur dann der Fall, wenn x2 = ±1 ist

x2 = ±1 = Sin(lUd ·t+qJ) = sm(2'~+1'1I) fiir n = 0; 1; 2; ... . (24-4-11)

Es wird dann
z-n + 1

lUd·t + qJ = --2--'11

2'n + 1
lUd ·t = --2-- '11

11
- qJ = n ·1t + 2" - qJ (24-4-12)

= (n·1t - qJ)
1t

+ -
2

Vergleicht man die jeweils letzte Gleichung aus (24-4-10) und (24-4-12), so sind sie bis auf
den Summanden in (24-4-12) identisch. Der Summand 7f12 gibt an, daB die Beriihrpunkte
genau in der Mitte zwischen zwei Nullstellen liegen.

1,309 s;
1,540 mm;

= 6,545 s.
= - 0 ,540 mm.

(24-4-13)
= 0

'--v-'

• 0

c) Die Extremwerte erhalt man durch Differentiation der Gleichung (24-4-8) mit der Bedin­
gung , daB die [ ]-Klammer Null werden muB

i = e+ t .£ . [ -1I'sin(wd't + qJ) + lUd'COS(Wd't + qJ)]

Dann ist

(24-4-14)

Mit den Gleichungen (24-3-8) und (24-1-5) kann man die Zeit lE fiir einen Extremwert auch
mit Hilfe der Dampfungskonstanten {} berechnen .
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Mit (24-4- 14) ist

1 ( "'d ) 1 (( 0 6) 1ttB(l) =-' arctan- - IfJ =-' arctan.2... ' - -.
"' d 6 0.6 0,2 180

TdtB(2) = tB( I ) + - •
2

313

(24-4-15)

= 0,773 s;
= 1,626 mm;

Beispiel8
a)

= 6,009 s.
= - 0,570 mm.

0,2

101
x

10° - -

~10-1 - -

10-2
0 5

b)

Die Periodendauer wird kleiner.

c), d)

o = ~o = /m~ = 2~ ;
ml k 2f( 4 "C" ~i) .
m k2/(4 'c'~) '

aperiod ischer Grenzfall ~I = 1;

~ .
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Beispiel9

a)

JA'tP + k · if! + c · tp = 0 ;

.. k . c 0tp+_ .tp+-tp= ;
J A J A

k
= 2 ·J .

A

b)

c)

d) Skizzieren Sie das Phasendiagramm (=
Phasenbild = Phasenportrat) fur den Fall
b). Es gelten die Anfangsbedingungen
<,O(t=O) = <,00; ~(t =O) = O.

Zeichnen Sie folgende Punkte deutlich in
das Phasendiagramm ein:

I = erstes Maximum der Schwingung;
11 = erster Nulldurchgang der Schwin­

gung;
III = erstes Minimum der Schwingung.

Das e-r-Diagramm ist dem Phasendia­
gramm angeglichen. 11 :
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Beispiel 10
a)

x-x x -xA = In _ I__m = In _ 2__m ;

x2-xm x
3-xm

(XI - xm) · (x3 - xm) = (x2 - Xm)2 ;

xl ' X3 - X2
2

X = .
m (Xl + x

3
) - 2 ·x

2
'
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x /mm X1

' \ ( ,\2 x3

x
m 'I VVI

l is

2 .1t x-x
IiJ = - - ' A=In _ l__m

;
d z : X

2
- X

m

Xl 'X3 -xi
xl+x3-2 'x2

2
XI 'X3 -X2

X2
X I +x3 - 2 'x2

b)

1
IiJ = - 'o T

d
(

X - X)2In _ 1__2 + 4.1t 2 ;

X2 - X3

Beispiel ll
Der Zeiger eines Mellinstrumentes schwingt geschwin­
digkeitsproportional gedarnpft . Fur die gesamte
schwingende Masse ist Is = 1,7E-6 Nrns- . Fur den
Bereich von Amplitude <Po bis zur Amplitude <P3 gilt
( <P = maximale Amplitude) 0,2

to = 0 s; <Po = 35 0
;

t3 = I s; <P3 = 150
,
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a) Periodischer Fall

0<0<1;

(J~>02 ;

o = 0 / (Jo ;

c / J s > fJ2 ;

31 Beispiele, Losungen

Td = 1/3 ' (t3 - to) = 0,3 8 ;

A = 1..ln( q)o) = 1. .In( 35) = 02824 .
n "1 q). 3 -, 15 ' ,

b) , c) 0 = A / T
d

= 0,847 8-1 ;

- 00 > c > 1,22E-6 Nm;

d)

e)

A = 1. ,In( ~o) ;
n -1 ((I.

n = L In( q)o) = _1_ ,In(35) = 6 89 => 7 '
A -1 q). 0,2824 -, 5 ' ,

t7 = 7, Td = 2,3 8 ;

(Jd = J(J~ - fJ2 = ~ (\1tr-fJ2 = 18,83 8 -
1

;

c = Js ' 02 = 1,7E-6 ' 0,8472 = 1,22E-6 Nm .

Kap .24.S

Beispiell

a)

b)

x(t) = e+t '(C1 + C2 · t) ;

x(t) = - 0 ' e+ t ' (C1 + C2 · t) + C2 'e+' .

mit den Anfangsbedingungen folgt:
Cl = 0; Cz = - xo'

Damit ist

x(t) = - xo· t · e-6 . t •

tmax

<max

H~'/U;/~
///////// //

X = 0
kx

~~
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c)

i(t) = 0 = - o ·e'6-t- ·( - xo·troax ) - xO 'e+ t- ;

o = io ·e-6 .t~·(0·tmu - 1) ;

t =.!.
mu 0

d)

1 -6· ..!.
Xmax = -X'- 'e 6

o 0

e)

317

" = 1

Kap.24.6

Beispiel 1
Mit den gegebenen Werten lassen sich berechnen:

k ~o = -2 =37,5 l/s ; (,)0 = - =27,386 l/s .
' m m

o
" = - = 1,369 .

(,)0

Darnit handelt es sich urn eine aperiodische gedarnpfte
Bewegung . Die fur die Berechnung erforderl ichen
Werte ergeben sich zu

I( = V02_(,)~ = 25,618 lIs,

x/m

Us

Al -(0-1() = -11,882 lIs ; "2 = -(O+lC) = -63,118 l/s ;

- 0,2623 m .

Es stehen die Gleichungen zur Verfiigung
x = C

I
· e -/6-x).t + C

2
· e' /6.x).t ,

i = -(o-I() ' Cl ·e-/ 6 - x) ·t - (0+1() ' C
2

·e-/ 6 ' K) · t .

Mit den Randbedingungen ist:

(24-6-3)

(24-6-4)
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[-(0-x)·t(1)] - [- (0+,,) · t(1)] = m(- ~:) ,

31 Beispiele, Losungen

darau s

1 m( C2
)t(1) = -' -- = 0,0208

2,,, Cl
s ,

und fiir das Maximum x(2) muf die Geschwindigkeit Null sein:

e-(~-K) · t(2) __ (0+") . _C2x(2) = 0 =} ---
e-(~+K) · t(2) (o- x) -Cl'

1 (0+") 'C2t(2) = - 'In = 0,0533 s ,
2'x (o-x) '(-Cl )

Kap.2S

Beispiel1

x.
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1

V//~ax

0,2 0, 8 we
0 ,6 1 WoNvs/m ;

lis;

Beispiel l
Nach dem Diagramm ist das Maximum fur xbei
we/wO = 0,8 .
In der Aufgabenstellung ist die Gleichung

lUe resonanz =~ ..£ - k
2

=0,8 ' 1U0 =0,8' 1£
m 2 -m ? f;;;

Kap.25 .2

Damit wird

k = 10,998
0=4 ,58
,J = 0,424 .

Mit diesen Werten errechnet sich die Amplitude fur den Betrieb sfall bei we/wO = 0 ,6 zu

fte

= 34,25 mm .c
i = -r== = =:======

Beispiel2
Fiir den einseitig eingespannten Balken und damit fiir die
Eigenfrequenz gilt

x = i = F·f 3 '* to =~ = _ 1_ . 1£ .
3·E· [ 2 ·1t 2 ·1t ~-;;:;

m

Es ist mit der Durchbiegung x '* F = e-x die Federkonstante gegeben . Wenn man einen
"Balken", in diesem Fall einen Stahldraht, als Resonanzmesser verwenden will, so muB
seine Eigenfrequenz gleich der Erregerfrequenz sein. Formt man die Gleichung urn, so wird
fo = fit):

I1Fl 1 1IE
le =/0 = Z:-; '~~ ' -;;:; = z:-; .~~ .

Mit f = Amplitude der MeBstelle an der Maschine und dem Resonanzfall we=wo erhalt
man den Ausschlag xder Masse m. Durch Drehen an der Aufwicklung des Stahldrahtes
kann man durch die Langenanderung t den maximalen Ausschlag von m erkennen und an
der aufgebrachten Skala die Resonanzfrequenz ablesen . Uber W = '/r'n /30 (w l is;
n lImin) ist auf einer zweiten Skala die Resonanzdrehzahl abzule sen.
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Fe
X = _c_

2 ·f)
f

2 '()

3/ Beispiele, Losungen

(25-2-22)

Die Zusammenhange der einzelnen Gro6en sind:

Wo = we = 2'rr'fe ; k = o ·2 ·m = () 'wo ' 2 ' m ;

Daraus lassen sich die Krafte bestimmen :

Erregerkraft:

Fe = m' r- w~ .

Dampfungskraft :

FD = k ·x = k·x· We'

Tragheitskraft:

FT = m'x = m 'x'w~ .

Federkraft:

Fp = C'X .

Beispiel3
a) Wird eine Gleichung Null, so muf mindestens einer
der Faktoren Null sein:

= 0

= 0

(W Iw'v = .jl - 2 ·f)2 .
e O'lmu

M~
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b)

1
VI mu = r;::===::::;:;;::::=~::::;:::==;:

J(l - 1 + 2 · i}2)2 + 4 ' i}2 '(1 - 2 · i}2)

1 mit i} = 1/2 ;
2 o i} 0 .fl7

= _1_ = ~ = 1,154 .
.ffi4 13

Beispiel4
1 a

V, "1 1 ~ (::)'1' ;

c..>o = .jCfiii = 22,36 lis => no = 213,5 1/min .

321

aim

0) 1
1
10 0 n/ 1/mln

n lfmin 100 200 300 400 500 600 700 800

am 0,1 28 0,815 0,1027 0,04 0,022 0,014 0,010 0,00767
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Kap.25.3

31 Beispiele, Losungen

Beispiel 1; Welle mit Unwucht und 8t06
Lauft eine Welle mit einer Unwucht, dann zeigt die Messung eine Sinuswelle mit nahezu
gleichbleibender Amplitude. Wird nun mit einer Kupplung eine Last auf diese Welle
geschaltet , dann ist dieser Vorgang schwingungstechnisch eine gediimpfte Schwingung, die
der Welle uberlagert wird und mit der Zeit abklingt. Die Welle lauft dann mit der ursprilng­
lichen Amplitude weiter.

3'b'h 3'E

---
12·(3

Beispiel2
Fur die Berechnung der
Federkonstanten eines
Systems gilt allgemein:

F = c·y(x) .

Fur die maximale Durch­
biegung eines einseitig
eingespannten Balkens
gilt:

Daraus nach c aufgelost
und eingesetzt, folgt

F '3-!'Ec=---=
F·(3

AD
E AS
~

'"

S ~AA
0, 1 tls

~' 1~T:;tJ;g~cgeo I

v V V V

Die Masse des Gehiiuses+Motor ist gegeben: m = 1,37 kg. Dazu mull noch der Anteil der
federnden Masse (Balken) addiert werden. Er betragt mit dem Faktor 0,7345
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mFeder ; e' b . h . I ; 1,88 kg .

Damit betragt die Gesamtmasse fur die Berechnung der Eigenkreisfrequenz
mges ; m + 0,7345 ' mFeder ; 2,7509 kg,

und die Eigenkreisfrequenz wird zu

323

1,1074E5 ~ N/m ; 200,64 l/s .
2,7509 N 's 2/m

Um die Schwingungseigenschaften des Systems festzustellen, wird das System einmal kurz
angeschlagen und die Schwingungen werden aufgezeichnet. Im Diagramm JiiBt sich auszah­
len, daB 11 Schwingungen in der Zeit t = 0,35 s erfolgen. Dann ist die Zeit fur eine
Schwingung

Td = 0,35/11 s = 0,0318 s .

Zahlt man die Schwingungen fur den Abklingkoeffizienten b aus, so erhalt man z.B. fur 5
Schwingungen die Amplituden AO = 27,5 mm und A5 = 19,8 mm. Das ergibt mit der
Gleichung (24-4-3) fur das logarithmischeDekrement den Abklingkoeffizienten :

6 ; _l_ . 1nAO ; 1 ' 1n27,5 l/s ; 2,066 l/s .
n 'Td A5 5'0,0318 19,8

Die Eigenkreisfrequenz der gedampften Schwingung wird mit Td berechnet:

2 · 'It
£o.>d ; - ; 197,58 lIs .

Td

Die weiteren Groflen sind

U ; ...E...- l/s ; 0,Ql ,
£0.>0 l/s

k ; 2 · mges ' 6 ; 2 ' 2,7509 '2,0066 N 'S2/m 'l/s 10,7 N ' s/m .

Mit GJeichung (24-4-4) ist dann

A ; 2 , 'It • U ; 0,0628 .

V1- U2

Es handelt sich hier mit tJ = 0,01 nach Abb. 25-3-2 um eine praktisch ungedampfte
Schwingung. Fur V3 max erhalt man dUTCh Ablesen ein we/wO = 1,02 (geschat zt) und
damit ein we = 210,9 lis. Die Erregerkraft errechnet sich zu

Fe; me·e·£o.>: = 6'26'210,92 g·mm·s·2
; 6,94E6 g-rnm-s ?

; 6,94 N .

Eine Erregermasse = Unwuchtmasse von me = u = 6 g im Abstand von e = 26 mm
erzeugt in der Resonanz eine Kraft F = 6,94 N.
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Beispiel 3
Die beiden Diagramme sind Ausschnitte aus der Gesamtaufzeichnung der Aufgabenstellung.
An den Angaben der Volt-Achse und der Zeitachse lassen sich die Bereiche, aus denen die
Ausschnitte stammen, finden. Die Auswertung erfolgte aus einem DIN A4 - Blatt . Darauf
beziehen sich auch die mm-Angaben.
Das Diagramm ist eine Echtaufnahme und keine Simulation.

8,0 UIV

6,0

4,0

2,0

0

-2,0

-4,0

-6, 0

-8, 0

6,4

6,2

6,0

5,8

5.6

5,4

UN

j
5,14 5,21 5, 9 5,36 5,43 t 5

Utv
2,2

2,0

1,8

1,6

~1,4

11,i 9 11, 6 11,43 11,50 11,57 S

Zuordnung der Zeitachse:

41 ,5 mm
I mm

=> (5,43-5, 14) s;
=> 0,00699 s;

44,5 mm
I mm

=> (11,57-11,29) s;
=> 0,00629 s;
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Zuordnung der Schwingungsamplituden:

13 Schwingungen =*58,5 mm
I Schwingung =*4,5 mm

Berechnung der Schwingungswerte:

26 Schwingungen
1 Schwingung

=* 58,5 mm
=* 2,25 mm

325

T = 0,031455 s; wd = 199,75 lis;
f = 31,79 lis;
n = 1907 lImin .

Kap. 25.4 ( und 25 .5)

T = 0,01415 s; wd = 444,04 lis;
f = 70,65 lis ;
n = 4239 lImin .

Beispiell
Gefordert ist VD < 1.

Fa
= VI'

F.

folgt

Nach Gleichung (25-4-8)

1 + 4 · ~ 2 • ( ::f

< 1.

Diese GIeichung quadriert und mit dem Nenner muItipliziert, fiihrt auf

1 + 4· ~ 2 , ( .. .i < (l - (...i)2 + 4 . ~ 2. ( •. •)2 .

Der zweite Summand kiirzt sich auf beiden Seiten heraus, die v' wird gezogen, und so ist

1 < 1 - ( ::f
Da der Betrieb im iiberkritischen Bereich erfolgen soil, ist we > wo. Damit ist das Verhalt­
nis (. . .) > 1 und somit die rechte Seite negativ und die Bedingung nicht erfiillt. Die
Gleichung muf jedoch fiir den iiberkritschen Fall erfiillt sein. Dann muBdurch Vorzeichen­
umkehr sein

1 < (...i - 1
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Auf andere Weise: In Kap . 25 .5 ist fiir den iiberkritischen
Fall mit (25-5-4) die Gleichung fiir VD gegeben. Fur die
Bedingung dieser Aufgabe folgt daraus, wenn der Nenner
auf die rechte Seite gebracht wird, ebenfalls die hier daniber
stehende Gleichung.

v, ; 1 <1' 1«)2 I
D I1- (..,)2 I ' =} • •• - •

Im Diagramm Abb. 25-4-3 ist zu erkennen, daJl nur fiir
alle Werte, die griiJler als we / Wo = ,12 sind, VD < list.

cm
n ; 300 l/min
".;To

Beispiel2
Fur eine Erregerkraft ist nach (8-1-14)
die Anzahl der Anregungen/min

. ID,-

Sie betrug in Aufgabe Kap . 8.1 Beispiel I ne = 358 IImin. Sie soil nun auf ne 180
IImin heruntergesetzt werden . Damit ist fiir die bestimmende Variable j'[,

ID ; (~:r ;2,78 cm .

Die Formel fiir die Durchbiegung des in der Mitte belasteten und beidseitig gelagerten
Trager ist

F ·f3
ID ; 48 ./ .£ .

Da alle GriiJlen auJler der Lange beibehalten werden sollen, muJl die Lange berechnet
werden. Die Lange eines Tragers, der seine Resonanzfrequenz bei 180Anregungen/min hat ,
ist:

~f, · 48 · / · £f; D

F
; 798 cm.

Also: Jogger konnen gefahrlich leben.
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Beispiel3
a) Aus (25-5-3) folgt

VD =1 111-«(,).1 (,)0)21 =0,03 ; (,).1 (,)0 ={f4;3 = 5,86.

Da der Nenner nur positiv sein kann, mull ein Vorzeichenwechsel
erfolgen, siehe auch Beispiel I .

1/0,03 = ( •••••)2 -1 .

b) Durch Erweitem mit we
2 ist

2
2 (,).

C = m ' (,)0 = m' = 1,82E5 N/m .
«(,). I (,)~2

c) Mit (8-1-7) erhalt man

ID = m' g = 5,93 cm .
c

d) (25-2-24) und (25-2-26) ergeben

F.
x =V '­

I C

e) Mit fD aus c) ist mit (8-1-14)

no = 300 I .;To = 123,2 l/min.

t) Und schlielllich mit (25-4-7) und den jeweiligen !J ist

FG F.' VI' 11 + 4' (j2.«(,). I 6J~2
--=------"_ V'----- =------=-_ = VI + 4' (j 2 • 21 .

FG (b.O) F.' VI·..fl+O

!J 0,000 0,1001 0,500 I
FG I FG to = 0\ 1,000 1,541 5,9441

Die Schwingungsisolierung gegen den Boden wird bei geringer Dampfung (t9~ I) praktisch
noch erhalten, wird die Dampfung jedoch grofler (!J< I), dann wird die Schwingun gs­
isolierung stark verschlechtert (siehe Abb. 25-4-3 und Kommentar dazu) . Bei dem Damp­
fungsgrad !J = 0,5 ist die Belastung 6mal grofler als bei abgeschaltetem Dampfer.
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Kap.26

Beispiell

0 d = 160 mm
£1 = 600 mm
£2 = 1700 mm
£) = 2900 mm
F 1 = 8000 N
F2 = 12000 N

I . Gesueht ist die biegekritisehe Drehzahl
naeh dem Verfahren von Rayleigh.

2. Gesueht ist die biegekritisehe Drehzahl naeh dem Verfahren von Dunkerley (Maxwell) .

Zu I und 2 siehe Aufgaben Kap. 19, 20, 2l.

F tlr die biegekriti sehe Drehzahl naeh dem Verfahren von Mohr ergeben sieh die Werte
(die Reihenfolge der Indizes ergibt sieh aus dem Kapitel).

Biegemomente
Mb l = 6,786E5
Mb2 = 1,043E6

k1a = 1,004E-5
k1b = 1,004E-5
k2a = 1,543E-5
k2b = 1,543E-5

N vcm
N'em

lIem
lIem
Item
lIem

Durehbiegungen
YI = 0,544 mm
Y2 = 1,339 mm
Y) = 1,014 mm

Flachenkrafte
Fk l = 3,013E-4
Fk2 = 1,40lE-3
Fk) = 9,26IE-4

Damit ist
Wo = 86 li s
nkrit = 820 IImin

Trotz dieser groben Teilung ist die Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus den Losun­
gen Kap. 19, 20 und 21 gut.
Hier ist naeh dem Verfahren von Mohr eine Welle mit konstantem Durehmesser bereehnet
worden. Fur die Berechnung von Wellen existieren eine Reihe von Programmen in ver­
sehiedenen Preisklassen fur versehiedene Berechnungsmethoden. Das Verfahren von Mohr
ist leicht zu programmieren . Es sollte hier gezeigt werden, daBdie Ubereinstimmung fur die
Prax is hinreiehend genau und zur Kontrolle durehaus geeignet ist.
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Kap .27

Beispiel l

I 11

329

a b

A
I 11

U2
3 1lE------- --------1 ------------

U
1

r ~ m

a b
r-------------

Die Losung erfolgt nach den Regeln der Statik:

Bild A
Summe aller Krafte = 0

U
2"2·(,)2;

u\ , ,\ .(,)2 + m ' " (,) 2

Bild B
Summe aller Momente = 0 mit der Ebene I

U2 "2 ' (,)2 ' a ; m ' , ' (,)2 . (a-b) ,

Damit zuriick nach A
a -b

m' r '- - m' r
a

a - b
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Beispiel2

a) Die Krafte werden in den Lagem gemessen

F ; U ·(,)2 ; (,) ; 1t 'nI30 ;157 ,08 lIs .

U ; FA ;~ ; 405,28 g-mm;
A (,)2 157,082

U ;~ ; 20264 g-rnm ;
B 157,082 '

UR ; 607,92 g ·mm .

31 Beispiele, Losungen

b) "£ MA = 0

UR'x = UB'2'a ,
UB '2 'a -

x ; --- ; 2666 mm .
U

R
'

c) "£ Mj = 0
UR • (x - (a - b» = Un ' 2 . b ,

UR ' (x - (a - b»
Un ; ----=-----

2·b

Un ; 607,92 '166,6 = 16887
2 ·300 '

g'mm .
x

A 2b

Beispiel3
Es wird zunachst "£F = 0 und danach EM = 0
gebildet:

m,= 1.5 kg; x, = 100 mm;r, = 200 mm ;

m2 = 3 kg ;
r2 = 150 mm;

m3 = 4 kg;
r3 = mm .

X2 = 150 mm;

X3 = mm;
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3 '150 - 1,5 '200 ~ 375
4 '

mm .

x ~ m2 ' r2 -x2 - m\ ' r l 'X I
3

Beispiel4

Fall A: UR = 2· V;
X eine statische Unwucht
o eine Momentenunwucht
o eine quasistatische Unwucht

Fall B: V = U· e
o eine statische Unwucht
X eine Momentenunwucht
o eine quasistatische Unwucht

3'150 '150 - 1,5 '200 -100 ~ 250 mm _
4-37,5

y

y

; _, x
- ::>~ ::,

y ®
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Kap.28 /////////
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Beispiell
Bei einer KurbelwelIe wird ein Fliehkraft­
pendel zur Schwingungstilgung benutzt.
Die KurbelwelIe rotiert urn A. Sie fiihrt
Torsionsschwingungen wahrend der Rota­
tion aus . Man kann dann die KurbelwelIe
nach der Abb. als Doppel-Pendel mit zwei
Freiheitsgraden auffassen . Die KurbelwelIe
ist das Pendel I . Bringt man im Punkt B
der KurbelwelIe ein zweites Pendel mit der
Masse m an , diese Masse m ist in einer
Nut urn den Punkt B frei beweglich , so
kann man damit ein gekoppel tes System
realisieren. Es gibt dann eine Tilgerkreisfrequenz, die nach Kap. 28.2 die Eigenschwin­
gungen der Kurbelw elle bei der Betriebsdrehzahl weitgehend neutralisieren kann .

Beispiel2

Fall 1

Es sind zunach st die Eigenkreisfrequenzen zu
berechnen (28-1-7)

c . m w
N/m ' N ' S 2/m I/s

1,SES + 9E4 1/s2 133 3 1/ 2
1800 ' s,

o + 9E4 1/s2 = 900 1/s2 .
100

Damit konnen die Koppelkreisfrequenzen berechnet werden (28-1-18)

133,3+900

2
(133,3- 900)2 + 4 . (9E4)2

1800 ·100
l/s ,
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(,)kl ,k2 = / 516 ± 428 lIs ,

(,)kl = 8,83 lIs , (,) 1<2 = 30,9 lIs .

333

Fall 2

Auf die Masse ml wirkt periodisch eine Kraft
mit der Drehzahl n = 500 I/min. Also ist die
Tilgerkreisfrequenz

'It 'n 'It ' 500
(,) = - = - - lIs = 52 36 lIs .

T 30 30 '

Die Tilgermasse ist mit (28-2-14)

111/11/1;

77/ ///77/

9E4 kg·mfs 2 = 32,8 kg .
52,362 m . lIs2

Es reicht eine Masse m2 = 32,8 kg aus, um die Schwingungen der Masse mj
bei einer Drehzahl von 500 I1min zu tilgen.

1800 kg

Fur diese beiden Massen miissen dann die gleichen Berechnungen wie im Fall I durch­
gefiihrt werden. Zunachst werden die Eigenkreisfrequenzen berechnet (28-1-7)

c . m . (,)
N/m ' N 's 2/m ' u«'

2 Cl + c12 1,5E5 + 9E4 lIs2 133,3 Ifs2 •(,)1 - - - -
m1 1800

2 C2 + C12 o + 9E4 Ifs2 = 2744 Ifs2 •(,)2 - - - -
m2 32,8

Berechnung der neuen Koppelkreisfrequenzen:
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133,3+2744

2

1
±-'

2
(133 3-2744)2 + 4 ' (9E4i lIs ,

, 1800 '32,8

c.Jk1,k2 = / 1438,66 ± 1356,87 lIs ,

Die Koppelkreisfrequenzen sind

c.Jk1 = 9,04 lIs ; c.Jk2 = 52,87 lIs .

Die Tilgerkreisfrequenz liegt knapp unter der oberen Koppelkreisfrequenz.

Fall 3

Auf das System soli eine Erregerkraft Fe = 100 N wirken. Zeichnen Sie die Diagramme fiir
x l = f(we) und x2 = f(we)

~
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I
I
I

1E-4 1 WT "-'K2

Sir I
We

I 1/5
I
I
I
I
I
I
I

Ka p. 29

Beispiel I
Es ist von der G1eichung

x ± e = A ·sinec.Jo . t) + B·cos( c.Jo-r) ;

auszuge hen.

X2 I I
m I I

I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I

1E-4 IWk1 wk21

5 We
1/5
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Fur die I. Halbschwingung mit 1 < 0 gelten die Randbedingungen t = 0 ; x = xo ; 1 = O.

Xo - e = A\ 'sin(wo 'O) + B\ 'cos(wo 'O) ;
~ ~

o 1

x = 0 = A.·cos(wo' 0) - B\ 'sin(wo' 0) ;
~

\

x = (xo - e)' cos(w o' t) + e .

Fur die 2. Halbschwingung mit 1 > 0 gelten die Randbedingungen
t=7r/wo ; x=-xo+2'e ; 1=0 .

- Xo + 2'e + e = A2·sin(WO ·1t/w~ + B2·COS(wO·1t/w~ ;------------ -----...------. ~o - I

x = (xo - 3· e) . cos( wo' t) - e ;

Fur die 3. Halbschwingung gilt entsprechend
x = (xo - 5 · e) . cos( wo' t) + e .

A

B

0d
c

tP < 0 .

tP > 0 ;rP+.£ ·'P
J

± e = ± MR _ FR'd/2 = 200'0,0148 = ± 001 rad .
c c 2 · 148 '

Wo = .fCTJ = J148 / 15 = 3,14 radfs ;

To = 2 · 1t / Wo = 2 s .

b)

Beispiel2
Die wirksamen Grollen sind Momente, also MR !
a) J. rP + c - 'P + MR = 0 tP > 0 .

MR

J

rP + .£. 'P + MR

J J

lOO = 0.06 rad ; 'P Irad

10 1 = - 1100 - 2'el = - 0,04 rad;

102 = + 1101 + 2· e I = + 0,Q2 rad.

0,01 t Is

c) "*Diagramm T~ 2nlw
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Kap.30.1

W = 25 m/s; Sr = 0 ,21 ;

~ . (T)

w Klav ler w

~~:;
11E1 11E2 11E3 Hz

Hz .1750f= Sr'w = 0,21 '25
R 0,003

Beispiell
d = 3 mm = f (charakteristische Lange in den Gleichungen);
vLuft = 15, 1E-6 m2/s . Mit (30-1-8) ist

Re W • R 25 . 0,003 = 4,967E3 .
v 15,IE-6

Beispiel2
Es wird angenommen , daB der
Zapfen genau zentrisch im
Lager lauft . Im Spalt (Hohe =
y) soil die Geschwindigkeit s­
verte ilung linear sein . Das
rechte Bild gibt den Ausschnitt
A des linken Bildes wieder.

FUr die Flachenberechnung
kann der Zapfendurchmesser = Lagerdurchmesser gesetzt werden .

d = 40 mm; t = 55 mm; y = 0,02 mm; n = 2500 IImin;
01 bei Betriebstemperatur '1 = 3,5E-3 kg/(s' m) .

Die Geschwindigkeit am Zapfen betragt

d n 'nUw = r - w = 2" '30 = 5,236 mfs,

Nach (30-1-3) gilt (Viskosegesetz von Newton)

du
t: = '7 ' - in diesem Falllinearer Verlauf
w dy

t: =".Uw=35E _3 ,5,236=9163 N/m2
W -r Y , 2E-5 '

Uw
r = '7'-;w Y

und dami t ist fur das Reibungsmoment und die zu erbringende Leistung

d d ~M = F •- r ' n ' d : R' - = ° 1266 N ·m mit t: = -R R2 w 2' W A

MR 'n 'n
- --- = 33,16 W ,

30
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Ka p.30.2

Beispiell

CK:J DMS? 6 DMS?

~ DMS?

~
DM S?

CD ®
F F

R4
"c-- - - __+_. UA

R]

Halbbr ucke

337

Den maximalen Ausschlag der Mellanzeige erhalt man dadurch, daB in der Gleichung
(30-2-3) e l und ezdas gleiche Vorzeichen erhalten. Es wird mit (I) erreicht, da dann durch
das -Vorzeichen von p. das Vorzeichen der Klammer geandert wird. 1st DMS A = DMS I
und DMS B = DMS 2, dann wird der Quotient negativ, vertauscht man DMS A und
DMS B, wird der Quotient positiv, d.h . lediglich das Vorzeichen der Anzeige andert sich.

A unterliegt der Querkontrakt ion des Stabes

et = -p.· e ,

B unterliegt der Zugbelastung mit +e ; damit wird

UA = ~ . [ + ( - we) _ (+e)] = l,3 'k '( _e)
~ 4 4

der Bnlckenfaktor B = 1,3 .

Die Umformu ng nach e bringt die gemessene Dehnung des Stabes

UA '4 l65E-6 . 4
e = = 231 um/m .

UE 'k ' l,3 1 '2,2 '1 ,3

Beispiel 2
Die Blattfeder wird waagerecht eingespannt. Die bela­
stende Kraft ist die Gewichtskraft FG = m ' g, also ist
die Beschleunigung gleich der Fallbeschleunigung. Die
Verformung der Biegefeder entspricht einer Bela­
stung, die durch die Kraft FG mit der Beschleunigung
g hervorgerufen wird . Dadurch ist die Eichung auf
einfache Weise durchgefuhrt, Das Signal kann uber
DMS abgenommen werden und fur andere Beschleuni­
gungen proportional umgewandelt werden.

DMS
c

M-=='------ - - - - ---i m
DMS
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32 Zeichenkatalog

Mehrere Zeichen sind mehrfach besetzt. Sie sind jedoch im Zusammenhang des Stoffes
leicht auseinanderzuhalten. Griechische Buchstaben sind in der Reihenfolge der deutschen
Aussprache geordnet. Mit 1 gekennzeichnete GroJlen beziehen sich auf DIN 13ll-Schwin­
gungslehre.
Koharenzen: N = kg- m/s 2; Pa = N/m 2; J = N· m; W = N· m/s;

Hz = lis; 10 = 71'/180'rad
Indizes sind anschlieJlend angefiihrt. Dabei werden die Vorgaben der Norm DIN 1304-3.10
beriicksichtigt.

a
A
A,B,e
A,B
Cl,f3,'Y
Cli,k
Cl
at

e
c
cLangs

cDreh
cges

Cw

DGL
o
o
A
a

E
E
s
e
e
e
e
'YJ

I
Id
le
ID

Beschleunigung
Fliiche
Amplituden von Schwingungen
Faktoren der allgemeinen Schwingungsgleichung
Winkel
Maxwell'sche EinfluJlzahlen
Winkelbeschleunigung
Tangentialbeschleunigung

Kapazitat (elektrisch - Kondensator)
Federkonstante [Einheiten siehe anschlieJlend]
Federkonstante der Langsbewegung
Federkonstante der Drehbewegung
Federkonstante, gesamt (bei Mehrfachschaltungen) [Einh.s.davor]
Widerstandsbeiwert

Differentialgleichung der Schwingung
Delta = Abklingkoeffizient 1

Delta = virtuelle Anderung: 0 Koordinate ;c 0; ot = 0
Delta = Differenz zweier Werte
d partieIl

Elastizitatsmodul
Energie, nur im Zusammenhang mit Phasendiagramm, sonst = W
Epsilon = mechanische Dehnung
Epsilon = Diimpfungswinkel
Basis der natiirIichen Logarithmen = 2,718281828459,. .
Auswuchtgiite
Exzentrizitat (besonders bei Schwerpunkten)
Eta = dynamische Zahigkeit

Frequenz, Periodenfrequenz 1

Eigenfrequenz der gedampften Schwingung 1

Erregerfrequenz (bei periodischer Erregung) 1

statische Durchbiegung

m/s2

m2

m
m
rad
m/N
rad/s2

m/s2

F

N/m
N'm

lis

N/m 2

J
I

iLm
m
Pa·s

Hz
Hz
Hz
m undcm

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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fa Eigenfrequenz, Kennfrequenz 1 Hz
F Kraft N
Fe Erregerkraft N
FF Federkraft N

~G Gewichtskraft N

~G max.harmon.Kraftamplitude, die auf die Umgebung iibertragen wird N
FGR maximale auf den Schwingrahmen iibertragene harmonische Kraft N
FN Normalkraft N
Fr Froudezahl 1
FR Reibungskraft N
FT Tragheitskraft N
F(t) Kraftfunktion bei Fremderregung N

g Fallbeschleunigung (ortlich) m/s2

G Gleitmodul = Schubmodul N/m 2

I Flachentraghcitsmomcnt = Flachenmornent 2. Grades m4

Traghcitsradius m

J Massentragheitsmoment = Massenmoment 2. Grades kg.m2

j Imaginare Einheit = vC-I); j2 = -1

k Dampfungskonstante [Einheiten siehe unten]

kUings Dampfungskonstante der Langsbewegung Nv s/rn
k Dreh Dampfungskonstante der Drehbewegung Nv s-rn
x Kappa = Faktor bei gedampftcr Schwingung lis

f Lange m
A Lambda = Logarithmisches Dekrement (Dampfung) 1
A Lambda = Rohrreibungszahl 1
A Lambda = Losung der charakteristischen Gleichung lis
A Lambda = Wellenlange m
L Lagrange'sche Funktion

m Masse kg
men; Ersatzmasse kg
mF Federmasse kg

m'ges gesamte Masse kg

mred reduzierte Masse kg
M Moment (Kraftmoment, Drehmoment) N'm
MT Torsionsmoment N'm
Mb Biegemoment N'm

fJ- My = Reibungskoeffizient 1

n Ereignisse pro Minute, Drehzahl lImin
v Ny = kinematische Zahigkeit m2/s
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W Omega = Winkelgeschwindigkeit rad/s
W Omega = Kreisfrequenz, Winkelfrequenz 1 lis
wd = 2 0 7r ol d = Eigenkreisfreq. einer gedampften Schwingung lis
we = 2 0 7r °le = Erregerkreisfrequenz lis

wt< Koppelkreisfrequenz lis

"'T Tilgerkreisfrequenz lis
Wo = 2 0 7r 0/0 = Eigenkreisfreq. ungedampften Schwingung 1 lis
waD Eigenkreisfrequenz nach Dunkerley lis

p Leistung W
p Druck Pa
'I' Phi = Phasenwinkel 1 rad
'I' Nullp hasenwinkel I , auch '1'0 rad
,p = 'l'max maximale Amplitude bei Drehschwingungen rad

'I' Phasenverschiebung rad

'I' Phi = Winkel (Weg) rad

<P Winkelgeschwindigkeit rad/s
<P Winkelbeschleunigung rad/s 2

f maximale Amplitude der Erregung m
R Widerstand (elektrisch) n
R Federrate => siehe Kap.l Einleitung-Anmerkung
r Radius m
Re Reynoldszahl 1

o Rho = Dichte kg/rn''

stt) Wegfunktion bei Fremderregung m

smax = f maximale Amplitude der Erregung m
s(t) Geschwindigkeitsfunktion bei Fremderregung m/s
(J Sigma = Spannung (mechanisch) N/m 2

Sr Strouhalzahl 1

T Periodendauer einer Schwingung 1 s
t Zeit s
T Tau = Schubspannung N/m2

,J Theta = Dampfungsgrad I

U Spannung (elektrisch) V
U Unwucht g-rnm
u Unwuch tmasse g

V Volumen m3

V Unwuchtmoment kg om2

VI VergrOJlerungsfaktor Federkrafterregung 1
V3 Vergroflerungsfaktor Massenkrafterregung 1

VD = V2 Durchlassigkeit, Schwingungsleitfahigkeit I
V4 Vergrolierungsfaktor bei Rahmenbelastungen 1
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v

y
y
y
jI

x.y.z

Geschwindigkeit

Kinetische Energie
Potentielle Energie
Widerstandsmoment

homogene Losung der DGL
partikulare Losung der DGL
Weg
= xmax maximale Amplitude der schwingenden Masse
Geschwindigkeit
Beschleunigung

Weg
= Ymax maximale Amplitude der schwingenden Masse
Geschwindigkeit
Beschleunigung

Koordinaten

m
m
m
m
m/s
m/s2

m
m
m/s
m/s 2

m

Iodizes
Index
o
I
2
3
00

OD
a
a.b
B
b
d
D
D
Dreh
e
E
ers
F
ges
G
GR
h

Bedeutung
null
eins
zwei
drei
unendlich
Null -D
auBen
Entfemung
Punkt
Biegung
gedampft
Durchbiegung
Durchlassigkeit
Dreh­
Fremderregung
Extremwert
Ersatz
Feder
Gesamt
Gewicht
Rahmenkraft
homogen
innen
allgemeine Zahl

Beispiel

Wo
n1
dz
V3
UOO

wOD

'a
xa

la
Mb
Wd

iD
VD
CDreh

We

XE
mers
FF
mges

Fa
FOR
Xh
di
cj

Eigenkreisfrequenz, ungedarnpft
Drehzahl der Welle I
Durchmesser 2
VergrOBerungsfaktor Ma ssenkrafterregung
Stromungsgeschwindigkeit, ungestort
Eigenkreisfrequenz nach Dunkerley
Auflenradius
Entfemung eines Punktes, Lange einer Strecke
Massentragheitsmoment bezogen auf Punkt B
Biegemoment
Eigenkreisfrequenz d.gedampft.Schwing,
statische Durchbiegung
Durchlassigkeit
Federkonstante der Drehbewegung
Erregerkreisfrequenz
Maximum/Minimum einer Funktion
Ersatzmasse
Federkraft
Gesamtmasse
Gewichtskraft
auf den Rahmen iibertragene Kraft
homogene Losung der DGL
Innendurchmesser
Federkonstante der i-ten Feder
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i=n

Anfangswert L von i=l bis i=n
i-=1

i.k Kennzeichnung O!i,k Maxwell ' sche EinfluBzahlen
k kinetisch Wk kineti sche Energie
k Koppel !UJ< Koppelkre isfrequenz
k allgemeine zahl "'k Winke l der k-ten Schwingung
Langs Langs- CLangs Federkonstante der Langsbewegung
m Mittel- xm Mittle rer x-Wert
max maximal xmax = x maximale Amplitude
n allgemeine Zahl An Fourierkoeffizient A der n-ten Schwingung
N Normal FN Normalkraft
p partikular xp part ikulare Losung der DG L
p potentiell Wp potentielle Energie
R Reibung FR Reibungskraft
red reduziert mred reduzierte Masse
S Schwerpunkt Is Massentragheitsmornent bez. auf Schwerpunkt
t tangential at Tangentialbeschleunigung
T Tilger "'T Tilgerkreisfrequenz
T Torsion Mr Torsionsmoment
T Tragheit Fr Tragheitskraft
W Widerstand Cw Widerstandsbeiwert
W Wand TW Wandschubspannung
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Die Formelsammlung soli die Formeln zusammenfassen, die zur Losung einer Aufgabe
erforderlich sind. Sie sind in der gleichen Weise numeriert wie in den einzelnen Kapiteln ,
in denen auch die Herleitungen der G1eichungen enthalten sind. Die Abbildungen sind
verkleinert und sollen eine visueIle Erinnerung an die Gro6en sein, die in den Formeln
enthalten sind. Auch sie sind entsprechend numeriert, damit sie im Zusammenhang eines
Kapitels wiederzufinden sind. (Bitte lesen Sie die Anmerkung in Kap. 1 - Einleitung) .

3 Amplituden-Zeitdiagramm

3.1 Grundformel

m 'i+c 'x ~O
(3-1-4)

(3-1-5)

Abb. 3-1-1
3.2 Translationsschwingung

x ~ x ·sin(w ·t) (3-2-1)

x ~
dx w ' x 'co s(w ' t) (3-2-2)-
dt

d2x

i _w2 • x 'sin(w · t)- (3-2-3)
dt 2

-e x
Abb. 3-2-1

i -w2 ·x (3-2-4) i + w2 ·x ~ 0 (3-2-5)

Xmax = Vroax w'x Xmax = at mu -w2 ·x (3-2-6)

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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x = x ·sin(w ·t+lp)

i = w·x·cos(w·t+lp)

• x

(3-2-7)

(3-2-8)

33 Formelsammlung

Abb. 3-2-2

(3-2-9)

x = x· sin(w . t+ lp) = i -(sin(w' t) · cos e + cos(w' t) . sine)

x = x·sin(w·t+lp) = A·sin(w·t) + B ·cos(w ·t)

4 Ungedampfte fre ie lineare Schwingung

4.1 Addition gleichfrequenter Schwingungen

(3-2-10)

(3-2-13)

A( . sinlp( + Az. sinlpz

A\'coslp( + Az'coslpz

(4-1-8)

(4-1-9)

A
.-- r-- - - --r . Alsin p l

A2sinp2

Abb. 4-1-1

4.2 Addition nicht gleichfreqenter Schwingungen (Schwebung)

x = x·sin(w\·t) + x 'sin(wz · t) ,

= 2'X'COS( w\ ; wz.t)-sm(w\; wz .t),

= 2 ·x·cos(wmod·t) ·sin(w·t) .

(4-2-3)
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7 Harmonische Analyse

70I Fourierreihen

i=n

sn(x) = Aa + L (Ai -cosuox) + Biosin(i ox))
j " l

00

Aa + L(Anocos(nox) + Bnosin(nox))
n =l

2n

Aa = .L f f{x)odx
211 a

2n

An = 1- f f{x)ocos(n ox) -dr
11 a

2n

s, = 1- f f{x)osin(n ox)-dr
11 a

T

Aa = ~ f f{x)odx
a

2 fT (2 0

1l
on)

An = T a f{x) ocos -r- ox -dr

2 fT ;n( 2 ° 11 on )s, = T a f{X) oS~-r-ox -dr

345

(7-1-1)

(7-1 -2)

(7- 1-3)

(7-1-4)

(7-1 -5)

(7-1-6)

(7- 1-7)

(7-1-8)

(7-1-9)
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7.2 Harmonische Analyse der Maschinendynamik
00

F(rp) = Ao + L(An'cos(n'rp) + Bn'sin(n 'rp»)
n=1

2.

Ao = J.... f F(rp)'drp
21t 0

2.

An = 1. f F(rp) • cos(n' rp) • drp
1t 0

2.

s; = 1. f F(rp) 'sin(n ' rp)'drp
1t 0

(7-2-1)

(7-2-2)

(7-2-3)

(7-2-4)

21t .v, = --;;'1

Ao = 1. EF(i)
m i=O

m-I

An = ~ LF(i)'cos(n'rp)
m i=O

m-I

s, = ~ LF(i)'sin(n'rpi)
m i=O

(7-2-5)

(7-2-6)

(7-2-7)

(7-2-8)

Abb. 7-2-1

Fn(rp) = An . cosm- rp) + Bn . sin(n' rp) = Cn . sinew rp+rpn)

C = VA 2 + B2
n n n

A
tanrp =.2

n B
n

(7-2-9)

(7-2 -10)

(7-2-11)
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8 Schwinger mit einem Freiheitsgrad

347

8. 1 Langsschwinger

Abb. 8-1-1
Abb. 8-1-2

c = m'g
ID

N
m

(8-1-10)

2 '1\ trTo = - = 0,2oo5' y/o S
Wo

981cm/s 2
_ 31,32 1 .

to cm - .[To -;'

ID
cm

g . ID
Cm/S 2 ' cm'

(8-1-11)

(8-1-12)

300 to
n = 60"/, "' -
o 0 rrmin cm

VJD

(8-1-13)

(8-1-14)

Achtung fD in cm einsetzen !
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8.2 Drehschw inger

d 2",J ._"t'_ + c orp = 0
dt 2

(8-2-1) h

(8-2-3)

Abb. 8-2-1

(8-2-4)

G·l
c = -_P Nr m

f
G . lp . f

N/m 2 • m4 • m
(8-2-5)

Tabelle der Fliichentriigheitsmomente am Ende der Formelsammlung

9 Pendelschwingungen

m

9.1 Mathematisches Pendel

d 2 ", g"t' +_orp=O mit
dt 2 f

(9-1-5)

;D'

j
,

• m'x' !
~X=;D P.

mgs ln;D I
mg

Abb. 9-1-1

9.3 Physisches Pendel

d 2

", c ~-r + - ° rp = 0 mit Wo = J
Bdt 2 J B

M FG 'e 'rp
c = - - --- = m'g 'e

rp rp

(9-3-2)

(9-3-3)
mg

Abb. 9-3- ]
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r¥0g oe
lA) = -- = 2°1t'f,

o la 0

la
f =­
red moe

(Steiner)

349

(9-3-4)

(9-3-5)

(9-3-6)

(9-3-7)

(9-3-8)

10 Anteil der Federmasse

33m = m + - om
ers 140 p

1
mers = m + "2 °mp

" m + 1. om (10-1-16)4 p

(10-1-17)

Abb. 10-1-3

Abb. 10-1-4

14 Betriebsdrehzahl und Resonanz
Auslenkung der Welle

e
(14-1-1)

Abb. 14-1-1
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15 Energie und Lagrange

15.1 Energiediagramm

(15-1-2)

33 Formelsammlung

WOOl

W~in

Wb n max

-x1-------==~___1

Abb. 15-1-1

(15-1-3)

15.2 Lagrange' sche Gleichungen 2. Art

Lagrange' sche Funktion

Wk (4\ " .4/ ; q. " .q/) - Wp (q\ ."q/) = L (4\ ·,,4/ ; q\" .q/) (15-2-8)

(15-2-9)

16 Zusammenschalten von Federn

16.1 Parallelschaltung

(16-1-3)

Abb. 16-1-1

16.2 Hintereinanderschaltung

(16-2-4)

lXQes
Abb. 16-2-1
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Anmerkung: Fur diesen Fall (Translation und
Rotation) siehe Kap. 15.2 , Kap. 28.3 und in Kap.
Beispie le das Beispiel zu Kap . 16, Aufgabe 3.

5 m

:E==~
Abb, 15-2-2
Abb. 28-3-2

351

18 Biegekritische Drehzahl einer Einzelmasse

Auslenkung der Welle

F=m ·e ·w2 • w=w =~, • 30

e

(18-1-1)

(18-1-4)

-

m
n ~

~- ~ - - - ~ - "- . _ - _. _. _.
II ;;-re

P/ 2
~

j

Abb. 18-1-1

19 Forme ln zu Super position am Ende der Formelsammlung

20 Energiemethode von Rayleigh

w =o

;"'11

g· 'LFO/·Yi
i=1

i=n

'L FOi ' y/
2

;=1

(20-1-5)

21 Satze von Maxwell, Betti , Dunkerley
EinfluBzahlen

(21-1-2)
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Satz von Betti

(21-1-9)

Satz von Maxwell
(21-1- 13)

(21-1-27)

(21-1-25)

n . y

l/min ' cm

300
IIm.

1
+­

2"
GJ2

Satz von Dunkerley

1 1

mit Y l = Yll und Y2 = Y22 y in cm einsetze n !

Die Gleich ung (21-1-25) kann man als Gleichung fiir eine We lle mi t n-Massen (Losung
nach Dunkerley) schreiben, wenn man die Schreibweise der einzelnen Glieder anpaBt

(2 1- 1-28)

Dann ist die Eigenkreisfrequenz nach Dunkerley "'OD die untere Grenze fur die klein ste
Eigenkreisfrequenz eines Schwingers mit n Massen

1 1 1
- < - +- +

2 2 2
GJo GJ01 GJoz

1
+ -­

2
GJOn

(21-1-29)

mit
(2 1-1-30)

21.2 Welle mit n-Massen (Losung mit Hilfe
der EinfluBzahlen) 2

y

Abb. 21-2-1

(21-2-3)
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22 Federgefesselter Drehschwinger

22.1 reduzierte Masse, Tragheitsradius

353

(22-1-5)

Jm = -'
red r 2 ' =~ (22-1-7);(22-1-6)

22.2 , 22.3 Einflu6 von Gewichtskraft und Darnpfung

Drehfederkonstante cDreh

(,) =o

Abb. 22-2-1

22.4 Einflu6 einer Zusatzmasse m2

LCj ' r j
2

+ FG'e'wsp

i;

23 Torsionsschwingungen

M = J. rP = J. dqi
<It

(22-4-1)

(23-1-1)

(23-I-ll)

Abb. 22-4-1

Abb. 23-1-2

Tabelle der Massentrligheitsmomente am Ende der Formelsammlung
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23.3 Getriebeschwingungen

1 1 (r2)2 1- = - ' - +-
C c2 r1 Cl

M = M ' ~B 2'2

J = J .(~)2 und 1A= 11B 2 r
2

33 Formelsammlung

C1

(23-3-9)
)n1

~n2(f
(1

J 1

C2

(23-3-12) J 2

Abb. 23-3-1

(23-3-14)

23.4 3-Massensystem

z = ~ ± ~ (~)2 _B (23-4- 18)
1,2 2 2

(23-4-19)
Abb. 23-4-1

(23-4-20)

23.4 n-Massensystem J 1 J2

Uis ung mit Hilfe der Lagrange' schen
Funktion

,on-1 ,on

Abb. 23-4-3
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Kinetische Energie:

Potentielle Energie:

355

(23-4-21)

Die Lagrange'sche Funktion ist nach (15-2-8) L = Wk - Wp und damit

L =~ '[JI'qi; + ... + In 'qi~ - CI'(fP2 - fPi - ... - cn-I'(fPn - fPn_I)2] (23-4-23)

Die Lagrange'schen Gleichungen zweiter Art

ergeben fiir die einzelnen Scheiben (mit <o = cn = 0)

Jk 'rpk + Ck_I'(rpk - rpk-I) - Ck'(rpk+1 - rpJ = 0

24 Freie gedampfte Schwingung

24.1 DGL der freien gedampften Schwingung

(23-4-24)

(23-4-25)

x + 2'o 'x + ~~·x = 0

C , m
kg/s 2 ' kg

(24-1-2)

(24-1-3)

Abb. 24-1-1

0= .s:
2 'm s

k . m
kg/s ' kg

(24-1-4)

(24-1-5)
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24.2 Charakteristische Gleichung (Losung)

Losungen der allgemeinen Gleichung

(24-2-6)

(24-2-8) -1

33 Formelsammlung

(24-2-3)

(24-2-4)

(24-2-5)

(24-2-9)
Abb. 24-3-1

24.3.1 Period ischer Fall (keine Dampfung {} = 0); wd => Wo

X ; A ·cos( (,)d • t) + B· sin( (,) d • t)

(24-2-11)

(24-2-14)

(24-3-2)

(24-3-3)
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24 ,3.2 Period ischer Fall ( geringe Dampfung 0 < o < 0 )

x; e- 6 " ' (A ' coS( lU d ' t) + B·Sin(lUd ·t»

24.4 Logarithmisches Dekrement

357

(24-3-5)

(24-3-6)

x(t)
x(t + n' Td ) e-6 '( ' + . ·T,)

(24-4-1)

A ; O' T ;.!.In x(t)
d n x(t + n- T

d
)

(24-4-3)

24 ,S Aperiodischer Grenzfall {) = 1

2·fj·lUO· 1t ;~

lUO'~ ~

x
xo

(24-5-8)

Abb. 24-5-1

(24-4-4)

wo·t

24.6 Aperiod ischer Fall {) >

(24-6-1)

(24-6-3)

Abb. 24-6-1
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(24-6-4)

Ohne Anfangsgeschwindigkeit

C =~·x ·
I 2 . x 0 '

fJ - x
C = - --'X

2 2.x 0
(24-6-5)

(24-6-6)

Mit Anfangsgeschwindigkeit

C = XO' A2 - i O

I A2 - Al '
(24-6-7)

1 [ 1 ' A -t A -r ]X = --' (X • A - X ) •e I - (X • A - i O) ' e 2 (24-6-8)A
2-A I

0 2 0 0 I

X = _1_.[ [x '(fJ+x) + v ]'e-(&-K) 'r + [x '(x -o) - v ] · e-(&· K).r ] (24-6-9)
2 .x 0 0 0 0

25 Erzwungene Schwingung f],n(W e'l )

25 .2 Federkrafterregung

Abb. 25-2-1

m'x + k·i + c -x = p. sin(w.·t)

x + 2'0'i + w~ ' x = w~ f · sin(w. ·t)

(25-2-3)

(25-2-4)
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25.2 Phasenfrequenzgang

k · c.Je
2e - m' c.Je

(25-2-12)

(25-2-15)

Abb. 25-2-3

Arnplitudenfunktion

(25-2-21)
Fe

v(e - m' c.J; )2 + tk- c.Jy
i=r===~==::::;

(25-2-22)

Fe
e

i =-;====~====

Vergroflerungsfunktion VI (25-2-25)

(25-2-26)

VI = r=====:=====

Abb.25-2-4
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25.3 Massenkrafterregung

Vergr6Berungsfunktion V3

Abb. 25-3-1 Abb. 25-3-2

33 Formelsammlu ng

(25-3-5)

(25-3-6)

25.4 Durchlassigkeit
(25-4-8)

Abb. 25-4-1
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Im

Re
~--+_-'l"'-_-L-_---'-L---+ •

Abb.25-4-2

25.5 Isolierfaktor

Abb. 25-4-3

361

= 0

(25-5-2)

25.6 Fallbeispiele der Anregung

In Kap. 25.2 erfolgt die Anregung der Masse iiber die Kurbel einer Kreuzschleife. Geht
man von der Gleichung (25-2-1) aus und betrachtet man die Anregung uber die Wegfunk­
tion mit ihrer ersten Ableitung

set) = f . sin(w.· t) ; set) = w. · i · cos(w. · t) , (25-6- 1)

so kann man den Fall nach Abb. 25-2-1 in der Form darstellen

m ' x + k ·x + c · (x - s) = 0 ,

m'x + k·x + C'x = c ·f ·sin(w.·t) ,

mit

F.=c·f .

Die Erregung erfolgt iiber den Aufhangepunkt der Feder.
Die Masse ist iiber k mit der Umgebung verbunden.

(25-6-2)

(25-6-3)

(25-6-4)
Abb. 25-6-1
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Dampfer und Feder konnen vertauscht sein:

m 'x + k'(x - s) + c ·x = 0 ,

m'x + k·x + C 'x = k·w. ·f ·cos(w.·t),

mit

F.=k·w. ·f.

(25-6-5)

(25-6-6)

(25-6-7)

33 Formelsammlung

c

Die Erregung erfolgt uber den Aufhangepunkt der Dampfung,
Die Masse ist uber emit der Umgebung verbunden .

Abb.25-6-2

Weitere Fal le ergeben sich durch Variationen der Konstruktionsteile:

Durch Auflosen der Klammern erhalt man wie vorher den harmo­
nischen Teil und den Erregerteil der Schwingung:

m 'x + k·x + C'x = k ·w. ·f·cos(w.·t) + c ·f·sin(w.·t) .

m .x + k(x - s) + c(x - s) = 0 .

Die Erregerkraft ist dann als F(r)

F(t) = k · w. · f· cos(w. · t) + c ·f ·sin(w. · t) .

(25-6-8)

(25-6-9)

(25-6-10)

Abb.25-6-3

In Abb. 25-6-4 ist das System urn 1800 gedreht und entspricht damit Abb. 25-6-4
der Darstellung eines Schwingungsmeflgerates . Die dabei auftreten -
den Formen der Gleichungen werden ausfiihrlicher in Kap. 25 .7 behandelt. Die Erregung
erfolgt uber die gemeinsame Aufhangung von Feder und Darnpfer, Die Masse schwingt
frei.

mit

(25-6-11)

(25-6-12)

(25-6-13)

Abb. 25-6-5

Die Erregung erfolgt ilber den Aufhangepunkt der Feder c2' Die Masse ist uber k und c l

mit der Umgebung verbunden.



33 Fonnelsammlung

m.i + kl . X + 's(x - s) + c ·x = 0 .

mit

(25-6-14)

(25-6-16)

363

Abb.25-6-6

Die Erregung erfolgt iiber den Aufhangepunkt der Dampfung k2 .

Die Masse ist iiber kl und emit der Umgebung verbunden.

VI = ---;=========
(25-7-6)

(25-7-9)

(25-7-33)

(25-7-40)

(25-7-45)
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y =
4

h~J ~1+ 4·02·(~r
(1 -(::rr + 4·0

2
, ( ::f

(25-7-46)

33 Formelsammlung

Abb. 25-7-15

27 Auswuchttechnik

Auswuchtgute

u :r U
m m

" e g 'mm = I!m
kg

(27-2-3)

AlIgemeine Bedingungen

i=1I i=",

LFj = w2 'L Uj

£=1 i=1

1=11

L r, = w2
• UR l' 0

i=1

i=n

LMj = w2 . y 1' 0
£=1

Abb. 27-3-1 Allgemeine dynami­
sche Unwucht

(27-3-1)

(27-3-2)

(27-3-3)
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Zen tra le /
Hauptt raghe it

,
Abb. 27-4-1 Statische Unwucht Abb. 27-5-1 Momentenunwucht

y

U U ly1 _____

x Ulx Ebene I

U II

Abb. 27-6-3 Unwuchtkreuz Abb. 27-7-4 Unwuchtdyname

(/(/(((V//'v/"/At'J'~A/""'~
/ 7///// / / /

FT2

//////7/7//

28.1 Koppe1schwingungen
2-Massen

Abb. 28-1-1

(28-1-18)
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n-Massen

Siehe Kap. 28.1 im Textteil
(28-1-23)

33 Fonnelsammlung

H~~*··~ ~~
c 1 1 c 12 c 23 c 1-1,1 C 1,1+1 c n-1,n C n

Abb. 28-1-2

Cl2 2
= 0 = ~ = ~T (28-2-14)

- ~e =} ~e
m2 m2

2

2 2 ( C
12

2)
CI2 (28-2-7)D = (~\ - ~.). m

2

- ~e - - -
m\ 'm2
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28.3 Translation und Rotation

Entkoppelt: Hubschwingung

w~ = Cl + Cz (28-3-10)
m

367

Abb. 28-3-1
Entkoppelt: Nickschwingung

c]"/ + cZ '1{cl = -'--=--,---=----=-
'P Js

(28-3-11)

(28-3-8)

(28-3-14)

(28-3-19)

(28-3-24)~

~.

Abb. 28-3-4
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29 Darnpfung durch trockene Reibung
Coulomb'sche Reibung

33 Formelsammlung

i> 0

i< O

G leltre lbung
Bewegung

(29-1-13)

(29-1-14)

Abb. 29-1-1

+ XO'

rt
y- - - - y

-{­

,,dx
-xo » - - j'- -

Abb. 29-1-4

+e- - - 'wat

Abb. 29-1-3
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Fur Stahl: E = 2,I E5 Nzrnrrr'; G = 8E4 N/mm 2

Fllr die Vollwelle : lp = 7f' otf /32 mm"

Flachentragheitsmomente (axial)

d

4

= VD2 +d 2

4

= E­
2

Tragheitsradius i

W '" Tta(a+3b)d
4

Wider standsmoment WFlachentragheitsmoment Ie / 0 ';:'

A Tt(D4-d4
)

~ / 0 64

g
i
81 b 'h 3 b 'h 2 i = O,29 'h

1=-- W = --
12 6

~

B1 h4 h3 i = O,29 ' h
1 =- W = -

12 6

~
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Massentrligheitsmomente bezogen auf die Achse durch den Schwerpunkt

Massentragheitsmoment 1 Masse m

diinner Hohlzylinder

J ; m or~

Hohlzylinder ,beliebige Wanddicke

J;!!!' o(r 2+r.2)2 • 1

m

m

8 1"
I h I

VoUzylinder

m

Kugel

diinner Stab, 1 urn Achse I, 10 urn Drehpunkt III

m ; qoh oboa

Satz von Steiner:

1 Massent ragheitsmoment bezogen auf den Drehpunkt
Js Massentragheitsmoment bezogen auf den Schwerpunk t
f Abstand Drehachse - Schwerpunkt
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Verfonnung von Biegetragern (Tabelle)

FoRox2 [ x]Y = __ ° 3 - -
e-e-t R

_FOR'X
2

.[ _4(X) 1(X)2]y--- 2 - - +--
8 oE ·/ 3 R 3 R

_ FOb oR'Xa .[ _(b)2 (Xa)2]y ---- 1 - - -
a 6 'E '/ R R

Fox! ( 2)
Y =- - · 2·a·R+3 ·a·x -x

! 6 'E '/ ! !

371

r ~17E=-
I r~I J

F
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34 Hilfe

34 Hilfe 0

In diesern Kapitel sollen die Zwischenrechnungen gebracht werden, die in dern Text ausge­
lassen worden sind, urn die Lesbarkeit nicht zu beeinflussen. Da aber bei den Urnforrnungen
gelegen tlich Schwi erigkeiten auftreten k6nnen (z.B. durch Uber sehen eines Vorzeichen s),
deutet das Symbol 0 darau f hin, dall hier die Schritte zwischen den einzelnen Gleichungen
vollzogen werden. Gerade diese Schritte sollten aber durch Ubung selbst vollzogen werden ,
sie sind hier nur als Hilfe gedacht. Dabei gibt es sicher versch iedene Wege, urn zu einer
Losung zu kornrnen .

Kap.4
A1 'sin(w ·t+q>I) + A2 ·sin(w ·t+q>2) = A ·sin(w ·t+q» ;

rnit der Gleichung aus der trigonometrischen Formelsarnrnlung

sin(a+fJ) = sina 'cosfJ + cosa 'sinfJ

wird daraus

AI ·sin(w·t)·CQSq>1 + AI·cos(w·t)·sinq>1 + A2·sin(w ·t) 'COSq>2 +

(4-1-1)

und Ausklarn rnern von sintcc- t) und cosro -t) fiihrt zu

[AI ' cosq>1 + A2 ' cosq>2 - A·cosrp] . sin(w' t) +

[AI'sinq>j + A2 ' sinrp2 - A ,sinrp] . cos( w ' t) = 0 .

Quadrieren und addieren fiihrt zu

A2'(cOS2q> + sin2q» =

(4-1-4)

(4-1-5)

(4-1-6)

Die Klarnrner der linken Seite ist = I, da

R. Jürgler, Maschinendynamik

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2004
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und durch Auflosen der Klammem erhalt man

373

A Z = At 'COSZlpl + 2'AI'Az'coslpl'COSlpz + Ai'coszlpz

+ At· sinZlp1 + 2 ,Al ' Az 'sinlpl ' sin lpz + Ai · sinzlpz '

Durch Zusammenfassen unter Verwendung von sinZIp + COSZIp = 1
und der trigonometrischen Gleichung fur die mittleren Glieder

cos( IX - fJ) = cos IX • cos fJ + sin IX • sin fJ
erhalt man

A = ..; At + Ai + 2 'A I ' Az 'cos(lpz-Ipt) ,

Dabei ist die Differenz der beiden Winkel zu bilden.

Kap.4
In der Gleichung heiBt es zunachst

cos( Ipl - Ipz)

Damit ist der cos-Satz

A =..; At + Ai - 2'AI 'A z'cos(IpI-lpz) .

(4-1-8)

Da aber \01 < \02 ist, wird der Winkel negativ, es folgt mit cost-o) = --costo) , es ist also
der Ausdruck fur den cos zu ersetzen, dabei mussen auch die Indizes der Winkel getauscht
werden , damit der Winkel positiv wird, also folgt

A = ..; At + Ai + 2 'A1 'Az 'cos(lpz-lp l) . (4-1-8)

Kap.l0
Zur Abb. 10-1-2

mF(z) = mF ' ~ ;

dmF = mF

dz f

dm
F

= mF • dz .
f

Fall (1) F
y(x) = -- ' (3' f 'x z - x 3) ,

6 '[ 'E
(10-1 - 1)
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Fur die Klammer gilt
x;f-z ;

34 Hilfe El

Pall (2) x(z) ; p ·f3 .(£ -3'~ + 2) .
6'/ 'E f3 "

(10 -1-2)

Fur das Integral gilt
Q

f( )2. dz ; ( ) . ( ) .dz ;

o

Q

£(;: -3;: +2;: -3;: +9;: -6~+2;: -6~+4) 'dz ;

f · (-71-16+~ +2 - E +4) ; 132 . f ;
4 3 2 140

E; .!..[mF
• .!. .132' f + m] ,x2 · c.l ·cos2(c..> · t) .

2 f 4 140 max

(10-1-12)

(10- 1-13)



34 Hilfe 0

Kap.ll

tan a ~ dX
dx

dX

~~
dx

dt

x
x

375

(11-1-6)

Nach Kap. 3.3 ist die Geschwindigkeit = 0, wenn die Beschleunigung ~ 0 ist, d.h . ihr
Maximum hat. Die Beschleunigung kann daher beim Durchgang durch die horizontale
Achse in diesem Punkt nicht Null sein.

dt ~ ~ .
x(x) ,

Zur Zeit t = to soli die Position x(to) sein, so gilt fur die Integration
t x(t)

fdt ~ f ~, dabei wird nur die linke Seite integriert, die Funktion im Nenner
'0 x(tolx(x)

der rechten Seite mu6 von Fall zu Fall jeweils erst bestimmt werden . Also wird
x(t)

t-to~f~ zu
x(tol x(t)
x(t)

t ~ to + f ~ . Als Beispiel wird in (11-1-8) die Gleichung aus (11-1-4) fiir
x(tolx(x)

den Nenner aufbereitet.

1t ~ to - - ·(Iox - In xo ) ;
C

In x - In Xo ~ (t-tO> . (-C) ;

Aus der Mathematik ist bekannt

log, (~) ~ log,u - log,v ;

und

(11-2-2)

(11-2-3)

In e " ~ a fiir a>O;



Damit ist aus (11-2-3)

In x - In Xo = m(~) = In e (, - '01' (-Cl) = ( t - to ). ( -C ) ;

x = e - C ' ( ' - ',) ;

Xo

m 'qi + ftrp) = O .

Betrachtet man unabhangig davon die kinetische Energie

~ . m.v
2

=* ~ .m.( ct;r
und differenziert diesen Term, so erhalt man (Kettenregel)

~ . m . ( ct;r diff. ~ . m . ( ~;) . ( ct;) = m' qi. ~ .

(11-2-4)

(11-3-1)

(11-3-3)

Darin ist ip enthalten.
Andererseits kann man die Gleichung (11-3-1) mit der Geschwindigkeit ip multiplizieren

m'qi '~ + ftrp)'~ = o .

Der erste Summand dieser Gleichung ist aber die rechte Seite der Gleichung (11-3-3) . Wenn
man also diese Gleichung integriert, kann man die "Zeile" (11-3-3) von rechts nach links
lesen :

~ .m. ~2 + fftrp) . ~. dt = const = Eges • (11-3-4)
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Kap .18

m " (e+x) " (,)2 = Cox " (18-1 -3)

m"e°(,)2 + mOx" (,)2
x =

C

m"e " (,)2
x =

( m " (,)2)c - 1 - - -
C

e - (,)2
x=--- ;

C _ (,)2

m

mit

2 C (,)2 = 2Wo == - ; CUe ;
m

erhalt man

ex =

(::r - 1
(18-1-4)

Kap .21

Yrr = all m1"(,)2"Y I + a 12 m2 " (,)2 "y rr ;

Umformen (wobei nach Maxwell 0'21 = 0'12 iSI):

(I - all "ml" (,)2)"YI = a I2" m2" (,)2 "Yrr ;

(I - a22 "m2 " (,)2) "Yrr = a 12 "m 1 " (,)2 "Y1 ;

und Auflosen der erslen Gleichung nach Yj:

a "m " (,)2 "y
YI = 12 2 IT

1 - a ll "m 1°(,)2

(21-1-16)

(21-1-17)

(21-1-18)
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Einsetzen in die zweite Gleichung:

a ' m . (,} 'Y
(l - a • m • (0)2) •Y = a • m • (0)2• 12 2 IT

22 2 n 12 1 1 _ a ' m' (0)2
11 I

34 HiIfe 0

es rant Yn heraus. Durch Ausmultiplizieren und Ordnen erhalt man

(0)4- all 'ml +a22 'm2 '(0)2+ 1 =0 . (21-1-19)
m l'm2'(all 'a22 - a l/) m l'm2 '(al1'a22 - a 1/)

Wendet man den Satz von Vieta an:

x 2 + P :x + q = 0 =} - p = XI + x 2 und q = XI •x 2 ;

so entspricht in der biquadratischen Gleichung der Faktor von w2 der Gr6J3e - p und der
freie Summand der Gr6J3e q. In einer Summe, in der jeder Summand quadriert wird , wird
der kleinere Summand gegeniiber dem gr6J3eren Summanden vernachlassigbar klein . Also
gilt mit geniigender Genauigkeit

(21-1-20)

wahrend man in einem Produkt keinen der Faktoren vernachlassigen darf:
1 2 2

= (0)1 ' (0)2 •
m 1 ' m 2 ' (all ' a 22 - a l/)

Dann wird mit einfacher Umformung

(21-1-21)

(21-1-22)

durch Division von (21-1-21) und (21-1-20).

Kap.23

J . (0)2• -c12 • tp2 + J
2

' (0)2 • tp2 + J . (0)2 • - C23 • tp2 = 0 .
I J

1
• (0)2 - C12 3 J

3
• (0)2 - C

23

(23-4-14)

Die SUMMANDEN werden mit dem Hauptnenner

(JI ' (0)2 - CI2) · (J3 • (0)2 - C23)

erweitert. Da die Gleichung Null ist, reicht es aus, wenn der Zahler Null wird. Daher
braucht der Nenner nicht mehr mitgeschrieben werden. Ebenso kann '1'2 eliminiert werden .
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Nach dem Erweitem und Aufl6sen der Klammem erhalt man zunachst

- J
I

' J
3'

(.,)4'C
12

+ J
I·(.,)2'C I2

'C
23

+ J
1'J2

·J
3,(.,)6

- J
1
'J

2,(.,)4
'C

23

- J 2'J3,(.,)4'C12 + J 2 ,(.,)2'CI2'C23 - JI·J3 ·(.,)4 ·C23 + J3,(.,)2 'C12'C23 = 0 ,

Diese Gleichung wird nach den Potenzen von w geordnet:

J I 'J2'J3'!iJ
4 - [cI2 ' (J I ' J 3 + J 2'J3) + C23 '(J I 'J2 + J I 'J3)]'!iJ2

+ c12 ' C23 ' (J 1 + J 2 + J 3) = 0 .

Die Division mitJ1 • h . h gibt

4 [ J 3 '(J I + J 2) J I . (J2 + J 3)] 2
(.,) - CI2' " + C23 ' ,. ' (.,)

J I J 2 J 3 J I J 2 J 3

J 1 + J2 + J3+ C12 ' C23 ' = 0 ,
J I 'J2 'J3

Mit der Substitution mit A und B folgt
(.,)4 _ A . (.,)2 + B = 0 .

Kap.24

Es ist mit (24-2- 14) fur den Weg

x = e-h '(A 'cos«(.,)d 't) + B ·sin«(.,)d 't))

und fur die Geschwindigkeit

i = -6 'e- 6 .t'(A 'cos«(.,)d 't) + B 'sin«(.,)d 't))
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(23-4-15)

(23-4-16)

(24-2-14)

+ e+t '(-A'(.,)d·sin«(.,)d't) + B'(.,)d'COS«(.,)d 't)) ·

Die Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0 sind fur den Weg x = x(O) und fur die Geschwin­
digkeit t = t (O), Damit wird fur den Weg

x = l : (A . 1 + B ' 0) = Xo ;

und fur die Geschwindigkeit
i = - 6 ' 1 ' (xo, 1 + B ' 0) + 1 · ( -xo ' (.,)d ,0 + B ' (.,)d ' 1) = i o ;

und damit

(24-2-16)
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Kap.24.6
Fiir diese Randbedingungen gilt also:
zur Zeit t = 0 existiert eine Auslenkung. Es ist eO = 1 in der Gleichung (24-6-3)

x = CI 'e-(~-x)-t + C2 'e-(~+x)., = Xo = C, + C
2

. (24-6-3)

Nach Cl aufgelost und in (24-6-4) eingesetzt erhalt man fiir x = 0
:C = -(0 - x) •C, . 1 - (0 + x) . C

2
• 1 = 0 .

o = -Co-x) ' (xo - C2) - (o+x) ' C2 •

Die Klammern werden aufgeliist und die Gleichung nach C2 aufgeliist. Durch Einsetzen von
C2 in die G1eichung fur Cl erhalt man die beiden Konstanten zu

o+x o-x
C, = --·xo. C2 = - --'xo'2 ·x 2·x

Damit zuriick nach (24-6-3) , gibt

[
o+x -(~-x).t o-x -(~+X) ,,]

X = xo' 2 'x ' e - 2 'x 'e . (24-6-6)

(24-6-4)

Ist eine Anfangsgeschw indigkeit vorhanden , so ist zunachst nach den Anfangsbed ingungen

x = C, ·e-(~-x) .t + C2'e-(~+x)-t = Xo = Cl + C
2

• (24-6-3)

In der Gleichung fur die Geschwindigkeit wird mit t = 0
:Co = -(o-x) 'C,'I - (0+x) ·C2·1 .

Urn in der Schreibweise kiirzer werden zu konnen, wird Aeingesetzt (aus (24-6-2»

:Co = AI'C, + A2·C2 •

Hier wird nun Cl = Xo - C2 ersetzt:

:Co = A,' (xo - C2) + A2 ' C2 ;

nach C2 aufgelost und C2 wiederum in die G1eichung fiir Cl eingesetzt, bringt die Kon­
stanten

(24-6-7)

(24-6-8)

In (24-6-3) eingesetzt und den Nenner vorgezogen :

1 [ A" A"]X = ---' (x • A -:CO> •e I - (x •A -:CO> •e 2 •
A

2
- AI 0 2 0 ,

Die Geschwindigkeit zur Zeit t = 0 ist eine konstante Grofle und wird in der Gleichung als
Vo geschrieben.
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"1 ,2 wird ersetzt durch die Uisung der charakteristischen Gleichung. Damit folgt zunachst

x = 1 . [ fxo ' (-o-x)-voj ' e<'6.x)·/ - fXo· ( - 0 +x) - voj · e<· 6. x)'/ ] .
(-o-x)-(-o+x) l l

Es wird in den Exponenten das . vor die Klammer gesetzt, um die fallende Tendenz der
Funktion deutlicher zu machen. AuBerdem wird aus der ersten [ ] Klammer das . nach vorn
gezogen und mit dem - vor der zweiten [ ] vor die Gesamt [ ] gesetzt , In der zweiten ( )
wechseln )( und 0 lediglich die Platze . Das fiihrt zu

x = 2~X'[ [xo'(0+x)+voj ' e -(6' X)' / + [xo·(x -0) -voj · e' (6. X)'/ ] . (24-6-9)

Kap, 25.2 und folgeude
Nach den Regeln gilt fiir die Losung von linearen Gleichungen mit Hilfe der Koeffizienten­
determinante

al ' x + bl ' Y = Cl '

az.x + bz' Y = Cz .
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