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Vorwort zur 2. Auflage

Die zweite Auflage der vorliegenden Aufgaben und Beispiele umfasst das Wissens-
gebiet, das in der Maschinendynamik von Dresig/HolzweiBig [25] behandelt wird.
Das Buch ist analog zu den Kapiteln der Maschinendynamik geordnet, also von
der Modellbildung iiber die starre Maschine bis zu den speziellen Kapiteln der
Maschinenschwingungen. Das Buch richtet sich einerseits an Studierende in den
Fachrichtungen des Maschinen- und Fahrzeugbaus, der Antriebstechnik und der
Mechatronik, und andererseits an Berechnungsingenieure in der Berufspraxis. Einige
der 70 Aufgaben wurden aus den vergriffenen Aufgabensammlungen [20] und [43]
tibernommen und iiberarbeitet. Gegeniiber der ersten Auflage dieses Werks sind 10
neue Aufgaben hinzugekommen, zudem wurden viele Detailverbesserungen an den
existierenden Aufgaben vorgenommen.

Die neun Autorinnen und Autoren, deren Kurzbiografien im Anhang angegeben
sind, haben mit ihren jahrelangen Erfahrungen aus Lehre und Forschung, die sie
auf verschiedenen Gebieten des Maschinenbaues und der Fahrzeugtechnik sam-
melten, dafiir gesorgt, dass ein breites Spektrum an praktischen Problemstellungen
erfasst wird. Sie vertreten gegenwirtig die Lehre im Fachgebiet Maschinendyna-
mik an sieben verschiedenen Fachhochschulen und Universititen in Deutschland.
Herr Dr.-Ing. Dr. h.c. Zhirong Wang ist in den Autorenkreis aufgenommen worden,
der auch wieder mit aulergewohnlichem Engagement die druckreife Fassung des
Buchmanuskripts gestaltete.

Der Schritt vom Realsystem zum Berechnungsmodell wird in vielen Aufgaben erliu-
tert. Alle Ansitze und analytischen Losungswege werden ausfiihrlich beschrieben.
Zur Losung wird oft auf Berechnungs-Software zuriickgegriffen, deren Einsatz in
Lehre und Praxis eine immer grolere Rolle spielt. Einzelne Aufgaben werden auch
unter Verwendung von handelsiiblicher Office-Software gelost. Die zunehmenden
Moglichkeiten komplizierter Berechnungen verlangen jedoch vom Ingenieur eine
verstindnisvolle Interpretation der Ergebnisse, wobei die exemplarisch behandelten
Standardfille hilfreich sind.

Die aus der Ingenieurpraxis stammenden Beispiele beriicksichtigen reale Parame-
terwerte konkreter Maschinen, so dass nicht nur der mathematische Losungsweg
von Interesse ist, sondern u.a. auch die im Maschinenbau vorkommenden Para-
meterbereiche, z. B. der Frequenzen freier und erzwungener Schwingungen, der
kritischen Drehzahlen und der dynamische Krifte und Momente. Jede Aufgabe wird
als typisches Beispiel einer Problemgruppe aufgefasst, die einleitend und in der
Zusammenfassung erldutert wird. Die Verweise auf weiterfithrende Literatur bei
vielen Losungen werden vor allem diejenigen Leser interessieren, welche sich in ein
Gebiet weiter einarbeiten wollen.

Prof. Dr.-Ing. Michael Beitelschmidt Prof. Dr.-Ing. habil. Hans Dresig
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1 Modellbildung und Kennwertermittiung

1.1 Kennwertermittlung mit Hilfe von
Ausschwingversuchen

Mittels Ausschwingversuchen konnen die Parameterwerte einfacher Schwin-
gungsmodelle bestimmt werden. Durch eine Messung im Originalzustand
und eine Messung bei bekannter Verinderung eines Parameterwertes, z. B.
durch eine Zusatztrigheit oder eine Zusatzsteifigkeit, konnen Masse, Feder-
steifigkeit und Dimpfung des Systems bestimmt werden. *

Fiir die im Bild 1a dargestellte Baugruppe eines Maschinenantriebs sind die Feder-
und Dampfungskonstante sowie das Massentragheitsmoment des Berechnungsmo-
dells (Bild 1b) mit einem Freiheitsgrad aus experimentell ermittelten Ausschwing-
kurven zu bestimmen. Das Antriebssystem wurde dazu festgesetzt und dann ohne
und mit einer Zusatzmasse zu Schwingung angeregt und das Ausschwingverhalten
aufgezeichnet.

Cr

4

Aufnehmer

(a) Schema des Realsystems (b) Berechnungsmodell
Bild 1: Schematische Darstellung des Antriebs (a) und Berechnungsmodell (b)

Gegeben:
R =54mm Teilkreisradius des Antriebszahnrades
my =2kg Zusatzmasse

Der Schwingungsaufnehmer am Arbeitsorgan liefert Signale a(z), die proportional
zur Beschleunigung ¢(¢) sind. In den Bildern 2 und 3 sind die Ausschwingvorgéinge
ohne und mit Zusatzmasse dargestellt.

*Autor: Jorg-Henry Schwabe, Quelle [20, Aufgabe 1]

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017 1
M. Beitelschmidt und H. Dresig (Hrsg.), Maschinendynamik —
Aufgaben und Beispiele, DOI 10.1007/978-3-662-53435-9_1
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Bild 3: Ausschwingkurve mit Zusatzmasse

Gesucht:
1) Dampfungsgrad D (Learsches Diampfungsmal}) des Originalsystems
2) Periodendauer ohne und mit Zusatzmasse

3) Parameterwerte ¢z , by und J des Berechnungsmodells

Lésung:
Zul):

Die Schwingungsmaxima der Ausschwingkurve nehmen nichtlinear mit der Zeit ab.
Die exponentielle Tendenz dieser Verringerung deutet an, dass das Schwingungs-

system angenihert als geschwindigkeitsproportional gedimpft betrachtet werden
kann.

Der Dampfungsgrad D wird aus dem Logarithmischen Dekrement A einer Schwin-

gungsgroBe g(¢) (Auslenkungen, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen) berechnet
(siehe [25]):

_ 1 q(t)
A= 1n'q(tk+m : (1)
D=2 @)
Va2 + A2

mit #, Zeitpunkt eines Extremums der Ausschwingkurve,
T  Periodendauer,

n  Anzahl voller Schwingungszyklen.



1.1 Kennwertermittlung mit Hilfe von Ausschwingversuchen 3

Da es sich um Messwerte handelt, ist zur statistischen Absicherung die Bestimmung
iiber mehrere Maximaverhiltnisse in einer Ausschwingkurve sowie anhand mehrerer
Messkurven sinnvoll. Fiir die Identifikation der Dampfung des Originalsystems sollen
hier drei Dekremente aus der Ausschwingkurve in Bild 2 herangezogen werden.
Praktisch konnen die benotigten Messwerte aus den digitalen Messdaten ausgelesen
werden:

1 ~ 1
An=3=_.1nm =_.1ni=()’1927
3 Mar~0.118s) 3 a5
1 a(t =~ 0,035s) 1 8
Apy = = In|[LEE208) F 2 12 = 0,198,
77 Ma~0235 -7 20 ®)
1 la(t~003s)| 1 8
Apoo = — - In | LEE2208) |2 4018 20,186
979 Mat~029s| 9 15

Fiir den Dampfungsgrad ergibt sich ein Mittelwert von

D =0,0305. “)

Zu2):

Die Schwingungsdauer sollte in den Messschrieben vorteilhaft iiber mehrere Perioden
aus dem Abstand von Nulldurchgingen bestimmt werden. Aus neuen Schwingungen
von ¢ = 0,022 s bis 0,287 s im Bild 2 ergibt sich die Periodendauer ohne Zusatzmasse
zu

1
I = 502655 =0.0294s (5)

und aus neun Schwingungen von ¢ = 0,008 s bis 0,295 s mit Zusatzmasse (vgl. Bild 3)
zZu

-0,287s5 =0,0319s. (6)

Q:

Zu 3):

Bei der Bildung des Berechnungsmodells wurde ein System mit einem Freiheitsgrad
zugrunde gelegt, dessen generalisierte Koordinate der Winkel ¢ ist.

Alle reibenden und dimpfenden Elemente des Realsystems (Zahnrad, Gleitlager,
Material) werden im Berechnungsmodell durch einen viskosen Diampfer mit der
Déampferkonstante by erfasst. Die gemessenen Ausschwingkurven werden somit
durch das Berechnungsmodell gemdf3 Bild 1b gedeutet.

Die Bewegungsgleichung fiir das Berechnungsmodell bei Beriicksichtigung der
Zusatzmasse nach Bild 1b lautet

(J+mzRD ¢ +brop+crp=0. (7)



4 1 Modellbildung und Kennwertermittlung

Die Periodendauer wird nur unwesentlich von der Ddmpferkonstante beeinflusst. Sie
wird aus der Eigenkreisfrequenz berechnet und ihr Quadrat lautet fiir den Schwinger
ohne Zusatzmasse und mit Zusatzmasse

4n*(J + m.R?)

472
-7 sowie Ti= ——"—. (8)
cr cr

T2

Damit stehen zwei Gleichungen zur Bestimmung von J und c¢7 zur Verfiigung und
es ergibt sich:

mZR2 4-7'1'2
= . ~ 1500Nm, 9
TETT (T TR - 1 " ©
mzR2 2
J=——""——~0,033k . 10
(T,/T) -1 & (1

Die Dampfungskonstante des Berechnungsmodells lésst sich unter Verwendung des
mittleren Dampfungsgrades berechnen

4xDJ
by = =%

~ 0,429Nms. (11)

Die Genauigkeit der Ergebnisse fiir die Masse- und Federparameter hingt insbeson-
dere von der Genauigkeit der Messung der Schwingungsdauer und der Zusatzmasse
ab.

Mit Verfahren, die auf einer Messung im Originalzustand und einer Mes-
sung bei bekannter Verinderung eines Parameters beruhen (z. B. durch das
Anbringen einer Zusatzfeder oder einer Zusatztrigheit), konnen bei einfa-
chen Schwingungssystemen Parameterwerte bestimmt werden.
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1.2 Tragheitsmomente bei Antrieben mit groBen
Ubersetzungen

Bei der Bestimmung der Trigheitseigenschaften von Maschinen miissen die
Anteile von translatorisch und rotatorisch bewegten Korpern in Betracht
gezogen werden. Dabei konnen schnell rotierende Korper mit kleiner Masse,
wenn eine groBe Ubersetzung vorhanden ist, im Vergleich zu massereichen
Abtriebsgliedern einen dominanten Einfluss bekommen. *

Das vereinfachte Berechnungsmodell eines Roboters besteht aus zwei identischen
Armen der Masse m, und der Léange /, die jeweils von einem Motor angetrieben
werden, siehe Bild 1. Die Arme konnen als homogene, stabformige, starre Korper
betrachtet werden. Der erste Arm, dessen Auslenkung durch den Winkel ¢; be-
schrieben wird, ist im Punkt O gelagert. Ein Getriebemotor treibt den Arm an. Der
Motor, bestehend aus Rotor, hochiibersetzendem Getriebe und Statorgehduse, hat
die Masse m,,. Das Motorgehéduse hat das Tragheitsmoment J; und der Rotor das
Tragheitsmoment Jg beziiglich der Drehachse. Das Motorgehéuse des ersten Arms
ist an der Aufstellung montiert, der Rotor ist mit der Ubersetzung i am Arm befestigt.

Im Punkt A ist der zweite Arm befestigt, dessen Auslenkung beziiglich des ersten
Arms mit dem Relativwinkel g, beschrieben wird. Der zweite Motor ist mit seinem
Gehiuse konzentrisch zur Drehachse durch den Punkt A auf dem ersten Arm montiert
und sein Rotor ist mit dem Getriebe mit der Ubersetzung i am zweiten Arm befestigt.

| zweiter Arm

Drehgelenk

— Getriebe _p o0
/ 2 s Achse
Welle
Motoren sind nicht

mit
—|—=" Punkt A
dargestellt erster Arm

Motorgehduse

(a) Roboter (b) Schnitt

Bild 1: Roboter und der Schnitt des Antriebs an Punkt A

*Autor: Michael Beitelschmidt
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Gegeben:
m, = 100kg Masse eines Roboterarms
[ =1m Lénge eines Roboterarms
my, = 4kg Masse eines Antriebsmotors

Jo =0,004kgm?  Trigheitsmoment eines Motorgehiuses
Jg =0,0025kgm? Trigheitsmoment eines Motorrotors
i =160 Ubersetzung (kann z. B. mit einem Umlaufridergetriebe wie

Planetengetriebe, Cyclo-Getriebe oder Harmonic Drive®
Getriebe realisiert werden, vgl. [57])
Massen und Tragheitsmomente der Getriebe sind in den Motorparametern enthalten.
Gesucht:
1) Die kinetische Energie des Roboters in Abhédngigkeit von ¢y, g2, ¢; und ¢

2) Massenmatrix des Roboters bei dem Drehwinkel ¢, = 45° in Zahlenwerten

Lésung:
Zul):

Das System hat den Freiheitsgrad zwei. Die Lage des Robotermodells wird durch
zwei voneinander unabhingige, generalisierte Koordinaten ¢g; und g, beschrieben.

Die generalisierte Massenmatrix des Roboters kann aus der kinetischen Energie
berechnet werden. Ist die gesamte kinetische Energie Wiinges(91, 92, g1, §2) bekannt,
ist die Massenmatrix M in der quadratischen Form

1 ; 1
Wiin ges = 3 [ql q'z] Mlzl] =5 (m“cﬁ + (miy +ma)g1g2 + mzzqg) (D
2

enthalten. Die Massenmatrix besteht aus vier Elementen

npy mpp

M = . 2

mpy Mo

die aus den partiellen Ableitungen der kinetischen Energie Wi ges bestimmt werden
konnen. Es gilt

2 2
0 Wkin ges 0 Wkin ges
— L. 2 my = ——— 5

2

0 Wkinges
und miy =mpy| = ———~——
04

mp = 3
y e S0 @
wobei aus Symmetriegriinden m, = my; gelten muss. Aus Gleichung (1) kann zudem

abgelesen werden, dass M positiv definit sein muss, da immer Wy ges > 0 gilt.

Aus den Elementen von M kann der Einfluss der einzelnen Baugruppen auf das Trag-
heitsverhalten abgelesen werden. Insbesondere das Element i, ist ein MaB fiir die
gegenseitige Beeinflussung der Bewegungen der beiden Arme durch Trigheitseffekte.
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Kinetische Energie des ersten Arms bei Rotation um Achse O:

1(1 .
Wiin1 = 3 (gmalz) i - “4)

Kinetische Energie des Rotors des ersten Motors bei Rotation um Achse O:

|
Wiinr1 = EJR(HII)Z- )

Da das Gehiuse des ersten Motors an der Aufstellung fest montiert ist, haben seine
Masse und Gehdusetréigheit keinen Einfluss auf die kinetische Energie.

Der zweite Motor ist im Punkt A am ersten Arm befestigt. Die kinetische Energie
der Bewegung seiner Masse lautet

1
Wiinme = Emmlzq% . (6)

Das Gehiuse fiihrt dieselbe Rotation wie der erste Arm aus, es gilt demnach

L
Wiing2 = E-]Gq%~ (7
Die Rotation des Motor-Rotors setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Einer-
seits dreht sich der Motor, selbst wenn das Gelenk im Punkt A einen konstanten
Drehwinkel hat, mit dem ersten Arm mit. Dazu kommt eine Drehung aus der Dreh-
geschwindigkeit ¢, mit der Ubersetzung i. Somit ergibt sich

1 .
Wiinko = 3 Jr(q1 + ig2)*. (8)

Das Vorzeichen zwischen ¢; und i ¢, hingt davon ab, ob das Getriebe zwischen
Motor und Arm gleichlaufend oder gegenlaufend ist. Ein gegenlaufendes Getriebe
konnte durch i = —160 ausgedriickt werden.

Die kinetische Energie des zweiten Arms muss iiber die Translation des Schwerpunkts
und die Rotation um diesen berechnet werden. Der Ortsvektor zum Schwerpunkt
lautet

1
cosq; + 5 cos(q) +
rSQ:lI . q 7 (@1 +q)| ©)
sing; + 5 sin(q1 + q2)
Die Geschwindigkeit ergibt sich durch die Zeitableitung
.. 1, . .
. —g1 sing; — 5(¢1 + ¢2) sin(q; +
Vsy = Fog = l[ .‘]1 g 12(.611 .6]2) (@1 +q)| (10)
qi1cosqy + 5(q1 + q2) cos(qr + q2)
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Fiir die kinetische Energie muss |vs2|2 gebildet werden. Dieser Term ldsst sich mit
Hilfe geeigneter trigonometrischer Umformungen zu

1 1 1
Wsal* = 12 (Q% + Zfﬁ + 541512 + ZQ% +§3 cos qa + ¢1¢n oS 42)
(11)

oL L o
= (‘I% + Z(QI + 42)2 +§1(g1 + ¢2) cos qz)
zusammenfassen. Damit ergibt sich fiir die kinetische Energie des zweiten Arms

1 5 1 1
Wiinz = zmal2 ((Z + cos qz) qr + (5 + cos qz) 142 + Zq‘%) + .

1(1
+ = [=m?| (g1 + ),
2 (12'" )(611 42)
wobei der letzte Term aus der Rotation des Arms folgt. Die gesamte kinetische
Energie lautet:

Wiinges = Wiint + Wiinkt + Wiinm2 + Wiing2 + Wiinr2 + Wiina - (13)

Zu 2):

Nun konnen die verallgemeinerten Massen (die Elemente der Massenmatrix) geméaf
(3) bestimmt werden:

1 5 1
mi gmal2 +PIr+mpl> +Jg + Jr + (Z + cos qz) mal? + —myl*

12

(14)

_(3 2 2 p)
=13 +cosqo |mul” + myl” + Jg + (1 +1%)Jg,

My = i%J, +lm zz+im P=J +lm P (15)

22 R 4 a 12 a R 3 al >
. 1 1 1 . 1 cos
mp = iJg + Emal2 (5 + cosqz) + Em"lz = iJg + myl* (5 + 2q2) . (16)

Es sei erwihnt, dass sich die auf die Roboterarme wirkenden kinetischen Antriebs-
momente M; und M, vom Motor 1 und 2 aus den verallgemeinerten Massen und den
kinematischen Grofien in diesem Falle aus folgenden Gleichungen berechnen lassen,
vgl. [28, Abs. 2.2]:

omyy , omyy .,

My = mgr + mppgn + Q9@+ =4, (17
an an
om
M> = m24y + magr — 3 1 i]%- (18)
q2

Fiir die Berechnung der Motormomente muss noch die jeweilige Getriebeiibersetzung
beriicksichtigt werden. Eingesetzt mit Zahlenwerten ergibt sich fiir die Stellung
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q> = 45°:
myy = (237,4 + 4 + 0,004 + 64) kgm? = 305,4kgm?, (19)
my, = (64 +33,3)kgm?* = 97,3 kgm?, (20)
my = (0,4 + 68,69) kgm?® = 69,09 kgm? . 1)

Bei der gewihlten Konfiguration zeigt sich, dass die beiden Rotoren der Antriebe
trotz ihres sehr geringen Trigheitsmoments von nur 0,0025 kgm? durch die Uber-
setzung eine extrem grofe kinetische Energie und demzufolge einen dominierenden
Tragheitseffekt verursachen. Wird in (15) der zweite Arm isoliert betrachtet, ist
das resultierende Trigheitsmoment des Motors mit 64 kgm? groBer als das Trig-
heitsmoment des Arms mit 33,3 kg m2, der immerhin eine Masse von 100 kg hat,
vgl. (20). Zudem ist zu beachten, dass die Massenmatrix mit dem Winkel g, von
der Stellung des Roboters abhiingig ist. So gilt z. B. m;;(g> = 0°) = 334 kgm? und
mi1(qy = 180°) = 134kgm?.

Zusammenfassung

Die in der Massenmatrix enthaltenen generalisierten Massen liefern Aus-
kunft iiber die wesentlichen kinetischen Eigenschaften eines angetriebenen
Systems. Motoren mit Getrieben mit groBen Ubersetzungen kénnen trotz ei-
ner vermeintlich geringen Masse und daraus folgendem kleinen Trigheits-
moment einen groBlen Einfluss auf die kinetische Energie und damit die
Trigheitseigenschaften eines Systems haben. Systeme wie Roboter und un-
gleichformig iibersetzende Mechanismen haben stellungsabhiingige genera-
lisierte Massen.

Weiterfiihrende Literatur

[28] Dresig, H. und I. I. Vul’fson: Dynamik der Mechanismen. VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften Berlin und Springer Verlag Wien, 1989. http:
//nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bsz:chl1-201001121.

[57] Luck, K. und K.-H. Modler: Getriebetechnik. 2. Aufl. Berlin, Heidelberg:
Springer Verlag, 1995.



10 1 Modellbildung und Kennwertermittlung

1.3 Tragheitsparameter/Rollpendel

Zur experimentellen Bestimmung von Massentriigheitsmomenten konnen
Pendelverfahren dienen. Fiir grofie Zylinder wird das Abrollen auf Schnei-
den angewendet, wobei durch eine an einem prismatischen Stab angebrach-
te Zusatzmasse ein Pendel mit bewegtem Aufhéingepunkt entsteht. *

Es soll das Triagheitsmoment beziiglich der Mittelachse eines Druckzylinders experi-
mentell bestimmt werden, um den Schwerpunktabstand und das Triagheitsmoment
beziiglich Schwerpunktsachse zu bestimmen. Dazu wird der Zylinder der Masse m
mit seinen Lagerzapfen auf parallelen, als reibungsfrei angenommenen, horizontalen
Schneiden gelagert und an seiner Stirnseite ein homogener Stab der Linge s, zur
Befestigung der Zusatzmasse m, angeschraubt (Bild 1).

Zylinder  Drehachse || m,

Few r <

L j&—;zk ﬂr
NSz )

:\ U Schneiden |:U:|

Bild 1: Prinzipskizze des Rollpendelversuchs

Da Druckzylinder stets eine Restunwucht haben, miissen zwei Pendelungen durch-
gefiihrt werden, um den Schwerpunktabstand und das Triagheitsmoment beziiglich
der Schwerpunktachse zu bestimmen. Die Vorgehensweise ist wie folgt: Zunichst
wird der Zylinder ohne Zusatzunwucht auf die Schneiden gelegt. Dabei pendelt
er sich bei Vorgabe eines kleinen Ausschlages ¢ so ein, dass sein Schwerpunkt
senkrecht unter der Zylinderachse liegt. Die Periodendauer dieser Pendelung sei
T,. In dieser Stellung wird der Stab senkrecht in Stabmitte an einem Achsschenkel
befestigt und die Zusatzmasse my im Abstand ¢ angebracht. Wiederum bei Vorgabe
eines kleinen Anfangswinkels ¢ als Anfangsbedingung schwingt das System mit der
Periodendauer T, aus. Der unbekannte Schwerpunktabstand des Druckzylinders ist s.
Mit h wird der Schwerpunktabstand bei den Pendelungen bezeichnet, die eigentlich
Abrollbewegungen des Zylinders auf den Schneiden sind.

Gegeben:
m = 190kg Masse des Zylinders
myz = 1,43 kg Zusatzmasse
mg; = 0,13kg Masse des homogenen Stabes

r =40 mm Rollradius (Radius des Achsschenkels)

*Autor: Michael Scheffler, Quelle [20, Aufgabe 3]
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ls; = 600 mm Linge des Stabes
¢ =250mm Abstand zwischen Schwerpunkt der Zusatzmasse und Achs-

mittelpunkt
T, =4,89s Periodendauer ohne Zusatzmasse
T, =3,58s Periodendauer mit Zusatzmasse m,

g2 =9,81m/s> Fallbeschleunigung
Gesucht:
1) Periodendauer 7' der Pendelung allgemein fiir kleine Ausschlige

2) Schwerpunktsabstand s des Zylinders zur Zylindermittelachse

3) Auf die Schwerpunktachse bezogenes Massentrigheitsmoment Jg 7,

Lésung:
Zul):

Zunichst soll die Bewegungsgleichung des Rollpendels hergeleitet werden. Das
kann, da keine Reibung oder Dampfung im System vorhanden ist, direkt iiber die
Auswertung der kinetischen Energie Wy, und der potentiellen Energie W, gesche-
hen.

Bild 2: Prinzipskizze des Rollpendelversuchs

Wird von der ausgelenkten Lage in Bild 2 ausgegangen, so werden zunichst zwei
Koordinaten x und y der Verschiebung des Gesamtschwerpunktes S und eine Dreh-
koordinate ¢ eingefiihrt. Da das System bei reinem Rollen den Freiheitsgrad n = 1
hat, miissen zwei Zwangsbedingungen vorliegen. Sie lauten

x=r-¢—h-sing, (D
y=r—h-cosg. 2

Zeitableitung liefert die Komponenten der Schwerpunktgeschwindigkeit:

X=r-¢—h-¢cosgp, (3
y=h-¢sing. 4)

Als generalisierte Koordinate wird g = ¢ gewihlt. Fiir die kinetische Energie gilt:

Wan = 5 mo (¥ +3) + Js¢?] . 5)
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Dabei ist Jg das Massentrigheitsmoment der Gesamtmasse mg bezogen auf die
durch seinen Schwerpunkt gehende Achse. Einsetzen der nach der Zeit abgeleite-
ten Zwangsbedingungen (3), (4) in die kinetische Energie nach (5) und teilweises
Umstellen liefert

ka:%[mc(r2+h2—2hrcos¢)+JS]gb2. (6)
Die potentielle Energie W, ergibt sich unter Beachtung von (2) zu

Whot = mgg -y = mgg - (r = hcosg). (7
Die Gesamtenergie bilanziert sich aus (6) und (7) zu:

W = Wiin + Wy, = const.

1 (®)
=5 [mG (r2 + h* = 2hrcos go) + Js] @ + mgg(r — hcos @) = const. .

Da die Gesamtenergie konstant ist, wird ihre Zeitableitung Null:
dw
dt
Aus dem Ausdruck in der geschweiften Klammer in (9) folgt unter Voraussetzung
kleiner Ausschlige sin g ~ ¢, cos ¢ ~ 1 und r¢? << g:

= { [mc(r2 + h? — 2hrcos @) + JS] @ + mgh sin p(rg?* + g)} =0. (9

[ s +mg - (r = 0| & + maghe = 0. (10)

Die Periodendauer betridgt dann allgemein

2 J — h)?
7= _o meG—(r) (an
w mggh

Zu 2):

Wird mit J das auf die Mittelachse bezogene Massentriagheitsmoment des Zylinders
bezeichnet, so ergeben sich fiir die jeweiligen Pendelungen folgende Zuordnungen:

Pendelung 1: mg=m; h=s; Js=J- ms?

leg Y _J+mr-(r—2s)

—°2 = = 12

472 ! ms (12)
Pendelung 2: mg = m + mz + mg; h = (ml +ms)/mg

Js = J+ Js + mzl? — (mzl + ms)*/mg

T2 1 _ [— 2_ 0+ 2

Lg =Y)=—- J+Jsl+mZ€2+(mGr mzt=ms)”~ (mzt+ms) , (13)

472 myzl+ms mg

1
Yy = ——— [T+ Jsi + mzl® + mgr? = 2r - (mzl + ms)| . (14)

mzl + ms



1.3 Tréagheitsparameter/Rollpendel 13

Dabei betrigt Jg; das Trigheitsmoment des Stabes um seine Schwerpunktachse:

2
mSlgst

Jsi = o (15)

Werden die Gleichungen (12) und (14) nach J umgestellt, so ergibt sich mit den
Abkiirzungen Y, und Y,:

J=Yims—mr-(r—2s), (16)
J = Yo(mzl + ms) — mgr* + 2r - (mzl + ms) — mz€* — Jg; . (17)

Die Gleichungen (16) und (17) bilden ein lineares Gleichungssystem fiir fiir s und J.
Die Auflosung liefert zunédchst den Schwerpunktabstand s:

2 2
=— - cre+mgl - (Yo +2r) —mzl” — Jg| . 18
$= Ty (= me) gl (Yo 20) = mzC = U (18)
Fiir die angegebenen Zahlenwerte gelten:

T? T?
218 59419m und Y, = 228
4

n=5= ~ =3,1847m. (19)

Hiermit ergibt sich fiir den Schwerpunktabstand s:

s=2,0451-10"m ~ 2mm. (20)

Zu 3):

Nun ldsst sich das Massentrigheitsmoment J mit einer der beiden Gleichungen (16)
oder (17) mit den gegebenen Groflen berechnen. Es berechnen sich zunéchst fiir den
Schwerpunkt:

Js = 0,0039kgm?, m.£> =0,0894kgm?, mg = 191,56kg (21)
g

und fiir das auf die Schwerpunktachse bezogene Massentrigheitsmoment Js.,; folgt
schlielich mit J = 2,0359 kgm2 ~ 2,04 kgm2

Jsor = J —ms* = 2,035 13kgm?. (22)

Wenn die Schwerpunktlage eines Bauteils nicht bekannt ist, sind zur ex-
perimentellen Ermittlung von Massentrigheitsmomenten auf der Basis von
Pendelverfahren stets zwei Pendelungen erforderlich, da die Schwerpunkt-
lage mit bestimmt werden muss.

Bei diesen Verfahren tritt die Differenz der Quadrate der Periodendauern
auf. Daher sollten diese genau gemessen werden und aus numerischen Griin-
den weit genug auseinander liegen. Um zufillige Fehler bei der Versuchs-
durchfithrung zu minimieren, ist die Pendelung mindestens drei Mal durch-
zufiihren und die Ergebnisse der gemessenen Periodendauern 7 und 7,
sind zu mitteln.
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1.4 Dampfungsvermogen einer
Frasmaschinenspindel

Hauptspindeln von Werkzeugmaschinen miissen Zerspankrifte aufnehmen
und iibertragen, wobei oft auch Schwingungen angeregt werden. Die Ampli-
tuden dieser Schwingungen hiingen in Resonanznéihe entscheidend von der
Dimpfung der Spindel und ihrer Lager ab. *

Zur Erfassung und Beschreibung des Ddmpfungsverhaltens einer Frismaschinen-
spindel wurden experimentelle Untersuchungen vorgenommen. Dabei wurde der
Spindelflansch mit verschiedenen Amplituden % und Frequenzen f = ©2/(27) harmo-
nisch bewegt und die dafiir erforderliche Erregerkraftamplitude F'(f) im stationdren
Zustand gemessen, vgl. Bild 1. Aus diesen beiden Groflen wurde dann durch Inte-
gration die dabei zugefiihrte Energie pro Periode bestimmt, vgl. Tabelle 1.

Tabelle 1: Zugefiihrte Energie pro Periode: W - 10* / (Nm)

Frequenz f/Hz
20 40 50 60 80
0,01 2,7 5.5 7.8 8,8 11,0

X/mm 0,02 12,3 25,7 31,6 35,6 43,6
0,03 26,6 53,3 69,5 79,9 99,5
0,04 47,5 97,2 118,6 138,6 1794

Von den in Bild 2 dargestellten Dimpfungsmodellen ist dasjenige zu identifizieren,
welches das gemessene Verhalten am besten widerspiegelt, wobei dafiir der in
Bild 1 gezeigte Einfachschwinger zu Grunde gelegt werden kann, denn andere
Gestellresonanzen zeigten bei den untersuchten Frequenzen keinen Einfluss.

() s
——— ¢ ANN\S
T~ ] NN\ ~ .
T~ x=x sin Ot R:X sin{lt

_Gestell- ~—L m

nachgiebig—

keiten F(t)

(a) Prinzipskizze (b) Modell

Bild 1: Prinzipskizze und Berechnungsmodell der Spindel

*Autor: Ludwig Rockhausen, Quelle [20, Aufgabe 4]
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Gegeben:
¢ =126-108N/m gemessene Steifigkeit an der Einleitungsstelle der Kraft
Jo =406 Hz experimentell ermittelte Eigenfrequenz der Spindel
w Zugefiihrte Energie pro Periode T = 27/Q in Abhingigkeit
der Frequenz f = 1/T und der Amplitude X entsprechend
Tabelle 1.

Die zu untersuchenden Dimpfungsmodelle (b;, by, Fg sind Konstanten) finden sich
in Bild 2.

a) b) . 0) 4y
Cq FR
b
v
by ,
Ny
o L x/IxLx =0
Fy=bi(x=y)=cqy FDFRsuganRgo/XO

Bild 2: Ddmpfungsmodelle
Gesucht:

1) Formeln fiir die Verlustenergie Wy der drei Dampfungsmodelle a) bis c) bei
vorgegebener Bewegung der Masse m des Berechnungsmodells

2) Auswahl desjenigen Dimpfungsmodells, welches die gemessenen Werte am
besten wiedergibt; Bestimmung der Parameterwerte des betreffenden Modells

Lésung:

Zu 1):

Freischneiden der Masse m und Aufstellung der Gleichge-
RN wichtsbedingungen unter Beachtung der entgegen der positiv
X definierten Koordinatenrichtung anzutragenden Trigheits-
kraft (vgl. Bild 3) liefert die Bewegungsgleichung fiir die
Koordinate x:

ox+hy

m¥ F(t) mi+cx+ Fp=F(). (1)

Einfiihrung der dimensionslosen Zeit

Bild 3: Kriiftebild
! attedt =0t )

sowie Nutzung der Strichableitung

dt.) L d.) ) o
=y =000, (=0 3)
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fiithrt auf
c*x" +x) + Fp = F(1) 4)

mit dem Abstimmungsverhiltnis

n=—=——. &= =0’ 5)

Wegen der vorgegebenen Bewegung (vgl. Bild 1)

x(t) = &sint, x'(r) = Xcost, x”(r) = —-Xsint (6)
ergibt sich aus (4) nach Multiplikation mit

dx = fcostdr (N

und anschlieBender Integration tiber eine Erregerperiode 7 = 27/©Q:

21 2n 21
cfc(l—nz)fsinrcosrdr+fFchcosrdT=fF(T)£COSTdTE W. (8)
0 0 0

Das erste Integral wird identisch null, und das zweite stellt die Arbeit der Ddmp-
fungskraft F bei der vorgegebenen harmonischen Bewegung von m dar, d. h. im
stationdren Zustand ist die Verlustenergie Wy infolge Dampfung (Dissipation) gleich
der durch die Erregerkraft F(f) zugefiihrten Energie W:

2 2
WVEfFD(T)fccosrdrzfF(‘r)fccosrdTEW. )
0 0

Dieser Sachverhalt bildet die Grundlage fiir die folgenden Betrachtungen zur Aus-
wahl eines geeigneten Dampfungsmodells. Dazu werden die Gleichungen fiir die
Verlustenergie der drei zur Auswahl stehenden Dampfungsmodelle benétigt.

e Variante a):

Fp(t) = bx = bQx" = bQXcost (10)
2
= Wy= bQ#* fcosz 7dr= mhnwy3* . (11
T 0

e Variante b):

Fp(t) = bi(t =) = b1 Q(x" = y') = binwo (fcos T - y' (1)) . 12)
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Hier wird noch die Anderung y'(t) der inneren Variablen y(t) benotigt, vgl.
[2]. Die dafiir geltende Gleichung folgt aus dem Gleichgewicht der in Reihe
geschalteten Elemente (Feder ¢; und Dampfer b, ):

cy =bi(x-y) =b1Q(x" —y)=binwy (Xcost—y"). (13)

Die unterstrichenen Terme dieser Beziehung bilden eine lineare, inhomogene
DGL. erster Ordnung fiir y(7):

b b
2190 ﬂy: leT])ACCOST (14)
¢
Werden zweckmiBigerweise noch die dimensionslosen Groflen
b
0 —ap; D=y (15)
c ¢

eingefiihrt, so ergibt sich

2Dny’ +yy = 2Dnkcost. (16)
Diese Differentialgleichung hat die stationdre Losung (Ansatz: y(7) = Acos T +
BsinT):
2Dn
. S— +2D i . 17
(1) xy2 T Dn? (ycost 7 sin T) (17a)
2Dn
"(t) = #—=——————(—ysint + 2D . 17b
y(1) xy2 n (2077)2( ysint 77 COS T) (17b)
Gemail (12) wird dann die Dampferkraft zu
binwoly .
F =" +2D . 18
p(T) Y+ QDR (ycost 7 sinT) (18)

Damit ergibt sich fiir die mechanische Verlustenergie

2r
D 222

Wy = fFD(T)fccosmT - 2ncy2+2;n)2. (19)

0 p—
e Variante c):

Fp(t) = Fgsign(x) = Fgsign(x”)

~ Fe. +1; 0<7<% und 37"$T<27T (20)
-1, I<Tr<¥
Daraus ergibt sich

3 z 2r

Wy = fFRfccosrdT+f(—FR)chOSTdT—i- Frxcostdr

_— J 21)

3

S

2

|

>

=4FRX.
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Zu 2):

Um eine Auswahl eines Dampfungsmodells treffen zu konnen, werden die aus der
Messung gewonnenen Werte der zugefiihrten Energie W hinsichtlich ihres Verhaltens
beziiglich der Amplituden- und Frequenzinderungen untersucht. Wird die Energie
W pro Periode gemél Tabelle 1 fiir jede Amplitude * tiber der Frequenz aufgetragen,
so entstehen die Verldufe in Bild 4a; das Auftragen derselben fiir jede Frequenz f
iiber der Schwingungsamplitude x liefert Bild 4b (zur besseren Veranschaulichung
wurden die Messpunkte durch Geradenabschnitte miteinander verbunden).

Es ist zu erkennen, dass W mit der Frequenz f geringfiigig degressiv und mit der
Amplitude X deutlich progressiv wichst.

Werden diese Abhingigkeiten mit den einzelnen Formeln fiir Wy verglichen, so fallt
der Reibungsdampfer (Modell c) sofort heraus, denn seine Charakteristik ist nach
(21) unabhingig von der Frequenz, und die Verlustenergie Wy wichst linear mit der
Amplitude.

Um entscheiden zu konnen, ob Variante a) oder b) zur Beschreibung des gemessenen
Verhaltens geeignet ist, werden die freien Parameter dieser Modelle mittels Mini-
mum der Fehlerquadratsumme bestimmt und anschlieBend die Werte dieser Fehler
verglichen.

e Variante a)

4 5
A A 2 .
O, = Z(W(xi’ ) — Wy (Xi, s b)) = Min.! (22)
=1 k=1
W/(Nm) Ao 0dmm W/(Nm) f:gOHz
e
0.015+
0.015+ e / 60Hz
/<> / /SOHZ
0.01+ ya A 0’03“‘“;‘} 0.01+ £ // }OHZ
< -~ 7 20Hz
0.005+ s 0,02mm 0.005 + / > P
- e —o— —* _ % - o -
o~ 0,01mm z-
e e~
2 40 60 30 0.01 0.02 0.03 0.04
— f/Hz —> x/mm

() (b)

Bild 4: Zugefiihrte Energie W iiber (a) Frequenz f bzw. (b) tiber Schwingungsam-
plitude %
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Die notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Minimums der Fehlerfunk-
tion
00,

4 5
=22, ), (W - rbmns?) (~mmnid) 2 0 (23)
i=1 k=1

liefert die Dampferkonstante

Sk T W nom?

b m ~ 7,313 -10° Ns/m. (24)
- TTwo Z, 1 Zk 1 77k
Das ergibt einen Ddmpfungsgrad von
b
D=2 10074, 25)
2¢

Die Fehlerfunktion hat dafiir dann den Wert

O, ~ 1,33-107° (Nm)*. (26)

e Variante b)

4 5
®y = 3 (W) — Wy ey D) = Min! @7
i=1 k=1

Hier ist die Fehlerfunktion abhiingig von y und D, d. h. es sind jetzt die partiellen
Ableitungen nach diesen beiden Variablen null zu setzen:

o0 SR/ . OWy (R, 1,7, D) |
O =2y (Wit m- Wl mi,y, D)) DIV DY L
Y i=1 k=1 Y
(28a)
aq)b S aWV(jE’-i’ N> Ys D) !
-2 Al" - Aia > ’D — = U.
D=2 ;(W(x 10~ Wy(Rim,y, D)) 0
(28b)
Die partiellen Ableitungen von Wy ergeben sich hierbei zu:
oWy 16n#%cyD’n?
dy (Y2 +(2Dp)?)?’
y (2 + QD7) o (29)
oWy _ —271')?26)/2)7 2Dn)~ —vy
oD (o2 + 2DmH?*

Die beiden Bedingungen in (28a) und (28b) bilden ein nichtlineares Glei-
chungssystem fiir die GroBen y und D, welches mittels geeigneter Mathematik-
Software bei Vorgabe von geschitzten Ndherungswerten gelost wird. Es ergibt
sich:

y~0,09445, D ~0,0795. (30)
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Hieraus folgt wegen (15) fiir die Parameter dieses Dampfungsmodells:

D
ci=ye~1,19-10'N/m, b = %z7,85-1o3Ns/m. G1)

Der zugehorige Fehlerfunktionswert hat die Gré3e von

®p ~ 2,58 1077 (Nm)*. (32)

Der Vergleich der Fehlerfunktionswerte @, und ®;, zeigt, dass das Ddmpfungsmodell
b) die gemessenen Verldufe etwas besser widerspiegelt, wenn auch Modell a) im
betrachteten Frequenzbereich als einfache und praktikable Nédherung brauchbar ist.

Zur Veranschaulichung der Ergebnisse sind in den Bildern 5a und 5b die Verldufe
von Wy des Modells b) gezeigt, wobei die Messwerte als Punkte mit eingetragen

wurden.

0.02 N

- 002 1

W/(Nm), Wy /(Nm) x=0.04mm f=80HZ
W/(Nm), Wy /(Nm)

0.015+

0.015 + 60HZ

50HZ

0.01+ 40HZ

0.01 +

0.005 + 20HZ

0.005 +

X
0 110° 210° 310° ,410°

——x/m

(a) b)

Bild 5: Verlustenergie iiber dem Abstimmungsverhiltnis 7 (a) bzw. iiber der Am-
plitude % (b)

Die Art des Dampfungsmodells und die Grofie der zugehorigen Parameter
lassen sich fiir ein Berechnungsmodell eines Schwingers bestimmen, wenn
das zu untersuchende Objekt in vorgegebener Weise bewegt und die dafiir
erforderliche Kraft gemessen wird.

Weiterfiihrende Literatur

[2] Ahrens, R.: , Innere Freiheitsgrade in linear-viskoelastischen Schwingungs-
systemen®. In: Ddmpfung und Nichtlinearitdt. VDI Berichte 1082. Diisseldorf:
VDI-Verlag, 1993.

[70] Ottl, D.: Schwingungen mechanischer Systeme mit Strukturddmpfung. VDI-
Forschungsheft: Verein Deutscher Ingenieure. VDI-Verlag, 1981.
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1.5 Dampfungsbestimmung aus einem
Frequenzgang

Fiir Schwingungsberechnungen von Leichtbaustrukturen sind Dimpfungs-
kennwerte, die aus dissipativen Effekten im Material resultieren, wichtige
Eingangsparameter, insbesondere bei der Analyse von Mikrovibrationen.
Mittels Frequenzgangmessung konnen die Dimpfungskennwerte bestimmt
werden. Dabei wird das Bauteil im interessierenden Frequenzbereich mit
bekanntem Signal — im vorliegenden Beispiel mit einer sinusférmigen Stiit-
zenerregung — angeregt und eine Messung des Antwortsignals vorgenom-
men. Eine Krafterregung ist am Balken schlecht realisierbar, da die Eigen-
schaften des Messobjekts, insbesondere fiir Ddmpfungsmessungen, durch
die Krafteinleitung verfilscht werden. Aus dem gleichen Grund eignen sich
fiir die Antwortmessung insbesondere beriihrungslose Messsysteme wie La-
ser, da so die Probe am wenigsten verstimmt und in ihrem Dampfungs-
verhalten beeeinflusst wird. Das Antwortsignal ist — bedingt durch das auf
dem DorrLEr-Effekt basierende Messprinzip eines Laservibrometers — die
Schwinggeschwindigkeit an den Messpunkten. *

Fiir die im Bild 1 dargestellte balkenformige Probe aus glasfaserverstirktem Kunst-
stoff (GFK) sind die modalen Abklingkonstanten fiir die ersten Biegeschwingungs-
formen zu bestimmen. Dazu wird die Probe iiber einen Schwingungserreger, in den
sie eingespannt ist, mit dem Signal s(f) = §sin £ stiitzenerregt und fiir jeden Mess-
punkt werden die Antwortsignale — hier die Schwinggeschwindigkeit x; (k ist die
Nummer des Messpunktes) — iiber ein Laservibrometer ermittelt. Der aus der Uber-
lagerung aller so erhaltenen Frequenzginge entstehende gemittelte Frequenzgang
soll mit oft benutzen Methoden aus der Maschinendynamik ausgewertet werden.

elekfrodynamischer
Shaker

Messlaser

Referenzlaser

Bild 1: Versuchsaufbau zur Bestimmung von Dimpfungsparametern mittels Laser-
vibrometrie (der Referenzlaser dient der Messung der Stiitzenerregung)

*Autor: Michael Scheffler
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Gegeben:

Punktweise Frequenzginge einer GFK-Probe, siche Bild 2
70

60
50
40

30

[H ()| / [m/s / m/s]

20

0 50 100 f/Hz 150 200 250

Bild 2: Beispielhafte Amplitudenfrequenzginge der Schwinggeschwindigkeit Hy,
aus der Frequenzgangmessung an den Messstellen auf der Symmetrielinie
der Struktur

Resonanzfrequenzen: fi = 13,9Hz, f, = 76,2Hz, f; = 197,9Hz

Gesucht:

1) Anwendung des Verfahrens fiir stiitzenerregte Systeme bei Annahme von
RAvLEIGH-Ddmpfung

2) Gemittelter Frequenzgang
3) Dampfungsgrade der ersten Biegeeigenschwingungsformen und modale Ab-
klingkonstanten
Lésung:
Zul):

Zunichst soll am Beispiel eines mit rein viskoser Werkstoffdimpfung geddmpften
stiitzenerregten Biegeschwingungssystems mit Freiheitsgrad n (siehe Bild 3) nach-
gewiesen werden, dass die Vorgehensweise fiir praktische Dampfungsbestimmungen
gerechtfertigt ist. Dazu wird das System mit Punktmassen my; = m diskretisiert.

Die Bewegungsgleichung ergibt sich in Matrizenform zu

M + Bg + Cq = Ces(t) + Bes(t) = Q(f). (1
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s(t)
Bild 3: Viskos gedampftes stiitzenerregtes System mit Freiheitsgrad n

Die Matrizen konnen mittels Energiemethode unter Verwendung des Vektors der
generalisierten Koordinaten ¢ = [q1, ¢2, ..., qn]T It. Bild 3 und eines dimensionslo-
sen Vektorse = [1, 1,..., 117 gleicher Dimension aus der kinetischen Energie Wiy,
der potenziellen Energie W, und der RayLEiGH-Dissipationsfunktion R geschrieben
werden:

2Wiin = ¢" M4, 2
2Wyor = (g — se)" C(q - se) , 3)
2R = (¢ — se)" B (g — se)! . 4)

Die Diampfungsmatrix B wird unter Verwendung der RayLEIGH-Dampfung
B=p-C (5)

angenommen. Damit wird reine Materialdimpfung unterstellt, d. h. die Dampfung
resultiert nur aus der Deformation und nicht aus duBlerer Ddmpfung.

Es ergibt sich unter den oben gemachten Voraussetzungen
MG+p-Cqg+Cq=Ces(sinQt+p-QcosQr) . (6)

Eine anschlieBende Modaltransformation ¢ = Vp unter Verwendung der Modalma-
trix V und des Vektors der Hauptkoordinaten p mit den Eigenkreisfrequenzen des

ungeddmpften Systems wy;, i = 1, ..., n und zugehdrigen modalen Dimpfungsgraden
D; liefert
Pi + 2Diwoipi + wipi = Wi i § - (sin Qt + 2D;n; cos Q1) (7)

Dabeiistn; = % das Abstimmungsverhiltnis der Erregerkreisfrequenz €2 des Shakers
zur i-ten Eigenkreisfrequenz wy;. k; und y; berechnen sich aus dem i-ten Eigenvektor
zu:

1
K; = — . v,-Ce; Yi = V;rCV,' . (8)

1
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Zur stationdren Losung der Gleichung (7) wird der Gleichtaktansatz fiir die i-te
Hauptkoordinate

pi = A;cos Qf + B;sin Qt ©))

eingefiihrt.

Einsetzen und Koefhizientenvergleich fiihrt auf

—n? 1 . 1
I —-n; 2D Ai | s, . 2Dim; (10)
-2Dim; 1-n7 )\ B; 1
Aus der Losung dieser Gleichungen ergibt sich
A,' _ §Ki —ZD,'T]? (11)
B, ) (1= +@2Dm* { 24D - 1)+ 1

Das fiihrt mit Ubergang auf die generalisierten Koordinaten g ; und Schwingge-
schwindigkeiten ¢, zu:

G = Z Vi (A cos Qt + B; sin Q1) (12)
i=1

!
=0 Z Vi (=A; sin Qt + B; cos Q1) . (13)

i=1

Die Amplituden ergeben sich zu

n 2 f 2
qr = (Z VkiAi] + [Z VkiBi] . (14)

i=1 i=1

Einsetzen der Gleichung (11) in (14) ergibt

w4 L 2Dap} P (L 24D -1+ 1 Y
b _ G _ (ZLHZ ;-1
5§ 8Q (1=n7)*+@2Dm;) — (1-n7)* + 2Dimy)

i=1

15)

und zeigt die Anwendbarkeit der Vorgehensweise fiir stiitzenerregte Systeme bei
schwacher Dampfung. Der gemeinsame Nenner in (15) ist der Frequenzgang und
beinhaltet die Eigenwerte des untersuchten Systems mit der gesuchten Dampfung.
Die Zihler konnen bei der Auswertung bei schwacher Dampfung vernachlidssigt
werden. Die praktische Ermittlung des Frequenzgangs erfolgt unter Nutzung ver-
schiedener Leistungsdichtespektren. Eine weitere Forderung fiir die vorgestellte
Verfahrensweise ist, dass die Eigenschwingungsformen nicht gekoppelt sind, al-
so ihre Resonanzstellen weit enfernt voneinander liegen. Dies wird in der Theorie
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der experimentellen Modalanalyse als SDOF-Verfahren (single degree of freedom)
bezeichnet.

Gleichung (15) in Matrizenform ldsst sich unter Verwendung der Frequenzgangma-
trix H(Q) allgemein anschreiben:

q=HQ)Q. (16)

Zu 2):

Um die Ddmpfung bestimmen zu konnen, werden die Freqenzgidnge nach [31] an den
Resonanzstellen (peaks) ausgewertet und die zugehorigen Eigenschwingungsformen
identifiziert. Die ersten vier Eigenschwingungsformen sind in Bild 4 zu sehen. Zu
erkennen ist, dass nur die ersten drei reine Biegeeigenschwingungsformen nach
den oben gemachten Annahmen sind. Die verschiedenen Grautone beschreiben die
GroBe der Amplituden der Schwingungsform senkrecht zur Zeichenebene. An der
Anzahl der Knotenlinien (weifle Zonen) kann man die verschiedenen Eigenschwin-
gungsformen erkennen. Da die Verhiltnisse der Eigenfrequenzen nicht denen eines
eingespannten Balkens entsprechen, lidsst sich schlieBen, dass die Probe am Ver-
suchsstand nicht ideal eingespannt oder keinen idealen homogenen Balken darstellt
war.

MBIHETTT T62Hz

M

L

,L.;

MENE WP {

.

Bild 4: Erste vier identifizierte Eigenschwingungsformen zu den Frequenzgingen
nach Bild 2 mit Messpunktgitter

Zur Dampfungsermittlung an der Probe ist der gemittelte Frequenzgang der Pro-
be zu berechnen, dabei werden die interessierenden Frequenzgidnge — hier fiir die
Symmetrielinie — beriicksichtigt, [31].
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40
33
35
£ 30
£ 25
a
2 82 @
&}
S :
15
10 7.76
5 ©)
0
0 50 100 prp 150 200 250

Bild 5: Gemittelter Frequenzgang der Schwinggeschwindigkeit (die Zahlen in
Kistchen neben den Peaks stellen die abgelesenen Amplituden dar)

Zu 3):

Passend zur Eigenschwingungsform kann die modale Abklingkonstante aus dem
Amplitudenfrequenzgang berechnet werden, wenn die Resonanzstellen der einzelnen
Eigenschwingungsformen weit genug auseinander liegen. Dann kann das Verfahren

der Halbwertsbreite angewendet werden [25]. Dabei berechnet sich der Ddmpfungs-
grad nach Bild 6 aus

(fis — fin) _ Afi
D,‘ =~ = 17
zﬁRes 2ﬁRes ( )

mit der Resonanzfrequenz fig.s. Af; ist die Differenz der beiden Frequenzpunkte fis
und f;p, die sich aus den Abszissenwerten der Halbwertsbreite fiir die Resonanzam-

plitude der Schwinggeschwindigkeit §; entsprechend \q/—’i ergeben.

Qo>

Qa>.0a>

S

fi fiRes fl f

Bild 6: Schema zur Berechnung des Dampfungsgrades aus der Halbwertsbreite
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Die modale Abklingkonstante ¢; ergibt sich zu
6,':D,'(A),'=D,"27Tfi. (18)

In Tabelle 1 sind die gesuchten Dampfungskennwerte fiir die ersten drei Eigenfre-
quenzen ausgewiesen.

Tabelle 1: Schwingungskennwerte fiir die ersten drei Eigenfrequenzen

Frequenz fi i (Af); gi/ V2 D; 0
i inHz inm/s inHz inm/s ins!
1 13,9 18,2 0,2 12,9 0,0072 0,63
2 76,2 37,3 0,8 26,4 0,0052 2,51
3 197,9 7,76 2,8 5,48 0,0071 8,85

Aus der Auswertung von Frequenzgangmessungen lassen sich Dimpfungs-
kennwerte eines mechanischen Systems gewinnen. Der Losungsweg ist mit
einer heuristischen Vorgehensweise verbunden. Bei der Auswertung von Fre-
quenzgingen miissen die Frequenzginge aller Messpunkte aufsummiert bzw.
gemittelt werden, um dann die Auswertung der Eigenschwingungsformen
und zugehorigen modalen Diampfungen zu ermoglichen. Eine Hilfe dabei
ist die Identifikation der Eigenschwingungsformen anhand von Grafiken
oder Animationen, um UnregelméBigkeiten im Frequenzgang auszuschlie-
Ben, die aus Messungen resultieren konnen. Bei weit auseinander liegen-
den Resonanzstellen kann das Verfahren der Halbwertsbreite zur Bestim-
mung der Dimpfung angewendet werden. In der Praxis muss der gemessene
Frequenzgang zunichst gemittelt und in der Umgebung der Resonanzstel-
le durch eine Funktion angepasst werden, die dann den Ausgangspunkt fiir
das Halbwertsbreitenverfahren bildet.



28 1 Modellbildung und Kennwertermittlung

1.6 Dampfungs- und Steifigkeitseigenschaften
eines Viskodampfers

Zur Schwingungsreduktion an Maschinen, Anlagen oder auch Gebiuden
werden hiufig Schwingungsdimpfer aus hochviskosen Fliissigkeiten oder
Gummielementen eingesetzt. Die viskoelastischen Eigenschaften dieser Ma-
terialien sind meist frequenz- und oft auch amplitudenabhiingig. Die Steifig-
keits- und Diampfungseigenschaften von Schwingungsdimpfern werden in
Schwingungstests ermittelt und durch sogenannte rheologische Ersatzmo-
delle abgebildet. *

Ein mit einer hochviskosen Fliissigkeit gefiillter Dampfertopf (wie in Abbildung 1.22a
des Lehrbuches [25]) wird stationdren Schwingungstests mit Vorgabe einer har-
monischen Weganregung s() = §sin(£¢) unterzogen. Der Dampfer zeigt ein aus-
schlieBlich frequenzabhédngiges Verhalten; die gemessene Dampferkraft betrdgt
F@t) = F sin(Qf+¢). Das Testprogramm berechnet aus den Messdaten automa-
tisch fiir jede Anregungsfrequenz die dynamische Steifigkeit cgy, = F/§ sowie die
Phasenverschiebung ¢ zwischen den Kraft- und den Wegzeitverldufen.

Das dynamische Verhalten des Dampfertopfes soll durch ein moglichst einfaches li-
neares rheologisches Ersatzmodell abgebildet werden. Rheologische (Ersatz-)Modelle
sind Verschaltungen von idealen Strukturelementen wie Federn, viskosen Damp-
fern oder Reibelementen, die durch die Federsteifigkeiten, Dampfungskoeffizienten
und Reibkennzahlen als Systemparameter charakterisiert werden. Zur Abbildung
eines rein frequenzabhiingigen, linearen Verhaltens geniigt eine Kombination aus
Federn und Diampfern; amplitudenabhingiges, nichtlineares Verhalten kann mit
Reibelementen angenihert werden.

Fiir den getesteten Dampfer sollen zunichst folgende Zwei-Parameter-Modelle auf
ihre Eignung zur Abbildung des dynamischen Verhaltens gepriift werden: Das
KELvIN-VoiGT-Modell als Parallelschaltung und das MaxwgLL-Modell als Rei-
henschaltung von einer Feder mit konstanter Federsteifigkeit ¢ und einem viskosen
Diampfer mit der Dampfungskonstanten b, siehe Bild 1.

F() F(@)
s(t) s(0)

=

Bild 1: KeLvin-VoigT-Modell (links) und MaxweLL-Modell (rechts)

*Autorin: Katrin Baumann
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Gegeben:
Die aufgezeichneten Messdaten sind in Tabelle 1 zusammengestellt.

Tabelle 1: Gemessene dynamische Steifigkeit ¢4y, und gemessene Phasenverschie-
bung ¢ je Anregungsfrequenz f

finHz 21416 8 |10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22 | 24
Cayn iIn N/mm | 55 |88 | 110 | 128 | 141 | 152|161 | 172 | 178 | 184 | 191 | 196
pin® 59|54 |50 | 47 | 44 | 42 | 40 | 38 | 37 | 35 | 34 | 33

Gesucht:
1) Kraft-Verformungs-Beziehungen fiir beide Modelle

2) Dynamische Steifigkeit und Phasenverschiebung fiir beide Modelle
Hinweis fiir das MaxweLL-Modell: Losen Sie dafiir die Kraft-Verformungs-
Gleichung!

3) Steifigkeits- und Ddmpfungsparameter fiir beide Modelle aus der Approxima-
tion der Messwerte

4) Auswahl eines geeigneten Modells fiir das untersuchte Dadmpferelement

Lésung:
Zul):

Die Federkraft Fr(f) und die Dampferkraft Fp(¢) betragen in beiden Modellen in
Abhingigkeit vom Federweg sp(f) bzw. vom Didmpferweg sp(¢)

Frp(t) = csp(1) und Fp(t) = b sp(t). (1)
Fiir die Parallelschaltung von Feder und Ddmpfer im KeLviN-VoigT-Modell gilt
F@)=Fr@)+Fp®)  und  s(1) = sp(1) = sp(1). 2

Durch Einsetzen der Gleichungen (1) in die Gleichungen (2) ergibt sich die Kraft-
Verformungs-Beziehung fiir das KeLvin-Voict-Modell zu

F() =cs(t)+bs@). 3)

Fiir die Reihenschaltung im MaxwEeLL-Modell gilt
F@)=Fp(@)=Fp@®)  und  s(2) = sp(1) + sp(). “)

Durch Ableiten der Weg-Beziehung aus Gleichung (4) und Ersetzen der Dimpfer-
und Federgeschwindigkeiten durch die Gleichungen (1) bzw. deren erste Ableitung
entsteht die Kraft-Verformungs-Beziehung fiir das MaxwEgLL-Modell zu

F) + g Ft) = bs(r). 5)
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Zu 2):

Zur Herleitung der Gleichungen fiir die dynamische Steifigkeit und die Phasenver-
schiebung werden die harmonische Weganregung s(7) aus der Aufgabenstellung und
ihre erste Ableitung,

s(t) = §sin(Qx) und $(t) = §Qcos(Qr), (6)
in die Kraft-Verformungs-Beziehungen der beiden Modelle eingesetzt.
Fiir das KerLvin-VoicT-Modell ergibt sich

F(t) = ¢ §sin(£¢) + b Q5 cos(£2t)

bQ
=§+c* + (b Q)?sin (.Qt + arctan —) (7)
C

1.
= Fsin(Qf + ¢) .

Daraus kann die Phasenverschiebung direkt abgelesen werden,

bQ
@ky = arctan 7 . (8)

Die gesuchte Phasenverschiebung muss im ersten Quadranten liegen, da sowohl
der Sinus als auch der Kosinus der gegebenen Winkel positiv sind. Die dynamische
Steifigkeit folgt definitionsgemif zu

= V2 + (b Q). 9)

Fiir das MaxweLL-Modell folgt aus dem Einsetzen der ersten Ableitung der Weg-
anregung (6) in die Kraft-Verformungs-Beziehung (5) eine Differentialgleichung
(DGL) erster Ordnung fiir die Kraft,

v | 9

Cdyn,KV =

F@t) + éF(t) =b§Qcos(Qf). (10)

Deren Partikuldrlésung beschreibt den stationdren Zustand wihrend des Tests. Zur
Berechnung der Partikulidrlosung wird zunéchst die homogene DGL

b .
FH+-F()=0 (11
¢
durch Trennung der Variablen gelost:
dr c c
— =——dr Fut)=C- ——t]. 12
—=-td = Ry =C-exp(-51) (12)

Durch Variation der Integrationskonstante C sowie durch Einsetzen der harmonischen
Weganregung (6) ergibt sich die Partikulidrlosung zu

SchQ2

[N
Ft) = sin (.Qt + arctan biQ) = Fsin(@Qr + ). (13)
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Daraus kann die Phasenverschiebung abgelesen,

@y = arctan biQ , (14)

und die dynamische Steifigkeit berechnet werden,

3 F a chbQ (15)
Cdyn,Mw - R - C2 " (b_Q)2 .
Zu 3):

Nun konnen die Modellparameter ¢ und b durch eine Regression zum Beispiel mit
der Methode der kleinsten Fehlerquadrate ermittelt werden. Dazu wird als erstes
die Zielfunktion als Summe der Fehlerquadrate iiber alle N Frequenzstiitzstellen
fi = Q;/2n definiert. Um eine gleiche Gewichtung der dynamischen Steifigkeit
und der Phasenverschiebung zu erreichen, werden nicht die absoluten, sondern die
relativen Abweichungen der Approximation durch das Modell (Index A) von den
Messwerten (Index M) beriicksichtigt:

N 2 2
Cama(f)) — cdyn,mf,-)) (mﬁ) — soM(f,»)) ] .
L= — . 16

Zl [( commt ) M e min- (16)

Die Parameteridentifikation kann z. B. mit dem Solver der Software Microsoft Excel
erfolgen, siehe Bild 2. Dazu werden zunéchst die Messdaten in ein Tabellenblatt
tibernommen. Fiir jede Frequenzstiitzstelle werden aulerdem unter Vorgabe geeig-
neter Startwerte fiir die Modellparameter ¢ und b die dynamische Steifigkeit cgy,
und die Phasenverschiebung ¢ aus den oben hergeleiteten Gleichungen berechnet.
Aus den Messdaten lassen sich die relativen Fehler(quadrate) sowie deren Summe,
d. h. die Zielfunktion L, berechnen. Der Solver-Funktion von Excel werden schlief3-
lich die Minimierung (Minimum) der Zielfunktion (Ziel) sowie die anzupassenden
Modellparameter (Variablenzellen) vorgegeben.

Die ermittelten Modellparameter fiir das KeLvin-Voicr-Modell und das MAXWELL-
Modell betragen fiir die Messwerte aus Tabelle 1:

cxy = 96,37N/mm, bgy = 0,90 Ns/mm ; (17)
cyw = 21899 N/mm, by, = 3,16 Ns/mm . (18)

Zu4):

Zur Auswahl eines geeigneten Modells werden die gemessenen und die approxi-
mierten dynamischen Steifigkeiten und Phasenverschiebungen in Bild 3 grafisch
dargestellt.

Die Messdaten werden insgesamt recht gut durch das MaxwgLL-Modell ange-
nihert. Das KeLvin-VoicT-Modell zeigt einen grundlegend anderen Verlauf von
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BS - fe | =WURZEL($B$372+($A$3*2*PI() “E4)"2)
A B E D E F G H J 0 P
1 Kennwerte Mittelung Approximation rel. Fehlerquadrate
2 b[Ns/mm]  c[N/mm] f[Hz] c_dyn [Wimm]  phi[] | c_dyn [Mimm]  phi[] (c_dyn) (phi)
3 0,90 96,37 0.0 96.37 0,00 0,0000 0,0000
4 2.0 5.0 59.0 9704 1 670 0.5842 0.7856
5 4.0 88.0 54.0 99,00 13,23 0.0156 0.5700
6 6.0 110,0 50,0 102,19 19,43 0,0050 0.3739
,

; Anzahl esswerte 12 WS' Solver-Parameter H
9 Mittelwert abs. Fehler c_dyn [N/mm] 20,93 12,
10 ghi [7] 8,08 14 . =
" 15 Ziel festiegen:
12 St.-abw. abs Fehler c_dyn [Nfmm] 24,67 18, = - _ ~ i
13 phi [°] 2411 20, e Ot (®) M. () Wert:
14 22 -
15 24 Durch Andern von Variablenzelen:
16 $AS3:6883 3
7
18 Unterliegt den Nebenbedingungen:
19 Hinzufiigen
20
21 -
2 Andern
23 .
21 Laschen
25
26 Alles zuriicksetzen
27
28 Laden/Speichern
ig Nicht eingeschrankte Variablen als nicht-negatv festiegen
M 4 » ¥ | Kelvin-Voigt " Maxwell D — KV Diag c_ers (kurz) | Honinnemathnda o owShlon: P ~

Bild 2: Bildschirmausschnitt wihrend der Parameteridentifikation

Approximation der dynami ifigkei Approximation der P

© Messung —Kelvin-Voigt - =Maxwell « Messung —Kelvin-Voigt — —Maxwell
e ™ [ [ [ i PES
E e * P AN
Z 160 "o = AN
c e 5 =
£ P 32 N
5 - 2 60 =
I —~* 5 Tl e
=l * > 3
£ J ﬁ / E-le ® o
& @ 30 —
., = -—
40 - o
/
7
/
0 0
0 5 10 15 20 25 30 [ 5 10 15 20 25 30
Frequenz fin Hz Frequenz fin Hz
(a) Dynamische Steifigkeit (b) Phasenverschiebung

Bild 3: Gemessene und approximierte dynamische Steifigkeit (a) und Phasenver-
schiebung (b)

dynamischer Steifigkeit und Phasenverschiebung im gesamten Frequenzbereich und
eignet sich daher nicht zur Modellierung des dynamischen Verhaltens dieses visko-
elastischen Dampfers.

Diskussion

Das frequenzabhiingige dynamische Verhalten des getesteten visko-elastischen Bau-
elementes konnte bereits mit einem Zwei-Parameter-Modell gut abgebildet werden.
Wird eine hohere Genauigkeit der Anpassung gewiinscht, so muss das Modell auf
drei oder mehr Parameter erweitert werden. In der Praxis muss dabei beriicksichtigt
werden, dass eine hohere Modellgrofle vor allem bei der Parameteridentifikation,
aber auch bei nachfolgenden Simulationen zu langeren Rechenzeiten fiihrt.
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Bei (zusitzlich) amplitudenabhingigem dynamischen Verhalten muss das Modell
auflerdem um Reibelemente erweitert werden. Eine allgemeine analytische Darstel-
lung und eine Anleitung zur Implementierung der Parameteridentifikaton wird dafiir
von KarLssoN und PeErsson in [47] beschrieben.

Zur weiteren Verbesserung der Anpassungsgiite konnen die rheologischen Modelle
aulBerdem durch sogenannte fraktionale Ableitungen erweitert werden. Beispielswei-
se verwendeten MAkRrI1s und CoNsTANTINOU in [62] diese Methode zur Modellierung
des dynamischen Verhaltens von visko-elastischen Dampfern bei nichtperiodischer
Erregung.

Bei der Abbildung des dynamischen Verhaltens von Diampferelementen wird
deren frequenz- und/oder amplitudenabhéngiges Verhalten durch geeigne-
te Modellelemente wie viskose Dampfer oder Reibelemente beriicksichtigt.
In der Praxis muss dabei ein guter Kompromiss gefunden werden zwischen
der ModellgroBie und der erreichbaren Genauigkeit.

Weiterfiihrende Literatur

[47] Karlsson, F. und A. Persson: Modelling Non-Linear Dynamics of Rubber
Bushings - Parameter Identification and Validation. Master‘s Dissertation.
Division of Structural Mechanics, LTH, Lund University, 2003.

[62] Makris, N. und M. C. Constantinou: Viscous Dampers: Testing, Modeling and
Application in Vibration and Seismic Isolation. Techn. Ber. NCEER-90-0028,
20. Dez. 1990.
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1.7 Antriebsleistung von Schwingforderer mit
belastungsunabhangiger Amplitude

Bei der Konstruktion und Auslegung schwingungstechnischer Arbeitsma-
schinen, wie z. B. Riittelverdichtern, Vibrationsforderern oder Schwingsie-
ben ist auch die Berechnung der Antriebsleistung von Interesse. Sie hiangt
nicht nur von den technologischen Kriften, sondern auch von den Feder-
und Massenkriften ab. Das Beispiel des Schwingantriebs eines Schwingfor-
derers wird analysiert. *

X Férderrinne Unwuchterreger
2—24 Gegenschwingmasse

Lenkerfedern

Bild 1: Skizze des Schwingforderers (Struktur des Schwingers von [54])

Gegeben:
n=950min~'  Drehzahl des Unwuchtantriebs
U=1kgm Unwucht des Schwingungserregers
m; = 100 kg Gegenschwingmasse
my = 300kg Masse der Forderrinne

D = 0,1 bis 0,4 Lenrscher Ddmpfungsgrad fiir Dissipation des Fordergutes

Gesucht:

1) Bewegungsgleichungen fiir das Zweimassenmodell eines durch Unwucht er-
regten Schwingforderers

2) Amplituden und Phasenwinkel der Wege der Massen m; und m,

3) Amplituden beider Massen und die Federkonstante fiir die Bedingung, dass
die Amplitude der Forderrinne unabhingig von der Dampfung ist

4) Antriebsleistung, Blind- und Wirkleistung

*Autor: Hans Dresig
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Lésung:
Zul):

Die Masse der Schwingrinne m, wird von leicht biegsamen (in Bild 1 vereinfacht
dargestellten) Lenkerfedern getragen, die in Wirklichkeit um einen Winkel geneigt
sind. Die Lenkerfedern sind so weich, dass das Berechnungsmodell so behandelt
werden kann, als ob die Masse m, in horizontaler Richtung frei beweglich wire. Am
Ende der Rinnenmasse sitzt ein Unwuchterreger, der sich innerhalb der bewegli-
chen Masse m; mit der Federkonstante ¢ abstiitzt und eine gerichtete Erregerkraft
F = UQ? cos(Q1) erzeugt, hier ist Q = 7n/30s~!. Das Fordergut, welches durch
Reibungs- und Stofverluste der schwingenden Rinnenmasse Energie entzieht, wird
als viskoser Dimpfer modelliert, dessen Kraft der absoluten Geschwindigkeit der
Rinne proportional ist. Bild 2 zeigt das Kriftebild zum Berechnungsmodell des
Schwingforderers.

bx, c(x; — x2) UQ? cos(Qr)
. e

« «
my i my X

Bild 2: Kriftebild
Die Bewegungsgleichungen dieses Zweimassensystems lauten

mi¥) +c(x; — xp) = F = UQ* cos Q1 , (1)

maXy + by — c(x; —x2) = 0. )

Zu 2):

Der Losungsansatz fiir die stationdre Bewegung beriicksichtigt die Phasenwinkel ¢;
und ¢, die infolge der Dampfung erwartet werden:

X1 = &1 cos(Qt — 1), X2 = X co8(Qf — ). (3)

Werden diese Ansitze in (1) und (2) eingesetzt, ergibt sich nach dem Ordnen der
Terme

(c — m Q%)% cos(Qt — @) — ¢k cos(Qf — ¢y) = UQ* cos Qt, 4)
(€ — my&2*) 3y cos(Q1 — @r) — bQR%y sin(Q1 — @) — cky cos(Qt — @) =0. (5)

Aus diesen beiden Gleichungen sind die unbekannten Amplituden und Phasenwinkel
bestimmbar. Fiir die weitere Losung werden folgende Verhiltniswerte eingefiihrt:

1 1 b Q
a)2=c(—+—), 2D = —, n=—,
nmp ny wmy w (6)
_ my _ my
'ul_m1+m2’ ”2_m1+m2'
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Nach dem Einsetzen dieser Ausdriicke in (4) und (5) wird daraus

U

(12 = %) &1 cos(Qt—p1) — pa ks cos(Qt—gz) = —17° cos Ot , (7)
my

(1 = 0%) £ cOS(Qt—p2) — 2Dy sin(Qt—gy) — p1 £y cos(Q—¢1) = 0. (8)

Werden die Argumente der trigonometrischen Funktionen mit Hilfe der Additions-
theoreme aufgelost in Terme, die nur noch die Faktoren sin(£2¢) und cos(£2¢) haben,
dann lassen sich die beiden Gleichungen so aufteilen, dass vier getrennte Bedingun-
gen fiir die Unbekannten entstehen. Diese Bedingungen lauten:

. . U
cosQt 1 (ua—n") £y cos @y — pir £ cos gy = m—ﬂz, )
1
sin Qr : (;12—772) X1 sing; — uy Xy sings =0, (10)
cos Q¢ : (/11—n2))?zcos¢2+2ancz sing, — X1 cosgp; =0, (11)
sinQf: (g —r]z) Xpsingy — 2Dn X, cos ¢y — i Xy sing; = 0. (12)

Es sind vier lineare Gleichungen fiir vier Unbekannte, deren Losung

Un?

&1 cos gy = [~4D P (a=") = 1 (P =g —p2) gy =) —— (13)
mlA
. Un?
Xisingy = 2Dnuypy - 2 (14)
mlA
N Un?
Xy cospy = [(111—772)(#2—772)—M1#2] —_—, (15)
mlA
.. Un?
fasingy = 2D (o —17) - —L. (16)
mlA
lautet. Dabeli ist
2
A= [(112—772)(/11 -n’) - ,ul,uz] +4D 7 (o —-17)* . (17)

Die Amplituden %, &, und Phasenwinkel ¢, ¢, der beiden Massen ergeben sich aus
(13) bis (17) fiir allgemeine Parameterwerte.

Zu 3):

Bei der Bestimmung der Amplitude der Forderrinne tritt in (13) und (16) die Damp-
fung jeweils nur im Produkt mit dem Ausdruck (u, — 77°) auf.

Unter der Bedingung 77*> = u, vereinfachen sich die Ausdriicke, z.B. ist dann
A = (u1142)? und die Amplitude der Forderrinne ergibt sich aus der Quadratsumme
von (15) und (16):

. _ Un? (1 m

X +—)= 10mm. (18)
nmg ny
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Ihre Unabhingigkeit von der Dampfung, die vor allem durch Reib- und StoBverluste
des Forderguts verursacht wird, bedeutet, dass die Fordergeschwindigkeit fiir Para-
meterwerte der Konstruktion, welche diese Bedingung 1, = 77*2 erfiillen, kaum von
der Beladung abhingt!

Die Amplitude des Erregers ist aber von der Dampfung abhingig und folgt nach dem
Quadrieren der Ausdriicke (13) und (14):

U
f1 = —— G =22 + 4D2. (19)
mipy

Das zweckmiflige Abstimmungsverhiltnis folgt zu n* = uz = V0,75 = 0,866. Die
Amplitude der Erregermasse betrégt fiir

D=0,1: x=21,17mm undbei D=04: % =34,18mm. (20)

In [54] wird berichtet, dass zahlreiche Versuche an ausgefiihrten Anlagen die vor-
teilhafte Tatsache bestitigten, dass unter der genannten Bedingung die Amplitude
der Forderrinne von der Dampfung unbeeinflusst blieb. Dies ist praktisch erwiinscht,
damit bei schwankender Belastung die Fordergeschwindigkeit erhalten bleibt. Aus
der oben genannten Bedingung ergibt sich die Federkonstante:

c=m*=9.896-10°N/m. (21)

Zu4):

Die momentane Antriebsleistung ist das Produkt der Antriebskraft aus (1) und der
Geschwindigkeit X, die sich nach der Zeitableitung aus (3) ergibt:

P(t) = F(O)x1(f) = —UQ* cos(Qf) % Qsin(Qt—¢1) . (22)

Die Antriebsleistung setzt sich aus der Wirkleistung Pw und der Blindleistung Pg
zusammen. Diese Komponenten lassen sich nach der Anwendung eines Additions-
theorems der trigonometrischen Funktionen trennen. Aus der Umformung

1
cos Qrsin(Qt — @) = 3 [—sin¢; + sin(2Qr—¢1)] (23)

wird ersichtlich, dass es eine konstante und eine zeitlich verdnderliche Komponente
gibt. Die Wirkleistung ist die konstante Komponente, die sich mit (14) zu

1 .
Py = EUQ%I sing; = U*Q’ Duypia [ (my A) (24)

ergibt. Die sogenannte Blindleistung ist

1
Pg(t) = —509321 sin(2Qr — 1) . (25)
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Deren Energieanteil pulsiert blind mit der doppelten Erregerfrequenz und verrichtet
keine mechanische Arbeit, denn es gilt

T

T
szPB(t)dt ~ fsin(ZQl—gol)dt:O. (26)
0

0

Die Leistungen sind von der Dampfung abhéngig:

D=0,1: P()=-20,84kW cos Qrsin(Qt — ¢1), 27
Pw =3,41kW, Py = 10,42kW sin(2Qt — ¢y), (28)
D=04: P()=-33,65kW cos Qfsin(Qt — ¢1), (29)
Pw = 13,64kW, Pg = 17,39kW sin(2Qr — ¢1) . (30)

Die Wirkleistung ist bei vielen schwingungstechnischen Arbeitsmaschinen
kleiner als die effektive Blindleistung. Die Blindleistung ist dabei unvermeid-
lich, da groBe periodische Massenkriifte existieren.

Weiterfiihrende Literatur

[49] Kuch, H., J.-H. Schwabe und U. Palzer: Herstellung von Betonwaren und
Betonfertigteilen. Diisseldorf: Verlag Bau+Technik, 2009.

[54] Lehr, E.: Schwingungstechnik. Ein Handbuch fiir Ingenieure. Band 2: Schwin-
gungen eingliedriger Systeme mit stindiger Energiezufuhr. Berlin: Verlag von
Julius Springer, 1934.

[94] Weigand, A.: Einfiihrung in die Berechnung mechanischer Schwingungen.
Bd. 1. VEB Fachbuchverlag Leipzig, 1955.



1.8 Bestimmung des Triigheitstensors starrer Maschinenkomponenten 39

1.8 Bestimmung des Tragheitstensors starrer
Maschinenkomponenten

Der Tragheitstensor enthélt zusammen mit der Masse und der Lage des
Schwerpunktes die komplette Trigheitsinformation eines starren Korpers.
Fiir iiberschliigige Berechnungen konnen die Trigheitseigenschaften kom-
plexer Korper durch Zusammensetzen einfacher Korper gewonnen werden,
wofiir analytische Formeln existieren. *

Gegeben ist eine Motor-Getriebeeinheit, die aus zwei als homogen angenommenen
Quadern zusammengesetzt ist. Lingen und Massen sind in Bild 1 dargestellt. Das
korperfeste Bezugssystem K (x—y—z) befindet sich an einer Ecke des Motorblocks.
Die Getriebeeinheit ist in x-Richtung symmetrisch am Motorblock angebaut, die
unteren Flidchen beider Korper liegen beide in der x-y-Ebene.

Motor

Getriebe

Bild 1: Motorblock aus zwei Komponenten

Gegeben:
my = 50kg Masse des Motorblocks
my = 30kg Masse des Getriebes

L1 =03m,l,; =05m,; =04m Male des Motorblock-Quaders
Ly =02m,l=03m,l,=02m Mabe des Getriebe-Quaders
Gesucht:
1) Lage des Gesamtschwerpunkts
2) Tréagheitstensor des Gesamtkorpers beziiglich des Gesamtschwerpunkts

3) Hauptachsensystem und die zugehorigen Haupttrigheitsmomente

*Autor: Michael Beitelschmidt
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Lésung:

Bei der Losung dieser Aufgabe werden alle Gro3en zunéchst in SI-Einheiten (Lénge
in Meter, Masse in Kilogramm) umgerechnet, so dass bei der Berechnung keine
Einheiten zusitzlich anzugeben sind.

Zul):

Im x-y-z-Koordinatensystem lauten die Ortsvektoren zum Schwerpunkt des Motor-
blocks S| und der Getriebeeinheit S ,, siche Bild 2:

1

5[t b ta] = 1015 025 020", (1)
1 T

ros, = [Xs,s ¥s,s 252]" = 3 [—lxl, ~ly, 112] =[-0,15 -0,15 0,10]" .

2

ros, = [xs,, Vs,» ZSI]T =

Der Ortsvektor zum Gesamtschwerpunkt S ist damit

_lxl _lxl

oo = miros, + Maros, 1 m my l
% my + ny my + nmo 2 vl ) —=ly
lzl lzg
3)
1 —(my + ma)ly -0,15
= S [ it —malia | = | 0.10
myly +myls | 10,1625
z 4
21
r Y1
Z2 S S[S Sl
rs,s .
Fos
S 2 Fos,
ros,
0 y

Bild 2: Koordinatensystem und Lage der Schwerpunkte: S - Teilkorper Motor, S,
- Teilkorper Getriebe, S - Schwerpunkt des Gesamtsystems

Zu2):

Die Trigheitstensoren der beiden Teilkorper werden beziiglich ihrer Schwerpunkte
aufgestellt. Als Koordinatensysteme werden korperfeste lokale Systeme mit dem
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Ursprung im Schwerpunkt verwendet, die achsparallel und gleich orientiert zum
x-y-z-Koordinatensystem sind, vgl. Bild 2.

Da sowohl Motor als auch Getriebe homogene Quader mit Symmetrieebenen in ihren
lokalen Koordinatenebenen sind, lauten die Tragheitstensoren fiir den Motor

g+ 0 0 1,7083 0 0
|
B=g o 2+ 0 = 0 o417 0 | ke’
0 0 B+E 0 0 14167

4)
und fiir die Getriebeeinheit
L,+Z 0 0 0325 0 0
nyp

=5 0 B+ 0 0 02 0 | kem’. (5
0 0 Z+2] Lo 0 035

Um die beiden Trigheitstensoren addieren zu kdnnen, miissen diese beziiglich identi-
scher Koordinatensysteme angegeben sein. Hierzu wird das (§—n—¢)-Koordinatensystem
mit dem Ursprung im Gesamtschwerpunkt S festgelegt. Da die Systeme (x;—y;—z),
(x2—y2—22) und das (£—n—{)-System achsparallel sind, ist keine zusétzliche Ver-
drehung der Trigheitstensoren erforderlich, jedoch miissen sie mit Hilfe des STEi-
NERschen Satzes transformiert werden. Im raumlichen Fall lautet der Satz (Gln. (2.67)
und (2.68) in [25]) fiir eine Verschiebung vom Schwerpunkt S zu einem beliebigen
Punkt P

JP = J5 + midpFsp (6)

mit dem Tilde-Operator des Ortsvektors von S nach P, wobei der Tilde-Operator
(Tensor des Kreuzproduktes) von einem Vektor r = [x, y, z]T wie folgt definiert ist:

0 -z vy
F=|z 0 -x|- (7
-y x 0

Damit lautet der STEINERSche Satz ausfiihrlich:

V+72 —xy  —xZ
JPZJS'H" —Xy X2+ 72 -z |- (8)

-xz  -yz X+ y?
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Mit den Ortsvektoren von den Teilkorper-Schwerpunkten zum Gesamtschwerpunkt

Exs - xsli [0

rs,s =ros —ros, = |ys —ys, | =| —0,15 m, )
25 — 25,1 1-0,0375
Exs - xszr )

rs,s =Tos —Tos, = |yg —ys,|=| 025 | m (10)
lzs —zs,] 10,0625

ergibt sich fiir die Tragheitstensoren

20036 0 0
J =T +mFsFss =] 01,1120 -0,2813] kgm’, (11)
0 -02813 2,5417 |
23172 0 0 |
IS =00 +mFssFas = 0 03172 —04688| kgm’. (12)

0 -0,4688 2,2000 |

Diese werden addiert zu

Toe T3y JE| 52208 0 0
P=di+ g =8 05 =] 0 14202 075 | kgm®’.  (13)
VoI 0 -075 47417

Zu 3):

Die Motor-Getriebeeinheit besitzt eine Symmetrieebene, im vorliegenden Fall ist dies
die n-Ebene. Die senkrecht auf der 7{-Ebene stehende &-Achse ist somit automatisch
eine Haupttrigheitsachse. Dies wird auch vom Berechnungsergebnis (13) durch die
verschwindenden Deviationsmomente in der ersten Zeile und Spalte bestitigt. Die
anderen zwei Hauptachsen liegen orthogonal zueinander in der {-Ebene und kénnen
durch eine Rotation des Koordinatensystems um die £-Achse gefunden werden.

Wenn der Rotationswinkel 5 die Bedingung
s
27,

tan 283 = W (14)
m e
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ZH

\ §

S n

Bild 3: Bestimmung der Haupttrigheitsmomente und der Trigheitshauptachse

erfiillt, sind die Achsen yy bzw. zy die Hauptachsen[25]. Die zugehorigen Haupttriagheits-
momente sind
1 1 .
J)S,H = E(J,fn + Jf() + E(J,fn - Jf() cos 2B + J;j{ sin2f3, s

1 1 .
JZSH — E(an + J?() — E(an - J?() cos 28 — J;j( sin23.

Mit Einsetzen der Zahlenwerte folgt aus

275 ~0,75-2 -1
tan2B = — < = =
I = I 1,4292 — 47417  -3,3125
das Ergebnis
B=-717.82°.

Die zugehorigen Haupttragheitsmomente folgen nach (15)
Toy = 49036 kgm?®,  J3, = 1,2673kgm’ .

Eine universell einsetzbare Methode zur Bestimmung von Hauptachsen sowie den
zugehorigen Haupttrigheitsmomenten ist die Diagonalisierung des Trigheitstensors,
was auf ein Eigenwertproblem fiihrt. Die Haupttrigheitsmomente sind die drei
Eigenwerte des Eigenwertproblems von JS

(JS-AE)v =0. (16)

Die Eigenwerte sind die Wurzeln (Nullstellen) des charakteristischen Polynoms

52208-4 0 0
det (J - AE)=det| 0  14292-24 075
0 075 47417-2

= (52208 - ) - det | P24 20T
-0.75  4.7417-2

= (5,2208 — 1)[(1,4292 - 1)(4,7417 - ) - 0,75?| = 0.
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Diese Gleichung lisst sich von Hand oder mittels Mathematik-Software (z. B. Matlab,
GNU Octave o. 4.) numerisch 16sen. Es folgen die Haupttrigheitsmomente

7,0 o] [52208 0 0
JY =107, 0l=] 0 49036 0 kgm?. (17)
0 0 Ju 0 0 12673

Die den drei Eigenwerten A; zugehorigen drei Eigenvektoren v; definieren die Lage
der Hauptachsen im (£—7n—{)-Bezugssystem

1 0 0
V=1[vi,v,v]=|0 02110 09775]- (18)
0 -0,9775 0,2110

Der Eigenvektor v; = [1, O, 01T zu J; entspricht dem Basisvektor der £-Achse, das
heilt, dass die £&-Achse die zugehorige Hauptachse ist. Dies deckt auch die Aussage
die Achsen senkrecht zu Symmetrieebenen sind immer Hauptachsen. Die anderen
zwei Eigenvektoren v, und v; stellen die anderen zwei zueinander orthogonalen
Hauptachsen dar. In der --Ebene verkorpert dies die Drehung des (17-)-Systems
um den Winkel g (siehe Bild 3):

B = arctan

=—1,3582rad = -77,82°. (19)

-0,9775
0,2110

Trigheitsmomente komplexer Korper lassen sich iiberschligig durch das
Zusammensetzen einfacher Teilkorper bestimmen. Die Triigheitstensoren
von Korpern mit einfacher Geometrie (Quader, Zylinder, Prismen) lassen
sich Tafelwerken entnehmen. Zur Bestimmung des gesamten Trigheitsten-
sors miissen die Tensoren der Teilkorper zunichst in Koordinatensystemen
mit gleicher Achsenrichtung dargestellt werden, wozu ggf. eine Drehung
(Gleichung (2.69) in [25]) erforderlich sein kann. AnschlieBend miissen die
Teiltensoren mit Hilfe des Satzes von STEINER in den Gesamtschwerpunkt des
Korpers verschoben werden, wo sie dann aufaddiert werden konnen. Boh-
rungen und Hohlriume lassen sich durch Teilkorper mit negativer Masse
beriicksichtigen.
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1.9 Flug ins Kirchendach

Es ist ein Unfall belegt [73], bei dem ein Fahrzeug iiber eine Boschung fah-
rend abhob und in ein Kirchendach flog, also einen langen und auch hohen
Flug vollfiihrte. Fiir eine Rekonstruktion des Unfallherganges war die Fahr-
zeuggeschwindigkeit vor dem Abflug abzuschiitzen.*

Bild 1 zeigt die Flugbahn des Fahrzeugs sowie Abflug- und Boschungswinkel. Wird
mit einem starren Fahrzeugmodell unter Vernachldssigung der Fahrzeugfederung
gerechnet, ist der Abflugwinkel gleich dem Boschungswinkel. Im dynamischen Fall
kann das Fahrzeug jedoch ein- und ausfedern, so dass sich die Winkel unterscheiden.

« Abflugwinkel
p Bdschungs-
winkel

o L
" ca.7,1lm
’ (Einschlagshshe
y iber Boden)
L. t>
X
|

35m |

Bild 1: Flugbahn (links) sowie Boschungs- und Abflugwinkel (rechts) aus [27]

Gegeben:

m = 1550kg Fahrzeugmasse

c=5-100N/m Steifigkeit der Fahrzeugfederung (mittlerer Wert unter Be-
riicksichtigung der Anschlége)

B =18° Boschungswinkel

ho =0,5m Hohe des Fahrzeugschwerpunktes

x;=35m Entfernung des Kirchendachs (x-Koordinate des Zielpunktes)
vy, =7,Im Hohe des Kirchendachs (y-Koordinate des Zielpunktes)

g =9,81m/s? Erdbeschleunigung

Gesucht:

In allgemeiner Form fiir das dynamische Fahrzeugmodell mit Fahrzeugfederung
1) die Bewegungsgleichungen fiir Bewegung des Fahrzeugs entlang der Boschung
2) die Eigenkreisfrequenzen und Eigenschwingungsformen

3) die Losung des Differentialgleichungssystems

*Autor: Uwe Schreiber
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4) Betrag und Winkel des Geschwindigkeitsvektors

Fiir die gegebenen Parameterwerte die Anfangsgeschwindigkeit v,o, um den gegebe-
nen Zielpunkt (das Kirchendach) zu erreichen

5) nach dem starren Modell ohne Beriicksichtigung der Fahrzeugfederung sowie

6) nach dem dynamischen Modell unter Beriicksichtigung der Fahrzeugfederung

Hinweis: Die Flugbahn ldsst sich in beiden Fillen nach den fiir den schrigen Wurf
bekannten Formeln berechnen. Lediglich die Werte Abflugwinkel « und ggf. die
Abfluggeschwindigkeit vogan, unterscheiden sich.

Lésung:
Zul):

Eine Skizze eines ebenen Berechnungsmodells fiir die Bewegung des Fahrzeugs
entlang der Boschung, bestehend aus der Fahrzeugmasse m, der Steifigkeit ¢ der
Fahrzeugfederung sowie dem Boschungswinkel S, zeigt Bild 2. Dabei bezeichnen
Xrzg Und yg,g die Schwerpunktkoordinaten des Fahrzeugs, xr, und yr, die Koordina-
ten des FuBpunktes sowie x; und y; sowie x, und y, die Koordinaten der Federenden.
Die Feder steht senkrecht auf der Boschung bzw. Fahrbahn, so dass y; und y; in
Federlidngsrichtung zeigen. Damit sind die Koordinatensysteme der Feder mit deren
Enden gegeniiber den Koordinatensystemen, in denen die Bewegungen von Fahrzeug
und FuBpunkt beschrieben werden, um g verdreht. Fiir die Berechnung werden m
und c als in einem Punkt konzentriert angenommen.

szg

Bild 2: Skizze des Berechnungsmodells

Die LaGraNGEsche Funktion L = Wy, — Wy lautet fiir das gegebene System:

1 1
L= Em(xl%zg"'y%zg)_ EC(yZ_yl)z : 1)
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Die Koordinaten y; und y, der Federenden ergeben sich aufgrund der Koordinaten-
drehung zu

Vi = —Xpp si.n,B + YFpCOS S, )
Y2 = —Xpzg SIN + Ype COS S

Da sich der Fu3punkt entlang der Boschung bewegt, gilt fiir ihn die Zwangsbedingung
YFp = Xpptanfs. 3)

Damit ergibt sich y; zu null und L lautet

2

“4)

L= %m ()'éZg + }"%Zg) - %c (—xng Sinf + yrze cos,B)

Der LacgraNGEsche Formalismus liefert mit (4) die gesuchten Bewegungsgleichun-
gen (5):

{m o} ' leg
0 m j}FZg

Zu 2):

2
+c coszﬁ{tan B —tanﬂ] . [szg] = lo} . 5)
—tanpf 1 VFzg 0

Die Eigenkreisfrequenzen und Eigenschwingungsformen folgen aus dem linearen
Eigenwertproblem, das sich durch Einsetzen von x; = v; sinwt (j = 1,2) in (5) ergibt,
vgl. auch Aufgabe 4.3 oder Abschnitt 6 in [25]:

2V2 0

{c cos® Btan’ B — mw? —c coszﬂtanﬁ} lvl} _ [O] ©)

—c cos? Btanf ¢ cos? B — mw

Das Nullsetzen der Koeffizienten-Determinante des homogenen Gleichungssystems
(6) liefert ein Polynom 2. Grades fiir w?:

w” - [mw? = ¢ cos’ (1 + tan’ B)| = 0, 7)
woraus sich mit cos? (1 + tan? 8) = 1 die Eigenkreisfrequenzen

c
w; =05 wy =4[ (3)

ergeben. Setzt man diese in die erste Gleichung von (6) ein, erhédlt man mit der
Normierung vi; = vip = | die Werte

Vp1 = tanf; vy = —1/tanf 9)

und damit die Eigenvektoren bzw. Eigenschwingungsformen.
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Zu 3):

Mit den Eigenkreisfrequenzen (8) und den Eigenschwingungsformen (9) ldsst sich
die Losung fundamental zusammensetzen:

Xpze = A+ Bt + Ccoswt + Dsinwt,

C D 10
YFzg = Atanf + Bttanf8 — —— cos wt — sin wt . (19)
tan tan
Unter Verwendung der Anfangsbedingungen
Xpzg(0) = YE(0) =0, Xpg(0) =vyo und  Yyge(0) =0 (11)
lassen sich die vier unbekannten Konstanten in Gleichung (10) bestimmen zu:
2 Vx0 SiIlz,B
A=C=0; B=vygycos’B; D=-——. (12)
W

Einmaliges Ableiten nach der Zeit liefert die Losung fiir die Geschwindigkeiten:

XFzg = Vx0 coszﬁ(l + tanz,Bcos wt) , } (13)

VEzg = Va0 cos® Btan B (1 — cos wt) .

Zu 4):

Der Betrag der Geschwindigkeit, welcher gleich der Bahngeschwindigkeit ist, ergibt
sich zu:

_ 2 2 )
VBahn = [ Xgq + Vi = Va0 \/cosz,B+sm Bcos? wt. (14)

Die Richtung der Bahngeschwindigkeit liefert der Winkel a, fiir den

yFﬁ B 2tanpf

tang="—=——5——
Xrg 1 +tan® B coswt

5)

gilt. Fiir cos wt = —1 wird der Winkel maximal. Dies geschieht erstmalig bei f = 7/ w.
Die Bahngeschwindigkeit wird zu diesem Zeitpunkt mit vogan, = v, ebenfalls maxi-
mal.

Zu 5):

Die Gleichungen fiir den schrigen Wurf findet man in der Literatur. Die Bahnhohe y
ergibt sich damit zu

gx’

+h. (16)
cos?

y=xtana — 3

VoBahn
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Dabei sind g die Erdbeschleunigung, vogan, die Anfangsgeschwindigkeit im Moment
des Abhebens und A die Anfangshohe des Schwerpunkts. Fiir die Abfluggeschwin-
digkeit ergibt sich daraus

2

8gX
B . 17
VOBah \/zcosza- (xtana—y+h0) (17)

Gl. (17) liefert fiir die gegebenen Werte und das starre Fahrzeugmodell mit dem
Abflugwinkel @ gleich dem Boschungswinkel 5 eine Abfluggeschwindigkeit (die in
etwa der Angabe in [73] entspricht) von:

VOBahn = Vx0 = 134km/h (18)
Zu 6):
Fiir das dynamische Fahrzeugmodell ergibt sich der maximale Abflugwinkel bei
coswt = —1. Mit den gegebenen Werten betrédgt er:
2t
o = arctan —08_ _ 55 _ 360 (19)
1 —tan?f

Bei einem Abflugwinkel von @ = 36° ist die benotigte Abfluggeschwindigkeit nach
17)

VOBahn,dyn = Va0_dyn = 79,5km/h. (20)

Diskussion

Ziel der Aufgabe ist es zu zeigen, dass das dynamische Fahrzeugmodell mit einer
kleineren Abfluggeschwindigkeit deutlich andere Ergebnisse liefert als das starre
Modell.

Ob beim maximalen Abflugwinkel tatsdchlich die kleinste Abfluggeschwindigkeit
notig ist, wird an dieser Stelle nicht weiter untersucht. Damit das Fahrzeug im
dynamischen Fall tatsdchlich mit dem Maximalwinkel abheben kann, muss die Bo-
schung genau bei t = 7/w enden. D.h., die Flugbahn ist also auch von der Linge
der Boschung im Verhiltnis zur Fahrzeuggeschwindigkeit abhiingig. Somit ergibt
sich nach (10) bei v,9 = 80 km/h fiir den maximalen Abflugwinkel eine erforderliche
Boschungslidnge in x-Richtung von 3,5 m. Dieser Umstand erschwert die experi-
mentelle Nachstellung des Flugs, weil vorab nicht genau bekannt ist, mit welcher
Geschwindigkeit das (fithrerlose) Fahrzeug die Boschung passiert. Deshalb lief3 sich
der Unfallhergang in [32] nur angenéhert reproduzieren.

Allerdings hebt das Fahrzeug bei einer lingeren Boschung auch selbst ab, sobald
die Kraft in der Aufbaufeder kleiner gleich null wird. Dies geschieht aufgrund
der Vorspannung der Aufbaufeder infolge der Gewichtskraft aber erst nach dem
Zeitpunkt mit dem maximalen Abflugwinkel.
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Das hier vorgestellte einfache Modell bildet den grundlegenden Einfluss der Fahr-
zeugfederung auf die Flugbahn ab. Vergleichbare Ergebnisse liefern das Modell aus
[22], bei dem die Geschwindigkeit in x-Richtung entlang der Béschung als kon-
stant angenommen wird oder ein Mehrkorpermodell mit Fahrzeugdrehtriagheit und
separater Modellierung von Vorder- und Hinterachse in [27], welches den Einfluss
des zeitlichen Versatzes der Einfederung beider Achsen beriicksichtigt. Eine weitere
Detaillierungsmoglichkeit wire die Berlicksichtigung der Fahrzeugfederung mit
deren Anschldgen als nichtlineare Kennlinie (statt des hier angenommenen mittleren
Wertes).

Um realistische, praxisrelevante Ergebnisse zu erhalten, kommt der Modell-
bildung eine entscheidende Rolle zu. Im vorliegenden Beispiel unterscheiden
sich die Ergebnisse deutlich, je nachdem, ob man die Fahrzeugfederung be-
riicksichtigt oder nicht.

Weiterfiihrende Literatur

[27] Dresig, H. und U. Schreiber: Flug ins Kirchendach. Dresden: ITI GmbH,
2010. Siehe auch http://www.dresig.de.

[32] Fernsehmagazin, Hrsg.: Galileo. Ausstrahlung vom 18.01.2010. urL: http:
//www.prosieben.de/tv/galileo/videos/extrem-kirchendachsprung-
reloaded-clip.

[73] Presseartikel: Der Skoda in der Stadtkirche, Mit 139 km/h ins Kirchendach.
Zitat der Sprecherhin der Staatsanwaltschaft Zwickau Aus ,,Freie Presse®.
31.03.2009.
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1.10 Maximale Fordergeschwindigkeit beim
Schwingforderer

Schwingforderer werden eingesetzt, um Kleinteile oder Schiittgut zu trans-
portieren. Bei horizontaler harmonischer Bewegung kommt bekanntlich [26,
45, 84] keine Forderung zustande. Als Alternative soll der periodische Be-
wegungsablauf einer horizontal vibrierenden Schwingrinne ermittelt wer-
den, mit dem eine maximale Fordergeschwindigkeit erreicht wird. Gesucht
sind drei Zeitabschnitte fiir eine konstante Verzogerung (—a) fiir 0 < ¢ < 1y,
eine konstante Beschleunigung a (1, < ¢ < 1) und eine Haftetappe mit ug
(th<t<T).*

Bild 1 zeigt das Berechnungsmodell. Es ist s(#) die kinematische Vorgabe fiir den Weg
der Forderrinne, g(f) der Weg des Forderguts im raumfesten Bezugssystem und & der
Weg der Masse relativ zur Rinne. Das Kriftebild zeigt neben der vom Eigengewicht
stammenden Normalkraft Fy die parallel zur Rinne wirkende Reibkraft Fz und
die Tréagheitskraft der Masse. Die Reibkraft ist der Normalkraft mg proportional.
Sie wirkt immer entgegengesetzt zur momentanen Relativgeschwindigkeit & und
wechselt einmal ihre Richtung.

q=s#

"l it

Bild 1: Krifte und Koordinaten bei horizontaler Férderbewegung
links) Skizze des Berechnungsmodells; rechts) Kréftebild

Gegeben:

T =0,1425s Periodendauer (Erregerfrequenz f = 7Hz)
g =9,81m/s> Fallbeschleunigung

u=04 Reibungszahl bei CourLomBscher Reibung
to =04 Haftreibungszahl
a=20m/s? Maximale Beschleunigung bzw. Verzogerung des Forderorgans
Gesucht:

1) Bewegungsgleichung bei kinematischer Beschleunigungsvorgabe des Forder-
organs

2) Weg-Zeit-Verlauf s(r) und £(7) bei Verzogerung des Forderorgans (Etappel)

*Autor: Hans Dresig



52 1 Modellbildung und Kennwertermittlung

3) Weg-Zeitverlauf bei Beschleunigung des Forderorgans (Etappe 2)

4) Umschaltzeiten f,, Bewegung im Haftbereich und Fordergeschwindigkeit
(Etappe 3)

5) Zahlenbeispiel mit den Eingabedaten zu Umschaltzeiten und Fordergeschwin-
digkeit

Lésung:
Zul):
Die Bewegungsgleichung folgt aus dem Kriftegleichgewicht und lautet
mé + mgu sign(é) = —m3(1) . (1)

Da die Masse aus dieser Gleichung gekiirzt werden kann, hat sie bei diesem Modell
keinen Einfluss auf die Forderbewegung und folgende Gleichung gilt

&= —gusign(é) — 5(1). 2)

Die ideale Bewegung zur Erreichung einer hohen Fordergeschwindigkeit besteht
darin, dass die Masse stets vorwirts gleitet oder an dem Forderorgan haftet. Das
Vorwirtsgleiten erfolgt am schnellsten bei maximaler Beschleunigung oder Verzo-
gerung des Forderorgans. Beim Haften gibt es keine Relativbewegung zwischen
dem Forderorgan und der Masse. Ein Riickwértsgleiten wird bei dem optimalen
Bewegungsablauf vermieden. Im Folgenden werden die Bewegungsablidufe des For-
derorgans s(¢) und der Relativbewegung &(7) der Masse parallel analysiert. Sie werden
mit dem Index der jeweiligen Etappe versehen.

Zu2):

Es wird angenommen, dass das Forderorgan zu Beginn der ersten Etappe die (zu-
nichst unbekannte) Geschwindigkeit vy hat und mit dem Maximalwert §; = —a
verzogert wird. Das Fordergut soll zu Beginn der Etappe aus dem Haften losgerissen
werden, sodass &;(0) = 0 gilt. Wihrend dieser ersten Etappe bewegt sich die Masse
relativ zur Gleitebene vorwirts, vgl. Bild 2. Beim Vorwirtsgleiten (€ > 0, £ > 0) wird
die Masse mit der Reibkraft Fz = mgu gebremst. Ihre Relativbeschleunigung gegen-
tiber der Rinne ist dennoch groBer als Null. Aus (2) folgen die Beschleunigungen im
Intervall 0 <1 < #:

Si=-a, &=a-pg. 3)
Mit den Anfangsbedingungen
t=0: s5(00=0, $(0)=vg, &(0)=0, &(@0)=0 4)

liefert die Integration die Geschwindigkeits- und Wegverldufe:

§1 = —at + vy, & = (a—ugt; (5)

1 1
s1=—zat’ + vot, & =5a-per. (6)
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=)
2

Haften

T
E e

2 =3
4 5%

—

b) Vom@irtsgleilen

Beschleunigung

Geschwindigkeit

st I E.’J —L’:;

o

Weg =

Bild 2: Zeitverldufe zur Bewegung des Forderorgans und der transportierten Masse

Zu 3):

Nach der Zeit t;, deren optimaler Wert erst bei (12) gefunden wird, dndert sich
sprungartig die Richtung der Beschleunigung des Forderorgans. Die Masse rutscht
dabei weiter vorwirts, wird dabei aber gebremst. Es gelten deshalb in dieser zweiten
Etappe (#; <t < 1;) wegen ¢ > 0 und Reibkraftumkehr andere Bewegungsgleichun-
gen, vgl. (2) und (3):

§p = +a, b =—a—ug. (7)

Die Wege und Geschwindigkeiten am Ende der ersten Etappe sind die Anfangswerte
der zweiten Etappe. Unter Beachtung der Ubergangsbedingungen zum Zeitpunkt
t=1:

si(h) = s2(th), &) = &), 5i1(t) = $ao(nr), () = &) 3
liefert die Integration von (7):
$7(t) = at + vy — 2aty , fz(t) = —(a+ ug)t+2at; ; 9)

1 1
s(f) = Eatz +(vo = 2at)t +art, &(t) = —5(a+ ue)t* + 2atit —arr . (10)
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Zu 4):

Die zweite Etappe endet zur Zeit f,, wenn das Vorwértsgleiten aufhort und die Masse
bei &(1,) = 0 relativ zum Forderorgan zur Ruhe kommt. Das Vorwirtsgleiten kann
nur bis zur halben Periodendauer dauern, weil die andere Hilfte der Periodendauer fiir
den Riickzug des Forderorgans notwendig ist. Die Umschaltzeit muss die Bedingung

E(T)2) = —(a+ ugtr + 2at; = —(a + ug)T/2 + 2at; =0 (11

erfiillen, damit die Masse nicht zeitweise zuriickgleitet. Hier wird die Kenngrofie
& = ug/a eingefiihrt. Aus (11) folgt, dass der Beschleunigungssprung am Ende zu
den Umschaltzeiten

h=(0+eT/4, ©=T)2 (12)

erfolgen muss, vgl. Bild 2. Bis zum Ende der ersten Etappe wurde der Weg s;(¢)) =
s2(t1) = (vo — at/2)t; zuriickgelegt. Am Ende der zweiten Etappe betragen die
Geschwindigkeiten und Wege

S‘z(lz) =at+vy— 2611‘1 s éz(lz) =0, (13)
$2(t) = voT/2 — (1 + 26 — eH)aT?/16,  &(1) = (1 —eHaT?/16.  (14)

Wihrend der dritten Etappe (f, < t < T') bewegt sich die Masse nicht relativ zur
Gleitebene, denn sie behilt die gleiche absolute Geschwindigkeit g3 = §3 wie das
Forderorgan. Fiir die Mitnahme der Masse ist die Beschleunigung §3 = pog am
giinstigsten, wenn die Masse genau von dem Grenzwert der Reibkraft, der Haftkraft
Fg = —uomg festgehalten wird. Die Ubergangsbedingungen von Etappe 2 zu Etappe
3 (t = 1) lauten:

52(0) = s3(h),  Eh) =&), 5H) =$(n), &) =&m). (15

In der dritten Etappe haftet die Masse an der Gleitebene, und es betragen wegen
& = 0 die Beschleunigungen:

§3 = ug = ae, &=0. (16)

Die Integration liefert unter Beriicksichtigung der Ubergangsbedingungen (15) wie-
der die Geschwindigkeits- und Wegverldufe:

$3(t) =aet—-T)+ vy, &1 =0, a7

_1a 1 2,12 _i 2N 2
S3(l)—2a8l + (vo —ael)t 16(1 de — &%)aT”, §3(t)—16(1 &aTl~ .

(18)

Die dritte Etappe endet, wenn nach der Periodendauer 7 das Forderorgan wieder
denselben Bewegungszustand erreicht wie am Anfang bei ¢ = 0, vgl. (4). Am Ende
der dritten Etappe t = T ist:
s3(T) =voT — (1 + 4e - £)aT?/16 = 0, (19)
S3(T) =V. (20)
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Gleichung (19) ist erfiillt, wenn zu Beginn die Geschwindigkeit den Wert
vo = aT(l +4e—£%)/16 21)

hat. Damit kann aus (18) bzw. (14) berechnet werden, um welche Strecke die Masse
innerhalb einer Periode T transportiert wird

&(T) = &) = (1 - £)aT?/16. (22)
Die mittlere Fordergeschwindigkeit ist somit

v=&(T)/T = (1 —&»)aT/16. (23)

Zu 5):

Mit den Eingabedaten ergeben sich die Umschaltzeiten mit & = ug/a = 0,1962 aus
(12) zu

ti=(+e)T/4=00425s, t,=T/2=00710s, T =0,142s 24)

und die Fordergeschwindigkeit aus (23)
v=(1-¢al/16 = 0,171 m/s. (25)

Optimale sprunghafte Beschleunigungsverliufe lassen sich technisch nur
schwierig realisieren und sie erregen bei realen Maschinen storende Schwin-
gungen. Diese idealen Verliufe lassen sich mit nur wenigen Harmonischen
approximieren, wie mit Kurvengetrieben oder Koppelgetrieben, vgl. [33,
Kapitel 8: Vibrationsforderung] und [53]. Den Steuerungen elektrischer An-
triebe werden Bewegungsdaten (diskret) vorgegeben, infolge des Zeitverhal-
tens von Motor und Steuerung wird der Bewegungsverlauf des Forderor-
gans dabei etwas geglittet umgesetzt.

Weiterfiihrende Literatur

[26] Dresig, H., T. Risch und C. Kuhn: Vibrationsfordertechnik - Gleitforderung
auf harmonisch beschleunigten Forderorganen. TU Chemnitz. 2016. URL:
http://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bsz:chl-qucosa-211288.

[33] Fidlin, A. und H. Dresig: Schwingungen mechanischer Antriebssysteme.
3. Aufl. Berlin; Heidelberg: Springer-Verlag, 2014.

[45] Jung, R.:,Die Gleitbewegung auf der schwingenden Ebene®. In: Forschung
auf dem Gebiet des Ingenieurwesens A 18 (1952) 1, S. 13-24.

[53] Lavendel, E.: Sintes optimalnych vibromasin (Synthese optimaler Vibrations-
maschinen). (russ.) Isdatelstvo Sinatne, 1970.

[84] Thelen, G.: Schwingforderer. In: Kurth, F. Stetigforderer. 4. Aufl. . VEB
Verlag Technik Berlin, 1983, S. 221-250.



2 Dynamik der starren Maschine

2.1 Antriebsleistung und Schwungrad einer Presse

Die Antriebsleistung fiir einen Mechanismus (ungleichméBig iibersetzen-
des Getriebe) hingt vom Verlauf des reduzierten Massentrigheitsmomentes
und der Kennlinie des Motors ab. Durch die Wahl der Parameter, speziell
mit Hilfe einer Schwungradauslegung, konnen die Schwankungen des An-
triebsmomentes und der Winkelgeschwindigkeit beeinflusst werden, womit
sich auch die elektrische Verlustleistung reduzieren lisst. *

Eine Kurbelpresse nach Bild 1a mit dem Kurbelwinkel ¢ und einem reduzierten
Massentragheitsmoment J(¢p), das sich ndherungsweise geméal

J(p) =Jn—AJ cos2¢ (D)

wie im Bild 1c veridndert, wird von einem Elektromotor angetrieben, dessen Dreh-
momentenkennlinie im stationdren Zustand durch

4
M = M, (1 QJ) 2)
angendhert wird. Das entspricht einer Linearisierung im Arbeitspunkt um die mittlere
Synchron-Winkelgeschwindigkeit 2, des Motors im Leerlauf, wie im Bild 1b zu
sehen ist. Es wird das Modell des ,,zwangldufigen ebenen Starrkdrper-Mechanismus®
zu Grunde gelegt. Vereinfacht wirken hier nur wechselnde Trigheitskrifte (kinetische
Krifte und Momente) und das Motormoment, d. h. keine technologischen Krifte,
keine Potenzialkrifte, keine Reibung.

b) . c)
A o) — 9 A\ J(p)=J, - AJ cos 2
M M(§) = Mo(1-5) J 9 ¢
[kgm?]
M/m/'/ 0,6 /\ 47
M, / AN N
M, |
:) Qe Qi 4
N Q=9 02
in bzw. n
Qi
'Qs 0 >

360
0 90 180 0[]

Bild 1: a) Schubkurbel, b) Motorkennlinie, ¢) reduziertes Massentrigheitsmoment

*Autor: Thomas Thiimmel, Quelle [43, Aufgabe 10]

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017 57
M. Beitelschmidt und H. Dresig (Hrsg.), Maschinendynamik —
Aufgaben und Beispiele, DOI 10.1007/978-3-662-53435-9_2
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Gegeben:

Jn =0,6kgm? mittleres reduziertes Massentriigheitsmoment

AJ =0, kgm?>  Amplitude des verinderlichen reduzierten Trigheitsmomentes

Q, =50s7! Synchron-Winkelgeschwindigkeit des Motors im Leerlauf
(n, = 477,5min")

My = 6000Nm Verhiltnis von Nennmoment My zu Nennschlupf S y (Ordi-
natenabschnitt der linearisierten Motorkennlinie)

n =075 Wirkungsgrad des Motors (Leerlauf)

Gesucht:

Es gilt die Annahme schwacher Anderungen von Jeq und ¢: AJ/J, < 1 und
Ap/pn < 1.

1) Niherungslosung fiir die Bewegung ¢(¢)
2) Ungleichformigkeitsgrad ¢

3) Effektivwert des Motormomentes Mg

4) Effektivwert der kinetischen Leistung P
5) Elektrische Verlustleistung Py

6) Zahlenwerte zu Punkt 2) bis 5)

7) Tragheitsmoment J, des Schwungrades fiir den Ungleichférmigkeitsgrad
0 =0,04

Welchen Betrag erreicht die mechanische Blindleistung P.g durch die Schwungrad-
anordnung entsprechend Punkt 7)? Um wieviel Prozent verringert sich die Verlust-
leistung Py?

Lésung:

Zul):

Den Ausgangspunkt bildet die Bewegungsgleichung des zwangldufigen ebenen
Starrkorper-Mechanismus mit einem Antrieb gemif [25, Kapitel 2.4.2.1] in der
Form

1
J@ ¢+ 37 @¢ = Mealp, ¢, 1. 3)

Bei Beriicksichtigung des Massentrigheitsmomentes nach (1) und des Motormo-
mentes M nach (2) als einziger Anteil in M;.q ergibt sich die Differentialgleichung
(o = AJ 08 20) & + (AJ sin2¢) ¢ = M, (1 - Qi) . (4)

N
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Diese nichtlineare Differentialgleichung mit verdnderlichen Koeffizienten ldsst sich
analytisch nur niherungsweise 16sen. Dazu wird der Ansatz

@=0Q;(1+a sin2¢+b cos2yp) (5)

verwendet, der von der Dominanz der 2. Harmonischen entsprechend J(¢) (im
Leerlauf) ausgeht. Im Ansatz gilt

laj <1 und |1, (6)

weil die Winkelgeschwindigkeit ¢ nur wenig um die Leerlaufdrehzahl schwankt.
Aus (5) folgt durch Quadrieren niherungsweise

@* ~ 2 (1 + 2asin 2¢ + 2b cos 2¢) (7)
und durch Differenzieren

$ =Q(2a cos2¢p —2b sin2¢) ¢ = .Qf(Za cos2¢ —2b sin2¢p) . )
Bei den Niherungen werden Terme mit a, b> und ab wegen (6) vernachlissigt.
Werden die Ausdriicke von (7) und (8) in (4) eingesetzt, so entsteht

AJ
2Q§Jm (1 - cos 2ga) (a cos2¢ — b sin2¢) +

m

+AJ 22 sin2 (1 + 2a sin2¢ + 2b cos 2¢) )
=My[l—=(1+asin2¢+b cos2y)]
=—-My(asin2¢+bcos2y).
Es werden die dimensionslosen Kenngréf3en
AJ

a = @, un B = E (10)

eingefiihrt, welche entsprechend Bild 1 die linearisierte Motorkennlinie und das
veridnderliche reduzierte Triagheitsmoment charakterisieren. Durch Umordnung der
Terme in (9) nach den trigonometrischen Funktionen und Benutzung der Additions-
theoreme

sindp = 2sin2¢p cos2p und  cos4p = cos’ 2 — sin’ 2 11
folgt nach Zwischenrechnung
0 = (=2b+B+aa)sin2¢ + (2a+ab) cos 2¢ + 2b sindg — 2Bacosdep. (12)

Die Funktion in (12) enthilt linear unabhéngige Terme der 2. und 4. Harmonischen
und kann nur erfiillt werden, wenn deren Koeffizienten bzw. die Amplituden A, und
Ay einzeln verschwinden:

Ay = \J(-2b+ B+ aaP + 2a+aby =0, (13)
Ay=28V2 452 =0. (14)
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Aus der Losungsmenge sollen a und b bei gegebenen Konstanten o und 8 ermittelt
werden. Eine explizite Losung zu (12) existiert nicht, weil A4 nur fiira =0und b =0
verschwinden wiirde. Als Nidherung kann der Quadratmittelwert Q,, = Q,,(a, b) aus
A, und A4 minimiert werden:

O = A3+ A2 = (=2b+ B+ aa)* + Qa+ab)* +4B%@ +b*) =0. (15)
Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen von Q,, nach a und b:

00m

0= —=%=2(-2b + B+ aa)a +2(2a + ab)2 + 88%a, (16)
00
0= 6Qb = 2(=2b + B + aa)(-2) + 2(2a + ab)a + 8%, 17
ergeben sich die beiden gesuchten Groflen a und b fiir ¢(¢) nach Ansatz (5):
- 2
B d pe— 2P (18)
4+ a? + 432 4+ a? +4p?
Zu 2):
Der Ungleichformigkeitsgrad ist entsprechend [25, Kap.2.4.4] definiert durch
5= (;bma?g - Qbmin ~ 29?7max - Q?min ) (19)
Pmittel ©Pmax T Pmin
Die Winkelgeschwindigkeit nach (5) besitzt die Extremwerte
Pmax = Q, (1 + Va? + b2) und @min = Q, (1 - Va* + b2) . (20)

Mit diesen Ausdriicken folgt der Ungleichformigkeitsgrad
6=2Va>+b*. (21)

Das weitere Einsetzen der Losung fiir @ und b aus (18) und der Abkiirzungen aus
(10) liefert schlieBlich den gesuchten Ungleichformigkeitsgrad

ﬂ\/4+a2 5 B _, AJ 2

~ = . (22)
4+a/2+4ﬁ2 Vi + a2 \/4J%Q§+M§

Diese Beziehung erweitert die Formeln in [25, Kapitel 2.4.4], da dort der Einfluss
des Motors durch dessen Drehmoment M = M(M,, Q,) wie hier mit dem linearen
Ansatz nach (2) nicht einbezogen ist.

Zu 3):

Das Antriebsmoment des Motors ergibt sich nach dem Einsetzen von ¢ nach (5) in
(2) zu

M = M(p) = —My (a sin2¢ + b cos 2¢) (23)
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als winkelabhiingige Funktion. Deren Effektivwert (iiber eine Kurbelumdrehung)
lautet demzufolge

21

1 My

M= |=— | M(p)*dp=— Va2 +b?. 24

off 27rf (p)* dy NG as+ (24)
0

Diese Formel lisst sich mit Hilfe von (21) und (22) umformen zu

V2 V2 AJQ?

Meg=— Moo~ — M

4 2 Jrnotem?

Das erforderliche Effektivmoment des Elektromotors sinkt also mit groler werden-
dem Massentrigheitsmoment J,,, welches durch ein Schwungrad erhoht werden
kann. Das erforderliche Effektivmoment entspricht dem Moment M, wegen der
vorausgesetzten alleinigen Wirkung der wechselnden Tréigheitskrifte bzw. der kine-
tischen Energie.

(25)

Zu4):

Mit der Annahme ¢~ Q) = const. folgt die kinetische Leistung Py;, ~ My, Q;, deren
Effektivwert einer mechanischen Blindleistung entspricht.

Die momentane Antriebsleistung folgt ndherungsweise aus (23) ebenfalls als win-
kelabhidngige Funktion

P=Plp)=Mp~—-MyQa sin2¢ + b cos2yp). (26)
Fiir den Effektivwert der Motorleistung gilt damit schlieBlich

V2 V2 AJ 2

Pet = Mot Q= —= Mo Q56 ~ —= MoQy ——ceees
AL Q4+ M?

Das Diagramm im Bild 2 veranschaulicht die hergeleiteten Nidherungslosungen fiir
M. und P, wobei die beiden Kurven nach der Normierung identisch sind:

27

4 Me D Pe 2 2
M = ﬁ:P:—ﬂrzi 5z£a,—ﬁ (28)
Jm Q% Jm Q? 4 2 V4 + o2
Zu 5):

Die mechanische Blindleistung muss vom Elektromotor aufgebracht werden, das
bedeutet es flieit ein Motorstrom und es treten Verluste auf (Erwdrmung), ohne dass
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A
_ — M()
M, P 0“7.]”’92
M., = P o =100
035 | _ My 5 _ Ly
M T P Q0 a=10
03 a= 4.0
025 : b
= 4.000
o o= 20
02 J
B =| 0.0456 B=0.1667
|
015 | | t : : - o= 1.094
| | o= 1.094 a= 1.0
|
01 | b
: a= 0,5
0.05 | i
a= 0.2
/ —1 i o= 0’1
0 _AT
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 B= T

m

Bild 2: Normierte Effektivwerte von Moment und Leistung in Abhédngigkeit von
den eingefiihrten Kenngréfen  und g entsprechend (10)

nach auflen mechanische Arbeit verrichtet wird. Die elektrische Verlustleistung wird
durch den Wirkungsgrad n erfasst und folgt aus der mechanischen Blindleistung zu

] —
Py = Py(Peg 1) = 7’7 Pesr. (29)

Die elektrische Verlustleistung nach (29) entspricht der erforderlichen Antriebs-
leistung im Leerlauf unter den oben gemachten Annahmen (keine Reibung, keine
Beriicksichtigung des Eigengewichts der Getriebeglieder). Mehr Details zum Leis-
tungsausgleich sind unter [89, Kap.4] zu finden.

Zu 6):

Mit den gegebenen Zahlenwerten aus der Aufgabenstellung werden folgende Resul-
tate erreicht:

6000 0,1
10): = 2 4 B= 2 —0,1667,

aus (10) YT 50206 LY:

—4.0,1667
aus (18): a=———=20 __ 003315,

4+42+0,1667
2.0.1
0.1667 _ _ 01658,

T 414401667
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aus (21): §=2Va2 + b2 =0,07412,

aus (25): Mg = g Myd =157,2Nm,

aus (27): Peg = Mg Q, = 157,2-50 = 7,862 kW,

aus (29): py = ;'7 Py = 5’(7)’575 -7,862kW = 2,621 kW

Bild 2 veranschaulicht diese spezielle Parameterkombination mit der Kurve « = 4,0
und hilft bei der folgenden Schwungradauslegung.

Zu7):

Der Ungleichformigkeitsgrad ¢ hingt gemél (21) auch von J,, ab. Durch Umstellung
dieser Formel kann fiir die Schwungraddimensionierung das mittlere reduzierte
Massentrigheitsmoment als Funktion des Ungleichformigkeitsgrades ausgedriickt
werden:

- AJ 1 Mg 30
I = 4A12 o §M_2 B 4A12 o (30)

Damit kann die Groe des Schwungrades abgeschitzt werden, wenn bei einer gege-
benen Motorkennlinie (M, ;) und gegebener Trigheitsmomentenschwankung AJ
ein geforderter Ungleichformigkeitsgrad ¢ oder ein einzuhaltendes Effektivmoment
Mg verwirklicht werden soll.

Nach Einsetzen der Zahlenwerte liefert (30) fiir den in der Aufgabenstellung gefor-
derten Wert § = 0,04 einen Mittelwert von

1 6000
Jn=0,1 - =2,193kgm?. 31
\/0,042 4-0,1% - 50 £ Gb

Bild 3 veranschaulicht den Einfluss des Schwungrades auf die Verldufe des redu-
zierten Massentragheitsmomentes, des Motormomentes und die Schwankung der
Winkelgeschwindigkeit (Drehzahl) wihrend einer Kurbelumdrehung.

Interessant ist auch der Vergleich mit dem urspriinglichen vorgeschriebenen Wert
von J = 0,6 kgm? und dem sich hierfiir ergebenden Ungleichférmigkeitsgrad von
0% = 0,0741. Erwartungsgemal bewirkt das grofere mittlere Massentragheitsmoment
den geringeren Ungleichformigkeitsgrad ¢ = 0,04.

An Hand der normierten Darstellung von Bild 2 kénnen mogliche Parameterin-
derungen bewertet werden. Das Bild enthilt neben der Kurve fiir @ = 4,0 bzw.

= 0,6 kgm? auch eine Kurve fiir @ = 1,094, welche der Variante mit Schwungrad
(Jm = 2,193 kgm?) entspricht.



64 2 Dynamik der starren Maschine

4 ohne Schwungrad A mit Schwungrad

J 25 J 25
[kgm?] [kgm?] AT TN -
» y T NG T NG
|-, = 2193 kgm’ |

15 15

| ==, = 0,600 kgm? |
1,0 1,0
J(9)=J,- AJ cos 2¢
0s LT TN o
! 0 90 180 I [o] 360‘ 0 0 90 180 I [o] 360‘
M My

200 /" EJ— /" ........ 200 1] - =" = My = 849 Nm-
I M(§) = My (1-&) NN
07”7‘._._11/[6.:158Nm‘ ,,,,,, 0 \ \,

-200 \ \ -200

v \Vj
> |
0 90 180 ¢ [ 360 0 90 180 ¢ [°] 360
no A nooA
[1/min] [1/min]
500 R e T TS n, = 477 min”' 500 R e e
400 400
Mg = 496,2min™ . et My = 487.2 min” e
N, = 460,5 min™ N, = 468,1 min™
200 3=0075 [T 200 g7 5=0040 |
0 > 0 -
0 90 180 ¢ 9] 360 0 90 180 o [ 360

Bild 3: Motormoment und J,.q ohne (links) und mit (rechts) Schwungrad

Die mechanische Blindleistung bzw. der Effektivwert der Motorleistung erreicht mit
dem neuen Schwungrad entsprechend (27) den Betrag von

v V2

2
P = T My Q6 = T 6000 - 50 - 0,04 = 4,2423kW . (32)

Die elektrische Verlustleistung betridgt dann mit = 0,75 gemal (29)

Py = 1414kW . 33)

Der Vergleich mit dem urspriinglichen Wert von P, = 2,621 kW ergibt eine Redukti-
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on auf 54 % und zeigt, dass bei dem grofleren Massentriagheitsmoment eine geringere
Antriebsleistung (kleinerer Motor) bendtigt wird.

Im Allgemeinen lisst sich durch ein Schwungrad das mittlere Massentrag-
heitsmoment eines Mechanismus erh6hen und damit die mechanische Blind-
leistung und die elektrische Verlustleistung reduzieren. Da das Schwungrad
nicht unbegrenzt grofl werden kann und das Anlauf- und Bremsverhalten
der Maschine beachtet werden muss, ist durch den Konstrukteur ein sinn-
voller Kompromiss zu schlieffen.

Weiterfiihrende Literatur

[89] VDI-Richtlinie 2149: Getriebedynamik, Blatt I - Starrkorper-Mechanismen.
Beuth Verlag. 2008.
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2.2 Massenkrafte und Massenausgleich an einem
Luftverdichter

Kolbenmaschinen erzeugen oft erhebliche Massenkrifte auf den Boden. Die-
se konnen durch Massenausgleich verringert werden. Durch diese Mafinah-
me des priméiren Vibrationsschutzes an der verursachenden Quelle kann
erheblicher Aufwand beim spiiteren sekundéren Vibrationsschutz (Schwin-
gungsisolation) gespart werden. *

Fiir einen zweistufigen Kolbenverdichter in V-Anordnung nach Bild 1 sind die
auf das Fundament wirkenden Massenkrifte zu bestimmen. Die Auswirkung einer
zusitzlichen Gegenunwucht an der Kurbelwelle auf die resultierenden vertikalen und
horizontalen Bodenkrifte soll untersucht werden.

Bild 1: Vereinfachte Darstellung eines Luftverdichters

Gegeben:

r =80mm Kurbelradius

[ =400mm Pleuelldnge

A =1/5=0,2 relative Kurbellinge A = r/I (Schubstangenverhiltnis)
n =950min~! Drehzahl der Kurbelwelle (Q2 = 99,484 s71)

my = 4,95kg Masse des 1. Kolbens (m; = mg; + mpj k)

my = 22,50kg Masse des 2. Kolbens (my = mgs + mps )

u =022 Massenverhiltnis (1 = my/my)

o =175° V-Winkel des Zylinders (symmetrisch zur Vertikalen)

Fiir das physikalische Modell wird vorab die Tragheitswirkung jedes Pleuels (mp
und Js p) durch jeweils zwei Punktmassen ersetzt, die dem Kolben als mpg und der

*Autor: Thomas Thiimmel, Quelle [43, Aufgabe 11]
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Kurbelwellenkropfung als mpy zugeschlagen werden. Ergidnzende Hinweise dazu
gibt [25, Aufg. 2.6].

Durch eine Gegenunwucht (mr)g an der Kurbelwelle werden die der Kurbelwel-
lenkropfung zugeschlagenen Punktmassen (mp; w, mpz,w) sowie die Unwucht der
Kurbelwelle ausgeglichen (Bild 1). Die Kurbelwelle einschlielich Massenzuschlag
von jedem Pleuel erzeugt dadurch keine trigheitsbedingten Lagerkrifte, sondern nur
Lagerkrifte durch ihr Eigengewicht. Das entspricht einer idealen Auswuchtung der
Kurbelwelle (mit mp w, mpyw). Der Ausgleich der restlichen Massen (Masse der
Kolben einschlieBlich Zuschlag vom Pleuel) kann deshalb mit der noch unbekannten
Zusatzunwucht (mr), vorgenommen werden. Die wenigen gegebenen Grofien (ohne
(mr)g) und dem physikalischen Modell im Bild 2 reichen dafiir aus.

Bild 2: Physikalisches Modell des Verdichters fiir den Massenausgleich

Fiir diese Aufgabe wird das Modell des zwangldufigen ebenen Starrkorper-Mechanismus
zu Grunde gelegt. Es werden nur Massenkrifte und keine Gaskrifte berticksichtigt
(Leerlauf), welche als innere Krifte paarweise auftreten und sich ohnehin inner-
halb des Gehéduses kompensieren. Die Winkelgeschwindigkeit Q wird als konstant
wihrend einer Kurbelumdrehung angenommen.

Gesucht:

Es sollen die resultierenden freien Massenkrifte der Kolben F; und F5 berechnet
werden. Die daraus resultierende Kraft ist in ihre horizontale bzw. vertikale Kompo-
nente F, bzw. F, zu zerlegen und als Fourier-Reihe bis zur 2. Harmonischen bzw.
bis zur 2. Erregerordnung (1. EO und 2. EO) zu beschreiben.

AnschlieBend sollen die Krifte F4 und F'y, infolge der Zusatzunwucht (mr), formu-
liert werden. Zum vollstdndigen Ausgleich der ersten Harmonischen der Bodenkraft
in vertikaler Richtung sind die Bedingungen fiir die Auslegungsgrofien (mr)4 und y
anzugeben. Als Teilschritte sind im Detail zu bestimmen:
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1) Schubweg s(¢) und Beschleunigung §(¢) fiir den ersten Kolben in allgemeiner
Form

2) Freie Massenkrifte F'; und F, und deren Resultierende, beschrieben durch
die Komponenten F; bzw. F, in Abhingigkeit von den gegebenen Grofien
(0, 4, w)

3) Betrag und Phase der ersten und zweiten Harmonischen der resultierenden
Bodenkrifte F, bzw. F, und die entsprechenden Zahlenwerte

4) Zusitzliche Unwucht (mr)4 und deren Versetzungswinkel y (auch Zahlenwer-
te) fir die Bedingung, dass die erste Harmonische der (durch Massenkrifte
verursachten) vertikalen Bodenkraft ausgeglichen ist

5) Die nach dem Ausgleich der vertikalen Bodenkraft verbleibende Kraft in
horizontaler Richtung und dazu die entsprechenden Zahlenwerte

6) Bewertung der Mafinahme des Massenkraftausgleiches in seiner Gesamtwir-
kung auf die resultierende Bodenkraft hinsichtlich horizontaler und vertikaler
Anteile und in Bezug auf deren Erregerordnungen

Lésung:
Zul):

Den Ausgangspunkt bildet die geometrische Zwangsbedingung mit dem Schubweg s
und den GroBen entsprechend Bild 2 in der Form

s(p,p3) = rcose + [cos g3 . (D)

Mit der weiteren Zwangsbedingung sin g3 = 7 sing = Asin ¢ fiir den Winkel ¢3 und
somit

cos s = \/l—sin2<p3 = \/1—/12 sin? ¢ 2)

ergibt sich die nur noch von ¢ abhingige Lagefunktion

s(p) = rcosg + 141 — A2 sin’ . 3)

Mit der TayLor-Reihe
1 1
Vl—a2z1—§a2—§a4—... 4)

fiir kleine a bzw. bei kleiner relativer Kurbelliinge (1> < 1) und mit der weiteren
Substitution sin” ¢ = %(1 — cos 2¢) folgt schlieBlich die Néherung fiir den Schubweg
s durch eine Fourier-Reihe bis zur 2. Harmonischen [25, Tab.1 Kap.2.4.7 und
Kap.2.6.5], [89, Kap.4.2 und Beispiel 9] :

1 1 1
s(tp)zr(z—zﬂ+cosgp+zﬂ cos2<p). (5)
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Fiir die gesuchte Trigheitskraft F; des Kolbens wird die Kolbenbeschleunigung
benétigt, diese folgt aus (5) mit den folgenden Schritten:

d 1
s’ = ﬁ:—r sing — Er/l sin2¢, (6)
, ds
s = =-rcos¢ — Ar cos2¢p @)
de

und wegen ¢ = Q = const. gelten § = s’ Q und § = s” Q? und damit [25, A 2.11]

§=—r Q(cosg+ A cos2yp). @®)

Zu 2):
Die Tragheitskraft ', des Kolbens lautet damit

Fi(g) = —m§ = my r Q% (cos g + 1¢os 2¢). )

In analoger Weise lésst sich unter Verwendung des Kurbelwinkels 8 = 6 — ¢ die
Tréagheitskraft des zweiten Kolbens angeben:

Fo(B) = my r Q* (cos B+ Acos2B). (10)
Die resultierenden Trigheitskrifte werden in x- und y-Richtung zusammengefasst:
Fx:(Fl—Fz)sing, F},:(F1+F2)cosg. (11)
Mit dem Additionstheorem fiir den Kosinus von 8 =6 — ¢
cosfB=cos(d— ) =cosdcos g+ sindsing (12)
und den Kriften F| aus (9), F, aus (10) folgt fiir die resultierenden Tréigheitskrifte
F,=rQ?sin g{ml(cos @+ A cos2¢p) — my(cosd cosy +sind sing) , (13)
— mpA (cos 20 cos2¢ + sin 29 sin 290)}
Fy=rQ? cos g{ml(cosgo + 1 cos2¢) + my(cosd cosg +sind sing) . (14)
+ myA (cos 20 cos2¢ + sin 28 sin 2g0)}

Diese Trigheitskrifte hingen nur noch vom Drehwinkel der Kurbelwelle ¢ und den
gegebenen Groflen ab. Die Formeln (13) und (14) konnen noch vereinfacht und
umsortiert werden, damit die Koeflizienten der ersten und zweiten Harmonischen
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separiert sind. Zusitzlich wird das Massenverhiltnis p = m; /m, eingesetzt.

F, .0 . .
o sin 3 {(,u —C0S0)Ccosp —sindsing
+ (A — Acos 29) cos 2¢ — A sin 20 sin 290} (15)
B cos 6{(/1 + c0s ) cos ¢ + sin o sin
mor$? 2 ¢ ¢

+ (A + Acos 26) cos 2¢ + A sin 26 sin 250} (16)

Zu 3):

Die in den Gleichungen (15) bzw. (16) angegebenen Krifte haben die Form einer
Fourier-Reihe mit den Koeffizienten A, bzw. By fiir den Kosinus- bzw. Sinusanteil.
Diese werden wie folgt zusammengefasst:

xi (1) = Cy sin (kQt + ay) = Ay cos kQt + By sin kQt , (17)

A
Ci= A2+ B2 und tana = B—i. (18)

Mit den gegebenen Zahlenwerten 6 = 75°, u = 0,22 und 14 = 0,2 folgt aus den
Gleichungen (15) bzw. (16)

Fx . .
= —0,0236 cos ¢—0,5880 sin ¢+0,1322 cos 2¢—0,0609 sin2¢, (19)
mer2
F,
~_ = 0,3799 cos ¢+0,7663 sin ¢—0,1025 cos 2¢+0,0793 sin 2¢ (20)
m2r92
oder (mit Anwendung von sin(180° + x) = —sinx )
Fx . .
= —0,5885 sin(¢p + 2,3°) + 0,1456 sin(2¢ + 114,7°), 21
m2r92
F,
> =0,8553 sin(y + 26,4°) + 0,1296 sin(2¢ — 52,3°). (22)
myr$?

Die erste Harmonische besitzt damit die Amplituden |F,| = 10,484 kN und

|Fy| = 15,237kN.

Zu4):

Die mit der Kurbel verbundene Ausgleichsmasse der Unwucht (m r)4 erzeugt eine

Fliehkraft mit den Komponenten

5
Fao=(m-r), @ cos(<p+y+7—2r—§), (23)

5
Fay = (m- ) @ sin(<p+y+g—§). (24)
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Mit Additionstheoremen und der Substitution

T 0
—y 4+ 2 25
e=y+5-3 (25)
folgt
Fao=(m-r), Qz(cosscos @ —sinesing), (26)
Fyy=(m-r)y Q*(sin € cos @+ cosesing). 27

Die vertikalen Tréagheitskrifte an den Kolben lassen sich durch die Unwucht (12 7)4
nur in der ersten Harmonischen ausgleichen, denn F4, erzeugt als Fliehkraft um die
Kurbelwelle nur eine 1. Harmonische. Dafiir muss die folgende Bedingung gelten:

Fay+F, =0 (nur Ausgleich der 1. Harmonischen), (28)

Fay+Fy,=(m-r)y ? (sinecos ¢ + cos gsin @)

0

+my r? cos 3 [(u + cos §) cos ¢ + sin § sin ] (29)
0

+my rQ* cos 3 [(Au + A cos 26) cos 2¢ + Asin 2§ sin 2¢] .

Durch Koeffizientenvergleich der 1. Harmonischen ergibt sich

: 5
(m- ) sing = —cos = (i + cos ), (30)
myr 2
. 0
(m—r)Acosaz—cos—sin(S (3D
myr 2

und mit den Zahlenwerten 6 = 75° und ¢ = 0,22 folgt

tane =10 04957 & £=20637" -y = 153.9° (32)
sin o p—
o
(m-r)y =—cos= sind myr =0,8553m, r = 1539,5kgmm. (33)
pr— 2 cos e p—
Zu 5):

Nach dem Ausgleich der 1. Harmonischen der vertikalen Bodenkraft durch die mit
der Kurbel verbundene Ausgleichsmasse der Unwucht (m r), wird die Auswirkung
auf die horizontale Schwingungserregung berechnet:

Far+ Fy=(m-r)y Q? (cos ecos ¢ — sin g sin @)
o
+my r Q% sin 3 [(u — cos &) cos ¢ — sind sin ¢] (34)

0
+my r & sin 3 [(Au — A cos 26) cos 2¢ — A sin 2§ sin 2¢] ,
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1)
Frges = [(m - 1)a Q> cose + my r 7 sin 3 (u —cosd)|cos e

5
-~ [(m ) Q% sing + my rQ? sin 5 sind| sing (35)

0
+my r Q% sin 3 [(Au = Acos 25) cos 2¢ — A sin 25 sin 2¢] .

Mit Zahlenwerten betrigt die erste Harmonische der resultierenden Bodenkraft

F x,ges
mor$?

= —0,7900 cos ¢ — 0,2081 sin ¢ = 0,8169 sin(p + 75,24°). (36)

Die erste Harmonische der horizontalen Kraft erlangt damit nach dem Ausgleich
|Fy| = 0 die Amplitude |F,| = 14,553 kN gegeniiber |F,| = 10,484 kN ohne den
Massenausgleich.

Zu 6):

Der Ausgleich der ersten Harmonischen der vertikalen Bodenkraft durch die Unwucht
(mr), fiihrt entsprechend (36) auf eine deutlich erhohte horizontale Bodenkraftam-
plitude und damit mogliche Schwingungserregung in horizontaler Richtung. Gegen-
tiber dem Ausgangszustand nach (21) steigt die erste Harmonische der horizontalen
Bodenkraft auf 138,8 % an.

Die zweite Harmonische der vertikalen Bodenkraft lisst sich durch die zusitzliche
Unwucht (m r), an der Kurbelwelle nicht beeinflussen. Hierfiir kommen Ausgleichs-
wellen, sieche Aufgabe 2.5 in Frage.

Fiir einen optimalen primiren Vibrationsschutz ist unbedingt die Gesamt-
heit der resultierenden Kraftwirkungen des Verdichters auf den Boden zu
beachten. Der Ausgleich in einer Richtung kann in der dazu orthogonalen
Richtung die resultierende Kraft erhohen. Bei einer praktischen Realisie-
rung des Massenausgleiches sollte aulerdem die Erhohung einzelner inne-
rer Gelenkkriifte infolge der Zusatzmassen kontrolliert werden. Ergiinzende
Hinweise und Beispiele liefern [25, A2.11] und [89, Tab. 4].

Weiterfiihrende Literatur

[89] VDI-Richtlinie 2149: Getriebedynamik, Blatt 1 - Starrkorper-Mechanismen.
Beuth Verlag. 2008.
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2.3 Massenausgleich bei einer Schneidemaschine

Schneidemaschinen werden zum Beschneiden polygrafischer Erzeugnisse,
wie zum Beispiel Biicher und Zeitschriften, benotigt. Die erforderliche Mes-
serbewegung wird dabei meist iiber Kurbelmechanismen erzeugt, deren mas-
sebehaftete Glieder (einschlieBlich Messer) verianderliche Gestellkrifte her-
vorrufen, die den technologischen Ablauf infolge Schwingungsanregung er-
heblich storen konnen. Mit Mafinahmen zum Massenausgleich lassen sich

diese Einfliisse oft deutlich reduzieren. *

Im Vorfeld geplanter Drehzahlsteigerungen erfolgten Beschleunigungsmessungen am
Maschinengestell. Diese zeigten, dass vor allem die erste Harmonische der vertikalen
Gestellkraft eine Hauptursache der storenden Gestellschwingungen darstellte. Zum
Ausgleich dieser Anregungskraft soll an der Kurbelwelle eine Ausgleichsmasse
my in Form eines Kreisringabschnitts aus Weilmetall angebracht werden, deren
GroBe und Winkellage zu bestimmen ist. Bild 1 zeigt das kinematische Schema
des Messerantriebs der Maschine. Alle Getriebeglieder bewegen sich in zueinander
parallelen Ebenen, so dass der Messerantrieb als ebene Kurbelschwinge behandelt
werden kann. Da die Linge der Schwinge wesentlich grofier als der Kurbelradius ist
(I4 > 1), kann vereinfachend angenommen werden, dass sich der Schwerpunkt von
Schwinge und Messer, der sich im Gelenk (3,4) befindet, auf einer Geraden bewegt
(gemittelte Tangente an den Kreis mit Radius ;). Vorausgesetzt wird weiterhin
eine konstante Antriebswinkelgeschwindigkeit ¢, = Q der Kurbel. Die Trégheit der
Koppel wird durch eine Punktmasse m3 ausreichend abgebildet.

gemittelte Bahntangente
von Gelenk (3,4)

(= S4)

Bild 1: Kinematisches Schema des Mechanismus

*Autor: Ludwig Rockhausen, Quelle [43, Aufgabe 12]
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Gegeben:
I, =50 mm Lénge der Kurbel
[z =750 mm Linge der Koppel
&, = 33,4mm Schwerpunktabstand der Kurbel
&g, =252 mm Schwerpunktabstand der Koppel
B =mnr/12(= 15°) Winkel zwischen y-Achse und mittlerer Bahntangente des
Messers my
my = 16,3 kg Masse der Kurbelwelle
m3 = 36,7kg Masse beider Koppeln (m3 = m3; + m3))
mg = 56,3kg Masse des Messers
rg =23 mm Innenradius der Ausgleichsmasse
b =300 mm Dicke der Ausgleichsmasse
pa =9800kg/m?  Dichte von WeiBmetall
Rpmax = 150 mm maximaler Aulenradius der Ausgleichsmasse

Q ~n=300min~! Antriebswinkelgeschwindigkeit der Kurbel

Gesucht:

1) Schubweg s des Gelenks (3,4) in Abhéngigkeit von ¢,
Hinweis: ZweckmiBigerweise sind die Schwerpunktkoordinaten xs, und ys,
(i=2,3,4,A) als weitere Lagekoordinaten einzufiihren.

2) Darstellung der Schwerpunktkoordinaten in Form von Fourier-Reihen; Be-
stimmung der Fourier-Koeffizienten

3) Gestellkraftkomponenten F,(¢,) und F,(¢,) unter Beriicksichtigung der Aus-
gleichsmasse my4 in Fourier-Reihen-Darstellung

4) Ausgleichsbedingungen dafiir, dass die 1. Harmonische von F, verschwindet
5) Parameterwerte der Ausgleichsmasse: my, 54, ¥, @, Rp

6) Auf myl,©” bezogene Gestellkraftverliufe (grafische Darstellung fiir 2 Um-
drehungen) ohne und mit Ausgleichsmasse im Vergleich; Maximalwerte der
Kraftkomponenten bei der gegebenen Drehzahl

Lésung:

Zul):

Gemaif Bild 2 werden die 12 Lagekoordinaten ¢y, ¢3, &, s, x5, und ys, (i = 2,3,4,A)
eingefiihrt, d. h. es sind 11 Zwangsbedingungen zu formulieren:

xs, =&s, COS@a,  ys, =&, singy, (D
Xs, = lhcosgy + &g, cos(@s),  ys, = lhsing + &g, sin(g3), 2
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. gemittelte
\ \( Tangente

Bild 2: Definition der Koordinaten

Xg, = —ssinf, yg, =scosf, ®)
s =1, sin(¢, —B) + I3 cosk, @
I3 sink = [ cos(g, — B), )
K+B=¢3—m/2, ©

Xsa = —E5a COS(@ +y) = —Eg4 (COSyCOS @y — sinysing,) , } o

Vsa = —Esasin(pa +7y) = —Esa (siny cos ¢ + cosy singy) .
Die Beziehungen (1) und (7) geben bereits explizit die Abhédngigkeit vom Kurbel-
winkel ¢, (generalisierte Koordinate) wieder.
Um die restlichen 7 Lagekoordinaten als Funktion von ¢, zu ermitteln, wird von (5)
ausgegangen:
. L I 1
sink = —cos(pp — ) =Acos(pr —f); A=-—=—. (8)
I3 I3 15
Wegen [«| < g (d. h. cos « > 0) folgt daraus (Pythagoras)

cosk =+ V1 —sin’k = \/1—/12 cos2(p; — B). 9)

Mit (6) und Additionstheoremen fiir Winkelsummen ergibt sich aus (2)

Xs; =1 (COS @2 — %(sinkcosﬁ + cosxsinﬂ)) ,
2 (10)

s, =D (sincpz + é%(COSKCOSB - sinxsinﬂ)) .
2
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Hierbei sind cos k und sin « aus (8) und (9) als Funktion von ¢, bekannt.

Mit (9) ist auch der Schubweg s(¢,) geméal (4) berechenbar:

s:lz(sin(t,oz—ﬁ)+% \/1 —/lzcosz(goz—ﬁ)) . (11)

Einsetzen in (3) liefert dann xg,(¢2) und yg, (¢2).

Damit sind alle Lagekoordinaten durch die generalisierte Koordinate ¢, eindeutig
beschrieben.

Zu 2):

Um den Ausgleich einzelner Harmonischer der Gestellkrifte vornehmen zu konnen,
ist eine Darstellung der periodischen Abhéngigkeiten (insbesondere die der Schwer-
punktkoordinaten) mittels Fourier-Reihe erforderlich. Wegen ¢, = Qr kann hier die
Reihenentwicklung beziiglich des Kurbelwinkels ¢, erfolgen (was fiir ¢, # const.
nicht zum Ziel fithren wiirde).

Da die Schwerpunktkoordinaten der einzelnen Getriebeglieder 27-periodische Funk-
tionen sind, gilt fiir ihre Darstellung als Fourier-Reihe mit i = 2,3,4,A (vgl.
Abschn. 1.5 in [25])

x5,(2) = o Z(axik cos kps + by sinkes) , 12)
k=0

Y5,(92) = b ) (ayikcos kpy + by sin ko). (13)
k=0

Die Summanden fiir k£ = O stellen die arithmetischen Mittelwerte der Funktionen
dar, die jedoch beim Differenzieren (es werden fiir die Krifte die Beschleunigungen
benotigt!) wegfallen und daher nicht weiter gebraucht werden.

Die Fourier-Koeflizienten fiir k > 1 werden durch numerische Integration iiber eine
Periode bestimmt:

2r 2r

1 ) 1 )
=t f xs,(¢2) cos ke dgs. buy = - f Xs,(¢2) Sin ks dos .
V.4 b s b

(14)

2r 2r

1 . 1 .
ayl‘k — fyS;«OZ) cOS k(pz ngz, byik = — fyS,(‘PZ) sin k(pz dtpz .
b4 b s L

Fiir die konkrete Auswertung dieser Integrale wird mathematische Software (z. B.
Matlab) genutzt. Praktisch braucht diese Berechnung lediglich fiir i = 3 und i = 4
durchgefiihrt zu werden, da die Schwerpunktkoordinaten von Kurbel und Ausgleichs-
masse nur die erste Harmonische (k = 1) aufweisen, vgl. (1) und (7). Da aber &4
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und y noch unbekannt sind, kénnen die numerischen Werte fiir die Ausgleichsmasse
noch nicht angegeben werden.

Esergibt sichz.B. firk = 1 bisk =4

0,084 4,96-107 0 ~7,54-1077]i=3

G~ , (15)
025  -0014 0 —224-10°[i=4

W ~[0,9775 2,708 10 0 —1,306~10‘6}i=3 6
09330 -8,058-10 0 -3,886-107]i = 4

Entsprechend der zweiten Gleichung von (1) ist by»; = &s,/l, = 0,668 der einzige
von null verschiedene Koeffizient der Kurbel fiir die y-Richtung.

Auf die explizite Angabe der a, ; und b, ; wird hier aus Platzgriinden verzichtet.

Wie die numerischen Ergebnisse zeigen, werden die Betrige der Koeffizienten fiir
k > 4 sehr klein (im Vergleich zu denen fiir k = 1), so dass die Summation in den
Reihen (12) und (13) maximal bis k = K = 4 (evtl. auch nur K = 2) zu erfolgen
braucht.

Zu 3):

Fiir die Gestellkrifte gilt mit ¢ = Q und bei Abwesenheit duflerer eingeprigter Krifte
gemdl Abschn. 2.5 in [25]

2 2 X (p2) x¢ 4 (p2)
Fulgn) = = ) miks (¢2) = maksa(g) = b | ) mi=— +my =4
i P
4 K
= LP? Z Z mik*(a ik cos kgy + by g sinkey) (17)

i=2 k=1

Esa L
— AT (cosycos g, —sinysing,)|,
2

4 4 %
) . V5. (#2) ¥ 1(@2)
Fy(g) = - Z miis,(@2) — MaVsalga) = —HLQ [Z m;= +my =4

i=2 i=2 b b
4 K
= [ Z mik*(ay i cos kgy + by i sin k) (18)
i=2 k=1
Esa . .
— My o (siny cos ¢y + cosy sing,)|.
2
d?(...
Hierbei wurde die zweite Zeitableitung gemal (...)" = d( 5 )92 = Q%(...)" durch
)

die zweite Ableitung nach ¢, (Strichableitung) ersetzt.
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Zu 4):
Entsprechend der Forderung fiir das Verschwinden der ersten Harmonischen (k = 1)

von Fy(¢,) folgt aus (18)

4

!
Z mi(ayii oS @a+by iy singy) — my f;—A (siny cos ¢, +cosysing,;) =0.
=2 2

19)

Der Koeffizientenvergleich bei cos ¢, und sin ¢, liefert die beiden Ausgleichsbedin-
gungen zur Ermittlung von Uy = myés4 und y:

U Z“ U Z“

A . A

Z smy = miay i , E COosy = m,-by,-l . (20)
i=2 i=2

Zu 5):

Quadrieren, addieren der beiden Bedingungen (20) und das Ziehen der Quadratwurzel
liefert die erforderliche Ausgleichsunwucht

4 2 4 2
Uy EmA§5A ZIQJ[ZWI,‘(IW']] +(Zm,~by,-1] =5,0381kgm 2D
i=2

i=2

Aus (20) folgt dann fiir den Winkel y

4
I
siny = U—2 Zm,»ayi1 = -0,17028,
A3
4
L (22)
-2 by = 09854,
cosy U, ;m )il

= y=-9,804°.

Zur Dimensionierung der Ausgleichsmasse, die ein Hohlzylindersegment darstellt,werden
die allgemeinen Formeln fiir Masse und Schwerpunktlage benotigt. In Taschenbii-
chern (vgl. z. B. [98]) ist zu finden:

3 .
2 R} -1} sina
T3P _ 2
3RA ry

ma = pabA = psb(RE — i) a,  &sa (23)

Das Produkt von beiden GroBen liefert die Formel fiir die Ausgleichsunwucht Uy
(oder auch statisches Moment), deren erforderlicher Wert ja aus (21) bekannt ist:

2 !
maésa = gpAb(Rf, - rf‘) sina = Uy . (24)
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Sie enthilt noch die beiden Unbekannten R4 und «. Wird (24) nach sin a aufgelost
und beachtet, dass der Sinus nicht groBer als eins werden kann, ergibt sich

3Ua

sine = > 5y
szb (RA - rA)

|
<1. (25)

Aus dieser Ungleichung folgt fiir R4 in Verbindung mit der Beschrinkung laut
Aufgabenstellung

3U,
3 ’”i + A
2pAb

Ramin = =0,1372m < Ry < Ramax = 0,15m. (26)

Es wird R4 = 140 mm gewihlt, womit sich entsprechend (25) sin @ = 0,940 93 ergibt.
Das liefert die beiden moglichen halben Offnungswinkel

1,22538 £ 70,2°,
a = 27
1,91622 = 109,8°.
Da nach (23) fiir die Masse my ~ « gilt, wird der kleinere der beiden Werte genutzt:
a=702°. (28)

Masse und Schwerpunktlage lassen sich nun mit den Beziehungen (23) berechnen:

my = 9,84 kg, fs,q = 73,3 mm. (29)

Zu 6):

Mit Hilfe von (17) und (18) konnen jetzt die Kraftverldufe F(¢,) und Fy(¢2) sowohl
ohne (m,4 = 0) als auch mit Ausgleichsmasse berechnet und dargestellt werden, vgl.
Tabelle 1 und Bilder 3 und 4.

Tabelle 1: Maximale Gestellkrifte

my = 0 my = 9,84kg

|F la 2157,7N 34379N

|F,| 5187.4N 218,6N
max

Wie unschwer aus Tabelle 1 und aus Bild 4 zu ersehen ist, hat der Ausgleich bei
F, eine Reduzierung auf ca. 4,2 % des urspriinglichen Maximalwertes zur Folge.
Allerdings wird dieser Riickgang bei F, mit einer Erhohung der horizontalen Ge-
stellkraftkomponente F', um etwa den Faktor 1,6 ,.erkauft”. Auch muss bei solchen
AusgleichsmaBinahmen bedacht werden, dass sich einzelne Gelenkkrifte erh6hen
konnen und dass das auf den Antrieb reduzierte Tragheitsmoment groer wird, was
sich bei Anfahr- und Bremsvorgéngen negativ auswirken kann.
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2 .
myl, ) mit m,

1+ ohne m
L —

N 7 N

L
N

~ _
- 1 -+
—)gﬂ”
_2__
Bild 3: Kraftvergleich bei F', (Horizontalkraft)
2 p_B ,
’m4l29 \ ohne m / \
S /0
/ \ mit my / \
1/
2 \ 4 6/ 8 10 12
ol o/ \
\ 7/ N/
~ N—
21 —>¢,

Bild 4: Kraftvergleich bei F, (Vertikalkraft)

Durch eine mit dem Antrieb umlaufende Ausgleichsmasse Lisst sich bei ei-
nem Mechanismus nur die erste Harmonische einer Gestellkraftkomponen-
te ausgleichen. Fiir den Ausgleich mehrerer Kraftkomponenten und evtl.
auch mehrerer Harmonischer sind aufwendigere MaBnahmen erforderlich,
vgl. [89]. Bevor eine derartige Ausgleichsmanahme realisiert wird, sollten
alle moglichen Nebenwirkungen beachtet werden.

Weiterfiihrende Literatur

[89] VDI-Richtlinie 2149: Getriebedynamik, Blatt I - Starrkorper-Mechanismen.
Beuth Verlag. 2008.
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2.4 Veranderliche Zahnkrafte bei einem
Kolbenverdichter

Kolbenverdichter dienen zur Komprimierung gasformiger Medien, z. B. Er-
zeugung von Druckluft. Der Antrieb kann durch einen Asynchronmotor er-
folgen, der iiber ein Riidergetriebe auf die Kurbelwelle wirkt. Infolge des
verinderlichen, auf den Kurbelwinkel ¢ reduzierten Trigheitsmoments so-
wie der Gaskrifte kommt es auch im stationéiren Betrieb zu schwankenden
Belastungen. Der zeitliche Verlauf der Umfangskriifte bei den im Eingriff
stehenden Stirnridern wird z.B. fiir die Auslegung und Lebensdauerberech-
nung der Verzahnung benotigt. *

Fiir einen liegenden Kolbenverdichter gemif Bild 1, der iiber eine Zahnradstufe von
einem Asynchronmotor angetrieben wird, sind die zeitlichen Bewegungsabldufe und
die im Wilzpunkt der Stirnrdder angreifende Umfangskraft F, fiir den stationiren
Zustand zu ermitteln. Die Masse des Pleuels ist bereits auf die benachbarten Glieder
aufgeteilt, sein Trigheitsmoment ist gegeniiber J, (Kurbel) vernachlidssigbar. Die
Reibung wird summarisch durch ein auf Rad 2 wirkendes, konstant vorausgesetztes
Reibmoment My, erfasst. Spieleinfliisse sind vernachlidssigbar.

m, wirksame
Kolbenfldche A

Saugventil
e = e —

bp

Druckventil

—XF bp=p-p,

Bild 1: Prinzipielle Struktur des Verdichters

Das Motormoment M kann im stationdren Zustand durch die linearisierte statische
Kennlinie

. My _ $m
M(ou) = T— (1 27”%) ()

beriicksichtigt werden. Dabei sind ng die Synchrondrehzahl, ny die Nenndrehzahl

und My das Nennmoment.

Der auf den Kolbenboden wirkende Differenzdruck Ap zum Umgebungsdruck pg
ist durch das in Bild 2 gezeigte und in (2) formulierte idealisierte Arbeitsdiagramm

*Autor: Ludwig Rockhausen, Quelle [43, Aufgabe 13]
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(isotherme Zustandsidnderung) in die Berechnung einzubeziehen, wobei & = x/r der
auf den Kurbelradius r bezogene Schubweg und «( eine den Schad- oder Totraum
des Verdichters charakterisierende Grofe ist.

bo/p,

ausstoBen

|
entspannen
|

|
0n§ougen

2 F<0,6<é6<2

prev
ApEd) |G £<0.0<6<6
Po b€,

8t £20,0<é<4

0; £>0,86 <é<2

ﬁ:
T 2-¢

; — o Art .
mit &1 = ko o und &, = Toap /o0

Bild 2: Idealisiertes Arbeitsdiagramm

Gegeben:
r  =60mm
R =63mm
ry = 25mm
[ =175 mm
m =28kg

J, =39-1073 kgm2

Jy =03-1073 kgrn2

A =3848,5mm?

po =10,1325-10"2MPa
Ap1 =3po

ko =1/20

ny = 1430 min™!

ng = 1500 min~!

My =163Nm
MR =35Nm
Gesucht:

Kurbelradius

Teilkreisradius des Zahnrades auf der Kurbelwelle
Teilkreisradius des Ritzels (Motorlidufer)
Lénge des Pleuels

Kolbenmasse

Triagheitsmoment der Kurbelwelle mit Zahnrad
Triagheitsmoment des Motorldaufers mit Ritzel
wirksame Kolbenfldche

Umgebungsdruck

Maximaler Differenzdruck
Schadraumkonstante

Nenndrehzahl

Synchrondrehzahl

Nennmoment

Reibmoment

1) Bewegungsgleichung fiir den Kurbelwinkel ¢ () (Voraussetzung: ¢ > 0)

1.1) Zwangsbedingungen; Darstellung von &(¢) als Fourier-Reihe

1.2) Auf Kurbelwinkel ¢ reduziertes Triagheitsmoment J(¢) und dessen erste
Ableitung J’(¢) nach ¢
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1.3) Auf Kurbelwinkel ¢ reduziertes Moment M..q(¢, ¢) der eingeprigten
GroBlen

1.4) Gleichung zur Berechnung der Umfangskraft F,, der Verzahnung

2) Integration der Bewegungsgleichung mit entsprechender Mathematik-Software
(stationdrer Zustand!) bei Nutzung einer zweckmifig zu wihlenden ,,dimensi-
onslosen Zeit“ T

2.1) Verlauf der ,,dimensionslosen Drehgeschwindigkeit* de(7)/ dt fiir die
Fille ® Ap > 0und @ Ap =0

2.2) Umfangskraft F,(7) fir die Fille © Ap > 0, mit Motorkennlinie;
@Ap=>0,0p=0 =2anyry/Rund ® Ap =0, ¢ = Q =2nnyry/R
Lésung:
Zu 1.1):

Es wurden im Bild 1 die 4 Lagekoordinaten ¢y, ¢, ¢ und x (gemessen von der
oberen Totlage) eingefiihrt. Da das System nur einen einzigen Freiheitsgrad aufweist,
miissen drei Zwangsbedingungen existieren:

ruem = R@ (Abrollbedingung), 3)
l+r=rcosp+lcosy +x (horizontale Lingenbilanz), 4)
rsing = Isiny (gleiche Hohe in beiden Dreiecken).  (5)

Aus (5) folgt mit dem Kurbel-Koppelverhiltnis A = r/l = 12/35 < 1
sinzp:%singo:/lsimp. (6)

Mit der Beziehung sin” ¢ + cos? ¢ = 1 und wegen || < /2 ergibt sich

cos¢=+\/1—sin2¢=\/l—lzsinzgo. (7

In (4) eingesetzt liefert das

x:x(go):r(l—cosga+/ll(l— w/1—/l2sin2ga)). (8)

Diese gerade periodische Funktion x(¢) = x(¢ + 2jnr), j € IZ, ldsst sich zweckméBi-
gerweise als Fourier-Reihe schreiben. Nach Tab. 1.5 in [28] gilt

l+r—x= r(ao +cosp + Z akcoskgo]
k=2,4.6.,... (9)

N L7 A cosro - cosa
~r/l 1 e CoS ¢ 7 4cosgo 6400590.
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Letztere Beziehung ist wegen A = 12/35 (d.h. 23 ~ 0,0403) fiir die hier vorzuneh-
menden Untersuchungen geniigend genau, so dass fiir den bezogenen Schubweg die
Niherung

A, 32 A, 2 2
f((p):@z1+Z(l+a)—cos<p—Z(1+Z)cos2tp+ acos4tp (10)

genutzt werden kann. Eine numerische Ermittlung der Fourier-Koeffizienten wire
auch moglich, vgl. dazu die Aufgaben 2.3 und 3.2.

Mit der Vereinbarung

d...)

iy (..) an

sowie wegen (...)" = (...)"¢ lassen sich die im Weiteren benétigten Ableitungen der
Lagekoordinaten nach dem Kurbelwinkel ¢ angeben:

’ 77 ’ R 77
El’ Y EO? ‘)OMza’ <pMEO’ (12)

AS)

, Y A 2
§(¢)~s1ncp+§(1+Z)sm2<p—ﬁsm4<p,

(13)
A2 A3
&' (@) ~ cos g + /1(1 + Z)cos&p -7 cosdyp.

Die GroBen ¢/, ¢ werden nicht benotigt (Drehtrigheit des Pleuels vernachldssigbar,
vgl. Aufgabenstellung).

Zu 1.2) und 1.3):

Das auf den Kurbelwinkel ¢ reduzierte Triagheitsmoment und seine erste Ableitung
konnen nun konkret formuliert werden, vgl. [25]:

’ /. /. JM ’ J2 /. /.
J@) = iy + g+ mr = e (g2 o B2 42 g)
mr mr

2 2 3 2
J R J. A A A
ot | 2 2 ) 22 i Z Z i Z g
~ mr [ 2 (VM) + r2+(smtp+2(1+ 4)Sm290+ 6 sm4¢)

(14)

s

T (@) = 2(Jugy @y + @' @ + mx'x") = 2mr*E (p)&" ()

A A2 3
~ 2mr? [singo + 5 (1 + —) sin2¢ — — sin4¢]

4 16 15)

A2 23
. [cosgo+/l(l + Z)cosZga— Zcos4¢} .

Die Verliufe von J(¢)/(mr*) und J'(¢)/(mr?) sind in Bild 3 aufgetragen.
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J/(mr2),T
J'/(mrz)z__ J
14+ 7
\ Z7N )
—\— : :/ : <: -
0 50 100 1567 200 250 00 350 400
AN oo
-7 — N/ e
_2__

Bild 3: Auf Kurbelwinkel reduziertes Trigheitsmoment und seine erste Ableitung

Zur Erfassung der am Energiehaushalt des Systems beteiligten eingeprigten Krifte
und Momente wird deren virtuelle Arbeit aufgeschrieben:

WO = Mépy — Mrdp + ApAdx
, (%3] (16)
= (Mg}, — Mg + ”p Aporé )] 66 £ Myea.

Demnach wird unter Beachtung von & = &’¢ das auf den Kurbelwinkel ¢ reduzierte
Moment wie folgt erhalten:
Ap (£(g), &' (9)¢)

R ,
Miea(p, ) = M— — Mg + ———————Aporé (¢) . (17)
'm Po

Da ¢ > 0 vorausgesetzt wurde, werden aus & = &¢ < 0 bzw. £ = &¢ > 0 die Bedin-
gungen & < 0 bzw. & > 0, so dass sich gemal Aufgabenstellung der Druckverlauf
in Abhingigkeit von ¢ wie folgt darstellt:

2L 20, H<E<2,

Ko+&
Ap(E@).E(¢) _ Aplp) _ |3 &<0, 0<é<é, as)
po oo |8 g20, 0se<é,

0; &>0, &<€L2.

Also lautet entsprechend Abschn. 2 in [25] die Bewegungsgleichung fiir den betrach-
teten Mechanismus (,,Bewegungsgleichung der starren Maschine*)

1
J(@)p + EJ’(QO)QZJZ = Mrea(p, @) . (19)

Im Falle, dass unter Beriicksichtigung von (3) das Motormoment M = M(¢) als
Kennlinie entsprechend (1) in die Rechnung bei (17) einbezogen wird, ist die nichtli-
neare Differentialgleichung zweiter Ordnung (19) numerisch zu integrieren, um ¢(t),
¢(t) zu erhalten. ¢(r) lasst sich anschlieBend direkt aus (19) berechnen.
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Bei einer vorgegebenen Bewegung ¢(¢) stellt (19) jedoch eine algebraische Gleichung
dar, aus der das fiir diese Bewegung des Systems erforderliche Motormoment M(¥)
bestimmt werden kann.

Zul4):

Zur Ermittlung der Umfangskraft F,(f) der Verzahnung wird zweckmiBigerweise
der Motorldufer frei geschnitten und das dynamische Gleichgewicht aufgestellt, vgl.
Bild 4.

Jyou

M/

(D
Bild 4: Freigeschnittener Motorldufer (Kréftebild)

Das Momentengleichgewicht beziiglich der Achse durch das Lager liefert
M+ Fyry + Jyu@u®) =0. (20)

Also folgt mit (3) fiir den Zeitverlauf der Umfangskraft

1 R
F,(1) = o (M - JMag'b(t)) ) 21

Bei der Rechnung mit Motorkennlinie ist M = M(t) = M(¢(¢)) entsprechend (1) nach
erfolgter Integration in die Bewegungsgleichung (19) einzusetzen.

Fiir den Fall einer angenommenen konstanten Drehgeschwindigkeit des Motors (also
nicht die Kennlinie gemif (1), sondern die eines Synchronlédufers), z. B. ¢y = 2mny,
ou = 0, gilt wegen (3) fiir die Drehgeschwindigkeit der Kurbel

o) = %’271}11\; =0 =const. (also$ =0unde = Qr). (22)

Das dafiir erforderliche Motormoment M (t) kann dann direkt aus (19) in Verbindung
mit (17) bestimmt werden:

M)y = 2 (Mg + L on@? - MAporg'(gz)) . (23)
R 2 Po

Die entsprechende Umfangskraft ist unter Beachtung von ¢ = 0 wieder mit (21)
berechenbar.
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Zu 2.1):

Zur Bestimmung der stationdren Losung der Bewegungsgleichung (19) unter Beriick-
sichtigung der Motorkennlinie (1) und des Druckverlaufs (18) muss bei entsprechend
gewihlten Anfangsbedingungen so lange numerisch integriert werden, bis sich der
stationdre Zustand (periodische Losung) mit geniigender Genauigkeit eingestellt hat.
Dafiir ist es zweckmiBig, eine ,,dimensionslose Zeit*

'™

T=0t mit Q= 27rnN; (24)

einzufiihren (fiir den Sonderfall ¢); = 27ny = const. gilt dann ¢ = 7).
Die Zeitableitungen schreiben sich somit gemif

d2(..))
dr?

o4 .
(.)=Q et (.) =@

(25)

und das in M, erfasste Motormoment (1) erhélt unter Beachtung von (3) die Form

(8-l

dr 1 —ny/ng B 27ng dr v 26)
__ My 1 do
T 1 —ny/n, ng dr )’

Nach Division von (19) durch m*Q? kann nun die zu integrierende Bewegungsglei-
chung wie folgt angegeben werden:

Jo) Lo 1) (de)' L de o)
mr2 a2 2 w2 \dr) ~ ome? e\ )
Als Anfangsbedingungen werden
de .
pr=0)=0, @=0=1(E¢t=0= Q) (28)

gewdhlt, denn es ist zu erwarten, dass die Drehgeschwindigkeit ¢ im stationdren
Zustand nur geringfiigig um den Wert Q herum schwankt.

Die Integration wird mit dafiir geeigneter mathematischer Software so lange fortge-
fiihrt, bis die Periodizitit

dp ~ do
@)= e+ 29

ausreichend genau erfiillt wird, was aber wegen der geringen Drehgeschwindig-
keitsschwankung quasi bereits nach einer Kurbelumdrehung erreicht ist, vgl. Bild 5.
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0.98]

0.96

0.94

Bild 5: Verldufe der Drehgeschwindigkeit der Kurbel mit bzw. ohne Verdichtung

Zu 2.2):

Mit den nach der Integration bekannten Funktionen ¢(7), (T) und ‘p(‘r) konnen
nun das Motormoment M(7) nach (26) sowie die Umfangskraft F.(1) entsprechend
(21) gemal

1 R
F (1) = (Mm M—ﬂ%—(ﬂ (30)

berechnet werden.

Die Umfangskraft fiir den Fall konstanter Drehgeschwindigkeit folgt auch aus (21),
jedoch mit dem Motormoment (23) und mit ¢ = O:

p(T

F (1) = (m+fu¢ Amaﬂ (31)

Bei den Berechnungsvarianten ohne Verdichtung ist einfach Ap/po = 0 zu setzen.

Die sich mit den gegebenen Parametern ergebenden Verldufe fiir die in der Aufga-
benstellung vorgegebenen Fille zeigen die Bilder 5 und 6.

Infolge des wirkenden Antriebsmoments gemif (26) stellen sich die in Bild 5 dar-
gestellten Kurbeldrehgeschwindigkeiten ein (stationédrer Zustand). Deren Schwan-
kungen sind relativ zu Q gering (maximal ca. 7,6 %), was auf den hier vorliegenden
Anstieg der Motorkennlinie zuriickzufiihren ist. Der Einfluss der Verdichtungskraft
ist aus dem Vergleich beider Kurven deutlich zu sehen.
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1500T

F“MT

1000}

5007

Bild 6: Umfangskraftverldufe in der Verzahnung

Die in Bild 6 dargestellten Umfangskraftverldufe mit Verdichtung (Ap > 0) der
beiden Varianten

e mit Motorkennlinie (¢ # const.)
e konstante Kurbeldrehgeschwindigkeit (¢ = Q = const.)

unterscheiden sich nur geringfiigig, so dass die Rechnung mit ¢ = Q als der hdrtere
Fall eine gute Abschitzung fiir die auftretenden Kréfte liefert. Die Kraftspitze von
ca. 1293 N wird durch den Verdichtungsvorgang hervorgerufen.

Die Variante ¢ = Q bei Ap = 0 zeigt vor allem den Einfluss des veranderlichen
reduzierten Triagheitsmomentes (bzw. dessen Ableitung J’) auf die Umfangskraft.
Infolge des wirkenden Reibmoments gibt es keinen Vorzeichenwechsel.

Auf eine numerische Integration der Bewegungsgleichung eines Starrkorper-
mechanismus kann oft dann verzichtet werden, wenn der Antriebsmotor so
leistungsstark ist, dass nur eine geringe Schwankung der Drehgeschwindig-
keit der Antriebswelle zu erwarten ist. Eine Beriicksichtigung der technolo-
gischen Kriifte ist aber meist erforderlich.

Weiterfiihrende Literatur

[28] Dresig, H. und I. I. Vul’fson: Dynamik der Mechanismen. VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften Berlin und Springer Verlag Wien, 1989. http:
//nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bsz:chl1-201001121.
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2.5 Ausgleichswellen im Verbrennungsmotor

Die periodische Hubbewegung der Kolben in Verbrennungsmotoren ver-
ursacht Massenkriéfte in Zylinderachsenrichtung. Die periodischen Krifte
haben vor allem Anteile in der ersten, der zweiten und der vierten Dreh-
zahlordnung fiir den betrachteten 4-Zylinder-Reihenmotor. In Mehrzylin-
dermaschinen konnen sich, abhiingig von Zylinderzahl und Geometrie der
Kurbelwelle, die Massenkriifte fiir einzelne Ordnungen gegenseitig aufhe-
ben. Ist dieser bauartbedingte Ausgleich nicht moglich, kann durch zusétz-
liche Ausgleichswellen, die gezielt Unwuchtkrifte erzeugen, fiir eine vorge-
gebene Ordnung der Massenausgleich realisiert werden. *

Der Viertakt-Vierzylinder-Reihenmotor ist ein im PKW sehr weit verbreitetes Mo-
torenkonzept. Bei der klassischen Kurbelwellengeometrie fiir die vier Zylinder
(0°-180°-180°-0°, siehe Bild 1b) verbleibt eine unausgeglichene Massenkraft al-
ler vier Zylinder in Richtung der Zylinderachse (y-Richtung) mit der zweifachen
Drehzahlordnung

F = (42, + 2))m;rQ* cos 2¢ (1)

wobei ¢(t) = Qt + ¢y der Drehwinkel der Kurbelwelle, 2 die Winkelgeschwindigkeit
und ¢, eine beliebige Anfangsverdrehung ist. Die GroBen A, m, und r sind im
folgenden Abschnitt angegeben.

(b) Kurbelanordnung der
(a) Zentrische Schubkurbel Vierzylinder-Viertakt-Maschine

Bild 1: Kurbeltrieb und Kurbelanordnung

Die freie Massenkraft (1) kann durch Ausgleichswellen, die mit doppelter Dreh-
zahl umlaufen, ausgeglichen werden. In dieser Aufgabe sind die Ausgleichswellen
auszulegen.

*Autor: Michael Beitelschmidt
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Gegeben:
my = 1kg oszillierende Kolbenmasse inkl. Pleuelanteil
n =5000min~"  Motordrehzahl
r =0,05m Kurbelzapfenradius
1, =03 Pleuelstangenverhiltnis
D =0,05m Durchmesser der Ausgleichs-Halbzylinder der Ausgleichswelle
p =7800kg/m® Dichte von Stahl
Gesucht:

1) Kraftwirkung einer auf einer Kreisbahn (siehe Bild 2) mit konstanter Drehzahl
umlaufenden Unwuchtmasse m,, mit dem Abstand e = |r| zwischen Schwer-
punkt und Drehachse.

Bild 2: Unwuchtiges Drehteil

2) Resultierende Kraft von zwei gegenlédufig rotierenden identischen Unwucht-
wellen mit parallelen Achsen und beliebiger Drehstellung ¢ zueinander.

3) Lage der Ausgleichs-Unwuchten im Motor bzgl. des Motorschwerpunktes

4) Erforderliche Liange der Halbzylinder, wenn die Kraftamplitude der zwei-
ten Ordnung der Massenkraft ausgeglichen werden soll. Die Ausgleichs-
Unwuchten seien Halbzylinder aus Stahl, die um deren Zylinderachse rotieren.

5) Masse der Ausgleichselemente sowie die Kraftamplitude beider Ausgleichs-
wellen bei einer Motordrehzahl von 5000 min~'.

6) Die Ausgleichswellen dienen in erster Linie dem Schwingungs- und Akustik-
Komfort des Triebwerks. Nennen Sie Nachteile der Ausgleichswellen, die
dafiir sorgen, dass dieses Konzept nur bei einer geringen Zahl von Motoren
zur Anwendung kommt.



92 2 Dynamik der starren Maschine

Lésung:
Zul):

In Koordinaten des Inertialsystems gilt der Ortsvektor der auf einer Kreisbahn
umlaufenden Masse

—olo0se| 2)
sin g

Die Geschwindigkeit ergibt sich durch Differentiation der Gleichung (2) nach der

Zeit:

v=i=egp

—sin go} - 3)

cos ¢

Die absolute Beschleunigung wird in gleicher Weise gewonnen:

— COS
_ “’}, “)
—sing

—sing
cos ¢

a=v=F=ep +eg’?

wobei der erste Term bei konstanter Drehzahl (¢ = Q = const.) entfillt und schlielich
a=-Qr (5)
verbleibt. Der Betrag der Beschleunigung ist
la| = e Q*. (6)

Die Zentripetalbeschleunigung @ wirkt nach innen gerichtet auf den Drehpunkt.
Umgekehrt iibt die rotierende Masse die Kraft

F, = -ma = mQr (7)

auf den Drehpunkt aus.

Der Betrag der Zwangskraft auf die Masse betridgt dann

|F,|=meQ*=u*. )

Zu2):

Die beiden identischen Ausgleichs-Korper beriihren sich im Punkt O und drehen
gegenldufig, vgl. Bild 3. Fiir ¢; = 0 gilt auch ¢, = 0. Der Durchmesser der Korper
betrigt D. Die Unwucht in Korper 1 liegt so, dass sie bei ¢; = 0 auf der x-Achse
liegt. In Korper 2 liegt sie fiir ¢, = 0 auf einer Linie, die gegeniiber der x-Achse um
den Winkel ¢ verdreht ist.
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Bild 3: Korper 1 und Korper 2 drehen gegenldufig
Die Unwuchtkrifte sind gemél (7) und (2)

Fi=me cos¢ Fr=me cos(e2 +¥) . ©))
sin ¢ sin(¢, + )
Aus der Beziehung ¢; = 2 — ¢, fiir gegenldufige Wellen ergibt sich
Fy = me? COS 1 COS Y + sin gy Sin Y (10)
—sing; cos Y + cos ¢ siny
Die daraus resultierende Gesamtkraft folgt zu
Fges—F1+F2—uQ2 cos ¢1(1 + cosy) + sing; 51an/ an
sing;(1 — cosy) + cos g smzp
Unter Ausnutzung der trigonometrischen Doppelwinkelfunktionen
1 + cos 2a = 2 cos? a, 1 —cos2a = 2 sin’ a, sin2a = 2sina cos @
lasst sich die Gleichung (11) umformulieren als
F _ 02 |coser 2 cos?(r/2) + sin gy - 2 cos(y/2) sin(y/2)
sin ¢ - 2 sin (zﬁ/Z) + cos ¢ - 2 cos(y/2) sin(y/2)
O 2 cos(/2)(cos ¢y - cos(yr/2) + sin ¢y - sin(y/2))
2 sin(yr/2)(sin ¢y - sin(y/2) + cos ¢y - cos(iy/2)) ’
was schlieflich zum Endergebnis
Foey = 2uQ% cos(y — y/2) | W/ (12)
sin(y/2)

fuihrt. Fiir einen allgemeinen Differenzwinkel ¢ entsteht eine resultierende, harmo-
nische Unwuchtkraft, die in einer Richtung mit dem Winkel ¢/2 gegeniiber der
x-Achse wirkt. Es werden zwei Fille betrachtet.
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Fall 1: y =0

Fges = 2u?? cos @1 !
0

13)

Es entsteht eine Unwuchtkraft, die ausschlieBlich in Richtung der x-Achse wirkt.

Fall2: ¢y =m

Fyes = 2uQ*sing 0 (14)

Es entsteht eine Unwuchtkraft, die ausschlieflich in Richtung der y-Achse wirkt.

Zu 3):

Fiir die Positionierung der Ausgleichswellen muss zunichst das entstehende Moment
der beiden Unwuchtkrifte (9) beziiglich der z-Achse betrachtet werden. Dieses ergibt
sich zu

D D Du®* . .

M, = _EFly + EFZy =-— (sin g1 — sin(@z + ¥))

(15)
Du* . .
=-— (sin gy + sin(p; — ¥)).
Die beiden Fille aus Teilaufgabe 2) fithren zu:

D u?

M. = - Z 2sing fir =0, (16)

M, =0 fir y=m. a7

Bei der Anordnung mit ¢ = &, bei der sich
die Schwerpunkte der Unwuchtmassen bei
@1 = ¢» = 0 genau gegeniiberstehen, entsteht
eine momentenfreie, harmonische Unwucht-
kraft in y-Richtung. Dieser Fall kann fiir den
gewiinschten Massenausgleich in y-Richtung
genutzt werden. Der andere Fall ¢ = 0 scheidet
aus.

Der Viertakt-Vierzylinder-Reihenmotor ist be-
ziiglich seiner Massenmomente ausgeglichen.
Die Unwuchtwellen miissen so platziert wer-
den, dass der Punkt O genau in der Zylin-
dermittenebene liegt. Ublicherweise werden
die Ausgleichswellen im Motorblock unter-
halb der Kurbelwelle positioniert, siche Bild 4.
Dabei liegt die Annahme zugrunde, dass der
Motorschwerpunkt in der y-z-Ebene liegt.

Bild 4: Positionierung der Aus-
gleichswellen
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Zu 4):

Die Unwucht u eines Halbzylinders ergibt sich aus Masse und Schwerpunktlage
eines Halbzylinders beziiglich des Halbkreis-Mittelpunktes:

4D 2

=——=_-_DpD, 18

T332 " (18)
D*> 2 2 DY 1

=m-e=p—n—>I—D = =pl— = —plD? 1

u=m-e=pam iD= ol = 150107 (19)

wobei [ die Linge, p die Dichte und D der Durchmesser des Halbzylinders sind.

Um Massenkriifte der zweiten Motorordnung auszugleichen, miissen die Ausgleichs-
wellen mit der doppelten Winkelgeschwindigkeit der Kurbelwelle rotieren. Aus
der Summe beider Wellen fiir den Fall ¢ = x, siehe (14), ergibt sich somit fiir die
Kraftamplitude beider Ausgleichswellen

Fow = 2u(2Q)* = 8u?. (20)
Diese muss gleich der Kraftamplitude der Massenkrifte der Kolben sein:
F =42, + L)mgrQ . 1)
Mit F = F,, ergibt sich
8uQ® = (42, + A))myrQ”. (22)
Durch Kiirzung von Q7 aus der obigen Gleichung ergibt sich
(44, + B)ymgr

u=— (23)

und schlielich unter Beriicksichtigung von (19)
344, + /lf,)msr

oD (24)

Einsetzen der Zahlenwerte ergibt die Linge der Halbzylinder / = 9,4 cm.
Zu 5):
Die Motordrehzahl #n = 5000 min~' entspricht einer Drehwinkelgeschwindigkeit von
Q= —27=532,6rad/s. (25)
60
Werden die Zahlenwerte in die Gleichungen (19) und (20) eingesetzt, ergibt sich

1
u= Epm =7,66-10"kgm, (26)

Foy = 8u® = 16,8kN. (7)

Dies zeigt, dass bereits sehr kleine Unwuchtmassen zu sehr grof3en Kraftamplituden
fiihren, um die unausgeglichene zweite Ordnung aufzuheben.
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Zu 6):

Nachteile des Massenausgleiches mit Ausgleichswellen sind z. B.:

zusitzliche Masse im Motor,
zusitzliches Triagheitsmoment, das mit Faktor 4(!) zu multiplizieren ist,

zusitzliche Lager im Motor, die zudem sehr hohen Drehzahlen standhalten
miissen (mehrfache Motordrehzahl),

zusitzlicher Bauraumbedarf und weitere Bauteile,

problematischer Antrieb durch Ketten oder Verzahnungen, die aufgrund der
geringen Grundlast in Verbindung mit hochdynamischen Anregungen rasselan-
fallig sind,

mehr Reibung im Motor durch weitere Lager, und

Ausgleich ist nur fiir eine Drehzahlordnung moglich.

Ausgleichswellen sind Bauelemente, mit denen Massenkriifte einer Anre-
gungsordnung in einer Maschine, z.B. einem Verbrennungsmotor ausgegli-
chen werden konnen. Besonders geeignet ist dabei eine symmetrische An-
ordnung von zwei gegenliufigen, identischen Wellen. Diese erzeugt eine re-
sultierende harmonische Massenkraft in der Symmetrieebene, die zudem
momentenfrei ist.
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2.6 StoB bei Kolbenquerbewegung

Schubglieder, die sich in parallelen Fithrungsbahnen bewegen, konnen infol-
ge des stets vorhandenen Spiels unerwiinschte Quer- und Kippbewegungen
ausfiihren. Diese storen z. B. bei Kolben in Verbrennungsmotoren und Kom-
pressoren, denn beim Anschlagen an die Fithrungsbahn entstehen StoBkréf-
te, welche Lirm und VerschleifS verursachen. Mit einem einfachen ebenen
Starrkorpermodell soll der Einfluss einiger Parameter auf die Querbewe-
gung des Kolbens und die dadurch verursachten Kontaktkriifte untersucht
werden. *

Bei diesem einfachen Modell werden
als wesentliche Parameter nur dieje-
nigen des Schubkurbelgetriebes, die
konstante Winkelgeschwindigkeit, der
Kantenabstand, der Schwerpunktab-
stand, Masse und Trigheitsmoment
des Kolbens sowie das Spiel beriick-
sichtigt. Die anteilige Masse des Pleu-
els, die einen Einfluss auf die Quer-
bewegung des Kolbens hat, ist in der
Kolbenmasse enthalten.

Bild 1: Geometrische Grof3en des
Schubkurbelgetriebes und des

Kolbens
Gegeben:
r =88 mm Kurbellidnge
L =400mm Koppellidnge
s =8mm Abstand zwischen Schwerpunkt S und Drehgelenk G
a =40mm Abstand des Drehgelenkes G vom Kolbenboden (Ecke A)
D =60mm Kolbendurchmesser
6 =0, mm Spiel zwischen Kolben und Fiithrungsbahn
m =2,0kg Kolbenmasse

Js = 0,0005kgm?  Trigheitsmoment des Kolbens um seinen Schwerpunkt
¢ =20MN/m Kontaktsteifigkeit zwischen Kolben und Fiihrungsbahn
n = 1000 min~! Drehzahl der Kurbel

*Autor: Hans Dresig
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Gesucht:

1) Beschleunigung des Kolbens als Funktion des Kurbelwinkels eines spielfreien
Schubkurbelgetriebes

2) Bewegungsgleichungen fiir die drei Koordinaten xg, ys und 3 des frei beweg-
lichen Kolbens in der Umgebung der oberen Totlage

3) Losung der Bewegungsgleichungen in der Umgebung der oberen Totlage und
Berechnung der Koordinate x4(#) des Punktes A als Funktion der Zeit

4) Zeit t;, Kurbelwinkel ¢; und Kolbenweg nach dem Durchlaufen des Spiels
und Auftreffgeschwindigkeit an der Gegenseite

5) Kinetische Energie des Kolbens beim Auftreffen der Kolbenkante (Punkt A)
auf die Fithrungsbahn

6) StoBkraft und Eindringtiefe nach dem Aufprall

Lésung:
Zul):

Aus Bild 1 ist zu entnehmen, dass folgende geometrischen Beziehungen den Zusam-
menhang der Glieder des spielfreien Schubkurbelgetriebes ausdriicken:

Yo =Ys +s=rcosg+ Lcosa, (1)
Lsina =rsing. (2

Aus dem Satz des Pythagoras ergibt sich aus (2) mit dem Kurbelverhiltnis A = r/L
die Abhingigkeit des Koppelwinkels @ vom Antriebswinkel ¢:

sine = Asin g, 3)
1
cosa = VI —sina = /1 - 2sin*p=1- z/lzsin2g0+0(/l4). 4)

Damit gilt fiir (1) mit hinreichender Genauigkeit fiir die Lage des Drehgelenkes G
und des Schwerpunktes S im spielfreien Getriebe

1
szys+szrcos¢p+L(1—§/lzsin2<p). &)
Bei konstanter Drehgeschwindigkeit (¢ = Q) folgt daraus die Geschwindigkeit
1
Vs ~ —rQ(sin Qt + 3 Asin 201) (6)

und die Beschleunigung des Schwerpunktes des Kolbens:

s ~ —r*(cos Qt + Acos 2Q1) . (M




2.6 StoB bei Kolbenquerbewegung 99

Zu 2):

Bild 2 zeigt den Kolben und die auf ihn wirkenden Krifte wihrend der kurzen
Flugphase, nachdem er sich von der Fithrungsbahn getrennt hat. Die Gleichgewichts-
bedingungen am frei geschnittenen Korper lauten

miy; = —Fsina, (®)
my, = —Fcosa, ©))
Jsf3 = Fscosasinf + Fssin@cosf. (10)

Wihrend der sehr kurzen Dauer der Flugetappe unterscheidet sich der Winkel @ des
Pleuels von dem des spielfreien Schubkurbelgetriebes genau genommen um einen
Winkel A, der aber wegen des relativ kleinen Spiels /D < 1 und der sehr kurzen
Dauer der Flugetappe so klein ist, dass @ = a gesetzt werden kann. Aus denselben
Griinden gilt fiir den Drehwinkel 8 des Kolbens die Niherung

Bl < 1; cosB=1; sinB~p (11
und fiir die y-Koordinaten und deren Beschleunigung kann

Vs =Y6 —scosBxyG—s; Vs~V (12)
gesetzt werden. Werden in Anbetracht von (3) und (4) die Ndherungen

cosa~cosa~1 und sin@=sina=Asing (13)

tibernommen, so ergibt sich aus der Bedingung fiir das Momenten-Gleichgewicht
(10) folgender Zusammenhang zwischen der Pleuelkraft und dem Kippwinkel des
Kolbens:

JsB = Fs(Asing + f3). (14)
Es interessiert das Verhalten in der Nihe der oberen Totlage, d. h. bei kleinen Kur-

belwinkeln 0 < ¢ = Qr <« 1. Fiir die trigonometrischen Funktionen gelten die
Niherungen erster Ordnung

Sing =sinQt =~ Qf; cosQt = 1; cos20Qt ~ 1. (15)

Aus (7) ergibt sich damit als Ndherung eine konstante Beschleunigung

jg ~ —r@*(1 + A) (16)

und aus (13) fiir den Koppelwinkel

sina = AQt, cosa=1. 17
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/

Bild 2: Krifte und Momente am Kolben (Kriftebild)

In der Umgebung der oberen Totlage folgt aus (9), (16) und (17) fiir die Langskraft
in der Pleuelstange

F = —mys/cosa = k = mr@*(1 + 1) + O(1%) (18)
und aus (8) die Bewegungsgleichung fiir die Querbewegung des Schwerpunkts S

mis = —Fsina = —kAQt . (19)

Aus (14) entsteht nach dem Einsetzen von F aus (18) und sin ¢ aus (15) nach Ein-
filhrung der Abkiirzungen k und &2 = k s/Js die Bewegungsgleichung fiir den Dreh-
winkel des Kolbens in der Form

B-&B=eQa. (20)
Fiir die gegebenen Daten ist k = 2355N und & = 19457

Zu 3):

Zu Beginn der Bewegung liegt der Kolben an der Fithrungsbahn an. Somit lauten die
Anfangsbedingungen

t=0:  BO)=0, p0)=0. @1
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Die Losung der Differentialgleichung (20), welche diese Anfangsbedingungen erfiillt,
lautet

L) = %(Sinh &t — &t). (22)

Hier interessiert der Winkel S(¢) nur fiir einen kurzen Zeitbereich ef < 1, d.h.
bei den gegebenen Zahlenwerten fiir < 5 ms. Die Reihenentwicklung des Sinus
hyperbolicus lautet

3 5
sinhef = ef + % + % +0(st) . (23)

Fiir eine Niherungslosung geniigt es, nur die ersten beiden Summanden zu beriick-
sichtigen. Somit folgt aus (22)

1 . 1
B0 = 89/1821‘3, B = zmszﬂ. (24)
Die Losung der Differentialgleichung (19) interessiert fiir die Anfangsbedingungen
1
x5(0) = 7D+, x5(0) =0, (25)

welche ausdriicken, dass die Bewegung bei der Anlage an der rechten Seite beginnt:

kAQ

¥y = ——t, (26)
m
kAQ
ks = ——1/2, 27)
m
1 kaQ
xs =D/2+6 - ——¢. (28)
6 m

Die Lage der Punkte A und G hiéngt bei kleinem Winkel g linear von den beiden
Koordinaten xg und $ ab, vgl. Bild 2:

Xg=xs —pla+s)—D/2,
1 (l N s(a+s)

N=6-—
XA() 6\m JS

(29)

) kAQP .

Zu 4):

Das Spiel wird zur Zeit #; durchlaufen, wenn die Kante A des Kolbens auf die
Gegenseite trifft. Der Durchmesser D spielt dabei keine Rolle. Mit den Losungen
(24) ergibt sich nach kurzer Umformung aus (29)

1

xat) = 6 - (— e Gl S))kmﬁ/é =0, (30)
m s

wkﬂgﬁ =5. 31)

6mJ S
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Daraus folgt die Zeit bis zum AnstoBen allgemein und speziell mit den gegebenen
Zahlenwerten:

66mJ
1= i/ mls = 2,06ms. (32)

kAQ[Js + m(a + s)s]

Interessant ist, dass der Schwerpunktabstand s einen groferen Einfluss als die anderen
Parameter hat, da er unter der dritten Wurzel im Quadrat vorkommt. Zur Zeit ¢, erfiillt
der Kurbelwinkel die vorausgesetzte Bedingung ¢; < 1, denn er betrigt

@1 =Qf =0215rad = 12,3°. (33)

Wihrend der Zeit ¢, hat sich der Kolben geméal3 (5) um die kleine Strecke
v6(0) — ye(p1) = r(cos 0 — cos ) = 0,088(1 —0,9769)m = 2,04 mm  (34)

verschoben.

Zu 5):

Die Translationsgeschwindigkeit der Querbewegung des Schwerpunktes und die
Drehgeschwindigkeit des Kolbens betragen zu dieser Zeit gemél (24) und (27)

Xs(t) = —(k/lQ/m)tf/Z =-0,0575m/s, (35)
B(t)) = (sk/lQ/Js)tf/Z = 1,84rad/s. (36)
Damit ist die kinetische Energie zur Zeit t;
Wiin = 1mx§(r1) + 115132(:1) = l(l + s—z)k%zgfﬁ‘ =4,15Nm. (37)
2 2 8\m Jg

Zur Kontrolle wird gepriift, ob diese Energie mit der Arbeit iibereinstimmt, welche die
Normalkraft Fy wihrend der Zeit #; bei der Verschiebung des Punktes G verrichtete.
Diese mechanische Arbeit der Normalkraft des Pleuels ergibt sich aus dem Integral

xG1 n n
W = —stinade = —fk/thch dr = fk/th(—fcs + fs)dt
0 0 0

(38)

]

- f KAQH(—— + S—Z)kﬂ PPN RN PES P
a 2m - 2Jg S 8\m U b

Dies bestitigt das Ergebnis von (37).

Beim Aufprall auf die elastische Zylinderwand setzt sich die kinetische Energie in
potentielle Energie um, die in diesem Falle die Forméanderungsarbeit an der (linear
elastisch angenommenen) Kontaktstelle zwischen Kolben und Fiithrungsbahn ist:

1 1
Wkin = EFrznax/C = EC(Axmax)z . (39)
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Zu 6):

Aus (39) ergibt sich folgender Ausdruck fiir den Spitzenwert der StoBkraft F,x auf
die Zylinderwand und die maximale Eindringtiefe Axp,y:

F,
Frax = V2cWiin = 407N, AXpax = —= =0,02m. (40)
C

Der weitere Verlauf der Kolbenbewegung nach dem Riickprall ist durch weitere
StoBe gekennzeichnet, die hier nicht weiter verfolgt werden, vgl. [15, 40, 87]. Der
kinetostatische Verlauf der horizontalen Komponente der Pleuelkraft, die auf die
Fiithrungsbahn wirkt, ergibt sich aus (7) und (8) unter Beriicksichtigung von (3) zu

Fn(Qt) = —F(p) sina ~ mjg sina

. (41)
= mer(cos Qt + Acos 20Q1)A sin Qf .

Der Kolben wechselt demzufolge wihrend einer Kurbelumdrehung bereits im spiel-
freien Antrieb zweimal seine Anlageseite. Die maximale Kontaktkraft tritt bei
Qt = ¢ ~ 7 auf und betrigt

1
Fy(3) ~ E;nr92,1 =212N. (42)

Die StoBkraft gemil (40) tiberlagert sich dem kinetostatischen Verlauf gemif} (41) im
Bereich 0 < ¢ < ¢;. Sie dndert sich linear mit der Drehzahl, wihrend die Kontaktkraft
des starren spielfreien Kolbens quadratisch mit der Drehzahl steigt. Messergebnisse
bestitigen quantitativ den qualitativen Verlauf, vgl. [15, 40, 87] und die Ubersicht in
[34].

Die Krifte aus der Kolbenquerbewegung hiingen von weiteren Einflussgro-
Ben ab, wie den Kolbenringen, der Exzentrizitit des Schubkurbelgetriebes
(Desachsierung), der Korperform des Kolbens, dem Schmierfilm, der Elasti-
zitit des Kolbenkorpers u.a.. Durch Einbau vorgespannter biegeelastischer
Glieder an Schubgliedern kann die Querbewegung verhindert werden.

Weiterfiihrende Literatur

[15] Chucholowski, C.: Simulationsrechnung der Kolbensekunddrbewegung. Diss.
TU Miinchen, 1985.

[40] Hempel, W.: Ein Beitrag zur Dynamik des Kurbeltriebs in komplan bewegten
Bezugssystemen. Diss. TU Berlin, 1965.

[87] Tschoke, H.: Beitrag zur Berechnung der Kolbensekunddrbewegung in Ver-
brennungsmotoren. Diss. Universitit Stuttgart, 1981.
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2.7 Auswuchten eines starren Rotors

Bei schlecht ausgewuchteten Rotoren fithren Fliehkréfte zu erhohten La-
gerkriften und moglicherweise Schwingungen mit der ersten Ordnung der
Drehfrequenz Q. Dies stellt sowohl ein Komfort- als auch ein Betriebsfestig-
keitsproblem dar. Beim dynamischen Auswuchten eines starren Rotors wird
die Massenverteilung in zwei Auswuchtebenen (I und II) so geindert, dass
die dynamischen Lagerkriifte bei Betriebsdrehzahl in vorgegebenen Gren-
zen liegen. Dazu werden Ausgleichmassen 7; in den Auswuchtebenen in den
Radien r; unter den Phasenwinkeln «; (i = 1, II) angebracht. *

Ein starrer Rotor ist auf einer kraftmessenden Auswuchtmaschine auszuwuchten,
siehe Bild 1. Es sind Groe und Lage der Auswuchtmassen zu ermitteln. Ein Rotor
wird im Rahmen der Theorie der starren Maschine als starr betrachtet, wenn sei-
ne Betriebsdrehzahl kleiner als die Hélfte der ersten biegekritischen Drehzahl ist.
Letztere ist stark von den Lagerungsbedingungen abhingig. Kraftmessende Aus-
wuchtmaschinen besitzen hohe Lagersteifigkeiten und werden iiblicherweise fiir
grofle und schwere Rotoren benutzt [79].

Bild 1: Prinzipskizze des Auswuchtens mit einer kraftmessenden Auswuchtma-
schine mit raumfestem (x, y, z) und korperfestem (¢, i, {) Koordinatensys-
tem

Gegeben:

£4 = 0,100 m Abstand des Lagers A zur Auswuchtebene I des Rotors
g = 0,065 m Abstand des Lagers B zur Auswuchtebene II des Rotors
¢ =0,100m Abstand der Auswuchtebenen I und II

Fy=105N Spitzenwert der gemessenen Lagerkraft in A
Fp=5IN Spitzenwert der gemessenen Lagerkraft in B
ay =43° Phasenwinkel der gemessenen Lagerkraft in A
ap =132° Phasenwinkel der gemessenen Lagerkraft in B

n=800min~! Drehzahl

*Autor: Michael Scheffler
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Gesucht:
1) UnwuchtgroBBen U; = (mr); und Uy = (mr)y;

2) Phasenwinkel fiir die Ausgleichsmassen a; und «@/; in den beiden Ausgleichs-
ebenen

3) Zahlenwerte fiir die unter 1) und 2) ermittelten Gréen

Lésung:
Zul):

Die Betrige der durch die Ausgleichsmassen U; = (mr); verursachten Fliehkrifte
ergeben sich zu

F=U;2* und Fy =U;@Q*. (1)

Dabei sind m; die Masse der Unwuchten und 7; ihr Abstand von der Drehachse.

Fiir die Momentenbilanz werden die Lagerkrifte in A und B aus Bild 2 in Komponen-
tenschreibweise benotigt. Die so verwendete Komponentenschreibweise ermoglicht
die Reduktion der Anzahl der Gleichungen um den Faktor 2.

11 II\_FBX

Bild 2: Krifte am starren Rotor

Die Zerlegung der Lagerkrifte F4 und F in ihre zeitabhidngigen Komponenten
ergibt sich beispielhaft nach Bild 3 in x- und y-Richtung des raumfesten Koordina-
tensystems zu

FA,Bx = FA,B - sin (a'A,B + Qt) ;FA,B.\' = ﬁA,B - COS (G"A,B + Ql) . (2)

Zudem ist das korperfeste, mitrotierende &-np-Koordinatensystem nochmals zum
Vergleich zu sehen. In diesem Koordinatensystem sind die Komoponenten der La-
gerkrifte nach (2) konstant.
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Bild 3: Beispielhafte Zerlegung der Lagerkraft in A und verwendete Koordinaten-

systeme

Das Gleichgewicht fiir die Auswuchtebenen wird in Form von Momentenbilanzen
(Drehimpulsbilanzen) fiir die Auswuchtebenen geschrieben. Beriicksichtigt werden
hierfiir die Fliehkréfte der Ausgleichsmassen mit Betrag und Phasenwinkel. Zunichst

wird die Momentenbilanz fiir die Ebene I geschrieben:

Fucos(Qf +an)ly — Fg cos(Qr + ap) (€ +€5) = Uy Q% cos (Qt +ayp) €. (3)

Die Momentenbilanz fiir die Ebene II ergibt sich zu

Facos(Qt+ay)(ly+0)—Fpcos (Qt +ap) €g=-U; Q*cos (Qt +a;) €. (4)

Die Verwendung des Additionstheorems

cos (Qt+a)=cosQt cosa —sinQt sina
fiihrt auf folgende Gleichungen fiir die einzelnen Auswuchtebenen.
Auswuchtebene I:

Faly

13 [cos (21)cosay —sin(Q1)sin ay |

s+ 0

13 [cos(Q¢1)cosap —sin(Q¢)sinag ]|

= Ul [cos(Q1)cosay —sin(Q1) sinayy] .

Auswuchtebene II:

Fa(ly+ €
A(éz ) [cos (Q27) cos @y —sin (21)sinay |
Fypt
- ng [cos (Q1)cos ap — sin (Q1)sinag |

=—U;l [cos(Q1)cosa; —sin (1) sinay] .

®)

(6)

)
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Der Koeflizientenvergleich fiir die Sinusglieder sin Q¢ in (6) und (7) liefert:

Eil Fp (Lg+ €

sinQr : 532; sinay — B(Q—ff) sinag = Uy sinayy, ®)
Fala+C Fyt
% ina, - _5258 sinag = —Ussiney . ©)

Analog ergibt sich fiir den Koeffizientenvergleich der Kosinusglieder cos Q¢ in (6)
und (7):

Fut Fp(lg+¢
cos ¢ - !32; [ T % cosag = Ujcosayy, (10)
Ey(ly+0) Fylp

027 COS gy o7 cosag = —U;cosay. (11)
Die Beziechungen (8) bis (11) stellen ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die vier
Unbekannten U;, U;;, a; und a;; dar. Quadrieren von (9) und (11) und anschlieBendes
Summieren und analoges Vorgehen fiir die Gleichungen (8), (10) ergibt die Quadrate
der Unwuchten:

~ F2 (Ca+0° + F2 02 — 2F 4 F gl (Lo +0) (sin s sin ap+cos @ cos ap)

2
Ui 028
(12)
bzw.:
s FL(a+ O+ F5 05— 2F, Fply (€a+ ) cos(as — ap) 3
UI - 5294 ( )
und
s FXG+FL (bp+ 0 —2F5 Fply (€p+ ) cos (aa — ap) ”
= 2o . (14)
Zu 2):

Die Phasenwinkel a; und a;; lassen sich dann quadrantenrichtig iiber ihre Sinus-
und Kosinuswerte ermitteln, die bei bekannten Unwuchten U; und U;; direkt aus
den Gleichungen (8) bis (11) folgen:

sina; = ﬁ) [£a (€a + ) sinan — Fylysinag) (15)

cosay = %W[FA Ly +0) cosa/A—FBKBcosa/B] s (16)
und:

sinay; = #sz [£aa sinaa = Fy (€5 + €) sin ) (17)

cosayr = m[ﬁ;&; cosay — Fg (g +0) cosa/B] . (18)
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Zu 3):

Die Zahlenwerte fithren mit den gegebenen Werten fiir die Auswuchtebene I zu:
sina; = 0,571, cose; = 0,821, Uj =0,0009 (kgm)*, (19)
und damit zu

U; =0,0302kgm, ar =34,0°. (20)

Und fiir die zweite Auswuchtebene folgt:

sinay; = 0,086, cosaj = 0,996, U,2, = 0,0004 (kgm)2 s 21)
weiterhin
Uy =0,0190kgm, ay =39°. (22)

Das Auswuchten von Rotoren ist im Sinne der Betriebssicherheit und des
Komforts unerlisslich. Der Ausgleich durch Unwuchten in den Ausgleichs-
ebenen kann dabei durch Hinzufiigen von Masse (positiver Ausgleich) oder
Abtrag von Masse (negativer Ausgleich) erfolgen. Wie grof} die Ausgleichs-
massen im Einzelfall sind, hiingt von der zu erreichenden Wuchtgiite ab,
die von der GroBe des Rotors, seiner Drehzahl und seinem Einsatzzweck
abhiingt. Die Toleranzen fiir das Auswuchten sind in DIN ISO 1940-1 stan-
dardisiert [18], da theoretisch sehr niedrige Wuchtgiiten erreicht werden
konnen, dies in den meisten Fillen aber sehr unwirtschaftlich ist.

Weiterfiihrende Literatur

[18] DIN ISO 1940-1: Mechanische Schwingungen - Anforderungen an die Aus-
wuchtgiite von Rotoren in konstantem (starrem) Zustand - Teil 1: Festlegung
und Nachpriifung der Unwuchttoleranz (ISO 1940-1:2003). Norm. 2004.

[79] Schneider, H.: Auswuchttechnik. (VDI-Buch). Deutsch. 7., neu bearb. Aufl.
Springer Verlag, 2007.
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2.8 Gasmomentenverlauf im Verbrennungsmotor

Das von einem Verbrennungsmotor an der Abtriebswelle erzeugte Moment
setzt sich aus einem Kkonstanten Grundmoment und iiberlagerten, periodi-
schen Momentenschwankungen zusammen. Diese Schwankungen resultie-
ren aus den Massenkriiften der periodisch oszillierenden Kolben sowie den
zeitlich instationiren Gaskriften in den Zylindern infolge des Verbrennungs-
zyklus. In einem Mehrzylinderaggregat iiberlagern sich diese Effekte aus
den einzelnen Zylindern phasenverschoben. In dieser Aufgabe soll das peri-
odische Moment der Gaskriifte an zwei unterschiedlichen Motorkonfigura-
tionen mit Hilfe des Ausgleichstheorems untersucht werden. *

Das periodische Gasmoment eines Einzylindermotors in einem bestimmten Betriebs-
punkt ist in Bild 1a tiber dem Kurbelwinkel fiir zwei Umdrehungen dargestellt. Das
Amplitudenspektrum des Gasmomentenverlaufs zeigt Bild 1b. Da der Gasmomen-
tenverlauf steile Anstiege enthilt, sind viele hohere Harmonische im Signal enthalten.

1400 =9~ —r— 9~ —T- =~ T-"r 7

250 -
g 1200 +
Z
= g 200 +gif-—--------------
4
: ¢
g = 150 +4HHp---------——----
[0}
S ‘ g
- = 100 +AtHHHg -———---—-—------
|
=
|
v 50 HH{H H ———————————
| |
-400 1 | | | 0 ””Hﬂﬂﬂﬂnnnn
_360 —180 0 180 360 T Trrrrrrrrr T T T T T
Ansaugen Verdichten VerbrennenAusstossen 0123456728910
Kurbelwinkel in ° Ordnung
(a) Gasmomentenverlauf (b) Amplitudenspektrum

Bild 1: Gasmomentenverlauf und zugehoriges Amplitudenspektrum bis zur 10.
Ordnung

Bei der Betrachtung des resultierenden Momentes an der Kurbelwelle spielen die
tatsdchliche Motorgeometrie und Ziindfolge keine Rolle, es ist lediglich die Abfolge
der Winkelstellung bei der Ziindung der einzelnen Zylinder entscheidend.

Da der volle Gasmomentenzyklus eines 4-Takt Motors 720° lang ist, treten in einem
auf eine Umdrehung des Motors bezogenen Ordnungsspektrum auch die ,,halben*
Ordnungen auf.

*Autor: Michael Beitelschmidt
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Gegeben:
e 4-Zylinder Reihenmotor mit konstantem Ziindabstand von 180°
e 10-Zylinder V-Motor mit 90° Bankwinkel und einem wechselnden Ziindab-
stand der Form 54°-90°-54°-90°-. ..
Gesucht:

1) Harmonische Ordnungen im Antriebsmoment der beiden Motorkonfiguratio-
nen

2) Allgemeine Aussagen zum Ausgleich solcher Motoren

3) Amplituden der vorhandenen, periodischen Momente. Die Amplituden des
einzelnen Zylinders sollen aus Bild 1b ndherungsweise abgelesen werden.

Lésung:
Zul):

Das Moment eines einzelnen Zylinders an der Kurbelwelle iiber dem Kurbelwellen-
drehwinkel ¢ kann durch die harmonische Reihe

M(g)=Co+ » Cicosk(p+ ) (1)
k=0,5

beschrieben werden, wobei C; die Amplitude der k-ten Drehzahlordnung ist, wie
sie in Bild 1b dargestellt ist. Cy ist der Mittelwert des Moments iiber einen vollen
Zyklus. Die Phase ¢ spielt in dieser Aufgabe keine Rolle, da nur nach der Amplitude
gefragt wird. Werden nun mehrere Zylinder in einem Motor vereinigt, kann das
Gesamtmoment durch Summation von (1) tiber die Zahl der Zylinder mit

Ms

P
Myes(@) = D Ml +7) = P-Co + Crcos k(¢ + i +7) 2)

P
i=1 i=1

k

Il
(=)

.5

gebildet werden. P ist die Zahl der Zylinder und y; die Phasenverschiebung, die
sich durch den Ziindwinkel der Zylinder ergibt. Fiir die grundsitzliche Bewertung
eines Motorkonzeptes ist der Momentenverlauf iiber dem Kurbelwinkel gemél (2)
nicht aussagekriftig. Wichtiger ist die Aussage, welche Ordnungen & tiberhaupt im
Summensignal enthalten sind und welche Ordnungen sich durch die Uberlagerung
ausloschen. Dies kann mit dem Ausgleichstheorem schnell und einfach berechnet
werden (siehe [25]).

Eine Ordnung k verschwindet aus dem Summensignal von (2), wenn die Testsummen

P P
T = Z cosky; und Ty = Z sin ky;

i=1 i=1
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iiber die Sinuswerte und Kosinuswerte der Phasenverschiebungen fiir diese Ord-
nung gleich null sind, vgl. Gln. (4) und (5) in Aufgabe 2.10. Fiir die beiden zu
untersuchenden Motorenkonzepte ergeben sich die Ziindwinkel gemél Tabelle 1.

Tabelle 1: Ziindwinkel y; in den Motoren, die sich aus den Ziindabstinden ergeben

Yi L2l sl als el 7] s8] 9]0
R4-Zyl | 0° | 180° | 360° | 540°

V10-Zyl. 0° 90° 144° | 234° | 288° | 378° | 432° | 522° | 576° | 666°
Die Testsummen fiir die Ordnung k£ = 0,5 fiir den 4-Zylinder Motor lauten

4

Teos = Z c0s0,5y; = cos0° + cos 90° + cos 180° + cos 270° 3)
i=1

=1+0-14+0=0,

4

Tys = Z sin 0,5y; = sin0° + sin 90° + sin 180° + sin 270° (@Y)

i=1

=0+1+0-1=0.

Daraus kann geschlossen werden, dass der 4-Zylinder-Motor kein periodisches
Moment in der halben Drehzahlordnung erzeugt. Die Bildung der Testsummen
muss nun analog (3) und (4) fiir alle Ordnungen und auch fiir den 10-Zylindermotor
erfolgen. Diese Aufgabe kann z. B. mit einem Tabellenkalkulationsprogramm erledigt
werden. In Bild 2 ist ein entsprechender Ausschnitt dargestellt.

Die Spalten B, C, D und E in Bild 2 enthalten die Zylinder 1 bis 4 mit ihren
Zindwinkeln. In den jeweils weilen oder grauen Feldern wird der Ausgleich einer
Ordnung berechnet. In der Spalte F werden die Winkelfunktionswerte jeder Zeile
aufsummiert. In den Zeilen 4 bis 6 wird genau die Berechnung der Gleichungen (3)
und (4) nachvollzogen. In der folgenden Zeilen werden dann die Testsummen fiir
die hoheren Ordnungen ausgewertet. In Bild 3 ist beispielhaft dargestellt, welche
Berechnungsformel in der Zelle C8 hinterlegt ist.

Dabei ist zu beachten, dass viele Tabellenkalkulationsprogramme wie z. B. Microsoft
Excel die Winkelfunktionen nur im Bogenmal} berechnen konnen, weswegen der
Winkel mit 7r/180 multipliziert werden muss. Zudem werden die Ergebnisse auf fiinf
Nachkommastellen gerundet (Formel in Zelle C8, Bild 3).

In Bild 2 ist bereits sichtbar, dass die Testsumme 7., = 4 lautet und somit die 2.
Ordnung nicht ausgeglichen ist. Dies wiederholt sich fiir die 4., 6., 8., ... Ordnung.
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A B C D E F

1 |Zylinder 1 2 3 4

2 Zundwinkel 0 180 360 540

3 Ordnung Summen
4 0,5 0 90 180 270

5 cos 1 0 -1 0 0
6 |sin 0 1 0 -1 0
7 1 0 180 360 540

8 cos 1 -1 1 -1 0
9 |sin 0 0 0 0 0
10 1,5 0 270 540 810
11 |cos 1 0 -1 0 0
12 |sin 0 -1 0 1 0
13 2 0 360 720 1080
14 |cos 1 1 1 1 4
15 |sin 0 0 0 0 0
16 2,5 0 450 900 1350
17 cos 1 0 -1 0 0
18 |sin 0 1 0 -1 0
19 3 0 540 1080 1620

N lrns 1 1 1 -1 n

Bild 2: Ausschnitt aus einem Blatt eines Tabellenkalkulationsprogramms zur Bil-
dung der Testsummen

cs - Jr | =RUNDEN(COS(C7*PI()/180);5)
A B C D E F G

1 Zylinder 1 2 3 4

2 | Zundwinkel 0 180 360 540

3 Ordnung Summen

4 0,5 0 90 180 270

5 |cos 1 0 -1 0 0

6 |sin 0 1 0 =1l 0

7 1 0 180 360 540

8 |cos 1| -1.| 1 -1 0

9 lsin n n n n n

Bild 3: Detail zur Berechnung der Testsummen in einer Zelle des Tabellenkalkula-
tionsprogramms
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Zu 2):
A B C D E F G H | J K L
1 Zylinder 1 2 3 a4 5 6 7 8 9 10
2 Ziindwinkel 0 90 144 234 288 378 432 522 576 666
3 Ordnung Summen
4 0,5 0 45 72 117 144 189 216 261 288 333
5 |cos 1 0,707 0309 -045 -0,81 -099 -0,81 -0,16 0,309 0,891 0
6 sin 0 0,707 0951 0,891 0,588 -0,16 -0,59 -0,99 -095 -0,45 0
7 1 0 a0 144 234 288 378 432 522 576 666
8 cos 1 o -081 -059 0,309 0951 0302 -0,95 -081 0,588 0
9 sin 0 1 0588 -0,81 -0,95 0,309 0,951 0,309 -059 -0,81 0
10 5 0 135 216 351 432 567 648 783 864 999
11 |cos i -071 -081 0,988 0,309 -089 0,309 0454 -0,81 0,156 0
12 sin 0 0,707 -0,59 -0,16 0,951 -045 -0,95 0,891 0,588 -0,99 0
13 2 0 180 288 468 576 756 864 1044 1152 1332
14 cos 1 -1 0309 -031 -0,81 0809 -0,81 0,809 0,309 -0,31 0
15 |sin 0 o -095 0951 -0,59 0,588 0,588 -059 0951 -095 0
16 25 0 225 360 58 720 945 1080 1305 1440 1665
17 |cos 1 -071 1 -071 1 -0,71 1 -0,71 1 -071 1,4645
18 sin 0 -071 0 -071 0 -071 0 -071 0 -071 -3,5356
19 3 0 270 432 702 864 1134 1296 1566 1728 1998

Bild 4: Ausschnitt aus einem Blatt eines Tabellenkalkulationsprogramms fiir den
10-Zylinder V-Motor

Die vergleichbare Tabelle fiir den 10-Zylinder V-Motor ist in Bild 4 dargestellt. Es ist
erkennbar, dass die erste Ordnung, die nicht ausgeglichen ist, die 2,5. Ordnung ist. Es
folgen schlieBlich die 5. und die 7,5. Ordnung. Die 10. Ordnung ist interessanterweise
ausgeglichen.

Aus den in Bild 2 und Bild 4 dargestellten Ergebnissen ldsst sich schlieen:
e Beim 4-Zylinder-Motor sind die geraden Ordnungen nicht ausgeglichen.

e Beim 10-Zylinder V-Motor mit den Ziindabstinden 54°-90°-54°-90°—, . . sind
die Ordnungen 2.5, 5 und 7.5 nicht ausgeglichen.

Zu 3):

Mit den Testsummen einer nicht ausgeglichenen Ordnung kann die Amplitude Cy, des
Moments fiir diese Ordnung berechnet werden. Es gilt fiir eine nicht ausgeglichene
Ordnung k

Cr= Cr T2 + T2 (5)

Beim 4-Zylinder Motor gilt fiir alle nicht ausgeglichenen Ordnungen 7, = 4 und

T, = 0. Die Momentenamplituden konnen aus Bild 1b ndherungsweise abgelesen

werden:
G,
Csg

160Nm, Cy=62Nm, C¢=x~26Nm,
14Nm, C10z9Nm.

Q

(6)

Q
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Durch Multiplikation mit 7. = 4 fiir alle Ordnungen ergibt sich

C, ~640Nm, C4~248Nm, Cg~ 104Nm,

A R (7
C3 ~56Nm, Cjp~36Nm.

Bemerkenswert an diesem Ergebnis ist, dass die Amplitude von C; deutlich groBer
als das konstante Moment 4Cy = 364 Nm ist. Somit wird das Gasmoment des
Motors wihrend eines Zyklus mehrfach negativ, was durch eine entsprechende
Schwungmasse ausgeglichen werden muss.

Beim 10-Zylinder V-Motor gilt fiir die erste nicht ausgeglichene Ordnung

Trs = ,/ng,s +T% 5= \/ 1,4645% + (-3,5356)2 = 3,827.

Analog ergeben sich 7s = 5 und 775 = 9,239. Die Momentenamplituden kénnen aus
Bild 1b ndherungsweise abgelesen werden:

C2,5 ~ 125 Nm, C5 ~ 38 Nm, C7!5 ~ 6 Nm. (8)

Durch Multiplikation mit den entsprechenden Faktoren der drei Ordnungen ergibt
sich

Cy5 ~478Nm, Cs~190Nm, C75~ 148Nm. ©)

Bei diesem Motor ist die Amplitude @2,5 deutlich kleiner als 10Cy = 910 Nm. Somit
wiirde der Motor auch ohne Schwungmasse durchlaufen, das abgegebene Moment
ist immer positiv.

In einem Verbrennungsmotor entsteht durch die stark schwankenden Gas-
und Massenkrifte in den Zylindern ein periodisches Moment an der Ab-
triebswelle. Welche harmonischen Ordnungen der Gaskriifte in diesem Mo-
ment enthalten sind, héingt von der Zylinderzahl des Motors, dem Arbeits-
verfahren und dem Ziindabstand der Zylinder ab. Bei 4-Takt-Motoren miis-
sen immer auch die halben Drehzahlordnungen beachtet werden, da ein
kompletter Zyklus zwei volle Motorumdrehungen dauert.

Fiir eine vollstindige Betrachtung miissen auch die periodischen Massen-
momente beriicksichtigt werden, die allerdings nur von der Drehzahl des
Motors und nicht von der Last abhiingen.
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2.9 Lastdrehen am Hubseil

Ein Kranfahrer muss bei Auslegerdrehkranen die am Kranhaken hingende
Last (z. B. Container bei der Schiffsentladung) drehen konnen. Dabei muss
beim Anfahren und Abbremsen beim Umschlagbetrieb eine genaue Positio-
nierung der Last erfolgen. Auch ohne duBere Abstiitzung ist es moglich, die
am Seil angehiingte Last in eine beliebige Position zu drehen, wenn ein ge-
gensinnig rotierendes Schwungrad ein Momentenpaar erzeugt, das auf bei-
de Rotoren wirkt (actio = reactio). Das Seil wird hier als ideal torsionsweich
angenommen. *

Die Bewegung erfolgt durch Handsteuerung und besteht aus den drei Etappen der
Motor-Beschleunigung, des Leerlaufs und der Bremsung. Der Motor ist in der Lage,
ein konstantes Moment in beiden Drehrichtungen (Antrieb/Gegenstrombremsung)
aufzubringen.

Drehwerksaufhangung

Rata: .
schwung-
masse

Rotor Lastauf-
hangung

(3 Stabilisierung
(@ Stromzufiihrung

—

(a) Einlenker-Wippdrehkran (b) Skizze des Drehwerks

Bild 1: Zur Definition der Aufgabe mit Bild aus [96]

Gegeben:
[@2e] = 90° Drehwinkel der Last
t, =30s Zeit fuir diese Drehung
M =10Nm Motormoment in erster Etappe (0 < ¢ < 1})
M =0Nm Motormoment in zweiter Etappe (1] <t < tp)
M =-10Nm Motormoment in dritter Etappe (t, <t <1,)
Ji =0,6kgm? Triagheitsmoment von Motorldufer und Schwungrad

Jo =1000kgm? Trigheitsmoment von Stator und Last

*Autor: Hans Dresig
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Gesucht:
1) Bewegungsgleichung fiir das Modell gemél Bild 1b
2) Drehgeschwindigkeiten und Drehwinkel am Ende der Beschleunigungsetappe
3) Drehwinkel nach der Bremsung

4) Etappenzeiten t; und t, sowie Drehzahlen und Endwinkel der Etappen

Lésung:
Zul):

Das Berechnungsmodell des Systems Schwungrad — angehingte Last besteht aus dem
Tragheitsmoment J; des Motorldufers (einschlieBlich Schwungrad) und dem Trig-
heitsmoment J,, welches die Drehtréigheit des Stators und der Last zusammenfasst,
vgl. Bild 2.

4.6,
(p,g

\J
*M M fir0<t<t,
i Jipr==h$r =40  firt, <t<t, ()
¢,
- -M firt, <t<t,.
sz@z

Bild 2: Modell des Drehwerks mit Last mit Bewegungs-Differentialgleichungen

Das elektromagnetische Moment des Elektromotors, das zwischen Stator und Laufer
entsteht, wirkt auf beide Seiten in entgegengesetzter Richtung. Die Drehwinkel
gegeniiber dem raumfesten Bezugssystem werden mit ¢; und ¢, bezeichnet. Die
Bewegungsgleichungen folgen fiir die drei Etappen aus dem Momentensatz der
Mechanik.

Zu2):

Die Losung behandelt zunichst die erste Etappe. Beide Scheiben sind anfangs bei
t = 0 in Ruhe, d. h. die Anfangsbedingungen lauten

1=0: e(0) =0; g (0) =0, k=1,2. 2
Auf das System wirken keine duBBeren Momente, deswegen gilt die Drehimpulser-
haltung. Fiir r = 0 gilt L(0) = J1¢1(0) + Jo¢2(0) = 0. Somit gilt immer
Jq

Jq
/ = ——( , = - 3
@1 stoz ®1 J2<Pz 3)
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und es geniigt die Bewegungsgleichung fiir ¢, zu 16sen und bei Bedarf ¢; mit (3) zu
berechnen. Die Integration von (1) fiir ¢, unter Beriicksichtigung der Anfangsbedin-
gungen liefert fiir die erste Etappe, wihrend der beide Scheiben in entgegengesetzter
Drehrichtung beschleunigt werden:

M 1M
0<t<t;: ¢)=—-—1 @a(t) = —=—*. 4
0] 7 @a(t) 37 “)

Am Ende der ersten Etappe, zur Zeit 7, betrdgt die Drehgeschwindigkeit und der
Drehwinkel fiir die Last

M 1M
@a(ty) = _J_Ztl =, @t)= —zj—zf% =1 - (5)

Zu 3):

Die Endbedingungen (4) und (5) der ersten Etappe sind identisch mit den Anfangsbe-
dingungen der zweiten Etappe. Wihrend der zweiten Etappe ist das Moment M = 0.
Die Drehgeschwindigkeiten bleiben beim Leerlauf konstant:

n<t<n: @)=, @) =00 —1)+¢. (6)
Am Ende der zweiten Etappe betragen die Zustandsgroflen zur Zeit #,:
02(2) = 21, @a(tn) = Qoi(t2 — 1) + @21 = 922 (7)

Die Endbedingungen der zweiten Etappe entsprechen den Anfangsbedingungen der
dritten Etappe. Die Bewegungsgleichungen der dritten Etappe beriicksichtigen das
Moment der Gegenstrombremsung, vgl. (1). Damit gilt fiir

h<t<t3: Jrp=M, (8)

Die Integration von (8) mit Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen (7) ergibt
wihrend der Bremsung die Drehgeschwindigkeiten und die Drehwinkel wihrend der
dritten Etappe:

M
@) = J—(l — 1)+ £y )
2
1M
eat) = 55 = H)? + Dot — 1) + ¢ (10)
2

Die dritte Etappe ist beendet, wenn sich die Last um den geforderten Winkel ¢y,
gedreht hat und sowohl der Motor als auch die Last still stehen. Bild 3 zeigt die
kinematischen Verldufe in den drei Etappen, wobei ¢; und ¢; mit (3) gewonnen
wurden.

Die Endbedingungen der dritten Etappe beschreiben den Endzustand, bei dem beide
Drehgeschwindigkeiten null sind und die Last den geforderten Drehwinkel ¢,, im
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Drehgeschwindigkeit
P
K Beschleunigung Leerlauf Bremsung
0 . tl t2 — te
- —— L Zeit t
() 0y ’

%

¥ Zeit t

Bild 3: Verldufe von Drehgeschwindigkeit und Drehwinkel von Motor und Last
(nicht maBstéblich)

Stillstand erreicht hat. Aus (9) und (10) folgen die Bedingungen (11) und (13), die
erfiillt sein miissen:

M
@ote) = —(t.—10)+ 2 =0 (11)
J>
Gleichung (11) liefert nach dem Einsetzen von £2;; aus (5) die Aussage
M(t,—th—1)=0, bzw.t, —th = 1. (12)

Die Beschleunigungszeit #; ist demnach ebenso grof3 wie die Bremszeit (¢, — 1), vgl.
auch Bild 2. Aus (10) ergibt sich der Endwinkel der Last nach der Zeit 7, = #3

1M
a(te) = EJ_(te — 1) + Qoi(te — ) + 920 = P2, . (13)
P

Nach dem Einsetzen von ©;; aus (5), ¢z, aus (7) und ¢, aus (12) in (13) ergibt sich
dafiir nach einigen Umformungen folgender kurze Ausdruck:

M
P20 = J—zlltz. (14)

Fiir die Last ist es die wichtige Bedingung, die zwischen den beteiligten Parametern
erfiillt sein muss, wenn die ruhende Last innerhalb der Zeit 7, um den Winkel ¢,
bis zum wiederholten Stillstand gedreht wird. Aus (3) kann berechnet werden, um
welchen Winkel sich der Motorldufer wihrend der Zeit 7, in entgegengesetzter
Richtung der Last gedreht hat.
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Zu 4):

Aus dem gegebenem Motormoment M, der Endzeit ¢,, dem Tridgheitsmoment J, und
dem Drehwinkel ¢;, lassen sich die Umschaltzeiten #; und #, berechnen. Aus (14)
folgt in Verbindung mit (12) - je nachdem, ob dabei ¢, oder 7, eliminiert wird — eine
quadratische Gleichung zur Bestimmung der Umschaltzeiten #,,:

22— tuty + Jrpre/M = 0, n=12. (15)

Sie hat zwei Losungen. Von den Losungen ist diejenige physikalisch sinnvoll, bei
welcher 1, > 1 ist, d. h. es ist

te tgz J2 tg [(32 J2
n==-JZ) -Z2¢0: =< =) - S0 1
173 (2) ¥ 2= F (2) ¥ (16)

Tabelle 1: Winkel und Drehgeschwindigkeiten am Ende der drei Etappen

n | Zeitt, | Winkel ¢y, | Drehgeschw. Q;,, | Winkel ¢,, | Drehgeschw. £,,

ins in rad rad/s U/min rad | Grad | rad/s U/min

1] 6,76 380,7 112,6 1076 0,228 | 13,1 | 0,0676 | 0,645
2| 2324 2237 112,6 1076 1,342 | 77,9 | 0,0676 | 0,645
e 30 2618 0 0 1,571 | 90 0 0

Tabelle 1 fasst die Ergebnisse zusammen, die sich aus den hergeleiteten Formeln mit
den Daten der Aufgabenstellung fiir die Drehgeschwindigkeiten und die Drehwinkel
von Motor und Last ergeben.

Die Antriebsart dieses Drehwerks hat den Vorteil, dass das Antriebsmoment
ohne zusiitzliche Bauteile auf den Abtrieb iibertragen wird, wie sie sonst
in Antriebssystemen benotigt werden. Bei der Anwendung auf Container
sind weitere Steuerungsmafinahmen erforderlich, vgl. auch die Typenreihe
in [97], die fiir verschiedene Tragfihigkeiten der Hebezeuge zum Einsatz
kommt. Den Effekt, dass sich ein realer (nicht starrer) Korper durch innere
Krifte selbst verdrehen kann, nutzen auch stiirzende Katzen aus, um bei
der Landung auf die Beine zu fallen.

Weiterfliihrende Literatur
[95] Werth, H.: ,,Antrieb fiir eine Drehvorrichtung.” Auslegeschrift 25 09 644, int.
ClL: H 02 K 17/12. Bekanntmachungstag: 10. Februar 1977.

[96] Werth, H.: Neuentwicklung- Eigenstabilisiertes Drehwerk. Bd. Sonderheft zur
Hannover-Messe 1975. 1975.

[97] Werth, H., M. Brendecke und H. Fischer: ,,Lastdrehvorrichtung®. Patentschrift
DE 2839 723 int. Cl., B 66C 13/08. Patenterteilung: 3. November 1983.
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2.10 Freie Massenkrafte und -momente in einem
Funfzylindermotor

Die oszillierenden Kolben in einem Verbrennungsmotor erzeugen freie Mas-
senkriifte, die sich am Motorgehiuse bemerkbar machen und den Motor in
seiner typischerweise elastischen Lagerung zu Schwingungen anregen kon-
nen. Da die Wirkungslinien der Kriifte in einem Mehrzylindermotor axial
gegeneinander versetzt sind, fithren die Massenkriifte mit ihren Hebelar-
men auch zu Massenmomenten. Die resultierenden freien Massenkriifte und
—momente hingen von der ridumlichen Gestalt der Kurbelwelle und damit
der Zylinderzahl und der Ziindfolge ab. *

Es wird ein Viertakt-Reihenmotor mit fiinf Zylindern (R5-Motor) betrachtet. Dieser
sogenannte homogene Motor hat gleiche Massen der Triebwerksteile aller Kropfun-
gen und gleiche axiale Zylinderabstinde a, vgl. Bild 1.

Bild 1: Seiten- und Vorderansicht des 5-Zylindermotors. Im Kurbelstern ist aus
Griinden der Ubersichtlichkeit lediglich der Winkel ys eingetragen

Gegeben:
m=1kg Masse des Kolbens und anteilige Masse des Pleuels
r =0,05m Hubzapfenradius
[ =0,15m Pleuellinge
n =3000min~!  Motordrehzahl
a =0,Im Abstand zwischen zwei benachbarten Zylinderachsen
1 bis ys Kropfungswinkel der Kurbelwelle fiir Zylinder 1-5:

Y1 = 00, Y2 = ]440, Y3 = 2160, Y4 = 288° und Vs = 72°

*Autor: Michael Beitelschmidt
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Gesucht:
1) Freie Massenkrifte in x-Richtung fiir die Drehzahlordnungen 1 bis 4

2) Freie Massenmomente um die y-Achse (Kippmoment) fiir die Drehzahlord-
nungen 1 bis 4 beziiglich des Motorschwerpunktes, der in der Motormitte bei
Zylinder 3 liegt.

Hinweis: Zunéchst soll mit dem Ausgleichstheorem gepriift werden, welche Ord-
nungen in den resultierenden GroBen iiberhaupt auftreten.

Lésung:

Da die Kolben eine periodische Bewegung ausfiihren, lassen sich die Massenkréfte
in Form einer Fourier-Reihe angeben, vgl. Aufgabe 2.2. Die freie Massenkraft des
Kolbens i kann ndherungsweise mit der Formel

Fyi= mer(Al cos@; + Ay cos2p; + Agcosdg; +--+) (D

bestimmt werden. Der Winkel ¢; = Qr + y; ergibt sich aus der Verdrehung der
gesamten Kurbelwelle Qf und dem jeweiligen Kropfungswinkel y;. Die Koeftizienten
lassen sich als Potenzreihen des Pleuelstangenverhiltnisses (Kurbelverhiltnis) A = /[
darstellen und lauten niherungsweise

1 15 1 3

A =1, A=A+ -+ —1, Aj=-—-1-=_2. 2
! 2= 43N T g “=710 T 16 @

Zul):

Die freie Massenkraft aller fiinf Kolben ist die Summe der Krifte aller einzelnen
Kolben-Pleuel-Systeme:

5 5
F,= Z Fyj=mr? Z Z Ay cosk(Qf + ;). 3)
i=1 i=1 k=124

Unter Verwendung von Additionstheoremen und einigen Umstellungen ergibt sich
daraus

5 5
F, = mr$* Z Ay | cos k.QtZ cos(ky;) — sin k.QtZ sin(ky;) | . (@)
k=1,2,4 i=1 i=1

Aus (4) ist zu erkennen, dass die Harmonische k-ter Ordnung der resultierenden
Kraft vollstindig ausgeglichen ist, wenn gilt:

5 5
Tck:Zcosky,-:O, Tsk:Zsinky,-:O, (5)

i=1 i=1
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siehe hierzu [25]. Die Formeln (5) werden als Ausgleichstheorem bezeichnet. Die
Testsummen 7 und Ty miissen fiir die Drehzahlordnungen 1, 2 und 4 gebildet
werden:

T, =cos0° +cos 144° + cos 216° + c0s 288° + cos 72° =0,

Ty =sin0° + sin 144° + sin216° + sin 288° +sin72° = 0. ©
Damit ist die erste Ordnung ausgeglichen.
T, = cos0° + cos288° + cos432° + cos 576° + cos 144° =0, o
Ty = sin0° + sin288° + sin432° + sin 576° + sin 144° = 0.
Damit ist die zweite Ordnung auch ausgeglichen.
T.s =cos0° + cos576° + cos 864° + cos 1152° + cos288° =0, ®

T = sin0° + sin 576° + sin 864° + sin 1152° + sin288° = 0.

Damit ist auch die vierte Ordnung ausgeglichen. Der R5-Motor erzeugt somit keine
freien Massenkrifte, was ihm z. B. im Vergleich zum verbreiteten R4-Motor einen
deutlichen Laufruhevorteil verschafft. Beim R4-Motor sind dafiir Ausgleichswellen
erforderlich, siehe hierzu Aufgabe 2.5.

Zu 2):

Das resultierende freie Massenmoment um die y-Achse ergibt sich aus der Summe
der Massenmomente der einzelnen Kolben-Pleuel-Systeme:

M, = izlﬂ,i = mr? i Z ZiAg cos k(Qt +v;), 9)

i=1 i=1 k=124

wobei z; den Hebelarm der Massenkraft beziiglich des Bezugspunktes ausdriickt, der
bei Zylinder 3 liegen soll. Aus Bild 1 kann

z71=2a, zn=a, 7z3=0, zz=-a und z5=-2a (10)
abgelesen werden. Analog zu (3) ldsst sich (9) unter Verwendung von Additions-
theoremen in die Form
5 5
M, = mrQ? Z Ac|coskQr Y zicos(ky;) — sin kQt Z zsintey)| (1)

k=124 i=1 i=1

umstellen. Aus (11) ist zu erkennen, dass die Harmonische k-ter Ordnung des Mas-
senmoments vollstandig ausgeglichen ist, falls gilt:

5 5
Py =ZZiCOSk%’=0, Py =

i=1 i=1

zisinky; =0. (12)
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Dazu werden wieder die Testsummen P gemaB (12) fiir die Drehzahlordnungen 1, 2
und 4 gebildet:

P, =2acos0° +acos 144° — acos288° — 2acos 72° = 0,263 a, (13)
Py = 2asin0° + asin 144° — asin288° — 2asin 72° = —-0,363 a .
Das Moment erster Ordnung tritt auf, da die Ausgleichsbedingung nicht erfiillt ist.

Py =2acos0° +acos288° —acos576° —2acos 144° = 4,736 a,

14
Py =2asin0° + asin288° — asin 576° — 2asin 144° = —1,539a. (14)
Das Moment zweiter Ordnung ist somit auch nicht ausgeglichen.
Py =2acos0° + acos576° —acos 1152° — 2acos 288° = 0,264 a, (15)

Py =2asin0° + asin576° —asin 1152° — 2asin288° = 0,363 a.

Das Moment vierter Ordnung ist ebenfalls nicht ausgeglichen. Der R5-Motor erzeugt
freie Massenmomente in allen drei Drehzahlordnungen. Die tatsdchliche Amplitude
des freien Massenmoments k-ter Ordnung ldsst sich aus (11) und (12) unter Anwen-
dung der trigonometrischen Additionstheoreme mit folgender Formel berechnen:

My = mrQ* \JA2(P* + P%). (16)
Fiir die Bestimmung der Zahlenwerte wird zunédchst

A= %; mr* = 4934,8kgm/s* = 4934,8N (17)
berechnet. Aus (2) ergeben sich

A =1, A,=03431, und A, =-0,0101. (18)

Nun koénnen mit Gleichung (16) die Amplituden der Kippmomente erster, zweiter
und vierter Drehzahlordnung bestimmt werden:

My = J0,2632 +0,363% - 0,1 -4934,8N'm = 221,6Nm, (19)
My = 4,376> +1,539% -0,1-1693,1Nm = 843,1 Nm, (20)
My = /0.246> +0,363% -0,1-49,8Nm = 2,24 Nm. @0

Dominant ist die zweite Drehzahlordnung, die vierte Ordnung kann quasi vernach-
lassigt werden.

Der Fiinfzylinder-Reihenmotor erzeugt keine freien Massenkriifte, jedoch
treten freie Massenmomente in den Drehzahlordnungen 1, 2 und 4 auf. Mit
der vorgestellten Methode konnen fiir Reihenmotoren mit beliebig vielen
Zylindern die analogen Berechnungen durchgefiihrt werden. Dabei zeigt
sich, dass die Motoren mit ungeraden Zylinderzahlen keine freien Massen-
krifte, jedoch freie Massenmomente erzeugen. Motoren, deren Kurbelwelle
eine Symmetrieebene senkrecht zur Drehachse besitzt, erzeugen keine freien
Massenmomente. Diese Geometrie ist jedoch nur bei geraden Zylinderzah-
len moglich.
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2.11 Anfahrmoment eines Krans

Um eine Maschine oder ein Fahrzeug zu beschleunigen, muss das Antriebs-
moment die translatorischen und rotatorischen Trigheiten aller zwangsliu-
fig mitbewegten Korper iiberwinden. Diese Trigheiten konnen zu einer Ge-
samttriigheit aufsummiert werden, wobei die Ubersetzungen zwischen den
Korpern eine entscheidende Rolle spielen. *

Fiir ein stark vereinfachtes, als reibungsfrei angesehenes Modell der Laufkatze
eines Briickenkranes mit vier Laufrddern soll die Differentialgleichung der starren
Maschine hergeleitet und fiir einen Anfahrvorgang mit konstanter Beschleunigung
gelost werden (Bild 1). Zusitzlich soll der Einfluss der einzelnen Trégheiten diskutiert
werden.

Laufrad T T

! E . \

M

YIM
Motor —| ; Iu m
Kupplung-{

Getriebe——= ]

f [ —— )

Bild 1: Modell der Laufkatze eines Krans

Gegeben:

m = 1500,0kg Masse des gesamten Krans

Jy = 3,6kgm? das auf den Antriebsmotor reduzierte Tragheitsmoment des
Motorlédufers, der Kupplung und des Getriebes

Jg = 0,1kgm? das Tragheitsmoment eines Laufrades
r=16,0cm Teilkreisradius der Laufriader

i= Z—Z = 24,6 Ubersetzungsverhiltnis des Getriebes zwischen Motor und
Laufrad

Vmax = 40,0m/min  Maximalgeschwindigkeit des Krans
thy =3,6s Anfahrzeit auf v«

Gesucht:
1) Auf die Motorachse (Koordinate ¢;,) reduziertes Trigheitsmoment J.q.

2) Bewegungsgleichung fiir die Koordinate ¢, (Differentialgleichung der starren
Maschine).

3) Erforderliche, als konstant vorausgesetzte Winkelbeschleunigung a, fiir das
Erreichen von v,,,, in der Zeit 4.

4) Dazu notiges Anfahrmoment My,.

*Autor: Michael Scheffler, Quelle [20, Aufgabe 1]
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Lésung:
Zul):

Die verwendeten Koordinaten sind in Bild 2 fiir das System in ausgelenkter Lage
dargestellt. Der Freiheitsgrad ist eins. Als generalisierte Koordinate wird zweckmi-
Bigerweise der Drehwinkel am Motor g = ¢, eingefiihrt, als freie Koordinaten fiir
die vier Rider jeweils ¢g und fiir die skalare Bewegung des Kranes s.

Pr Pr
) )
{ ] [ \
Oum 1
S
>
[
f )
1
Or Or

Bild 2: Verwendete Koordinaten am Kranmodell

Zur Aufstellung der Gleichung der starren Maschine wird das auf den Antriebsmotor
reduzierte Trigheitsmoment Jq benotigt. Unter Verwendung von Schwerpunktkoor-
dinaten (xg;, ys;, und ¢;) der iten Starrkorper ergibt sich allgemein fiir N Starrkorper
bei einem ebenen bewegten System:

} (1)

N 2 2 2
dx;i dysi doi
Jred = i + + Jg;i | —
e Z{m[(dq) (dq) S(dq)
und speziell fiir das Kranmodell mit vier Rddern (Massentragheitsmoment jeweils

=2
Jg) und der Gesamtmasse m:

Jea =y +4 - Jr@s +m- s . )

Es miissen also die mit Strich gekennzeichneten Ableitungen nach der generalisierten
Koordinate ¢), gebildet werden, die aus folgenden 2 unabhédngigen Zwangsbedin-
gungen resultieren:

S=TQR; SDRZ(’D—M, 3)
u
damit wird
s:r-‘p—_M. 4)

1

Die Ableitungen sind:

’

/ r ’ 1
s:r-goRzg, da 90R=7. 5
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Mit den Ableitungen aus (5) wird das reduzierte Triagheitsmoment berechnet:

1 r?
Jred:JM+4'-lR'E+m'._2~ (6)
i i
Zahlenwert:
Jrea = 3,66 kgm2 = const. (7

Die Einheit von Jiq in (7) entspricht der eines Massentrigheitsmomentes - eine
Kontrollméglichkeit - da die generaliserte Koordinate ein Winkel ist!

Zu 2):

Die Bewegungsgleichung der starren Maschine mit einem Freiheitsgrad lautet allge-
mein:

Jrea i+ %dcf;ed = 0. ®)
Unter Berticksichtigung der generalisierten Last Q aus der virtuellen Arbeit:

W =Q-6g=M-Spu 9)
und des konstanten reduzierten Trigheitsmomentes J;.q ergibt sich:

Jred * $u = My (10)
Zu 3):

Da der Anfahrvorgang aus der Ruhe innerhalb der Zeit 74 mit konstanter Beschleu-
nigung auf die Geschwindigkeit § = v,,,, durchgefiihrt werden soll, resultiert unter
Verwendung der nach der Zeit abgeleiteten Zwangsbedingungen nach (3) bzw. (5):

7 . . r .
§$=5-Yu=r-Gr==- ¢u (11)
die Winkelbeschleunigung an der Antriebswelle:
i I Viax
y=-§=--——=ay (12)
r r N
bzw.
ay =28411/s%. (13)
Zu 4):

Das Anfahrmoment M, folgt somit aus (7), (10) und (13) mit:
My = 104Nm . (14

Werden starre Maschinen durch Antriebsstriinge mit groBen Ubersetzun-
gen angetrieben, so ist das reduzierte Trigheitsmoment des Antriebsstran-
ges gegeniiber dem der angetriebenen Maschine dominant. Dieses Phéno-
men wird auch in Aufgabe 1.2 dargestellt.



3 Fundamentierung und
Schwingungsisolierung

3.1 Motoraufstellung auf einer Wippe

Bei Maschinen mit Riemen- oder Kettenantrieb werden Motoraufstellungen
héiufig auf Wippen vorgenommen. Die Isolierwirkung einer solchen Kon-
struktion soll gegeniiber einer starren Aufstellung untersucht werden. *

Der Motor eines Méhdreschers wird zur Schwingungsisolierung auf einer Wippe
gelagert (Bild 1). Welche Verringerung der auf den Rahmen in den Punkten A
und B eingeleiteten dynamischen Krifte ist damit gegeniiber der starren Lagerung
theoretisch moglich?

m, Jg Y ﬁcos Qt
B A
I S |-
C W
< WlppeE 0

Bild 1: Berechnungsmodell der Lagerung auf einer Wippe

Gegeben:

m  Masse des Motors

Js das auf die Koordinatenachse senkrecht zur Bewegungsebene bezogene
Massentrigheitsmoment des Motors

F die bei konstanter Drehzahl (Erregerkreisfrequenz Q) wirkende Erreger-
kraftamplitude

c die Federkonstante der Isolationsfeder
l die Schwerpunktsabstinde. Diese sind gegeniiber der Federlidnge so grof,

dass die Federkraft als im Punkt B angreifend angenommen werden kann
Gesucht:
1) Amplituden der dynamischen Lagerkrifte in A und B bei elastischer Lagerung
2) Amplituden der dynamischen Lagerkrifte in A und B bei starrer Lagerung
3) Verhiltnis der Lagerkrifte

*Autor: Michael Scheffler, Quelle [43, Aufgabe 21]
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Lésung:
Zul):

Das Freikorpermodell ist in Bild 2 in ausgelenkter Lage dargestellt. Der Freiheitsgrad
ist eins. Als generalisierte Koordinate wird zweckmifigerweise der Neigungswinkel
¢ der Wippe eingefiihrt.

Fp=cxp | F
Bild 2: Freikorpermodell der Lagerung auf einer Wippe

Die Bewegungsgleichung wird in Form einer Drehimpulsbilanz (Momentenbilanz)
um Lager A unter Vorraussetzung kleiner Winkel ¢ abgeleitet:

Js§ +misl + 2ctxp — FlcosQt =0. (D)
Es folgt mit den Zwangsbedingungen
xs =Cp und xp=20p 2)

die Bewegungsgleichung als Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeflizienten

(Js +me®)§ +4cl’p = Fecos Ot 3)

Deren stationédre Losung ergibt sich durch Einsetzen des Ansatzes ¢ =  cos Q¢ fiir
die rechte Seite der Bewegungsgleichung (3). Er fiihrt auf die Amplitude
Fe
D = . 4
Y= 2l — (s + mH? @)

Mit der Definition der Eigenkreisfrequenz des ungedampften Systems

’ 4c1?
wy = ———
Js + ml?

(&)

und des Abstimmungsverhéltnisses n = Q2/wy in (4) ergibt sich die stationédre Losung
als Zwischenergebnis

A

P
Y= het1—

(6)
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Die dynamische Kraftamplitude im Punkt B ist damit bei elastischer Aufstellung:

F o1
2

T 772; Fpel = Fpej cos Ot (N

Fpe =20cp =

Zur Berechnung der Lagerkraft F4 muss das Kriftegleichgewicht (hier zunéchst fiir
die elastische Aufstellung)

mis +(FAel+ﬁBel_F)COSQt=O (8)

ausgewertet werden. Mit zweifacher Ableitung der Zwangsbedingung (2) nach der
Zeit Xg = {p ergibt sich

N

mtQPF . F o1 .

————+ Fpaa+ =—— - F=0. 9
R T ©
Unter Verwendung von
24c?
QZ — 2 2 — Ui 10
% Js +mt? (10)

berechnet sich im Ergebnis die dynamische Kraftamplitude im Lager A zu

. F 7 2 1
Fael = = . - +2| und (11)
MTo-2 e 1=
Fpe = FAel cos t. (12)
Zu 2):
Bei starrer Aufstellung zeigt sich aus Gleichgewichtsgriinden
Frstarr = 7 cosQt und Fagar = £} cos Ot . (13)
Zu 3):
Das Verhiltnis der Krifte von elastischer und starrer Aufstellung im Punkt B ist also
Fre 1
it (14)
Fstarr 1- U
Bei starrer Aufstellung im Punkt A wirkt weiterhin
. F
Fastarr = E s (15)

und es folgt somit

F 1 22
e | =S| PS5 (16)
FAstarr 1_'7 1+ =

ml®
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Schlussfolgerungen
Wihrend im Auflager B nach (14) die beste Isolierwirkung fiir  — oo auftritt, dabei
wird

FBel/FBstarr - 0, (17)

ist die Isolierwirkung im Auflager A stark vom Verhiltnis Jg /m¢* abhiingig. Bild 3
zeigt diesen Einfluss. Wird Jg = mi® (mit i - Trigheitsradius) gesetzt, so wird fiir
i = ¢ das Verhiltnis unabhingig von 7.

15 -
k 2,0
~ 10 1,0
& I 0,75
r 0,5
0.5 -~ 04
) /’ [ 0’3 N\)
] 02 &
/ T 01 <
0 1 2 3 4 5

Abstimmungsverhéltnis 7

Bild 3: Einfluss des Verhiltnisses Jg /m¢? auf die Isolierwirkung im Lager A

Ublicherweise wird fiir die Isolierwirkung bei tiefer Abstimmung 7 > 3 gewihlt, fiir
Punkt B ergibt sich damit:

=B <0,125. (18)

Eine entsprechende Isolierung ist im Punkt A bei 7 = 3 nur mit Js /m¢? < 0,125 und
damit i// < 0,354 zu erreichen.

Eine Isolierwirkung tritt bei Wippenanordnung nur dann auf, wenn der
Abstand des Schwerpunktes vom Wippengelenk bedeutend groBer als der
Tragheitsradius i ist.
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3.2 Aufstellung einer Nahmaschine

Bei Haushalt- und Industrienihmaschinen wird ein hoher Bedienkomfort
verlangt, was u. a. eine entsprechende Laufruhe beinhaltet. Dies wird vor al-
lem durch Schwingungsisolatoren erreicht, welche so auszulegen sind, dass
Resonanzen — auch solche hoherer Ordnung — im Betriebsdrehzahlbereich
ausgeschlossen sind. *

Fiir eine Ndhmaschine sollen die Federzahlen der 4 Schwingungsisolatoren (jeweils
2 auf jeder Seite, vgl. Bild 1) so bestimmt werden, dass bei Betrieb mit Nenndrehzahl
keine Resonanzschwingungen auftreten. Haupterreger fiir die Schwingungen ist das
Nadelstangengetriebe.

Armwelle

\
Schwingungs— Handouflagestelle
isclatoren

Bild 1: Prinzipieller Aufbau

Da Kippschwingungen um eine zur Armwelle parallele Achse nur in geringem Malle
zu erwarten sind (die periodisch bewegte Nadelstange liegt ndherungsweise in der
von Armwelle und Schwerpunkt S aufgespannten Ebene), kann den Betrachtungen
ein ebenes Starrkdrpermodell zu Grunde gelegt werden (vgl. Bild 2).

statische Ruhelage: ausgelenkte Lage:

r—————— mg,Jg
)

%/ h

S

iyl 6 =

. H 0

o= - — — — — — —
ly
2 —— 2
l3
L I

Bild 2: Ebenes Berechnungsmodell und Definition der Koordinaten (Nadelstan-
genantrieb um 90° gedreht dargestellt)

*Autor: Ludwig Rockhausen, Quelle [20, Aufgabe 11]
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Bei den hier vorzunehmenden Berechnungen sollen noch die folgenden Vereinfa-
chungen und Modellannahmen beriicksichtigt werden:

Elastisch gelagerter Starrkorper mit innerem Schubkurbelmechanismus (Na-
delstangenantrieb); die Aufstellelemente (Elastomerkorper) konnen als linear-
elastisch angenommen werden

Ebenes Problem, wobei wegen vorausgesetztem kleinen Kippwinkel (| ¢/ | < 1)
die Horizontalbewegungen des Schwerpunktes und der Federanlenkpunkte
vernachlidssigt werden (damit auch die Horizontalsteifigkeit der Aufstellele-
mente)

Die Nadelstange sei als eine im Drehgelenk des Schiebers angeordnete Punkt-
masse modellierbar (ihre Drehtrigheit ist sehr viel kleiner als die des Gehiuses)

Kurbel und Koppel des Nadelstangenantriebs konnen als masselos angenom-
men werden

Der Antriebsmotor sei so stark, dass er eine konstante Antriebswinkelge-
schwindigkeit Q ~ n (¢ = Qr) der Armwelle und damit der Kurbel erzwingt

Diampfung sei so gering, dass sie fiir das Eigenverhalten und fiir die stationédren
erzwungenen Schwingungen auflerhalb von Resonanzen nicht beriicksichtigt
werden muss

Gegeben:
lo Hohe des Schwerpunktes iiber der Grundplatte
[} =220mm Horizontale Abmessungen
L =120mm dto.
I3 =165mm dto.
Iy = 60mm dto.
h  =58mm Vertikale Lage der Armwelle beziiglich des Schwerpunktes
r =17mm Kurbelradius
lg =40mm Linge der Koppel
mg = 18kg Gehidusemasse
Jg =0,18kgm?  Trigheitsmoment des Gehiuses beziiglich S
my = 0,05kg Nadelstangenmasse
ny = 1000min~' Nenndrehzahl der Armwelle
Gesucht:
1) Kinetische und potentielle Energie des Systems in Abhéngigkeit der in Bild 2
eingefiihrten Lagekoordinaten (ys, ¥, xn, yn, S, ¢) bzw. ihrer Zeitableitungen
2) Aufstellung der Zwangsbedingungen und Darstellung der Nadelstangenbewe-

gung in Form einer Fourier-Reihe beziiglich des Kurbelwinkels ¢
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3) Linearisierte Bewegungsgleichungen fiir ¢ = [ys, l3y/]"

4) Losung des linearen Eigenwertproblems und Bestimmung der Federkonstante
¢ s0, dass fiir das Quadrat der Erregergrundkreisfrequenz bei Nenndrehzahl
(Qy ~ ny) die Bedingung Q3 = (wj,; + w,)/2 gilt; Eigenfrequenzen des
Schwingers

5) Effektivwert §; der Schwingbeschleunigung am Punkt H (Handauflage) im
Drehzahlbereich 0,551y < n < 1,351y (stationédrer Zustand)

(Hinweis: Die Dicke der Grundplatte ist gegeniiber den anderen angegebenen Ab-
messungen vernachlédssigbar)

Lésung:

Zu 1):

In Bild 2 sind die sechs Lagekoordinaten ys, ¥, xy, yn, S, ¢ zur Beschreibung der
Bewegung des Systems definiert.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen werden die LaGraNGgEschen Gln. 2.
Art genutzt, wofiir die kinetische und potentielle Energie sowie die virtuelle Arbeit
benotigt werden. Sie lassen sich unter den getroffenen Voraussetzungen wie folgt
angeben:

(mG)% + TS+ my (i, + Y;zv)), €]

N =

Wiin =

1
Woor = 52¢ (s = b + Os +b)°). )

Da die Auslenkungen gegeniiber der statischen Ruhelage gemessen werden, haben
statische Einfederungen und Eigengewicht keinen Einfluss, weil sie miteinander im
Gleichgewicht stehen.

Die virtuelle Arbeit SW@ ist identisch null, da das an der Armwelle wirkende
Antriebsmoment hier eine vorgegebene Antriebsbewegung ¢(7) der Kurbel erzeugt
(wegen ot = 0 gilt 6¢ = @(t)ot = 0).

Zu2):

Weil die Koordinate ¢ durch den Antrieb als Zeitfunktion vorgegeben ist und noch
drei Zwangsbedingungen existieren, verbleibt ein System mit zwei Freiheitsgraden.

Aus Bild 3 sind zunichst eine horizontale und eine vertikale Langenbilanz ablesbar:

3)

ssiny + xy + Iz = lzcosy + hsiny,
YN + scosy + [3sinyg = yg + hcosiy.
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1S

v "

Bild 3: Geometrische Verhiltnisse fiir das ausgelenkte System

Wegen || < 1 (d.h. cosy = 1, siny = ¢) folgen daraus die beiden linearisierten
Beziehungen:

SY+ay+hx=L+hy, @
yF+Ss+hyxys+h.

Auflésung nach xy und yy sowie Differentiation nach der Zeit liefert:
xy & (h= s = iy~ (= - sy~ (-9, )

WRYs+h—s—Ly = yy=xys—§-hi.

Bei &y wurde noch der Term sy als klein gegeniiber (A — s)iy angenommen, sowie
fiir s(¢) = 5 der zeitlich konstante Mittelwert vereinfachend angesetzt, da die Linge
(h — s) nur geringfiigig schwankt.

Als dritte Zwangsbedingung ist die geometrische Abhingigkeit des Schubweges s
vom Kurbelwinkel ¢ zu beriicksichtigen. Mit dem Kurbel-Koppel-Verhiltnis A = r/lx
gilt nach Anlage D3 in [98] fiir die zentrische Schubkurbel:

s(p) = r(cosgo+/ll V1 —/lzsinztp) =s(p+2in); i=0,1,2,... (6)

Diese gerade periodische Funktion lédsst sich zweckmiBigerweise als Fourter-Reihe
darstellen:

s(p)=r (ao + Z ay cos kgo] (7)
k=1
mit den Fourier-Koeftizienten

2n 2

| 5 2
aoz—f@dgpzé; akz—f@cos(kgo)dgo; k=1,2,... (8

Vs r
0 0
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Wegen ¢ = Qr folgt daraus fiir die weiter unten bendotigte Beschleunigung

(90)

K
i —r? Zakk2 cos(ky) . 9)

k=1

s—swa»—Qz

Die Niherung als endliche Summe mit K Summanden kann genutzt werden, da deren
Betrige fiir groere k schnell sehr klein werden. Die numerische Auswertung von
(8) liefert im vorliegenden Fall von A = 0,425 konkret die in Tabelle 1 aufgelisteten
Koeffizienten.

Tabelle 1: Fourier-Koeffizienten des Nadelstangenweges

ap ay ar as ay as de
2,2428 1,0 0,1115 0 -1,387-1073 0 3,45-107

Es ist zu erkennen, dass hier mit K = 4 eine ausreichend genaue Approximation
vorliegt. Den sich ergebenden, auf rQ* bezogenen Beschleunigungsverlauf zeigt
Bild 4. Der Mittelwert des Schubweges hat dann den Wert 5 = rap ~ 38,13 mm.

1__

X
rQ [l [l [l [l [l
0 2 4 6 8 10
-_— 1__
_2__
Bild 4: Bezogener Beschleunigungsverlauf
Zu 3):

Mit ¢ = [g1, ¢2]17 = [ys, l¢]" als generalisierte Koordinaten schreiben sich die
Energien nach (1) und (2) unter Beriicksichtigung der Zwangsbedingungen wie folgt:

U 5 To (h=3? 2

Wiin ~ 5 | MG 4y + 2 —p + my 7 —— @+ (- - 97|, (10)

3

1 Loy Lo\

Woai = 32¢ (|1 = 42| +(a1 + Za2) |- (11)
2 I3 I3

Die Anwendung der LagranGEschen Gln. liefert die linearen Bewegungsgleichungen
myM G +2c¢C*q = my3() f~ (12)

mit der dimensionslosen Massenmatrix

. |mg/my+1 -1 361 -1
M =[ erm 7S h—5>2+1}“[ l, (13)

-1 133,25
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der dimensionslosen Steifigkeitsmatrix

el (L) 4 (£) -0,6061 2,307

und der dimensionslosen Spaltenmatrix der Erregung

f = 11] . (15)

Bei dem hier vorliegenden Problem muss also ein periodisch erregtes lineares
Schwingungssystem untersucht werden.

Zu 4):

Die Betrachtung des homogenen Systems von (12) liefert wegen des Losungsansatzes
q = pv exp(jwot) (vgl. Abschn. 6.3 in [25]) nach Division durch 2¢ das lineare Matrix-
Eigenwertproblem

(C*—AM* YW =0 (16)
mit
2
A= 2% (17)
2c

als dimensionslosen Eigenwert.

Fiir die gegebenen Parameter ergibt sich (z.B. durch Nutzung von Mathematik-
Software oder durch Berechnung der Nullstellen von det(C* — AM*) = 0):

A ~49333-107; Ay ~1,7893-1072. (18)

Die zugehorigen Eigenvektoren werden in der Modalmatrix zusammengefasst:

Vel wl~| ' 1L (19)
0,3645 -7,582

Fiir ihre Interpretation ist die Zuordnung der v; zum Koordinatenvektor ¢ zu beach-
ten. Wie demnach zu erkennen, handelt es sich bei der ersten Eigenform um eine
Hubschwingung mit geringem Kippanteil, wogegen bei der zweiten Eigenform das
Kippen dominiert. Aus der Forderung der Aufgabenstellung

1 1 2¢
‘Q12V = E (a)(zn +w%2) = Em_N(A] +A2) = (

(20)
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ergibt sich die gesuchte Steifigkeit eines Aufstellpuffers zu

2
mNQN

= ~ 2,402 - 10* N/m. 21
C=aTA, 2 /m (21

Damit betragen die beiden Eigenfrequenzen:

wo 1 2c\q
E - Z nmy
_we 1 2¢A\,
2 2n\ my

~ 10,96 Hz,
(22)

~20,87Hz.

Der Abstand zur ersten Erregerharmonischen (fy = Qy/27 = 16,67 Hz) und zur
zweiten (2fy ~ 33,33 Hz) ist also gewihrleistet, so dass keine grolen Ausschlédge bei
Betriebsdrehzahl zu erwarten sind.

Zu 5):

Ausgehend von (12) lauten mit (9) die Bewegungsgleichungen der erzwungenen
Schwingungen (Division durch my bereits erfolgt)

K
2

Mg+ _Cc*q = —f r@* Z K ay cos(kQr) . (23)
My =1

Da hier der Diampfungseinfluss unberiicksichtigt bleibt (vgl. Aufgabenstellung),
geniigt fiir die stationdren Schwingungen der Ansatz

K K
g =r Z ApcoskQn) = () = —r@? Z Ay cos(kQr) . 24)
k=1 k=1

Einsetzen in (23) mit anschliefendem Koeffizientenvergleich bei den Zeitfunktio-
nen cos(kQr) ergibt nach Division durch Q? fiir jedes k = 1,2,...,K ein lineares
inhomogenes Gleichungssystem (K = 4 ist ausreichend, vgl. Punkt 2):

2
( ¢ ¢ - kzM*)Ak = Raf*, k=1,2,4. (25)

mNQ2

Auf den Fall fiir k = 3 kann verzichtet werden, da a3 = 0 ist und somit auch A3 =0
wird. Bei Nutzung des Abstimmungsverhiltnisses

n=9Q/~2c/my (26)

liefert das Auflosen von (25) die Koeffizienten des Losungsansatzes:

-1
Ay :Ak(n)z—ak( C*—M*) f* k=1,2,4. 27)

L
(kn)?
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Fiir die Schwingbeschleunigung am Handauflagepunkt gilt wegen kleiner Schwing-
winkel die Beziehung

. l
Vu = Vs — o = ¢\ - iéz
(28)

2 < I
= > (Alk(n) - §A2k<n>) K cos(ker).

Der Effektivwert einer periodischen Funktion ist nichts anderes als deren quadrati-
scher Mittelwert iiber eine Periode, d. h. es gilt:

2n 4 2
R O L u
Yu() = o fyH(Tl, p)dp =rn - J 5 kz_; k4(A1k(77) l3A2k(77)) (29)
=0 B

Den Verlauf von (1) zeigt Bild 5, allerdings iiber der Drehzahl im geforderten
Bereich dargestellt. Speziell fiir die Nenndrehzahl ny = 1000 min~! (nv = 0,107)
ergibt sich

Yu(p =ny) ~ 0,766 m/s> . (30)

Die im dargestellten Drehzahlbereich sichtbaren Resonanzspitzen sind erklirbar,
wenn die moglichen Resonanzdrehzahlen

i /H
(fl/k 2) min™'; i=1,2 k=124 31

NiRes = 60 -

ermittelt werden. Danach ist die Spitze bei n ~ 626 min~! auf eine Ubereinstim-
mung der zweiten Erregerharmonischen mit der zweiten Eigenfrequenz (i = k = 2),

Yu
m/s?

20T

101

130 1400
n/min’!

500 600 700 800 900 1000 1100 1200

Bild 5: Effektivwert der Schwingbeschleunigung von Punkt H iiber der Drehzahl
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diejenige bei n ~ 658 min~! auf eine Resonanz der ersten Harmonischen mit der
ersten (i = k = 1) und die Spitze bei n = 1252 min~' auf eine solche mit der zwei-
ten Eigenfrequenz (i = 2, k = 1) zuriickzufiihren. Alle diese Resonanzen liegen
geniigend weit von der Nenndrehzahl entfernt. Beim Hochlauf miissen diese nur
schnell genug durchfahren werden, damit sie sich nicht ausprigen kénnen. Die bei
realen Schwingungsisolatoren immer vorhandene Ddmpfung bewirkt, dass auch die
Resonanzamplituden endlich bleiben.

Bei einem auf gleiche Federn aufgestellten Starrkorper (ebenes Problem mit
zwei Freiheitsgraden) kann deren Steifigkeit so gewéhlt werden, dass keine
der beiden Eigenfrequenzen mit einer der Erregerharmonischen bei Nenn-
drehzahl zusammenfillt. Fiir die Beurteilung der auftretenden Schwingbe-
schleunigungen miissen die erzwungenen Schwingungen berechnet werden.
Dabei kann auBlerhalb von Resonanzen auf die Didmpfung verzichtet wer-
den.

Weiterfiihrende Literatur

[17] DIN EN ISO 5349-1: Messung und Bewertung der Einwirkungen von Schwin-
gungen auf das Hand-Arm-System des Menschen. Norm.

[91] VDI 2057 1-4: Einwirkung mechanischer Schwingungen auf den Menschen.
Beuth-Verlag. Norm.
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3.3 Schwingungsisolierte Aufstellung eines
Steuerschrankes

Fiir eine Reihe schwingungsempfindlicher Objekte, wie z. B. Messger:iite,
Laser, Prizisionsmaschinen oder Versuchseinrichtungen, ist eine schwin-
gungsisolierte Aufstellung erforderlich, um sie vor Erschiitterungen und
Schwingungen des Aufstellortes zu schiitzen. *

Der Steuerschrank einer Werkzeugmaschine soll schwingungsisoliert auf einer Ge-
schossdecke aufgestellt werden, vgl. Bild 1. Die Deckenschwingungen werden durch
einen nicht ausgewuchteten Motor harmonisch erregt. Am Aufstellort des Schran-
kes wurde eine Amplitude § in vertikaler Richtung gemessen. Die Amplitude der
vertikalen Bewegung des Schrankes darf hochstens ein Zehntel dieses Wertes be-
tragen. Es ist vorgesehen, als Schwingungsisolatoren vier symmetrisch angeordnete
Schraubenfedern einzusetzen.

Steuerschrank L —m
Motor
x(ti
@‘) —— Schwingungsisolatoren c
—
N s(t)
Geschossdecke

Bild 1: Schematische Darstellung der Aufstellung (links) und Berechnungsmodell

(rechts)
Gegeben:
m =310kg Masse des Steuerschrankes
n =980min~! konstante Drehzahl des Motors
§ =20um gemessene Amplitude der Deckenschwingung
Gesucht:

Steifigkeit ¢y eines Schwingungsisolators fiir die Forderung £ < 0,15 = 2 um

Lésung:

Es wird von der Bewegungsgleichung fiir die Koordinate x ausgegangen, die iiber
das Kriftegleichgewicht an der freigeschnittenen Masse gewonnen wird:

mi+cx—s)=0. (D

*Autor: Jorg-Henry Schwabe, Quelle [20, Aufgabe 13]
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Die Bewegung s(f) der Geschossdecke wird von einem unwuchtigen Motor mit der
Drehzahl n verursacht, so dass im stationiren Betriebszustand

s(f) = §sin Q¢ (2)
gilt, wobei die Erregerkreisfrequenz den Wert

Q= =102,657" 3)

n
—_

"60s/min
hat. Umstellen von Gleichung (1) und Einsetzen von s(¢) aus (2) ergibt die Bewe-
gungsgleichung

mx + cx = c§sin Qt, 4)

die der Bewegungsgleichung eines ungeddmpften Schwingers mit einem Freiheits-
grad und Stiitzenerregung entspricht. Die Bewegungsamplitude der stationéren er-
zwungenen Schwingung ergibt sich damit zu

m#1) ®)

x=3

1 —n?

mit dem Abstimmungsverhiltnis

— (©6)
wo

und der Eigenkreisfrequenz

Wy = \/% (7)

Die Forderung x < 0,15 in Gleichung (5) eingesetzt ergibt die Ungleichung

<0,1 ®)

‘ -7
die durch die zwei Losungen
n < -9; > 11 9)

erfiillt werden wiirde. Da fiir das Abstimmungsverhiltnis nur positive reelle Werte
sinnvoll sind, scheidet die Losung 7, aus. Aus der verbleibenden Losung

@ m
B==="1 (10)
a)o c

folgt fiir die Steifigkeit

QZ
c<’”1_1. (11)
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Mit der Aufteilung auf vier parallel wirkende Einzelfedern mit der Steifigkeit ¢,
sind Einzelfedern mit
me?

1
¢f < 3 ~ T42KN/m (12)

zu wihlen. Da es sich hierbei um sehr weiche Federn handelt, ist in jedem Fall zu
priifen, ob bei den zum Einsatz kommenden Schraubenfedern die statische Einfe-
derung infolge des Eigengewichtes des Steuerschrankes den zuldssigen Wert nicht
iberschreitet. Im vorliegenden Fall ist

x| = 28 5 10,25 mm. (13)
Cc

Zudem sollte die Kippsicherheit in Abhiingigkeit der Federanordnung gepriift wer-
den.

Zur Auslegung von Schwingungsisolierungen stehen auch spezielle Programmsyste-
me zur Verfiigung (siehe z. B. [12]).

Passiv zu isolierende Systeme werden meist tief abgestimmt aufgestellt, was
jedoch relativ weiche Federn erfordert. Neben Stahlschraubenfedern kon-
nen auch Gummifedern oder Luftfedern zum Einsatz kommen. Fiir be-
sonders anspruchsvolle Objekte werden zudem aktive Systeme zur Schwin-
gungsisolierung genutzt.

Weiterfiihrende Literatur

[12] Blochwitz, T., S. Bittner, U. Schreiber und A. Uhlig: ISOMAG 2.0 - Software
fiir optimale Schwingungsisolierung von Maschinen und Gerdten. 1. Auflage.
Dortmund: Bundesanstalt fiir Arbeitsschutz und Arbeitsmedizin, 2013.
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3.4 Federung fur konstante Eigenfrequenz

Von einer Firma werden zur Aufstellung von periodisch erregten Maschi-
nen neuartige elastische Matten angeboten mit der Beschreibung, dass alle
darauf aufgestellten Maschinen eine bestimmte Eigenfrequenz haben, die
unabhéingig von der aufgestellten Maschinenmasse ist. Es soll gepriift wer-
den, ob diese Behauptung berechtigt ist und unter welchen Bedingungen sie
erfiillt werden konnte, da sich beim linearen Einfachschwinger die Eigen-
frequenz mit der Masse éndert. *

Das Berechnungsmodell eines Einfachschwingers, der nur durch sein Eigengewicht
die Federung belastet, stellt Bild 1 dar.

gt

nichtlineare

[~
clx) <7
>/ Federung
<

Bild 1: Modell des nichtlinearen Schwingers

Fiir diesen Schwinger soll eine Federkennlinie berechnet werden, die unter der
Voraussetzung kleiner Schwingungen um die statische Gleichgewichtslage eine
Eigenfrequenz hat, die unabhéngig von der Grofe der schwingenden Masse m ist.

Gegeben:

Bewegungsgleichung des nichtlinearen Schwingers: mX + F(x) = mg
f geforderte Eigenfrequenz
m Masse der Maschine
Fy Vorspannkraft beim Federweg x;

x; =100 mm Durchsenkung infolge der Vorspannkraft
g =9.81m/s’> Fallbeschleunigung

Gesucht:

1) Beziehung zwischen der Federkennlinie F(x) und der Eigenfrequenz des ein-
fachen Feder-Masse-Systems

2) Differentialgleichung zur Berechnung der Federkennlinie F(x)

3) Losung der Differentialgleichung und Herleitung einer Formel zur Berechnung
der Federkennlinie F(x) als Funktion von f, Fy und g

*Autor: Hans Dresig, Quelle [20, Aufgabe 15]
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4) Bewegungsgleichung fiir kleine Schwingungen um die statische Ruhelage x;

5) Spezielle Federkennlinie fiir die Eigenfrequenz f = 6 Hz bei einer statischen
Auslenkung von x; = 10 mm bei der Vorspannkraft F', = 1 kN

6) Skizze der Federkennlinien fiir f = 4 Hz, 6 Hz und § Hz

Lésung:
Zul):

Eine einfache Uberlegung fiihrt zu der Schlussfolgerung, dass eine Eigenfrequenz mit
zunehmender Masse nur dann konstant bleiben kann, wenn sich die Federkonstante
proportional der Masse dndert. Bei einer nichtlinearen Federkennlinie kann bei klei-
nen Auslenkungen um die statische Gleichgewichtslage eine lokale Federkonstante
durch die Linearisierung der nichtlinearen Kennlinie ermittelt werden:

dF
c(x) = e (1)

Damit folgt die Eigenfrequenz dieses linearen Schwingers mit einem Freiheitsgrad
bei kleinen Schwingungen um die Stelle x aus
c(x)
W’ = Q2nf)F = == 2)
m

Bild 2 zeigt den prinzipiellen Verlauf, den eine solche nichtlineare Kennlinie hat.
Sie driickt aus, dass die Federsteifigkeit c(x), welche der Steigung der Kraft-Weg-
Kennlinie proportional ist, mit dem Federweg x zunehmen muss.

=mg

—
3
<

L F(x)

Federkraft F

clx)= a*

0 X e
Federweg x

Bild 2: Zur Beschreibung der nichtlinearen Kennlinie

Zu2):

Die Masse ist proportional der belastenden Kraft:

m=Flg. (3)
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Aus der Kombination von (1), (2) und (3) folgt die Differentialgleichung
dF  Qnf)?

F g

dx. “4)

Zu 3):

Die allgemeine Losung der Integtrale

f F f(znf)z
— = dx
F g

liefert die Beziehung zwischen Federkraft F und Federweg x

Qnf)

InF =

x+Cy. ®)

Die Integrationskonstante C; wird aus der Bedingung bestimmt, dass bei x; die
Vorspannkraft F, in der Feder vorhanden ist:

2 2
mFy =20 v, (6)
g
Einsetzen von Cj in (5) ergibt nach kurzer Umformung
2 2
InF —1InFy = In(F/Fy) = - ’;f) (x=x1). 7
Durch Auflésung nach F ergibt sich die gesuchte Abhingigkeit der Federkraft:
[ 27 f)?
F(x) = Fyexp %(x—xl)] . (8)
Bei x = 0 muss demzufolge bereits eine Vorspannkraft
Oty
F(0) = Fyexp —( ng) xl} 9)

vorhanden sein. Die gewiinschten Eigenschaften so einer Kennlinie gelten also nur
oberhalb dieser Mindestbelastung.

Die Differentiation nach x liefert gema$ (1) die lokale Federkonstante, die unabhén-
gig von der Masse m ist:

2 [ 2
o(x) = FV(Zﬂf) exp @nf)
g g

(x—x )] . (10)
Bei x = 0 betriigt die Federkonstante

@nf)? @nf)? ]
X1 -
g g

c(0)=Fy exp |- (11)
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d. h. die verinderliche Federkonstante ldsst sich auch in folgender Form ausdriicken:

@nf)? ]
X|.
g

¢() = ¢(0) exp [ (12)

Die Federkennlinie folgt aus einer Exponentialfunktion, wobei die konkrete Steifig-
keit davon abhéngt, welche Eigenfrequenz das Feder-Masse-System haben soll.

Zu4d):

Wird eine Masse m auf eine Feder mit der berechneten Kennlinie gelegt, so folgt
deren statische Durchsenkung x; aus (8)

@nf)?
g

F(xg) = Fy exp [ (X = m)] : 13)

Nach kurzen Umformungen ergibt sich daraus

Lme
(27Tf )2 'F v

Fiir kleine Schwingungen um diese statische Gleichgewichtslage ergibt sich unter
Benutzung von (13) die Federkonstante aus (10) zu

e [(2ﬂf)2
g g

(14)

Xgt = X1 +

C(xst) =F

(X — xl)} = mQnf) . (15)

Dies bestitigt (2), d. h. die gefundene Kennlinie (8) hat die gewiinschte Eigenschaft.
Die Bewegungsgleichung fiir kleine Schwingungen um die statische Ruhelage lautet,
wenn mit Ax = x — x, die Auslenkung aus der Ruhelage bezeichnet wird:

mAX + c(xg;)Ax =0. (16)

Zu 5):

Mit den Zahlenwerten der Aufgabenstellung ergibt sich fiir f = 6 Hzund x; = 0,0l m
mit den Zwischenergebnissen

2
x —(27:; ) 1449 (17)

aus (8) der Verlauf der Federkraft als Zahlenwertgleichung

Flo) =1 -exp[ , xl]kN. (18)

X1

Zu 6):

Bild 3 illustriert den Verlauf der Federkennlinie fiir drei Zahlenbeispiele.
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8000

6000}

FinN

4000}

2000f

X inmm
Bild 3: Federkennlinien fiir die angegebenen Frequenzen

Zusammenfassung

Bei Maschinen und Anlagen, deren schwingende Masse von der jeweili-
gen Beladung abhiingt (z. B. Fahrzeuge, Schwingforderer, Miihlen, Aufwi-
ckelzylinder von Textilien oder Papier) wird oft eine von der Beladung un-
abhiingige Eigenfrequenz gewiinscht, weil z.B. an die Schwingungsisolie-
rung bestimmte Forderungen gestellt werden. Die oben angegebene theo-
retische Losung einer exponentiell zunehmenden Federsteifigkeit léisst sich
durch Mechanismen oder stoffliche Nichtlinearititen realisieren, wenn z.B.
mit Kurven- oder Koppelgetrieben lineare Federn so kombiniert werden,
dass dieser ideale exponentielle Verlauf angenéihert wird. Das Materialver-
halten von speziellen Luftfedern, Gummifedern oder Gummimatten kann
einer solchen nichtlinearen Kennlinie niherungsweise im Betriebsbereich
entsprechen.

Weiterfiihrende Literatur

[48] Kluth, O.: ,,Elastomere und Luftfedern als Isolationselemente fiir Fundament-
lagerungen®. In: VDI-Berichte (1993) Nr. 1082, S. 157-177.
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3.5 Doppelte Schwingungsisolierung

Die Schwingungsisolierung verlangt eine geeignete Abstimmung der Eigen-
frequenzen des aufgestellten Objektes gegeniiber den Erregerfrequenzen.
Durch Variation von Steifigkeits- und Trigheitseigenschaften lassen sich die
Eigenfrequenzen dieses Systems gezielt beeinflussen. Wihrend die Aufstell-
elemente Einfluss auf die Steifigkeit nehmen, lassen sich die Trigheitsei-
genschaften iiber das Fundament beeinflussen. Fiihrt die einfache Schwin-
gungsisolierung nicht zum Ziel, lasst sich durch Zwischenfiigen eines elas-
tisch aufgestellten Fundaments, der sogenannten doppelten Isolierung, der
Isoliergrad verbessern. *

In Aufgabe 3.3 wurde bereits die einfache Schwingungsisolierung mit dem Mini-
malmodell des Schwingers mit einem Freiheitsgrad behandelt. Bei der doppelten
Schwingungsisolierung erfolgt die Aufstellung der starren Maschine elastisch auf
einem elastisch gegeniiber der Umgebung gelagerten Fundament (weiterer Starrkor-
per). Mit dieser Aufgabe soll diskutiert werden, welche erweiterten Moglichkeiten
die doppelte Schwingungsisolierung gegeniiber der einfachen aufweist und wie deren
Auslegung zu erfolgen hat [12].

Als Minimalmodell fiir die doppelte Schwingungsisolierung kann der Schwinger mit
zwei Freiheitsgraden (vgl. Bild 1) angesehen werden. Seine Freiheitsgrade sind zwei
Verschiebungen in einer Richtung (x; und x;).

f ‘F[t]
x1C1 l ™ ,
Y

Bild 1: Minimalmodell fiir die doppelte Schwingungsisolierung, krafterregter
Schwinger mit zwei Freiheitsgraden

Wird unter den Objekten mit dem Index 1 die bisherige Anordnung der schwingungs-
isolierten Aufstellung gemdf Aufgabe 3.3 verstanden, so stellen die Objekte mit dem
Index 2 das Zwischenfundament und dessen elastische Lagerung dar. Im Gegensatz
zu Aufgabe 3.3 ist hier jedoch der Schwinger mit einer von der Zeit ¢ abhingigen
Kraft F(¢) erregt. Das Modell des krafterregten Schwingers wird verwendet, wenn
die Umgebung vor Erregungen zu schiitzen ist, die vom aufzustellenden Objekt
ausgehen.

*Autor: Uwe Schreiber
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Gegeben:
m Masse des schwingungsisoliert aufzustellenden Objektes
my Masse des Fundamentsblocks
c Federsteifigkeit der Isolatoren direkt unter dem aufzustel-
lenden Objekt (d. h. zwischen Maschine und Fundament)
c Federsteifigkeit der Isolatoren unter dem Fundament
b1, by Diampfungskonstanten der Isolatoren, in der weiteren

Rechnung vernachlissigt
Fiir die Zahlenrechnung:
my/m; = 10 das Verhiltnis der Massen
cfcy =5 das Verhiltnis der Steifigkeiten

Gesucht:
1) Eigenfrequenzen als Funktion der Massen- und Steifigkeitsverhiltnisse

2) Ubertragungs- und VergroBerungsfunktion als Funktion der Massen- und Stei-
figkeitsverhiltnisse allgemein

3) Vergleich der Eigenfrequenzen mit denen des Schwingers mit einem Freiheits-
grad

4) Ubertragungs- und VergroBerungsfunktion als Funktion der Massen- und Stei-
figkeitsverhiltnisse fiir die gegebenen Parameterwerte

Lésung:
Zu 1):

Das Modell verfiigt tiber zwei Eigenfrequenzen. Die Formel zur Berechnung der
Eigenkreisfrequenzen des gefesselten Zweimassenschwingers gemaf Bild 1 lautet

(vel. [25])

D

1 ci(my +mo) + 1 ci(my +mo) + :
2 _ _C1 mp + nmp Comy - _Cl mp + nmp Comy _ C1C2
12 2 mymy 2 mpmy mipmy

Mit den Steifigkeits- und Massenverhéltnissen ¢ bzw. my. sowie der Eigenkreisfre-

quenz des Schwingers mit einem Freiheitsgrad w;g,
(&) my 2 C1
Crel = —, Mp=—, und Wigg = — )
C1 mi mi

ergeben sich die Eigenkreisfrequenzen des Schwingers mit zwei Freiheitsgraden w »
bezogen auf die des Schwingers mit einem Freiheitsgrad gemiB (3):

eig 1 1 e 1 1 e : Te
%:féz —(1+ +Cl)¢\/—(1+ +Cl)—cl. 3)
Wifg h fg 2 Meel  Myel 4 Myel  Niye] Mye]
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Zu 2):

Die Ubertragungsfunktion folgt aus den Differentialgleichungen fiir den Schwinger
mit zwei Freiheitsgraden gemél Bild 1. Unter Vernachldssigung der Dampfungskon-
stanten b; und b, lauten sie

m X + cl(xl —x)=F und

" “)
moXy + caxy —c1(x; —x) =0.
Bei harmonischer Erregung kann fiir die Kraft ' geschrieben werden:
F=F@) = FsinQr. ®)

F ist dabei die Amplitude der Kraft, Q die Kreisfrequenz ihrer zeitlichen Anderung.
Zur Losung ist nach [25] der Ubergang auf komplexe GroBen sinnvoll. Sie werden im
Folgenden mit ,,” *“ gekennzeichnet. Mit der EuLERschen Zahl e und der imaginiren
Einheit j ergibt sich

F = Fel 99 = felv . el = [ . eI (6)

Gleichung (5) ist in (6) als Imaginirteil enthalten. Die Einfiihrung des Winkels ¢
ermoglicht die Beriicksichtigung verschiedener Phasenlagen sowie die phasenge-
rechte Uberlagerung der ErgebnisgroBen. Fiir die Schwingungsisolierung ist der
eingeschwungene bzw. stationdre Zustand, bei dem die Schwingung in der Erreger-
frequenz erfolgt, von Interesse. Deshalb wird fiir x; (k = 1, 2) der Gleichtaktansatz
gewdhlt:

=%, (7)
Zweimaliges Differenzieren von (7) nach der Zeit liefert

; ®)

F=—-QPF e =X. e, 9)

Werden in Gleichung (4) der Ansatz fiir die Kraft (6) und fiir die Verschiebungen x;
und x; (7) sowie deren Ableitungen gemal (8) und (9) eingesetzt, ergibt sich nach
einigen Umformungen fiir x;:

1 F
Xy = . . 10
2 1—%‘(22 Cl+C2—ﬁ—anQ2 ( )
<l

Die Kraft auf den Boden ergibt sich fiir den ungeddmpften Schwinger mit zwei
Freiheitsgraden zu

FB:C2-22. (11)
Mit den Abkiirzungen (2) und
Q

n=— (12)
Wifg
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ergibt sich die Ubertragungsfunktion

Crel
— . 13
TP + e —ma ) =1 (13)

'111|;1‘

DieVergroBerungsfunktion ist schlieBlich der Betrag der Ubertragungsfunktion:

Crel

V= .
(1= + crea = mer ) — 1

(14)

Zu 3):
Der Zusammenhang (3) ist in Bild 2 grafisch dargestellt. Er ist auch in [44] zu finden.

2.5 T T .
my/m=1 .
my/m;=2 e
2 oee®
. mym=4 [_.-"
L5 e e
R S L -
= L .- my/m;=10 |
&S Lo -~ B
Py
1 ‘
B RERTICHETO, et —
m2/mi=1 -0 e =7 — | mym=10 |
T _—]
0.5 -~
0

Cra = C2/Cy

Bild 2: Eigenfrequenzen des gefesselten Zweimassenschwingers, auf Frequenz
und Parameter des Einmassenschwingers bezogen, aus [12]

Die Gerade feg/fire = 1 in Bild 2 markiert die Eigenfrequenz des Schwingers
mit einem Freiheitsgrad (einfache Schwingungsisolierung). Interessant ist, dass der
Schwinger mit zwei Freiheitsgraden (doppelte Schwingungsisolierung) sowohl eine
Eigenfrequenz unter als auch iiber dieser Frequenz hat. Die urspriingliche Frequenz
wird sozusagen in zwei Frequenzen aufgespalten — in eine darunter- und eine dar-
iiberliegende. Dieses Phinomen ist unter anderem in [25] ausfiihrlich dargestellt.

Fiir eine tiefe Abstimmung sollte die Kurve fiir die hohere Eigenfrequenz in Bild 2
moglichst nahe an der Geraden feiq/ fire = 1 liegen. Das ist fiir groB3e m,/m; und
kleine c¢;/c; der Fall. Damit muss die Fundamentmasse moglichst grof3 sein (etwa
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die zehnfache Maschinenmasse). Die Steifigkeit der Federelemente unter dem Fun-
dament sollte nicht wesentlich groBer als die der unter der Maschine befindlichen
sein.

Zu4d):

In Bild 3 ist die VergroBerungsfunktion (14) fiir die gegebenen Parameterwerte iiber
dem Abstimmverhéltnis i dargestellt. Zum Vergleich ist die VergroBBerungsfunk-
tion des ddmpfungsfreien Schwingers mit einem Freiheitsgrad (vgl. Aufgabe 3.3)
ebenfalls eingetragen.

6 T T T T
L 5 Mye] = mg/ml =10 —
z Cel = C/C; = 5
) L _
i 4
[=) ] .
=] 3 ; Einmassen- -
&n schwinger
§ 2 Zweimassen- m
b schwinger
21
>

I |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

n= Q/(leg

Bild 3: VergroBerungsfunktion des Schwingers mit zwei Freiheitsgraden im Ver-
gleich zum Schwinger mit einem Freiheitsgrad fiir tiefe Abstimmung aus
(12]

Wie schon bei Bild 2 diskutiert, zeigt auch Bild 3 anhand der Uberhbhungen, dass
aus der urspriinglich einen Eigenfrequenz des Einmassenschwingers zwei geworden
sind, wobei die hohere Frequenz des Zweimassenschwingers iiber der des Einmas-
senschwingers liegt.

Gleichfalls zeigt Bild 3, dass die Vergroerungsfunktion des Zweimassenschwingers
nach Durchschreiten der Resonanzstellen (besonders der zweiten) stirker als die des
Einmassenschwingers abfillt. Diese Tatsache wird bei doppelter Schwingungsiso-
lierung und tiefer Abstimmung genutzt. Es lésst sich bei gleichem 7 ein groferer
Isolationsgrad erzielen bzw. ein gewiinschter Isolationsgrad bei geringerem Abstand
zur Resonanzstelle erreichen. Aullerdem zeigt Bild 3, dass die Verbesserung der
Isolierwirkung per doppelter Schwingungsisolierung und tiefer Abstimmung nur in
einem sehr engen Parameterbereich zum Erfolg fiihrt. Ein Absenken der Eigenfre-
quenz der Aufstellung durch die doppelte Schwingungsisolierung ist nicht moglich.
Es kann nur der Isolationsgrad verbessert werden.

Eine weitere Variante stellt die gemischte Abstimmung dar (vgl. [12] bzw. Auf-
gabe 3.7). Dabei soll ein moglichst groer Drehzahlbereich rechts und links der
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Erregerfrequenz frei von Eigenfrequenzen sein. Eine moglichst niedrige erste Eigen-
frequenz erfordert ein kleines c¢y.j. Das Verhiltnis der Massen sollte fiir die gemischte
Abstimmung klein sein.

Die doppelte Schwingungsisolierung kann Vorteile in einem schmalen Pa-
rameterbereich bringen. Sie erfordert eine sorgfiltige Auslegung der Auf-
stellung. Da sie auch mit hoheren Kosten verbunden ist, sollte zunéichst die
einfache Schwingungsisolierung angestrebt werden. Fiihrt diese nicht zum
Ziel, sind die Moglichkeiten der doppelten Schwingungsisolierung zu prii-
fen.

Weiterfiihrende Literatur

[12] Blochwitz, T., S. Bittner, U. Schreiber und A. Uhlig: ISOMAG 2.0 - Software
fiir optimale Schwingungsisolierung von Maschinen und Gerditen. 1. Auflage.
Dortmund: Bundesanstalt fiir Arbeitsschutz und Arbeitsmedizin, 2013.

[44] Jorn, R. und G. Lang: Schwingungsisolierung mittels Gummifederelementen.
Fortschritt-Berichte VDI Zeitschrift, Reih 11 6. Diisseldorf: VDI-Verlag, 1968.
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3.6 Laufkatze stoBt gegen Puffer

Um Gefahren fiir das Bedienpersonal, die Maschine und die Umgebung zu
vermeiden, sind bei Laufkatzen und Kranen Sicherheitseinrichtungen an-
geordnet, wie z. B. Endschalter, um die Fahrwege zu begrenzen. Zusitzlich
muss das Uberfahren der Fahrbahnenden durch Puffer verhindert und die
StoBkraft beim Aufprall begrenzt werden. Es soll der Fall untersucht wer-
den, wenn eine Laufkatze mit angehéingter Last gegen einen Puffer fihrt.

‘mK

m

Bild 1: Bezeichnungen fiir das Modell ,,Laufkatze mit Lastpendel*

Gegeben:

mg = 1000kg Eigenmasse der Laufkatze
m = 1000 kg Masse der angehidngten Last
L=4m Pendellidnge
¢ =25MN/m Federkonstante der Pufferfeder
vo =0,5m/s Fahrgeschwindigkeit der Laufkatze beim Aufprall
¢o =0,1rad maximaler Pendelwinkel zu Beginn

Gesucht:

1) Herleitung der Bewegungsgleichungen mit Hilfe der LaGraNGEschen Glei-
chungen 2. Art

2) Eigenfrequenzen und Amplitudenverhiltnisse
3) Verlauf der Pufferkraft

4) Abschitzung der maximalen Pufferkraft mit Hilfe des Energiesatzes

*Autor: Hans Dresig
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Lésung:
Zul):

Als Koordinaten werden der Weg x der Laufkatze und der Pendelwinkel ¢ benutzt,
vgl. Bild 1. Links ist die Anfangsstellung gezeigt, wihrend rechts eine allgemeine
Lage mit zusammengedriickter Pufferfeder und dem momentanen Pendelwinkel der
Last dargestellt ist. In dem rechts dargestellten Zustand betrédgt die kinetische Energie
der Massen der Laufkatze und der pendelnden Last:

1 1
Wiin = mii® + >m (i, + 57,

2 2 1
| | ey
= me)'cz + Em [()'c + L cos ) + (L sin <p)2] .
Potentielle Energie speichert die Pufferfeder und das ausgelenkte Lastpendel:
1
Wpot = Ecx2 +mgL(l —cosyp). 2)
Eine Linearisierung ist fiir kleine Winkel |¢| < 1 zuldssig. Dafiir gilt
= 3y. o1, 4
sing =@+ O0(¢”); cosg =1 7% + O0(¢"). 3)

Die Landau-Notation O(¢") besagt, dass der Betrag des Approximationsfehlers
kleiner als eine Konstante mal ¢" nahe bei null ist. Bei Energiebeziehungen muss
immer der quadratische Term mitgenommen werden, wenn bei den Kraftbeziehungen
linearisiert werden soll.

Damit ergibt sich die LAGrRANGE-Funktion in quadratischer Nidherung zu

L:Wkin_Wpot
—1( +m)x* + Lig+ 1mi2g? - Loz = Liner 2 @
= 5lmg +m)i” + mLig + SmL°¢" — Sex” — omgly™.

Aus ihr folgen die Bewegungsgleichungen:
d (oL oL
d—t(a)—az(mK+m)5é+mL¢+cx=0, 5)
d (oL oL )
—| =]~ = =mLi+mL*$ +mgLg =0. 6
dt(a¢) dp Lt ml7§ + mely (6)

Die erste Gleichung beschreibt, dass sich die Kraft in der Pufferfeder mit den Mas-
senkriften von Laufkatze und Pendelmasse im Gleichgewicht befindet, wéhrend die
zweite Gleichung das Momentengleichgewicht um den Aufhidngepunkt des Lastpen-
dels ausdriickt.

Zu 2):
Die allgemeine Losung wird mit den Ansétzen

x = Aexp(jwr); ¥ = —w’x; xp = Lo = Bexp(jwt); ¥, = Lp = -w’Ly  (7)
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gesucht, womit sich nach dem Einsetzen in (5) und (6) und Division durch mgL bzw.
mL die beiden Gleichungen

[—A(l + 2 o2y Ai] exp(jwr) = 0, (8)
mg mg mg
[—sz — Bw® + B% exp(jwt) =0 ©))

ergeben. Als Abkiirzungen werden die Eigenkreisfrequenz wp des an einem Fixpunkt
aufgehéngten Lastpendels, des Feder-Masse-Systems ohne Pendel (w() und das
Massenverhiltnis u eingefiihrt. Die Zahlenwerte des speziellen Beispiels sind:

W= 22450557 Wi=—— =255 pu=-—=1. (10)
L mg mg

Damit folgt aus (8) und (9), weil immer exp(jwt) # 0 gilt, zunichst das homogene
lineare Gleichungssystem fiir A und B

Alwf - (1 + pw?| - pBw’ = 0, (11)
~Aw* + B(ws — w*) =0 (12)

und daraus das Amplitudenverhiltnis

A .

3 = 3 2 = Ki, i=1,2. (13)

(B) _u)%—(l+,u)(ui2 w;
P Hw; wp — W;

Die Quotienten lassen sich zu einer quadratischen Gleichung fiir u)iz umformen. Diese
konnte auch aus dem Nullsetzen der Koeffizienten-Determinante des Gleichungssys-
tems (11) und (12) gewonnen werden:

(a)iz)2 - w% [wé +(1 +,u)w%] + w%wé =0. (14)

Thre Wurzeln sind die beiden Eigenkreisfrequenzen

1 2
W, = E(wg + (1 +pwd F \/[wg + (1 +mwy| - dwdal | (15)

Fiir die speziellen Parameterwerte ergibt sich a)% =2,214s2 und w% =27,69572. Die
beiden Eigenfrequenzen f; = w;/(2n) = 0,237 Hz und f; = w,/(27) = 0,836 Hz sind
in der Néhe der Pendelfrequenz und der Eigenfrequenz des Feder-Masse-Systems.
Thnen entsprechen die Amplitudenverhéltnisse x; = 9,29 und k, = —1,10.

Zu 3):
Die allgemeinen Losungen der Differentialgleichungen (5) und (6) lauten

x(t) = Ay coswit + Ay sinwqt + Az Cos wyt + Ay sin wyt (16)

xp(t) = By coswit + By sinwit + B3 cos wat + By sin wot . 17
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Zur Elimination der By wird das aus (13) bekannte Amplitudenverhiltnis bei beiden
Eigenformen benutzt, so dass (17) nun lautet

xp(t) = k(A coswit + Ay sinwit) + k2(A3 coS wyt + Ay sinwyt) . (18)
Die Geschwindigkeiten sind demzufolge
X(t) = —Ajw; sinwit + Arwq cos wit — Azw, SN wot + Agwr COS Wat (19)
Xp(t) = —k1(Ajw; sinwi1—Asw; cos wit) — Kk (Azws Sin wrt—A4w; COS W) .
(20

Die spezielle Losung muss die Anfangsbedingungen erfiillen, welche den Zustand
zum Zeitpunkt des AnstoBens der Laufkatze an den Puffer erfassen. Dabei hat die
Masse der Laufkatze die Geschwindigkeit v, und das Pendel kann einen Anfangs-
ausschlag ¢y haben. Aus (16) bis (20) folgt fiir = 0:

x(O)=A1+A3:O, (21)
xXp(0) = k1AL + k2A3 = Loy = 0,4m, (22)
X(0) = w1Ay + wrAy = vy =0,5m/s, (23)
XP(O) = KlWiAy + K20)2A4 =0. (24)
Aus diesen vier Gleichungen lassen sich die Koeffizienten A; bis A4 bestimmen:
Ay = —A;3 = Loo/(k; — k) = 0,0385m, (25)
Ay=——2%2  _ _003549m, (26)
(k1 = K2)wy
VoK1
Ay = ——— =0,08498 m. 27)
(K1 = K2)wo

Die Pufferkraft ergibt sich nach dem Einsetzen der Ay

F=cx=

c LN LS
(cho(cos W11—COS Wat) + Vo[ —— sin w i+ — sin wzt)) . (28)
K1 —K2 w1 w)

Mit den speziellen Parameterwerten ist

F = (963(cos wit — cos wyt) — 887 sinwt + 2125 sin w,t) N.. 29)

Der maximale Pendelwinkel erhoht sich auf etwa ¢« = 0,15 rad und erfiillt damit
noch die bei der Linearisierung getroffene Voraussetzung fiir kleine Winkel.

I A N R A A B

Pufferkraft F in N

Zeittin s

Bild 2: Verlauf der Pufferkraft geméal (29)



158 3 Fundamentierung und Schwingungsisolierung

Der in Bild 2 gezeigte Verlauf darf nicht im gesamten gezeigten Zeitbereich akzeptiert
werden. Er wiirde nur zustande kommen, wenn die Pufferfeder im stdndigen Kontakt
mit der Masse mg der Laufkatze bliebe. Die Pufferkraft steigt auf einen Maximalwert
von ca. 2500 N an, aber sie wird nach etwa " = 0,7 s bereits null, d.h. die Laufkatze
prallt zuriick. Von diesem Zeitpunkt an gilt (32) und damit der Verlauf gemif (29)
nicht mehr, weil der Kontakt mit der Feder bei x < 0 verloren geht.

Zu 4):

Die maximal mogliche Pufferkraft kann mit einer Energiebilanz abgeschitzt werden:
Die in der Pufferfeder gespeicherte potentielle Energie kann hochstens so grof} sein,
wie die gesamte Energie, die dem System (auf Grund der Anfangsbedingungen)
iibertragen wird. Den Anfangsbedingungen entspricht eine Energie

1 1
Wo = Wiino + Wpowo = E(mK +m)x* + Emngo(z)

=0,5 %2000 % 0,57 + 0,5 * 1000 % 9,81 0,4 * 0,1> = 269,6 Nm.

(30)

Aus den Summanden ist zu erkennen, dass die kinetische Energie der fahrenden
Laufkatze wesentlich groBer als die potentielle Energie des um den Winkel ¢
angehobenen Lastpendels ist. Falls sich die gesamte Anfangsenergie in potentielle
Energie der Pufferfeder umsetzt, gilt

1 1
—cxl, = EFﬁm/c =W. (31)

2 max

Dies ist der Extremfall, bei dem das Lastpendel momentan keine Energie hitte.

Die maximale Kraft kann also hochstens

Fax = V2cWo = 4/2-25000 - 269,6 N = 3671 N (32)

betragen. Sie wird erwartungsgemif nicht erreicht, wie in Bild 2 zu erkennen ist.
Die Feder wiirde dabei um x,x = Finax/c = 0,147 m deformiert.

Der Maximalwert der Pufferkraft (2333 N) wird durch die hohere (zweite) Eigen-
frequenz bestimmt, d.h. das Lastpendel bewegt sich so langsam, dass erst spéter der
hohe Maximalwert von etwa 3300 N erreicht wiirde. Reale Puffer haben nichtlineare
Kennlinien und ein grofes Ddmpfungsvermogen. Das fiihrt dazu, dass dem System
wihrend des Pufferkontakts mechanische Energie entzogen wird.

Extreme Belastungen nach einem Stof3 entsprechen oft niherungsweise dem
Maximalwert der Schwingung mit einer der Eigenfrequenzen. Dieser lésst
sich abschiitzen, wenn der Energiesatz mit der Annahme angewendet wird,
dass hochstens die Gesamtenergie W, in dem betreffenden Element konzen-
triert sein kann, vgl. auch Aufgabe 2.6. Die Literatur (z. B. [76]) enthiilt wei-
terfithrende Information.
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3.7 Resonanzfreier Betriebsbereich

Ein Geriit, das mit einer harmonischen Kraft erregt wird, soll so aufgestellt
werden, dass es im Bereich der Erregerfrequenzen f, < f < f, begrenzte
Amplituden hat. Das Geriit bildet mit seiner Aufstellung ein Zweimassen-
system, fiir dessen Eigenfrequenzen f; < f, und f, > f, gilt. Aus den gege-
benen Werten der beiden Eigenfrequenzen und der Tilgungsfrequenz sollen
die Parameterwerte der Federn und Massen bestimmt werden. *

Bei dem Zweimassensystem mit den in Xy
Bild 1 skizzierten Koordinaten und Pa-
rametern betrigt die Gesamtmasse m =

my + my. Die Erregerfrequenzen der Erre- 24
gerkraft F(t) = F'sin Q¢ konnen im Be- m; Ay
reich f, < f = Q/2n < f, liegen.

Bild 1: Berechnungsmodell des harmonisch
erregten Zweimassensystems
Gegeben:

m = 1000kg Gesamtmasse
fi=6Hz tiefste Eigenfrequenz
f>=20Hz hochste Eigenfrequenz
fr=12Hz Tilgungsfrequenz

Gesucht:
1) Bewegungsgleichungen
2) Frequenzgleichung zur Berechnung der Eigenfrequenzen
3) Formel fiir die Berechnung der Tilgungsfrequenz

4) Explizite Gleichungen zur Berechnung der Masse- und Federparameter aus
der Gesamtmasse m und den Frequenzen fi, f> und fr

5) Losung der Bewegungsgleichungen fiir den stationdren Zustand

6) Frequenzbereich, in dem die Amplitude X; der stationdren erzwungenen
Schwingung kleiner ist als die Durchsenkung x;  infolge der statisch wirken-
den Kraft F| = F, vgl. Bild 2

stat

*Autor: Hans Dresig
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Lésung:
Zul):

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich nach Anwendung des Schnittprinzips aus
dem Kriftegleichgewicht an jeder Masse, vgl. Bild 2:

;I:“sin[)t
'm,'x}
¢i{x=x) )
my ¥y +c1(x) —x) = FsinQt, (1)
'mp_.)(.z moXy + coxo —c1(x) —x2) = 0. 2)
CQXZ

Bild 2: Kriftebild am frei geschnittenen
Zweimassensystem

Zu 2):
Die Eigenfrequenzen folgen nach dem Losungsansatz x; = Azel®’ aus der Koeffizi-

entendeterminante des linearen Gleichungssystems fiir die Ay:

C1 —mla)z —C1

=0. 3)

—C1 c)p+cy— m2w2

Dem entspricht die Frequenzgleichung

[ ) C1 Cc1C2
w4—(—+—w2+ =0. 4)
ny mg miny

Die Eigenfrequenzen ergeben sich aus den Wurzeln dieser biquadratischen Gleichung

(cl+cz+c_1)¢\/(cl+cz+i)2_4clcz] 5)
ny ny ny nmg nminy

Zu f| = w1 /(2n) und fo = w,/(27). Mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes gelten
wegen (4) folgende Beziehungen zwischen den beiden Eigenkreisfrequenzen

1
2
Wip = 2

c1t+ ¢ C1
wl+ Wi = +—, (6)

(N
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Zu 3):

Die Tilgungsfrequenz ist die Eigenfrequenz des Systems von Bild 1, wenn x; = 0
ist. Somit folgt aus dem verbleibenden Einmassenschwinger, der aus cj, ¢, und m;
besteht, die Tilgungsfrequenz:

W = Qufpf = 42

(®)

ny

Zu4):
Aus der Differenz der Gleichungen (6) und (8) ldsst sich zunéchst der Ausdruck

€1
— =Wl +w; - Wi )
m

gewinnen. Aus (7) und (9) ergibt sich sofort

€2 wiw)
my  w]+w; - wr
Aus (6) folgt durch eine Umstellung der Summanden zunéchst
R R (11)
ny ny ny

Nach dem Einsetzen der Ausdriicke aus (9) und (10) und einigen Umformungen wird
daraus

o (@R oD - d)

2
T

12
my wl+wl-w (12)

Aus (9) und (12) folgt fiir das Massenverhiltnis der Quotient g, der von den gegebe-
nen Frequenzen abhéngt:

m _ (Witwi-w)’ (-
mo (W - -wd) (-

Da die Gesamtmasse m = m; + m, vorgegeben ist, ergibt sich damit eine Gleichung
zur Berechnung von m;. Wegen

13)

momo_m (14)
ny ny

ist die Masse m; berechenbar aus der Gesamtmasse und den gegebenen Frequenzen

mp= —o. (15)
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Damit ergeben sich aus (13), (10) und (12) die anderen Parameterwerte:

q
=m—, 16
ny m1+q (16)
m
c| = m(w% +w§ —a)%), (17)
Wr?
¢ mq 1% (18)

1 +q (W + w) - wd)

Mit den gegebenen Daten der Aufgabenstellung liefert die Rechnung mit ¢ = 3,0839
aus (13) und nach dem Einsetzen in (16) bis (18) die gesuchten Parameterwerte:

my =244 9kg, c; = 2,823 MN/m,

(19)
my = 755,1kg, ¢ = 1,470 MN/m.

Zu 5):

Die Massen fiihren im stationdren Zustand immer harmonische Bewegungen mit der
Erregerfrequenz aus, d. h. die stationdren Losungen der Bewegungsgleichungen (1)
und (2) sind

Xy = X sin Qr; Xy = Xpsin Qr . (20)

Wird dieser Gleichtaktansatz in die Bewegungsgleichungen (1) und (2) eingesetzt,
ergibt sich das lineare Gleichungssystem
(c1 —mQ)% -1t = F, (21

—c181+(c1 + 2 —ma@H)3, =0 (22)

fur die Amplituden %, und X,. Es hat die Losungen

F F
X = K(Cl +0 = mQ); X = Xl (23)

Der Nenner ist
A= (c; —mi@)(er + ¢ = mpQ*) = ¢f = mymy(Q* — w)(Q* —w3).  (24)
Die Amplitudenfrequenzginge in Bild 3 ergeben sich aus (23).
Zu 6):
Die statische Durchsenkung der Masse m, infolge der Kraft F' ist

1 1) A
Xl = (— + —)F. (25)

(& (&)
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Der Vergleich der Amplitude *; mit der Durchsenkung infolge der statischen Kraft
folgt aus (23) und (25)

|%1] < x1,, - (26)
Da der Betrag der Amplitude zu beachten ist, ergeben sich zwei Bedingungen:
. 1 1\ .
X=X, =|—+—|F, (27a)
’ Cl (&)
1 1)
X=—x,, =- (— + —)F. (27b)
C1 (&)
Wird A aus (24) beriicksichtigt, so folgt aus (27a)
2 2 2y 02 NR 1
cl+ o —m&Q = +mmy(Q° - w))(Q - wy)|—+— (28)
(& Co
und aus (27b)
2 2 2y 02 1 1
c1+ ey —mpd” = —mimp(Q2° — w2 - 2) —+ — 29)
(S NG)

In jeder der Gleichungen (28) und (29) ist 2 diejenige Kreisfrequenz der Erregung,
bei welcher das Gleichheitszeichen in (26) gilt. Die in Bild 3 eingetragenen Grenz-
frequenzen f, und f, konnen als Losungen dieser Gleichungen gefunden werden.

Nach einigen Umformungen, bei denen die Beziehungen (8) bis (12) genutzt werden,
um die Verhéltnisse der Masse- und Federparameter durch die gegebenen Frequenzen
auszudriicken, folgt aus (28) die obere Grenzfrequenz

12

Qnf,)* = Q) = wi + w; - (30)

micy + mpcy
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bzw.

2
f3=ff+f§—(M) : (31)
fr

Fiir die Daten der Aufgabenstellung ergibt sich aus (31) die Losung f, = 18,3 Hz.
Aus (29) folgt eine biquadratische Gleichung

C1C2 C1C
Q|+l — |22 0. (32)
micy + mycy miniy

Sie kann analog zu (31) auch mit den Frequenzen ausgedriickt werden:

2
f‘—(f? +f§+(%) )ﬁ +2f1 13 =0. (33)

Fiir die Daten der Aufgabenstellung ergeben sich als Wurzeln der biquadratischen
Gleichung (33):

fu=1778Hzund f* = 21,80 Hz. (34)

Die Frequenz f* > f, liegt auBBerhalb des Betriebsbereichs (f;, < f < f,) und ist hier
ohne Bedeutung, vgl. Bild 3.

Bei der Projektierung von Mehrmassensystemen sind manchmal Aufgaben
der Synthese zu losen, bei denen aus den Forderungen an die Lage der
Eigenfrequenzen die Feder- und Masseparameter zu bestimmen sind. Im
Allgemeinen sind bei diesen sogenannten inversen Problemen gekoppelte,
nichtlineare Gleichungen unter Beriicksichtigung von Nebenbedingungen
zu losen. Fiir den Schwinger mit zwei Freiheitsgraden gelingt eine geschlos-
sene analytische Losung, aber bei groBleren Systemen sind iterative numeri-
sche Verfahren zur Losung erforderlich.



3.8 Dimpferauslegung an einem Hammerfundament 165

3.8 Dampferauslegung an einem
Hammerfundament

An Fundamenten von Schmiedehimmern wird die vom Schlag eingeleitete
Energie durch Dampfer abgebaut. Die Auslegung der Dampfer kann fiir
unterschiedliche Zielkriterien erfolgen. *

An einem Hammerfundament mit gegebener
Gesamtmasse und Fundamentfederung sollen
die Diampfer ausgelegt werden. Ein Ausle-
gungskriterium ist, dass die Schwingungen

nach dem als kurzzeitig angesehenen Stof3 Vo m
nach der Zyklusdauer 75 der Stofifolge bis !
zum néchsten Stofl auf wenige Prozent der ‘}‘Z
maximalen Auslenkung abklingen. Eine an-
dere ZielgroBe ist, die maximale dynamische b
Bodenkraft zu minimieren. Fiir die Auslegung O o2 ¢
wird ein einfaches Modell mit einem Freiheits-
grad nach Bild 1 benutzt. Bild 1: Hammerfundament
Gegeben:

m =24t Gesamtmasse von Hammer und Fundament

¢ =12MN/m Gesamtfedersteifigkeit der Fundamentfedern

Tg =1s Zyklusdauer der Stofifolge (min. Zeit zwischen zwei Schldgen)

vo =0,00m/s  Anfangsgeschwindigkeit des Fundamentes nach dem Schlag

Gesucht:

1) Anzahl der Vollschwingungen, die ab dem Erreichen des ersten Ausschlagma-
ximums innerhalb der Zyklusdauer moglich sind

2) Gesamtdampfungskonstante by, fiir geschwindigkeitsproportionale Dampfer,
so dass die Wegamplitude innerhalb der Zyklusdauer auf 10 % des ersten
Ausschlagmaximums sinkt

3) Formel zur Berechnung der dynamischen Bodenkraft des gedimpften Funda-
mentes bezogen auf die Bodenkraftamplitude des ungeddmpften Fundamentes

4) Gesamtdampfungskonstante by fiir eine minimale dynamische Bodenkraft

5) Vergleich der Auslegungen hinsichtlich Ausschlag und Bodenkraft

Lésung:
Zul):

Fiir die Vorauslegung wird die Periodendauer 7" der geddmpften Fundamentschwin-

*Autor: Jorg-Henry Schwabe
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gung durch die Periodendauer 7|y der ungeddmpften Schwingung genihert:
2
To=2 =212 =0281s mit wp=/— und w=woVI-D2 (1)
wo c m

Das erste Ausschlagmaximum tritt erst eine viertel Periode nach dem Schlag auf. Im
Bezug der Zyklusdauer zur Periodendauer wird mit

Ts —To/4 1s-0281s/4 Ts [c 1
T,  0281s 27 \m =331 @

ersichtlich, dass 3 Vollschwingungen bis zum néchsten Schlag méglich sind.

Zu 2):

Der Schwingweg und die Geschwindigkeit der freien geddmpften Schwingung unter
der Anfangsbedingung v, ergibt sich mit ¢ = % = Dw zu (siehe Aufgabe 1.1 und
[25] Abschnitt 1.4.1):

_5tVo . X _5tV0 . _
2(t) = e "= sinwr, () = —6e " sinwt +e 70
w w

vy cos wt 3)
Das Abklingen einer Schwingung in 3 Perioden auf 10 % der Anfangsamplitude
entspricht einem logarithmischen Dekrement A und einem Ddmpfungsgrad D (siehe
[25] Abschnitt 1.4.2) von

I ) 1,10 A
A=l 120768, D= —2 -0121. (@
ndn+nl) 301 Ny @

Es ergibt sich die Gesamtdampfungskonstante zu

bw =2D+c-m = 130000 Ns/m. (5)

Zu 3):
Die Bodenkraft setzt sich aus der Federkraft und der Ddmpferkraft zusammen:
Fp(t) = cz(t) + bz(1) (6)

Die dimensionslose Zeit 7 = t/Ty wird als Verhiltnis der Zeit zur Periodendauer
der ungedampften Schwingung 7 (1) eingefiihrt. Die dimensionslose Bodenkraft
F* wird als Verhiltnis der Bodenkraft zur Bodenkraftamplitude des ungeddmpften
Fundamentes eingefiihrt:

Vo

F .
F* = ,\B mit FB():C— (7)
Fpo wo
Durch das Einsetzen von (3) in (6) und unter Nutzung der Zusammenhinge in (1)
und (3) kann die dimensionslose Bodenkraft formuliert werden:

a2
F*(1) = e b7 [i/—z_Dz sin(27r V1 - D? ‘r) + 2D cos (27T V1 - D? ‘r)} (8)
1-D




3.8 Dimpferauslegung an einem Hammerfundament 167

Zu 4):

Bild 2 zeigt die Bodenkraft F* fiir unterschiedliche Dampfungsgrade. Fiir D ~ 0,25
erreicht die maximale Bodenkraft ein Minimum. Numerisch kann dieser Wert durch
eine schrittweise Verfeinerung der Kurvenscharen entsprechend Bild 2 gefunden
werden. Somit wird fiir das Auslegungskriterium einer minimalen Bodenkraft die
Gesamtddmpfungskonstante

br = 2D ~cm ~ 270000 Ns/m )
15
dimensionslose —D=0
*
Bodenkraft F > sveveees D=0,1
0,5 £
; — D = 0,25
0] ——-D=04
‘0,5 — —D=05
-1 e D= 0,121

-1,5
dimensionslose Zeit T

Bild 2: Verlauf der dimensionslosen Bodenkraft fiir verschiedene Ddmpfungsgrade

Zu5):

Mit den Gleichungen (3) und (6) kann der Weg- und Kraftverlauf fiir die Ausle-
gungen nach 2. und 4. entsprechend Bild 3 ermittelt werden. Die Auslegung nach
der minimalen Bodenkraft (D = 0,25) klingt schneller ab, hat einen geringeren
Maximalausschlag und eine etwas geringere maximale Bodenkraft.

2 40000
zinmm FinN
LA VAN 20000

B /|
NN
0 Ay g - D P RN
) A A =i
1 Sabf / -20000 ——z(D=0,121)
U 7 (D =0,25)
2 -40000

Mo T e F(D=0,121)
3 -60000 ===F(D=0,25)
0 0,2 0,4 0,6 0,8 tins 1

Bild 3: Weg- und Bodenkraftverlauf fiir das Auslegungsbeispiel

Eine stirkere Dimpfung am Hammerfundament mit einem Dampfungs-
grad von 0,25 kann die maximalen Bodenkrifte reduzieren, weil die Kriifte
von den Dampfern phasenversetzt zu den Federkriiften auftreten.

Weiterfiihrende Literatur

[37] GERB: GERB Schwingungsisolierungen. 11. Auflage. GERB GmbH & Co
KG, 2002.



4 Torsionsschwinger und

Langsschwinger

4.1 Uberlastschutz an einer Reibspindelpresse

Reibspindelpressen werden zur Herstellung von Gesenkschmiedeteilen ver-
wendet. Dabei wird die im Schwungrad und in der Spindel gespeicherte ki-
netische Energie zur Formiinderung des Schmiedeteiles genutzt. Zur Ver-
meidung von Uberlastungen bei sogenannten Prellschliigen (beim Fehlen
des Schmiedestiickes zwischen den Gesenkteilen) dient eine Uberlastsiche-
rung in Form einer Rutschkupplung. Zur Berechnung der Spindeldruck-
kraft beim Prellschlag wird ein Modell des Schwingers herangezogen, bei
dem mehrere Bewegungsphasen unterschieden werden miissen. *

Das Schwungrad 1 einer Spindelpresse (Bild 1)
ist mit der Spindel 3 iiber eine Reibungskupp-
lung 2 verbunden, die zu rutschen beginnt,
wenn das Drehmoment zwischen Spindel und
Schwungrad den Wert M, erreicht. Unter der
Voraussetzung, dass bei der weiteren Relativ-
bewegung zwischen Schwungrad und Spindel
das Reibmoment den Wert M, beibehilt, ist
der Bewegungsvorgang bei einem Prellschlag
zu untersuchen. Die Antriebsscheiben 4 sind
bei diesem Vorgang ausgeriickt. Die gesamte
elastische Nachgiebigkeit des Systems wird in
der elastischen Spindel modelliert, der Rahmen
ist als starr angenommen.

Gegeben:

Bild 1: Skizze einer Reibspindel-
presse

Jr = 670kgm?  Massentrigheitsmoment des Schwungrades

Js =330kgm?>  Massentriigheitsmoment der Spindel und des damit drehstarr
gekoppelten Kupplungsteiles

m = 1000 kg Masse der bewegten Teile

Q=10s" Anfangswinkelgeschwindigkeit von Spindel und Schwungrad

h=0,012m Spindelsteigung

c=25GN/m Federsteifigkeit der Spindel

M; = 12kNm maximales Haft- und Reibmoment zwischen Schwungrad und

Spindel

*Autor: Michael Beitelschmidt, Quelle [43, Aufgabe 17]

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017
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Gesucht:
1) Spindelkraft beim Beginn des Rutschvorganges F'
2) maximale Spindelkraft F,

Lésung:
Zul):

Das Modell des gegebenen mechanischen
Systems zeigt Bild 2. Bei x = 0 sei die
Feder entspannt. Im ersten Bewegungs-
abschnitt sind die Drehmassen J und Jg m
durch Haftreibung starr miteinander ver-
bunden. Das hier eingefiihrte Moment M

ist gerade so groB3, dass die Zwangsbe-
dingung 7
% =
< 4
0 2.0 .2
= S s
#1 ¥ Rahm/e; ‘ T. = ﬂtpz
erfiillt ist. Jedoch ist M durch starr und %c (Spindelsteifigkeit)
raumfest
M < M, (2) . .
Bild 2: Kréftebild zum Berech-
begrenzt. nungsmodell

Der zweite Bewegungsabschnitt beginnt, wenn Gl. (1) zu Werten von M fiihrt, die
groBer als M sind. In diesem Fall verliert Gleichung (1) ihre Giiltigkeit und es gilt

M=M,, 3)

da von einem konstanten Gleitreibmoment M, das zugleich auch das LosreiBmoment
ist, ausgegangen wird.

Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen dienen die LacraNGEschen Gln. 2. Art,
wobei die Potenzialkrifte hier in Oy beriicksichtigt werden sollen:

d (0Wiin|  0Wiin
dr\ 04 04

=0k “4)

Um M berechnen zu kénnen, sollen auch fiir den ersten Bewegungsabschnitt g; = ¢
und ¢, = ¢, zunichst als getrennte Koordinaten angesehen werden. Zwischen der
Verschiebung des Gesenkes x und dem Winkel ¢, besteht die Zwangsbedingung
durch die Gewindesteigung

h

= &)
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Die verallgemeinerten Kraftgrolen Q) und Q, folgen aus der virtuellen Arbeit der
eingeprigten Krifte und Momente unter Nutzung von (5)
2

h
oW = =Mdp) + Moy —cxdx = —Moy; + (M e cgoz) 0Py .
s

Daraus ergeben sich die verallgemeinerten Kraftgrof3en:
2
42

Die kinetische Energie betrigt

O1=-M; Q=M ce.

1
Wiin = JR‘P] +

2

1 1 1 1 h? .9
2]5(,02+2mx 2JR<p1 3 Jg +m— - ;-

Damit werden die Bewegungsgleichungen gemif (4) bestimmt:

Jrp1 = —M, (6)
h? h?
(Js +m4 2)(,02+C4—7T2(,02=M. (7)

Im ersten Bewegungsabschnitt kann wegen (1) ¢) = ¢, gesetzt werden. Die Addition
der beiden Gleichungen (6) und (7) ergibt

" n?
(JR+JS+m4 2) 2+c4 52 =0. ()

Die Anfangsbedingungen sind
©20)=0; ¢(0)=Q. €))

Die Losung der Gleichung (8) mit den Anfangsbedingungen (9) ist

Q
Q) = — sinw;t (10)
w
mit
ch/(4n?) B
- =3,0197s". 11
@i \/JR s + mi2)(4n?) s an

Der erste Bewegungsabschnitt ist zur Zeit ¢ = t; beendet, wenn M = M, ist. Dazu
wird die Losung (10) in die Bewegungsgleichung (6) eingesetzt

—JrQw; sinwt; = —M,

und somit ergibt sich fiir die Zeit

1 .
t = — arcsin
w1 RS2W]

=0,21026s.
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Daraus werden die Anfangsbedingungen fiir den zweiten Abschnitt gewonnen:
Q . , -1
@a(t)) = — sinwit; = 1,9642,  ¢y(t)) = 2 coswity = 8,0512s . (12)
w)

Die Gleichung (7) hat fiir M = M die Losung

2

47T2M1 4 M[
s + ((,02(1‘1) - W coswy(t—1t) +

. ch?/(4n?) 4
t wy= ) 5056757
e | R e

Das Maximum von ¢, ist

2 2 2 . 2
onlty) = 4 My N \/(902(“) LS Ml) +(902(t1)) 29791 (14)

ch? ch? w>

@2(11)

P2 = sinwy(t—1;) (13)

Mit der Zwangsbedingung (5) werden schlieBlich die gesuchten Krifte gefunden:

h
Fi = ex(t) = S-¢a(t) = 94MN, (15)
ch
Fa = cx(t) = -a(t2) = 142MN. (16)
JT
Zu 2):

Mit Hilfe des Energiesatzes ist leicht zu bestimmen, dass die grofite erreichbare Kraft
bei starrer Kupplung beider Drehmassen 15,8 MN betrégt. Die erreichte Verminde-
rung der Hochstlast ist also nicht betrichtlich. Zur Verbesserung des Ergebnisses
bieten sich folgende Moglichkeiten an:

a) Verminderung von M. Dabei muss jedoch F'| trotzdem groBer bleiben als die
zur Umformung der Werkstiicke benétigte grofite Kraft.

b) VergroBerung des Verhiltnisses Jg/Js.

¢) Konstruktive Verdnderung in der Art, dass nach Losung beider Drehmassen
das iibertragene Moment wesentlich kleiner ist als M. Das ergibt sich aber
moglicherweise automatisch dadurch, dass das Losreilmoment grofler ist als
das sich wihrend des Gleitens einstellende Moment.

Der Ubergang von der Haftung zur Gleitreibung ist im Allgemeinen mit
einer Erhohung der Zahl des Systemfreiheitsgrades verbunden. Kommt es
an der Kontaktstelle wieder zu Haftung, reduziert sich der Freiheitsgrad
des Systems. Derartige Systeme mit veréinderlichem Freiheitsgrad werden
als strukturvariabel bezeichnet.
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4.2 Schwingungstilgung in einem Planetengetriebe

Das Gehéuse eines Planetengetriebes kann drehbar gelagert und durch eine
Stiitzfeder abgestiitzt werden. Es soll untersucht werden, welchen Einfluss
diese Stiitzfeder auf das Antriecbsmoment hat, wenn die Abtriebswelle durch
eine von der Verarbeitungsmaschine verursachte verinderliche Winkelge-
schwindigkeit harmonisch erregt wird. Es soll der Effekt der Schwingungs-
tilgung genutzt werden, um die Schwingungen zu vermindern. *

Ein Motor treibt mit konstanter Drehgeschwindigkeit €2, iiber die Stegwelle 1 eines
Planetengetriebes eine Maschine an, die ein Antriecbsmoment M3 benotigt, vgl.
Bild 1. Die vom Planetengetriebe angetriebene Maschine verursacht an der Stegwelle
3 eine verdnderliche Winkelgeschwindigkeit

03(1) = Q3 + Q5 sin(kQs1) . (1)

Das Gehiuse 2 des Planetengetriebes
ist gegeniiber dem raumfesten Bezugs-
system drehbar gelagert und wird im
Abstand R mit einer Feder auf jeder
Seite gestiitzt. Welchen Einfluss hat die
Federkonstante ¢ auf das Antriebsmo-
ment? Durch geeignete Wahl der Fe-
derkonstante soll erreicht werden, dass
der Motor im stationdren Betrieb nur
ein konstantes Moment M; abgeben
muss.

Bild 1: Schnittbild des Planetengetriebes

Gegeben:
n  =950min~! Nenndrehzahl des Motors (2 = 7n/30 = 99,484 rad/s)
a =200mm Radius des Planetenradkreises
r =150mm Wailzkreisradius der Planetenrdder
R =500mm Abstand der Stiitzfeder
Q3 =S5rad/s Amplitude der verdnderlichen Stegdrehgeschwindigkeit
kK =6 Ordnung der wesentlichen Erregerharmonischen
|¢2| =5° mittlerer Gehdusedrehwinkel infolge des Antriebsmoments
J, =9kgm? Tragheitsmoment des Gehduses
Jy = 1lkgm? Summe der Trigheitsmomente aller Planetenridder
my = 16kg Masse aller drei Planetenrdder

*Autor: Hans Dresig, Quelle [43, Aufgabe 49]
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Gesucht:
1) Abhingigkeit der Drehgeschwindigkeiten ¢, und ¢4 von ¢; und ¢3
2) Bewegungsgleichungen mit Hilfe der LagranGgeschen Gleichung 2. Art

3) Federkonstante c der Stiitzfeder, damit eine Tilgung der Schwingung an der
Motorwelle erfolgt

4) Mittleres Antriebsmoment M; und Antriebsleistung P

Lésung:
Zul):

Das Planetengetriebe kann mit Ausnahme der flexiblen Lagerung als System starrer
Korper (Modell der starren Maschine) modelliert werden, weil die Eigenfrequenzen
des in Wirklichkeit elastischen Getriebes mindestens eine Zehnerpotenz grofer sind
als die Grundfrequenz, die von der relativ weichen Stiitzfeder abhingig ist.

Zwischen den Geschwindigkeiten v; und v, und den Winkelgeschwindigkeiten
bestehen Beziehungen, die in Bild 2 zu entnehmen sind.

L
=]
—_— - — =
b,
H
— - S ]
¢’1 % (P3

\

Bild 2: Zur Herleitung der kinematischen Zwangsbedingungen

An den Kontaktstellen tritt kein Schlupf auf, also gilt

vi =(a—-r¢=aps —ros, 2
Vvy=(a+r)py =aps+roy. 3)
Die kinematischen Zwangsbedingungen werden nach ¢, und ¢, aufgelost:
. 2a . a-r, ) a., a-r,
¢2 = ¢3 = Pr; pa=—¢3— @1 “4)
a+r a+r r r

Bei unbeweglichem Gehiuse (¢ = 0) hat demzufolge die mittlere Drehgeschwindig-
keit der Stegwelle den Wert

@3 = Q5 = QI? = 12,435 rad/s. 5)
a
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Die geometrischen Zwangsbedingungen folgen daraus durch Integration beziiglich
der Zeit mit den Definitionen der Bezugsachsen der Koordinaten

1=0: ¢1(0) = ¢20) = ¢3(0) = p4(0) = 0, (6)
2a a-r a a-r
¢ = 3 — P15 pa=—p3— @1 (N
a+r a+r r
Zu?2):
Die kinetische Energie betrigt
1
Wiin = 5 (1161 + o3 + (maa® + T35 + Jagsi) ®)

Sie lésst sich nach der Elimination von ¢, und ¢4 aus (4) als Funktion der Drehge-
schwindigkeiten ¢; und ¢3 ausdriicken:

1
Wiin = 5 (m11¢% +2mi3¢193 + m33¢§) : ©)

Die verallgemeinerten Massen ergeben sich aus dem Koeffizientenvergleich:

— 2 — 2
iy =J1+(u) J2+(“ r) Ta, (10)
a+r r
2a(a —r) ala—r)
= - — Js, 11
mi3 @i pomtl (11
2
2 2
mss = M4(12 +J3 +(_Cl) J2 +(g) J4. (12)
a+r r

Potentielle Energie wird in der Stiitzfeder gespeichert und erhilt mit (6), wenn die
Feder bei ¢, = 0 unbelastet ist, die Form:

1 1 2a a-r Y
Wpor = = (Rg2)? = =cR? - . 13
por = 5¢(Ro)” = 5c (a+r"03 a+r901) (13)
Sie kann mit den verallgemeinerten Federkonstanten ausgedriickt werden:
Wyt = + (crngt+2 2 14
por = 5 (€114 + 2c130193 +C33S03) . (14)
Aus einem Koeffizientenvergleich ergeben sich deren Werte
—r\2 2a(a - 2a \’
cry = CR2(a r) ; ci3 = —cR? M; ¢33 = cR? i (15)
a+r (a+r)? a+r

Mit der LAGRANGE-Funktion L = Wi, — W ergeben sich aus den LAGRANGEschen
Gleichungen 2. Art die Bewegungsgleichungen

my @) +miz@s + ey +cizps = My, (16)

m3@ +m33@3 + 31 + c33p3 = —Ms. (17)
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Zu 3):

Bei der vorliegenden Aufgabe ist die Drehgeschwindigkeit ¢ aus (1) als erzwungene
Erregung gegeben. Wird ¢3 beziiglich der Zeit integriert und die Anfangsbedingung
(6) beriicksichtigt, dann ist der Winkel

A

19)
@3 = Qst + ﬁ(l — coskQs1), (18)

wihrend die Differentiation von (1) nach der Zeit die Drehbeschleunigung ergibt, die
am Abtrieb in das Planetengetriebe eingeleitet wird:

@3 = ngQ3 cos kQst . (19)

Aus (5), (16) und (17) folgt die harmonische Komponente des Moments M, bei
unbeweglichem Gehiuse (¢, = 0), weil J, keine Wirkung hat und ¢; = 0 und
Clipr +C13p3 = 0 sind.

a

_2 rJ4f23k93 cos kQ;t = 165,8 cos(74,6t) Nm. (20)
;

My =mj3¢3 =a

Diese Komponente kann durch eine richtig dimensionierte Federstiitze ausgeglichen
werden, weil dann eine Schwingung in Gegenphase zustande kommt. Werden in
(16) fiir die Winkel und Winkelbeschleunigungen die Ausdriicke aus (18) und (19)
eingesetzt, so entsteht:

.Qg, A C13
M| =c1Qt+ st+—— | + 2:3kQ -
1= C11841 613( 3 st) 3 3["113 (kQ5)?
Die harmonische Komponente des Antriebsmoments in der eckigen Klammer von
(21) verschwindet, wenn folgende Bedingung fiir die Schwingungstilgung erfiillt
wird:

]cosk93t. 21

c13 2a(a—r) ala—r) »2a(a—r) 1
- =- Jr — Jy +cR
(kD2 ~ (a2 are

=0, (22)

s 2 @+r? (k232

vgl. dazu m;3 aus (11) und c;3 aus (15). Diese Bedingung erlaubt nach ihrer Verein-
fachung und Umstellung die Berechnung der Federkonstanten, vgl. auch (5):

kQs 2
e [®BY) g+ @D 2261105 N/m. (23)
R 2r2

Die Schwingungstilgung tritt theoretisch exakt nur bei dieser Federkonstante auf, die
sich aus (23) ergibt. Sie ist von den Parameterwerten des Planetengetriebes, von der
Ordnung k der Erregung, aber nicht von der Amplitude der Erregung €25 abhéngig.

Zu4d):

Nach dem Einsetzen der verallgemeinerten Federkonstanten aus (15) entsteht in
Kombination mit ¢, aus (4) fiir das mittlere Antriecbsmoment M, der Ausdruck

_ R*(a —
M =191t + c1385t = —MQZZ‘_ 24)

a+r
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Nach der Integration ergibt sich der Betrag des mittleren Antriebsmoments aus dem
(in der Aufgabenstellung gegebenen) mittleren Gehdusedrehwinkel:
| _ | _ cR¥a-

M D |z = 813.5Nm. (25)
a+r

Die Antriebsleistung betrigt damit

cR*a—r)
a+

P=MQ = 72| 21 = 80,9kW. (26)

Bei einem Planetengetriebe lisst sich erreichen, dass die vom Abtrieb er-
regten Schwingungen ausgeglichen werden, wenn eine Stiitzfeder am Ge-
héduse angeordnet wird, so dass das Gesamtsystem als Schwingungstilger
wirkt. Bei entsprechender Dimensionierung wird die wesentliche Harmoni-
sche der erzwungenen Schwingung durch das Drehmoment ausgeglichen,
welches die Trigheitsmomente verursachen. Die Tilgung entlastet den An-
triebsmotor. Allerdings funktioniert die Tilgung nur bei genau einer Dreh-
zahl.
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4.3 Verzahnungsfehler als Schwingungserregung

Verzahnungsfehler, Verschleil, Deformationen und andere Abweichungen
von der idealen Zahnradgeometrie verursachen periodische Erregungen,
die unerwiinschte Schwingungen in einem Antriebsstrang hervorrufen kon-
nen. Der Zusammenhang zwischen der Grofie der Abweichungen und den
Schwingungsamplituden soll am Beispiel eines Minimalmodells einer Zahn-
radstufe gezeigt werden. *

Ein Minimalmodell einer Zahnradstufe, bestehend aus zwei torsionselastischen
Wellen, zwei masselos angenommenen Zahnriddern und zwei Drehmassen, ist in
Bild 1 dargestellt. Dabei bezeichnen ¢; und ¢, die der starren Rotation iiberlagerten
Schwingwinkel der Drehmassen.

"
N - —— r—zQH'(pz
?EQH- ?

Bild 1: Minimalmodell einer Zahnradstufe

Infolge der (unerwiinschten, aber praktisch stets vorhandenen) Abweichungen von
der idealen Verzahnungsgeometrie wird das ideale konstante Ubersetzungsverhiltnis
zwischen zwei Zahnriadern verletzt. Es treten pro Zahneingriff kleine Schwankungen
im Ubersetzungsverhiltnis auf, allein schon dadurch, dass sich jeder Zahn infolge
der Belastung elastisch deformiert.

Als einfaches, technisch sinnvolles Modell wird dafiir ein mit der Zahneingriffs-
kreisfrequenz Q7 = z;Q periodisch verdnderlicher Winkel ¢g () = ¢g(t + 21/Q7)
als innere kinematische Erregung eingefiihrt, wobei Q die mittlere Winkelgeschwin-
digkeit der Welle 1 darstellt. Ist ¢3 der sich aus der idealen Ubersetzung ergebende
Drehwinkel des unteren Zahnrades 2 (d. h. r1¢; = r2¢3), so folgt nach obiger An-
nahme fiir dessen gestorte Bewegung

. r _
$2 =@, +¢s =r—1901+90s(f)- (1)
2
Zu untersuchen sind die stationdren Schwingungen des Systems fiir den Sonder-
fall, dass sich die periodische Erregung in guter Ndherung mittels der harmonisch

veranderlichen Storung (2) erfassen lésst:

@s (1) = @s - sin Q1. 2

*Autor: Uwe Schreiber, Quelle [20, Aufgabe 20]
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Gegeben:
Ji =0.24kgm? reduziertes Massentridgheitsmoment der Antriebswelle
Jy =296kg m? reduziertes Massentrigheitsmoment der Abtriebswelle

¢; =2,06-10°Nm,
c; =548-10°Nm  Torsionssteifigkeiten der beiden Wellen

z1 =14,20 =42 Zidhnezahlen der miteinander kimmenden Réder
¢s = 107*rad Amplitude der Winkelabweichung des Rades 2
i =n/rn=2/a ideales Teilkreisradienverhltnis (Ubersetzungsverhiltnis)
D, =0,02 modaler Dampfungsgrad der zweiten Mode
Gesucht:

In allgemeiner Form
1) Bewegungsgleichungen fiir die Koordinaten ¢; und ¢,
2) Eigenkreisfrequenzen und Eigenformen und

3) Torsionsmomente in beiden Wellen fiir den stationéren Zustand unter Beriick-
sichtigung eines modalen Dampfungsgrades D,

Fiir die gegebenen Parameterwerte

4) von Null verschiedene Eigenfrequenz, die zugehorige Eigenform und die
Torsionsmomente in beiden Wellen fiir den Resonanzzustand sowie

5) Uberpriifung der Ergebnisse mittels geeigneter Berechnungssoftware

Lésung:
Zul):

Aus dem Momentengleichgewicht an den Teilsystemen, die nach der Anwendung
des Schnittprinzips gemél Bild 2 entstehen, folgen die Gleichungen (3) bis (5):

Js
hy W=c;i(erd) T
L
Fu J2

] wetee

2 &,

Bild 2: Momentengleichgewicht an den freigeschnittenen Teilsystemen
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Jig1 +ci(er —@1) =0, 3

F, = cilpr—¢1) _ _clpr— %) ’ @)
r n

J2ppr + c2(p2 —@2) = 0. )

Mit (4) und der in der Aufgabenstellung gegebenen Formel (1) liegen zwei lineare
Gln. fiir die beiden Unbekannten ; und @, vor. Unter Benutzung des Ubersetzungs-
verhiltnisses

. r Z
i=2=2 (6)
r 21

lauten diese

cii e | |@r| _|ciigr + 2 )
1/1 -1 (,_02 —L;bs sin Qzt

Sie haben die stationidre Losung
@ 1 i) + - .
o1 _ .21 | crter + ez + 2 - s sin Qyt| . (8)
(2] it \|eyor + /i i

Die Torsionsmomente in den beiden Wellen lassen sich dann bei Nutzung der Ab-
kiirzung (9) gemiB (10) ausdriicken:

¢ = cieif(eii* +¢2), 9)
{M1]:_ Jigr| _|a 0 .{901—9_01
M, Joir 0 cf le2—9 (10)
=c"- i =1er - -1 - Qg sin Q1] .
1 il |

Aus der Umordnung der Gleichung (10) ergeben sich die Bewegungsgleichungen in
der Standardform der erzwungenen Schwingungen:

Ji 0 . |1/ =1 . |1
+c - =c"-
0 /) -1 i i

Eigenkreisfrequenzen und Eigenschwingungsformen folgen aus dem linearen Eigen-
wertproblem, das sich nach dem Nullsetzen der rechten Seite von (11) und mit dem
Ansatz ¢; = v;sinwt, (j = 1,2) ergibt, vgl. auch Abschnitt 6 in [25]:

{c*/i —Jiws —c* Hvl] _ lO} ' (12)
—c* i — Lo || v 0

@1
(2]

P1
®2

- s sin Q1. (11)

Zu 2):
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Das Nullsetzen der Koeffizienten-Determinante des homogenen Gleichungssystems
(12) liefert ein Polynom 2. Grades fiir w?:

W (J1Jaw” = " (hi + 1 /i)) =0, (13)

woraus sich die Eigenkreisfrequenzen

o
wy = 6102(111. +J2) (14)
JiJo(c1i? + ¢)

ergeben. Diese in die erste Gl. von (12) eingesetzt, liefert mit der Normierung
vi1 = vi2 = 1 die Amplitudenverhiltnisse der Eigenformen

V21=1/i; V22=—i~.]1/J2. (15)

£
I
=

Hieraus ist ersichtlich, dass die erste Eigenform die starre Rotation der Zahnradstufe
abbildet, wihrend die zweite Eigenform mit elastischen Verformungen der Wellen
verbunden ist (echte Schwingung).

Zu 3):

Entsprechend GI. (10) werden zur Berechnung der Momente die Winkelbeschleuni-
gungen ¢; und ¢, benétigt, d. h., es miissen die Bewegungsgleichungen (11) fiir den
stationédren Zustand gelost werden. Da auflerdem eine Energiedissipation in Form
modaler Dampfung beriicksichtigt werden soll, wird die stationidre Losung von (11)
mittels Hauptkoordinaten bestimmt.

Fiir die modalen Massen ergibt sich

Ji 0|1 ;
po= 1, 1] =)+ /i,
0 Jo|l/i
(16)
Ji 0 1 )
wo =1, —inn||! = Ji(1+ 20 /1).
0 Jf|=idi/]2
Die modalen Steifigkeiten folgen dann aus
c* )
Y1 = i = 0; Y2 = pow) = 7(1 + 21/ 0)*. (17)
Fiir die modalen Krifte gilt:
-1 .. .
h(t) = [1, Ui]l _ }'c Qs -sinQ2zt =0,
1
- (18)

<" Qg - sin Qyt

() =1, -ity /1)

J N
= —(1 + izj—l) <" Qg - Sin Qzt = —hy - sin Qzt
2
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mit der Abkiirzung
hy = +iJ/02) ¢ s .

Da die modale Kraft /; identisch Null ist, wird auch die erste Eigenform nicht
angeregt, d. h., es ist fiir den stationiren Zustand p;(¢) = 0. Somit muss nur noch die
Partikulédrlosung der inhomogenen Differentialgleichung

~

h
P2+ 2D2w2p2 + w%pz = —#—z sin Q¢ (19)

mit dem hinzugefiigten Dampfungsterm gefunden werden.

Der Gleichtaktansatz

p2(1) = prsin(Qzt — ¢) (20)
fiihrt zu der Amplitude

h Q Q
- D om= =T, @1
y2 (L= 1) + 2Dz 2@

P2 =

Die Riicktransformation liefert (22) unter Beachtung von p; = O:
Q1 =p2 §1=pr=—pQ-sin@z—¢) = §i =P
w2 =vnpr =—i(J1/J2)p2 (22)
@2 = i1/ ) P22y -sin(Qzt —¢) = o =i(Ji/)2)- G

Da es hier nicht auf den Phasenwinkel ¢ ankommt, ergibt sich schlieflich geméal
Gl. (10) fur die Momentenamplituden:

. 2
Col UZ ”

) . “¥ss (23)
Pl [T pp s oDy

My, =0, =i-M,. (24)

o

M, = J1$1 = 1 22p) =

Sie verdndern sich proportional zur Winkelamplitude @y, und hinsichtlich des Fre-
quenzverhiltnisses 17, vergrofern sie sich wie die Amplitude eines massenkrafter-
regten Einfachschwingers.

Zu4d):

Die gegebenen Parameterwerte liefern nachfolgende Ergebnisse:

_ [©%)
=1053,5s"" = —= = 167,7Hz;
w> S = ip o 4 25)

Voo = —0,2432 .




4.3 Verzahnungsfehler als Schwingungserregung 183

Zur Darstellung der zugehorigen Eigenform, vgl. Bild 3, werden noch die entspre-
chenden normierten Verdrehungen der Zahnrédder benétigt. Diese ergeben sich aus
(25) mit g = 0und @1 = vz = 1, 3 = v, @1 = V13 SOWiE Py = Vo Zu:

Vi = —0,293; ¥y = —0,0977. (26)

e T
L

|‘611 | = 0,293

|022)=0,098
|v2z|=0,243

Bild 3: Zweite Eigenschwingform der Zahnradstufe

Resonanz ist hier durch 1, = 1 gekennzeichnet. Aus Gln. (23) und (24) wird damit:

A Czi A A
M = —- =1155N M> = 3465 Nm. 27
! 2+ ca/cy 2D2 m 2:m @7

Die zugehorige Resonanzdrehzahl ng folgt aus

Z11R

=1= (28)
Nz I3
zu
fH 1677 167,7-60 . 1
"R T T4 14 min 8.6 min %)
Zu 5):

Bild 4 zeigt das Modell der Zahnradstufe in SimulationX [4], einem objektorientier-
ten, auf der Modellbeschreibungssprache Modelica basierenden Netzwerksimulator.
Im Simulationsmodell wird die Stérung ¢s = @5 - sin 2z¢ als kinematische Zwangs-
bedingung mit ,,constraint1“ eingebracht. Die Eigenfrequenzberechnung liefert die

springDamperl

inertial gearl springDamper2
| zg? I constraintl @ inertia2

Bild 4: Modell der Zahnradstufe in SimulationX

in Tabelle 1 gelisteten Werte. Dabei entspricht die erste Eigenfrequenz f; der freien
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Tabelle 1: Eigenwerte und Eigenfrequenzen des Schwingers

Nr.  f [Hz] f [Hz] DI-]
(ungedadmpft) (gedampft)
2,2038 -107° 2,2038 - 107° -1,8412-1078
2 167,73 167,7 0,019 995

Starrkorperbewegung des Schwingers. Thr Wert null wird bei numerischer iterativer
Bestimmung meist nicht exakt, sondern nur im Rahmen der eingestellten Genauigkeit
bestimmt.

Tabelle 1 zeigt auch, dass die modale Ddmpfung D, in der 2. Schwingform im Rah-
men der numerischen Genauigkeit 0,02 betrdgt. Dieser Wert ldsst sich in das Simula-
tionsmodell nicht direkt eingeben, da dieses nicht mit Hauptkoordinaten, sondern mit
physikalischen Koordinaten arbeitet. So werden hier statt der Dampfungsgrade D;
die Dampferkonstanten b, und b, der parallel zu den Federn angeordneten Dimpfer
erwartet.

Eine exakte Behandlung des hierbei vorliegenden Problems wiirde den verfiigbaren
Rahmen sprengen. Neben den beiden Bewegungsgleichungen, die auch noch &,
und &; enthalten wiirden sowie eine etwas verinderte Anregung (,,rechte Seite®)
besélen, wire zusitzlich eine Evolutionsgleichung (DGL. erster Ordnung) simultan
zu erfiillen.

Da hier aber nur die zweite Eigenform eine Relativbewegung der Drehmassen be-
schreibt, ergibt sich unter Annahme der als schwach vorausgesetzten RAYLEIGH-
Diampfung gemif (30)

bj=a-c;, j=12 (30)
die der zweiten Eigenform zugeordnete modale Dampfungskonstante zu

Br=viBvy=a-viCvy=a-y,. @31
Mit der entsprechenden modalen Masse gilt (linearer modaler Einfachschwinger):

. |
Proev 2 iop,u,. (32)

M2 H2

Hieraus folgt der Proportionalitétsfaktor
a = 2D2/a)2. (33)
Fiir die Dampferkonstanten ergeben sich entsprechend (33) die Werte

_ 2D2 C1
= o

by = 7,82 Nms/rad (34)
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und

. 2D2 C
= s

by = 208,07 Nms/rad . (35)
Bild 5 zeigt die in SimulationX berechneten Schwingformen. Sie stimmen mit
der analytischen Losung (25) iiberein, wobei die Stérung auch die Ubersetzung
beeinflusst, so dass die Auslenkung an der zweiten Drehtrigheit bei der ersten
Schwingform nicht exakt 1/i betrdgt.

Eigenschwingform: |1 = 2.2038E-006 [Ha) v| [ Eiter |

Element Amplitude Phase [*]

= Mechanik
inertial 1.0000 0.00 |
inertia2 0.3319 0.00 —)

Eigenschwingform: |f2 = 167.7 [Hz] 'l E Filter

Element Amplitude Phase [*]

=l Mechanik
inertial 1.0000 0.00 [
inertia2 0.2432 180.00 |

Bild 5: Schwingformen in SimulationX

Die numerische Losung in SimulationX liefert (vgl. Bild 6):

M, = 1156Nm, M, = 3468 Nm. (36)
4000 —————-—~- - Byttt e N
g - ! N M N \
Z 3000 ———#F - g L .
o 1 \ I [} \ 11N 1
‘E 2004 --4+——A——+—— b ——C M A H
1!
E 1000 — st~ -~ A NI L - 4
= /|
@ OT A" Ni A \‘ 77777 7
9] | |
g -1000 - -—-——- v T-———~ m T 7
= ! \ 1 I\ 1 [ \ I [
2000 #-—————— o i e e e B e e A
1’ \ LI \ \L I [ ‘A ! [
30004 - ——————— A A A
-4000 i i i i

0.40 0.41 0.42

Zeitin s

Bild 6: Innere Momente in den Feder-Dampfer-Elementen (Ergebnis der numeri-
schen Simulation)

Damit liegen die Ergebnisse der numerischen Simulation nahe an denen der analyti-
schen Losung. Im Rahmen der numerischen Genauigkeit stimmen sie iiberein.
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In Zahnradgetrieben konnen Resonanzerscheinungen infolge kleiner Ab-
weichungen von der idealen Verzahnungsgeometrie auftreten, wenn eine der
Zahneingriffsfrequenzen mit einer der Eigenfrequenzen des schwingungsfa-
higen Systems iibereinstimmt. Solche Resonanzerscheinungen duflern sich
in storenden Geriduschen (Klappern) und hohen dynamischen Belastungen
bereits im Leerlauf. Die entstehenden Torsionsmomente stellen Wechselbe-
lastungen dar, die manchmal zu Zerstorungen fiihren, da sie die Grofien-
ordnung der Nennmomente erreichen konnen.

Weiterfiihrende Literatur

[4] Autorenkollektiv ITI: Handbuch SimulationX. Dresden, 2015.
www.simulationx.com.

[50] Kiiciikay, F.: Dynamik der Zahnradgetriebe: Modelle, Verfahren, Verhalten.
Berlin Heidelberg: Springer Verlag, 1987.

[52] Laschet, A.: Simulation von Antriebssystemen. Modellbildung der Schwin-
gungssysteme und Beispiele aus der Antriebstechnik. Berlin, Heidelberg:
Springer-Verlag, 1988.
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4.4 Schwingungen in einem Antriebssystem mit

Kurvengetriebe

In vielen Verarbeitungsmaschinen, wie z. B. Textil- oder Verpackungsma-
schinen, kommen Kurvengetriebe zum Einsatz, um gezielte periodische Be-
wegungsabliufe aus einer konstanten Drehzahl einer Hauptantriebswelle
abzuleiten. Diese ungleichformigen Bewegungen auf der Abtriebsseite des
Kurvengetriebes konnen ein daran befindliches Antriebssystem zu Schwin-
gungen anregen. *

Bild la zeigt ein Minimalmodell eines Antriebssystems mit einem Kurvengetriebe.
Ein Motor mit konstanter Antriebsdrehfrequenz f, bzw. Winkelgeschwindigkeit

Q = 2nf, und dem Verdrehwinkel ¢, =

Ot treibt das Kurvengetriebe an, das an der

Abtriebsseite die Hubkurve u(p,) gemdl Bild 1b erzeugt. Das weitere Antriebssystem
wird als Zweimassenschwinger modelliert.

(= ute

(a) Antriebssystem

#1 u (‘pa)
- P e P
1 2

. o ‘Po( +c082¢,) :

\

M(‘Pa) |

| |

1 I
7 ’27 2 Pa

(b) Hubkurve

Bild 1: Antriebssystem mit einem Kurvengetriebe und Hubkurve

Gegeben:
Ji =0,15kgm?
Jo =0,20kgm?
c; = 6000 Nm
¢, =3000Nm
dM =3 S_1
d]( =0s
wo =23°
Gesucht:

1) Hubkurve als Fourier-Reihe bis zur 7. Ordnung

Tragheitsmomente der Drehmassen

Steifigkeiten der Wellen

Parameter der RayLeiGH-Ddmpfung fiir B = dyM + dxC

Parameter der RayLeiGH-Ddmpfung

Maximalausschlag der Hubkurve

2) Eigenfrequenzen und Eigenformen des Antriebssystems sowie die zugehorigen
modalen Dampfungskoeffizienten

*Autor: Michael Beitelschmidt
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3) Antriebsdrehzahlen n, unterhalb ny,, = 400 min~', die vermieden werden
miissen, um resonanzfreien Betrieb zu gewihrleisten

4) Graphische Darstellung der Bewegung ¢,(f) im Vergleich zu ¢,(¢) fiir die
Drehfrequenzen f,; = 2,17Hz und f,; = 2,53 Hz
Lésung:
Zu 1):

Die Hubkurve gemif} Bild 1b kann innerhalb einer vollen Periode durch die Funktion

1
5900(1 +c0s2Q1) fir -5 <Qr<?%

u(Qn) = (D
0 sonst
beschrieben werden. Die fiir die Beschreibung als Fourier-Reihe
u(Qf) = Ag + Z ApcoskQt+ > By sinkQt )
k=1 k=1

erforderlichen Fourier-Koeffizienten A; und By ergeben sich aus den Formeln

2r 2r
Ag = % f f(@Qnd(Qr), A= 711 f f(Q1) cos kQtd(£2¢) und
0 0 3)

2m
1
B =~ f F(Q1) sin kQt d(Q1)
0

wobei aufgrund der Lage der Rastphase der Hubkurve mit f(£f) = 0 die Integrale

nur im Bereich -5 < Qr < 7 ausgewertet werden miissen. Zudem gilt aufgrund der

Achsensymmetrie bzgl. Ot = 0 By, = 0 fiir alle k. Beispielhaft ergibt sich

/2

1 1 4
Al =— f —@o(14+c0s20t)cos Qtd(Qt) = —¢q . 4)
T 2 3n
—n/2

Die nach der 7. Ordnung abgebrochene Fourier-Reihe lautet

1 8 1 8
u(Qr = % 3 + i cos Qr + 3 cos 20t + T5n cos 30t s
- 50t 70t .
1057 <0525 ¥ 3755 98

Es treten auf3er der 2. Drehzahlordnung nur die ungeraden Ordnungen der hoheren
Harmonischen auf, die zudem mit Zunahme der Ordnung schnell kleiner werden.
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Zu 2):

Bei Vorgabe einer kinematischen Wegerregung ist das Modell des Zweimassensys-
tems am linken Ende der Feder ¢; eingespannt. Die Bewegungsgleichung fiir ein
ungedidmpftes System gemif} Bild 1a lautet

J1$1 + crp1 + ol — @2) = 1 u(pa) (6)
S =1 =) =0 (N

oder in Matrizendarstellung mit der Massenmatrix M und der Steifigkeitsmatrix C

{Jl 01{é Llate - 901}: ¢ u(@a) ' )
0 Jo][$ - [l 0
—_——— ~— ————

M c

Die Eigenfrequenzen und Eigenformen eines RAYLEIGH-geddmpften Systems kon-
nen iiber das modale Verhalten des ungeddampften Systems bestimmt werden. Die
Eigenformen sind identisch, die Eigenfrequenzen koénnen korrigiert werden.

Die charakteristische Gleichung fiir die Eigenwerte des ungedimpften Systems lautet

— )2 _
det (€ — w*M) = det crte=wi 2 oo, 9)
—C2 Cy) — LL)2J2

deren Losung zu den Eigenkreisfrequenzen

2
4
C1+62+2 - C|+CQ+C_2 _ C1C2 (10)
J1 ]2 Jl J2 J1J2

fiihrt. Mit den angegebenen Zahlenwerten ergeben sich Eigenkreisfrequenzen

1
2 _
Wor,020 = )

wor = 9542357 wp =256,69957 (11
und daraus die Eigenfrequenzen
Jfor = 15,187 Hz; Joo = 40,855 Hz. (12)

Die modalen Dimpfungsgrade ergeben sich fiir proportionale Dampfung mit der
Formel in [25]

= l(d—M +d1<a)0,~) . (13)
W

Mit den gegebenen Parametern d), und dg ergibt sich

D, =1572-10"%; D, =5,843-1073. (14)
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Die Eigenkreisfrequenzen des gedampften Systems lassen sich iiber die Beziehung

Wai = Woi A1 — Df berechnen und es ergibt sich

wg = 9541157 wp = 256,69557", (15)
fn = 15,185Hz; Jfi» =40,854Hz. (16)

Bei den relativ kleinen Dampfungen sind die Unterschiede zwischen geddmpften
und ungeddmpften Eigenkreisfrequenzen (11) und (15) vernachléssigbar klein.

Die Eigenformen v; und v, des Systems werden zweckmifigerweise numerisch
berechnet. Sie lauten

_ V11 _ 0,8319 i 24443 (17)
Vai 2,1168 0,7204
und werden zur Modalmatrix V = [v;, v,] zusammengefasst. Die Elgenvektoren

wurden bereits so skaliert, dass bei der Modaltransformation VI MV = E kgm? gilt.
2.12 0.72

/

244
a) b)

Bild 2: Eigenformen a) v fiir fy; = 15,185 Hz, b) v, fiir fi, = 40,854 Hz

Zu 3):

Aus (8) ist zu erkennen, dass die Erregung durch die Hubkurve des Kurvengetriebes
(5) entsteht. Sie lautet

c1u(Q1) = c1¢0(0,25 + 0,4244 cos Qt + 0,25 cos 2Q¢
+0,0849 cos 3Qt — 0,0121 cos 5Q¢ + 4,04 - 107> cos 7Q1). (18)

Resonanzen konnen immer dann auftreten, wenn eine der Harmonischen der Hub-
kurve mit einer der Eigenfrequenzen des Zweimassenschwingers iibereinstimmt,
z.B. bei

TNrit

k Qi =k 30 - W= 2nfar . (19)

Folglich konnen Resonanzen bei den folgenden kritischen Drehzahlen auftreten:

60 60
Nirit = kfdl und Nirit = kfd2 s k = 19 29 39 57 7 . (20)
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50 f k=17
N Ja 4 |
=
- k=5
S
S 30 |
s |
g |
SN k=3
229
S k=2
.20 104
83| k=1
|
07 T T }
100 200 300 400 Na

Antriebsdrehzahl 7, in min™!

Bild 3: Campbell-Diagramm mit zwei Eigenfrequenzen und 7 Harmonischen

Das Campbell-Diagramm (siehe Bild 3) zeigt, dass im Betriebsdrehzahlbereich
(Mmax = 400 min~") vier kritische Drehzahlen existieren, in denen grofle Schwingun-
gen die gewiinschte Hubkurve verfalschen:

_ 60far . _ 60far . _ 60far . _ 60/a
Mai = ———5 Mg = g Meis = T Mg = .

21

Die auf Bild 3 festgestellten Resonanzstellen sind in Tabelle 1 zusammengefasst.
Es ist zu erkennen, dass selbst bei Antriebsdrehzahlen, deren Drehfrequenz weit
unterhalb der Eigenfrequenz des Systems liegt, Resonanzen moglich sind.

Tabelle 1: Resonanzdrehzahlen unterhalb von 400 min~!

Nr. Ordnun Nr. der Frequenz  Kreisfrequenz Drehzahl
: ung Eigenfreq.  fiy in Hz Qi in 87! Higic in min~!
1 7 1 2,17 13,63 130,17
2 5 1 3,04 19,08 182,24
3 3 1 5,06 31,81 303,74
4 7 2 5,84 36,67 350,19
Zu 4):

Die Antwort des Systems, speziell die Bewegung der Masse 2 mit der beschrei-
benden Koordinate ¢,, kann mit Hilfe des Superpositionsprinzips aus der Summe
der Systemantworten auf die harmonischen Anteile der Anregungsfunktion (18)
gewonnen werden. Da die Eigenfrequenzen und Eigenformen des Systems in (16)
und (17) bestimmt wurden, kann mit modalen Koordinaten p;(f) gerechnet werden.
Der Zusammenhang zwischen modalen und realen Koordinaten lautet ¢ = Vp und
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in einzelne Koordinaten aufgelost:
e1(t) = viipi(0) + viap2 (1), (22)
2(0) = v p1(f) + vaa pa (1) - (23)

Die Bewegungsgleichungen (6) und (7) bzw. (8) konnen nun der Modaltransformati-
on in der Form

VIMVp+VIBVp+VIiCVp =VIf (24)
unterworfen werden. Dabei ergeben sich die modalen Massen und Steifigkeiten

Wi =viMy; = J)vi + Jovs, (25)

Yi = v Cv; = cvi; + ¢ (v — va)? (26)

mit den Zahlenwerten u; = u, = lkgmz, y1 = 910546 Nm, y, = 65894,54 Nm,
wobei auch y; = ,u,-wi2 gelten muss. Die Bewegungsgleichungen in Modalkoordinaten
haben nun folgende Form:

HiPi + widy pi + yipi = c1vi Z Ay, cos kQt, i=1,2 (27)
k=0,12.3.5,7

Da nur die Schwingungen interessieren, wird der statische Anteil A ignoriert. Die
analytische Losung der Gleichung (27) ldsst sich mit den Losungsverfahren fiir
den Einmassenschwinger gewinnen. Sie lautet mit dem Abstimmungsverhiltnis
ni = Qfw;:

- 1 — k*n%) cos kQt + 2D;kn; sin kQt
P ==L % At ?) FENGY 4D2k2nz o i=12
I k=12357 (1 = k5)" + 4D7kn;
(28)
Aus den modalen Koordinaten ldsst sich aus (23) der gesuchte Abtriebswinkel
©2(1) = Vo1 p1(£) + varpa(t) = Z (ay cos kQt + by sin kQr) (29)
k=1235.7

berechnen. Die Koeffizienten a; und by lassen sich durch Koeffizientenvergleich
gewinnen und sind fiir die beiden in der Aufgabenstellung genannten Antriebsdreh-
zahlen in der Tabelle 2 zusammengestellt.

Die Drehfrequenz f,; = 2,17 Hz entspricht nahezu einem Siebtel der ersten Reso-
nanzdrehzahl. Da die siebte Harmonische in der Anregungs-Hubkurve enthalten ist,
kommt es hier zu einer Resonanz, die zu einer deutlichen Abweichung der Bewe-
gung von ¢, von der gewiinschten Hubkurve fiihrt, sieche Bild 4a. Der zugehorige
Koeffizient b7 ist in Tabelle 2 fett hervorgehoben.

Die etwas hohere Drehzahl von f,; = 2,53 Hz entspricht etwa einem Sechstel der
ersten Resonanzdrehzahl. Da die sechste Ordnung in der Hubkurve nicht enthalten
ist, kommt es nur zu einer geringen Abweichung zwischen ¢, und der Hubkurve,
siche Bild 4b.



4.4 Schwingungen in einem Antriebssystem mit Kurvengetriebe 193

Tabelle 2: Fourier-Koeffizienten der Losung (29)

Ordnung fu =2,17Hz fr =2,53Hz
k Ap- 1073 ag - 1073 by - 1073 ag - 1073 by - 1073
0 100,356 100,356 0 100,356 0
1 170,370 174,409 0,908 175,902 1,075
2 100,356 110,516 1,220 114,629 1,519
3 34,074 42,819 0,789 47,018 1,090
5 -4,868 -10,673 -0,525 -17,449 -1,563
7 1,623 —1,063 59,862 -5,498 0,526
056 ‘
== o
05} o
0.4
E Z o2}
= =

0.1+

0 élr T i 2r 0 ;;r n 3 2n
Antriebswinkel ¢, in rad Antriebswinkel ¢, in rad

(@) fu = 2,17Hz (b) £, = 2,53 Hz

Bild 4: Auslenkungen ¢, bei Drehfrequenzen f,; und f,»

Fiir Antriebe mit periodischen Bewegungen werden hiaufig Kurvengetriebe
eingesetzt. Diese erzeugen eine Hubkurve, mit der nahezu beliebige Bewe-
gungsverliufe, einschlieBlich bewegungsloser Rastphasen realisiert werden
konnen. Durch eine Fourierzerlegung der Hubkurvenfunktion kénnen die
hoheren Harmonischen in der Hubkurve ermittelt werden. Diese fithren zu
Resonanzen hoherer (k-ter) Ordnung, sodass das Antriebssystem bei Dreh-
frequenzen weit unterhalb der tiefsten Eigenfrequenz zu gefdahrlichen sto-
renden Schwingungen angeregt werden kann.

Weiterfiihrende Literatur

[58] Liider, R.: Zur Synthese periodischer Bewegungsgesetze von Mechanismen
unter Beriicksichtigung von Elastizitit und Spiel. Fortschritt-Berichte VDI,
Reihe 11, Nr. 225. VDI-Verlag Diisseldorf, 1995.
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4.5 Anlaufvorgang eines Antriebssystems mit
elastischer Kupplung

Bei einem Antriebssystem wird das Antriebsmoment nicht schlagartig auf-
gebracht, sondern in einer gewissen Anlaufzeit bis zum Maximum gestei-
gert. Im Abschnitt 4 von [25] wird anhand eines Zweimassensystems aus
Motor, Kupplung und Arbeitsorgan gezeigt, dass je nach Verhéltnis der
Anlaufzeit zur Periodendauer der Torsionseigenschwingung mehr oder we-
niger starke Schwingungen im Antriebssystem entstehen. Anhand des Bei-
spiels soll der Grundgedanke einer numerischen Zeitschrittintegration durch
einen einfachen Algorithmus dargestellt werden, der in einem Tabellenkal-
kulationsprogramm realisiert werden kann. *

Fiir das im Bild 1 dargestellte ungebundene Zweimassen-Torsionsschwingungssystem
ist das von der elastischen Kupplung iibertragene Drehmoment beim Anlaufvorgang
ohne Last am Abtriebsrotor im Zeitbereich zu berechnen. Das Antriebsmoment wird
in der Anlaufzeit 7, rampenformig bis zum Maximalwert gesteigert. Dabei ist die
Diampfung zu beriicksichtigen.

J1 J2

M(t)

Bild 1: Torsionsschwingungsmodell fiir einen Motor, Kupplung und Abtriebsrotor

Gegeben:

Ji =0,005kgm?  Massentriigheitsmoment
Jo» =0,015kgm? Massentrigheitsmoment
¢ =100Nm Steifigkeit

b =02Nms Dampfungskonstante

0 firtr=0,
1
M(t) = Mot_ fir0<r<t1,, mit My =2Nm.
M, fiirr > t,,
Gesucht:

1) Eigenfrequenz

2) Zeitverlauf des Drehmomentes Mk (¢), das von der Kupplung iibertragen wird

*Autor: Jorg-Henry Schwabe
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Lésung:

Zul):

Die Bewegungsgleichungen in den zwei Winkelkoordinaten
J1§1 + b(@1 — @) + (o1 — o) = M(D), ey
J2§r = b(@1 — ¢2) — (g1 —2) =0 (2)

werden nach Teilung durch die Massentriagheitsmomente voneinander subtrahiert
und der Relativwinkel g = ¢; — ¢, eingefiihrt. Damit wird die Bewegungsgleichung
fiir den Relativwinkel in der Form

TG +bg+cqg=M@E mit 3)

T J
J= 2 2 0,00375kgm® und M} = My—=
Ji+ /o J1+ 2

=1,5Nm

erhalten. Mit dem Ddmpfungsgrad D = und der Eigenkreisfrequenz des unge-

2J* wo
didmpften Systems wy = +/c/J* kann die Bewegungsgleichung in der Standardform

&

4)

4+ 2Dwog + wgq = 7

geschrieben werden. Die Eigenfrequenz des geddmpften Torsionsschwingers betrigt

1 1 —
f:—a):—u)o 1-D 225,3HZ. (5)
2n 2n

Zu 2):

Das Drehmoment in der Kupplung ergibt sich zu
M (t) = bq(1) + cq(1). (6)

Zeitschrittintegration

Von einer Startbedingung ausgehend werden neue Positionen und Geschwindigkei-
ten nach einem kleinen Zeitschritt At berechnet, so, als handele es sich in diesem
Zeitschritt anndhernd um eine gleichmiBig beschleunigte Bewegung. An der neuen
Position kann nun die vorhandene Beschleunigung neu berechnet werden, die im
nichsten Zeitschritt eingeht (Euler’sches Einschrittverfahren, vgl. z. B. [41]).
Tabelle 1 gibt diesen Algorithmus anhand des Beispiels an. In diesem Algorith-
mus wird mit Absicht auf alle numerischen Verbesserungsmoglichkeiten zundchst
verzichtet. Bei einer Periodendauer der Eigenschwingung von 7' ~ 0,04 s wird der
Zeitschritt At = 0,001 s gewihlt.

In einem Tabellenkalkulationsprogramm werden die Formeln einmalig formuliert
und kénnen dann auf beliebig viele Zeitschritte kopiert werden (Tabelle 2).
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Tabelle 1: Einfacher Algorithmus zur Zeitschrittintegration

Zeit Winkel Geschwindigkeit Beschleunigung Drehmoment
t,=nAt M, qn qn a, Mg
0,0 0 0 0 (Mg = bgo — cqo)/J* bgo + cqo
qn = 4n-1t+
110001 0 2i(An+ Go + apAt (M} =bgy —cqn)/J* by + cq
Gn-1At
2 | 0,002 0,1 dto. g1 + a1 At (M3 = bgy — cq2)/J”* bgs + cqa
3 | 0,003 0,2 dto. o + aaAt (M3 = bgs — cq3)]J* bgs + cq3

Gn = Gn-1 + gu1 AL + zan—l(Al)2

n Qn:‘.blfl +CZ,1,1AZ’ n:0’1’2’3.’-.-
an = (M = biy — cqn) |J* Anfangsbedingung: ¢o = 0, go =0
My = bgn + cqn
Tabelle 2: Berechnungstabelle in einem Tabellenkalkulationsprogramm
= ~( £ =(1/000375)"(B2-02"D2-100°C2)
A B C D E F C
1t M_stern q gdot alpha M_Kupp
2 0 0 0 OI O.I 0
3 0,001 0,3 0 0 80 0
4 0,002 0,6 0,00004 0,08 154,666667 0,02
5 0,003 0,9 0,00019733 0,23466667 222,222222 0,06666667
6 0,004 1,2 0,00054311 0,45688889 281,14963 0,14568889
7 0,005 1,5 0,00114057 0,73803852 330,222617 0,26166519
8 0,006 1,5 0,00204372 1,06826114 288,526749 0,41802469
Ergebnisse

Erwartungsgemal regt ein schneller Anlaufvorgang Torsionsschwingungen an, die
durch die Ddmpfung wieder abklingen (Bild 2). Die Schwingungsanregung bei einem
langsamen Anstieg des Antriebsmomentes ist deutlich geringer. In [25, Abschnitt
4.3.3.2] wird eine analytische Losung fiir das ungedampfte System angegeben. Die
Ergebnisse der Zeitschrittintegration sind mit diesen analytisch bekannten Zusam-
menhédngen, abgesehen vom Abklingverhalten, vergleichbar.

Kupplung mit nichtlinearer Kennlinie

Bei der numerischen Zeitschrittintegration kann z. B. auch eine Feder mit nichtlinea-
rer Kennlinie simuliert werden. Das Moment der Drehfeder wird mit dem Gesetz

Mg =co- (1 +e¢?) @)

mit dem Kennwert ¢ fiir die Nichtlinearitit (linear: € = 0; progressiv € > 0; degressiv
& < 0) beschrieben (s. [25] Abschnitt 7). Fiir das Beispiel im Bild 3 wird der schnelle
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3

M in Nm
2,5 f\
)
. I \ " \vf\\:fﬁ o —ta/T=0,125
. l ,)\V R - —ta/T=1
L e =
05 I,. et ta/T=25
1"
0 et
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
tins

Bild 2: Kupplungsmoment bei unterschiedlichen Anlaufzeiten

Min Nm

3
2,5 l'
]
II :,-'\\ 1’/}'\“:({:3_}? ——Ilinear

R
1 II |\".;- \ — = progressiv

------ degressiv
0,5

0

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
tins
Bild 3: Kupplungsmoment bei nichtlinearem Steifigkeitsverhalten,(linear: € = 0;
progressiv: € = 500; degressiv: & = —200)

Ubergang (¢,/T = 0,125) aus Bild 2 mit einer progressiven und einer degressiven
Federcharakteristik verglichen.

Die angeregte Schwingung des Kupplungsmomentes ist mit der progressiven Feder
etwas hoher und schneller, die relative Verdrehung hingegen etwas geringer als mit
der linearen Feder.

Anlaufvorgénge in Antriebssystemen konnen starke Schwingungen hervor-

rufen, wenn die Anlaufzeit viel kleiner als die Periodendauer der Eigen-

schwingung ist. Fiir die Berechnung dieser transienten Vorginge konnen

numerische Zeitschrittintegrationen genutzt werden. Die Verallgemeinerung-
en zum Einfluss des Verhiiltnisses 7,/7 auf das Torsionsmoment, nachdem

fiir 7,/T < 0,2 der Vorgang als sprunghaft und fiir ¢,/7 > 5,0 als quasi-

statisch angesehen werden kann, bleiben fiir schwach gedimpfte Systeme

giiltig.

Weiterfiihrende Literatur

[41] Hermann, M.: Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen: Anfangs- und
Randwertprobleme. Miinchen, Wien: Oldenbourg Verlag, 2004.
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4.6 Schitzenantrieb einer Webmaschine

Manche Antriebe haben die Aufgabe, eine Masse in kurzer Zeit moglichst
stark zu beschleunigen. Ein solcher Antrieb ist bei traditionellen Webma-
schinen der Schiitzenantrieb. Der ,,Schiitzen* ist das Teil, welches den Schuss-
faden durch das Webfach fiihrt und zwischen die Kettfiiden hindurch ,,ge-
schossen‘‘ wird. Der Bewegungsablauf des Schlagmechanismus eines Schiitz-
enantriebs soll unter Beriicksichtigung der elastischen Antriebsglieder ana-
lysiert werden. *

Der Schiitzenantrieb wird von einem ungleichférmig iibersetzenden Getriebe ange-
trieben, wobei dessen Abtrieb einen Lederriemen am Punkt A zieht, vgl. Antriebskraft
Fa, in Bild 2. Der elastische Riemen ist einerseits am Punkt B mit dem biegsamen
Schlagstock verbunden, andererseits wird das Riemenende A mit konstanter Be-
schleunigung von dem Mechanismus (z. B. Kurvengetriebe) bewegt. Der Arbeitstakt
beginnt, wenn der Schlagstock den Schiitzen beriihrt, der anfangs durch eine Halte-
kraft F, festgehalten wird. Der Schiitze bewegt sich erst dann, wenn diese Haltekraft
tiberwunden ist. Schlagstock und Riemen sind masselose Modellelemente, Reibung
und Dimpfung werden als vernachléssigbar klein angesehen.

AF
0 P
|
Schiitze m :
Schlagstock
o[t | !
Riemen | Ls
=it
LN
A77’/— EA B |
||k
Ly 0

Bild 1: Bezeichnungen und Parameter des Schiitzenantriebs

Gegeben:
Ly =200mm Linge des ungespannten Riemens
L, =200mm, L3 = 500mm Abmessungen des Schlagstocks
EI =470Nm? Biegesteifigkeit des Schlagstocks
EA =69000N Liangssteifigkeit des Riemens
Fo = 180N Haltekraft des Schiitzen
m =0,5kg Masse des Schiitzen
a =120m/s? Beschleunigung des Punktes A

*Autor: Hans Dresig
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Gesucht:

1) Federkonstante ¢ der Reihenschaltung von Riemen und dem bei P festgehalte-
nem Schlagstock

2) Vorspannzeit ¢, bis zur Erreichung der Haltekraft Fy (erste Etappe 0 < < #1)

3) Bewegungsgleichung des Schiitzes in der 2. Etappe (¢; < t < t»), also wihrend
des Kontaktes zwischen P und m, sowie die Eigenfrequenz des Antriebs

4) Antriebskraft F,, wihrend der zweiten Etappe, Ablosezeitpunkt 7, und Ab-
fluggeschwindigkeit des Schiitzes (3. Etappe: Flugphase, ¢ > ;)

5) Verldufe von Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schiitzens

Lésung:

Zul):

Der Schlagstock ist als ein masseloser Balken modelliert, dessen Lager sich am
unteren Auflager O und am oberen Punkt P fiir x = O befinden. Die Verschiebung s

des Punktes A infolge der Kraft F,, entsteht aus der Ldngenédnderung des Riemens
AL und der Biegeverformung u des Balkens, vgl. Bild 2a.

a) b)

0<F<Fy x=0
P

Bild 2: Koordinaten, Krifte und Deformationen am Modell des Schiitzenantriebs
(in der Skizze ist die Balkendicke als null anzunechmen)

s=AL +u=Fy/cr+dF,, = Fa/c. (D
Mit der Federkonstanten des Riemens

cr = EA/L, = (69000N/0,2m) = 345kN/m )
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und der Einflusszahl, die aus der Biegelinie zu berechnen oder z. B. [25] zu entneh-
men ist:
(L - L)

=5,1064 - 10°m/N. 3
3EIL; m/ )

Damit ergibt sich die resultierende Federkonstante ¢ von Riemen und Schlagstock zu

CR
= = 124,92kN/m. 4
¢ 1+ CR d /m ( )

Zu?2):

Die Bewegung des Schiitzes muss in drei Etappen untersucht werden. Die Spitze
des Schlagstocks beriihrt wihrend der ersten Etappe (0 < 7 < #;) den Schiitzen, der
zunichst festgeklemmt ist (x = 0, x = 0), d. h. Kontaktpunkt P steht still, vgl. Bild 2a.
Wihrend der ersten Etappe werden Riemen und Schlagstock so lange gespannt, bis
die maximale Haltekraft Fy an der Schlagstockspitze erreicht ist. Am Punkt A wird
der Riemen ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 aus der Ruhe heraus mit der Kraft F,, gezogen,
so dass eine konstante Beschleunigung a entsteht. Beschleunigung, Geschwindigkeit
und Weg des Punktes A verlaufen in den ersten beiden Etappen geméil

. , L,

§=ua, §=at, s = —at". (5)

2

Die aus dem Momentengleichgewicht beziiglich des Lagers O folgende Beziehung
zwischen der Kraft an der Schlagstockspitze und Antriebskraft lautet

F = (L2/L3)Fan . (6)

Die erste Etappe ist zu Ende, wenn zur Zeit #; die Kraft F die Haltekraft F, erreicht.
Deshalb gilt:

L, L, L,
t=t: Fo= EFan(tl) = Ec-s(tl) = Ec-at%. (7)

Daraus folgt die Vorspann-Zeit

2Fy L
= A= B3 —7748 .10 3. ®)
ca L,

Zu 3):

Es wirkt wihrend der zweiten Etappe (#; <t < 1) die Trigheitskraft F = mX an der
Spitze des Schlagstocks auf die Masse des Schiitzen. Die Haltekraft ist nicht mehr
vorhanden. Die Bewegungsgleichung folgt analog (6) aus dem Momentengleichge-
wicht, vgl. Bild 2b:

ij'L3 — Faan =0. (9)
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Die Antriebskraft ist das Produkt aus Federkonstante und Federweg, vgl. Bild 2b:

Fan=c(ALy +u) =c [s(t) - xﬁ} . (10)
Ly

Der Weg xL,/L; des Bezugspunkts fiir die Verschiebung u ergibt sich aus dem
Strahlensatz, vgl. Bild 2b. Die Bewegungsgleichung folgt aus (9) unter Verwendung
von (10) und dem Weg s(¢) aus (5). Sie erhilt mit w? = (L,/L3)*c/m die Form

. 2 als 5,
+ = —w7rt. 11
Xtwx 2L2w (11)

Mit den gegebenen Parameterwerten der Aufgabenstellung ergibt sich

2
- (L
2= (L—Z) =39968572; w=199,9s7". (12)

m\Ls

Die Eigenfrequenz betrigt damit

f=%=31,8Hz. (13)

Zu 4):
Zu Beginn der zweiten Etappe befindet sich der Schiitze in Ruhe:
t=t: x(t;)=0, x(;)=0. (14)

Die Losung der Differentialgleichung muss die Anfangsbedingungen (14) erfiillen.
Sie liefert die Verldaufe von Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schiitzen
wihrend der zweiten Etappe, vgl. auch Bild 3:

aL3 1 2.0 1 ) .
x(t):EL_z Ewt —1+(1—§a) t)cosw(t—ty) — wty sinw(t—t1)| , (15)
. aL3 1 20\ -
(1) = ——|wt— (1 - zwt)) sinw(t — 1) — wty cosw(t — 1) ] , (16)
a)Lz 2
. _ L3 1 2.2 .
x(t)—aL— 1—(1—50) 1) cosw(t — 1) + wty sinw(t — 11)] . 17
2

Die Antriebskraft wihrend der zweiten Etappe ergibt sich nach dem Einsetzen der
Beschleunigung in (9) zu

Fal®) = 22mi(0)
’ (18)

2
L 1
= ma (L—3) [1 —-(1- szt%) cosw(t —ty) + wty sin w(t — tl)] .
2
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Weg m
0161 Etappe 1 Etappe 2 Etappe J
012 ~~
008 sLs/Ly -
0041 x=0
0.0

t, t, ms Zeit t

e o m
Geschwindigkeit 5

9
7
5
3
1 :
0 i ' .
t ty ms Zeit t
H m
Beschleunigung i )
X
700 °
500 J Sl_3/ |_2
MWt ——— A~ e
100
0 ’ ' ' .
t ty ms Zeit t
Bild 3: Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung des Webschiitzen und des
Antriebs

Diese Verldufe lassen sich als Folge der kinematischen Beschleunigung und der
Schwingbeschleunigung des elastischen Schlagstocks, vgl. Bild 3, interpretieren.

Die zweite Etappe ist zur Zeit ¢, beendet, wenn die beschleunigende Kraft (die
hier beim Modell des masselosen Balkens der Kraft F,, proportional ist) auf null
gesunken ist und der Schiitzen sich vom Schlagstock trennt. Aus der Bedingung
Fan(t2) = 0 folgt mit (18) die Gleichung zur Berechnung von 7 = w(#; — t;), woraus
sich dann 7, ergibt

1
1-(1- szt%)cosr—i-wtl sint=0. (19)

Durch Elimination von cos 7 = V1 — sin® 7 entsteht aus (19) nach dem Quadrieren
eine quadratische Gleichung fiir sin 7:

4 2
[1 + @}snﬁwzwz. sinT+(wt1)2[1 - @] =0. (20)

Mit den Zahlenwerten aus (8) und (12) wird daraus nach kurzer Umformung

sin® 7+ 1,269 83 sin7 + 0,39344 = 0. (21)
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Von den beiden Wurzeln
sint; = —0,536 56; sint, = —0,73326 (22)

hat nur 7; eine physikalische Bedeutung, da es den kleineren #,-Wert liefert. Es ist
wegen 7 > 0

71 =7+ 0,56636 = 3,7079 = w(t, — t,); cost; = —0,8439. 23)
Damit ergibt sich mit (8), (12) und (23)

Hh=t+11/w=0,0263s. 24)

Die Dauer 1, — t; = 0,0185 s, welche die Kraft auf den Schiitzen wirkt, ist etwas
langer als eine halbe Periodendauer (7'/2 = n/w = 0,0157 s) der Eigenschwingung.
Die Geschwindigkeit des Schiitzen ergibt sich am Ende der 2. Etappe aus (16) zu

L 1
i) = 45 o - - W) sinw(ty — 1) — wty cos w(ty — 1)| ,
w Lz 2
i(ty) = 10,0m/s. (25)

Die Elastizitét des Antriebs als konstruktive Mainahme wirkt sich erwartungsgeméal
positiv aus. Diese Geschwindigkeit ist infolge der Halbschwingung gréBer als der
Wert x(t,) = a(Ls3/Ly)t; = 7,89 m/s, der sich bei einem starren Schlagstock ergeben
wiirde. Zur Zeit 1, 16st sich der Schiitze vom Schlagstock, vgl. Bild 2. Danach beginnt
die dritte Etappe der Bewegung des Schiitzen. Wihrend der Flugphase trigt er den
Faden wegen der vorausgesetzten Reibungsfreiheit mit der Anfangsgeschwindigkeit
X(t,) durch das Webfach.

Dank der Elastizitit der Getriebeglieder und Ausnutzung der Vorspann-
kraft liasst sich eine Abfluggeschwindigkeit des Schiitzes erreichen, die we-
sentlich groBer als die Geschwindigkeit ist, die mit einem starren Antrieb
zustande kiime. Dabei wird die Masse erst nach Uberwindung einer Hal-
tekraft in Bewegung versetzt und nach einer Halbschwingung des elasti-
schen Systems frei gegeben. Dieser Effekt kann bei allen Antrieben ausge-
nutzt werden, bei denen die Masse am Abtrieb eine hohe Geschwindigkeit
erhalten soll, z. B. bei Himmern, Schleudern, Wurfmaschinen, Sprungbe-
wegungen, u.a. Eine Anwendung der Grundidee bei Strickmaschinen wird
in [46] behandelt. Der hohe Sprung eines PKW beim Flug ins Kirchendach
gelang wegen der Elastizitiit des Fahrwerks und der Rider [22].

Weiterfiihrende Literatur

[22] Dresig, H.: Analyse ,,Flug auf das Limbacher Kirchendach*. 2014. urL:
www.dresig.de.

[46] Jiirgens, R.: Dynamische Belastungen des Nadelfufses einer Strickmaschinen-
nadel. Diss. TH Karl-Marx-Stadt, 1982.
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4.7 Abstimmung eines Getriebeprifstands

Bei der Untersuchung von Zahnradgetrieben auf einem Getriebepriifstand
muss sichergestellt werden, dass der Priifstand das dynamische Verhalten
des zu untersuchenden Systems nicht verfilscht. Deshalb wird vor dem Test
die Frequenzabstimmung des Gesamtsystems aus Priifstand und Priifgetrie-
be kontrolliert. *

Die zwei Zahnrider eines Getriebes mit den Trigheitsmomenten J; und J, sowie den
Zihnezahlen z; und z; sollen entsprechend Bild 1 in einem Priifstand hinsichtlich
ihrer Flankenfestigkeit {iberpriift werden. Dabei wird das Priifgetriebe von zwei
torsionsweichen Wellen mit den Steifigkeiten ¢; und ¢, angetrieben. Durch die
Verspannung der beiden Wellen gegeneinander mit Hilfe der Verstellkupplung wird
im Priifgetriebe eine statische Zahnkraft aufgebracht und ein spielfreier Zahnkontakt
sichergestellt. Die Messung findet bei einer Drehzahl von n; an der Welle 1 statt.

Der Priifstand ist dabei so konzipiert, dass das Tragheitsmoment des Antriebs viel
grofer ist als die Tragheitsmomente der zu priifenden Zahnriader. Auflerdem seien
die Zihne der Priifzahnréder starr.

Motor Antriebsgetriebe Verstell- Priifgetriebe
\ \ kupplung |
| \ \
+ —| — HlieEeEe—= =
c 1+ Ji,21
torsionsweiche | [
Wellen\
4+ — 3
c
2 1}

Bild 1: Schematischer Aufbau des Getriebepriifstands

Gegeben:
71 =17 Zahnezahl des Zahnrads 1
7 =23 Zihnezahl des Zahnrads 2

Ji =0,0065kgm?  Trigheitsmoment des Zahnrads 1
Jo =0,0125kgm?  Trigheitsmoment des Zahnrads 2
c; = 13600 Nm Steifigkeit der Welle 1

¢y = 13300Nm Steifigkeit der Welle 2

ny = 1500 min~! Drehzahl der Welle 1

*Autorin: Katrin Baumann, Quelle [43, Aufgabe 15]
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Gesucht:
1) Eigenfrequenz des Gesamtsystems

2) Abstimmungsverhiltnisse gegeniiber den Drehfrequenzen und gegeniiber der

Zahneingriffsfrequenz
Lésung:
Zul):
Aufgrund seines sehr grofien Trigheitsmo- Ersatztrigheit
ments kann der Antrieb als rotierende Einspan- i ] )
nung betrachtet werden. Unter Beriicksichti- Antrieb 1 Antrieb 2
gung der starren Zihne wird das Priifgetriebe / _Welle_l &elle_ 2
im Priifstand auf die Welle 1 als ein glatter ¢ ar ¥
Wellenstrang entsprechend Bild 2 reduziert. L
Nach Tabelle 4.2 im Lehrbuch [25] betragen o
das auf die Welle 1 reduzierte Trégheitsmo-  Bild 2: Berechnungsmodell des
ment Getriebepriifstands
J=1 +Jz(z—]) (1)
2
und die reduzierten Wellensteifigkeiten
2
21
cr =y und ci = (—) . )
2

Mit dem Drehwinkel ¢ lautet die Bewegungsgleichung des reduzierten Systems
Jo+(cr+ceme=0. 3)

Daraus wird die Eigenfrequenz ermittelt:

1
fO:Z,/Lﬂzl99HZ. 4)

Zu 2):

Fiir eine groftmogliche Fehlerfreiheit muss die Eigenfrequenz f, des Getriebepriif-
stands einen hinreichend groflen Abstand von den Erregerfrequenzen f haben. Dies
wird anhand des Abstimmungsverhéltnisses 1= f/ fy tiberpriift. Als mogliche Er-
regerfrequenzen sind dabei nicht nur die Zahneingriffsfrequenz und ihre htheren
Harmonischen, sondern aufgrund von Unrundheiten und Exzentrizitdten auch die
Drehzahlen der Wellen 1 und 2 zu betrachten.

Die niedrigste Erregerfrequenz aufgrund des Zahneingriffs ist die sogenannte Zahn-
eingriffsfrequenz. Sie betridgt bei der Betriebsdrehzahl

| mi
n,=nyz; =255001/min — f.=n, i

=425Hz.
60 SHz o)
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Damit betriigt das Abstimmungsverhiltnis gegeniiber der Zahneingriffsfrequenz

f
n,===2,13. (6)
C
Die Drehfrequenzen des Originalsystems betragen fiir die Welle 1

1 min
60s

fi=n =25Hz (7)

und unter Beriicksichtigung des Ubersetzungsverhiltnisses fiir die Welle 2

1 min z1 1 min
= =n— ~ 18,5Hz. 8
f= e =M g ®)

Die Abstimmungsverhiltnisse ergeben sich damit zu

n = ﬁ ~ 0,126 und m = é ~ (0,093. 9)
fo fo
Diskussion

Der Getriebepriifstand ist gegeniiber der Zahneingriffsfrequenz tief abgestimmt
(fo < f). Das Abstimmungsverhiltnis liegt dabei iiber dem minimal erforderlichen
Wert von V2, ab dem keine Verstirkung der Schwingungen aufgund der Resonanz
mit der Eigenfrequenz mehr auftritt. Aufgrund der tiefen Abstimmung des Getriebe-
priiftstands beschrinken sich die Schwingungen, die mit der Zahneingriffsfrequenz
angeregt werden, sowie deren hohere Harmonische im Wesentlichen auf das Priif-
getriebe. Dadurch hingen die entstehenden dynamischen Zahnkréfte nur von den
Parametern des Priifgetriebes ab.

Gegeniiber den Drehfrequenzen liegt eine hohe Abstimmung (fy> f) vor, wobei das
maximal zulidssige Abstimmungsverhiltnis von v/1/2 deutlich unterschritten wird.
Damit kann der Getriebepriifstand fiir die Berechnung im Betriebsfrequenzbereich
als starr angenommen werden.

In Kapitel 3.2 des Lehrbuchs [25] werden weitere Betrachtungen zur Abstimmung
ausgefiihrt.

Getriebepriifstiinde werden so ausgelegt, dass gegeniiber der Zahneingriffs-
frequenz eine tiefe Abstimmung und gegeniiber den Drehfrequenzen eine
hohe Abstimmung vorliegt. Damit wird gewihrleistet, dass das dynamische
Verhalten des Gesamtsystems hauptséichlich durch das Priifgetriebe und
nur in (vernachlissigbar) geringem MaBe durch den Priifstand beeinflusst
wird. Die Berechnung kann dann als starre Maschine erfolgen.
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4.8 Stationare Schwingungen einer
Vibrationsmaschine

Vibrationsmaschinen, wozu z. B. Schwingsiebe, Riitteltische, Schwingforde-
rer u.a.m. gehoren, nutzen mechanische Schwingungen fiir technologische
Aufgaben. Hierfiir sollen die durch bestimmte Erreger hervorgerufenen Be-
wegungen verstirkt werden, dabei aber auch stabil und energieeffizient ar-
beiten. Ein Uberblick zu Vibrationsmaschinen ist in [24] zu finden. *

Das in Bild 1 gezeigte Berechnungsmodell einer auf Schubkurbelbasis arbeitenden
Vibrationsmaschine soll hinsichtlich seines dynamischen Verhaltens im stationdren
Betrieb untersucht werden. Die Maschine besteht aus zwei Schwingwagen gleicher
Masse, die durch eine Feder miteinander verbunden sind.

Es wird ein kleines Kurbel-Koppel-Verhiltnis vorausgesetzt (sowohl im unverform-
ten als auch im belasteten Zustand). Die gezielt vorgesehene Léngssteifigkeit ¢; der
masselos vorausgesetzten Koppel wirkt zusétzlich zur Verbindungsfeder c¢;. Ener-
giedissipation wird durch die zu den Federn parallel geschalteten Dampfer erfasst.

reibfrei

Bild 1: Berechnungsmodell der Vibrationsmaschine

Die kinematische Kopplung der beiden Schwingwagen erfolgt mittels einer spielfrei-
en Zahnrad/Zahnstange- Verbindung, wobei die Drehtrigheit des raumfest gelagerten
Rades vernachlissigbar ist. Der Schwerpunkt § der Kurbel (einschlieBlich Mo-
torldufer) liegt im Drehgelenk von Kurbel und Schwingwagen, wodurch sie keine
zusdtzlichen Massenkrifte erzeugt. Die Federn sind kréftefrei, wenn sowohl x = 0
als auch cos ¢ = 0 gilt: [y = I(x = 0,cos ¢ = 0). Aulerdem gelte: r < [y, |x| < .

Gegeben:
r < lp Kurbelradius
lo Liange der Koppel bei x = 0 und cos ¢ = 0
m Masse eines Schwingwagens
stvz Tragheitsmoment der Kurbel inklusive Motorldufer (dessen Masse ist

bereits in derjenigen des linken Schwingwagens beriicksichtigt)

*Autor: Ludwig Rockhausen
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c1, by Steifigkeit und Dampferkonstante der Koppel

¢y, by Steifigkeit und Dampferkonstante des Verbindungselementes zwischen
den beiden Schwingwagen

@ Proportionalitétsfaktor fiir Dampfung

Q ~n  Winkelgeschwindigkeit der Kurbel

Gesucht:

1) Bewegungsgleichungen (BGln.) fiir die Koordinaten x und ¢ bei gegebenem
Antriebsmoment M

2) Bewegungsgleichung fiir x sowie Gleichung zur Ermittlung des erforderlichen
Antriebsmomentes M = M, fir den Fall, dass der Motor eine konstante
Winkelgeschwindigkeit ¢ = Q erzwingt; Dabei und im Weiteren gelte: b; = ac;
und bz = acy

3) Losung x(#) fiir den stationdren Zustand (¢ = Q) sowie das zugehdrige An-
triecbsmoment M¢(f)

Lésung:

Zul):

Fiir die Aufstellung der Bewegungsgleichungen mittels LagraNGEscher Gln. 2. Art
werden die kinetische und potentielle Energie (Wyin, Wpyor) sowie die RaYLEIGHsche
Dissipationsfunktion R und die virtuelle Arbeit SW'® benétigt:

2Wiin = 2mi® + J3,¢° (1)
2Woor = ¢1 (1= 10)* + ¢2 (2x)° 2)

2R = by > + b, 2%)* 3)
W = Mg +06x “

Die Liangenéanderung (/ — [y) der Koppelfeder ¢, lésst sich gemal Bild 2 aus einer
Lingenbilanz ermitteln:

lpcosBy =2x+rcosep+1cosf. 5)

Wegen des vorausgesetzten kleinen Kurbel-Koppel-Verhiltnisses kann in guter
Niherung cos 8y = cos 8 ~ 1 gesetzt werden. Dann folgt aus (5)

I-Ip~—-Qx+rcosg) und [~ —(2x—rgsing). (6)
Damit ergibt sich fiir Wy, und R:

2Wpot = €1(2x + rcos c,a)2 + 402x2
2R ~ by (2% — rgsin)® + 4by i
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b

Bild 2: Geometrische Verhiltnisse beim Schubkurbeltrieb

Die Anwendung des LaGranGge-Formalismus liefert nun die beiden gekoppelten
Bewegungsgleichungen:

2mi + 4(cy + c2)x + 2circos ¢ + 4(by + by)xk — 2byrgsing = 0 7

JZSW{b — 2¢ rsingx — ¢1r? singcos ¢ — 2byrsingx + byrXgsin’® o = M ®)

Zu2):

Mit ¢ = ¢ + ¢, und den vorausgesetzten steifigkeitsproportionalen Dampfungen folgt
mit ¢ = Qt aus (7) die BGL. fiir x(¢):

mx + 2acx + 2cx = —cyrcos Qt + ac rQ sin Ot ©)]
bzw. mit (ué = i—j 2Dwg = awé und 7= w%:
¥+ 2Dwoi + Wiy = - (2D sin Qr — cos Q). (10)
m

Das fiir die vorgegebene Bewegung der Kurbel erforderliche Antriebsmoment lésst
sich entsprechend (8) ermitteln:

t 1 v(t 1
M = M (1) = —2¢,1? & + —cosQt+2Dn & — —sinQ¢||sinQr (11)
r 2 rQ 2

Zu 3):

Fiir den stationdren Zustand wird zur Losung von (10) der Ansatz
x(1) = r(A cos Qt + Bsin Qt)
i(f) = rQ(-AsinQt + Becos Q1); %=~ x(1) } (12

in (10) eingesetzt und der Koeffizientenvergleich bei cos £ und sin ¢ vorgenommen.
Das liefert 2 lineare, inhomogene algebraische Gleichungen fiir die Unbekannten A
und B mit der Losung:

A
B

1 — %> + (2Dn)?
2D

C1 1

"2 (-7 + 2D "
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Die Amplitude der Verschiebung x ist dann (vgl. auch Bild 5.50a in [24]):
X=rVA2+B?
cr 1

T 2c (L= PP+ 2Dy V(=72 + QDyR) + QDY

(14)

Einsetzen der stationdren Losung x(¢) und x(¢) in (11) liefert bei Nutzung trigonome-
trischer Identititen den Zeitverlauf des erforderlichen Antriebsmomentes:

M (1) = —c1 77 [M(1 = cos 2Q1) + M; sin 21 (15)

mit M =B-2Dn(A+1), M,=A+1/2+2DyB.

Das maximale Moment folgt daraus zu

Ml = 17 (1M71+ [ M7? 4 M32) (16)

Daci/c = 1/(1 + c3/cy) gilt, ldsst sich |[Merf|max /(c17?) in Abhiingigkeit des Stei-

figkeitsverhiltnisses c¢,/c; darstellen. Die Bilder 3a und 3b zeigen dies fiir zwei

unterschiedliche Dampfungen sowie fiir jeweils 3 Abstimmungsverhéltnisse 7. In

[24] wurde 0,8 < 1 < 0,9 als der fiir den Betrieb der Vibrationsmaschine zweckma-
Bige Bereich begriindet.

|Mceﬂr|;"ax T2-5-* D=0,075 Mg |;"ax1F 1 \\ =04

1 24 cqr

\ 1 \

(a) D = 0,075 (b)D = 0,1

Bild 3: Bezogenes Maximalmoment fiir verschiedene D als Funktion von ¢;/c;

Durch die rechnerische Untersuchung einfacher Modelle von Vibrationsma-
schinen lassen sich die Einfliisse maBigeblicher Konstruktions- und Modell-
parameter auf das dynamische Verhalten sowie auf die Hohe des erforderli-
chen Antriebsmomentes ermitteln, was fiir die konstruktive Auslegung von
Interesse ist.

Weiterfiihrende Literatur

[24] Dresig, H. und A. Fidlin: Schwingungen mechanischer Antriebssysteme. Mo-
dellbildung, Berechnung, Analyse, Synthese. 3. Aufl. Berlin Heidelberg New
York: Springer-Verlag, 2014.
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5.1 Einflisse konstruktiver Parameter auf die
Grundfrequenz einer Getriebewelle

Fiir praktische Aufgabenstellungen, bei denen die ungefihre Grofe der tief-
sten Eigenfrequenz (sogenannte Grundfrequenz) interessiert, geniigt es oft,
diese abzuschitzen und einzugrenzen. Am Beispiel eines Biegeschwingers
soll gezeigt werden, wie die Niherungen von DUNKERLEY und RAYLEIGH ange-
wendet werden konnen. *

Bild 1 zeigt die Skizze einer Antriebswelle, die in etwa die Verhéltnisse abbildet,
wie die unten angegebenen Zahlenwerte, mit denen die Gleichungen exemplarisch
ausgewertet werden sollen. Die Antriebswelle besteht aus Vollmaterial und wird
mit einem Berechnungsmodell beschrieben, dass aus einer als Kontinuum ange-
nommenen Welle und zwei Massen besteht. Es werden analytische Formeln zur
Berechnung der tiefsten Eigenfrequenz f; als Funktion von den Abmessungen und
Materialparametern gesucht.

L L

-

Ly

Bild 1: Skizze der Antriebswelle mit ihren Abmessungen

Gegeben:
d =30mm Durchmesser der Antriebswelle
Ly = L3 =150mm, L, =200mm Abstinde der Scheibenmittelpunkte
D; =90mm, D, = 120 mm Durchmesser der Scheiben 1 und 2
By = 60mm, B, =40 mm Breite der Scheiben 1 und 2
¢; =1,5-10°N/m Federkonstanten der Lager 1
¢, =2,0-10°N/m Federkonstanten der Lager 2
E =2,1-10"N/m? Elastizititsmodul des Wellenmaterials
p ==7.85-10°kg/m? Dichte des Wellenmaterials

*Autor: Hans Dresig

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017 211
M. Beitelschmidt und H. Dresig (Hrsg.), Maschinendynamik —
Aufgaben und Beispiele, DOI 10.1007/978-3-662-53435-9_5
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Gesucht:
1) Schranken fiir die Grundfrequenz f; mit Annahmen fiir ein Einmassen-Modell

2) Parameter fiir das Kontinuum und zwei Einzelmassen an den Stellen der grof3en
Durchmesser

3) Formel fiir untere Grenze der tiefsten Eigenfrequenz nach DUNKERLEY

4) Formel fiir obere Grenze der tiefsten Eigenfrequenz nach RAYLEIGH mit der
Ansatzfunktion v(z) = ¥ sin(nrz/L) fiir die starr gelagerte Antriebswelle

5) Berechnung der tiefsten Eigenfrequenz mit einem FE-Modell

6) Vergleich der Ergebnisse fiir starre Lager und elastische Lager an Hand der
gegebenen Zahlenwerte

Lésung:
Zul):

Zur Plausibilitatskontrolle wird ein Minimalmodell mit der Gesamtmasse m be-
nutzt, die in Wellenmitte konzentriert wird. Die Federkonstanten werden auf die
Balkenmitte bezogen und folgen mit dem Lagerabstand L = L; + L, + L3 aus

1 L3 C1+C
+

. 1
C 48E1 40102 ( )

Es wird angenommen, dass allein der Durchmesser d der Antriebswelle die Biegestei-
figkeit bestimmt und der Einfluss der Durchmesser D; und D, darauf unwesentlich
ist, weil dadurch eine vernachlissigte Versteifung erfolgt. Die Biegesteifigkeit betrigt

d4
EIl = E”6—4 =835-10° Nm?. )

Die Masse der Antriebswelle ergibt sich aus dem Produkt von Volumen und Dichte:
R P 2 2 _
m = 47r(d (L By - B,) + D}By + D3By) p = 8,767kg. 3)

Die tiefste Eigenfrequenz dieses Kontinuums kann nicht kleiner sein, als bei einem
Feder-Masse-System, dessen Masse m in der Mitte der Welle angeordnet ist. Wenn
die Masse gleichmifig iiber der Linge verteilt wire, entsteht der andere Extremfall,
bei dem die Eigenfrequenz etwa so gro8 ist, als ob m/2 in der Mitte angeordnet
wire, vgl. [33, Tab. 2.9]. Mit diesen einfachen Abschitzungen ergeben sich folgende
Eigenfrequenzen, innerhalb deren Grenzen die tiefste Eigenfrequenz zu erwarten ist:

1 c 1 |2
flmin = — < f] < = flmax . (4)
2r \'m 2 N\ m
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Zu 2):

Die Antriebswelle wird in den beiden Bereichen mit groem Durchmesser (D; und
D, im Bild 1) und den Breiten By und B, durch Einzelmassen m; und m, modelliert,
wihrend der Masseanteil m3; (mit dem Durchmesser d) als Kontinuum behandelt
wird. Die Gesamtmasse setzt sich aus folgenden drei Einzelmassen zusammen:

my = Z(D% —P)Bip = 2,663 ke,
my = g(Dg — d)Byp = 3,329kg, (5)

ms = pAL = ;-IGZZ(L1 + Lo+ Ly)p = 2,774ke .

Zu 3):

Fiir die Abschitzung gibt es zwei Varianten zur Zerlegung des Berechnungsmodells
in einfache Teilsysteme, die jeweils eine bekannte Eigenkreisfrequenz w(;, aufweisen.

a) Variante 1 (DuNKERLEY): Jedes Teilsystem besitzt alle Steifigkeiten und ist
entweder ein Schwinger mit einer Masse und dem Freiheitsgrad eins oder ein
Kontinuum mit seiner tiefsten Eigenfrequenz.

b) Variante 2 (NEUBER): Jedes Teilsystem besitzt nur einen einzigen Federpara-
meter und alle Massen des urspriinglichen Systems.

Es werden hier beide Varianten kombiniert. Die linke Seite in Bild 2 zeigt, wie
aus dem urspriinglichen Modell drei Teilsysteme gebildet werden, die jeweils nur
einen Masseparameter haben. Das dritte Teilsystem enthilt drei Federparameter,
die entsprechend der rechten Seite in Bild 2, wieder in drei Teilsysteme aufgeteilt
werden. Die in Klammern gesetzten Indizes der w-Werte geben die Nummer der
Teilsysteme an.

Im ersten Schritt wird die Eigenkreisfrequenz w; mit der Methode von DUNKERLEY
abgeschitzt, wenn die Massen m, m; und der Kontinuum-Balken isoliert behandelt
werden, vgl. Bild 2:

1 1 1 1 1
—2<—2+—2+—2=511m1+622m2+—2. (6)
wy Wy Wo o W @)

Die Einflusszahlen konnen aus einer Deformationsberechnung oder in [25, 61]
entnommen werden:

LiL-L) (L-L)Y L

o1 = + ,
3EI-L o1 L2 cr L2
CLA-L) @-L)Y L

2 = + + .
3EI-L L2 cL?

)

®)

Sie berticksichtigen die drei Federparameter und gelten fiir die Stellen, an denen sich
die Massen m; und m, befinden.
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i L1 v i L2 v
[
Wy
m m2

2_ 1 2 _ntEL
1) [ [ ] ] 0(1)=6—m 4)MW(4)— [
im ™ Czi “1 ’ ELpA ’ oA
Z_L 2 C1 |.2
2) | [ ] | %= Fom ) 0(5)=_
2 ¢ 12
) o] 0 ®=
(3) Uy ¢, 2
C1 pA C2

Bild 2: Berechnungsmodell der Maschinenwelle und deren Aufteilung in sechs
Teilsysteme nach DUNKERLEY und NEUBER

Im zweiten Schritt kann die Eigenkreisfrequenz w3y mit den Teilsystemen 4 bis 6
abgeschitzt werden, die sich ergeben, wenn jeweils nur ein einziger Federparameter
(c1, co und ¢3 = EI/L? = 66 800 N/m) benutzt wird (NEueer). Nach dem Einsetzen
der Trigheitsmomente J; = J, = m3L*/3 ergibt sich

<—-+t—=+—=—+—=—|—+—
2 2 71'463 3 C1 o

1 1 1 1 my  ms ( 1 1 )
why Wl W
= (0,426 + 0,616 + 0,462) - 107°s>.  (9)

2
5 “e

Aus (6) und (9) ergibt sich damit folgende obere Grenze fiir die tiefste Eigenfrequenz,
wenn die Eigenkreisfrequenzen gemill w = 27 f umgerechnet werden:

1 1 1 1
—— < @n) |S1imy + Spamy + m3 (— +—+ —)] : (10)

4
- mtcs 3¢ 3¢

Bei starren Lagern entfallen zwei Summanden, weil 1/¢; = 1/c; = 0.

Zu 4):

Der RayreigH-Quotient liefert fiir eine beliebige Ansatzfunktion v(z) der Schwin-
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gungsform eine obere Grenze fiir die tiefste Eigenfrequenz, vgl. [25]:

I EI@V" (2 dz+ c1v2(0) + epA(L)

fOLpA(Z)V(Z)2 dz + mv2(z1) + mav3(z2) '

(27Tf1max)2 < w12q

Y

In (11) wird das mit Einzelmassen besetzte Kontinuum erfasst. In einem kom-
plizierteren Modell konnte sogar ein tiber die Linge veridnderlicher Durchmesser
beriicksichtigt werden, weil /(z) und A(z) von d(z) abhidngig sein konnen. Da die
lineare Spannungsverteilung innerhalb des Wellenquerschnitts (und damit die An-
nahme der EuLER-BERNOULLISchen Balkentheorie) aber bei plotzlichen Durchmes-
seranderungen nicht gilt, wird hier wieder mit einem durchgingigen konstanten
Wellendurchmesser d gerechnet.

)

Ll

(7)) v(zy)

my

Bild 3: Néherung fiir die Grundschwingungsform gemif Gleichung (21)

Um eine Ansatzfunktion fiir die Grundschwingungsform zu finden, wird angenom-
men, dass eine Streckenlast g(z) = g sin(rz/L) entsprechend der ersten Eigenschwing-
form des Kontinuum-Balkens wirkt, welche den Balken und die Federn deformiert,
vgl. Bild 3. Der Verformungsverlauf v(z) wird durch Integration der Differential-
gleichung der Biegelinie ermittelt. Unter Beachtung der Randbedingungen ergibt
sich

EL" = q(Z) = flsin(ﬂZ/L) P (12)

EIY" = Q(Z) — _qg COS(]TZ/L) . (13)

Die auf den Balken wirkende Streckenlast wird von den Lagern aufgenommen und
entspricht der Querkraft an den Rindern des Balkens:

L
Q0) =-Q(L) =--4. (14)

An den Rindern wird kein Moment aufgenommen. Wegen M(0) = M(L) = 0 gilt

EN' = M(z) = —c}(%)z sin(’%) . (15)
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Die Winkel und Wege an den Rindern sind zunéchst unbekannt. Es gilt:

EIV = q(%)s cos(%) + Elp(0), (16)
END) =4 (%)4 sin(%) + EI[v(0) + ¢(0)z] - (17)

Die Federkrifte sind proportional den Verschiebungen am Rand, vgl. (14):

L gL

v(0) = 00/ = — = L=y, (18)
cy b/g
L gL

W) = QL)er = — = L) (19)
cy Vg

Daraus folgt der Neigungswinkel der Geraden:

v(L) = v(0) @_L VL=V

¢O0) = —7 L

(20)
Die Skizze in Bild 3 zeigt, dass sich die Verschiebung des Balkens aus der Geraden
der Starrkorperbewegung und der Sinuskurve der Biegelinie summiert. Aus (17)
folgt nach dem Einsetzen von v(0) aus (18) und von ¢(0) aus (20) die gesuchte
Ansatzfunktion fiir die Verformung

L1 (1 1\z L . (&g
= Zal— 4= - =) —sin(Z)]. 21
V@) nq[c1+(cz cl)L+7r3Elsm(L)} @D

Fiir die Berechnung des Zihlers des RayLEiGH-Quotienten (11) werden auch die
Wege der Federn und die zweite Ableitung

gL L

v 2= 2 sin(E) , (22)
n nEl L

die aus (15) folgt, benétigt. Der erste Summand im Zéhler von (11) ist
r F Ly gL\ L3
EN'(2dz = —AZ(—) 'Z(B)d - (4= . 23
fV(Z)ZfEansmL “=\7) 2Er 23)
0 0

Die anderen beiden Summanden stammen von der potentiellen Energie der Federn

A 2
V2 (0) + e (L) = (%) (i + i) ) (24)

C1 C2

Fiir den Nenner werden die Verschiebungen der Massen beriicksichtigt:

gL L-L L L. ( Ll)
= — . = + — 4+ — I Y 25
V@@ a1 M Lc, Leo  m3EI ) 25
gL L-1, L, L3 . ( L2)
= —, = +— 4+ = —. 26
V@)= v, v = e e S s\ (26)
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Zur Berechnung des Anteils des Kontinuums an der kinetischen Energie
L L
AT \2 3 2
qL 1 c1—¢c 2 L . Z
Avz) dz = | pAL[ L) [—+ e ey (—)d 2
fp V@7 dz fp (n)[cl cica L 7T3Elsm ]TL z @7
0 0
werden nach der Ausmultiplikation der eckigen Klammern folgende Integrale bend-
tigt
L
2L
dz=1L, fsin(ﬂi)dz=—,
L b
0
L

0
L 2 3
L L
d:_’ Zd:_’
fzz 2 fz e
0

0

— -

Damit ergibt sich aus (27)

L

gL
‘prv(z)2 dz = (q_) Wy  mit
by
0

2 3 2 3

1 1({ci—c 1L 1 2(6‘1+C2)L
Wy = pALL — + = o =) #2222 U (08
N=p {clcz 3( clcz) 2 3 (EI) rteieEl (28)

Fiir den RayLeiGH-Quotient (11) ergibt sich nach dem Einsetzen der langen Aus-

driicke aus (25), (26) und (28) die Abhingigkeit von allen Parametern in der Form
L3/2m?ED + 1/c; + 1

(Zﬂflmax)z _ w% < w}z2 _ /Qr ) [ci 2/Cz ) (29)

2

Wy + mlv% + mov

Zu 5):

Das verwendete FE-Modell besteht aus 14208 Elementen (3D-20 Knoten Element),
vgl. Bild 4.

m—

m_,g'___._—l

(a) Starre Lager (b) Elastische Lager

Bild 4: Berechnete Grundschwingungsform des FE-Modells

Aus dem Deformationsverlauf ist zu erkennen, dass sich nicht einfach eine eindimen-
sionale Biegelinie, sondern rdumliche Verformungen der gesamten Antriebswelle
ergeben. Die tiefste Eigenfrequenz betrégt bei starren Lagern f; = 134,08 Hz, bei
elastischen Lagern f; = 77,396 Hz. Damit wird deutlich, wie wichtig die Beriick-
sichtigung der Steifigkeiten der Kugellager bei realen Antriebswellen ist.
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Zu 6):

Nachfolgend (Tabelle 1) sind die Zahlenwerte zusammengestellt, die sich mit den
Daten der Aufgabenstellung aus den oben aufgefiihrten Gleichungen ergeben.

Tabelle 1: Zusammenstellung der Zahlenwerte

Mechanische Grofie ~ Starre Lager Elastische Lager  Gleichtung

Federkonstante ¢ 3,206 - 10° N/m 1,657 - 10° N/m (D
Einflusszahl 6y, 2201-107"m/N  5917-107m/N (7)
Einflusszahl 65, 2.874-10"m/N 5,741 -107"m/N (8)
Teilsystem 1 w7, 1,706 - 10°s~2 0,6346-10°s72  (6)
Teilsystem 2 w(zz) 1,045 - 10%s72 0,5232 - 109572 ©6)
Teilsystem 3 w(23) 2,346 - 100 572 0,6649 - 100 572 ©)]
Untere Grenze finn, 96Hz; 113Hz 69Hz; 71,2 Hz 4); (10)
Obere Grenze fimax 136 Hz; 116 Hz 98 Hz; 76,8 Hz 4); (29)
FEM-Ergebnis f; 134,08 Hz 77,396 Hz

Das Ergebnis zeigt, dass die untere Grenze bei allen Formeln eine brauchbare Ab-
schitzung liefert. Die Eigenfrequenz ist bei elastischen Lagern deutlich tiefer, als
wenn der Lagereinfluss nicht beriicksichtigt wird. Die obere Grenze ist nur bei
der einfachen Abschitzung zutreffend. Als Ursache fiir den zu niedrigen Wert
fimax = 116 Hz des RayLEIGH-Quotienten ist anzusehen, dass bei der Modellie-
rung so getan wurde, als ob auch an den Stellen der scheibenférmigen Massen der
diinne Wellendurchmesser d die Biegesteifigkeit liefert. Die Welle ist aber gerade
an diesen Stellen, wo die grolen Durchmesser D und D, vorhanden sind, in Wirk-
lichkeit steifer. Eine bessere Abschidtzung mit dem Rayleigh-Quotienten wiirde sich
ergeben, wenn nur die Bereiche auBerhalb der Scheiben als biegsam und die Bereiche
der Scheiben als starr bei der Modellbildung angenommen worden wéren.

Niiherungsformeln werden in der Ingenieurpraxis fiir Uberschlagsrechnun-
gen und zur Plausibilititskontrolle benotigt. Sie gestatten quantitative Aus-
sagen iiber Parametereinfliisse, die bei komplexen Systemen sonst nur mit
groBerem Aufwand erhiltlich sind. Im vorliegenden Beispiel war es mog-
lich, den Einfluss von 12 Parametern auf die erste Eigenfrequenz analytisch
zu erfassen. Das Beispiel zeigt, dass bei starker Vereinfachung des Berech-
nungsmodells zwar keine genauen Grenzen fiir die Abschéitzungswerte ga-
rantiert werden konnen, aber etwa die richtigen Werte auf etwa zwei giiltige
Ziffern genau angenihert werden.
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5.2 Stabilitat der Biegeschwingungen einer
unrunden Welle

Bei rotierenden Wellen mit nicht kreisformigem Querschnitt (z. B. Welle mit
Nut oder Doppel-T-Profil) konnen Instabilitidtserscheinungen auftreten, die
sich storend auf das Betriebsverhalten der Welle auswirken. Wie miissen
die Systemparameter gewiihlt werden, um instabile Biegeschwingungen zu
vermeiden? *

Eine als masselos betrachtete elastische Welle mit rechteckigem Querschnitt trigt
mittig eine starre Kreisscheibe der Masse m, siche Bild 1 links. Die Welle besitzt
die Linge /, die Haupttrigheitsmomente /¢ und I, sowie den Elastizitdtsmodul E.
Sie rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit ©. Die Lager der horizontalen
Welle werden als starr angenommen. Eine mogliche Schrigstellung der Scheibe in
hoheren Biegeeigenformen soll vernachlissigt werden.

Bild 1 rechts zeigt den Querschnitt der ausgelenkten Welle in der Wellenmitte, d. h. im
Sitz der Kreisscheibe. Es wird vorausgesetzt, dass der Schwerpunkt S der Kreis-
scheibe mit dem Flidchenschwerpunkt W des Wellenquerschnitts zusammenfillt. Fiir
die mathematische Beschreibung wird ein mitrotierendes &-n-£-Koordinatensystem
eingefiihrt, dessen Achsen stets parallel zu den Haupttrigheitsachsen des Wellen-
querschnitts liegen.

Ie/1), E

X

12 12

Bild 1: Modell des Rotors (links) und ausgelenkter Wellenquerschnitt in der
Scheibenebene (rechts)

Gegeben:
m Masse der Scheibe
/ Liénge der Welle
I¢, I, Haupttragheitsmomente der Welle
E E-Modul der Welle

Q = const. Winkelgeschwindigkeit der Welle

*Autorin: Katrin Baumann, Quelle [43, Aufgabe 33]
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Gesucht:
1) Biege-Differentialgleichungen (Biege-DGLn) in mitrotierenden Koordinaten
2) Stabilitdtsbedingungen und grafische Darstellung als Funktion dimensionsloser
Parameter
Lésung:
Zul):

Zur Herleitung der Biege-DGLn mittels der LacraNGEschen Gleichungen 2. Art
werden zunéchst mit den kinematischen Beziehungen

x = &cos Qt — nsin Qt

1
y = &€sin Qf + ncos Qt M

und ihren Ableitungen

= (E-Qn)cosQt — (17 + Q&) sin Qt

: 2
y=(E-9n)sinQt+ () + Q&) cos Ot @
die potentielle Energie
1
Wpot = E (C.f‘fz +¢y 772) 3)
sowie die kinetische Energie
_ 1 2 2\ 1 ; 2 . 2
Wain = 5m (& + ) = Sm|[(€ = Qu)" + (1 + 2¢)’] 4)

durch die mitrotierenden Koordinaten ausgedriickt.

In Gleichung (3) sind ¢, und ¢, die Federsteifigkeiten der unrunden Welle in den
Richtungen ihrer Haupttrigheitsachsen. Fiir den mittig belasteten Trager auf zwei
Stiitzen betragen sie

ce =48EL/P  und ¢, =48EL/L. ®)

Die Anwendung der LacranGeschen Gleichungen 2. Art fiir jede mitrotierende
Koordinate & und 7 liefert anschlieend die gesuchten Biege-DGLn der unrunden
Welle zu

mf—Zme]+(c,g—mQ2) E=0

mij—2mQé + (cy -mQ*) n=0. (6)

Die Gleichungen (6) zeigen, dass die beiden Auslenkungsrichtungen der Welle
durch die ungleichen Querschnittseigenschaften (Haupttrigheitsmomente) in den
geschwindigkeitsproportionalen Termen miteinander gekoppelt sind.
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Zu 2):
Durch Einsetzen des Losungsansatzes

¢=fe" und p=iqet ()
mit seinen Ableitungen

E=éae", n=qael,

A 8)
fzfdzeﬂf, 7'7=f7/lze/U (
werden die Bewegungsgleichungen (6) zu
[(mA% + cc - m@?) & —2mQARH et =0 o
[ 2mQAE + (m/l2 +ey— sz) ﬁ] et =0.

Zum Losen dieses Gleichungssystems wird die Koeffizientendeterminante Null
gesetzt:

2+ ( Qz) 201 '
A= m = (10)
202 A2+ ( QZ)
m
Daraus folgt die biquadratische Frequenzgleichung
+
2 +(Cf C"+292)/12 ( 92)( 92) 0. a1
m m m
Mit dem Satz von VIETA sind die Wurzeln A4 dieser Gleichung leicht zugénglich;
es gilt
C§ C
B2, = (Z - Qz)(é’ - 92) . (12)

Die Gesamtlosung der Bewegungsgleichungen (6) ist als Linearkombination aller
Fundamentallosungen (7) nur dann beschrénkt (d. h. stabil), wenn die Realteile aller
Waurzeln Null oder negativ sind. Sofern im vorliegenden Fall aber

() -0

gilt, treten positive Wurzeln auf und die Rotorauslenkungen werden instabil. Dann
wachsen die Rotorauslenkungen gemif (7) zeitlich unbegrenzt exponentiell an,
wobei die dafiir benétigte Energie der Drehbewegung des Rotors entzogen wird.
Um dabei eine konstante Winkelgeschwindigkeit € zu erhalten, muss dem Rotor
iber das Antriebsmoment eine theoretisch bis ins Unendliche anwachsende Menge
an Energie zugefiihrt werden. In der Realitét ist das Antriebsmoment jedoch mo-
torbedingt begrenzt und es kommt zum Hingenbleiben an der Instabilititsgrenze,
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siehe dazu auch die Aufgabe 5.6. In diesem Sinne ist die Annahme einer konstanten
Winkelgeschwindigkeit £ nur bedingt gerechtfertigt.

Die Auswertung der Gleichung (13) liefert die Beschreibung der instabilen Bereiche

1 c c 1
—'f<92<ou,27:—'7 bzw. wzz—n<92<w§:—f. (14)
m m ‘  m

2
w: =
¢ T m

Die vom Steifigkeitsverhiltnis @ = /c,/c¢ abhiingigen Stabilititsgebiete lassen sich
anschaulich iiber dem Drehzahlverhiltnis § = ©/w, darstellen, siehe Bild 2. Die
Stabilitdtsgrenzfrequenzen w, und w;, treten auf fiir § = 1 bzw. § = a. Zwischen
diesen beiden Frequenzen wird der unrunde Rotor instabil, aulerhalb lduft er stabil.
Die runde Welle mit @ =1 verhilt sich stets stabil.

A
< 5] instabil
f stabil B>1; a>p)
S B<1,;
R a>f)
E L1 *F
Haef
R runde Welle: a=1
FRRE i, diniiaintaie bl
= stabil
§5) B>1; a<p)
w O / 1 1 -
/ T T Ll
instabil 1 2 3

(B<1; a<p) Drehzahlverhiltnis 5=Q/w,

Bild 2: Stabilitdtskarte

Diskussion

Gegeniiber einem mitrotierenden Koordinatensystem verhalten sich die Wellenstei-
figkeiten einer unrunden Welle konstant. Damit ergeben sich gewohnliche Differenti-
algleichungen, die mathematisch leicht zugénglich sind.

Gegeniiber einem raumfesten Koordinatensystem verindern sich die Wellensteifig-
keiten einer unrunden Welle jedoch periodisch mit der doppelten Umlauffrequenz.
Damit enthalten die Differentialgleichungen zeitverinderliche Koeffizienten und sind
mathematisch erheblich schwieriger zu untersuchen.

Alternativ zur Herleitung der Bewegungsgleichungen mittels der LAGRANGEschen
Gleichungen 2. Art fiihren komplexe Koordinaten p =&+jn schnell zum Ziel. Bei-
spielhaft sei fiir die Anwendung komplexer Koordinaten auf die Aufgaben 5.5 und
5.6 in diesem Buch verwiesen.
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Weitere Ausfithrungen zu freien und unwuchterzwungenen Schwingungen der un-
runden Welle sowie zum Einfluss von Gewicht, Ddmpfung und Lagerung finden sich
in [36, Kapitel 19] und [82].

Zusammenfassung

Das Stabilititsverhalten einer unrunden rotierenden Welle Lisst sich mit
Hilfe mitrotierender Koordinaten leicht abschétzen. Es hingt vom Verhilt-
nis der Wellensteifigkeiten zueinander und von der Drehzahl ab.

Weiterfiihrende Literatur

[36] Gasch, R., R. Nordmann und H. Pfiitzner: Rotordynamik. 2. Auflage. Berlin
Heidelberg New York: Springer-Verlag, 2006.

[82] Seeliger, S.: Lineare und nichtlineare Stabilititsberechnung in der Rotordy-
namik. VDI Fortschritt-Berichte, Reihe 11, Nr. 269. VDI-Verlag GmbH Diis-
seldorf, 1998.
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5.3 Stabilitat eines starren Rotors in anisotropen
Lagern

Eine anisotrop elastische Lagerung kann einen Rotor zu instabilen Schwin-
gungen anregen und die Funktionstiichtigkeit des Systems gefihrden. In
welchen Parameterbereichen kann ein anisotrop gelagerter Rotor stabil und
sicher betrieben werden? *

Der vertikal stehende Rotor in Bild 1 (links) ist an seinem unteren Ende in einem
Kugelgelenk im ruhenden Punkt O und am oberen Ende anisotrop elastisch mit den
Lagersteifigkeiten ¢, =2c, = c gelagert. Dadurch kann der Rotor um kleine Winkel
¢ <1 bzw. y < 1 entsprechend Bild 1 (Mitte und rechts) kippen. Die Welle mit
der Linge [ triagt mittig eine Scheibe mit der Masse m und dem Radius r und den
Trigheitsmomenten J, und J,. Die Welle kann gegeniiber der Nachgiebigkeit des
Lagers als starr und gegeniiber der Scheibenmasse als masselos betrachtet werden.
Der Rotor lduft reibungsfrei mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit .

ZA AZ
S @ 0
L_P/?ﬁ& a2 # %

Bild 1: Anisotroper vertikaler Rotor (links) und ausgelenkte Lagen (Mitte und

rechts)
Gegeben:
l Lénge der Welle
m Masse der Scheibe
r Radius der Scheibe
J, = mr?/2 Triagheitsmoment der Scheibe beziiglich der Drehachse
J, = mr?/4 Tragheitsmoment der Scheibe beziiglich der Hauptachsen

senkrecht zur Drehachse

*Autorin: Katrin Baumann, Quelle [43, Aufgabe 59]
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cy=2c,=c Federsteifigkeiten des oberen Lagers in x- und y-Richtung
g =9.81m/s> Erdbeschleunigung
VA Auslenkungen
Gesucht:

1) Bewegungsdifferentialgleichungen fiir kleine Auslenkungen des Rotors aus
der vertikalen Lage

2) Stabilitdtsbedingungen und grafische Darstellung
Lésung:

Zul):

Das Aufstellen der Bewegungsdifferentialgleichungen (Bewegungs-DGLn) gelingt
fiir dieses System besonders einfach mit dem komponentenweise angewendeten
Drallsatz beziiglich der ruhenden Lagerung in O,

L.=M, und L,=M,. (1)

Die entsprechend Bild 1 (Mitte und rechts) am ausgelenkten Rotor angreifenden
Momente M, und M, resultieren aus der Gewichtskraft der Scheibe und der Riick-
stellkraft des elastischen Lagers,

/ [
szmgizﬁ—cylzw und Myzmgztp—cxlch. 2)

Der Drall des Rotors beziiglich der x- und der y-Achse setzt sich zusammen aus
einem Anteil des Dralls L = J, 2 des Rotors um seine momentane Drehachse und
der Neigungsgeschwindigkeit des Rotors um sein starres Lager am unteren Ende,

Le=Le+Joy  und  Ly=-Ly+J¢. 3)

Die Triigheitsmomente J, und J, des Rotors sind dabei

1V N mr2 kmr?
Jx=Jy=Ja+m§ :l+; T: 2

2 “4)
[
mit k= 1+(—) } .
r
Nach Ableiten der Gleichungen (3),
. kmr? .. : . kmr?
Le=17,9¢+ ’Zr J  und L},=—J,,Q¢+%¢, 5)
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sowie Einsetzen aller gegebenen und aufgestellten Grof3en in den Ansatz (1) ergeben
sich die Bewegungs-DGLn zu

9'0'_% ’_@ 1_26_1 =0

k kr? mg ©)
.2 2gl cl

Zoe-2(1- Zly=o0.
w+k 4 krz( mg)w

Die beiden Bewegungs-DGLn sind iiber die bezogenen Kreiselmomente 2Qy/k und
2Q¢/k miteinander gekoppelt.

Zu 2):

Fiir die Stabilitdtsuntersuchung werden zunéchst die Abkiirzungen

20° 20°
a/:—_(l—2§) und ,3:—_(1—5) (7)
ku ku
_ cl _ r2o?
mit =— und pg=
mg kgl

eingefiihrt, wobei € proportional zur Lagersteifigkeit ¢ und g proportional zum
Quadrat der Drehzahl ©? ist. Damit lauten die Bewegungs-DGLn (6)

2 .
¢—%Q¢—a¢=0

5 ®)
i+ Qp-pu=0.
Durch Einsetzen des Losungsansatzes
¢=¢e" und Y =ie” ©)
mit seinen Ableitungen
o=¢Ae’ und Y=g et sowie
g=¢pA7e" und §=grte (10)
in die Bewegungs-DGLn (8) ergibt sich die Koeffizientendeterminante zu
2
/12—62 —=01 ]
A=, k= 1=z0. (11)
%m -8

Daraus folgt die biquadratische Frequenzgleichung

ﬂ“—(aw—kizgz)/l%aﬁ:o (12)
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mit den Losungen

a+ 2 a+ 2 2
/11,2,3,4=i¢T'8—ﬁin \/(Tﬁ_ﬁ[ﬂ) -ap . (13)

Sobald eine dieser Losungen A; einen positiven Realteil besitzt, werden die Schwin-
gungen instabil. Wegen des Pluszeichens vor der dufleren Wurzel sind die Schwingun-
gen des Rotors nur dann stabil, wenn alle Wurzeln in Gleichung (13) rein imaginér
sind. Es ist somit bestenfalls Grenzstabilitit erreichbar. Dies ist genau dann der Fall,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

L. aﬂ=%_iz(l—25)(l—5)>0, (14)
H
atf 2 2201 3.
2. S -n@= [ﬁ(l 25) 1}<o, (15)
2 2
3, (#—égz) >a,6'=>(1—%§—ﬁ) >(1-280-3. (16)

Daraus ergeben sich schlieBlich die Stabilitdtsbedingungen zu

1
1. £>1 oder €< 7 (17)

2. E>§(l—ﬁ), (18)
3. m>1- %§+ Ja-280 -2  oder (19)
ﬁ<1—%§—\/(1—2§)(1—§). (20)

Diese Stabilitidtsbedingungen sind in Bild 2 anschaulich in Abhéngigkeit der di-
mensionslosen Parameter € und p dargestellt. Aus dem Bild wird deutlich, dass fiir
einen stabilen Betrieb des Rotors alle drei Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein
miissen. Dabei wird fiir £<0, 5 bei <0, 25 die Ungleichung (18) und bei >0, 25
die Ungleichung (19) wirksam. Fiir £ > 1 nehmen die Stabilitdtsgrenzen (19) und
(20) fiir ;7 ausschlieBlich negative Werte an, die aulerhalb des Definitionsbereiches
des zum Quadrat der Drehzahl proportionalen Parameters y liegen.

Diskussion

Ein stabiler Betrieb des anisotrop gelagerten Rotors ist also dann moglich, wenn
entweder die Lagersteifigkeit einen gewissen Mindestwert (hier € > 1, d. h. ¢ > mg/I)
iberschreitet oder aber bei Unterschreiten einer gewissen geringeren Lagersteifigkeit
(hier € < 0,5, d. h. ¢ < mg/2l) die Drehzahl hoch genug ist. Bei einem Wert von iz < 2
wird das Stabilitdtsgebiet mit abnehmender Drehzahl immer kleiner, bis schlielich
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stabil

1
0
£
S
o instabil Gl. (17)
5
_
1))
£ 05
Q oD
3 '\
2 / : Gl. (20)
gn ! : Gl. (18)
2 | instabil Gl. (19)

I -
0 0.25 1 2

Drehzahlparameter 1 = r>Q? /kgl
Bild 2: Stabilitétskarte

bei ;1 <0,25, d. h. bei Q< +/kgl/2r keine stabile Bewegung mehr méglich ist. Ist also
das obere Lager zu weich, so fillt der stehende (£2=0) oder zu langsam drehende
Rotor um.

Ausfiihrungen zum beidseitig elastisch gelagerten Rotor sind in [36, Kapitel 5]
enthalten.

Bei der anisotrop elastischen Lagerung eines Rotors treten — im Gegensatz
zu einer isotrop elastischen Lagerung — unter bestimmten Bedingungen in-
stabile Schwingungen aufgrund der Kreiselwirkung auf. Die Bereiche, in
denen der Rotor stabil betrieben werden kann, hiingen von der Lagerstei-
figkeit und von der Drehzahl ab.

Weiterfiihrende Literatur

[36] Gasch, R., R. Nordmann und H. Pfiitzner: Rotordynamik. 2. Auflage. Berlin
Heidelberg New York: Springer-Verlag, 2006.



5.4 Riemenschwingungen 229

5.4 Riemenschwingungen

Riemengetriebe konnen durch verschiedenartige Ursachen zu Schwingun-
gen angeregt werden. Die Schwingungen umlaufender Keilriemen bestim-
men in vielen Antriebssystemen bei den niedrigsten Drehzahlen storende
Resonanzzustiinde. Versuche an umlaufenden Riemen zeigten, dass kleine
Exzentrizititen der Riemenscheiben oft eine wesentliche Ursache von er-
zwungenen und/oder parametererregten Biegeschwingungen sind. Zur Ab-
schitzung des Einflusses von Vorspannkraft und Riemengeschwindigkeit
auf Biegeschwingungen des oberen Trums wird das in Bild 1 gezeigte ein-
fache Riemengetriebe betrachtet. *

ylx,t)=y(€,t)

I‘=L0'[1+F/EA )

Bild 1: Struktur und Bezeichnungen des Berechnungsmodells

Gegeben:
v =10m/s Riemengeschwindigkeit
EI =0,02Nm?> Biegesteifigkeit
F =400N Vorspannkraft
pA =0,1kg/m  Masse pro Lingeneinheit
L =0,8m Liange eines Trums (Ly: Lange des ungespannten Trums)
e =I1mm Exzentrizitit einer Riemenscheibe
R =43mm Radius der Riemenscheiben
Gesucht:

1) Bewegungsgleichung eines unter einer Vorspannkraft ' stehenden und mit
konstanter Geschwindigkeit v bewegten Balkens mit der Biegesteifigkeit E/
und der Massenbelegung pA.

*Autor: Hans Dresig
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2) Vereinfachung der unter 1) gewonnenen Bewegungsgleichung nach Abschit-
zung der GroBenordnungen ihrer Summanden, wenn als Nidherung

y(x,1) = ysin(rx/L) sin(2r fit) (D)
die Grundschwingungsform und die Grundfrequenz f; des vorgespannten und
auf zwei gelenkigen Lagern gestiitzten Balkens genutzt wird.

3) Randbedingungen und stationdre Losung fiir den Fall einer erzwungenen verti-
kalen Bewegung des rechten Riemenendes infolge einer exzentrisch gelagerten
Riemenscheibe (Riemenscheine mit Schlag), wenn mit den unbekannten Kon-
stanten K, @ und g der Losungsansatz

y(x, 1) = K sin(ax) - sin(Q¢ + S(x — L)) 2)

benutzt und an die Randbedingungen angepasst wird.

4) Kiritische Riemengeschwindigkeit und Bewegungsgleichung fiir den Fall einer
Parametererregung, die infolge einer durch den Schlag verursachten horizon-
talen Bewegung entsteht.

Lésung:
Zul):

Die aus Lehrbiichern (z. B. [5, 98]) bekannte Differentialgleichung der Biegelinie fiir
die Querauslenkung y(x) des vorgespannten Balkens, der mit der Streckenlast g(x)
belastet ist, lautet

(EDY")" = Fy" = q(x). 3)

Mit einem Strich wird hierbei die Ableitung nach der Ortskoordinate x beschrieben.
Der mit y(x, ) schwingende Balken wird durch die Tréigheitskrifte belastet, also
durch eine zeit- und ortsabhidngige verdnderliche Streckenlast

dy(x, 1) )
q(x 1) = —pA — 17— = —pA(x. ). “)
Bei der Bewegung des Balkens mit konstanter Geschwindigkeit v wird die Lage des
sich zum Zeitpunkt ¢ bei x befindlichen Massenelements dm = pA dx auch durch die

Koordinate &(7) gemil
&) =x—-vt &)

beschrieben, vgl. Bild 1.

Differentiation nach ¢ liefert unter Beachtung der hier geltenden Voraussetzung, dass
x und ¢ voneinander unabhingige Koordinaten sind (d. h. dx/dr = 0):
g _ o _

@ " ©
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Aus (5) folgt 0x/0¢ = 1, d. h. es gilt:

o(..) _9C.)ox _9(..)
06/ Ox of  Ox

=(.). (7

Mit diesen Zusammenhéngen kann nun die in (4) benotigte Absolutbeschleunigung
des in x-Richtung bewegten Massenelements bestimmt werden.
Wegen y = y(x, ) = y(£(¢), t) folgt unter Beachtung von (6) und (7) zunéchst

o dyE@®,n _dyof oy, Qy

y= === =+ =

@ oacar o YV ®

Nochmalige Differentiation liefert schlieBlich:
dy d dy 0y 0%y 0%y 0%y 0%y
—= =—Vv|l-v 5+ —|+
0&2  0rdé

y:@:d_t_vaf& W_Vatag ©
aZy ay’ 2.1
=2 Pty

Wird dieser Ausdruck in (4) eingesetzt, ergibt sich mit (3) die gesuchte partielle Diffe-
rentialgleichung fiir die Transversalschwingungen des lingsbewegten vorgespannten
Balkens, die sich auch als Bewegungsgleichung einer bewegten gespannten Saite
auffassen ldsst, welche um zwei Terme ergénzt wurde. Der erste Term beriicksichtigt
die Biegesteifigkeit und der letzte Term, der das Produkt aus Langsgeschwindigkeit
v und Drehgeschwindigkeit % enthilt, entspricht der Corioliskraft

2 ’

1IN\ ay 2 ay
EI A —= — (F — pAv?)y” — 2pA
(EDY")" + pA 55 = (F = pAVT)y” = 2pAv —

=0. (10)

Zu 2):

Mit der vorgegebenen Niherung und wegen |sin ’%' <1, |cos ”Tx| < 1 folgen unter
Beriicksichtigung der konkreten Parameterwerte die Groenordnungen der Betrige
der einzelnen Terme, wenn fiir

EI FI2
fS‘ = (

n
—1l— |1+ == |=395H
2 \ pAF 7r2E1) “

die gegebenen Werte eingesetzt werden:

En| = El(%)4§z — 48N/m?-§, (1)
AV max = PA 21f)* 9 = 6160N/m* - 3, (12)
Py’ = F(E)Zy — 400 - (l)zy — 6169N/m’ - §, (13)

max L 0,8

loAVvy’| = pAV? (3)2 $=154N/m>- 9, (14)
max L

2pAvy| = 204v0x ) (%) $ = 1949N/m? - §. (15)
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Die Abschitzungen zeigen im Vergleich, dass der erste Term, der die Biegesteifigkeit
beriicksichtigt, vernachldssigbar klein ist. Der Einfluss der Fliehkraft in (14) ist
zwar kleiner als der der Corioliskraft in (15), aber beide werden im Folgenden
berticksichtigt. Nach Division durch pA lautet die vereinfachte Bewegungsgleichung:
aZy 2 2N\, ay ’
W_(C vy =2v o

=0. (16)

Hierbei wurde die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit

c= ,/% (17)

eingefiihrt.

Zu 3):

Es wird angenommen, die rechte Riemenscheibe habe einen sogenannten Schlag,
d. h. der Kreismittelpunkt der Riemenscheibe entspricht nicht der Drehachse. Infolge
der Exzentrizitit e bewegt sich dann das Riemenende harmonisch bei x = L senkrecht

zur Riemenachse, vgl. Bild 2.
ylx=L,t)
),}

Bild 2: Geometrische Verhiltnisse an der exzentrisch gelagerten Scheibe

Die Randbedingungen, unter denen (16) zu 18sen ist, lauten also

yx=0,)=0 und y(x=L,t)=esinQr. (18)

Zur Bestimmung der noch unbekannten Konstanten des gegebenen Losungsansatzes
(2) wird dieser entsprechend partiell nach x bzw. ¢ differenziert und in die vereinfachte
Bewegungsgleichung (16) eingesetzt. Aus dem Koeffizientenvergleich bei den orts-
und zeitabhéngigen Funktionen ergeben sich zwei algebraische Gln. fiir @ und :

—20B(c* —v*) - 2avR =0, (19)
Q=@+ -V -2QvB=0. (20)
Thre Auflésung liefert mit Q = v/R:
v 1
= - = ~ —0,5963m™", 21
P a2 T T REI oA =) o @b

cQ VF/(pAV2)

22~ R(F/(pAv) - 1)

~3,7714m™". (22)

a =
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Die Randbedingung bei x = 0 wird durch den Losungsansatz von vornherein erfiillt.
Bei x = L muss wegen (18) die Relation

!
y(x=L, t) = K sin(aL) sin Qt = e sin Ot (23)

gelten, woraus sich K = e/ sin(aL) ergibt. Damit erfolgen die Transversalschwin-
gungen des Riemens im stationdren Zustand gemal

e

Youh = 28D

sin ((ozL)%) sin [Qt +(BL) (% - 1)] . (24)

Es gibt beim bewegten Riemen keine Schwingformen mit raumfesten Schwingungs-
knoten, vgl. Bild 3. Die Bewegung resultiert aus einzelnen Wellenziigen, die sich mit
der Wellengeschwindigkeit ¢ bewegen.

Bild 3: Erzwungene Schwingungsformen fiir diskrete Zeitpunkte

Zu 4):

Wenn der Nenner in (24) null wird, dann tritt Resonanz auf, also bei der Uberein-
stimmung von der Erregerfrequenz mit einer der Eigenfrequenzen

QL j
al = L in bzw. Q; = E(c2 ). (25)
¢t —H? cL

Praktisch bedeutsam ist die niedrigste Eigenfrequenz (i = 1, Q| = w; = 27 f}):

w1 1 F PAV?
= =3\ m ( F 8 (26)

Die tiefste kritische Riemengeschwindigkeit liegt also bei

vi =R-2rf; =~ 10,4m/s. 27

Der Mittelpunkt der kreisformigen Riemenscheibe bewegt sich infolge des Schlages
auch parallel zur Riemenachse und verindert die Vorspannkraft gemif

F = Fo + (EA/L)e cos Ot . (28)
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Wird der relativ kleine Einfluss der Riemengeschwindigkeit und der Biegesteifigkeit
vernachlissigt, so entsteht aus (10) nach dem Einsetzen der harmonisch verédnderli-
chen Vorspannkraft die partielle Differentialgleichung

EA
PAY — (FO + =ecos .Qt) Y =0. (29)

Sie lésst sich in die Standardform der Marnieuschen Differentialgleichung tiber-
fiihren. Hieraus kann der Schluss gezogen werden, dass Instabilititsgebiete parame-
tererregter Schwingungen existieren, bei denen storende Schwingungen mit groflen
Ausschlédgen auftreten.

Zusammenfassung und Ausblick

Die Eigenfrequenzen eines bewegten Riemens sind niedriger als die der ver-
gleichbaren ruhenden Saite. Die Vorspannkraft hat einen groBen Einfluss,
hingegen hat die Biegesteifigkeit nur einen geringen Einfluss auf die Re-
sonanzfrequenzen. Infolge von Drehschwingungen der Scheiben entstehen
pulsierende Trumkriifte, die auch parametererregte Schwingungen anre-
gen. Auch die Vorginge beim Einlaufen des Keilriemens in die Keilrillen der
Riemenscheibe beeinflussen die Randbedingungen und damit die Schwin-
gungen wesentlich.

Weiterfiihrende Literatur

[23] Dresig, H.: Analyse von ebenen Seilschwingungen und Schwingungen von
Riementrieben. Techn. Ber. Literaturbericht (75 S.), Auerswalde, Juni 2014.

[30] Eicher, N.: ,,Zur Berechnung der stationidren Losungen von rheonichtlinearen
Schwingungssystemen®. In: VDI-Zeitschrift 124 (1982) 22, S. 860-862.

[65] Mertens, H. und B. Sauer: ,,Schwingungen von Keilriemengetrieben®. In:
Antriebstechnik 30 (1991) 12, S. 68-72.

[75] Sauer, B.: Stationdire Schwingungen von Keilriemen im Frequenzbereichbis
240 Hz. VDI-Fortschrittberichte , Reihe 1, Nr. 160. Diisseldorf: VDI-Verlag,
1988.
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5.5 Fluidgedampfte Schwingungen des Rotors
einer Kreiselpumpe

Das Schaufelrad einer doppelflutigen Kreiselpumpe wird durch das umge-
bende Fluid beddmpft. Im Betrieb diirfen die lateralen Schwingungen des
Schaufelrades nicht zu grol werden, damit es nicht am Geh#use anstreift.
Wie groB werden die stationidren Schwingungen des Schaufelrades in Ab-
héingigkeit von der Fluiddimpfung? *

Das Schaufelrad sitzt geometrisch zentriert im Punkt W mittig auf der schlanken
Welle des Pumpenrotors, der mit einer im Betrieb konstanten Drehgeschwindigkeit
Q in Wilzlagern lduft. Das Schaufelrad ist nicht vollstidndig ausgewuchtet und besitzt
die Schwerpunktsexzentrizitit . Fiir die Berechnung wird dieses System als ein
symmetrischer LavaL-Rotor in starren Lagern modelliert, der aus einer masselosen
elastischen Welle mit einer mittig aufgesetzten starren Scheibe besteht, siche Bild 1
(links). Die Welle besitzt die Lange /, den Durchmesser d und den E-Modul E. Die
Scheibe hat die Masse m.

Das umgebende Fluid dampft das Schaufelrad von auBlen. Die iiber die gesamte
Oberfldche des Schaufelrads verteilte Ddmpfungswirkung wird aufgrund der Sym-
metrie des Schaufelrads als eine geschwindigkeitsproportionale Ddmpfung b, im
WellendurchstoBpunkt W zusammengefasst.

zu b,

Bild 1: Modell des Rotors (links) und ausgelenkte Scheibe (rechts)

Gegeben:
[ =650 mm Linge der Welle
d =30 mm Durchmesser der Welle
E =207600N/mm? E-Modul der Welle
m = 14,15kg Masse der Scheibe

*Autorin: Katrin Baumann
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lel = 0,3 mm Schwerpunktsexzentrizitit der Scheibe
ng = 3600 min~! Betriebsdrehzahl
Fwmax = 0,9 mm maximal zuldssige Amplitude des Wellendurchstof3-
punktes W
Gesucht:

1) Wellensteifigkeit ¢ und biegekritische Drehzahl n
2) Bewegungsdifterentialgleichung fiir ryy = xw +j yw

3) Amplitude 7w der erzwungenen Schwingungen bei Unwuchterregung mit
grafischem Vergleich fiir verschiedene Ddmpfungsgrade D,

4) Minimaler Dampfungsgrad D, i, zur Einhaltung der maximal zuldssigen
Auslenkung rwmax bei der Betriebsdrehzahl ng
Lésung:
Zul):

Die Steifigkeit ¢ der Welle entspricht dem Verhiltnis einer statischen Last F' zu der
davon hervorgerufenen maximalen Ausbiegung u,x.,

F
c= (1
umax
Mit der maximalen Durchsenkung
1 FP
- 2
max = 48 Bl @

eines mittig belasteten und beidseitig gelenkig gelagerten Biegebalkens (z. B. aus
der Biegetafel in [9, Kapitel C]) und dem Flidchentrigheitsmoment fiir den Kreis-
querschnitt

bis
1=—d' 3
64 )
betrigt die Wellensteifigkeit
3r Ed*
c= 7”1_3 ~ 1440 N/mm . (4)

Mit der Definition der Eigenkreisfrequenz

wozi,/%zﬁwsﬁl (5)

betrdgt die kritische Drehzahl

60% ()
= —— —~ 3046 min! . (6)
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Zu 2):

Die Bewegungsdifferentialgleichung (Bewegungs-DGL) folgt aus dem Kriftesatz
fiir die freigeschnittene Scheibe. Dabei konnen die orthogonalen Krifte und Aus-
lenkungen in der Scheibenebene mit der komplexen Koordinate r=x+jy effizient
zusammengefasst werden:

mig +bai'w+crw =0. (7)

Die kinematische Beziehung zwischen dem Scheibenschwerpunkt S und dem Wel-
lendurchstoBpunkt W lautet entsprechend Bild 1 (rechts)

Xg = Xw +£COS®, ys=yw+esing = rg=ry +eelf. )

Unter Berticksichtigung der konstanten Drehgeschwindigkeit £ im stationédren Zu-
stand ergibt sich

@ =Qt+ @ mit wo =0 9

wegen der Definition des Drehwinkels ¢ ausgehend von der Linie WS in der stati-
schen Ruhelage des Rotors. Die kinematische Beziehung (8) und ihre Ableitungen
betragen damit

jor

rs=rw+eel? kg =iw+ejQel? und i =y — e Q% (10)

Nach Einsetzen der Gleichungen (10) in die Gleichung (7) lautet die Bewegungs-
DGL fiir den WellendurchstoSpunkt W

miw + baiw + cry = emQ%el? (11)

beziehungsweise mit der Eigenfrequenz wy = vc/m und dem Diampfungsgrad
D,=b,/(2mwy)

iw + 2D,wp iw + Wi ry = & QeI (12)

Zu 3):

Die erzwungenen Schwingungen im stationdren Zustand werden durch die Parti-
kulédrlosung der Bewegungs-DGL beschrieben. Zu deren Berechnung werden der
Gleichtaktansatz fiir rw mit der komplexen Amplitude 7w und seine Ableitungen,

rw =twel?,  iw=jQiwe® und Ay = -Qhye?, (13)
in die DGL (12) eingesetzt,

—Q Pty el £ 2Dwo | QPw &Y + WPy eI = £ QP el (14)
Daraus ergibt sich mit dem Drehzahlverhiltnis 7=Q/w, die Schwingungsamplitude

e _ en?
W= +2D,wojQ 11 +2D4jn’

5)

Py =
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Der Betrag der Schwingungsamplitude |?w| beschreibt den Umlaufradius des Wel-
lendurchstoBpunktes. Er ist im Bild 2 fiir verschiedene Dampfungsgrade grafisch
dargestellt. Eine groere duflere Dampfung D, fiihrt zu einer Verringerung der Ma-
ximalamplitude und zu einer Verschiebung des Amplitudenmaximums zu hoheren
Drehzahlen.

107 '
. ik <o D=0
E i — D, =0l
o P — D, =03
el 11
g of i === D,=05
< 4r L :
5
& 2r
QN) ,,,,,,,,,, P R R N S S S
M 0 i

0 0.5 1 7np 1.5 2 2.5 3

Drehzahlverhiltnis n = Q/wq

Bild 2: Unwuchterregte Schwingungen des Wellendurchstopunktes W fiir ver-
schiedene Ddmpfungsgrade D,

Zu4):

Der Mindestddmpfungsgrad D, i, zur Einhaltung der maximal zuldssigen Amplitude
[rwmax| am Betriebspunkt wird durch Umstellen der Gleichung (15) berechnet. Das
Drehzahlverhiltnis 775 am Betriebspunkt entspricht dem Verhiltnis der Betriebsdreh-
zahl np zur kritischen Drehzahl ny,

_ QB ng

=2 x~1,18. (16)
wo no

Aus Gleichung (15) folgt der Ansatz

1B

2
EMNp

1 - 77129 +2Dgminj N8 '

"'Wmax = |’,>W(T]B)| = ‘ (17)

aus dem unter Beachtung des Betrags der komplexen Zahl im Nenner der Mindest-
dampfungsgrad berechnet weden kann,

2
\/( rWiax 7712’3) B (1 N n%)z

Dgmin > ~0,1. (18)
2np

Fiir den Betriebspunkt 775 kann der Mindestddmpfungsgrad auch im Bild 2 direkt an
der Linie der maximal zuldssigen Amplitude |Fwmax /€| abgelesen werden.
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Diskussion

Die Auslenkung des Pumpenrotors hingt entsprechend Gleichung (15) nicht nur von
der Dampfung D, ab, sondern auch von der Schwerpunktsexzentrizitit £ sowie von
der Betriebsdrehzahl ng im Verhéltnis zur kritischen Drehzahl n.

Die duBlere Ddmpfung an Laufridern von Pumpen und anderen Strémungsmaschinen
wird hauptsichlich durch das zu fordernde Fluid hervorgerufen und ist abhiingig von
seiner Viskositét. Bei der Auslegung von Stromungsmaschinen miissen daher auch
das Fluid selbst sowie die Betriebstemperatur, welche die Viskositit stark beeinflusst,
beriicksichtigt werden.

Um mit der Rotorauslenkung — auch bei Betrieb mit einem Fluid geringerer Viskositit
oder im Leerlauf — unterhalb der zulidssigen Maximalamplitude zu bleiben, sollte
der Rotor weit oberkritisch betrieben werden. Dafiir kann die kritische Drehzahl mit
einer niedrigeren Steifigkeit der Welle (z. B. mit einem kleineren Durchmesser) oder
mit einer hoheren Masse der Scheibe konstruktiv abgesenkt werden. Auflerdem wird
iblicherweise vor Inbetriebnahme der Pumpe die Schwerpunktsexzentrizitit durch
Auswuchten bis unter eine zuldssige Grenze verringert.

Beim Hochfahren der Pumpe muss jedoch der Resonanzbereich durchfahren werden,
in dem die stationdren Schwingungsamplituden deutlich grofer sind als die erlaubte
Maximalauslenkung. Durch schnelles Durchfahren des Resonanzbereiches kann
aber vermieden werden, dass sich diese grolen Amplituden tatsdchlich einstellen,
vergleiche [25, Kapitel 5.2.2].

Die Bewegung des WellendurchstoBpunktes W gibt die Lage des Rotors relativ zu
seiner Nulllage im Stillstand an. Da der WellendurchstoBpunkt als geometrischer
Mittelpunkt der (im Idealfall kreisformigen) Scheibe messtechnisch gut zugédnglich
ist, werden seine Auslenkungen als sogenanntener Orbit hiufig zur Beurteilung des
Schwingungsverhaltens von Rotoren herangezogen, siehe dazu auch Aufgabe 5.7.

Im Gegensatz dazu ist die Exzentrizitit des Schwerpunktes hdufig unbekannt und sei-
ne Lage messtechnisch nicht ohne Weiteres erfassbar. Allerdings besitzt die Schwer-
punktsauslenkung entscheidenden Einfluss auf die Unwuchtkrifte, die auf die Lager
wirken. Sie kann analog zu obiger Berechnung der Auslenkung des Wellendurch-
stoBpunktes ermittelt werden und betrigt

o = e(2D,jn + 1.) . (19)
1 —n>+2D,jn
Die Rotorauslenkungen 7w und 7 sind aufgrund der Dampfung D, komplexwertig.
Das bedeutet, dass die Phasenverschiebung zwischen der Anregung und der Schwin-
gungsantwort nicht genau 0° oder 180° (wie beim ungeddampften System, vergleiche
Lehrbuch [25, Kapitel 5.2.1]) betridgt, sondern beliebige Werte annehmen kann.
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Bez. Amplitude |7/&]

0 05 75 15 2 25 3
Drehzahlverhiltnis n = Q/wq

Bild 3: Unwuchterregte Schwingungen des WellendurchstoSpunktes W und des
Scheibenschwerpunktes S (D,=0,1)

Der grafische Vergleich der Schwingungsamplituden |7w| und |7s| in Bild 3 zeigt die
zunehmende Selbstzentrierung des Rotors bei Drehzahlen oberhalb der Resonanz,
vergleiche [25, Kapitel 5.2.1]. Durch die Selbstzentrierung nehmen die Unwuchtkrif-
te und damit auch die Lagerkréfte wieder ab, weshalb viele Rotoren (weit) oberhalb
ihrer biegekritischen Drehzahl betrieben werden.

Weiterfiihrende Informationen zur Dynamik gedimpfter Rotoren sind in [36, Kapitel
4] sowie in den Aufgaben 5.6 und 7.4 dieses Buches zu finden.

Die Berechnung der kritischen Drehzahl und der Auslenkung des Rotors
sind ein Teilaspekt der dynamischen und elastomechanischen Auslegung ei-
ner Stromungsmaschine. Weitere Aspekte sind beispielsweise die Beanspru-
chung der Schaufeln durch Zentrifugal- und Stromungskriifte. Einen Uber-
blick iiber die Auslegung von Stromungsmaschinen bieten die Literaturstel-
len [9, Kapitel R] und [72].

Weiterfiihrende Literatur

[9] Beitz, W. und K.-H. Grote, Hrsg.: DUBBEL - Taschenbuch fiir den Maschi-
nenbau. 19. Aufl. Berlin: Springer Verlag, 1997.

[72] Pfleiderer, C. und H. Petermann: Stromungsmaschinen. 7. Aufl. Berlin: Springer-
Verlag, 2005.
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5.6 Kreiselpumpe mit innerer Dampfung

Durch Reibung in der Fiigestelle zweier Bauteile oder andere Dampfungs-
mechanismen innerhalb eines Systems konnen selbsterregte Schwingungen
hervorgerufen werden, die bis zur Zerstorung fithren konnen. Dies trifft
auch auf Wellensitze von Schaufelridern, Ventilatoren und dhnlichen Bau-
elementen zu. Welchen Einfluss besitzt eine viskose innere Dampfung auf
die Stabilitit und das Hochlaufverhalten eines Rotors? *

Im Punkt W des Schaufelrads der Kreiselpumpe aus Aufgabe 5.5 wirkt nun zusétzlich
eine geschwindigkeitsproportionale ,,innere* Dampfung b;, siehe Bild 1 (links). Der
Rotor der Kreiselpumpe wird weiterhin als symmetrischer LavarL-Rotor mit der
Wellensteifigkeit ¢ modelliert. Die mittig sitzende Scheibe besitzt die Masse m, das
Massentrigheitsmoment J, und eine zu Demonstrationszwecken auBerordentlich
grofle Schwerpunktsexzentrizitit . Die ,,dulere” Ddmpfung b, des umgebenden
Fluids greift im Punkt W an. Der Rotor wird durch das Drehmoment M angetrieben.

b, %

Bild 1: Modell des Rotors (links) und ausgelenkte Scheibe (rechts)

Gegeben:
c = 1440 N/mm Steifigkeit der Welle
m = 14,15kg Masse der Scheibe
J, =15710kg mm?® polares Massentriagheitsmoment der Scheibe
lel  =1mm Schwerpunktsexzentrizitit der Scheibe
b, =270,8N/m/s dulere Dampfung
b; =(0; 361,1; 812,5N/m/s innere Dampfungen
a//a% =0,004; 0,01 relative Drehbeschleunigungen, w(z) =c/m
M =16Nm Antriebsmoment
¢ =0 Anfangswinkel
¢ =0 Anfangsdrehgeschwindigkeit

*Autorin: Katrin Baumann



242 5 Biegeschwinger

Gesucht:
1) Bewegungsdifferentialgleichungen fiir ry = xw + jyw und ¢
2) Kiritische Drehzahl n, Stabilititsgrenzdrehzahl ng, und Stabilitéitskarte

3) Numerische Losung der Bewegungs-DGLn fiir Hochldufe mit konstanten
Drehbeschleunigungen ¢ =a und verschiedenen inneren Dimpfungen.
Gilt die fiir stationdre Drehzahlen berechnete Stabilititsgrenzdrehzahl auch
fiir Hochldufe?

4) Numerische Losung der Bewegungs-DGLn fiir Hochldufe mit einem kon-
stanten Antriebsmoment M =const. und verschiedenen inneren Ddmpfungen.
Welche Phinomene beobachten Sie?

Lésung:
Zul):

Die innere Dampfung b, resultiert aus dem Stauchen und Dehnen des Wellenma-
terials in Langsrichtung (Werkstoffddmpfung) und aus dem axialen Abgleiten der
Scheibe auf der sich durchbiegenden Welle (Fiigestellendimpfung) wihrend einer
Rotorumdrehung, siehe [36, Kapitel 4]. D. h. die innere Ddmpfungskraft F,; greift
an der Scheibe im WellendurchstoBpunkt W an und lduft mit dem Rotor um.

Deshalb ist es zweckméBig, nicht nur die komplexen Absolutkoordinaten
r=x+jy &)

entsprechend Bild 1 (rechts) einzufiihren, sondern auch mit dem Drehwinkel ¢
mitrotierende komplexe (Relativ-)Koordinaten

p=é+jn=(x+jy) e =re’. )
Fiir die Krifte in diesen beiden Koordinatensystemen gilt analog

F=F +jF,=(Fc+jF,) el = F el 3)
Die Biegedifferentialgleichung (Biege-DGL) folgt aus dem Kriftesatz fiir die freige-

schnittene Scheibe. Dabei miissen folgende Krifte beriicksichtigt werden:

e die zur Absolutauslenkung ry proportionale Riickstellkraft aufgrund der Wel-
lensteifigkeit c,

e die zur Absolutgeschwindigkeit 7y proportionale Kraft der duleren Dampfung
b, (vergleiche dazu auch Aufgabe 5.5) sowie

e die zur mitrotierenden Relativgeschwindigkeit pyw proportionale und mitrotie-
rende Kraft der inneren Dampfung b;,

Fpi = bi pw . 4
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Nach Transformation der mitrotierenden inneren Dampfungskraft (4) auf feststehen-
de Koordinaten lautet der Kriftesatz

m}’s+bai’w+b,-pwej"”+ch=O. (5)
Mit der kinematischen Beziehung
rs = ry + e’ (6)

zwischen dem WellendurchstoBpunkt W und dem Schwerpunkt S und ihren Ablei-
tungen

s = I'w +j¢£ej“’ s
(N

Fs = Fw + 8 (j@ - ¢7) el?

sowie mit der Ableitung der mitrotierenden komplexen Koordinate p aus Glei-
chung (2) fiir den Punkt W,

pw :fwe_j“’—rwjgbe"j“’, (8)
wird die Biege-DGL zu

mity + (ba+by) i + (¢ = bij@) rw = —me (j — ¢*) el? . 9)

Die Komponenten der Rotorauslenkungen betragen entsprechend der Definition (1)
xw = Re{rw} und yw = Im{rw}. (10)

Bei der Aufstellung des Momentensatzes um den Schwerpunkt S fiir die Herleitung
der Dreh-DGL werden die angreifenden Krifte in ihre Komponenten in Richtung
der mitrotierenden Koordinaten ¢ und n zerlegt und zusitzlich das Antriebsmoment
M beriicksichtigt:

Jp § + (cxw + baiw) esing — (cyw + byyw) gcos ¢ — bignw = M . (11)

Die Riickfithrung der Gleichung (11) auf die absoluten Koordinaten xw und yw
gelingt mit Hilfe der geometrischen Beziehungen

Ew = XwCOSp+ ywsing und

Nw = —Xw SIn ¢ + Yw COS ¢ (12)
sowie deren Ableitungen

Ew = XwCOSQ— xw¢@ Sing + yw sing + ywgcose und

fw = —Xw SIN @ — XwP COS ¥ + Yw COS ¢ — yw@ Sin . (13)
Die Dreh-Differentialgleichung wird damit zu

@ + [cxw + badw + bi (kw + yw)] esin g

14
— [eyw + bayw + bi w — xwp)| ecosp = M . (14)




244 5 Biegeschwinger

Zu 2):
Die Eigenkreisfrequenz wy und die kritische Drehzahl betragen
60
wo =t ]— =+319s7 und mp= =2 2> = 43046 min” . (15)
m 27 1 min

Die Berechnung der Stabilititsgrenzdrehzahl ng, bzw. der Grenzkreisfrequenz g,
gelingt einfach und allgemeingiiltig durch Betrachtung der Eigenwerte in der Pol-
ebene: Die Schwingungen sind stabil fiir negative Realteile und instabil fiir positive
Realteile. Fiir den Stabilitdtsgrenzfall ist der Realteil eines Eigenwertes gerade Null,

1=iQg,. (16)
Damit lauten der Ansatz und seine Ableitungen fiir die Losung der homogenen
Biege-DGL

rw = rw et s

Fw = j Qcr fwe'?" und (17)

Fw = —Qg, fy eI
Durch Einsetzen dieser Beziehungen in die homogene DGL zu Gleichung (9),

miw + (by+b) iw + (c = b;jo)rw =0, (18)
ergibt sich

|-mQ8, + (ba+b)Q6r + (c = bij@) | Fw 1% = 0. (19)

Nach Ausschluss der trivialen Losung 7w = 0 wird durch Aufspalten der Glei-
chung (19) in Real- und Imaginirteil sowie durch anschlieendes Einsetzen der sich
aus der Imaginérteilgleichung ergebenden Bedingung fiir g, in die Realteilglei-
chung eine Gleichung fiir die Stabilititsgrenze gewonnen. Unter Beriicksichtigung
der Eigenkreisfrequenz wy betrdgt die Grenzkreisfrequenz

ba
goéQG,:(H;)wo. (20)
Fiir die Stabilitdtsgrenzdrehzahl ng, gilt die Gleichung (20) analog und es ergeben
sich fiir die gegebenen inneren Ddmpfungen b; die folgenden Werte:

ba
nGr = (1 + F)no =00, 1,33ny und 1,75n

21
=00, 4052min~' und 5331 min~'.

Die unendlich grofle Stabilititsgrenzdrehzahl fiir den Rotor ohne innere Ddmpfung
(b;=0) bedeutet, dass sich das System stets stabil verhilt. Bild 2 zeigt die Stabilitéts-
karte, in der die Stabilitdtsgrenzdrehzahlen fiir die gegebenen Dampfungsverhiltnisse
b,/b; abgelesen werden konnen.
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A Qgr/wo bzw. ng,/ng
s
<
E stabil
£ instabil
51T t
g b /=3 /4 instabi
R PO Ao SR
g
| babi=1/3
g
E

} >

)
1 1,33 1,752
Drehzahlverhiltnis Q/wo bzw. n/ng

Bild 2: Stabilitdtskarte

Die Abhingigkeit der Grenzdrehzahl Qg, vom Verhiltnis der dufleren zur inneren
Diampfung zeigt die Wirkung der beiden unterschiedlichen Dampfungen: Fiir einen
Rotor ohne duBlere, aber mit innerer Dampfung (b, =0, b; > 0) betrigt die Grenz-
drehzahl Qg, = wy. D.h. die innere Ddmpfung wirkt oberhalb der biegekritischen
Drehzahl wg anfachend. Ist der Rotor zusétzlich von auen geddmpft (b,>0), so kom-
pensiert die duflere Dampfungskraft die mit steigender Drehzahl zunehmend stirker
anfachende Wirkung der inneren Ddmpfung im Drehzahlbereich wy < Q < Qg,. Ober-
halb der Grenzdrehzahl, d. h. rechts der Geraden b,/b;=n — 1 im Bild 2, iiberwiegt
die destabilisierende Wirkung der inneren Didmpfung und die Rotorschwingungen
klingen auf. Detailliertere Erlduterungen dazu finden sich in [36, Kapitel 4].

Zu 3):

Bei einem Rotorhochlauf mit konstanter Drehbeschleunigung wird vorausgesetzt,
dass der Motor stark genug ist, um die benétigte Leistung aufzubringen. Dadurch
wird die Dreh-DGL (14) erfiillt und es verbleibt nur die Biege-DGL (9), in die die
konstante Drehbeschleunigung von

b=a (22)

und die damit fiir den Hochlauf aus dem Stillstand ¢y = 0 bei ¢y = 0 geltende
Drehgeschwindigkeit ¢ und der Drehwinkel ¢

o=ar und ¢= %zz (23)
eingesetzt werden:
. a 2
—t
mi + (ba+by) Fy + (¢ = bijat) ryy = —me (ja - a*F)e’ 2 (24)

Die Gleichung (24) kann numerisch, beispielsweise mit Scilab oder Matlab (mit der
Funktion ode45), gelost werden.
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Bild 3 zeigt die erzwungenen Schwingungen bei Unwuchterregung der Rotorhoch-

laufe bei Variation der inneren Dampfung (links) sowie bei Variation der Drehbe-

schleunigung (rechts). Fiir die gegebenen Dampfungen betragen die Dampfungsgrade
b, . b;

D, = =0,03 sowie D;= =0, 0,04 und 0,09. (25)

T 2mwy mwy

Erwartungsgemal sinkt die Stabilitdtsgrenze mit zunehmender innerer Ddmpfung
(Bild 3 links). Im Bild 3 rechts wird deutlich, dass die fiir stationdre Drehzahlen
berechnete Stabilitdtsgrenzdrehzahl auch fiir Hochldufe gilt, vergleiche [10].

Y | @=0.004 wp: £ ! = | D;=0.04:

} 13}... -D;=009 M = 15 —— a=0.004 }

& -' & | — =001}

E ' e

E: = 107

£ £

< < 3l

(] (&)

= <]

) 5]

50 0]

S ¢ —

@ a 0 1 2
Drehzahlverhiltnis n=¢/w Drehzahlverhiltnis n=¢/w

Bild 3: Erzwungene Schwingungen in Hochldufen mit verschiedenen inneren
Dampfungen D; (links) und verschiedenen konstanten Drehbeschleunigun-
gen « (rechts)

Zu 4):

Bei einem Rotorhochlauf mit konstantem Antriebsmoment miissen die gekoppelten
DGLn (9) und (14) numerisch gelost werden. Bild 4 zeigt den Drehzahlverlauf (links)
sowie die Amplituden (rechts) der erzwungenen Schwingungen bei Unwuchterregung
fiir verschieden grofle innere Dampfungen. Dabei kénnen folgende Phinomene
beobachtet werden:

e Der Hochlauf wird an der Resonanzdrehzahl ¢ = wq verzogert (fiir alle darge-
stellten Kurven), weil durch die im Resonanzbereich immer grofler werdenden
Biegeschwingungen des Rotors Energie aus der Drehbewegung abgezogen
und der translatorischen Bewegung zugefiihrt wird (mathematisch beschrieben
durch die Koppelterme in den Biege- und Dreh-DGLn). Dadurch steht dem
Rotor nicht mehr die volle Antriebsleistung zur Verfiigung und die Drehbe-
schleunigung nimmt ab (vergleiche dazu auch die Aufgabe 7.4).

Da die innere Dampfung unterhalb der kritischen Drehzahl auch dampfend
wirkt, kann es bei einem im Verhiltnis zur Gesamtdampfung sehr kleinen
Antriebsmoment passieren (Kurve mit D; =0, 09), dass die gesamte Antriebs-
energie in die Biegung des Rotors transferiert und in den Ddmpfern dissipiert
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Bild 4: Erzwungene Schwingungen in Hochldufen mit konstantem Antriebsmo-
ment bei Variation der inneren Dampfung D;

wird, so dass der Rotor nicht weiter beschleunigt, sondern an der Resonanzdreh-
zahl hiingen bleibt. Die dazugehorige Stabilitdtsgrenzdrehzahl wird gar nicht
erreicht. Angaben zum Mindestantriebsmoment fiir die Resonanzdurchfahrt
duBerlich geddmpfter Rotoren finden sich in [63] bzw. [64].

Je groBer dagegen das Antriebsmoment bzw. je kleiner im Verhiltnis dazu die
innere Ddmpfung ist, desto schneller wird der Resonanzbereich durchfahren
und desto geringer fillt die Verzogerung aus.

e Wird die Resonanzdrehzahl iiberwunden (Kurven mit D;=0und 0,04), ¢/wp>1,
so nehmen die Biegeamplituden wieder ab und die iiberschiissige Energie wird
wieder zuriick in die Rotation tiberfiihrt. Dadurch fihrt der Rotor kurzzeitig
sogar mit einer hoheren Beschleunigung als zuvor hoch.

e Bei fehlender innerer Dampfung (D; =0) verlauft der weitere Hochlauf ereig-
nislos mit sehr kleinen Amplituden (Selbstzentrierung, siehe Aufgabe 5.5) bei
nahezu konstanter Drehbeschleunigung.

e Mit innerer Ddmpfung (Kurve mit D; =0,04) fahrt der Rotor kurzzeitig tiber
die Stabilitdtsgrenzdrehzahl Qg, hinaus, féllt aber wieder zuriick und schwingt
sich schlieBlich an der Stabilitdtsgrenzdrehzahl ein. Auch hier findet wie an der
Resonanzdrehzahl ein Energietransfer von der Rotations- in die Biegebewegung
statt. Weil aber die instabilen Schwingungen nicht wieder abklingen, wird
immer mehr Energie aus der Rotation abgezogen, so dass die Drehzahl sinkt.
Unterhalb der Stabilititsgrenze klingen die Biegeschwingungen dann wieder ab
und die Energie wird zuriick in die Drehbewegung tiberfiihrt. Dann beschleunigt
der Rotor erneut.

Diskussion

Die Amplitude des Rotors beim Hidngenbleiben an der Stabilitdtsgrenze kann aus
der Bilanz zwischen der Antriebsleistung und der Leistung der inneren Dampfung
berechnet werden, siehe [10]. Interessanterweise hiangt sie nicht von der Grofle der



248 5 Biegeschwinger

inneren Dampfung, sondern nur vom Antriebsmoment, der Eigenkreisfrequenz und
der d@uferen Diampfung ab.

In dieser Aufgabe wurde ausschlief3lich eine viskose innere Ddmpfung untersucht,
die die Werkstoffddmpfung von Metallen recht gut abbildet, [36, Kapitel 4]. Fiir die
in der Praxis viel bedeutsamere, da deutlich groBere Fligestellenddmpfung ist diese
Modellierung jedoch unzureichend. Besser geeignet sind in diesem Fall Modelle mit
Coutrowmsschen Reibelementen, fiir die in [36, Kapitel 4] auch die Stabilititsgrenze
hergeleitet wird. Der Artikel [8] vergleicht die An- und Auslaufvorgénge hinsichtlich
des Stabilititsverhaltens fiir drei verschiedene Modellierungen der inneren Damp-
fung.

Innere Dampfung in Rotoren fiihrt zu selbsterregten, instabilen Schwingun-
gen, die zur Zerstorung des Rotors fithren konnen. Daher ist bei der Kon-
struktion auf eine moglichst geringe Werkstoffdimpfung sowie auf eine aus-
reichend feste Ausfiithrung der Scheibensitze zu achten.
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5.7 Schlag und Unwucht am LavaL-Rotor

Je nachdem, ob ein Schwingungssystem mit konstanter oder drehzahlab-
héingiger Amplitude harmonisch angeregt wird, ergeben sich unterschied-
liche Antwortspektren (VergroBerungsfunktionen V| oder Vi, [25, Kapitel
3.2.1.2]). Der Kerngedanke dieser Aufgabe besteht darin, das verschieden-
artige Antwortverhalten der erzwungenen Schwingungen herzuleiten und
zu interpretieren. Als Anwendungsbeispiel dient die Biegung eines LavaL-
Rotors, der gleichzeitig Unwucht und Schlag besitzt. Beide Effekte wirken
sich auf die als Orbit gemessenen Auslenkungen aus. Ein Monitoring- und
Diagnosesystem soll beide Ursachen trennen konnen. *

Das Modell des LavaL-Rotors beinhaltet eine biegeelastische masselose Welle mit
einer Scheibe genau mittig zwischen zwei starren Lagern. Bild 1 veranschaulicht das
physikalische Modell und die Parametrisierung mit entsprechenden Variablen. Im
inertialen ;x-;y-Koordinatensystem (KOS) mit dem Ursprung O auf der Lagerachse
AB (Drehachse) wird die Lage des Massenschwerpunktes S und des Flichenmittel-
punktes W, dem sogenannten Wellendurchstopunkt beschrieben. Nur die Lage von
W ist direkt aus einer Orbitmessung bestimmbar. Das mitdrehende gx-zy-KOS behélt
den Ursprung O, wihrend das korperfeste gx-xy-KOS seinen Ursprung in W hat.
Der Rotor dreht mit dem Winkel ¢ und konstanter Winkelgeschwindigkeit ¢ =Q. Mit
der Eigenkreisfrequenz w= v/c/m ist das Abstimmungsverhiltnis = Q/w definiert.

)

Bild 1: LavarL-Rotor, a) Querschnitt der Scheibe, b) 3D-Modell, ¢) Feder-Masse-
Schwinger

Mit Hilfe der vektoriellen Schreibweise der Minimalkoordinate 7y kann das Rotor-
modell entsprechend Bild 1c wie ein Schwinger mit einem Freiheitsgrad behandelt
werden. Ein ,,Vorindex‘ nennt das Bezugs-KOS des Vektors, z.B. z& oder ;Ay.
Fiir die Auslenkung in der Scheibenebene spart die Darstellung der Vektoren als
komplexer Zeiger Schreibarbeit, entsprechend Bild 2 gilt:

F=x+jy mit Realteil x und Imaginérteil y (1)
P=Ael” mit Betrag r und Phase ¥ )
F=r(cosW+jsin¥). (3)

*Autor: Thomas Thiimmel
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1
mt x=rcos¥ r
Yy

MTJ}=F sin¥

X Re

Bild 2: Vektordarstellung in der x-y-Ebene als komplexer Zeiger

Vorab werden die beiden Begriffe Unwucht und Schlag erldutert. Bild 3 veranschau-
licht am starren Rotor die Sonderfille a) Schlag ohne Fliehkraft und b) Unwucht
ohne Schlag. Ein weiterer Sonderfall ¢) Schlag ohne Unwucht am elastischen Rotor
folgt spiter mit Bild 4.

Bild 3: Starrer Rotor, a) mit Schlag ohne Fliehkraft, b) mit Unwucht ohne Schlag

Schlag: zd = ael™ Der Begriff Schlag hat bei Rotoren nichts mit einem StoB, einem
Hieb oder einem Nadelimpuls zu tun, was man vielleicht in Bezug zur Dynamik
vermuten konnte. Der Begriff Schlag beschreibt in der Rotordynamik diejenige Ab-
weichung des Punktes W von der Drehachse (Punkt O), die bereits im Stillstand ohne
duBere Krifte vorhanden ist. Er beschreibt also keine elastische Deformation infolge
Schwerkraft oder durch Fliehkrifte. Der Schwerpunkt S kann davon unabhingig eine
beliebige Position einnehmen. Der Sonderfall Schlag allein ohne Fliehkraft (S=0,
Bild 3a) bewirkt keine Lagerkrifte.

Schlag beeinflusst aber immer die Orbitmessung, also ;7y(¢). Die Wellenauslenkung
Py resultiert aus Schlag und elastischer Deformation: 7y = ;@ + Py, ejas- Das
bedeutet, nur mit Ay, =0 und ¢ =0 gilt: ;Ay =gd, wie im Bild 3a.
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Die drei wichtigsten Ursachen fiir Schlag sind plastische Deformation der Welle
durch Unfille bei Montage und Transport oder thermisch bedingte Kriimmung [36],
aber auch Form- und Lageabweichungen. Dazu gehort auch die gewollte Form einer
Kurbelwelle.

R ‘
Unwucht: U=m&=meelt

Fliehkraft tritt bei einem rotierenden Korper auf, wenn der Massenschwerpunkt S
nicht auf der Drehachse (Punkt O) liegt. Die resultierenden Krifte bewirken La-
gerkrifte und im elastischen Fall Rotorbiegung. Entsprechend Bild 1 setzt sich die
Schwerpunktauslenkung 75 im Allgemeinen aus der Auslenkung 7y und dem Un-
wuchtparameter &€ zusammen, welcher nur im Sonderfall ohne Schlag und ohne
elastische Wellendeformation mit 7 identisch ist. Die Exzentrizitiit & bleibt dadurch
auch beim elastischen Rotor eine rotorfeste und drehzahlunabhingige Grofe und ent-
spricht dem Abstand von W zu S. Nur bei Ayiesr = 0 und @ = 0 gilt fiir die Unwucht:
U=mé&=m#s= F./©Q, wie im Bild 3b [36, S. 63]. Ursachen einer Unwucht kénnen
normale Fertigungsungenauigkeiten, Werkstoff- und Verarbeitungsfehler sein.

Gegeben:

m = 4,86kg modale Masse zur ersten Eigenschwingform des Rotors
(MRotor=11,1 kg)
c=941-10°N/m Steifigkeit des Rotors (EI = 4027 Nm?)

& =164 um Exzentrizitit des Schwerpunktes (Betrag)
a=1723um Schlagradius (Betrag)

Y, =1717,6° Phase der Unwucht

Y, =315,9° Phase des Schlages

Die Rotorwelle aus Stahl hat einen Durchmesser von 25 mm und wiegt alleine 2,4 kg.
Durch zwei Schwungscheiben erhoht sich die Gesamtmasse auf 11,1 kg. Die La-
ger haben einen Abstand von L = 590 mm. Das erste Paar Biegeeigenfrequenzen
des realen Rotors liegt bei etwa 70 Hz. Der Motor erreicht maximal eine Drehzahl
n = 3000 min~'. Somit dreht der Rotor immer unterkritisch. Ein zweites Paar Biege-
eigenfrequenzen erscheint bei ca. 282 Hz. Das Berechnungsmodell nach Bild 1c muss
mit der modalen Masse von 4,86 kg gebildet werden, die zur ersten Eigenschwing-
form gehort, nicht mit der Gesamtmasse des Rotors (mgoor = 11,1 kg). Unter dieser
Voraussetzung bildet der LavarL-Rotor eine gute Niherung fiir den Rotorpriifstand.

Gesucht:

Es sind die Gleichungen fiir erzwungene Schwingungen des LavaL-Rotors mit
den Erregerquellen Schlag und Unwucht herzuleiten und die daraus resultierenden
Antwortspektren zu interpretieren. Die Trennbarkeit von Schlag und Unwucht beim
modellbasierten Monitoring ist zu kléren.
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1) Spezielle Bahn des Punktes W im I-KOS ;7y0(¢), wenn kein¢ elastische
Deformation auftritt (langsam drehend), aber Schlag zd = ael ¥« vorliegt,
zusitzlich: x- und y-Komponente von ;7yo(¢)

2) Schwingantwortspektrum 73,(17) bei stationdrem Betrieb mit Unwucht & ohne
Schlag

e Differentialgleichung mit den Vektoren 7y und 7 (im I-KOS)
e Zwangsbedingung zum Ersetzen von 7s durch 7y

e Differentialgleichung fiir die Minimalkoordinate 7y

o Antwortspektrum 7, (j Q) bzw. 7;,(17)

3) Schwingantwortspektrum 7,(17) bei stationdrem Betrieb mit Schlag @ ohne
Unwucht

e Differentialgleichung fiir die Minimalkoordinate 7y
(Kriftefreie Gleichgewichtslage ;Pyo(¢p) von Teilaufgabe 1) nutzen)

o Antwortspektrum 7, (j Q) bzw. 7,(17)

4) Vektorielle Beziehungen fiir die Bahn des Punktes W (Orbit 7y) mit den
Anteilen infolge Unwucht (Betrag &, Phase ¥, a = 0) und infolge Schlag
(Betrag a, Phase ¥, £=0) im mitdrehenden zx-zy-KOS und im raumfesten
]x-[y-KOS

5) Gegeniiberstellung der Amplitudenspektren
e Skizze der normierten Amplitudenspektren |7, (7)|/& und |7, ()|/a
e Amplitudenwerte von |7, (n)| fiir p = 0; 0,5; 1,5; 3,0 und 7 > 3
e Amplitudenwerte von |7, ()| fiir die gleichen n-Werte

e Skizzen der normierten Orbits |7y, (¢, n)l/& und |7, (¢, n)l/a jeweils unter
die Amplitudenspektren an der Position der oben gewidhlten r-Werte

e Bild der Orbits mit den realen Parametern fiir ¢, ¥,,, @ und ¥, bei den
Drehzahlen, die 7=0,5 und 7=1,5 entsprechen. Sind die Parameter damit
identifizierbar?

6) Lagerkraftvektoren F 4(n) und F (1) infolge der Federauslenkung 7y (Wellen-
biegung) bei gleichzeitigem Auftreten von Schlag und Unwucht
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Lésung:
Zul):

Im mit dem Winkel ¢ drehenden rotorfesten R-KOS ist der Schlagvektor zd = ael e
konstant und ohne elastische Deformation bleibt auch der Vektor z7y konstant:

RIwo =r d  wegen Fwelst = 0. “4)
Im I-KOS ergibt sich der Vektor ;7y(¢) aus der Drehtransformation
1Pwo() = rifwo &3 (5

Bei langsamer Drehung um den Winkel ¢ ohne elastische Deformation der Welle
folgt also der Orbit des Punktes W als Kreisbahn im ;x-;y-KOS

Pwo(p) = Rﬁejtﬁ = gelVaely = gl (6)

Die x- und y-Komponenten der Bahnkurve ;7y((¢) lauten:

. (7)

wole) =

xwo| _|acos(p+¥,)
Ywo asin (90 +%¥,)

Zu 2):

Der Impulssatz wird immer einheitlich im Inertialsystem angewendet und der Index
1 weggelassen. Bei dem rotorfesten Parameter x& wird auf den Index ,,R* verzichtet.

Am Modell des LavarL-Rotors (Bild 1) greifen die Trigheitskrifte in S an und die
Federriickstellkrifte in W. Die Gleichgewichtslage der Biegefeder liegt bei 7, =0,
d. h. der Rotor hat keinen Schlag (P =0, a=0) ist aber elastisch. Aus dem Impulssatz
folgt

mid+cry =0. (8)
Entsprechend Bild 1 gilt die Zwangsbedingung

Su U =2 ou = jor
7§ =7y + 1€ =7y +r€e. )

Der rotorfeste Vektor zx& = & ist dabei mit dem Winkel ¢ = Qr in das I-KOS zu
transformieren. Wird die zweifach zeitlich abgeleitete Zwangsbedingung (9)

P =Pl g Pl (10)
in die Differentialgleichung (8) eingesetzt, ergibt sich

3, Su 22 .jor
miy +ciy =mé&Q el . (11)
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Damit ist das Problem auf die Minimalkoordinate 7y zuriickgefiihrt.
Mit dem Ansatz
Ry = iy e (12)
folgt mit c/m=w? und 1 = Q/w schlieBlich:
(~Lm+c) i e =mE Pl
mé Q? e

P = = g =V3(n) €. 13
L el g 3() € (13)

Zu 3):

Ist am elastischen Rotor nur Schlag vorhanden und der Unwuchtparameter e=0,
sind Schwerpunkt S und Punkt W identisch, siehe Bild 4. Gegeniiber Bild 3a (dort
ohne Fliehkraft mit 7¢ =0) gilt jetzt 7y = 7}, .

¢)Schlag 7#,=7, bei £=0 (Fs=7)

Bild 4: Lavar-Rotor (elastisch) mit Schlag ohne Unwucht, & = 0 (Sonderfall c¢)

Bei langsamer Drehung ohne duflere Krifte besitzt W entsprechend (6) die Auslen-
kung Py, die als kriiftefreie Gleichgewichtslage dienen kann. Fiir die Riickstellkraft
ist diese Referenzlage von der tatsdchlichen momentanen Auslenkung abzuziehen.
Dadurch entsteht mit dem Impulssatz folgende Differentialgleichung:

mrgy + ¢ (7% — fwo) = 0. (14)
Mit Ay aus (6), Weglassen des Index ,,R“ bei d sowie ¢ =Qr folgt

2a 2a _ Qe+, _ 2 L jt
miy + iy = caed ¥t = gl (15)

Mit dem Ansatz entsprechend der rechten Seite

7o =74, el (16)
ergibt sich fiir die Schwingantwort des Punktes W

(~Pm+c) i e =cael,

cd L a=vimpa (17)
Py = = a= a.
Y _Qmyce  1-1? 1
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Zu 4):

Jetzt werden die Sonderfille Unwucht und Schlag aus den Teilaufgaben 2) und 3)
zusammengefasst. Bild 5 verdeutlicht die vektoriellen Zusammenhénge im mitdre-
henden R-KOS.

Bild 5: Vektorkomponenten zum Punkt W infolge Unwucht und Schlag

Fiir die einzelnen Komponenten infolge Schlag und infolge Unwucht gilt die Vektor-
gleichung:

’Pw = rP + rPy = rlPy eI + [, e = piyel?. (18)

Im inertialen System ergibt sich der Vektor ;7y(f) aus der Drehtransformation:
Tw(t) = riy e (19)
Werden die Teillosungen mit Unwucht aus (13) und mit Schlag (17) als Funktion

vom Abstimmungsverhiltnis n zusammengefiihrt, folgt schlieBlich fiir den Orbit des
Punktes W:

1 4
() = lin g + a| e (20)

Sollen die beiden Parameter € und & fiir Unwucht und Schlag getrennt aus dem
Orbit ;Ay(r) ermittelt werden, ohne dass der Schlag @ aus einer quasistatischen
Sondermessung bei extrem langsamer Drehung bekannt ist, dann ist der Rotororbit
bei zwei unterschiedlichen Betriebsdrehzahlen, d. h. fiir zwei 17 zu messen. Die beiden
Summanden in (20) veriindern sich dabei unterschiedlich, womit & und & trennbar
sind.

Zu5):

Mit den gegebenen Zahlenwerten fiir das Abstimmungsverhéltnis 77 im Fall von Un-
wucht nach (13) bzw. Schlag nach (17) ergeben sich die normierten Antwortspektren
im Bild 6.

Der Orbit von W ist kreisformig, wobei im Fall ,,Unwucht™ fiir < V2 /2 der Radius
|7, (@, )| kleiner als ¢ bleibt, fiir » > 1 ist der nicht normierte Radius immer groer
als € und nihert sich fiir sehr grofie > 1 dem Wert €.
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Unwucht ohne Schlag Schlag ohne Unwucht
n 0] 05 1.5 3 n 0] 05 1.5 3
9/5¢ | 9/8¢ 7yl | a | 4/3a | 4/5a | 1/8a

Bild 6: Normierte Antwortspektren und Orbits des Punktes W

Im Fall von Schlag ohne Unwucht bei langsamer Drehung (17 < 1) entspricht der
Orbitradius |7, (¢, 7)| dem Schlag a (normiert: Wert 1), wihrend der Radius fiir
1> 1 gegen Null strebt.

Das Bild 7 zeigt die berechneten Orbits mit den realen Parametern fiir ¢, ¥, a und
¥, bei den Drehzahlen 2100 min~' und 6300 min~!, die 7=0,5 und =1,5 entspre-
chen. Die einzelnen Komponenten infolge Unwucht und infolge Schlag bestimmen
Pw wie in Bild 5. Nicht nur n bzw. die Drehzahlabhingigkeit verdndert den resul-
tierenden Orbit, sondern auch die unterschiedliche Phasenlage von Unwucht- und
Schlaganteil haben einen groB3en Einfluss. Die Sensitivitit der Orbits hinsichtlich
der zu identifizierenden Parameter wird mit Bild 7 anschaulich. Dafiir wird hier zum
physikalischen Verstidndnis auch eine real unzuldssige Drehzahl angenommen.

Zu 6):

Die Krifte in den Lagern A und B (Bild 1) resultieren aus der elastischen Riickstell-
kraft infolge der Wellenauslenkung 7. Bei langsamer Drehung ohne duflere Kriifte
besitzt W entsprechend (6) die Auslenkung 7y = del¥. Mit elastischer Biegung
und gleichzeitigem Auftreten von Schlag und Unwucht gilt infolge Symmetrie und
Hebelgesetz

= - 1 :
Fa(n) = Fp(n) = 56[7w(77)—67€“”]~ (2D
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3
0 — Gesamt 03 n=15 i

—— nur Schlag
-- nur Unwucht 0.2

— Gesamt
—— nur Schlag
== nur Unwucht

0.2

0.1

Yw
mm

-0.1

-0.2

-0.3

-03  -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 -03  -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
Wellenauslenkung X,/ mm Wellenauslenkung X,/ mm

Bild 7: Orbits des Punktes W infolge Schlag und Unwucht mit realen Parametern

Nach Einsetzen von 7y = 7, + 7y, aus (20) ergibt sich folgende Beziehung:
=l 1 U je
Fatp = Fon = 3¢ | 705 @+ | . (22)

Im Fall einer Kraftmessung an den Lagern, wie in Auswuchtmaschinen iiblich,
kann nicht wie bei Orbitmessung eine Trennung von Schlag und Unwucht erfolgen,
denn die rotorfesten und drehzahlunabhingigen Parameter & fiir Schlag und & fiir
Unwucht treten in (22) nur gemeinsam als Summe auf. Die Summe (& + &) entspricht
der Schwerpunktauslenkung g7 (Q = 0), woraus eine Fliehkraft resultiert.

Der wesentliche Unterschied zwischen den Phiinomenen Unwucht und Schlag
fiir erzwungene Schwingungen liegt darin, dass sich eine drehzahlabhin-

gige Erregeramplitude anders auf das Antwortverhalten eines Einmassen-

Schwingers auswirkt als eine konstante Amplitude. Im Fall von Schlag ohne

Unwucht verringern Drehzahlen im iiberkritischen Bereich den Radius des

Orbits des WellendurchstoBpunktes W. Anders verhiilt es sich fiir die dreh-
zahlabhiingige Unwuchterregung: Niedrige Drehzahlen im unterkritischen

Bereich haben einen kleinen Orbitradius zur Folge, wohingegen die Ampli-
tude fiir hohe Drehzahlen gegen den festen Wert & strebt.

Die Trennung der Parameter £ fiir Unwucht und & fiir Schlag allein aus
Lagerkraftmessungen ist nicht moglich. Aus Orbitmessungen der Wellen-
auslenkung bei zwei Drehzahlen kann dies gelingen [85].

Weiterfiihrende Literatur
[36] Gasch, R., R. Nordmann und H. Pfiitzner: Rotordynamik. 2. Auflage. Berlin
Heidelberg New York: Springer-Verlag, 2006.

[85] Thiimmel, T., M. Rossner, H. Ulbrich und D. Rixen: ,,Unterscheidung ver-
schiedener Fehlerarten beim modellbasierten Monitoring®. In: Tagungsband
SIRM 2015 in Magdeburg. 2015, Paper—ID 57.
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5.8 Lagereinfluss auf das Eigenverhalten einer
Spindel

Einfache Biegeschwinger kommen z. B. im Bauwesen als Stiitzkonstruktio-
nen fiir bestimmte Aggregate (Liifter usw.), aber auch im Maschinenbau als
langsam rotierende Wellen mit grofSeren Massen (Werkzeuge, Pumpenri-
der, usw.) am auskragenden Teil vor. Zur Untersuchung ihres Eigenverhal-
tens sind dabei die Lagernachgiebigkeiten zu beriicksichtigen. *

Zur iiberschldgigen Ermittlung der Eigenfrequenzen und Eigenschwingformen einer
nur langsam rotierenden Spindel mit starrem Korper am freien Ende unter Beriick-
sichtigung der radialen Lagerelastizititen inklusive Nachgiebigkeiten des Gehduses
wird ein einfaches Berechnungsmodell gemif} Bild 1 zu Grunde gelegt. Insbesondere
soll der Einfluss der Lagersteifigkeit ¢, auf die Eigenfrequenzen untersucht werden.

Hinweis: Fur die Ermittlung der Nachgiebigkeiten kann Tab. 5.1 in [25] genutzt

werden.
Iy l

Bild 1: Berechnungsmodell der Spindel mit Definition der Koordinaten
Folgende Voraussetzungen sollen erfiillt sein:
e Hauptachsenbiegung bei schlankem Balken (ebenes Problem),
e Balkenmasse gegeniiber m vernachléssigbar,
e Kreiselwirkung sei nicht relevant (axiales > polares Triagheitsmoment),

e Lingssteifigkeit > Biegesteifigkeit (A> > I).

Gegeben:
l =0,2m Bezugslinge
c =273-10’N/m Radiale Steifigkeit des linken Lagers (Bezugssteifigkeit)
m =16,3kg Masse des Starrkorpers
JS =ml?/5 axiales Trigheitsmoment des Starrkorpers
(EDy/(c1P) =1/6 Steifigkeitsverhéltnis 1
(EDy /(1) =1/8 Steifigkeitsverhéltnis 2

*Autor: Ludwig Rockhausen
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0,1 <cy/c; < o0 variables Steifigkeitsverhaltnis
L/l =12 Léngenverhiltnis 1
L/l =0,8 Langenverhiltnis 2

Gesucht:

1) Nachgiebigkeitsmatrix D = (1/c;)D* und Steifigkeitsmatrix C = ¢;C* in
Abhingigkeit des Lagerparameters « = ¢»/c; (q = [u, )

2) Massenmatrix M = mM* sowie die Eigenfrequenzen in Abhéngigkeit von «

3) Eigenfrequenzen und Eigenschwingformen speziell fiir k = 2,5

Lésung:
Zul):

Mit den einander entsprechenden Lingenbezeichnungen aus Tab. 5.1 in [25] und hier

I=0L , L=

[25]

, I=-b=1 (D
[25] [25]

folgen die Elemente der zu den Koordinaten u# und ¢ (bzw. der entsprechend Fall 4
aus Tab. 5.1 in [25] zugeordneten, am Schwerpunkt S angreifende Kraft F'; sowie
dem Moment M,) gehorigen Nachgiebigkeitsmatrix D zu:

- 2 I + )2 L2 B-(-15)
d11=—2+(1+2)+ 1 + ( 2),
Clll Czll 3(E1)1 3(E1)2
I L+l LI P=(-h)?
—+—+ +
Clll Cgll 3(EI)1 Z(EI)Z

gL,y L, b b
27\t ) BUED T (ED,

dip =dy = , 2

Werden fiir die hier genutzten generalisierten Koordinaten ¢ = [q1, 217 = [u, lp]"
die generalisierten Krifte

Q =101, 0:1" = [F1, My/I]" A3)

definiert, so gilt fiir sie die Beziehung

b 9e

Aus der mit den Kraftgroen formulierten potentiellen Energie

=TQ. “4)

Fy
M,

Fy

— — !
2Wpor = [F1, Ma]1 D =Q'T"DTQ = Q" DQ (5)

M,
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folgt damit die den generalisierten Koordinaten ¢ zugeordnete Nachgiebigkeitsmatrix

dy ldp
ldy, PPdy

1 1
D=—D"=—
C1 C1

dy, dy,
dy dy

=T'DT = 6)

Ausfiihrlich ergibt sich fiir die Elemente der dimensionslosen Matrix D*:

IV e (VLY al Lol L\
di, == +—=[—]| (1+=] + -+ I-{1-=] 1,
1 (zl) Cz(ll) ( z) 3(ED; | 3(ED), ( 1)

2 2 3 3 2

di, = a + 4 a 1+l—1 + il l—1+ il 1- l—l—2 ,

A e\ [ 3(EDy I 2(ED), l (7)
dy =dyy,
d* _ l 2 1+C] + 6113 l] + 6113 12
2\ ] 3ED; 1 (EDy L

Die Steifigkeitsmatrix wird mittels Inversion der Nachgiebigkeitsmatrix erhalten:

1 -1
C=cC*= (C—D*) =aD!' = Cc*=D"". (8)
1

Mit den gegebenen Parameterverhéltnissen und dem variablen Steifigkeitsverhéltnis
k ergibt sich konkret

. 1 (25829« + 15125)/5 6241k + 1375
D*(k) = 500 ©)
K| 6241k + 1375  5(1709 + 125)
bzw.
3 —
C 0 = 25(1709 +125)  =5(6241k + 1375)| (10)
169(512« + 1175) | _5(6241« + 1375) 25829« + 15125
Zu 2):
Aus der kinetischen Energie
2Wiin = mit® + JS @* = mg? + (J° /193 (11)

folgt wegen
0 Wiin
040G

Mjk

(vgl. Abschn. 6 in [25]) die Massenmatrix des Systems:

JS 1
M =m-diagil, —  =mM* = M" =diag{l, - ;. (12)
mi? 5
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Gemil Abschn. 6 in [25] kann jetzt das lineare Eigenwertproblem fiir die homogenen
Bewegungsgleichungen

mM*§+cC*q =0 (13)
formuliert werden:

(C*k)—aM™")v=0. (14)
Hierbei wurde nach Division durch ¢ der dimensionslose Eigenwert

A= wh/(ci/m) (15)
eingefiihrt.

Wegen der Forderung nach nichttrivialen Losungen von (14) muss deren Koeffizien-
tendeterminante null werden. Nach der Entwicklung dieser zweireihigen Determi-
nante ergibt sich dann die quadratische Eigenwertgleichung

2 515610k + 236250 . 67500 B
86528 k + 198575 86528 k + 198575
Aus den beiden Nullstellen A; (k) von (16) folgen mit (15) die Eigenfrequenzen zu:

1
f12 = 5= \[A1200 - 2 Ha. (17)
JT m

(16)

1
0 1 2 3 4 5
K= ofc

Bild 2: Eigenfrequenzen in Abhingigkeit vom Lagerparameter «

Deren Verldufe sind in Bild 2 einschlie3lich der zugehorigen Asymptoten

m 1 69,2H
lim f15(k) = 832 15~(34374¢2- V26943456 )C—1 ~ z (18)
K—00 7T

456,3Hz

dargestellt.

Die erste Eigenfrequenz fiir « — 0 wird null. Dies liegt daran, dass in diesem Fall
die Fesselung am rechten Lager entfillt und somit eine Starrkorperdrehung um das
linke Lager moglich wird.
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Zu 3):
Speziell fiir k = ¢;/c; = 5/2 ergeben sich fiir die Eigenwerte und Eigenfrequenzen:

A =0,1142, f1 = 63, 9Hz,

19)
A = 3,562, = 356,8Hz.

Entsprechend (14) folgen die zugeordneten Eigenvektoren , die in der Modalmatrix
zusammengefasst werden

0.90166 —0.221 81]. 00,

V =[v, v2] ={
1

Es sollen die Eigenschwingformen grafisch darstellt werden. Dazu ist es zweckmifig,
zusitzlich zur Verschiebung u = g; = vy; (i = 1 bzw. i = 2) des Schwerpunktes und
der einfach iiber

u—(I=h)p=q = =hL/Dg =vii =1 =DL/Dvy 2y

zu berechnenden Verschiebung des rechten Endes vom elastischen Balken noch
die Lagerverschiebungen zu bestimmen. Dazu werden die (normierten) Lagerkréfte
benétigt, welche tiber die Momentengleichgewichte an der frei geschnittenen Spindel
gemif Bild 3 bestimmt werden:

J
7542 +mijyl — Fal; = 0,
(22)

J.
TSQ2 +mg(l+ 1)+ Fgly =0.

Aufgelost liefert das
Fa| 1 1 L
- —mE _(1+1_]) s |4 (23)
B I ml?

Andererseits folgt aus den Bewegungsgleichungen (13) fiir die Beschleunigungen
g=-2M'Cyq, (24)
m

womit sich nach dem Einsetzen in (23) der folgende Ausdruck ergibt:

l -1 -1
=cr { . } C'q. (25)
1
1 (1 + 7) 1
Die Lagerverschiebungen konnen jetzt aus diesen Kriften berechnet werden, wenn
sie durch die jeweiligen Lagersteifigkeiten dividiert werden:

27\
Up

Fy
Fp

l

[

-1 -1
(1+171)/K 1/

1 0
0 1/«

Fy/c
Fglca

Fulcy
Fg/cy

C'q. (26)
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I I

Bild 3: Freigeschnittene Spindel

Nun gilt fiir die i-te Eigenschwingung (i-te Fundamentallosung) unter Verwendung
der Zeitfunktion der i-ten modalen Koordinate p;(¢) = p; sin w;t:

q,(0) =vipi(t),  uai(t) = a;ipi(t), upi(t) = upipi(t). 27

Einsetzen in (26) und Koeffizientenvergleich bei p;(¢) liefert fiir die normierten
Lagerverschiebungen

M :i[ -l “]c*v,.. (28)
apl, D|(1+Y%)/x 1/x

Damit ist es nun moglich, die Biege-Eigenschwingformen qualitativ richtig zu zeich-
nen. Eine bessere, hier aus Platzgriinden nicht weiter verfolgte Variante ist die der
Ermittlung der Biegelinien bei bekannten (normierten) Lagerkriften, was mit (25)
und (27) problemlos moglich ist. Dieser Weg wurde fiir die Erstellung der Bilder 4a
und 4b gegangen.

it s ot s s . T 02 04 06—08__1 12 14 16 18 2
e =04
~0.5 2 -
o -08
(a) Erste Eigenschwingform (b) Zweite Eigenschwingform

Bild 4: Erste und zweite Eigenschwingform

Eigenschwingungen von Spindeln oder anderen einfachen Biegesystemen
konnen oft schon mit wenigen Freiheitsgraden beschrieben werden. Auch
eine Beriicksichtigung von Lager- bzw. Umbauelastizitiiten ist problemlos
moglich. Etwas Aufwand kann notig werden, wenn Eigenschwingformen
grafisch veranschaulicht werden sollen.

Weiterfiihrende Literatur

[92] Weck, M.: Berechnung des statischen und dynamischen Verhaltens von Spindel-
Lager-Systemen. Techn. Ber. CAD-Berichte, Kernforschungszentrum Karlsru-
he, 1978.

[93] Weck, M.: Werkzeugmaschinen 2: Konstruktion und Berechnung. 8. Aufl.
VDI-Buch. Springer Vieweg, 2006.
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5.9 Abschatzung der Biegeeigenfrequenz einer
Flugzeugtragflache

Fiir Balkenschwinger mit komplexer Geometrie, Inhomogenitit oder Zu-
satzmassen ist eine analytische Losung fiir die Biegeeigenfrequenzen in der
Regel nicht moglich. Mit Hilfe des RayLEicH-Quotienten kann jedoch eine
Niaherungslosung fiir die erste Eigenfrequenz gefunden werden. Vorausset-
zung dafiir ist die realistische Schitzung und Wahl einer Ansatzfunktion
fiir die Geometrie der ersten Eigenschwingform. Das Verfahren soll auf das
Modell einer Flugzeugtragfliche angewendet werden. *

Die Tragfliche soll ndherungsweise als trapezformiger Korper konstanter Dicke
und gemittelter, konstanter Massendichte p betrachtet werden. An der Fliche ist ein
Triebwerk befestigt, das als punktférmige Zusatzmasse in die Berechnung einbe-
zogen wird. Die ortsverinderliche Biegesteifigkeit E1(z) soll nur von der Breite der
Tragflache abhéngen.

Bild 1: Geometrie der Tragfliche

Gegeben:
L =15m Linge des Tragfliache
By =6,8m Breite der Fliche an der Wurzel
By =17m Breite der Fldche an der Spitze
zr =04L Position des Triebwerks
h =0,7m Dicke der Tragflache
mr = 2500kg Masse des Triebwerks

p =300kg/m?>  mittlere Dichte des Fliigels
Ely=1-10*Nm? Biegesteifigkeit der Tragfliche an der Wurzel

*Autor: Michael Beitelschmidt
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Gesucht:

1) Breite b(z), Querschnittsfliche A(z) und Biegesteifigkeit E1(z) der Tragfldche,
dargestellt mit z/L als Koordinate

2) Quadratische Funktion sowie eine Kosinusfunktion als Ansatzfunktion zur
Schitzung der ersten Eigenfrequenz (siehe auch Aufgabe 5.1, Gleichung 11)

3) Die erste Eigenfrequenz mit beiden Ansatzfunktionen

Lésung:
Zul):
Breite:
By — B, By — B, ( Z )
b(z) = By — =Byl - =68-11-0,75— 1
(2) =By 7 ¢ 0( BoL z) 7)m (1)
Querschnitt:
AG) = hb(@) =476 (1- 0757 ) m? )
Biegesteifigkeit:
b(z) 2 8 2 2
El(z) = Ely 22 =E10-(1 —0,75-): 10 -(1 —0,75—) Nm 3)
By L L
Zu2):

Zur Schitzung der Grundfrequenz muss die Grundschwingform durch eine geeig-
nete Ansatzfunktion approximiert werden. Dabei muss die Ansatzfunktion mit den
Randbedingungen des Systems, hier denen des einseitig eingespannten Balkens,
vertriglich sein.

Eine quadratische Funktion als Ansatz lautet
v(z) =a (£)2+a E+a 4
) =dol\ 7 17 T

An der Fliigelwurzel bei z = 0 ist der Balken fest eingespannt, es muss v(0) = a; =0
sowie Vv'(0) = a; = 0 gelten. Der Ausdruck v'(z) stellt die partielle Ableitung nach
der Ortskoordinate z dar. Damit verbleibt vom Ansatz (4)

W2) = ao (%)2 . 5)

Der Skalierungsfaktor a ist frei wihlbar. Auf das Endergebnis hat der Faktor keinen
Einfluss, da er spdter im RayLEiGH-Quotienten weggekiirzt wird.
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Als trigonometrische Ansatzfunktion kommt die Kosinusfunktion infrage. Es kann

W(2) = Ao (1 — cos (g %)) ©6)

gewihlt werden, da sie die Randbedingung v'(0) = 0 und v(0) = 0 erfiillt. Der Faktor
im Kosinus-Ausdruck sorgt dafiir, dass bei z = L das Argument 7r/2 betrdgt und die
Ansatzfunktion somit genau eine viertel Welle darstellt. Ay ist der Skalierungsfaktor
und kann ebenfalls frei gew#hlt werden.

Zu 3):
Der RayLEIGH-Quotient fiir variable Querschnittsgrof3en lautet ([24, Kap. 5.3])
L
f El(z)-v'(2)*dz Z
wp = 0 == (7)

I PA@) - v(@? dz + Simivzy N

wobei m; die Zusatzmassen und v(z;) die Auslenkungen der Ansatzfunktion v(z) an
den Montagepunkten z; sind.

Fiir die quadratische Ansatzfunktion ergeben sich mit v’ = 2ay/L? der Zihler

L L
’” 2 4613
Z= EI(Z) V()" dz = FEI(Z) dz
0
()
2
=7°E10f 075 dzzag-74o74Nm
0
sowie der Nenner
L Z2 2 ZZ 2
N= fphb(z) (aoﬁ) dz + mr (aoL—Lz)
0
)

ag z z\*
:pthBo(l—0,752)z4dz+mTag (Z)

= a} - 1670,5kgm? .

Der Quotient ergibt

[z
wr =5 = 6,665, (10)

was einer Frequenz von

fi < % = 1,06 Hz (11)




5.9 Abschiitzung der Biegeeigenfrequenz einer Flugzeugtragfliche 267

entspricht.

Fiir die trigonometrische Ansatzfunktion ergeben sich mit v"'(z) = —AO% cos (%z)

L
4
Z:fEI(z)AZ z cosz(lz) dz = A7-70078 Nm (12)

O16L4 2L
0

und

L
N = hb()A2[1—cos(” )]2d+ Az[l—cos(ﬂ )]2
= | phb(2)A; 73| dztmrAg ST
0

( Z g . (13)
= phAj fBO (1 - 0,752) -4 sin* (EZ) dz + mrAj - 4sin’ (EZL)
0
= A2 - (1868,98 +91,19) kgm® = A% - 1960,17 kgm? ,

wobei die Beziehung 1 —cos x = sinz(x /2) verwendet wurde. Die Losung der Integrale
in den Gleichungen (12) und (13) wird zweckméiBigerweise mit einem Computeral-
gebrasystem (wie z. B. Maple) oder mit den Losungsformeln in [14] durchgefiihrt.

Der Quotient ergibt

|Z _
Wg = N =598s7", (14)

was einer Frequenz von

fi < 3% = 0.95Hz (15)
Us

entspricht.

Der RayieigH-Quotient liefert fiir eine beliebige Ansatzfunktion v(z) der Schwin-
gungsform eine obere Grenze fiir die tiefste Eigenfrequenz f;, vgl. [25]:

Qrfi) < wh. (16)

Die trigonometrische Ansatzfunktion liefert einen kleinen Wert fiir die Frequenz,
was zeigt, dass sie eine bessere Approximation fiir die erste Eigenform darstellt.
Eine genauere Berechnung liefert f; = 0,93 Hz, was die Qualitdt der Ndherung
unterstreicht.

Zusammenfassung

Die erste Eigenfrequenz eines komplex geformten Balkens kann mit dem
RavLEIcH-Quotienten und einer geschéitzten Eigenschwingform genihert be-
rechnet werden. Der Quotient erreicht sein Minimum fiir die exakte Ei-
genfrequenz und die zugehorige Eigenschwingform. Wird der Quotient mit
mehreren geschiitzten Eigenschwingformen gebildet, ist die niedrigste Ei-
genfrequenz die beste Niherung.
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5 Biegeschwinger

5.10 Dynamische Beanspruchungen einer

Biegefeder

Biegeschwingungen fiihren zu dynamischen Beanspruchungen von Bautei-
len. Aus unterschiedlichen Betriebsbedingungen folgen Beanspruchungsho-

rizonte, die in eine Lebensdauerabschéitzung eingehen konnen. *

In einem Vibrationspriifstand wird ein star-
rer Stab durch einen zwangssynchronisierten
Gegenlauf-Unwuchterreger in stationire vertika-
le Schwingungen versetzt (siehe Bild 1). Der
Stab ist mit zwei Biegefedern (Stahl, konstan-
ter Rechteckquerschnitt) gelagert und gefiihrt.
Der Versuchsstand wird unter zwei unterschied-
lichen Testbedingungen genutzt. Es soll eine Le-
bensdauerabschitzung auf Grundlage der linea-
ren Schadensakkumulations-Hypothese erfolgen.
Dampfungseinfliisse und Kerbwirkungen an der
Einspannstelle sollen vernachléssigt werden. Die
Biegefedern werden als masselos betrachtet.

!

Unwucht-
erreger

Biegefedern

Stab

(E

Bild 1: Vibrationsstab

Gegeben:
m =40kg Gesamtmasse (Stab + Erreger)
g =981m/s? Erdbeschleunigung
/ = 100 mm Linge der Biegefeder
b =30mm Breite der Biegefeder
h  =4mm Hohe der Biegefeder
E =21-10"N/m? E-Modul Stahl
m,r, = 0,06 kgm Gesamtunwucht
Jerrt =20Hz Erregerfrequenz bei Test 1
t; = 1h/Monat Betriebszeit des Testes 1
farr =25Hz Erregerfrequenz bei Test 2
t»  =3h/Monat Betriebszeit des Testes 2

Die Bauteil-Wohlerlinie (Bild 2) fiir eine konstante Mittelspannung o, wird gegeben
in der Form:

mit

-k
Oq
N:ND( )

TaD

(D

*Autor: Jorg-Henry Schwabe
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logo 4 a,, = konst.
N Ertragbare Schwingspielzahl

o Spannungsamplitude
Np  Eckschwingspielzahl fiir Dauerfestigkeit O

a

o.p Spannungsamplitude Dauerfestigkeit

Ny ]()E N

Gesucht: Bild 2: Wohler-Linie
1) Stationdre Schwingwegamplituden des Stabes bei Test 1 und 2
2) Spannungen und Lastwechselzahlen der Beanspruchungshorizonte

3) Lebensdauerabschitzung fiir die Biegefedern

Lésung:
Zul):

Fiir eine einseitig eingespannte Biegefeder ergibt sich die Federkonstante ¢, zu:

3EI_ 3EbR

= 100800 N/m )

Die Schwingwegamplitude der stationidren erzwungenen Schwingung des Stabes mit
dem einen vertikalen Freiheitsgrad ist:

2

2:

3)

muru . T]
m |1 -n?

Mit der Eigenfrequenz fy = % V2¢,/m = 11,3 Hz ergeben sich die Abstimmungs-
verhiltnisse 71 = for1/fo = 1,77 und 1 = fena/ fo = 2,21 beide im tiberkritischen
Bereich. Die Schwingwegamplituden bei Test 1 und 2 betragen somit:

Z1=22mm und 2 =19mm 4)

Zu 2):

Die Biegespannungen in den Biegefedern setzen sich aus einem statischen Anteil
aus der Gewichtskraft und einem dynamischen Anteil aus der Schwingbewegung
zusammen.

My,  0,5mgl 2 . bh? 3
O-m:sz DI2/6 =245N/mm” mit Wb=?=80mm (®)]
oo = Mot _ 20L _ ge N mm?, o = 2L 237 N/mm? (6)

4T W, T bi2/6 © T2 T b6



270 5 Biegeschwinger

Beanspruchungshorizont 1 und 2:

o1 = (245 £278)N/mm® mit 1y = farr - 11 -3600% = 72 000 LW /Monat

02 = (245 £ 237)N/mm>  mit 1y = forr - 1o - 3600% = 270000 LW /Monat

Zu 3):

Fiir die ermittelte Mittelspannung o, = 245 N/mm? betragen die Kennwerte der
Wohlerlinie: oy = 220N/mm?; Np=1-10"; k=5

Ausgangspunkt der Schadensakkumulations-Hypothese ist, dass jeder Lastwechsel
einen Schidigungsbeitrag leistet. Wenn bei einer bestimmten Spannungsamplitude
die ertragbare Schwingspielzahl nach der Wohlerlinie N ist, dann ist der Schidi-
gungsbeitrag eines einzigen Lastwechsels mit dieser Amplitude 1/N. Unter Nutzung
von (1) ergeben sich die Schidigungsbeitrige D; der Beanspruchungshorizonte fiir
den Betrachtungszeitraum von einem Monat (15 = 1 Monat):

n 72 000 _ 72000

D = —= = = 0,023 7
! Ny 1-107 - (278N/mm2)_5 3103770 @)
220 N/mm?
ny 270000 270000
D, = — = = = 0,039 8
2 N> 1-107 - (237N/mm2>‘5 6892420 ®)
220 N/mm?

Mit dem Gesamtschiddigungsbeitrag von }; D; = 0,062 pro Monat wiirde die statisti-
sche Lebensdauer insgesamt

L=

1
5D, tgp ~ 16 Monate ©))

betragen.

Das Beispiel verdeutlicht die grundlegenden Zusammenhiinge von der Be-
rechnung von Schwingungssystemen bis zur Abschéitzung der Lebensdau-
ern. Reale Betriebsfestigkeitsuntersuchungen unterliegen vielen Einflussfak-
toren und werden bei ihrer Komplexitit durch die Anwendung von Pro-
grammsystemen unterstiitzt.

Weiterfiihrende Literatur
[35] FKM-Richtlinie: Rechnerischer Festigkeitsnachweis fiir Maschinenbauteile.
6. Aufl. Frankfurt am Main: VDMA-Verlag, 2012.

[39] Haibach, E.: Betriebsfestigkeit. Verfahren und Daten zur Bauteilberechnung.
2. Aufl. Berlin: Springer Verlag, 2002.

[77] Schlecht, B.: Maschinenelemente 1. Festigkeit, Wellen, Verbindungen, Federn,
Kupplungen. 2. Aufl. Miinchen: Pearson Studium, 2015.
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6.1 Schwingungen eines Versuchsstandes

Bei Schwingungsuntersuchungen ist darauf zu achten, dass die Schwingun-
gen des Versuchsobjektes nicht mit denen des Grundgestells gekoppelt sind,
damit sich eine Anregung des Gestells nicht auf die Messergebnisse aus-
wirkt. *

Ein Versuchsstand besteht aus einem elastisch gebetteten starren Korper und einer
biegeelastischen Welle, die sich ihrerseits gegeniiber dem Gestellblock abstiitzt
(Bild 1).

Rotor Lager  Welle Lager L, ly R
/ Motor mi, Jsi JEI
s ) .
Gestell- C1 2
block [ »S; ]
elastische Cr \(b Cs
my, Js2
v Bettung ls
ls

Bild 1: Versuchsstand
links: Schematische Darstellung; rechts: Berechnungsmodell

Das Berechnungsmodell, welches zur Abschidtzung sowohl des Einflusses der elas-
tischen Lagerung als auch des elastisch gebetteten Gestellblocks auf die Eigenfre-
quenzen benutzt wird, erfasst die elastische Bettung iiber eine resultierende Langs-
und eine resultierende Drehfeder. Die Wellenmasse wird gegeniiber der Rotormasse
vernachléssigt. Die Biegesteifigkeit der Welle ist zu beriicksichtigen. Kreiseleffekte
des Rotors seien unwesentlich.

Es sind die Eigenfrequenzen des Berechnungsmodells jenen gegeniiberzustellen, die
sich fiir eine starr angenommene Aufstellung des Gestellblocks ergeben.

Gegeben:

I, =1Im Linge des Biegebalkens
I, =0,12m Abstand zwischen Rotorschwerpunkt und linker Lagerstelle

[z =0,72m Abstand zwischen Gestellblock-Schwerpunkt und linker Lager-
stelle

Iy, =0,6m Abstand zwischen dem Zentrum der elastischen Bettung und
linker Lagerstelle

m; = 8kg Rotormasse

*Autor: Jorg-Henry Schwabe, Quelle [20, Aufgabe 27]

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017 271
M. Beitelschmidt und H. Dresig (Hrsg.), Maschinendynamik —
Aufgaben und Beispiele, DOI 10.1007/978-3-662-53435-9_6
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Js1 =0,041 kgm2
my = 100kg

Jgo = 2,Okgm2

¢; =5,0-10°N/m
¢y =3,0-10°N/m
EI = 8350 Nm?

3 =5,63-10°N/m

cr =0,92-10°Nm

Gesucht:

Trigheitsmoment des Rotors

Masse des Gestellblocks
Tragheitsmoment des Gestellblocks

Lagersteifigkeit des linken Lagers

Lagersteifigkeit des rechten Lagers
Biegesteifigkeit der Welle
resultierende vertikale Steifigkeit der Bettung

resultierende Drehsteifigkeit der Bettung

1) Festlegung geeigneter Lagekoordinaten sowie der generalisierten Koordinaten

2) Steifigkeits- und Massenmatrix des Systems beziiglich der generalisierten

Koordinaten

3) Eigenfrequenzen und —formen des Gesamtsystems

4) Eigenfrequenzen fiir die Welle bei starr angenommener Aufstellung des Ge-
stellblocks im Vergleich zu denen des Gesamtsystems

Lésung:
Zul):

Das Berechnungsmodell hat vier Freiheitsgrade, jeweils die Vertikalverschiebung

und Drehung der Starrkorper Rotor und Gestellblock.

Es ist zweckmiBig, auch an den Stellen, wo Federn wirken, Koordinaten einzufiihren,
so dass entsprechend Bild 2 die 11 Lagekoordinaten yy, - - ,y7, ¥, Y2, @, B zur Be-
schreibung verwendet werden. Es miissen also noch 11 — 4 =7 Zwangsbedingungen
zwischen den Lagekoordinaten bestehen.

L

b

WY1 S

Bl e
Y1

Y6

Sz

A V2

Ya

Y3 | Y2

Ys

-l

Bild 2: Festlegung der Koordinaten

statische
Ruhelage



6.1 Schwingungen eines Versuchsstandes 273

Von den in Bild 2 definierten 11 Lagekoordinaten werden die folgenden 4 als gene-
ralisierte Koordinaten gewdhlt, wobei die Winkel mit einer typischen Abmessung
multipliziert werden, um gleiche Dimensionen zu erhalten:

q:[th e 6]4]T:[y1 Y2 Ly lllﬁz]T- (D

Zu 2):

Unter der Voraussetzung kleiner Winkel gelten entsprechend Bild 2 die Zwangsbe-
dingungen:

(I3 = 1)
yi=y2—(lz =12 =q2 3ll4q4, (2)
I3
Ya=yr— Ly =q — E%, 3)
[
ys=y2+(l1—l3)¢’2=Q2+(1—f)6]4, 4
b
Yo =1 — b1 =q1 — 3613, )
v =Ye+ha=ys+1i(B—y1) (6)

[ .
qu—(]+f)CI3+llﬂ mit a:ﬁ—lfll.

Die noch fehlende siebte Gleichung wird aus Gleichgewichts- und Verformungs-
betrachtungen an der freigeschnittenen Welle (Bild 3) erhalten. Diese Gleichung
ist keine klassische geometrische Zwangsbedingung. Die Federn ¢; und ¢, sowie
der Biegebalken stellen eine Hintereinanderschaltung von Federn ohne dazwischen-
liegende Masse dar. Mit dieser Bedingung wird die Ersatzfedersteifigkeit dieses
Systems bestimmt.

S starr
M (
EI

p

Y ca(ys-ya) Y caly7-ys)

|.2 |-1

— P — Py
-t e —

Bild 3: Moment, Kriifte und Verformungen an der freigeschnittenen Welle

Das Momentengleichgewicht beziiglich des linken Lagers ergibt

M = —c2(y7 = ys)h (7
und fiir den relativen Biegewinkel 8 gilt mit der Nutzung von Einflusszahlen (siehe
[25, Abschnitt 5]):

I8

B= 35 ©
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Gleichung (7) in (8) eingesetzt ergibt

—Czl% 9
B= =g 075 )
Mit den Gleichungen (4) und (6) wird daraus:
Tl (e R)n-(1-2)a]
= — -—qp—-1+-= —|1-= . 10
3EL+ ooF [QI 92 ;93 ;]9 (10)

Fiir y7 ergibt sich damit nach (6):

3E] I, ol [ ( 13) ]
S -1+ 2) gl =2 (12| an
Y 3EL v oof) [q‘ ( ll)%} 3EL+ ol | A (1

Zur Ermittlung der Systemmatrizen werden die kinetische und potentielle Energie
benutzt:

2Wign = miyy + Js 1 + mays + Jsais (12)
3E]
2Wpot = €1(¥6 — ya)* + c2(y7 = y5)* + €333 + ey + l—ﬂZ . (13)
1

Das Einsetzen der Gln. (2), (3), (4), (5), (10) und (11) in (12) und (13) ergibt mit
Einfiihrung der Ersatzsteifigkeit

1o 14
= +
cg = ¢af 3EI (14)
die kinetische und potentielle Energie in der Form
. Jst1), . Jsa ),
2Wiin = mlq% + (l—z)qg + mzqg + (l—z]qi s (15)
1 1
L Lo\ L=l \
2Whot = €1 (611 -q - 1—26]3 + 1—3614) +c3 (Qr 3l 4614) (16)
1 I 1

CT »

+ Cg +l—2q4.
1

2
L I3
Q==+~ |g3=(1=7]4q4
I I

Die Steifigkeits- und Massenmatrix des Systems werden mit den Ableitungen

0> Wiin 0 Wiot
= d = 17
i 0410q; e an 0q10q1 (an
gewonnen[25]:

m 0 0 0
Mo|0 m 0 o | 18)
0 0 Jsi/B 0

00 0 Jp/b




275

6.1 Schwingungen eines Versuchsstandes
[ l [ [
ci+cg —c1—cg —clE—cE(1+f) clf—cE(l—f)
[
ci+cg+c3  C +CE(1+—2 Coa
C = ll ll (19)
2 2
12 12
ci|l=| +cg|l+—= C34
L L
symmetrisch Caa
mit
l [ I3 -1
cu=—c12+ep|l-2) -2, (20)
11 l1 ll
Ll l l
C34——612—23+CE(1+—2)(]——3), 21
I 1 h
2 2
[ I3 -1
c44:c1(_) +CE(1 _) 3(3 “) o 22)
1 1 [y L
Zu 3):
(23)

Das Eigenwertproblem lautet

(C-w’M)v=0.

Es ist zweckmiBig, Faktoren aus den Matrizen in der Weise herauszuziehen, dass

die Elemente der Matrizen dimensionslos werden und eine numerisch geeignete
GroBenordnung erhalten. Werden ¢; und m als Bezugsgrofle genutzt, so wird:

(24

C=c,-C*, M=m -M*.
Aus (23) wird mit (24)
(C*-AaM*)v =0, (25)
wobei
(26)

2
1= w m =ﬂ(27rf)2
1 1

der dimensionslose Eigenwert ist.

Mit den gegebenen Zahlenwerten wird
1 0 0 0
0 12,5 0 0 7

M=
0 0 0005125 0
0 0 0 025
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1,00497 —1,00497 -0,12556 0,71861
2,13097 0,12556 —-0,85373
0,02063 —0,08484|
symmetrisch 0,719 00

C*

(28)

Die Losung des linearen Eigenwertproblems (25) mit entsprechender Software ergibt:

A1 =0,079438, 4, =0,115657, A3 =1,019136, 4, = 6,86258. (29)
Mit diesen Werten werden die Eigenfrequenzen nach GI. (26) erhalten:
w =22282s"!, = f, =355Hz,
wr =26886s"!, = f, =42,8Hz,
1 — (30)
w3 =798,10s7", = f3 =127,0Hz,

ws =2071,00s"', = f, =329,6Hz.
Die Eigenvektoren werden in der zugehorigen Modalmatrix V zusammengefasst:

0,2966 10,8823 -0,0397 0,3634
0,2696 -0,0768 0,0213 -0,0313
0,5496 3,5821 -8,9205 -10,12 .
0,0910 -0,5733 -1,5296 1,1503

V= 31)

Die Eigenvektoren sind hier so normiert, dass vl.TM *y; = 1 gilt. In Bild 4 sind die
einzelnen Eigenformen dargestellt, wofiir auch GI. (11) genutzt wurde.

1. Eigenform 2. Eigenform
—~— e
L — Lﬁ\i
3. Eigenform 4. Eigenform

o | 1

Bild 4: Eigenformen des Gesamtsystems
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Deutlich zu erkennen ist bei allen vier Eigenformen die Kopplung der Wellenschwin-
gungen mit den Schwingungen des elastisch gebetteten Gestellblocks. Daraus folgt,
dass eine auf das Grundgestell einwirkende Erregung (z. B. unwuchtiger Motor)
durchaus die Welle mit dem Rotor zu Schwingungen anregen kann und damit die
gewiinschten Messergebnisse verfilscht werden.

Zu 4):

Wird der Einfluss des elastisch gebetteten Gestellblocks vernachléssigt, so ergeben
sich infolge y, = ¢» = 0 und L1y, = g4 = 0 die Matrizen fiir die Steifigkeit und
Massen aus (18) und (19) durch Streichen der zweiten und vierten Zeile und Spalte.
Es entsteht damit ein zu (23) analoges Eigenwertproblem der Grofle 2 X 2, welches
bei Nutzung dimensionsloser Matrizen gemédf (24) lautet:

1,00497 - A ~0,12556 Hvl} _ H ' )
—-0,12556  0,02063 — 0,005 1251] |v3 0
Hieraus ergeben sich die Eigenwerte:
A1 =0,20068, A» =4,8296. (33)
Mit (26) folgen daraus die Eigenfrequenzen:
w, =354,15s"!, = f, =564Hz,
D (34)

wy =173738s"!, = f, =276,5Hz.

Das Einsetzen der Eigenwerte aus (33) in (32) ergibt die Amplitudenverhéltnisse:

(9) = 64056, (V—3) = —30.460. (35)
1 Vi/a
Die Eigenformen sind im Bild 5 dargestellt. Der Vergleich der Eigenfrequenzen des

1. Eigenform 2. Eigenform
\.\ /—\

Bild 5: Eigenformen der Welle bei starrer Aufstellung des Gestellblocks

Systems ohne Beriicksichtigung des elastisch gebetteten Gestellblocks entsprechend
(34) mit denen des urspriinglichen Gesamtsystems entsprechend (30) zeigt erheb-
liche Abweichungen. Demnach ist eine derartige Modellvereinfachung nicht zur
Ermittlung der tatsdchlichen Eigenfrequenzen des Gesamtsystems geeignet.

Bei praktischen Schwingungsuntersuchungen ist im Allgemeinen der Ein-
fluss der Aufstellbedingungen zu beriicksichtigen. Fundamentblocke miis-
sen hinreichend groBe Massen haben, damit sie als Versuchsstinde einsetz-
bar sind.
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6.2 Elastisch aufgehangter Motorblock mit
Freiheitsgrad 6

Viele Maschinen und deren Baugruppen lassen sich auf ein lineares Berech-
nungsmodell mit endlichem Freiheitsgrad reduzieren. Ein elastisch aufge-
héngter, als starre Maschine modellierter Motorblock hat den Freiheitsgrad
6. Die Lage der Eigenfrequenzen ist im Zusammenhang mit dem Drehzahl-
bereich des Motors von Interesse. Zur Bewertung der Auswirkung von Re-
sonanzen sind die Eigenformen wesentlich. *

Gegeben ist die aus Aufgabe 1.8 bekannte Motor-Getriebeeinheit. Der Gesamtkorper
ist durch drei Stiitzen, an deren Ende sich jeweils ein als punktférmig anzunehmendes
Federelement befindet, inertial gefesselt (siehe Bild 1). Die Federelemente liegen
jeweils an den mit schwarzen Punkten P;, P, und P; markierten Stellen. Die drei
Stiitzen sind baugleich und haben eine Kraglidnge von 0,2 m. Die Stiitze 3 befindet
sich in y-Richtung in der Mitte des Motorblocks. Bei den Stiitzen 1 und 3 sind die
Kraftelemente auf Hohe der Oberkante des Motorblocks montiert, bei Stiitze 2 auf
Hohe der Unterkante.

Getriebe

Bild I: Elastisch aufgehidngter Motorblock aus zwei Komponenten

Die Federelemente weisen nur translatorische Steifigkeiten auf, die rotatorischen
Verdrehsteifigkeiten sind zu vernachlissigen. Die translatorischen Steifigkeiten der
Federelemente sind durch drei unabhingige Werte ¢, = 10 N/mm, ¢, = 10 N/mm
und ¢, = 20 N/mm gegeben. Die Einbaulage aller Federelemente ist so, dass deren
Achsen parallel zu den Achsen des korperfesten Koordinatensystems (xp-yo-zo)
gemif Bild 1 sind.

*Autor: Michael Beitelschmidt
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Gegeben:

my = 50kg, my = 30kg

Iy =03m,l,; =05m,; =04m
lyy =02m,l=03m,/l,=02m
¢y =c¢y=10N/mm, ¢c; = 20N/mm
g =9.81m/s?

Gesucht:

Masse des Motorblocks und des Getriebes
Mafe des Motorblock-Quaders

Male des Getriebe-Quaders
Translatorische Federsteifigkeit der Stiitze
Erdbeschleunigung

1) Bewegungsgleichung in der Form Mg + Cq = f
2) Statische Gleichgewichtslage g,

3) Eigenfrequenzen f; und Eigenformen v;

Lésung:
Zul):

Bezogen auf das korperfeste Koordinatensystem Ko (xo—yo—zp) ist der Ortsvektor
des Schwerpunktes S der Motor-Getriebeeinheit (Aufgabe 1.8)

-0,15
0,10 | m. (D
0,1625

ofs =

Der Angriffspunkt P; der Federkraft der j-ten Feder ist

lk lk —ly1 — lk
ofp, =10 e, = |Lafs ofpy = /2 - 2)
lzl 0 lz1

Das korperfeste Koordinatensystem K (£-17-¢) mit dem Schwerpunkt S hat die
gleiche Orientierung wie %K. Somit kann der Angriffspunkt P; der Federkraft fiir
jede Feder j durch die korperfesten Koordinaten &;, ;, {; angegeben werden

Iy = Iy
Tp = ofp, —ofs =| —lsy |»
»lzl _lSz

p, = of'p, —of's =

Li —Is,

Z

I = s
Tp, = oFp, —oFs = |1 — sy |» )
_lSz

(L + 1+ 15y
Ly /2 - Is,

“)
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Der Trigheitstensor des gesamten Systems bezogen auf das Koordinatensystem Kg
(é-n-¢) wurde in der Aufgabe 1.8 berechnet

15005 5] [s2208 0 0
I = Jif,f ‘]577 Jsg = 0 1,4292 —-0,75 kgm? . (5)
Toe T2y T 0 -0,75 4,7417

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung wird ein raumfestes Koordinatensystem
K (x-y-z) festgelegt, dessen Ursprung im Schwerpunkt der Motor-Getriebeeinheit
liegt. Im Ausgangszustand ist das korperfeste Koordinatensystem K (¢-1-¢) de-
ckungsgleich mit dem raumfesten Koordinatensystem K(x-y-z), in welchem die
Verschiebungen sy, sy, s, und die kleinen Neigungswinkel ¢., ¢y, ¢. um diese Ach-
sen gelten.

Die elastisch abgestiitzte Motor-Getriebeeinheit hat den Freiheitsgrad 6, da die
elastischen Federn keine Bewegungseinschrinkung des starren Korpers verursachen
und selbst als masselos anzusehen sind. Die Bewegungsgleichungen fiir dieses
Modell kénnen z. B. mit den Gleichungen nach LAGRANGE aufgestellt werden [25].

Hier soll allerdings der alternative Weg unter direkter Verwendung des Impuls- und
Drallsatzes dargestellt werden. Dieser Weg bietet sich bei ungebundenen Korpern
an, da keine bindungskonformen Koordinaten verwendet werden miissen. Zudem
kann mit diesem Verfahren auch eine Ddmpfung in den Federelementen beriicksich-
tigt werden. Als Koordinaten werden Verschiebungen s des Schwerpunkts S und
kleine Verdrehungen ¢ um die Koordinatenachsen zum generalisierten Koordina-
tenvektor g = [sy, 8y, 8z, @x, @y, ©.]T zusammengefasst. Zudem sollen die Vektoren
$ =[x, Sy, 5.1 sowie ¢ = [@y, ¢y, @.]1" verwendet werden.

Die Impulsbilanz der Motor-Getriebeeinheit mit Gesamtmasse m = m; + m; lautet

m 0 0f|5, 0 3
0 m 0||s|=mE-5=] 0 |+ F, (©6)
0 0 m]l5s, —-mg s
~———— ——
mE F,

wobei E die Einheitsmatrix ist und F; die raumlichen Federkraftvektoren in den drei
Aufhingepunkten darstellen. Die Drehimpulsbilanz lautet

3
JS¢=Z("P1‘><F,‘+M]‘), (7

i=1

da aufgrund kleiner Verdrehungen ¢ = £ gilt und der tiblicherweise im Drallsatz
vorhandene Term 2 x J € entfallen kann. Geméal3 der Aufgabenstellung sollen die
Federelemente keine Momente erzeugen, deshalb kann M ; = 0 gesetzt werden.



6.2 Elastisch aufgehingter Motorblock mit Freiheitsgrad 6 281

Nun stellt sich die Aufgabe, die Federkrifte in Abhidngigkeit von den generalisierten
Koordinaten darzustellen. Zunichst gilt

Fj = =G qoc. ®)

mit der lokalen Auslenkung der j-ten Feder ¢, ; und der Steifigkeitsmatrix C; des
J-ten Federelements. C; kann prinzipiell beliebig voll besetzt sein. In dieser Aufgabe
sind die Federelemente gleich, orthotrop und es gilt

c, 00
G=10 ¢ 0O )
0 0 ¢

fur alle drei Federn. Die lokale Auslenkung g, ; am Federelement setzt sich aus
zwei Anteilen zusammen: Erstens wirkt die Verschiebung des Schwerpunkts auch an
jedem Federpunkt, zweitens kommt ein Anteil aus der Verdrehung des Korpers mit
dem Hebelarm vom Schwerpunkt zum Federpunkt hinzu. In Bild 2 ist dies fiir eine
ebene Verdrehung in der x-y-Ebene dargestellt.

| I Ve - —d

verschobene Lage

Ausgangslage
Bild 2: Verdrehung in der x-y-Ebene
Da die Verdrehungen klein sind, gilt
Qiocj =S+ @ XTp, (10)
und damit ergeben sich mit Gleichung (8) die Federkréfte
Fi=-Cs-Cipxrp,, (11)
was mit Hilfe des Tensors des Kreuzprodukts als

Fi=—-Gs-Gtg (12)
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geschrieben werden kann. Wird diese Gleichung in Impuls- und Drallsatz (6) und (7)
eingesetzt, wobei beim Drallsatz nochmals der Tensor des Kreuzprodukts verwendet
wird, ergibt sich:

3

mE-ﬁng—Z(st+Cj?,TJ/go), (13)
=1
3
Fom S (G5 arte). w0
=1

Die Koordinaten s und ¢ konnen aus den Summen ausgeklammert werden und die
Gleichungen (13) und (14) zu

3 3
mE-5+ ) s+ Y Gipp=F, (15)
J=1 J=1
3 3
JS¢+ZipiC,s+ZfP,cji},j¢:o (16)
J=1 J=1

umgeformt werden. Beide Gleichungen konnen zu einer Gleichung

3 3

mE 0 E‘ g‘ s F,
s +| 5 3 = (17)

0 J L70G X7 @ 0

S—— j=1 Jj=1 ——
M f
c
oder kurz

Mg+Cq=f (18)

zusammengefasst werden.

Wiire zu jedem Federelement auch eine lokale Dimpfungsmatrix D; gegeben, wiirde
die Federkraft

F'j:_(:j'qloc,j_Dj'q.loc,j (19)

lauten. Die Bewegungsgleichung (18) wire um den Term mit der Ddmpfungsmatrix
Zu erweitern

Mg+Bg+Cq=f, (20)

wobei sich analog zur Steifigkeitsmatrix die Dampfungsmatrix ergibt:

~T

2L
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Werden die Zahlenwerte eingesetzt, ergibt sich:

[ 80 0 0 0 0 0
0 80 0 0 0 0
ol 0 80 0 0 0 @)
0 0 0 52208 0 0
0 0 0 0 1,4292  —0,7500
| 0 0 0 0 —0,7500 47417
[ 30000 0 0 0 3125 —4500 |
0 30000 0 -3125 0 3500
c-| O 0 60000 9000 -7000 0 o3
0  —3125 9000 52422 —1050 568,75
3125 0  —7000 —1050 87422 531725
| —4500 3500 0 56875 53125 5600
o ]
0
—784.8
f= . (24)
0
0
0

Die MalBeinheiten entsprechen den SI-Elnheiten, sie sind in der Matrix M kg oder
kgm?, in der Matrix C N/m oder Nm und beim Kraftvektor f N oder Nm.

Zu2):

Zur Bestimmung der statischen Gleichgewichtslage wird in (18) der Beschleuni-
gungsvektor ¢ zu Null gesetzt. Es ergibt sich die Gleichung zur Bestimmung der
statischen Ruhelage Cq,, = f, woraus die statische Gleichgewichtslage folgt:

[ 0,0005133 ] | 0,5133mm |
0,004 0900 4,0900 mm
4= Cp = [T00195446| _|-19.5446 mm| )
0,034 1910 1,9590°
~0,0114513 ~0,6561°
0,004 5299 ~0,2595°

Die ersten drei Eintrdge in g stehen fiir die Translationen, die letzten drei fiir die
Rotationen um die Achsen von K (x-y-z).
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Zu 3):

Fiir die Berechnung der Eigenfrequenzen und Eigenformen wird die homogene
Gleichung Mg + Cq = 0 verwendet. Dazu wird das allgemeine Eigenwertproblem
gelost:

(C-AM)y =0. (26)

Mit einer Mathematik-Software (Matlab , GNU Octave, o. 4.) konnen die Eigenwerte
und Eigenvektoren numerisch ermittelt werden. Da die Massenmatrix positiv-definit
und die Steifigkeitsmatrix positiv-definit bzw. positiv-semidefinit ist, sind bei diesem
Eigenwertproblem alle Eigenwerte reell und positiv oder Null. Der Korper ist in allen
3 Raumrichtungen mit Federelementen gefesselt, wobei alle Federelemente nicht im
Schwerpunkt angreifen. Somit existieren keine Starrkorperbewegungen und genau 6
Eigenfrequenzen f; = w;/2n, die sich aus den Eigenwerten A; = a)iz berechnen lassen.
Die Ergebnisse sind nachfolgend aufgelistet.

Tabelle 1: Ergebnisse der Losung des Eigenwertproblems (26)

i 1 2 3 4 5 6
Ai 222,586 315,829 469,190 1134,553 1379,299 7069.,482
JfiinHz 2,375 2,828 3,447 5,361 5911 13,382

Fiir jeden Eigenwert 4; bzw. jede Eigenfrequenz f; existiert ein Eigenvektor v;, der
das folgende lineare homogene Gleichungssystem erfiillt:

C-4M)v; =0, i=1,...6. 27)

Der Eigenvektor beschreibt anschaulich eine Eigenschwingform und kann nur bis auf
einen festzulegenden MafBstabfaktor bestimmt werden, da die rechte Seite des Glei-
chungssystems Null ist. Dieser wird durch eine Normierungsbedingung festgelegt,
wie z. B.

lvill = 1. (28)
Durch Zusammenfassung aller Eigenvektoren entsteht die sogenannte Modalmatrix

V=(V1,V2,...,V6) (29)

[ 0,0594 0,0857 0,0245 0,0278 0,0156 0,0035]
-0,0762 0,0446 0,0623 —0,0286 —0,0022 0,0013| ¢ inm
0,0250 —0,0437 0,0786 0,0394 —0,0457 -0,0124
-0,1408 0,1233 -0,1661 0,2257 -0,2777 —0,0290
-0,0304 —0,0582 0,0386 0,1170 —0,0285 0,8618| ¢ inrad
| 0,1397 0,0498 —-0,0141 —-0,2945 —-0,2983 0,1791}|
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Der Motorblock mit Getriebe in einer elastischen Aufhiingung ist ein Bei-
spiel fiir ein Schwingungssystem mit Freiheitsgrad 6. Mit diesem einfachen
System konnen die Motorlager hinsichtlich dynamischer Eigenschaften aus-
gelegt werden. Fiir kleine Auslenkungen und ein lineares Federgesetz lisst
sich die Bewegungsgleichung als lineares Differentialgleichungssystem zwei-
ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten formulieren. Als Koordinaten
konnen drei Schwerpunktauslenkungen und drei kleine Verdrehungen um
die Koordinatenachsen verwendet werden. Es konnen sechs Eigenfrequen-
zen mit zugehorigen Eigenformen bestimmt werden, welche das rdumliche
Schwingungsverhalten des Motorblocks beschreiben.
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6.3 Stationare Schwingungen einer Nadelbarre mit
elastischem Antrieb

Nadelbarren gehoren zu den Arbeitsorganen vieler Textilmaschinen, z. B.
Wirkmaschinen. Infolge der periodischen Antriebsbewegung dieser Barren
mit Rast-in-Umkehr-Bewegung (vgl. Bild 2) kann es auf Grund ihrer Elas-
tizitat und Tréagheit sowie wegen der nachgiebigen Antriebselemente in be-
stimmten Drehzahlbereichen zu stirkeren Schwingungen kommen, die den
technologischen Ablauf erheblich storen. *

Fiir die Untersuchung des Schwingungsverhaltens im stationdren Betrieb (Antriebs-
winkelgeschwindigkeit £ = const.) ist das in Bild 1 gezeigte Berechnungsmodell zu
nutzen.

a) statische Ruhelage (s=o)
1/2

/5 1/2

1/20

my=m/4  |m3=3m/10 m, m,

m1:;71()§%0 ZO * EIi Ci =
b
r

| K
1

\ starr
? ~/ m=pAl

—

b) ausgelenkte Lage

Bild 1: Berechnungsmodell des Nadelbarrenantriebs

Die Biegesteifigkeit E1 (Hauptachsenbiegung) und die Massebelegung pA sind iiber
die Lange [ des schlanken Barrens konstant. Zur Erfassung der Triagheit wurde
der Barren in 5 Abschnitte unterteilt und deren Masse jeweils in ihrer Mitte als

*Autor: Ludwig Rockhausen
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Punktmasse unter Vernachlidssigung der rotatorischen Trédgheit angeordnet, so dass
ein Schwingungsmodell mit fiinf Freiheitsgraden (vgl. Bild 1b) zu betrachten ist. Die
als schwach vorausgesetzte Dampfung werde erst bei den erzwungenen stationdren
Schwingungen durch modale Diampfungsgrade D; beriicksichtigt.

Gegeben:
l, EI, pA Linge, Biegesteifigkeit und Massebelegung der Barre
c Steifigkeit jeweils eines Antriebs
n Drehzahl der Kurvenscheibe
s Wegamplitude des Antriebs
wp =Tr/9 Antriebswinkel fiir Bewegung der Barre
13
k=77 =3-10°  Steifigkeitsverhilmis
[% = 196572 Quadrat der Bezugskreisfrequenz
D; =0,02 Modale Diampfungsgrade, i = 1,...,5

Die Antriebsfunktion lautet fiir ¢ = Qf und k € 1Z:

15(1 = cos2n L)), 2kn < <2kn+ g,
s(p) = {2 ( e ) (1)

2kn + o < @ < 2(k+ D).

Die Steifigkeitsmatrix des ungefesselten Balkens beziiglich der in Bild 1b definierten
Koordinaten lautet

88 —144 72 24 8
252 -156 72 24

100E1
C = _— . 2
B 7P 168 —-156 72 2)
symm. 252 144
88

Gesucht:
1) Bewegungsgleichungen des diskreten Systems fiir die Relativkoordinaten
q=1q1,...,qs]" in der Form
.. EI_,
mM q+l—3Cq=f(t), m = pAl. 3)
Wie konnen die beiden unter 2) beschriebenen Sonderfille erfasst und behan-
delt werden?

2) Eigenfrequenzen und Eigenschwingformen; grafische Darstellung der ersten
vier Schwingformen; Vergleich mit den beiden Sonderfillen

e ¢ — oo (Antriebe starr, Barre elastisch)
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e FEI — oo (Antriebe elastisch, Barre starr)

3) Auf Wegamplitude § bezogene stationdre erzwungene Schwingungen

qi(p)  qil¢+2m)
s Ky ’

(G=1...,9 4)
fiir die Drehzahlen n; = 100min~! und 7, = 120 min~" bei Nutzung modaler
Koordinaten.

4) Grafische Darstellung des Zeitverlaufs (¢(f) = Qf) von @ und @ fiir beide
Drehzahlen in 0 < ¢ < 2,57 sowie die erzwungene Schwingform des Barrens
zu 2 Zeitpunkten der Bewegungsphase des Antriebs (moglichst Extrema des
Zeitverlaufs)

1__
N
s/sT
05T
0 2 4 6 — 0

Bild 2: Diagramm der Antriebsbewegung (Rast-Umkehr-Bewegung)

Lésung:
Zu 1):

Aus der kinetischen Energie des diskretisierten Systems (m; gemaf3 Bild 1)

Wiin =

| =

5
Dumid;+ 87 = 5 G+ es) M (g +es) )
=

mite =[1, 1, 1, 1, 1]T folgt entsprechend der LagranGgEschen Gleichungen 2. Art

d aWkin %/ oe .. a"Vkin _
Et( o ) = mM*(§ + e5) und i 0, (6)
wobei
; . 1 1 3 1 1
M = dlag{m, Z, 1—0, Z, m} (7)

die dimensionslose Massenmatrix ist.

Zur Ermittlung der Steifigkeitsmatrix wird die potentielle Energie des Systems
formuliert. Sie ergibt sich als Summe der Energien von Balken und Antrieben:

1 1 11
Woor = QqTCBq + zc(qi +q3) = E‘ITC‘I- (3
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Hieraus folgt:

EI
C=Cp+c-diag(0.1,0.1,0) = - Cy+cC} 9)

13

Ci=+Cp, C;=diag(0,1,0,1,0).

Bei Nutzung des in der Aufgabenstellung definierten Steifigkeitsverhiltnisses « ergibt
sich schlieBlich:

EI EI
C=Ck) = l—(c;; +kCy) = I—C*(K). (10)
3 3
Mit (6) und (10) lauten nun die (bereits durch m dividierten) Bewegungsgleichungen:

M+ Lt og = —Mreso). (11)
mb3

Die Betrachtungen der beiden Sonderfille (¢ — oo bzw. 1/k = 0 und EI — oo
bzw. k = 0) bediirfen einiger Uberlegungen, denn diese Sonderfille haben wegen
zusétzlicher innerer starrer Bindungen eine Reduktion der Anzahl der Freiheitsgrade
zur Folge.

Fiir ¢ — oo (Fall a) gilt ¢, = g4 = 0. Der Zusammenhang zwischen den urspriinglichen
Koordinaten g und den verbleibenden g, = [¢1, g3, gs]* kann also in der Form

[1 0 0]
000
q=Tuq,, To=[010 (12)
000
0 0 1.

geschrieben werden.

Fiir EI — oo (Fall b) bleibt der Balken unverformt, d. h. es existiert eine lineare
Abhingigkeit (kleine Kippwinkel des Balkens y = 5(q4 — g2)/31 vorausgesetzt)
zwischen den urspriinglichen Koordinaten ¢ und den in g, = [¢>, q4]T erfassten
Lagerverschiebungen:

1
q="Tyq, T,= 7 (13)

W~ NN O
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Gemil Abschnitt 6.4.4 in [25] werden nun die Matrizen fiir Masse und Steifigkeit
der reduzierten Modelle iiber Energiebetrachtungen mittels Matrixmultiplikationen
der urspriinglichen Matrizen und Transformationsmatrizen erhalten:

M, =T, MT,,, C.,=T,,CT,. (14)
Konkret ergibt sich:
88 72 8
M = ! diag{1,3, 1} C = 100 (15)
a_lo g L] ’ u_27 72 168 72a
8 72 88
1
M; = — 391 s C, = C,(x) = kdiag{1,1} . (16)
801 39
Zu2):

Zur Ermittlung des Eigenverhaltens werden die homogenen Systeme von (11) als
auch die homogenen Gln. der beiden Sonderfille

EI
= c

M:l,bqavb + a,bqa,b = 0 (17)

mi3
untersucht.

Der Ansatz q(t) = pv sin(wot + ) tiberfiihrt das jeweilige homogene Differential-
gleichungssystem in ein homogenes algebraisches Gleichungssystem fiir die Unbe-
kannten v (fiir ¢, g, analog). Es ergeben sich nach Division durch EI/(ml*) und mit
Einfithrung des dimensionslosen Eigenwertes

mi?
A= Ewg (18)
die Eigenwertprobleme
(€0 - AM*)y =0 bzw. (Cj, - AM;,)vay =0. (19)

Die numerische Losung der linearen Matrix-Eigenwertprobleme mittels Mathematik-
Software (Mathcad, Matlab usw.) liefert die in Tabelle 1 aufgelisteten Wurzeln der
Eigenwerte und die zugehorigen Eigenfrequenzen fp,;. Fiir Letztere gilt wegen des
gegebenen Verhiltnisses EI/(pAl*) = 196s72:

wo; 7
,'—_——_—V/l,'H . 20
fb 2 z ( )

Aus dem Vergleich der Eigenfrequenzen in Tabelle 1 ist zu erkennen, dass der
Sonderfall starrer Antriebe (¢ — o) das vorliegende System ungeniigend beschreibt,
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Tabelle 1: Wurzeln der Eigenwerte und Eigenfrequenzen

i 1 2 3 4 5
k=2000/9 Ai 19,714 | 20,803 | 24,127 | 78,011 | 101,72
Joi/Hz | 4393 | 46,35 53,76 173,8 | 226,7
c— o0 VA 22,69 | 54,43 71,5 / /
Joi/Hz | 50,6 121,3 159.4 / /
El — o VA 21,08 | 21,63 / / /
Joi/Hz | 47,0 48,2 / / /

da vor allem die Abweichungen bei der zweiten und dritten Eigenfrequenz deutlich
zu hoch sind. Der Sonderfall einer starren Barre (EI — o) liefert fiir die ersten
beiden Eigenfrequenzen zwar gute Ndherungen, konnte aber bei der Untersuchung
der erzwungenen stationdren Schwingungen das Systemverhalten nur als sehr grobe
Niaherung erfassen, weil wegen der symmetrisch vorausgesetzten Erregung nur die
erste Eigenform angeregt wiirde, vgl. auch Punkt 3.

Die fiir die weiteren Untersuchungen benétigten und den Eigenfrequenzen f; zuge-
horigen Eigenvektoren des Systems mit « = 2000/9 werden in der Modalmatrix

V= V(K = 2000/9) = [V[, V2, V3, V4, Vs]

0,196 1 1 1 1

0,5251 0,5693 03081 -0,7026 —0,8333 o
= 1 0 -03960 0 06028

0,5251 —0,5693 03081 0,7026 —-0,8333

10,1896 -1 1 -1 1

zusammengefasst. Damit lassen sich die Eigenschwingformen U;(x) fiir —//2 < x <
1/2 als Biegelinien darstellen, denn die v; sind ja die normierten Verschiebungen der
Massen m; bei der i-ten Eigenfrequenz. Bild 3a zeigt die symmetrischen Eigenformen
(ohne fiinfte), Bild 3b die beiden antimetrischen. Zur grafischen Darstellung wurden
hier die statischen Biegelinien mit den Stiitzwerten v; genutzt, wofiir ein lineares
Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten der kubischen Polynome fiir
die einzelnen Abschnitte zu 16sen war.

Zu 3):

Mit der Modaltransformation g = Vp erfolgt der Ubergang auf modale Koordinaten,
was aus der ersten Gleichung von (11) nach Division durch die hier dimensionslosen
modalen Massen u = vl.TM *y; und bei Beriicksichtigung modaler Dampfungsgrade
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(b) antimetrische (zweite und vierte)

Bild 3: Eigenschwingformen U,(x) der Barre

D; (vgl. Aufgabenstellung) die Bewegungsgleichungen

) v M*e h
pi+ 2D[w0,'p[ + wypi = —5(1) - = —:S"([)—*, i=1,...,5 22)

H; Hi

liefert.

Wegen der symmetrischen Anregung spielen fiir die stationdren erzwungenen Schwin-
gungen auch nur die symmetrischen Eigenformen (i = 1, 3, 5) eine Rolle, was sich
insbesondere bei den modalen Krdften h: widerspiegelt, vgl. Tabelle 2.

Tabelle 2: Bezogene modale Kraftfaktoren

i 1 2 3 4 5
I/ -1,3492 0 0,798 75 0 0,054 54

Das bedeutet, dass im stationdren Zustand p,(#) = p4(¢) = 0 gilt, denn die durch
Anfangsstorungen bedingten Eigenschwingungen sind infolge der Dampfung abge-
klungen.
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Zur weiteren Behandlung der Gln. (22) (fiiri = 1, 3, 5) ist es zweckmiBig, den Dreh-
winkel ¢ = Qr als neue unabhidngige Koordinate zu nutzen. Mit den Abkiirzungen

_dC.)de  d()

)= = Q=9-(.) d 23
(.. dp dy (..)" un (23)
Q Q Al
L {cinl (24)
wo; \/Z El
wird fiir jede ganze Zahl k:
7 2Dl ’ 1 ’” ;k
pi+—ri+Spi=-s(p) — =
i ; K
_h_zf(z_n)z cos(27r¢i;); 2kn < ¢ < 2km + ¢p, 25)
Hi 2 \¢sp

0; 2km+ pp < o < (k+1)2r.
Wegen p;(¢ + 2km) = pi(p) folgt daraus die stationdre Losung (nur k = 0 betrachtet):

D.
exp (—%¢) - (A} cos gj + By; sin ;)

1

) @ O<p<oes,
+ C;cos(2n—) + E; sin(2nr—);
pilp) = ¥B ®B (26)

D;
exp (—7(90 —eB)|
(Agj cos (@ — pp) + By singi(p — ¢p)) ;

wp < ¢ < 2m,

wobei g = /1 - Dl.2/17,v eine Abkiirzung darstellt. Die Konstanten C; und E; als
Koeflizienten der Partikulédrlosung folgen zu:

—(; /i) - 8/2
((22) 1) + oz y

Die noch unbestimmten Konstanten Ay;, A,;, By;, B>; werden so bestimmt, dass die
vollstindige Losung auch die Periodizitits- und Ubergangsbedingungen erfiillt:

al
E;

(;_n>_1} i=1,35 . 27

. PB
2D; s

pile =0) = pil¢ =2r), pilg=9¢p—0)=pil¢e=9p+0),

/ ’ /’ / (28)
pile=0)=pi(p=2r), pi(¢=¢p—0)=pi¢=¢p+0).

Dies liefert fiir jedes i = 1, 3,5 ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir diese
Konstanten, was numerisch fiir die gegebenen Drehzahlen (7; jeweils bestimmt) mit-
tels Mathematik-Software gelost wird. Es ergeben sich die in Tabelle 3 angegebenen
Werte.

Da die Eigenvektoren alle auf die Maximalwerte normiert sind, kann der Einfluss
der fiinften Eigenform auf die erzwungenen Schwingungen vernachlissigt werden
(Faktor ca. 1073), d. h. es gilt:

q(p) = vip1(e) +v3ps3(p). (29)
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Tabelle 3: Konstanten fiir die Losung (26)

n =100 min~! n =120 min!
i=1 i=3 i=5 i=1 i=3 i=5
Ayi-10%/5|-5,6809| 2,6111 | 9,7534- 1073 |-11,561 4,1900 | 14,047 -1073
Bi;-10%/5§]-0,4582|—0,1996 | 0,1954-10~% |-1,3365| 04116 | 0,2836-1073
Ay -103/5| 6,3316 | —3,0652|-9,7447 - 1073 | 13,319 | -4,7292| —13,996- 1073
By - 10°/8] 1,6969 | 0,1273 | —0,1862 - 1073 | -0,3357 | -0,5204 | -0,301 75 - 1073
Zu 4):

Um einen Eindruck vom Zeitverlauf (¢(7) =
q1(¢)/§ und ¢3(p)/5 in Bild 4 fiir n = 100 min™!

Qr) zu erhalten, sind die Verldufe von
und in Bild 5 fiir n = 120 min~! auf-

getragen. Es ist zu erkennen, dass wihrend der Rast noch erhebliche Schwingungen
auftreten, die auch am Ende der Rastphase noch nicht vollstindig abgeklungen sind.

0.01

qj(¢) T
s

0.005

= 0.005 A

-0.01 -~

0.02

(%)
s

0.011

= 0.01 1

-0.02-+

i

“M“‘HHHH l

\

7T —
=0t

Bild 4: Weg-Zeit-Verliufe bei n = 100 min~!

aM L M “,..lm

v [ W ke

7 ———
/‘—()[

Bild 5: Weg-Zeit-Verliufe bei n = 120 min™!
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Insbesondere bei n = 120min~! (= 2H

Um eine Vorstellung von den erzwungenen Schwingformen zu bekommen, sind in
120 min~') die Biegelinien zu jeweils zwei
konkreten Zeitpunkten # (bzw. Winkeln ¢;) dargestellt, die durch eine Uberlagerung

den Bildern 6 (n = 100 min~") und 7 (n =

7) ist sehr deutlich zu erkennen, dass pro
Periode etwa 22 Vollschwingungen entstehen, d. h. es liegt hier ndherungsweise eine
Resonanz der 22. Erregerharmonischen mit der ersten Eigenfrequenz (ca. 44 Hz) vor.

der ersten und dritten Eigenform entstehen.

U T p=1,194
ooy /
04 02 0 02 0.4
\_01}1_ -
x/
£=0,126

Bild 6: Erzwungene Schwin

gform U(x) bei n = 100 min™!

UTo.oz-- ¢ =115
t t t t
-04 -0.2 0 0.2 04 ——
X/
T —— - 001 T+ /////
N
002+ V=016

Bild 7: Erzwungene Schwingform U(x) bei n = 120 min~!

Balkenartige Arbeitsorgane (Barren, Webladenbalken, ...), die iiber elas-
gsachse periodisch angetrieben werden,
zeigen oft erhebliche Biegeschwingungen, vor allem in Resonanznéhe.

tische Elemente quer zu ihrer Lin

Kenntnisse iiber den Einfluss einzelner Systemparameter auf das Schwin-
gungsverhalten konnen fiir die Absicherung des technologischen Ablaufs
entscheidend sein, weshalb Untersuchungen mittels entsprechender Modelle

niitzlich sind.

Weiterfiihrende Literatur

[34]
verlag Leipzig, 1993.

Fischer, U. und W. Stephan: Mechanische Schwingungen. 3. Aufl. Fachbuch-
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6.4 Eigenverhalten einer elastisch gelagerten
Maschinenwelle

Maschinenwellen kommen im Maschinenbau héufig vor. Um Biege-Resonanz-
schwingungen moglichst schon im Entwurfsstadium auszuschlieBen, sind
Kenntnisse zum Eigenverhalten dieser Baugruppen erforderlich. Oft kon-
nen in dieser Phase noch einzelne Parameter, wie z. B. Lagerabstand und
—steifigkeit, in vorgegebenen Grenzen variiert werden, um Einfluss auf das
Eigenverhalten zu nehmen. *

Die im Bild 1a gezeigte, mittels Wilzlagern im Gestell gestiitzte Maschinenwelle
aus Stahl (ohne konstruktive Details dargestellt) trigt mittig ein Zahnrad sowie am
rechten Ende eine Kupplungshiilfte.

a) Prinzipskizze der Maschinenwelle mit Zahnrad und Kupplungshilfte:
L

Iy lz:L/th l3=1y ly= 1 I,

Z P2
***¢D1**7 ¢Dz*’§'*******¢[)1f ST
7 ki d S
5 My U
m;.J7
b) Berechnungsmodell:
1, 14 @ L Ip.ETy @
T =——1——— =]

ORI ic? ®3§’c4 ®

Bild 1: Maschinenwelle

Bei der Anordnung der Lager existiert im vorliegenden Fall eine gewisse Freiheit, was
mit der variablen Linge [, (bzw. 8 = [, /L) erfasst wird. Zu untersuchen ist fiir den
vorgegebenen Parameterbereich das Eigenverhalten der Welle im Hinblick auf die
Biege- bzw. Querschwingungen. Da beziiglich der Wellenachse Rotationssymmetrie
vorliegt, kann den Untersuchungen ein ebenes FE-Modell aus Balkenelementen zu
Grunde gelegt werden. Schubeinfluss und Rotationstriagheit der Wellenquerschnitte
kann unberiicksichtigt bleiben.

Neben diesen Gegebenheiten soll die Untersuchung noch unter folgenden vereinfa-
chenden Annahmen vorgenommen werden:

e Zahnrad und Kupplungshilfte werden als starre Korper angesehen

*Autor: Ludwig Rockhausen
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P

Die Kupplungshiilfte sei starr mit dem rechten Wellenende verbunden
Die versteifende Wirkung des aufgekeilten Zahnrades bleibt unberiicksichtigt
Drehzahl sei so gering, dass Kreiselwirkung keine Rolle spielt

Dampfung des Systems sei sehr klein, so dass sie in die Untersuchung des
Eigenverhaltens nicht einbezogen werden muss

Zur Erfassung des mechanischen Verhaltens der Welle wird diese zweck-
miBigerweise in vier Balkenelemente (insgesamt 5 Knoten mit jeweils zwei
Freiheitsgraden) aufgeteilt (vgl. Bild 1b), wobei die Elementsteifigkeitsmatri-
zen dem Abschnitt 6 von [25] entnommen und die Lagerfedern ndherungsweise
den Knoten 2 und 4 zugeordnet werden (Breite der Wélzlager wird vernachlds-
sigt). Hinsichtlich der Elementmassenmatrizen wird auf die Angaben in [55]
zuriickgegriffen. Die Zusatztragheiten der Starrkérper werden an den Knoten
3 und 5 beriicksichtigt.

Xy

X ET,pA T
’ Uy Qg =[x, b Xo ]

Bild 2: Definition der Knotenfreiheitsgrade (ebenes Balkenelement)

Bei gleicher Definition der Knotenfreiheitsgrade eines Balkenelementes (Lan-
ge [, Massebelegung pA) wie in [25] (ohne Langsdeformation, vgl. Bild 2) gilt
nach [55] dafiir die Massenmatrix:

156 221 54 —13I

_pAl| 221 4R 131 3P

U420 54 13 156 —22|
C131 =32 —221 4P

Gegeben:
L =210mm Linge der Welle
lg =8mm Abstand des Kupplungsschwerpunktes vom Wellenende
D, =24 mm,
D, =30mm Durchmesser der Wellenabschnitte
E =2,1-10""N/m?®  Elastizititsmodul

= 7850 kg/m? Dichte des Wellenwerkstoffes
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Cc

=12-10°N/mm radiale Lagersteifigkeit

myz = 1,1kg Masse des Zahnrades

Jg =6,7-10"*kgm? Axiales Trigheitsmoment des Zahnrades

mg = 0,15kg Masse der Kupplungshilfte

Jy =1,8-107kgm?  Axiales Tréigheitsmoment der Kupplungshilfte

42mm <[} <73,5mm Lidngenbereich fiir Lageranordnung
(bzw.: 0,2 < =1;/L <0,35)

Hinweis: Als generalisierte Koordinaten sind zweckmiBigerweise die Knotenver-
schiebungen sowie die mit der Liange L multiplizierten Knotendrehwinkel in der
Anordnung

q9=1q1, q@,.... Cllo]T = [u1, Lyy, w2, Lyo, ..., L)(S]T

zu nutzen, wenn u; die Biegeverschiebung und y; der Biegewinkel des Knotens j ist.
Gesucht:
1) Zuordnungsmatrizen T', (v = 1, ...,4) zwischen den dem Balkenelement der

Nummer v zugeordneten Knotenfreiheitsgraden und dem globalen Koordina-
tenvektor ¢

2) Elementsteifigkeitsmatrizen gemiB C,(8) = 5EL-C,(B), (v =1,...,4; 8 =
L/L)

3) Potentielle Energie Wy der Gesamtstruktur und Gesamtsteifigkeitsmatrix
C(B) = ZEL-C(B)

4) Kinetische Energie Wy;, der Maschinenwelle bei Nutzung der Elementmassen-
matrizen M,(B) = (erL3 /1680) - M (B) sowie die Massenmatrix des Systems
in der Form M(B) = (npL3/1680) - M*(8)

5) Abschitzung der ersten Eigenfrequenz (Welle als starrer Korper mit Zusatz-
massen auf Lagerfedern; nur Vertikalschwingung)

6) Losung des linearen Eigenwertproblems (Nutzung mathematischer Software);
Darstellung der ersten 3 Eigenwerte (bzw. Eigenfrequenzen) in Abhingigkeit
des Parameters 3

7) Fiir 8 = 0,22 und B = 0,3 Darstellung der den beiden ersten Eigenfrequenzen
zugehorigen Eigenschwingformen

Lésung:
Zul):

Mit dem zum Balkenelement v (v = 1, ..., 4) gehorigen lokalen Koordinatenvektor

¥y = [t Xos i1y X1 (1)
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folgt aus dem Vergleich mit g:

uj=qj-1, Xj=qlL; j=1,...,5
mit j als Nummer des jeweiligen Knotens.

Die Beziehung zwischen y, und ¢ lédsst sich dann in der einfachen Form
y,=Tyq
schreiben, wobei die Matrixelemente von T, wie folgt belegt sind:

(T\]1 -1 = [TV ]30y41 = 1, [Ty]opy = [Ty ]a2y2 = 1/L.

Alle anderen Matrixelemente sind Null. Zum Beispiel ist:

00001 0 0 0 00
00000I1/LO 0O 00
00000 0 1 0 00|
00000 0 01/L 0O

T; =

Zu2):

2)

3)

4)

&)

Da alle Wellenabschnitte Kreisquerschnitt besitzen, ergeben sich die bezogenen
(4 x 4)-Elementsteifigkeitsmatrizen C;(B) fiir das Biegeproblem wegen/; =1, = L-f8

und , =13 = L-(1/2 — ) gemiB [25] zu:

6 3L -6 3BL

D' 1 | 282[* -38L pL?
c@=cip=() 5| ¥ S

L] p symm. 6 —3ﬁL.
2B8%L7
C3B) = C5(8) = (&)4 S
L/ (1/2-p)
6 3(1/2-p)L -6 3(1/2-B)L
21/2=-py°L> =3(1/2-pL (1/2-p°L?
symm. 6 -3(1/2 -B)L

2(1/2 - B)PL

(6)

(7
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Zu 3):

Die gesamte potentielle Energie resultiert aus der Formidnderung (Biegung) der Welle
und aus derjenigen der Lagerfedern:

4
2VVpot = Zy:fcv(ﬂ)yv tc- (”% + ui)

v=1

- EL

T
3201

4

32¢

T 2 2 8

;:1 T! Cv(ﬁ)TV] g+ — (43 + q7)\’ )

[

= —EL-q'C'(B)yq.
HEL-4C By

Hierbei wurden die Gln. (2) und (3) beriicksichtigt.

Die dimensionslose Gesamtsteifigkeitsmatrix C*(8) entsteht also dadurch, dass den
Diagonalelementen (3,3) und (7,7) von Cy,(B) = 23:1 T ICj(ﬁ)T , der Lageranteil

22 hinzuaddiert wird (wegen ¢ = cx; = 0>Wypor/9q;0q1).-

Die in den Elementmatrizen vorkommende Lange L kiirzt sich infolge der zweifachen
Multiplikation mit 7', heraus. Auf eine ausfiihrliche Angabe der (10 x 10)-Matrix
C*(B) wird hier aus Platzgriinden verzichtet. Das konkrete Aufstellen von C*(8) wird
ohnehin zweckmifigerweise mit Hilfe einer Mathematik-Software vorgenommen.

Zu 4):

Entsprechend den konkret vorliegenden Verhiltnissen gilt fiir die bezogenen (4 X 4)-
Elementmassenmatrizen mity = (1/2 — B):

(156 2281 54 —-13BL

o apeo _ (D1Y 4B21% 13BL -352L2
M'(B)_M“(ﬂ)_(L)B symm. 156 —-228L | ©
4B2L2

(156 22yL 54 —13yL

4y*1% 13yL -3y*L?

symm. 156 -22yL|
4’)/2L2

M;(B) = M5(B) = (%)27 (10)

Damit l&sst sich nun die kinetische Energie des Systems formulieren, wobei zusitzlich
die Anteile der beiden Starrkorper Zahnrad und Kupplungshilfte zu beriicksichtigen
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sind:

4
2Wiin = § VEM,(B)y, + mzi3 + I3 x5 + mgits + lgis)* + Jxs
4
anB - T T a g% .
== E T'M:B)T, |q +
1680 {q [vzl YMBT |4

1680 ( ., IS, ok, VU,
+m (mzqs + 7296 +mg (g9 + 7 + 72910
! ﬂpL .T
~ 1680

Y

M (B)q -

Ahnlich wie bei der Gesamtsteifigkeitsmatrix miissen auch hier einigen Matrixele-
menten von My, (8) = 23:1 TIM:(B)T, die entsprechenden Anteile von Zahnrad und
Kupplung hinzu addiert werden. Das betrifft die Diagonalelemente (5,5), (6,6), (9,9),
(10,10) sowie die AuBlerdiagonalelemente (9,10) und (10,9). Konkret liefert das

. . 1680 [0 0
M*(B) = My, (B) + [ [l M] (12)
Orxa) Mzk
mit der (6 X 6)-Submatrix
m, 0 0 0 0 0
0 J/L* 00 0 0
0 0 00 0 0
MZK = (13)
0 0 00 0 0
0 0 0 0 Mg mglg/L
[0 0 0 0 mglg/L J3/L*+mg (Ix/L)*]
Zu 5):

Zur Abschitzung der ersten Eigenfrequenz der Vertikalschwingung wird der Ein-
fachschwinger mit der Gesamtmasse

m(ﬁ) = 2p(A111 + Azlz) +myz + mg

- ”sz3 (( ) ﬂ+(D ) (1/2- ﬂ))+mz+'m< (14)

1 9

und der Federsteifigkeit 2c = 2,4 - 108 N/m zu Grunde gelegt. Das liefert:

24108
) = \/125+114195 (1/98 — 95/1225) Hz. (15)
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Der Verlauf dieser Abhédngigkeit ist in Bild 3 mit eingezeichnet. Die tatsichliche
erste Eigenfrequenz der Maschinenwelle wird unterhalb von fy liegen, da die Bie-
genachgiebigkeit der Welle und die Drehtrigheiten einen verringernden Einfluss

haben.
3000 T

(T —— i=3
Hz \\l

2000 1+

""""""""""" \i=2 L
i=1
1000 +

t t t + t u t
0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34 0.36

R ——]

Bild 3: Abhingigkeit der Eigenfrequenzen von der Lageranordnung

Eine derartige Abschitzung der untersten Eigenfrequenz ist vor allem fiir die Uber-
prifung der Ergebnisse numerischer Berechnungen bei Modellen mit vielen Frei-
heitsgraden zweckméiBig, um die GroBenordnung der zu erwartenden Frequenzen zu
kennen.

Zu 6):
Aus dem sich geméll Abschnitt 6.3 in [25] ergebenden Eigenwertproblem
2 4 * 2 ﬂ-pL3 *
— =|—EL- — R = 1
(C) - *M(p))v (32 C'(B) —w’ M (B)|r =0 (16)

folgt nach Division durch 7EL/32 das entsprechende dimensionslose Eigenwertpro-
blem

CcPB-1-MP)v=0 a7
mit dem dimensionslosen Eigenwert
2pL?
105E

Die mittels mathematischer Software vorzunehmende numerische Losung von (17)
liefert die Eigenwerte 4;(8) und Eigenvektoren v;(8) fiiri = 1,..., 10.

A=Ap) = W*PB). (18)

Die Eigenfrequenzen ergeben sich dann zu:

1 [105E ,
fi(ﬁ)—ﬂ ﬁ/li(ﬂ)s i=1,...,10. (19)

Zu7):
Bild 3 zeigt die drei ersten Eigenfrequenzen und die Néherung fy in Abhidngigkeit
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vom Parameter § = [, /L. Es ist zu erkennen, dass sich die Verldufe der beiden ersten
Eigenfrequenzen bei 8 ~ 0,235 schneiden (die unterste wird aber immer mit f;
bezeichnet), was auf einen Wechsel der zugehorigen Eigenformen hinweist, vgl.
Bilder 4 und 5.

0.5

05t ——————

—x/L

Bild 5: Eigenformen U;(x) fiir 8 = 0,3

Fiir 8 < 0,235 ist die erste Form eine mit einer Vertikalbewegung gekoppelte Biege-
schwingung, die zweite eine Kippschwingung mit Biegung. Bei 5 > 0,235 vertau-
schen sich qualitativ die Formen. Dies ldsst sich mit dem geringeren Lagerabstand
erkldren, denn bei kleiner werdendem Lagerabstand entsteht eine kleinere effektive
Drehfedersteifigkeit, was eine geringere Frequenz der Kippschwingung zur Folge
hat.

Die erste Eigenfrequenz erreicht bei 8 ~ 0,235 mit f; ~ 1444 Hz ihren Maximalwert.

Die Untersuchung der Biegeschwingungen elastisch gelagerter Wellen lie-
fert Erkenntnisse zu Eigenfrequenzen und Eigenschwingformen. Eine effek-
tive Methode dafiir ist die Modellierung solcher Strukturen mittels Finiten
Balkenelementen, wobei diskrete Federn fiir die Lager und Starrkorper fiir
auf der Welle sitzende Funktionsteile beriicksichtigt werden kénnen.

Weiterfiihrende Literatur

[55] Link, M.: Finite Elemente in der Statik und Dynamik. 3. Aufl. B. G. Teubner-
Verlag, 2002.
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6.5 Abschatzung der unteren Eigenfrequenzen
eines WZM-Tischantriebs

Bei Tischantrieben mancher Frasmaschinen erfolgt die Bewegungs- und
Kraftiibertragung mittels Zahnriemen und Kugelgewindespindel. Diese be-
stimmen durch ihre Nachgiebigkeiten gemeinsam mit axialen Lagersteifig-
keiten maBgeblich die unteren Eigenfrequenzen des Antriebssystems. Da in-
folge des periodischen Schneideneingriffs beim Frisen entsprechende Erre-
gerharmonische auftreten, ist die Kenntnis dieser Eigenfrequenzen vor al-
lem fiir die Reglerauslegung und dessen Einstellung wichtig. Auch hinsicht-

lich der Vermeidung von Resonanzen hoherer Ordnung werden sie benotigt.
*

Zur iiberschlidgigen Bestimmung der unteren Eigenfrequenzen des Tischantriebs kann
ein ungefesseltes diskretes Schwingungsmodell mit vier Freiheitsgraden zu Grunde
gelegt werden, sieche Bild 1, wobei Spiel, Dampfung und Reibung unberiicksichtigt
bleiben sollen.

Der vorgespannte Zahnriemen werde niherungsweise wie ein masseloses Seil mit
der mittleren Lingssteifigkeit EA behandelt, wobei vorausgesetzt wird, dass beide
Trume immer auf Zug belastet sind. Die Spindelsteifigkeit wird zunédchst nur anteilig
beriicksichtigt. Die Feder mit der Steifigkeit c3 ist fiir x3 = 0 kréftefrei. Gleiches gilt
fuir die Feder mit der Steifigkeit c; fiir u; = 0. Es gelte: x4(x3 = 0, ¢3 = 0) = 0.

Xy f
] L m3,J3

m —
77 MY = . 3
\ S ATAVAATAATA) I AV vV 1 -
G = h C1-/%/vuv ‘X_g 3
]g 4y 4 H vorgespannter
Xg YV 4+ Lahnriemen |1,
M—»»—— e l\rM
M / .
1777J'é teead .
= e 2
9, = } = |
2 - 2
J)

Bild 1: Prinzipielle Struktur des Tischantriebs (fiir rypy = r3¢s wirke in den
Trumen nur die Vorspannkraft)

*Autor: Ludwig Rockhausen
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Gegeben:
m = 1320kg Tischmasse
Jy = 0,007 kgm? Trigheitsmoment des Motorldufers
J>, =0,015kg m? Triagheitsmoment der Zwischenwelle
m3 = 52,4kg Masse der Spindel
J3 = 0,028 kgm? Triagheitsmoment der Spindel
my = 27kg Masse der Spindelmutter
ry = 16 mm Teilkreisradius des Motorritzels
rn = 92 mm,
ry = 23 mm Radien der Zwischenwelle
r3 = 96 mm Radius der Riemenscheibe auf der Spindel
h=12mm Spindelsteigung (Gewinde)
lp = 380 mm Achsabstand Spindel - Zwischenwelle

EA=0,15-10°N mittlere Langssteifigkeit des Zahnriemens

c; =1,89-103N/m resultierende axiale Steifigkeit zwischen Spindel, Spin-
delmutter und Tisch
c3=1,55-103N/m Steifigkeit des Spindel-Axiallagers (Lingssteifigkeit der
Spindel anteilig enthalten)
F:; My technologische Kraft; Motormoment

Gesucht:

1) Freie Liange / der Riementrume und Steifigkeit ¢, /2 eines Trums des vorge-
spannten Zahnriemens

2) Bewegungsgleichungen fiir ¢ = [u1, r0@2, r3¢3, x4]7 in der Form
mM*q + czC*q = f

3) Eigenfrequenzen und Eigenvektoren
4) Verbale Interpretation der Eigenschwingformen bei zusétzlicher Nutzung der
normierten Energieverteilungen auf die Federn und Massen bzw. Drehmassen
Lésung:
Zu 1):
Die freie Linge eines Trums folgt aus den geometrischen Betrachtungen in Bild 2.

Mit dem Satz von PyTHAGORAS gilt:

l(z) = 12 + (}’3 — r22)2 —

2
I=lor|1- (%) = 372,92 mm~ 373 mm. (1)
L 2 ~ 373 mm
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r3—rn
lo
= a~11°

sina =

Bild 2: Geometrische Groflen am Riementrieb

Damit folgt fiir die Steifigkeit eines Trums

EA
C_22 = = =4.0223. 10°N/m. @)

Zu 2):

In Bild 1 wurden 7 Lagekoordinaten eingefiihrt: x, u;, x3, X4, ©2, @3, @y. Das Sys-
tem hat aber vier Freiheitsgrade, weshalb drei Zwangsbedingungen zu formulieren
sind. Es gilt:

X=X — 11,
h
5€4=5C3—¢3‘§, 3)
FMPm =119 -

Mit der in der Aufgabenstellung vorgenommenen Definition der generalisierten
Koordinaten ¢ (vgl. Bild 1) sowie mit der getroffenen Nullpunktfestlegung ergibt
sich daraus:

X3 =qs+5——q3 bzw. X3=qs+ 5—q3,
27r3 27r3
21 @
X=qs—q1, ou =
rpmr22

Kinetische und potentielle Energie lassen sich dann bei Nutzung der auf den Winkel
¢, reduzierten Drehmasse

2
L=y (@) + 7 (5)
m

wie folgt formulieren:

2Wkin = m)'cz + JM‘pi/I + .12()0% + m3)'c§ + J3g0% + m4)'ci
. 2
. ) . ) J3 | . (6)
=m(qs —q1) + =43 +ms (q4 + —qz) + 545+ madj
r3, 27r3 r3



6.5 Abschiitzung der unteren Eigenfrequenzen eines WZM-Tischantriebs 307

e
2Wpor = cut + 5 ((V3<P3 — rn@2)? + (rogs — r3903)2) + 0303

h )2 (7)

2 EE

=c1qgt+ ¢ (g3 —612)2+03'(q4+

Zur Erfassung der weiteren am System wirkenden eingeprigten Kraftgrof3en wird
deren virtuelle Arbeit aufgeschrieben:

My ra

W = —F,6x + My 6oy = —F, (6qs — 6q1) + 0q2 - ®)

m 22
Hieraus folgen geméll Abschnitt 6 in [25] durch partielle Differentiation nach den
generalisierten Geschwindigkeiten bzw. den generalisierten Koordinaten die Matrizen
fiir Masse und Steifigkeit:

1 0 0 -1
J3 0
mr3, )
M=m ms(g) + s ms h =m-M ©))
mr% m 21 r3
ns ny
| symm. 1 . + Pl
C]/62 0 0
1 -1 0
C=o 1+C_3(h)20_3 h |=c-C". (10)
o \27r3 cr 213
symm. c3/c

Die rechte Seite der Bewegungsgleichungen folgt aus dem Koeffizientenvergleich
bei den dq; der virtuellen Arbeit SWE© = Zj:l fi-oq;= Sq" - f mit (8):

f=1F, Myry/(ryrn), 0, -F]". (11)

Mit M, C, f sind auch die Bewegungsgln. bekannt. Bei gegebenem Motormoment
M), und technologischer Kraft F;() konnten diese fiir bestimmte Anfangsbedingun-
gen integriert werden.

Zu 3):

Das zu den homogenen Bewegungsgleichungen gehdrige lineare Matrix-Eigenwert-
problem hat die Form (vgl. Abschn. 6.3 in [25])

(C—w%M)v=(C2-C*—w%m-M*)v=0. (12)
Nach Division durch ¢, wird mit dem dimensionslosen Eigenwert

A= wim/cs (13)
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das entsprechende dimensionslose Problem erhalten:
(C* =AM )y =0. (14

Dieses wird zweckmifigerweise mittels geeigneter Mathematik-Software numerisch
gelost. Es ergeben sich die in Tabelle 1 aufgefiihrten Eigenwerte und Eigenfrequen-
zen.

Tabelle 1: Eigenwerte und Eigenfrequenzen

i A foi = wo;/(2m) in Hz
1 0 0

2 98,85 39,1

3 459,1 84,2

4 72437 334,4

Die zugehorigen Eigenvektoren werden in der Modalmatrix zusammengefasst:

V =[vi, va, v3, v4]

0 ~0,16958  0,01100 1
~ -1 0,02951 621061073 4,5492 - 10~ (15)
-1 -1 -1 ~0,11625

1,9900 - 1072 0,23347 5,3702-107%  0,96757

Die Null-Eigenfrequenz kommt dadurch zustande, dass es sich bei dem hier unter-
suchten Modell um ein ungefesseltes Schwingungssystem handelt. Der zugehorige
Eigenvektor beschreibt dann die Starrkorperbewegung, bei der keine elastischen
Elemente ausgelenkt werden.Fiir i > 2 handelt es sich um echte Eigenfrequenzen,
d.h. bei diesen Frequenzen schwingen die massebehafteten Korper des Systems
relativ zueinander.

Zu4):

Da eine bildliche Veranschaulichung der Eigenschwingformen wegen der verzweig-
ten Struktur hier schwer bzw. nur unzureichend realisierbar ist, werden zur Charak-
terisierung derselben die fiir die jeweiligen Modellelemente vorhandenen normierten
Energien berechnet und verglichen.

Wegen der Fundamental-Losungen fiir 2 < i < 4 geméal

q,(t) = vip; - sin(woit + ;) = v - pi(t);  ¢;(t) =v; - pi(D) (16)

pi(t) = p; - sin(wo;t + ;) (17)
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als i-te Hauptkoordinate (vgl. Abschn. 6.3 in [25]) gilt entsprechend (6) und (7):

s«

m m J

.2 2 2 2

Wiin)i = =P - {— (vai =vi)™ + —5vy;
m mr

2 22
3 h P 4 o
+—(V4,+?V% + r§vz,+_v4, , (18)
2 Cy (o) c3 h 2
Woot) = =p7 -4 —v + —= (v = vo)* + = v + —v3i| ¢ . 19
( pol)i > P {Qvl, o (vai = vai) o T 5 (19)

In Tabelle 2 sind die Werte der in den geschweiften Klammern stehenden Summanden
(bei Wyj, noch mit A; multipliziert) angegeben. Dabei ist zu beachten, dass ein
Vergleich wegen der willkiirlich wihlbaren Normierung der Eigenvektoren nur fiir
jede Schwingform i sinnvoll ist.

Tabelle 2: Normierte potentielle und kinetische Energien

i
Summanden 2 3 4
(c1/c2) - V3 6,75 0,0284 234,94

(c2/2) - (v3i = v2i)? 1,06 1,01 0,013
C3 h 2
3y + ——vy 8,79 0,0406 179.5
o 2713
% ai = Vi) A; 16,06 0,01 7.62
2 V3, 0,03 6,25-1073 530-10°°
mr22

m h 2

= (v4i + —V3,~) A 0,18 3841073 267,9

m 2713

J

e 0,23 1,06 0,225
mr3 N

my o —4

2. 0,11 2,7-10 138,7
m

Aus den in der Tabelle herauslesbaren wesentlichen Energien (W, und Wy, jeweils
getrennt betrachtet; grau hinterlegte Felder) ist zu erkennen, dass es sich bei der
zur ersten von null verschiedenen Eigenfrequenz f, gehorigen Eigenform um eine
Lingsschwingung des Tisches mit der Masse m in Verbindung mit den gewisserma-
Ben in Reihe geschalteten Federn mit den Steifigkeiten ¢; und c3 handelt, d. h. es gilt
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fiir diese Frequenz die Abschitzung

1 Cc1C3
2\ m(cy + ¢3)

b =40,4Hz. (20)

Bei der Frequenz f3 dominiert die Drehschwingung der Spindel, wobei der Zahnrie-
men hier als die wesentliche Nachgiebigkeit fungiert, d. h. es ist:

1 [car?
23 _819Hz. Q1)

3\ T

Bei f; gibt es schliellich eine Langsschwingung von Spindel und Spindelmutter in
Verbindung mit den quasi parallel geschalteten Federn ¢ und c3, also gilt angenéhert:

1
fon— |8 ES _3313Hy. 22)
2 N mz + my

Mittels relativ einfacher Berechnungsmodelle kann eine Abschiitzung des
Eigenverhaltens (Eigenfrequenzen, Eigenformen) von Antriebssystemen er-
folgen. Eine Betrachtung der normierten Energieverteilungen bei den ein-
zelnen Eigenfrequenzen gestattet Aussagen zu den jeweils wesentlich betei-
ligten Elementen der Struktur, woraus sich oft einfache Niherungen fiir Ei-
genfrequenzen herleiten lassen.

Weiterfiihrende Literatur

[66] Milberg, J.: Werkzeugmaschinen - Grundlagen: Zerspantechnik, Dynamik,
Baugruppen und Steuerungen. 2. Aufl. Berlin Heidelberg: Springer Verlag,
1995.
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6.6 Digitaldruckmaschine

Bei einer Digitaldruckmaschine (Bild 1) wird das elastische Transportband
fiir die Papierbogen durch einen Motor an der Walze des Bogenauslaufs
angetrieben. Durch Reibschluss bewegt es vier gummierte Ubertragungs-
walzen, die wiederum die metallischen Entwicklungswalzen antreiben. Die
Druckfarben werden beim Rollkontakt in den Kontaktzonen iibertragen. Es
kommt darauf an, dass die Bilder der einzelnen Druckfarben moglichst ge-
nau aufeinander passen, weil das menschliche Auge bereits Abweichungen
von 20 um bemerkt. Verformungen des Antriebsstranges sollen die Druck-
bildqualitiit nicht beeinflussen. Die Papieriibergabe am Einlauf hat einen
starken Einfluss auf den Ubertragungsvorgang des Toners in den Modulen
1bis 4. *

Der Bogeneinlauf auf das Transportband verursacht eine plotzliche Verschiebung
(Storung). Das Transportband verbindet die einzelnen Ubertragungswalzen der Mo-
dule, die Antriebswalze und die Umlenkrolle. Zur Beurteilung der Druckbildqualitit
sollen die Langsschwingungen des Transportbandes berechnet werden, die nach dem
Einlaufstof auftreten. Die Ddmpfung braucht nicht beriicksichtigt zu werden, da sie
auf den interessierenden Spitzenwert kaum Einfluss hat. In der Kontaktzone zwi-
schen den Walzen (Kontaktzone 1) und zwischen den Walzen und dem Transportband
(Kontaktzone 2) wird Haften angenommen.
Modul 4 Modul 3 Modul 2 Modul 1

(Druckfarbe 4) (Druckfarbe 3) (Druckfarbe 2) (Druckfarbe 1) Enfwiddungs-
walze

Ubertragungs-
walze

Bogeneinlauf

Bild 1: Struktur einer Digitaldruckmaschine (aus Dissertation von P. Langer [51])

Gegeben:

R, =R, =90mm Walzenradius

Ji =42,2-10°kgmm?  Triigheitsmoment der Entwicklungswalze

J» =55,0-10°kgmm?  Trigheitsmoment der Ubertragungswalze

¢ =81-10°N/m Federsteifigkeit jedes Transportband-Abschnittes
g0 = 10 pm Anfangswert einer angenommenen Stérung

*Autor: Hans Dresig
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Gesucht:
1) Reduktion der Module (Walzenpaare) auf je eine Einzelmasse
2) Massen- und Steifigkeitsmatrix, Bewegungsgleichung
3) Freie Schwingungen ¢, (?) fiir eine plotzliche Wegverschiebung g

4) Eine Empfehlung fiir die Reihenfolge der Farben auf den Modulen

Lésung:
Zul):

Analog zur Untersuchung in [51] wird angenommen, dass die Walzen aufeinander
abrollen ohne zu gleiten. Die Abrollbedingung wird durch die Zwangsbedingung
Ri¢1 = Ry, ausgedriickt.

Bild 2: Bezeichnungen an den Walzen

Die kinetische Energie eines Walzenpaares betrégt, vgl. Bild 2,

1 1 1 R\’
Wiin = =J1¢% + =2 = = [ | =] + 1| @2. 1
K > N1e1+ 506 2[ I(Rl) 2|95 (D

Wegen R| = R, = R gilt Wiy = $(J1 + 2)¢3 = $mg?. Diese kinetische Energie der
drehenden Walzen soll identisch sein mit der Energie einer dquivalenten Einzelmasse
m, die mit dem Transportband verbunden ist und sich mit der Koordinate g bewegt.
Nach der Beriicksichtigung der Zwangsbedingung g = Ry,, woraus ¢ = Ry, folgt,
ergibt sich die Einzelmasse zu

m=(J; +J2)/R* = 12,0kg. )

Zu 2):

Alle Module werden durch das Transportband verbunden, das abschnittsweise durch
lineare Federn modelliert wird, vgl. Bild 3.
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AWM~ AW~ A A WA

Bild 3: Schwingerkette als Berechnungsmodell
Koordinatenvektor:

9= [611 @ 93 614]T . 3)

Bei einer Schwingerkette ist die Massenmatrix eine Diagonalmatrix und die Stei-
figkeitsmatrix hat eine Bandstruktur, wenn die Koordinaten fortlaufend nummeriert
werden:

m 0 0 0
M|0 m 00 @
0 0 m O
0 0 0 m

Da alle reduzierten Massen gleich gro8 sind (m; = my = m3 = msg = m), ist die
Massenmatrix M = mE proportional der Einheitsmatrix. Weil alle Federkonstanten
gleich groB3 sind (¢; = ¢3 = ¢3 = ¢4 = ¢5 = ¢), betrigt die Steifigkeitsmatrix

cr+c -0 0 0 2 -1 0 0

C-= —Cy; Cy+cC3 —C3 0 - -1 2 -1 0 , (5)
0 —Cc3 C3+cC4 —Cy 0 -1 2 -1
0 0 —C4 C4 + C5 0o 0 -1 2

Mit den Daten der Aufgabenstellung ist m = 12,0kg, ¢ = 8,1 - 10° N/m. Die Bewe-
gungsgleichungen dieses Schwingungssystems lauten

Mi+Cq=0. (6)

Zu 3):

Aus der Bewegungsgleichung folgt das Eigenwertproblem (C — w’M)y = 0 mit
dem Losungsansatz ¢ = ve!® mit den Eigenformen v. Seine Losung ergibt die
Modalmatrix, welche alle Eigenformen v; enthilt:

Vil Vi2 Vi3 Vig
Var Va2 V3 Va4

V= [vl V) V3 V4] = . (7
Vil V32 V33 V4

V41 Vap V43 Vag
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Mit den Eigenformen v;, deren Komponenten in der Matrix angegeben sind, lassen
sich die modalen Massen und die modalen Steifigkeiten berechnen (i = 1,2, 3,4):

_ T _ 2 2 2 2
Wi =v; Mv; = mvy; + myvy; + m3vy; + mgvy;, (8)

T P 2 2 2 2
vi =v; Cv; = c\vi; + co(v1;=v2)" + c3(vai—V3)” + ca(V3i—va)” +csvy . (9)

Falls die Eigenformen bekannt sind, konnen damit die Eigenfrequenzen kontrolliert
werden, denn es gilt:

w? = yilwi = Qrf) i=1,2,3,4 . (10)

Beim Einlauf des Papierbogens erfolgt eine einseitige Wegerregung der Schwinger-
kette, die eine sprunghafte Erregung der ersten Masse des Modells darstellt. Damit
wird Energie in die Schwingerkette eingetragen, die sich in freien Schwingungen
dufert. Es interessieren die Wegverlidufe, da sie Einfluss auf die Druckbildqualitét
haben. Die allgemeine Losung fiir freie Schwingungen eines ungedéampften linearen
Schwingungssystems, auf deren Herleitung hier verzichtet wird, lautet (vgl. z. B.
[25] in Abschnitt 6.3.3) fiir alle Koordinaten:

L l

4
1
q(t) = Z ;v,-v[TM [qo cos w;t + %? sin w,-t] . (11)

i=1

Die Anfangsbedingungen ¢, und u, beschreiben, dass alle Massen in Ruhe sind,
auller der Masse m;, die um g;o = 10 wm verschoben wird:

T T
t=0: q0)=qo=|g0 000 - §O=um=[0000 . (2

Im speziellen Fall sind also alle Anfangsgeschwindigkeiten null (zy = 0), und nur
die erste Koordinate wird ausgelenkt. Damit folgt mit M = mFE aus (11) die spezielle
Losung fir k = 1,2,3,4

VkiV1i

4 4
k .
qi(t) = mqyo Z cos w;t = Z qri COS w;t
— -1 Mi i=1 (13)

= z]kl coswit + @kZ COS wot + Qk3 cos w3t + Qk4 COS w4t .

Mit den Amplituden der vier Eigenschwingformen:

ViiVii

A

Jki = mqio

(14)
In der Aufgabe liegt eine homogene Schwingerkette vor. Fiir die Eigenfrequenzen

und Elemente der Modalmatrix existieren geschlossene analytische Losungen, die in
[25] (dort Tabelle 4.3) angegeben sind:

Wi =20f =2 ]S sin —— Vi = 1,051 46 sin k’”l (15)
m

2n+1)° n+1’
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Einsetzen der Zahlenwerte ergibt
fi=2556Hz, f,=48,61Hz, f3;=60691Hz, f,=78,65Hz. (16)

Die Modalmatrix ist (Vgimax = 1 fiir jede Ordnung i) mit 8 = 0,618 03:

B 11 B
V=[o vy vs v = i _ﬁﬁ :’; _11 : (17)
-1 1 -8

Im allgemeinen Fall einer Schwingerkette mit unterschiedlichen Massen und Steifig-
keiten miissen die modalen Gro3en numerisch berechnet werden.

Die Eigenformen sind in Bild 4 skizziert. Die einzelnen Eigenformen lassen sich
an der Anzahl der Schwingungsknoten unterscheiden, die (i+1) betrdgt, wenn die
Lagerpunkte auch dazu gezihlt werden.

Einlauf

Bild 4: Eigenformen der homogenen Schwingerkette

Die berechneten Weg-Zeit-Verldufe an den vier Massen sind in Bild 5 dargestellt.
Sie wurden durch numerische Integration gewonnen, entsprechen aber genau Formel
(17). Aus (14) sind die Anteile der einzelnen Eigenformen und Eigenfrequenzen
an dem resultierenden Verlauf sichtbar. Aus (8) ergeben sich mit den Daten der
Modalmatrix (17) gleich grofe modale Massen:

Hi = m(v%i +V3, + 3+ Vi‘) = 2,763 92m; i=1,23,4 . (18)

Einsetzen der Zahlenwerte in (13) ergibt wegen Gy, = q1oviiv1i/2,763 92 die Verldufe

t
qql—() = 0,1382(cos w;t + cos wat) + 0,3618(cos wrt + coswst) < 1, (19)
10
Q@)
—— =0,2236(cos w;t + coS w4t — cOS wrt — cos wst) < 0,8944 , (20)
q10
q3(1)
—= =0,2236(cos wt — COS w4t — COS Wyt + cos wst) < 0,8944 , 21)
q10
qa(®)
—— =0,1382(cos w;t + cos wat) — 0,3618(cos wyt — coswszt) < 1. (22)

q10
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Bild 5: Schwingwege der homogenen Schwingerkette

Der Extremwert gy max €iner Auslenkung kann nicht grofer sein als die Summe der
Betrige aller modalen Komponenten:

4
G < ) Nl k=1,23,4 . (23)
i=1

Das Gleichheitszeichen wiirde gelten, wenn alle modalen Koordinaten zum gleichen
Zeitpunkt einen Extremwert annehmen. Die maximalen Schwingwege, die innerhalb
der ersten Sekunde erreicht werden, betragen bei der homogenen Schwingerkette,
vgl. Bild 5:

q1max = 10“[11, q2max = 8,16“[11, 43max = 7’64 Wm, g4max = 8’56 wm .

Der Vergleich zeigt, dass diese Maximalwerte unterhalb der berechneten Grenzwerte
liegen, die fiir die homogene Schwingerkette in (19) bis (22) am Zeilenende mit
angegeben sind. Lingere Ein — und Auslaufbereiche (kleinere Steifigkeiten dort)
ergeben noch groere Unterschiede zwischen den Ausschlidgen der Walzen, was
konstruktiv realisierbar ist. Bei Beibehaltung der Steifigkeiten ¢, bis c4 liefert die
numerische Analyse die Maximalwerte:

cr=c5=c/2:
q1lmax = 10 wm, ¢gomax = 6573 wm, ¢g3max = 6782 wm, ¢g4max = 8733 uwm,
cir=c5=c/5:

Gimax = 10um, gamax = 6,60 UM, g3max = 6,78 UM, Gamax = 8,06 um .
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Zu 4):

Gleich grofle Schwankungen der einzelnen Farben beim Drucken werden vom
menschlichen Auge verschieden stark wahrgenommen. Es ist also hierbei zweckma-
Big, in den Modulen 2 und 3 solche Druckfarben zu iibertragen, auf die das Auge am
empfindlichsten reagiert.

Die dynamischen Eigenschaften des Antriebsstranges konnen bei der Festle-
gung der Druckfarben-Reihenfolge beriicksichtigt werden. Die Analyse des
Schwingungsverhaltens erlaubt, die Konstruktion so zu gestalten, dass die
beste Druckqualitiit erreicht wird.

Weiterfiihrende Literatur

[51] Langer, P.: Dynamische Wechselwirkungen der Teilsysteme einer Digital-
druckmaschine. Diss. Technische Universitiat Dresden, 2004.
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6.7 Kreiselkorrekturerreger

Vibrationserregte Kerne von Formgebungs- und Verdichtungseinrichtun-
gen miissen eine gleichméfBige oder entsprechend technologischen Anfor-
derungen definierte Beschleunigungsverteilung iiber ihre Linge aufweisen.
Meist konnen die Kerne nur einseitig elastisch gelagert werden. Zudem ver-
dndern sich durch unterschiedliche Erregerfrequenzen, Fiillzustiinde und
Verdichtungsgrade die Beschleunigungsverteilungen. Im Vibrationserreger-
system konnen Kreiselmomente zur gezielten Korrektur der Kernbewegung
genutzt werden. Das Kreiselmoment resultiert aus der Richtungsinderung
des Drallvektors eines im Erregersystem mitdrehenden Kreisels. *

Bild 1 zeigt einen elastisch gelagerten, zylinderformigen Kern. Im Zentrum befindet
sich eine Welle mit Unwuchten, deren resultierende Erregerkraft am Schwerpunkt
angreift. In der Mitte der Unwuchtwelle dreht ein Kreisel mit, der separat angetrieben
und in der Drehzahl regelbar ist.

Kern

Unwucht |- m; Jy

Kreisel

'\M( t)

=)

[

wnX
<
»|

- Kreiselantrieb

Unwuchtwelle

2¢h 2ch

Unwuchtantrieb v

2, <8< U26,

I ple T »

Bild 1: Schematische Darstellung des Kerns (links) und Berechnungsmodell
(rechts)

Das System kann prinzipiell als elastisch gelagerter Starrkorper mit 6 Freiheitsgra-
den unter Kraft- und Momentenerregung modelliert werden (vergleiche Abschnitt
3.2.2. in [25]). Unter Nutzung der Symmetrieeigenschaften und bei Betrachtung
vertikaler Schnittebenen entlang der Zylinderachse wird deutlich, dass mit einem
entsprechenden Zeitversatz das gleiche Bewegungsverhalten in diesen Schnittebenen
auftreten wird. Als Modell wird daher ein ebenes, ungeddmpftes System gebildet.
Die Eigendrehung des Kreisels um die horizontale Achse erfolgt mit der Winkelge-
schwindigkeit Qk und zusitzlich wird der Kreisel um die vertikale Achse mit der
Kreisfrequenz €2 der Unwuchten gedreht. Daraus resultiert ein Kreiselmoment um
eine Achse, die senkrecht auf der Kreiselachse und der Unwuchtachse steht und die

*Autor: Jorg-Henry Schwabe
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GroBe Mg = J,Q¢Q hat (siehe [25, Abschnitt 2.3.2 sowie 5.2.3]). Dieses Kreisel-
moment ldauft mit den Unwuchten um und hat daher in der betrachteten Schnittebene
die Zeitfunktion M(t) = My sin Qt.

Gegeben:
m  =1000kg
J, =812kgm?
[ =1,5m
r =035m

¢, =3,0-10°N/m

¢, =7,5-100N/m
myr, = 0,56kgm
J, =0,049kgm?

ﬁ?rrl =30Hz
f;:rrz =50Hz
Gesucht:

Masse des Kerns
Massentrigheitsmoment des Kerns um die x-Achse
vertikaler Abstand der Federn zum Schwerpunkt

horizontaler Abstand der Federn zum Schwerpunkt im
ebenen Modell

vertikale Federsteifigkeit einer von insgesamt 4 gleichen
Federn

horizontale Federsteifigkeit einer Feder

Unwucht

gesamtes polares Massentrigheitsmoment des Kreisels
Erregerfrequenz der Unwucht beim Betriebspunkt 1
Erregerfrequenz der Unwucht beim Betriebspunkt 2

1) Bewegungsgleichungen in den Koordinaten y und ¢,

2) Allgemeine Losung fiir die Bewegungsamplituden

3) Horizontale Beschleunigungsamplituden der stationdren erzwungenen Schwin-
gung am Kern als Vielfaches der Erdbeschleunigung fiir die Hohen z = 1,5m
und z = —1,5 m ohne Betrieb des Kreisels fiir die Betriebspunkte 1 und 2

4) Winkelgeschwindigkeit des Kreisels, damit iiber die gesamte Hohe des Kerns
die Beschleunigungsamplituden gleich grof sind

5) Beschleunigungsamplituden am Kern, wenn die Kreiseldrehzahl entsprechend
der Teilaufgabe 4) eingestellt wird

Lésung:

Zu 1):

Bild 2 zeigt das Berechnungsmodell im ausgelenkten Zustand mit den wirkenden
Kriften. Fiir die Krifte und Momente gelten unter der Annahme kleiner Bewegungen

und Winkel:
Fep = 2cp(y + lpy), (D
Fe, =2c,rpy, 2
F(t) = m,r, % sin Qr, (3)

M(t) = J,QxQsin Qr . 4)
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m; Jy

T M(t,
o, N,

F )
Fch <_AIL ch ¢
y

Bild 2: Modell im ausgelenkten Zustand mit Kriften

Es werden die Bewegungsgleichungen fiir die Koordinatenrichtungen y und ¢,
durch die Formulierung von Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt. Die entkoppelte
vertikale Bewegungsrichtung z ist nicht von Interesse:

my +2F ., = F(1), &)
Jo§y + 2lF oy + 2rF ., = M(1). (6)

Unter Nutzung der Gleichungen (1) bis (4) ergeben sich die Bewegungsgleichungen
in Matrizenschreibweise:

m 0|y N 4cy, 4cpl vl _ myr,$* sin Qt 7
0 Jo||@x depl depl? + deyr? || ox JpQx Q2 sin Qt

Zu 2):

Da ohne Dampfung gerechnet wird, kann mit dem einfachen Ansatz
YOL ¥ | gin o (8)
(1) Px

ein Gleichungssystem zur direkten Bestimmung der Bewegungsamplituden aufge-
stellt werden:

murqu

1,90

¥
Px

4ep — P 4yl
{ Cp m Cp ' (9)

depl depl? + deyr? — Q2J
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Gleichung (9) stellt ein lineares Gleichungssystem der Form

AGg="> (10)
dar. Die Losung fiir die gesuchten Bewegungsamplituden ist damit

Gg=A""p, (11)

wobei die zu erhaltenden Amplituden vorzeichenbehaftet sind.

Die zentrifugale Beschleunigungsamplitude in Abhéngigkeit der Hohe ergibt sich
aus:

az) = —Q* G — 20,) - (12)

Zu 3):

Beim Betriebspunkt 1 nimmt das Gleichungssystem (9) die Werte

3-10N/m  4,5-10°N || _ [19898N (13)
4,5-10°N 8,22-10°Nm| |, 0
an. Die Weg- und Winkelamplituden ergeben sich daraus zu:
$1=-631-10*m, @, =-1,37-10""rad. (14)
Mit (12) werden die Beschleunigungsamplituden
a1(z=1,5m) = 15,1m/s*,  a;(z=-1,5m) =29,7m/s (15)

erhalten.

Am Betriebspunkt 2 wird in gleicher Weise vorgegangen. Die berechneten Werte sind
in Tabelle 1 zusammengefasst. Zur Diskussion der Beschleunigungsunterschiede ist
es zudem hilfreich, die Eigenfrequenzen des Systems zu bestimmen, die bei 3,3 Hz
und 18 Hz liegen. Der Kern ohne Kreiseldrehung und Federn hitte eine gleichméiBige
Beschleunigungsverteilung. Durch die untere Federebene werden Kippschwingungen
des Kerns angeregt, die sich bei der Erregerfrequenz von 30 Hz wegen der Nihe zur
Eigenfrequenz stéirker ausprigen als bei der Erregerfrequenz von 50 Hz.

Zu 4):

Die Beschleunigungsamplituden iiber der Hohe des Kerns werden gleich grof3, wenn
der Kern nicht kippt, das heifit, wenn ¢, zu Null wird. Mit der CraMmERschen Regel
kann die Losung des Gleichungssystems (10) fiir ¢, formuliert werden:

1
@:%=_j«mk““} (16)
det a by
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Dann ist der Zéhler des Bruchs (16) zu Null zu setzen

(4ep, — Q*m) J,Qx Q — 4eplm,r, 2 =0, (17)
woraus die notwendige Winkelgeschwindigkeit des Kreisels folgt:
4 l utu
o cplmyr, (18)

" T, (4c, — @m)

Am Betriebspunkt 1 mit einer Erregerfrequenz von 30 Hz wird eine Winkelge-
schwindigkeit des Kreisels von 298 s~! (entspricht einer Drehzahl n; = 2846 min~")
benotigt. Am Betriebspunkt 2 mit einer Erregerfrequenz von 50 Hz wird eine Win-
kelgeschwindigkeit des Kreisels von 169s~! (1, = 1614 min~") bendtigt.

Zu 5):

Die Beschleunigungsamplituden mit Kreiseldrehung werden wieder aus der Losung
des Gleichungssystems (9) unter Verwendung der in 4. bestimmten Winkelgeschwin-
digkeiten des Kreisels berechnet. Die damit erhaltenen Werte sind in Tabelle 1
angefiihrt.

Tabelle 1: Beschleunigungsamplituden am Kern ohne und mit Kreiselkorrektur

Ohne Kreiselkorrektur Mit Kreiselkorrektur

fer =30Hz | for =50Hz | for =30Hz Jerr = 50Hz

Q=05 | Qp=0s" | Qg =298s7! | Qg =16957!
a(z=1,5m) 1,5¢g 52¢g 22¢g 57¢g
a(z=-1,5m) 30g 6,2¢g 22¢g 57¢g

Das System ist ein Beispiel fiir die Nutzung von Kreiselmomenten. Es ist eine
mogliche Variante die Beschleunigungsverteilung iiber der Hohe des Kerns
zu beeinflussen. Dabei ist die Drehzahlregelung des Kreisels sehr einfach,
der bauliche Aufwand im Erregersystem jedoch hoher.

Weiterfiihrende Literatur

[49] Kuch, H., J.-H. Schwabe und U. Palzer: Herstellung von Betonwaren und
Betonfertigteilen. Diisseldorf: Verlag Bau+Technik, 2009.
[80] Schwabe, J.-H.: ,,Vorrichtung zur Herstellung von Formteilen aus einem ver-

dichtungsfihigen Gemenge, Riitteltisch und Schwingungserreger®. Patent-
nummer: DE10062530C1. 2000. Patentschrift.
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6.8 Gezielte Anderung von Eigenfrequenzen

Die betriebsbedingte Winkelerregung am Ende einer schwingungsfihigen
Antriebswelle erfolgt in einem Frequenzbereich, der zwischen der zweiten
und dritten Torsionseigenfrequenz liegt. Der resonanzfreie Bereich soll ver-
grofert werden. Es ist konstruktiv nur moglich, die Trigheitsmomente aller
Scheiben um hochstens 10 % ihres urspriinglichen Wertes zu éndern. Es soll
gepriift werden, wie groBl der Abstand der beiden Eigenfrequenzen maxi-
mal werden kann, wenn die moglichen Parameterinderungen ausgeschopft
werden. Welche Trigheitsmomente miissen fiir diesen Zweck wie verindert
werden? *

(P1 (pz (P3

— —

CT1 ] CTZ ] CT3

J J J

1 2 3

Bild 1: Berechnungsmodell des Torsionsschwingers

Gegeben:

Parameterwerte eines Torsionsschwingers fiir das Modell einer Antriebswelle, bei
der das rechte Ende infolge einer gegebenen Winkelerregung als Einspannstelle
modelliert wird, vgl. Bild 1:

Trigheitsmomente: J1 =0,04kgm?, J, =0,02kgm?, J; = 0,01 kgm?
Drehfederkonstanten: c¢7r; = 20000Nm, ¢y, = 40000 Nm, c73 = 20000 Nm

Néherungsformel fiir die relative Anderung der i-ten Eigenfrequenz bei kleinen
Parameterinderungen AJy = J; — Ji, welche die Elemente v;; der Modalmatrix und
die Sensitivitdtskoeffizienten

n
pic = Skl D I} (1)
=1

benutzt, vgl. [25]:

Afi 1 AL

T - 2H 2

*Autor: Hans Dresig
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Gesucht:
1) Bewegungsgleichungen, Massenmatrix und Steifigkeitsmatrix
2) Eigenfrequenzen f; und Eigenschwingformen v;
3) Sensitivititskoeflizienten gy

4) Abschitzung des groBtmdglichen Abstands zwischen der 2. und 3. Eigenfre-
quenz, wenn alle Tragheitsmomente um hochstens 10 % ihrer urspriinglichen
Werte verdndert werden.

Lésung:

Zu 1):

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich nach Anwendung des Schnittprinzips aus
dem Momenten-Gleichgewicht an jeder der drei Scheiben:

Jigr +eri(pr —92) =0, (3
J2§r = cri(@r — @2) + cra(pa —¢3) =0, 4
J3¢3 = cra(pr — ¢3) + cr3p3 = 0. )

Massenmatrix und Steifigkeitsmatrix folgen aus einem Koeffizientenvergleich:

Ji 00 cr1 —cri 0
M=|o J 01> C= —cr1 ¢r1+Cr2 —Cr2f-" (©)
0 0 J; 0 —C72 cr2

Zu 2):
Zur Losung des Eigenwertproblems
(C-w’M)y=0 @)

gehort die Modalmatrix mit drei Eigenvektoren, welche die Eigenschwingformen
beschreiben

Vil Vi2 Vi3 1 0,4464 0,0298
V= Vo1 Voo va3| = 10,6802 1 -0,4300] - 3)
V31 V32 V33 0,4659 0,9132 1

Die Eigenfrequenzen sind

fio=63,65Hz,  fo=202,57Hz,  fi=442.21Hz. 9)
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V. \ \
" 2 %

Yy

) Vizf\

Y V32

N

Vo3 {\

V3 V13V

84‘<
N

Bild 2: Eigenschwingformen

Zu 3):

Die modalen Massen sind von der Normierungsbedingung fiir die Eigenformen
abhingig, die in vorliegendem Falle lautet: v, = 1, vgl. (8) und Bild 2.

My = vlTle = lefl + sz§, + J3V§1 =5,1425-107° kg, (10)
Mo = VEMVZ = JIV%Z + JQV%Z + J3V§2 = 3,6310 . 10_2 kg’ (11)
/J3 = VEMV3 = J] V%3 + J2V%3 + J3V§3 = 1,3734 : 1072 kg (12)

Die Sensitivititskoeffizienten sind das Verhéltnis der kinetischen Energie des k-ten
Triagheitsmomentes zur kinetischen Energie der Schwingung mit der i-ten Eigenform
bei der i-ten Eigenfrequenz, vgl. [25]. Sie betragen fiir das Beispiel, bei dem nur der
Einfluss auf f, und f; interessiert:

Jiv? Jov2 J3v3
por = =2 = 02195) iy = =22 = 0,5508; s = —22 = 02297;  (13)
H2 H2 H2
Jv? Jov2 J3v2
3 = 23 2 0,0026; pzp = B = 0.2693; 13y = 23 = 0,7281. (14)
H3 H3 H3
Zu 4):
Die Anderungen der beiden Eigenfrequenzen ergeben sich mit (2)
1 AJy AJp AJ3
A = - = —= — + — + —_ s 15
f=fr— fo 7 (Mz1 J, THe T s )fzo (15)
1 AJy AJp AJ3
Az = - = —= — + — + —_ . 16
f3= 15— fr 7 (#31 J, THeT tHs T )f30 (16)
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Eine Vergroferung (oder Verkleinerung) der Trigheitsmomente senkt (oder erhoht)
beide Frequenzen, entsprechend der Regel iiber Parametereinfliisse [25], allerdings
in unterschiedlichem Mafe. Aus der Grofe der Sensitivitdtskoeffizienten ldsst sich
der quantitative Einfluss jedes Trigheitsmomentes in der Nihe der urspriinglichen
Parameterwerte erkennen. Mit den Zahlenwerten aus (13) und (14) kann der Einfluss
der relativen Anderungen bei diesem Beispiel beurteilt werden.

Eine Erhohung der Frequenzdifferenz ist erreichbar, wenn f, durch die Verdnderung
der Tragheitsmomente mehr sinkt als f3. Sie ist aber auch erreichbar, wenn f5 sich
infolge derselben Verdnderung mehr erhoht als f,. Aus (15) und (16) ergibt sich die
allgemeine Beziehung fiir die Frequenzdifferenz:

1 AJ AJ AJ
f=rf=fr0—fo- —(/131—1 "‘l132—22 +/133J—33)f30

2 Ji J
1 AJ AJ AJ
+ = (o1 == + =2 + i —= | o
2 Ji Jo J3 (17)
1 AJq
= f30 — foo — 3 (u31.f30 — M21./20) 7
1
1 A, 1 ATz
2 (3230 — M22f20) 52 (133 f30 — M23 f20) 7
Mit den speziellen Zahlenwerten aus (9), (13) und (14) gilt
A A A
fr— fo=1442,21 - 202,57 + 21,66i — 3,76£ — 137,72£ Hz.
Ji Jr J3
(18)

Daraus folgt, dass die Tragheitsmomente J, und J3 einen anderen tendenziellen
Einfluss als J; haben, und dass das Tragheitsmoment J3 die Frequenzdifferenz
wesentlich mehr beeinflusst als die anderen beiden. Bei der Verminderung von J,
und J3 um je 10% und bei der entsprechend groflen Erh6hung von J; , d. h. bei

AL AL AU

_ - =01 19
Ji J> J3 (19)

ist demnach etwa eine Differenz von f3 — f, = 256,0 Hz gegeniiber der bisherigen
Differenz von f3 — fo0 = (442,21 — 202,57)Hz = 239,64 Hz zu erwarten. Zum
Vergleich: Bei um 10 % veridnderten Triagheitsmomenten liefert die exakte Rechnung
die in Tabelle 1 angegebenen Werte. Dabei entsprechen die Trigheitsmomente bei
Variante 3 obiger Abschitzung.

Interessant ist, dass bei der exakten Losung der Frequenzgleichung bei Variante 1
eine noch grofere Frequenzdifferenz als bei Variante 3 zustande kommt. Dies liegt
daran, dass genau genommen die Eigenfrequenzen nicht linear von den Parame-
teranderungen abhingen. Es ist also moglich, den resonanzfreien Bereich durch
die Verminderung von J3 und die VergroBBerung von J; auf ca. 257 Hz zu erwei-
tern. Durch die Richtung der Verinderung von J, wird bestimmt, ob dieser Bereich
oberhalb oder unterhalb von f, beginnt.
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Tabelle 1: Genaue Eigenfrequenzen bei gegebenen Parametern
Var. | Jikgm® | J/kgm® | Js/kgm® | fo/Hz | fs/Hz | fs = fo/Hz
1 0,044 0,022 0,009 197,19 | 454,837 | 257,64
2 0,044 0,022 0,011 193,14 | 421,63 | 228,49
3 0,044 0,018 0,009 209,29 | 466,03 | 256,74
4 0,044 0,018 0,011 203,85 | 434,46 | 230,61

Es ist moglich, bei linearen Schwingungssystemen Sensitivititskoeffizienten
Ui zu berechnen, mit denen der Einfluss kleiner Anderungen eines k-ten
Masseparameters auf die i-te Eigenfrequenz beurteilt werden kann. In der
Umgebung eines Startmodells kann die GroBe der Anderung aller Eigenfre-
quenzen bei Parameterinderungen abgeschitzt werden. Damit lassen sich
niherungsweise solche Werte von Masseparametern berechnen, die Eigen-
frequenzen in einem geforderten Bereich ergeben. Eine quantitative Beur-
teilung ist auf Grund der nichtlinearen Zusammenhiinge bei grofien Pa-
rameterinderungen nicht berechtigt, aber bei schrittweiser Approximation
nur in mehreren Schritten moglich.
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6.9 Beschleunigung eines Flugzeugs beim
LandestoB

Die Beschleunigungen, die ein Flugzeug durch den LandestoB erfihrt, be-
einflussen wesentlich das Komfortempfinden der Passagiere. Obwohl in der
Praxis verschiedenste Flugzeugfahrwerke im Einsatz sind, kann der Verlauf
des LandestoBies durch ein einfaches Schwingungsmodell veranschaulicht
werden. *

Das im Bild 1 stark vereinfacht dargestellte Flugzeug mit der Gesamtmasse m sei
symmetrisch. Mit der Sinkgeschwindigkeit v, setzt es mit dem Hauptfahrwerk auf die
Landebahn auf. Das Fahrwerk ldsst sich mit dquivalenter Steifigkeit ¢ und Dampfung
b modellieren. (vgl. Bild 1).

Zur Vereinfachung der Berechnung wird angenommen, dass der Bremsvorgang
erst nach dem Abklingen des Landestofles eingeleitet wird. Auflerdem soll die
Auftriebskraft wihrend der Landung die Gewichtskraft vollstindig kompensieren.

o773

q
%
Bild 1: Einfaches Modell eines Flugzeugfahrwerks

Gegeben:

m =3,0-10"kg Gesamtmasse des Flugzeugs

¢ =1,0-10°N /m  Federkonstante des Fahrwerks

b =2,5-10°Ns/m Dimpfungskonstante des Fahrwerks

vy =3m/s Sinkgeschwindigkeit (Sinkrate) beim Aufsetzen

g =981 m/s? Erdbeschleunigung
Gesucht:

1) Die maximale Beschleunigung im Flugzeug nach dem Aufsetzen

2) Abhingigkeit der Beschleunigung vom Dampfungsgrad des Systems

*Autor: Zhirong Wang
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Lésung:
Zul):

Die Bewegungsgleichung des Berechnungsmodells (Bild 1) ist gemdf3 der vereinfa-
chenden Annahme eine lineare homogene Differentialgleichung

mg+dg+cq=0. (1)

Es werden die folgenden Bezeichnungen: ¢ die Abklingkonstante, wy die Eigenkreis-
frequenz des ungeddampften Systems, w, die Eigenkreisfrequenz des gedimpften
Systems und D der Dampfungsgrad (LEnrsches Dampfungsmal}) eingefiihrt bzw.
angewendet:

b 5
§=— wo=+l= D=-—, wi=woV1-D2. )
m

2m wo

Mit den gegebenen Daten der Aufgabenstellung ergeben sich die Zahlenwerte:
wy=5771/s, 6§=4,171/s, D=0,72. 3)
Fiir unterkritische Dampfung D < 1 ergibt sich die allgemeine Losung von (1)
q(t) = e (B cos wyt + C sinwgt), 4)

wobei B und C Integrationskonstanten sind und an die Anfangsbedingungen ange-
passt werden miissen. Aus den Anfangsbedingungen

9(0) =0; ¢(0) = vy, o)

ergeben sich die Integrationskonstanten B = 0 und C = v;/w, und schlieBlich folgt
der Schwingungsverlauf des Flugzeugs

g(t) = Ce 'sinwgt mit C=—. ©

Die ein- bzw. zweimalige Ableitung von ¢(¢) nach der Zeit und einige Umformulie-
rungen liefern die Schwingungsgeschwindigkeit und -beschleunigung:

g(t) = Ce ™" wy (V1= D? coswyt — Dsinwgt) , (7)
j(t) = Ce ™"} [@2D? = 1)sinwyt = 2D V1 - D? coswyt] - (8)

Der Ruck des Flugzeuges ist demnach
(1) = Ce ™™ i | (4D* = 1) V1 = D2 cos wyt + (3D — 4D sinwgt| . (9)

Im Bild 2 sind die Verldufe der Beschleunigung fiir verschiedene Dampfungsmafie
dargestellt. Es ist zu erkennen, dass fiir die gegebenen Zahlenwerte die maximale
Beschleunigung zum Zeitpunkt des Aufsetzens auftritt:

Gimax = §(0) = —v2Dwy = —25,0m/s>.
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Normierte Beschleunigung a(t)/(C- mS)

Eigenzeitt = 0y t

Bild 2: Beschleunigung des Flugzeugkorpers bei unterschiedlicher Dimpfung

Zu 2):

Die maximale Beschleunigung des Flugzeugs tritt entweder zum Zeitpunkt des
Aufsetzens (¢ = 0) oder zu einem spiteren Zeitpunkt bei einem globalen Betragsma-
ximum auf. Aus (9) und g(7) = 0 ergibt sich der Zeitpunkt

4D - 3D ]
@p2-HV1-D2)
Auswertung von (10) ergibt, dass die maximale Beschleunigung des Flugzeugs fiir
D > 0,5 zum Zeitpunkt des Aufsetzens (# = 0) und ansonsten zu einem spiteren Zeit-

punkt gemif (10) auftritt. Der Arkuskotangens lisst sich bei D < 0,5 ndherungsweise
berechnen und die Gleichung (10) vereinfacht sich zu

(10)

1
lex = — arccot(
wq

1 (m
x~ —|=—-3D]. 11
! w(23) an

Die auftretenden maximalen Beschleunigungen (dyax in m/s?) beim Landestof in
Abhingigkeit vom Dampfungsgrad werden wie folgt zusammengefasst:

D ‘ 0.0 0,1 0.2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

-1732 15,24 -14,22 -14,09 -14,95 -17.,32 -20,78 -24,25 -27,71 -31,18

amax

Das Beispiel veranschaulicht die Wirkung des Fahrwerkdimpfers auf den
Beschleunigungsverlauf beim Landestof. Die Dampfung beeinflusst den Auf-
trittszeitpunkt, jedoch kaum die Amplitude der maximalen Beschleunigung.
Bei sehr starker Diampfung (D > 0,5) tritt die maximale Beschleunigung zum
Zeitpunkt des Aufsetzens auf, ansonsten zu einem spiiteren Zeitpunkt. Um
das Problem grundsitzlich zu losen, miissen nichtlineare Dampfer, deren
Déampfungsverhalten vom Einfederweg abhiingt, eingesetzt werden.



7 Nichtlineare und selbsterregte
Schwinger

7.1 Zur Kinetik einer Kardanwelle

Eine Kardanwelle (auch Kreuzgelenkwelle genannt) als Standard-Maschi-
nenelement ermdglicht die Umleitung eines Drehmomentes iiber zwei nicht
fluchtende Wellen, wenn Winkelversatz und paralleler Achsversatz auftre-
ten. Beispiele fiir ihren Einsatz finden sich unter anderem beim Antrieb von
Schleppern landwirtschaftlicher Maschinen oder im Antrieb vom Zweira-
dern. In dieser Aufgabe sollen die kinematischen Verhiiltnisse eines Kreuz-
gelenkes analysiert werden. Zwei Kreuzgelenke werden zur Kardanwelle
kombiniert und die daraus resultierende ungleichformige Abtriebshewegung
einschlieBlich schwankender Drehmomente genauer untersucht. *

Die Kardanwelle im Bild 1 enthilt zwei Kreuzgelenke. Beide Gelenke besitzen den
gleichen Beugungswinkel (@ =/) und die Gabeln der Zwischenwelle liegen in einer
Ebene. An- und Abtriebswelle liegen bei idealem Einbau mit der Zwischenwelle in
einer Ebene. In dieser Konstellation ergibt sich trotz Winkel- und Achsversatz eine
gleichmiiBige Ubersetzung vom Antrieb zum Abtrieb, obwohl sich die Zwischen-
welle mit einer anderen und wechselnden Winkelgeschwindigkeit dreht als An- und
Abtrieb.

Antrieb LB A oer——

Bild 1: Rdumliche Darstellung einer Kardanwelle

Gegeben:
n = 600min~! Antriebsdrehzahl (entspricht Q = 207s™!)
a =10° Beugungswinkel des antriebsseitigen Kardangelenkes
B =10°20°50° Beugungswinkel des Kardangelenkes zum Abtrieb
M, =36Nm Konstantanteil des Abtriebsdrehmoments M,
M, =17Nm Wechselamplitude des Abtriebsdrehmoments My,
J =0,26kgm? Massentrigheitsmoment der Zwischenwelle

*Autor: Thomas Thiimmel
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Im Bild 2 ist ein separates Kreuzgelenk mit An- und Abtrieb (kdnnte auch die
Zwischenwelle sein) dargestellt. An beiden Wellen ist jeweils ein raumfestes Ko-
ordinatensystem (KOS) angebracht. Die Abtriebswelle schlie3t mit der x-Achse
der Antriebswelle den Beugungswinkel « ein und wird iiber das Kreuzgelenk mit
ungleichmiBiger Ubersetzung bewegt. Das o x-,-0z-KOS = a-KOS entsteht durch
eine Drehung des ;x-;y-;z-KOS= I-KOS um die y-Achse (mit dem Winkel ). Der
Abtrieb dreht sich mit dem Winkel ¢, um die ,x-Achse. Die Drehung ist mit Zwang-
lauf an die Antriebsdrehung gekoppelt. Die Punkte P und Q an den jeweiligen
Gabeln kennzeichnen die Anfangslage des Kreuzgelenkes, wohingegen die mit Stern
gekennzeichnete Lage einen um den Winkel ¢; bzw. ¢, verdrehten Zustand darstellt.

1y =a)
P Abtrieb

™) ¢ !

2

\» 7
Antrieb

Bild 2: Geometrische Verhiltnisse und Parameter im Kardangelenk

Gesucht:

1) Winkelbeziehung ¢» = ¢,(¢1, @) am separaten Kardangelenk entsprechend
Bild 2

2) Zusammenhang zwischen der Winkelgeschwindigkeit ¢, am Abtrieb und ¢;
am Antrieb

3) Ungleichformigkeitsgrad am separaten Kardangelenk ¢ = (¢2 max — ¢2min)/ €2
mit @omirel = L2 bei ¢ = Q = const.

4) Winkelbeziehung fiir die komplette Kardanwelle mit zwei verschiedenen Beu-
gungswinkeln @ und S, d. h. Formel fiir ¢,, = @.5(¢, @, )

5) Grafische Darstellung zum Verlauf der auf ¢ bezogenen Winkelgeschwindig-
keiten ¢, und ¢/, iiber dem Antriebswinkel ¢ im Intervall von O bis 360°
bei einem Beugungswinkel von a = 10°, speziell dazu ¢, bei Variation des
Beugungswinkels am zweiten Kardangelenk mit 8 = 10° und 20°
Zusitzlich: Bild fiir ¢}, () bei einem Beugungswinkel von g = 50° (andere
Skalierung)

6) Antriebsmoment der Kardanwelle bei konstanter Antriebsdrehzahl (¢ = Q),
mit dem Lastmoment My, = M, + M}, cos 3¢ und mit der Drehtrigheit der
Zwischenwelle J. Substitution J, () = 2J ¢, ¢\, und Zwischenschritt ¢,
nutzen
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7) Grafik zum Verlauf von M,,(¢), Fourierentwicklung fiir M,,(¢) und Darstel-
lung des Fourierspektrums bis zur 8. Erregerordnung (EO)

Lésung:

Zul):

Zuerst werden die Koordinaten der Punkte P*(¢;) bzw. Q*(¢,) im verdrehten Zustand
mit Index * berechnet, dabei wird Q* zunéchst im @-KOS angegeben. Dann werden
beide im /-KOS darstellt und die Orthogonalititsbedingung am Kardankreuz genutzt.

Ein anderer Weg zur Kardanformel wird von Miiller-Slany beschrieben [68, Aufgabe
4.17, S. 208-212].

Aufgrund der gegebenen Geometrie lauten die Koordinaten von P im 7-KOS

0
rp = |R| - (D
0
Der Punkt P* entsteht durch eine ebene Drehung des Ortsvektors mit dem Winkel

¢ um die ;x-Achse. Mit der Drehmatrix A;(¢;) [25, Kap.2.2.1] berechnen sich die
Koordinaten von P* zu

1 0 0 0 0
rpe = A1) - 1rp = |0 cosg; —sing; | [R| =R|cos¢ | - 2)
0 sing; cosg 0 sin ¢y

Den Punkt Q beschreibt im gedrehten a-KOS der Vektor

=)

oo =101 - (3)

=

Der Punkt Q" entsteht durch eine ebene Drehung des Ortsvektors mit dem Winkel ¢,
um die ,x-Achse. Mit der Drehmatrix A{(y;) berechnen sich die Koordinaten von
Q" im ,-KOS zu

1 0 0 0 0
ol = A1(@2) - afo = |0 cosgy —sing| |0| =R|-sing,| - 4)
0 singy, cos¢s R CoS ¢

Da die Koordinaten im /-System gesucht sind, miissen die eben ermittelten Koordi-
naten von Q" aus dem a-System durch eine ebene Drehung des Koordinatensystems
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um die y-Achse mit der Drehmatrix A,,(a@) transformiert werden:

cosa 0 sina 0 sin @ cos ¢;
g =Ap(@)-ofgr =Rl 0 1 0 |'|=sing|=R| —sing,
—sina 0 cosa] | cos¢p COS @ COS ¢

®)

Die Forderung, dass beide Ortsvektoren senkrecht zueinander stehen (Kreuzgelenk!),
entspricht dem Verschwinden des Skalarproduktes und es folgt:

0 ! cos ¢ sina

1",4Z*'1"Q*=R2 cosgm‘ l —sing, ;0, (6)
sin ¢ COS pr COS @

0 = —cos g sing, + sing; cos ¢, cos @ . (7)

Vereinfachen liefert die Beziehung zwischen den Winkeln am separaten Kreuzgelenk

tan ¢, = tan g cos . (8)

Zu 2):

Differenzieren von (8) nach der Zeit und nochmaliges Einsetzen von tan ¢, aus (8)
ergibt:

d d
—tang, = — tang; cosa, 9
3 A = g tang cosa )
, . cosa
@o(1 +tan’ @) = 1 ——, (10)
cos? ¢
® . cosa
— @ (1 + (tan ¢, cosa)z) =p—- (11
cos? ¢
Auflésen nach ¢, und Nutzung trigonometrischer Beziehungen liefert
cos @ cos
0 =@ : =¢ ; ——. (12)
cos? ¢ + sin® ¢, cos? @ " sin? @1 sin®
Mit den Substitutionen a = cos e und b = sin” a entsteht das Ergebnis
S a ., 0p a
=gy =P — Mt ¢h= =—— = ————. (13)
’ 1 - b sin’ ¢ 7 d¢r 1-bsin? 1

Fiir die spiter bendtigte partielle Ableitung ¢ folgt damit

0¢) 0 ( a ) 2 2
V= — = — |———— | = —a(l - b sin % . (-2bsing; cos R
2 0p1 091 \1-b sin® ¢, ( o preos¢n)

(14)
,  0%py 2ab sing; cos g,
@1 (1 — b sin gol)
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Zu 3):

Aus (13) mit positivem ¢, geht hervor, dass ¢, maximal wird, wenn sin® ¢; maximal
ist, also den Wert 1 annimmt. Weiterhin ist ¢, minimal, wenn sin ¢; = 0 gilt. Es wird

als mittlere Winkelgeschwindigkeit die konstante Antriebswinkelgeschwindigkeit
2

¢ = £ angenommen. Es folgt mit den Substitutionen a = cos @ und b = sin” @ und
a® = (1-b):

; a 1 .

Prmax = ——2=—-0Q und  @rmin =aQ. (16)

1-b a
Damit ergibt sich insgesamt mit der Voraussetzung 0 < @ < 90°
D2 max — P2 min 1 b in” .
§= Lrmax ~Pomin 12 _SMA_ L sine. (17)
= Q a a CcOoS @ ——

Mit den Zahlenwerten fiir den Beugungswinkel « folgen fiir den Ungleichférmig-
keitsgrad die Werte entsprechend der Tabelle. Fiir « = 60° wird bereits ein Wert
grofBer als Eins erreicht.

Beugungswinkel « 01| 10° 20° 30° 50° | 60°
Ungleichférmigkeitsgrad ¢ | 0 | 0,031 | 0,125 | 0,289 | 0913 | 1,5

Zu 4):

Fiir die Kardanwelle im Bild 1 mit zwei {iber eine Zwischenwelle gekoppelten
Kardangelenken resultiert die Abtriebsdrehung aus zweimaliger Anwendung von
(8), so dass sich die mit dem Kosinus schwankenden Ubersetzungen bei gleichem
Beugungswinkel autheben. Bei der ersten Anwendung gilt ¢; = ¢ = @an, ©2 = @y
und bei der zweiten Anwendung ¢ = —@ah, P2 = —¢,w sowie @ = . Die Gabeln der
Zwischenwelle miissen dabei in der gleichen Ebene liegen:

tang,, = cosa tang und tane,, = cosfB tang,,, (18)
cos
tan @, = @tango. (19)
Zu 5):

Die Projektion eines beliebigen Winkels y auf den Antriebswinkel ¢ entspricht einer
bezogenen Winkelgeschwindigkeit y '

0
Mit y' =L gt y=y'¢ bzw. 7y’ =2L. (20)
7 ¢
So folgen fiir die Kardanwelle die bezogenen Winkelgeschwindigkeiten ¢, und ¢,
im Bild 3 aus (18) und (19), vgl. dazu auch (13). Es gilt:

, 0pn cos 21
w ¢ 1-sin*acos?y
, 0@ar 0y, cosfB ,

‘pab = - = ‘pzw . (22)

~ dp O 1- sinzﬂ sin’ Orw
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Bild 3: Normierte Winkelgeschwindigkeiten der Kardanwelle (@ = 10°)

Die Grafik im Bild 3 verwendet immer den Beugungswinkel von @ = 10°. Die
normierte Winkelgeschwindigkeit ¢}, bei Variation des Beugungswinkels 8 am
zweiten Kardangelenk bezeugt bei g = 10° die vollstindige Kompensation. Das
untere Teilbild mit ¢, (8 = 50°) weist auf die deutliche Asymmetrie fiir groere
Beugungswinkel hin.

Zu 6):

Die Kinetik der Kardanwelle lésst sich mit Hilfe des Modells Ebener zwangléiufiger
Starrkorper-Mechanismus mit einem Freiheitsgrad beschreiben [25, Kap.2.4.2.1],
[89]. Unter der Annahme konstanter Antriebswinkelgeschwindigkeit ¢ =Q gilt die
Differentialgleichung

1 7 .
E Jred (‘10) ‘QZ = Mred (()0’ ‘10’ t)- (23)

Mit dem Trigheitsmoment J, dem Lastmoment M,, = M, + M} cos 3¢ und der
Einbaubedingung a = g bzw. ¢/, = 1, sowie mit der Kinematikbeziehung von (15)
fiir ¢}, folgt:

Miea (@, @, 1) = My + M, + My, cos 3¢, (24)
Jiea () = J - (@)* und Tl (@) = 2J @l @i - (25)
Nach dem Einsetzen ergibt sich fiir das Antriebsmoment

Man () = J @)y, @l 2 = (M + M), cos 3¢). (26)
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Der Term ¢}, ¢, lautet nach einigen Umformungen

., a*b sin2¢
(1 = b sin” @)

und kann wegen b = sin* @ < 1 mit dem Nenner gleich 1 angenihert werden, so
dass fiir das Antriebsmoment die Dominanz der 2. Erregerordnung (EO) durch die

Triagheitswirkung und der 3. EO durch das Lastmoment erkennbar wird.

My, (@) ~ Ja* b sin2¢ — (M, + M, cos 3¢). (28)

Zu7):

Das wechselnde Antriebsmoment enthilt als periodische Funktion viele Erreger-
harmonische, wobei wie unter 6.) abgeleitet, der Gleichanteil (gestrichelte Linie im
Bild 4 oben, Balken bei Frequenz 0 im Bild 4 unten) sowie die 2. EO und 3. EO
dominieren. Der Gleichanteil von ca. 36 Nm resultiert aus dem Konstantanteil M,
des Lastmomentes, die 3. EO im Wesentlichen aus M;,. Wegen der Drehzahl von
600 min~! betrigt die Grundfrequenz (1. EO) 10 Hz, die Frequenz der 2. EO 20 Hz
usw. Beachtenswert erscheint, dass mit den im Beispiel verwendeten Parameterwer-
ten infolge der Zwischenwellentrdgheit J das Antriecbsmoment zeitweise auch das
Vorzeichen wechseln kann, was unter Umstidnden einen Kontaktverlust und Stofl im
spielbehafteten Antriebsstrang auslost.

Durch Umleitung einer Drehbewegung iiber einen Beugungswinkel zweier
Wellen mit Hilfe eines Kreuzgelenkes entsteht eine ungleichm:iBige Uber-
setzung bzw. eine schwankende Abtriebswinkelgeschwindigkeit trotz gleich-
miBiger Antriebsbewegung. Ein richtiger Zusammenbau von zwei Gelen-
ken mit einer Zwischenwelle kompensiert diese ungleichmiiige Uberset-
zung vollstindig. Dennoch dreht die Zwischenwelle ungleichformig, sodass

20
M. O = N =
an Antriebsmoment
Nm | / _ N\ ~——
-40
-80 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 Winkel (pan/Grad 350
T T T T T
M 40 36,08 3145 -
"an. FOURIER-Reihe zu M,
Nm 17,04
20 - .
0,29
0,06 004 0,02 002 ab 80 Hz < 0,02
20 40 60 80 120

Frequenz f/ Hz

Bild 4: Antriebsmoment der Kardanwelle unter Wechsellast und diskrete Werte des
Spektrums
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durch deren Drehtrigheit ein Wechselanteil im Drehmoment an der An-
triebswelle entsteht. Charakteristisch fiir Gelenkwellen ist dabei eine do-
minante zweite Ordnung. Damit konnen Torsionsschwingungen angeregt
werden. Durch die hoheren Harmonischen dieses periodischen Antriebsmo-
mentes besteht auch die Gefahr zu Resonanzen hoherer Ordnung mit einer
Eigenfrequenz im Antriebsstrang.

Weiterfiihrende Literatur

[29] Duditza, F.: Kardangelenkgetriebe und ihre Anwendungen. VDI Verlag, 1973.

[52] Laschet, A.: Simulation von Antriebssystemen. Modellbildung der Schwin-
gungssysteme und Beispiele aus der Antriebstechnik. Berlin, Heidelberg:
Springer-Verlag, 1988.

[68] Miiller-Slany, H. H.: Aufgaben und Losungsmethodik Technische Mechanik.
Springer Vieweg Verlag, 2015.

[89] VDI-Richtlinie 2149: Getriebedynamik, Blatt 1 - Starrkorper-Mechanismen.
Beuth Verlag. 2008.

[90] VDI-Richtlinie 2722: Gelenkwellen und Gelenkwellenstringe mit Kreuzge-
lenken. Norm. Beuth Verlag. 2003.

Links im Internet:

http://www.klein-gelenkwellen.de
http://www.elbe-gmbh.de/pdf
http://www.schweizer-fn.de/antrieb/gelenkwelle/gelenkwelle.php
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7.2 Reibungsschwingungen in einem
Positionierantrieb

In Schwingungssystemen mit trockener Reibung konnen selbsterregte Frik-
tionsschwingungen entstehen, die durch ruckartige Bewegungen gekenn-
zeichnet sind. Solche Schwingungen miissen insbesondere dann vermieden
werden, wenn es auf eine genaue Positionierung der angetriebenen Massen
ankommt. Zur Bestimmung der Entstehungsbedingungen dieser Schwin-
gungen ist die stark nichtlineare Bewegungsgleichung abschnittsweise zu 16-
sen. *

Bild 1 stellt das Modell eines Positionierantriebes dar, der durch trockene Reibung
beeinflusst ist. Die Koordinate u(7) charakterisiert den Antriebsweg und fiithrt im
Anlauf eine gleichmifig beschleunigte Bewegung aus. Das zu bewegende Element
hat die Masse m. Die im Antrieb vorhandene Elastizitit ist in der Feder mit der
Steifigkeit ¢ zusammengefasst. F' ist die aus der trockenen Reibung herrithrende
Gegenkraft. Fiir den Zustand des Gleitens soll Fi = const. gelten. Im Fall des
Haftens ist F eine Reaktionskraft, deren Gro3e durch Fy nach oben begrenzt ist.
Aus physikalischen Griinden gilt im Fall des Losbrechens Fi < Fy, was hier wegen
der Konstanz der Gleitreibkraft fiir alle Gleitgeschwindigkeiten erfiillt ist. [y ist die
Linge der ungedehnten Feder.

/S

Bild 1: Minimalmodell eines Positionierantriebs

Gegeben:
m = 1200kg Masse des Maschinentisches
¢ =80MN/m Federsteifigkeit des Antriebs, auf eine Axialsteifigkeit
reduziert
a=0,0167m/s’ Konstante Beschleunigung der Antriebsbewegung
Fy =1200N Maximale Haftreibkraft

Fr=09Fy;0,7Fy Gleitreibkraft mit Werten fiir zwei zu betrachtende Fille

*Autor: Uwe Schreiber, Quelle [43, Aufgabe 32]
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Gesucht:
1) Verldufe von Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung
2) Bedingungen fiir das Entstehen selbsterregter Schwingungen
3) Abschitzung der erreichbaren Positioniergenauigkeit in allgemeiner Form
4) Ergebnisse mittels geeigneter Berechnungssoftware fiir die gegebenen Para-
meterwerte
Lésung:
Zul):

Das Bewegungsgesetz fiir den FederfuBpunkt # mit konstanter Beschleunigung a als
Funktion der Zeit ¢ lautet

an

u(t) = 2t . (1)
Infolge der Haftung kann sich die Masse m erst in Bewegung setzen, wenn die Feder
eine Vorspannkraft tibertrigt, die die maximale Haftkraft Fy iiberschreitet. Die darauf
folgende Schwingung wird nur dann weiter angefacht, wenn die Geschwindigkeit
der Masse m wieder den Wert null erreicht, so dass die Feder erneut auf eine Kraft
Fy vorgespannt wird. Ist das nicht der Fall, so kommt die der Grundbewegung u(f)
tiberlagerte lineare Schwingung infolge der (hier unberiicksichtigten) Dampfung zur
Ruhe.

Die Bewegungsgleichung (2) des Schwingungssystems fiir den Gleitzustand lésst
sich durch Freischneiden der Masse und Antragen der Schnittkréifte sowie der
d’ Alembertschen Trigheitskraft (vgl. Bild 2) leicht angeben:

mi + c[x — u(t)] + Fr = 0. @)
Fr

O"i"“' -

Bild 2: Kriftebild an der gleitenden Masse

cx—u(t)]

Die Vorzeichen der Reibkrifte sind von der Bewegungsrichtung (Vorzeichen der
Geschwindigkeit) abhiingig. Bei dieser Aufgabe wird nur die Bewegung der Masse
vom Losbrechen bis zum nichsten Liegenbleiben betrachtet. In dieser Etappe dndert
sich das Vorzeichen der Geschwindigkeit nicht. So kann auf die Fallunterscheidung
beziiglich der Vorzeichen der Reibkrifte in der ersten Etappe verzichtet werden. Fiir
das Losrutschen wird x > 0 angenommen.

Mit (1) und der Eigenkreisfrequenz w = +/c/m ergibt sich aus (2)

F 1
F+wix = ——2 4 —wlal?. 3)
m 2
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Die Anfangsbedingungen sind mit (4) gegeben:
x(to) =0, x(1) =0, “4)

wobei nach oben gesagtem der Zeitpunkt ¢y aus dem statischen Kraftgleichgewicht
fur F = Fy (vgl. Bild 2) nach (5) berechnet wird.

—cu(ty) + Fy =0 )

c u(tp)
— O <—
Bild 3: Kriftebild an der haftenden Masse
Mit (1) ergibt sich daraus die Zeit

2F
fo= | —2. (6)
ca

Zur Losung der Differentialgleichung (3) mit den Anfangsbedingungen (4) bietet
sich die Aufteilung in die homogene und partikulire Losung an. Die homogene
Losung lautet

xp = Acosw(t —ty) + Bsinw(t — 1), (7

wobei die Zeitverschiebung ¢ — 7y im Hinblick auf die spitere Anpassung an die
Anfangsbedingung gewihlt wurde. Fiir die partikuldre Losung wird ein Ansatz vom
Typ der rechten Seite gemacht. Da —Z& + 1w?ar® ein Polynom 2. Ordnung ist, wird
der Ansatz

x,,:C2t2+C1t+Co ()

gewdhlt. Wird dieser in die Differentialgleichung (3) eingesetzt, so ergeben sich
durch Koeffizientenvergleich die Gleichungen

F
Cow*t? = wzgtz, Clw*t=0,  2C,+Cow? = nf 9)

woraus sich die Konstanten

| (F
=2, ¢;=0 und CO———Z(—R+a)
w m

berechnen lassen. Die Gesamtlosung aus homogenem und partikuldrem Anteil lautet
somit

| (F
(1) = A cos w(t — to) + Bsinw(t — to) + o — — (—R + a) (10)
2 wr\m

Die Geschwindigkeit folgt aus der Ableitung

X(t) = —Asinw(t — tg) + Bcosw(t — 1) + at . (11
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Wird die Erfiillung der Anfangsbedingungen (4) von den Gleichungen (10) und (11)
gefordert, ergibt sich:

1 (F
x(to)=A+gt(2)——(—R+a), X(to) = wB +aty = 0, (12)
2 w* \'m
woraus mit Einsetzen von ¢y gemil (6)

A:M+i:i(l+ﬂ)’

c W w? ma (13)
a 2FH a 2FH
B = - —_— ——2 —_—
w VN ca ?* N ma
folgt. Somit lautet die Gesamtlosung:
Fr—F
x(1) = %[(1+ R H)cosw(t—to)—
w ma
(14)
[2F 1 F
- —Hsinw(t—t0)+—(wt)2—(—k+a) s
ma 2 m
Fr—F 2F
=2 —(1 + IR H)sinw(t—to)— 2 cosw(t—to) + wr|,  (15)
w ma ma
Fr—F 2F
i) =a —(1+ R H)cosw(l—to)+ w/—Hsinw(z—to)Jrl}. (16)
ma ma
Zu2):

Die Bedingungen i(#)) = 0 und ¥(fyp) = O seien gleichzeitig nach einer Rutsch-
phase mit x > O fiir r = ¢; erfiillt. Zur Trennung der Einfliisse werden geméif} der
Aufgabenstellung folgende Parameter eingefiihrt:

Fy Fr
= — = —, 1
b ol Fr (17)
Mit @ = w(t; — tp) = w(t) und (6) werden fiir x(¢;) = 0 und X(¢;) = O:
—[b(1 =B) = 1]sina + V2bcosa = a + V2b, (18)
—[b(1 =B)—1]cosa+ V2bsina = —1. (19)

Durch Auflosen dieser Gleichungen nach b und g ergibt sich eine Parameterdarstel-
lung fiir die durch die Koordinaten b; 8 bestimmte Grenzkurve zwischen Stabilitts-
und Instabilitdtsbereich:

l(acosa—sina/)2 1[1_ 1+ \/ﬂcosa]

b:— :l——
2 1-cosa P b

(20)
cos @
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LE 1.2 gedampfte

~ Schwingungen

L

| 08} =555

0.4 F
selbsterregte
Schwingungen
O a= 5'1 L 1 L 1 L 1 L 1 L )
40 80 120 160 200 240
b=F,/ma

Bild 4: Grenzkurve zwischen stabilem und instabilem Bereich

Es gilt #; — tp > 0 und somit & > 0. Wegen 0 < 8 < 1 ist der physikalisch sinnvolle
Bereich von a weiter eingeschriinkt: 5,0825 < a < 27.

Die Grenzkurve ist in Bild 4 dargestellt. Sie ist unabhéngig von der Steifigkeit des
Antriebs. Die sogenannte Stabilitétskarte verdeutlicht die bekannte Erscheinung, dass
selbsterregte Reibungsschwingungen umso eher zu erwarten sind, je kleiner das Ver-
hiltnis zwischen Reib- und maximaler Haftkraft ist. Diese als Stick-Slip bezeichneten
Reibungsschwingungen storen das ordnungsgeméfe Arbeiten eines Positionieran-
triebes erheblich. Fiir alle Parameterkombinationen oberhalb der Grenzkurve ergibt
sich eine gedampfte Schwingung (die in jedem System enthaltene Dampfung wur-
de hier in den Bewegungsgleichungen nicht beriicksichtigt). Fiir geniigend grof3e
Beschleunigungen (b < 9,42) treten nur geddmpfte Schwingungen auf.

Zu 3):

Die Strecke, die ein Antrieb aus dem Stand bis zum néchsten Stillstand wenigstens
zuriicklegt, ist ein MaB fiir die Positioniergenauigkeit: Da kleinere Strecken nicht
zuriickgelegt werden konnen, ldsst sich eine gewiinschte Position im ungiinstigsten
Fall nur bis auf den halben Wert dieser Strecke genau anfahren. Um moglichst wenig
Strecke zuriickzulegen, wird sehr langsam gefahren, so dass fiir diese Betrachtung
fiir die Beschleunigung a = 0 angenommen werden kann. Fiir u(¢) in (2) wird u(#)
gemal (5) gesetzt. Es ergibt sich:

mi+cx—Fyg+Fr=0, 21
Fy-F
¥+ wix =tk (22)
c
Aus der Losung (14) folgt fiir a = 0:

1 [Fr—F F Fr—F F

x(1) = — [ cosw(t—1y) - — | = “— cosw(t—t) — —.  (23)
w m c c
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Es ergibt sich der Weg fiir eine halbe Schwingung (nach welcher die Geschwindigkeit
erneut den Wert null erreicht und die Masse wieder zum Stehen kommt) aus der
Differenz der Positionen:

M (24)

x(tzto + E) —x(t=1y) =2

w
Die Hiilfte der nach (24) zuriickgelegten Strecke beschriinkt die Positioniergenauig-
keit. Diese ist damit beziiglich der mechanischen Komponenten nur von den Reib-
und Steifigkeitsverhiltnissen des Antriebs abhingig. Geringere Unterschiede zwi-
schen Haft- und Gleitreibung oder eine hohere Steifigkeit des Antriebs konnen die
Abweichungen beim Positionieren verringern und somit die Positioniergenauigkeit
verbessern.

Zu4):
Bild 5 zeigt das Modell des Antriebs in SimulationX.

presetl springl massl absFrictionl
—+
—+

Bild 5: Minimalmodell des Positionierantriebs in SimulationX

— Geschwindigkeit-m, , F.=0,9F,
****** Geschwindigkeit—mz, F.=0,7F,
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Bild 6: Geschwindigkeitsverlauf bei verschiedenen Reibkraftverhiltnissen: durch-
gezogen — ohne Stick-Slip-Schwingung (stabiles Verhalten), gestrichelt mit
Stick-Slip-Schwingung (instabiles Verhalten zu Beginn)

Die gegebenen Parameterwerte entsprechen den Punkten (60; 0,9) bzw. (60; 0,7) der
Stabilititskarte, wobei nur der zweite im Bereich selbsterregter Schwingungen liegt
(vgl. Bild 4).

Die in Bild 6 dargestellten Zeitverldufe der Geschwindigkeiten der Masse bestitigen
dies: Fiir das Verhiltnis der Reibkrifte von 0,7 kommt es zu Beginn zu selbsterregten
Schwingungen. Die Masse erreicht die Geschwindigkeit null und bleibt liegen.
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Nach dem Losbrechen schwingt sie mit groeren Amplituden als zuvor, was einer
Anfachung der Schwingung entspricht. Im anderen Fall geschieht dies nicht.

Bild 7 zeigt, dass die analytische Losung gemil3 (14) das Verhalten des Antriebs
lediglich ab der Zeit des Losbrechens (#p = 0,042 43 s) bis zum néchsten Liegenblei-
ben (Geschwindigkeit v = 0 bei ca. 0,06 s) zutreffend beschreibt, was fiir die Suche
der Grenzkurve zwischen stabilem und instabilem Verhalten jedoch ausreichend ist.

---0--- Geschwindigkeit - mass2.v, FR=0.7FH
Geschwindigkeit analytisch, FR=0.7FH

0.004
m/s
0.002
0.001
0.000
-0.001

-0.002 ! | | \ \ |
0.00 0.02 004 006 008 010 0.125s 0.14

Bild 7: Vergleich Simulationsergebnis und analytische Losung

Bei Positioniervorgingen kann es zu unerwiinschten Stick-Slip-Schwingung-
en kommen. Eine von der Antriebssteifigkeit unabhiingige Grenzkurve trennt
den Parameterbereich selbsterregter und geddmpfter Schwingungen ab. Die

erreichbare Positioniergenauigkeit ist beziiglich der mechanischen Eigen-
schaften abhéngig von den Reib- und Steifigkeitsverhiltnissen. Eine Verrin-
gerung des Unterschieds zwischen Haft- und Gleitreibung oder eine Vergro-
Berung der Steifigkeit des Antriebs konnen die Positioniergenauigkeit erho-
hen.

Weiterfiihrende Literatur
[4] Autorenkollektiv ITI: Handbuch SimulationX. Dresden, 2015.
www.simulationx.com.

[16] Danek, O., G. Nickl und H. Berthold: Selbsterregte Schwingungen an Werk-
zeugmaschinen. Berlin: VEB Verlag Technik, 1962.

[86] Tobias, S. A.: Schwingungen an Werkzeugmaschinen. Miinchen: Carl Hanser
Verlag, 1961.
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7.3 Nichtlineare Schwingungen eines
Vibrationstisches

Vibrationstische dienen der Verdichtung von Formbeton. Zur Verringerung
der Krifte auf das Fundament werden Gegenschwingmassen verwendet, die
die Massenkriifte ausgleichen. Die Nichtlinearitiit der verwendeten Gummi-
federn wird bewusst genutzt, um eine weitgehende Unempfindlichkeit der
Amplitude gegeniiber Parameterinderungen (z.B. der Formmasse) zu er-
reichen. *

Die schematische Darstellung eines Vibrationstisches zur Verdichtung von Formbeton
zeigt Bild 1. Der Tisch wird durch einen angeflanschten Schwingungserreger, der
nach dem Unwuchtprinzip arbeitet, erregt.

—
@ y% -

elastische Form
Schlagplatten Unwuchterreger Pufferelemente Fundament

bewegliche
Gestellfeder beweglicher Tisch Gegenschwingmasse

Bild 1: Skizze des Vibrationstisches
Uber Pufferelemente, deren Federkraft sich mit dem Federweg s aus der nichtlinearen
Beziehung
Fy = ¢y - s(1 + s*/a?) (1)

ergibt, ist eine Gegenschwingmasse angelenkt.

Gegeben:
m; = 440kg Gesamtmasse von Unwuchterreger, Vibrationstisch und Form
my = 440kg Gegenschwingmasse
¢y = 2MN/m Steifigkeit der Gestellfeder
0 = 20 MN/m Linearer Anteil des Federgesetzes der Pufferelemente

a =o00; 3; Imm Parameter der Nichtlinearitét nach (1), beginnend bei linear
iiber leicht nichtlinear bis deutlich nichtlinear

D, =0,05 Diampfungsgrad fiir die 2. Eigenschwingform
F =24kN Amplitude der Erregerkraft

*Autor: Uwe Schreiber, Quelle [43, Aufgabe 61]
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Gesucht:
1) Eigenfrequenzen des linearisierten, ungedampften Systems

2) Dampfungskonstanten b; und b, (proportional zu den linearen Steifigkeits-
werten angesetzt), so dass der vorgeschriebene Ddmpfungsgrad D, erreicht
wird

3) Schwingungsamplitude §; des Vibrationstisches iiber der Erregerdrehzahl
Q fiir die mit a gegebenen verschiedenen Stdrken der Nichtlinearitédt der
Pufferfedern

Lésung:
Zul):

Die Bewegungsgleichungen fiir das im Bild 2 skizzierte Modell lassen sich unter
Nutzung von (1) in Matrixform wie folgt darstellen:

Iml OHZ]}}Jr by + by —bz} I%]Jr{cl +c0 —C20||q1 +
0 ma]|go -by by || —c0 ¢ |lg2
B Y
ool oz o s
—Cc20 20 |92 a 7
m
¢ FsinQt / 1 Cppr@ m,
| | /
| |
—>| |
| |
| |
I o 4 |
q1 q2

Bild 2: Modell des Schwingungssystems

Eigenfrequenzen konnen nur fiir lineare Systeme berechnet werden. Fiir kleine
Auslenkungen der nichtlinearen Pufferfeder kann der nichtlineare Term (g; — ¢2)* zu
Null gesetzt werden. Ohne Beriicksichtigung der Dampfungsterme ist zur Ermittlung
der Eigenwerte das Eigenwertproblem

bRl
—c 0 m]) |42 0
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zu losen. Die charakteristische Gleichung liefert die Eigenfrequenzen des linearisier-
ten Systems:

fi= _749Hz, = - 48,60Hz.
2 2r

Zu 2):

Analog zur Aufgabe 4.3 werden die Dampferkonstanten entsprechend der Ray-
LEIGH-Dampfung unter Verwendung des Faktors a proportional zu den linearen
Steifigkeitswerten gemif (4) gewdhlt:
by b
a=—

D D
=22 222 _ 22l 3274 10%s. “4)
(&) €20 w) w1

Daraus ergibt sich fiir die erste Hauptkoordinate

Dy = D=L =0,0077 (5)
w3
und fiir die Dampfungskonstanten

by = 654,8 Ns/m sowie by, = 6548 Ns/m. (6)

Zu 3):

Fiir nichtlineare Systeme eignet sich die Losungsmethode der Harmonischen Balance,
wie sie z. B. in SimulationX implementiert ist. Um die Aufgabe in SimulationX zu
16sen, empfiehlt es sich, die Eingangsgrofien als Parameter zu definieren, vgl. Bild 3.

- |2 d|@ rx)

ParameterlErgebnisgrﬁBen | Allgemein | 4 b
Massel mi: {MD [ kg vlﬁ'
Masse2 m2: |40 kg vI
Steifigkeit1 cl: 2 MN/m VI
Steifigkeit2 (linearer Anteil) 0 |20 | [Mm v
Parameter Nichtlinearitat a ‘3 | }mm VI
Dampfungskonstante bt: [6548 | [Msm ]
Dimpfungskonstante2 b2: ‘ 6548 | Ns/m v
Amplitude Erregerkraft F_dach: ‘24 | vl
Erregerkreisfrequenz. Omega: ‘96"91' | raa)s v

Bild 3: Parameter Schwingungssystems
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Im allgemeinen Fall, in dem Q in (2) auch verédnderlich sein kann, ergibt sich das
Argument der Winkelfunktion ¢ nicht aus dem Produkt Qr, sondern gemilf (7):

<p=f9dt. @)

Nachdem ¢ nach (7) berechnet und Q¢ bei der Erregerkraft durch ¢ substituiert
wurde, ldsst sich (2) direkt eingeben, wie die letzte Zeile im Gleichungsteil von
Bild 4 zeigt.

Die Zusammenhiinge, dass ¢ = g, die zeitliche Ableitung von g und § = g,, die
Ableitung von ¢ nach der Zeit sind, miissen zusitzlich angegeben werden (fiir die
Vektoren siehe Zeilen 4 und 5 in Bild 4). Dariiber hinaus werden in den Zeilen 6 bis
9 die Matrizen belegt.

Verhalten
Sie durch Glei i das Verhalten des Typs.
Glelchungen T EX D AN G| e AL

Aligemein
Anschidsse el 1] remteryourequatons e A
Cre s ¢l (Steifigkeit1) 4 phi=intagral(Omega 0},

I 20 (Steifigkeit2 (linearer Anteil)) Q={a1.q2);
Komponenten B 5 (Parameter Nichtlinearitat) 4 Q_p=der(Q);

E5 b1 (Dampfungskonstante1) §  Qpp=der(Q_p);
Lokale Typen El b2 (Démpfungskonstante2) P= ",

9 F_dach (Amplitude Erregerkraft) g M={{m1.0.{0.m2}}
Import = o;";?f (z;?er:eisrr?uenz) o 7 B={{b1+b2,b2){-b2b2)};

e phi (Winl jer Unwuchtmasse = -
Activity Groups M (Massenmatrix) C,l—{(clfciU.dU}.{{ﬂO.ﬁZP}).
Verhalten | 8 (Dimpfungsmatrix) g C_nl={{c20,-¢20),{-¢20,c20}};
| B C_| (Steifigkeitsmatrix linearer Anteil) 100 M™Q_pp+B'Q_p+C_I"Q+C_nI"Qr(q1-q2)*2/a*2={F _dach,0}"sin(phi);
Modelica Code B C_n! (Steifigkeitsmatrix nichtlinearer Anteil)
- B Q (Auslenkungsvektor)

Dokumentation B Q_p (Geschwindigkeitsvektor)

B Q pp (Beschleunigungsvektor)

| q1 (Auslenkung Masse1) N v

B q2 (Auslenkung Masse2) <l >

| Gleichungen [
|
| zuick | | Weiter | [Fertigstellen | | Abbrechen | | Hife |

Bild 4: Gleichungssystem des Schwingungssystems in SimulationX

—— Amplitude unwuchtmaschinel.ql, linear
———— Amplitude unwuchtmaschinel.ql, a = 3 mm
—— Amplitude unwuchtmaschinel.ql, a = 1 mm

120

Bild 5: Schwingweg der Masse m; tiber der Drehzahl der Unwuchtmassen fiir den
eingeschwungenen Zustand bei verschiedenen Stdrken der Nichtlinearitét
(Parameter a)
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Mit Wahl des Arbeitspunktes in Resonanznihe lassen sich stirkere Schwingungen
am Tisch erzeugen. Eine Resonanz beim Einmassensystem hitte jedoch starke Fun-
damentkrifte zur Folge. Um diese zu vermeiden, wird fiir ein Zweimassensystem
die Resonanznihe mit der zweiten Eigenfrequenz gesucht. Dabei ist es moglich, die
Fundamentkrifte durch Wahl einer kleinen Federsteifigkeit ¢; gering zu halten, trotz
der gewiinschten grolen Amplituden in der Bewegung der Tischmasse. Dafiir wird
¢ stets wesentlich kleiner als ¢, gewihlt.

Bild 5 zeigt die Ergebnisse der stationdren Simulation fiir die Amplituden der Aus-
lenkung der Masse 1. Variiert wurden die Parameterwerte fiir a, die die Stédrke der
Nichtlinearitdt bestimmen. Das lineare System (a = oo) liefert das bekannte Ergebnis
des linearen Schwingers mit einem Freiheitsgrad: Nahe der Eigenfrequenz erreicht
die Kurve ihr Maximum. Die Spitze zeigt senkrecht nach oben. Mit zunehmender
Nichtlinearitit neigen sich die Kurven. Nimmt dabei die Steifigkeit wie im Beispiel
zu (progressives Verhalten), neigen sie sich nach rechts bzw. zu héheren Erreger-
drehzahlen. Bei degressiven Verhalten wiirden sie sich nach links neigen. Durch die
Nichtlinearitét wird eine gewisse Unempfindlichkeit der Ausschldge von Frequenz-
oder Parameterdnderungen erreicht. Besonders bei gro3en Nichtlinearitdten wie bei
a = 1 mm verliuft die Uberhohung sehr flach. Dies hat zur Folge, dass sich in einem
breiten Drehzahlbereich (hier z. B. zwischen 80 und 110 U/s) bei kleinen Frequenz-
dnderungen die Amplituden der Ausschldge nur wenig dndern (etwa um 0,4 mm, was
einem Anstieg von 14 um/(U/s) entspricht). Aus gleichem Grund dndern sich die
Amplituden der Ausschlidge auch bei Parameterinderungen und damit verbundenen
Verschiebungen der Eigenfrequenz in diesem Drehzahlbereich nur wenig. Es bildet
sich also ein breiter Resonanzbereich mit etwa gleichbleibend hohen Amplituden
aus.

Stationédre Schwingungen nichtlinearer Systeme zeigen eine gewisse Unab-
héingigkeit der Schwingungsamplituden von Frequenz- oder Parameterin-
derungen in Resonanznihe. Diese Eigenschaft lédsst sich nutzen, um z. B. bei
sich indernden Parameterwerten wie dem der Masse der Zuladung wichtige
technologische Werte wie den der Schwingungsamplituden etwa gleichblei-
bend hoch zu halten.

Weiterfiihrende Literatur

[4] Autorenkollektiv ITI: Handbuch SimulationX. Dresden, 2015.
www.simulationx.com.
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7.4 Resonanzdurchfahrt einer unwuchtig
beladenen Waschmaschine

Beim Schleudern rotiert die Trommel einer Waschmaschine weit im iiber-
kritischen Bereich, so dass sowohl beim Hoch- als auch beim Herunter-
fahren kritische Drehzahlen durchfahren werden miissen. Ist die Wische
stark ungleichméBig in der Trommel verteilt, Liiuft die Waschmaschine er-
fahrungsgemaB ,,nicht rund‘‘. Wie beeinflusst eine solche Unwucht das Hoch-
und Herunterfahren eines Rotors? *

Die Waschmaschine in Bild 1 (links) ist mit einem groflen Wischestiick der Masse
my unter der Schwerpunktsexzentrizitéit € beladen. Die Wischetrommel kann als
starrer Rotor mit der Masse mt und dem Massentridgheitsmoment Jy beziiglich ihres
Schwerpunktes betrachtet werden. Die Trommel rotiert innerhalb des Bottichs, in
dem sie starr montiert ist, um ihre Schwerpunktachse. Gegeniiber dem Maschinenge-
héuse ist der Bottich mit der Masse mp und dem Massentragheitsmoment Jp elastisch
und gedampft gelagert. Es wird vereinfachend angenommen, dass die Schwerpunkte
der Trommel und des Bottichs im Punkt S zusammenfallen. Das Maschinengehéuse
(Masse mg) sei starr aufgestellt. Der Motor sitzt auf dem Bottich und treibt die Trom-
mel mit dem Moment M}, liber einen starr und spielfrei angenommenen Riementrieb
mit der Ubersetzung iy an.

Die beweglichen Bauteile der Waschmaschine (Trommel mit Wische sowie Bottich
innerhalb des Waschmaschinengehiuses) werden durch das Modell in Bild 1 (rechts)
abgebildet. Dabei wirkt der Motor mit dem Riementrieb zwischen Trommel und
Bottich, so dass das Antriebsmoment M,, sowohl auf die Trommel als auch — in
entgegengesetzter Richtung — auf den Bottich einwirkt.

Bottich
Jp, mp
Wiische
7
@S 7
Motor

Bild 1: Systemskizze (links) und Modell (rechts) der unwuchtig beladenen Wasch-
maschine

*Autoren: Katrin Baumann und Uwe Schreiber
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Die Bewegung des Bottichs wird durch die Translationen x und y seines Schwer-
punkts S sowie durch den Drehwinkel ¢ beschrieben. Die Trommel dreht sich
idealisiert reibungsfrei innerhalb des Bottichs mit dem Winkel ¢. Die Winkel ¢ und
¢ beziehen sich auf eine raumfeste Horizontale.

Die elastische und geddmpfte Aufhidngung des Bottichs im Maschinengehduse wird
unter Beriicksichtigung der Einbauwinkel der Feder-Dampfer-Elemente auf im Dreh-
punkt angreifende Federn und Dampfer reduziert. Um das Drehmoment abstiitzen zu
konnen, fithren die Wirkungslinien der realen Federn und Dampfer nicht durch den
Drehpunkt. Deshalb miissen im Modell neben den translatorischen Federn ¢, und ¢,
sowie den translatorischen Déampfern b, und b, auch eine Drehfeder ¢, sowie ein

Drehdémpfer by, beriicksichtigt werden.

Gegeben:

my = 1,4kg bzw. 1,6 kg

Masse der Wische

e=0,20m Schwerpunktsexzentrizitit der Wische
Jr = 0,28 kgm? Massentrigheitsmoment der Trommel
mr = 5kg Masse der Trommel
Jp = 1kg m? Massentrigheitsmoment des Bottichs
mp = 40kg Masse des Bottichs
mg = 30kg Masse des Gehéduses
¢y =2773N/m horizontale Steifigkeit der Lagerung

¢y =27500N/m
¢y = 627 Nm/rad

vertikale Steifigkeit der Lagerung
Drehsteifigkeit der Lagerung

b, =4,7Ns/m horizontale Dampfungskonstante der Lagerung
by, = 65Ns/m vertikale Ddmpfungskonstante der Lagerung

by, = 1,6 Nms/rad Drehddampfungskonstante der Lagerung

My =0,35Nm Motormoment

@ = 200rad/s? Drehbeschleunigung am Motor

iy = 13,96 Ubersetzung Motor — Trommel
g=9.81m/s? Erdbeschleunigung

Gesucht:

1) Bewegungsdifferentialgleichungen fiir das Modell geméal3 Bild 1

2) Niherungswerte fiir die Eigenfrequenzen (analytisch/numerisch) fiir
my = 1,4kg und Eigenschwingformen (numerisch)

3) Numerische Berechnung der Drehzahlverldufe beim Hoch- und Herunterfahren
fiir die gegebenen Parameterwerte unter Variation der Wischemasse bei
e entweder einer konstanten Drehbeschleunigung o

e oder einem konstanten Antriebsmoment My,
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4) Simulation der Bottich-Schwingungen beim Hoch- und Herunterfahren fiir die
gegebenen Parameterwerte

5) Vereinfachung des Modells fiir den Fall, dass die Horizontalbewegung ver-
nachlédssigbar ist

6) Bedingung fiir seitliches Verschieben (Wandern) der Waschmaschine und
numerische Uberpriifung

Lésung:
Zul):

Die Bewegungsdifferentialgleichungen (Bewegungs-DGLn) fiir die Waschmaschine
konnen giinstig mit den LagraNGEschen Gleichungen 2. Art aufgestellt werden.
Die dafiir benotigten Ausdriicke fiir die kinetische und die potentielle Energie des
Systems betragen

4_1 22 l .2 ) l i l .2 )
Wiin = ZJT‘P + 2(mT+mB)(x +y )+213l/f +2mw(xw+yw), (1
I, 1 5 1 5
Wpot = FCeX+ S0y +§CW/ + (my +mp) gy + mygyw - 2

Darin bezeichnen xy und yy die Position des Schwerpunktes der Wische in vertikaler
bzw. horizontaler Richtung, die durch die kinematischen Beziehungen

Xw =x+ecose und yy =y+esing 3)

beschrieben werden. Die ebenfalls benotigten Geschwindigkeiten Xy und yy sind
damit

Xw =Xx—epsing und yy =y+epcosey. 4)
Die virtuelle Arbeit resultiert aus dem Antriebsmoment M,, und der Lagerddimpfung
WO = My — MyyOi — b i6x — byySy — byhdp . (5)

Das an der Trommel wirkende Moment M,, kann mit der Getriebeiibersetzung iy,
aus dem Motormoment M), berechnet werden,

My, =iy My . (6)

Unter Beriicksichtigung der kinematischen Beziehungen liefert die Anwendung der
LaGranGEschen Gleichungen 2. Art auf die LAGRANGE-Funktion L = Wy, — Wpo mit
den vier generalisierten Koodinaten x, y,  und ¢ die gesuchten Bewegungs-DGLn

(mp + my +my) X + b X + cxx = mye(psing + gbz cos ), (7)

(mp + mp + my) ¥ + byy + ¢,y = mye (=@ cos ¢ + ¢* sin p) (8)
—(mp +mr +my) g,

JBlp + bwlﬂ + C¢lﬁ = _Man y (9)

Jr + mwez) @ —mye (Xsing —ycos @) = My, — myegcosyp. (10)
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Die Gleichungen (7) - (10) sind vier gekoppelte nichtlineare Differentialgleichungen.
Bemerkenswert ist, dass die Rotation ¢ der Wischetrommel mit den Auslenkungen x
und y verbunden ist. Der Term mye (¥ sin ¢ — y cos ¢) aus der Dreh-DGL (10) wird
im Folgenden als Koppelterm bezeichnet.

Zu 2):

Um eine moglichst einfache Abschitzung fiir die Eigenfrequenzen zu finden, wird
zunichst das homogene DGL-System des ungeddampften und entkoppelten Systems
betrachtet. Unter Vernachldssigung der Dampfungs-, Koppel- und Erregerterme
ergibt sich aus den nichtlinearen Bewegungs-DGLn (7) - (10):

(mp+mpr+my)x +c,x=0 (11)
(mp+mp +my)y +c,y=0 (12)
Jp¥ +cyp =0 (13)
(Jr +mye®) § =0. (14)

Daraus lassen sich Niaherungswerte fiir die Eigenfrequenzen abschétzen:
e fiir die Horizontalschwingung x:

2 Cx

= x — ~ 1,2H = . 15
“ox mp + mr + my = 21 —_Z f2 (13)
e fiir die Vertikalschwingung y:
2 G Woy
= = =—=x39Hz = 16
“oy mp + mr + my Jos 2r i A k) _fS (16)
e sowie fiir das Kippen des Bottichs ¢:
2 C,/, _ (A)(M N _
wo‘”_J_B = fo,,,—g~4,0Hz—f4. a7

Die Rotation der Wiaschetrommel ¢ ist eine Starrkdrperdrehung:

0
oo = == f()cp:

Woe
= — =0Hz=f;. 18
% Jr + me? ORz=/ (18)

2n

Aufgrund der zahlreichen Vereinfachungen, die fiir diese analytische Abschitzung
der Eigenfrequenzen getroffen wurden, sollen die Eigenfrequenzen fiir das Aus-
gangssystem zusitzlich numerisch berechnet und mit der Abschitzung verglichen
werden. Mit der Software SimulationX konnen dafiir die Gleichungen (7) - (10) di-
rekt eingegeben (analog Aufgabe 7.3), ein Mehrkdrpermodell gemél Bild 2 oder ein
vereinfachtes Modell nach Bild 1 (rechts) aufgebaut werden. Die Eigenfrequenzen
werden fiir den Anfangszustand des Systems berechnet. SimulationX linearisiert um
diesen Punkt, ohne jedoch die Koppelglieder zu vernachléssigen. Die so berechneten
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geddampften Eigenfrequenzen zeigt die Tabelle im Bild 2. Die Frequenzen sowie die
Animation der Schwingformen stimmen mit den Ergebnissen der analytischen Ab-
schitzung gut tiberein. Die numerische Berechnung bestitigt also die vereinfachend
angenommene Entkopplung der Eigenfrequenzen (fiir den hier vorliegenden Para-
metersatz). Daher ist die Betrachtung des vereinfachten Systems hier gerechtfertigt.

i (gﬁdl;izft) bi \ I
1 2,5431-107° 7,3789 - 10712

2 | 1,2276 0,007 774

3 | 3,8832 0,028978 I \
4 | 3,959 0,031547 h

Bild 2: Mit SimulationX berechnete Eigenfrequenzen sowie modale Dampfungen
und Mehrkorpermodell

———— Omega Trommel, Vorgabe Antriebsdrehzahl, m_W =1,4kg
Omega Trommel, Vorgabe Antriebsmoment, m_W =1,4kg

————— Omega Trommel, Vorgabe Antriebsmoment, m_W =1,6 kg
700 = 700

U/min [
400 —

200

Bild 3: Drehzahlverldufe der Trommel beim Hochfahren (links) und Herunterfah-
ren (rechts) bei Vorgabe der Drehbeschleunigung oder des Antriebsmomen-
tes sowie unter Variation der Wischemasse

Zu 3):

In Bild 3 sind die Drehzahlverldufe fiir verschiedene Varianten des Hoch- und des
Herunterfahrens aufgezeichnet. Aufgestellt wurden die Gleichungen fiir die Vorgabe
des Motormomentes. Oft ist jedoch auch ein Drehzahlverlauf oder die Beschleuni-
gung gegeben, die alternativ am Motor vorgegeben werden konnen. Nach der Formel
My = (Jr +mye?)ay, lassen sie sich fiir das Starrkorpersystem ineinander um-
rechnen. Im dynamischen Fall liefert ihre wahlweise Verwendung unterschiedliche
Ergebnisse: Wird die Drehzahl (oder die Drehbeschleunigung — also die Bewegungs-
groBe) vorgegeben, folgt der Drehzahlverlauf genau dieser Vorgabe. Bei Vorgabe des
Antriebsmomentes muss dies nicht der Fall sein. Wie im Bild 3 zu sehen, wird beim
Hochfahren der Anstieg der Drehzahl im Resonanzgebiet verzogert und beim Herun-
terfahren der Drehzahlabfall beschleunigt (die Drehzahl steigt langsamer an oder fallt
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schneller ab). Dies liegt daran, dass kinetische Energie aus der Rotationsbewegung
der Wischetrommel in die Fundamentschwingung des Bottichs iibertragen und dort
in den Dampfern dissipiert wird. Ist das Motormoment zu klein oder ist die Unwucht
zu groB3, kann die Resonanz beim Hochfahren gar nicht durchfahren werden. Das
System schwingt dann mit grolen Amplituden, die von der Grée der Dampfung
begrenzt werden (vgl. Bild 4), und es treten grofle Krifte auf (vgl. Bild 6). Dieses
Phinomen ist unter dem Begrift Sommerfeld-Effekt bekannt. Das Modell kann ihn
nur abbilden, wenn statt der Bewegungsgrofie das Motormoment vorgegeben wird.

Zu4):

Wie stark Rotordrehung und Fundamentschwingung interagieren, hiangt von der
aktuellen GroBe des Koppelterms my (X sin ¢ — 3 cos ¢) in Gleichung (10) ab, dessen
Grolie mit den Beschleunigungen des Bottichs variiert. Nachfolgendes Bild 4 zeigt
die Beschleunigungsverldufe in x und y:

Beschleunigung - Bottich.a[1]
------ Beschleunigung - Bottich.a[2]

40
m/s2 -
20 !

n
10| "o
Iy

)
<)
|

1 2 3 4 S 5
Bild 4: Beschleunigung des Bottichs in x - (a[1]) und y - (a[2]) Richtung

In der Resonanz der Querschwingung (ca. 1,2 Hz) bei etwa 1 s ist die Querbeschleu-
nigung a[1] zwar groBer als die Vertikalbeschleunigung, bleibt insgesamt jedoch
aufgrund der schnellen Durchfahrt klein. Bei etwa 2,5 s kommt es zur Resonanz mit
der Vertikalschwingung a[2] (ca. 4 Hz), in der sich gro3ere Amplituden ausbilden.
Dadurch wichst auch der Koppelterm my e (¥ sin ¢ — y cos ¢) an, so dass es — wie
oben beschrieben — zur Verzogerung des Hochfahrens kommt.

Zu 5):

Die maximalen Bewegungen und Belastungen treten bei Resonanz mit der Verti-
kalschwingung y auf. Dort sind die vertikalen Amplituden deutlich gréBer als die
horizontalen. Sind die Maximalbelastungen Gegenstand der Untersuchungen, kon-
nen die Gleichung fiir die Horizontalschwingungen x sowie der Term mye X sin ¢
vernachlissigt werden. Da der Drehfreiheitsgrad des Bottichs ohnehin entkoppelt ist,
geniigen fiir die Beschreibung des Phianomens des Héngenbleibens die Freiheitsgrade
fiir die Drehung ¢ des Rotors und die Vertikalbewegung y des Bottichs. Aus den
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Gleichungen (8) und (10) folgen damit die Bewegungsgleichungen fiir ein reduziertes
Modell mit zwei Freiheitsgraden:

(mp+mp+my) ¥ + by + ky = mye (<,‘02 singp—@gcosy) — (mp+mp+my)g  (19)

(Jr+mye?) $+ myeYcos = My, —myegcosy. (20)

Zu 6):

Zur Untersuchung des seitlichen Wanderns der Waschmaschine werden die Auf-
standskréfte der Waschmaschine betrachtet. Im ebenen Modell verfiigt die Maschine
tiber zwei Aufstellpunkte mit je einer Reibstelle, was beziiglich der Reibstellen
zu einem iiberbestimmten System fiihrt. Besonders zu Beginn und zum Ende des
Rutschens der Maschine miissen auch die Fille betrachtet werden, in denen nur eine
Reibstelle haftet. Nimmt man dagegen vereinfachend an, dass immer alle Reibstellen
gleichzeitig haften oder gleiten, erhilt man folgende Néherungslosung:

Der Freischnitt des Maschinengehduses in Bild 5 zeigt die vereinfachte Aufstellsi-
tuation mit den Aufstandskriften Fy und Fr sowie dem resultierenden Moment M,
welches aber fiir die getroffene Annahme Null ist.

So—>

FG¢
Fr
MtTFN

Bild 5: Freischnitt des Waschmaschinengehiuses

F TV

Aus dem Betrieb der Waschmaschine resultieren die Krifte F,, I, und das Mo-
ment My, die iiber die elastische und beddmpfte Lagerung des Bottichs auf das
Maschinengehéuse einwirken:

Fo=cwx+bk, Fy=cy+by und My =cy+byy. (21)
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Die Gewichtskraft des Gehiduses mit der Masse m ergibt sich zu
F, G —mgg. (22)

Die Kontaktkraft Fy folgt aus der Gleichgewichtsbedingung in vertikaler Richtung
sowie den Gleichungen (21) zu

FN:FG_szmGg_(CyY"'byY)' (23)
Falls die Vertikalkraft F, die Gewichtskraft kompensiert oder iibersteigt,

¢y +byy >mgg, 24)
so wird Fy null (oder rechnerisch gar negativ). Dies bedeutet, dass sich der Kon-

takt 16st (Fy = 0 und F7 = 0) und die Waschmaschine abhebt. Dann fiihrt die
Horizontalkraft F', zu einer seitlichen Verschiebung der Maschine.

Besteht aber Kontakt, Fy > 0, so wirkt zusitzlich die Tangentialkraft 7, die sich
aus der horizontalen Gleichgewichtsbedingung zu

Fr=F, (25)
ergibt. In Umkehrung der Haftbedingung kommt es zum Rutschen, wenn gilt

|[F7| > poFn (26)
bzw. unter Beriicksichtigung der Gleichungen (21) - (23)

lexx + | 2 o [mag — (e, + b,9)] 27)

Fiir das gegebene System iibersteigt die vertikale Federkraft in der Resonanz der
Vertikalschwingung die Gewichtskraft des Gehauses, siche Bild 6. Da die auftre-
tenden Querkrifte dabei gering bzw. nahezu null sind, kann die Bedingung (24) (in
Gleichung (27) als Sonderfall enthalten) fiir das Abheben der Maschine mit guter
Niherung fiir das Wandern der Maschine herangezogen werden.

Innere Kraft - Federn.Fi[1]
—————— Innere Kraft - Federn.Fi[2]
e mG*g = 294,3 N

1000
N~ it
0 \_:' VT T

Ny ~ =71 e 1 Tt |€| ’ .
500}/ i

!
-1000 |- i :
1500 | '

-2000 : :
0 1 2 3 4 s 5

-

Bild 6: Federkrifte in x-Richtung (Fi[1]) und y-Richtung (Fi[2]) beim Hochfahren,
verglichen mit der Gewichtskraft des Gehiuses
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Diskussion

Die beobachteten Phinomene beim Hoch- und Herunterfahren der Wiaschetrommel
resultieren aus der Kopplung der Drehbewegung der Trommel mit den translatori-
schen Schwingungen, insbesondere der vertikalen Schwingung des Bottichs iiber
die elastisch-gedampfte Aufstellung des Systems. Die Stérke der Kopplung hingt ab
vom Verhiltnis der Unwucht my e, von der Masse des Bottichs mp sowie von den
translatorischen Beschleunigungen % und y zum Antriebsmoment M,,.

Im allgemeinen Fall sind die Beriicksichtigung des Koppelterms und die Vorgabe
des Antriebsmomentes statt der Drehzahl fiir die Modellbildung wichtig. Durch die
Kopplung zwischen Rotor- und Bottichbewegung wird rotatorische Antriebsenergie
in die Vertikalschwingungen tiberfiihrt. Bei entsprechender Grée des Koppelterms
ist eine Verzogerung des Hochfahrens zu beobachten, die bei starker Kopplung zum
Hingenbleiben in der Resonanz fithren kann.

Fiir den Fall eines starken Motors mit einem groen Antriebsmoment M, einer grolen
Bottichmasse mp und/oder einer kleinen Unwucht my e bleibt der Koppelterm klein
und es ist moglich, ihn zu vernachldssigen. Dann ist fiir ein konstantes Antriebs-
moment die Drehbeschleunigung ebenfalls konstant und kann direkt vorgegeben
werden. Die Unwucht wirkt entsprechend den Gleichungen (7) und (8) ausschlie3lich
als Anregung fiir die Vertikal- und Horizontalschwingungen des Systems.

Wegen der Entkopplung der Bottichdrehung von den restlichen Freiheitsgraden sowie
der hier nur geringen Wirkung in Querrichtung geniigt auch ein Modell mit zwei
Freiheitsgraden gemif (19) und (20), um den Sommerfeld-Effekt abzubilden. Fiir das
Wandern kann dann die Bedingung (24) des Abhebens der Maschine vom Boden
herangezogen werden.

Die Kopplung von Rotations- und Translationsbewegungen spielt auBerdem eine
grofle Rolle bei elastischen Rotoren mit innerer Dampfung, siehe dazu auch die
Aufgabe 5.6.

GroBle Unwuchten beziehungsweise zu geringe Antriebsmomente konnen zu
Verzogerungen bis hin zum Hingenbleiben in der Resonanz beim Hochfah-
ren von Rotoren fiihren. Aus diesem Grund und zur Vermeidung grofler
Schwingungs- und Geriduschamplituden verfiigen moderne Waschmaschi-
nen iiber eine Unwuchterkennung.

Weiterfiihrende Literatur

[3] Aurich, H. und W. Weidauer: ,,Schwingungen an Waschvollautomaten®. In:
Wiss. Zeitschr. der TH Karl-Marx-Stadt 14 (1972) 2, S. 197-211.

[4] Autorenkollektiv ITI: Handbuch SimulationX. Dresden, 2015.
www.simulationx.com.
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7.5 Selbstsynchronisation von Unwuchterregern
an einem Schwingtisch

Fiir die Vibrationserregung von Schwingtischen werden hiufig mehrere Elek-
tro-AuBlenvibratoren an einem Tisch montiert, die nicht mechanisch oder
elektronisch gekoppelt sind und somit keinem Zwanglauf unterliegen. An
diesen Tischen wird der Effekt der Selbstsynchronisation von Unwuchter-
regern genutzt, der die Unwuchten bei den richtigen Randbedingungen zu
einer gemeinsamen Drehzahl und einer festen und gewiinschten Phasenlage
zueinander synchronisieren kann. Fiir einfache, idealisierte Modelle kénnen
Synchronisationsbedingungen angewandt werden, die aus analytischen Be-
trachtungen bekannt sind. Fiir praktische Anwendungen und die Einbezie-
hung vieler weiterer EinflussgroBen sind numerische Simulationen fiir diese
nichtlinearen Systeme notwendig. *

Es soll die synchrone Phasenlage von zwei Unwuchterregern an einem starren Vibra-
tionstisch nach Bild 1 gefunden werden. Fiir die Erregung mit zwei Unwuchterregern
soll die Anwendung der Synchronisationsbedingungen, die aus analytischen Lo-
sungen bekannt sind, und eine numerische Simulation gegeniibergestellt werden.
Mit dem numerischen Modell soll dann auch die Selbstsynchronisation von vier
Unwuchterregern untersucht werden.

400
= -
; 28
y { 1 3|2
) —1
140 wn
Bild 1: Vibrationstisch Bild 2: Modell

Fiir eine analytische Betrachtung wird das System nach Bild 2 vereinfacht. Der
Schwingtisch stellt einen elastisch gelagerten Starrkdrper im Raum dar. Der Tisch ist
in beiden vertikalen Ebenen symmetrisch aufgebaut, so dass zunéchst nur eine ebene
Bewegung in der Symmetrieebene betrachtet wird, in der auch die Unwuchtkrifte
wirken.

Die Selbstsynchronisation von Unwuchterregern beruht darauf, dass iiber das Schwin-
gungssystem eine Kopplung zwischen den Vibratoren hergestellt wird. So wird durch
die Schwingbewegung des Lagerpunktes des Unwuchtrotors eine Momentenwirkung
auf den Rotor eingebracht, die die Rotordrehung beeinflusst. Andererseits bestimmen
die Unwuchten an dem Schwingtisch mit ihrer Drehzahl und Phasenlage zueinander
die Schwingform des Tisches und jedes einzelnen Lagerpunktes der Unwuchtrotoren.

*Autor: Jorg-Henry Schwabe
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Die Selbstsynchronisation beruht auf der freien Findung der Phasenlagen zwischen
den Unwuchtrotoren. Eine Vorgabe von festen Winkelgeschwindigkeiten der Rotoren
im Modell wiirde auch feste Phasenlagen der Rotoren bedeuten. Damit wire die
Untersuchung von Selbstsynchronisationseffekten nicht moglich. Die Rotorwinkel
sind also bei der Modellbildung als freie Koordinaten einzufiihren.

Im Bild 3 ist ein ebenes Modell fiir den Schwingtisch mit zwei gleichen Unwuchter-
regern dargestellt.

\ € &
myry, Ju
z
®1
Man S%’y
2¢, 2¢, [y/ !
2¢cy, 2c,
g lv lv Lol
\ \

Bild 3: Berechnungsmodell mit Parametern und Koordinaten

Gegeben:
m = 128kg Gesamtmasse von Tisch und Unwuchterregern
m = Mrisch + 2Mvibrator = 96 kg +2-16 kg =128 kg
Js  =40kgm? gesamtes Triagheitsmoment um den Schwerpunkt

¢, =180000N/m vertikale Federsteifigkeit einer Feder
¢, =40000N/m horizontale Federsteifigkeit einer Feder

I, =0,12m vertikaler Abstand Schwerpunkt — Feder

Iy =0,14m horizontaler Abstand Schwerpunkt - Feder

myr, = 0,045kgm Unwucht eines Unwuchterregers

J, =00032kgm? Trigheitsmoment eines Unwuchtrotors

& =0,27m Abstand der Drehpunkte der Unwuchten zum Schwer-
punkt des Tisches

M, Antriebsmoment am Unwuchtrotor
(Mg = 8Nm, sg = 0,15, Q=314s7")

far =50Hz Erregerfrequenz der Unwuchterreger (Betriebsdrehzahl

n = 3000 min~"!)
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Gesucht:

1) Synchrone Phasenlagen von zwei Unwuchterregern durch Anwendung analy-
tischer Synchronisationsbedingungen

2) Eigenfrequenzen des Schwingtisches

3) Synchrone Phasenwinkel bei gleicher und bei entgegengesetzter Drehrichtung
der Unwuchten

4) Synchrone Phasenlagen von zwei Unwuchterregern durch eine numerische
Simulation

5) Synchrone Phasenlagen von vier Unwuchterregern durch eine numerische
Simulation, Plausibilititspriifung
Lésung:
Zul):

Im Abschnitt 7 von [25] sind Angaben zu synchronen Phasenlagen bei der Selbst-
synchronisation von zwei Unwuchten an einem Schwingtisch in Abhéngigkeit der
Ungleichung

m§2 > 2Jg (1)
enthalten. Mit den Winkelkoordinaten der Unwuchten
01 =0t und ¢ =Qt+a 2)

wird der Phasenwinkel « fiir den synchronen Lauf angegeben.

Bei gleicher Drehrichtung der Unwuchten und Erfiillung der Ungleichung (1) ist
a = 0°. Bei gleicher Drehrichtung der Unwuchten und entgegengesetzter Unglei-
chung (1) ist @ = 180°. Bei entgegengesetzter Drehrichtung der Unwuchten, womit
@y = —(Qt + ) wird, ist @ = 180°.

Zu 2):

Zunichst sind die Modellannahmen zu priifen, auf denen die angegebenen Synchro-
nisationsbedingungen beruhen: Es ist ein ebenes Problem, die Unwuchten sind gleich
grof3 und im gleichen Abstand zum Schwerpunkt montiert und die Drehachsen liegen
parallel zu einer Hauptachse des Schwingtisches.

Fiir die freien ungeddmpften Schwingungen des Tisches gelten die Bewegungsglei-
chungen:

m 0 0|y dcy, 0 —4cply, y 0
0 mOl|lz]|T 0 4c, 0 z|=10]- 3)
0 0 Jllgy —4culy, 0 4chl§Z+4cvl2 ©Ox 0

2y
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Mit den gegebenen Parameterwerten ergeben sich die Eigenfrequenzen zu

fi=51Hz, f,=10,5Hz, f;=119Hz.

Bei einer Erregerfrequenz von 50 Hz ist die Bedingung einer tiefen Abstimmung
erfiillt.

Zu 3):

Nach Priifung der Bedingung (1), die mit 9,3kgm? > 8 kgm? erfiillt ist, folgt fiir die
gleiche Drehrichtung der Unwuchtrotoren eine gleichphasige Rotation der Unwuch-
ten (.= 0°), die zu einer Kreisschiebung des Vibrationstisches fiihrt.

Bei einer gegenldufigen Drehung der Unwuchten wird eine Phasenlage von @ = 180°
erwartet, die zu einer gerichteten vertikalen Schwingung des Tisches fiihrt.

Zu 4):

Das Schwingungssystem wird in einem Mehrkorper-Simulationsprogramm aufge-
baut. Zur Vergleichbarkeit werden die vereinfachten Geometrien beibehalten.

(a) gleichldufige Rotationsrichtung (b) gegenlidufige Rotationsrichtung

Bild 4: Numerische Simulation, Momentaufnahmen der Phasenlagen der Unwuch-
ten

Tisch und Federelemente werden mit den entsprechenden Programmelementen auf-
gebaut (siehe Bild 4). Der Tisch hat sechs Freiheitsgrade, die Unwuchtrotoren haben
je einen Rotationsfreiheitsgrad gegeniiber dem Tisch. Bei den vier Federelemen-
ten unter dem Tisch wird fiir eine moderate Dimpfung gesorgt, damit infolge der
Anfangsbedingungen angeregte Eigenschwingungen abklingen konnen. Die Un-
wuchtrotoren mit je zwei halbkreisformigen Unwuchtkorpern (Radius 0,06 m, Dicke
0,02 m, Stahl) werden iiber ein Motormoment der Form
SKS )

My =2Myg—2"— mit s=1- = 4
a KSK+S2 0 ()

und den Parameterwerten Mx = 8Nm, sx = 0,15 und Q = 31457} angetrieben. Die
Simulation startet aus dem Stand mit dem Hochfahren der Unwuchtrotoren. In der
numerischen Simulation wiirde auch erkannt werden, wenn die Motoren zu schwach
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wiren, um die Resonanzstelle zu passieren. Bei den gewihlten Antriebsparametern
ist das jedoch nicht der Fall.

Bild 4 zeigt das Modell mit den festen Phasenlagen der Unwuchten im eingeschwun-
genen synchronisierten Zustand, d. h. Eigenschwingungen aus Anfangsbedingungen
sind abgeklungen, die Unwuchten haben die gleiche Drehzahl und die Phasenlage
der Unwuchten zueinander ist stabil. Bei der gleichen Drehrichtung der Unwuchten
(Bild 4a) ist eine gleichphasige Rotation der Unwuchten zu sehen, der synchrone
Phasenwinkel betrigt @ = 0° (Bild 5). Bei gegenlédufiger Rotation der Unwuchten
(Bild 4b) betrigt der synchrone Phasenwinkel @ = 180° . Es wird eine gerichtete
vertikale Schwingung angeregt. Die numerischen Simulationen und die Anwen-
dung der analytischen Synchronisationsbedingungen ergeben also annihernd gleiche
Ergebnisse.

150.0 350.0

7 —-=Vertikale Beschleunigung am Tisch
I —Phasenwinkel

r300.0
100.0

it Unwucht 1 250.0

50.0 i1 2000

has i
P e 150.0

Winkelgeschwindigkeit In 1/s

100.0
50.0 -

Beschleunigung in m/s*s / Winkel in Grad

-100.0 +* —— e —— e ——
0.0 0.1 02 0.3 04 0.5 06 0.7 08 0.9 1.0
Analysis: Last_Run Zeitins
Bild 5: Simulationsergebnisse fiir die gleiche Rotationsrichtung der Unwuchten,
Startbedingung der Unwuchten aus der Ruhe mit 120° Phasenversatz

Zu 5):

Es werden rdaumlich 4 Unwuchterreger am Tisch angebracht (siehe Bild 6), wobei
jeweils das vordere und das hintere Paar Gegenldufer bilden und die Drehrichtung an
den Seiten gleich ist. Zur Erzeugung einer gerichteten vertikalen Schwingung sind
die Erreger moglichst weit aulen anzubringen.

Zur Plausibilitidtspriifung kann herangezogen werden, dass fiir stabile synchrone
Phasenlagen der Unwuchten die gemittelte LaGraNGEsche Funktion des Systems
minimiert wird. In der LaGgranGgeschen Funktion sind kinetische und potentielle
Energie enthalten. Da fiir das tief abgestimmte System die potentielle Energie ei-
ne untergeordnete Rolle spielt, ist demnach die kinetische Energie zu minimieren.
So sind mogliche Phasenlagen der Unwuchten, die eine vollstindige Kompensati-
on der Erregerkrifte beinhalten, sehr wahrscheinlich Synchronlagen, da so keine
Schwingbewegungen erregt werden. Fiir das untersuchte System ist eine vollstindige
Ausloschung der Erregerkrifte nicht moglich. Bei der Anbringung der Vibratoren
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Bild 6: Modell mit 4 Unwuchterregern

weit aullen, also mit groen Hebelarmen zum Schwerpunkt, beinhaltet die verti-
kale Translationsschwingung gegeniiber moglichen Dreh- oder Kippschwingungen
weniger kinetische Energie.

Die Selbstsynchronisation von Unwuchterregern an Schwingungssystemen
beruht auf der Riickwirkung des Schwingungssystems auf die Unwuchtroto-
ren. Fiir einfache Systeme, wie einen elastisch gelagerten starren Vibrations-
tisch mit zwei Unwuchterregern, sind analytische Losungen zur synchronen
Phasenlage bekannt. Komplexe Aufgabenstellungen zur Selbstsynchronisa-
tion konnen mit numerischen Simulationsmodellen gelost werden, wobei die
Rotorwinkel als freie Koordinaten einzufiihren sind.

Weiterfiihrende Literatur

[11] Blekhman, L. I.: Vibrational Mechanics. Singapore: World Scientific Pub Co,
2000.

[83] Sperling, L.: ,,Selbstsynchronisation statisch und dynamisch unwuchtiger
Vibratoren®. In: Technische Mechanik (1994) Band 14. Heft 1, S. 61-76; Heft
2, S. 85-96.
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7.6 Hohere Harmonische bei einem
unwuchterregten Versuchsstand

Auf einem Versuchsstand, der zur Untersuchung von Schwingungsisolato-
ren diente, wurden im stationiren Antwortsignal (Schwinggeschwindigkeit
der Aufliegermasse) hohere Harmonische festgestellt, obwohl wegen des ver-
wendeten Unwuchterregers eigentlich nur harmonische Schwingungen mit
dessen Drehfrequenz erwartet wurden. Wie ist dies erklérbar? *

Um die Ursachen fiir das beobachtete Verhalten zu finden, wird als Arbeitshypothese
davon ausgegangen, dass die Riickwirkung des Schwingers auf den Antriebsmo-
tor die entscheidende Rolle spielt, d. h. dass die Drehgeschwindigkeit schwankt.
Dazu soll ein Modell eines nichtlinearen, unwuchterregten Schwingers mit zwei
Freiheitsgraden untersucht werden, vgl. Bild 1.

Linearisierte Kennlinie des An-
triebsmotors:

WLy
(y=0 ist stat.
Ruhelage)

/

Bild 1: Modell des Versuchsstandes

Der zum Antrieb der beiden gegenldufigen Rotoren eingesetzte Motor kann fiir den
stationdren Zustand mittels einer linearisierten Kennlinie beriicksichtigt werden,
wobei die jeweilige synchrone Drehfrequenz mittels Frequenzumrichter einstellbar
sei.

Da die gemessenen Schwingungsausschlidge im Hundertstelmillimeter-Bereich lagen,
konnten nichtlineare Eigenschaften des untersuchten Schwingungsisolators ausge-
schlossen werden, weshalb dieser als lineares Feder-Dampfer-Element modelliert
wird. Es kann eine spielfreie, starre Verzahnung der beiden Rotoren angenommen
werden.

*Autor: Ludwig Rockhausen



7.6 Hohere Harmonische bei einem unwuchterregten Versuchsstand

367

Gegeben:
my = 1000kg
my = 0,8kg,
mg =0,4kg

IS =12-10" kgm?,
Jy =0,1-10"*kgm?

e =0,015m,

er =e-my/mg
¢ =44-10°N/m
b =2100N"-s/m

g =9.81m/s?
sk =022
MK = 1,7 Nm

Aufliegermasse

Massen der Rotoren

Tragheitsmomente der Rotoren

Schwerpunktexzentrizititen der Rotoren
Steifigkeit des Isolators
Déampferkonstante des Isolators
Fallbeschleunigung

Kippschlupf des Motors

Kippmoment des Motors

Die urspriingliche synchrone Drehzahl des Asynchronmotors betrigt
Q0 ~ ng = 750 min~! und aktuelle synchrone Drehkreisfrequenzen sind
Q,=7s110,5s7"; 1457215714257,

Gesucht:

1) Bewegungsgleichungen fiir ¢ = [q1, ¢217 = [y/e, ¢ — 7|7 mit 7 = Q,t als
dimensionslose Zeitvariable

2) Uberfiihrung der Bewegungsgleichungen in ein System erster Ordnung

3) Losung q(7), ¢'(1) = dq(r)/ dr fiir den stationdren Zustand (numerische Inte-
gration) bei den vorgegebenen synchronen Drehkreisfrequenzen

4) Interpretation und Schlussfolgerungen hinsichtlich der Ursachen

Lésung:
Zul):

Ausgangspunkt sind die kinetische Energie, die potentielle Energie und die virtuelle
Arbeit der nicht tiber W, erfassten eingeprigten Kraftgrofen:

2Wiin = may” + my (5 + e cos @) + (—e sin@)*) + T3¢

+ mpg ((y + epg c0s ) + (—eg@ sin (,0)2> +J3 @*

= (my +my; + mR)y2 + 2(mpre + mgeg)yp cos ¢

+ (J;f/l + Jl‘g +mye® + mRei)t})z

= my2 + dmyreyp cos ¢ + ng2

= me*Q} + dmy (G + Q) cos(qy + Qt) + J(g + Q) .

6]



368 7 Nichtlineare und selbsterregte Schwinger

Hierbei wurden zur Abkiirzung die Grofien

m=my +my +mg,

2
T =Ty + T + mye* (1 + my /mg)
unter Beachtung von mgeg = myse (vgl. gegebene GroBen) eingefiihrt.
2Wpot = cy2 = ceZq% s 3)
SW© = —bySy + M,,6¢ — (mye + mgeg)g cos gy
= —be*q15q1 + (My — 2myeg cos(qr + Q1)) 8q> . 4)

In der virtuellen Arbeit W' wurde hinsichtlich der Gewichtskrifte der unwuchtigen
Rotoren nur deren Momentenwirkung beriicksichtigt, da y = 0 als statische Ruhelage
des Systems definiert wurde, also die nur statisch wirkenden Gewichtskrifte bereits
mit einer statischen Federkraft im Gleichgewicht stehen. Des weiteren ist zu beachten,
dass zwar ¢ = ¢, + Q; ist, aber wegen of = 0 (Zeit wird bei virtuellen GroBen nicht
variiert) die Relation d¢ = ¢, gilt. Die Anwendung der LagraNGEschen Gln. 2. Art
liefert nun die beiden gekoppelten nichtlinearen Bewegungsgleichungen fiir ¢; und

q2:

me2q'1 +2mye’ (é]’z cos (qa+Qst)—(q> +0,)sin (g2 +.Qst))+c e2q1 =-b equ s

(5a)
2myre® cos (qa+Qst) §1 + Jin = My — 2myg e cos (g2 +2s1) . (5b)
Mit
2MK Qs 90 2]WK Qs 1'12
M= l-=]=- —~ (6)
Sk Qx() Qs SK QSO Qs‘

folgen aus (5) nach Division durch me?©Q? und bei Nutzung der dimensionslosen Zeit
=0t (7
sowie der Ableitungen nach 7 (mit Strich gekennzeichnet)

Cde Ld)
= ?Qs = (. ..) Qs, (' . ') - dTZ

¢.. Q=) (8)

die dimensionslosen Bewegungsgleichungen:

1’ mM ’’ mM . ’ b ’ C
qy + 27 cos(qa+71) gy — 27 sin(g2+7) - (c]2+l)2 + m_qul + m_{)§q1 =0,
(%a)

J 2M
2—mM cos(qx+7) g + —q5 + 2—mM £ cos(qa+7) + K
m m m s

62 €.Q% KmeZQSQsO

g,=0.
(9b)
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Werden zweckmiBigerweise noch das Abstimmungsverhiltnis

(10)

(wo = Vc/m ist die Eigenkreisfrequenz des dampfungsfreien Systems bei festste-
henden Rotoren, also bei ¢ = 0, vgl. (5)) und die dimensionslosen Kennzahlen

b b

D=———= —=x 0,05,

2mwy  2+mc
p="" 179910 a= iz ~2974-1073 (11)

m me

2M.

K| = s ~ 1,488; Ky = — K 5 0,0417

ec sgerQ\me

eingefiihrt, so ergibt sich schlieBlich aus (9):

17 7’ : 7 2D ’
i+ 2uc0s @2+ T)g5 = psin(gr + 0 (g + 17+ = ogi + 15 =0, (1)
17 17 Kl K2 ’
2ucos(gr + 1)qy +aqy +2u—cos(gx + 1)+ —q, = 0. (13)
Ui n

Dieses gekoppelte System zweier nichtlinearer Differentialgleichungen 2. Ordnung
kann mit Hilfe mathematischer Software fiir ein vorgegebenes €, (und damit 7)
numerisch integriert werden. Die Anfangsbedingungen

qi(t=0)=(q1)y, q1(t=0)=()), } (14)

T =0)=(q)y . ¢>(T=0)=(g3)0,

konnen zunichst willkiirlich angenommen werden (in der GréBenordnung von 1073).
Oder es werden die unter Punkt 3 hergeleiteten Ndherungslosungen fiir den statio-
ndren Zustand genutzt und 7 = 0 gesetzt. Infolge von Motorkennlinie und Dampfung
stellt sich schon nach wenigen Rotorumdrehungen eine fast periodische Losung ein.
Mit den Endwerten von ¢ und ¢’ dieser Rechnung als neue Anfangsbedingungen
kann dann z. B. in einer Zweitrechnung fiir den selben Parametersatz die stationére
Losung bestimmt werden.

Zu 2):

Oft erfordert die verfiigbare Software eine Uberfithrung der Bewegungsgleichun-
gen in ein System erster Ordnung, was z. B. mit der Definition neuer Variablen
(Zustandsvektor) gemil

z =121, 22, 23, 241" = [q1> 92, 4}, 5] = [q/} (15)
q
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moglich ist. Es ergibt sich bei Differentiation nach t:

7(7) 73(7)

i = |50 lq(r) um | 06
40| le@l |aeo
7,(7) 45(z,7)

Dies bedeutet, dass das gekoppelte System (12) und (13) nach ¢” = [q}, q2]T
aufzuldsen ist und g1, ¢}, g2, g5 durch die Elemente von z gemiB (15) ausgedriickt

werden miissen:

a  —2ucos(zz + 1)

(z.7)| _ -1
¢ (z,7) a —4p? cos?(z + 1)
2D

1 .
—n+ u - 2usin(z+ 1)+ )’

—2ucos(zp+71) 1
(17)

K224 + 20K cOS(Zp + T)
2
7

Einsetzen dieser Beziehungen in (16) liefert dann das zur numerischen Integration
benotigte System erster Ordnung. Zuzuordnen sind dann nur noch die Anfangsbedin-
gungen (14), die ebenfalls entsprechend der Definition (15) als z(r = 0) vorzugeben
sind.

Zu 3):

Die Ergebnisse der Simulationsrechnungen fiir ¢(7), ¢}(7) bei den vorgegebenen
synchronen Drehkreisfrequenzen zeigen die Bilder 2 und 3. Die sich recht schnell
einstellenden periodischen Verldaufe der Vertikalschwingungen (von den kleinen
Anfangsstorungen abgesehen) sind iiber ca. 6 Rotorumlédufe dargestellt. Dabei sind
die unterschiedlichen Skalierungen der Ordinaten zu beachten! Fiir die Schwankung
der Winkelgeschwindigkeit ¢}(r) wurden nur zwei Verldufe (Bild 4) ausgewihlt,
da diese sich bei allen n-Werten als rein sinusformig herausstellten, vgl. auch die
Betrachtungen weiter unten.

In den Verldufen von g; = y/e bzw. g = y’/e ist deutlich zu erkennen, dass bei
Q, =7s7' (= n = 1/3) die dritte und bei 2, = 10,557! (= 5 ~ 1/2) die zweite
Harmonische beziiglich einer Rotorumdrehung auftritt (12 bzw. 8 Maxima oder
Minima bei 4 Umdrehungen (4 - 2 ~ 25)). Bei Q, = 1457 (= n ~ 2/3) sind
hohere Harmonische wegen der erkennbaren Abweichung vom Sinusverlauf zwar
zu vermuten, sind aber nicht unmittelbar herauslesbar. Eine Fourier-Analyse des
Verlaufs von ¢} (7) ergab in diesem Fall fiir die beiden ersten Harmonischen die Werte
1,249 - 1073 und 3,115 - 1074, alle anderen Harmonischen waren um mindestens zwei
GroBlenordnungen kleiner (also evtl. ein numerisch bedingter Fehler).
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(e) 7 ~2,003472, Q, = 425!

Bild 3: Simulationsergebnisse (Zeitverldufe)

0.334
= 0.2

“MA/\M/\, "
APVVTVTE

Bild 4: Simulationsergebnisse (Zeitverldufe)

Bei Q, =21s7! (= n ~ 1)und bei Q; =42 sTH(= n =~ 2) sind hohere Harmonische
visuell nicht erkennbar. Auch eine Fourier-Analyse zeigte, dass die Drehfrequenz
deutlich dominiert.

Subharmonische konnten fiir den eingeschwungenen Zustand nicht festgestellt wer-
den. Bei ungiinstig gewihlten Anfangsbedingungen schien es, dass fiir 7 = 2 solche
mit der halben Drehfrequenz auftreten. Es zeigte sich jedoch bei ldngerer Integration,
dass es sich dabei offenbar um angeregte, langsam abklingende Eigenschwingungen
handelte.

Zu 4):

Ursache fiir das Auftreten hoherer Harmonische ist offenbar die quasi sinusformige
Schwankung der Rotorwinkelgeschwindigkeit (nur erste Harmonische) um einen
Mittelwert. Dieser liegt wegen der Ddmpfung geringfiigig unter ;. Die Beriicksich-
tigung eines Reibmomentes bei den Rotoren wiirde diesen Mittelwert noch etwas
senken.

Die Schwankung von ¢ (bzw. ¢" = ¢} + 1) wird durch die mit dem Winkel ¢ verén-
derlichen Hebelarme von my;g und mgg hervorgerufen, und zwar umso stirker, je
,weicher® die linearisierte Motorkennlinie ist (quantitativ durch M /sg bestimmt).

Mit einer einfachen Abschitzung lisst sich dieser Sachverhalt quantitativ begriinden.

Wird zuniichst vorausgesetzt, dass ¢, = 0 (also ¢ = Q,1) gilt, folgt aus der (mit 7>
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multiplizierten) Gleichung (12) die Bewegungsgleichung eines Einfachschwingers
bei Unwuchterregung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit:

7'dy +2Dng} +q1 = 2un’ -sint. (18)
Hieraus folgt
2 2
= | <1,6-1072 (19)

V(=) + @Dy
als Amplitude der ,,Beschleunigung* im stationdren Zustand.

Wegen ¢ < ki/n* ~ 1,448/n” fiir den hier betrachteten Drehzahlbereich (n < 2)
kann nun (13) (auch mit 5> multipliziert) mit der jetzt getroffenen Voraussetzung
0 <|g2]l < 1, also cos(gy + T) =~ cos T, sin(gy + T) ~ sin 7, vereinfacht werden:

n2aq§" + 1Ky gy = —2{LK| COST. (20)

Sie hat die stationédre Losung
2
¢ (1) = % (a cos T — 2 sin T); g5 (1) = —q2(1) (21)
(@)™ + ;5 n

mit der Amplitude

. N 2UK 1

&=, =+ : 22)

o yan?

Ihr Verlauf ist in Bild 5 gezeigt. Fiirn ~ 1/2 wird z. B. g =~ 0,112 11 erhalten, was
mit dem Ergebnis der numerischen Integration (vgl. Bild 4) sehr gut iibereinstimmt,
was auch fiir alle anderen n-Werte gilt. Wird nun die Ndherungslosung (21) in (12)
eingesetzt, ergibt sich mit der getroffenen Voraussetzung eine lineare Bewegungs-
gleichung fiir ¢ (7) mit periodischer Erregung (erste bis dritte Harmonische):

g +2Dnq, + q1 = 2un? (sinT (gy(®) +1)* —cosT- q’z’(r))

2] 2k cosT—art - @)
=2un*{sint|1 - +cosT- go(7)

1K2 (23)
2 >
S L — Z(Ak cos(kt) + By sin(kT))
2.0 4 2
(@ +a) &
mit
Ay = —auk; - (a2n2 + K%) , A= 2(1/12/(% K/,
Ay = 3auk -(a2n2 + K%) s Ay =-A;,
2
B, = (a2772 + K%) + 1K (30/2 + K%/T]z) , (24

By = 3uk ka/n- (02772 + K%) ,
Bs = —uZK% . (az - K%/T]z) .
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0.5 Ko =0.0417

K, =0.08

T e, e, s o

' T 7 ———
0 0.5 1 1.5 2
q’r}

Bild 5: Amplitude §, in Abhingigkeit von 7 und «;

Diese Koeffizienten werden erhalten, wenn die Losung (21) in die rechte Seite der
zweiten Zeile von (23) eingesetzt und das Ganze mit einem Computer-Algebra-
System in die gewiinschte Form einer Fourier-Reihe gebracht wird. Damit konnen
die hoheren Harmonischen in den numerischen Losungen recht gut erklirt bzw.
begriindet werden. Dass diese ab n ~ 3/4 so gut wie nicht mehr in Erscheinung
treten, liegt daran, dass die Schwankung der Winkelgeschwindigkeit mit wachsendem
1 und ansteigendem Verhéltnis Mg /sg (~ ko) stark abnimmt, vgl. Bild 5.

Bei Schwingern mit Unwuchterregung konnen durch Schwankungen der
Rotorwinkelgeschwindigkeit h6here Harmonische in der stationdren Schwin-
gungsantwort auftreten. Ursache fiir solche Schwankungen sind bei ent-
sprechender Anordnung der unwuchtigen Rotoren im Schwerefeld die ver-
dnderlichen Hebelarme ihrer Gewichtskrifte. Durch den Einsatz leistungs-
starker Motoren lésst sich dieser Effekt weitestgehend unterdriicken.

Weiterfiihrende Literatur

[34] Fischer, U. und W. Stephan: Mechanische Schwingungen. 3. Aufl. Fachbuch-
verlag Leipzig, 1993.
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7.7 Periodische Bewegungen eines
Bodenverdichters

Bodenverdichter werden in unterschiedlichen Ausfiihrungsformen im Tief-
und StraBenbau eingesetzt. Durch das Abheben und Wiederaufsetzen des
Verdichters auf dem Boden entstehen unstetige Bewegungsabliufe. Im vor-
liegenden Beispiel wird ein einfaches Berechnungsmodell mit einem Frei-
heitsgrad verwendet, dessen Bewegungsgleichung abschnittsweise gelost wird.

Die schematische Darstellung im Bild 1a zeigt den Bodenverdichter mit der Ge-
samtmasse m, der durch zwei mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 2 gegensinnig
umlaufende Unwuchtkorper mit jeweils der Masse !/2m,, und einem Schwerpunktab-
stand r, erregt wird. Fiir ein einfaches Modell soll der Sto3 auf den Boden als
vollplastisch angesehen sowie die Bodenverformung und Stofzeit vernachlissigt
werden. Von Interesse sind die Bewegungen des Verdichters, insbesondere mog-
liche periodische Bewegungen, die in der Frequenz mit der Umlaufbewegung der
Unwuchten tibereinstimmen.

Unwucht
/] myl 2 Qt myl 2
/@\ Grundkorper mit
Rattelplatte -
X
—-——Ruhelage mg
SN SN R R SR SNR RS NANNNN

(a) Schematische Darstellung (b) Berechnungsmodell

Bild 1: Darstellung des Bodenverdichters
Gegeben:

mg  Masse des Grundkorpers mit Riittelplatte

m,  Gesamte Unwuchtmasse (auf zwei gegenldufige Unwuchten verteilt)
m Gesamtmasse des Verdichters, m = mg + m,,

Tu Unwuchtradius

Q  Erregerkreisfrequenz

g Erdbeschleunigung

Gesucht:
1) Bewegungsgleichung

2) Zeitpunkt 1, fiir das Abheben der Riittelplatte vom Boden und Bedingung fiir
den Zeitpunkt #; des Wiederauftreffens

3) Bedingung fiir die Stabilitdt der Bewegungsform

*Autor: Jorg-Henry Schwabe, Quelle [43, Aufgabe 30]
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Lésung:
Zul):

Das System ist in der Flugphase konservativ. Beim Aufsetzen auf den Boden (plasti-
scher Stof3) wird der gesamte aus der Schwerpunktbewegung des Verdichters stam-
mende Anteil der kinetischen Energie dissipiert. Die Periodizitdtsbedingung erfor-
dert, dass in jeder Umlaufperiode der Unwuchtmassen ein Absprung des Verdichters
aus der Ruhelage und ein Aufsetzen auf dem Boden erfolgen.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen in der Flugphase werden die LAGRAN-
Geschen Gleichungen 2. Art genutzt:

d(dL\ oL
L ) D 1
dt(aél) dq 0 M

Dabei ist ¢ = x die generalisierte Koordinate und
L = Wy, — Wpol 2

die LagranGEesche Funktion. Die kinetische Energie ergibt sich zu:

1 1 1 .
Wiin = 5(m = m)i% +2- > m? (G + ru@cos Q)2 + (1, Qsin Q1)?)

A 3)
= zm)'c2 + EmuriQ2 + my,r,x$2cos Q.

Mit dem Energieniveau Wy, = O bei der Ruhelage x = 0 betriigt die potentielle
Energie:

Wpot = mgx + mygr, sin Qt . 4)

Mit Anwendung der LaGgranGEschen Gleichungen (1) ergibt sich die Bewegungs-
gleichung:

ny

nou
mi — mere @ sinQt +mg =0 bzw, i= 7 GinQr—g. (5)
m

Zu 2):

Der Absprung soll zum Zeitpunkt #, erfolgen. Zu diesem Zeitpunkt befindet sich der
Verdichter noch in Ruhe, aber die Beschleunigung wird positiv und wéchst weiter
an. Mit der Beschleunigung und dem Ruck zum Zeitpunkt #,

¥=0 und ¥>0 (6)

ergibt sich aus (5)

(7

f = — arcsi &
= — arcsin —2—,
"0 myr, Q%
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377
wobei Q1 zwischen 0 und 7/2 liegt.

Mit den Anfangsbedingungen

x(to) =0, x(t)) =0 (®)
kann die Differentialgleichung (5) integriert werden:
u MQ
() = 20 (cos Or — cos Q1) — g(t — 1), 9)
m
myry , . . 1 2
x(t) = ——(sin Qtg — sin Qt + Q(r — 1y) cos Qty) — Eg(t — ). (10)
m
Der Zeitpunkt #; des Wiederauftreffens des Verdichters nach der Flugphase ergibt
sich aus Gleichung (10) durch die Bedingung x(#;) = 0. Mit Gleichung (7) ist zudem
eine Eliminierung von g moglich, womit folgende Bedingung zur Bestimmung von
t; bevorzugt numerisch auszuwerten ist:

1
sin Qto — sin Qfy + Q(t; — 1p) cos Qtg — = Q*(t; — 1p)* sin Q1 = 0.
Zu 3):

(1)

Als eine erste Bewegungsform des Verdichters soll ein Bewegungsablauf verstanden
werden, bei dem sich der Verdichter vor dem erneuten Absprung mindestens einen
Augenblick in Ruhe befindet (siehe Bild 2).

3

—=1,2
X - Cd
4 N

in myr./m Y N - =k=20 SN

/ N ==-k=33 [f \

2 / \ ; \

7 ' 4 \

/ ! \

] \ ! \

\ /]

] f \

J ' / \

- PR \

. 1 4 N ' ! \ \
4 v v A ) 1}

! 4 \ “ ’, / \ \

// \ \ 1y \

/1 \ ! \ \

’ \ \ X4 \
4 \ \ ‘, \ \
0 a2\ el N A \

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Bild 2: Beispiele fiir die Bewegungsverldufe im Zeitbereich
Die Periodizititsbedingung lautet dafiir:

Qn — Oty < 2rm.

(12)
Vorteilhaft kann eine Kenngrofe k eingefiihrt werden, die das Verhéltnis der Ampli-
tude der Unwuchtkraft zur Gewichtskraft des Verdichters angibt:

k= mr 2 ‘

mg

13)
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Mit einer Vorgabe von k wird der Teil des Bildes 3 fiir die erste Bewegungsform
erhalten, indem aus Gleichung (7) ¢y und aus Gleichung (11) #; ermittelt wird. Die
erste Bewegungsform ist fiir ein Verhéltnis k zwischen 1 und 3,297 moglich.

2,5
Qt, ; Ot S o
inm S - - _Qtoizn ........
2 =
Ruhephase - -
-~ - Qt
1,5 7
7
/ Flugphase
0,5
Qt, .o
0
1 2 3 2. Bew.- 4
| 1. Bewegungsform | form

Bild 3: Parameter der Bewegungsformen des Verdichters

Als eine zweite Bewegungsform des Verdichters ist denkbar, dass der Verdichter
nach jedem Aufsetzen sofort wieder abspringt. In diesem Fall gilt:

Qt — Oty =2nr. (14)

Die Beschleunigung i nach Gleichung (5) ist dann zum Absprungzeitpunkt fy im
Allgemeinen nicht Null, sondern positiv. Gleichung (14) in die weiterhin giiltige
Gleichung (10) eingesetzt und mit der Bedingung x(#;) = 0 aufgelost ergibt fiir die
zweite Bewegungsform:

cos Qty = 7—}; (15)

Eine wichtige Frage ist, ob die ermittelten Bewegungsformen auch stabil sind.
An dieser Stelle soll nur die Stabilitit der Bewegung gegen eine Storung der An-
fangsparameter, ausgedriickt durch eine infinitesimale Anderung der Absprungzeit
1o, untersucht werden.

Fiir die erste Bewegungsform ist die Stabilitit gegeben, da bei einer Anderung
von t sich die Auftreffzeit #; zwar dndert, es jedoch durch die Ruhephase keine
Auswirkungen auf den néchsten Zyklus gibt.

Bei der zweiten Bewegungsform soll die Auswirkung der Anderung von o um dtq
auf die Auftreffzeit #; und damit gleichzeitig neue Absprungzeit fiir den nédchsten
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Zyklus betrachtet werden. Die Koordinate x(#y + 27/€2) nach Gleichung (10) @ndert
sich um:

0
dx =

n+2r/@  Of

2
0 —sin.Qto—g) dry . (16)
to+2m/Q

Die Anderung von #; wird aus dx und der Geschwindigkeit nach Gleichung (9) zu
dem Zeitpunkt berechnet:

i(to + 21/Q) = —27g/Q, (17)

d Tl .
dry = =% - —(L sin Qi — 1) dto = —(ksin Qtp — 1 dty. (18)
X lty+271/Q mg

Stabil ist die zweite Bewegungsform dann, wenn d¢; als Zeitverschiebung fiir den
nichsten Zyklus gegeniiber dfy nicht weiter anwichst. Dazu muss der Quotient

dy

dr

= lksinQtp— 1] < 1 (19)

sein, was mit k < 3,724 erfiillt wird.

Die Stabilititsbetrachtungen ergeben, dass die zweite Bewegungsform nur fiir ein k
zwischen 3,297 und 3,724 auftritt, wie im Bild 3 dargestellt.

Das einfache Modell des Bodenverdichters zeigt, dass zwei Bewegungsfor-
men mit und ohne Ruhephase moglich sind. Komplexere Modelle des Bo-
denverdichters sollten insbesondere auch die Bodeneigenschaften enthalten
und konnen gegebenenfalls den Verdichter als Mehrmassensystem aus Riit-
telplatte, Federn und Maschinenrahmen wiedergeben.

Weiterfiihrende Literatur

[56] Lohr, W.: Untersuchungen zum Schwingungsverhalten von Vibrationsplatten
mit Hilfe der Mehrkorperdynamik. Shaker Verlag, 2005.

[67] Mohsin, S. H.: Beitrag zur theoretischen Erfassung von Stampfsystemen. Diss.
TU Dresden, 1965.
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7.8 Stabilitat der Gleichgewichtslagen eines
Ruhrwerkes

Es wird das Losungsverhalten der nichtlinearen Differentialgleichung, wel-
che die stationiire Bewegung eines Riihrwerkes beschreibt, untersucht. Die
drei moglichen statischen Gleichgewichtslagen sind herauszufinden und die
Stabilitét kleiner Auslenkungen um diese Lagen zu bewerten. Mit Hilfe der
Stabilititskriterien und mit realistischen Systemparametern konnen somit
zu erwartende Betriebszustinde vorhergesagt werden. *

Fliissigkeiten in Transportcontainern miissen vor dem Auspumpen durchmischt
werden, um sedimentierte Anteile mit auszutragen. Spezielle Rithrwerke besitzen
klappbare Riihrorgane zum Einbringen durch die kleine Standardéffnung der Contai-
ner. Die Drehzahl wird adaptiv je nach Viskositit des Mediums eingestellt. Das in
Bild 1a vereinfacht dargestellte Rithrwerk wird durch einen Motor mit der Drehzahl
n angetrieben. Das Gelenk G ist als Scharnier ausgefiihrt, so dass es nur in einer
Ebene senkrecht zum Scharnierbolzen ausschlagen kann.

2 ==

Motor —— ! i
I
1

i I%

Schanier
G

P

. T A
Riihrer- 0 -
organ m

Bild 1: Darstellung des Riithrwerkes, (a) Schema, (b) £-{-Ebene, (c) x-y-Ebene

Die Bilder 1b und 1c zeigen das Berechnungsmodell, sowie die dazugehorige Pa-
rametrisierung in beliebig ausgelenkter Lage. Das x-y-z-Koordinatensystem ist ein
Inertialsystem, wihrend das &-n-{-Koordinatensystem ein mit Winkel & und Win-
kelgeschwindigkeit £ um die z- bzw. {-Achse mitdrehendes System darstellt. Die
Winkelkoordinate ¢ beschreibt die Bewegung des Rithrwerkes in der £--Ebene. Die
Bolzenachse entspricht der -Achse. Bild 1c veranschaulicht die Drehung um den
Winkel « in der x-y-Ebene.

*Autor: Thomas Thiimmel, Quelle [43, Aufgabe 24]
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Es wird nur der stationédre Betrieb mit konstanter Drehzahl betrachtet, weshalb gilt:
de:%zconst. und a=Qrt. (1)

Die Funktion a = Qf stellt eine kinematische Vorgabe dar, die hier wie eine feste
Randbedingung betrachtet wird. Es handelt sich deshalb um ein Modell mit ei-
nem Freiheitsgrad (Minimalkoordinate ¢). Weiterhin wird die Trigheit des Riihrers
als Punktmasse im Punkt P modelliert. Durch diese Vereinfachungen bleiben die
Drehtrigheiten der Korper (z. B. das Massentrigheitsmoment des Motors) unberiick-
sichtigt. Auch die Ddmpfung in den Gelenken und die Wechselwirkung mit dem
Fluid werden fiir diese Aufgabe vernachléssigt.

Gegeben:
m=2kg Masse des Schwenkteils mit Riihrorgan
[=0,3m Abstand zwischen Gelenk G und Punktmasse P des Riihrers

g =9.81m/s> Erdbeschleunigung
nias = 16,4; 41,0; 58,7 min~! Drehzahlen des Motors

In der Aufgabe sollen folgende Substitutionen fiir die Eigenkreisfrequenz w, bei
Q=0 und das Abstimmungsverhéltnis 7 genutzt werden:

W} = und = —. 2)

g Q
[ ()

Gesucht:

Fiir das Rithrwerk sind die Beziehungen zwischen den Parametern m, [, g (bzw.
wp) und 2 gesucht, welche die Stabilitit kleiner Schwingungen um die statischen
Gleichgewichtslagen sichern, dafiir gilt das Modell nach Bild 1:

1) Lacrancesche Funktion und Bewegungsgleichung sowie Eigenkreisfrequenz
wo bei Q=0 und die entsprechende Resonanzdrehzahl

2) Statische Gleichgewichtslagen ¢} des Systems in allgemeiner Form und Dreh-
zahl fiir eine Gleichgewichtslage ¢* = 60°

3) Differentialgleichungen (DGL) fiir kleine Storungen ¢ um die Gleichgewichts-
lagen ¢} (Stdrungsrechnung)

4) Stabilitdtskriterien fiir die Gleichgewichtslagen

5) Stabilitétsuntersuchung der Gleichgewichtslage ¢* = ¢} =0, Skizze der kom-
plexen Polebene (Pole A=+ jw}) in Abhéingigkeit von 17 und mit den speziellen
Punkten fiir n = 0; 0,3; 0,75; 1,0 und 2,0 sowie Zahlenwerte fiir mogliche
Kreisfrequenzen wj bei den Motordrehzahlen ny, ny und n3 und fiir 7 = 2
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6) Stabilitdtsuntersuchung der nach oben stehenden Gleichgewichtslage ¢* =
@5 = ohne Zahlenwerte und der seitlichen Gleichgewichtslage ¢* = ¢} in
Abhéngigkeit von 1 und mit den speziellen Punkten fiir n= 0; 0,3; 0,75; 1,0
und 2,0 sowie Zahlenwerte fiir Winkellagen ¢;und mogliche Kreisfrequenzen
wj}; bei den Motordrehzahlen ny, ny und n3 und fiir n = 2

7) Diskussion der Betriebszustinde

Lésung:
Zul):

Nur die Masse m liefert entsprechend der Modellannahmen (Bild 1) einen Anteil

fiir die kinetische Energie, dieser lautet: Wy, = % mv?. Die Geschwindigkeit v setzt

sich aus zwei Anteilen zusammen. In der £-{-Ebene entsprechend Bild 1b fiihrt die
Masse eine Kreisbewegung mit dem Radius / um den Gelenkpunkt G aus, und besitzt
die Geschwindigkeit

v =1¢. 3)

Aufgrund der Drehbewegung der Motorwelle mit der konstanten Winkelgeschwin-
digkeit 2 bewegt sich die Masse m aulerdem in der x-y-Ebene auf einer Kreisbahn
um die z- bzw. {-Achse mit dem Radius r = [ sin ¢, siehe Bild Ic. Fiir den zweiten
Geschwindigkeitsanteil gilt somit

vy, =Q Ising. 4)

Da v; und v, senkrecht aufeinander stehen, folgt:

v:,lv%+v§. (®))

Die potentielle Energie W), infolge Schwerkraft ergibt sich beziiglich der Bezugsli-
nie im Ursprung des Inertialsystems, vgl. Bild 1b, in der Form:

Wpot = mgz mit z=-lcosg. (6)

Aus den Gleichungen (3) bis (6) folgt die LAGRANGEsche Funktion zu:

1
L = Wiin — Wyt = Emz2 (¢* + Q% sing®) + mgl cos . (7

Die kinetische Energie Wy, hingt nicht nur von ¢ sondern explizit auch von der
Lagekoordinate ¢ ab: Wy, = Wiin (¢, ¢). Mit Hilfe der LagraNGE’schen Gleichungen
2. Art ergibt sich mit w(z) = g/l die Bewegungsgleichung:

@+ (Wi — 9 cosp) sing =0. (8)

Diese nichtlineare Bewegungsgleichung vom Typ ¢ + h(g) = 0 ist konservativ, da die
Funktion & nur von ¢ und nicht von ¢ abhingt und liefert
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o fiir Q = 0 die Eigenfrequenz (mathematisches Pendel):

wo = Jg/l=572s"" bzw. fy=091Hz

e und die entsprechende Resonanzdrehzahl zu wg : ng = 54,6 min~! .

e Mit wy und den gegebenen Drehzahlen n;, n; und n3 ergeben sich nach (2) die
Abstimmungsverhéltnisse n7; = 0,3, 7, = 0,75 und 13 = 1,075.

Zu2):
Die moglichen Gleichgewichtslagen ¢* sind durch die folgende Vorschrift definiert:
p=¢"=const. und ¢"=0, " =0. )
Eingesetzt in (8) folgt die Bedingung:
0= (a)(z) — Q% cos ") sing”. (10)

Aus (10) konnen nun direkt die Gleichgewichtslagen ¢* durch folgende Fallunter-
scheidung bestimmt werden.

Fall I: 0=sinp" & ¢ =n-n fiirbeliebige ganze Zahl n
= ¢;=0 und ¢;=nx (11)
Die Teillosung ¢3 = (der Riihrer steht senkrecht nach oben) ist praktisch wenig
sinnvoll, sie soll aber der Vollstindigkeit halber mit untersucht werden.
Fall II: w1
0=wj—-Q*cosy’ & cosy; = Q—g = ]
. 1
= (3 = arccos ? (12)

Damit ¢} existiert, muss 1/ r]2 im Definitionsbereich D = [-1, 1] der arccos-
Funktion liegen. Dies fiihrt auf die Existenzbedingung:

71221 bzw. w%SQZ. (13)

Diese Losung ist nur moglich, wenn die Winkelgeschwindigkeit des Motors
groBer ist als die Eigenkreisfrequenz des Pendels. Dieser Betriebszustand wird
als tiberkritisch bezeichnet.

Insgesamt gibt es somit drei verschiedene Werte fiir ¢*, fiir welche (10) Bewegungen
mit konstantem Winkelausschlag zuldsst:

. 1
01 =0, ¢y=n und ¢} =arccos (—2), falls > > 1. (14)
U
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Aus (12) kann mit den Gleichungen (1) und (2) eine Formel zur Berechnung der
Drehzahl n3 in Abhingigkeit der gewiinschten Gleichgewichtslage ¢} hergeleitet
werden:

o 090 . (15)

i TTAJCOS ¢

Fiir ¢35 = 60° und wy = 5,72 s~! ergibt sich mit (15) die gesuchte Drehzahl ny:

30-5,72s7"
0= ————— =772min"". (16)
} 7 Vecos 60° _

Zu 3):

Die Auslenkung setzt sich aus der Gleichgewichtslage ¢* und der iiberlagerten
kleinen Storung ¢ zusammen.

p=¢ +y. (17)
Weiterhin gilt wegen (9):
¢=y und ¢=4y. (18)

Werden (17) und (18) in (8) eingesetzt, so entsteht die DGL fiir die Storung:

U+ |wf — Q(cos(¢” + )| sin(g” +y) = 0. (19)

Fiir kleine Storungen ¢ < 1 gilt cos ¥~ 1 und sin ¢ = . Additionstheoreme fiithren
zu weiteren Vereinfachungen. Wegen ¢ < 1 gilt > — 0 und infolge der Bedingung
fiir Gleichgewichtslagen entsprechend (10) ergibt sich die gesuchte Differentialglei-
chung:

v+ [w% cos ¢* — Q*(cos® " — sin’ (p*)] Y =0. (20)

Zu 4):

Die Gleichung (20) beschreibt die Dynamik kleiner Stérungen um die Gleichge-
wichtslagen, deren Stabilitdtsverhalten jetzt zu priifen ist. Dazu werden im Folgenden
immer Differentialgleichungen (DGL) vom Typ

Y+ky =0 1)
untersucht. Diese haben abhéngig von k folgende Losungen:

k>0: y(t)=Asin Vkt + B cos \/Izt, (grenz-)stabile Losung,
k=0: y({t)=At+B, instabile Losung, (22)

k<0: y(=A eVkr 4 g VEI instabile Losung.
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Somit ist das Stabilitdtsverhalten der DGL (21) vollstidndig aus dem Vorzeichen von
k bestimmbar. Die Pole A = +j Vk= +jw? werden auch Wurzeln genannt. Die drei
Gleichgewichtslagen des Rithrwerkes werden nun anhand der jeweiligen Ausdriicke
fiir k£ in der Gleichung (20) untersucht.

Zu 5):
Fiir ¢* =0 folgt aus (20) der Term k= (w% —0Q% und die DGL

g+ (wp - Q%)y =0. (23)

Fiir Q%< wg entstehen [grenz-]stabile Losungen in Form einer harmonischen Schwin-
gung

Y(t) = Asinwjt + Beos wjt mit 24)
= Wi — 2 =wo41 - (25)

Fiir Q%> w% bzw. n>1 ergibt sich ein negativer Term k= (w% - %) und die Gleich-

gewichtslage ¢} =0 wird instabil. Die Pole A=+ . /wg — Q2 =1 jw; besitzen dann
keinen Imaginirteil und einer der Pole hat einen positiven Realteil.

Das Rithrwerk dreht in diesem Fall iiberkritisch, wachsende Amplituden fiihren aber
bald in den Bereich einer der folgenden Gleichgewichtslagen.

Zusammenfassend gilt: Die Lage ¢} = 0 ist stabil, wenn

Q<wy bzw. n<l. (26)

Fiir spezielle Zahlenwerte von n=Q/w, ergeben sich verschiedene Punkte in der
Polebene, der komplexen Ebene der Wurzeln, wie in Bild 2 veranschaulicht. Die
rechte Halbebene beschreibt den instabilen Bereich. Die komplexen Zahlenwerte fiir
A12=412(n) enthilt Tabelle 1. Die Tabellenzeile fiir 41, = *jw] liefert gleichzeitig
die konkreten Werte von wj mit wg=15,72 sl

Tabelle 1: Komplexe Zahlenwerte fiir 412 =4;2(17)

n 0 0,3 0,75 1,0 1,075 2,0
Ao +1,0 jwo | £0,95 jwy | £0,66 jwy | 0 | £0,395 wy | £1,73 woy
A komplex = Schwingung Areell = keine Schwingung

S [Hz] 0,91 0,86 0,60 0 0 0

n [1/min] 0 16,4 41 54,6 58,7 109,2
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Bild 2: Darstellung der Wurzeln 1 5(n) in der komplexen Polebene fiir ¢} =0

Zu 6):

Die Untersuchung der nach oben stehenden Gleichgewichtslage ¢* = ¢} = liefert
nach Einsetzen in (20):

J - (wg+Q%)y =0. 27)

Da der Term k= —(w% +0?) immer negativ ist, bleibt diese Gleichgewichtslage mit
aufrecht stehendem Pendel grundsitzlich instabil.

Die Untersuchung der Stabilitéit der Losung ¢ =arccos(1/ 1%) geht ebenfalls von der
allgemeinen Gleichung (20) aus. Umformung ergibt

U+ [a)é cos " — Q*(2cos? ¢ — l)] W =0. (28)

Durch Einsetzen der Gleichgewichtslage cos ¢} = 1/ n* ergibt sich

¢+Qz(1—%)¢=o. (29)

Diese Gleichgewichtslage existiert entsprechend (13) nur fiir > 1. Daraus folgt,
dass der Term k=Q? (1 -1/ r]4) immer grofer als Null ist.

Zusammenfassend gilt fiir ¢5 = 0 die Bedingung:

wo<Q bzw. np>1. 30)

Somit bewegt sich das Rithrwerk um die Gleichgewichtslage ¢} mit einer [grenz-]-
stabilen harmonischen Schwingung. Die zugehorige Kreisfrequenz lautet

. 1 1
w; = Qz(l—n—4) = wyn l—n—4. (31)




7.8 Stabilitiit der Gleichgewichtslagen eines Riithrwerkes 387

Die seitliche Gleichgewichtslage ¢} existiert nicht bei allen vorgegebenen Drehzah-
len, sondern nur fiir Drehzahlen gréer als die Resonanzdrehzahl ng. Es verblei-
ben nur die Drehzahlen 58,7 bzw. 109,2 min~!, die den Abstimmungsverhiltnissen
n=1,075 bzw. n=2 entsprechen.

Die Winkel ¢} fiir diese Gleichgewichtslage nach (14) betragen 30,1° fiir 58,7 min~!
und 75,5° fiir 109,2 min~!. Fiir die Kreisfrequenzen ergeben sich w; = 0,539wy bei
der Drehzahl von 58,7 min~! und a)§ = 1,93wq bei 109,2 min~!. Der kleine Winkel
(1) schwingt dementsprechend mit f3=0,59Hz bzw. f;=2,12Hz.

Fiir die anderen Drehzahlen (16,4 bzw. 41 min™") ) im unterkritischen Bereich ergibt
sich keine schwingende Bewegung. Die Pole A = jw} wiiren rein reell (w3 wiirde rein
imagindr) und eine Gleichgewichtslage entsprechend (9) existiert wegen (13) nicht.

Zu7):
Die Ausdriicke (26) und (30) sind die gesuchten Stabilititsbedingungen.

Ist (26) erfiillt (n < 1), d.h. im konkreten Fall fiir Drehzahlen kleiner als ng =
54,6 min~!, so ist die Gleichgewichtslage ¢ = 0 stabil. Kleine Schwingungen, die
durch Stérungen dieser Gleichgewichtslage verursacht werden konnen, verschwin-
den infolge der real immer vorhandenen Dampfung nach gewisser Zeit wieder.
Dieser Betriebszustand ist somit unbrauchbar, da das Rithrpendel in einer nach unten
hingenden Stellung verharren und schlecht rithren wiirde.

Wenn (26) nicht erfiillt ist (7> 1), d. h. im konkreten Fall fiir Drehzahlen groer
als np = 54,6 min~', dann gilt (30). In diesem Fall stellt sich zwischen Motorwelle
und Riihrer ein konstanter Winkel ¢} = arccos(1 /1) ein. Diese Bewegung des
Riihrers ist ebenfalls stabil und schwingt mit einer Frequenz entsprechend (31).
Nur dieser Betriebszustand sichert die gewiinschte Funktion des Riithrwerkes. In der
Praxis variiert der stufenlos regelbare Servoantrieb iiber die Drehzahl die stationére
Winkellage des pendelnden Riihrorgans.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass sich in jedem Fall genau ein sta-
biler Bewegungszustand fiir den Riihrer ergibt, da die instabile aufrechtstehende
Gleichgewichtslage ¢; = m lediglich einen mathematischen Spezialfall darstellt, der
real nicht auftreten wird.

Die Aufgabe zeigt, dass es nicht immer geniigt, die Losung der Bewegungs-
gleichung anzugeben. Es kommt vielmehr auch auf das Losungsverhalten,
auf die verschiedenen Gleichgewichtslagen und die Stabilitit an. Speziell
kann das Container-Riihrwerk nur bei solchen Parametern, bei denen eine
stabile seitliche Gleichgewichtslage mit ¢} existiert, seine Funktion erfiillen.
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7.9 Vergleich zweier Dampfungsansatze

Zur Erfassung der Energiedissipation freier und erzwungener Schwingun-
gen von Maschinenbauteilen wird oft der lineare viskose Ansatz fiir Dimp-
fungskrifte benutzt. Als Alternative kommt der nichtlineare Ansatz der Cou-
roMBschen Reibung in Betracht. Das Dimpfungsverhalten soll an Hand ei-
nes Beispiels verglichen werden. *

Bild 1 zeigt kinematisch erregte Berechnungsmodelle, bei denen ein Korper iiber
eine Feder angetrieben wird, der am Abtrieb an einer Kontaktfliche gleitet. Im Fall
la wird der Weg x = vt und bei Fall 1b der von einer raumfesten Basis aus gemessene
Winkel ¢ = Qr vorgegeben, wobei die Federn zu Beginn um ¢y bzw. ¢y vorgespannt
sind. Die Arretierung wird zur Zeit r = 0 gelost. Die Koordinaten g und ¢ beschreiben
die jeweiligen Federdeformationen.

A« ¢ A v N
;W E — J
7 —-— 7
7 - 7 7 -~
7 x+q % Y+ !

(a) Langsschwinger (b) Torsionsschwinger

Bild 1: Berechnungsmodelle eines Antriebs mit kinematischer Erregung

Gegeben:
m = 1lkg Masse
¢=10000N/m Federkonstante
b = 8Ns/m Diampfungskonstante bei Variante A
Fr=20N konstanter Reibkraftbetrag bei Variante B
qo = =50 mm Anfangsweg
v=10m/s Antriebsgeschwindigkeit

Fiir die zwischen der Masse m und der Gleitflache wirkende Widerstandskraft F’
werden zwei Ansitze verglichen. Haften sei ausgeschlossen.

e Variante A: Viskose Dampfung (KeLviN-Vo1GT)

F =b(x+q) (D
e Variante B: Trockene Reibung (CouLomB)

F = Fg sign(x + ¢) (2)

Analoge Ansitze gelten fiir den Torsionsschwinger.

*Autor: Hans Dresig
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Gesucht:
1) Bewegungsgleichungen fiir den Lingsschwinger
2) Bewegungsgleichungen in dimensionsloser Form

3) Verlidufe von Weg und Geschwindigkeit fiir den Langsschwinger und fiir die
dimensionslose Fassung der Bewegungsgleichungen

4) Vergleich der Ausschwingvorgéinge und Interpretation der Ergebnisse

Lésung:
Zul):

Es wird zunichst das translatorisch bewegte System von Bild 1a betrachtet. Bild 2
zeigt die wirkenden Krifte an der Masse m: die Riickstellkraft der Feder, die dem
Relativweg proportional ist, die Triagheitskraft der Masse, welche der absoluten
Beschleunigung proportional ist und die Widerstandskraft an einer Kontaktfliache.

m (X + §)
Fan ¢ cq n—
e
B ]
F

Bild 2: Kriftebild am frei geschnittenen System von Bild la

Die Bewegungsgleichungen folgen beim Liangsschwinger bei Beriicksichtigung von
(1) und (2) aus dem Kriftegleichgewicht:

Variante A : mx+qg)+cqg+b(x+q) =0, 3)
Variante B : m(xX + §) +cq+ Fgsign(x+¢) =0. 4)

Anfangsbedingungen sind gemil der Aufgabenstellung

9(0)=qo0,  ¢(0)=0. ®)

Zu 2):

Am Federende des Liangsschwingers wirkt die Antriebskraft F,, = —cq, vgl. Bild 2.

Die beiden Systeme in Bild 1 haben dieselbe Struktur. Fiir die jeweils zugehorigen

Bewegungsgleichungen und deren Losungen gelten analoge Ausdriicke, weil alle

Parameter von Bild 1a und Bild 1b vergleichbar sind:
xéw? qé‘p’ q0£900s VE-Q, (6)
mEJ, C£CT, bebT, FREMR.
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Fiir den Gesamtweg wird unter Nutzung der Eigenkreisfrequenz wy eine dimensions-
lose Koordinate z sowie die dimensionslose Zeit 7 eingefiihrt. Die Ableitung nach
der dimensionslosen Zeit 7 wird mit einem Strich gekennzeichnet:

, € Cr wp wo d() ,

=== —, = + _— = —+ —_—, = [7 —_— = .

W= 2 (x+q) - W+¢) o =W i 0
Damit gilt

. . ’ . . 17 v A%

xX+qg=v7, ¥+g=vw?’, gq=z—-x=(2-17)—. (7

wo wo

Einsetzen dieser Ausdriicke in (3) und (4) und Division dieser Gleichungen durch das
Produkt (mwgv) liefert dann nach kurzen Umformungen die Bewegungsgleichungen
in dimensionsloser Form, die sowohl fiir den Lingsschwinger als auch fiir den
Torsionsschwinger giiltig sind. Es ist moglich, die folgenden Gleichungen so zu
deuten, dass sie auch fiir andere Schwinger gelten, die nur einen Freiheitsgrad haben.

Variante A: " +z+m7 =1, (8)

Variante B: 7 +z4+msign(@) =1. 9)

Durch einen Koeflizientenvergleich wurden die Ahnlichkeitskennzahlen 7 und 7,
erhalten, die mit den Daten der Aufgabenstellung folgende Zahlenwerte haben:

b Fr
=0,08, T = =
Vem 2Ty Vem

Die Kennzahl 7y ist identisch mit dem doppelten LEarschen Dampfungsgrad, wih-
rend 7, ein Kennwert zur Bewertung der CouromBschen Reibkraft ist. Fiir den
Torsionsschwinger von Bild 1b ergeben sich wegen der in (6) genannten Analogie
die folgenden dimensionslosen Ahnlichkeitskennzahlen:

72'1=2D=

0.2. (10)

bt Mg
5 ) = .
VCTJ : Q VCTJ

Die aus (5) folgenden Anfangswerte der dimensionslosen Koordinate sind

q0 c [("20) cT ’
2(1=0) = 2o " ‘/m ) N 7 ,  Z(=0) (12)

Hierbei wurde vorausgesetzt, dass Parameter- und Anfangswerte des Torsionsschwin-
gers dieselben dimensionslosen Zahlen liefern wie beim Liangsschwinger. Ein Torsi-
onsschwinger gemdf Bild 1b verhilt sich physikalisch so wie der Lingsschwinger
(Bild 1a), wenn beide Systeme identische Ahnlichkeitskennzahlen haben und gleiche
Anfangswerte vorliegen.

m=2D= (11)

Zu 3):
Die Losung der Bewegungsgleichung (3) bei den Anfangsbedingungen (5) lautet fiir
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Variante A mit x = v¢ und mit w = wy V1 — D?:

x(t) + q(t) = (qo + 2Dl)e—Dw [cos wt+ DL sinwr| - 2D £y, (13)
wo w wo

2

w,

(1) + ) = — (qo + 21)1) 20 =Dt it + v (14)
wy) W

In dimensionsloser Form ergibt sich

2(1) =(z0 + 2D) e L7 [cos( V1 - D2 T) + \/L_ sin( 1-D2 T)] a15)

1-D?
-2D+1,
1
Z(1) = —(z0 + 2D)———=e"""sin (VI - D> 1) + 1. (16)

V1 -D?

Die durch die Auslenkung gy und den Anfahrvorgang angeregte Schwingung klingt
infolge der viskosen Ddmpfung ab. In Bild 3 ist neben Weg und Geschwindigkeit
auch die obere Hiillkurve des Geschwindigkeitsverlaufs eingetragen. Es zeigt sich,
dass die Geschwindigkeit der Masse den Wert der Antriebsgeschwindigkeit v =1 m/s
asymptotisch erreicht. Der Wegverlauf der Masse konvergiert gegen x = vt —2Dv/wy.

: 11
) A1
0.9
0.8
07
0.6
05
0.4
0.3
0.2
0.1
0

‘ : ‘ ‘ -0.1

T T T
Geschwindigkeit @(t) + (¢
Gesamtweg z(t) + q(t)

Geschwindigkeit (m/s)
Gesamtweg (m)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Zeit t in's

Bild 3: Verlauf des Gesamtweges x(f) + g(¢) und der Geschwindigkeit x(f) + g(¢) bei
Modellvariante A

Die Bewegungsgleichung des Reibschwingers fiir Variante B ldsst sich analytisch
etappenweise 16sen. Hier wird sie aber numerisch mit Hilfe des Programms Simu-
lationX gewonnen. Die Losung wird zweimal berechnet (mit den urspriinglichen
Parametern und zusitzlich mit den dimensionslosen Kenngrofen fiir die Koordinate
7), was zur Ergebniskontrolle dienen kann. Dem Zeitbereich 0 < 7 < [ s entspricht
fiir die dimensionslose Zeit der Bereich 0 < wot = 7 < 100.

Bild 4 zeigt die Verldufe der Losungen fiir Absolutweg und —geschwindigkeit bei
Courowmsscher Reibung mit den Parameterwerten der Aufgabenstellung.
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T T T T
Geschwindigkeit @(t) + ¢(t) ]
Gesamtweg z(t) + q(t) |

Geschwindigkeit in m/s
Gesamtweg in m

i i i i i —0.1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Zeit t in s

Bild 4: Verlauf des Gesamtweges x(f) + g(¢) und der Geschwindigkeit x(¢) + ¢(¢) bei
Modellvariante B (Coulomb)

T T T T T
——— dimensionslose Geschwindigkeit z’(7)
dimensionslose Koordinate z(7)

a
=]
Koordinate z(7)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Eigenzeit 7 = wot

Bild 5: Verlauf der Koordinate z(7) und deren Ableitung z’(7) der Modellvariante B

Die Verldufe in Bild 5 stellen denselben physikalischen Ablauf wie in Bild 4 dar.
Die Zahlenwerte konnen mit Hilfe der Beziehungen (15) ineinander umgerechnet
werden.

Die Bewegung der Masse m verlduft anfangs geddmpft, wobei die Amplituden -
im Gegensatz zur viskosen Dampfung - angenihert linear mit der Zeit abnehmen.
Etwa ab dem Zeitpunkt rx ~ 0,37 s wird ein stationdrer Zustand erreicht, vgl. Bild 4.
Die Masse m bewegt sich ab ¢ > ¢ vorwiérts mit veranderlicher Geschwindigkeit,
die um den Mittelwert der Antriebsgeschwindigkeit von 1 m/s schwankt. Nur im
Bereich 7 < tx = 0,37 s, wo in diesem Beispiel v + ¢ > 2m/s ist, bewegt sich die
Masse zeitweise riickwirts und verursacht dort eine Reibkraftumkehr.
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Zu 4):

Bei der viskosen Dampfung (Modellvariante A) sinken die Schwingungsamplituden
asymptotisch gegen null, vgl. Bild 3. Die Widerstandskraft F' wechselt nach der Zeit
t > tg = 0,37 s nicht mehr ihre Richtung gegeniiber der absoluten Geschwindigkeit.
Sie hat einen zeitlich verdnderlichen Betrag. Die viskose Dampferkraft wirkt propor-
tional zum Betrag der momentanen Geschwindigkeit und vermindert die Amplituden
der vorhandenen Schwingung.

Bei der CouLomBschen Reibung (Modellvariante B), bei der die Verldufe entstehen,
die in Bild 4 und Bild 5 dargestellt sind, wechselt etwa ab tx =~ 0,37 s die Absolutge-
schwindigkeit nicht mehr ihr Vorzeichen, denn sie bleibt danach immer positiv. Die
Masse m gleitet mit harmonisch veridnderlicher Geschwindigkeit weiter vorwirts.
Die Widerstandskraft F' wirkt ab r > rx zwar immer entgegengesetzt zur Richtung
der Geschwindigkeit, aber die konstante Reibkraft dampft die Schwingung nicht,
im Gegensatz zu dem Verlauf in Bild 3. Sie verursacht Reibungsverluste, die der
Antrieb tiberwindet. Die anfangs angeregte Schwingung klingt zunéchst ab, aber es
verbleibt eine Restschwingung z = [1 + cos wy(t — tx)].

In Bild 3 ist erkennbar, dass zu den Zeiten ¢ > ¢ keine Riickwirtsbewegung eintritt.
Restschwingungen sind nicht mehr gedampft und der Transportbewegung iiberla-
gert, welche die Geschwindigkeit v hat. Schwingungen werden dann am stirksten
geddmpft, wenn sich die Richtungen von Reibkraft und -geschwindigkeit einander
abwechseln.

Ausblick

In der Realitiit gibt es verschiedene Ursachen fiir mechanische Energiever-
luste, so dass zur Berechnung je nach Anwendungsfall eine Kombination
von Ansitzen in Betracht zu ziehen ist. Die viskose Didmpfung und die Cou-
Lomssche Reibung sind nicht die einzigen Moglichkeiten fiir die Modellie-
rung. Die Abhiingigkeit der Didmpfungsparameter von der nichtharmoni-
schen Belastung [21], von der Bewegungsrichtung (Biirsteneffekt) [33], der
Verweilzeit [38] zwischen Bewegungsetappen u. a. Effekte behandelt die spe-
zielle Fachliteratur.

Weiterfiihrende Literatur

[21] Dresig, H. und J. Vulfson: ,,Zur Dimpfungstheorie bei nichtharmonischer
Belastung®. In: VDI-Berichte 1082. VDI-Verlag, Diisseldorf, 1993, S. 141—
156.

[38] Grudzinski, K., W. Kissing und M. Zaplata: ,,Numerische Untersuchungen von
Parametereinfliissen des dynamischen Systems auf selbsterregte Reibungs-
schwingungen®. In: Technische Mechanik (1999) 19, S. 29-44. Magdeburg.
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7.

10 Kontrolle des Superpositionsprinzips an
einem Beispiel

Infolge der stets vorhandenen Dampfungseinfliisse kommen freie Schwin-
gungen in der Realitiit immer in endlicher Zeit zur Ruhe. Beim mathema-
tischen Ansatz einer viskosen Dimpfung nehmen die Amplituden im Falle
eines linearen Systems exponentiell ab, d.h. die Schwingung endet theore-
tisch nie. In der Realitiit ist jedoch meist ein Anteil ,,nichtviskoser Dimp-
fung* beteiligt. Fiir einen Schwinger mit einem Freiheitsgrad soll gepriift
werden, ob das Superpositionsprinzip erfiillt ist, wenn seine Energiedissi-
pation sowohl mit viskoser Dimpfung als auch mit CouLomsscher Reibung
im Berechnungsmodell erfasst wird. Das Superpositionsprinzip ist erfiillt,
wenn die Wirkung (die Reaktion) der Summe von Einzelursachen (Aktio-
nen) identisch ist mit der Summe der Wirkungen der Einzelursachen. *

. X
m c
F(1) —VVVVVA-
—_—
a1
-'b
X777 /
Fr

Bild 1: Schwingungssystem des betrachteten Beispiels

Gegeben:
m =1kg Masse
¢ =1,0-10*N/m Federkonstante
b =2Ns/m Diampferkonstante
Fr =4N konstanter Reibkraftbetrag (Haften und Gleiten)
Fy = 10N Amplitude der ersten Erregerkraft
F, =5N Amplitude der zweiten Erregerkraft
1 =1Hz Erregerfrequenz der ersten Erregerkraft (Q = 2nf;)
f>» =10Hz Erregerfrequenz der zweiten Erregerkraft (Q, = 2nf)
X0 =50mm Anfangsauslenkung
Gesucht:

1) Ausschwingvorgang fiir eine Bewegung aus der Ruhe heraus mit dem An-
fangsweg x(

2) Weg-Zeit-Verlauf (stationédrer Zustand) bei harmonischer Erregung sowohl mit
F(t)=Fi(t) = F| sin Q1 als auch mit F(7) = 5 - F; sin Q¢

*Autor: Hans Dresig
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3) Weg-Zeit-Verlauf bei harmonischer Erregung mit F(¢) = F»(¢t) = F, sin Q¢
4) Weg-Zeit-Verlauf bei biharmonischer Erregung mit F(r) = F(t) + F»(t)
5) Vergleich aller Weg-Zeit-Verldufe; Priifung der Ergebnisse hinsichtlich der
Giiltigkeit des Superpositionsprinzips
Lésung:
Zul):

Die Bewegungsgleichung des in Bild 1 gezeigten Schwingungssystems folgt aus
dem Kriftegleichgewicht und lautet

mx + bx + Frsign(x) + cx = F(¢). (1)

Infolge der Signumfunktion ist es eine nichtlineare Differentialgleichung. Zur Mo-
dellberechnung wird das Programm SimulationX benutzt. Bild 2 zeigt das verwendete
Strukturbild. Die in Bild 3 dargestellten freien Schwingungen, die nach dem Aus-

Tockene Reibung

Jr—
= e—r

Krafterregung F(t) Masse m Vorgabe

Feder-Didmpfer

= i

Bild 2: Modelldarstellung in SimulationX

lenken der Masse aus der Ruhelage entstehen, zeigen, dass die Schwingungen nach
einer endlichen Zeit von etwa ¢ = 1,1 s abgeklungen sind. Der grofle Einfluss der
Reibung ist daran erkennbar, dass anfangs die Amplituden nahezu linear absinken,
aber die leichte Kriimmung der Einhiillenden deutet darauf hin, dass auch viskose
Déampfung beteiligt ist.

Zu 2):

Im Bild 4 sind die stationdren Weg-Zeit-Verldufe fiir zwei harmonische Erregerkrifte
dargestellt, die beide mit der Erregerfrequenz f; = 1 Hz wirken, aber deren Ampli-
tuden sich um den Faktor 5 unterscheiden. Die Kurve mit dem groleren Ausschlag
entspricht der gro3eren Erregerkraftamplitude.

Der Verlauf mit dem groferen Maximalweg sieht nahezu harmonisch aus, aber er ist
wegen des Reibkrafteinflusses im Vergleich zu einer Sinuskurve verzerrt. Der Verlauf
der Schwingung mit den kleineren Ausschlidgen ist nicht harmonisch, aber peri-
odisch. Bei dem stufenférmigen Verlauf werden hohere Harmonische sichtbar. Das
Betragsmaximum des Weges betrigt bei der Kraftamplitude von 50 N im stationédren
Zustand | X |pax = 4,69 mm und | x [pax = 0,60 mm bei der Kraftamplitude von 10N,
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50 &
40

Schwingweg |

20

z(t) in mm

0 0.5 1 tins 1.5

Bild 3: Ausschwingvorgang

6 T T
Erregung F; = 50sin 3¢ N

T
Erregung F; = 10sin ¢ N

2(t) in mm

0 1 2 3 4 tins 5

Bild 4: Weg-Zeit-Verlauf bei Erregung mit F; = 10sin 2,7 N; F, = 50sin ;¢ N

d. h. das Verhiltnis der maximalen Wege ist etwa 7,8 bei einem Verhiltnis von 5 der
Kraftamplituden. Die Wirkung (Wegamplitude) ist also der Ursache (Kraftamplitude)
nicht proportional. Verantwortlich fiir diese offensichtliche ,,Nicht-Proportionalitit®
ist die nichtlineare CourLomssche Reibkraft, die ihre Wirkrichtung sprunghaft an den
Nulldurchgéngen der Geschwindigkeit wechselt.

Zu 3):

Bild 5a zeigt den Wegverlauf, der bei einer Erregerkraft F(f) = 5sinQ,r N ent-
steht, wenn diese im Ruhezustand beginnt. Es stellt sich ein periodischer Weg-
verlauf ein, der nahezu sinusfoérmig verlauft. Der Fourier-Koeffizient der ersten
Harmonischen betrigt ¢; = 0,66 mm. Dies ist kein Widerspruch zum Maximalwert
| X |max = 0,581 mm, da hthere Harmonische an dem Wegverlauf beteiligt sind.
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(a) Harmonische Erregung mit F(t) = Fy(t) = F} sin Oyt
1 T T T T

z(t) in mm
o

-1 i i i i
0 1 2 3 4 5

. tins
(b) Harmonische Erregung mit F(t) = Fy(t) = Fy sin 4t

1 T T T T

2(t) in mm

-1 i i i i

0 1 2 3 N
ins
(c) Harmonische Erregung mit F(t) = Fy (t) + Fa(t)
2 T T T T
= 1 1
g
g 0
T 4} ]
) i i i i
0 1 2 3 . 5
tins

Bild 5: Berechnete Weg-Zeit-Verldufe

Zu 4):

Bei Anwendung einer Fourier-Reihe wird oft vorausgesetzt, dass die Reaktion des
Schwingers auf jede einzelne Erregerharmonische summiert werden kann. Um zu
priifen, ob dies bei diesem Beispiel berechtigt ist, sind im Bild 5a und Bild 5b die
Verldufe dargestellt, die sich infolge jeweils einer einzigen harmonischen Erregerkraft
ergeben. Bild 5c zeigt zum Vergleich den Weg-Zeit-Verlauf, wenn beide Erregerkrifte
gleichzeitig wirken. Offensichtlich ist hierbei das Superpositionsprinzip verletzt, denn
der Verlauf von Bild 5c ist nicht die Summe der Verldufe von Bild 5a und Bild 5b.
Aus dem Verlauf des Mittelwertes ist mit bloBem Auge zu erkennen, dass sich eine
niederfrequente und eine hochfrequente Bewegung iiberlagern, die qualitativ mit
Bild 5a und Bild 5b vergleichbar sind.

Zu 5):

Der Maximalwert von | x |max = 0,603 mm entsteht bei der Erregung mit einer einzi-
gen Kraftkomponente der Erregerfrequenz f; = 1 Hz von F(¢) = F(t) = FsinQt.
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Dem entspricht eine erste Harmonische ¢; = 0,707 mm, vgl. Bild 5b. Bei der bihar-
monischen Erregung verursacht dieselbe Komponente ¢; = 1,00 mm, vgl. Bild 5Sc.
Der Fourierkoeffizient der Frequenz von 1 Hz hat sich aber bei der biharmonischen
Erregung gegeniiber demjenigen der Einzelerregung erhoht. Auch der Maximalwert
bei der biharmonischen Erregung (| X [max = 1,598 mm) ist folglich groBer als die
Summe der Maximalwerte der Einzelerregungen, die (0,581 + 0,603 =) 1,184 mm
betrigt.

Es wurde bei der biharmonischen Erregung Energie aus der Komponente mit 10 Hz
ibertragen in die niederfrequente Komponente von 1 Hz. Diesen Effekt gibt es bei
linearen Schwingern nicht. Die Amplitude der Komponente mit f; = 1 Hz wurde
bei der biharmonischen Erregung grofler, wenn zusétzlich die hohere Harmonische
einwirkt. Eine Summation der Fourierkoeffizienten der einzelnen Effekte ist also bei
der Berechnung der Wirkung beim nichtlinearen Schwinger nicht zuléssig.

Zusammenfassung

Die hier fiir die biharmonische Erregung gezeigten Zusammenhiinge gelten
sinngemif auch bei periodischen Erregungen, also z.B. auch bei der An-
wendung von Fourier-Reihen. Experimentelle Ergebnisse zeigen, dass bei
manchen realen Objekten, die sich bei statischen Belastungen linear ver-
halten, bei zeitlich verinderlichen Belastungen das Superpositionsprinzip
verletzt ist, vgl. [6, 69]. Das Superpositionsprinzip ist nur bei linearen Sys-
temen giiltig. Falls experimentelle Ergebnisse bei dynamischen Belastungen
zeigen, dass es verletzt wird, dann werden in der Ingenieurpraxis fiir die
Modellberechnung nichtlineare Dampfungsansiitze benotigt.

Weiterfiihrende Literatur

[6] Barutzki, F.: Ermittlung des Ubertragungs- und Temperaturverhaltens von
Elastomer-Kupplungen bei Schwingungsanregung mit mehreren Frequenzen.
Diss. TU Berlin, 1992.

[69] Ottl, D. und J. Maurer: Nichtlineare Ddmpfung in Raumfahrtstrukturen:
Sammlung u. Auswertung von experimentellen Ergebnissen. Fortschritt-Berichte
VDI : Reihe 11. Diisseldorf: VDI-Verlag, 1985.
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7.11 Phasenkurve einer Bremse (Nichtlinearer
Reibschwinger)

Ein Bremssystem bildet den Hintergrund fiir das vereinfachte Modell dieser
Aufgabe. Der Reibschwinger am federnden Pendel schwingt infolge Nichtli-
nearitit in unterschiedlicher Weise, je nach Anfangsbedingungen und Para-
meterkonfiguration. Ein Phasenportrait veranschaulicht singulire Punkte.

Ein mechanisches Bremssystem enthélt in der Regel elastischen Bauteile und Rei-
belemente. Bild 1 veranschaulicht das physikalische Modell und die Parametrisierung
mit entsprechenden Variablen, in Anlehnung an [25, A7.3]. Der Federhebel ist bei
der Lange [ = [y, dem Winkel 8 = 5y und x = xy = 0 entspannt und soll mit der
Unterlage immer einen Winkel 8 <90° einschliefen (kein Durchschlagen).

Die Masse m wird kontinuierlich vom Laufband durch Gleitreibung mit dem Reib-
koeffizienten u angeregt. Die Bandgeschwindigkeit vy sei immer grofler als die
Geschwindigkeit des Bremsklotzes: vy > ||, damit nur Gleiten und kein Haften
auftritt. Nach dem Aufsetzen des Bremsklotzes bei x = x4 zur Zeit t = t4 soll
dieser nie mehr abheben. Diese Startlage x4 und die Lage x = x¢ = 0 sind keine
Gleichgewichtslagen.

a) g¢

Bild 1: Modell und Parameter des Bremssystems

Gegeben:

@ =200 normierte Eigenkreisfrequenz w =1, c/(g m)
(Auf die absoluten Werte fiir ¢ und m wird verzichtet. Mit @ und [,
folgt: wj = ¢/m = 654057%)
u=0,25 Gleitreibungskoeffizient
lp =0,3m ungespannte Linge des Federhebels mit Feder
Bo = 65° Schwenkwinkel des Hebels bei ungespannter Feder der Lange /
vo =5m/s konstante Bandgeschwindigkeit

*Autor: Thomas Thiimmel
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Gesucht:

1) Kriftegleichgewicht am Bremsklotz in einer beliebig ausgelenkten Lage mit
X, [ und B und Riickfithrung auf eine Differentialgleichung (DGL) fiir die
Koordinate x iiber Zwangsbedingungen

2) Stationdre Punkte xg (Gleichgewichtslagen) fiir Sy = 65° und By = 78° bei
=20 und & =200 (Diagramme, Diskussion der Existenzbedingung)

3) Berechnung und Interpretation der Phasenkurven x(x) fiir @ =20 und &=200
Lésung:
Zul):
Uber das Kriftegleichgewicht am Bremsklotz nach Bild 1b) folgt:

O0=-mi—c(y—DcosB+uFy, (1)
O=-mg—c(y—-DsinB+ Fy. 2)

Mit (2) ldsst sich Fy in (1) eliminieren und es ergibt sich die DGL
mi+c(lp—DcosB—ulmg+c(ly—0sinB]=0. 3)

Aus der Geometrie nach Bild 1a) resultieren die Zwangsbedingungen (ZB):
lcosB=1Iycosfop—x und I[sinf=1Isingy. 4)

Nach Quadrieren und Addieren der Zwangsbedingungen (4) entsteht die nichtlineare
Lagefunktion /(x) fiir die von x abhingige Federlinge:

[=I(x) = \/xz — 2y cosfio + I . 5)

Nach Substitution von cos 8 und sin S in (3) verbleibt mit @ = [y ¢/(g m) die nichtli-
neare DGL des Bremsklotzes fiir den Weg x

L., _| 1l
§x+w[@—l]

1
—lf+cosﬁ0—u sinfo| —p = ¥+ f(9 = 0. 6)
0

Zu 2):

Es gibt stationédre Punkte bei x = xg, an denen die Masse m nicht beschleunigt wird.
Die statischen Gleichgewichtslagen entsprechen singuldren Punkten im Phasenpor-
trait nach Magnus [61, Kap. 1.4]. Die in der Funktion f(x) in (6) erfasste normierte
Feder- und Reibkraft stehen fiir x = xg im Gleichgewicht. Daraus resultiert die
nichtlineare Gleichung:

f(xs)=&)[ o —lH—x—S+cosﬁo—,u sinfo|—p=0. (7
I(xs) lo
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Die Schnittpunkte der Graphen entsprechend (7) mit der Abszisse ergeben die Po-
sition der stationdren Punkte S; (Nullstellen). Je nach Parametersatz konnen drei
oder nur ein stationdrer Punkt (S3) existieren. Die Verldufe der normierten Feder-
und Reibkraft f(X) in Bild 2 charakterisieren das Losungsverhalten von (7). Es gilt
X = x/(lp cos By).

, 3= 65° 1=0.25 L 1 el

3,=78° 1=0.25 /

B B
= =

b 4 o 2 0m
——

20)

1S, & = 200)

© b 4 &b &b A & v L o 4 n

o o 4 &5 hais wa

kein S, , S, S;(@ =200)
\7 Arbeitsbereich | ) ‘ I Arbeitsbereich )
0‘ 0.5 _ 1 15 é 25 0 0.5 _ 1 15 2 ! 25
xT =J?/(l(] COS/)’()) x =I/(l() COSﬁ(J)

Bild 2: Parametereinfluss auf stationidre Punkte

Je nach Parameterkonfiguration passiert es, dass mit einem bestimmten 3y im Bereich
[Bo, 90°] bzw. fiir die Koordinate x im Arbeitsbereich [0, [y cos By] keine Losung fiir
einen stationdren Punkt gefunden werden kann. Dies trifft fiir 8y =78° zu, wihrend
z.B. mit By =65° bei @ = 200 die Punkte S; bei Xs = 0,047 und S, bei x=0,426
existieren.

Der Punkt S3 existiert immer, dabei befindet sich der Bremsklotz allerdings weit
rechts vom Lagerpunkt des Hebels (X > 2) und die Feder arbeitet als Zugfeder. Dieser
Fall liegt auBerhalb des in der Aufgabenstellung gegebenen Arbeitsbereiches, denn 8
wird dann grofer als 90°.

Zu 3):

Phasenkurven x(x) konnen allgemein durch numerische Integration von (6) erzeugt
werden (dann auch mit Ddmpfung) oder bei konservativen Systemen ohne geschwin-
digkeitsabhingige Krifte explizit aus der Energiebilanz hergeleitet werden, vgl. [25,
Kap. 2.4.4]. Mit f(x) aus (6) folgt

i(x) ==+ |2¢ f—f(x) dx . (8)

Die Phasenkurven in Bild 3 charakterisieren das Schwingungsverhalten entsprechend
(6). Die Parameter By =65°, u=0,25, [y = 0,3 m und vo =5 m/s bleiben bei dieser
Darstellung unveridndert. Die Startlage x4 und die normierte Eigenkreisfrequenz w
werden variiert.
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0.5 T T
o4t w=20

03

02

T / Vo

o3rkein S, , S,

Atbeiisbereich| S; |, [Aweitsbereicn] 1
-0.5 ] ‘ 0. _ 1 1.5 2 25 -0.5 0 0.5 _ 1 15 2 I 25
T =x/(lycos f) T =x/(lycos By)

Bild 3: Phasenkurven und Losungsverhalten - Phasenportrait[61]

Im Phasenportrait erscheinen Wirbelpunkte (S; und Ss) oder ein Sattelpunkt (S,). Mit
=20 (rechts im Bild 3) kann im Arbeitsbereich x=x/ly cos By < 1, keine Losung fiir
einen stationdren Punkt gefunden werden. S| und S, existieren nicht. Es gibt nur den
stabilen Punkt S3. Die Losung wandert in diesem Fall auch bei Anfangsbedingungen
innerhalb des Arbeitsbereiches stets in den Bereich rechts aulen mit X > 1. Das
entspricht einer Position des Reibklotzes recht vom Lagerpunkt, der Hebel wiirde
also ,,durchschlagen®.

Demgegentiiber erscheinen mit @ = 200 (z.B. steifere Feder, links im Bild 3) die
Punkte S| bei Xs; = 0,047 und S, bei X5, = 0,426. Hier stellt S, einen Sattelpunkt dar,
der instabil ist, dhnlich wie ein aufrecht stehendes Pendel. Anhand der Phasenkurven
kann auch die Bedingung |%| < vy anschaulich tiberpriift werden.

Bei nichtlinearen Schwingungssystemen kann die Stabilitit anhand der um
stationiire Punkte linearisierten DGL beurteilt werden. Hierzu sind jedoch
diese Punkte vorher zu berechnen, deren Existenz ist nachzuweisen. Dieser
Schritt wird hiufig vernachliissigt, wie auch in [25, A7.3]. Phasenportraits
helfen bei der Einschiitzung des moglichen Schwingungsverhaltens und de-
cken singulire Punkte auf.

Weiterfiihrende Literatur

[61] Magnus, K., K. Popp und W. Sextro: Schwingungen. 9. Aufl. Stuttgart: Sprin-
ger Vieweg, 2013.



8 Geregelte Systeme
(Systemdynamik/Mechatronik)

8.1 Stehendes Pendel

Das stehende Pendel ist ein Beispiel fiir ein mechanisches System, das nur
mit Hilfe von Regelung stabilisiert werden kann. Es ist ein stark vereinfach-
tes Modell z. B. fiir eine Rakete, die stehend zur Startrampe gefahren wird
oder ein Regalbedienger:iit in einem Hochregallager. *

Das Berechnungsmodell besteht aus zwei Korpern: dem Wagen mit der Masse M,
der sich nur entlang der x-Achse bewegen kann und dem Pendel, das drehbar am
Wagen gelagert ist. Das Pendel wird als homogener Stab der Masse m und der Léange
2[ betrachtet. Der Wagen kann durch einen Antrieb an den Ridern bewegt werden,
der vereinfacht als duBere Kraft F dargestellt wird.

W)

Bild 1: Parameter am Berechnungsmodell des bewegten stehenden Pendels

Gegeben:
Vorgegeben ist lediglich M = 2m, alle anderen GroBen lassen sich durch geeignete
dimensionslose Darstellung aus den Gleichungen entfernen.
Gesucht:
1) Bewegungsgleichung
2) Gleichgewichtslagen fiir F = 0 und Linearisierung um die Gleichgewichtslagen
3) Linearisiertes System im Zustandsraum
4) Eigenwerte und Eintragung der Eigenwerte in die komplexe Ebene

5) Entwurf eines Zustandsreglers zur Stabilisierung der senkrechten Stellung

*Autor: Michael Beitelschmidt

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017 403
M. Beitelschmidt und H. Dresig (Hrsg.), Maschinendynamik —
Aufgaben und Beispiele, DOI 10.1007/978-3-662-53435-9_8
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Lésung:
Zul):

Als Minimalkoordinaten werden die Verschiebung des Wagens in x-Richtung sowie
der Drehwinkel des Pendels ¢ ausgehend von der x-Achse verwendet. Die kinetische
Energie des Wagens ist

1
Wiinw = Esz. (D

Fiir die Bildung der kinetischen Energie des Pendels muss zunichst der Ortsvektor
zum Pendelschwerpunkt S im x-y-Koordinatensystem

x4+ lcos
ros = . 14 (2)
Ising
aufgestellt werden, der zur Schwerpunktgeschwindigkeit
X —lpsin
vg = |7 I 3
lpcos
abgeleitet werden kann. Daraus ergibt sich
Vi = sl =05, +15, = & = 2pising + 7 (4)
und damit die kinetische Energie
1
Wainp = 5 [m(& ~ 2Upising + Pg?) + 1§ (5)
die mit J = 15 m/? fiir den homogenen Balken der Linge 2/ zu
1 .2 L. 4 2.2
Wiinp = Em X° = 2lpxsing + §l ¢ (6)

zusammengefasst werden kann. Die gesamte kinetische Energie lautet Wy, = Wyinw +
Wiinp. Die potentielle Energie des Systems entsteht durch das Schwerepotential des
Pendels und wird durch

Wpot = —mglsing @)
beschrieben. Die virtuelle Arbeit der dufleren Kraft wird durch
oW = Féx ()

angegeben. Damit konnen die LacraNGEschen Gleichungen

d [ 0Wiin OWiin  OWpor

d_t( ax) ox T Tax ©
. W

g 6W%(m _ OWiin + pot _ 0 (10)

dr\ 0¢ 0 dp
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fiir die beiden Freiheitsgrade ausgewertet werden. Das Ergebnis lautet:
(m + M)i — mlp sing — ml@p* cosg = F, (11)

4
—mlsing X + gmlng'—mglcosgo:O. (12)

Zu 2):

Gleichgewichtslagen, beschrieben durch x; und ¢g, sind Zustinde, bei denen bei
F = 0 keine Zustandsdnderung stattfindet, d. h. es gilt ¥ = 0, X = 0, ¢ = 0 und
¢c = 0.

Damit ist die Gleichung (11) immer erfiillt. Aus (12) ergibt sich

mgl cospg =0, (13)

. .. N S
was auf die Losungen ¢ = +57 fiihrt.

Die Losung ¢g = —%ﬂ' beschreibt das senkrecht nach unten hingende Pendel, ¢ =
+%7r das senkrecht stehende Pendel. Da die Lage x sowie die Geschwindigkeit
X in der Bewegungsgleichung nicht explizit vorkommen, sind alle Zustinde mit
v = i%ﬂ', ¢ = 0, konstanter Geschwindigkeit und beliebiger Position des Wagens
Gleichgewichtslagen.

Da x¢ beliebig ist, kann x auch als Koordinate fiir kleine Abweichungen von der
Gleichgewichtslage verwendet werden. Fiir die Winkelauslenkung soll ¢ = ¢ + ¢,
@ = und $ =  gelten. Werden die trigonometrischen Terme mit der Annahme
Y < 1 gebildet, ergibt sich fiir die beiden Gleichgewichtslagen

bis . . bis
Cos ¢ = cos(zpi 5) = FY und sing = sm(zpi 5) ==1.

Zudem kann ¢? ~ 0 gesetzt werden.

Dies wird in die Gleichungen (11) und (12) eingesetzt. Die linearisierten Bewe-
gungsgleichungen fiir die neuen Koordinaten lauten

(m+MiFmhf =F, (14)
4 .
Fmli + gmlzt// Fmgly =0, (15)

wobei das obere Vorzeichen jeweils fiir die Gleichgewichtslage oben und das un-
tere fiir die Gleichgewichtslage unten steht. An dieser Stelle soll eine neue Ko-
ordinate xp = Iy eingefiihrt werden, sie beschreibt bei kleinen Auslenkungen die
x-Verschiebung des Pendelschwerpunkts gegeniiber dem Drehgelenk am Wagen und
ermoglicht die Elimination der Gré8e / aus den Gleichungen.
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Die Gleichungen (14) und (15) vereinfachen sich fiir M = 2m zu
3mi+mi, =F, (16)
4
Fmli + gmljc’p Fmgx, =0. (17)

Nun wird die Gleichung (16) durch m und die Gleichung (17) durch ml dividiert und
es ergibt sich

; (18)

3iF X, =

Sim

4
Fi+ gxp¢w§xp=0, (19)

wobei wy = /g/! die Eigenkreisfrequenz eines mathematischen Pendels der Linge /
ist. Zuletzt wird eine dimensionslose Zeit T = wyt eingefiihrt und fiir die Ableitungen
gilt ¥ = a)éx” mit der durch Hochstriche gekennzeichneten Ableitung nach der

dimensionslosen Zeit. Nach Division durch w% ergibt sich

/o — /7 F
3x +xp=m=f, (20)
0
_ 4 " —
Fx+ §xl’ Fx,=0 (21

als dimensionslose Bewegungsgleichung des Pendel-Wagen-Systems. Diese lautet in
Vektor-Matrix-Notation:

el
x;,’ 0 *1f[x, 0

Fiir die Darstellung im Zustandsraum werden die Lagen und Geschwindigkeiten zum
Zustandsvektor

Zu 3):

y =[x, xp, X, x;]T (23)

zusammengefasst. Des Weiteren wird Gleichung (22) durch Multiplikation mit der
Inversen der Massenmatrix

-1
— 1 4
3oF _ 113 =1 24)
¥l 4 31 3
nach den dimensionslosen Beschleunigungen aufgelost:

x| |0 +% X
X)) 0 +1]|x,

4
+ 9

f. (25)

|
*3
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Damit kann die Bewegungsgleichung (22) in der Form y’ = Ay + Bu angegeben
werden:

x 0 0 10||x 0
X/ 0 0 0 1f|x 0
f: - 1 [: 4 fo (26)
X 0 +§ 0 0]|x 9
7] 10 =1 0 oflw, ] [+5
A B

Zu4d):

Die Dynamik des Systems ergibt sich aus einer Eigenwertanalyse der Systemmatrix
A. Bei der Darstellung im Zustandsraum werden die Eigenwerte mit der Formel
det (A — AE) = 0 gewonnen, was im vorliegenden Fall, abhiingig von der Linearisie-
rungsstellung, zu folgendem Ergebnis fiihrt:

e Pendel oben: 11534 = {0, 0, 1, -1}

e Pendel unten: 4,554 = {0, 0, j, —j}

Die Pole sind in Bild 2 eingetragen. Bei reellen Systemmatrizen A treten ausschlief3-
lich reelle oder konjugiert komplexe Eigenwerte auf. Reelle Eigenwerte A fithren
zu Losungsanteilen mit der Zeitfunktion e . Konjugiert komplexe Eigenwertpaare
A =6 + jw fithren zu Losungen vom Typ e % cos wt und e sin wt.

Daraus ldsst sich schliefen, dass ein System nur dann stabil sein kann, wenn es
ausschlieBlich Eigenwerte besitzt, die einen negativen Realteil ¢ besitzen. Andernfalls
wiirde die Exponentialfunktion mit positivem Exponenten fiir t — oo iiber alle
Grenzen anwachsen. Einen Sonderfall stellt der doppelte Nulleigenwert dar: Er zeigt
an, dass das System ungefesselt ist. Der Wagen lisst sich entlang der x-Achse frei
verschieben.

Da in dieser Aufgabe eine Zeitnormierung durchgefiihrt wurde, sind die Eigenwer-
te dimensionslos und konnen durch die Multiplikation mit wy wieder expandiert
werden. So lauten die Zeitfunktionen eigentlich e?” = e’ und analog fiir die
schwingungsfihigen Losungen.

Fiir den Fall des nach unten hingenden Pendels sind die von Null verschiedenen
Eigenwerte rein imaginir. Sie zeigen an, dass das System mit dem nach unten
hingenden Pendel eine ungeddmpfte harmonische Schwingung ausfiihren kann. Da
der dimensionslose Eigenwert genau dem imaginiren Einheitswert +j entspricht, hat
die zugehorige Schwingung die Eigenkreisfrequenz wy.

Beim nach oben gerichteten Pendel ist ein Eigenwert positiv reell, das System ist
instabil. Das entspricht auch der Anschauung: Bei der kleinsten Storung wird das
Pendel die Gleichgewichtslage verlassen und umkippen. Dass dabei keine beliebig
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grofle Auslenkung erreicht wird, liegt daran, dass die linearisierte Bewegungsglei-
chung eben nur fiir kleine Auslenkungen um die Gleichgewichtslage giiltig ist. Nimmt
die Auslenkung von der Senkrechten groflere Werte an, muss auf die nichtlinearen
Bewegungsgleichungen (11) und (12) zuriickgegriffen werden.

X Pole, hangendes Pendel
O Pole, stehendes Pendel

SRR A Pole geregelt

0
T

A NN
NN N
stabil . instabil
\\ N \\
n < N
A NN O N

Bild 2: Pol-Nullstellen-Diagramm

Zu5):

Soll das Pendel in der oberen, senkrechten Stellung stabilisiert werden, ist ein Regler
erforderlich. Als Stelleingriff ins System dient der Antrieb mit der normierten Kraft
f. Als MessgroBen sollen dem Regler alle Zustidnde des Systems, d. h. Lage und
Geschwindigkeit des Wagens sowie der Pendeldrehung zur Verfiigung stehen. Damit
ist die Auslegung eines sogenannten Zustandsreglers moglich.

In der Praxis wird es in der Regel nicht méglich sein, alle Zustdnde eines Systems
zu messen, weswegen der reine Zustandsregler eine theoretische Idealisierung ist.
Mit Hilfe von sog. Zustandsbeobachtern kann dieses Problem geldst werden. An
dieser Stelle soll auch darauf verzichtet werden, zu untersuchen, ob der Stelleingriff
das System iiberhaupt stabilisieren kann (Steuerbarkeit) oder ob die Messungen
den Zustand erfassen konnen (Beobachtbarkeit). Hier sei auf regelungstechnische
Fachliteratur z. B. [59] verwiesen.

Der Zustandsregler hat eine einfache Struktur. Die gemessenen Abweichungen
zwischen Soll- und Istzustand werden mit einer Wichtungsmatrix R multipliziert
und ergeben die Stelleingriffe. Im vorliegenden Fall ist die Wichtungsmatrix eine
1 X 4-Matrix, da vier Zustandsabweichungen zur Verfiigung stehen, aber nur ein
Stelleingriff, die Kraft F, generiert wird.

f =R (.YSO“ _y) . (27)
Ist das Ziel die Stabilisierung der Gleichgewichtslage, lautet das Regelgesetz

f=Ry, (28)
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da y; = 0 gilt. Bei dem vorliegenden Regler handelt es sich um ein multiple input —
single output System, kurz MISO-System. Die in der klassischen Regelungstech-
nik verwendeten Verfahren, z. B. zur Auslegung von PID-Reglern, sind nur in der
Lage, SISO-Regler, also single input — single output Systeme, zu berechnen. Mit Zu-
standsreglern sind auch Systeme mit mehreren Stelleingriffen, d. h. MIMO-Systeme
auslegbar.

Wird die Reglergleichung (28) in die Bewegungsgleichung (26) eingesetzt, entsteht
y=(A-BR)y (29)

mit der neuen Systemmatrix A* = (A — BR) des geschlossenen Regelkreises. Ziel
der Reglerauslegung ist nun, die Wichtungsmatrix R so zu bestimmen, dass die neue
Systemmatrix A* die gewiinschten Eigenschaften hat.

Ein besonders einfaches Verfahren zur Auslegung eines Zustandsreglers ist, R so zu
bestimmen, dass die Eigenwerte von A* an gewiinschten Orten in der Polebene liegen.
Dieses Verfahren wird Polvorgabe oder pole-placement genannt. Die entsprechenden
Regeln sind vielfiltig und in der Literatur zur Regelungstechnik zu finden.

Hier sollen die Pole an folgende Stellen gelegt werden:
/l] =-1 +j, /122—] —j, /132—2+2j, /l4=—2+2j. (30)

Die Pole sind konjugiert komplex, stark gedimpft (DimpfungsmaB D = V?2) und
nicht zu weit von der natiirlichen Eigenfrequenz des hingenden Pendels entfernt. In
Bild 2 sind die Pole ebenfalls eingetragen.

Die Bestimmung von R ist numerisch moglich. Das Software-Paket Matlab bietet
eine Funktion an, die das Problem unmittelbar 10st. Mit der Funktion acker

R = acker(A,B,[-1+I,-1-1,2%(-1+I),2*(-1-1D)]1);

wird unter Angabe der Systemmatrix A, der Steuerungsmatrix B und den gewiinsch-
ten Polen die Wichtungsmatrix R berechnet.

Fiir diese Aufgabe ergibt sich R = [-48, 121, —72, 114].

Fiir das vorliegende System ist es sogar moglich, die Koeffizienten der Riickfiihr-
matrix R analytisch zu bestimmen. Das charakteristische Polynom aus der Eigen-
wertgleichung der Systemmatrix A* (29) lautet mit den Elementen r; ...r4 von R
fiir den Fall ,,stehend*‘:

4r 3 ra

4}"1 r r3 ry
det AE—A+BR)=1*+|— + = | P+|—+=-1|2+-=a4-—. (31
et ( + BR) +(9+3) +(9+3 )+3 3()

Die vorgegebenen Pole (30) ergeben das Polynom

4
1_[(/1—/1,») =246 +1822 +241+ 16. (32)

i=1
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Der Koeffizientenvergleich zwischen (31) und (32) fiihrt auf das lineare Gleichungs-
system

0 r 6
1|4 Ar|_ 9 33
90 0 =3 0| |rs| |24]

=30 0 0] lny 16

das die bereits oben genannte Losung R = [-48, 121, =72, 114] hat. Die Matrix in
Gleichung (33) ist nur vom System abhéngig und im vorliegenden Fall invertierbar.
Somit kann die Polvorgabe fiir das stehende Pendel fiir jede beliebige Pollage, die
auf reelle Koeffizienten in (32) fiihrt, gelost werden.

Zum Test des Reglers wird im Bild 3 das Simulationsergebnis dargestellt, bei dem
der Wagen zum Zeitpunkt # = 0 an der Position x = 1 m ist und das Pendel senkrecht
steht. Innerhalb von 5 dimensionslosen Zeiteinheiten gelingt es, den Wagen an die
Zielposition x = Om zu verschieben und zu stabilisieren. Die dafiir erforderliche
normierte Stellkraft ist auf dem unteren Teil der Grafik dargestellt. Um diese Grafiken
in die tatsdchlichen physikalischen Groen umzurechnen, wiren jetzt die tatsdchliche
Linge [, die mit der Erdbeschleunigung die Kreisfrequenz w ergibt, sowie die Masse
m des Pendels erforderlich.

2.0

1.5

1.0

0.5

Wagenposition x in m

0
N 1
~0.5 ~

0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
dimmensinslose Zeit T

22 / ,_\
/ | —
W

—-60

Normierte Stellkraft f
|
)
S

0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
dimmensinslose Zeit T

Bild 3: Simulationsergebnis: Wagenposition x (oben) und die hierfiir erforderliche
normierte Stellkraft f = F/(mw) (unten)
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Bei dieser Auslegung des Reglers bleibt die erforderliche Stellkraft oder Leistung
des Antriebs ginzlich unberiicksichtigt. Sie kann, bei leichtfertiger Festlegung stark
geddmpfter Pole, sehr grofl werden und im System realisierbare Stellantriebe iiberfor-
dern. Dies kann z. B. durch die Simulation realer Bewegungsvorginge, sinnvollerwei-
se mit den nichtlinearen Bewegungsgleichungen (11) und (12), tiberpriift werden. Ein
deutlich ausgefeilteres Entwurfsverfahren stellt der linear-quadratische (LQ-)Regler
dar, bei dem die Schnelligkeit der Ausregelung fiir jeden Zustand einzeln sowie die
erforderliche Stellenergie in einem Optimierungsverfahren gewichtet werden [13,
60].

Das Verhalten mechanischer Systeme kann durch regelungstechnische Ein-
griffe grundsiitzlich verindert werden. So lassen sich beispielsweise insta-
bile Gleichgewichtspunkte stabilisieren. Fiir den Entwurf der Regelung ste-
hen vielfiltige Verfahren zur Verfiigung. Wichtiges Werkzeug ist dabei die
Linearisierung des Systems und die Bestimmung der Eigenwerte oder Pole
des Systems sowie deren Verschiebung in der komplexen Ebene. Ein System
ist dann stabil, wenn alle Pole in der linken Halbebene liegen, d.h. einen
negativen Realteil haben.

Weiterfiihrende Literatur

[1] Ackermann, J.: Abtastregelung. 3. Aufl. Springer, 1988.

[13] Bremer, H.: Dynamik und Regelung mechanischer Systeme. Stuttgart: Teubner,
1988.

[19] Dorf, R. C. und R. H. Bishop: Moderne Regelungssysteme. 10. iiberarbeitete
Auflage. Addison-Wesley Verlag, 2006.

[60] Lunze,J.: Regelungstechnik 2: Mehrgrofiensysteme, Digitale Regelung. 5. Aufl.
Springer Verlag Berlin Heidelberg New York, 2008.

[74] Reinschke, K.: Lineare Regelungs- und Steuerungstheorie. 2. Aufl. Springer,
2014.
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8.2 Magnetgelagerte Werkzeugspindel

Eine aktive Magnetlagerung bietet fiir Werkzeugspindeln in der Hochge-
schwindigkeitsbearbeitung mehrere Vorteile: Durch eine geeignete Rege-
lung konnen sowohl Storkrifte ausgeglichen als auch beliebige Bahnkurven
mit der Spindel im Lager durchfahren werden. AuBlerdem werden je nach
Anwendungsfall sehr hohe Drehzahlen bis weit oberhalb von 100 000 min~!
bei weitestgehender Wartungs- und VerschleiBfreiheit erreicht, [42]. Die Pro-
grammierung des Reglers und das Verhalten des Werkzeuges wird an einem
Simulationsmodell vorgenommen bzw. iiberpriift. *

Die horizontal liegende starre Schleifspindel mit der Masse m, dem Triagheitsmoment
J und der Schwerpunktsexzentrizitét € in Bild 1 wird von zwei identischen aktiven
8-poligen Radialmagnetlagern gefiihrt und mit dem Drehmoment M angetrieben.
Die Positionen sw = xw, y;w des geometrischen Mittelpunkts W der Spindel in den
Lagern j=1,2 (ausgehend von der Lagermitte O) werden mit Sensoren erfasst und
dem PID-Regler iibergeben. Dieser berechnet daraus zunichst die Regelabweichung
As;=sjw—5;si und anschliefend aus dem Regelgesetz

t
l.jJ = kpASj + kDAS‘j + kg fASj dr (1)
0
mit den Reglerkonstanten kp, kp und k; den erforderlichen Spulenstrom i, zur

Erreichung der Zielposition einzeln fiir jede der beiden orthogonalen Richtungen s;
in den zwei Magnetlagern.

Bild 1: Prinzipskizze des Spindel-Magnetlager-Systems (links) und ausgelenkte
Spindel in jeder Magnetlagerebene j = 1,2 (rechts)

Die vier Elektromagnete der Magnetlager sind gleichméBig am Umfang des Stators
verteilt, so dass jeweils zwei sich gegeniiber liegende Magnete in einer Richtung
auf den Rotor einwirken. Zur Reduktion der Nichtlinearititen werden die Magnetla-
ger mit Vormagnetisierung und Differenzansteuerung betrieben. Die riickstellende
Kraft Fj, eines solchen Magnetlagers fiir positive Rotorauslenkungen betrégt in

*Autorin: Katrin Baumann
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Abhiingigkeit vom Regelstrom i, und von der aktuellen Auslenkung s;w nach [42]

. . 2 . . 2
( ly+ijg ) ( ly—ljg ) (2)
S0+ S iw N Y

fiir s;w = x;w, y;w und j = 1,2 sowie begrenzte Strome |i];y| <iy.

Fjs = kmr

Die Magnetlagerkonstante k,; , der Nennspalt sy sowie der Vormagnetisierungsstrom
iy sind Kenngrofen des Magnetlagersystems. In der Regel werden die Elektroma-
gnete unter 45° zur Vertikalen angeordnet, um das Gewicht des Rotors moglichst
gleichmiBig auf beide Richtungen zu verteilen.

Zur Veranschaulichung der wesentlichen Zusammenhinge werden in dieser Aufgabe
nur die fiir die Funktion unbedingt erforderlichen Bauelemente beriicksichtigt. Wei-
tere in der Praxis notwendige Elemente wie die Messtechnik (Filter, Verstirker, . . .),
die Leistungselektronik oder die Fanglager, die den Rotor bei abgeschaltetem Strom
aufnehmen, werden vernachlissigt. Weitere Informationen zu Magnetlagern finden
sich auch in [81] und [36, Kapitel 18].

Gegeben:
m = 3,6kg Masse der Spindel
J = 500 kg mm? Trigheitsmoment der Spindel
le] = 2 um Schwerpunktsexzentrizitit der Spindel
g=9.81m/s? Erdbeschleunigung
M =2Nmfiirt>1s Antriebsmoment
so = 0,8 mm Nennspalt des Magnetlagers
kyr = 2,6 Nmm?/A? Magnetlagerkonstante
iy =25A Vormagnetisierungsstrom
kp =10000 A/m Proportionalfaktor des Reglers
kr = 15000 A/ms Integralfaktor des Reglers
kp = 6 As/m Differentialfaktor des Reglers
Gesucht:

1) Bewegungsdifferentialgleichungen fiir xw, yw und ¢ unter Vernachldssigung
einer moglichen Kippbewegung der Spindel

2) Eigenfrequenz und kritische Drehzahl des Rotor-Magnetlager-Systems
3) Simulation (z. B. mit Matlab/Simulink, Scilab/Xcos):
e Anheben des Rotors aus der Ruhelage in eine zentrierte Position
o Hochlauf mit einem konstanten Antriebsmoment fiir 7 > 1's

4) Abschitzung der Schwingfrequenzen beim Einschwingen und bei der Reso-
nanzdurchfahrt aus der Simulation und Diskussion
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Lésung:
Zul):

Bei Vernachldssigung einer moglichen Kippbewegung der Spindel sind die Auslen-
kungen in beiden Magnetlagern stets gleich grofl. Dadurch sind auch die Krifte und
Strome in den beiden Lagern identisch, so dass auf die Indizierung mit der Lager-
nummer j= 1,2 verzichtet werden kann und sich die entsprechend Bild 1 (rechts) auf
die Spindel einwirkenden Lagerkrifte auf 2F, bzw. 2F, addieren.

Damit lauten der Krifte- und der Momentensatz an der ausgelenkten Spindel zur
Herleitung der Bewegungs-DGLn

mis + 2F, = mg sin(r/4)
mys + 2F, = mgcos(n/4) 3)
JQO =2Fny—2nys+M.

Mit den kinematischen Beziehungen
Xs = Xw + £COSp, ys =yw +eEsing “4)

und deren Ableitungen

Xs = Xw — epsin, Xg = Xw —epsing — sg’oz cos @, 5)
Vs = Yw + €@ COs @, j}szj}w+s¢cos¢—sgb2sin<p
werden die Bewegungs-DGLn in Matrixschreibweise zu
m 0 0 ¥w -2 0 O|[F
0 m Oflyw|= 0 -2 Ol| Fy
0 0 Jil¢ —2(yw+esing) 2(xw+ecosy) 1M ©
sin(rr/4) & sing +¢* cos ¢

+mg|cos(r/4)| + ME |~ cos p+@? sing| -
0 0

Zu2):

Fiir die Berechnung der Eigenfrequenz des Rotor-Magnetlager-Systems muss zu-
nichst die Steifigkeit der Magnetlager ¢,y ermittelt werden. Sie beschreibt die
Abhingigkeit der riickstellenden Kraft eines Magnetlagers von der Auslenkung
As=swy—Sson aus dem Arbeitspunkt (sson1, if7), Wobei iy =i(s=sson1) der fiir das Halten
des Rotors an der Sollposition erforderliche Strom entsprechend des Regelgeset-
zes (1) ist.
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Zur Abschitzung der Magnetlagersteifigkeit wird die Magnetlagerkraft (2) in eine
TayLorreihe bis zum linearen Term entwickelt (siehe auch [7]),

. ML 0Fu .
Fyr = Far(Ssons ig) + (sw = Sson) + —= (s —ig) (D
Osw Ssolls [l 01y Ssolls [H
(iv+i[.])2 (iv—i[.])2
=k _
S0 + Ssoll S0 = Ssoll
(iy + in)* (iy — in)* ]
— 2kt (Sw —Ssoll) ®)
(50 + Sson)* (S0 — Sson)? ¥
ly +iy iy —ip .
+ 2k ] (ig—ig)
(50 + Ssom)? (50— Sso)? |
= Fyr(Ssolls 1) — kg(sw—Sson) + ki(is—ip) . )

Die Faktoren —k; und k; werden als negative Eigensteifigkeit und als Strom-Kraft-
Konstante des Magnetlagers bezeichnet. Nach Einfiihrung des Zusammenhangs
sw—Ssoil = As sowie Einsetzen des Regelgesetzes (1) fiir i, ergibt sich

t
FML x FML(Ssoll, lH) + (kikp—kx)ASW + kikDAS‘W + kiklfASW dr — kiiH .
0 (10)

Damit betrigt die Magnetlagersteifigkeit als Proportionalititsfaktor zwischen der
Magnetlagerkraft F'y;, und der Auslenkung aus der Sollposition As

Cymr, = kikp - ks
Iy +iy Iy — iy
ML
(50+Ssom)*  (S0—Ss01)?

} (iy +in)* (v —in) }
P2k )
(so+Sson)® (0= Ssom)?

(1)

Die Gleichung (11) verdeutlicht, dass die Steifigkeit eines Magnetlagers (und auch
die Dampfung als Proportionalititsfaktor zwischen Kraft und Auslenkungsgeschwin-
digkeit As in Gleichung (10)) nicht konstant ist, sondern von den Reglerparametern,
von der Sollposition sgo; sowie (iiber den zum Halten des Rotors notigen Strom i)
von der Lagerlast abhéngt.

Fiir die hier eingesetzten Magnetlager und den vorgegebenen Arbeitspunkt in der
Lagermitte bei s, = 0 sowie unter Annahme von iy = 0 fiir eine geringe Lagerlast
ergibt sich

. i2

e = 4k, {l—‘;kp— —‘;] =2.8-10°N/m. (12)
50 5o

Nun kann die Eigenkreisfrequenz des Rotor-Magnetlager-Systems abgeschitzt wer-

den; es gilt

ZCML

wy = ~39457" . (13)

m
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Dies entspricht einer Eigenfrequenz fy bzw. einer kritischen Drehzahl ny von

60s

~ =3762min"!. (14)
1 min

fo= % ~ 62, 7Hz und ny=fy

Zu 3):

Die fiir die Simulation benétigten Anfangsbedingungen ergeben sich aus der Ruhela-
ge der Spindel in den nicht bestromten Magnetlagern zu

Xo = sopcos(m/4), yo = sosin(m/4),
90():0, ngZO und (15)
ij0=0.

Die zentrierte Zielposition der Spindel liefert die Sollwerte
Xsot =0 und Ysoll = 0. (16)

Die Modell-Gleichungen (2) und (6) werden fiir die Simulation zusammen mit
den Systembeziehungen entsprechend Bild 1 und dem Regelgesetz (1) in einem
Matlab/Simulink-Modell umgesetzt, siche Bild 2.

Dabei wurden hier zur Veranschaulichung der Moglichkeiten die Bewegungs- und
Kraftgleichungen als Fcn-Blocke realisiert, der Regler aber im Signalfluss aufge-
schliisselt. Ein wichtiges Element des Reglers ist die Strombegrenzung entsprechend
Gleichung (2). Als Source-Blocke des Antriebsmomentes (hier als step-Block) sowie
der Sollposition (16) (hier als Konstanten) kdnnen je nach Betriebsfall verschiedene
(auch zeitabhédngige) Funktionen ausgewéhlt werden. Die (konstanten) Systempa-
rameter sowie die Anfangsbedingungen (15) werden zweckmiBigerweise iiber ein
Initialisierungsskript (unter File — Model Properties — Callbacks: Model Initiali-
zation Function) hinterlegt. Fiir eine ausreichend gute Auflosung der berechneten
Zeitverldufe miissen in dem hier beschriebenen Modell noch die Solver-Parameter
angepasst werden: Uber den Parameter der relativen Fehlertoleranz (unter Simulation
— Configuration Parameters: Relative tolerance; hier maximal 1-10™*) wird die
Genauigkeit der Losung vorgegeben, so dass der Solver die Schrittweite adaptiv
anpassen kann. Der Parameter der maximalen Schrittweite (unter Simulation — Con-
figuration Parameters: Max Step Size; hier beispielsweise 0,001 s) begrenzt dagegen
die Ausgabeschrittweite global und kann deshalb zu ldngeren Rechenzeiten fiihren.

Die berechnete Auslenkung, die Drehzahl und das Antriebsmoment sind fiir das
Anheben der Spindel und den nachfolgenden Hochlauf ab 7 > 1 s in Bild 3 dargestellt.
Zu Beginn der Simulation befindet sich die Spindel in einer ausgelenkten Lage. Mit
Hilfe der aktiven Magnetlager wird sie innerhalb kiirzester Zeit in die zentrierte Lage
verschoben. Dabei findet ein Einschwingvorgang statt, der aufgrund der Dampfung
in den Magnetlagern schnell abklingt. Nach Zuschalten des Antriebsmomentes lauft
die Spindel hoch, wobei sie bei etwa t = 1,1 s... 1,2 s eine Resonanz durchfihrt.
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Bild 2: Simulink-Modell der magnetgelagerten Werkzeugspindel
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1 Anfangsauslenkung :
Einschwingen
g
z
= |
=y Zeittins | Zeittin s
%’ 0 0.05 0.1 1.05 | 1.1 ¢ 1.15 1.2
= |
2] |
Z0 »
|
\
|
\
|
\
0.5 l
4 | 40000
Drehmoment M |
- - = Drehzahl n : R
E | .’ -
“ ! 2 g
= | et =
E | ’ S
E 2+ I l’ <
’
Q | ’ -
5 w 0 3
N
E | ’t %
= I . =
ot ro A
A |,
e T no
o L 7 0
0 1 to 2

Zeittins
Bild 3: Auslenkung, Drehzahl und Drehmoment beim Anheben (0 <7 < 15)
und Hochfahren (¢ > 1s) der Werkzeugspindel
Zu 4):

Die Frequenz beim Einschwingen und wihrend der Resonanzdurchfahrt kann aus der
in Bild 3 abgelesenen Dauer Ty fiir N ganze Schwingungen aus dem Zusammenhang

N

=7 17
! Ty a7
ermittelt werden. Fiir das Einschwingen ergibt sich eine Frequenz von
5
fEinschwingen =——=595Hz (18)

0,084 s



8.2 Magnetgelagerte Werkzeugspindel 419

und fiir die Resonanz von

2
fResonanz - m - 71,4HZ (19)
Die Frequenz des Einschwingens stimmt niherungsweise mit der oben berechneten
Eigenfrequenz f, des Rotor-Magnetlager-Systems iiberein. Die Abweichung resul-
tiert aus der Niherung fiir die Magnetlagersteifigkeit. Aufgrund der sehr groflen
Anfangsauslenkung entspricht die aus der Linearisierung der Magnetlagerkraft er-
mittelte Magnetlagersteifigkeit beim Einschwingen nicht mehr dem realen Wert.

Bei der Resonanzdurchfahrt liegt die Frequenz oberhalb der berechneten Eigenfre-
quenz. In Bild 3 ist zudem deutlich erkennbar, dass das Resonanzmaximum erst
nach dem zur kritischen Drehzahl n( gehdrenden Zeitpunkt ¢, auftritt. Dieser Effekt
resultiert daraus, dass der Rotor aufgrund seiner Trigheit eine gewisse (wenn auch
nur sehr kurze) Zeit benotigt, um die groleren Resonanzamplituden auszubilden.
Wihrenddessen wird er jedoch weiter (schnell) hochgefahren, so dass die Drehzahl
und damit auch die Schwingfrequenz weiter zunehmen. Dabei wird die Eigenfre-
quenz schnell iiberschritten und die Schwingungen klingen wieder ab. So kommt es
bei schnellen Hochldufen zu einem kleineren Resonanzmaximum bei einer etwas
hoheren Frequenz als der Eigenfrequenz, vergleiche dazu auch [25, Kapitel 5.2.2].
Bei Ausléufen tritt das kleinere Resonanzmaximum entsprechend erst bei niedrigeren
Drehzahlen auf.

Das dynamische Verhalten mechatronischer Systeme wird nicht nur von den
mechanischen Eigenschaften, sondern auch von elektrotechnischen Parame-
tern sowie dem Regler beeinflusst. Insbesondere muss sichergestellt werden,
dass die gewihlten Reglerparameter nicht zu instabilen Schwingungen fiih-
ren, siehe dazu beispielsweise [78] und [88]. Die Modellierung und die Si-
mulation mechatronischer Systeme dienen deshalb in der Praxis als Werk-
zeug zur Auslegung von Systemkomponenten und zur Vorausberechnung
des Systemverhaltens.

Weiterfiihrende Literatur
[71 Baumann, K.: Dynamische Eigenschaften von Gleitlagern in instationdiren
An- und Auslaufvorgiingen. Shaker Verlag Aachen, 2011.

[36] Gasch, R., R. Nordmann und H. Pfiitzner: Rotordynamik. 2. Auflage. Berlin
Heidelberg New York: Springer-Verlag, 2006.

[42] Hoffmann, K.-J.: Integrierte aktive Magnetlager. GCA-Verlag Herdecke,
1999.

[78] Schmidt, G.: Grundlagen der Regelungstechnik. Berlin: Springer-Verlag, 1987.

[81] Schweitzer, G., A. Traxler und H. Bleuler: Magnetlager. Berlin Heidelberg:
Springer Verlag, 1993.

[88] Unbehauen, H.: Regelungstechnik I-111. Berlin: Springer-Verlag, 2007, 2008,
2011.
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8.3 Fliehkraftregelung einer Schleifmaschine mit
Luftmotor

Damit die mittels Luftmotor (Turbine) angetriebene Schleifmaschine in ei-
nem engen Drehzahlbereich effektiv arbeiten kann, ist eine Regelung der
aktuellen Drehzahl erforderlich, da der zuflieBende Massestrom (Luft) bzw.
das Lastmoment schwanken kann. Eine wesentliche Voraussetzung fiir eine
wirksame Regelung ist deren Stabilitit gegeniiber kleinen dufieren Storun-
gen. *

Der zuflieBende Massestrom 7 treibt eine Turbine an, durch welche die benotig-
te Drehzahl des Arbeitsorgans erzeugt wird. Kleinere Abweichungen der Dreh-
geschwindigkeit werden durch einen Fliehkraftregler dadurch korrigiert, dass der
Zustrom der Luft mittels einer Anderung des Stromungsquerschnitts iiber die axiale
Bewegung der Hiilse realisiert wird, vgl. Bild 1. Diese axiale Verschiebung wird da-
bei durch das Zusammenspiel von Feder- und axialer Stromungskraft einerseits sowie
den infolge der im Teller gefiihrten, rotierenden Kugeln auftretenden Fliehkriften
andererseits verursacht.

Arbeitsorgan
(Werkzeug)
\
. m
H (Luftstrom)
W—— T et
C
q
| Teller L W NAS

Turbinenrad ~ Hillse my

Bild 1: Prinzip- und Modellbild des Antriebs mit Fliehkraftregler (gestrichelt:
unausgelenktes System)

Der im Berechnungsmodell entsprechend Bild 1 parallel zur vorgespannten Druck-
feder ¢ angeordnete Dampfer b soll alle Ddmpfungs- und Reibungseinfliisse néhe-
rungsweise erfassen. Die Eigendrehtriagheit der 6 kugelférmigen Fliehkorper kann
gegeniiber derjenigen der Welle vernachlissigt werden, d. h. es wird nur deren Masse
beriicksichtigt.

Fiir das am Turbinenrad angreifende, durch den Massestrom hervorgerufene An-
triebsmoment M, sowie fiir die resultierende axiale Stromungskraftkomponente F
konnen fiir kleine Schwankungen um ihre bei Nenndrehzahl wirkenden Mittelwerte

*Autor: Ludwig Rockhausen
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A_/Ia, F s die Ndherungen

Mo = M) = My = =2(s = 5), (1a)
Fi=Fi9)=F - -9 (1b)

genutzt werden. Dabei sind § die mittlere Verschiebung der Hiilse bei Nenndrehzahl
sowie M, und F, die dazugehorigen Schwankungskennwerte. M (f) = M, + M(7)
ist das am Arbeitsorgan (Schleifscheibe) angreifende Lastmoment, welches sich
aus einem stationiiren Anteil M, und einer zeitabhiingigen, klein vorausgesetzten

Storung M(t) zusammensetzt.

Gegeben:

mg

r

c

D/(2r) = 0,94

Jr =1,21-10° mgr?

my =53mg

c/mg =w?=272-10°s72

102 =a, =n/4

Fy =2,15cr

1_75 =45cr

M,

I:"S =0,6cr

Ma =10cr?

n = 16200 min~!
Gesucht:

Masse eines Fliehkorpers
Fliehkorperradius
Steifigkeit der Druckfeder
Durchmesserverhiltnis

Triagheitsmoment des kompletten Turbinenldufers
(inklusive Hiilse) bez. seiner Drehachse

Hiilsenmasse

Quadrat der Bezugskreisfrequenz
Schrigungswinkel von Teller und Hiilse
Vorspannkraft der Druckfeder

mittlere axiale Stromungskraft

mittleres Antriebsmoment

Schwankungskennwert der axialen Stromungskraft
Schwankungskennwert des Antriebsmoments
Nenndrehzahl der Turbinenwelle (2 ~ n)

1) Zwangsbedingungen zwischen den Lagekoordinaten ¢ (Drehwinkel der Welle),
s (Verschiebung der Hiilse), y und u (radiale und axiale Verschiebung der
Kugeln) (die Nullpunkte von s, y, u entsprechen der unausgelenkten Lage)
sowie die Bewegungsgleichungen fiir die generalisierten Koordinaten

q=1q. 1" =1lg, y/rI"

(Voraussetzung: kein Kontaktverlust der Kugeln mit Teller bzw. Hiilse)

2) Stationdres Lastmoment M r und mittlere, auf r bezogene radiale Auslenkung
q> = y/r der Fliehkorper (der Verschiebung s zugeordnet) fiir die konkrete sta-
tiondre Losung g, (t) = [2t, §»]" der nichtlinearen Bewegungsgleichungen,
wenn lediglich das stationdre Lastmoment M (f) = M, wirkt (d.h. M(t) =0

ist)
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3) Uberfithrung der nach den Beschleunigungen ¢; und ¢, aufgelosten Bewe-
gungsgleichungen in den Zustandsraum (Zustandsvektor: x = [q1, g2, 1, ¢2]7)
und die Systemmatrix A des bez. des gegebenen stationidren Zustandes x(7) =
[Qt, o, Q, 01" linearisierten Systems, wobei z(#) die klein vorausgesetzten
Phasenkoordinaten der Zusatzbewegungen seien (x = X + z, Z = Az + Bu(?))

4) MindestgroBe b der Dampferkonstante dafiir, dass das System stabil ar-
beitet (Anwendung des Hurwitz-Kriteriums, vgl. [13]) sowie numerische
Uberpriifung der Stabilitit fiir zwei Varianten der Dampfung: b; = 0,95 bg;
b[[ = 1,1 bG

Lésung:
Zul):

Da das als Starrkorpersystem modellierte Schleifgerit zwei Freiheitsgrade besitzt
(die Drehung der Welle ist kinematisch unabhingig von den Verschiebungen von
Hiilse und Kugeln), sind zwischen den vier in Bild 1 definierten Lagekoordinaten
®, v, s, uzwei Zwangsbedingungen zu formulieren. Zur besseren Veranschauli-
chung der Zusammenhinge wurde in Bild 2, welches eine ausgelenkte Lage einer
Kugel mit Hiilse relativ zur Ausgangslage (gestrichelt dargestellt) zeigt, noch die
Hilfskoordinate [ eingefiihrt, so dass nunmehr drei Zwangsbedingungen benétigt
werden, die aus Bild 2 abgelesen werden kénnen:

tanay = y/u i =rg/tanay,
tanay = y/l = { [ =r¢/tana,, )
e+ts=u+l+e s=(l/tana; + 1/tanas) rgp = k- 145 .

Hierbei wurde die Abkiirzung « eingefiihrt:

k=1/tana; + 1/tana; . 3)
Teller._ 'y Hillse
| — A gy —
// [ r/™x o y y (X2
L l U L) I
/ g ! 4./” e

1
AN A -
T s

Bild 2: Geometrische Verhiltnisse bei einer ausgelenkten Lage (Winkel a;, a»
beliebig gezeichnet)

Die Summe der Energien aller massebehafteten bewegten Korper (Rotationsenergie
von Welle und Hiilse, Translationsenergie von Hiilse und Kugeln) ergibt die gesamte
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kinetische Energie:
2Wiin = J7¢” + mys® + 6mg [(D/2 + r+yY¢? + 5 + i . (4)

Die Einfiihrung der in der Aufgabenstellung definierten generalisierten Koordinaten
liefert dann mit der Identitit 1 + 1/tan’>a; = 1/ sin® @ 1 sowie den Abkiirzungen

Jr my

6
= , =—K + , =1+, 5
H e M2 I’l’l[(K . Y > (5
dafiir den Ausdruck
2Wiin = Jr@® + mur g3 + omr® [(y + 42041 + @3/ sin” o |
(6)

= mier® (i1 + 6(y + q2)2) 4 + i3]

Die vorgespannte Druckfeder wird zweckmifigerweise iiber ihre potentielle Energie
beriicksichtigt:
F . F 2
2Wpor = C(—O + s) =cr? (—O + qu) . (7)
c cr

Zur Erfassung der im System wirkenden und am Energiehaushalt beteiligten weiteren
eingeprigten Krifte und Momente wird deren virtuelle Arbeit aufgeschrieben:

SW = (M, = ML(1)) 8¢ — (b$ + F)ds
_ (A_/Ia — Mg — G2) — ML(I)) 5q — (brqu +Fy+ Fyk(gr — éz)) Kréqy .
®)

Hierbei wurden die linearen Nidherungen nach (1) beriicksichtigt, und g, = y/r ist
die zu s gehorende, auf r bezogene radiale Verschiebung der Fliehkorper.

Die Anwendung der LaGgraNGEschen Gln. 2. Art fiihrt nun unter Beachtung der hier
zutreffenden Relation

6(y + 42" < )
auf die zwei gekoppelten Differentialgleichungen
mgr? (g +12(y +42) G14y) = Mo = Mok (g2 = 32) = M(0) (10)

F
mgr pai, — 6mgr? (y + q2) 6']% + CVZK(—O + K‘IZ)
A cr (11D
= —KT - (brKc']2 + F+ I:"SK(CD - 6_12)) .

Division durch mkr? sowie Nutzung der in der Aufgabenstellung definierten Bezugs-
kreisfrequenz w liefert schlielich nach wenigen Umstellungen die nichtlinearen
Bewegungsgleichungen fiir die beiden generalisierten Koordinaten ¢; und ¢»:

2
w” — ~ - .
Mgy = ) (Ma = M (1) — M, k(g2 — f]z)) - 120y + @2)q142 » (12a)
b KW = . _
6(y + 12)d; — K’ (;qz + 612) —— (Fo+ Fo+ Fir(qz = 32)) . (12b)

H2Ga
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Zu 2):

Die stationdre Losung g, (1) = [€1, (}Z]T muss fiir M, (1) = M; die nichtlinearen
Bewegungsgleichungen (12) erfiillen.

Einsetzten der stationédren Losung g, (?) in die nichtlinearen Bewegungsgleichungen
(12) liefert die noch unbekannten Groflen M, und g,. Es folgt aus (12a)

My =M, (13)
und mit
7= (14)

entsprechend aus der Gleichung (12b)

7= 6yn” — k(Fo + Fy)/(cr)

) oo ~0,419. (15)

Zu 3):

Die nach den Beschleunigungen aufgelosten nichtlinearen Bewegungsgleichungen
lauten:

1 |w? — A _ o
G =-— [—2 (ML(t) = My + Mok (g2 - 30)) + 120y + 5]2)@16]2]
M1 | Cr

= x1(92: 41,42, ML) , (16a)

1 b w? = . _
= 6(y + q2) 47 — K'w? (26'12 + 612) (Fs +Fo+ Fo(qo — 6]2)])

i - =
cr

EXZ(CIZ, 5'11,5']2)- (16b)

Mit dem in der Aufgabenstellung definierten Zustandsvektor

x =[x, x2, x3, xal" =[q1, @2, ¢1. 1", x =141, ¢, G1, Gol" (17)

lassen sich die nichtlinearen Bewegungsgleichungen (16) als Differentialgleichungs-
system erster Ordnung gemél

A3

X4

X =gx, M) = (18)

X1 (x23 X3, X4, ML)

X2(x2, X3, X4)

schreiben.
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Die lineare Zustandsraumbeschreibung z = Az + Bu(f) wird durch eine Linearisie-
rung von Gleichung (18) um den stationdren Punkt (Arbeitspunkt oder stationiire
Losung) X(f) = [Qt, g, Q, 0]T bei M (1) = M, erhalten. Dabei beschreibt z = z(¢)
den Zustandsvektor der Zusatzbewegungen des um diesen Arbeitspunkt linearisier-
ten Systems, und A ist die Systemmatrix sowie B die Steuermatrix und u(7) der
Steuervektor. Es gilt

X=X+ = gx +z(6), M, + M(t))
0g(x, Myp)
ox

0g(x, M) 19)

-z(0) +

ggtx, Mu) - M(P).
x()=% oM,

~ g(%, M) + B
My (=M,

Unter Beachtung von X = g(x, M) (stationirer Zustand) folgt daraus das linearisierte
System

og(x,Mp)

20+ og(x, M)
0x

(=% oM, - M(t) = Az(t) + Bu(r) . (20)

M(N=M,

Fiir das hier behandelte System ergibt sich also fiir die Systemmatrix

4o oMyl | 0g 0g 0g 0g
ox x(H=x a)Cl7 aXz, aX3’ 0xy o3
0 0 1 0
1)
0 0 0 1

0 Ox1/0x2 Ox1/0x3 Ox1/0x4
0 Ox2/0x2 Ox2/0x3 Ox2/0x4l|_;

sowie fiir Steuermatrix B und Steuervektor u (dieser besitzt hier nur ein Element)

ag(x’ ML) ?

oMy,

B= 0", u=[M@]. (22)

= [07 07 -

— 27
M (H)=M, Hicr

Die fiir (21) notwendigen partiellen Ableitungen ergeben folgende Ausdriicke:

A

() 1 (W~ 0 1 Fy
M (D), 32 (ed (14T,
0x2 M1

cr? 0xy o cr
0 12 0 12
ﬁ:__(fy-}-xZ)xz" ﬁ:—(7+x2)X3, (23)
0x3 M1 ox3 o
o 12 A K wh
— =—-—+x)x;, =
0xy4 H1 0x4 ¢

Einsetzen des stationdren Zustands X liefert dann die Systemmatrix gemif (21) unter
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Verwendung von (14) und der Abkiirzung 5 =y + ¢»:

0 0
0 0 0
A=|, Wk M, o 12,1 (24)
mocr? i
0 (6_£(1+§))Q_2 128, Kb
7 cr)) o o c |

Zu4d):

Mit dem hier zweckmifigen Losungsansatz (Eigenwert A ist dimensionslos)
Z(t) = v -exp(AQ1), z(t) = AQv - exp(1Q1) (25)

wird das zu (20) gehorige lineare autonome System Z = Az nach Division durch Q
in das lineare algebraische homogene Gleichungssystem (Eigenwertproblem fiir die
Matrix Q7 'A)

(@'A-1E)v=0 (26)
tiberfiihrt. Fiir das Auftreten nichttrivialer Losungen muss
det(Q'A - 2E) =0 27

erfiillt sein. Einsetzen der Matrix A (vgl. Gl. (24)) und Entwicklung der Determinante
nach der ersten Spalte liefert:

/l-(/l3+a2/12+a1/1+a0):0. (28)

Dabei ergeben sich die Polynomkoeffizienten zu

12«8 M,
ap = —Kﬁz—z ~1332-107% >0,
Hipan? cr
2 2 2 FS
6n (24ﬂ —,u1)+l<;11 1+ —
cr 3 (29)
a = 5 ~ 1,6662-107 >0,
Hip2n
2 pQ
ay = al Ch >0.
Ham= €

Nach (28) ist ein Eigenwert 4; = 0, der entsprechend (25) lediglich einen konstan-
ten Losungsanteil bedingt und damit die schwingungsfreie Rotation des Systems
beschreibt. Fiir das Stabilititsverhalten sind also die drei restlichen Eigenwerte (Null-
stellen des verbleibenden kubischen Polynoms) malgebend. Ihre direkte Ermittlung
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ist dafiir aber nicht zwingend erforderlich, denn nach Hurwitz und Stopora (vgl.
z.B. [13]) kann die Frage, ob Eigenwerte mit positivem Realteil (also exponen-
tiell autklingende Losungen) auftreten oder nicht, iiber die Polynomkoeffizienten
beantwortet werden: Das System bleibt stabil, d. h. alle Losungen klingen ab, wenn

ap

ap, ap, ar >0 und =ajar —ap >0 30)

ap ai

erfiillt sind. Die Polynomkoeffizienten sind gemafl (29) grofler null. Und aus der
zweiten Bedingung von (30) ergibt sich dann bei Auflésung nach der Dampferkon-
stante deren untere Grenze:

12Buom’ M,
2

N

b > bG =
Fg\\cr
K(6n2 (248> — ) + Ky (1 + —))
cr

c c
— ~0,7021 —. 31
0 0 (3D

Es ist zu erkennen: je grofer die Steifigkeit ¢ und der bezogene Schwankungs-
kennwert des Antriebsmomentes werden, desto grofler muss auch die im System
vorhandene Ddmpfung sein, damit es nicht zu Instabilititen kommt.

Der Einfluss der anderen Systemparameter ist nicht so einfach nachvollziehbar. Hier-
fiir wire es erforderlich, wiederholte Berechnungen mit leicht geénderten Parametern
vorzunehmen (Sensitivititsanalyse), was bei Nutzung entsprechender Mathematik-
Software relativ unproblematisch ist, aber hier den Rahmen sprengen wiirde.

Zur numerischen Uberpriifung wird das Eigenwertproblem (26) entsprechend Auf-
gabenstellung fiir die beiden Varianten

b=b; =095b; sowie b=by=11bg (32)

mittels Mathematik-Software gelost. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle
(Tabelle 1) zusammengefasst (ohne 4; = 0).

Tabelle 1: Eigenwerte

Eigenwerte Variante [ Variante 11

A 4,3998 - 107 +j 0,0416 -7,2825 - 107* +j 0,0392
A3 4,3998 - 107* - j 0,0416 -7,2825-107* - j0,0392
A4 -0,0768 —-0,0865

Variante I liefert Eigenwerte mit positivem Realteil, was entsprechend (25) exponen-
tiell anwachsende Losungen bedingt.

Bei Variante II sind alle Realteile negativ, so dass abklingende Bewegungen bei
einer auftretenden Storung des stationdren Zustandes entstehen, sich das System also
wieder beruhigt und damit stabil arbeitet.
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Bei geregelten Systemen ist zu priifen, ob es infolge der Riickkopplung zu
Instabilititen kommen kann bzw. wo die Stabilititsgrenze liegt. Im betrach-
teten Beispiel besteht die Gefahr, dass es bei zu geringer Systemdidmpfung
zum Aufschaukeln kleiner Storungen und damit zum unkontrollierten Be-
trieb der Maschine kommen kann.

Fiir die Untersuchung des Stabilititsverhaltens sind die (i. Allg.) nichtlinea-
ren Systemgleichungen fiir einen stationéren Zustand zu linearisieren und
die Eigenwerte der zugeordneten Systemmatrix zu bestimmen.

Weiterfiihrende Literatur

[13] Bremer, H.: Dynamik und Regelung mechanischer Systeme. Stuttgart: Teubner,
1988.

[71] Pfeiffer, F.: Einfiihrung in die Dynamik. Stuttgart: Vieweg & Teubner, 1989.



Autorenbiographien

Prof. Dr.-Ing. Katrin Baumann

1999-2004 Studium Maschinenbau/Angewandte Me-
chanik an der TU Chemnitz; 2004-2012 Wissen-
schaftliche Mitarbeiterin am Fachgebiet Strukturdy-
namik der TU Darmstadt, 2005 & 2006 Forschungs-
aufenthalte in Rio de Janeiro und Campinas (Brasili-
en), 2010 Promotion iiber Gleitlagerdynamik. 2012-
2016 Projektingenieurin bei der ICS Engineering
GmbH in Dreieich. Seit 2016 Professorin fiir Techni-
sche Mechanik an der Hochschule Darmstadt.

Prof. Dr.-Ing. Michael Beitelschmidt

1987-1992 Studium Maschinenwesen an der TU
Miinchen; 1992-1998 Wiss. Assistent am Lehrstuhl
B fiir Mechanik der TU Miinchen, 1998 Promotion,;
1998-2005 erst Entwicklungsingenieur, dann Leiter
,Mechanische Systeme* bei Sulzer Innotec in Winter-
thur (Schweiz); 2005-2010 Professur fiir Fahrzeug-
modellierung und -simulation an der TU Dresden.
Seit 2010 Professur fiir Dynamik und Mechanismen-
technik an der TU Dresden.

Prof. Dr.-Ing. habil. Hans Dresig

1954-1960 Studium Maschinenbau an der TH Dres-
den; 1960-1965 Wiss. Mitarbeiter an der TU Dresden,
1965 Promotion; 1965-1969 Kranbau Eberswalde;
1970 Habilitation an der TU Dresden; 1970-1978
Dozent an der TH Karl-Marx-Stadt, 1976 Zusatzstu-
dium Moskauer Textilinstitut; 1978-2002 Professor
fiir Technische Mechanik, Lehrstuhl Maschinendyna-
mik/Schwingungslehre an der TH K.-M.-Stadt /TU
Chemnitz; 2010-2013 Gastprofessur Nanjing Agri-
cultural University (China).

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017
M. Beitelschmidt und H. Dresig (Hrsg.), Maschinendynamik —
Aufgaben und Beispiele, DOI 10.1007/978-3-662-53435-9

429



430

Autorenbiographien

Dr.-Ing. Ludwig Rockhausen

1971-1975 Studium Angewandte Mechanik an der
TH Karl-Marx-Stadt; 1975-1979 Wiss. Mitarbeiter
an der TH K.-M.-Stadt, 1980 Promotion; 1979-1983
Problemanalytiker im Forschungszentrum Werk-
zeugmaschinen K.-M.-Stadt; 1983-1986 Lehrer im
Hochschuldienst an der TH K.-M.-Stadt. Seit 1986
Wiss. Mitarbeiter an den Lehrstiihlen und Profes-
suren Maschinendynamik/Schwingungslehre, Struk-
turdynamik, Technische Mechanik/Dynamik der TU
Chemnitz.

Prof. Dr.-Ing. habil. Michael Scheffier

1987-1992 Studium Maschinenbau/Angewandte Me-
chanik an der TU Dresden; 1992-1996 Wiss. Mitar-
beiter am Forschungszentrum Rossendorf; 1996-1999
Graduiertenstipendiat an der TU Dresden, Promotion
2001; 1999-2004 Tétigkeit in verschiedenen Dresd-
ner Firmen; 2004-2015 Wiss. Mitarbeiter an der TU
Dresden, 2011 Habilitation. Seit 2015 Professor fiir
Maschinendynamik an der Westsdchsischen Hoch-
schule Zwickau.

Dr.-Ing. Uwe Schreiber

1981-1986 Studium Technische Mechanik an der TU
Dresden; 1986-1991 Entwicklungsingenieur in der
Werkzeugmaschinenfabrik Mikromat, Dresden. 1992
Wissenschaftlicher Mitarbeiter, spiter Applikations-
ingenieur, ab 2000 Abteilungsleiter Engineering bei
der ITI GmbH in Dresden. 2015 Promotion zur Mo-
dellbildung von Antriebssystemen an der TU Dres-
den. Seit 2016 bei der TraceTronic GmbH in Bereich
Testsysteme titig.



431

Prof. Dr.-Ing. Jorg-Henry Schwabe

1988-1993 Studium Maschinenbau/Angewandte Me-
chanik an der TU Chemnitz; 1993-2010 Wissen-
schaftlicher Mitarbeiter und ab 2006 Forschungs-
bereichsleiter am Institut fiir Fertigteiltechnik und
Fertigbau Weimar e.V.; 2002 Promotion an der TU
Chemnitz. Seit 2010 Professor fiir Getriebetech-
nik und Maschinendynamik an der Ernst-Abbe-
Hochschule Jena.

PD Dr.-Ing. habil. Thomas Thiimmel

1976-1981 Studium Maschinenbau/Angewandte Me-
chanik an der TH Karl-Marx-Stadt, 1984-1989 Ab-
teilungsleiter im Textilmaschinenbau bei TEXTIMA
K.-M.-Stadt; 1985 Promotion an der TH K.-M.-Stadt
und 2012 Habilitation an der TU Miinchen zur Me-
chanismendynamik. Seit 1990 Akademischer Direk-
tor am Lehrstuhl fiir Angewandte Mechanik an der
TU Miinchen, September 2003 Forschungsaufenthalt
in Tokyo (Japan).

Dr.-Ing. Dr. h.c. Zhirong Wang

1981-1986 Studium Maschinenbau an der Tong-
ji Universitdt in Shanghai, 1986-1987 Postgradua-
les Studium an der Shanghai Jiaotong Universi-
tat (China), 1988-1990 Zusatzstudium Maschinen-
bau/Angewandte Mechanik an der TU Dresden; 2011
Promotion an der TU Dresden. Seit 1990 wiss. Mitar-
beiter im Institut fiir Festkorpermechanik an der TU
Dresden.



Literatur

[10]

(11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Ackermann, J.: Abtastregelung. 3. Aufl. Springer, 1988.

Ahrens, R.: ,Innere Freiheitsgrade in linear-viskoelastischen Schwingungs-
systemen®. In: Ddmpfung und Nichtlinearitdt. VDI Berichte 1082. Diisseldorf:
VDI-Verlag, 1993.

Aurich, H. und W. Weidauer: ,,Schwingungen an Waschvollautomaten®. In:
Wiss. Zeitschr. der TH Karl-Marx-Stadt 14 (1972) 2, S. 197-211.

Autorenkollektiv ITI: Handbuch SimulationX. Dresden, 2015.
www.simulationx.com.

Balke, H.: Einfiihrung in die Technische Mechanik: Kinetik. 2. Aufl. Berlin:
Springer Verlag, Aug. 20009.

Barutzki, F.: Ermittlung des Ubertragungs- und Temperaturverhaltens von
Elastomer-Kupplungen bei Schwingungsanregung mit mehreren Frequenzen.
Diss. TU Berlin, 1992.

Baumann, K.: Dynamische Eigenschaften von Gleitlagern in instationdiren
An- und Auslaufvorgdingen. Shaker Verlag Aachen, 2011.

Baumann, K., E. Bopple, R. Markert und W. Schwarz: ,,Einfluss der inneren
Diampfung auf das dynamische Verhalten von elastischen Rotoren®. In: VDI-
Berichte Nr. 2003. Schwingungsddmpfung. Wiesloch, Jan. 2007, S. 55-69.

Beitz, W. und K.-H. Grote, Hrsg.: DUBBEL - Taschenbuch fiir den Maschi-
nenbau. 19. Aufl. Berlin: Springer Verlag, 1997.

Bernert, K., R. Markert und H. I. Weber: ,Influence of Internal Damping
on Run-up and Run-down Processes of Rotors®. In: Proceedings of the 7th
IFToMM International Conference on Rotor Dynamics: September 25 - 28,
2006, Vienna, Austria; TU Vienna. Paper-ID 115. 2006, S. 1-10.

Blekhman, L. I.: Vibrational Mechanics. Singapore: World Scientific Pub Co,
2000.

Blochwitz, T., S. Bittner, U. Schreiber und A. Uhlig: ISOMAG 2.0 - Software
fiir optimale Schwingungsisolierung von Maschinen und Gerditen. 1. Auflage.
Dortmund: Bundesanstalt fiir Arbeitsschutz und Arbeitsmedizin, 2013.

Bremer, H.: Dynamik und Regelung mechanischer Systeme. Stuttgart: Teubner,
1988.

Bronstein, v. I. N., H. Miihlig, G. Musiol und K. A. Semendjajew: Taschenbuch
der Mathematik. 9. Aufl. Europa-Lehrmittel, 2013.

Chucholowski, C.: Simulationsrechnung der Kolbensekunddrbewegung. Diss.
TU Miinchen, 1985.

© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017 433
M. Beitelschmidt und H. Dresig (Hrsg.), Maschinendynamik —
Aufgaben und Beispiele, DOI 10.1007/978-3-662-53435-9



434 Literatur

[16] Danek, O., G. Nickl und H. Berthold: Selbsterregte Schwingungen an Werk-
zeugmaschinen. Berlin: VEB Verlag Technik, 1962.

[17] DIN EN ISO 5349-1: Messung und Bewertung der Einwirkungen von Schwin-
gungen auf das Hand-Arm-System des Menschen. Norm.

[18] DINISO 1940-1: Mechanische Schwingungen - Anforderungen an die Aus-
wuchtgiite von Rotoren in konstantem (starrem) Zustand - Teil 1: Festlegung
und Nachpriifung der Unwuchttoleranz (ISO 1940-1:2003). Norm. 2004.

[19] Dorf, R. C. und R. H. Bishop: Moderne Regelungssysteme. 10. iiberarbeitete
Auflage. Addison-Wesley Verlag, 2006.

[20] Dresig, H. und L. Rockhausen: Aufgabensammlung Maschinendynamik. Fach-
buchverlag Leipzig-Koln, 1994.

[21] Dresig, H. und J. Vulfson: ,,Zur Ddmpfungstheorie bei nichtharmonischer
Belastung®. In: VDI-Berichte 1082. VDI-Verlag, Diisseldorf, 1993, S. 141—
156.

[22] Dresig, H.: Analyse ,,Flug auf das Limbacher Kirchendach*. 2014. URL:
www.dresig.de.

[23] Dresig, H.: Analyse von ebenen Seilschwingungen und Schwingungen von
Riementrieben. Techn. Ber. Literaturbericht (75 S.), Auerswalde, Juni 2014.

[24] Dresig, H. und A. Fidlin: Schwingungen mechanischer Antriebssysteme. Mo-
dellbildung, Berechnung, Analyse, Synthese. 3. Aufl. Berlin Heidelberg New
York: Springer-Verlag, 2014.

[25] Dresig, H. und F. HolzweiBig: Maschinendynamik. 12. Aufl. Berlin; Heidel-
berg: Springer-Verlag GmbH, 2016.

[26] Dresig, H., T. Risch und C. Kuhn: Vibrationsfordertechnik - Gleitforderung
auf harmonisch beschleunigten Forderorganen. TU Chemnitz. 2016. URL:
http://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bsz:chl-qucosa-211288.

[27] Dresig, H. und U. Schreiber: Flug ins Kirchendach. Dresden: ITI GmbH,
2010. Siehe auch http://www.dresig.de.

[28] Dresig, H. und I. I. Vul’fson: Dynamik der Mechanismen. VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften Berlin und Springer Verlag Wien, 1989. http:
//nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bsz:chl1-201001121.

[29] Duditza, F.: Kardangelenkgetriebe und ihre Anwendungen. VDI Verlag, 1973.

[30] Eicher, N.: ,,Zur Berechnung der stationdren Losungen von rheonichtlinearen
Schwingungssystemen®. In: VDI-Zeitschrift 124 (1982) 22, S. 860—862.

[31] Ewins, D. J.: Modal testing: theory, practice and application. Research studies
press Baldock, 2000.

[32] Fernsehmagazin, Hrsg.: Galileo. Ausstrahlung vom 18.01.2010. urL: http:
//www.prosieben.de/tv/galileo/videos/extrem-kirchendachsprung-
reloaded-clip.



Literatur 435

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

(38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

(48]

[49]

[50]

[51]

Fidlin, A. und H. Dresig: Schwingungen mechanischer Antriebssysteme.
3. Aufl. Berlin; Heidelberg: Springer-Verlag, 2014.

Fischer, U. und W. Stephan: Mechanische Schwingungen. 3. Aufl. Fachbuch-
verlag Leipzig, 1993.

FKM-Richtlinie: Rechnerischer Festigkeitsnachweis fiir Maschinenbauteile.
6. Aufl. Frankfurt am Main: VDMA-Verlag, 2012.

Gasch, R., R. Nordmann und H. Pfiitzner: Rotordynamik. 2. Auflage. Berlin
Heidelberg New York: Springer-Verlag, 2006.

GERB: GERB Schwingungsisolierungen. 11. Auflage. GERB GmbH & Co
KG, 2002.

Grudzinski, K., W. Kissing und M. Zaplata: ,,Numerische Untersuchungen von
Parametereinfliissen des dynamischen Systems auf selbsterregte Reibungs-
schwingungen®. In: Technische Mechanik (1999) 19, S. 29-44. Magdeburg.

Haibach, E.: Betriebsfestigkeit. Verfahren und Daten zur Bauteilberechnung.
2. Aufl. Berlin: Springer Verlag, 2002.

Hempel, W.: Ein Beitrag zur Dynamik des Kurbeltriebs in komplan bewegten
Bezugssystemen. Diss. TU Berlin, 1965.

Hermann, M.: Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen: Anfangs- und
Randwertprobleme. Miinchen, Wien: Oldenbourg Verlag, 2004.

Hoftfmann, K.-J.: Integrierte aktive Magnetlager. GCA-Verlag Herdecke,
1999.

HolzweiBig, F., H. Dresig, U. Fischer und W. Setphan: Arbeitsbuch Maschi-
nendynamik/Schwingungslehre. 2. Aufl. Fachbuchverlag Leipzig, 1987.

Jorn, R. und G. Lang: Schwingungsisolierung mittels Gummifederelementen.
Fortschritt-Berichte VDI Zeitschrift, Reih 11 6. Diisseldorf: VDI-Verlag, 1968.

Jung, R.: ,,Die Gleitbewegung auf der schwingenden Ebene*. In: Forschung
auf dem Gebiet des Ingenieurwesens A 18 (1952) 1, S. 13-24.

Jurgens, R.: Dynamische Belastungen des Nadelfufses einer Strickmaschinen-
nadel. Diss. TH Karl-Marx-Stadt, 1982.

Karlsson, F. und A. Persson: Modelling Non-Linear Dynamics of Rubber
Bushings - Parameter Identification and Validation. Master‘s Dissertation.
Division of Structural Mechanics, LTH, Lund University, 2003.

Kluth, O.: , Elastomere und Luftfedern als Isolationselemente fiir Fundament-
lagerungen®. In: VDI-Berichte (1993) Nr. 1082, S. 157-177.

Kuch, H., J.-H. Schwabe und U. Palzer: Herstellung von Betonwaren und
Betonfertigteilen. Diisseldorf: Verlag Bau+Technik, 2009.

Kiictikay, F.: Dynamik der Zahnradgetriebe: Modelle, Verfahren, Verhalten.
Berlin Heidelberg: Springer Verlag, 1987.

Langer, P.: Dynamische Wechselwirkungen der Teilsysteme einer Digital-
druckmaschine. Diss. Technische Universitat Dresden, 2004.



436

Literatur

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

Laschet, A.: Simulation von Antriebssystemen. Modellbildung der Schwin-
gungssysteme und Beispiele aus der Antriebstechnik. Berlin, Heidelberg:
Springer-Verlag, 1988.

Lavendel, E.: Sintes optimalnych vibromasin (Synthese optimaler Vibrations-
maschinen). (russ.) Isdatelstvo Sinatne, 1970.

Lehr, E.: Schwingungstechnik. Ein Handbuch fiir Ingenieure. Band 2: Schwin-
gungen eingliedriger Systeme mit stindiger Energiezufuhr. Berlin: Verlag von
Julius Springer, 1934.

Link, M.: Finite Elemente in der Statik und Dynamik. 3. Aufl. B. G. Teubner-
Verlag, 2002.

Lohr, W.: Untersuchungen zum Schwingungsverhalten von Vibrationsplatten
mit Hilfe der Mehrkorperdynamik. Shaker Verlag, 2005.

Luck, K. und K.-H. Modler: Getriebetechnik. 2. Aufl. Berlin, Heidelberg:
Springer Verlag, 1995.

Liider, R.: Zur Synthese periodischer Bewegungsgesetze von Mechanismen
unter Beriicksichtigung von Elastizitdt und Spiel. Fortschritt-Berichte VDI,
Reihe 11, Nr. 225. VDI-Verlag Diisseldorf, 1995.

Lunze, J.: Regelungstechnik 1: Systemtheoretische Grundlagen, Analyse und
Entwurf einschleifiger Regelungen. 2. Aufl. Springer Verlag Berlin Heidelberg
New York, 1999.

Lunze, J.: Regelungstechnik 2: Mehrgrofiensysteme, Digitale Regelung. 5. Aufl.
Springer Verlag Berlin Heidelberg New York, 2008.

Magnus, K., K. Popp und W. Sextro: Schwingungen. 9. Aufl. Stuttgart: Sprin-
ger Vieweg, 2013.

Makris, N. und M. C. Constantinou: Viscous Dampers: Testing, Modeling and
Application in Vibration and Seismic Isolation. Techn. Ber. NCEER-90-0028,
20. Dez. 1990.

Markert, R.: Resonanzdurchfahrt unwuchtiger biegeelastischer Rotoren. Fort-
schrittberichte der VDI-Zeitschriften. Reihell, Nr. 11. Diisseldorf VDI-
Verlag, 1980. Diss., TU Berlin.

Markert, R., H. Pfiitzner und R. Gasch: ,,Mindestantriebsmoment zur Re-
sonanzdurchfahrt von unwuchtigen elastischen Rotoren®. In: Forschung im
Ingenieurwesen. Bd. 46 (1980) Nr. 2. 1980, S. 33-68.

Mertens, H. und B. Sauer: ,,.Schwingungen von Keilriemengetrieben. In:
Antriebstechnik 30 (1991) 12, S. 68-72.

Milberg, J.: Werkzeugmaschinen - Grundlagen: Zerspantechnik, Dynamik,
Baugruppen und Steuerungen. 2. Aufl. Berlin Heidelberg: Springer Verlag,
1995.

Mohsin, S. H.: Beitrag zur theoretischen Erfassung von Stampfsystemen. Diss.
TU Dresden, 1965.



Literatur 437

[68]

[69]

[70]

[71]
[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

(78]
[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

Miiller-Slany, H. H.: Aufgaben und Losungsmethodik Technische Mechanik.
Springer Vieweg Verlag, 2015.

Ottl, D. und J. Maurer: Nichtlineare Ddampfung in Raumfahrtstrukturen:
Sammlung u. Auswertung von experimentellen Ergebnissen. Fortschritt-Berichte
VDI : Reihe 11. Diisseldorf: VDI-Verlag, 1985.

Ottl, D.: Schwingungen mechanischer Systeme mit Strukturdampfung. VDI-
Forschungsheft: Verein Deutscher Ingenieure. VDI-Verlag, 1981.

Pfeiffer, F.: Einfiihrung in die Dynamik. Stuttgart: Vieweg & Teubner, 1989.

Pfleiderer, C. und H. Petermann: Stromungsmaschinen. 7. Aufl. Berlin: Springer-
Verlag, 2005.

Presseartikel: Der Skoda in der Stadtkirche, Mit 139 km/h ins Kirchendach.
Zitat der Sprecherhin der Staatsanwaltschaft Zwickau Aus ,,Freie Presse®.
31.03.2009.

Reinschke, K.: Lineare Regelungs- und Steuerungstheorie. 2. Aufl. Springer,
2014.

Sauer, B.: Stationdire Schwingungen von Keilriemen im Frequenzbereichbis
240 Hz. VDI-Fortschrittberichte , Reihe 1, Nr. 160. Diisseldorf: VDI-Verlag,
1988.

Scheffler, M.: Grundlagen der Fordertechnik - Elemente und Triebwerke.
Fordertechnik und Baumaschinen. Vieweg Verlagsgesellschaft, 1994.

Schlecht, B.: Maschinenelemente 1. Festigkeit, Wellen, Verbindungen, Federn,
Kupplungen. 2. Aufl. Miinchen: Pearson Studium, 2015.

Schmidt, G.: Grundlagen der Regelungstechnik. Berlin: Springer-Verlag, 1987.

Schneider, H.: Auswuchttechnik. (VDI-Buch). Deutsch. 7., neu bearb. Aufl.
Springer Verlag, 2007.

Schwabe, J.-H.: ,,Vorrichtung zur Herstellung von Formteilen aus einem ver-
dichtungsfihigen Gemenge, Riitteltisch und Schwingungserreger®. Patent-
nummer: DE10062530C1. 2000. Patentschrift.

Schweitzer, G., A. Traxler und H. Bleuler: Magnetlager. Berlin Heidelberg:
Springer Verlag, 1993.

Seeliger, S.: Lineare und nichtlineare Stabilititsberechnung in der Rotordy-
namik. VDI Fortschritt-Berichte, Reihe 11, Nr. 269. VDI-Verlag GmbH Diis-
seldorf, 1998.

Sperling, L.: ,,Selbstsynchronisation statisch und dynamisch unwuchtiger
Vibratoren®. In: Technische Mechanik (1994) Band 14. Heft 1, S. 61-76; Heft
2, S. 85-96.

Thelen, G.: Schwingforderer. In: Kurth, F. Stetigforderer. 4. Aufl. . VEB
Verlag Technik Berlin, 1983, S. 221-250.



438

Literatur

[85]

[86]

[87]

[88]

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

(98]

Thiimmel, T., M. Rossner, H. Ulbrich und D. Rixen: ,,Unterscheidung ver-
schiedener Fehlerarten beim modellbasierten Monitoring*. In: Tagungsband
SIRM 2015 in Magdeburg. 2015, Paper—ID 57.

Tobias, S. A.: Schwingungen an Werkzeugmaschinen. Miinchen: Carl Hanser
Verlag, 1961.

Tschoke, H.: Beitrag zur Berechnung der Kolbensekunddrbewegung in Ver-
brennungsmotoren. Diss. Universitit Stuttgart, 1981.

Unbehauen, H.: Regelungstechnik I-111. Berlin: Springer-Verlag, 2007, 2008,
2011.

VDI-Richtlinie 2149: Getriebedynamik, Blatt 1 - Starrkorper-Mechanismen.
Beuth Verlag. 2008.

VDI-Richtlinie 2722: Gelenkwellen und Gelenkwellenstringe mit Kreuzge-
lenken. Norm. Beuth Verlag. 2003.

VDI 2057 1-4: Einwirkung mechanischer Schwingungen auf den Menschen.
Beuth-Verlag. Norm.

Weck, M.: Berechnung des statischen und dynamischen Verhaltens von Spindel-
Lager-Systemen. Techn. Ber. CAD-Berichte, Kernforschungszentrum Karlsru-
he, 1978.

Weck, M.: Werkzeugmaschinen 2: Konstruktion und Berechnung. 8. Aufl.
VDI-Buch. Springer Vieweg, 2006.

Weigand, A.: Einfiihrung in die Berechnung mechanischer Schwingungen.
Bd. 1. VEB Fachbuchverlag Leipzig, 1955.

Werth, H.: ,,Antrieb fiir eine Drehvorrichtung.* Auslegeschrift 25 09 644, int.
ClL: H 02 K 17/12. Bekanntmachungstag: 10. Februar 1977.

Werth, H.: Neuentwicklung- Eigenstabilisiertes Drehwerk. Bd. Sonderheft zur
Hannover-Messe 1975. 1975.

Werth, H., M. Brendecke und H. Fischer: ,,Lastdrehvorrichtung®. Patentschrift
DE 2839 723 int. Cl., B 66C 13/08. Patenterteilung: 3. November 1983.

Winkler, J. und H. Aurich: Taschenbuch der Technischen Mechanik. 8. Aufl.
Miinchen Wien: Fachbuchverlag Leipzig im Carl Hanser Verlag, 2006.



Sachverzeichnis

A Antriebsmotor 6, 89, 124, 125,132, 177,
366
Abfluggeschwindigkeit 46, 49 Antriebsstrang - 178,311,317
Abflugwinkel 46,49 Antriebswelle 211,213,323
Abklingen 166 , Antwortspektrum 252
Abklingkonstante 21,329 Arbeit
Ableitung 33, 129, siehe auch Differentia- —, virtuelle 85, 133,171,208, 307, 353,
tion 368, 404,423
Abrollbedingung 312 irbelt}sldlagramm 811 :
Abschitzung  212,213,230,232, 301, synchronmotor 81,36
324,326 Aufprall 98,102, 154
Abstimmung 204 Aufstellung o
—, hohe 206 —, schwingungsisolierte 140
’ —, starre 127

—, tiefe 151, 152, 206, 363
Abstimmungsverhéltnis 16, 20, 23, 37,
128,137, 141, 205, 206, 249, 255,

Ausgleich 111
—, der 1. Harmonischen 67,71,72

369, 381,383 —, einzelner harmonischer 76
Abtriebswelle 109 AUSgIQCthedlngung 74,78
Additionstheorem 36, 37,59, 71, 106, Ausgleichsebene 105

123,384 Ausgleichsmasse 70,73, 74,79
Amplitud;: Ausgleichstheorem 122

Ausgleichswelle 90, 94,95, 122
Ausschlagmaximum 166
Ausschwingversuch 1

—, komplexe 237
Amplitudenfrequenzgang 22, 162
Amplitudenverhiltnis 154, 156, 157, 181,

277 Ausschwingvorgang 396
Anfahrmoment 126 Auswuchten 2.39
Auswuchtmaschine

Anfahrvorgang 124,126

Anfangsbedingung 52,201,314, 341,369, ~ — kraftmessende 104

416 Auswuchtung 67
Anfangsgeschwindigkeit 165,203,314
Anlaufvorgang 194, 196 B
Ansatz 17, 35,59, 60, 128, 137, 180, 238,
244,254,290, 320, 341, 388, 394 Bahngeschwindigkeit 48
Ansatzfunktion 214-216, 264, 265 Balance
—, trigonometrische 267 —, harmonische 348
Anstofien 102 Balkenelement 297,298
Antriebsbewegung 133, 286, 288, 337, Balkenschwinger 264
339 Beanspruchung
Antriebskraft 201 —, dynamische 268
Antriebsleistung  34,37,57, 65,177 Beanspruchungshorizont 268, 270
Antriebsmoment 60, 173, 209, 210, 221, Beobachtbarkeit 408
359 Berechnung
—, konstantes 242, 246,247,413 —, numerische 355
© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017 439

M. Beitelschmidt und H. Dresig (Hrsg.), Maschinendynamik —
Aufgaben und Beispiele, DOI 10.1007/978-3-662-53435-9



440

Sachverzeichnis

Berechnungsmodell 1-5, 15, 20, 35, 46,
51,116,131, 140, 143, 159, 207, 211,
213,218,229,258,271,272,278,
310,319, 375, 380, 388, 394, 420

Bereich

—, instabiler 343
—, resonanzfreier
—, stabiler 343

Beschleunigung 52,92, 124,126, 318,

322,328
—, maximale 329

Betriebsdrehzahl 238

Betriebszustand 380, 382

Beugungswinkel 331,332, 335-337

Bewegungsablauf 52

Bewegungsdifferentialgleichung 353

Bewegungsgleichung 47,52, 126, 128,
170,208, 313, 329, 339, 340, 357,
362,368, 376, 381, 389, 403, 407, 408

—, der starren Maschine 85
—, nichtlineare 400, 424

Biegeeigenfrequenz 264

Biegefeder 268,269

Biegelinie 230,291

Biegeschwingung 21,219,229, 268

Biegespannung 269

Biegesteifigkeit 264

Biegeverformung 199

Blindleistung 37,61, 65

Bodenkraft 66,72, 166

—, dynamische 165

Bodenverdichter 375,379

Bremszeit 118

Briickenkran 124

323,326

C

Campbell-Diagramm 191

Computeralgebra 267

Corioliskraft 231

Couromssche Reibung 248, 388, 390, 394,
396, siehe auch Reibung, trockene

CraMERsche Regel 321

D
Dampfer 165,207

—, geschwindigkeitsproportionale 165
Dampferkonstante 19, 184, 208, 348, 367,

394,422,427

Dampferkraft 17,28, 29, 166, 393
Diampfung 401
—, duBere 241,245
—, innere 241,242, 245-248
—, modale 181, 184, 355, siehe auch
RavLEIGH-Démpfung
—, viskose 388
Déampfungsgrad 24,19, 34, 166, 184,
195, 236,237, 246, 287, 328, 329,
347,390
—, modaler 179, 189,291
Déampfungskoeffizient 28
Dampfungskonstante 328
Dampfungsmall 2,409, siehe auch
Diampfungsgrad
Diampfungsmatrix 282
Diampfungsmessung 21
Dauerfestigkeit 269
Dekrement
—, logarithmisches 2, 166
Deviationsmomente 42
DGL  siehe auch Differentialgleichung
DGL. erster Ordnung 17, 30, 184
DGLn 220,225,226, 242,246,353, 354,
414
Differentialgleichung 45, 124, 128, 201,
siehe auch DGL
—, partielle 231,234
Differentiation 33
—, partielle 307
Dissipation 34
Dissipationsfunktion
—, RayLeigasche 208
Drallsatz 225, 280, 282
Drehbeschleunigung 176, 242, 245,
246,352, 355, 359, siehe auch
Winkelbeschleunigung
Drehfrequenz 205
Drehgelenk 97
Drehgeschwindigkeit 83, 86-89, 98, 102,
116, 117,119, 173-175, 231, 235,
237,241,245, 366, 420, siehe auch
Winkelgeschwindigkeit
Drehimpuls 116, 128
Drehimpulsbilanz 106, 128, 280
Drehschwingung 310, siehe auch
Torsionsschwingung
Drehtransformation 253, 255
Drehwerk 115,119



Sachverzeichnis 441
Drehzahl 228, 359 Erregerharmonische 137,295, 304, 337

—, Betriebs- 104 Erregerkraft 14, 16, 35, 159, 318, 346,

—, biegekritische 104, 236 349,394, 396, 397

—, kritische 190, 236, 238, 244, 351, Erregerkreisfrequenz 127

416
Drehzahlordnung 90, 110
Drehzahlverlauf 355
Druckfarbe 311
Druckqualitdt 317
DunkerLEy 211-213

E

Effekt 109, 119, 173,203, 249, 360, 374,
398,419
Effektivwert 58, 61, 64, 133, 138
Eigenform 136, 157,276,277, 284,303,
313, 314, siehe auch Eigenschwing-
form
Eigenfrequenz 205, 261, 264, 269, 276,
278,284,290, 302, 308, 323, 354,
407,409, 416
—, Abschitzung 354
Eigenkreisfrequenz 45,47, 128, 329, 401
Eigenschwingform 25, 45, 183, 262-264,
284,291, 308, 325, siehe auch
Eigenform
Eigenschwingung 263,372
Eigenvektor 136,262,276,291, 308
Eigenverhalten 290, 296
Eigenwert 136,261,284,290, 403, 407
Eigenwertproblem 43,47, 133,136, 261,
275,284,290, 302,307, 313, 347,426
Einflusszahl 200, 213, 273
Elektro-Auflenvibrator 360
Energie 165
—, kinetische 6-9, 169, 175,208, 217,
260, 274,288, 300, 312, 325, 364,
365,367,376, 382,404,423
—, potentielle 102, 132,133, 158, 175,
208,216,220, 259, 274, 288, 300,
306, 364, 367, 376, 382, 404
Energiebilanz 158, 401
Energiedissipation 16, 34, 181, 388, 394
Energiemethode 23
Energiesatz 154,172
Erregerfrequenz 38, 150, 153, 159, 162,
205,233,318, 319, 321, 322, 361,
363, 394, 395, 397

Erregerordnung 333
Erregung
—, biharmonische 395, 398
—, kinematische 178

Etappe 51,53, 117,200
Exzentrizitit 229,235,239, 241, 251, 351
F

Fahrzeugfederung 45

Fahrzeugmodell 45,49

Federelement 278,281

Federkennlinie 143

—, nichtlineare 144

Federkonstante 127,175, 199, 328

Federkraft 166,216,281

Federsteifigkeit 28, siehe auch Federkon-
stante

Federstiitze 176

Finite-Elemente-Modell 296

Flachentrigheitsmoment 236

Fliehkraft 104

Fliehkraftregler 420

Flugbahn 46

Flugphase 203

Flugzeug 328

Flugzeugfahrwerk 328

Flugzeugtragfliche 264

Fluid 235,239

Fordergeschwindigkeit

—, mittlere 55

Forderorgan 53

Forderrinne 34

Fourier-Koeffizient
396

Fourier-Reihe 67,70, 76, 83,121, 132,
134,187, 188, 374,397,398

Friasmaschine 14, 304

Freiheitsgrad 6, 83, 125, 128, 133,
148-152, 164, 172,249,263, 278,
280, 285, 287, 289,297, 304, 306, 381

Freikorpermodell 128

Frequenz 266

Frequenzgang 21

Frequenzgleichung

37,51

74,76, 84,134, 188,

159, 160, 221, 226



442

Sachverzeichnis

Fiigestellendimpfung 242,248

Fithrungsbahn 97,99

Fundament 66, 152, 165, 346

Fundamentschwingung 165, 356

G

Gaskrifte 81, 109

Gegenschwingmasse 34, 346

Gehduse 5,7,67,132,173,177,351, 352,
358

Geschwindigkeit 7, 35,92,98, 157,174,

195, 196, 199-201, 203, 229, 230,
307,340,341, 344,379, 389, 391,
393, 396, 405, 406, 408
Geschwindigkeitsverlauf 52
Gestellkraft 73
Getriebe 5, 124,204
—, ungleichformig tibersetzendes 198
Getriebepriifstand 204
Getriebewelle 211

Gleichgewicht 17, 86, 133, 155, 179, 200,
368,399
Gleichgewichtslage 283, 400, 403, 405,
408
—, statische 380, 381
Gleichtaktansatz 24, 150, 162, 182,237
Gleiten 339, 399

Gleitgeschwindigkeit 339
Gleitreibkraft 339
Gleitreibmoment 170
Gleitreibung 399
Grundfrequenz 265
Grundschwingform 265
Grundschwingungsform 215,230
Gummifeder 147,346

H

Hingenbleiben 221,247,359

Haftbedingung 358

Haften 52,339,399

Haftkraft 54,339

Haftreibung 170

Haftreibungszahl 51

Halbwertsbreite 26

Harmonische

—, erste  67,68,70-74,76,78, 80, 139,
396, 398

—, hohere 109, 188, 193, 338, 366, 370,
372,374, 395, 396, 398
-, zweite 59, 67,68, 70,72,370
Hauptkoordinate 181, 184, 309, 348, siehe
auch Koordinate, modale
Haupttrigheitsachse 42,220
Haupttragheitsmoment 39,43, 219, 220
Herunterfahren 355
Hochlauf 241, 245-247, 351, 355
Hurwitz-Kriterium 422

I

Impulssatz 253, 254, 280, 282
instabil 219,227,407
Instabilitdtsgrenze 221
Integration 54, 117

—, numerische 367,370, 401
Integrationskonstante 30, 145
Isolationsfeder 127
Isolationsgrad 152
Isolator 149

Isolierwirkung 127,130

K

Kardangelenk 332
Kardanwelle 331, 332, 335, 336
KeLvin-VoigT-Modell  28-31
KenngroBe 59,377,391,413
Kennlinie 85, 86, 145, 146
—, des Motors 57,366
—, linearisierte 81, 366
—, nichtlineare 144, 158, 196
Kettengetriebe 127
Kippschlupf 367
Kippschwingung 303
Koeffizienten-Determinante
221,226,261
Koeffizientenvergleich
410
Kolben
Kolbenverdichter
Komfort 328
Kontaktkraft 103, 358
Kontaktsteifigkeit 97
Kontinuum 211-213, 215,217
Koordinate
—, generalisierte
423

47,156, 181,
107,175,209, 341,

90, 97,99, 103, 109
66, 81

281,298, 306,421,



Sachverzeichnis 443
—, komplexe 222,237 LacranGgesche Gln. 2. Art 133,170, 175,
—, mitrotierende 220, 223, 242 208, 220,222,288, 353, 368, 376,

—, modale 191, 192,288,291, 316, 404,423

siehe auch Hauptkoordinate
Koordinatensystem 40-42, 44,242, 249,
280, 333, 380, 404
—, korperfestes 104,249, 278, 279
—, mitrotierendes 222
—, raumfestes 222,249, 280, 332
Koordinatenvektor 136, 280, 298, 313
Kriftebild 15, 35,51, 86, 100, 160, 170,
340, 389, siehe auch Schnittprinzip
Kriftegleichgewicht 129
Kriftesatz 237,243,414
Kraft
—, dynamische 129
—, modale 181, 182,292
Kran 115,124,154
Kreisel 228,318
Kreiselmoment 318, 319, 322
Kreiselpumpe 235,241
Kreuzgelenk 331,332
Kropfungswinkel 111,120, 121
Kugelgewindespindel 304
Kupplung 124, 172, 194, 300, 301
Kurbel-Koppel 207
Kurbelpresse 57
Kurbelschwinge 73
Kurbelverhiltnis 98, 121, siehe auch
Pleuelstangenverhiltnis

Kurbelwelle 66, 67,90, 110, 120
Kurvengetriebe 187, 190, 193, 198
L

Lingsschwingung 309
Lingssteifigkeit 207
Lagefunktion 68
Lagekoordinate 83, 132,306
Lageranordnung 302
Lagerkraft 67, 104, 105, 127, 129, 240,
250,251,262,263,414

—, dynamische 127
Lagersteifigkeit 228, 258,262
Lagerung

—, anisotrop elastische 224, 228
LaGraNGE-Formalismus 47,209
LaGranGe-Funktion 46, 155, 376, 382

Landau-Notation 155
Landesto3 328
Laservibrometer 21
Lastwechselzahl 269
Laufkatze 154, 157
Laval-Rotor 235,241,249
Lebensdauer 268
Leichtbau 21
Linearisierung 411,419, 425
Losung
—, analytische 314
—, geschlossene 314
—, numerische 185
—, periodische 369
—, stationdre 17,87, 162, 181, 230, 293,
369, 373,421,424
Losungsansatz 35, 136, 137, 160, 221,
226,230,232,233,313,426
Luftfeder 147

M

Mihdrescher 127
Magnetlager 412-414,416
Maschine
—, starre 126
Masse
—, modale
325
Massenausgleich 66, 73, 96
Massenkraft 66, 67,90
Massenmatrix 6, 260, 274,284, 288, 312,
313, 406
Massenmoment 121, 122
Massentrigheitsmoment 1, 10, 11,57,
58,61, 63,65,97,127,169, 195, 241,
319, 331, 351, 352, 381, siehe auch
Trigheitsmoment
—, reduziertes 57, 81-89, 179
Materialdimpfung 23
Matlab 245,284, 290, 409
Matlab/Simulink-Modell 413,416
Maximalwert 158, 316, 397
MaxweLL-Modell 28-31
Mikrovibration 21
Minimalmodell 148,178,212, 344

181, 184,192,251, 314, 315,



444

Sachverzeichnis

Mittelspannung 268

Modalmatrix 23, 136, 190, 262, 276, 284,
291,308, 313-315, 323,324

Modaltransformation 23, 190, 291

Momentensatz 243,414

Motoraufstellung 127

Motorblock 39, 40, 278, 285

Motorkennlinie 57,59, 63, 83, 8688,
369, 372

Motorldaufer 118

Motormoment 58, 81, 85,87, 115,363

N

Nachgiebigkeit 302
Nachgiebigkeitsmatrix 260
Nadelbarre 286
Nadelstangengetriebe 131
Niherung 99,218,373
Niherungslosung 264
Nihmaschine 131

Nenndrehzahl 81, 131, 138
Nichtlinearitit 346, 347, 349, 350, 399
Normalkraft 51

Normierung 61, 181,284, 309, 325

(0]
Orbit 239,249, 255,257
Ordnung
—, der Erregung 176
—, halbe 109

orthotrop 281
P

Parameterdnderung 323, 350
Parametereinfliisse 326
Parameteridentifikation
Partikuldrlosung 293
Pendel 10, 154,157,405
Pendelverfahren 10
Periodendauer 2-4, 10-13, 54, 165, 194,
195,197,203

Periodizititssbedingung 293
Phasenkurve 401
Phasenlage 361

—, synchrone 360, 365
Phasenportrait 399, 402
Phasenverschiebung 28, 30-32, 110

31,33

Phasenwinkel 34-36, 106, 182,362, 364

PID-Regler 412

Planetengetriebe 173,174

Plausibilititskontrolle 212,218

Pleuel 66, 67,81,82,84,97,99, 100, 102,
103,120

Pleuelstangenverhiltnis 91,98, 121, siehe
auch Kurbelverhiltnis

Pole 385,407

Polebene 244, 385

Polynom

—, charakteristisches 409

Positioniergenauigkeit 340, 343-345

Positionierung 115,339

Prellschlag 169

Puffer 154, 155

Pufferelement 346

Pufferkraft 154, 157

R

Randbedingung 265

Rast-Umkehr-Bewegung 288

Rastphase 294

RavLeica 211,212

RavieigH-Diampfung 22, 23, 184, 187, 348

RavLEIGH-Quotient  214,216,217,264,
266

Realsystem 1,3,67,73,81, 115,131, 140,
271,296, 318, 375,380

Reduktion Wellenstrang 205

Regelkreis 409

Regelung 403

Regression 31

Reibkennzahl 28

Reibkoeffizient 399

Reibkraft 51,53, 54,344, 388, 390,
393-396

Reibmoment 81, 89, 169, 372

Reibschwinger 399

Reibung

—, trockene 339, 388

Reibungsschwingung 339, 343

Reibungszahl 51

Reihenmotor 90, 110, 120

Relativbeschleunigung 52

Relativgeschwindigkeit 51

Resonanz 131, 138, 139, 295, 356, 359

—, hoherer Ordnung 304



Sachverzeichnis 445
Resonanzdrehzahl 138, 183, 192, 246, Schwingforderer 34, 35,51, 207

247,381, 383,387 Schwingform 184, 185,233, 287, 288,
Resonanzdurchfahrt 239, 247,416, 418, 295, 309, 360

419 —, erzwungene 295
Restschwingung 393 Schwinggeschwindigkeit 21
Riemen 198,229, 305 Schwingrinne 51

Riemengeschwindigkeit

—, kritische 233
Riemengetriebe 127,229
Roboter 5
Rollen

—, reines 11
Rollkontakt 311
Rotor 224,235,351, 359

—, anisotroper vertikaler 224
—, elastischer 254

—, gegenldufiger 366

—, starrer 104, 224, 351

—, unwuchtiger 368
Rotorauslenkung 239, 243
Rotorbiegung 251
Ruck 329
Rithrwerk 380
Riittelplatte 375,379
Riitteltisch 207
Ruhelage

—, statische
Rutschen 358
Rutschkupplung 169

133, 146,237,283,368

S

Sattelpunkt 402
Schadensakkumulation 268
Schlag 165, 198,230, 249-251
Schlagstock 198, 199
Schleifmaschine 420
Schleifspindel 412
Schmiedehammer 165
Schneidemaschine 73
Schnittprinzip 160, 179, 324
Schubkurbel 90, 97,99, 132, 134,207
Schiitzenantrieb 198
Schwerpunkt 7,10, 11, 39, 97,249
Schwerpunktexzentrizitit 367
Schwerpunktlage 13,78, 95
Schwinger

—, nichtlinearer
Schwingerkette

143,398
313,315

Schwingsieb 207

Schwingspiel 269

Schwingtisch 360

Schwingung 165,207, 268, 387, 407

—, erzwungene 137,223,246, 247,249,
251,288,293

—, freie 223,314

—, harmonische 407

—, instabile 228,248

—, selbsterregte 241, 248, 340, 344, 345

—, stationdre 137,287,350

—, Stick-Slip- 345

Schwingungserreger 34

Schwingungsisolator 131, 140
Schwingungsisolierung 127, 142, 147,
148,151,153

Schwingungsknoten 315
Schwingungsmodell 328
Schwingungstilgung 173,176
Schwingweg 166
Schwingwegamplitude 269
Schwungrad 57,63, 65,115, 116, 169
Selbstsynchronisation 360, 365
Selbstzentrierung 240

Sensitivitdtskoeffizient  324-327
Simulation 370,410
SimulationX 183, 185, 348, 349, 354, 395

Skalierungsfaktor 266

Software 19,31, 44,76, 83,87, 136, 179,
276,284,290, 293, 298, 300, 302,
308, 340, 369, 409, 427

Sollzustand 408

Sommerfeld-Effekt 356, 359

Spannungsamplitude 269

Spektrum 109,252, 333,337

Spiel 81,97-99, 101, 304

Spindel 169, 258, 304, 305

Spindelpresse 169

Stabilitdt 219, 220, 224,226, 241, 247,
378-380, 402, 420

Stabilitdtsbedingung 225,227,387

Stabilititsgrenzdrehzahl 242,244,246,
247



446 Sachverzeichnis
Stabilititsgrenzfrequenz 222 Transformationsmatrizen 290
Stabilitdtskarte 242, 244,245 Transportband 311
Stabilitdtskriterien 380, 381 Transversalschwingung 231
Stabilitidtsverhalten 426 Trosionsschwingung  siehe auch
Starrkorper 297, 300 Drehschwingung
Starrkorper-Mechanismus 57, 67 Trum 229,305
Starrkorperbewegung 184 Turbine 420
Starrkorpersystem 355,422
Startmodell 327 Y
Stator 115,116 B
Steifigkeit 208 Ubergangsbedingung 53,293
—, der Magnetlager 414 tiberkritisch 351
—, dynamische 28,30, 32 Ubersetzung  5-7,9, 178, 185,331, 332,
—, eines Trums 306 B 335,337,352,353
— modale 181,314 ybersetzungsverhéltnis 124,178, 180
Steifigkeitsmatrix 260, 272, 274,281,282,  Ubertragungsfunktion 150, 151
284,287,288, 301,312 Umschaltzeit 54
Steuerbarkeit 408 Ungleichformigkeitsgrad 58, 60, 63, 332,

Stick-Slip 343,345

Storungsrechnung 381

StoBfolge 165

StoBkraft 97,103

Streckenlast 215,230
Stromungsmaschine 239, 240
Stiitzfeder 173,177
Superpositionsprinzip 394, 395, 397, 398
Symmetrieebene 41,42
Synchrondrehzahl 81

Synthese 164
Systemmatrix 274,407,422, 425
T

Tabellenkalkulation

Tangentialkraft 358

TayLorreihe 68,415

Teilsystem 179,213

Tilgung 177

Tilgungsfrequenz

Torsionsschwingung

Totlage 99

Trigheitskraft 51, 69, siehe auch
Massenkraft

Trigheitsmoment 5,96, 116, 179, 207,
214, siehe auch Massentrigheitsmo-
ment

—, reduziertes 81, 82, 84, 89, 124-126
Trigheitsradius 130
Trigheitstensor 39

111,194

159, 161
194, 196, 338

335
Unwucht 10, 34,94, 95, 105, 249-251,
319,351, 359, 361, 366, 375
Unwuchterreger 35, 268, 346, 366
Unwuchterregung 246, 257, 373
Unwuchtkrifte 93,240

v

Verbrennungsmotor 90, 97, 109
Verdichtungskraft 88
VergroBerungsfunktion
Verlustenergie

—, mechanische 16,17
Verlustleistung 57, 58, 62, 65
Versuchsstand 271
Verzahnungsfehler 178
Vibrationserregung 360
Vibrationsmaschine 207
Vibrationspriifstand 268
Vibrationsschutz 66
Vibrationstisch 346
Viskodédmpfer 28
Vorspannkraft 203,229, 234, 340

149, 151, 152,249

A\

Waschmaschine 351
Webmaschine 198
Weg-Zeit-Verlauf  51,52,294
Welle

—, rotierende 219,223



Sachverzeichnis 447
—, unrunde 219,223 Z
Wellenausbreitungsgeschwindigkeit 232
Wellensteifigkeit 236 %aﬁneiggrig(s)grequenz 178, 186, 205
. ahnra
Werkstoﬂcdar-npfung 242,248 Zahnradgetriebe 186
Werkzeugspindel 412 Zahnradstufe 178, 183
Widerstandskraft 389,393 Zahnriemen 304
Winkelbeschleunigung 126, siehe auch Zahnstange 207
Drehbeschleunigung Zeitschrittintegration 194, 195
Winkelgeschwindigkeit 57,59, 60, 63,67, Ziindwinkel 110, 111

73,90, 95,97,132,169, 173, 174, 178,
187,219,221, 224,249,286, 318,
319,322,331, 332, 335-337, 361,
370, 372-375, 380, 382, 383, siche
auch Drehgeschwindigkeit

Wippdrehkran 115

Wippe 127

Wirbelpunkt 402

Wirkleistung 37

Wohlerlinie 268

Wurf

—, schriger 46

Wurzel 43,156, 160, 164, 203,221,227,

290, 385, 386

Zustand 408
—, stationdrer 14, 16, 30, 57, 81, 83, 87,

88,133,150, 159, 162, 179, 181, 182,
233,237,292, 366, 367,369, 373,
394,395,422,425,427,428

Zustandsraum 403, 407,422, 425

Zustandsregler 403, 408

Zustandsvektor 369, 406,422, 424

Zwangsbedingung 11, 68, 74, 82, 83, 126,
128, 132-134, 170, 174, 175, 183,
252,253,272,273,306,312,421, 422

Zweimassensystem 35, 149, 151, 152, 159

Zyklusdauer 165

Zylinder 44, 66,90, 109-111, 120, 123,
319



	Vorwort zur 2. Auflage
	Inhaltsverzeichnis
	1 Modellbildung und Kennwertermittlung
	1.1 Kennwertermittlung mit Hilfe von Ausschwingversuchen
	1.2 Trägheitsmomente bei Antrieben mit großen Übersetzungen
	1.3 Trägheitsparameter/Rollpendel
	1.4 Dämpfungsvermögen einer Fräsmaschinenspindel
	1.5 Dämpfungsbestimmung aus einem Frequenzgang
	1.6 Dämpfungs- und Steifigkeitseigenschaften eines Viskodämpfers
	1.7 Antriebsleistung von Schwingförderer mit belastungsunabhängiger Amplitude
	1.8 Bestimmung des Trägheitstensors starrer Maschinenkomponenten
	1.9 Flug ins Kirchendach
	1.10 Maximale Fördergeschwindigkeit beim Schwingförderer

	2 Dynamik der starren Maschine
	2.1 Antriebsleistung und Schwungrad einer Presse
	2.2 Massenkräfte und Massenausgleich an einem Luftverdichter
	2.3 Massenausgleich bei einer Schneidemaschine
	2.4 Veränderliche Zahnkräfte bei einem Kolbenverdichter
	2.5 Ausgleichswellen im Verbrennungsmotor
	2.6 Stoß bei Kolbenquerbewegung
	2.7 Auswuchten eines starren Rotors
	2.8 Gasmomentenverlauf im Verbrennungsmotor
	2.9 Lastdrehen am Hubseil
	2.10 Freie Massenkräfte und –momente in einem Fünfzylindermotor
	2.11 Anfahrmoment eines Krans

	3 Fundamentierung und Schwingungsisolierung
	3.1 Motoraufstellung auf einer Wippe
	3.2 Aufstellung einer Nähmaschine
	3.3 Schwingungsisolierte Aufstellung eines Steuerschrankes
	3.4 Federung für konstante Eigenfrequenz
	3.5 Doppelte Schwingungsisolierung
	3.6 Laufkatze stößt gegen Puffer
	3.7 Resonanzfreier Betriebsbereich
	3.8 Dämpferauslegung an einem Hammerfundament

	4 Torsionsschwinger und Längsschwinger
	4.1 Überlastschutz an einer Reibspindelpresse
	4.2 Schwingungstilgung in einem Planetengetriebe
	4.3 Verzahnungsfehler als Schwingungserregung
	4.4 Schwingungen in einem Antriebssystem mit Kurvengetriebe
	4.5 Anlaufvorgang eines Antriebssystems mit elastischer Kupplung
	4.6 Schützenantrieb einer Webmaschine
	4.7 Abstimmung eines Getriebeprüfstands
	4.8 Stationäre Schwingungen einer Vibrationsmaschine

	5 Biegeschwinger
	5.1 Einflüsse konstruktiver Parameter auf die Grundfrequenz einer Getriebewelle
	5.2 Stabilität der Biegeschwingungen einer unrunden Welle
	5.3 Stabilität eines starren Rotors in anisotropen Lagern
	5.4 Riemenschwingungen
	5.5 Fluidgedämpfte Schwingungen des Rotors einer Kreiselpumpe
	5.6 Kreiselpumpe mit innerer Dämpfung
	5.7 Schlag und Unwucht am Laval-Rotor
	5.8 Lagereinfluss auf das Eigenverhalten einer Spindel
	5.9 Abschätzung der Biegeeigenfrequenz einer Flugzeugtragfläche
	5.10 Dynamische Beanspruchungen einer Biegefeder

	6 Lineare Schwinger mit Freiheitsgrad
	6.1 Schwingungen eines Versuchsstandes
	6.2 Elastisch aufgehängter Motorblock mit Freiheitsgrad 6
	6.3 Stationäre Schwingungen einer Nadelbarre mit elastischem Antrieb
	6.4 Eigenverhalten einer elastisch gelagerten Maschinenwelle
	6.5 Abschätzung der unteren Eigenfrequenzen eines WZM-Tischantriebs
	6.6 Digitaldruckmaschine
	6.7 Kreiselkorrekturerreger
	6.8 Gezielte Änderung von Eigenfrequenzen
	6.9 Beschleunigung eines Flugzeugs beim Landestoß

	7 Nichtlineare und selbsterregte Schwinger
	7.1 Zur Kinetik einer Kardanwelle
	7.2 Reibungsschwingungen in einem Positionierantrieb
	7.3 Nichtlineare Schwingungen eines Vibrationstisches
	7.4 Resonanzdurchfahrt einer unwuchtig beladenen Waschmaschine
	7.5 Selbstsynchronisation von Unwuchterregern an einem Schwingtisch
	7.6 Höhere Harmonische bei einem unwuchterregten Versuchsstand
	7.7 Periodische Bewegungen eines Bodenverdichters
	7.8 Stabilität der Gleichgewichtslagen eines Rührwerkes
	7.9 Vergleich zweier Dämpfungsansätze
	7.10 Kontrolle des Superpositionsprinzips an einem Beispiel
	7.11 Phasenkurve einer Bremse (Nichtlinearer Reibschwinger)

	8 Geregelte Systeme (Systemdynamik/Mechatronik)
	8.1 Stehendes Pendel
	8.2 Magnetgelagerte Werkzeugspindel
	8.3 Fliehkraftregelung einer Schleifmaschine mit Luftmotor

	Autorenbiographien
	Literatur
	Sachverzeichnis



