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Vorwort

Die Maschinendynamik ist durch Beschluss der Bundes-Rektorenkonferenz vom
Juli 1991 ein Pflichtfach des Studienplans fiir alle Studenten des ,kalten* Maschi-
nenbaus an den Technischen Universititen und Technischen Hochschulen Deutsch-
lands geworden. Auch an den meisten Fachhochschulen ist die Maschinendynamik
in den Lehrplinen verankert. Der Umfang ist laut diesem Rahmenstudienplan
mit 6 Semesterwochenstunden angesetzt, aber es hat sich eingebiirgert, dass die
Maschinendynamik-Vorlesungen meist nur im Umfang 2V/2U gehalten und be-
stimmte Stoffgebiete daraus in andere Lehrveranstaltungen eingelagert werden. Das
vorliegende Lehrbuch enthilt so viel Stoft, dass sich die einzelnen Fachrichtungen an
Universititen und Fachhochschulen die fiir sie wichtigen Gebiete daraus auswihlen
konnen.

Dieses Lehrbuch beruht auf dem Grundkonzept meines mir freundschaftlich
verbundenen Kollegen, Herrn Univ.-Prof. Dr.-Ing. habil. Franz Holzweif3ig, der seit
seiner Berufung im Jahre 1964 die Maschinendynamik an der TU Dresden in den
Studienplan des Maschinenbaues einfiihrte. Er hat mir nach seiner Emeritierung
im Jahre 1993 alle Rechte an diesem Lehrbuch iiberlassen, und ich hatte sowohl
die vierte als auch die funfte Auflage vollstindig tiberarbeitet. Die vorliegende
8. Auflage unterscheidet sich von der 5. bis 7. Auflage durch einige erginzende
Korrekturen. Es wurden Schreib- und Druckfehler ausgemerzt sowie das Sach-
und Literaturverzeichnis aktualisiert. Die seit der 5. Auflage erweiterten Auflagen
entstanden unter Mitarbeit von Herrn Dr.-Ing. Ludwig Rockhausen, der vor allem
bei der Uberarbeitung von Kapitel 2 sowie bei der Ausarbeitung einiger Aufgaben
und Beispiele mitwirkte.

Das vorliegende Lehrbuch baut auf der Technischen Mechanik auf und stellt fiir
die Studenten eine unmittelbare Konfrontation mit typischen dynamischen Proble-
men ihres Fachgebietes dar. Dabei wird die Maschinendynamik sowohl als ein typi-
sches Gebiet fiir die mathematische Modellierung technischer Prozesse aufgefasst als
auch als ein Teilgebiet des Maschinenbaus, welches dynamische Probleme des Ener-
giemaschinenbaus (Kolbenmaschinen und Turbomaschinen), des Verarbeitungsma-
schinenbaus (z. B. Druckmaschinen, Textilmaschinen, Verpackungsmaschinen), der
Fordergerite, Landmaschinen und Fahrzeuge sowie des Anlagenbaus anspricht.

In der fiinften Auflage sind gegeniiber der vierten Auflage, die beim Fachbuch-
verlag Leipzig im Jahre 1994 erschien, etwa 200 Seiten neu verfasst, z. B. Aufgaben,
Beispiele, Teile von Kapitel 2 und das ganze Kapitel 7. Veraltete Stoffgebiete wurden
gekiirzt oder, wie das Verfahren der Ubertragungsmatrizen, ganz gestrichen.

Das bisherige Konzept wurde beibehalten, d.h., das Buch hat relativ selbst-
stindige Abschnitte, die typische Inhalte der Maschinendynamik vom Standpunkt
des Maschinenbauers behandeln. Kapitel 6 enthilt eine allgemeine Darstellung der
linearen Schwinger und umfasst dabei Methoden der Kapitel 3, 4 und 5. Einige



VI Vorwort

Uberschneidungen und Wiederholungen wurden bewusst in Kauf genommen, wobei
vielfach auf Querverbindungen zwischen den Abschnitten verwiesen wird.

Die 60 Ubungsaufgaben mit Losungen dienen der Erarbeitung und Festigung
des vermittelten Stoffes. Sie sind zum Teil dem Buch von Dresig/Rockhausen:
»Aufgabensammlung Maschinendynamik® entnommen, welches vom Fachbuchver-
lag Leipzig nicht wieder aufgelegt wird.

Das Buch ist nicht nur fiir Studenten, sondern auch fiir den Ingenieur der Praxis
geschrieben. Die Beispiele aus vielen Gebieten des Maschinenbaus sowie die Angabe
von Parameterwerten und Verweise auf Richtlinien und Vorschriften unterstreichen
dies. Der Denkweise des Ingenieurs wird insofern entgegengekommen, als Methoden
der Abschitzung, Uberschlagsrechnungen und Minimalmodelle behandelt und viele
lehrreiche dynamische Effekte (Kreiselwirkung, Resonanzdurchlauf, Tilgung, Selbst-
synchronisation, ... ) erldutert werden, die fiir die Konstruktion dynamisch hochbe-
lasteter Maschinen bedeutsam sind. Die schnelle Entwicklung der Hardware und
Software brachte es mit sich, dass heutzutage fiir fast jedes maschinendynamische
Problem Software vorliegt. Die Aufgabe des Ingenieurs bleibt, die entsprechenden
Berechnungsmodelle und ihre Parameter bereitzustellen, den Geltungsbereich der
Rechenprogramme zu bewerten, das Rechenergebnis zu kontrollieren und bereits
vor Beginn der Rechnung eine Vorstellung vom erwarteten Ergebnis zu haben.

Da die moderne Entwicklung zur verfeinerten Modellbildung tendiert, wurden
drei Aspekte weiterhin hervorgehoben: Die Schulung des physikalischen Verstind-
nisses, die Nutzung der Modalanalyse einschliefllich der Empfindlichkeitsanalyse
und die Anwendung computergestiitzter Methoden. Es sei betont, dass das Ziel der
Berechnungen nicht nur die Zahlenangabe ist, sondern ein verbessertes Verstindnis
und die Fihigkeit, physikalisch begriindete konstruktive Mafinahmen zu treffen.

Besonders danken mochte ich meinen ehemaligen Mitarbeitern, Herrn Dr.-Ing.
Ludwig Rockhausen und Herrn Dr.-Ing. Dietrich Waldeck, mit denen ich fast drei
Jahrzehnte in Lehre und Forschung fruchtbringend zusammenarbeitete und meinem
Freund und Kollegen, Herrn Univ.-Prof. Dr.-Ing. Hans Heinrich Miiller-Slany, fir
ihre fachkundigen Anregungen und hilfreichen Bemerkungen. IThnen und meinem
Sohn Friedmar danke ich fiir die geduldige Mitarbeit bei der Korrektur des End-
manuskripts. Fiir die Ausarbeitung einiger Beispiele bin ich meinen ehemaligen
Mitarbeitern, den Herren Dr.-Ing. Klaus Kaltofen und Dr.-Ing. Paul Rodionow
dankbar. Auch mit ihnen und mit Herrn Prof. Dr.-Ing. habil. Manfred Zehn fiihrte
ich viele anregende Gespriache wihrend der Bearbeitung dieses Manuskriptes. Ein
Lob mochte ich der engagierten Arbeit von Frau Richter und Herrn Dr.-Ing. Steffen
Naake aussprechen, dank deren Mitwirkung das vorliegende Manuskript trotz aller
meiner Sonderwiinsche termingerecht und druckfertig an den Verlag iibergeben
werden konnte.

Auerswalde, Sommer 2007 Hans Dresig



Inhaltsverzeichnis

1.2

1.3

1.4

1.5

2.1
2.2

2.3

Aufgaben und Gliederung der Maschinendynamik . . ............ 1
Modellbildung und Kennwertermittlung . . . ... ............... 5
Einteilung der Berechnungsmodelle .. ....................... 5
1.1.1  Allgemeine Grundsdtze . . . .. ...ttt 5
1.1.2 Beispiele . . .. ..o 10
Bestimmung von Massenkennwerten . ....................... 14
12,1 Ubersicht .. .vvt e 14
1.2.2 Masse und Schwerpunktlage . ..................... ... 15
1.2.3 TragheitsmomentumeineAchse .. .................... 17
1.2.4  Tragheitstensor ... ... ..ottt 21
Federkennwerte . .. ....... ... 25
1.3.1 Allgemeine Zusammenhdnge. . . .. .................... 25
1.3.2 Maschinenelemente, Baugruppen ..................... 29
1.33 Gummifedern . .......... ... .. i 35
1.3.4 Aufgaben AL.1DbisAL3. ... .. i 37
1.3.5 LosungenL1.1bisL1.3 ... ... ... ..., 39
Diampfungskennwerte . . . .. ... L 41
1.4.1 Allgemeine Zusammenhidnge. . . ...................... 41
1.4.2  Bestimmungsmethoden fiir Dampfungskennwerte . . ... ... .. 47
1.4.3  Erfahrungswerte zur Dampfung. . ... .................. 50
Erregerkennwerte . . . ... ... 54
1.5.1 Periodische Erregung . ... ....... ... ... ... ... .. 54
1.5.2  Nichtperiodische Erregung . ... ...................... 57
1.5.3 Aufgaben A1.4DbisAL.6. .. ... i 61
1.54 LosungenL14bisL1.6 .. ... ... ... 62
Dynamik der starren Maschine . . .. ........................ 65
Einleitung . . . . .o 65
Zur Kinematik eines starren Korpers. . .. ... ... .. 66
2.2.1 Koordinatentransformationen . . . .. ................... 66
222 Bewegungsgroflen ... ....... ... 71
2.2.3  Kinematik des kardanisch gelagerten Kreisels . . . .. ......... 73
224 Aufgaben A2.1undA2.2 ... ... .. ... oL 74
225 LosungenL2.lundl2.2 ... ... . 75
Zur Kinetik des starren KOrpers . . . ... ... 79
2.3.1 Kinetische Energie und Tragheitstensor. . . ............... 79

2.3.2 Kriftesatzund Momentensatz . . ... .........coouuin.... 84



VIII Inhaltsverzeichnis
233 Kollergang . ... 87
234 Aufgaben A23undA24 ....... ... ... 92
23,5 LosungenL23undL2.4 . ... .. ... . . 93
2.4 Zur Kinetik der Mehrkorpersysteme . . ... ... o o ... 98
2.4.1 Mechanismen mit mehreren Antrieben.................. 98
2.4.1.1 Zurdumlichen Starrkorper-Mechanismen ......... 98
2.4.1.2 Bewegungsgleichungen eines Planetengetriebes . . . . . . 104
2.4.1.3 Kardanisch gelagerter Rotor . .................. 107
2.42 EbeneMechanismen ............. ... 110
2.42.1 Allgemeine Zusammenhinge .................. 110
2.42.2 Hubwerksgetriebe .. ......... ... .. ... . . ... 114
2.42.3 Viergelenkgetriebe . . .. ... ... 115
2424 Grofipresse . . ..ovvu it 118
2.4.3 Bewegungszustinde der starren Maschine . .. ............. 119
2.4.4 Losungder Bewegungsgleichungen .................... 121
2.4.5 Beispiel: Pressenantrieb . .......... .. ... ... . . .. 126
2.4.6 Aufgaben A2.5bisA2.8. .. ... ... 130
2.4.7 LosungenL2.5bisL2.8 ... ... ... . 133
2.5  Gelenkkrifte und Fundamentbelastung . . . . ................... 139
2.5.1 Allgemeine Zusammenhidnge. . ... ............. ... ... 139
2.5.2 Berechnungder Gelenkkridfte ........................ 140
2.5.3 Berechnung der auf das Gestell wirkenden Kraftgroflen. . . . . .. 143
2.5.4  Gelenkkrifte im Koppelgetriebe einer Verarbeitungsmaschine . . 146
2.5.5 Aufgaben A2.9und A2.10 .. ... ... 148
2.5.6 LosungenL29undL2.10 ....... ... ... ..., 149
2.6 Methoden des Massenausgleichs. . .. ........................ 151
2.6.1 Aufgabenstellung . .. ... ... ... 151
2.6.2 Auswuchten starrer Rotoren . ..................... ... 151
2.6.3 Massenausgleich von ebenen Koppelgetrieben . . ........... 158
2.6.3.1 Vollstindiger und harmonischer Ausgleich ......... 158
2.6.3.2 Massenausgleich beim Schubkurbelgetriebe ........ 162
2.6.3.3 Harmonischer Ausgleich bei Mehrzylindermaschinen . . 163
2.6.3.4 Optimaler Massenausgleich. . . ................. 165
2.6.4 Aufgaben A2.11bisA2.14 . ... ... 166
2.6.5 LosungenL2.11bisL2.14 .. ... ... .. ... ... 168
3 Fundamentierung und Schwingungsisolierung . ............... 175
3.1  Vorbemerkungen . ............. . 175
3.2 Fundamentbelastung bei periodischer Erregung . . ... ............ 179
3.2.1 Minimalmodelle mit einem Freiheitsgrad . ............... 179
3.2.1.1 Modellbeschreibung. .. ...................... 179
3.2.1.2 Harmonische Erregung . ..................... 182
3.2.1.3 Periodische Erregung/Fourierrethe . . . ... ......... 186
3.2.2 Blockfundamente. . ....... .. ... ... 189
3.2.2.1 Eigenfrequenzen und Eigenformen .............. 189
3.2.2.2 Modellzerlegung bei Symmetrie. . ............... 191

3.2.2.3 Ausfihrungsformen der Blockfundamente ......... 194



Inhaltsverzeichnis IX

3.2.3 Fundament mit zwei Freiheitsgraden — Schwingungstilgung ... 197

3.2.4 Beispiel: Schwingungen eines Motor-Generator-Aggregates . . . . 201

3.2.5 Aufgaben A3.1bisA3.3 ... ... ... . 204

3.2.6 Losungen der Aufgaben L3.1bisL3.3 ................... 206

3.3 Fundamente unter StofSbelastung . . . . ... o oL 208

3.3.1 Zur Modellierung von Schmiedehdmmern ............... 208

3.3.2 Berechnungsmodell mit zwei Freiheitsgraden ............. 210

3.3.3 Periodische Erregung — Kumulationsfaktor . .............. 213

334 Aufgaben A3.4bisA3.6. ... ... .. 217

335 LosungenL3.4bisL3.6 ....... ... . ... ... ... ... .. 218

4 Torsionsschwinger und Schwingerketten . . .. ................. 223

4.1 EBinleitung . . ... ..o 223

4.2 Freie Schwingungen der Torsionsschwinger .. .................. 228

4.2.1 Modelle mit zwei Freiheitsgraden . . . .. ................. 228

4.2.1.1 Lineare Torsionsschwinger mit zwei Freiheitsgraden . . . 228

4.2.1.2 Antriebssystem mit Spiel ............ ... ... ... 230

4.2.2  Torsionsschwingerkette mit mehreren Freiheitsgraden . ... ... 234

4.2.3  Zur Bewertung von Eigenfrequenzen und Eigenformen. . . . . .. 238

424 Beispiele ... ... . 241

4.2.4.1 Vierzylindermotor . .. .............. ... ...... 241

4.2.4.2 Torsionsschwingungen einer Druckmaschine ....... 242

4.2.4.3 Fahrzeug-Antriebsstrang ..................... 245

425 Aufgaben A4.1bisA4.3. ... ... .. 248

42.6 LosungenL4.1bisL4.3 ... ... ... . . 250

4.3  Erzwungene Schwingungen diskreter Torsionsschwinger . .......... 257

4.3.1 Periodische Erregung . ... ....... ... ... ... . . .. 257

432 Beispiele . . ... .. 260

4321 Motorradmotor. . ......... ... ... 260

4.3.2.2 Fahrzeugantrieb mit Zweimassenschwungrad . ... ... 263

4.3.2.3 Schrittgetriebe mit HS-Kurvenprofil . . . .. ......... 266

433 Transiente Erregung . ........... ... ... ... ... . .. ... 270

4.3.3.1 Mehrere Momentenspriinge . .................. 270

4.3.3.2 Anlauffunktionen ........... ... ... ... .. ... 273

434 Aufgaben A4.4DbisA4.6. ... ... . 275

43.5 Losungenl4.4bisL4.6 ... ... .. i 277

4.4  Tilger und Dampfer in Antriebssystemen. ... .................. 280

44.1 EBinleitung. ... ... e 280

4.4.2  Auslegung eines ungedampften Tilgers ... ............... 281

4.4.3  Auslegung eines federgefesselten Dampfers . .............. 283

4.4.4 Auslegung eines federlosen Dampfers . . .. ............... 287

445 Beispiele . ... ... e 288
4.4.5.1 Besonderheiten des Viskositdtsdrehschwingungs-

dampfers . ... ... 288

4452 ZumTilgerpendel .. .............. ... ... ... 289



Inhaltsverzeichnis

4.5

5.1
5.2

5.3

5.4

5.5
5.6

6.1
6.2

6.3

Parametererregte Schwingungen durch ungleichmifig iibersetzende

Getriebe . . . oo 292
4.5.1 Problemstellung/Bewegungsgleichung .................. 292
4.5.2  Zur Losung der Bewegungsgleichung, Stabilitdtsverhalten . . . . . 294
453 Beispiele . . . ... 296

4.5.3.1 Transfer-Manipulator. . .. .................... 296

4.5.3.2 Verinderliche Zahnsteifigkeit als Schwingungserregung 300
454 Aufgaben A4.7undA4.8 ... ... ... . 303
455 LosungenL4.7undl4.8 .. ... ... .. .. ... 304
Biegeschwinger . ... ......... ... .. . . ... 307
Zur Entwicklung der Problemstellungen .. .................... 307
Grundlegende Zusammenhdnge . . ... ... ... oL 308
5.2.1 Selbstzentrierung beim symmetrischen Rotor ............. 308
5.2.2  Durchfahren der Resonanzstelle . . .. ................... 311
5.2.3 Rotierende Welle mit Scheibe (Kreiselwirkung) . ........... 312
5.2.4 Biegeschwinger mit endlich vielen Freiheitsgraden .. ... ... .. 321
52.5 Beispiele .. ... ... 323

5.2.5.1 Eigenfrequenzen einer Milchzentrifuge . . . ... ... ... 323

5.2.5.2 Aufprallen eines bewegten Balkens . . . . ........... 328
5.2.6 Aufgaben A5.1bisA5.3. ... ... ... . 329
52.7 LosungenL5.1bisL53 ... ... .. .. . ... 331
Massebelegter Balken . ......... ... ... . . . . .. 332
5.3.1 Allgemeine Zusammenhidnge. ... ..................... 332
5.3.2  Gerader Balken auf zwei Stiitzen . ..................... 339
5.3.3 Abschitzungen von Dunkerley und Neuber . . .. ........... 340
Zur Modellbildung bei Rotoren . .. ........ ... ... ... ... ... 341
5.4.1 Allgemeine Bemerkungen . .. ........................ 341
5.4.2  Beispiel: Schleifspindel ... ...... ... . ... o L. 344
Aufgaben A5.4bis A5.6 . . . oo 345
Losungen L5.4bisL5.6 . ... ...ttt 346
Lineare Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden . . . .. ... ....... 349
Einleitung . . . .. ..o oo 349
Bewegungsgleichungen . ......... ... ... ... .. ... 352
6.2.1 Massen-, Feder- und Nachgiebigkeitsmatrix .............. 352
6.22 Beispiele .. ..... ... .. 357

6.2.2.1 Gestell/Kraftgroflenmethode . . .. ............... 357

6.2.2.2 Balkenelement/Deformationsmethode . ........... 359

6.2.2.3 Fahrzeug/Energiemethode .................... 361

6.2.2.4 Tragwerk, bestehend aus Substrukturen ........... 362
6.2.3 Aufgaben A6.1bisA6.3. ... ... . . . ... 365
6.24 LosungenL6.1bisL6.3 ... ... . 366
Freie ungeddmpfte Schwingungen . ......................... 369
6.3.1 Eigenfrequenzen, Eigenformen, Eigenkrifte. . . ............ 369
6.3.2  Orthogonalitidt und Hauptkoordinaten . . . ............... 372

6.3.3 Anfangsbedingungen . ............ ... ... 374



Inhaltsverzeichnis XI

6.4

6.5

6.6

6.7

7.1
7.2

634 Beispiele . . ..o 377
6.3.4.1 Zur Modalanalyse von Maschinen . .............. 377
6.3.4.2 StoflaufeinGestell . . ................. ... . ... 382
6.3.4.3 Eigenschwingungen eines Tragwerkes . . ... ... ..... 387
6.3.5 Aufgaben A6.4DiISAG.6. . ... 389
6.3.6 LosungL64bisL6.6. ... ... . o 390
Struktur- und Parameterdnderungen . ................... ... 393
6.4.1 Rayleigh-Quotient . . ........... ... ... ... .. ...... 393
6.4.2  Sensitivitit von Eigenfrequenzen und Eigenformen ......... 394
6.4.3 Reduktion von Freiheitsgraden ....................... 398
6.4.4 Einfluss von Zwangsbedingungen auf Eigenfrequenzen und
Eigenformen ... ....... ... .. ... . . ... 400
6.4.5 Beispiele zur Reduktion von Freiheitsgraden . ............. 403
6.4.5.1 Einfaches Gestell (von vierzuzwei) .............. 403
6.4.5.2 Textilspindel (zur Sensitivitdt) . ................. 404
6.4.5.3 Tragwerk (Reduktion von zehn auf fiinf) .......... 408
6.4.6 Aufgaben A6.7bisA6.9. ... ... .. 411
6.4.7 LosungenL6.7bisL6.9 ... ... ... ... ... 412
Erzwungene ungeddmpfte Schwingungen . .................... 418
6.5.1 Allgemeine Losung. . .. ...ttt 418
6.5.2 Harmonische Erregung (Resonanz, Tilgung) . ............. 419
6.5.3 Instationdre Erregung (Rechteckstof3) . . .. ............... 425
6.54 Beispiele .. ..... ... .. 429
6.54.1 Gestell . ... . 429
6.5.4.2 Schwingforderer . .......................... 430
6.5.5 Aufgaben A6.10bisA6.12 . ... ... . 431
6.5.6 LosungenL6.10bisL6.12 ... ... 433
Gedampfte Schwingungen . . ... ... ottt 435
6.6.1 Zur Erfassung der Dampfung . ....................... 435
6.6.2 Freie geddmpfte Schwingungen .. ..................... 436
6.6.3 Harmonische Erregung. ... ......................... 438
6.6.4 Periodische Erregung . ... ...... .. ... ... ... ... 444
6.6.5 Beispiele ... ... ... . 447
6.6.5.1 Textilspindel . ........ ... .. .. ... ... ... 447
6.6.5.2 Riemengetriebe . .. ....... ... . ... ... 448
6.6.6 Aufgaben A6.13biSA6.16 .. ... . 452
6.6.7 Losungen L6.13bisL6.16 ... ...... ... ... L 454
Beziehungen zur Systemdynamik . ........... .. ... ... ... 459
6.7.1 Einige Grundbegriffe ... ... ... .. ... ... L. 459
6.7.2  Zum Superpositionsprinzip. . . ... ... ... 461
Einfache nichtlineare und selbsterregte Schwinger . . ............ 463
Einfihrung . . ... ... 463
Nichtlineare Schwinger . .. ...... ... ... . . . . .. 465
7.2.1 Ungeddmpfte freie nichtlineare Schwinger . . . . ............ 465
7.2.2  Erzwungene Schwingungen bei harmonischer Erregung . . . . .. 468

7.2.2.1 Erste Harmonische bei nichtlinearer Federung. . . . . .. 468



XII

Inhaltsverzeichnis

7.2.2.2 Superharmonische und Subharmonische beim
ungedimpften Duffing-Schwinger . ... ...........
7.2.2.3 Erste Harmonische bei nichtlinearer Dampfung. . . . . .

723 Beispiele . . ...
7.2.3.1 Schwingforderer mit gestuften Federn ............
7.2.3.2 Hochlauf und Bremsen einer Verarbeitungsmaschine

mit nichtlinearer Kupplung . . . .................
7.2.3.3 Selbstsynchronisation von Unwuchterregern . . . ... ..

724 Aufgaben A7.1und A7.2 ... ... ...

7.2.5 LosungenL7.1undL7.2 .. ... ... .. ..

7.3 Selbsterregte Schwinger . . .. ........ . i

7.3.1 Allgemeine Zusammenhidnge. . ... ... ..., ..

732 Beispiele . ... ...
7.3.2.1 Stick-Slip-Schwingungen . ....................
7.3.2.2 Flatterschwingungen einer angestromten Platte . . . . ..
7.3.2.3 Rattern von Werkzeugmaschinen bei der Zerspanung . .

7.3.3 Aufgaben A73undA7.4 ...... .. . ...

734 LosungenL73undL7.4 ...... .. ... . ... ... .. ...

8 Regeln fiir dynamisch giinstige Konstruktionen . . ..............
Formelzeichen . .. ....... ... ... ... ... .. ... .. .. ..

Literaturverzeichnis . . . .. ... ... .. .. .. .. .

Sachverzeichnis . ... ... ... . .. . . . . .



0 Aufgaben und Gliederung der Maschinendynamik

Aufgabe der Maschinendynamik ist es, die Erkenntnisse der Dynamik auf spezielle
Probleme im Maschinenwesen anzuwenden. Thre Entwicklung hingt eng mit den
Entwicklungen im Maschinenbau zusammen.

Zuerst traten dynamische Probleme an den Kraft- und Arbeitsmaschinen auf.
Torsionsschwingungen wurden an Kolbenmaschinen beobachtet, und Biegeschwin-
gungen gefihrdeten die Bauelemente der Turbinen. Die Klarung dieser Erscheinun-
gen galt lange Zeit als einzige Aufgabe der Maschinendynamik, wie dies in den
Standardwerken, z. B. [1], zum Ausdruck kommt.

Kenntnisse der Maschinendynamik werden aber auch bei der Entwicklung von
Maschinen benétigt, die auf dynamischen Wirkprinzipien beruhen. Dazu gehoren
Hammer, Roboter, Stampfer, Schwingforderer, Siebe, Vibratoren, Textilspindeln,
Zentrifugen, u. a.

Mit der stindig wachsenden Arbeitsgeschwindigkeit und der Durchsetzung der
Prinzipien des Leichtbaus auf den Gebieten der Verarbeitungsmaschinen, Landma-
schinen, Werkzeugmaschinen, Druckmaschinen und Férdermaschinen traten hier
dynamische Probleme in den Vordergrund. Um ihre Vielzahl beherrschen zu kon-
nen, machte es sich erforderlich, die prinzipiellen Fragen herauszuschilen und unter
weitestgehender Loslosung von der speziellen Maschine zu beantworten. Damit
wurde die Maschinendynamik zu einem selbststindigen Wissenschaftsgebiet, das
zum Riistzeug eines jeden Maschinenbauingenieurs gehort.

Wihrend man noch vor 50 Jahren der Meinung war, dass eine Beschiftigung
mit Schwingungsproblemen nur wenigen Spezialisten vorbehalten bleibt, muss man
heute von einer grofien Zahl von Ingenieuren verlangen, dass sie eine genaue Vorstel-
lung von den dynamischen Vorgingen in einer Maschine besitzen. Hochleistungs-
fahige Maschinen sind nicht nur nach statischen, sondern hiufig in erster Linie
nach dynamischen Gesichtspunkten zu dimensionieren. So hingt der Einsatz von
Berechnungsverfahren der Betriebsfestigkeit von der Sicherheit der Lastannahmen
ab, die aus einer maschinendynamischen Berechnung resultieren. Der Ingenieur
muss also die Gesetzmifigkeiten, nach denen sich periodische Dauerbelastungen,
Stofle, Anfahr- und Bremsvorginge in der Maschine auswirken, kennen.

Dabei ist jedoch die Arbeitsweise des Ingenieurs zu berticksichtigen. Sie wird
durch die Forderung bestimmt, eine praktische Aufgabe in kurzer Zeit mit 6kono-
misch vertretbarem Aufwand zu losen. Da er sich oft schnell entscheiden muss, kann
nicht die wissenschaftliche Klirung von Einzelfragen abgewartet werden. Er muss
vielmehr alles Erreichbare heranziehen und die Aufgabenlésung dem vorliegenden
Stand anpassen. Eine wichtige Fertigkeit, die der Ingenieur beherrschen sollte, ist
die, eine unvollkommene oder unvollstindige Theorie anzuwenden, solange es keine
bessere gibt. Dies setzt natiirlich einen Fundus von Wissen voraus, zu dem nicht
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immer die Kenntnis aller Gedankenginge, die zu einer Formel oder einem Rechen-
programm fiithren, gehort. Wichtig fiir ihn ist jedoch, den Geltungsbereich zu kennen
und die Moglichkeit einer Uberpriifung der Ergebnisse durch Abschitzungen zu
nutzen.

Das folgende Schema in Bild 0.1 skizziert, welcher Weg bei der Losung einer
konstruktiven Aufgabe gegangen wird. Wiinschenswert ist jemand, der den duferen
Weg gehen kann, also mit einem Blick auf die Maschine sieht (oder ihr anhort),
welche Ursachen geindert werden missen, um die gewiinschte Wirkung zu erzielen.
In Kapitel 8 sind einige allgemeine Regeln angegeben, auf die sich der Erfahrene
stiitzen kann, aber sie sind unvollstindig und deren Kenntnis gentigt nicht, um alle
Probleme zu lsen. Vereinfachend gesagt kommt es letzten Endes auf Entscheidungen
an, bei einem konkreten Objekt etwas an der Struktur oder deren Parametern so zu
andern, damit etwas dynamisch besser funktioniert.

Da diese Auswahl von Entscheidungen nicht trivial ist, wird iiblicherweise in
den Schritten vorgegangen, die auf der linken Seite des Schemas angegeben sind.
Wesentliche Schritte sind dabei, aus der konstruktiven (oder technologischen) Auf-
gabe eine mechanische Aufgabe zu erkennen und eine mathematische Aufgabe zu
formulieren, was zum Gebiet der Modellbildung gehért. Man muss das physikalische
Verhalten verstehen, bevor man ein Modell bildet. Kapitel 1 befasst sich mit Fragen
der Modellbildung und Kennwertermittlung.

Im Laufe der vergangenen zwei Jahrzehnte ist auch in der Maschinendynamik
die rechnergestiitzte Analyse mit handelsiiblicher Software zur Norm geworden. Die
vielen Miihen, die frither mit der Losung der mathematischen Aufgaben verbunden
waren, werden dem heutigen Ingenieur erspart. In den vergangenen Jahren sind
die Interpretation der mathematischen Losung und die Umsetzung mechanischer
Wirkprinzipien in eine konstruktive Losung immer wichtigere Ingenieuraufgaben
geworden. Es konnen dynamische Erscheinungen jetzt besser vorausberechnet und
genutzt werden, wie z. B. der dynamische Ausgleich, die Wirkungen von Kreiseln,
Tilgern, Ddmpfern und nichtlineare Einfliisse (z. B. Selbstsynchronisation).

| Konstruktive Aufgabe

Konstruktive Losung

I Problemformulierung
| Mechanische Aufgabe

| Modellbildung | Problem |
| Mathematische Aufgabe I

I Anwendung von Software | | Erfahrungen |
| Mathematische Losung |

I Interpretation | Regeln |
| Mechanische Losung
| I Umsetzung

Bild 0.1 Aufgaben der Maschinendynamik

Bild 0.2 zeigt, wie die Maschinendynamik in Nachbargebiete eingebettet ist. Man
konnte in dhnlicher Weise vielleicht die Rotordynamik [7] oder die Fahrzeugdyna-
mik [25] einordnen, mit denen es vielfache Uberschneidungen gibt. Im Gegensatz



0 Aufgaben und Gliederung der Maschinendynamik 3

zur Rotor- und Fahrzeugdynamik hat es die Maschinendynamik aber mit vielen
unterschiedlichen Objekten und Problemen zu tun, angefangen bei den Maschi-
nenelementen [21] bis zu komplexen Konstruktionen, wo (nicht nur wie bei der
Fundamentierung) enge Beziehungen zur Baudynamik bestehen [18].

Die theoretische Basis der Maschinendynamik sind die Mathematik und Physik
[30], dabei naturgemif fast alle Gebiete der Technischen Mechanik [10], [28] und
besonders der Schwingungslehre [5], [9], [15], [23]. Die Ergebnisse maschinendy-
namischer Untersuchungen haben Einfluss auf die Gestaltung und Auslegung realer
Maschinen, wobei enge Verbindungen zur Konstruktionslehre, zu den Maschinen-
elementen, zur Betriebsfestigkeit, der Antriebstechnik und der Maschinenakustik
bestehen. Praktisch sind die Antriebstechnik (fiir die Antriebe) [4], [8], [20] und die
Baudynamik (fiir die Gestelle) [18], [24] die Nachbarn, wenn man die Maschine aus
Sicht der Konstruktionslehre als eine Kombination von Antriebs- und Tragsystem
ansieht.

| Technische Mechanik |

| Strukturdynamik (FEM, MKS) | | Systemdynamik |

| Baudynamik | | Schwingungslehre |

| Konstruktionslehre (CAD) Maschinendynamik Maschinenakustik |

| Betriebsfestigkeit | | Schwingungsmesstechnik |
| Maschinenelemente | | Informationstechnik |
| Antriebstechnik | | Elektrotechnik |

Bild 0.2 Zur Einordnung der Maschinendynamik

In der Maschinendynamik geht es immer um reale Objekte, die zeitlich veranderlich
belastet sind, Effekten der Massentrigheit ausgesetzt sind oder diese nutzen und oft
auch darum, Storungen und Schiden zu vermeiden. Die Erkenntnisse der Schwin-
gungslehre bilden die Grundlage fiir das Verstindnis vieler realer Erscheinungen.
Die technische Entwicklung vieler Maschinen hat die Schwingungslehre insofern
beeinflusst, als sie immer wieder neue Fragen aus der Praxis stellte, die mit dem
bis dahin bekannten Theorienvorrat nicht beantwortet werden konnten.

Fragen der Modellbildung in der Maschinendynamik stehen im engen Zusam-
menhang mit der Systemdynamik [2], [13], [17] und der Schwingungsmesstechnik,
aber auch mit Methoden der Beurteilung und Bewertung [14], [16] der Schwin-
gungserscheinungen. Genutzt werden in der Maschinendynamik die Ergebnisse der
Entwicklungen auf den Gebieten der Strukturdynamik [6] und Mehrkorperdynamik
[3], [26], die sich oft — mithilfe der numerischen Mathematik umgesetzt — in handels-
iiblicher Software wieder finden. Nur durch die wechselseitige Vervollkommnung
von Rechen- und Messtechnik lassen sich quantitative Verbesserungen der Berech-
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nungsmodelle erzielen. Querverbindungen zur Elektrotechnik bestehen bei den elek-
trischen Antrieben und bei der Anwendung von Ergebnissen der Regelungstechnik
und Informatik, wobei in der Maschinendynamik (im Gegensatz zur Mechatronik)
die wesentliche Aufgabe die Beherrschung der Massenkrifte ist.

Ein eigenes Gebiet der Maschinendynamik ist die Sammlung und Ordnung
bewidhrter Berechnungsmodelle und der zugehorigen Kennwerte, die als Eingabeda-
ten fiir die Computerprogramme benotigt werden. Hoch entwickelte und erprobte
Berechnungsmodelle realer Maschinen unterliegen bei den Firmen oft der Geheim-
haltung. Sie sind als Ergebnis langer Entwicklungen sehr detailliert und aussagefahig.
Auf Anfrage konnen sie (z.B. bei der Berechnung gewisser Maschinenelemente)
meist auch von Aufenstehenden genutzt werden.

Der Studierende und der Ingenieur in der Praxis miissen vor allem verstehen,
was an Berechnungsmodellen hinter der handelstiblichen Software steckt, was der
physikalische Hintergrund ist. Jeder sollte auch eine Vorstellung von den Groflen-
ordnungen der Massen, Federkonstanten, Dampfungen, Kriften, Frequenzen usw.
haben, mit denen er zu tun hat. Im vorliegenden Buch werden deshalb bei den
meisten Aufgaben Parameterwerte benutzt, die ,aus dem Leben® gegriffen sind. Man
sollte immer versuchen zu ahnen, was der Computer fur Ergebnisse liefern wird. Mit
einiger Ubung lésst sich in der Berufspraxis oft erreichen, die Groflenordnung realer
Parameterwerte und Ergebnisse einer Berechnung vorauszusagen.

Im vorliegenden Lehrbuch wird aus Griinden der Fasslichkeit der Stoff vom
Einfachen zum Komplizierten geordnet. Es wird darauf vertraut, dass aus dem
Fach Technische Mechanik Grundkenntnisse vorhanden sind. Kapitel 2 enthlt mit
der Dynamik des starren Korpers vermutlich auch Bekanntes. Das Verstindnis der
Krifteverhiltnisse im Starrkorpersystem bildet die Grundlage fiir viele andere dyna-
mische Erscheinungen. Spezielle Schwingungssysteme werden in den Kapiteln 3 bis 5
behandelt, die aber jeweils ,,klassische“ Gebiete der Maschinendynamik (Fundamen-
tierung, Schwingungsisolierung, Torsions- und Lingsschwingungen, Biegeschwin-
gungen) mit ihren wesentlichen Anwendungen behandeln. Kapitel 6 wiederholt aus
hoherer Sicht einen Teil des in den Kapiteln 3 bis 5 dargestellten Stoffes, aber er
beinhaltet mit der linearen Schwingungstheorie ein Gebiet, das bei vielen Maschinen
anwendbar ist. Kapitel 7 gibt Einblick in einige nichtlineare Erscheinungen und in
das Verhalten selbsterregter Schwinger, die Bedeutung im Maschinenbau haben. Die
Regeln in Kapitel 8 sollen auf die qualitative Seite der Maschinendynamik hinweisen.



1 Modellbildung und Kennwertermittlung

1.1
Einteilung der Berechnungsmodelle

1.1.1
Allgemeine Grundsatze

Man benutzt Berechnungsmodelle in der Maschinendynamik meist aus drei Griin-
den:

1. Zeit- und Kostenersparnis bei der Entwicklung neuer oder verbesserter Er-
zeugnisse dadurch, dass an Stelle teurer Versuchsstinde (oder Messungen an
der realen Maschine, deren Betrieb man unterbrechen muss) die dynamische
Simulation am Computer erfolgen kann.

2. Hilfe bei der Klarung physikalischer Ursachen fiir storende Erscheinungen (z. B.
Resonanzschwingungen, Briiche, Lirm) oder gewiinschter Effekte (z.B. Til-
gung).

3. Ermittlung optimaler Parameterwerte hinsichtlich der jeweiligen speziellen Kri-
terien (z. B. Materialaufwand, Energiebedarf, Steifigkeit, Arbeitsschutz, Lebens-
dauer, Zuverlassigkeit).

In den vergangenen Jahren haben die Moglichkeiten zur modellgestiitzten Ana-
lyse an Bedeutung gewonnen, da sich durch die Leistungsfihigkeit der Computer
und der Software der zeitliche und finanzielle Aufwand fiir Simulationsrechnungen
bedeutend vermindert hat. Demgegentiber sind Priifstandversuche zeit- und kosten-
aufwendig geblieben.

Dem Ingenieur muss also ein bestimmter ,,Modellvorrat“ zur Verfiigung stehen,
fiir den er Software kennt und deren Behandlung er beherrscht.

Man muss zur Kenntnis nehmen, dass es eine ,,Berechnung der Maschine® nicht
gibt, sondern die erste Aufgabe in der Bereitstellung eines Berechnungsmodells
besteht. Die dafiir angewendeten Methoden richten sich danach, ob als Ausgangs-
material die Konstruktionsunterlagen oder Messungen an einer Maschine vorliegen.

Geht man von den Konstruktionsunterlagen aus, so muss als erstes eine Struktur
definiert werden. Man versteht darunter die gegenseitigen Kopplungen der Elemente
(Topologie) und den Aufbau des Berechnungsmodells aus den Elementen

Masse: Speicher fiir kinetische Energie

Feder: Speicher fiir potenzielle Energie

Démpfer:  Elemente zur Wandlung von mechanischer Energie in Warmeenergie
Erreger:  Elemente zur Energiezufuhr aus einer Energiequelle.
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Liegt die Struktur fest, miissen deren Parameter definiert werden. Unter Parame-
ter versteht man dabei eine geometrische oder physikalische Grof3e, die mit einem
Buchstaben bezeichnet wird und in dem Berechnungsmodell vorkommt. Struktur-
festlegung bedeutet hauptsichlich: Auswahl der Parameter, die auf eine bestimmte
Erscheinung Einfluss haben. Die Anzahl K der Parameter ist neben der Anzahl n der
Freiheitsgrade das wesentliche Merkmal eines Berechnungsmodells. Mit der Auswahl
der Parameter wird entschieden, wie die raumlichen und zeitlichen Grenzen des Mo-
dells (Energiequelle) gewahlt und welche internen Wechselwirkungen berticksichtigt
werden. Bei der theoretischen Modellbildung, die von den Konstruktionsunterlagen
ausgeht, sind z. B. Lingen, Ubersetzungsverhiltnisse, Massen, Feder- und Diampfer-
konstanten und Koeffizienten der kinematischen oder dynamischen Erregungen die
Parameter. Man muss begriftlich unterscheiden zwischen Parametern, Parameter-
werten, dimensionslosen Kenngrofien und Kennzahlen.

Parameterwerte (oder ,Kennwerte“) enthalten die Daten der Parameter, also
Zahlenwerte und Mafleinheiten. Ein konkretes Modell wird durch seine Parameter-
werte, die man im Parametervektor zusammenfassen kann, charakterisiert, aus de-
nen sich dann z. B. die Elemente der Massen- und Steifigkeitsmatrix ergeben. Solche
Parameterwerte sind bei Beispielen und Aufgaben in allen Kapiteln angegeben, vgl.
Abschnitt 2.4.5, 3.2.4, 4.2.4.1 oder z. B. A2.5, A3.3, A4.1, L5.5, A6.16 sowie Bild 4.13.
Die theoretische oder experimentelle Bestimmung der Parameterwerte gehort zu den
Aufgaben der Modellbildung und wird in den Abschnitten 1.2 bis 1.5 behandelt.

Vor allem in der Steifigkeits- und Ddmpfungsbestimmung ist man weitgehend
auf Erfahrungen, die aus Messungen resultieren, angewiesen. Liegen zu Beginn der
Modellbildung Messungen an einer Maschine vor, zeigt sich oft, dass nur wenige FEi-
genfrequenzen und Schwingformen eine Rolle spielen. Es ist deshalb eine wesentliche
Aufgabe, ein Modell zu finden, das mit der geringsten Anzahl von Freiheitsgraden
eine zutreffende Aussage tiber das dynamische Verhalten des Systems mit abgesteck-
tem Giiltigkeitsbereich ermoglicht.

Die experimentelle Modellbildung (oder auch Identifikation) geht von Messun-
gen an Maschinen aus. Sie wird wesentlich vom Stand der Messtechnik bestimmt
und bildet die Erfahrungsgrundlage fiir die analytische Modellbildung. Sie geht in
wesentlichen Zweigen auf Verfahren der Systemtheorie zurtick und versucht Aussa-
gen sowohl tiber Strukturen als auch tiber deren Parameterwerte zu machen.

Als Parameterwerte, die bei der experimentellen Modellbildung anfallen, kann
man neben den einem Bauelement zugeordneten ,lokalen auch ,globale Para-
meterwerte“ des Gesamtsystems auffassen, wie die identifizierten Eigenfrequenzen
und Eigenformen, die sich z. B. bei der experimentellen Modalanalyse zeigen. Deren
Zahlenwerte charakterisieren ein Realsystem. Ein Berechnungsmodell kann daran
gepriift werden, inwiefern die auf verschiedenen Wegen ermittelten Parameterwerte
tibereinstimmen.

Aus den (meist dimensionsbehafteten) Parametern konnen stets dimensionslose
KenngréBen (Ahnlichkeitskennzahlen) gebildet werden. Normalerweise lassen sich
in der Maschinendynamik aus K Parametern insgesamt (K — 3) dimensionslose
Kennzahlen (Zahlenwert einer Kenngréfle) bilden [4]. Berechnungsmodelle mit glei-
cher Struktur und gleichen dimensionslosen Kenngroflen sind physikalisch dhnlich.
Die Modellgesetze der Ahnlichkeitsmechanik muss man beim Bau vergroferter oder
verkleinerter realer Modelle beachten. Man kann sie auch bei der numerischen
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Rechnung und der Ergebnisdarstellung nutzen. Mithilfe dimensionsloser Kenngro-
Ben lassen sich, wie in der Stromungsmechanik, auch in der Maschinendynamik
theoretisch oder experimentell gewonnene Ergebnisse verallgemeinern. Dies gilt z. B.
fiir die Gewinnung von Aussagen iiber das dynamische Verhalten der Baureihen von
Maschinenelementen oder Maschinen.

Bekanntlich liegen beim Berechnungsmodell des harmonisch erregten Einmas-
senschwingers K = 7 urspriingliche physikalische Gréflen (m, ¢, b, F, £2, t, x) vor,
aus denen man fur die Ergebnisdarstellung K — 3 = 4 dimensionslose Kenngrofien
(2D =b/\/mc;n = Q2+/m/c;t = Qt; & = cx/F) bildet. Dimensionslose Kenngro-
Ben werden z. B. in (1.140), (4.181), (5.58), Bild 4.5, Bild 4.36, Bild 5.17, Bild 6.24
und (7.25) definiert.

In einigen Industriezweigen sind oft komplizierte Berechnungsmodelle tiblich.
Diese sind in jahrzehntelanger Wechselwirkung zwischen Rechnung und Messung
entwickelt worden. Das trifft z. B. auf den Turbinenbau, Schiftbau, Fahrzeugbau
und die Luft- und Raumfahrttechnik zu, wo hunderte von Mannjahren in die
Entwicklung zutreffender Berechnungsmodelle und deren Umsetzung in erzeugnis-
orientierte Spezialprogramme investiert wurden.

Im allgemeinen Maschinenbau sind fiir viele Objekte und Vorginge noch keine
ausreichenden Berechnungsmodelle vorhanden. Der Prozess der Modellbildung ist
bei vielen Baugruppen gegenwirtig in vollem Gange.

Man kann die Berechnungsmodelle in der Maschinendynamik drei Modellstufen
zuordnen:

1. zwangldufiges System starrer Korper (,,Starre Maschine®)
2. lineares Schwingungssystem (freie Schwingung oder Zwangserregung)
3. nichtlineares oder selbsterregtes System.

Die zwangserregten Schwingungssysteme kann man noch in erzwungene und
parametererregte einteilen. Diese Einteilung lasst sich unter den drei Aspekten

e physikalisch (nach der Herkunft und Intensitit der Energiezufuhr)
e mathematisch (nach der Komplexitit der Gleichungen) und
e historisch (nach der Entstehungsgeschichte des Problems)

begriinden.

Ein reales Objekt (Realsystem), also eine Maschine oder deren Baugruppe, kann
nicht automatisch einem dieser Berechnungsmodelle zugeordnet, sondern auf alle
drei Modellstufen abgebildet werden, je nachdem, welchen konkreten Belastungs-
und Bewegungsverhiltnissen es unterliegt. Die Energiequelle wird von der niederen
zur hoheren Stufe immer genauer modelliert.

Auf der Stufe 1 und Stufe 2 sind Bewegungs- oder Kraftgrofen als Funktion der
Zeit vorgegeben, die unbeeinflusst von der Reaktion des Modells bleiben. In Stufe
3 ist schliefllich die Energiequelle Bestandteil des autonomen Systems. Es ist dann
erforderlich, auch eine Modellbildung des Motors (z. B. fiir elektrische Baugruppen)
vorzunehmen.

Dabei stellt Modellstufe 3 das autonome System dar, von dem die Modelle der
anderen Stufen deduktiv ableitbar sind. Man kann zeigen, dass unter vereinfachen-
den Annahmen die jeweils niedere Stufe eine Ndherung der hoheren Stufe ist, d. h.,
mit dem Modell der hoheren Stufe lassen sich die Effekte prinzipiell realitdtsnaher
als mit den Modellen der tieferen Stufen beschreiben.
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Bei vielen Objekten begann eine Modellierung mit einem zwangldufigen Me-
chanismus, vgl. Kapitel 2. Dies hingt auch damit zusammen, dass die historische
Entwicklung jeder Maschine bei niederen Geschwindigkeiten beginnt. Beim Hoch-
lauf eines Antriebssystems von null auf die Maximaldrehzahl werden gewissermafSen
auch die verschiedenen (,,historischen“) Modellstufen vom Einfachen zum Kom-
plizierten durchlaufen. Bei niederen Geschwindigkeiten verhilt sich das Objekt wie
ein zwangldufiges System, wihrend man das nichtlineare Verhalten spitestens bei
der Zerstorung des Objekts vorfithren kann. Dieser Fall muss iibrigens bei der
Rekonstruktion von Schadensfillen manchmal ernsthaft analysiert werden.

Ein Starrkérpersystem (Modell ,starre Maschine®) ist durch geometrische Ab-
messungen und Masseparameter beschreibbar. Kapitel 2 dieses Buches widmet sich
Objekten, welche der Modellstufe 1 entsprechen. Zur Abgrenzung des Geltungsbe-
reichs des Starrkérpermodells gegeniiber dem des Schwingungssystems gibt es zwei
einfache Kriterien:

1. Bei periodischen Erregungen ist das Starrkorpersystem (,Modell der starren
Maschine®) fiir den stationdren Zustand als Modell anwendbar, wenn es ,lang-
sam* erregt wird. Dies bedeutet bei periodischen Erregungen, dass die hichste
Erregerfrequenz fm.x = k€2 /(2r), die noch eine bedeutsame Amplitude im Fou-
rierspektrum aufweist, wesentlich kleiner als die niedrigste Eigenfrequenz f; des
realen Objekts sein muss. Also lautet das Kriterium:

kQ < o) =2nf; (L.1)

mit der Grundkreisfrequenz 2 der Erregung und der Ordnung k der hochsten
relevanten Harmonischen.

2. Bei instationdren Erregungen, also den typischen Anfahr-, Brems-, Beschleu-
nigungs- oder Verzogerungsvorgingen, ist das Modell des Starrkdrpersystems
anwendbar, so lange die einwirkende Kraft sich ,langsam® dndert, d. h. wenn
die grofite Schwingungsdauer T; des realen Objekts bedeutend kleiner als die
Anlaufzeit t, der einwirkenden Kraft- oder BewegungsgrofSe ist. Als Kriterium
gilt:

1
— =T <<t (1.2)
h

In Tabelle 1.1 sind die wesentlichen Parameter aufgefithrt, welche tiblicherweise
zu den jeweiligen Modellstufen gehoren.

Ein wesentliches Kennzeichen der Schwingungssysteme (Modellstufe 2) ist die
Anzahl ihrer Freiheitsgrade. Sie richtet sich einerseits danach, welche physikalischen
Effekte zu beriicksichtigen sind, wie viele Eigenformen (Moden) bei einem linearen
System tatsichlich angeregt werden, aber auch danach, wie genau man die rdumliche
Auflosung des Belastungs- und Deformationsverhaltens bestimmen will.

Es muss gewihrleistet sein, dass der Erregerfrequenzbereich innerhalb des Eigen-
frequenzbereichs des Modells liegt. Deshalb gilt das Kriterium:

Das Modell eines Schwingungssystems soll Eigenfrequenzen bis oberhalb
der hochsten Erregerfrequenz besitzen.
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Tabelle 1.1 Typische Parameter der drei Modellstufen

Stufe | gegebene Parameter berechenbare Groflen

1 geometrische Abmessungen (Langen, | reduziertes Trigheitsmoment,
Winkel, Ubersetzungsverhiltnisse), Geschwindigkeit und Beschleunigung
Masseparameter, der Starrkorperbewegungen, Gelenk-
kinematische Bewegungsabliufe und Lagerkrifte, Fundamentbelastung,
und/oder Antriebskraftgrofien Antriebs- oder Bremsmoment

2 Liangs- und Drehfederkonstanten, Eigenfrequenzen und Eigenformen,
Biegesteifigkeit, Langs- und Dreh- Zeitverldufe der Kraft- und Bewe-
dampferkonstanten, Materialkenn- gungsgrofien bei erzwungenen
werte, zeitliche Erregerkraftverldufe, Schwingungen, Resonanzstellen hohe-
Fourierkoeffizienten bei periodischer | rer Ordnung (kritische Drehzahlen),
Erregung, zeitliche Veranderung der Ortskurven, Instabilititsbereiche para-
Parameter metererregter Schwingungen, Tilgung

3 geschwindigkeitsabhingige Lager- nichtlineare Schwingungen, selbster-
daten (Olfilm-Einfluss), Reibwerte, regte Schwingungen, Kombinations-
Kennlinien der Motor- und Brems- resonanzen, Grenzzykel, Wechselwir-
momente, nichtelastisches Material- kung zwischen Schwingungssystemen
verhalten (viskos, plastisch), nicht- und Energiequelle, amplitudenabhin-
lineare geometrische und stoffliche gige Figenfrequenzen, nichtlineare
Kennwerte Wechselwirkungen

Selbsterregte Schwinger (Modellstufe 3) werden meist als Systeme mit wenigen Frei-
heitsgraden behandelt. Es sind stets nichtlineare Systeme, wobei die Stabilitidtsgren-
zen oft schon mit linearen Systemen ermittelt werden koénnen, vgl. Abschnitt 7.3.

Man sollte bei jeder Modellbildung mit einem Minimalmodell beginnen. Dieses
Berechnungsmodell, mit dem die Modellbildung fiir ein reales Objekt gestartet wird,
ist dadurch charakterisiert, dass es

bewusst rdumlich und/oder zeitlich eng begrenzt ist

nur eine kleine Anzahl von Freiheitsgraden besitzt

nur wenige (,robuste®) Parameter berticksichtigt

wesentliche physikalische Vorgange qualitativ richtig erfasst

mit relativ wenig Aufwand auswertbar ist (Variantenvergleich)
qualitativ (und quantitativ tendenziell) richtige Aussagen liefert.

Ein Minimalmodell ist dazu geeignet, eine erste Hypothese zu priifen und An-
regungen fiir weitere theoretische und experimentelle Schritte zu geben. Man kann,
je nach den Anspriichen, das Minimalmodell beibehalten oder, davon ausgehend,
nach jedem Schritt aufgrund der Zwischenergebnisse iiber den weiteren Fortgang
der Modellbildung entscheiden.

In der Regel ist der Grad des Verstindnisses einer Erscheinung umgekehrt
proportional zur Anzahl der verwendeten Freiheitsgrade und Modellparameter.
Minimalmodelle sind tibersichtlich und tiberschaubar. Man muss wissen, dass die
Einfithrung zu vieler Parameter eine unrichtige (zufillige) Ubereinstimmung zwi-
schen Ergebnissen der Modellberechnung und eines Experiments vortduschen kann.
Falschlicherweise wird manchmal daraus die ,,Richtigkeit des Modells gefolgert. Es
besteht psychologisch auch die Gefahr, dass man die mit komplizierten Modellen



10 1 Modellbildung und Kennwertermittiung

und groflen Computerprogrammen gewonnenen Rechenergebnisse fiir besonders
wertvoll hilt. Dabei darf man aber nicht vergessen, wie ungenau die meisten Einga-
bedaten und wie sensibel die Resultate sind. Man erhilt normalerweise weder bei den
Messungen noch bei Modellberechnungen Ergebnisse, welche auf drei Ziffern genau
richtig sind. Wenn in den folgenden Abschnitten mehr als drei Ziffern angegeben
sind, dann hat das meist mathematische Griinde.

1.1.2
Beispiele

Das Problem der Modellbildung soll zunichst am Beispiel eines Turmkrans erldutert
werden, vgl. Bild 1.1. Schon seit langem gibt es Berechnungsmodelle fiir Krane, um
die Festigkeit der Bauteile gegen Bruch und um die Standsicherheit nachzuweisen.
Dynamische Krifte, die beim Beschleunigen der Hublast offensichtlich entstehen,
wurden — historisch gesehen — zunichst durch eine zusitzliche Beschleunigung a an
der Masse der Last erfasst, also mit Modellstufe 1 gerechnet, vgl. Bild 1.1b.

Erst in der Mitte des 20. Jahrhunderts, nachdem bei mit solchen Lastannahmen
berechneten Kranen Schadensfille auftraten, wurden Turmkrane als Schwingungs-
systeme behandelt, von denen Bild 1.1c ein Beispiel zeigt. Damit gelang schon mit
einfachen Berechnungsmodellen die qualitativ richtige Erfassung der realen Schwin-
gungsvorginge. Sie sind dadurch gekennzeichnet, dass die oben liegenden Massen
des Turms horizontal schwingen und damit den Turm im unteren Teil durch zusitz-
liche dynamische Biegemomente belasten, die nicht einfach der angehidngten Last
proportional sind, wie es mit der ersten Modellstufe vorausgesetzt wurde. Man be-
achte den unterschiedlichen Anteil der dynamischen Momente an Stelle 1 und Stelle
2 des Krans in Bild 1.1c. Schon mit diesem einfachen Berechnungsmodell konnte
erklart werden, warum es aus Sicht der Dynamik vorteilhafter ist, das Gegengewicht
unten anzubringen (da schwingt es nicht mit) — solche Krane waren auch seltener zu
Schaden gekommen. Gegenwirtig werden sehr komplizierte Berechnungsmodelle
fiir Krane benutzt, bei welchen alle tragenden Teile sehr genau modelliert werden
(Leichtbau) und die Kopplung zwischen Antrieben, Maschinenbau und Stahlbau
berticksichtigt wird.

Das zweite Beispiel soll die Problematik der Berechnungsmodelle fiir Zahnradge-
triebe erldutern. Bild 1.2 zeigt die Konstruktionszeichnung eines Stirnradgetriebes.
Einige der dafiir verwendbaren Berechnungsmodelle zeigt Tabelle 1.2, die dort vom
Einfachen zum Komplizierten geordnet sind. Man beachte, wie die Anzahl der
Freiheitsgrade und Parameter, die auf der rechten Seite genannt sind, von Stufe
zu Stufe immer grofler wird. Welches der Modelle geeignet ist, hingt von der
jeweiligen Zielstellung ab. Man kann damit die in Tabelle 1.1 bei den jeweiligen
Stufen genannten Grofen berechnen.

Mit dem Modell der Stufe 1 wurde bereits eine Trennung in starre Zahnrider
(Tragheitsmomente) und starre masselose Wellen vorgenommen. Bei diesem Modell
treten alle inneren Momente zeitgleich auf, es gibt keine Schwingungen, die zeitlich
veranderlichen Momente folgen der kinetostatischen Momentenverteilung, vgl. dazu
auch Bild 4.1.
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a) Skizze des Realsystems

b) Berechnungsmodell “Starrkorpersystem*
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Mit dem Modell der Stufe 2a liegt ein klassisches Modell eines zwangserregten
Torsionsschwingungssystems vor, mit dem die Eigenfrequenzen, Eigenformen und
dynamischen Momente berechnet werden konnen, vgl. Abschnitt 4.2 bis 4.4. Dabei
kann die Ermittlung der realen Torsionssteifigkeiten ein Problem sein, vgl. Tabelle
1.5. Mit dem Modell der Stufe 2b wird die Parametererregung beriicksichtigt, die
durch die zeitlich veranderlichen Zahnsteifigkeiten entsteht, vgl. Bild 1.12 und Ab-
schnitt 4.5.3.2.

Mit dem in Tabelle 1.2 unten angegebenen Modell wird die Kopplung der
Torsions- und Biegeschwingungen der Wellen mit den elastischen Lagern beriick-
sichtigt, was noch im Rahmen der linearen Theorie bleibt, vgl. Aufgabe A6.6. Dabei
spielen auch die Massen der Zahnrider eine Rolle. Werden aber die nichtlinearen
Kennlinien des Antriebs- und des Abtriebsmomentes und der Lagerfedern bertick-
sichtigt, so liegt ein Berechnungsmodell der Stufe 3 vor, vgl. dazu auch Abschnitt
4.5.3.2.

Man hat noch viel kompliziertere Berechnungsmodelle fiir Zahnradgetriebe
aufgestellt, bei denen z. B. die Kennlinien der Lager, der Zahnridder und die Schwin-
gungen der Gehidusewande im akustischen Frequenzbereich enthalten sind. Ein zwar
aus einem andern Gebiet stammendes, aber in der Kompliziertheit vergleichbares
Modell zeigt dazu Bild 6.6.
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Tabelle 1.2 Berechnungsmodelle eines Zahnradgetriebes

Modellstufe Modellelemente, Parameter
1 Iun ] ] Starrkorper-Modell
_’ o4 (starre Scheiben, starre Wellen)
Man e o I e Ma
e (e s e O Paamer
T, 125 T3, Jas 11, 12, 13, 145
J B J.! 3 Man> Mab
I: ’ -
mu?, ? — Freiheitsgrad f = 1
Yo .
2a Jun Jara Torsionsschwinger
’ ’ (starre Scheiben, torsionselas-
Ma  CT1 W g Cr3 wy Mab | tische Wellen)
Parameter
13,]'3 ]1)]27]3)]4) 11,12, 13, 14,
Jz,l‘: i 11> €12> 013> Man, Mab
] CT2 iy
(i o Freiheitsgrad f = 2
2b Jor M Jar Torsionsschwinger mit
Moo (t ek ’ Parametererregung
aﬂ(lﬂ)ﬂi’ er o o3 MMSJJ(I) (starre Scheiben, torsionselas-
s | ~ T tische Wellen, verinderliche
Zahnsteifigkeit)
ca(t) _ Parameter
g calt) J15J25 T35 Jas 715 125 13, T4
i cr2 P CT1> €T2> T35 Cz1 (1), (1),
] — Man (1), My, (1)
Tots I Freiheitsgrad f = 4
3 myJn maJars Schwingungssystem mit endlich
7 e vielen Freiheitsgraden und
My (¥) cqy cT3 M (P) Parametererregung
» o N - (starre Scheiben, torsionselas-
! c;_ j, = m;;,: 2 tische Wellen, verdnderliche
Cu(t) Zahnsteifigkeit, Biegesteifigkeit
calt) der Wellen, Lagersteifigkeit)
ElL El,l; El; 15 Parameter
] J1> )25 135 Jas 115, 12, 13, 14,
,:gcﬁ €12 L WE;“ T1> €125 613> €21 (@), €22(9),
Ll Man(9), My, (@)
mz,J2,r; m3,J3,13

Freiheitsgrad f = 8 (eben)
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1.2
Bestimmung von Massenkennwerten

1.2.1
Ubersicht

Um das dynamische Verhalten eines starren Korpers beschreiben zu konnen, miis-
sen seine zehn Masseparameter bekannt sein: Masse (), Lage des Schwerpunktes
(&s, ms, Cs), Lage der Tragheitshauptachsen und Haupttriagheitsmomente oder der
Tréigheitstensor (]55,]5»,,,],f;,],m,]n;,fgg).

Je nachdem, ob der Korper durch Konstruktionsunterlagen beschrieben wird,
oder als reales Objekt vorliegt, werden verschiedene Verfahren zur Ermittlung der
Kennwerte verwendet, vgl. Tabelle 1.3.

Tabelle 1.3 Verfahren zur Ermittlung von Massenkennwerten

Parameter Bestimmung nach Realsystem Bestimmung nach Zeichnung
Masse Wigung Volumenbestimmung, Dichte,
Frequenzmessungen Zerlegung in Elementarkorper
Schwer- a) Bestimmung der Massenvertei- Ermittlung des Gesamtschwer-
punkt lung punktes mithilfe der Einzel-
b) Ausbalancieren, Aushingen schwerpunkte von Elementar-

¢) Doppelpendelung als physikali- korpern
sches Pendel

Tragheits- Rotationskorper:
moment a) Torsionsstabaufhingung a) Zerlegung in Ring- und Schei-
um eine b) Mehrfadenaufthingung benelemente, Bestimmung mit
vorgegebe- | ¢) Rollpendel den Einzeltragheitsmomenten
ne Achse beliebige Korper:

d) Doppelpendelung als physikali- | b) Zerlegung in Elementarkorper

sches Pendel ¢) Zylinderschnittverfahren

Tragheits- Pendeln um mehrere Achsen CAD-Programm

tensor

Die analytischen Verfahren zur Bestimmung aus den Konstruktionsunterlagen be-
ruhen stets auf einer Zerlegung in Elementarkorper (Ring, Scheibe, Quader, Kugel,
Beispiel: vgl. Bild 1.6). Fir die Bestimmung der Tragheitsmomente werden z. B.
Zylinderschnitte mit der Bezugsachse des Tragheitsmoments als Zylinderachse ver-
wendet.

Masseparameter der starren Korper werden als Eingabedaten fiir Computerpro-
gramme benotigt. Die Genauigkeit dieser Parameterwerte (Eingabedaten) ist von
grofler Bedeutung, da von ihr die Genauigkeit der zu berechnenden Kraftgrofien und
Bewegungsgrofien (Ausgabedaten) abhingt. Nicht immer ist die Berechnung der
Masseparameter aus den Daten der geometrischen Strukturbeschreibung in einem
CAD-Programm (und den angegebenen Dichten fiir die Werkstoffe) genau genug
moglich. Fiir Maschinenbauteile, die eine komplizierte geometrische Form haben
und/oder aus verschiedenen Materialien bestehen, deren Dichte nicht genau bekannt
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ist, ist die Berechnung der Masseparameter schwierig. Manchmal braucht man auch
Vergleichswerte, um die Exemplarstreuung bei einem Massenprodukt zu ermitteln.
Deshalb besteht oft die Aufgabe, fiir ein konkretes reales Bauteil die Masseparameter
experimentell zu bestimmen.

1.2.2
Masse und Schwerpunktlage

Die Bestimmung der Masse m ist meist durch Wiagung problemlos moglich, aber
nicht immer. Die Masse eines Einmassenschwingers, die sich nicht von der Feder
trennen ldsst, kann man indirekt bestimmen. Dazu braucht man die Eigenkreisfre-
quenz im urspriinglichen Zustand (®?) und eine Eigenfrequenz nach einer definier-
ten Parameterdnderung.

Bringt man eine Zusatzmasse Am an oder versteift man durch eine Zusatzfeder
mit der Federkonstante Ac, dndert sich die Eigenkreisfrequenz:

) c , C¢+Ac

O = L Am = (anm)z; (O o (anc)z- (1.3)

Aus der Grofle der Zusatzmasse oder -federkonstante und den gemessenen Eigenfre-
quenzen kann man die urspriingliche Masse bestimmen, denn aus (1.3) lassen sich
durch eine kurze Umformung folgende Gleichungen gewinnen:

o Am  fiAm Ac Ac

Tw-wh o2 T e ek a (R )
Die Genauigkeit der Masse m hiangt wesentlich von der Genauigkeit der Frequenz-
messung ab. Es ist deshalb ratsam, die Messungen mehrfach zu wiederholen, um
einen Mittelwert bilden zu kénnen. Analog kann man zur Bestimmung von Trig-
heitsmomenten beziiglich einer vorgegebenen Achse vorgehen, vgl. Bild 1.7.

Statische Verfahren werden zur Bestimmung der Lage des Schwerpunktes an-
gewendet. Die einfachste Methode ist das Aushingen. Da sich der Schwerpunkt
eines frei aufgehdngten Korpers immer unter dem Aufhingepunkt befindet, ist eine
durch den Aufhingepunkt gehende senkrechte Achse die Schwerpunktachse. Fiir
zwei Aufhingepunkte, die nicht auf einer gemeinsamen Schwerpunktachse liegen,
ergibt sich der Schwerpunkt als Schnittpunkt dieser Achsen. Der Schnittpunkt der
Vertikalen ldsst sich nach dem Authingen an mehreren Punkten anhand von Fotos
(oder fotogrammetrisch) ermitteln.

Fiir kleine Teile wird das Ausbalancieren angewendet. Legt man das Teil auf eine
Schneide, so spiirt man deutlich, wenn der Schwerpunkt tiber der Schneide liegt. Fiir
groflere Korper, beispielsweise Krane und Kraftfahrzeuge, wird hiufig die Bestim-
mung der Massenverteilung durch Ermittlung von Auflagekriften vorgenommen.
Bild 1.3 zeigt die Ermittlung an einem Pleuel. Hat man die Auflagekraft zu m;g
bestimmt, so folgt fiir den Schwerpunktabstand

(1.4)

mll

Eg= —L. (1.5)

m

Fiir das symmetrische Pleuel war eine Schwerpunktachse durch die Symmetrielinie
gegeben. Ist das nicht der Fall, kann durch Schrigstellen der Korperachse die noch
fehlende zweite Schwerpunktachse gefunden werden.
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! mg Bild 1.3 Schwerpunktbestimmung
2~: [ durch Ermittlung der Massenverteilung
g (I Faden; 2 Waage)

Am Beispiel der Schwerpunktbestimmung an einem Kraftfahrzeug soll das demons-
triert werden. Nach Bild 1.4 sind gegeben: I = 2450 mm; h = 500 mm; d = 554 mm.
Gemessen wurde

a) in horizontaler Lage F =4840N
b) in gekippter Lage E =5090N

Das Gesamtgewicht betragt  F5 = 9918 N.

[\
4
y S
& e S NN
NS 777877 -~ 4 NAS TS
f;E ¥ E\
=,
a) |- L b)

Bild 1.4 Schwerpunktbestimmung an einem Kraftfahrzeug
a) horizontale Lage; b) gekippte Lage

In horizontaler Lage (a) ergibt sich

Fl
L=l = —. 1.6
1=lk=5 (1.6)
In gekippter Lage (b) gilt
) h
L= FZ;;ZSO(; sina = 7 (1.7)
Damit berechnet sich die Schwerpunkthohe hg zu:
I 1 d
hsz( 2 —|—l*—ll) ; I"=—tana
cos o tan o 2
(1.8)

d B-F P h\?
= — 1= =
hg 2—|— o A ()
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Mit den angegebenen Zahlenwerten ergibt sich [y = 1196 mm; hs = 573 mm. Die
Genauigkeit des Ergebnisses wird durch die Differenz (F, — F;) bestimmt. Es ist
deshalb & so grofd wie moglich zu wahlen.

1.2.3
Tréagheitsmoment um eine Achse

Beim einfachen Pendelversuch hingt der Korper als physikalisches Pendel in einer
Bohrung auf einer Schneide und kann sehr schwach geddmpfte Schwingungen um
den Beriihrungspunkt ausfithren. In der Gleichung fiir seine Eigenfrequenz bei
kleinem Ausschlag treten das Trigheitsmoment um die Achse des Authingepunktes
und der Schwerpunktabstand auf. So gilt fiir die Periodendauer des Pendels, vgl. Bild
1.5, bei Pendelung um A und bei Pendelung um B:

Ty = 2m, | 22 m:md£< (1.9)
mga mgb

Die Abstinde a und b zihlen vom Schwerpunkt bis zu den Aufthingepunkten A und
B.

3) B b B
) o
m - °
s S
Bild 1.5 Bezeichnungen
o am physikalischen Pendel;
T a) innen liegender Schwerpunkt,
A b) auf8en liegender Schwerpunkt

Weiterhin gilt nach dem Satz von Steiner:
Ja=TJs+ma*s  Jy=Js+mb?, (1.10)

dabei ist Js das Trigheitsmoment beziiglich der Schwerachse in S. Mit dem Abstand
der Pendelpunkte e = b + a folgt:

4n’e

— T

Ty 2
; Js = —mgh — mb°. (1.11)

b=e
42

4 2
2l 2
g

Das obere Vorzeichen (—) gilt fur S zwischen A und B (Bild 1.5a), das untere (+)
fiir S auferhalb AB (Bild 1.5b). Man muss beachten, dass (1.11) nur gilt, wenn der
Schwerpunkt auf der Verbindungslinie der beiden Authingepunkte liegt. Ist das nicht
der Fall, wird man zunichst den Schwerpunkt nach einem statischen Verfahren und
danach das Tragheitsmoment nach (1.9) und (1.10) bestimmen.
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An einem Beispiel soll das experimentell ermittelte Ergebnis mit einer Uber-
schlagsrechnung verglichen werden. Fiir das auf Bild 1.6b wiedergegebene Pleuel
wurde bestimmt:

e=156mm; m=0,225kg; Ty =0,681s; Tz =0,709s. (1.12)

Damit findet man nach (1.11) den Schwerpunktabstand b = 89 mm und das Trig-
heitsmoment Js = 7,25 - 10~* kg - m?.

Fiir die Uberschlagsrechnung wird eine Zerlegung in Elementarkorper nach Bild
1.6b vorgenommen. Hierfiir geniigt es, den Schaft als prismatischen Stab mit den
Abmessungen

46 + 27
Ise = 129,5 mm — mm = 93 mm
(1.13)
18 + 20
f= 5 mm = 19 mm; ¢=5mm
anzusehen.
G) 927 b)
#18 21 hg

8
4
129,5
Eg
st
[

31
NS
N2
s
)
/

946 dat

Bild 1.6 Pleuel; a) Zeichnung, b) Aufteilung in Elementarkorper
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Geht man von der Achse 0 aus, so ergibt sich fiir den Schwerpunktabstand &s:

Ise fe(lse + dar) n n(dg, — di,)hgl

&= 2 4 . (1.14)
I fe + n(dg, — d3,)hg n n(di, — diy)ha
4 4
Mit den Zahlenwerten aus Bild 1.6 findet man
dpy

&s = 50,0 mmy; b=1—¢&+ b = 88,5 mm. (1.15)

71
Wird als Dichte ¢ = 7,85 g/cm’ angenommen, berechnet sich das Trigheitsmoment
beziiglich der Schwerachse aus
Js = o{mha(dy, — di,)/32 + n(dy, — di)ha&s /4 + cfly/12
+feld /12 + cflsel (Ise + dn1) /2 = &s)? (1.16)
+rhg(dy, — di,) /32 + n(dg, — di,)hs(l — &)*/4}

Mit den Zahlenwerten ergibt sich Js = 7,37 - 1074 kg - m?. Wird der Schaft als
trapezformiger Stab gerechnet, so findet man & = 49,85 mm.

Bild 1.7 Bezeichnung am Rollpendel
S Schwerpunktachse des Zylinders,
S’ Schwerpunktachse des Pendelsystems

Fiir grof8e Zylinder oder Kurbelwellen eignet sich noch das Verfahren des Rollpen-
dels zur Bestimmung des Tragheitsmomentes Js. Dabei wird der Zylinder der Masse
my mit seinen Schenkeln auf zwei parallele, horizontale Schneiden aufgelegt und an
der Stirnseite eine bekannte Punktmasse 1, exzentrisch mit dem Abstand [ von der
Zylinderachse befestigt (Bild 1.7). Der Zylinder kann dann eine pendelnde Rollbe-
wegung ausfiihren. Es ist allerdings erforderlich, vorher eine statische Auswuchtung
vorzunehmen, also zu erreichen, dass der Rotor in jeder Stellung stehen bleibt. Die
Bewegungsgleichung lautet fiir kleine Schwingungsausschlige (sin ¢ ~ ¢):

Us + myr® + my(l — 1)*1¢ + magle = 0. (1.17)
Fiir die Periodendauer findet man
2 _ 2
T:Zn\/mlr +ml—r+Js (1.18)
mygl

Daraus ergibt sich das gesuchte Trigheitsmoment des Zylinders um die Achse S:

2

Js = 4—nzm2gl —mrt —my(l — 1) (1.19)
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Zur Bestimmung von Tragheitsmomenten wird hiufig ein Torsionsschwingungssys-
tem verwendet. Dabei erreicht man das Riickstellmoment entweder durch einen
Torsionsstab oder durch eine Fadenauthingung. Es besteht die Moglichkeit, die
Federkonstante zu berechnen (absolutes Verfahren). Hiufig vergleicht man jedoch
das gesuchte Triagheitsmoment mit einem bekannten, indem man die Periodendauer
auflerdem noch mit einer gegebenen Zusatzmasse bestimmt (relatives Verfahren).
Dabei eliminiert man die Federkonstante.

Fiir die Bestimmung mit einer Torsionsstabaufhingung (Bild 1.8) gilt beziiglich
der Schwerachse (die Drehachse ist):

T? GI,

Js = 2 cr ] (1.20)

I,  polares Flichentrigheitsmoment des kreisformigen Stabquerschnittes
G Gleitmodul
T  Periodendauer der Torsionsschwingung ohne Zusatzmasse.

W

61,

\
/

Bild 1.8 Torsionsschwinger; a) Torsionsstabauthdngung, b) Mehrfadenauthingung

Bringt man ein bekanntes Tragheitsmoment J;, zusitzlich an der unbekannten Dreh-
masse Js an, gilt analog zu (1.20)

TZ
Us +Jz) = 5er. (1.21)
T
Eliminiert man aus (1.20) und (1.21) die Federkonstante, folgt
T2
Is :Izm- (1.22)

T, ist die Periodendauer mit Zusatzmasse.
An die Stelle der Torsionsfeder kann auch die Aufhingung an Fiden (zwei oder
drei) treten. Mit den Bezeichnungen aus Bild 1.8b ergibt sich unter Voraussetzung
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kleiner Schwingwinkel (Drehung des zu untersuchenden Kérpers um die zentrale
Schwerachse):

mg _,ab
Js = w

T
Um im linearen Bereich zu bleiben, sind kleine Schrigstellwinkel der Faden bei der
Auslenkung anzustreben. Man erreicht sie durch Verwendung langer Faden, sodass
h > a, h > b wird. Hdufig hingt man die Pendeleinrichtung an die Deckenkon-
struktion der Versuchshalle oder den Briickenkran.

Auch bei diesem Verfahren kann man eine Zusatzmasse benutzen. Man fiihrt
dazu eine zweite Pendelung durch, bei der eine Masse 11 mit bekanntem Trigheits-
moment J; an der zu untersuchenden Masse befestigt wird. Das gesuchte Trigheits-
moment berechnet sich dann aus

mT?
Iz 5 5
(m+myz)T; —mT

(1.23)

Js =

(1.24)

Die Tragheitsmomente von Motoren und Kupplungen enthalten die Kataloge der
Herstellerfirmen. Die Tragheitsmomente von Zahnradgetrieben findet man seltener.
Aus diesem Grund miissen sie oft iiberschligig berechnet werden. Da bei der Re-
duktion auf die schnell laufende Antriebswelle die Triagheitsmomente der einzelnen
Stufen mit dem Quadrat der Ubersetzungsverhiltnisse vermindert werden, sind die
Trigheitsmomente der langsamen Wellen oft vernachlissigbar, vgl. Abschnitt 2.3. Es
reicht dann meist aus, das Trigheitsmoment der Baugruppen der schnell laufenden
Welle zu bestimmen und mit dem Faktor 1,1 bis 1,2 zu multiplizieren, um das
Tragheitsmoment des gesamten Zahnradgetriebes abzuschitzen.

Fiir Antriebe von Kranen wurde fiir Schleifringldufermotoren (prozentuale Ein-
schaltdauer 60 %, n = 1000/min) folgender Zusammenhang (Zahlenwertgleichung)
zwischen dem Trigheitsmoment des Motors und der Antriebsleistung fiir den Be-
reich bis 100 kW empirisch ermittelt:

J =0,0076P**;  Jinkg-m? PinkW. (1.25)

Man sollte diese Formel unter Vorsicht benutzen, aber als Anregung dafiir auffassen,
fiir die jeweils bearbeitete Erzeugnisgruppe nach Bedarf empirische Formeln aufzu-
stellen.

1.2.4
Tragheitstensor

Die sechs Elemente des Trigheitstensors sind aus dynamischen Versuchen zu er-
mitteln. Es gibt Verfahren, um diese aus den Massenkriften und Massenmomenten
zu bestimmen, die bei einer vorgegebenen Bewegung des realen Korpers gemessen
werden. Es hat sich herausgestellt, dass die Werte der Trigheitsmomente ungenau
sind, wenn man den Trigheitstensor fiir einen beliebigen Bezugspunkt bestimmit,
weil die sog. ,Steineranteile zu grofy sind. Man bezieht sich deshalb zweckmif3ig
auf den Schwerpunkt. Es sind also drei Trigheitsmomente (]2 I ],Sm, ]2 g) und drei
Deviationsmomente ( ]gn = IrS] & ITS] ;= ]gn, ]g ¢ = Ig g) beziiglich eines korperfesten
£-n-¢-Koordinatensystems zu bestimmen, das seinen Ursprung im Schwerpunkt
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hat. Diese sechs Masseparameter kénnen auch aus den Haupttrigheitsmomenten J7,
]151 und ]ISII und den drei Richtungswinkeln &, # und y bestimmt werden, welche die
Lage der Hauptachsen I, IT und III in Bezug auf das korperfeste System angeben.

Zunichst wird die Aufgabe betrachtet, beziiglich eines korperfesten &-7-¢-
Koordinatensystems diejenigen sechs Groflen zu bestimmen, die im zentralen Trig-
heitstensor zusammengefasst sind, vgl. Abschnitt 2.3:

[ ]§S§ symmetr.

=T Iy (1.26)
| Jie Ti T

[ /(772+§2)dm symmetrisch

= | —[nedm [ +dm

| [ecdm —[ncdm [+ nPdm

Die Trigheitsmomente beziiglich mehrerer (k = 1,2, ..., K) Schwerpunktachsen
lassen sich durch den in Abschnitt 1.2.3 beschriebenen Versuch bestimmen, bei
dem die Periodendauer einer Torsionsschwingung gemessen wird. Fiir verschiedene
Authingepunkte erhilt man jeweils die Trigheitsmomente J3,.

Drehachse

k I starrer Korper

Bild1.9
k I Zur Kennzeichnung der Lage der k-ten
Drehachse im korperfesten &-7-¢ -System

Die Lage der k-ten Drehachse, die durch den Schwerpunkt geht, ldsst sich im kor-
perfesten & -77-{ -System durch die drei Winkel a, i und y; eindeutig beschreiben,
vgl. Bild 1.9. Das Trigheitsmoment beziiglich der momentanen Drehachse, die bei



1.2 Bestimmung von Massenkennwerten 23

der Authingung durch den Schwerpunkt geht, steht mit den sechs Elementen des
Tragheitstensors in folgendem Zusammenhang, vgl. (2.69) in Abschnitt 2.3.1:

Jie = cos® ax I3« + cos® Bi ]y, + cos” yi I3, (127)
+2 cos oy, cosﬁk];7 + 2 cos o cos yk],?g + 2 cos B cos yk]f]g. '

Die Winkel a4, B und y; welche die Drehachse k—k mit den Richtungen des kor-
perfesten Bezugssystems einschlief3t, miissen gemessen werden. Zur Kontrolle der
Genauigkeit dieser Werte kann man priifen, wie genau der Satz des Pythagoras erfiillt
ist, der in diesem raumlichen Fall folgendermafien lautet:

cos® oy + cos® i + cos® 7 = 1; k=12,..,K (1.28)

Fiir einen realen Kérper werden durch K Schwingungsversuche nacheinander die
Tragheitsmomente I,fk beziiglich der K verschiedenen Drehachsen bestimmt, die
sich alle im Schwerpunkt S schneiden. Es geniigen eigentlich K = 6 Versuche, es ist
aber zweckmaf3ig tiberzihlige Versuche durchzuftihren, um eine Fehlerbetrachtung
anstellen zu kénnen.

Im Weiteren wird ein Vektor j° eingefiihrt, welcher die sechs unbekannten
Elemente des Tragheitstensors enthalt:

3= Uses Ty Joes o Toes T )T (1.29)

Nach Auswertung der Schwingungsmessungen sind die Tragheitsmomente beztiglich
der k-ten Drehachse bekannt, die im Vektor

b=y o s - i) (1.30)

zusammengefasst werden. Weiterhin sind die Richtungscosinus aller K Versuche
bekannt, woraus die Elemente folgender Matrix B bestimmbar sind.

cos? oy cos® B cos® y; 2cosaycos B 2cosay cosy, 2cos B cos ¥y

cos? oy cos® B, cos®y, 2cos e cos By 2COSan COSYy 2COs By COS Ya

B =
cos? ax cos® Bx cos® yx 2 cos ax €os B 2 COs ax COS Yk 2 cos B COS Yk
(1.31)
Auf diese Weise entsteht aus (1.27) die Matrizengleichung
Bj® =b. (1.32)

Die Rechteckmatrix B hat K Zeilen und sechs Spalten. Werden K = 6 Messwerte
benutzt, ergeben sich die sechs Unbekannten aus der Losung sechs linearer Glei-
chungen. Im Falle K > 6 stellt (1.32) ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem
fiir die in j° zusammengefassten sechs Unbekannten dar. Gemif der Ausgleichsrech-
nung [30] ergibt sich aus der Forderung nach dem Fehlerquadrat-Minimum dann
folgende Losung fiir die gesuchten Elemente des Trigheitstensors:

j* = (B"B) 'B"b. (1.33)
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Bei K > 6 Messungen ist es moglich, auler den Mittelwerten auch die Streuungen zu
berechnen [30], d. h., man kann sich durch , iiberzihlige® Messungen Klarheit tiber
die Anzahl der giiltigen Ziffern der Ergebnisse verschaffen.

Die manchmal interessierenden Haupttrigheitsmomente werden aus den Ele-
menten des Trigheitstensors ermittelt, indem man folgendes Eigenwertproblem 1st,
wozu man auf iibliche Software zuriickgreifen kann, vgl. dazu auch Abschnitt 2.3.1
und (2.79):

e =T I3, I cos o 0
2, Jon =7 The | cosp | =10 (1.34)
]gg ],S,g ]gg -] cosy 0.

Die drei Eigenwerte sind die Haupttrigheitsmomente J;, /i und Ji. Die Kom-
ponenten der drei Eigenvektoren entsprechen den drei Richtungscosinus, die das
orthogonale Hauptachsensystem kennzeichnen, das gegeniiber dem korperfesten & -
n-¢-System raumlich verdreht ist. Das Haupttragheitsmoment J; bezieht sich auf die
Hauptachse I, die analog zu Bild 1.9 gegentiber dem &-77-{ -System um die Winkel
o1, By und ¥ geneigt ist, die sich aus den drei Richtungscosinus cos o, cos ; und
cos 71 berechnen lassen. Die Lage der beiden anderen Hauptachsen II und III ldsst
sich auf analoge Weise ermitteln.

Die Berechnung vereinfacht sich, wenn der reale Korper eine Symmetrieebene
besitzt, als die in vorliegendem Falle die & -{-Ebene angenommen wird. Jede senk-
recht auf der Symmetrieebene stehende Achse ist eine Tragheitshauptachse und die
Bestimmung der Elemente des Trigheitstensors vereinfacht sich, vgl. Bild 1.18.

Bild 1.10 Aufhingung
eines Kraftfahrzeugmotors
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Bild 1.10 zeigt die Authingung eines Kraftfahrzeugmotors zur Bestimmung der
Tragheitshauptachsen. Der Motor befindet sich in einem Rahmen, der in verschie-
denen Lagen an dem Torsionsstab befestigt werden kann.

Bei der Durchfiihrung der Versuche muss darauf geachtet werden, dass die
den Berechnungsformeln zugrunde liegenden Voraussetzungen eingehalten werden.
Diese sind in erster Linie die lineare Bewegungsgleichung und die Vernachlassigung
der Dampfung. Da sowohl die Pendelgleichungen als auch die Bewegungsgleichung
bei Mehrfadenauthingung nur fiir kleine Ausschldge als linear zu betrachten sind,
darf der Pendelwinkel bzw. Fadenwinkel nicht grofler als 6° sein. Die Dampfung ist
dann hinreichend klein, wenn mehr als 10 Schwingungen miihelos abgezihlt werden
konnen, vgl. (1.108).

Mit besonderer Sorgfalt ist die Zeitmessung durchzufiihren, da die Periodendau-
er in (1.19) bis (1.24) quadratisch eingeht. Im Allgemeinen sind die Schwingungen
so schwach geddmpft, dass 50 und mehr Schwingungsperioden auftreten. Es wird
empfohlen, die Zeit fiir eine grofle Periodenanzahl zur Auswertung zu verwenden.
Fehlerquellen liegen auch in der analytischen Bestimmung der Federkonstanten bzw.
der Zusatztriagheitsmomente.

Verwendet man Beziehungen, in denen Differenzen auftreten, vgl. (1.19), (1.22),
(1.24), sind die Versuchsparameter so festzulegen, dass eine Differenz nahezu gleich-
grofler Grofen vermieden wird.

1.3
Federkennwerte

1.3.1
Allgemeine Zusammenhange

In einem Schwingungssystem dient die Feder zur Speicherung von Energie in
Form von Verformungsarbeit. In Mehrkorperstrukturen sind die masselosen Federn
zwischen den Massen oder zwischen Massen und Festpunkten angeordnet. Dabei
konnen mehrere Federn parallel oder hintereinander liegen. Tabelle 1.4 gibt fiir
Beispiele die Gesamtfederkonstanten an.

Die Berechnung von Federkennwerten der Bauteile aus Vollmaterial erfolgt im
Rahmen statischer Verformungsberechnungen, wobei als Materialkonstanten der
Flastizititsmodul E und der Gleitmodul G ausreichen, zwischen denen mit der
Querkontraktionszahl v die Beziehung E = 2G(1 + v) besteht.

Die Schwierigkeit besteht weniger darin, die Abmessungen und Materialwerte
festzulegen, sondern auch die Wirksamkeit der Federbefestigungen in Form der
Randbedingungen auszudriicken. Die Fragen, ob zum Beispiel ein Balken starr ein-
gespannt ist oder eine ,,Einspannfeder® wirkt, oder ob eine Schraubenfeder auf den
Kontaktflichen sich verdrehen kann, haben auf ihre Federwirkung grof3en Einfluss.
Diese Unsicherheiten fithren dazu, dass die Eigenfrequenzen von Modellen, deren
Parameter rein rechnerisch ermittelt wurden, meist zu hoch liegen, da die vielen
Annahmen die Federn zu steif wiedergeben.

Ein typisches elastisches Element im Maschinenbau ist die Torsionswelle. Die
meisten Antriebswellen haben Absitze, an denen verschiedene Wellendurchmesser
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zusammenstoflen, unterschiedliche Ubergangsradien, die verschiedensten Verbin-
dungselemente zwischen Welle und Nabe, Lagersitze usw. Man kann das so ansehen,
als ob eine grofle Anzahl Einzelfedern hintereinander geschaltet ist. Um den Einfluss
dieser Einzelfedern auf die Gesamtfederkonstante besser abschitzen zu kénnen,
hat man den Begriff der reduzierten Linge eingefiihrt. Als Beispiel dazu dient ein
aus zwei Abschnitten bestehendes Wellenstiick (Bild 1.11), an dessen Enden das
Torsionsmoment M; angreift. Das eine Ende (Einspannung) hat den Verdrehwinkel
Null. Es soll nun ein glattes Wellenstiick mit vorgegebenem Durchmesser, das die
gleiche Torsionssteifigkeit besitzt, gefunden werden.

Tabelle 1.4 Beispiele fur die Kopplung von Federn

Fall | Systemskizze Federzahlen und Federkonstanten
1 cf F,x c=c+0
m F, X M/\/E
c C
o 1 2
F=cx
2 ¢4 (%] Fy _ 10
—_— g+

3 I I
Cex = Z C; cos® oy = z ¢ sin? o;
i=1 i=1
I
Gy = Cyx = — z ¢; sin ¢ cos ¢
i=1
Hauptsteifigkeiten
2
Cex + € CxxCyy — C
4 CI, = % 1 ¥ 1 — ﬁ
Fe = cxxX + cxyy Cxx t Gy
E, = cpxx + ¢y Hauptrichtungen
0Ll T Oxx
tangp = ———
Cxy
4 y.Fy tor = (€1 + ¢2) cos® a
_ 2
XFe &y = (€1 + ) sin” &

Cxy = Cyx = (€] — ) sin o cos

J
i
Fe = coxX + cxyy
Iy =gxx + gy

Fall 1 und Fall 4 sind Sonderfille von Fall 3. Man beachte bei Fall 3, dass die
Richtung der Komponenten der Kraft F durch deren Vorzeichen bestimmt wird und
die resultierende Kraft beliebig gerichtet sein kann. Der Kraftangriffspunkt bewegt
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sich im Allgemeinen nicht einfach in Richtung der eingeprigten Kraft, sondern auch
quer dazu, und zwar dann, wenn ¢, = ¢, 7# 0 ist.

Es gibt im ebenen Fall fiir die Federanordnungen von Fall 3 und Fall 4 zwei
Hauptsteifigkeiten ¢ und ¢y und zwei Federungshauptachsen, fiir die Formeln in
Tabelle 1.4 angegeben sind. Nur dann, wenn eine Kraft in Richtung einer der beiden
Hauptsteifigkeiten wirkt, erfolgt die Verschiebung in derselben Richtung. Die bei-
den Eigenkreisfrequenzen einer in einem ebenen Federsystem aufgehingten Masse
betragen w{ = ¢;/m und w3 = ¢ /m.

| /K
, /r g , e NN
| 1
V ¥ 9T
/.éfﬁl_. [ L. 1 > 1 111 -~
A 116 o6 M, T I'g M
A4 & j lred . ¢red;
red

Bild 1.11 Reduzierte Linge bei zwei Wellenabschnitten

Fiir eine zylindrische Welle ldsst sich die Torsionsfederkonstante berechnen nach

GI, GL,;
o= —23 cri = l—?- (1.35)

G Gleitmodul, fiir Stahl G = 8 - 1010 N/m2
I, polares Flichentrigheitsmoment des Kreisquerschnitts
I;  Langen der Wellenabschnitte

Die Gesamtverdrehung betrigt:
M _ My Mo

p=¢1+¢r=— (1.36)
cr 11 12

Da das Torsionsmoment in allen Wellenabschnitten gleich ist, gilt:

Mt - Mtl = Mtz (1.37)
und damit

1 1 1

Lo g mm (1.38)

cr 11 12 cr1 + o2

Will man das abgesetzte Wellenstiick durch ein glattes ersetzen, wird zunichst das
polare Torsionstragheitsmoment I* der Ersatzwelle definiert. Damit gilt

_ar

T = . (1.39)
lred
Mit (1.38) folgt
I:k I::<
lred = ll_ + 12_ = lredl + lred2- (140)

Ip1 Iz
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Tabelle 1.5 Reduzierte Lingen verschiedener Wellenabschnitte

Benennung Bezeichnung Reduzierte Wetleniange
Glatte 2222222227 VO‘IWeI[e [redtl I/'ed [&e._dr
zylindrische A_U‘ . — q’
Welle S TITOIIIIIII 4
{ Hohlwelle: (e~ { —Lﬂd- l-g,,—'fg;
Welle mit lreq ™y fred +1 Ired
Keilnut red kT, Tt Io
&
Keilwelle _ xd D’
k 32 1= 32
Welle mit Lreg =k 7’ F1 —’Ifﬂ}
Key?l I 3 Iﬂ P
m = T, [7D,\2, (D
L] Dy
[(“‘) * (Dz)*i
I, mittleres polares Fldchentrig-
M heitsmoment des kegligen
Wellenendes
Kegelver- £ & { =( 4 L1\ Ireg
bindung + red=({ ) }N
‘KZ red
\ Lt ==
N ( Ipz

ai
"
|

Das Stiick zw/schen den ange-

XX
t | | nommenen Kraftubertragungs-
// / \§ stellen (x) ist nach den obigen
= Formeln zu berechnen.
U [Kf . Il [2
3 3
Wellendber-
gdnge, ] tred = {red 1 (req2* Dlreq
TE=F ;
Pregsitzver- r lreqs =722
b/ndungen L4 Y (2 { =/ ._fﬁd_p7
i red2=t2 Ip,
015
- 0 _ AZ Irm
?0.10 . Mred =5~ 0y Ip1
AL %
Dy mEe= R = Dy
005-H-HA~- o 1 2
Fogs F=ds
0 M1
w15 20D, 25 30
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Die reduzierte Linge einer aus Teilstiicken bestehenden Welle ergibt sich als Summe
der einzelnen reduzierten Langen der Teilstiicke. Sie tritt an die Stelle der Gesamt-
federkonstante und hat den Vorteil, dass die einzelnen Anteile in ihrer Wirkung auf
das Gesamtsystem besser erkannt werden konnen.

Mithilfe der reduzierten Lingen lasst sich die Bildwelle zeichnen, vgl. Bild 4.2.
Die Tabelle 1.5 zeigt eine Zusammenstellung verschiedener reduzierter Langen.

1.3.2
Maschinenelemente, Baugruppen

Maschinen bestehen aus vielen miteinander zusammengefiigten Baugruppen, die
sich unter Belastung im Mikrobereich relativ zueinander bewegen. An allen (schein-
bar unbeweglichen) Kontaktstellen sind die Steifigkeiten geringer als die des Voll-
materials, und auch eine groflere Dampfung tritt dort infolge des Mikroschlupfes
auf. Die geringeren Steifigkeiten senken die Eigenfrequenzen, und es ist bei der
Aufstellung eines Berechnungsmodells wichtig, diese Einfliisse zu beriicksichtigen.

In den vergangenen Jahrzehnten wurden fiir viele Baugruppen experimentell
Steifigkeiten und Dampfungen ermittelt. Diese Erfahrungswerte sind in Firmenkata-
logen und Fachbtichern [1], [4], [8], [11], [12], [19], [20], [21], [24], [29], [31]) zu
finden. Fur manche Baugruppen, wie z. B. Kurbelwellen, Kupplungen, Schrauben-
federn, Wilzlager haben Firmen Software entwickelt, mit der interessierte Kunden
genaue Daten bestimmen konnen. Schwierig sind solche Kennwerte oft fiir neuartige
Werkstoffe (z.B. faserverstirkte Kunststoffe) oder extreme Parametergebiete (z. B.
sehr hohe Belastungsgeschwindigkeiten, extreme Temperaturen) zu erhalten.

Bevor auf Beispiele eingegangen wird, soll noch erwihnt werden, dass man in
der Praxis oft scheinbar sehr grole Abweichungen von den theoretisch ermittelten
Werten feststellt. Die realen (experimentell kontrollierten) Steifigkeiten sind in der
Regel kleiner als die berechneten. Dazu sei gesagt, dass dies meist an einer fehler-
haften Modellbildung liegt. Manchmal wird ein sekundirer Einfluss von Bedeutung
(vgl. Aufgabe A6.6) oder es ist nicht berechtigt, ideale Spielfreiheit und Linearitit
anzunehmen, vgl. Kapitel 7. Meist wird die Kontaktsteifigkeit der Verbindungsele-
mente unterschitzt oder eine statische Bestimmtheit vorausgesetzt, die nicht gegeben
ist. Durch Risse und Abnutzungen wird jede Maschinenbaugruppe nach lingerer
Betriebsdauer weicher und nie steifer.

Zahnradgetriebe: Fir Zahnrider wird die Torsionsfederkonstante mithilfe der
Zahnverformung ermittelt. Diese ist unabhingig vom Zahnmodul und kann mithilfe
von Zahlenwertgleichungen bestimmt werden. Denkt man sich die Zahnfeder als
Lingsfeder auf der Zahneingrifflinie wirkend, gilt fiir geradverzahnte Stirnrader aus
Stahl, wenn nur ein Zahn im Eingriff ist, vgl. [21]:

¢, = bc'; ¢ =0,8¢}, - cos B (1.41)
¢l = 1/[0,04723 + 0,15551 /2,1 + 0,25791 /2,5 — 0,00635x;
—0,11654x; /201 — 0,00193x, — 0,24188x, /2> + 0,00529x
+0,00182x3] N/(um - mm)

mit z,1, = z1,,/(cos B)%, b Zahnbreite, z,, z, Zahnezahlen, x;, x, Profilverschiebungs-
faktoren, # Schragungswinkel.
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In (1.41) sind Vollscheibenrdder und das Norm-Bezugsprofil (DIN 867) fiir die
Verzahnung vorausgesetzt. In DIN 3990 sind zusitzlich fir die Anwendung von
Stegrandern und von Profilen, die vom Normprofil abweichen, Korrekturfaktoren
angegeben, um die resultierenden Einfliisse auf die Zahnsteifigkeit zu berticksichti-
gen. Aufgrund der Uberdeckung befinden sich je nach Radstellung verschieden viele
Zahnpaare im Eingriff, wodurch auch die effektive Zahnsteifigkeit wihrend einer
Eingriffsperiode schwankt.

) NN N b) /-
BN N 15 0l Gesomtsteifighet
| [ | I |
N/mm Gesamtsteifigheit N/mm Lo i
“m ! um | [
L for Einzelstifighei oo i
A =
= = I I ” “ Einzelsteifigkeit
=5 T 50 '
@ < PROAKARARA
g g 2NN 22NN
tse tse — -
¢R"lse | Drehweg r-p eR “lse Drehweg @

Bild 1.12  Steifigkeitsverlauf beim Zahneingriff
a) Uberdeckungsgrad ¢ = 2,5, b) Uberdeckungsgrad ¢ = 4,1

Bild 1.12 zeigt den Verlauf der Steifigkeit einer Zahnradpaarung bei zwei verschie-
denen Uberdeckungsgraden [4]. Man kann erkennen, wie sich die resultierende
Steifigkeit aus der Steifigkeit der einzelnen Zahne zusammensetzt. Bei der Geradver-
zahnung entsteht ein groferer Sprung bei der Anderung des Uberdeckungsgrades.
Bei der Schriagverzahnung sind naturgemifl mehrere Zahne im Eingriff, sodass die
Steifigkeitsspriinge kleiner sind, was sich auf die Schwingungserregung auswirkt,
vgl. Abschnitt 4.5.3.2. Zur Berechnung der Verzahnungssteifigkeit c(), die in DIN
3990 definiert ist, steht Software zur Verfiigung. Die entsprechenden Daten fiir eine
konkrete Verzahnung kann man von den Herstellerfirmen erfahren.

Der Mittelwert der innerhalb einer Eingriffsperiode wirkenden Zahnsteifigkeit
(Eingriffsfedersteifigkeit) wird ndherungsweise wie folgt berechnet:

cm = ¢ - (0,75, + 0,25); &, Profiliiberdeckung. (1.42)

Fir die Einzelfedersteifigkeit und die Eingriffsfedersteifigkeit konnen fiir Stahlzahn-
riader uiberschléglich folgende Werte gesetzt werden:

¢’ = 14 N/(um - mm); ¢m = 20 N/(um - mm). (1.43)

Fiir den Fall nur schwach belasteter Verzahnungen (F/b < 100 N/mm) ergeben
sich deutlich geringere Federkennwerte, die niherungsweise unter Annahme eines
linearen Steifigkeitsabfalles berechnet werden konnen:
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Fir F /b < 100 N/mm:

¢ =0,8¢}, - cos B - F,/(100b)

K
b

Zahnbreite in mm

an der Verzahnung wirkende Umfangskraft in N

Tabelle 1.6 Federkonstanten und Torsionsfederkonstanten

(1.44)

Maschinenelement / Federkonstante ¢ abhéangig von
Baugruppe in N/mm=kN/m
Baugrund (0,2...1,4) - 10°(A/m?) Bodenart, Stiitzfliche A
(0,2...1,4) - 107|z.B. A = 100 m?
Gewinde (1,5...2) - 10°(d/mm) Nenndurchmesser d
(1,5...2)-10°|2.B. M10, d = 10 mm
Zahnsteifigkeit von (1...2)-10*(b/mm) Zahnbreite b
Stahlzahnridern (3...6)-10°(z.B. b= 30 mm
Kugellager - radial (5...10) - 103(d/mm) Innendurchmesser d
(2,5...5)-10°|z.B. d = 50 mm
Vorspannung,
Wilzkérperzahl
Stahl-Zugstab 1,6-10%|c= EA/l; z.B.
Il=1m,d=10 mm
Pufferfeder einer Kranbahn (0,1...1)-10*| Abmessungen
Rundstahlketten 600...3700{z.B. 1 m Léange
Stahlfedern fiir (30...60) - (F/kN) Bauform, statische
Maschinenfundamente Belastung F
600...1200|z.B. F = 20 kN
Pkw-Reifen 80...160|Konstruktion, Luft-
druck, Fahrgeschw.
Auslegerspitze 40...400|Bauhohe,
Turmkran (vertikal) Auslegerlange
Federbein Motorrad 10...20|Federtyp

Stahl-Biegebalken
(Endpunkt d. Kragtragers)

0,3

c=3EI/®; z.B.
l=1m,d=10 mm

Torsionsfederkonstante cr
in Nm/rad = Nm

Stahlblock (Halbraumtheorie)

3,1-10%(r®/mm3)

Radius 7 in mm

kreisformige Einspannstelle 3,1-10%|z.B. r = 10 mm
Stahl-Kupplungen (0,1...2,5) - 10°| Durchmesser
Gummifeder-Kupplungen 1000...6000 | Bauart, Belastung
Stahl-Torsionsstab 80|cr = G/l ; z.B.:

l=1m,d=10 mm

Die oben gemachten Angaben dienen nur zur Orientierung und sollen dem Studierenden helfen, eine
anschauliche Vorstellung zu gewinnen. Fiir praktische Berechnungen sind genauere Parameterwerte den
Katalogen der Hersteller und Taschenbiichern zu entnehmen oder durch eine spezielle Modellierung zu

berechnen.
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Gewinde: (nach VDI 2230) Lingsfederkonstante:

hs
Ed(1—-0,65—
< d3)

c= (1.45)

mit d Nenndurchmesser, d; Kerndurchmesser, h; = (d — ds)/2 Gewindetiefe. Die
Federkonstante einer gesamten Schraubenverbindung ist infolge der Kontaktsteifig-
keiten zwischen Schraube, Unterlegscheibe und Blech wesentlich niedriger.

Fiir die Federkonstanten des Riemens gilt

EA EA
= 5 G = —/
L L

A Riemenquerschnitt
L wirksame Trumlidnge

Crz (1.46)

Da der Elastizititsmodul E von der Riemenvorspannkraft F, abhidngt, unterschei-
den sich E, und E.

Zylindrische Schraubenfedern: Oft wird fiir zylindrische Schraubenfedern nur
die Langssteifigkeit
_ 8D’
- d'G
berticksichtigt, vgl. die in Bild 1.13 genanten Federparameter:

c (1.47)

d  Drahtdurchmesser

r mittlerer Windungsdurchmesser

i Anzahl der wirksamen Federwindungen

G Gleitmodul (fiir gehirteten Walzstahl gilt: G = 7,9 - 10'° N/m?)
Iy =1 + y ungespannte Federlinge

I Federlidnge nach der Belastung.

Die Schraubenfeder kann fiir jedes gewiinschte Verhiltnis von Lingssteifigkeit
¢ zur Quersteifigkeit ¢ ausgelegt werden. y = F /c ist die Verschiebung infolge der
Lingskraft F, x = Q/cq ist der Federweg quer zur Federachse infolge der Querkraft Q.

ungespannte Feder
D
= X
F
| ——=0
J Bild 1.13 Schraubenfeder,

Koordinaten und Abmessungen
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Die Quersteifigkeit einer zylindrischen Schraubenfeder lisst sich aus dem Bild
1.14 entnehmen, das aus [31] stammt. Diese Kurven stellen das Verhiltnis der
Quersteifigkeit zur Langssteifigkeit dar und entsprechen der Formel:

c D l() y ZO lO
— =1,0613=, /= —0,6142 - tan [ 0,9422%,/ = — 0,6142 | +1 — =. (1.48)
Cq y\y DV y y

Bild 1.14 zeigt den nach (1.48) berechneten Verlauf fiir den Bereich ly/D = 1...4.Es
wurden zwei Kurven y/Iy = 0,1 und 2/3 eingezeichnet. Alle praktisch bedeutsamen
Belastungsfille liegen im Bereich dieses Diagramms.

¥ig =23
1
20 X \
My =0,1 &
Yo A D n\
\ / // )g/\} a\g
L
—— 3!
o|& — | //// 15
— // 1 20 ‘.6
£ '\/// — | 1]
= — —
R e i i 0
s " | ——+— 4
3 —— T 1T A+ © "
e ' — g g
= =====csamaa
” Z—7 u 22
—1 | / ___,><—’ /sk
1w ——1 12
Erh— I — =] | < L
B vgzw%>f T ] v
Ra <
0 Tt ] T
a1 @ Qa3 04 06 07 08 09 n 12 13 U w 17 18
a5 10 15

bezogener Federweg 7}; _

Bild 1.14 Abhingigkeit des Steifigkeitsverhiltnisses vom bezogenen Federweg

Ein weiteres, sehr nachgiebiges Federelement stellt das Drahtseil dar. Die Federkon-
stante eines gespannten Drahtseiles berechnet sich nach
EsA
c=—.
l
Dabei ist A die metallische Querschnittsfliche, I die Seillinge und Es der Elastizitits-
modul. Fiir ihn findet man in der Literatur verschiedene Werte, die zeigen, dass er

von der Machart der Seile, der Einsatzdauer und der Vorlast abhingt. Als Richtwerte
kann man annehmen:

Es=(1---16)-10" N/m’ (1.50)

(1.49)

Die Lagerung einer Welle kann erhebliche Auswirkungen auf ihr Schwingungs-
verhalten haben. Die Lagerauswahl geschieht jedoch nach der Tragfihigkeit und
Lebensdauer, sodass damit ihre Federkonstante gegeben ist. Vor allem bei starren
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Lagergehiusen sollte man einen Vergleich der Wellensteifigkeit mit der Lagersteifig-
keit durchfithren. Moglichkeiten dazu bietet Tabelle 5.1.

a) 6 .
IANEi iy
=L NN 0,
,,__“li rit p e v
LT N R /»99/
1 N/
N

o
-4 -2 0 A +2 +4 0 1 2 3 *ll- 5 6
Art F* -
fa
Bild 1.15 Beiwerte zur Ermittlung der Lagersteifigkeit
a) Ky, fiir Wilzlager, Kugellager, —— — — Rollenlager, b) ¢* fiir Gleitlager

Fiir radiale Wilzlager berechnet sich die radiale Lagersteifigkeit nach WicHe (Kon-
struktion 1967):

Cr:KL' % (1.51)

Darin bedeutet K, einen Beiwert, der nach Bild 1.15a in Abhédngigkeit vom relativen
Lagerspiel bestimmt werden kann. F ist die statische Lagerlast und f, die Einfede-
rung des spielfrei eingebauten Lagers. Diese berechnet sich aus den Zahlenwertglei-
chungen

Kugellager:
3208 (R’ : :
f, = y + (=) um d in mm; K in N. (1.52)
i
Rollen- und Nadellager:
0,252 \"® 02
fo = (7) ) (i> pm; Ly in mm; ry in mm. (1.53)
Lyw — 2ry 1

Die Angaben tiber die Anzahl der Walzkorper 7, der Walzkorperdurchmesser d, die
Wilzkorperlinge Ly und deren Kantenkiirzung rw kann den Informationsblittern
der Lagerhersteller entnommen werden. Das Lagerspiel Ar = Ry /2, welches positiv
(Lagerluft) oder negativ (Vorspannung) sein kann, richtet sich nach der Lagerluft
R; im Anlieferungszustand des Lagers. Sie ist in DIN 620 in Abhingigkeit vom
Wellendurchmesser angegeben. Man erkennt aber bereits aus Bild 1.15 den starken
Einfluss des Spieles besonders im negativen Bereich.



1.3 Federkennwerte 35

Fiir radiale Gleitlager ist die Steifigkeit im starken Mafle von der Lagergeome-
trie und dem Schmierfilm abhingig. Eine Uberschlagsberechnung kann nach der
Beziehung:

bd’n f
-2 - (Ar)

c=¢C

(1.54)

erfolgen.
Darin bedeuten

b tragende Breite

d  Wellendurchmesser

n dynamische Zihigkeit des Oles bei Betriebstemperatur
f Drehfrequenz der Welle

Ar Radialspiel.

Der Beiwert ¢* lisst sich in Abhiingigkeit von der relativen Lagerkraft

o 2R
= nbdn f

mit dem Breitenverhiltnis b/d als Parameter aus Bild 1.15b entnehmen. Sowohl bei
Wilzlagern, als auch bei Gleitlagern sind die Federkennlinien stark nichtlinear und
die angegebenen Beziehungen (1.51) und (1.54) stellen nur Niherungen fiir eine
bestimmte Lagerlast dar.

Im Allgemeinen wird die Masse eines Federelementes vernachlissigt. Man macht
dabei die Annahme, dass die Eigenfrequenz des Federelementes grof ist gegen-
iiber der Frequenz, in der die Schwingung des Systems erfolgt. Hat man jedoch
Schwingbewegungen mit breitem Frequenzspektrum, wie sie beispielsweise durch
Uberlagerung von Maschinen- und Kérperschallschwingungen auftreten, ist die
Eigenfrequenz der Feder abzuschitzen, um die Federfunktion zu priifen. Es kann
sonst vorkommen, dass bestimmte Frequenzen trotz einer tiefen Abstimmung des
Gesamtsystems iibertragen werden.

(1.55)

1.3.3
Gummifedern

Federelemente aus Gummi zeigen gegeniiber Metallfedern besondere Eigenschaften.
So ist das Deformationsverhalten abhingig von der Vorbehandlung, der Gummiqua-
litdt, der Frequenz, der Lastwechselzahl, der Geometrie und auch der Zeit (Alterung
des Gummis).

Gummifedern haben eine schwach nichtlineare Kraft-Verformungs-Funktion,
die fur tiberschlagliche Berechnungen als linear angesehen werden kann, vgl. A1.3.
Die Federkonstante resultiert dann aus der Steigung der Kennlinie im Betriebspunkt.
Die wesentliche Werkstoffkenngrofle ist der Schubmodul G, der in Abhingigkeit
von der Shore-Hirte angegeben wird, vgl. Bild 1.16¢. Die Querkontraktionszahl von
Gummi ist v = 0,5.

Der Gummikérper muss fest mit Metallteilen, tiber die die Kraft ein- und ab-
geleitet wird, verbunden sein (man nennt diese Federelemente gebundene Gummi-
federn). Die Randbedingungen haben bei der groffen Verformung entscheidenden
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c) 2¢
// 20
a) 2
} 26
zE / 24 ?
1 S i s
c ? /V ac
© ,/ 20
g8 // 18
16
04 1/ i 14
s / 12
L~ 10
0 1 20 304 50 60 ™ 80 &
Share-Harte -»

Bild 1.16 Schubbeanspruchte Gummifedern

a) Scheibengummifeder bei Parallelschub

b) Hiilsengummifeder bei Torsionsbelastung, I Metallteile; 2 Gummi
¢) Schubmodul und Faktor kgy,, in Abhédngigkeit von der Shore-Harte

Einfluss und hingen bei freiem Gummielement von den Reib- und Rauigkeitsver-
hiltnissen der Auflageflichen ab. Liegt reine Schubbeanspruchung vor, lassen sich
die statischen Federkonstanten mit den Methoden der Kontinuumsmechanik unter
Zugrundelegen des Hookeschen Gesetzes berechnen. So gilt zum Beispiel fiir die
Scheibengummifeder (Bild 1.16a)
F AG
c=—=—.
f s
Fiir die torsionsbeanspruchte Hiilsenfeder, Bild 1.16b, ergibt sich die statische Feder-
konstante

% B 4rlG
o (/) —(1/r})

Treten bei einer Beanspruchung Normalspannungen auf, erfolgt die Umrechnung
zwischen Spannung und Dehnung unter Beachtung des Elastizititsmoduls E. Fiir
Gummielemente ist dieser jedoch nicht mehr ein reiner Werkstoffparameter, son-
dern von der Form der Gummifeder abhingig. Unter Einfithrung eines Formfaktors
kg lasst er sich aus Bild 1.17b angendhert bestimmen.

Fiir den Formfaktor gilt:

(1.56)

or = (1.57)

e eine belastete Fliche (158)
® 7 gesamte freie Oberfliche’ '

Die gebundene zylindrische Gummifeder, Bild 1.17a, hat somit den Formfaktor

d*n d

ke = 4ndh T

(1.59)
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Bild 1.17 Druckbeanspruchte Gummifeder; I Metallteile, 2 Gummi
a) Parameter, b) Fiktiver Elastizitdtsmodul in Abhidngigkeit vom Formfaktor kg
(Quelle: Gobel — Gummifedern)

Fiir sie berechnet sich die Federkonstante zu

AE
C = o (1.60)

Man muss jedoch feststellen, dass die Berechnung von Gummifedern mit Druckbe-
anspruchung noch grofle Unsicherheiten birgt.

Eine experimentelle Uberpriifung wird stets von Vorteil sein. Im Gegensatz
zu den Federkonstanten von Metallfedern sind die von Gummifedern frequenzab-
hingig. In der Berechnung berticksichtigt man den Effekt durch Einftihren einer
dynamischen Federkonstante und setzt

Cdyn = kdyncst- (1.61)

Im Bereich der iiblichen Gummihirte (35 bis 95 Shore) gilt kqy, = 1,1 bis 3,0, vgl.
Bild 1.16. Fiir die Betriebssicherheit von Gummifedern ist ihre Festigkeit und die
Erwdrmung ausschlaggebend. Bei Frequenzen oberhalb von etwa 20 Hz ist kgy, ~ 2,8
bis 3,2.

1.3.4
Aufgaben A1.1 bis A1.3

Al.1 Bestimmung eines Trigheitsmoments

Mithilfe einer Torsionsstabaufthingung (Bild 1.8) soll das Trigheitsmoment einer
Kurbelwelle beziiglich der Drehachse experimentell bestimmt werden. Fiir den
Torsionsstab gilt: Linge ! = 380 mm; Durchmesser d = 4 mm; Gleitmodul
G = 7,93 - 10* N/mm?. Fiir 50 volle Schwingungen wurde die Zeit T = 41,5 s
gemessen.
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Al.2 Trigheitstensor eines symmetrischen Korpers

Fir einen symmetrischen Korper soll der Trigheitstensor experimentell bestimmt
werden. Um die in Bild 1.18 dargestellten drei Achsen (k = 1,2 und 3), die in der
Symmetrieebene liegen, wurden Pendelversuche vorgenommen, aus denen sich drei
Tragheitsmomente um die Achsen 1, 2 und 3 bestimmen lief3en.

Gegeben:

Tragheitsmomente um diese Achsen: ]lsl, ]252 und ]353

Gesucht:

1. Haupttrigheitsmomente IIS, ]ISI, Iﬁl
2. Hauptachsenwinkel a1, 71, 11, 711

227 o L

£ 3
Yu I
il 1
| _
=3 ) a; =0 _®
\ > 2
/J‘ b Y1
; : an
U 3 S
: | En\'\&\i
\ I
‘ 11
12 13

Bild 1.18 Kennzeichnung der Lage der drei Schwerpunktachsen

A1.3 Nichtlineare Federkennlinie

Fiir eine Druckfeder aus Gummi wurde die statische Kennlinie nach Bild 1.19 be-
stimmt. Mit welchem Federwert ist in einem linearen Schwingungssystem zu rechnen,
wenn die Belastung der Feder in der Ruhelage 9kN betrigt und die Frequenz in der
Grof8enordnung 20 Hz liegt (Gummihiirte iiber 80 Shore)?

Tabelle 1.7 Gegebene Messwerte

k 1 2 3 4 5 6 7
xpinmm | 0 2 4 6 8 10 12
F, in kN 0 2,00 4,39 6,74 9,26 12,32 16,00

Man approximiere die Kennlinie durch das Polynom
F=cx+cx (1.62)

und ermittle ¢; und c3 mithilfe der Ausgleichsrechnung.
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Bild 1.19 Statische Federkennlinie einer Gummifeder

1.3.5
Losungen L1.1 bis L1.3

L1.1 Nach Gleichung (1.20) gilt

T2 LG
K=o o=
Man findet
415 _ md!

50
Js = 0,0915 kg - m?

(1.63)

s = 0,83 s; Ip = — =0,002513 cm4; or = 5,244 N - my;
32

(1.64)

L1.2 Wenn das korperfeste Koordinatensystem in die Symmetrieebene gelegt wird, folgt fur
einen symmetrischen Korper, dass /'g’n = ],S] ¢ = 0 gilt. Das Gleichungssystem (1.32)

vereinfacht sich wegen cos y; = cos(n/2 — 1) = sin a1 zu

cos? a; sin® a7 2 cos o sin o ]25 ]151
0 1 0 Be | =175
1 0 0 3 5

¢
Es hat die Losungen

2 2
]151 7]353 cos” o 71252 sin” o
2 cos o sin o ’

Be=0s  Je=Fs =

(1.65)

(1.66)

Ein vierter Versuch liefert aus der Drehschwingung um die 7-Achse unmittelbar das

Haupttragheitsmoment

s _ s
Tyn = T

(1.67)
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L1.3

Mit (1.66) und (1.67) sind vier Elemente des Trigheitstensors des symmetrischen Kor-
pers bestimmt. Um daraus die beiden anderen Haupttrigheitsmomente zu bestimmen,
ist aufgrund von (1.34) folgendes Eigenwertproblem zu l6sen:

]25—] fgg cosa | _ |0
e Ji T ]| cosy 0

Hieraus folgen die beiden anderen Haupttrigheitsmomente aus einer quadratischen
Gleichung:

(1.68)

1 S +73)
Jin =508 +720) + \/“f“ — I8 + U (1.69)

Die Hauptachsenwinkel o) und y; folgen aus (1.68), wenn dort die Haupttrigheitsmo-
mente ]IS und ]ISi eingesetzt werden:

Be _h-Jk

tanoy = —— 5 = S ; cos y; = sin
e S -
s s (1.70)
tan oy = — I“ 7111_]44. = si
11 = S s = S COS Y11 = SN o
Jee 7l et -
Das kubische Polynom soll die Messwerte approximieren, also die Bedingungen
clxk+C3xi =FE (1.71)

fiir k = 1 bis 7 moglichst gut erfiillen. Das sind 7 lineare Gleichungen fiir die beiden
Unbekannten ¢; und c3, die Elemente des Parametervektors p. Schreibt man diese
Gleichungen in Matrizenschreibweise als

Ap =b, (1.72)

deren Ausdriicke folgende Bedeutungen haben

X X e X C
AT= 7 g} bT:[Fle...Fy]; p{l}, (1.73)
XX ... X e

dann liefert die Forderung nach dem Minimum der mittleren quadratischen Abwei-
chung folgende Matrizengleichung [30] (Ausgleichsrechnung):

ATAP:ATb (1.74)

Dies sind zwei Zahlenwertgleichungen fur die beiden Unbekannten, die nach dem
Einsetzen der Messwerte aus Tabelle 1.7 lauten:

0,364 ¢; + 36,4 - 10 0c3m? = 450,92 kN/m

1.75
36,4 ¢, + 4,298 944 - 10 3c3m? = 46 456,16 kN/m. (175)

Thre Losungen sind
¢ =1032kN/m; ¢ = 2,07 - 10° kN/m”. (1.76)

Die Tangente entspricht der lokalen Federkonstante, d.h. es folgt aus dem Ansatz
(1.62):
dF

—=cx)=q + 363x2. (1.77)
dx
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Fiir x¢t = 7,66 mm gilt also
c(xst) = 1032 +3-2,07 - 10° - (7,66% - 107%)2 kN/m (178)
= (1032 + 364) kN/m = 1396 kN/m. '

Da es sich um eine harte Gummisorte handelt, und eine Frequenz von 20 Hz fiir
Gummi schon als hoch anzusehen ist, ist der Faktor von Bedeutung, der im Bereich
kdyn = 2,8 bis 3,2 liegt, vgl. Bild 1.16¢. Die dynamische Federkonstante ist also etwa

Cayn 3 - 1400 = 4200 kN /m. (1.79)

Die Annahme von kg, stellt eine grofie Unsicherheit bei der Bestimmung der dy-
namischen Federkonstante dar. Es wire hier wohl ausreichend gewesen, mit einem
Mittelwert einer linearisierten Kennlinie zu rechnen, da die Ungenauigkeit von kgy,
diejenige der Nichtlinearitit tiberdeckt.

1.4
Dampfungskennwerte

1.4.1
Allgemeine Zusammenhédnge

Mechanische Energieverluste treten bei allen mechanischen Bewegungen auf, d. h.,
Dampfung ist zwar bei allen Schwingungen stets vorhanden, aber bei der dynami-
schen Analyse eines Antriebssystems muss entschieden werden, ob sie von Bedeutung
ist und in welcher Form sie im Berechnungsmodell iitberhaupt erfasst werden soll.
Dazu kann man sich an folgende Regeln halten:

1.

Auf die Berticksichtigung der Dampfung kann man meist verzichten, wenn blof3
folgende Groflen interessieren:

e niedere Eigenfrequenzen (und Resonanzgebiete) eines Antriebssystems,
e die Spitzenwerte nach Stofivorgingen,
e Schwingungszustinde auflerhalb der Resonanzgebiete.

Diampfungskrifte haben merklichen Einfluss und sollten zumindest durch die
modale oder viskose Dampfung einbezogen werden, wenn folgende Groflen
interessieren:

Resonanzamplituden linearer Systeme bei periodischer Belastung,
die Lastwechselzahl bei Ausschwingvorgingen, z. B. nach St6f3en,
hohere Eigenfrequenzen und hohere Eigenformen,

Aussagen zum Stabilitatsverhalten parametererregter Schwinger.

Genauere Ddmpfungsansitze sind dann zu empfehlen, wenn folgende Grofien
interessieren

e die Erwirmung des Materials, z. B. von Gummifedern,
das Verhalten absichtlich eingebauter dimpfender Baugruppen, z. B. Viskosi-
tats-Drehschwingungsddmpfer und gedampfte Tilger,

e das dynamische Verhalten nichtmetallischer Werkstoftfe.
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Dampfungskrifte entstehen an der Oberfliche der sich bewegenden Festkorper,
wie z. B. Reibung in Fithrungen und Lagern oder bei Relativbewegungen im Innern
der Festkorperwerkstoffe. Die Ddmpfungskrifte an den Fugen und Kontaktstellen
werden fiir die jeweilige Baugruppe mit experimentell ermittelten Didmpfungskoef-
fizienten berechnet.

Fir die inneren Dampfungskrifte infolge der Werkstoffdeformationen sind
kontinuumsmechanische Berechnungsmodelle zu verwenden, deren Auswertung
aufwendig ist, weil Systeme von partiellen Differentialgleichungen zu lésen sind.
Meist muss auch die Wechselwirkung der mechanischen und thermodynamischen
Prozesse berticksichtigt werden, wenn sich das Material infolge der Ddmpfungsarbeit
autheizt und sich dabei die Werkstoffparameter dndern. Vielfach hat sich gezeigt, das
man allein etwa fiinf bis zehn Parameter braucht, um das Werkstoffverhalten genau
zu erfassen.

Fiir viele Bauteile werden deshalb Parameterwerte zur Erfassung der Dampfung
fiir das komplette Bauteil ermittelt. Es besteht in der Berechnungspraxis der Wunsch,
mit wenigen (und nach Moglichkeit experimentell einfach zu bestimmenden) Para-
meterwerten eine moglichst gute Approximation der Dampfungskrifte bei beliebi-
gen Zeitverldufen der Belastungen zu erhalten.

Jeder Ddmpfungsansatz muss mathematisch ausdriicken, dass die Dampfungs-
kraft entgegengesetzt zur momentanen Geschwindigkeitsrichtung wirkt, weil nur
dann dem mechanischen System bei der Bewegung mechanische Energie entzogen
wird. Im allgemeinen sind Dampfungskrifte bei den verschiedenen Werkstoffen auf
verschiedene Weise von den Kriften, Deformationen und deren Zeitableitungen
abhingig, so dass ein funktioneller Zusammenhang

f(....4¢¢FF,..)=0 (1.80)

besteht. Falls Diampfungskrifte nur von der Koordinate und deren Ableitungen
abhingen, kann man sie in folgender Weise beschreiben:

Fy = |F(q, q)| sign (¢) (1.81)

Dabei ist q die Koordinate, an welcher infolge der Relativbewegung die Dampfungs-
kraft K, wirkt. Der Betrag kann eine nichtlineare Funktion der Koordinate und/oder
der Geschwindigkeit sein.

Zur Beschreibung dufSerer Dimpfungen wird im Allgemeinen eine Trennung von
Federkraft und Dampfungskraft in der Bewegungsgleichung vorgenommen. Man
erhilt dann bei harmonischer Erregung und linearer Federkraft die Form

mq'—l—cq—i—FD:I:"sin.Qt (1.82)
Fir die Ddmpfungskraft sind folgende Ansitze tblich:
Coulomb’sche Reibung:

B = FR% = Fysign(q) (1.83)

Viskose Ddmpfung:
Fy = bg = b|q] sign(q) (1.84)
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Komplexe Dampfung:
R = jb'q (1.85)
Frequenzunabhingige Dampfung:

b*g b .
b=7= EIqI sign(g) (1.86)

Hysterese-Dampfung:

2
B =EKy/1— (g) sign(d). (1.87)

Da im stationdren Betrieb eines linearen Systems die Bewegung in der Frequenz der
Erregung erfolgt — ¢ = 4sin(Q2t — ¢); ¢ = G2 cos(L2t — ¢) — stellt (1.86) eine
amplitudenabhingige Dampfungskraft dar.

Die Coulomb’sche Reibung (1.83) ist demgegentiber weder amplituden- noch
frequenzabhingig. Das Glied 4/|4| gibt lediglich die von der Geschwindigkeit gesteu-
erte Wirkungsrichtung von K, an. Dieser Ansatz liefert im Gegensatz zu den anderen
Ansitzen keine elliptische Hysteresekurve (vgl. Tabelle 1.8) und ist fiir beliebige
zeitliche Erregungen brauchbar. Er hat nur gewisse Nachteile bei der analytischen
Behandlung, die aber bei numerischen Losungen nicht von Bedeutung sind.

Bei dem linearen Ansatz der viskosen Dampfung (1.84) dndert sich die Richtung
der Ddmpfungskraft b|g| mit dem Vorzeichen der Geschwindigkeit 4. Dies gilt fiir
die harmonische Bewegung, aber nicht fiir alle Bewegungen, weshalb dieser Ansatz
bei komplizierteren Kraftverldufen ,nicht richtig dimpft®, d.h. Losungen liefert,
die von der Realitit abweichen. Der Ansatz (1.84) wird am haufigsten bei allen
Anwendungen benutzt, weil er die Vorziige der mathematischen Behandlung linearer
Systeme (Superposition!) hat.

Der Ansatz der frequenzunabhingigen Dampfung (1.86) beschreibt die Materi-
aldimpfung erfahrungsgemif? besser als der Ansatz (1.84), aber er gilt nur fiir rein
harmonische Bewegungen mit gegebener Erregerkreisfrequenz (2. Mathematisch
ldsst er sich analog zum Ansatz (1.84) behandeln. Alle Formeln, die fiir die viskose
Diampfung hergeleitet werden, lassen sich ibernehmen, wenn man statt b dann b* /2
einsetzt, vgl. auch Bild 1.23 und (1.111).

Man hat versucht, diese Beschrankung des Ansatzes (1.86) mit der komplexen
Diampfung (1.85) aufzuheben. Wie der Vergleich der beiden Ansitze zeigt, benutzen
sie dieselbe Konstante b* als Kennwert, vgl. dazu auch die Verallgemeinerung in
Abschnitt 6.6.3 und (6.342) bis (6.347). Der Nachteil der komplexen Dampfung
ist seine fehlende Kausalitit, wie S. CRANDALL im Jahre 1962 bewies, d.h., die
Schwingungsantwort kann zeitlich vor(!) der Erregung (also die Wirkung vor der
Ursache) auftreten.

Eine ebenfalls frequenzunabhingige Dampfung beschreibt der nichtlineare An-
satz (1.87). Er modelliert die Werkstoffdimpfung nichtlinear, wodurch die Amplitu-
de des Weges nicht einfach derjenigen der Erregerkraft proportional ist. Auch dieser
Ansatz hat den Nachteil, dass er sich nur bei der harmonischen Bewegung leicht
anwenden lasst. Er wird in Abschnitt 7.2.2.3 niher behandelt.
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Es haben sich international mehrere dimensionslose Kenngréflen zur Beschrei-
bung der Dampfung eingebiirgert, von denen der Dampfungsgrad D (Dampfungs-
mafd nach E. LEHR) am weitesten verbreitet ist. Bei harmonischer Erregung gelten
fiir das Berechnungsmodell des linearen Schwingers mit einem Freiheitsgrad fol-
gende Zusammenhinge zwischen den Dampfungsparametern und -kenngréfen bei
D < 1(vgl. Tabelle 1.9):

_A_ v _e_ 9 (1.88)
2n 4nn 2n g
Die vier dimensionslosen Kenngréflen D, A, y und ¢ in (1.88) sind proportional
dem relativen Verlust an mechanischer Energie pro Schwingung. Es gibt auch noch
einen Zusammenhang mit der Anzahl n der auftretenden Schwingungen (1.108),
(1.109), mit der Stofzahl (1.138) und dem Wirkungsgrad, was hier nicht weiter
verfolgt werden soll.

Die Dampferkonstante

2D
b = 2Dy/mc = —— = 2Dmo, (1.89)
o

hat die Maf8einheit N - s/m und kann nur in Verbindung mit einer anderen dimen-
sionsbehafteten Grofle des Schwingers bestimmt werden, wie (1.89) zeigt.

Nun sollen noch einige analytische Zusammenhinge gezeigt werden, die fiir die
Ermittlung der Dimpfungsparameter von Bedeutung sind. Die Bewegungsgleichung
tiir freie Schwingungen eines viskos gedimpften Einfachschwingers lautet:

mg—+bg+cqg=0 (1.90)

oder mit den Kenngrofien

c b
@ =\ N (191)

fiir die Eigenkreisfrequenz w, des ungedimpften Schwingers und den Dampfungs-
grad D:

§+2Dwyg + wlq = 0. (1.92)
Sie hat fiir die Anfangsbedingungen
t=0: q(0) = qo; q(0) = v (1.93)

die Losung (mit der Eigenkreisfrequenz des geddmpften Systems @ = wov/'1 — D?
und der Abklingkonstante § = Day):

6qo

q(t) = exp(—48t) | qo cos ot + % sin wt (1.94)

= Cexp(—4t) cos(wt — ).

C und g sind durch die Anfangsbedingungen bestimmte Konstanten. Einen typi-
schen Zeitverlauf zeigt Bild 1.20.
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| Cexp(—or)
C Y

Koordinate —»

Lt1 T2

—Cexp(—0t)

Bild 1.20 Ausschwingvorgang fiir eine freie Schwingung (Ddampfungsgrad D = 0,05)

Bildet man das Verhiltnis zweier lokaler Maxima, deren Zeitabstand das n-fache der
Periodendauer T = 2n/w ist, so gilt

q(t) = Cexp(—6t) cos(wt — f8) (1.95)
q(t +nT) = Cexp(—6t — 6nT) cos(wt + noT — B). (1.96)
Da T = 2r ist, dandert sich der Kosinuswert nach einer vollen Periode nicht. Also
gilt
q(t) 4 Cexp(—6t)
qit +nT)  qrrn Cexp(—6t —onT)

1.97
2nnD ( )

V1-D?
Daraus folgt der exakte Zusammenhang zwischen dem Dampfungsgrad D und dem

logarithmischen Dekrement, vgl. die Ndherung in (1.88).
Bei harmonisch erregten erzwungenen Schwingungen lautet die Bewegungsglei-

chung:

=exp(6nT) = exp ( ) = exp(nA).

mi + bq + cq = F sin(Q¢). (1.98)

Die partikuldre Losung liefert den stationdren Verlauf (Dauerzustand)
1. .
qt) = ZVF sin(Q2t—¢) = gsin(Q2t—¢); q(t) = 42 cos(2t—¢).  (1.99)

Mit dem Abstimmungsverhiltnis 7 = £2 /@, und den aus (1.91) bekannten Groflen
ergibt sich die Wegamplitude § = VF/c mit der Vergroferungsfunktion
1
V(D,n) = . (1.100)
\/(1 — n2)2 4+ 4Dp2

Tragt man die Kraft itber dem Weg auf, so ergibt sich die in Tabelle 1.8 gezeigte
Ellipse fiir die viskose Dampfung. Man beachte den Durchlaufsinn, der sich aus
dem harmonischen Zeitverlauf der Erregerkraft ergibt. Infolge der Dampfung eilt
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Tabelle 1.8 Hysteresekurven bei verschiedenen Dampfungsansitzen

Viskose Dampfung Reibungsdampfung
Kraft F
Kraft E ¢q c a Jfﬁ cq
cq FR
A
A

-q q We
94 2R
49
C
i

N Fa
F=cq+0bq F = cq + Fg sign(q)
AW = nbQ§? AW = 4KRg

der Wegverlauf dem Kraftverlauf um den ,,Verlustwinkel“ ¢ nach, der sich aus
sing = 2DnV; cosp = (1—n*)V (1.101)

ergibt, vgl. auch Tabelle 1.9. Die mechanische Arbeit, welche die Erregerkraft wih-
rend eines vollen Zyklus (0 < t < T') verrichtet, betrigt unter Beachtung von (1.101):

T T
AW:deq: /F(t)q(t)dt = /Fsin.otq.o cos(2t — @) dt
0 0

2n
= Fq /(sin Q1 cos 2t cos ¢ + sin®> Lt sin ¢) d(21t) = Fqﬁt sing (1.102)
0

= Fgn2DnV = 2nDcn @ = nbQ4%

Dies entspricht der Fliche innerhalb der Hysteresekurve, vgl. Tabelle 1.8. Die rela-
tive Ddmpfung w ist gleich dem Verlust an mechanischer Energie pro Periode im
Verhiltnis zur mechanischen Arbeit W = (1/2)c4* und betrigt wegen (1.102):

AW 2nbQ
=

v — 4xDn. (1.103)

Die Hysteresekurven bei den Ddmpfungsansitzen (1.84) bis (1.86) sind ebenfalls
Ellipsen. Fiir die Reibungsddmpfung ergibt sich ein Parallelogramm, wie man Tabelle
1.8 entnehmen kann.
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1.4.2
Bestimmungsmethoden fiir Daimpfungskennwerte

Zur Ermittlung der Dampfungskennwerte werden neben den theoretischen Metho-
den, welche von den rheologischen Kenngréfien des Materials und den Besonder-
heiten des Werkstiicks oder der Konstruktion ausgehen, vor allem experimentelle
Methoden eingesetzt. Es haben sich dabei der Ausschwingversuch und erzwungene
Schwingungen mit harmonischer Erregung bewihrt. Eine Ubersicht iiber Methoden
zur Ermittlung der Dampfungsparameter gibt Tabelle 1.9.

Beim Ausschwingversuch wird das zu untersuchende Objekt, (z. B. eine Gummi-
matte mit darauf liegender Masse oder ein Maschinen-Bauteil) durch einen Schlag
oder eine plotzliche statische Belastung oder Entlastung zur Eigenschwingung ange-
regt. Bei einfachen Anspriichen wird z. B. mit einem Hammer geschlagen oder ein
vorgespanntes Seil plotzlich durchgetrennt. Aus dem Ausschwingversuch ermittelt
man Ublicherweise das logarithmische Dekrement A. Mit dem Zeitabstand einer
einzigen Periodendauer zwischen zwei Maxima folgt fiir n = 1 aus (1.97):

A = In(q/qrs1)- (1.104)

Hiufig wird tiber n Vollschwingungen ausgewertet. Man erhilt dann ebenfalls aus
(1.97):

1
A= - In(qx/Grsn)- (1.105)

Um die Gréflenordnung des Dampfungsgrades aus einem vorliegenden Messschrieb
abzuschitzen, kann man beim Ausschwingversuch abzihlen, wie viele Vollschwin-
gungen aufgetreten sind, bis die Schwingung auf ihre halbe Anfangs-Amplitude
abgeklungen ist. Aus (1.97) folgt der Zusammenhang, dass eine Schwingung nach
n Perioden den Ausschlag

q(nT) =C-exp(—énT) = C - exp(—woTDn) = C - exp(—2nDn) (1.106)

besitzt. Aus dieser Gleichung folgt, dass eine Schwingung nur noch den halben An-
fangsausschlag q(nT) = C/2 hat, wenn

exp(—2nDn) = 0,5; 2nnD = 1n2 ~ 0,6931 (1.107)
betragt, also fiir D < 1 etwa

0,11
D~ . (1.108)
n

Man kann allein aus der Anzahl der Schwingungen #, die bis zum Abklingen auf den
halben Anfangswert auftreten, den Ddmpfungsgrad abschitzen. Somit folgt z. B. aus
Bild 1.20 der Wert n ~ 2, also aus (1.108) der Dampfungsgrad D ~ 0,11/2 = 0,055.
Mit etwas Ubung kann man aus Ausschwingkurven die Grole des Dimpfungsgrades
ungefihr erkennen.

Folgende Abschitzung liefert einen Mittelwert, wenn man die Zeit bis zum prak-
tischen Ausloschen der Schwingungen fiir die Zahlung nutzen kann. Die ganz kleinen
Ausschlidge sollte man dabei ignorieren, da dafiir ,wieder eine andere Theorie“
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Tabelle 1.9 Elementare Methoden zur Ermittlung der Ddmpfungskennwerte

Parameterwerte

(5)

Kenngrofle Herkunft, geometrische Grofle
Logarithmisches Abklingkurve
5 Dimpfungsdekrement
2 q
) A = l M (1) T T=2n/w
Eo n | q(ty +nT) o
2 "
5 AN "~
5 ‘ \ ; to +7 t, +2T
Zeit t —==—
Relative Dampfung Hysteresekurve
= AW (2) Ij | cq
w F
L
Fsing W= ¢4
q
AW
z Weg g —=—
E
E Verlustwinkel Zeitverlauf
A bQo -
2 sing = Aq%(p G) | Fql FsinQt
2 F qsin(Qt — )
g
E
= Zeit t —w=—
[}
2 p/Q
g
:
5 Diampfungsgrad aus Halbwertsbrei- | Resonanzkurve
te
_ ql
p=f—h 22f f (4)
0 N R
qmax qmax
V2
fit f, Frequenz
fo T
Diampfungsgrad Berechnungsmodell
b

a_>
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zutrifft. Wenn man das Abklingen bis auf etwa 4 % des Anfangswertes verfolgen
kann, ergibt sich aus einer analogen Rechnung aus (1.106) die Ndherungsformel

D~ —, (1.109)

wenn n* die Anzahl der Schwingungen bis zum Abklingen ist.
Es ist anzustreben, die Feder- und Dampfungskennwerte bei denselben Frequen-
zen und Amplituden zu ermitteln, die im realen Betriebszustand auftreten.

Bild 1.21 Priifstand zur Kennwertbestimmung einer Gummifeder;
I Belastung und Fiithrung, 2 Gummifeder

Bild 1.21 zeigt das Schema eines Versuchsstandes zur Parameterbestimmung an einer
Gummifeder und das Berechnungsmodell.

Die Energieverluste durch innere Dampfung entstehen dadurch, dass das Kraft-
Verformungs-Diagramm bei Belastung mit dem bei Entlastung nicht tibereinstimmt.
Beide Kurven bilden vielmehr bei stationdrer Bewegung die Hysteresekurve, deren
Fliche ein Maf} fir die Verlustenergie einer vollen Schwingung liefert, da die Fliche
in einem Kraft-Verformungsdiagramm einer Arbeit proportional ist. Die Form der
Flache hingt vom Werkstoff, der Beanspruchung und der Form des Werkstiickes ab.

Die relative Dampfung y ergibt sich bei harmonischer Wegerregung eines Bau-
teils im stationdren Zustand aus der Hysteresekurve, vgl. (2) in Tabelle 1.9. Aus
den in Tabelle 1.8 angegebenen Dampfungsansitzen folgen die Formen der dazu
gezeichneten Hysteresekurven. Man kann unter Beachtung des dquivalenten Damp-
fungsvermogens die Dampfungsparameter aller Ansitze ineinander umrechnen,
wenn man die relative Dampfung y gleichsetzt, also auch in die Parameter eines
linearen Schwingers, vgl. (1.103) und Tabelle 1.8.

Die Messung des Verlustwinkels ¢ ist relativ schwierig und liefert meist ungenaue
Werte, da dieser Winkel klein und nicht auf mehrere Ziffern genau bestimmbar ist,
vgl. (1.101) und (3) in Tabelle 1.9. Die Auswertung erzwungener Schwingungen
liefert in Resonanznihe relativ genaue Aussagen fiir den Dampfungsgrad D. Um
moglichst genaue Werte zu erhalten, ist es giinstig, nicht die Hohe der Resonanz-
spitze (die umgekehrt proportional zu 2D ist) auszumessen, sondern die Breite der
Resonanzkurve bei den angegebenen Frequenzen, vgl. (4) in Tabelle 1.9.

Fiir kleine Dampfungen eignet sich das aus (1.100) begriindete Verfahren der
Halbwertsbreite. Bei der Messung geht man folgendermaflen vor: Man erregt das
Schwingungssystem in Resonanz und bestimmt den Resonanzausschlag gmax und
die Resonanzfrequenz fy. Dann wird die Erregerfrequenz so lange verindert, bis die
Schwingungsamplitude §p,x/+/2 vorliegt.
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Die zugehorigen Erregerfrequenzen sind f und f,. Aus ihrer Differenz ldsst sich
gemif (4) in Tabelle 1.9 der Dampfungsgrad D bestimmen. Bei bekannter Masse m
konnte man auch die Dimpferkonstante aus

b:m(.Qz—.Q]):21tm(f2—f1) (1110)

berechnen. Ein wesentlicher Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dass man dabei
die Grofle der Erregerkraft nicht kennen muss.

1.4.3
Erfahrungswerte zur Dampfung

Der klassische Weg besteht darin, die Parameterwerte der Bauteile zu vermessen,
die als Dampfer dienen. Dieser Weg wird bei den Baugruppen gegangen, die als
Dimpfer produziert werden, z. B. die in Abschnitt 4.4 behandelten Torsionsschwin-
gungsdimpfer oder die handelsiiblichen Dampfer, die z.T. in der VDI-Richtlinie
3833 beschrieben sind, vgl. die Beispiele in Bild 1.22.

Viele Dampfer nutzen den Effekt, dass beim Quetschen eines zdhen Medi-
ums durch einen engen Spalt eine geschwindigkeitsabhingige Kraft entsteht. Als
Dimpfungsmedium haben sich verschiedene Ole, Bitumen, Polybuten und Silikon
bewihrt. Auch die Reibung wird bei manchen Dimpfern genutzt, vgl. Bild 4.42 und
Bild 4.44. Fiir die handelstiblichen Dampfer liegen meist Kennlinien und Parameter-
werte vor, die man von den Herstellerfirmen erfahren kann.

N
a) »
@
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|

Bild 1.22 Dampfer als Baugruppen;
a) VISCO-Dimpfer (Quelle: GERB), b) Einrohrdampfer (VDI 3833) (Quelle: Fichtel &
Sachs), ¢) Spiral-Lagerddmpfer (VDI 3833)
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Wertet man einen Ausschwingversuch aus, so findet man in den meisten Fllen
eine Abhingigkeit des logarithmischen Dekrementes vom Ausschlag. Dies besagt,
dass die Annahme einer geschwindigkeitsproportionalen Dampfung fiir den gesam-
ten Bereich nicht zutrifft, vgl. Bild 1.24.

Man erkennt daraus, dass dieser Versuch durchaus dazu geeignet ist, eine Am-
plitudenabhingigkeit der Dampfung zu bestimmen. Will man auch eine Frequenz-
abhingigkeit feststellen, so miisste die Eigenfrequenz durch Anderung der Masse
verschoben werden. Dies ist jedoch meist nur in engen Grenzen moglich. Weiterhin
muss beachtet werden, dass die gefundenen Werte fiir Schwingungen um die stati-
sche Ruhelage gelten.

Bild 1.23 zeigt die Ergebnisse von Ausschwingversuchen der Radialbewegung
eines Traktorreifens. Es zeigt sich eine starke Frequenzabhingigkeit der Damp-
fungskonstante b. Dies weist auf eine frequenzunabhingige Werkstiickdimpfung
hin, wie sie durch einen Ansatz (1.86) beschrieben wird. Approximiert man die
Versuchspunkte durch die eingezeichnete Hyperbel, so findet man b* = b/ f = konst.
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Bild 1.23 Frequenzabhingige ,,Ddmpfungskonstante® eines Traktorreifens
(Quelle: Diss. Miiller, H., TU Dresden 1977)

Fiir einige Baugruppen existieren analytische Formeln zur Berechnung der Damp-
fungskonstanten. Davon zeigt Tabelle 1.10 einige Beispiele. Meist wirkt die Damp-
fung innerhalb der Maschinenbaugruppen, ohne dass ein bestimmtes Bauteil dafiir
angeordnet wird. Fiir solche Fille wird fiir einzelne Moden der Dampfungsgrad
des Gesamtsystems bestimmt und z. B. in Form der modalen Dimpfung bertick-
sichtigt. Die experimentelle Modalanalyse liefert neben den Eigenfrequenzen und
Eigenformen auch modale Dampfungsgrade D;. Es liegen nur wenige Erfahrungen
tiir Dampfungskennwerte bei nichtharmonischer Belastung vor.

Genauere Untersuchungen haben gezeigt, dass der Dampfungsgrad eines Werk-
stoffs oder eines Bauteils bei hoheren Frequenzen niedriger ist als bei tiefen Frequen-
zen. Die Ansitze (1.85) bis (1.87), die eine elliptische Hysteresekurve des Materials
liefern, beschreiben jeweils eine Dampfung, die unabhingig von der Frequenz ist.
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Man hilft sich in der Praxis mit der Angabe von Dimpfungsgraden in bestimmten
Belastungsbereichen.

Fir Torsionseigenfrequenzen von Dampfturbinen wurde z.B. aufgrund von
Experimenten im Bereich von 8 Hz bis 150 Hz folgende Zahlenwertgleichung fiir
den Dampfungsgrad ermittelt (HUSTER/ZIEGLER, VDI-Berichte 1749):

D =(0,05...0,08)/f; Eigenfrequenz f in Hz (1.111)

Damit ergeben sich Ddmpfungsgrade fiir dasselbe Material von D = 0,0003...0,01!
Als Erfahrungswerte sind bekannt:

Maschinenstahl D = 0,0008
Hochfester Stahl D = 0,0003...0,0015
Baustahl D = 0,0025
Grauguss D =10,01...0,05
Antriebsstringe, Maschinengestelle D = 0,02...0,08
Beton, Baugrund D =0,01...0,1
Gummifedern D =0,08...0,12
T T T T l T
2020k o b Axacrss 4]
R ] ~ 1]
A F "170
Probestabbreite 25mm
0016
/ =X22Cr Mo V12,1
0,012 f
/ “
0008 //
/7 ¢ 175
[ L
// /r"“
o0 :/4 Duratumin (Al-Cu-Mg-L
uralurmin (Al-Cu-Mg-Leq.
— - Iumm’( {u I9-Leg.)
—‘——‘r 1
— ] J KbQCPA{/’MD?

0 40 80 120 760 200 240
G in N/mif—e=
Bild 1.24 Logarithmisches Dekrement der Werkstiickdimpfung in Abhingigkeit vom
Spannungsausschlag bei verschiedenen Werkstoffen

Man benutzt die in (1.88) genannten Kenngroflen der Dampfung oft zum gegen-
seitigen Vergleich der Dampfungsfihigkeit von Werkstoffen, wie dies z. B. in Bild
1.24 dargestellt ist. Durch Messung des logarithmischen Dekrementes in Abhidngig-
keit vom Spannungsausschlag kann beispielsweise abgelesen werden, dass der Stahl
X20Cr13 gegeniiber dem Stahl K40NiMoé6 vor allem bei grof8er Spannungsamplitude
bedeutend bessere Ddmpfungseigenschaften hat.
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Tabelle 1.10 Erfahrungswerte von Dimpfungskonstanten

Diampfungskonstante

Giiltigkeit

D 3
b:CIB'T] {m}

Radiale Zapfenbewegung
in Gleitlagern

B 3
b:Czﬂ (%)

Geschmierte Fithrungen bei Bewegung
senkrecht zur Fiihrungsrichtung

D Lagerdurchmesser
d Zapfendurchmesser

ho  Fithrungsspiel
n  dynamische Olzihigkeit

c1, ¢ von Lager- und Fiithrungsart abhidngige Konstante

B Breite von Lager- und Fithrungsbahn

Kurbeltriebe von Kolbenmotoren

_ 2 . .
br = uAr N-cm-s bei Torsionsschwingungen
A Kolbenfliche cm? Dieselmotoren:
r Kurbelradius cm u=004---0,06N-s- cm™3
u Dimpfungsbeiwert N -s-cm™> | Kraftfahrzeugmotoren:

u =0,015---0,02N-s-cm™>

_ My, Kreiselverdichter, Ventilatoren
br =191- — N-cm-s N . . .
n Geblase bei Torsionsschwingungen
M, i
by = 38,2 m N -cm-s Scl.nffssc.hrauben.
n bei Torsionsschwingungen

n Drehzahl in 1/min

My, durch den Rotor aufgenommenes mittleres Drehmoment N - cm

EI
by =9,3-10° ———n?

N-cm-s
(E — E)

Rotoren von Elektrogeneratoren
bei Torsionsschwingungen

I Stromstarke A
Drehzahl in 1/min

E Elektromotorische Kraft (EMK) des Generators V
E;  EMK des Energieverbrauchers (Motor oder Batterie) V,
wird gegen duflere Widerstinde gefahren, ist E; = 0

po i Ty 3 d Kolbendimpfer fiir Translationsb
= D_ap 1D—d) olbenddmpfer fiir Translationsbewegung
D — d Kolbenspiel
d Kolbendurchmesser
) Kolbenlidnge
n dynamische Olzihigkeit
_ TN 4 4 3.3 Viskosititsdrehschwingungsdampfer
br = S [ra =i+ 2B + 7)) nach Bild 4.45

& Radialspiel
ra  Auflenradius
r; Innenradius

B Breite
n  dynamische Olzihigkeit
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15
Erregerkennwerte

1.5.1
Periodische Erregung

Erregungen konnen in Form von Kraft- und Bewegungserregung auftreten. So
werden Torsionsschwingungen durch periodische Erregermomente, die durch die
Gaskrifte entstehen, erregt, vgl. Kapitel 4. Biegeschwingungen schnell laufender
Rotoren haben als Haupterregung die harmonisch wirkende Unwuchtkraft oder
die periodische Bewegung von Lagern. Fundamentschwingungen kénnen ebenfalls
sowohl durch periodisch bewegte Maschinenteile (Krafterregung) als auch durch die
Bewegung ihres Aufstellungsortes erregt werden, vgl. Kapitel 3.

In der Dynamik ist es tiblich, periodische Vorginge in Form von Fourier-Reihen
zu beschreiben. Ist f(£2¢) die periodische Funktion, gilt also mit der Periodendauer
To = 2rn /€2 die Periodizitdtsbedingung:

f(2t) = fQ(t + kTy)]; k=12, ... (1.112)
Die Fourier-Reihe lautet
f(Q2t) =ag + Z ay cos(kQt) + Z by sin(kQ2t). (1.113)
k=1 k=1
=ay+ Y o sin(kQt + ). (1.114)

k=1

Es besteht der Zusammenhang

. a b
co = dg; o = y/a; + b} sin B, = C—}’:; cos f = C—: (1.115)

Die einzelnen Summanden in (1.113) nennt man die Harmonischen. Die Parameter
ag, by oder ¢ sind die Fourierkoeffizienten. Thre Ermittlung ist die Aufgabe der
Fourieranalyse.

Liegt die Funktion f(£2t) analytisch vor, lassen sich die Fourierkoeffizienten
geschlossen berechnen. Es gilt dann

2n
ay = % / F(Q1) d(Q2t) (Mittelwert) (1.116)
0
1 2n
a = E/f(Qt)costtd(.Qt) (1.117)
0
1 2n
bk:E/f(.Qt)sink.Qtd(Qt). (1.118)
0

Fiir gerade Funktionen mit f(£2¢t) = f(—£€21) gilt by = 0, fir ungerade Funktionen
mit — f(Q2¢t) = f(—Q2t) giltag = a, = 0.
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Tabelle 1.11 gibt die Fourier-Reihen einiger Funktionen an, wobei 2t = ¢
gesetzt wurde.

In der Maschinendynamik féllt f(£2¢) sehr hdufig durch Messungen oder nu-
merische Berechnungen in Form &quidistanter diskreter Funktionswerte an. Die
Ermittlung der Fourierkoeffizienten erfolgt deshalb meist numerisch, wobei die
Integrale (1.116) bis (1.118) durch Summen approximiert werden.

Soll die Funktion y(t) bis zur Frequenz fy approximiert werden, so muss auf-
grund der Beziehung

N NQ
=== — 1.119
i T~ ( )
a =
G
T 1.0 N periodische Funktion /\
0.5

&

HHT

i n \\/21: — bezogene Zeit

c, sin(l1Qt+ v,)

c, sin2Qt + v,)

¢, sin(3Qt+y,)

c, sin(4Qt + v,)

¢, sin(5Qt+ y,)

Harmonische der Fourierreihe —

¢, sin(6Qt + vy,)

c, sin(7Qt+ v,)

O
~—

e
>

— Fourierkoeffizienten c,
= =)
N W

(=]
|l
(U0 ee——

||I|
4 5 6

7
— Ordnung k

Bild 1.25 Periodische Kraft
a) Zerlegung in Harmonische, b) Erregerspektrum



1.5 Erregerkennwerte 57

die Periodendauer Ty in 2N > 2 fy T, Schritten abgetastet werden. Die Stiitzstellen-
zahl muss also grof3er als die hochste Harmonische sein. Die Genauigkeit der hochs-
ten Harmonischen richtet sich nach der Anzahl der Stiitzstellen. In der Praxis werden
oft N = 2m Stiitzstellen und der Algorithmus der Fast-Fourier-Transformation
(FFT) verwendet.

Bild 1.25 zeigt die Verldufe der ersten sieben Harmonischen, in welche eine
periodische Funktion f(£2¢) zerlegt wurde. Die hoheren Harmonischen (k = 8)
werden mit steigender Ordnung immer kleiner und sind nicht dargestellt. Jeder
Funktionswert der Funktion f(£2t) ergibt sich zu jedem Zeitpunkt aus der Summe
der Harmonischen, vgl. (1.113).

Fiir ein Schubkurbelgetriebe lassen sich die Fourierkoeffizienten des durch die
Massenkrifte bedingten Antriebsmomentes M,, (das Moment My = —M,, wirkt
auf die Kurbelwelle) analytisch angeben, vgl. Bild 2.29, Bild 2.50 und (2.293). Mit
der oszillierenden Masse m, dem Kurbelradius ,, der Schubstangenlinge /5, dem
Kurbelverhiltnis 2 = L,/I; < 1 und der Kurbelwellen-Winkelgeschwindigkeit £2
findet man:

M, = —Mp = —mIZZQZ(Dl sin 2t + D, sin 202t + D3 sin30Q¢t +---) (1.120)

mit den Amplituden der Harmonischen

P S S R U LR
416 512 4 8 16

Dzz—%—i—;—i—;—~-~ D5:5§—;+75£+~-~ (1.121)

D3:73%—9g781£—~~ D6:3§—;+3§—6+-

1.5.2

Nichtperiodische Erregung

Nichtperiodische Erregungen treten in erster Linie bei Anfahr-, Kupplungs- und
Bremsvorgiangen auf. Dabei bleibt der Begriff des Bremsens nicht auf das Bauelement
Bremse beschrinkt, sondern schlief3t auch den Arbeitswiderstand mit ein, der das
Antriebsmoment einer Arbeitsmaschine bestimmt.

Ein Drehmoment M(¢; ¢) tritt meist in den Drehzahl-Drehmoment-Kennlinien
der Motoren und Bremsen, Liifter, Pumpen sowie bei Arbeitswiderstinden von
Verarbeitungsmaschinen auf.

Ein spezieller Fall ist das konservative Kraftfeld, bei dem nur eine Abhingigkeit
von der Antriebskoordinate besteht. Bild 1.26a zeigt einige Drehmomentkennlinien
M(p).

Bei der Auslegung von Antriebssystemen ist die dynamische Analyse mit spezifi-
schen Programmen fiir die Simulation zu empfehlen, welche die Verldufe der Krifte
oder Momente in Abhingigkeit von den Bewegungsgrofien beschreibt [4]. Derartige
Software stiitzt sich auf mathematische Modelle, die die Kennlinien in Abhingigkeit
von den jeweiligen internen Parametern der Antriebsmotoren, Kupplungen oder
Bremsen beschreiben.
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Sehr hiufig wird der Asynchronmotor eingesetzt. Der Asynchronmotor ist ein
elektromagnetisches System, das eine charakteristische Ubertragungsfunktion be-
sitzt, die sich aus solchen Parametern wie Polpaarzahl, Stinderspannung, Liufer-
induktivitdt, Stinderinduktivitit, Liuferwiderstand, synchrone Drehzahl u.a. be-
rechnen lasst. Damit ist es moglich, Differentialgleichungen fur die gekoppelten
elektromechanischen Schwingungen aufzustellen.

Bei Vernachldssigung des Stinderwiderstands und unter der Annahme, dass der
Leerlaufschlupf Null ist, konnen die Differentialgleichungen des Asynchronmotors
durch die stationdren Werte der Parameter Kippschlupf sx und Kippmoment Mg
ausgedriickt werden. Fiir den Fall, dass bei einem Antrieb nur kleine Schwingungen
um ein mittleres Moment (und entsprechend um eine mittlere Winkelgeschwindig-
keit) stattfinden, gilt eine Beziehung fiir die dynamische Motorkennlinie, die mit
diesen beiden Parametern auskommt. Sie lautet:

M+ (25K T SQ%) MQ + ((52K LAy %) M = 2Mgsgs@?  (1.122)
Dabei bedeuten
M  Motormoment
£ synchrone Winkelgeschwindigkeit
@  Winkelgeschwindigkeit des Motors (1.123)
s Schlupf(s=1—¢/Q)

sk Kippschlupf
Mg Kippmoment des Motors .

Der Kippschlupf sy und das Kippmoment My sind die beiden Parameter, die in diese
Differenzialgleichung eingehen und den Momentenverlauf bestimmen. Linearisiert
man (1.122) beziiglich der Winkelgeschwindigkeit des Motors, ergibt sich

M + 25k MQ + Q%sg M = 2Mgsgs Q2. (1.124)

Fiir den ,,statischen Fall“ (¢ = 0, M = 0, M = 0) folgt aus (1.122)
SKS
M = 2Myx———. 1.125
Tig (1.125)

Diese Gleichung von Kross gilt bei anndhernd konstanter Drehgeschwindigkeit ¢,
also im stationiren Betriebszustand, wenn ¢ < 2 ist. Gleichung (1.125) kann
linearisiert werden, wenn s/sg < 1 ist. Dann verbleibt folgende Gleichung fiir die
Motorkennlinie:

M = 2Mg > = M, (1—3). (1.126)

SK 0

Die Abhingigkeit der Erregung von der Geschwindigkeit wird durch die Kennlinien
der Motoren und Maschinen beschrieben, vgl. Bild 1.26. Beim Hochfahren des Mo-
tors gemaf3 Bild 1.27 wird die Kennlinie mit # = 0 beginnend tiber das Kippmoment
My zum Nennmoment My bis zur Nenndrehzahl ny &~ 970/min durchlaufen. Beim
Einschalten von Kurzschlussldufern flielen Stréme vom Vier- bis Achtfachen des
Nennstromes. Bei Schleifringldufermotoren werden durch Einschalten von Anlass-
widerstdnden in den Liuferkreis die Kennlinien geindert.
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M1\ Elektromagnet ML Rahenschussmotor ivmmf?f
synchronmotor
Federantrieh tomotor (PKW)

(antreibend) (antreibend )
0 - 01
Presskratt 7 pin)
bremsend )
(remoend) Asynch lt
‘ ychrongenerator
_Gewicht (Last) (elektrische Bremsung)
Kreise{pumpe
a b schwingsied ater

Bild 1.26 Momentenkennlinien verschiedener Maschinen
a) Maschinen mit konservativen Antriebsmoment M(¢)
b) Maschinen mit autonomem Antriebsmotor M(¢)

Bild 1.27 zeigt die Kennlinienschar des Motors eines Tagebaugrofigerites bei ver-
schiedenen Liuferwiderstinden. Gemif3 der eingezeichneten Zackenlinie fihrt man
den Motor hoch, indem immer beim Erreichen einer bestimmten Drehzahl auf einen
anderen Liuferwiderstand umgeschaltet wird. Beim Einschalten und Umschalten
treten grofle dynamische Momente auf, welche die Antriebswellen zerstéren kon-

nen [4].
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Bild 1.27 Drehzahlkennlinie eines Asynchronmotors ohne Schleifringe fiir verschiedene
Liuferwiderstinde mit eingezeichneter Hochlaufcharakteristik

Schwierig ist es, die Verldufe der Krifte und Momente zu modellieren, die bei techno-
logischen Prozessen entstehen, z. B. beim Umformen, Schneiden, Pressen und vielen
Vorgdngen in Textil- und Verpackungsmaschinen. Dazu liefern nur experimentelle
Untersuchungen die erforderlichen Parameterwerte.

In vielen Fillen ist das Reibmoment einer Maschine nicht bekannt, da es neben
den Reibungszahlen in den Gelenken von vielen Einflussgroflen abhingt. Es ist
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bekannt, dass im kalten Zustand der Maschine die Reibmomente (und damit die
Antriebsleistung) grofSer sind als im eingelaufenen warmen Zustand. Die absolute
Grofle kann iiber die Messung der Motorleistung erfolgen, da das Motormoment
dem Motorstrom proportional ist.

In Abschnitt 2.3 wird gezeigt, dass die Lager- und Gelenkkrifte in einer Maschine
dem Quadrat der Antriebsgeschwindigkeit proportional sind. Dariiber hinaus gibt
es oft Reibkrifte, die infolge statischer Belastungen unabhingig von der Drehzahl
sind. Es ist deshalb zu erwarten, dass das auf den Antrieb wirkende Reibmoment mit
dem Ansatz

N

Mg = M, + M, (i> (1.127)
@o

erfasst werden kann, wobei @, die Anfangswinkelgeschwindigkeit ist und M; und

M, solche Parameterwerte, die aus einem Auslaufversuch bestimmt werden kénnen,

vgl. dazu Aufgabe A1.6.

Extreme Stof3belastungen lassen sich durch die Stof3zahl k erfassen. Dieser Mo-
dellierung entspricht eine plotzliche unbegrenzt grofle Kraft, die in einer differenziell
kleinen Zeit wirkt, wobei das Integral I = [ F(t) dt endlich ist. Bei einer derartigen
Modellierung wird an der Stof3stelle keine Kraft angesetzt, aber es wird dabei er-
fasst, welche Anfangsgeschwindigkeit diese Kraft hervorgerufen hat. In Abschnitt
4.3.3.2 und 6.5.3 wird gezeigt, dass diese Modellierung berechtigt ist, wenn die
Wirkungsdauer der Sto8kraft wesentlich kleiner als die kleinste Periodendauer einer
wesentlichen Eigenform des angestofSenen Schwingungssystems ist.

Die Stof3zahl k der Stofitheorie von Newton gilt fir den senkrechten Aufprall
einer Masse auf eine feste Unterlage und gibt das Verhiltnis der Riickprallgeschwin-
digkeit v; (Rtckprallen bis zur Hohe h;) zur Auftreffgeschwindigkeit v, (Fallen aus
der Anfangshohe hy) an, das man durch einen Riicksprungversuch ermitteln kann.

Es gilt
[
=4/—<1 1.12
I < (1.128)

Man spricht vom ideal plastischen Stof3 bei k = 0 und dem ideal elastischen Stof3
bei k = 1. Die Stoflzahl steht in einem komplizierten Zusammenhang mit den
Materialparametern der in Kontakt kommenden Korper. Sie ist gleich der Wurzel
aus der Riickprall-Elastizitdt nach DIN 53 512. Als Ndherungswerte fiir verschiedene
Materialpaarungen kann man annehmen:

U1

k:

Vo

Materialpaarung Stof3zahl k

Holz/Holz 0,5
FElastomere 0,4 bis 0,8
Schmiedevorginge 0,2 bis 0,8
Glas/Glas 0,9

In manchen Fillen ist es berechtigt, mit der Stofzahl den Verlust an mechanischer
Energie (teilplastische Deformation) zu berechnen. Es kann aber auch sein, dass
beim Stof3 zweier unterschiedlicher ideal elastischer Kérper die Stoflzahl nicht in
einer einfachen Beziehung zum Verlust an mechanischer Energie steht.
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Mithilfe der Stoflzahl ist es moglich, die Bewegung der aufeinander prallenden
Korper zu berechnen, z. B. die Bewegungsabliufe von Stoleln, Meifleln, Himmern,
Rammen, Schlaggeriten. Problematisch ist es, mithilfe der Stofzahl Belastungen im
Innern der Korper zu berechnen. Fiir spezielle Vorginge, wie z. B. dem Schmieden,
koénnen mit Erfahrungswerten die jeweiligen Vorginge analysiert und die Hammer-
fundamente optimal ausgelegt werden, vgl. Abschnitt 3.3.2.

1.5.3
Aufgaben A1.4 bis A1.6

Al4

Al5

Al.6

Dampfungsbestimmung aus Resonanzkurve

Bild 1.28 zeigt die gemessene Resonanzkurve eines Schwingungssystems bei Erregung
mit konstanter Kraftamplitude. Mithilfe des Verfahrens der Halbwertsbreite ist der
Déampfungsgrad D zu bestimmen.

10
s ':
> {
7 A
!
-z =
\
5 —i
fres 196312
4 = \
3 /r/ \
2 B0
1 - Bild 1.28
I Resonanzkurve
9% 796 79.8 200 20,2 zur Bestimmung
fin Hz —= der Didmpfung

Beziehung zwischen Stofizahl und Dimpfungsgrad

Die Stofizahl ist gemdf3 (1.128) als das Verhiltnis der Riickprallgeschwindigkeit v,
zur Auftreffgeschwindigkeit vy definiert. Man modelliere die Aufprallstelle durch ein
Feder-Dampfer-System (c, b), berechne die Riickprallgeschwindigkeit einer Masse m
und driicke die Stof3zahl k durch den Ddmpfungsgrad D aus.

Reibmoment aus Auslaufversuch

Man ermittle fiir das drehzahlabhingige Reibmoment My = M; + M, (¢/wp)?
den Verlauf ¢(¢) und ¢(t) der Winkelgeschwindigkeit beim Auslaufvorgang einer
Maschine, die das reduzierte Trigheitsmoment ]y, hat. Man berechne daraus den
Auslaufwinkel ¢, bis zu dem der Stillstand erreicht wird und die Auslaufzeit ¢, die
bis dahin vergeht. Man gebe an, wie sich die Koeffizienten M; und M, aus J, und
den gemessenen Groflen ¢ und #; berechnen lassen. Man ermittle fiir den Sonderfall
M, = 0 die expliziten Formeln fiir ¢; und t;.
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1.5.4

Losungen L1.4 bisL1.6

L1.4 Zunichst wird die Resonanzamplitude £max ermittelt. Sie betrdgt im Bild 1.28 etwa

L1.5

9 Einheiten. Fiir die Halbwertsbreite bestimmt man nun den Wert Xmax/ /2 und
zeichnet ihn in die Resonanzkurve ein. Die Schnittpunkte mit der Resonanzkurve
ergeben eine Frequenzdifferenz von A f = 0,19 Hz. Nach (1.110) gilt fiir die Damp-
fungskonstante

b=m(Q2, — 2)) =2nmAf (1.129)
und fiir den Dampfungsgrad gemaf3 (1.89)
D = b/2may. (1.130)

Dabei ist wg die Kreisfrequenz des ungedampften Schwingers, die bei derartig schwa-
cher Dampfung der Resonanzfrequenz entspricht. Es gilt also
2nA A
po AL A o0as, (1.131)
= 2m2T fres 2 fres —————

Die Bewegungsgleichung eines geddmpften Schwingers, den die Kontaktstelle nach
dem Aufprallen der Masse m darstellt, lautet gemifd (1.92)

4+ 2Dwog + wiq = 0. (1.132)
Beim Aufprall am Kontaktpunkt gelten die Anfangsbedingungen
t=0: q(0) = 0; 4(0) = vy. (1.133)

Die Losung ist aus (1.94) bekannt. Mit @ = wyv/'1 — D? lautet sie

qt) = % exp(—Dwyt) sin ot (1.134)
1)

q(t) = vg exp(—Dayt) {cos ot — (D%) sin wt] . (1.135)

Solange g < 0 ist, hat die Masse m Kontakt mit der Aufprallstelle. Es interessiert die
Geschwindigkeit in dem Augenblick, wenn die Masse den Kontakt verliert. Dies tritt
zur Zeit ¢ ein, wenn

q(t)) = 0; sin wt; = 0, wt] = 7. (1.136)
Die Geschwindigkeit betrigt in diesem Augenblick

q(t1) = vo exp(—Dawyty) [cos wt] — <D%) sin wtl}
(1.137)

= g exp <—D%> [-1 —=0]=vu;.

Es ist die gesuchte Riickprallgeschwindigkeit v;. Damit ist die Stof3zahl, vgl. (1.128)

= exp <—D%>

k=
- [0}

Vo

(1.138)
D 1
= exp (_ni) ~1—nD+ z(TCD)Z.

V1-—D?

Da der Dimpfungsgrad D < 1 ist, kann man die Exponentialfunktion in eine Taylor-
Reihe entwickeln und die angegebene Naherung benutzen.
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L1.6

Wegen (1.138) konnte man den Diampfungsgrad aus der Stof3zahl berechnen. Es ist
aber gewagt, diese Beziehung anzuwenden, denn beide Kennzahlen sind in Wirklichkeit
von der Geschwindigkeit, der Kraft und anderen Materialparametern beider Korper
abhingig.

Die Bewegungsgleichung der Maschine lautet fiir diesen Fall
1 dy? 1\
Jn = In o = =My = My (= ) . (1.139)
277 do [ON)

Sie kann in beiden Darstellungsarten in geschlossener Form mit den Anfangswerten
o = 0 und @ integriert werden. Mit Benutzung der dimensionslosen Kenngrof3en

o= und = (1.140)
M, P ]mw(%
findet man durch Losung des aus obiger Gleichung folgenden Integrals
® ¢ ?
Jmd(9? -1 d(¢?
2fdo= | mdlo) -l d6) (1.141)
1) B oy +ap
0 @ —My — M, | — @0
(2]
als Umkehrfunktion die stellungsabhingige Winkelgeschwindigkeit:
. 1 1
o(p) = wo\/(l + —) e 2B — —, (1.142)
a o
Geht man andererseits von ¢ = d ¢/ dt und der Umformung
t ? . ? . @ .
/dt=/ ..((1?2) =/ Indo — =_71 % (1.143)
0 o ¢\e @o —M; — M, (i) o “0 ag
o

aus, so liefert die Integration zunichst ¢ = ¢(¢) und daraus die Umkehrfunktion mit
der zeitabhingigen Winkelgeschwindigkeit

o(t) = wo\/é tan? (arctan /o — B\/awot ). (1.144)

Der Auslaufwinkel und die Auslaufzeit folgen aus (1.142) und (1.144) fiir ¢ = 0:
_In(1+a) - arctan /o
2B | opa
Dies sind zwei gekoppelte transzendente Gleichungen, aus denen zunichst & und g
und dann M; und M, aus (1.140) berechenbar sind. Fiir den Sonderfall M, = 0 ist

a = 0 und durch Grenzwertbildung findet man bei konstantem Reibmoment M, aus
(1.145):

o1 (1.145)

1 ]mw(% 1 Jma@o
T2 oM e My

Bild 1.29 zeigt typische Verldufe der Auslaufbewegung. Bei M, = 0 tritt der bekannte
lineare Abfall beziiglich der Zeit und der quadratische Abfall beziiglich des Winkels auf.
Mit zunehmendem M, verkiirzt sich der Auslauf. In der Praxis ist die Bestimmung des
Auslaufwinkels genauer als die der Auslaufzeit moglich, da dabei keine solch langsame
Zunahme in der Endphase eintritt. Dieses Verhalten ist auch aus Bild 1.29 erkennbar.

o (1.146)
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Bild 1.29 Winkelgeschwindigkeit beim Auslauf-Vorgang bei unterschiedlichen
Momentenverhéltnissen & = M, /M; und 8 = 1/16



2 Dynamik der starren Maschine

2.1
Einleitung

Eine ,starre Maschine® ist das einfachste Berechnungsmodell in der Maschinendy-
namik. Es ldsst sich definieren als ein zwangldufiges System starrer Korper, dessen
Bewegung bei gegebener Antriebsbewegung aufgrund holonomer Zwangsbedingun-
gen eindeutig bestimmt ist. Dieses Berechnungsmodell ist anwendbar, wenn die
in Wirklichkeit infolge der wirkenden Krifte stets vorhandenen Deformationen so
gering sind, dass sie die Bewegungen hinreichend wenig beeinflussen. Dabei wird
auch vorausgesetzt, dass die Gelenke und Lager ideal spielfrei sind.

Das Modell der starren Maschine kann der Berechnung ,langsamlaufender
Maschinen zugrunde gelegt werden, d.h. wenn die niedrigste Eigenfrequenz des
betrachteten realen Objekts bedeutend grofler ist als die grofite auftretende Er-
regerfrequenz. Mit dem Berechnungsmodell der starren Maschine lassen sich so-
wohl gleichmifig tibersetzende Getriebe, wie Zahnradgetriebe, Schneckengetriebe,
Riemen— und Kettengetriebe, als auch ungleichmiflig iibersetzende Getriebe, wie
Koppelgetriebe, Kurvengetriebe und Raderkoppelgetriebe, behandeln.

Die Grundlagen zur Theorie der starren Maschine gehen auf die Arbeiten von
L. EULER (1707-1783) und J. L. LAGRANGE (1736—1813) zuriick. Mit der Entwick-
lung der Dampfmaschine gewannen diese Theorien in der zweiten Hilfte des 19.
Jahrhunderts auch fiir Maschinenbau-Ingenieure an Interesse. Die Maschinenbauer
benutzten zunichst die Methode der Kinetostatik, d. h., die Trigheitskrifte beweg-
ter Mechanismen wurden entsprechend dem d’Alembertschen Prinzip als statische
Krifte aufgefasst und mit bekannten Methoden der Statik (damals vorwiegend
Graphostatik) behandelt. Aus dieser Zeit ist das Buch ,Versuch einer grafischen
Dynamik® von PROELL zu nennen, das 1874 in Leipzig erschien.

Der im Jahre 1883 von F. GRasHOF (1826—1893) erschienene zweite Band ,, Theo-
retische Maschinenlehre® enthielt auch Grundlagen der Maschinendynamik. Dort
ist z. B. schon der Begriff der reduzierten Masse eingefithrt worden, der sich im
weiteren als sehr fruchtbar erweisen sollte. Die entstehenden Fragen zur Theorie
des Massenausgleichs wurden erstmals in dem Buch von H. Lorenz (1865-1940)
»Dynamik der Kurbelgetriebe behandelt (Leipzig, 1901). Die Arbeiten von KArL
Heun (1859-1929), der die mathematischen Aspekte betonte (z. B. Integration der
Differenzialgleichungen), und R. vox Mises (1883-1953) fasste 1907 ,Dynamische
Probleme der Maschinenlehre® zusammen, sodass zu Beginn des 20. Jahrhunderts
die Theorie der starren Maschine im Wesentlichen ausgearbeitet war.
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Lange Zeit war fiir die Maschinenbauer das Buch von F. WITTENBAUER (1857—
1922) mafigebend, welches fiir ebene Mechanismen geeignete grafische Methoden
darstellte. Die Erweiterungen dieser Methoden auf raumliche Mechanismen stam-
men von K. FEDERHOFER (1885-1960), von dem 1928 in Wien das Buch ,,Grafische
Kinematik und Kinetostatik des starren raumlichen Systems® erschien.

Seitdem sind diese Theorien in die Lehrbiicher der Getriebetechnik, Maschinen-
dynamik und Mechatronik eingegangen. Die Monografie von BIEZENO/GRAMMEL
[1] behandelt den Massenausgleich von Maschinen umfassend. Ein fundamentales
Werk zum Kreisel schrieb K. MaGgNuUs [22]. Seit etwa 1970 bekam die Theorie der
starren Maschine neue Anstof3e, als mit dem Aufkommen der Computer und der
Industrieroboter die Frage nach zweckmifligen Algorithmen zur Berechnung von
Starrkorpersystemen beliebiger topologischer Struktur aktuell wurde.

Heutzutage ist es dem Ingenieur moglich, Aufgaben aus diesem Gebiet mithilfe
handelsiiblicher Software zu losen, ohne dass die zugrunde liegenden mathemati-
schen oder numerischen Verfahren im einzelnen bekannt sein miissen. Trotzdem
muss sich der Anwender solcher Programme mit den grundlegenden Ideen der Mo-
dellbildung vertraut machen, um zu verstehen, was damit berechenbar ist und was
nicht. Von der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) wurde ein Schwerpunkt-
programm ,,Mehrkorperdynamik® finanziert, dessen Ergebnisse von W. SCHIEHLEN
im Sammelband [26] zusammengefasst wurden.

2.2
Zur Kinematik eines starren Kérpers

2.2.1
Koordinatentransformationen

Um die Lage und die Bewegungen eines starren Korpers im Raum zu beschreiben, ist
es niitzlich, neben einem raumfesten Koordinatensystem {O; x, y, z} auch ein kor-
perfestes, also mitbewegtes Koordinatensystem {O; &, n, ¢ }, einzufiihren, vgl. Bild
2.1.In der Kinematik und Kinetik treten geometrische und physikalische Grofien auf,
die durch mehrere Komponenten definiert sind. Dies sind Vektoren und Tensoren,
deren Komponenten sich im korperfesten System von denen im raumfesten System
unterscheiden. Sie lassen sich nach bestimmten Regeln (Koordinatentransformation)
beim Wechsel der Koordinatensysteme umrechnen.

Es ist in Verbindung mit anderen Aufgaben der Maschinendynamik giinstig,
fiir die Darstellung der kinematischen und dynamischen Zusammenhinge auch
bei Beziehungen zwischen Vektoren und Tensoren die Matrizenschreibweise zu be-
nutzen. Vektoren werden durch fette Buchstaben und Spaltenmatrizen, Tensoren
durch fette Buchstaben und quadratische (3 x 3)-Matrizen beschrieben. Um die
Matrizenrechnung fiir das vektorielle Produkt (oder Kreuzprodukt) anwenden zu
konnen, wird jedem Vektor eine schiefsymmetrische Matrix zugeordnet, welche mit
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dem Buchstaben des Vektors und einer dariiber geschriebenen Tilde () bezeichnet
wird. Die drei Koordinaten eines Vektors werden z. B. wie folgt angeordnet:

x 0 —zy
r=|yl|l; F=1] 2z 0 —x|;
z -y x 0
(2.1)
E, 0 —FE F
F=|E|;F=| E 0 -E
E -FE E 0

Das Kreuzprodukt des Ortsvektors r mit dem Kraftvektor F, welches bekanntlich
den Momentenvektor ergibt, lisst sich in folgender Weise als Matrizenprodukt
ausdriicken:

0 —z vy E —zF, +yE M9
z 0O —x|-|E |= zF, — xE, | = Mf (2.2)
—y x 0 E —yF; + xF, M9

In Matrizenschreibweise (unter Verwendung des Tilde-Operators) gilt also

7-F = —F-r = M° (2.3)

starrer

=
0 Xxp \ Bild 2.1 Zur Definition

der Koordinatensysteme
und Ortsvektoren

In einem Inertialsystem ist der Punkt O der Ursprung eines kartesischen Koordina-
tensystems, das die raumfesten Koordinatenrichtungen x, y und z hat, vgl. Bild 2.1.
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Die Lage eines beliebigen Punktes P des starren Korpers wird durch drei Koordi-
naten xp, yp und zp eindeutig gekennzeichnet, die im Ortsvektor rp = (xp, yp, zp)"
zusammengefasst sind. Ein kérperfester Bezugspunkt O wird als Ursprung eines
korperfesten & -1-¢ -Koordinatensystems gewihlt. Er hat die raumfesten Koordina-
ten r5 = (X, Y5 25) " - Der von diesem Bezugspunkt O aus betrachtete gleiche Punkt
P hat beziiglich der Richtungen des raumfesten Bezugssystems die Komponenten

Ip=r1rp —r5=(Ax, Ay, A2)T = (xp — X VP — Vo 2P — 25)T. (2.4)
Im korperfesten System ldsst sich die Lage desselben Punktes P durch folgende
Komponenten angeben:

I=(&p e, &) (2.5)

Die Komponenten von Ip und Ip unterscheiden sich, wenn die beiden Koordina-
tensysteme keine parallelen Achsen haben. Bei den weiteren Rechnungen wird der
Index P weggelassen, der einen beliebigen Punkt im Korper kennzeichnet, d.h. es
istlp =1=(&,n,¢)". Die Koordinaten x, y und z sowie &, n und ¢ beziehen sich
dann auf alle Punkte, die zu dem starren Korper gehoren.

2 y cosq,
z sin g,
Zp Az / P
¥
o
7 cosq, %
z &
91
* \z
Y sing, YAN\E
2
91
TN =
0 \x" A .
i DZ,S“\Q\
| s d\
! Ayl
I
I
X |
0© i
Yo Yp y

Bild 2.2 Zur Koordinatentransformation bei der ebenen Drehung

Bei Bewegungen im dreidimensionalen Raum hat der starre Korper neben den drei
translatorischen Freiheitsgraden des Bezugspunktes auch drei rotatorische Freiheits-
grade. Letztere kann man durch drei Winkel beschreiben. Zunichst werden die
Beziehungen zwischen den Koordinaten eines Punktes bei einer ebenen Drehung
um den Winkel q; aufgestellt. Aus Bild 2.2 kann man fiir die Projektionen der
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korperfesten Koordinaten auf die raumfesten Achsen (und umgekehrt) folgende
Beziehungen ablesen:

Ax=1-x", X'=1-Ax
Ay =cosq, -y* —sing - 27, ¥y =cosq; - Ay +sing; - Az, (2.6)
Az =sing; - y* + cosq - 27, Z* = —sing; - Ay + cosq; - Az

Diese zweimal drei Gleichungen entsprechen je einer Matrizengleichung, wenn man
den Vektor I = (x*, y*, z*)T und die Drehtransformationsmatrix A, einfiihrt:

1 0 0 1 0 0
A =|0 cosqq —sing |; A? =10 cosq sing; |. (2.7)
0 sing; cosq 0 —sing; cosq

Die Drehtransformationsmatrix ist orthonormal, d. h. es gilt mit der Einheitsmatrix
E

AA)' =E  (A)' =@ (2.8)
Die Beziehungen (2.6) lauten also
I=AT5  I'=(A)"L (2.9)

Bei einer rdumlichen Drehung sind die Elemente der Drehtransformationsmatrix A
von drei speziell zu definierenden Winkeln abhangig. Zur Beschreibung der Lage des
Korpers werden die Kardanwinkel verwendet, die hier mit g;, g, und g3 bezeichnet
werden, vgl. Bild 2.3.

In der Anfangslage fallen das raumfeste x-y-z-Bezugssystem und das korperfeste
& -n-¢-System zusammen. Bei der Drehung des dufieren Rahmens um den Drehwin-
kel g; bleibt die x-Achse erhalten (x = x*), und die Ebene des inneren Rahmens ist die
neue y*-z"-Ebene. Der Drehwinkel g, beschreibt die Drehung des inneren Rahmens
um die positive die y*-Achse, die mit der y**-Achse iibereinstimmt, sodass die darauf
senkrechte x**-z**-Ebene eine neue Lage einnimmt. Der Drehwinkel g5 bezieht sich
schliefSlich auf die z**-Achse, die mit der {-Achse des korperfesten Bezugssystems
zusammentfillt. Auf der Achse z** = {, steht die &-7-Ebene senkrecht. Nach den
drei Drehungen nimmt das korperfeste &-77-¢-System gegeniiber dem raumfesten
x-y-z-System eine beliebige gedrehte Lage ein.

Jede der drei Drehungen stellt fiir sich eine ebene Drehung um eine andere Achse
dar. Es gelten nach Bild 2.3 folgende drei Elementardrehungen:

=A% I' = A0 I = A;l (2.10)

Man kann die Drehtransformationsmatrizen fiir Drehungen um die y*- und um
die z**-Achse gewinnen, wenn man von den Projektionen analog zu Bild 2.2 auf
die anderen Ebenen ausgeht. Folgende Matrizen realisieren die Drehungen um die
Winkel ¢, und g3 der betreffenden Achsen:

cosq; 0 sing cosqs —sings 0
A = 0 1 0 ; A3 = | sings cosgqs O |. (2.11)
—sing; 0 cosqy 0 0 1
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innerer Rahmen

duflerer Rahmen

4}/

Bild 2.3 Zur Beschreibung einer raumlichen Drehung

Setzt man die Beziehungen gemif (2.10)ineinander ein, so ergibt sich

1=A1"=A A" = AlAAl = Al 1=A"1 (2.12)
und somit die Transformationsmatrix fiir die raumliche Drehung
A = AAA;. (2.13)

Fiihrt man mit den aus (2.7) und (2.11) bekannten Matrizen die Multiplikation
entsprechend (2.13) aus, ergibt sich:

COS g COS g3

sin q; sin g, cos g3
+ cos q; sin g
— C0s g1 Sin g, cOs g3
+sin g sin g3

— COS g, sin g3
—sing sing, sings
+ cos gy cosgs
€os q; Sin q; sin g3
+ sin g, cos g3

sin g,

—sing; cosq;

COS q; COS >

(2.14)

Nicht nur die Ortsvektoren, sondern alle Vektoren kann man mit dieser Matrix
transformieren, z. B. gilt auch fiir die Kraft- und Momentenvektoren aus (2.1)

0}

F=AF; F=A"F; M°=aM’°  M°=A"MC. (2.15)

Die Komponenten eines Vektors werden i. Allg. mit demselben Buchstaben wie der
Vektor bezeichnet, aber nicht fett gedruckt, und im raumfesten Bezugssystem mit

den Indizes x, y, z versehen. Im korperfesten System erhilt der fette Buchstabe des
Vektors einen Querstrich, und seine Komponenten bekommen die Indizes &, 71
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und ¢. Zum Beispiel hat derselbe (physikalische) Vektor der Kraft je nach Bezugs-
system die Komponenten F = (F, E, E)"oder F = (Fs, Fy, Fy )T

Die Elemente der Drehtransformationsmatrix A sind nichtlineare Funktionen
der drei Drehwinkel ¢q;, g, und g3, vgl. (2.14). Auch bei rdumlichen Drehungen sind
die Transformationsmatrizen orthonormal, d. h. es gilt analog zu (2.8)

AT =) ATA=AA" = E. (2.16)

Die Koordinaten eines Kérperpunktes beziiglich raumfester Richtungen in Bezug
auf den Ursprung O kénnen in Matrixschreibweise aus denen des Bezugspunktes O
und den korperfesten Koordinaten berechnet werden:

r:r5+l:r5+A7. (2.17)
2.2.2
Bewegungsgrof3en

Unter dem Oberbegriff Bewegungsgrofle sollen im Folgenden die Geschwindigkeit,
die Beschleunigung, die Drehgeschwindigkeit und die Drehbeschleunigung verstan-
den werden. Er wird in Analogie zum Begriff ,,Kraftgrofle gebraucht, welcher den
Oberbegriff fiir Kraft und Moment darstellt.

Die drei Komponenten der absoluten Geschwindigkeit v = i = (%, y, 2)T beziig-
lich der raumfesten Richtungen ergeben sich aus der Zeitableitung von r aus (2.17).
Sie lauten unter Verwendung von (2.12)

v=ri=ig+1=ig+Al =ig+AA"L (2.18)
Die Zeitableitung der rechts angegebenen Beziehung in (2.16) ergibt:

d(AAT)
dt

Aus dieser Gleichung kann man schlussfolgern: weil die Summe einer Matrix mit
ihrer Transponierten nur dann null ist, wenn die Matrix selbst schiefsymmetrisch
ist, muss das Produkt AAT = @ in (2.19) eine schiefsymmetrische Matrix sein.
Man kann also, wie in (2.1) vereinbart, dem Vektor der Drehgeschwindigkeit
0 = (0 0, o,)" eine (3 x 3)-Matrix @ des Tensors der Drehgeschwindigkeit
zuordnen:

= AA" + AAT) = AA" + (A =& + ®" = 0. (2.19)

0 -0,
AA"=0=| w0, 0 -—-o|=—-(@"=-AA"). (2.20)
—0, O 0

Die Vektoren und Matrizen der Drehgeschwindigkeit transformiert man zwischen
dem raumfesten und dem korperfesten Koordinatensystem analog zu (2.12):

0 = Aw; o=A"o, (2.21)
@ =AwA"; @ =A"aA. (2.22)
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Bei manchen Anwendungen ist es vorteilhaft, sofort die kdrperfesten Komponenten
der Drehgeschwindigkeit zu ermitteln. Es gilt als Alternative zu (2.20)

0 —wr
A'A=d=| o 0 -0 |=w. (2.23)
—w,; o 0

Die Drehgeschwindigkeit ist an allen Punkten des starren Korpers gleich grof3,
sie ldsst sich keinem Punkt des starren Korpers zuordnen und kann bei allgemein
rdumlicher Bewegung nicht durch eine zeitliche Ableitung eines Winkels berechnet
werden. Ohne niher darauf einzugehen, sei noch erwihnt, dass sich jeder raumliche
Bewegungszustand eines starren Korpers als eine Schraubung um eine momentane
Achse beschreiben ldsst, bei der die Vektoren der Geschwindigkeit und der Drehge-
schwindigkeit einander proportional sind (v = k®).

Der Betrag @ der Drehgeschwindigkeit ergibt sich sowohl aus (2.20) als auch aus
(2.23):

w:vaa):\/wi—l—wf—l—wg:\/w§+w%+w§:\/ﬁT5. (2.24)

Die Gleichung (2.18) lasst sich unter Beachtung von (2.20) auf zweierlei Weise
schreiben:

v=i=ig+al=i5—lo. (2.25)
Ausfiihrlich lauten demzufolge die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors:

X = x5 —w Ay +o,Az
Y=y +wAx —wAz. (2.26)
z = zg —wyAx + @Ay

Man kann die Geschwindigkeit auch in Abhingigkeit von den korperfesten Kompo-
nenten ausdriicken:

v=i=iy+ @Al = ig+AB] = iy — Al ®. (2.27)

Die Komponenten des @-Vektors lassen sich bei konkreten Aufgabenstellungen nicht
nur aus (2.20), sondern auch durch die Projektion des Vektors der Drehgeschwin-
digkeit auf die Richtungen des jeweiligen Bezugssystems finden.
Die Differenziation der Geschwindigkeit in (2.25) und (2.27) liefert schlief3lich
die absolute Beschleunigung eines Punktes in folgender Form:
p—p= ool 5+ ol + @l
dt (2.28)

t=v=i;+A@+od)l,
wobei die erste Zeile Koordinaten im raumfesten System benutzt und die zweite

Zeile auf die Drehtransformationsmatrix und die Koordinaten im korperfesten
Koordinatensystem Bezug nimmt.
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2.2.3
Kinematik des kardanisch gelagerten Kreisels

Bild 2.3 zeigt einen starren Korper, der sich (in einer angedeuteten masselosen
Vorrichtung) um drei Achsen im Raum beliebig drehen kann. Einen starren Korper,
der nur drei Drehungen ausfithren kann, nennt man Kreisel. Die Lage des Kreisels
lasst sich durch die Kardanwinkel g = (q, g2, q3)" eindeutig angeben, vgl. (2.14).

Bildet man aus der Matrix A und deren zeitlicher Ableitung A das Produkt gemaf
(2.20), so erhilt man die Matrix des Tensors der Drehgeschwindigkeit @, in welcher
die folgenden Komponenten als Matrizenelemente enthalten sind:

Ox = 41 +4s sinq,
®,= {»C08q1 —q3sinq; cos g, (2.29)
0, = ¢sinq, +4; cos g, cos qa.

Beziiglich des korperfesten Koordinatensystems ergeben sich die Komponenten der
Drehgeschwindigkeit entsprechend (2.21) mit der Transformation @ = AT@ nach
Ausfithrung der Matrizenmultiplikation und einigen Umformungen der trigonome-
trischen Funktionen:

®g = 1 COSqy COSq3 +q; sing;
W, = —q1 C0Sq Sinq3 44, COs g3 (2.30)
;= qising, +4s.

Der Betrag @ der Drehgeschwindigkeit @ ergibt sich aus (2.24) zu:

o= \/q% + @3 + 4% + 24143 sin g, (2.31)

Daraus geht hervor: Der Betrag der Drehgeschwindigkeit ist bei der kardanischen
Lagerung gemifd Bild 2.3 bei konstanten Winkelgeschwindigkeiten i. Allg. nicht
konstant, sondern nur dann, wenn eine davon (§; oder ¢, oder g3) null ist.

Unter der Bedingung, dass in der Anfangslage das raumfeste x-y-z-System und
das korperfeste & -77-¢ -System tibereinstimmen, kénnen fiir kleine Drehwinkel

@l <L pl< gl <1 (2.32)
welche ,kleine Bewegungen® beschreiben, die Winkelkoordinaten
PRq e RQs PR (2.33)

eingefiihrt werden. Wegen sin g ~ ¢q; und cosq; ~ 1 folgt dann aus (2.14) und
(2.20):

I -, o
Ar 0, 1 —o (2.34)
—Qy O 1
und
. 0 _¢z (by
AA"=ad~| ¢, 0 —g (2.35)

- (py (px 0
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Diese einfachen Matrizen werden bei manchen Anwendungen gern benutzt. Man
muss sich tiber deren Geltungsbereich im Klaren sein.

2.2.4

Aufgaben A2.1 und A2.2

A2.1

A2.2

Kinematik eines schwenkbaren Rotors

Bei vielen technischen Anwendungen werden rotierende Korper um eine Achse senk-
recht zu ihrer Lagerachse geschwenkt. Solche Bewegungen gibt es bei der Kurvenfahrt
von Ridern (Fahrrad, Motorrad, PKW), beim Schwenken eines Karussells, einer Bohr-
maschine oder einer laufenden Wischeschleuder. Bild 2.4 zeigt ein Modell, das solche
Bewegungen beschreibt. Ein Rahmen, der sich im raumfesten x-y-z-Bezugssystem um
die x-Achse drehen kann, trigt einen darin drehbaren Rotor. Es wird die Bewegung des
Rotors und eines seiner Punkte betrachtet.

Bild 2.4 Rotor
im schwenkbaren Rahmen

Gegeben:
Abmessungen des Rahmens Iund h
Abstand eines Punktes P im Rotor  7p
Schwenkwinkel a(t)
Drehwinkel des Rotors y(t)
Gesucht:

1. Komponenten der Drehgeschwindigkeit @ und der Drehbeschleunigung @ des
Rotors im mitrotierenden &-7-¢ -Koordinatensystem
2. Komponenten der Absolutgeschwindigkeit vp des Punktes P.

Bewegungen einer Kugel im Kugellager

In einem Kugellager rollen die Kugeln auf den beiden Rollbahnen, welche die Form von
Torusschalen haben. Die Kugeln beriihren sich nicht gegenseitig, denn den Abstand
zwischen ihnen sichert ein so genannter Kifig. Hier sollen die Bewegungsgroflen einer
einzigen Kugel ohne Beachtung des Kifigs unter der Annahme berechnet werden, dass
sie zwischen vorgespannten zentrischen Bahnen starr und spielfrei rollt.

Der Auflenring des in Bild 2.5 skizzierten Kugellagers rotiert mit der Winkelge-
schwindigkeit ¢; und der Innenring mit der Winkelgeschwindigkeit ¢,. Die Kugel
beriihrt den Auflenring am Punkt P; und den Innenring am Punkt P,. Sie bewegt sich
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in der x-y-Ebene zwischen den Ringen ohne an den beiden Kontaktpunkten zu gleiten.
Die Kontaktpunkte P, und P; liegen mit dem Mittelpunkt S der Kugel, der auch ihr
Schwerpunkt ist, auf der Normalen zu den Kontaktflichen, die gegeniiber der z-Achse
um den Winkel o geneigt ist, damit das Kugellager sowohl Radial- als auch Axialkrifte
iibertragen kann.

y y**
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,
%
, X
5l
\ e ) S
S o | 3
72} ~
< ™= x|+
< x
! I
x _
Il &
<
X*
5y -
b) 2 0 g 2,2

Bild 2.5 Geometrische Grofien am Kugellager

Gegeben:
Teilkreisradius des Kifigs R
Radius der Kugel r
Druckwinkel o

Winkelgeschwindigkeit des Aulenrings ¢, ()
Winkelgeschwindigkeit des Innenrings ¢, (¢)

Gesucht:

1. Winkelgeschwindigkeit des Kugelkifigs
Komponenten der Drehgeschwindigkeit @ der Kugel
3. Komponenten der Drehbeschleunigung @ der Kugel

Es soll bei der Losung angenommen werden, dass die Komponente der Drehge-
schwindigkeit der Kugel in Richtung der Normalen null ist, welche die Punkte P;, S
und P, verbindet.

2.2.5
Losungen L2.1 und L2.2

L2.1 Das System in Bild 2.4 ist hinsichtlich der Drehung ein Sonderfall des kardanisch gela-
gerten Kreisels, vgl. Bild 2.3. Die korperfesten Komponenten der Drehgeschwindigkeit
des Korpers ergeben sich aus (2.30) mit @ = g1, 8 =¢q, =0und y = g3 zu

@ = (w¢, oy, a)g«)T = (&cosy, —asiny, j/)T. (2.36)
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L2.2

Die Komponenten der Drehbeschleunigung @ sind deren Ableitung nach der Zeit:

g = dcosy —aysiny
@p =—dsiny —d&jycosy . (2.37)
Wy = 4

Die Lage des Punktes P wird gemifd (2.17) mit dem korperfesten Bezugspunkt O, der
Drehtransformationsmatrix A und der Koordinate im korperfesten System beschrie-
ben:

rp=r1g5 + lp =Ty + Aip (238)
Hierbei gilt
0 0
rg= | lcosa —hsina | ; Ip=1 np |. (2.39)
I'sin + hcos o 0

Die Matrix A wird entweder aus dem Produkt der Matrix A; aus (2.7) und der Matrix
As aus (2.11) oder als Sonderfall von (2.14) fir g, = 0 ermittelt:

cosy —siny 0
A=AA3 = | cosasiny cosacosy —sina |. (2.40)

sinasiny sinacosy cosa
Die Geschwindigkeit des Punktes P ist wegen (2.18) oder (2.27)
vp =g+ Alp = i+ Adlp. (2.41)

Nach dem Einsetzen von (2.39) und einigen Rechenschritten ergibt sich

Xp 0
yp| =& | —lsino —hcosa
Zp lcosa — hsin o

. (2.42)
—jcosy
+np | —ycos a sin y — ¢ sin & cos y
—¥sin o sin y + & cos ¢ cos y

Der erste Ausdruck ergibt sich durch Differenziation von rg aus (2.39). Der zweite
Ausdruck ergibt sich entweder nach der Differenziation von A und Ip aus (2.39) oder
aus der Multiplikation von A aus (2.40) mit @ aus (2.36) und Ip.

Die Beschleunigung ap liefle sich aus einer weiteren Ableitung von vp nach der
Zeit ermitteln. Dabei treten Terme mit den Faktoren é&, 7, o, 7/2 und &7 auf.

Die momentane Lage der Kugel und der beiden Kontaktpunkte zum Zeitpunkt ¢
wird durch den Winkel ¢ beschrieben. Da die Kugel als ein starrer Kérper angesehen
wird, miissen zwischen den drei Punkten P}, S und P, die kinematischen Gleichungen
(2.25) fiir den Starrkorper erfiillt sein. Diese Bedingungen lauten hierbei mit dem
Bezugspunkt S = O

=i +ol;  i=12 (2.43)

An den Kontaktpunkten der Kugel mit den Ringen findet beim reinen Rollen keine
Relativbewegung statt, d.h., ihre Geschwindigkeit ist dort ebenso grofl wie die der
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Ringe. Die Kontaktpunkte bewegen sich im raumfesten System auf Kreisbahnen, sie
sind aber weder mit einem der Ringe noch mit der Kugel korperfest verbunden.
Aus Bild 2.5 kann man die Koordinaten der drei Punkte ablesen:

X1 i Ry cos o X R) cos g
rir= 1|y | =| Rising |; ro= |y | = | Rysing |;
Z1 rsin o 2 —rsin o
[ Xg 1 [ Rcos ¢
rs= | ys | = | Rsing |. (2.44)
zs 0

Die Radien der Kontaktpunkte ergeben sich aus dem Teilkreisradius R, dem Kugelradi-
us r und dem Druckwinkel « zu

Ry =R+ rcosa; Ry, =R —rcosa. (2.45)

Die vom Bezugspunkt S aus gemessenen Ortsvektoren zu den Kontaktpunkten haben
beziiglich der raumfesten Richtungen die Koordinaten

li =Tr; —Trg; i=1,2, (246)
vgl. (2.4). Nach dem Einsetzen der Ausdriicke aus (2.44) und (2.45) erhilt man
COS ¢ COS @

Lh=—-L=r]| cosasing |. (2.47)
sin o

Die Geschwindigkeiten der Punkte P; und P, sind aus den in der Aufgabenstellung
gegebenen Winkelgeschwindigkeiten der beiden Ringe berechenbar:

X; —sin ¢
1"1' = })1‘ =v; = Ri(Pi Cos @ 5 i= 1,2. (248)
z 0

Sie sind nicht die Ableitung der Ausdriicke in (2.44), da sie keine korperfesten Punkte
beschreiben, im Gegensatz zur Geschwindigkeit des Schwerpunktes, die sich aus der
Differenziation seiner Koordinaten nach der Zeit ergibt:

Xs —sin g
fs=|7Js | =Rp| cosgp |. (2.49)
Z3 0

Aus (2.43) erhélt man unter Beachtung von (2.47) folgende zwei Bedingungen, welche
der starre Korper ,,Kugel“ erfiillen muss:

i =i+l =i+ @l =is — @l. (2.50)
Aus der Summe und der Differenz dieser Gleichungen ergeben sich nach einer Umstel-
lung der Terme die Bedingungen

dig —# — iy =05 i — iy = 2@l (2.51)
Diese lauten mit (2.47) bis (2.49) ausfiihrlich

—sin ¢ 0
(2R¢ —Ry1¢p1 —Ry2) | cosgp | =10 (2.52)
0 0
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y y
Vs
x*

® ® .
a) ° X * b) a2
Bild 2.6 Kinematische Grélen der Kugel im Kugellager
und

—sin g 0 -0, o oS o oS ¢
(Rip1 —Rya) | cosp | =2r| w, 0 —wy cosasing | . (2.53)
0 —wy 0 sin o

Aus (2.52) folgt unmittelbar die Winkelgeschwindigkeit des Kugelkifigs

. Ryt R
= ———

2.54
2R ( )

Aus (2.53) folgen drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten wy, @y und ;:
—2w;r cos o sin ¢ +2w,7sin o = —(R1 91 — Rypp) sin @ (2.55)
2,7 COS & COS P —2wxrsino = (Ryp; — Rypy) cos ¢ (2.56)
—wycosQ  +wysing =0. (2.57)

Dieses Gleichungssystem kann nicht gelost werden, da seine Hauptdeterminante null
ist. Zwei dieser Gleichungen sagen dasselbe aus. Man kann dies daran erkennen, dass
man @y aus (2.57) in (2.55) einsetzt. Es entsteht dann dieselbe Gleichung, die man
aus (2.56) nach der Multiplikation mit sin ¢/ cos ¢ erhilt. Dieser Sachverhalt hat eine
kinematische Ursache: Die Drehgeschwindigkeit @ der Kugel kann aus den bisher
formulierten Bedingungen deshalb nicht eindeutig bestimmt werden, weil sich die
Kugel um die Achse der Normalen frei drehen kann, die durch die Punkte P; und P,
verlduft.

Es muss noch eine weitere Bedingung vorgegeben werden, z. B. (siehe Aufgaben-
stellung) dass die Drehgeschwindigkeit der Kugel keine Komponente um die Achse
PP, hat, d. h. es wird so getan, als ob diese Drehung infolge der Reibung vollstindig
verhindert wird. Die Komponente der Drehgeschwindigkeit in Richtung der y*-Achse
ist aus Bild 2.6a erkennbar:

@y« = Wx COS @ + @y Sin @. (2.58)
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Aus Bild 2.6b kann man sehen, dass die in Richtung der Normalen liegende Kompo-
nente der Drehgeschwindigkeit sich aus

@] = Wy« COS & + @, Sin o (2.59)
ergibt. Also ist als dritte Gleichung die Bedingung
@21 = (wx cos ¢ + @y sin @) cos o + @z sina =0 (2.60)

zu erfiillen. Die Auflosung der nunmehr reguldren Gleichungen (2.56), (2.57) und
(2.60) ergibt schlieSlich die gesuchten Komponenten der Drehgeschwindigkeit:

Wy R Rod — sin o cos ¢
0= =M —sinasing |. (2.61)
r
W, cos &

Die Komponenten der Drehbeschleunigung der Kugel sind durch die Differenziation
daraus unter Berticksichtigung von (2.54) zu finden:

Wy . . — sin « cos
D= |w :M —sinasinz
) y 2r
W, Cos o
(2.62)
n (R191)? — (Ry¢2)? jls?na;i:);pga
4Rr 0

Aus den vorstehenden Gleichungen geht hervor, dass die Kugel wihrend des Umlaufs
eine beschleunigte Drehbewegung ausfiihrt. Wenn man sich fiir die Belastung der
Kugel und der Laufflichen der Ringe interessiert, ist aufler dem (bereits durch (2.60)
indirekt an den Punkten P, und P, angenommenen) Haftmoment auch mit tangential
wirkenden Reibkriften zu rechnen.

23
Zur Kinetik des starren Korpers

2.3.1
Kinetische Energie und Tragheitstensor

Die kinetische Energie eines Massenelements dm, das sich mit der Geschwindigkeit
v = t beziiglich eines raumfesten Bezugssystems bewegt, betrigt

dWiin = %dmv2 = %dm(i‘)T'r. (2.63)

Die kinetische Energie eines starren Korpers findet man durch die Integration iiber
den gesamten Korper mit der Geschwindigkeitsverteilung gemif3 (2.25) zu

1 1 - -
Wiin = [ Wiy = 5 [vtdm= 5 [(ig = 10)"(i5 — 1) dm. (2.64)
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In der Technischen Mechanik wird gezeigt, dass es zweckmifBig ist, als korperfesten
Bezugspunkt den Schwerpunkt S zu wihlen. Dann kann, ausgehend von (2.64),
die kinetische Energie eines beliebig bewegten starren Korpers in folgender Form
ausgedriickt werden:

1 I_p=s__
Wkin = Emvgvs + E(DTI a

1 1
= M + 35 + 2) + S U 0F + Iy, @) + I 0f) (2.65)
+]§nw5wn —&—]ggwnw; +]§§w¢w§.

Dabei ist die Masse des Korpers m = [ dm, und vs = (%s, J's, 2s)" die Absolutge-
schwindigkeit des Schwerpunktes S. Aus ihr ergibt sich mit der Masse m des Korpers
die Translationsenergie. Der Vektor @ = (¢, ®,, ;)" der Drehgeschwindigkeit
ist auf das korperfeste & -1n7- ¢ -Koordinatensystem bezogen, vgl. Abschnitt 2.2.2 und
2.2.3. Die Rotationsenergie, die den anderen Termen in (2.65) entspricht, kann man
mit dem Trigheitsmoment J};, beziiglich der momentanen Drehachse ausdriicken,
die mit dem Index k gekennzeichnet wird. Es gilt

Ja®* =R 0F+]5, 08 +TE 0F + 202, 0 0g +]  oq o+ 0 07).  (2.66)

Die kinetische Energie ist damit einfach

Wiin = %mv% + %],fka)z. (2.67)
Das Tragheitsmoment J}, bezieht sich auf die Richtung der momentanen Drehachse,
vgl. die Anwendung in Abschnitt 1.2.4. Die Richtung der momentanen Drehachse
k ldsst sich gegentiber den Richtungen des korperfesten Bezugssystems mit den
Winkeln o, B und y; beschreiben, vgl. Bild 2.7a. Die Komponenten der Drehge-
schwindigkeit beziiglich dieser Richtung sind

We = @ COS 03 W, = 0 cos fi; W = @ COS Y. (2.68)

Aus (2.66) und (2.68) findet man die Abhingigkeit des Trigheitsmoments ],fk von
diesen Winkeln:

Jie = I3 cos” ay + I, cos® B + I3 cos® i (2:69)
—&—2(]2,7 COSs iy €os By + ]2; cos By cos yx + ]25 COS ) COS k). .

Die Matrix des Triagheitstensors beztiglich des Schwerpunktes ist im korperfesten
System definiert durch:

7= /(i—is)T(f—is)dm. (2.70)

Die Integration bezieht sich auf das gesamte Korpervolumen und erfolgt theoretisch
durch ein dreifaches Integral, das praktisch aber kaum geschlossen gelost wird, weil
die Korper so vielgestaltig sind. Meist wird durch die Aufteilung eines Korpers in
Elementarkorper mit kleinen Massen (oder in solche mit bekanntem Trigheitsten-
sor) aus den CAD-Programmen fiir beliebige Maschinenteile der Trigheitstensor
berechnet. Fiir real existierende Bauteile empfiehlt es sich, den Tragheitstensor aus
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a)

Bild 2.7 Richtungswinkel innerhalb des starren Korpers
a) Kennzeichnung einer Richtung k (z. B. k = I, IL, III)
b) Kennzeichnung der Lage eines &i-1-{-Systems im & -17-{ -System

experimentellen Ergebnissen zu bestimmen und die theoretischen Werte zu kontrol-
lieren, vgl. dazu Abschnitt 1.2.4.

Die Masse m charakterisiert die Tragheit des Korpers bei Translationsbewegun-
gen. Analog erfasst der Trigheitstensor die entsprechenden Eigenschaften eines star-
ren Korpers hinsichtlich von Drehbewegungen. Mit dem Schwerpunkt als Ursprung
(S = O) lautet die Matrix des Trigheitstensors:

(e By T
T =\Te Ton Toc
T2 Ten T

[P+ ehdm — [ngdm — [ecdm e
_ _/ngdm /(§2+§2)dm —/ngdm
i —/fé’dm f/ngdm /(§2+772)dm

Diese Matrix ist symmetrisch. Die Elemente auf der Hauptdiagonale werden Trég-
heitsmomente (kurz ,,Drehmassen), die auf8erhalb der Hauptdiagonalen werden
Deviationsmomente (auch Zentrifugalmomente oder ,,Kippmassen®) genannt. Die
Deviationsmomente konnen im Gegensatz zu den Trigheitsmomenten auch null
oder negativ sein. Die Trigheitsmomente sind ein Maf fiir die Drehtragheit eines
Korpers, die Deviationsmomente sind ein Maf$ fiir das Bestreben des Korpers, bei
Rotation seine Drehachse zu verdndern. Sie charakterisieren die unsymmetrische
Massenverteilung des Korpers, vgl. auch (2.83).

Beztiglich der raumfesten Richtungen ergibt sich der Trigheitstensor entspre-
chend der Transformation (2.22) zu

JS = AT°A". (2.72)
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Er ist i. Allg. veranderlich, d. h. entsprechend der Drehtransformationsmatrix A von
den Drehwinkeln abhingig. Thm entspricht die Matrix

Lo Ty T
S_ | s s
r=\5L 5, J|- (2.73)
T Ty L
Bei kleinen Winkeln gemif (2.32) folgt aus (2.72) wegen A =~ E + g (vgl. (2.34)) die
lineare Nidherung

FaT -Ta+al. (2.74)

In der nochmals vereinfachten Form J° = 75 (d.h. A = E) wird der Trigheitstensor
oft bei der Berechnung linearer Schwingungen benutzt, vgl. Abschnitt 1.2.4, 3.2.2
und 5.2.3.

Die statischen Momente und der Trigheitstensor sind abhingig vom gewihl-
ten Bezugspunkt. Der Schwerpunkt (oder Massenmittelpunkt) S ist ein besonderer
korperfester (Bezugs-)Punkt. Seine Lage ist dadurch definiert, dass die auf ihn
bezogenen statischen Momente null sind. Fir den Fall, dass er der Ursprung des
korperfesten & -77-¢-Koordinatensystems ist, miissen die Bedingungen

/.fdm:/ndm:/é’dmzo.

erfiillt sein. Beim Wechsel von einem beliebigen Bezugspunkt O zum Schwerpunkt
S beziiglich paralleler Achsen gilt fiir die Umrechnung der Matrixelemente des
Tragheitstensors der Satz von Steiner:

70 =7+ m(s)"Ts, mit (2.75)

: 0 =& 75

I=| & 0 —&|. (2.76)
-ns & 0

Die Tragheitsmomente haben beztiglich der Schwerpunktachsen demzufolge immer
den kleinsten Wert, weil bei anderen Achsen die ,,Steiner-Terme® dazukommen. Die
Komponenten des Trigheitstensors dndern sich auch beim Ubergang auf gedrehte
korperfeste Achsen &;-17,-{;. Man kann analog zu (2.22), wo es um die Trans-
formation zwischen raumfesten und korperfesten Richtungen geht, ebenfalls eine
Transformationsmatrix benutzen, die mit A* bezeichnet wird. Die Richtungscosinus
in A" beziehen sich dann auf die analog zu den in Bild 2.7b definierten neun Winkel
oy bis yz zwischen dem & -17-¢-System und dem &-77-{i-System, das denselben
Punkt O als kérperfesten Ursprung hat.

Die Transformation des Triagheitstensors (hier als Beispiel bezogen auf den
Schwerpunkt S —analog gilt sie fiir jeden korperfesten Punkt) erfolgt bei der Drehung
im korperfesten Bezugssystem mit der Matrix

COS Qg COS Bk COS ek
A" = | cosayr cOsPyk COS Yy (2.77)
COS Qg COS Brr  COS Yk
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durch die Matrizenmultiplikationen
P =ATSAT, S = ATPAN (2.78)

Dabei enthilt die Matrix TS die aus (2.71) bekannten Komponenten, wihrend sich
die Komponenten in J*S auf das innerhalb des starren Korpers gedrehte &-1-C-
System beziehen.

Fiir jeden Bezugspunkt O gibt es ein spezielles Koordinatensystem mit drei zuein-
ander senkrechten Richtungen, fiir das der Tragheitstensor zu einer Diagonalmatrix
wird. Man nennt diese Achsen Hauptachsen. Besonders interessiert die Transfor-
mation auf die zentralen Hauptachsen, wenn als Bezugspunkt der Schwerpunkt
gewihlt wird (O = S). Die Hauptachsen werden durch die romischen Zahlen I, II
und III gekennzeichnet. Die Haupttrigheitsmomente ]IS, ]151 und ]ISH sind die drei
Eigenwerte des Eigenwertproblems

J° —I°E)a=o, (2.79)

das man bei gegebenen Parameterwerten mit bekannter Software numerisch 16sen
kann. Die den drei Eigenwerten zugehorigen drei Eigenvektoren

a, = [cos o, cos By, cos 7] s k=11 III (2.80)

enthalten als Elemente dann die Richtungscosinus, welche die Lage der Hauptachsen
mit den Raumwinkeln «y, x und y; gegeniiber dem urspriinglichen & -77-¢-System
definieren, vgl. auch Bild 2.7a. Sie werden so normiert, dass

(a)Ta; = (an)Tay = (am)Tam = 1; (2.81)
(a)Tay = (an)"am = (am)Tar =0

und det(ay, ay, a;p) = 1 gilt. Aus diesen drei Eigenvektoren wird die Transformati-
onsmatrix

Aj; = lay, an, am ] (2.82)

gebildet, womit der Trigheitstensor beziiglich der zentralen Hauptachsen wie folgt
angegeben werden kann:

JJ o o0

2S «T=S , %

J=A1TA;=|0 5 0 |. (2.83)
0 0 J

Beztiglich der Hauptachsen sind die Deviationsmomente null. Symmetrieachsen
eines homogenen starren Korpers sind Hauptachsen. In Tabelle 5.2 sind fiir einige
Rotationskorper die Tragheitsmomente beztiglich der drei Hauptachsen angegeben.

Die Komponenten der Drehgeschwindigkeit beziiglich der Hauptachsen ergeben
sich aus:

oy = A @ = [0}, oy, on]”. (2.84)
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Der Ausdruck fiir die kinetische Energie aus (2.65) vereinfacht sich, wenn man sich
auf Hauptachsen beziehen kann, zu:

1 1 sS
Wiin = Emvgvs + E(wH)T] oy
) | (2.85)

= m& + 75+ %) + 50 ] + Jion + Tnomn)-
Wenn die Bewegung eine Drehung um einen im Raum fixierten Korperpunkt O ist,
dann kann die kinetische Energie auch einfach mit dem auf diesen Punkt bezogenen

Tragheitstensor 7’ ausgedriickt werden, vgl. (2.75):
1 -0
Wkin = E(wH)T] ay = ( w[ + IwH +]IIIwHI) (286)

Die Hauptrichtungen in (2.85) sind i. Allg. andere als in (2.86), weshalb sich dann
auch die Komponenten der Drehgeschwindigkeit beziiglich S und beziiglich O un-
terscheiden.

2.3.2
Kraftesatz und Momentensatz

Der Kriftesatz und der Momentensatz sind die fundamentalen Gesetze, aus denen
der Zusammenhang zwischen Kraftgroflen und Bewegungsgrofien eines starren
Korpers hervorgeht.

Der Kriftesatz (auch Schwerpunktsatz genannt) besagt, dass sich der Schwer-
punkt S so beschleunigt (is), als ob die Resultierende F der dufleren Krifte (also
sowohl der eingepragten Krifte als auch der Reaktionskrifte) an ihm angreift und
als ob in S die Masse m konzentriert wire. Er lautet in Bezug auf das raumfeste
Bezugssystem

mis = F (2.87)
und fiir die Komponenten im raumfesten Bezugssystem

mis = F mjis = F; mzs = E,. (2.88)
Man kann den Schwerpunktsatz mit (2.15) und (2.28) umformen in

mis = m i+ A@ + & @)ls| = F = AF (2.89)
sodass er beziiglich korperfester Komponenten lautet, vgl. (2.16):

m [ATra + (@ + 55)75] ~F. (2.90)

Der Drall eines Massenelements dm beziiglich des raumfesten Bezugpunktes O ist
das Produkt aus den Komponenten seiner Geschwindigkeit mit deren senkrechtem
Abstand von den Achsen, die durch den Bezugspunkt verlaufen

dL® = dmii. (2.91)
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Den Drall des beliebig raumlich bewegten starren Korpers findet man daraus durch
die Integration iiber den gesamten Korper zu

1°= [#rdm= [#Hvg—lw)dm. (2.92)

Der Momentensatz (oder Drallsatz), den L. EULER im Jahre 1750 formulierte, lautet
beziiglich des raumfesten Bezugspunktes O und der raumfesten Richtungen

dr° _ d _ N

S5 = [ (rois + (s~ Tp)tg) + 1% = MO. (2.93)

dt dr

Dabei hat der Vektor der dufleren Momente, also die Summe der eingeprig-
ten Momente M und der Reaktionsmomente M°?, die Komponenten MPC =
(M2, M),O, MO)T im raumfesten Bezugssystem. Wihrend der Kriftesatz meist be-
ziiglich raumfester Koordinaten benutzt wird, wendet man den Momentensatz oft
beztiglich der korperfesten Richtungen an. Er wird deshalb im Weiteren nur fiir die
meist interessierenden Flle in Form der Euler’schen Kreiselgleichungen angegeben:
Wenn der korperfeste Bezugspunkt O nicht beschleunigt ist (¥5 = o), lautet der
Momentensatz

My =a) 0 +] 0 =M. (2.94)

Auf der linken Seite steht das kinetische Moment (oder Massenmoment) infolge

der Drehtrigheit. M° = (M?, M,?, M?)T ist der Vektor des resultierenden dufleren

Moments im korperfesten Bezugssystem beziiglich O. In Bezug auf den beliebig
bewegten Schwerpunkt lautet der Momentensatz analog zu (2.94):

M, =@Jo+]o=M. (2.95)

Dabei ist M° = (Mg, M f,, M 2 YT der Vektor des resultierenden dufleren Moments im
korperfesten Bezugssystem beziiglich S. Dem Leser wird empfohlen, die mit (2.95)
beschriebenen drei Gleichungen einmal ausftihrlich anzugeben. Er wird daraus auch
erkennen, dass sich folgende Form ergibt, wenn die zentralen Hauptachsen als
korperfestes Bezugssystem gewahlt werden:

S — 7S . S S S
My = ér — Uy — Jyp) onwm = M;
S =75, S S S
Mg = Jnou — Uy — Fomaer = My (2.96)
S =715 . S S _ /S
MkinIII = ]IllwIII - (]1 - ]11)(01(011 = MIII'

Das kinetische Moment enthilt neben dem Term mit der Drehbeschleunigung auch
einen Term, der bei konstanten Drehgeschwindigkeiten auftritt, das so genannte
Kreiselmoment. Zum Kreiselmoment kann man sich z.B. aufgrund des Terms
( — Ju)orwn merken: Infolge der Massentragheit entsteht das Kreiselmoment
um die jeweils dritte Hauptachse, die auf den beiden anderen senkrecht steht. Fiir
die Richtung des Kreiselmoments gilt die Rechte-Hand-Regel: Wenn Daumen und
Zeigefinger der rechten Hand in Richtung der Vektoren von w; und ey zeigen,
dann zeigt der Mittelfinger die Richtung III an, um die das Kreiselmoment auftritt.
Der Korper ,will“ sich in diese Richtung III drehen. Wenn er an dieser Drehung
gehindert wird, dann tritt ein Reaktionsmoment auf, welches entgegengesetzt zur
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Richtung III wirkt. Wenn z. B. ein Rad (Drehung um horizontale Komponente I)
um eine Kurve (vertikale Komponente II) rollt, dann wirkt das Kreiselmoment um
die dazu senkrechte horizontale Achse III so, dass es zusitzlich auf den Boden driickt.
Es wird dem Leser empfohlen, sich diese Regel einzupragen und ihre Giiltigkeit an
allen Beispielen zu priifen, vgl. z. B. die Aufgaben A2.1, A2.3 und in Abschnitt 2.3.3.

Analog zu (2.87) bis (2.90), wo die du8eren Krifte (eingeprigte Kraft F © und
Zwangskraft F\?) auf der rechten Seite und die Massenkraft auf der linken Seite
der Gleichungen steht, enthalten die rechten Seiten von (2.93) bis (2.96) immer
die dufleren Momente und die linken Seiten die kinetischen Momente M,;, (oder
»Massenmomente“ als Analogie zu ,Massenkriften®). Aulere Momente kénnen
sowohl eingeprigte Momente M (z. B. Antriebsmomente oder Reibmomente) als
auch Reaktionsmomente M sein , z. B. aus Zwangskriften, die von den Lagern
aufgenommen werden.

Bei der Losung von Aufgaben wird der starre Korper frei geschnitten (Schnitt-
prinzip) und alle Kraftgr6f8en eingetragen, die von auflen auf ihn wirken. ,,Aus dem
Inneren kommen infolge der Massentrigheit die Massenkrifte und -momente,
die man in Analogie zur kinetischen Energie auch als kinetische Kraft Fy;, und
kinetisches Moment My;, bezeichnen kann. Die Massenkrifte Fy;, = mi’s werden
in der Skizze entgegengesetzt zur positiven Koordinatenrichtung von rs, die ki-

netischen Momente M,;, = @) ® + T ® werden entgegengesetzt zur positiven
Koordinatenrichtung des korperfesten & -7-¢ -Systems eingetragen.

Die formale Identitit von (2.94) und (2.95) lisst sich auch auf (2.96) und
die im Weiteren betrachteten speziellen Formen (2.98), (2.100) und (2.101) dieser
Gleichungen iibertragen. Es wird darauf verzichtet, diese auch fir den Fall eines
raumfesten Korperpunktes O gesondert anzugeben. Man kann, wie bei ingenieur-
technischen Berechnungen iiblich, dann den Kriftesatz und den Momentensatz
unter Benutzung der in einer Skizze dargestellten Richtungen der Kraftgroen sechs
Gleichgewichtsbedingungen formulieren:

FO 4+ F9 4 (Fg)=0; M7 +M? +(-M,)=o. (2.97)

Man beachte die Anwendung bei der Losung der Aufgaben in Abschnitt 2.3.3 bis
2.3.5, vgl. die Bilder 2.9, 2.11 und 2.34.

Fiir den Fall, dass sich der Korper nur um eine einzige raumfeste Achse (die hier
die ¢{-Achse ist) dreht, also fiir den starren Rotor in starren Lagern, folgen aus (2.95)
fir ws = w, = 0 die Bewegungsgleichungen zu

S 1S . S 2 S

My = Ji 00 — T = M

My =Ty op + )5 0F = M, (2.98)
S 1S . S

Daraus ist erkennbar, dass im Falle konstanter Drehgeschwindigkeit kinetische Mo-
mente um die £- und 7-Achse (also senkrecht zur Drehachse ¢) auftreten, wenn
die Deviationsmomente nicht null sind. Diese kinetischen Momente miissen von
Lagerkriften senkrecht zur Drehachse aufgenommen werden, um die raumfeste
Drehachse zu erzwingen.
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Unter der Bedingung, dass in der Anfangslage das raumfeste x-y-z-System und
das korperfeste £ -n-{ -System tibereinstimmen, kann man kleine Drehwinkel ¢, ¢,
und ¢, beziiglich der raumfesten Achsen einfiihren, so dass wegen (2.33) und (2.35)
gilt:

(23 ~ (bx; oy =~ (py; ¢ ~ (pz- (299)

Vernachlissigt man die Produkte der Winkelgeschwindigkeiten gegeniiber den Dreh-
beschleunigungen, da sie von zweiter Ordnung klein sind, so folgt die linearisierte
Form des Momentensatzes aus (2.95) unter Beachtung von (2.99) mit einem zeitlich
unverdnderlichen Tragheitstensor . Infolge der kleinen Winkel stimmen die korper-
festen und die raumfesten Komponenten niherungsweise tiberein, wenn sie in der
Anfangslage deckungsgleich waren:

M = J3epu + 12,0y + Ji0 02 = ME ~ M
My = J2n @x+ Ty @y + Jg 6: = My = M) (2.100)
My = J2c0x 4 Top oy + 200 = M} = M.

Rotiert ein Kérper mit der ,groflen“ Drehgeschwindigkeit o, = £ = konst., so folgt
aus (2.95) fiir |wg| < 2 und |w,| < 2 bei Vernachlissigung der Produkte der
kleinen Komponenten der Drehgeschwindigkeit eine andere Form der linearisierten
Kreiselgleichungen:

Miye = ez + 2 on— Uz 0:+ Uy, — 200y 2 — 5 2% = M
My, = Tye e+ T3, 0+ Uiy on+ Ufe — JE ) 012 + 2,27 = M5 (2.101)
Min g = Iz 0z + Iy n + Uy p0; = J207)82 =M.

In der Form von (2.100) oder (2.101) wird der Momentensatz oft benutzt, wenn
ein starrer Korper Teil eines Schwingungssystems ist, vgl. auch Abschnitt 3.2.2 und
Abschnitt 5.2.3.

Wer an ausfiithrlichen weitergehenden Informationen zur Kreiseltheorie und
deren Anwendungen interessiert ist, sei auf [22] verwiesen.

2.3.3
Kollergang

Ein Kollergang ist eine Maschine zum Zerkleinern, Mahlen oder Mischen (z. B. von
Erzen, Kohle, Ton, Getreide, u.a.), bei der auf einer ringformigen Bahn Walzen
gefithrt werden, welche das Mahlgut zerdriicken und zerreiben. Der umlaufende
Korper (Mahlstein), der auf der Kreisbahn abrollt, tibt auler seinem Eigengewicht
infolge der Kreiselwirkung eine zusatzliche Kraft auf die Unterlage aus.

Auf dem in Bild 2.8 schematisch dargestellten Kollergang ist der als homogener
Zylinder modellierte Mahlstein zu sehen, dessen Schwerpunkt im Abstand &s auf ei-
ner ebenen Kreisbahn um die raumfeste vertikale z-Achse gefiihrt wird. Die & -Achse
des Mahlsteins wird horizontal geschwenkt. Fiir einen gegebenen Zeitverlauf des
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Winkels ¢(t) soll berechnet werden, wie grof§ das dafiir erforderliche Antriebsmo-
ment, die Normalkraft und die Horizontalkraft am Mahlstein beim reinen Rollen
ist.

Bild 2.8 Geometrische und kinematische Groflen an einer Walze des Kollergangs

Gegeben:
Fallbeschleunigung g
Walzenradius R
Walzenlinge L
Schwerpunktabstand &
Zeitverlauf des Schwenkwinkels (1)
Masse der Walze (Mabhlstein) m

Trigheitsmomente der Walze beziiglich S ]2 ;= ]2,7 =m(3R* +1?)/12,
Jie = 1/2mR?

Es wird neben dem raumfesten x-y-z-Bezugssystem ein korperfestes &-7-¢-
System mit dem Ursprung im Lager O eingefiihrt, vgl. Bild 2.8. In der Anfangs-
stellung ist die &-Achse zur x-Achse, die n-Achse zur y-Achse und die {-Achse
zur z-Achse parallel. Reines Rollen eines Kreiskegels wire bei einer kegelformigen
Unterlagefliche moglich. Hier wird aber mit einer ebenen Unterlage und einem
Kreiszylinder gerechnet und angenommen, dass der Kreis im Abstand &s auf der
Ebene z = 0 abrollt.
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Fiir die Winkel gilt (wenn im Abstand &g reines Rollen stattfindet) unter Beach-
tung der als positiv eingefithrten Drehrichtungen die Zwangsbedingung

&sp = Ry; y = 557(/’- (2.102)
Damit ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes:
Vs = fg(p = Rl// (2.103)

An den anderen Kontaktpunkten zwischen Mahlstein und Ebene gleitet der jeweilige
Walzenpunkt auf der Unterlage, was zum Mahlen oder Schroten erwiinscht sein
kann. Die Gleitgeschwindigkeit der Kontaktpunkte zwischen Walze und Mahlebene
betragt

Urel = (éS - 5)(P (2104)

Im Berechnungsmodell wird zur Vereinfachung angenommen, dass nur unterhalb
des Schwerpunktes der Walze eine vertikale Normalkraft Ky und eine horizontale
Haftkraft Ky wirkt. Die Reibungskrifte fiir & # &s werden nicht beachtet.

Die Komponenten der Drehgeschwindigkeit der Walze beztiglich des korperfes-
ten und raumfesten Bezugssystems findet man anschaulich aus Bild 2.8, wenn man
oz = — aus (2.103) kennt und den gegebenen Wert fiir @, = ¢ in korperfeste
Komponenten zerlegt, vgl. auch (2.30):

a),f = —l/'/
0, = —@siny (2.105)
e = ¢ Ccosy.

Die Komponenten der Drehbeschleunigung folgen aus (2.105) durch die Differen-
ziation nach der Zeit:

Wz = —

W, =—@siny — @ycosy (2.106)

Wy = pcosy — @ysin y.
Das korperfeste &-1-¢-System entspricht dem System der Hauptachsen dieses
symmetrischen starren Korpers. Man kann der Koordinate ¢ die Achse I, der 77-
Koordinate die Achse II und der {-Koordinate die Achse III zuordnen. Dann folgen

aus (2.96) mit Bezug auf den raumfesten Kérperpunkt O die Euler’schen Kreiselglei-
chungen:

O _ 10 . 9 9 0
Myine = Jcc 0 — Uy —Jzo)oqor = Mg
Mgy = Ty iy — Ugy = JEp) o 0z = My (2.107)
O _ 10 . 9 0 0
M = Jie0¢ — Uze — Iy oz 0y = Mg
Diese Gleichungen driicken aus, dass die kinetischen Momente aus der Drehtragheit

des Korpers mit den dufleren Momenten im Gleichgewicht stehen. Die Trigheitsmo-
mente, die beziiglich des Schwerpunktes gegeben sind, miissen auf den raumfesten
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Korperpunkt O mit dem Satz von Steiner transformiert werden, vgl. (2.80). Sie
betragen

m(3R* + L* + 12&¢)

JGe =Ty = Joy + mES = Ja = 5

] (2.108)
0 S 2
= = _= — R .
Jeg =Jeg =Jp=5m
Berticksichtigt man (2.105) und (2.106), so kann man aus (2.107) zunichst die
kinetischen Momente berechnen:
Mgng 51?5 g = —J, ¥ (2.109)
Mgy = Iy oy — U = JEe) 0¢ 0 (2.110)
=J(psiny + pycosy) — (Jo — Jp)pycosy
= L.¢siny + J,@ycos y
Mg,y =6 iop = Uge = Ty) oz o (2.111)

:]a((PCOS v — (pl//SHl l//) + (]p _]a)(pl.ﬂSin 4

= Jap cosy + J,@ ¥ sin y.

;
1
Fj\

Bild 2.9 Krifte und Momente an der frei geschnittenen Walze
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Die in (2.107) stehenden Komponenten (M 0, MO und MO) des resultieren-
den duBeren Moments M° ergeben sich aus den am frei geschnlttenen Korper
angreifenden dufleren Kraftgroflen, also aus dem Antriebsmoment M,,, dem FEi-
gengewicht mg und den Reaktionskriften (Ky und Fj) am Kontaktpunkt. Anstelle
des Momentengleichgewichts um die 7- und {-Achse kann man glinstiger das
Momentengleichgewicht um die y*-Achse und um die z-Achse aufstellen. Sowohl
formal mit (2.109) bis (2.111) als auch anschaulich ergibt sich beziiglich der & -Achse
(Bild 2.9b und ¢)

M,; = —Jp¥ = —FaR (2.112)

um die z-Achse (vgl. Bild 2.9a und b):

Mgn{ Cosw—Mgnnsinwzlaéb = My — Fa&s (2.113)

und um die y*-Achse, vgl. Bild 2.9a und c:

MR, siny + M, , cosy = J,pir = (By — mg)és. (2.114)

Dies sind Gleichungen zur Berechnung des Antriebsmoments sowie der Reakti-
onskrifte Fy und Fj. Man kann die Ergebnisse mit den in der Aufgabenstellung
gegebenen Parametern ausdriicken — die obige Form ldsst allerdings die ,,Herkunft*
der einzelnen Terme besser erkennen, z. B. die Kreiselwirkung des Rotors.

Die Horizontalkraft, welche die Haftung sichert, ist

WV _

1
_ P )
Ry = R ﬁfs(ﬂ = Emfs(ﬂ- (2.115)

Das Antriebsmoment, welche den gegebenen Antriebswinkelverlauf erzwingt, ist

p 2 2 2
M, — (]aJr]pés) _ mp(3R +1§ + 18£2) 116)
und die Normalkraft folgt aus (2.114):
NI ( R(pz)
K = mg+ =mg|(1+—|. (2.117
g &s g 2g )

Sie ist dem Radius R und dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit (¢*) propor-
tional, aber unabhingig von der Linge &s. Sie kann bedeutend grofler sein als das
(statische) Eigengewicht. Der Einfluss des Walzenradius scheint schon in uralten
Zeiten empirisch bekannt gewesen zu sein, denn man findet in alten Miihlen solche
Kollergange meist mit grofien Radien der Mahlsteine. Die Horizontalkraft Fy, die
sich aus (2.112) ergibt, ist eine Reaktionskraft, die nur bei Drehbeschleunigungen
auftritt. Die hier angenommenen Einzelkrifte sind die Resultierenden der in Wirk-
lichkeit unter dem Mabhlstein sowohl in vertikaler als auch in horizontaler Richtung
auftretenden Linienlasten. Um deren Verteilung ausrechnen zu kénnen, miissten
Ansiitze fiir das mechanische Verhalten des Mahlgutes beriicksichtigt werden.
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Aufgaben A2.3 und A2.4

A2.3

A2.4

Kinetik eines schwenkbaren Rotors

Bei vielen technischen Anwendungen interessieren die Lagerreaktionen rotierender
Korper, die um ihre Lagerachse und gleichzeitig noch um eine dazu senkrechte Achse
gedreht werden. Bild 2.4 zeigt einen (als masselos betrachteten) Rahmen, der im
raumfesten x-y-z-Bezugssystem um die x-Achse geschwenkt wird, in dem ein Rotor
drehbar gelagert ist, der im Rahmen um seine {-Achse (Hauptachse III) rotieren
kann. Der Schwerpunkt des Rotors liegt im Ursprung des korperfesten Bezugssystems
(O = S). Es interessieren allgemeine Formeln zur Berechnung der Momente beziiglich
des raumfesten Bezugssystems, die bei gleichzeitiger Drehung von Rotor und Rahmen
auftreten.

Gegeben:
Abmessungen des Rahmens lund h
Zeitverldufe der Winkel o(t) und y(t)
Masse des Rotors m

Haupttragheitsmomente des Rotors ]§S E= ]IS = ]3,7 = ]ISI =73,
S _ 1S _ 7S
] cE T ] = ]P
Gesucht:
1. Komponenten der Schwerpunktbeschleunigung
2. kinetische Momente beziiglich des Schwerpunktes
3. Moment zwischen Rotor und Rahmen (M)%*, va, ZS*)
4. Reaktionen am Ursprung O (F, E, MO, M)(,) , M9)
5. Antriebsmomente am Rotor (MJ,) und am Rahmen (M2,

Lagerkrifte eines rotierenden Korpers

Fiir den in Bild 2.10 gezeigten starren Rotor sind die Lagerkrifte zu ermitteln. Der Kor-
per hat einen exzentrischen Schwerpunkt S gegentiber der Rotationsachse. Es wird ein
korperfestes & -17-¢ -Koordinatensystem benutzt, dessen Ursprung mit dem raumfesten
Ursprung iibereinstimmt (O = O) und dessen ¢ -Achse mit der raumfesten z-Achse
identisch ist.

Gegeben:
Masse m
Tragheitsmoment ] % ¢
Deviationsmomente J2e /',S]g
Korperfeste Schwerpunktkoordinaten Is = (&, ns, &)
Drehwinkel o(t)
Lagerabstinde vom Schwerpunkt a,b
Kreiszylinder mit Radius R und Linge L
Neigungswinkel der {;-Achse zur {-Achse ¥
polares Trigheitsmoment Jo = 1/2mR?, vgl. (2.108)
axiales Tragheitsmoment Ja = m(3R? + L?)/12
Gesucht:

1. Fir beliebigen Verlauf ¢(¢) und allgemeinen Rotorkorper
1.1 Lagerkrifte F5 und Fp im korperfesten Bezugssystem
1.2 Antriebsmoment Mgy
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2. Trigheitstensor J*S des symmetrisch im &, -77;-¢; -System angeordneten Kreiszylin-
ders, der in der & - -Ebene um den Winkel y gegeniiber der Rotationsachse geneigt
ist, vgl. Bild 2.10b.

Bild 2.10 Bezeichnungen
am rotierenden starren Korper;

a) allgemeiner Rotor,

b) geneigter Kreiszylinder

Losungen L2.3 und L2.4

L2.3 Die Beschleunigung des Schwerpunktes kann aus den Geschwindigkeiten berechnet
werden, die in L2.1 fiir einen Koérperpunkt ermittelt wurden. Fiir 7p = 0 wird P = S,

und es folgt aus (2.42):
_ " -
ts= |y | =«

Zg

Die Beschleunigung des Schwerpunktes ist also

Xs
Fs = | Js
Zs

Il
v

0
—Isina — hcosa
[cosa — hsin

0
—Isina — hcosa
lcosa — hsin o

— a2

0
lcosa — hsina
I'sin @ 4+ hcos o

(2.118)

(2.119)
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Bild 2.11 Krifte und Momente am schwenkbaren Rahmen mit Rotor

Die Aufgabe wird hier mit Benutzung des Schnittprinzips geldst (sie konnte auch mit
der in Abschnitt 2.4.1 beschriebenen Methode mit o und y als unabhéngige Antriebe
gelost werden). Am frei geschnittenen Rotor in Bild 2.11a und ¢ sind die Massenkrifte
(mys, mzg), Massenmomente (kinetische Momente), das dort angreifende Antriebs-
moment M/, die vom Rahmen ausgeiibten Zwangskrifte (B, E;) und Zwangsmomen-
te (ME*, M;*, ng) eingetragen. Die Krifte in x-Richtung sind null.

Die kinetischen Momente sind durch die Euler’schen Kreiselgleichungen (2.107)
definiert und ergeben sich in Verbindung mit den aus (2.36) bekannten Drehgeschwin-
digkeiten und den aus (2.37) bekannten Drehbeschleunigungen zu

S —_ 7S . S S
Mkin§ :]ggwg - (],,r, *]gg)wnmg
:]s(b'c cosy — aysiny) + (]aS f]S)éz;'/siny

:]fﬁzcosy—ll‘:’dj/siny (2.120)

Miny = Iynon = Uzg = J2g)op o
= J3(—asiny — aycosy) — (Ig —J)ajcosy

= f]siisinyf]s'd;'/cosy (2.121)
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12.4

Ml%ing“ E]?gd)g - (]25 *ng)wgwn

~ 5. (2.122)

In Bild 2.11c sind sie entgegengesetzt zur Richtung der korperfesten Koordinatenrich-
tungen eingetragen. Sie werden in die Richtungen des x*-y”-z"-Koordinatensystems
transformiert sowie mit den eingeprigten Momenten und Reaktionsmomenten ins
Gleichgewicht gebracht:

Mliinx* = 7M]§in n sin 4 + Ml?in 4 Cosy = M (2-123)
S — asS S : S.. S

My = My cOs7 + My e siny = —J oy = My, (2.124)
S = M3 S S

Minzs = My ¢ = ]p_7 =M, =M}, (2.125)

vgl. die Darstellung in Bild 2.11a. Das Moment M, ruft die Winkelbeschleunigung 7
hervor und stiitzt sich gegentiber dem Rahmen ab. Die Komponenten der kinetischen
Momente des bewegten Rotors beziiglich des x*-y*-z"-Koordinatensystems sind entge-
gengesetzt zu den positiven Koordinatenrichtungen eingetragen. Die gleiche, bereits in
Abschnitt 2.3.2 erlduterte Vorzeichenregel, wurde auch fir die mit (2.119) berechen-
baren Massenkrifte angewandt. Es gilt am Rotor (und infolge des Kriftegleichgewichts
auch am Rahmen) fiir die Reaktionskrifte:

E, = mjs=m [—i)‘t(lsin o+ hcosa) — &2 (I cos o — hsin a)} (2.126)

E = mig =m [&(lcosa — hsine) — ¢*(Isin @ + hcos 0()] (2.127)

Aus den Gleichgewichtsbedingungen am Rahmen findet man die Reaktionsmomente
beziiglich des Ursprungs O, vgl. Bild 2.11a:

M:fc): Mg = —E(Isina + hcosa) + E(lcos o — hsinar) — M;,r

- [m(l2 +1) 48| @ (2.128)
MO =M — M5, sina = —J3(ér 2.129
M, = My, cos D« Sin o = ]P(aycosa+ysma) (2.129)
MO = M3, sina + MS, cos a0 = JS(—asi ¥ 2.130

= My, - =J; ysin o + 7 cos a). (2.130)

Aus (2.128) erkennt man, dass der Ausdruck in der eckigen Klammer das Trigheits-
moment um O ist (Satz von Steiner). Die Terme, die von &2 abhingen, haben auf
das Moment um den Ursprung keinen Einfluss, da die resultierende Fliehkraft radial
gerichtet ist und beziiglich O keinen Hebelarm hat. Bei konstanten Winkelgeschwin-
digkeiten entsteht ein Kreiselmoment, das sich auf die y- und z-Achse auswirkt, vgl.
Abschnitt 2.3.

Fiir einen rotierenden Korper, der sich um eine raumfeste {-Achse dreht, sind die
Bewegungsgleichungen in (2.98) beziiglich des Schwerpunktes angegeben. Mit der
Komponente der Drehgeschwindigkeit ws = ¢ ergibt sich hierfiir also

Jech — Ty = Mg (2.131)
Tne® +12:0° = M, (2.132)

]ggzp = Mg. (2.133)
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Auf der linken Seite dieser Gleichungen stehen die kinetischen Momente, auf der rech-
ten Seite die dufleren Momente, die von den Lagerkriften und dem Antriebsmoment
stammen, welches den Rotor in diesen Bewegungszustand versetzt.

Die Komponenten des resultierenden dufleren Moments aus den Lagerkriften und
dem Antriebsmoment sind, vgl. Bild 2.12

M; = —Fyya+ Fy,b (2.134)
M5 = —Fyza+ Fysb (2.135)
M} = Man + (Fxg + Fag)ns — (Fay + Fap)és, (2.136)

sodass man aus (2.131) bis (2.136) zunichst drei Gleichungen fiir die unbekannten
Komponenten der Lagerkrifte und fiir das Antriebsmoment erhilt:

—Fapa+Fopb =3¢ — ]y 9 (2.137)
Faea—Fgeb =154 + 5,9 (2.138)
Man + (Fag + Fgg)ns — (Fap + Iy )és = ]ggéb (2.139)

starrer Korper

S 7S -2
\(Jngso )

(ch‘b_JvS;@‘pZ)

m(Esp=1nsp )\ —
4 o
—m(nsp+Esp”)

Bild 2.12 Kraftgroflen am frei geschnittenen Korper

Aus dem Schwerpunktsatz folgen drei weitere Gleichungen fiir die Unbekannten. Im
raumfesten Bezugssystem gilt (2.87). Es ist aber hier zweckmifig, ihn gemaf (2.90) in
korperfesten Komponenten zu benutzen. Es gilt wegen #'5 = o, vgl. Bild 2.12:

m(@ + @ @)ls = F. (2.140)
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Da die dufleren Krifte die unbekannten Lagerkrifte in A und B sind, kann man auch
schreiben:

FA +FB = m(5+55)75 (2.141)

Ausfiihrlich lautet diese Gleichung mit dem Vektor Is = (&s, 175, ¢s)" und den Tensor-
matrizen

) 0 —¢ O 0 —¢ O
@=|¢ 0 0]|; @=|¢ 0 0 (2.142)
0 0 0 0 0 0

nach der Multiplikation der jeweils drei Matrizen
Fpe + Fgg = m(—¢pns — @*&s) (2.143)

Exy + By = m(p&s — @™ ng). (2.144)

Die Komponenten in ¢-Richtung sind null. Mit (2.137), (2.138), (2.143) und (2.144)
liegen je zwei lineare Gleichungen fir je zwei Unbekannte vor, die sich leicht losen
lassen. Die Komponenten der Lagerkrifte im korperfesten Bezugssystem ergeben sich
daraus zu

Joe® I3 0% — mb(pns + ¢*&s)

e = a+b
K Ty % = I3, 9% — ma(pns + ¢*&s)

£ a+b

(2.145)

~J2e % 5 9+ mb(pés — 9711s)

Ean = a+b

T2 o — Ty 9+ ma(pls — @ns)

m atb )

Das Antriebsmoment findet man aus (2.139), wenn man dort die Krifte aus (2.143)
und (2.144) einsetzt:

Man = |3, + m(& +nd)| ¢. (2.146)

Dem Trégheitstensor des symmetrisch im &)-7;-{;-System angeordneten Kreiszylin-
ders, dessen Mittelachse die {;-Achse ist, entspricht mit (2.108) die Matrix (2.83):

Ja 0 0
7S=10 1. 0o |. (2.147)
00 J

Die Transformation auf das &-1-¢-Koordinatensystem erfolgt mit der Matrix A* aus
(2.77), die sich aus den Winkeln

I
ek = V5 Bek = 55 Yek =

T
2 2 7
T T
ok = 5; Bk = 0; Yok = 5 (2.148)
T n
a5k:§+y; ﬁgk=§; Yek =7
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ergibt und analog zu A, in (2.11) aufgebaut ist:

Cos g COsfep  COSYgg cosy 0 siny
A" = | cosap, cosfpp cosyyi | = 0 1 0 . (2.149)
COS g €OS B €OS Yk —siny 0 cosy

Durch die Matrizenmultiplikationen gemif (2.78) erhilt man folgenden Trigheitsten-
sor fiir den geneigten Kreiszylinder beziiglich der Richtungen des &-7-{-Sysstems:

Jacos? y + Ip sinfy 0 (Jp — Ja)sinycos y
T = ASAT = 0 I 0 . (2.150)
(Ip —Ja)sinycosy 0 J, sin? v+ cos? y

Die zur Berechnung der Lagerkrifte in (2.145) und (2.146) benétigten Elemente des
Trigheitstensors sind also (Koeffizientenvergleich)

IE; = (p — Ja)sinycosy; 1,57; =05 IE; = Josin® y + Jpcos® 7. (2.151)

Das kinetische Moment, welches auf die Lager wirkt, wiirde sein Vorzeichen dndern,
wenn y negativ wird, d. h. die Neigung in anderer Richtung erfolgt. Das Deviationsmo-
ment ]2 ¢ heiflt auch deshalb ,,Kippmasse®, weil es den Rotor aus der Drehachse heraus
»zu kippen versucht®. Man kann sich die Wirkung der Deviationsmomente anschaulich
durch die Fliehkrifte erklaren, die bei einer solchen schiefen Rotorstellung ein Moment
um die negative 77-Achse hervorrufen.

Es spielt auch noch eine Rolle, ob es sich bei dem Rotor um eine flache diinne
Scheibe (J, > Ja) oder um eine lange Walze (J, < J,) handelt, vgl. Bild 5.5 und
Tabelle 5.2. Bei einem Kreiszylinder ist geméfl (2.131) und (2.132) die Differenz der
Haupttrigheitsmomente J, — J, = m(3R% —1%)12, d. h., es kommt bei dem Vorzeichen
von | 2 ¢ und bei der Richtung des ,Kippmoments“ darauf an, ob der zylindrische Rotor

dick (L < v/3R) oder schlank (L > v/3R) ist.

2.4
Zur Kinetik der Mehrkorpersysteme

2.4.1
Mechanismen mit mehreren Antrieben

2411
Zu rdumlichen Starrkorper-Mechanismen

Starrkorper-Mechanismen sind zwangldufige Systeme starrer Korper, die in Abhén-
gigkeit von den Bewegungen ihrer Antriebsglieder ebene oder raumliche Bewegun-
gen ausfiithren. Zur Beschreibung der Bewegung eines solchen Systems werden so ge-
nannte generalisierte (oder verallgemeinerte) Koordinaten g, benutzt, wobei jedem
Antrieb eine Koordinate und eine verallgemeinerte Kraftgrofle Q; zugeordnet wird
(k=1,2,...,n).Die Lage jedes Gliedes eines Mechanismus mit mehreren Antrieben
ist von diesen #n Antriebskoordinaten

4= (9192 - qn)" (2.152)
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abhingig. Die einzelnen g; sind Wege (dann ist Q; eine Kraft) oder Winkel (dann
ist diesem ein Moment zugeordnet). Die Anzahl n der unabhingigen Antriebe wird
in der Getriebetechnik als Laufgrad (VDI-Richtlinie 2127) bezeichnet, um sie vom
Freiheitsgrad zu unterscheiden, der sich z. B. auf elastische Deformationen beziehen
kann.

Ein Mechanismus ist zwangldufig, wenn den Stellungen der Antriebsglieder die
Lagen aller anderen Glieder des Mechanismus eindeutig zugeordnet sind. Die Bedin-
gungen des Zwanglaufs sind in der Praxis dann erfiillt — und das Berechnungsmodell
der Starrkorper-Mechanismen (starre Maschine) fir solche Maschinen und deren
Baugruppen anwendbar — wenn die Einfliisse von Spiel, elastischen Deformationen
und Schwingungen der Glieder der Mechanismen vernachlédssigbar klein sind.

Die kinematische Analyse ebener und raumlicher Mechanismen mit mehreren
Antrieben erfolgt iiblicherweise mit entsprechender Software aus dem Gebiet der
Mehrkorperdynamik. Mit solchen Programmen konnen die dynamischen Belas-
tungen sehr komplexer Mechanismen unter Beriicksichtigung beliebiger Verlaufe
eingepragter Krifte und Momente (z. B. Antriebskrifte, Federkrifte, Dampferkrifte,
technologische Krifte) analysiert werden. In der Konstruktionspraxis muss sich der
Bearbeiter griindlich mit der umfangreichen Anwendungsbeschreibung befassen,
um diese leistungsfihigen Werkzeuge zielgerichtet nutzen zu kénnen.

Im Folgenden sollen lediglich einige allgemeine Zusammenhinge dargestellt wer-
den, die zwischen den Antriebsbewegungen (also Zeitverldufe der Wege oder Winkel)
und den Kraftgrof8en der Antriebe bestehen. Dies ist zum Verstindnis des Geltungs-
bereichs solcher Programme, zu deren zweckmifligem Finsatz und zur Bewertung
der Rechenergebnisse von Interesse. In der Praxis sind meist die Antriebskrifte durch
die Motorkennlinien gegeben, sodass die Integration der Bewegungsgleichungen
notwendig wird, vgl. dazu Abschnitt 2.4.3.

Fin Mechanismus besteht aus I Gliedern, von denen das Gestell mit dem Index 1
und die beweglichen Korper mit den Indizes i = 2,3, ..., bezeichnet werden,
wobei dem Index I meist ein Abtriebsglied zugeordnet wird. Bild 2.13 zeigt einige
Beispiele fiir Starrkorpermechanismen mit mehreren Antrieben. Auch der Kreisel in
Bild 2.15 kann so gedeutet werden, dass die Lage des starren Korpers durch die drei
»Antriebskoordinaten® g;, g, und g3 bestimmt wird.

Die Schwerpunktkoordinaten r; des i-ten Gliedes eines Mechanismus sind von
den so genanten kinematischen Abmessungen und der Stellung der n Antriebsglieder
(oft nichtlinear) abhingig:

ri(q) = [xsi(q), ysi(q), zsi(q)]". (2.153)
Ihre Geschwindigkeiten kann man nach der Kettenregel berechnen:

d(rs;) o Orsi C . .

—— =g = Qe = D, Tsikqi i=23...,L (2.154)

dr 1; aqk IZ{

Ausfiihrlich lautet (2.154)

Xsi = Y, Xsi k ks Ysi = D Vsik ks 25 = z5k k- (2.155)

k=1 k=1 k=1

Die partiellen Ableitungen nach den Koordinaten g; werden durch den nach einem
Komma folgenden Buchstaben k abgekiirzt.
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Bild 2.13 Beispiele fiir Starrkdrpermechanismen mit mehreren Antrieben;

a) ebene Stewart-Plattform (n = 3), b) rdumliche Stewart-Plattform (n = 6), ¢) hydraulische
Antriebe eines Loffelbaggers (n = 3), d) Hubwagen (n = 2), e) seilgefiithrtes Handhabungs-
system (n = 6), f) Schweiflroboter (n = 3)

Die Komponenten der Drehgeschwindigkeiten jedes Gliedes sind bei zwangldu-
figen Mechanismen linear abhingig von den Geschwindigkeiten der Antriebskoor-
dinaten. Fiir die korperfesten Komponenten des Vektors @; = (w¢j, @y, a);i)T der
Drehgeschwindigkeit des i-ten Gliedes gilt:

n n n
Og; = Z Ueikdrs Wy = z Upikdis 0 = 2 ugikr (2.156)
k=1 =1 k=1

Man vergleiche dazu z. B. (2.175) und (2.176).
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Man kann die linearen Beziehungen gemif$ (2.154) und (2.156) jeweils mit einer
Jacobimatrix ausdriicken. Es gelten fiir die Translation der Schwerpunkte und fiir
die Rotation folgende Beziehungen:

tsi =Yi(q)q o, =7Z(qq i=23 ..., L (2.157)

Dabei sind Y;(q) und Z;(q) die Jacobimatrizen fiir Translation und Rotation des i-ten
starren Korpers (Getriebegliedes). Es sind Rechteckmatrizen mit drei Zeilen und n
Spalten. Aus (2.154) und (2.156) folgt, welche Elemente in diesen Matrizen enthalten
sind:

Xsi1 XSi2 .- XSin Ugit Uein .. Usin
Yi@ = | ysiv ysiz -ov Ysin |3 Zi(@) = | upin tniz ... Upin (2.158)
Z8i1 ZSi2 -+ ZSin Ugit Ugin «.. Ugin

Durch Differenziation der Drehgeschwindigkeiten nach den Antriebsgeschwindig-
keiten g bzw. einfach aus einem Koeffizientenvergleich findet man Z;(q), vgl. z. B.
(2.30) aus Abschnitt 2.2.3.

Lagefunktionen und Jacobimatrizen konnen bei offenen Gelenkketten, wie bei
den Beispielen ¢, d und f in Bild 2.13, in analytischer Form explizit angegeben
werden. Bei Mechanismen mit Maschenstruktur, wie bei den Fillen a, b und e in
Bild 2.13, wo die Zwangsbedingungen nicht geschlossen auflosbar sind, kann man
die Jacobimatrizen (unter Computernutzung mit vorhandener Software) stellungs-
abhingig numerisch berechnen. Die Elemente der Jacobimatrizen hingen i. Allg. von
der Stellung der Antriebskoordinaten ab. Sie werden auch als Lagefunktionen erster
Ordnung bezeichnet.

Ein Mechanismus besteht aus I — 1 beweglichen starren Korpern, deren dy-
namische Eigenschaften jeweils durch 10 Masseparameter erfasst werden, die im
Parametervektor

P,‘ = (mb 551’: nsi> ;si; ]ggp I’?ni’ ]2;,', ]gs,,,'; ],Slgi) ]ggi)T§ i= 2,3, ...,1 (2-159)

enthalten sind. Es sind dies fiir den i-ten Korper die Masse m;, drei statische Mo-
mente (m;&s;, m;ns;, m;{s;) und sechs Elemente des Tragheitstensors (]g’ o ]fm o ]g i
]ﬁsn » ]f’] i ]2 {i), falls man sich auf die Schwerpunktachsen bezieht. Falls man die
Lage der zentralen Hauptachsen (durch den Schwerpunkt) kennt, dann gehoren zum
Tragheitstensor nur die drei Haupttrigsheitsmomente J2, J5, und J§;;.

Die kinetische Energie des Starrkorpersystems ist die Summe der kinetischen
Energien aller seiner Einzelkorper, die sich aus der Translationsenergie und der
Rotationsenergie addiert, vgl. (2.65). Mit den Jacobimatrizen gemafd (2.158) folgt
die kinetische Energie mit den Trigheitstensoren analog zu (2.65) zu

1 ! - 1
Wign = EqT [Z(miYiTYi +ZTz) | q= EqTMq (2.160)

i=2

1 n n
=5 3N mu(@)ded
k=11=1

Die symmetrische Massenmatrix M ist nur dann von q abhingig, wenn die Jacobi-
matrizen Terme enthalten, welche von q abhiangen. Die Matrix M hat n* Elemente
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myy, die verallgemeinerte Massen genannt werden:

I
mia(q) = my(q) =Y, {mi(xsi,kxsi,l + Ysiklsil T ZsikZsit)

i=2

2z ugikticin + Ty pithpiktini + 3t it (2.161)
+2(]§niu§ik”nik + ]2;,'U§ikunik + ]Egiuéikugik)}

Fiir ebene Mechanismen, bei denen sich alle Getriebeglieder parallel zur x-y-Ebene
bewegen, gilt wegen zs; = konst. und wg; = w,; = 0 immer ugj = u,j = 0. Die
Winkel ¢; sind in Bild 2.16 definiert. Wegen w;; = ¢; gilt usjx = @;; und deshalb
mitfggi = Jsit

I
mg(q) = my(q) =Y [mi(xsixxsis + ysiwysit) + Jsi0ik @it (2.162)
i=2
Die verallgemeinerten (oder generalisierten) Massen sind unabhingig vom Bewe-
gungszustand, aber bei ungleichmiflig tibersetzenden Mechanismen abhingig von
der Stellung der Antriebskoordinaten.
Mit der bereits in (2.154) benutzten Kurzschreibweise (Komma und Index der
Koordinate) werden die partiellen Ableitungen bezeichnet:

d(my) _
9q,

M, p (2.163)

Die so genannten Christoffel-Symbole 1. Art, die bei der Herleitung der Bewegungs-
gleichungen mithilfe der Lagrange’schen Gleichungen 2. Art auftreten, ergeben sich
aus den partiellen Ableitungen der verallgemeinerten Massen in folgender Weise:

1
Tiap = Tikp = 5 (Mg + mpis = mi ) (2.164)

Mehrere eingeprigte Krifte und Momente, die an beliebigen Stellen am i-ten Korper
angreifen, werden durch die Resultierenden zusammengefasst, die auf den i-ten
Schwerpunkt wirken. Diese auf alle Getriebeglieder wirkenden Resultierenden der
eingeprigten Krifte F l@ und Momente Mf(e) werden dann tber die virtuelle Arbeit
auf die Antriebskoordinaten q bezogen:

Sw® — 5qT Z(Y?Fge) + Z?M?(E)) = 5qTQ (2.165)

Damit ergeben sich die verallgemeinerten Kraftgroflen aus:

Q=(Q, Q... Q)" =Y (V[F + Z') (2.166)

Jede Komponente Q, der verallgemeinerten Krifte folgt somit aus den eingepragten
Kraftgrofen und den fiir einen Mechanismus charakteristischen Jacobimatrizen. Es
wird bei den verallgemeinerten Kraftgroflen hier nicht unterschieden, ob sie aus der
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Ableitung eines Potenzials (z. B. potenzielle Energie, Forminderungsenergie, magne-
tische Energie) folgen (also z. B. Eigengewicht, Federkrifte, elektromagnetische Krif-
te) oder nicht (z. B. Antriebskrifte, Antriebsmomente, Bremsmomente, Reibungs-
und Dampfungskrifte), was aber gelegentlich in der Fachliteratur geschieht.

Aus der kinetischen Energie (2.160) und den aus (2.166) gewonnenen generali-
sierten Kriften ergeben sich mithilfe der Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art die
Bewegungsgleichungen fiir Starrkorper-Mechanismen mit n Antrieben:

Qpiin = 2, mp @iy + 2, > Tup(@dxdi = Qs p=12,...,n (2.167)
=1 k=11=1
Beztiglich der betreffenden Koordinaten g, driicken sie jeweils das Gleichgewicht
zwischen den eingeprigten Kraftgriffen und den kinetischen (durch die Massentrig-
heit bedingten) Kraftgroflen aus. Man bezeichnet die sich aus der Massentrdgheit der
starren Korper des zwangliufigen Systems ergebenden Kraftgroflen als kinetische (oder
traditionell als ,kinetostatische®) Kraftgrofien, im Unterschied zu den allgemeinen
»Vibrationskriften, die infolge der Schwingungen elastischer Korper entstehen,
vgl. die anderen Kapitel dieses Buchs. Die kinetostatischen Kraftgréfien konnen fiir
gegebene Antriebsbewegungen q(t) berechnet werden — aus der linken Seite von
(2.167). Sie hingen von den Masseparametern, den geometrischen Verhiltnissen
und dem Bewegungszustand ab, vgl. z. B. auch (2.98), (2.100), (2.107) und (2.109)
bis (2.111).
Man kann (2.167) von mehreren Standpunkten aus betrachten:

e Wenn die Bewegungsgrofien gegeben sind, miissen die verallgemeinerten Kraft-
groflen Q ,in Richtung der Antriebskoordinaten® so wirken, dass der durch
die Bewegungsgroflen g(f) und §(t) beschriebene Bewegungszustand zustande
kommt. Oder:

e Wenn man die verallgemeinerten Kraftgroflen Q kennt, z.B. ihre jeweiligen
Funktionen von den Koordinaten und Geschwindigkeiten, so stellt (2.167) ein
System von gewohnlichen nichtlinearen Differenzialgln. dar, die integriert wer-
den miissen, wenn man ¢q(¢) und seine Zeitableitungen berechnen will.

e Wenn ein Teil der verallgemeinerten Kraftgroflen gegebene Antriebskraftgrofien
sind, konnen die anderen als Reaktionen aufgefasst und nach der Ermittlung von
q(t) und seinen Zeitableitungen berechnet werden, vgl. z. B. (2.171) und (2.172).

Aus (2.167) ist ersichtlich, dass die kinetostatischen Kraftgroflen nicht nur von
den Beschleunigungen der Antriebsbewegungen abhingen. Das heifdt, dass auch
dann Massenkrifte wirken, wenn die Antriebe konstante Geschwindigkeiten haben.
Das ist nicht verwunderlich, denn die Massen im Starrkorpersystem werden ja
beschleunigt und/oder verzogert. Dieser Zusammenhang ist aus einfachen Fillen
bekannt: die Fliehkraft steigt mit dem Quadrat der Drehzahl und die Corioliskraft
ist dem Produkt von Geschwindigkeit und Drehgeschwindigkeit proportional. Glei-
chung (2.167) zeigt, dass im allgemeinen Fall die Produkte von allen Antriebsge-
schwindigkeiten kombiniert auftreten konnen.

Fir den Sonderfall des Mechanismus mit zwei Antrieben (n = 2) folgt aus
(2.167):

mudr + mpg, + qu'f + 214142 + Fzzlq'% =Q (2.168)
MGy + mpnds + Niadt + 200414 + Doads = Q (2.169)
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Dabei gilt
1
Iy = —myys Iy = -myp; Ioy = M2 — M
2 2 2
1 (2.170)
T =mp — =m0 110 = =mang; [rn = —m
112 12,1 2 11,2 122 > 22,1 222 > 22,2

Falls z. B. die Antriebskoordinate g, = konst. ist, so folgt aus (2.168) die Beziehung
zwischen der auf den Antrieb reduzierten Kraftgréfle Q; und den kinetostatischen
Kriften zu

mudgy + Mgt = Q (2.171)

Die kinetostatischen Krifte wirken auch in Richtung der Koordinate ¢,:

1
Mgy + Mgt = mady + <m12,1 — Emu,z) qi = Q, (2.172)

Somit lassen sich wesentliche Folgerungen hinsichtlich der Parameterabhéingigkeit
der Massenkrifte ziehen. Da ¢, eine beliebige Koordinate sein kann, in deren Rich-
tung die Geschwindigkeit und die Beschleunigung null sind, ist Q, dann dement-
sprechend eine Kraft oder ein Moment an dieser ,,unbeweglichen Stelle“ des Mecha-
nismus. Eine derartige Kraftgrofle in Richtung einer beliebigen Koordinate kann als
eine generalisierte Reaktionskraft im Innern des Mechanismus gedeutet werden.
Sie kann also z. B. eine Gelenkkraft oder eine Lingskraft sein, wenn eine Koordinate
q2 deren Richtung entspricht. Gleichungen vom Typ (2.172) werden selten zur
Berechnung solcher inneren Kraftgroflen benutzt, aber sie kann zur Begriindung
folgender wichtiger allgemeiner Schlussfolgerungen dienen:

Alle Reaktionskrifte und -momente an allen Stellen in beliebigen Gliedern
von Mechanismen mit einem einzigen Antrieb (n = 1) ergeben sich aus zwei
Termen, von denen einer der Beschleunigung und der andere dem Quadrat der
Geschwindigkeit des Antriebs proportional ist. Sie hidngen alle linear von den
Masseparametern der einzelnen starren Korper ab, vgl. (2.159) und (2.161).

2.4.1.2
Bewegungsgleichungen eines Planetengetriebes

Planeten- oder Umlaufridergetriebe werden wegen ihrer Einsatzmoglichkeit als
Ubersetzungs-, Uberlagerungs- und Schaltgetriebe in vielen Bereichen der Antriebs-
technik angewendet. Dieser Getriebetyp hat sich besonders im Fahrzeugbau und
Schiffbau bewihrt, wo grof8e Leistungen und Drehmomente bei hohen Drehzahlen
zu iibertragen sind. Mit ihnen koénnen extrem hohe und niedrige Ubersetzungen bei
kleinem Bauraum erreicht werden. Vorteilhaft ist die Verteilung der statischen und
dynamischen Krifte auf mehrere Rader und die geringe Lagerbelastung bei koaxialer
Lage der An- und Abtriebswellen. Es konnen damit Drehzahlen und Drehmomente
mehrerer Antriebe iiberlagert werden, und sie werden auch als Differenzialgetriebe
eingesetzt, vgl. VDI-Richtlinie 2157.

Fir ein einfaches Planetengetriebe, das in Bild 2.14 skizziert ist, sollen die
Bewegungsgleichungen aufgestellt werden, welche die Beziehungen zwischen seinen
Antriebsmomenten und den Winkelbeschleunigungen beschreiben. Dieses Uber-
lagerungsgetriebe (auch Sammel-, Verteil-, Differenzial- oder Ausgleichsgetriebe
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genannt) hat zwei Freiheitsgrade (Laufgrad n = 2). Es besteht aus dem Sonnenrad
2, dem Hohlrad 3, drei Planetenridern und dem die Planetenridder tragenden Steg
5, die alle drehbar um die z-Achse gelagert sind. Gegeben seien die Radien r, und 4,
die Tragheitsmomente J,, J5 und J5 beziiglich der raumfesten Drehachse, die Masse
my jedes Zahnrades 4 und das Triagheitsmoment J; eines der Zahnrader 4 um seine
Lagerachse. Der Schwerpunkt S der Planetenrider liegt jeweils in deren Lagerachse.
Es sollen Drehmomente berticksichtigt werden, die an den Wellen der Glieder 2, 3
und 5 angreifen.

versetzt

gezeichnet
~

3~

M, M, M
——— v ——=
—
—_— ) V) —== =z
P2 2 Ps

Bild 2.14 Bezeichnungen am Stirnrad-Planetengetriebe

Ausgangspunkt fiir die kinematische und dynamische Analyse sind die Zwangs-
bedingungen. Sie werden anhand von Bild 2.14 hier in allgemeiner Form aufgestellt,
sodass sie auch fiir Spezialfille von Planetengetrieben mit einem Freiheitsgrad gelten
(z.B. ¢3 = 0 oder ¢5 = 0).

Die Zwangsbedingungen folgen aus der Tatsache, dass die Relativgeschwindigkeit
der sich berithrenden Rider an ihren Kontaktpunkten (den Wilzpunkten) null ist.
Es gilt also

n@y — [ngs — ra(ps — ¢5)] =0 (2.173)
(r2 4 2r) @5 — [(r2 + 2r4) s + ra(@s — ¢5)] = 0 (2.174)
Es wurden hier zwar vier Lagekoordinaten eingefiihrt, aber wegen der zwei Zwangs-
bedingungen existieren nur zwei voneinander unabhingige Koordinaten. Als die
beiden unabhingigen Antriebskoordinaten werden die Drehwinkel von Sonnenrad

(g1 = @,) und Hohlrad (g, = ¢3) benutzt. Aus (2.173) und (2.174) findet man die
abhingigen Winkelgeschwindigkeiten:

-1, ry + 214, . ]
— : 4‘12 = unq: + Upds (2.175)

$a= 27‘4 ql 27‘4
_ r " +2ry

S 2ntrn) o 2(ry + r4)q2
Diese Gleichungen haben die Form von (2.156) mit wg; = 0, w,; = 0 und w;; =
@; = X uidr. Die Ubersetzungsverhiltnisse u;; driicken das Verhiltnis der Winkel-
geschwindigkeit ¢; zur Winkelgeschwindigkeit g; aus. Die kinetische Energie ist die

@5 = us1q1 + uUs2q> (2.176)
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Summe der Rotationsenergien von Sonnenrad (2), Steg (5), Planetenrddern (4) und
Hohlrad (3) sowie der Translationsenergie der drei Planetenrider (4):

2Wiin = L¢3 + 1303 + 3Jag; + Js93 + 3my(rs + 14)* 3 (2.177)

Um die kinetische Energie als Funktion der Geschwindigkeiten 4 = (41, ¢,) ' angeben
zu konnen, werden (2.175) und (2.176) benutzt, damit die Winkelgeschwindigkeiten
@4 und @5 eliminiert werden kénnen. Formal kénnte man auch entsprechend den
Ausfiihrungen in Abschnitt 2.4.1.1 mit der beim gleichmifig iibersetzenden Getriebe
von der Getriebestellung unabhingigen Jacobimatrizen gemif (2.158) operieren, die
hier bei Beschrankung auf w;; ,zusammenschrumpfen auf:

Z, =1 0) Z3;=(0 1) Zy=(un up) Zs=(usi us) (2.178)
Die kinetische Energie ist damit entsprechend (2.160)
1
Wiin = EqTMq (2.179)

mit der Massenmatrix M entsprechend (2.160), die folgende verallgemeinerte Mas-
sen als Elemente hat:

my =] H3aui;  +s + 3ma(ry +re)*lud
myy = My = 3Jaugitiay +[J5 + 3my(ry + r4)* Jus us, (2.180)
My, = L43ui,  +s + 3ma(r, +re)?lud,

Die verallgemeinerten Massen sind hier konstant, also sind ihre partiellen Ableitun-
gen und damit alle Christoffel-Symbole gleich null. Die verallgemeinerten Krifte Q,
und Q, sind von den Momenten M,, M3 und M; abhingig. Die virtuelle Arbeit der
Antriebsmomente muss ebenso grof$ sein wie die der verallgemeinerten Krifte. Es
gilt deshalb

SW') = M8 s + M35 93 + M55 95
=M,8q1 +M36q> + Ms(us16q1 + us,642) (2.181)
= (M, + Msus;)dq1 + (M3 + Msusy)dq, = Qidq1 + Q209
Aus einem Koeffizientenvergleich bei §q; und & ¢, findet man
Q1 = M, + Msus; Q2 = M3 + Msus; (2.182)

Die Bewegungsgleichungen lauten also entsprechend (2.168) und (2.169) unter
Beachtung von (2.180) und (2.182):

my gy + midy = Ma + Msus, (2.183)
ma1dy + Myl = Ms + Msusy (2.184)

Dieser allgemeine Zusammenhang ldsst noch offen, welches der drei Momente
oder welche zwei Winkelbeschleunigungen gegeben oder gesucht sind. Entsprechend
(2.175) und (2.176) konnten auch Bedingungen fiir die anderen Winkel beriick-
sichtigt werden. Da dieses Getriebe den Laufgrad n = 2 hat, konnen jeweils drei
der fiinf Grolen (q1, g2, My, M3, Ms) vorgegeben werden, um die verbleibenden
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zwei Unbekannten zu berechnen. Man kann durch Integration der Differenzialglei-
chungen (2.183) und (2.184) verschiedene Betriebszustinde dynamisch analysieren,
z. B. Zeitverldufe und dynamische Belastungen bei Anlauf-, Umschalt- und Brems-
vorgingen, wenn die Kennlinien von Motoren oder Kupplungen fiir die Momente
gegeben sind. Die Antriebsleistungen, die sich aus dem Produkt der Momente mit
den Winkelgeschwindigkeiten ergeben, sind ebenfalls berechenbar.

Es sind z. B. folgende Betriebszustinde maéglich:

Betriebszustand a): Antrieb am Sonnenrad 2, Hohlrad 3 steht still, Abtrieb am Steg 5

Gegeben sind dann M, und Ms sowie ¢, = ¢3 = 0. Aus (2.183) folgt die Winkelbe-
schleunigung am Antriebsglied 2 zu

. M, + Msus

41 (2.185)

ny

Der Zeitverlauf ergibt sich unter Beachtung der Anfangsbedingungen aus der Inte-
gration dieser Differenzialgleichung und das Moment am Hohlrad folgt nach dem
Einsetzen in (2.184):

M, + M5 Us]

M; = —Msusy + my 14y = —Msus; + iy B (2.186)
1

Betriebszustand b): Antrieb am Hohlrad 3 und am Sonnenrad 2, Abtrieb am Steg 5

Gegeben sind dann M,, M3 und Ms. Aus (2.183) und (2.184) folgen die Winkelbe-
schleunigungen ¢§; und g, aus der Losung eines linearen Gleichungssystems.
Fiir gegebene Momentenverldufe lassen sich dann die Zeitverldufe aller Winkel
von ¢q; und g, und auch aller anderen Winkel aus (2.175) und (2.176) berechnen.
Fiir den Betriebszustand ,,Antrieb am Sonnenrad 2 und am Steg 5, Abtrieb am
Hohlrad 3“ kénnen dieselben Gleichungen benutzt werden.

24.1.3
Kardanisch gelagerter Rotor

Fiir den Kreisel, der gemifd Bild 2.15 gelagert ist, sollen die Ausdriicke fiir die kine-
tische Energie und die Beziehungen zwischen den Momenten (Q; = M,, Q, = M,,
Qs = M) und den drei Kardanwinkeln gy, g, und g3 aufgestellt werden. Der Schwer-
punkt liege im Ursprung des korperfesten Koordinatensystems (S = O). Gegeben
sind alle Elemente des Trigheitstensors js beziiglich des Schwerpunktes S, sowie die
Tragheitsmomente J4 und Ji der beiden Rahmen um ihre Lagerachsen.

Als Ausgangspunkt dient die kinetische Energie der Rotation in (2.65), die noch
um die kinetische Energie der beiden Rahmen

1
WkinRahmen - EUAq% +]Bq%) (2187)
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Bild 2.15 Kardanisch gelagerter Rotor mit Antriebsmomenten um drei Achsen

zu erginzen ist. Setzt man die aus (2.30) bekannten Komponenten der Winkelge-
schwindigkeit in (2.65) ein, so erhilt man sie als Funktion der verallgemeinerten
Koordinaten und deren Zeitableitungen:

Iop .

Wkin = Wkin Rahmen 1+ WkinRotor = E‘ITMQ
| (2.188)

= E(mu(ﬁ + Mands + my3d3) + mindida + mi3dids + ma3dads

Die Elemente der Massenmatrix M findet man aus einem Koeffizientenvergleich:
my = Ja + U2¢ cos’ g5 +Jy, sin? g3) cos” g, +J3; sin® g
—2J3,, cos® q, cos qs sin g3 — 2(J; ; sinqs — J3 cos q3) cos g, sin g
miy = (J2; —Jy,) cos g, sin g; cos g
+J2, (cos*qs — sin*q) cos 4z + (J5 - cos g3 + J3 - sin g3) sin g,
my3 = ]gé« sing, — (IrSM sing; — I?g €08 g3) COS g (2.189)
my = Ji + J3 sin® qs + J,) cos g3 + 2J3, cos g3 sin g
mys =]y, cosqs + J3 sings
ms3 = ]2;

Nun sollen fiir den Sonderfall ]ésn = ]f] = T 2 e = 0 die Momente Q;, Q, und Qs, die
in Richtung der drei Winkelkoordinaten ¢, ¢, und g3 wirken, aus (2.167) berechnet
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werden, wenn sich der Kreisel mit der Winkelgeschwindigkeit @; = ¢; um seine
{-Achse [Haupttragheitsachse IIT ( ]g ¢ = Jip)] dreht und die Winkel des Rahmens
gemifl g;(¢) und g,(t) verindert werden. ]g’ = JP und J5, = Ji sind ebenfalls
Haupttrigheitsmomente.

Aus (2.164) folgt unter Beachtung der Besonderheit, dass m,; = m3, = 0 und
msz = J 2 = konst. ist, zunichst fiir die Christoffel-Symbole

Iy =T33 = oy = Iopp = I35 = T3 = I3 = I333 = 0. (2.190)
Damit folgt aus (2.167)

MGy +minds +misds +Do1ds +20014162 +203101G3 +2 0314243 = Q)

Mgy +mpnds +14 20143 +2054243 = Q, (2.191)

my3qy +mssds +3dt 20036192 + 3 =Qs
Aus den verallgemeinerten Massen in (2.189) ergeben sich fiir diesen Sonderfall
folgende Ausdriicke fiir die Christoffel-Symbole:

1 . .
Fior = =Ty = Smia = (g cos’ gs + Jysin’gs = J7) sin > cos g
Iy =myp, = —(]25 —J5,) sin g sings cos g3

1 .
Ty = =T = Smins = =0z = Jy,) sings cos s cos’ 4o

1 1 1 .
Iys = 2132 + 523 = E[(]gsg — Jy)(cos® g3 — sin” g3) + ]3] cos q2(2.192)
1 1
Iz = —1Tis = Em12’3 - Em13,2

= %[(]25 — J5,)(cos® g3 — sin® g3) — ]3] cos g
Iy = —1Tys = %mzz,s = (]555 *],S,,,) sin g3 cos qs
Die Ausdriicke vereinfachen sich weiter, wenn noch spezieller
]25 =],S,',, =J;, also m;p=0 und I =Ts = s = D3 = 0(2.193)

betrachtet wird, z. B. ein rotationssymmetrischer Rotor. Dann lauten die Bewegungs-
gleichungen (2.191):

Un 415 cos” @ + J3 sin® q2)diy + I3 sin 243

=205 = J};)singy cos a1z + J3; cosqadnds = Qi (2.194)
Us + )iz + U; — J3) sin gy cos g2t — I3, cos q2dids = Qa (2.195)
Je singaiiy + I3 s + J2 ¢ cos qadida =Q (2.196)

Beachtlich ist die Tatsache, dass auch im Falle konstanter Winkelgeschwindigkeiten,
also bei §; = ¢, = g3 = 0, wechselnde Momente um die drei Achsen wirken miissen,
um diesen Bewegungszustand zu erhalten.

Hiufig kommt der Fall vor, dass sich ein rotationssymmetrischer Kérper nur um
zwei Achsen dreht. Aus (2.194) bis (2.196) folgen diese Sonderfille:
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Fall 1: q; = konst.; g,(t) und g;(t) verdnderlich.

]24 sin q243 +J§; cos 24293 = Q (2.197)
Ua + )i =Q (2.198)
I3 ds =Q (2.199)

Fall 2: q; (t) verdanderlich; g, = B = konst.; g3(¢) verdnderlich
Ua+J5 cos’ B + I3, sin’ B)gy +J3, sinfgs = Q (2.200)
(3 —J3¢) sin B cos B —J3e cos Bqigs = Qa (2.201)
3 sin iy +13 43 =Qs (2.202)

Fiir den Sonderfall, der durch (2.193) definiert ist, vereinfachen sich alle Terme der
kinetischen Energie, und es gilt:

1 . .
Wiin = 5 U +J; cos” @2 + JZ; sin’ o)
1 R G
+5Us 142 + 2 sinqadids + )20 45 (2.203)

Auch im Falle ]g’ = ]3 0= 2 = J (z. B. starrer Korper als eine homogene Kugel) ist
die kinetische Energie bei konstanten Antriebsgeschwindigkeiten §; = g, = 43 = 2
nicht konstant, sondern noch vom Winkel g, abhingig: Wiz, = 1/2[Ja + Js +
J(3 + 2sing,)]£22%. Dies ist dadurch bedingt, dass infolge der Kreiselwirkung noch
ein Moment Q, gemiafd (2.201) wirkt, um diesen Bewegungszustand zu erzwingen,
vgl. auch (2.31).

2.4.2
Ebene Mechanismen

2.4.2.1
Allgemeine Zusammenhénge

Ebene Mechanismen, deren Glieder sich in parallelen Ebenen bewegen, werden im
Maschinenbau hiufiger eingesetzt als riumliche Mechanismen, da sie unkompliziert
zu bauen und bequemer zu berechnen sind, insbesondere die mit nur einem einzigen
Antrieb. Aus der Sicht der Mechanik sind es Sonderfille der in Abschnitt 2.4.1
behandelten Mechanismen, fiir die n =1, g1 = ¢, Z5; = 0, w¢; = w,; = 0 und
oy = ¢; gilt. Diese ebenen Mechanismen werden nicht als Sonderfall abgetan,
sondern im Folgenden etwas ausfiihrlicher behandelt, auch um dem Leser, der nur
an diesen Objekten interessiert ist, die Lektiire von Abschnitt 2.4.1 zu ersparen.

Der (kinematisch) ebene Mechanismus bestehe aus insgesamt I starren Korpern,
die so nummeriert werden, dass das Gestell die Nummer 1 hat. Meist erhilt das
Antriebsglied die Nummer i = 2 und das Abtriebsglied die Nummer I. Die geometri-
schen Verhiltnisse sind durch die Struktur des Mechanismus und die Abmessungen
seiner Getriebeglieder bestimmt.
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Bild 2.16 Bezeichnungen am eben bewegten starren Korper (Getriebeglied 1)

Von allen starren Korpern seien die fiir die ebene Bewegung charakteristischen
Masseparameter gegeben: die Schwerpunktlagen im korperfesten (&s;; 7s;) bzw. im
raumfesten Bezugssystem (xs;; ys;), die Massen m; und die auf die korperfesten
Schwerpunktachsen bezogenen Tragheitsmomente Js;, die in Abschnitt 2.3.1 mit
]2 ¢i bezeichnet wurden. Auf jeden Kérper (Getriebeglied) kénnen dufere Krifte
und Momente wirken, wie z.B. Antriebs- und Bremsmomente, Reibkrifte und
-momente, Schneid- oder Presskrifte u. a. Die eingeprigten Krifte am i-ten Korper
werden mit ihren Komponenten in den raumfesten Koordinatenrichtungen erfasst
und mit F; und F; bezeichnet. Das eingepragte Moment am i-ten Kérper ist M;.

Bild 2.16 definiert die Bezeichnungen der eingeprigten Kraftgroflen und geo-
metrischen Abmessungen an einem beliebigen Korper. Aufgrund der Struktur und
der Abmessungen einer Maschine lassen sich die geometrischen Beziehungen zwi-
schen der Stellung des Antriebsgliedes, die durch die verallgemeinerte Koordinate
q bezeichnet wird, und denjenigen Koordinaten formulieren, die die Lage jedes
starren Korpers angeben. Bei Mechanismen mit rotierendem Antriebsglied, wie in
den Bildern 2.16, 2.19, 2.27, 2.30 und 2.21, wird oft g = ¢, gesetzt, jedoch kann
prinzipiell ebenso eine Wegkoordinate benutzt werden.

Bekannt sei die Abhingigkeit der Schwerpunktkoordinaten und der Drehwinkel
@; von der Antriebskoordinate in Form der Lagefunktionen nullter Ordnung:

Xsi = xsi(q)5 ysi = ysi(q); 0i = 0i(q); i=23...,L (2.204)

Ihre Berechnung wird in den folgenden Abschnitten an mehreren Beispielen erldu-
tert.

Wird von der Zeitabhingigkeit der Antriebskoordinate g = q(t) ausgegangen,
so konnen die Lagen der Mechanismenglieder als Zeitfunktionen bestimmt werden,
vgl. auch (2.154), (2.155) und (2.156):

xsi(t) = xsilq(t)]; ysi(t) = ysilg(t)]s ei(t) = ilq(t)]. (2.205)

Die Geschwindigkeiten ergeben sich durch eine Differenziation nach der Zeit gemaf3
der Kettenregel

dXSi
Xsi =

dei dq ;. . 7. . /.
_ — XL, i=yld b= g 2.206
dt dq dt Xsid Vs Vsid ¢ ?iq ( )




112 2 Dynamik der starren Maschine

Ableitungen nach der Antriebskoordinate g werden durch einen Strich, totale Ablei-
tungen nach der Zeit durch einen Punkt abgekiirzt. Die Beschleunigungen berechnen
sich zu

L dixg o dxs o dGgg)  dxg o, dg dxg dg,

WS T Tar T e a4 T Tag ard
Zusammengefasst gilt also:

Ksi(g, 1) = xgi ()4’ (1) + x5(q)d(¢)

Fsila, 1) = ysi(@)d’ (1) + y5(@)d(t) (2.208)

pila 1) = ¢! (@ () + pi(@)i()

Diese Darstellung beinhaltet eine Trennung zwischen den Lagefunktionen nullter
Ordnung xsi(q), ysi(q), ¢i(q) bis zweiter Ordnung (x{, y&, ¢/'), die unabhingig vom
Bewegungszustand sind, und den Zeitfunktionen g(t), 4(t) und ¢(t) des Antriebs-
gliedes, die den Bewegungszustand charakterisieren.

Die Lagefunktionen lassen sich fiir einfache Systeme, wie Zahnradgetriebe,
Schubkurbelgetriebe u. a. in geschlossener Form analytisch angeben; fur komplizier-
tere Systeme, wie mehrgliedrige Gelenkgetriebe, lassen sie sich numerisch berechnen
(Software).

Die kinetische Energie ergibt sich unter Berticksichtigung der Translationsbe-
wegungen aller Schwerpunkte und der Rotationen um die Schwerpunktachsen aller
bewegten Getriebeglieder zu

+ x4 (2.207)

1
> [mi (38 +y5) + Jsi} ] (2.209)
i=2

W — 1

kin — B
Werden die Beziehungen (2.206) benutzt, so ergibt sich aus (2.209) als Sonderfall
von (2.160)

1,4
=q
2t A

1

1
Wiin = [m; (x5 + &) + Tsip*] = 5](61)612, (2.210)
wenn die generalisierte Masse, die auch als reduziertes Tragheitsmoment bezeichnet
wird, in der Form
I
Jrea =J(q) = [mi (x5 + y&§) + Jsio)”] (2.211)
i=2

(Sonderfall von m,;) eingefiithrt wird. Vergleicht man (2.210) mit (2.209), so wird
deutlich, dass die kinetische Energie der verallgemeinerten Masse gleich ist der
kinetischen Energie aller bewegten Getriebeglieder. Die generalisierte Masse J(q) hat
die Dimension eines Trigheitsmomentes, wenn die verallgemeinerte Koordinate g
ein Winkel ist, und sie hat die Dimension einer Masse, wenn g ein Weg ist. J(q) ist
stets positiv. Bemerkenswert ist, dass die Lagefunktionen erster Ordnung in (2.211)
zum Quadrat auftreten und damit J(g) unabhingig von der Bewegungsrichtung ist.

Potenzielle Energie wird in Mechanismen oft in Form von Hubarbeit und/oder
Federarbeit (Federkonstante ¢, Federlinge [, ungespannte Federlidnge /)

1
Woot = X, | migysi + ECi(li = lyi)? (2.212)
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gespeichert (y-Achse sei vertikal nach oben gerichtet). Die Gesamtmasse der beweg-
ten Getriebeglieder und die Gesamtschwerpunkthéhe ys sind

1 I
1
m=>y m; (2.213) ys=— Y miysi (2.214)
i=2 i=2

Die auf die Glieder des Mechanismus wirkenden eingepragten Nichtpotenzialkrifte
F,F,; und -momente M; werden auf die generalisierte Koordinate bezogen, vgl.
(2.165). Ihre Arbeit muss gleich der Arbeit der generalisierten Kraft Q sein. Es gilt
somit
I
dW = Qdq =Y, (Fidx; + E;dy; + M;d ¢;) (2.215)
i=2

Daraus ergibt sich fur die Leistung der eingeprigten Kraftgrofen:

_oda dx; dyi doi
P=Qq = ; (Fxl? + B M (2.216)

Mit (2.206) findet man nach einer Division durch g die gesuchte Gleichung fiir die
generalisierte Kraft

1
Q = Y (Eix| + Eiyl + Mip]) = Qun + Q" (2.217)
i=2

Meist ist Q nicht konstant, sondern von der Stellung (gq), der Geschwindigkeit
(¢) und/oder von der Zeit (t) abhingig. Die generalisierte Antriebskraft Q,, (bei
Drehantrieb Antriebsmoment M,,, und bei Schubantrieb Antriebskraft F,;,) ist keine
Potenzialkraft und in Q enthalten. Es ist zweckmif3ig, sie gesondert zu bezeichnen
und hervorzuheben. Die anderen Nichtpotenzialkrifte sind in der Groe Q" erfasst.

Die Lagrange’sche Gleichung zweiter Art lautet fiir dieses System mit einem
Freiheitsgrad

d /oL oL
— =) —=— = 2.21
de <8f2) aq < (2219
mit der Lagrange-Funktion:
L = Wign — Wyt (2.219)
Die einzelnen Differenziationen liefern mit Gl. (2.210):
oL )
87(] =J(q9)q
d foL\ dJ(q) . VRN .
a4 ( aq) = YDy ya =@+
oL 1, ., ,
— = - — 2.22
aq 2] (‘1)‘1 Wpot ( 0)

Aus den Gleichungen (2.219), (2.220) und (2.218) ergibt sich:

!
J@i+ 51" (@F + Woor = Qun + Q (2221)
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Diese Bewegungsgleichung der starren Maschine mit einem Freiheitsgrad ist ein
Sonderfall von (2.167).

24.2.2
Hubwerksgetriebe

Als Vertreter der gleichmifig tibersetzenden Getriebe wird das in Bild 2.17 darge-
stellte Hubwerksgetriebe eines Krans betrachtet, das aus zwei Zahnradstufen und
der translatorisch bewegten Last besteht. Es wird vorausgesetzt, dass das Hubseil
masselos, biegeweich und ebenso wie alle anderen Bauteile ideal starr ist.

Gegeben sind die geometrischen Grofien des Systems, d. h. die Teilkreisradien der
Zahnrider (r,, 133, 134, 14) und die Seilldnge [ (spielt im weiteren keine Rolle). Die
Masseparameter des Systems sind die Massentragheitsmomente der Zahnrider um
ihre Schwerpunktachsen, die mit den Drehachsen zusammenfallen (J;; J3; /1) und die
Masse der Hublast m5. In den Trigheitsmomenten J/, J5 und J; sind die des Motors,
der Kupplung, der Seiltrommel und aller anderen rotierenden Teile einbezogen.
Das duflere Kraftfeld besteht aus dem Eigengewicht der Last (der entgegen der
Koordinatenrichtung y wirkenden Kraft F5s = —msg) und aus dem Antriebsmoment
Myy.

Gesucht sind beziiglich der Koordinate g = ¢, das reduzierte Triagheitsmoment
Jrea und die Bewegungsgleichung.

Die Losung beginnt mit der Aufstellung der Zwangsbedingungen. Aus Bild 2.17
konnen folgende geometrische Beziehungen entnommen werden:

1@y = —1303 13403 = —T4Q4, Vss = 144 — | (2.222)

Bild 2.17
Getriebeschema eines Hubwerkes

Nach kurzer Umformung findet man daraus die Lagefunktionen in der Form der
Gln. (2.204):
) 12134 73472

0=—2on =gy =" (2.223)
32 T413) 32

Die Lagefunktionen erster Ordnung lauten
" 72134

r 1 r_ o ’_ o ;T3
¢, =1 Q3 = ——— = Uz, Py = = Uz, Yss = 12—
33 T413) 32

(2.224)
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Hier werden die Ubersetzungsverhaltmsse 1y eingefiihrt, Vgl (2.156), (2.175) und
(2.176). Bei der Ubersetzung ins Langsame ist der Betrag eines Ubersetzungsver-
hiltnisses grofer als Eins, bei der Ubersetzung ins Schnelle ist er kleiner als Eins.
Das Vorzeichen gibt die Drehrichtung im Verhiltnis zum Antrieb an. Das reduzierte
Tragheitsmoment ergibt sich nach (2.211) zu

Jred = 103" + 305 + 1" + msy,
d.h., esist

2
Jred = Ja + Tty + Jatidy + ms (rzrr“) — konst. (2.225)
32

Daran erkennt man, dass die Ubersetzungsverhiltnisse uy; bei der Berechnung der
generalisierten Masse zum Quadrat eingehen und es also nicht auf ihr Vorzeichen
(die Drehrichtung) ankommt. Dieses Quadrat des Ubersetzungsverhiltnisses hat zur
Folge, dass das reduzierte Tragheitsmoment vieler Zahnradgetriebe im Wesentlichen
durch das Tragheitsmoment der schnell laufenden Stufe bestimmt wird und man das
gesamte Triagheitsmoment eines Zahnradgetriebes oft durch das der ersten Stufe und
einen Faktor (z. B. 1,1 bis 1,2) abschitzen kann.

Die Anderung der Schwerpunkthéhe der bewegten Massen, die fiir die Hubarbeit
maf3gebend ist, betrigt yi = yés, weil nur die Masse m5 ihre Hohe dndert, vgl. (2 214).
Die Bewegungsgleichung ergibt sich also gemaf (2.221) mit W, = msgyss und

Q"=Qzu

2
o
Jo + sty + Jaud, + ms ( = 34) 92 + msg(rarsa/r32) = My (2.226)

32

24.2.3
Viergelenkgetriebe

Viergelenkgetriebe mit rotierendem Antriebsglied werden in Form von Kurbel-
schwingen (Abtriebsglied 4 schwingt) oder Doppelkurbeln (Abtriebsglied 4 lauft
um) in vielen Maschinen eingesetzt, um ungleichmiflige Bewegungsabldufe zu er-
zielen.

Gegeben sind die in Bild 2.18 dargestellten Langen /;, die Schwerpunktkoordi-
naten &s; im korperfesten Bezugssystem, die Massen m; und Trigheitsmomente Jg;,
welche fiir die Massenkrifte und -momente mafigebend sind. Aufler dem Antriebs-
moment M, und dem Eigengewicht der Getriebeglieder wirkt noch eine Federkraft,
deren Grofie sich aus der Federkonstanten ¢ und dem Federweg berechnen lésst, der
sich wiederum aus der ungespannten Federlinge /, und der momentanen Federlidnge
[ ergibt. Die Federlinge hingt von den raumfesten Koordinaten x;s, y15 und den
gliedfesten Koordinaten des Anlenkpunktes (&3s, 7735) ab.

Gesucht sind allgemeine Formeln zur Berechnung des reduzierten Trigheitsmo-
mentes und der anderen Terme, die in die Bewegungsgleichung der starren Maschine
eingehen fiir g = ¢,.

Die Gleichungen zur Berechnung der Winkel @5 und ¢, folgen aus den Zwangs-
bedingungen. Diese driicken aus, dass die Projektionen der Koordinaten der Ge-
lenkpunkte auf die beiden Koordinatenrichtungen einen geschlossenen Geradenzug
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Man ™M,

Bild 2.18 Geometrische und mechanische Parameter an einem Viergelenkgetriebe mit
Langsfeder

(Masche) bilden, vgl. Bild 2.18:
Iy cos o3 = lycos @y + 1, — I, cos ¢, (2.227)
I3 sin @3 = Iy sin @4 — I sin @, (2.228)
Quadrieren und Summieren ergibt daraus
l§ = lerllerlz2 —2h1, cos @y +214(l; —1, cos @) cos o4 —2141, sin @; sin ¢4.(2.229)
Lost man diese Gleichung auf, erhilt man nach einigen Zwischenrechnungen mit
den Abkiirzungen
2(l, cos py — )y
N

2[2 l4 sin (053

N Wy =az, + b3, (2.230)

az4 = > b3y =

und dem Nenner
N = (Lbcos g, — )* + 122 sin® ¢, + lﬁ - 132 (2.231)
die Sinus und Kosinus von ¢4 zu:

. bsg — azan/wig — 1 a3y + b3g/wsg — 1
sin @, = A 3;: e 5 COS @y = e 3;: e . (2.232)
34 34

Die anderen unbekannten trigonometrischen Funktionen folgen am einfachsten aus
Gl. (2.227) und (2.228) unter Benutzung von (2.232):
Iycos oy — L cospy + 1 . Iy sin @y — b sin ¢,
, sin @3 = )
l3 l3
Damit konnen alle Lagefunktionen (nullter Ordnung) der Schwerpunkte berechnet
werden, vgl. Bild 2.18:

Xs3 = &sp COS ¢, ¥s2 = &sz 8in @,

(2.233)

Cos @3 =

Xs3 = I cos @y + Es3 cos @3, ¥s3 = Ly sin @, + &3 sin 3 (2.234)

xs4 = I} + &s4 COS @4, Ysa = Esa SiN Q4.
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Die Lagefunktionen erster Ordnung folgen daraus als Ableitungen nach der An-
triebskoordinate g = ¢,:

x5, = —&sy sin @y, Ve, = Es COS @3
xg3 = —hsin g3 — &35 sin 3, ys3 =l cos @) + 305 €Os @3 (2.235)
x5 = —&say Sin @y, Véy = Esay COS Py

Dabei treten die bisher noch nicht ermittelten Lagefunktionen erster Ordnung der
Winkel @5 und ¢4 auf. Thre Berechnung ist aus folgendem linearen Gleichungssystem
moglich, welches durch Differenziation von (2.227) und (2.228) entsteht:

—Lysin 305 + Iy singypp =  Lysing, (2.236)
I3 cos @3¢5 + Iy sin @40, = —1, cos @,. (2.237)
Es ergibt sich
L si — b si —
ol = 2 sin(@; — @4) ol = 2 sin(p, — ¢3) (2.238)

 Lysin(gy — @3)’  ysin(py — @3)”

Das reduzierte Tragheitsmoment des Viergelenkgetriebes folgt aus Gl. (2.211) fiir
I=4zu

Jrea = ma(x +y8) + I + ma(x + y&) + Jss 08

2 2 7] (2.239)
+my(x + yi) + Jsaps’s

woraus sich mit Benutzung von (2.235) ergibt:
Jrea = ma&gy + T2y + m3( 4 2hss cos(p2 — 93) 03 + E6030) + Js3 03
+(masy + Jsa) os’. (2.240)

Die darin auftretenden Lagefunktionen erster Ordnung der Winkel sind aus (2.238)
bekannt. Das durch die Massenkrifte bedingte Antriebsmoment hingt gemifd
(2.221) von der Ableitung des reduzierten Tragheitsmomentes und dem Quadrat der
Winkelgeschwindigkeit ab. Die statischen Momentenanteile My aus dem Eigenge-
wicht der Getriebeglieder folgen — ohne dass die Gleichgewichtsbedingungen explizit
benutzt werden — aus der Lagefunktion der Schwerpunkthéhe:
p/ot = My = mgys = (mays, + msyg; + mays,)g. (2.241)
Mit den aus Gl. (2.235) bekannten Lagefunktionen y¢; ist dieser Momentenanteil als
Funktion des Kurbelwinkels ¢, berechenbar.

Schliefilich ist noch der Momentenanteil zu berechnen, den die an beliebiger Stel-
le des Gliedes 3 angelenkte Feder auf das Antriebsglied 2 ausiibt. Das Federmoment
folgt aus der potenziellen Federenergie Wyor = c(I — lp)?/2 zu

Wipr = Me = c(I = )l = cll’ (1 - %) . (2.242)

Die Federlinge im gespannten Zustand wird mithilfe des Satzes von Pythagoras aus
den Koordinaten beider Federanlenkpunkte berechnet:

1> = (x35 — x15)° + (135 — y15)". (2.243)
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Die implizite Differenziation ergibt
201" = 2(xs5 — x15)x55 + 2(y3s — y15)955 (2.244)

und liefert den Ausdruck, der fiir Gl. (2.242) gebraucht wird. Dazu werden die La-
gefunktionen der Federanlenkpunkte benotigt. Aus Bild 2.18 kann man entnehmen,
dass folgende geometrischen Beziehungen gelten:

X35 = b, OS @3 + &35 cOs 3 — 7735 5in @3

. . (2.245)
y35 = by sin @) + &35 sin @3 + 1735 COS 3.
Deren partielle Ableitungen lauten
x%s = —bLsin @y — (£358in @3 + 735 C(.)S (/’3)(/’3// (2.246)
y3s = b cos @y + (&35 cos @3 — 135 sin @3) 3.
Das Federmoment gemif3 (2.242) wird damit:
M. =c [(x35_x15)x/ + ()’35 —}’15) Vs } 1 - b
= 35 35 .
\/(3635*9C15)2 + (y35—y15)?
(2.247)

Damit sind alle Momentenanteile, die in die Bewegungsgleichung (2.221) eingehen,
fiir das dargestellte Viergelenkgetriebe bekannt. Mit den aus den gegebenen Parame-
tern gemdfd Gl. (2.240), (2.241) und (2.247) berechenbaren Ausdriicken ergibt sich
die Bewegungsgleichung fiir ¢ = ¢;:

S+ 57 @ + Ma(@) + Mlg) = My (2.048)

24.2.4
Grof3presse

In einer Groflpresse wird das in Bild 2.19a als Getriebeschema dargestellte 14-
gliedrige Koppelgetriebe eingesetzt. Bei der Konstruktion der Antriebselemente sind
neben der Kinematik besonders die dynamischen Krifte von Bedeutung, die bei den
Betriebszustinden Anfahren, Umformen und Bremsen auftreten. Aus den gegebe-
nen Abmessungen und Masseparametern wurde zunichst mithilfe eines Rechen-
programms der Verlauf des reduzierten Trigheitsmomentes und dessen Ableitung
berechnet, Bild 2.19b. Danach erfolgte die numerische Integration der Bewegungs-
gleichung (2.221) und die Berechnung der Gelenkkrifte.

Entsprechend den interessierenden Betriebszustinden sind mehrere unterschied-
liche Kraftfelder zu beachten:

1. Beim Bremsen oder Kuppeln treten infolge der druckluftgesteuerten Reibkupp-
lungen bzw. -bremsen Antriebsmomente auf, die von der Zeit abhidngen: M(¢)

2. Beim stationidren Betriebszustand liegt entsprechend der Motorkennlinie ein nur
von der Winkelgeschwindigkeit abhingiges Moment vor: M(¢,); vgl. Abschnitt
1.5.2.
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3. Beim Pressen treten Krifte auf, die sowohl weg- als auch geschwindigkeitsabhin-
gig sind, und die auf die Antriebswelle reduziert werden miissen: M (¢,, ¢,).

4. Die Reibkrifte und -momente sind von den Gelenkkriften, den Relativgeschwin-
digkeiten und dem Reibfaktor abhingig und durch eine Funktion M(¢,, ¢,) zu
erfassen.

b} ‘
< J(g )
-
7 I r Qz7_f r % Bild2.19 Pressenantrieb
Z . a) Getriebeschema
/1 931 b) Verlauf des reduzierten
Tragheitsmomentes J(¢;)

und dessen Ableitung J' (¢, )

Fir derartig komplizierte und teure Maschinen, wie solche Groflpressen, lohnt es
sich oft, spezifische Computerprogramme aufzustellen, welche deren konstruktive
Besonderheiten erfassen. Der Konstrukteur hat dabei die Aufgabe, die technischen
Daten, die fiir eine solche Rechnung benétigt werden, gewissenhaft zusammenzu-
stellen und dann mit dem Rechenprogramm zu ,arbeiten®

243
Bewegungszustinde der starren Maschine

Der zeitliche Verlauf der Antriebsbewegung kann bei gegebenem reduzierten Trig-
heitsmoment J,g und dem Moment Q,, im allgemeinen durch eine numerische
Integration der Bewegungsgleichung (2.221) gewonnen werden. Deren geschlossene
Losung ist allerdings bei konservativem Kraftfeld moglich, vgl. 2.4.4. Das Ergeb-
nis der Integration ist der Verlauf des Antriebswinkels ¢(¢) und dessen zeitliche
Ableitungen ¢(t) und @(t), die zur Berechnung aller weiteren kinematischen und
dynamischen Groflen benotigt werden.
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Bild 2.20 Typischer Arbeitszyklus eines Antriebs

Der Arbeitszyklus eines Mechanismus hat meist den in Bild 2.20 schematisch darge-
stellten Verlauf. Er besteht aus dem Anlauf, dem stationiren (oder Dauer-) Zustand
und dem Auslauf. Zu den Maschinen, die im instationiren Betriebszustand arbeiten,
gehoren z. B. Krane, Bagger, Fahrzeuge, Fordermittel, Pressen, Stell- und Transpor-
teinrichtungen, bei denen sich Anfahr- und Bremsvorgiange haufig wiederholen.

In der Praxis interessieren bei Anlauf- und Bremsvorgingen meist die Anfahr-
bzw. Bremszeiten, die Anfahr- bzw. Bremswege und -winkel und der zeitliche Mo-
mentenverlauf. Diese Groflen benutzt der Konstrukteur, um verschiedene Antriebs-
systeme zu vergleichen, oder um Motoren, Bremsen und Kupplungen auszulegen.
Auch die dynamischen Krifte, die man zur Dimensionierung der Getriebeglieder
und Gelenke (Bolzen, Lager, Zahnrider usw.) benotigt, konnen berechnet werden,
wenn der tatsichliche Bewegungsablauf bekannt ist. Diese dynamischen Belastungen
bei Anfahr- und Bremsvorgingen miissen oft fiir den Festigkeitsnachweis ermittelt
werden.

Das Reibmoment einer Maschine lisst sich nur schwer vorausberechnen, da
es von Einflussgroflen abhingt, die erst durch die Montage oder den Betriebszu-
stand festgelegt werden, vgl. (1.127). Dazu gehoren Zwangskrifte bei einer statisch
unbestimmten Lagerung und die Betriebstemperatur eines Lagers (Zihigkeit des
Schmiermittels). Reibmoment und Reibleistung werden meist durch den Wirkungs-
grad pauschal erfasst oder experimentell mithilfe von Auslaufversuchen bestimmt,
vgl. dazu auch VDI-Richtlinie 2158.

Der mechanische Wirkungsgrad ist als Verhiltnis der abgegebenen Leistung Py,
zur aufgenommenen Leistung (B, + P,) definiert, wobei P, die Verlustleistung ist:

<L (2.249)

Der Wirkungsgrad ist fiir spezielle Baugruppen, wie Zahnradgetriebe, Flaschenzii-
ge von Hebezeugen u.a. in der Literatur auf dem Gebiet der Maschinenelemente
angegeben.

Elektromotoren werden i. Allg. nach Antriebsleistung und Erwdrmung unter
Beachtung der relativen Einschaltdauer ausgewahlt. Fur die Charakterisierung der
mechanischen Belastung der Maschinenelemente ist jedoch das Antriebsmoment
aussagefahiger als die Antriebsleistung.
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Bei den meisten Maschinen arbeiten mehrere Antriebsmechanismen in einem
zeitlich genau aufeinander abgestimmten Bewegungsablauf zusammen. Mit dem
Zyklogramm, welches die koordinierten Bewegungsabliufe aller Antriebe einer
Maschine beschreibt, werden in der Entwurfsphase vom Konstrukteur wesentliche
Entscheidungen getroffen, die auch das dynamische Verhalten betreffen. Bild 2.21

zeigt ein Beispiel fiir ein Zyklogramm.
/\ ’
m n 3 q)z
Kurbetwinkel — 9~

LN
T @ 8 e g,

b)

o lole g o NG

Bild 2.21 Schneidemaschine als Beispiel fiir eine Maschine mit mehreren Mechanismen
a) Getriebeschema, b) Zyklogramme der drei Bewegungsabliufe; sechs Etappen: 1 Auswer-
fen, 2 Aufnehmen, 3 Zufiihren, 4 Niederhalten, 5 Pressen, 6 Freigeben

Ausgehend von den technologischen Mindestanforderungen muss der Konstruk-
teur alle Bewegungsabldufe auch unter dynamischen Aspekten festlegen, um bei
hohen Arbeitsgeschwindigkeiten eine stabile Betriebsweise zu sichern. Da die ein-
zelnen Mechanismen unterschiedliche Massenkrifte aufweisen, sollte der dynamisch
gefahrdetste z. B. durch lang ausgedehnte instationdre Bewegungsetappen ausgelegt
werden.

Im Beispiel nach Bild 2.21 weisen z. B. die Bewegungsetappen 1, 3, 4 und 6 die
hochsten Beschleunigungen auf. In diesen Abschnitten dndert sich das reduzierte
Tragheitsmoment am meisten. Der Konstrukteur muss auch den Einfluss auf die
Anregung von Torsionsschwingungen beachten, vgl. Abschnitt 4.3.

244
Lésung der Bewegungsgleichungen

Die Behandlung von Anfahr- und Bremsvorgingen fithrt auf die mathematische
Aufgabe, die Differenzialgleichung (2.221) unter den Anfangsbedingungen
t=0: ?(0) = 9o, 9(0) = o (2.250)

zu integrieren (Drehwinkel ¢ = g).
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Physikalisch bedeutet dies, den Bewegungsablauf ¢(¢) zu ermitteln, wenn zu
einer bestimmten Zeit eine Anfangsstellung ¢y und eine Anfangswinkelgeschwin-
digkeit @y gegeben sind. Fiir den Fall einer beliebigen Winkelabhingigkeit Q,, =
M.y (@), Q" = M*(¢), zu dem auch konstante Werte gehéren, kann eine analytische
Losung angegeben werden. Da die Momente aus den Massenkriften sich aus der
Anderung der kinetischen Energie ergeben, wie man aus der Umformung

d Wiin d(]¢2/z) 1 1d(p 1

W/ = = =—J'¢? "0+ Ji 2.251

ersehen kann, ldsst sich (2.221) auch so schreiben:

W, = Mg, + M* — W/

ot (2.252)

Die Integration, ausgefithrt von dem Anfangszustand gemifl GI. (2.250) bis zu einer
beliebigen Stellung ¢, ergibt:

Wiin 1 L1 5
S dWin = = J(@)9" — =] (9o) @
Wkin[) 2 2

0 (2.253)

= /(Man +M*) d@ - Wpot((p) + Wpot((oo)-
%0

Wird die Arbeit des eingeprigten Kraftfeldes und die potenzielle Energie gemein-
sam durch

4
W, 00) = [(Ma + M) dF ~ Whar(9) + Wher(0) (2.254)
P0

abgekiirzt, so erhilt man aus (2.253) zunichst
1 1
Wiin = 5J(0)9* = 1 (go) g + W (9,00) (2.255)

und daraus die Abhdngigkeit der Winkelgeschwindigkeit vom Drehwinkel mit
Wiino = J(90) @5 /2:

(@) og +2W (g, @o) I(%)( W((P:%))
“m‘¢ 7(9) ‘m¢ﬂw BT

Wird die Arbeit W des eingepragten Kraftfeldes ganz vernachlissigt, so folgt daraus
als Sonderfall von (2.256) und dessen Ableitung:

kmO _ ) ((00)0)2:_] kaO
H w() e

Der durch (2.257) beschriebene Bewegungszustand ergibt sich, wenn der Mechanis-
mus in der Stellung ¢y mit der Anfangsenergie Wi, sich selbst iiberlassen wird.
Bei dieser so genannten Eigenbewegung ist kein Antriebsmoment erforderlich. Man
priife dies durch Einsetzen in (2.221)!

p(p)=w . (2.257)
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Die periodische Bewegung, die durch die Verdnderlichkeit von J(¢) und/oder
M(¢) verursacht sein kann, wird durch den Ungleichformigkeitsgrad § ausgedriickt.
Im 19. Jahrhundert befasste man sich mit derartigen Maschinenuntersuchungen
erstmals in Verbindung mit der Entwicklung von Dampfmaschinen. Der Ungleich-
formigkeitsgrad driickt die Schwankung der Winkelgeschwindigkeit @ = ¢ des
Antriebes wihrend eines Arbeitszyklus (meist eine volle Umdrehung), bezogen auf
den Mittelwert aus:

— Wmin 2(a)max B a)min)

Dmax
5=-™2 ~ ) (2.258)
WOm Wmax + Omin

Der Ungleichformigkeitsgrad betridgt 6 = 0 bei @y = ®min und & = 2 bei @, = 0.
Eine Maschine arbeitet umso gleichmifSiger, je kleiner der Ungleichformigkeitsgrad
ist.

Fur die Ndherung W < Wiy, konnen nach (2.257) die extremen Winkelge-
schwindigkeiten angegeben werden. Geht man von dem mittleren Trigheitsmoment
J(90) = Jm und der mittleren Winkelgeschwindigkeit @y = wn, aus, so folgt:

Omin = wO\) i 5 Omax = (00“ i . (2259)
]max ]min

0 Im r 4:y v

Bild 2.22 Typischer Verlauf des reduzierten Tragheitsmomentes
und der Winkelgeschwindigkeit eines Mechanismus ohne dufleres Kraftfeld

Diese Beziehungen illustriert Bild 2.22. Mit (2.258) und (2.259) ergibt sich nach
kurzer Umformung
1 (AT\?
1 — - e
. ( ]m) n

V Imax Y/ Imin ~ A]
Man braucht also bei vernachlissigbar kleinem duflerem Kraftfeld (W < Wiy, ) nur

=20~ —
V ]max + V ]min ]m
die Funktion J(¢) fiir einen Arbeitszyklus zu ermitteln und daraus die Differenz AJ

(2.260)
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zu bestimmen, um den Ungleichformigkeitsgrad angeben zu konnen. Ausgehend
von der Niherung

A = T~ Jwin g /]( )de ]maX+Im‘“ (2.261)
2
lasst sich Gl. (2.260) durch die Reihenentwicklungen
r—— 1 /AT\®

vereinfachen. Aus Gl. (2.260) folgt die Ndherung zur Berechnung des erforderlichen
Mittelwertes fiir einen gegebenen Ungleichformigkeitsgrad:

AJ 52 AJ
) A 2.263
o = 5[+4+252+ ] Y (2.263)

Es soll nun der andere Sonderfall betrachtet werden, bei dem die Ungleichférmigkeit
im Wesentlichen durch die Arbeit W (¢,¢,) und nicht durch J(¢) bestimmt wird.
Das reduzierte Tragheitsmoment wird durch seinen Mittelwert J,, gemifd (2.261)
erfasst. Im stationdren Zustand folgt aus (2.256) mit J(¢y) = J(¢) = Jm, der mittleren
Winkelgeschwindigkeit wy = @y, und der mittleren kinetischen Energie J;, o2, /2:

Wmin Wmax
Omin = @ 1+ ——; Omax = @ 1+—). 2.264
min m ( 2kam ) ma: m < Zkam > ( )

Setzt man die Extremwerte in (2.258) ein, so folgt eine Alternative zu den Gln.
(2.260) und (2.263):
AW AW AW

=T mal bzw. Jm = prrs (2.265)
Hierin ist AW = Wiax — Wi die Uberschussarbeit pro Periode.

Aus (2.263) und (2.265) folgt, dass bei gegebener Uberschussarbeit AW der
Ungleichformigkeitsgrad desto geringer wird, je grofler das mittlere reduzierte Trag-
heitsmoment Jj;, ist. Um eine gleichmifligere Bewegung zu erhalten, muss man also
das mittlere Tridgheitsmoment erh6hen. Praktisch wird das durch ein Schwungrad
erreicht.

Ein Schwungrad dient als Speicher der kinetischen Energie. Es gleicht die Un-
gleichformigkeit aus, indem es in der Phase der Beschleunigung kinetische Energie
akkumuliert und diese bei Belastung wieder abgibt. Es ermoglicht den Einsatz eines
Antriebsmotors mit einem Kippmoment, das kleiner als das reduzierte statische
Antriebsmoment ist. Oft ist es zweckmaflig, das Schwungrad dauernd rotieren
zu lassen und die Getriebe nur wihrend der Arbeitstakte oder Belastungsphasen
anzukuppeln. Schwungrider werden vor allem bei Maschinen angewendet, die im
stationdren Betrieb arbeiten.

Man hat zu unterscheiden, ob man das Schwungrad zwischen Motor und Ge-
triebe oder zwischen Getriebe und Arbeitsmaschine anbringt, vgl. Bild 2.28. Um
das Getriebe vor Belastungsstoflen zu schonen, ist ein Einbau zwischen Getriebe
und Arbeitsmaschine giinstig. Die Schwungmasse wird jedoch kleiner, wenn es
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auf der schnell laufenden Welle zwischen Motor und Getriebe angeordnet wird.
Der Konstrukteur muss je nach der Bedeutung beider Kriterien im konkreten Fall
entscheiden, welche Anordnung zu bevorzugen ist. Bei Maschinen mit instatio-
nérer Arbeitsweise ist ein kleines Triagheitsmoment vorteilhaft, denn infolge haufiger
Beschleunigungs- und Verzogerungsvorgiange tritt bei groflerem Schwungrad eine
stirkere Belastung der Motoren und Bremsen auf (Uberhitzungsgefahr).

Nicht nur in Spielzeugen, auch bei Fahrzeugen wird die kinetische Energie von
Schwungridern als Antrieb technisch genutzt (Gyrobusse in der Schweiz seit 1945).
Man hat nachgewiesen, dass sich in hochfesten schnell rotierenden Schwungriddern
Energie von 400 000 N - m/kg speichern ldsst. Theoretisch sollen sogar Werte von
1750000 N - m/kg physikalisch moglich sein, womit solche Superschwungrider,
bezogen auf ihre Masse, mehr Energie speichern konnten als elektrochemische
Akkumulatoren.

Bei realen Maschinen hingen die eingepragten Krifte und Momente in kom-
plizierter Weise von der Getriebestellung, der Winkelgeschwindigkeit und der Zeit
ab. Sind diese Funktionen bekannt, dann kann die Bewegungsgleichung (2.221)
numerisch gelost werden, nachdem sie nach der Winkelbeschleunigung aufgeldst
wurde (¢ = g):

. L,
P =p(p, p,1) May + M = Wio, — =T (9)¢” (2.266)

1
J(9)
Unter Benutzung der Anfangsbedingungen (2.250) kann der Bewegungsablauf fiir
kleine Zeitschritte At schrittweise berechnet werden.

Bild 2.23 illustriert die Herangehensweise. Schritt fir Schritt werden, begin-
nend mit der Zeit t, = 0, aus den Werten zur Zeit t;, die Funktionswerte zur Zeit
trr1 = tx + At berechnet. Die Genauigkeit von ¢(f;) hiangt von der richtigen Wahl
der Schrittweite At ab. Aus der mathematischen Analyse folgt, dass sich der Fehler
mit (At)° andert. Das bedeutet, dass die Genauigkeit des Verfahrens bei Halbierung
der Schrittweite um den Faktor 16 verbessert wird und sich bei Verdoppelung
der Schrittweite um denselben Faktor verschlechtert. Da die Anzahl der Schritte
umgekehrt proportional zur Schrittweite ist, betrigt dieser Faktor bei gegebenem
Intervall nicht 32 sondern 16.

(Poa-wof + % {0} 2

T — Schrittweite

- P
: % A M \‘ // "
z % 19 exakte L dsung
= latl B || P

T S W SO S SO ¥ Bild 2.23
te0 i tp tx tiet Zur Niherung bei
Zeit t ——e

numerischer Integration

Mit kleinen Schrittweiten erreicht man oft hohere Genauigkeiten, aber es besteht
die Gefahr, dass sich infolge der vielen Schritte Abrundungsfehler summieren. Als
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Richtwert kann empfohlen werden, pro (geschitzter) Periodendauer eines Bewe-
gungszyklus mindestens 20 Schritte zu wihlen, also etwa At = Ty/20 bei einer
Periodendauer Tj.

Mit der bisher beschriebenen Verfahrensweise (Anfangswertproblem) konnen
instationdre Bewegungsablaufe (Anfahren, Bremsen) von Maschinen berechnet wer-
den. Werden auf demselben Wege stationidre Bewegungsabldufe einer Maschine
gesucht, besteht das Problem, zunichst Anfangsbedingungen dafiir zu ermitteln. Im
stationdren Zustand muss die Periodizititsbedingung

0y = ¢(py +2n) = ¢(@o) (2.267)

erfullt sein, da nach einer vollen Umdrehung des Kurbelwinkels dieselbe Winkelge-
schwindigkeit vorhanden sein muss.

Um den stationdren Zustand zu finden, kann man den Anlaufvorgang einer Ma-
schine simulieren, vgl. Bild 2.20. Schon nach wenigen Umdrehungen wird er dabei
oft, wie in der Wirklichkeit, erreicht. Man kann diesen Vorgang auch verkiirzen,
indem man zunichst einen Anfangswert ¢ (¢,) fiir eine beliebige Anfangsstellung ¢
des Mechanismus schitzt, z. B. in der Nihe des erwarteten Mittelwertes w,,. Dann
wird iiber eine volle Umdrehung numerisch integriert und gepriift, welcher Wert
fiir die Winkelgeschwindigkeit ¢ (o + 21t) herauskommt. Zunichst wird GL. (2.267)
nicht erfiillt sein. So lange wie ¢@(¢@y + 21) gegeniiber ¢ (¢y) nach oben oder unten
abweicht, muss der nichste Iterationsschritt mit einem kleinerem oder groflerem
Anfangwert beginnen. Das Suchen nach der stationdren Losung lauft dann darauf
hinaus, das Optimierungsproblem

! .
|9 (@0 + 21) — @(@p)| = Min.

zu 16sen.

245
Beispiel: Pressenantrieb

Eine Strohpresse besteht aus einer Kurbelschwinge, fiir deren geometrische Para-
meter r4/l5 < 1 und ry/l; < 1 gilt, vgl. Bild 2.24a. Das dynamische Verhalten soll
unter Berticksichtigung der Motorkennlinie, der technologischen Kraft am Abtrieb
und des Reibmomentes berechnet werden, wobei insbesondere der Einfluss des
Schwungrades zu analysieren ist. Die Masse des Gliedes 4 sei auf die Nachbarglieder
aufgeteilt.

Gegeben:

r,=80mm, r;=2320mm, r,=150mm, 5 =10m, &;=15m.

J, = 0,03kg-m?, J; = 10;25;100;200 kg - m?, ms = 40kg, Jss = 36 kg - m”.

Presskraft F5p = 7,6 kN, vgl. Verlauf in Bild 2.24b,

Reibmoment My = (7,5 + 0,022¢3) N - m, experimentell ermittelt, vgl. auch Auf-
gabe A1.6 (¢, in rad/s)

Motormoment M,, = My(1 — ¢,/£) mit My = 10200 N - m,

Synchrondrehzahl des Motors: 7 = 750 min ™'

Krifte aus dem Eigengewicht seien hier gegeniiber Massenkriften vernachlissigbar.
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Gesucht:

1. Verlauf des reduzierten Tragheitsmomentes J(¢,)

2. Verlauf der Winkelgeschwindigkeit und des Antriebsmomentes im stationiren
Betriebszustand

3. Einfluss der Grofle des Schwungrades auf Winkelgeschwindigkeit und Antriebs-
moment, indem J; variiert wird

4. Nutzleistung, Gesamtleistung und Wirkungsgrad dieses Pressenantriebs.

F 4

111 11

0 Zn 4w 6on Br10n 1
45 Xss ¢,—

a) b)

Bild 2.24 Pressenantrieb
a) Getriebeschema, b) Abhingigkeit der Presskraft vom Kurbelwinkel

Die Losung beginnt mit der Aufstellung der Zwangsbedingungen, vgl. Bild 2.24:

r 1
Q3 = ——2<P2 === (2.268)
13 4
&) T
X45 — X14 R T4 COS (3 = T4 COS (—goz) ~Is (5 - goS) (2.269)
r3
Xs5 — X14 = ﬁm cos (r—z(p2> . (2.270)
5 r3
Daraus folgt:
s X45 — X14 I T4 &)
~ T _T_n Bo ). 2271
e <r3 €02) (2271)

Gemif (2.211) ergibt sich das reduzierte Tragheitsmoment zu

Jed = J(02) = o + J305* + msxls + Jss 92 (2.272)



128 2 Dynamik der starren Maschine

Mit den obigen Ausdriicken folgt nach kurzer Rechnung

2 2
J(@) =+ <r_2) +ms (ﬁrﬂ) in? (%)
K Is s r3

2 (2.273)
b (122 (222,
Is 13 3
Mit den Zahlenwerten gilt dann
I(p2) = [1,593 +0,178 sin” (%)] kg - m’
” (2.274)

- (1,682 — 0,089 cos %) kg - m?,

wegen 13 = 4r, und

1
sin? (%) — - [1 ~ cos (2r—2¢2)] . (2.275)
13 2 13

Das auf den Antrieb reduzierte Moment infolge der Presskraft ist nach Gl. (2.217)

—F50r42 sin? <%> fir 0< ¢, <d4rn

M(¢,) = stés = 13 r3 (2.276)
0 fir 4n < ¢, < 8n
und mit den angegebenen Zahlenwerten (M, in N - m):
427 si 4)  fi 0< <4
M(py) = sin(pz/4) fur = 05 gy Sdn | (2.277)
0 fiir 4n < ¢, < 8n

Mit einem numerischen Verfahren wurde die Bewegungsgleichung der starren Ma-
schine integriert, nachdem sie in die Form

My (¢2) — My (@) — Mg (93) — 0,5]" (¢2) 93
¢ =
T (92)

iiberfithrt wurde. Aus dem zunichst ermittelten Verlauf von ¢, () und ¢, (¢) wurden
die einzelnen Momentenanteile und das Antriebsmoment berechnet, deren Verlauf
Bild 2.25 zeigt.

Wie man sieht, stellt sich eine mittlere Winkelgeschwindigkeit von @,,, =
76,4 s7' ein (Zyklusdauer Ty = 8n/w,m = 0,329 s), die erwartungsgemifd et-
was niedriger als die Synchrondrehzahl des Motors ist, welche 2 = 750r/30 =
78,5 s~ ! betrigt. Das aus Bild 2.25¢ erkennbare mittlere Antriebsmoment M,, =
272 N - m ergibt sich tberschlaglich als Summe aus dem mittleren Reibmoment
Mg = 136 N - m (Bild 2.25b) und dem mittleren technologischen Moment M, =
Wnx/8n = 136 N - m. Den Drehzahlverlauf kann man deuten, wenn man den Ver-
lauf des Antriebsmomentes vergleicht und die lineare Motorkennlinie beachtet.
Die Drehzahl fillt/steigt bei zunehmendem/abnehmendem Antriebsmoment. Der
starke Drehzahlabfall bei relativ kleinem J; ist durch das technologische Moment M,
bedingt, vgl. Bild 2.25a.

(2.278)
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e

I

Wirkeigeschw. 3{-|.58: —o
g 3 3

b)
F
L]
™)
Eo
E 20 Bild 2.25
2 w0 Verldufe von Winkelgeschwindigkeit und
§ 0 Antriebsmoment des Pressenantriebs

a) Winkelgeschwindigkeit
b) Antriebsmoment
¢) Komponenten von M,y

3 8

Das Antriebsmoment M,, setzt sich aus den drei Komponenten zusammen, die ein-
zeln in Bild 2.25b dargestellt sind. Man kann den groflen Einfluss des Schwungrades
deutlich erkennen. Wihrend M; und My nur unwesentlich durch die Drehzahl-
schwankung beeinflusst werden (sodass dieser Einfluss im Bild innerhalb der Strich-
dicke verschwindet), wird das kinetische Moment wesentlich von der Schwungrad-
grofBe bestimmt. Es gilt My, = J(92)®, + 0,5]'(¢2)@3, und man kann aus dem
Kurvenverlauf in Bild 2.25b sowohl die Wirkung der Winkelbeschleunigung als
auch der Winkelgeschwindigkeit erkennen. Bei kleinen J;-Werten dominiert der
Momentenanteil, der von der Verinderlichkeit des Trigheitsmomentes herrihrt.
Bei den Kurven in Bild 2.25a ist die zweifache Schwankung pro Periode, die von
J'(¢,) stammt, bemerkbar. Bei den grofSen Werten von J; {iberwiegt der Einfluss der
Winkelbeschleunigung, obwohl diese selbst niedriger wird!

Die Ergebnisse zeigen, dass infolge eines groflen Schwungrads der Spitzenwert
des Antriebsmoments kleiner als derjenige sein kann, welcher sich aus dem Reib-
moment und dem technologischen Moment ergibt. Der mittlere Wert des Antriebs-
momentes wird durch die Schwungradgrofle praktisch nicht beeinflusst. Je grofier
das Schwungrad ausgelegt wird, desto geringer sind die Drehzahlschwankungen im
stationdren Betriebszustand.

Ein ganzer Arbeitszyklus entspricht einer vollen Umdrehung der Kurbel
(0 < @3 < 2m), d.h. vier Umdrehungen der Motorwelle (0 < ¢, < 8m). Nach
(2.254) betrigt die Nutzarbeit wihrend des Arbeitszyklus infolge des Pressvorganges

8n
WN*/M((DZ)d(DZ F507’4§ISS rz/ i %d(pz+/0d(p2
3 0 4n

(2.279)

- sgou%r—z — 3420N - m.

5 13
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Bei der mittleren Winkelgeschwindigkeit w,m = 76,4 s~! betrigt die mechanische
Nutzleistung P, = Wy /T = 3420 N - m/0,329 s = 10,4 kW. Das mittlere Antriebs-
moment M,, = 272 N - m, das sich aus allen Momentenkomponenten ergibt, er-
bringt die Gesamtleistung Py, + P, = Man@om = 272 - 76,4 W = 20,8 kW. Gemifd
(2.249) betrigt also der Wirkungsgrad dieses Pressenantriebs nur etwa 1 = 0,5.

2.4.6
Aufgaben A2.5 bis A2.8

A2.5 Antrieb eines Tagebau-Bandabsetzers

Dem Antriebssystem eines Tagebau-Bandabsetzers zum Verkippen von Abraum ent-
spricht das in Bild 2.26 stark vereinfacht dargestellte Berechnungsmodell. Das Dreh-
werk, welches aus Motor, Kupplung und zwei Getrieben besteht, setzt den Oberbau in
Bewegung.

Bild 2.26 Kinematisches Schema eines Tagebau-Bandabsetzers
I Schwenkachse; 2 Motor; 3 Kupplung; 4, 5 Getriebe; 6 Oberbau

Gegeben: Triagheitsmomente von

Motor: L =21l4kg- m?;

Kupplung: J5 =1,12kg- m?;

Getriebe 1: Js =22,6kg-m? bezogen auf
Getriebe 2: Js =4540kg-m?; Getriebeausgang
Maschinenhaus: Jo = 1,185 108 kg - m?;

Massen des Oberbaus: my = 2,05 - 10* kg, mg = 1,85- 10° kg;
Lingen des Oberbaus: l; =110m; Ig=61m;
Ubersetzungsverhiltnisse

der Getriebe: Ug) = gz = 6275  Usy = Ugy = 36,2

Man beachte, dass beim Ubersetzungsverhiltnis die Reihenfolge der Indizes von
Bedeutung ist (¢ = uy = 1/1y,) und dass es als Verhiltnis von Antriebs- zu Ab-
triebswinkelgeschwindigkeit definiert ist, vgl. GL. (2.224).

Gesucht:

1. Antriebsmoment des Motors, sodass der Oberbau mit einer Winkelbeschleunigung

von ¢ = 0,0007 rad/s* bewegt wird.
2. Antriebsmoment Mg bezogen auf die Schwenkachse.
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A2.6

A2.7

Schubkurbelgetriebe

Schubkurbelgetriebe werden zur Umformung von Dreh- in Schubbewegungen (und
umgekehrt) eingesetzt. Fiir dynamische Berechnungen wird dabei das auf den Kurbel-
winkel reduzierte Tragheitsmoment benotigt.

Gegeben: Abmessungen und Parameter gemaf Bild 2.27a.
Gesucht:

1. Reduziertes Trigheitsmoment J,.q4 unter Benutzung von 2 Ersatzmassen fiir die
Pleuelstange

2. Mittelwert Jy, fiir das reduzierte Trigheitsmoment

3. Antriebsmoment bei ¢, = Q.

Bild 2.27 Schubkurbelgetriebe
a) Bezeichnung der Parameter, b) Verlauf des reduzierten Tragheitsmomentes

Fiir das Kurbelverhiltnis gilt A < 1. Man nutze diese Tatsache aus, indem man die ent-
stehenden Wurzelausdriicke in Reihen entwickelt und A2 gegentiber 1 vernachlissigt.

Anordnung eines Schwungrades

Bei einer Konstruktion kommen zwei mogliche Anordnungen des Schwungrades in-
frage. Es soll entweder Jg; oder Js, verwendet werden, um einen bestimmten Ungleich-
formigkeitsgrad einzuhalten, vgl. Bild 2.28.

Js1 sz
n, %
1 [7'/ n1 @ 3 LI,Z £ @ 4 2
I L
/ / fa S SS s 7 / /
M N4y *4 5inl g,

Bild 2.28 Maogliche Anordnungen des Schwungrades
1 Motor; 2 Arbeitsmaschine; 3 Getriebe, Ubersetzungsverhiltnis u1,

Gegeben:
Tragheitsmomente Ju; Jgs Jos J13 /1 < Jo; Ungleichformigkeitsgrad J,,; Ubersetzungs-
verhiltnis uy; = ny/ny > 1.
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Gesucht:
Formel zur Berechnung der erforderlichen Trigheitsmomente der Schwungrider, wenn
der Mechanismus im Leerlauf arbeitet. Man vergleiche die Gré8en von Js; und Js;.

Schwungradeinfluss bei Umformmaschine

Bei Pressen, Schneidemaschinen und anderen Umformmaschinen wirkt am Abtriebs-
glied nur in einem kleinen Bereich des Arbeitszyklus die Umformkraft. Die Antriebe
von Umformmaschinen werden deshalb mit Schwungrddern versehen, die wihrend
des Umformvorganges kinetische Energie abgeben und in der restlichen Zeit in jeder
Periode wieder ,aufgeladen werden. Zwischen zwei Umformvorgingen wird keine
nennenswerte Arbeit vom Motor abverlangt.

Fiir eine Kurbelpresse, deren kinematisches Schema in Bild 2.29 dargestellt ist, soll
das Antriebsmoment, das der Motor im statischen Fall aufbringen miisste, mit demje-
nigen verglichen werden, welches beim Einsatz eines Schwungrades erforderlich ist.
Es soll der Verlauf der Winkelgeschwindigkeit des Antriebs berechnet und abgeschitzt
werden, wie groff das Schwungrad mindestens sein muss, damit der Unleichférmig-
keitsgrad nicht grofer als ein zulidssiger Mindestwert wird. Um die Berechnung zu
vereinfachen, wird angenommen, dass im stationdren Betrieb ein konstantes Motor-
moment wirkt.

Gegeben:

Konstante Umformkraft Fy im Winkelbereich 2t — " < gy <2

mit dem Winkel o =n/12 = 15°
Winkelgeschwindigkeit in der Strecklage ¢,(t =0) =0  ¢,(t =0) = Q2
Zuldssiger Ungleichférmigkeitsgrad Oy = 0,12
Kurbelverhiltnis A =h/l; =005
Verhiltnis der Trigheitsmomente Js/Im = 55 105 20
Bezogene Umformkraft Ryl /(m2?) = 60
Bezogene Stoflelmasse myl? /]y = 0,65
Niherung fiir Sto8elweg, vgl. Tabelle 2.1

A

xy~l3+1b (cos 0+ 1 cos 2(p2) (2.280)

Bild 2.29 Bezeichnungen am Pressengetriebe

Gesucht:

1. Reduziertes Tragheitsmoment Jioq(2)
2. Motormoment
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24.7

3. mittleres Antriebsmoment My, fiir stationiren Betrieb

4. Verlauf der Winkelgeschwindigkeit ¢,(¢;) als Funktion des Verhiltnisses J5/Jy bei
konstantem mittleren Antriebsmoment My,

5. Einfluss der Verhiltnisse Js//y; und Fyly /(Jy£22) auf den Ungleichformigkeitsgrad.

Die Ergebnisse sollen fiir den stationidren Zustand fiir eine Periode (0 < ¢, < 27)
ermittelt und im Bereich —/2 < ¢, < 3 grafisch dargestellt werden.

Losungen L2.5 bis L2.8

L2.5

L2.6

Es handelt sich um ein gleichmiBig tibersetzendes Getriebe (J/ = 0). Damit folgt das
Antriebsmoment aus Gl. (2.221) zu

Man =Tp2 = (Ja +Jo)#2 (2.281)

Gemif3 Gl. (2.217) gilt zwischen Antriebsmoment und Moment an der Schwenkachse
die Beziehung Moy, = Mg = Metine = Meupaiiae. Das auf die Motorwelle reduzierte
Tragheitsmoment des Antriebs ist, vgl. Gln. (2.211) und (2.225):
J. J:
Ja=h+Js+ iy +Jstds =L+ J5 + -3 + 5 =3.26kg-m’.  (2.282)
Uy Uplsy

Das auf die Motorwelle reduzierte Trigheitsmoment des Oberbaus ist

_Jo+m7l2 + mgl} 1055 10° kg - m?

_ 2
6277 36,2 =2,05kg- m~. (2.283)

Jo

2 .2
Uy Yo
Wie die genannten Zahlenwerte zeigen, ist das reduzierte Trigheitsmoment des An-
triebssystems wegen des groflen Ubersetzungsverhiltnisses grofer (und hat damit
einen grofleren Einfluss auf das Anlaufverhalten) als das des gesamten Oberbaus
mit seinen riesigen Massen. Das Antriebsmoment des Motors ist daher mit ¢, =

Petisatics = 15,89 rad /s’ gleich
Myn = Jp2 = (3,26 +2,05) - 15,89 kg - m?/s? = 84,37 N - m. (2.284)
Das Moment an der Schwenkachse ist

Mg = gy - tgaMan = 22665 - 84,37 N - m = 1,915 MN - m. (2.285)
Fiir das Schubkurbelgetriebe ergeben sich nach kurzer Rechnung die in der ersten Spal-
te von Tabelle 2.1 angegebenen exakten Koordinaten aufgrund einfacher geometrischer
Beziehungen.

In der zweiten und dritten Spalte sind die Werte angegeben, die sich fir 1 =

/13 < 1 durch eine Reihenentwicklung ergeben.
Das reduzierte Tragheitsmoment erhilt man gemif3 Gl. (2.211) zu

J(92) = my (x5 +y3) +Js208 +m3 (xG + y3) + 308> + maxG.  (2.286)

Berticksichtigt man nur Terme bis zur 2. Potenz von 4, so folgt mit den Werten aus der

dritten Spalte von Tabelle 2.1
2
o8 (@)
I3 I3

+J3A 2 cos? 0+ m4l22 sin’ @2(1 + A cos (p2)2 +... (2.287)

J(92) = myé + Jsa + msl {1 +

c052(02+~~~}
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Tabelle 2.1 Lagefunktionen des Schubkurbelgetriebes, vgl. Bild 2.27

Lagefunktion nullter Ordnung Lagefunktion erster
exakt Naherung fir A =, /I3 < 1 | Ordnung (1 < 1)
xs3 = &7 €Os 3 xs3 = &7 COS @3 x5, = —Egy sin )
ys2 = &5z 8in @) ys2 = &sp 8in @ Yy = s €OS 0
Xs3 = | cos ¢ Xs3 = I cos ¢, x4y = —L sing,
+&s3 cos @3 +8s3 (1 - /12/4> —&g3(A2/2) sin 2¢,
+&s3(2%/4) cos 29,
ys3 = bysin g, ys3 = (b — &s3A) sin @, 53 = (lh — &s32) cos ¢y
+&s3 sin @3
X4 = xg4 = L cos @, X4 = b, cos @ x4 = —Lsing,
+15 cos @3 +15 (1 - 12/4) —L(4/2)sin2¢,
+15(A /4) cos2¢,
@3 = arcsin(—A sing,) | @3 = — (A + 1°/8)sing, |pj=— (12 +1°/8)cos gy
+(A3/24) sin 3¢, +(A3/8) cos 3¢,

Man erkennt daraus, dass der Einfluss des Pleueltrigheitsmomentes Js3 gering ist, da
das Kurbelverhiltnis im Quadrat steht. Es liegt also nahe, diesen Term genauso wie alle
anderen Terme mit hoheren A -Potenzen zu vernachlissigen. Es erfolgt eine Aufteilung
von mj3 in zwei Ersatzmassen ms3; und ms4 am Kurbel- und Kolbenbolzen, sodass
Masse und Schwerpunktlage erhalten bleiben (Bild 2.30). Es gilt:

m3y + m3y = ms3, m3g(lz — &Es3) = m3p&ss. (2.288)

Daraus folgen die beiden Ersatzmassen

msy = WBQ, msy = M3 1— @ . (2.289)
I3 I3
Das reduzierte Tragheitsmoment ldsst sich damit unter Verwendung von
Ja =Js2 + M (2.290)
angeben:
J(92) = Ja + m3l2 + (my + m3g)13 sin® gy (1 + 24 cos @y + - - -). (2.291)

Es setzt sich aus einem konstanten und einem winkelabhingigen Anteil zusammen:
J(¢2) = Jm + J1(92). Unter der Voraussetzung Jm > Jimax,> die bei Kolbenmotoren
meist erfillt ist, kann man den Mittelwert bilden. Es gilt

2n
1 1
Jm = I O/](cvz)d(/’z =Ja +mal3 + 5 (my +m3q) 3. (2.292)

Damit sich die Kurbelwelle mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ¢, = £2 dreht, muss
an ihr ein veranderliches Antriebsmoment angreifen. Setzt man J(¢;) in (2.221) ein, so
ergibt sich:

1 1 3
Man = (my+msy)3Q? {—ZA sin Q¢+ sin 201+ 4 sin3Q2¢ | + Eyxy. (2.293)
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Fin kleineres Antriebsmoment wiirde auftreten, wenn man keine konstante Drehzahl
@y = 2 erzwingt, sondern Drehzahlschwankungen um den Mittelwert zuldsst.

13

w

£ss

3
B

Bild 2.30 Aufteilung der Pleuelmasse auf zwei Ersatzmassen

L2.7 Eswird zunichst das auf ¢; reduzierte Tragheitsmoment gemaf3 (2.211) bestimmt:

J(@1) = Jar + Js1 + Jg + t2,(Jsa + Jo + J1 sin 2¢)

(2.294)
J(91) = Jm + 3, ]; sin 2¢; w1y = 1/u

Da]; < Jp, gilt auch u%zh <L Jms A] = u%zh, vgl. (2.261). Mit (2.263) kann in erster
Néherung fiir den Leerlauf gesetzt werden:

A
Jm = /

5= v +Js1 +Jg + ut,Usa + Jo). (2.295)

Damit findet man fiir das Schwungrad auf der schnell laufenden Welle Js; (Js; = 0):

Jor = 1, (5]—11 —Io) v +Jo) (2.296)

und fiir das Schwungrad auf der langsamlaufenden Welle Js, (Js; = 0):

1
Js2 = (5]1 *]o) - —Um+Jcs  J2= ]sTl = Js1u31 > Js1. (2.297)
zul U1 U1

L2.8 Das reduzierte Trigheitsmoment ergibt sich aus (2.287) zu

Jred = I + Js + ma(x})? (2.298)

Jred & Jni + Js + mal3 sin® (1 + A cos g;)°. (2.299)

Dabei wurde, ausgehend von (2.280)

dX4

= x L ( sin @y + “ sin2 (2.300)
—_— = ~ — — S1L .
do, X4 2 ?2 2 P2
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eingesetzt. Statisch betrachtet (z. B. bei extrem langsamen Lauf der Maschine), miisste
das Antriebsmoment so grof} sein, dass es die Umformbkraft (F; = —Fy) iitberwindet. Es
betrigt entsprechend (2.166):

0 fir 0S¢, <2n—¢"
My = 7F4xf1 S

2 ) . (2.301)
—Fkh (sin(pz-i—isinZ(pz) fir 2n—¢@ <@, <2n

Der Maximalwert tritt hierbei zu Beginn der Belastung (¢, = 2n — ¢*) durch die
Presskraft auf:

Mt max = Fob (sin o + 7 sin Z(p*> = 0,271F,. (2.302)

Die Arbeit der technologischen Kraft muss vom Antriebsmotor aufgebracht werden. Es
folgt aus der Energiebilanz fiir eine Periode der Mittelwert des Antriebsmoments aus

2n 2m
. A
W = 2ntMym = /Mstdgo2 = — / R (sm 0 + £} s1n2(02) do,
0 2n—p*
£ i ES
=KL {1 —cosp + Z(l — Cos2¢ )} (2.303)

= ZTt%F()lz = 0,035 75Folz

mit
1 —cosp” + —(1—cos2¢")
= 4 . (2.304)
2n
Der Mittelwert
Myt = #Fyly = 0,005 69Fl (2.305)

ist also bedeutend kleiner als der bei statischer Betrachtungsweise auftretende Maxi-
malwert in (2.302). Wenn man davon ausgeht, dass die in dem kleinen Winkelbereich
2n — ¢* < @, < 21 zu verrichtende Umformarbeit im stationdren Betrieb durch
dieses mittlere (und damit konstante) Antriebsmoment im gesamten Winkelbereich
0 £ ¢, < 27 aufgebracht werden kann, so folgt fiir das auf den Antrieb bezogene

resultierende Moment
Mnim fir 0< ¢y < 21— 0"
Qgy) = , ] (2.306)
Myim — Foxy(@p) fiir 2n— " < ¢y <21

Aus Gl. (2.253) ist der Verlauf der Winkelgeschwindigkeit als Funktion des Kurbelwin-
kels in den beiden Bereichen berechenbar:

P2
Jea(92) - 93 = Jreal02 = 0) - 22 =2 [ Q@) 7, (2.307)
0

Mm@z fir 0 @) <2n—¢"

92
=2.
Mymez = [ Fxi(@)d7, fir 2n—¢" < g, <2n.

2n—g@*
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Daraus folgt mit J.q(¢, = 0) = Js + Jm aus (2.299) und Myqy, aus (2.305) fiir das
Quadrat der Winkelgeschwindigkeit

Ryl

5 1+I—S+2% 022 cpp  fir 05 <2n—0"
93(p2) = Tea(02) I iy (2.309)

re S 0l " %
1+242 -g(py) fir 2n—@* < ¢, <2m.
T Is22 8L 92 Qo =02
mit
A

gpy) =3 (2 —2m) +1 — cos @ + Z(l — c0s2¢,). (2.310)

In Bild 2.31 sind fiir drei Werte des Verhiltnisses Js/Jy die Verldufe der Winkel-
geschwindigkeit iiber fast zwei Perioden im Vergleich zum Verlauf des statischen
Antriebsmomentes dargestellt. Die Schwankung der Winkelgeschwindigkeit hat zwei
Ursachen: Das verdnderliche reduzierte Trigheitsmoment (siehe Bereich 0 < 9,0 <
21— ™) und die Umformkraft. In der Decklage (¢, = ) und Strecklage (¢, = 2x) des
Schubkurbelgetriebes bewegt sich die Masse 114 nicht, sodass das reduzierte Trigheits-
moment ein Minimum hat und die Winkelgeschwindigkeit dort ohne Umformkraft
ein Maximum hitte. Der starke Drehzahlabfall im Bereich 21 — ¢* < ¢, < 21 wird
durch die Umformkraft verursacht.

Die Ergebnisse der Variantenrechnungen nach Bild 2.31 zeigen, dass und wie
stark ein grofleres Tragheitsmoment des Schwungrads den Ungleichformigkeitsgrad
vermindert.

M, 0,3
FOZZ T
0,2
0,1

b) 05 0 05 1 15 2 25 3 35

P,/
Bild 2.31 Zum Schwungradeinfluss beim Pressengetriebe
a) Statisches Antriebsmoment
b) Winkelgeschwindigkeit bei verschiedenen Tridgheitsmomenten
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Der Ungleichférmigkeitsgrad ergibt sich laut (2.258):

_ 2§b2max — Q2min

. : (2.311)
®2max + @2 min
Die Extremwerte der Winkelgeschwindigkeit ergeben sich aus (2.309):

9 =0: ®2min = 2 (2.312)

2Ryl )

L+f by Sjan 0")
02 =21 — 9" @3 = 27 ; M (2.313)

+—s+ sm(o( + A cosp*)?
M ]M

Hierbei wurde das reduzierte Tragheitsmoment aus (2.299) eingesetzt. Damit ergibt
sich eine Funktion, die in Bild 2.32 dargestellt ist. Man kann daraus entnehmen, fiir
welche Parameter der zuldssige Ungleichformigkeitsgrad erreicht wird.

0471
o1
03 %
02T

6zul
0,17

4 6 8§ 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
R

Js /Ty

Bild 2.32 Abhingigkeit des Ungleichférmigkeitsgrades von Kenngréf3en der
Umformkraft und Tragheitsmomenten

Derartige Diagramme sind zur Auslegung von Schwungradern bei solchen Pressen
geeignet. Mit den vorliegenden Parameterwerten ergibt sich, dass das Verhaltnis
Js/Im =~ 95 14; 19 oder groBer sein muss, damit bei den Parameterwerten
Foly/(Jm2?) = 40; 60 oder 80 der Ungleichformigkeitsgrad den zulissigen Wert
S,u = 0,12 nicht iiberschreitet.

Die vorliegende Losung zeigt, dass der mechanische Energiebedarf unabhingig
von der Grofle des Schwungrads ist und der Motor nach dem mittleren Moment
dimensioniert werden kann. Der Antriebsmotor braucht nicht die grofle Kraft (bzw.
das Moment) aufzubringen, welches der Umformvorgang kurzzeitig benétigt. Er kann
die mechanische Energie in einem lingeren Zeitbereich in das Schwungrad speisen,
sodass er sich im Dauerbetrieb nicht unzuldssig erwdrmt. Die Motorerwdrmung ist
dem Quadratmittelwert des Momentes proportional.

Das Antriebsmoment ist von der Drehzahl-Drehmomenten-Kennlinie des Elek-
tromotors abhingig. Ein Motor mit einer ,weichen Kennlinie ergibt einen relativ
grofleren Drehzahlabfall als ein Motor mit ,harter Kennlinie. Im vorliegenden Fall
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wurde ,,ideal weich® gerechnet, d. h., der Ungleichférmigkeitsgrad wird unter Bertick-
sichtigung der Motorkennlinie kleiner. Wird ein Schwungrad in Verbindung mit einem
kleinen Motor eingesetzt, der im Bereich seines besten Wirkungsgrades arbeitet, wird
der Motor billiger, und es wird weniger elektrische Energie verbraucht, als bei einem
grofleren Motor. Es wire unwirtschaftlich, den Antriebsmotor nach der Momenten-
spitze zu bemessen.

25
Gelenkkréfte und Fundamentbelastung

2.5.1
Allgemeine Zusammenhédnge

Innerhalb der Maschinen entstehen bei den Bewegungen Massenkrifte, die oft die
statischen Krifte aus dem Figengewicht der Bauteile bedeutend tibersteigen. Die
Beschleunigungen der Getriebeglieder betragen hiufig das Mehrfache der Fallbe-
schleunigung, vgl. Tabelle 2.2. Der Konstrukteur benotigt deshalb Methoden, um
bei gegebenen Kennwerten von Masseparametern, geometrischen Parametern, duf3e-
rem Kraftfeld und Bewegungsablauf g(¢) die Lager- und Gelenkkrifte in beliebigen
Mechanismen und Maschinen zu bestimmen. Damit konnen dann die Zahnrider,
Bolzen und Lager (Flichenpressung, Deformation, ...), Getriebeglieder (Biegung,
Schub, Langskraft, ...) und Fundamente (Schwingungen) ausgelegt werden. Die
kinetostatischen Krifte und Momente, die auf das Gestell wirken, sind fiir die
Schwingungserregung des Fundaments von Bedeutung, vgl. Kapitel 3.

Bei allen Mechanismen, die dem Modell der starren Maschine entsprechen,
besteht derselbe allgemeine Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Be-
schleunigung des Antriebsgliedes und den Gelenkkriften, die durch die Massenkrifte
bedingt sind. Dieser wichtige Zusammenhang, der schon in (2.172) gezeigt wurde,
gilt unabhingig von der Struktur eines Mechanismus fiir jede innere Kraftgrofie Q,
bei einer Antriebsbewegung q; (¢):

Fain = Qp(t) = mp1(q1)di(t) + T1p(q1)g; (2). (2.314)

Wesentlich ist hierbei die Tatsache, dass jede Gelenkkraft sich aus zwei Termen
zusammensetzt, die sich der Beschleunigung und dem Quadrat der Geschwindigkeit
des Antriebsgliedes zuordnen lassen. Die Faktoren zu diesen kinematischen Grofien
sind von der Getriebestellung, den geometrischen Abmessungen und den Massepa-
rametern abhingig.

Aus Gleichung (2.314) kann z. B. geschlussfolgert werden, dass

e Dbeig; = konst. alle Gelenkkrifte mit dem Quadrat der Antriebsdrehzahl zuneh-
men

o sich die Gelenkkrifte mit dem Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverlauf
beeinflussen lassen, z. B. durch gesteuerte oder geregelte Antriebe

e cine wiederholte Berechnung bei verschiedenen Bewegungszustinden verein-
facht werden kann, da der Einfluss von ¢, und 47 aus Gl. (2.314) hervorgeht.
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Mechanismen mit rotierender Antriebskurbel fithren eine periodische Bewegung
aus, wobei im allgemeinen keine harmonischen, sondern periodische Erregerkrifte
mit Erregerkreisfrequenzen £2;2£2;32;. .. entstehen:

Ein(t) = Z (Ag coskQt + By sinkQt) = Z Cy sin(kQt + By). (2.315)
k=1 k=1

Die Fourierkoeffizienten A; und By hiangen von den Masseparametern ab. Sie sind
fiir einfache Beispiele in der VDI-Richtlinie 2149 Bl. 1 angegeben. Fiir komplizierte
Mechanismen konnen sie mit bekannter Software fiir gegebene Masseparameter
berechnet werden.

Zur Veranschaulichung des Drehzahleinflusses ist in Bild 2.33 der Verlauf einer
Gelenkkraft fuir drei verschiedene Drehzahlen, die sich wie 1 : 2 : 3 verhalten, darge-

— e
) I

Bild 2.33 Verlauf einer periodischen Gelenkkraft-Komponente bei verschiedenen
Drehzahlen; a) 100/min, b) 200/min, ¢) 300/min

Fx — <=

Fix —

Gelenkkraft Fj —— £

Man beachte, dass sich die Zyklusdauer (T, = 2r/£2) linear (3 : 2 : 1) verkiirzt, aber
sich die Maximalkraft quadratisch vergrolert (1: 4 :9).

2.5.2
Berechnung der Gelenkkrifte

Die dynamischen Belastungen in vielen Maschinen sind bedeutend grofler als die
statischen, vgl. Tabelle 2.2. Larm durch Schwingungen der Getriebeglieder und
des Gehiduses sowie die Gefahr von Stérungen des technologischen Ablaufs sind
der Anlass dafiir, dass sich die Konstrukteure mit den auftretenden dynamischen
Gelenkkriften niher befassen miissen.

Hier soll fiir den Fall ebener Mechanismen, die sich aus einfachen Gliedergrup-
pen mit Drehgelenken zusammensetzen, eine handliche Methode zur Berechnung
der Gelenkkrifte dargestellt werden. Der Algorithmus baut auf Formeln auf, welche
jeweils fiir einen Zweischlag gelten, vgl. auch VDI-Richtlinie 2729.

Die Definition der an einem Getriebeglied wirkenden Krifte geht aus Bild 2.34
hervor. Man beachte, dass aus Griinden der Systematik, die wiederum den Anforde-
rungen der rechentechnischen Behandlung entgegenkommt, die Komponenten der
Krifte und Momente einheitlich in den angegebenen Richtungen definiert werden.
Die Kraft, die auf Glied j von Glied k ausgetibt wird, erhalt die Bezeichnung F j
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Tabelle 2.2 Drehzahlen und relative Maximalbeschleunigungen bei einigen
Maschinenarten

Maschinenart Drehzahl n Beschleunigungsverhiltnis
in 1/min Amax/g
Schneidemaschinen, Pressen 30... 100 0,3... 3
Webmaschinen 200... 600 1,0... 10
Wirkmaschinen 1500 ...3000 15... 60
Schiffsdieselmotoren 400... 500 70... 80
Haushaltnihmaschinen 1000 ...2000 50...100
Industrienihmaschinen 5000 ...8000 300...600
y |
m; s \é%

ijm
zjim ,’ A l:\Y im
a bliedj ~/ [y

) I
Ykj [ / i
zsk /f,/lj’
ji A
FXJ' G @
LFyji
Ykl
i Xsi Xim Kk o X X Xsk X

Bild 2.34 Krifte und Momente an einem Zweischlag

und ihre Komponenten werden entsprechend den Koordinatenrichtungen positiv
definiert. Die gleich grofle und entgegengesetzt gerichtete Gegenkraft erhilt die
Bezeichnung Fy; und wird ebenso definiert. Aus diesem Grund gilt stets

Fejk + Ej = 0, Ejk+Exj=0 (2.316)

Fir den skizzierten Zweischlag seien die Koordinaten der Gelenkpunkte
(Xjis Viis Xjk = Xkj» Ykj = Y jk» Xkl> YkI> Xjm> ¥ jm) und der Schwerpunkte (xs;, ys;, Xsk> ¥sk)
aus einer vorausgegangenen kinematischen Analyse bekannt. Am Gelenkpunkt
(j,m) greift die vom benachbarten Getriebeglied m wirkende Gelenkkraft
(E¢jms Eyjm) und das Moment M;,, an. Die Kraftkomponenten sind positiv in
Richtung der positiven Koordinatenachsen definiert.
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Aus dem Momentengleichgewicht um das Drehgelenk (, i) und um das Dreh-
gelenk (k, I) ergeben sich folgende Gleichungen:

—Eii (v — 75it) + Fyik (%56 = X5i) = Eejm (Vjm — Vi) — Byjm (Xjm — ;1)
+M;y + mjjs; (ij — xj,') (2.317)
—miks; (vsj — yii) +Js;;

—Faj (x5 — yu) + Exj (3 — xu) = myfisic (s — xua)

- . (2.318)
—myse (yse — yu) + Jsk@x

Mit (2.316) bis (2.318) kann man die vier Unbekannten Fj, Fgj, E jx und Fy;
berechnen.

Beachtet man das Kriftegleichgewicht in horizontaler und vertikaler Richtung,
so kann man die weiteren interessierenden Gelenkkraftkomponenten bestimmen:

Eji = mjXs; — Ejk — Ecjms Eyji =mjjsj = Eyjx — Eyjm (2.319)
Eogq = myksk — Fkis B = mifisk — By

Auf der Zerlegung von mehrgliedrigen Mechanismen in einfache (statisch bestimm-
te) Gliedergruppen beruhen effektive Algorithmen zur Berechnung der Gelenkkrifte.

Bei ungleichmiflig tibersetzenden Mechanismen dndert sich mit der Getriebe-
stellung die kinetische Energie aller bewegten Getriebeglieder. Es findet zwischen
den Getriebegliedern tiber die Gelenkkrifte ein stindiger Austausch von kinetischer
Energie statt. Die Arbeit, welche am Gelenk (j, k) von der Gelenkkraft F jk am Glied
j verrichtet wird, hat denselben Betrag wie die der Gelenkkraft Fy; am Glied k, vgl.
Bild 2.34.

Die beiden Krifte, die aufgrund des Schnittprinzips an der ,,Schnittstelle Gelenk
angesetzt wurden, haben das entgegengesetzte Vorzeichen (Fy; = —F ;). In der Sum-
me ist die Arbeit der Gelenkkraft, die auf die benachbarten Glieder wirkt (actio =
reactio), gleich null. Reaktionskrifte verrichten also am Gesamtsystem keine Arbeit.

Nun wird diese Betrachtung auf ein beliebiges Glied i verallgemeinert (i =
2,3, ..., I). Die mechanische Arbeit, welche die Gelenkkraft E; an einem (fiir sich
betrachteten und frei geschnittenen) Glied i verrichtet, ist abhingig von dem Weg,
den dieses Gelenk bei der Bewegung zuriicklegt. Am frei geschnittenen Getriebeglied
i, auf das keine eingepragten Krifte und Momente wirken, gilt fiir die Arbeit aller Ge-
lenkkrifte Ey, der Massenkrifte und der Massenmomente lings differenziell kleiner
Wege und Winkel aufgrund des Arbeitssatzes:

dW; = Y (Fe dxie+ B dyie) —m;(%si dxsi+jsi dysi) — Jsipid i = 0. (2.320)
k*

Der Summation (Index k*) erfolgt iiber alle mit dem Glied i verbundenen Glieder.
Hierbei sind x;; und y;; die Geschwindigkeitskomponenten des Gelenkpunktes (3, k).
Es gilt ebenso:

dW; = | X (Eakix + Egic) — misixsi + jsiysi) — Jsidigi | dt = 0. (2.321)
k*
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Die kinetische Energie des Gliedes i betrigt, vgl. GL. (2.209) und (2.210),
1 1
Wiini = 5 [mi(§; +78) + Jsi7] = Jreail 9" (2.322)
Aus (2.321) und (2.322) folgt, dass die zeitliche Ableitung der kinetischen Energie,

also die kinetische Leistung der Massenkrifte und -momente, ebenso grofd ist wie die
Leistung, welche die Gelenkkrifte der Nachbarglieder auf das Glied i tibertragen:

Wiini ; .
Bini = dk =Y (Fukix + Edie)
t =
= m;i(Xsixsi + Jsiysi) + Jsi@ipi = EIredi(Q)q + JrediG4- (2.323)

Fiir eine konstante Antriebsgeschwindigkeit ¢ = €2 gilt fiir die kinetische Leistung
des i-ten Gliedes

1
Fini = Ejredi(q)gs~ (2.324)

Fir die Beurteilung des dynamischen Verhaltens eines Mechanismus interessiert
auch, welcher Austausch von kinetischer Energie zwischen den Gliedern stattfindet.
Die kinetische Leistung am Glied i ist ein Maf$ dafiir, wie sich die Gelenkkrifte Fy
andern. Interessant ist neben J,.q deshalb auch der Verlauf des Anteils jedes einzelnen
Gliedes, also die Summanden Ji.q4,(q) und deren Ableitungen, vgl. Bild 2.37b.

253
Berechnung der auf das Gestell wirkenden Kraftgré3en

Von grofler praktischer Bedeutung ist die Kenntnis der von einer Maschine auf
das Gestell iibertragenen dynamischen Erregerkrifte und -momente, da diese den
Baugrund oder die Gebdude zu storenden Schwingungen anregen kénnen. Die damit
im Zusammenhang stehenden Probleme der Maschinenfundamentierung und der
Schwingungsisolierung werden in Kapitel 3 ndher behandelt.

In Verbindung mit der Schwingungsberechnung der Fundamente interessiert
nicht nur der Maximalwert der von der Maschine abgeleiteten periodischen Krifte
und Momente, sondern auch die Grofle der einzelnen Fourierkoeffizienten, vgl.
3.2.1.3. Von den Massenkriften sind bei vielgliedrigen Mechanismen auch die ho-
heren Harmonischen von Bedeutung. Oft besteht die Aufgabe, die auf das Fun-
dament tibertragenen Massenkrifte bzw. bestimmte Erreger-Harmonische so klein
wie moglich zu halten. Die diesbeziiglichen Methoden des Massenausgleichs von
Mechanismen und des Auswuchtens von Rotoren werden in 2.6 behandelt.

Es wird ein beliebiges mehrgliedriges Getriebe betrachtet, dessen Glieder sich in
parallelen Ebenen bewegen, die in z-Richtung versetzt sein konnen, vgl. z. B. Bild
2.35. Es interessieren die resultierenden Krifte und Momente, die von den bewegten
Maschinenteilen tiber das Maschinengestell auf das Fundament wirken.

Innere statische und kinetostatische Krifte und Momente der Maschine, wie Fe-
derkrifte zwischen einzelnen Getriebegliedern, technologische Krifte (z. B. Schneid-
und Presskrifte in Umformmaschinen und polygrafischen Maschinen, Gaskrifte in
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Bild 2.35 Bezeichnung der Parameter des Antriebssystems einer Verarbeitungsmaschine
mit mehreren parallel arbeitenden Koppelgetrieben

Verbrennungsmotoren und Kompressoren), haben auf die Fundamentkrifte keinen
Einfluss, da sie immer paarweise auftreten und sich gegenseitig autheben.

Bei realen Maschinen, bei denen die Elastizitit der Glieder eine Rolle spielt, kon-
nen aufler den kinetostatischen Kriften und Momenten infolge der Deformationen
der Getriebeglieder zusitzliche Massenkrifte (,,Vibrationskrifte®) entstehen, die sich
auf das Fundament auswirken.

Die resultierenden Massenkrifte und -momente, die vom bewegten Mechanis-
mus auf das Maschinengestell wirken, ergeben sich aus dem Krifte- und Momenten-
satz, vgl. 2.3.2 und die Krifte und Momente in Bild 2.34. Da die Bewegungen parallel
zur x-y-Ebene verlaufen, ist E; = 0, und es treten auf:

I I
E=- 2 miXs; = —mis; E=- Zmi}"'&‘ = —mjs. (2.325)
=2 =2

Das bereits durch (2.221) bekannte Antriebsmoment kann auch in folgender Form
angegeben werden, vgl. auch (2.211):

I
My = [milsixg; + Fsivés) + Jsidio] | + Wigoy — Q™. (2.326)
i=2
Die Lage des Gesamtschwerpunktes aller bewegten Teile eines ebenen Mechanismus
ergibt sich aus den einzelnen Schwerpunktlagen aus den Bedingungen

1 1 1

I
X o) =Y mixss ys- Y mi= Y mys. (2.327)
i=2 i=2

1=2

1=2
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Die resultierenden Gestellkrifte lassen sich demnach aus der Beschleunigung des Ge-
samtschwerpunktes berechnen. Daraus folgt, dass diese Krifte nur von der Bewegung
des Gesamtschwerpunktes und der Gesamtmasse der Getriebeglieder abhdngen. Falls
der Gesamtschwerpunkt wihrend der Bewegung in Ruhe bleibt, ist die Resultierende
der Gestellkrifte identisch null. Die einzelnen Lagerkrifte haben dabei jedoch end-
liche Werte, und es verbleibt auch meist ein resultierendes Moment M,, vgl. auch
Abschnitt 2.6.3.

Die kinetischen Momente sind, vgl. Bild 2.36 und (2.98):

I
ME, . = [mizsijsi + Uy i + J2i07) sin @i — U205 — I3 ci97) cos o]
i=2
I
Mﬁny = Z [mizsifési + (];S,g*i@i + I,fsgifpiz) Cos @; + (]§§i¢i - I,?;i('pf) sin (Di]
i=2
I
Mg, . = [miysifsi — xsifsi) — Jsii] (2.328)
i=2

Man hat zu beachten, dass sie von der Lage des Koordinatensystems relativ zur
Maschine abhingen. Es empfiehlt sich, bei der Behandlung von Fundamentierungs-
fragen als Ursprung O des Koordinatensystems den Schwerpunkt des Fundament-
blockes zu wihlen, auf dem der Mechanismus angeordnet ist, vgl. die Bilder 3.6 und
3.8.

Die auf das Gestell wirkenden Kraftgrof3en lassen sich selbstverstindlich auch aus
der Uberlagerung aller Gelenkkrifte berechnen, die auf das Gestell wirken. Dieser
Weg ist aber umstiandlich, da er die Berechnung der inneren Gelenkkrifte verlangt.

TR Glied i . |
i Jsgi¢f+J§n.¢.
hE. 5 ..
TP J§|]| tp* - Jéﬁftpl
m;
el & & nn i R o
m; ysi | |
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L Ro, | |
- L1 g 2\ | | .
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Bild 2.36 Massenkrifte und -momente an einem Getriebeglied im raumfesten und
korperfesten Bezugssystem
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2.5.4
Gelenkkréfte im Koppelgetriebe einer Verarbeitungsmaschine

Dank der Software zur dynamischen Analyse und Optimierung von Koppelgetrieben
kann der Konstrukteur sich einen genauen Uberblick iiber die Gelenkkraft-Verldufe
komplizierter Mechanismen verschaffen. Den groiten Aufwand erfordert dabei die
Zusammenstellung aller Daten aus den Konstruktionsunterlagen, z. B. der Massepa-
rameter der Getriebeglieder.
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Bild 2.37 Koppelgetriebe einer Verarbeitungsmaschine

a) Kinematisches Schema

b) Kinetische Energie und Anteile der Glieder 7 und 8, vgl. (2.323)
¢) Kinetische Leistungen der Glieder 7 und 8 gemif3 Gl. (2.324)

Fir das in Bild 2.37a dargestellte achtgliedrige Koppelgetriebe ist in Bild 2.37b das
reduzierte Tragheitsmoment (kinetische Energie) und in Bild 2.37c¢ die kinetische
Leistung des gesamten Mechanismus im Vergleich mit zwei einzelnen Getriebeglie-
dern dargestellt. Man sieht aus diesen Verldufen, dass die Glieder 7 und 8 die Schwan-
kungen des Trigheitsmoments hervorrufen und im Wesentlichen fiir die Anderung
der kinetischen Leistung verantwortlich sind. Schon aus dieser Betrachtung folgt,
dass sich deren Gelenkkrifte stark dandern miissen, vgl. dazu Abschnitt 2.5.2. In Bild
2.38 sind die berechneten Gelenkkrifte fiir drei Lager dargestellt.
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Bild 2.38 Periodische Gelenkkrifte im Koppelgetriebe gemif3 Bild 2.37a

a) Polardiagramme der Gelenkkrifte F 4, Fj und Fg

b) Betrag der Gelenkkrifte Fj4, Fi, und Fg als Funktion des Kurbelwinkels g = Q¢
c) Erregerspektrum (Fourierkoeffizienten der Gelenkkrifte)

Sowohl die Darstellung der Krifte mit ihren Wirkungsrichtungen (Bild 2.38a), als
auch des zeitlichen Verlaufs der resultierenden Kraft (Bild 2.38b) besitzt prakti-
sches Interesse. Die Analyse des Verlaufs dieser Krifte erlaubt, Aussagen tiber die
dynamischen Belastungen in den Gelenkbolzen (damit tiber Reibung, Schmierung
und Verschleifl des Lagers) und iiber die auftretenden Schwingungserregungen zu
treffen. Durch Vergleich mit experimentell ermittelten Werten kann auch tiber die
Zulassigkeit des benutzten Berechnungsmodells (,,starre Maschine®) entschieden
werden.

Zur Beurteilung der Gelenkkrifte (Bild 2.38) sind auch die Fourierkoeffizienten
von Interesse, vgl. (2.315). Sie kennzeichnen die periodische Erregung und sind fiir
die Berechnung der erzwungenen Schwingungen erforderlich, vgl. Abschnitt 3.2 und
6.6.4. Wie man aus Bild 2.38¢ erkennen kann, haben die hoheren Harmonischen eine
wesentliche Bedeutung.

Weichen gemessene Verldufe deutlich von dem berechneten ab, was in der Praxis
oft zu beobachten ist, so kann man aus der Differenz zwischen realen und kinetosta-
tischen Verldufen auf die Schwingungsursachen schlieflen, vgl. VDI-Richtlinie 2149
BL 2.



148 2 Dynamik der starren Maschine

2.5.5
Aufgaben A2.9 und A2.10

A2.9 Parametereinfliisse auf Gelenkkrifte

Es ist moglich, mit Computerprogrammen die Gelenkkrifte in beliebigen Starrkorper-
Mechanismen zu berechnen. Gelegentlich gibt es das Problem, die Ergebnisse solcher
Berechnungen zu kontrollieren. Mithilfe der allgemeinen Zusammenhinge konnen
solche Kontrollen und Plausibilititsbetrachtungen angestellt werden.

Es wird ein beliebiger Mechanismus unter der Annahme betrachtet, das alle seine
Getriebeglieder aus geraden zylindrischen starren Stiben aus gleichem Material beste-
hen und die Lagerabmessungen in den Gelenken einen vernachlissigbar kleinen Ein-
fluss auf die Masseparameter haben. Wie verlaufen die massebedingten Gelenkkrifte,
wenn die bisherigen Querschnittsflichen A; aller Glieder um den gleichen Faktor s
und die Drehzahl um den Faktor s, verindert werden?

Gegeben: Alle geometrischen und kinematischen Abmessungen
1. Faktor s, um den alle Querschnittsflichen verindert werden (A:-‘ = %A;)
2. Faktor s¢,, um den die Drehzahl verindert wird (n* = s¢,n)
Gesucht: Einfluss der Faktoren s und ¢, auf alle Gelenkkriifte
A2.10 Giinstiger Abstand des Kraftangriffspunktes

Bei der Wahl kinematischer Abmessungen und der Masseparameter gibt es gewisse
Freiheiten, die genutzt werden konnen, um kinetische Belastungen zu vermindern.

starrer
F Korper
—
Xg ) mx S

- D
T
3 sP

&s

F, Lagerkraft

X

a) b) FOy

Bild 2.39 Koppelkraft am Abtriebsglied
a) Skizze des Getriebegliedes, b) Kraftgrofien am frei geschnittenen Kérper
fir |p| < 1

Bild 2.39a zeigt das Abtriebsglied eines Koppelgetriebes, das im Gestell drehbar gelagert
ist. Es wird durch die Koppelkraft angetrieben, sodass die Winkelbeschleunigung ¢
auftritt. Fiir kleine Winkel |¢| < 1 soll die horizontale Komponente der Lagerkraft
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berechnet und angegeben werden, bei welchen Parameterwerten diese Lagerkraftkom-
ponente null wird.

Gegeben:
Masse m
Schwerpunktsabstand &g
Trigheitsmoment Js
Koppelkraft F
Gesucht:

Horizontalkraft  Fp,
Lagerabstand &, bei dem die Horizontalkraft null wird.

2.5.6
Losungen L2.9 und L2.10

L2.9 Die Massen und Trigheitsmomente der schlanken stabférmigen Glieder mit den Lan-
gen [; ergeben sich aus
m;l?
m; = 0Ail;  Jg = #; i=23..,1L (2.329)
Die verdnderten Parameter werden mit dem Symbol * versehen. Werden die Quer-
schnitte aller Glieder im gleichen Maf3stab vergroflert oder verkleinert, so gilt fiir die
verdnderten Masseparameter wegen A} = A,

mi 12

m; = oA l; = 0sAil; = semy; J§; = 112i = xJs;; i=23...,1. (2.330)

Die Schwerpunktkoordinaten bleiben sowohl in den Kérpern als auch in x- und y-
Richtung erhalten. Eine beliebige Gelenkkraft (Kraftgrofle F in beliebiger Richtung q)
ergibt sich bei Starrkorper-Mechanismen bei Abwesenheit eingeprigter Kraftgrofien
gemifs (2.172) oder (2.314) zu

mp14(t) + (m12,1 - %mn,z) ¢ (t) = F(1). (2.331)

Die verallgemeinerten Massen sind von den Massen und Trigheitsmomenten linear
abhingig, denn es gilt fiir ebene Mechanismen laut (2.162)

I

my(q) =Y, [mi(xsixsis + ysikysi) + Jsi@ik®ii] (2.332)
i

und somit auch wegen (2.330)

I

mg(q) =Y [m] (xsixsit + ysikysit) + Jsi0ix@it] = 2emy(q). (2.333)
i=2
Damit ergibt sich der zeitliche Verlauf einer Gelenkkraft bei verdnderten Querschnitts-
flichen:
% P % 1 . .2
F(t) = my () + ( mig 1 — S,z | 4°(0) =

) (2.334)
= {mzlfﬂf) + (mIZ,l - Emn,z) qz(t)} = xF(t).
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Erstes Ergebnis:

Alle Gelenkkrifte andern sich um denselben Faktor sc. Werden z. B. alle Breiten und
Hohen der rechteckigen Stabquerschnitte (oder die Durchmesser kreisformiger Quer-
schnitte) auf 2/3 der bisherigen Werte vermindert, so dndert sich jede Querschnitts-
fliche um den Faktor » = (2/3)? = 4/9. Also haben alle Gelenkkrifte dann gemif
(A2.9/6) lediglich noch 44,4 % der urspriinglichen Werte, aber ihr zeitlicher Verlauf
bleibt derselbe, abgesehen vom Faktor .

Die Drehzahl ist der Winkelgeschwindigkeit proportional (£ = nn/30). Bei kon-
stanter Drehzahl betrigt eine Gelenkkraft gemif3 (2.314) oder auch (2.331)

I p(@R2% =F, (2.335)
Bei veranderter Drehzahl (n* = s¢,n) gilt Q% = 52,0 und somit

Fy = Nip(@ R = N1p(@),2° = 5F, (2.336)

Zweites Ergebnis:

Die Gelenkkrifte dndern sich mit dem Quadrat des Drehzahlverhiltnisses. Bei einer
Verdoppelung der Drehzahl z.B. vervierfachen sich alle Gelenkkrifte, wenn keine
duf8eren Krifte wirken und das Berechnungsmodell des Starrkorpersystems noch giiltig
ist.

L2.10 Aus dem Momentengleichgewicht um den Punkt O folgt, vgl. Bild 2.39b:
FE& ~ (m& +J5). (2.337)
Das Kriftegleichgewicht in horizontaler Richtung liefert fiir ¢ < 1
F + Fox = mis = m&s¢ (2.338)
Die horizontale Komponente der Lagerkraft ist aus diesen Gleichungen berechenbar:

mcfsz-!-]s} i
— = | ®

: (2.339)

Fox = [més -

Diese horizontale Komponente der Lagerkraft ist null, wenn der Ausdruck in der
eckigen Klammer null ist, d.h. wenn die Koppelkraft im Abstand des so genannten

StofSmittelpunktes
=&+ Js_ (2.340)
més

angreift. Dieser Abstand ist grof8er als der Schwerpunktabstand.

Man kann durch die Gestaltung des Abtriebsgliedes versuchen, die Masseparame-
ter in die Nihe der durch (2.340) beschriebenen Relationen zu legen.

Das zunichst vielleicht verbliiffende Ergebnis wird physikalisch verstidndlich, wenn
man sich vorstellt, dass eine Einzelkraft einen freien starren Kérper sowohl translato-
risch (Schwerpunktsatz) als auch rotatorisch (Momentensatz) bewegt. Es existiert dann
ein Momentanpol. Wenn in diesen das Lager gelegt wird, braucht dieses keine Kraft
zu iibertragen, da der Korper sich um diesen Punkt ,,drehen will“. Fiir die Gestaltung
von Getriebegliedern sollte man vor allem die Umkehrlagen der Abtriebsglieder unter
diesem Gesichtspunkt beachten, da dort die Winkelbeschleunigungen am grofiten sind.
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2.6
Methoden des Massenausgleichs

2.6.1
Aufgabenstellung

Durch geschickte Anordnung von Massen kann man erreichen, dass die resultie-
renden Massenkrifte, die von der Maschine auf den Aufstellort iibertragen werden,
klein werden. Man bezeichnet alle Mafinahmen, die den Ausgleich der Massenkrifte
zum Ziel haben, mit dem Begriff Massenausgleich. Obwohl der Massenausgleich an
Rotoren (das Auswuchten) eine Unteraufgabe darstellt, bezieht sich im technischen
Sprachgebrauch der Begriff ,Massenausgleich® meist auf Mechanismen und der
Begrift ,,Auswuchten® auf Rotoren.

Es muss betont werden, dass der Massenausgleich lediglich das Fundament
entlastet. Die Krifte auf die Antriebswelle und die dynamischen Lagerbelastun-
gen einzelner Gelenke konnen sich bei einem solchen Ausgleich durchaus auch
verschlechtern und damit die Leistungsfihigkeit der Maschine beschrinken. Bei
Anwendung des Massenausgleichs ist also stets der Zusammenhang mit anderen
Nebenwirkungen zu bedenken (beispielsweise auch der Einfluss auf die Eigenfre-
quenzen).

Neben der Verminderung der Maximalkraft

| Bin|max = Min (2.341)

besteht auch oft die Aufgabe, einzelne k-te Harmonische zu minimieren:

A%+ B = Min. (2.342)

Mit (2.341) und (2.342) lassen sich Aufgaben des Massenausgleichs definieren.

Der Konstrukteur wird zuerst versuchen, die umlaufenden und die hin- und
hergehenden Massen klein zu halten, z. B. durch Mafinahmen des Formleichtbaus
oder die Verwendung von Leichtmetallen oder faserverstirkten Kunststoffen anstelle
von Stahl. Zusatzmassen aus Schwermetallen (Wolfram-Sinterwerkstoffe) besitzen
wegen ihrer groflen Dichte (0 = 17...19 g/cm?) kleinste Abmessungen.

2.6.2
Auswuchten starrer Rotoren

In fast allen Maschinen kommen Rotoren vor, weshalb man sich ausfiihrlich mit der
Auswuchttechnik befassen sollte, wenn man damit zu tun hat [27]. Hier kann nur
eine Einfihrung gegeben werden.

Rotoren sind rotierende Korper, deren Lagerzapfen durch Lager unterstiitzt
werden. Dieser Begriff umfasst viele Maschinenteile, z. B. schlanke Wellen, flache
Scheiben, lange Trommeln, unabhingig davon, ob sie starr oder elastisch sind. Ein
Rotor ist starr, wenn er sich wie ein idealer starrer Korper verhilt, d. h. bei Betriebs-
drehzahl nur vernachlissigbar kleine Deformationen erleidet. In der Praxis kann ein
Rotor oft als starr angesehen werden, solange seine Drehzahl kleiner als etwa die
Hiilfte seiner kleinsten kritischen Drehzahl ist, die auch von den Lagerbedingungen
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abhingt. Bei einem elastischen Rotor dndert sich infolge der Deformationen sein
Auswuchtzustand mit der Drehzahl.

/ g
/
Bild 2.40 Zur Wirkung von

Ausgleichsmassen an einem Rotor

Unwuchten entstehen infolge von Fertigungsungenauigkeiten und Inhomogeni-
tdten des Materials. Ein rotationssymmetrisch konstruiertes Bauteil hat in Wirklich-
keit keine ideale rotationssymmetrische Masseverteilung. Eine Unwucht ist definiert
als das Produkt aus einer Punktmasse #1; und deren Abstand r; von der Drehachse,
vgl. Bild 2.40:

U = myr; (2.343)

Bei einer einzelnen rotierenden Punktmasse tritt bei der Winkelgeschwindigkeit £2
die Fliehkraft

E = mir,2* = U;2* (2.344)

auf. Die Unwuchten sind in einem Rotor im Allgemeinen ungleichmiflig und zu-
fallig raumlich verteilt. Wegen der stets vorhandenen Unwuchten entstehen bei der
Drehung der Rotoren dynamische Krifte, die sich negativ auswirken kénnen auf

1. die Lagerkrifte (Flichenpressung, Verschleif3, Lebensdauer ... )

2. die Belastung des Maschinengestells und des Fundaments (Schwingungserre-
gung)

3. Belastungen im Innern des Rotors.
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Es ist deshalb vor allem bei schnell laufenden Rotoren ratsam, die Unwuchten
auszugleichen, d. h. diese auszuwuchten.

Auswuchten nennt man den Vorgang, bei dem die Massenverteilung eines Rotors
gepriift und durch Massenausgleich (Entfernen oder Hinzuftigen von Material) kor-
rigiert wird, um zu erreichen, dass die dynamischen Lagerkrifte bei Betriebsdrehzahl
in vorgegebenen Grenzen liegen. Das Auswuchten geschieht mithilfe von Auswucht-
maschinen oder in der Originallagerung mithilfe spezieller Messeinrichtungen.

Ein Rotor ist vollkommen ausgewuchtet, wenn seine Masse derart verteilt ist,
dass er auf die Lager keine dynamischen Krifte tibertriagt. Dieser ideale Zustand ist
praktisch nicht erreichbar. Restunwuchten innerhalb gewisser Grenzen sind vielfach
durch Vorschriften festgelegt sind, vgl. z. B. die Normen DIN ISO 1940-1, DIN ISO
11342, 1SO 19499 oder OENORM S9032.

Zur Kennzeichnung des Wuchtzustandes wird eine von der Masse des Wuchtkor-
pers unabhingige Grofle benotigt. Man definiert dafiir die so genannte Exzentrizitit

o= Tula _ U (2.345)

m m
U ist dabei die Gesamtunwucht und m die Gesamtmasse des Rotors. An tief ab-
gestimmten, also wegmessenden Auswuchtmaschinen wird e direkt durch die Aus-
wuchtmaschine angegeben. Als Beurteilungsmaf3stab gilt das Produkt e€2 . Um eine
Vorstellung von seiner Gréfienordnung zu erhalten, sind einige Werte in der Tabelle
2.3 zusammengestellt.

Tabelle 2.3 Zulissige Werte fiir das Produkt von Exzentrizitit und Winkelgeschwindigkeit,
vgl. ein Gl. (2.345)

e Rotor oder Maschine

in mm/s
Kurbelgetriebe von starr aufgestellten langsamlaufenden
Schiffsdieselmotoren

1600 Kurbelgetriebe von starr und elastisch aufgestellten Motoren

100 Kurbelgetriebe von PKW- und LKW-Motoren, Autorider,
Felgen, Radsitze, Gelenkwellen

16 Zentrifugentrommeln, Ventilatoren, Schwungrader,
Elektromotorenanker, Werkzeugmaschinenteile

29 Gas- und Dampfturbinen, Werkzeugmaschinenantriebe,
Magnetophon- und Phono-Antriebe

04 Feinschleifmaschinenanker, -wellen und -scheiben, Kreiselgerite

In Abschnitt 2.3.5 wurden die Lagerkrifte eines Rotors fiir korperfeste Koordinaten
berechnet, vgl. (2.145). Man kann diese in raumfeste Komponenten mit der Dreh-
matrix A = Aj aus (2.11) umrechen. Mit

cosp —sing 0
A= | singp <cosgp O (2.346)
0 0 1
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ergeben sich wegen der aus (2.15) bekannten Beziehung F = AF die Komponenten
im raumfesten Bezugssystem:

Fyx = Eyg cos ¢ — Fyy sin @; Fgy = Fgg cos ¢ — Fyy sin @ (2.347)
Eyy, = Ey¢ sin @ + Fy,; cos @3 Fy, = Fge sin ¢ + Fg, cos @. )
Diese sind zeitlich mit ¢(¢) harmonisch veridnderlich, und es gilt
FAx((p - TE/Z) = FAy; FBx((D - TE/Z) = FBy- (2.348)

Fir den Sonderfall einer konstanten Winkelgeschwindigkeit ¢ = (2 betragen die
kinetischen Krifte, die vom Rotor auf die Lager wirken, vgl. (2.145) Bild 2.41:

2

Fax = [(]gg — mbés) cos 2t — (],s,g — mbns) sin 2t]

a+b
2
Eyy = [U.:S; — mb&s) sin 2t + (],S,g — mbns) cos 2t]
a+b
, (2.349)
Fye = [—UZ + ma&s) cos 2t + (], + mans) sin 2t o
2
Fyy = [*(],?; + maé&s) sin Qt — (],Slg + mang) cos Qt] 7

Aus diesen Gleichungen ist ablesbar, wodurch die dynamischen Lagerkrifte eines
starren Rotors bestimmt werden. Eine beliebige Unwuchtverteilung in einem star-
ren Rotor entspricht einer Schwerpunktverlagerung und einer schiefen Lage der
Tragheitshauptachsen in Bezug auf die Drehachse. Man erkennt daraus, dass die
dynamischen Krifte in den Lagern A und B mit der Kreisfrequenz umlaufen, jedoch
nicht in gleicher Phase liegen, wenn die Deviationsmomente ungleich null sind.

Bild 2.41 zeigt ein Beispiel fiir typische Verldufe der Lagerkrifte eines nicht
ausgewuchteten starren Rotors, wobei unterschiedliche Amplituden und Phasen bei
gleicher Drehfrequenz auftreten.

Ein starrer Rotor ist also vollkommen ausgewuchtet, wenn sein Schwerpunkt auf
der Drehachse liegt (¢s = 175 = 0) und wenn seine zentrale Trigheitshauptachse mit
der Drehachse zusammenfillt (]2 £ = ]2,7 =0).Dannist F, = Fz = 0.

Man spricht von einer statischen Unwucht, wenn der Schwerpunkt auf3erhalb der
Drehachse liegt. Eine dynamische Unwucht des Rotors liegt vor, wenn die zentrale
Tragheitshauptachse (die durch den Schwerpunkt geht) nicht mit der Drehachse
zusammenfillt. Beide Erscheinungen sind praktisch stets tiberlagert. Beim Auswuch-
ten wird die Massenverteilung des starren Rotors durch einen Ausgleich in zwei
Ebenen korrigiert, sodass die statische und die dynamische Unwucht ausgeglichen
werden. Dabei werden m;, my, &1, &, 11 und 7, aus den gemessenen Lagerkriften
oder -verschiebungen bestimmt, vgl. Bild 2.40.

Mit der folgenden Betrachtung soll gezeigt werden, dass i. Allg. zwei Ausgleichs-
massen in zwei verschiedenen Auswuchtebenen ausreichen, um einen beliebigen
starren Rotor vollstindig auszuwuchten.

Die harmonisch mit der Drehfrequenz (2 veridnderlichen Lagerkrifte hingen
gemif} (2.347) von vier Komponenten Fy¢, Fyy, Fgz und Fg, ab. Das Auswuchten
beruht auf der Uberlegung, diese vier Komponenten (die man fiir einen realen
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Q
(mbES _Jtsf)m FAy

J@g}/ Fas

FA.v Fy,

92
mb)s =J5) 5%
FBX’FBy
Qz Fyy
(ma§s+JC§) 0 Iy, Fg,
/w ) wo/,7<\ 7\
Fg (manS+J§,7 +b b)

Bild 2.41 Typischer Verlauf der Lagerkrifte eines starren Rotors fiir ¢ = £2 = konst.
a) Komponenten der Lagerkrifte infolge der statischen und dynamischen Unwucht
b) Verlauf der Lagerkrifte

Rotor experimentell bestimmen muss) durch zusitzliche Ausgleichsmassen in Ge-
genrichtung zu erzeugen und damit die Summe an jedem Lager zu kompensieren.
Gibt man die Lage der Ausgleichebenen durch die Abstinde {; und ¢, vor, so kann
man mit den vier statischen Momenten von zwei Ausgleichsmassen (1, &;, m;n1,
my&, und m,n,) vier unabhingige Komponenten der Lagerkrifte erzeugen. Der
Zusammenhang ergibt sich aus dem Gleichgewicht am Rotor zu:

QZ
Fpe = —(mé& 8+ m252§2)m

Foe = [mé&r(a+b— &)+ mér(atb— )] aﬁ
2

a+b

(2.350)
By = —(mn, {1 + mun,$o) ——

2

Fgy = —[mn(a+b—¢)+mny(a+b—§)]

a+b
Es sind jeweils zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte, d.h. mit vier statischen
Momenten (fett gedruckt) kann man die vier Kraftkomponenten ,.erzeugen® In Aus-
wuchtmaschinen werden die Lage und Grofle der Ausgleichsmassen ,automatisch®
ermittelt, d. h. durch interne Software. Das Auswuchten erfolgt bei Serienfertigungen
von Motoren und anderen Kleinrotoren, die in grof8er Stiickzahl produziert werden,
innerhalb weniger Sekunden, wihrend das Auswuchten grofler Turbogeneratoren
mehrere Stunden in Anspruch nimmt.

Mit Riicksicht auf die entstehenden Biegemomente innerhalb des Rotors sollten
Unwuchten méglichst in der Nihe der Ebene ausgeglichen werden, in der sie auf-
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treten. Den Einfluss der gewahlten Ausgleichsebene auf die Momentenverteilung im
Rotor illustriert Bild 2.42 fiir eine gleichmifig verteilte Unwucht.

X
y-w—l

@) QIO q(z)

L‘EE’T Z Bild 2.42 Verlauf des inneren Momentes bei
y verschiedener Wahl der Auswuchtebenen
c) [Im'_t]j[[[m]'_[[{s][m 9(z) a) Rotor ohne Auswuchtung
b) Auswuchtebenen an den Stirnflichen des Rotors

g M(zZ) ) Auswuchtebenen im Rotor

Fiir so genannte ,,wellenelastische Rotoren®, die in der Nahe einer ihrer kritischen
Drehzahlen laufen, ist das Auswuchten in zwei willkiirlichen Ebenen nicht mehr
hinreichend. Dafiir wurden Auswuchtverfahren in drei und mehr Ebenen entwickelt,
die einen erheblichen rechnerischen und experimentellen Mehraufwand gegeniiber
dem Auswuchten starrer Rotoren erfordern.

Fiir die Wahl der Auswuchtebenen sind folgende Gesichtspunkte zu beachten:

1. Die Auswuchtebenen sollen moglichst weit voneinander entfernt liegen.

2. Beizusammengebauten Rotoren, deren Auswuchtebenen auf verschiedenen Ein-
zelteilen angebracht sind, ist konstruktiv zu sichern, dass eine eindeutige Zu-
ordnung besteht (formschliissige Sicherung der Teile gegeneinander, z. B. durch
Stifte).

3. Beim Auswuchten darf die Festigkeit des Bauteils nicht beeintrachtigt werden.

Bild 2.43 vermittelt einen kleinen Einblick in die Korrekturmoglichkeiten beim
Auswuchten: Abschneiden, Abschleifen oder Abfrisen von Material (Bild 2.43a, e).
Ausbrechen von Segmenten an fiir den Ausgleich vorgesehenen Scheiben innen
(Bild 2.27 d) oder auflen (Bild 2.43f) sind Beispiele fiir den subtraktiven Ausgleich.
Dosierung der Ausgleichsunwucht durch Schrauben verschiedener Lingen oder
Durchmesser (Bild 2.43¢) oder Einsetzen von Bleidraht in umlaufende Nuten (Bild
2.43b) gehoren zu den additiven Verfahren. Bei der Auswahl der Verfahren miissen
die technologischen Bedingungen der Serienfertigung beachtet werden. Es kann auch
zweckmifig sein, Blechstreifen aufzuschweifSen oder anzuloten. Der Konstrukteur
muss also von Anfang an die Lage der Auswuchtebenen festlegen, und er darf auch
die Festlegung der Ausgleichsmethode nicht dem Zufall iiberlassen. Praktisch erfolgt
das Auswuchten mithilfe von Auswuchtmaschinen, mit deren Hilfe die Lage und
Grofle der Unwucht aus den Lagerreaktionen des Rotors ermittelt wird. Ohne darauf
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niher einzugehen, sei lediglich erwihnt, dass je nach Grofle und Drehzahl des Rotors
»wegmessende oder ,kraftmessende Auswuchtmaschinen weit verbreitet sind, vgl.
Bild 2.44. Bei ,kraftmessenden® Auswuchtmaschinen ist der Rotor starr gelagert, die
Lagerkrifte werden im unterkritischen Drehzahlbereich gemessen. Praktisch liegt ihr
Arbeitsbereich bei Drehzahlen von 200 bis 3000 1/min.

Bild 2.43 Beispiele fiir Moglichkeiten des Massenausgleichs an Rotoren

a) Abschneiden an Ventilatorfliigel, b) Einsetzen von Bleidraht in Nut, ¢) Eindrehen von
Schraubbolzen unterschiedlicher Lange, d) Ausbrechen von Segmenten im Inneren,

e) Abfrisen angegossener Zapfen an Stirnseite, f) Ausbrechen von Segmenten an speziell
gestalteten Auflenscheiben
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Bild 2.44 Zum Wirkprinzip der Auswuchtmaschinen
a) kraftmessende Auswuchtverfahren, b) wegmessende Auswuchtverfahren
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2.6.3
Massenausgleich von ebenen Koppelgetrieben

2.6.3.1
Vollstdndiger und harmonischer Ausgleich

Die aus Massenkriften resultierenden Gestellkrifte und -momente lassen sich durch
die Masseparameter (m1;, &s;i, Nsi» Jsi jggi’ ],Sm-), d. h. durch die Masseverteilung an
den bewegten Getriebegliedern, beeinflussen, vgl. (2.325) und (2.328). Ein vollstin-
diger Massenkraftausgleich liegt vor, falls der Gesamtschwerpunkt trotz der Mecha-
nismenbewegung in Ruhe bleibt. Zweckdienlicher und leichter realisierbar ist oft
der harmonische Ausgleich, bei dem man die storenden Erreger-Harmonischen der
Krifte und Momente eliminiert.

Jeder ebene Mechanismus ldsst sich prinzipiell durch eine geeignete Massevertei-
lung seiner Glieder so auslegen, dass sein Schwerpunkt trotz beliebiger Bewegung
in Ruhe bleibt. Hier soll nur das in der Praxis oft eingesetzte Viergelenkgetriebe
behandelt werden.

P =007
=2 ™~ s -
// T T YA 7
- - < e Y -
8 |l - — bl 8 T 270 {
: = e
180° {/ ////// % o n/j
S AN A7 1180
270“ \"——___,__.—:—/ B
2- -2 o
-4+ Frk A iz
T T T T T T T
- -2 0 2 1 -4 2 2

Bild 2.45 Einfluss von Masseparametern auf die Gestellkrifte einer Kurbelschwinge
a) Kinematisches Schema und Schwerpunktbahnen mit Angabe der bezogenen Massen
mf = m;/m; b) Polardiagramme der Gelenkkrifte Fj, und Fj4

Variante 1: -, Variante 2: — — — —, Variante 3: —- — - —-

Normalerweise bewegt sich der Gesamtschwerpunkt eines Mechanismus auf einer
Bahn, wie es Bild 2.45 fiir ein Beispiel zeigt, vgl. (2.327). Neben den Schwerpunkt-
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bahnen sind die Polardiagramme der beiden Gestellkrifte einer Kurbelschwinge bei
drei Varianten der Masseverteilung dargestellt. Es wurden jeweils die Massen #1, und
my und deren Schwerpunktabstinde &g, und &gy verdndert. Diese Verldufe ergeben
sich bei einer konstanten Winkelgeschwindigkeit des Antriebs.

Interessant ist die Beziehung der Schwerpunktbahnen zu den Polardiagrammen.
Mit kleinerer Ausdehnung der Schwerpunktbahn werden bei Variante 2 auch die
Gelenkkrifte kleiner als bei Variante 1. Bei Variante 3, wo sich die Schwerpunktbahn
zu einem Punkt zusammenzieht, ist zwar gemif3 (2.325) die Summe der Gelenkkrifte
null, aber die einzelnen Gelenkkrifte sind vorhanden.

Unter gewissen Bedingungen, die nun ermittelt werden sollen, entartet die
Schwerpunktbahn zu einem Punkt. Zu den folgenden Ableitungen werden die Be-
zeichnungen aus Bild 2.46 verwendet. In komplexer Schreibweise lautet die Zwangs-
bedingung fiir den Zusammenhang des Viergelenkgetriebes (die so genannte Ma-
schengleichung), vgl. auch (2.227) und (2.228):

Lel? +el? =1 + I, el (2.351)
Diese Gleichung konnte unter Benutzung der Euler’schen Relation in zwei reelle
Gleichungen umgeformt werden. Hier wird jedoch die komplexe Schreibweise ange-
wendet, weil dabei nur die halbe Anzahl von Gleichungen anfillt. Die Ortsvektoren
der im Schwerpunkt liegenden Massen sind nach Bild 2.46:

re =xs2 + jys2 = (&2 + js2) 12

rss = Xs3 + jyss = h el + (& + jnss) 1?3 (2.352)

ros = Xsa + jysa =l + (Esa + jnss) €17

Bild 2.46 Bezeichnung der Parameter am Viergelenkgetriebe

Der Schwerpunkt des gesamten Getriebes ergibt sich nach (2.327) aus der Bedingung
(my + m3 + my)rs = myrsy + msrs3 + myrsy (2.353)

Das Einsetzen der Koordinaten der Einzelschwerpunkte und die Umformung nach
Gl (2.351)

- l2 ej(pZ + 13 ej(ﬂS — ll
= l4

R (2.354)
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liefert dann mit Gl. (2.352)
(my+ms+my)rs = my (Ex + jns:) 2

+1ms3 [lz ez + (553 + j7753) ej%]

‘ A (2.355)
g {zl T (&t jnes) 20 Ze% - Zl} .
Nach Umordnung der Terme ergibt sich die Schwerpunktbahn aus
(my+ms+my)rs = e {mz (&2 + jns2) + msh + my(Ess + jﬂs:;)i-j
+e? [ma(fss + jnss) + ma(Ssa + jﬂm)i-j (2.356)

. 1
+my {11 — (&ss + J7754)l—1} .
4

Bild 2.47 Beispiele fiir den Massenausgleich durch Anordnung eines gegenldufigen
Getriebes (Volllinie: urspriingliches Getriebe; Strichlinie: Ausgleichsgetriebe)

Fiir eine beliebige Getriebestellung (gekennzeichnet durch die Winkel ¢, und
©3(¢,)) kann damit die Schwerpunktlage berechnet werden. Gl. (2.356) beschreibt
also die Schwerpunktbahn. Der Schwerpunkt bewegt sich harmonisch auf einer
Kreisbahn, falls der Klammerausdruck nach e/?3 verschwindet. Er bleibt in Ruhe,
falls beide Koeffizienten von e/?2 und e/#3 null sind.
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Die Bedingungen fiir den vollstindigen Ausgleich folgen aus dem Nullsetzen
der Ausdriicke in den eckigen Klammern. Sie lauten fiir den Sonderfall, dass die
Schwerpunkte auf den Gliedachsen liegen (75, = 7753 = 754 = 0):

my&sy + mzly + m4%lz =0, ms&ss + m4%la =0 (2.357)
4 4
Dies sind zwei Gleichungen fiir die 9 Parameter des Viergelenkgetriebes (L, I3, 1y, m,,
ms, My, s, Es3, Esa). Es existieren also gewisse Freiheiten bei der Wahl der Parameter,
da weniger Gleichungen als Unbekannte vorliegen.
Der vollstindige Ausgleich der Krifte erfolgt praktisch nur selten, weil er folgende
Nachteile hat:

1. Es entstehen meist sperrige Getriebe mit konstruktiv nicht realisierbaren grofen
Abmessungen.

2. Die Masse der Getriebeglieder muss oft betrichtlich verdndert werden.

3. Die einzelnen Lager- und Gelenkkrifte konnen zunehmen, ebenso das resultie-
rende Gestellmoment M.

Bild 2.48 Konstruktive Moglichkeiten zum Ausgleich einzelner Harmonischer
(Ausgleichsgetriebe); a) und c¢) Krifte und Moment (1. Harmonische), b) Krifte
(1. Harmonische), d) Krifte (1. und 2. Harmonische)

Neben dem hier erwihnten vollstindigen Massenausgleich kann in der Praxis eine
Verbesserung durch folgende Mafinahmen erreicht werden:

1. Erzeugung einer dquivalenten Gegenbewegung, d. h. Kompensation durch gleich
grofle entgegengerichtete Massenkrifte eines anderen Mechanismus (Bild 2.47)
oder von zusitzlichen Zweischldgen.

2. Ausgleich bestimmter Harmonischer mithilfe von Ausgleichsgetrieben (Bild
2.48).
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3. Bei Mehrzylindermaschinen durch Anordnung von Gegenmassen mit verschie-
denen Kurbelwinkeln, durch Versetzung der Getriebeebenen zur Achse und evtl.
durch verschieden grofle Kurbelradien und Kolbenmassen, vgl. Abschnitt 2.6.3.3.

Der harmonische Ausgleich, d. h. der Ausgleich einzelner Harmonischer der pe-
riodischen Erregung, die von ungleichmifig iibersetzenden Mechanismen ausgeht,
hat fir die Praxis des Maschinenbaus die grofite Bedeutung, da er die Schwin-
gungserregung minimiert. Bei Kurvengetrieben haben sich dabei die Kurvenschei-
ben mit HS-Profilen bewihrt. Man kann bei der computergestiitzten Synthese von
Koppelgetrieben und Raderkoppelgetrieben auch solche Mechanismen finden, bei
denen bestimmte Harmonische minimale Gréf8e haben. Es kommt nicht immer auf
den Ausgleich der ersten oder zweiten Harmonischen an, manchmal ist auch der
Ausgleich einer hoheren Harmonischen von praktischer Bedeutung.

2.6.3.2
Massenausgleich beim Schubkurbelgetriebe

Das Schubkurbelgetriebe wird in vielen Maschinen zur Umformung von Dreh-
in Schubbewegungen (und umgekehrt) benutzt, sodass sein Massenausgleich seit
langem besonderes Interesse besitzt.

Die Schwerpunktlage ergibt sich in Abhingigkeit von den Getriebestellungen
analog zu Gl. (2.353) zu

(my + m3 + my)rs = marsy + Msrss + Marsy (2.358)
Die Schwerpunkte der Getriebeglieder bewegen sich folgendermaflen (vgl. Bild 2.27):

1 = &gy 0197 rs; = hel? + &g el roo = hel?” +13el%  (2.359)
Einsetzen in (2.358) liefert die Schwerpunktbahn, vgl. auch (2.355):

(my 4+ ms + my)rs = mysy 122 + ms(l &2 + &gz 193)
+my(l, €192 4 I3 e193) (2.360)
= eI2(myésy + maly + myly) + €193 (m3&sy + myly)

Der Schwerpunkt bleibt in Ruhe und es treten keine resultierenden Massenkriafte auf
das Gestell auf, wenn folgende Ausgleichsbedingungen erfiillt sind (Nullsetzen der
runden Klammern):

my&sy + (m3 + my)l, =0 (2.361)
m3&ss + Myl = 0 (2.362)
Aus ihnen ergeben sich die Schwerpunktabstinde von den Drehgelenken beim voll-
stindigen Ausgleich zu
ms + m m
fo=———h; &n=——1 (2.363)
my ms

Sie fithren dazu, den gemeinsamen Schwerpunkt der Massen 3 und my in das
Gelenk (2, 3) zu legen. Falls nur (2.362) erfiillt ist, bewegt sich der Schwerpunkt auf
einer Kreisbahn und ruft harmonische Erregerkrifte hervor. Liegt der Schwerpunkt
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der Massen m13 und m, im Gelenk (2, 3), so kann er durch die Gegenmasse 1, in den
Punkt (1,2) verlegt werden, sodass er seine Lage nicht dndert. Dieser vollstindige
Massenausgleich ist praktisch kaum realisierbar. Wichtiger ist der teilweise Aus-
gleich der Massenkrifte. Die Krifte F, F, und das Moment M, setzen sich in ihrem
zeitlichen Ablauf aus mehreren Harmonischen zusammen. Die erste harmonische
Komponente wird als Massenkraft erster Ordnung bezeichnet. Der zweite Term in
der Fourierentwicklung dndert sich mit der doppelten Frequenz und wird deshalb
als Massenkraft zweiter Ordnung bezeichnet. Die Massenkraft erster Ordnung, also
die erste Harmonische der Kraft F,, wird ausgeglichen, wenn die Bedingung (2.361)
erfiillt ist, d. h. wenn nur an der Kurbel eine Ausgleichsmasse angebracht wird. Nach
(2.363) befindet sich die Ausgleichsmasse dann auf der Gegenseite der Kurbel. Sie
wird praktisch oft durch ein Kreissegment konstruktiv gestaltet, vgl. Bild 2.30. Die
Massenkraft erster Ordnung von F, ist ausgeglichen, wenn die Ausgleichsbedingung
mesz + m3lz (1 - 5[53) =0 (2364)
3
erfiillt ist. Das Moment M, ldsst sich nur durch die Anordnung von Zusatzgliedern
vollstandig ausgleichen.

Weitere Moglichkeiten des Massenausgleichs sind durch die in Bild 2.47 und 2.48
gezeigten Ausfihrungen praktisch angewendet worden. Die konstruktive Verwirkli-
chung scheitert oft an dem zu hohen 6konomischen Aufwand. Der Konstrukteur
muss von Fall zu Fall entscheiden, welche Methode im konkreten Fall am geeignets-
ten ist und ob der Aufwand in vertretbarem Verhiltnis zum erreichbaren Nutzen
steht.

2.6.3.3
Harmonischer Ausgleich bei Mehrzylindermaschinen

Im Motoren- und Kompressorenbau werden oft Mehrzylindermaschinen angewen-
det, bei denen mehrere Schubkurbelgetriebe durch eine gemeinsame Welle verbun-
den sind. Dadurch, dass die relative Lage der einzelnen Getriebeebenen und die
relative Verdrehung der Kurbelwinkel giinstig gewihlt werden, ist ein gegenseitiger
Ausgleich einiger Harmonischer moglich.

Fir die folgenden Ableitungen wird angenommen, dass die Zylinderachsen
und die Kurbelwellenachse in einer Ebene, der y-z-Ebene, liegen. Damit wird der
Fall des Reihenmotors mit k Zylindern erfasst. Der interessante Fall des V-Motors
oder Sternmotors, bei dem die Richtungen der Kolben einen bestimmten Winkel
zueinander bilden, wird aus den Betrachtungen hier ausgeschlossen, vgl. dazu [1].
Weiterhin wird vorausgesetzt, dass alle umlaufenden Massen, also die Kurbelwelle
mit den umlaufenden Pleuelanteilen (vgl. ms,, Bild 2.30) vollstindig ausgeglichen
sind. Alle Triebwerke sollen auflerdem gleichartig sein (gleiche Massen und gleiche
Geometrie) und nur unterschiedliche Kurbelwinkel haben, vgl. Bild 2.49. Der Winkel
zwischen der ersten Kurbel (j = 1) und der j-ten Kurbel wird mit y; bezeichnet.
Die Massenkrifte lassen sich in Form einer Fourier-Reihe angeben, vgl. (2.315). Fiir
jeden Mechanismus gilt (7 = 1,2, ..., ]):

Fi(t) = Z [Ak cos k(£2t + ;) + Bisin k(Q2t + yj)} . (2.365)

k=1



164 2 Dynamik der starren Maschine

Bild 2.49 Zur Herleitung der Ausgleichsbedingungen bei einer Mehrzylindermaschine

Dabei bezeichnet k die Ordnung der Harmonischen. Wird davon ausgegangen,
dass sich die Kurbelwelle mit konstanter Winkelgeschwindigkeit dreht, so sind die
einzelnen Kurbelwinkel ¢; = Q¢ + y;. Fur den ersten Zylinder gilt y; = 0. Die
Fourierkoeffizienten (Aj; By) eines Mechanismus seien bekannt.

Die resultierenden dynamischen Krifte und Momente, die auf das Fundament
tibertragen werden, ergeben sich bei | Zylindern sowohl fiir die x- als auch fiir die
y-Komponenten (weswegen der Index weggelassen wird):

] ]
F=YF; M=) Fgz (2.366)
j=1 j=1

Dabei ist z; der Abstand der jeweiligen Getriebeebene von der x-y-Ebene des Koor-
dinatensystems, wie in Bild 2.35, Bild 2.36 und Bild 2.49.

Einsetzen von F; aus (2.365) in (2.366) liefert unter Verwendung von Additions-
theoremen und einigen Umstellungen

F= 2 % [Ax(cos k€2t cosky; — sin k&2t sin ky;)
j
+By(sin k1 cos ky;j + cos k2t sin ky;)]

F= 2{(Ak cos kQt + By sin kQt) Zcos(kyj) (2.367)
p :

j
+ 2 [—Aj sin k€2t + By cos k€2t] 2 sin(kyj)}
k j
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Daraus folgt durch einen Koeffizientenvergleich, dass die Harmonische k-ter Ord-
nung der resultierenden Kraft einer Mehrzylindermaschine vollstindig ausgeglichen
ist, wenn folgende zwei Gleichungen erfillt sind:

J J
Z cosky; = 0; 2 sinky; =0 (2.368)
j=1 j=1

Analog sind die Harmonischen k-ter Ordnung des Moments M vollstindig ausgegli-
chen, falls gilt:

J J
2 zjcosky; = 0; 2 zjsinky; =0 (2.369)
j=1 j=1

Dies sind die wichtigen Ausgleichsbedingungen von Massenkriften k-ter Ordnung
von Mehrzylindermaschinen. Interessanterweise gehen die Massen der Getriebeglie-
der, die Drehzahl und geometrische Abmessungen in diese Formeln nicht ein. Zur
Berechnung der Kurbelwinkel y; und der Abstinde z; (das sind bei J Getrieben
2] —1 Unbekannte), die fiir einen vollkommenen Massenausgleich vorliegen miissen,
stehen demnach vier transzendente Gleichungen fiir jede Ordnung k zur Verfiigung.

2.6.3.4
Optimaler Massenausgleich

Sowohl die Massen m;, Trigheitsmomente Js; als auch die Koordinaten der kor-
perfesten Gliedschwerpunkte (&s;; 775;) konnen praktisch nur innerhalb von gege-
benen Grenzen verindert werden, die normalerweise der Konstrukteur kennt. Diese
Beschriankungen werden beschrieben durch die unteren und oberen Grenzen der
Masseparameter:

Mimin < M < Mimaxs Jsimin < Jsi < Jsimax P (2370)
§Simin S §Si S §Simax; 17Si min S 1si S 17Si max

Die auf das Maschinengestell wirkenden Krifte sind eine Funktion der Drehzahl,
der geometrischen Abmessungen des Mechanismus und der oben genannten Masse-
parameter. Die Masseparameter, die an dem Getriebe verinderbar sind, werden im
Parametervektor

PT = (oo mi Jsis Esiv Msis - - +) (2.371)

zusammengefasst. Betrachtet man ein ebenes Getriebe, so lautet die Bedingung fiir
den optimalen Massenausgleich:

f(p) = w1 Y E2(pst) + wa Y EX(ps 1) + w3 ), MZ(pst)) < Min (2.372)
j j j

Die Faktoren wy;,w, und ws sind dabei Bewertungsfaktoren, die ausdriicken, wie
stark man die Forderung nach der Minimierung einer dieser Kraftgroflen betont.
Sie sind siamtlich positiv. Ist ein Bewertungsfaktor gleich null, so heiflt das, dass
die betreffende Kraftgrof3e bei der Optimierung nicht beachtet wird (der Summand
liefert dann keinen Beitrag zur Zielfunktion f(p)).
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Die Anwendung von Optimierungsmethoden ist durch Software soweit
mathematisch-rechentechnisch aufbereitet, dass sich die Arbeit des Konstrukteurs
darauf reduziert, lediglich sinnvolle und praktisch realisierbare Grenzen fiir die
Masseparameter anzugeben und die zweckmaflige Wahl der Bewertungsfaktoren zu
tiberlegen.

2.6.4
Aufgaben A2.11 bis A2.14

A2.11 Harmonischer Ausgleich eines Verdichters

Die bei ungleichférmig iibertragenden Mechanismen entstehenden Massenkrifte kon-
nen Ursache von Gestellschwingungen sein. Insbesondere diejenigen Komponenten
des Erregerspektrums sind gefahrlich, deren Frequenz einer Eigenfrequenz des Gestells
entspricht.

Die zusitzlich an der Antriebskurbel des Verdichters (zentrische Schubkurbel,
vgl. Bild 2.50) anzubringende Ausgleichsmasse 71, in Form eines Kreisringausschnitts
konstanter Dicke soll so dimensioniert werden, dass bei konstanter Antriebswinkel-
geschwindigkeit die erste Harmonische der resultierenden Gestellkraftkomponente F
vollig ausgeglichen wird.

X
Ausgleichsmasse m
Bild 2.50 Zentrische Schubkurbel
Gegeben:
L = 40 mm Linge der Kurbel
I; =750 mm Lange der Koppel
&, = 12mm Abstand des Schwerpunktes der Kurbel von O
Js, =61-10"kg - m* auf die Schwerachse bezogenes Trigheitsmoment
der Kurbel
my =4,8kg Masse der Kurbel
my =14kg Masse des Kolbens

ﬁ
|

= 20mm Innenradius der Ausgleichsmasse
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Rmax = 140 mm maximaler AufSenradius der Ausgleichsmasse
(Bauraum!)

b = 40mm Dicke der Ausgleichsmasse

o =7250kg/m’ Dichte von Grauguss

07 =8900kg/m’ Dichte von Zinnbronze

ow = 9800kg/m’ Dichte von Weiimetall

Hinweis: Die Masseparameter der Koppel 3 wurden bereits ndherungsweise in die der
Glieder 2 und 4 eingerechnet, vgl. Bild 2.30.

Gesucht:

1. Resultierende Gestellkraftkomponenten F; und F, in allgemeiner Form fiir eine
beliebige Antriebsbewegung ¢, () unter Beriicksichtigung der Ausgleichsmasse.

2. Erforderliche Abmessungen (R, §), Masse 1, und Trigheitsmoment J© der Aus-
gleichsmasse so, dass sowohl die erste Harmonische der Gestellkraft F ausgegli-
chen als auch JO moglichst klein wird. Als Werkstoffe stehen Grauguss, Zinnbronze
und Weifimetall zur Auswahl.

A2.12 Ausgleichsgetriebe fiir Schubkurbelgetriebe

Fiir ein Schubkurbelgetriebe, dessen Massenkrifte durch eine Unwuchtmasse und ein
Ausgleichsgetriebe mit der in Bild 2.47e dargestellten Anordnung ausgeglichen werden
sollen, berechne man die x-Komponente der Lagerkraft (F;) und das Antriebsmo-
ment M,,. Man gebe in allgemeiner Form die Ausgleichsbedingungen fiir die erste und
zweite Harmonische von Fyj; und M, an. Wie grof sind die Winkel & und y sowie
die Ausgleichsmassen 774 und ms zu wiahlen, damit die ersten beiden Harmonischen
dieser Kraftgrofen ausgeglichen sind? Essei 4 = L, /l; = I, /I; < 1und ¢ = Qt.

A2.13 Kurbelwelle einer Vierzylindermaschine

Zum Ausgleich einzelner Harmonischer stehen bei einer Vierzylindermaschine folgen-
de Groflen der Kurbelwinkel zur Diskussion, vgl. Bild 2.53:

Variantea) : y; = 0% 7 =90°%  y3 =270°% y4 = 180°

Varianteb) : 31 = 0% 1y, =180% y3 = 180°% ¥4 =0°

Man ermittle, welche Ordnungen der Krifte und Momente bei diesen Varianten aus-
geglichen werden, wenn gleiche Zylinderabstinde und gleiche Triebwerke vorliegen.

A2.14 Massenausgleich einer Kurbelschere

Die Erhohung der Walzgutgeschwindigkeit bedingt auch hohere Geschwindigkeiten
der Schere, die einen Walzstrang ,,im Fluge“ auf vorgegebene Linge schneidet. Die
freien Massenkrifte der Kurbelschere regen das Maschinengestell zu unerwiinschten
Schwingungen an und rufen unzulissig grofle Belastungen in der Maschinenveranke-
rung hervor, sodass Mafinahmen zum Massenkraftausgleich erforderlich werden.

An einer Kurbelschere gemifd Bild 2.51 ist der Massenausgleich so vorzunehmen,
dass mittels der an Kurbel und Schwinge zusitzlich anzubringenden Ausgleichsmassen
ein vollstindiger Kraftausgleich erreicht wird.

Die Kurbelschere besteht aus zwei zwangldufig miteinander gekoppelten Kurbel-
schwingen, die beztiglich des Walzstranges symmetrisch angeordnet sind und gegen-
sinnig umlaufen. Da die beiden Kurbelschwingen hinsichtlich ihrer Abmessungen und
Masseparameter fast gleich und symmetrisch angeordnet sind, geniigt es, die Betrach-
tungen an nur einem Mechanismus vorzunehmen, vgl. das Berechnungsmodell in Bild
2.51.
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Bild 2.51 Kurbelschere
a) kinematisches Schema, b) Berechnungsmodell mit Masseparametern

Gegeben:
Parameterwerte:
i | Bezeichnung L;inm | m;inkg | &;inm | ng inm
2 | Kurbel 0,100 41,5 0,021 0
3 | Koppel (Messertriger) | 0,205 53,2 0,074 0,018
4 | Schwinge 0,147 17,7 0,065 0
Gesucht:

Betrag (Uy = myy - 1425 Uy = Mgy - 1a,) und Winkellage (52, B4) der an der Kurbel
und Schwinge anzubringenden Zusatzunwuchten, damit ein vollstindiger Ausgleich
der resultierenden Gestellkrifte erreicht wird.

2.6.5
Lésungen L2.11 bis L2.14

L2.11 Gemifl (2.325) kann man unter Beachtung der Funktionen xg; = xg; (¢,(f)) und
ysi = ysi (@2(1)) schreiben:

I I I I
Fo=—¢y ) mixg — @3 Y, mixgs  F=—¢y Y miy; — o3 3, miys;  (2.373)
i=2 i=2 i=2 i=2
Da die hier verwendeten Bezeichnungen weitestgehend mit denen aus Bild 2.27a
iibereinstimmen, konnen die Lagefunktionen erster Ordnung direkt aus Tabelle 2.1
iibernommen werden, da die dort getroffene Voraussetzung hinsichtlich des Kurbel-

Verhiltnisses zutrifft.

Fiir die gegebenen Parameterwerte erhdlt man 2 = L, /I3 = 0,04 m/0,75m =
0,0533 < 1. Damit wird mit den Funktionen aus Tabelle 2.1 und bei nochmaliger
Differenziation nach ¢;:

" " .
x{ ==&, -cosgy;  yl =&, sing,
52 : 52 : (2.374)

xé’q = —b - (cos @y + A cos2¢p,)
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Die Ausgleichsmasse hat folgende Schwerpunktkoordinaten im raumfesten System, vgl.
Bild 2.50:

Xsa = Ta - COS (@2 + ) = —1a - COS 2
. , (2.375)
ySa:ra'Sln((pZ""n):_ra'51n§02
Die Ableitungen nach dem Kurbelwinkel sind dann
XL = 1y - sin @y; x! =1, cos
o o (2.376)
Vg = —Ta - COSQp; Yo, =Tq -sing)

Setzt man nun die Ausdriicke aus (2.374) und (2.376) in die Beziehung (2.373) fiir die
Krifte ein, so ergibt sich:

. A i
Ee = |(my&s, — mara 4 maly) - sin gy + m4123 sin2¢; | - @y

+ [(mzfsz — Mara + m4lz) - cos @y + malb A - cos Z(pz] . q’)% (2.377)

Ey = — (my&s, — mary) - (2 cos 93 — ¢F sin ¢;)

Die Gl fiir die Kraft F, stellt eine Ndherung dar, weil aufgrund 2 < 1 schon in den Gln.
fur x§4 N xé; die Terme, die hohere Potenzen von A enthalten, vernachlissigt wurden.

Die erste Harmonische von F, wird identisch null, falls der Ausdruck in der runden
Klammer verschwindet. Die Ausgleichsbedingung lautet also:

!
my&s, — Mara +myly =0 (2.378)
Hieraus folgt fiir die Unwucht der Ausgleichsmasse:

U, = mary = myés, + myly = 0,6176 kg - m (2.379)

Zur Dimensionierung der Ausgleichsmasse werden fiir die vorgegebene Form eines
Kreisringausschnittes die allgemeinen Formeln fiir Masse, Schwerpunktlage und Trig-
heitsmoment bendtigt. In Taschenbiichern findet man:

2 R—1 sing

my = ob- (R* — 1) - B ,azg.m.T (2.380)
ob
70 = z. (R*~ ") - (2.381)

Aus (2.380) folgt fiir die Unwucht, deren erforderliche Grof3e aus (2.379) bekannt ist,
die Formel

2
U, = 591« (R —7) -sinp (2.382)

Sie enthilt noch zwei variable Gréflen, nimlich R und 3. Lost man (2.382) nach sin 8
auf, erhilt man die Relation
3.0,
20b- (R —1?)

IIN

sinf8 = (2.383)
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Aus dieser Ungleichung folgt fiir den Aulenradius R in Verbindung mit der Beschran-
kung laut Aufgabenstellung:

/ 3-U.
Ruin = Yishs ?ba § R § Rimax (2.384)

Mit den gegebenen Parameterwerten und der Unwucht gemif (2.379) ergeben sich die
minimalen Radien fiir:

Grauguss Rpin = 147,4 mm
Sn-Bronze R, = 137,7 mm
Weifimetall R,;, = 133,4 mm.

Der Vergleich der einzelnen Minimalradien mit dem zuldssigen Maximalwert Rpax =
140 mm zeigt, dass Grauguss hier nicht infrage kommt. Es wird als Werkstoff Weifime-
tall (ob = 392 kg/m?) und als Radius R = 135 mm gewihlt. Mit diesen Festlegungen
kann nun der Winkel 8 aus (2.383) bestimmt werden. Zunichst ergibt sich der Sinus
zu sin f = 0,963 66. Von den beiden moglichen Losungen

B1=13004rad (=745") und B, =18412rad (=1055°) (2.385)

wird derjenige Winkel benutzt, fiir den die Masse und das Triagheitsmoment am kleins-
ten ist. Da beide linear vom Winkel g abhingen, kommt nur der kleinere der beiden

Winkel infrage.

Masse und Tragheitsmoment der Ausgleichsmasse lassen sich nun aus (2.380) und
(2.381) berechnen:

my =9,09kg  JO =0,0846 kg - m? (2.386)

Durch eine mit dem Antrieb umlaufende Ausgleichsmasse lisst sich in einem Mecha-
nismus nur die erste Harmonische einer Kraftkomponente ausgleichen. Fiir den Aus-
gleich mehrerer Kraftkomponenten und mehrerer Harmonischer sind kompliziertere
Ausgleichsmechanismen erforderlich.

L2.12 Die Lagerkraft eines Schubkurbelgetriebes mit einer Unwuchtmasse 75 hat (vgl. Tabel-
le 2.1) die x-Komponente

Fap = —msks — my¥y (2.387)
= Q2 [msl5 cos(p + y) + muly(cos @ + A cos2¢ + ---)] .

Von der Fourierreihe wurden nur die ersten beiden Harmonischen angegeben, da die
hoheren kleiner sind als die Ordnung 4 2.

Fiir das Ausgleichsgetriebe mit einer um den Winkel o versetzten Kurbel ergibt
sich demzufolge (weil anstelle von ¢ der Winkel ¢ + o steht):

Fyn = mal, 2% [cos(@ + &) + A cos2(p + &) + - - -] (2.388)

Die Summe F; = Fej3 + Fy1; ist dann nach der Benutzung von Additionstheoremen,
geordnet nach der Ordnung der Harmonischen

F, = Q%[cos ¢ (m4lz + 741, cos o + msls cos 7/)
—sin ¢ (Wﬂz sin o + msls sin y) (2.389)

4+ cos2¢ (m4l2 + 741, cos Za) + A sin2¢ (Wﬂz sin Za) + -
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Bild 2.52 Mechanismen zum Ausgleich der 1. und 2. Harmonischen von F, und
der 2. Harmonischen von M,, des Schubkurbelgetriebes
a)a =3n/2,y=3n/4b)a =n/2,y=>5n/4

Das Antriebsmoment des mit dem Ausgleichsgetriebe gekoppelten Schubkurbelgetrie-
bes ergibt sich (bei ¢ = £t unabhingig von ms) mit (2.326) zu

M, = m45c'4x[/1 + %@@’1
Q? -
=——|Acos (p(ﬁd% sin o)
4 5 5 (2.390)
+A sin (p(m4l§ + Mgl; cos ) — 2 cos 2 (ryl; sin 2ar)

—2sin 2(,0(1’}141% + W‘Ji Ccos 20{) + .

Es verschwinden diejenigen Harmonischen von F und M,y, deren Ausdriicke in den
runden Klammern gleich null gesetzt werden. Man kann die Ausgleichsbedingungen
auswihlen, die fir den jeweiligen Anwendungsfall wesentlich sind und dementspre-
chende konstruktive Mafinahmen festlegen.

Die erste Harmonische von F, kann ohne Ausgleichsgetriebe mit einer Unwucht-
masse ms5 ausgeglichen werden. Aus den ersten beiden Klammern von F, folgen mit
my = 0 die Ausgleichsbedingungen

myly + msls cosy =0, mslssiny = 0. (2.391)

Beide sind fiir die Werte y = © und ms1l5 = myl, erfiillt, vgl. Bild 2.30.

Einen kombinierten Massen- und Leistungsausgleich erreicht man, wenn man die
erste Harmonische von F, und die dominierende zweite Harmonische von M,, null
setzt. Aus den entsprechenden vier Ausgleichsbedingungen

mayly + Tigly cos a + msls cos y = 0

Tigly sin o + msls siny = 0
S (2.392)
myly sin2a =0

2
m4l22 + 7yl; cos20 =0

folgt die Losung iy = my, I, = L, msls = v/2myl, und entweder @ = 3n/2, y = 31 /4
(Bild 2.52a) oder & = /2, y = 51 /4 (Bild 2.52b). Damit ist auch die zweite Harmo-
nische von F, ausgeglichen. Durch Einsetzen priife man die Erftllung der Ausgleichs-
bedingungen!

L2.13 Legt man das Koordinatensystem in das erste Triebwerk (Bild 2.53), so gilt z; = 0. Die
allgemeinen Ausgleichsbedingungen nach (2.368) und (2.369) fiir eine Vierzylinder-
maschine lauten dann:
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Krifte k-ter Ordnung

1+ cosky, + cosky; + coskyy, =0 }

0+ sinky, + sinkys + sinkyy; = 0

Momente k-ter Ordnung

0+ zp cosky, + z3 coskys + z4 coskyy, = 0 }

0+ z, sinky, + z3 sinkys + z4 sinky, = 0

k=1:

1404+0—-1=0
0+1—-14+0=0
0+0+0—2#0
0+2z —2z3+0#0

Fiir Variante a) gilt mit den angegebenen Winkeln fir

k=2:

1-1-1+4+1=0
0+0+0+0=0
0—2p—2z3+24=0
0+0+0+4+0=0

(2.393)

(2.394)

Bild 2.53 Mogliche Kurbelanordnungen
bei einer Vierzylindermaschine

(2.395)

Es sind also Krifte erster und zweiter Ordnung und die Momente zweiter Ordnung
ausgleichbar. Die Momente erster Ordnung sind wegen der Nichterfiillbarkeit der
Bedingungen z4 = 0 und z; = z3 nicht ausgeglichen.

Bei Variante b) ergibt sich mit y, = y3 = n,y4 = 0:

k=1:

1-1-14+1=0
0+0+0+0=0
0—2p—2z3+24=0
0+0+4+0+4+0=0

k=2:

1414+ 14+1=#0
0+0+0+0=0
0+2z+2z3+24#0
0+0+0+0=0

(2.396)
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Bei dieser Variante sind die Krifte und Momente erster Ordnung ausgeglichen, wih-
rend die Krifte und Momente zweiter Ordnung nicht ausgleichbar sind.

L2.14 Ausgangspunkt ist (2.356) fiir die zu einer komplexen Grofle zusammengefassten
Schwerpunktlage eines Viergelenkgetriebes. Um sie auf die hier vorliegenden Verhilt-
nisse anwenden zu kénnen, miissen die statischen Momente der Glieder 2 (Kurbel) und
4 (Schwinge) um die anzubringenden Zusatzunwuchten erganzt werden, also:

my&s, = my&s, + uy - cos fr; myns, = my1s, + Uy - sin (2.397)
my&s, = myls, + Uy - COS fy; myns, = Malls, + Uy - Sin fy. (2.398)

Einsetzen in (2.356) ergibt mit der Forderung, dass fiir den vollstindigen Ausgleich der
Gesamtschwerpunkt fiir jede beliebige Getriebestellung unbeweglich bleiben muss, die
Ausgleichsbedingungen (Auftrennung in Real- und Imaginarteil) fiir dieses Getriebe,
die eine Verallgemeinerung von (2.357) darstellen:

I
myés, + Uy - cos By + msly + (myés, + Uy - cos By) - 1—2 =0 (2.399)
4
!
mans, + Uy - sin By + (myns, + Uy - sin By) - 1_2 =0 (2.400)
4
!
ms&s, + (ma&s, + Uy - cos fy) - i =0 (2.401)
. A
msng, + (mans, + Uy - sin By) - T (2.402)

Thre Auflosung nach den Unwuchtkomponenten liefert, wobei Terme aus (2.401) und
(2.402) noch in (2.399) und (2.400) eingesetzt werden:

Uye = Uy - cos iy = —mp&s, — m3ly - < — gl—?) (2.403)
Uy = U, -sinfy = —moms, + msns, - % (2.404)
Uye = Uy - cos By = —my&s, — m3Ss, - % (2.405)
Usy = Uy - sin By = —myns, — msns, - ;—;1. (2.406)

Aus den Unwuchtkomponenten lassen sich nun die Unwuchtbetrige und ihre Winkel-
lagen berechnen. Aus (2.403) bis (2.406) folgt mit k = 2 und 4:

Uy U,
- Ju2 2. _ ke, ; _ Zkn
Uk = ka + Ukn, COSﬁk = 7}(, Slnﬁk = 7}( (2407)
Mit den in der Aufgabenstellung gegebenen Parameterwerten erhilt man:

Uye = —4,2711 kg - m; Uy = 0,467 12 kg - m. (2.408)

Der Betrag der Unwucht an der Kurbel ist also
Uy = myy - 1ap = 4,2966 kg - m. (2.409)

und ihre Winkellage ist festgelegt mit:
cos B, = —0,994 07; sinf, =0,10872 = B, = 173,76°. (2.410)
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Fiir die analogen Grofen an der Schwinge ergibt sich:
Use = —3,9735 kg - m; Uiy = —0,686 67 kg - m. (2.411)
Hieraus berechnet sich der Betrag der Unwucht an der Schwinge zu:

Uy = Mgy - Tag = 4,0324 kg - m (2.412)

mit einer Winkellage von:

cosfs = —0,98539;  sinfly = —0,17029 = f = 189,8°. (2.413)

In Bild 2.54 ist der Mechanismus mafistabsgerecht mit den Zusatzunwuchten darge-
stellt.

B,= 1738

Schwinge
U2 = 4.3 kgm

Bild 2.54 Mechanismus mit Zusatzunwuchten

Die konstruktive Gestaltung der Ausgleichsmassen hingt noch von den konkreten
Gegebenheiten, wie z. B. verfiigbarer Bauraum, ab. Die Ausgleichsmassen werden oft
so ausgelegt, dass ihre Trigheitsmomente moglichst klein werden.

Beim Viergelenkgetriebe ist ein vollstindiger Ausgleich durch jeweils eine Zusatz-
unwucht an Kurbel und Schwinge realisierbar. Thr Einfluss auf das Antriebsmoment
und auf die einzelnen Lager- und Gelenkkrifte sollte durch Nachrechnung tiberpriift
werden.
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3.1
Vorbemerkungen

Maschinen verursachen oft leider Vibrationen des Aufstellortes und damit Stérun-
gen, Schiden sowie Beldstigungen von Menschen. Solche Schiden, die tatsichlich
oder vermeintlich durch Schwingungen entstanden sind, fihren hiufig zu Ver-
handlungen tiber Entschiddigungen und zu gerichtlichen Auseinandersetzungen. Bei
rechtzeitiger Modellierung und Schwingungsberechnung der kompletten Anlage, bei
der sich die Projektanten verschiedener Firmen (oder Abteilungen) untereinander
abstimmen, lief3en sich viele solcher Auseinandersetzungen vermeiden. Es geht dabei
meist um groflere Betriage, denn die Fundamentmassen betragen nicht nur dutzen-
de, sondern hunderte (Schmiedehimmer, Druckmaschinen) oder tausende Tonnen
(Gebdudegruppen) [24], [31].

Das folgende Kapitel befasst sich nur mit einigen Teilproblemen aus dem grofien
Gebiet der Fundamentierung von Maschinen [14], [18], [24], [29], ndmlich den
Blockfundamenten. Es soll aber darauf hingewiesen werden, dass es viele dynamische
Probleme bei der Auslegung der Tischfundamente gibt, wie sie z. B. bei Turbogenera-
toren und Druckmaschinen eingesetzt werden, von denen Bild 3.1 ein Beispiel zeigt.

Solche grofien Fundamentkonstruktionen erfordern eine umfassende Voraus-
berechnung mit Modellen mit vielen Freiheitsgraden, vgl. Kapitel 6. Die Stahl-
konstruktion, welche die eigentlichen Maschinenbaugruppen trigt, ist mit einem
Betonfundament verbunden, das wiederum im Erdboden ruht, dessen Kennwerte
von den geologischen Bedingungen am Aufstellort abhidngen. Es muss manchmal
ein gewaltiger Aufwand getrieben werden, um eine so grofie Maschine, deren Funda-
ment mehrere hundert Tonnen wiegt, betriebssicher schwingungsisoliert aufzustel-
len. In Erdbebengebieten miissen konstruktive Losungen gefunden werden, damit
die Maschinen bei Erdbeben nicht gestort oder beschadigt werden.

Aufler storenden dynamischen Belastungen des Aufstellortes belasten Vibratio-
nen der Maschinen hiufig auch den menschlichen Kérper (z.B. bei der Vibration
des Fulbodens, des Fahrersitzes) oder das Hand-Arm-System bei der Fithrung von
Vibrationsgeriten (Himmer, Bohrer, Stampfer). Aus dynamischer Sicht sind Fragen
der Fundamentierung und Schwingungsisolierung verwandt. Messprinzipien und
Beurteilungsverfahren sind beziiglich der Einwirkungen auf Menschen (Anforde-
rungen des Arbeitsschutzes), Gebdude und Maschinen in Normen und Richtlinien
formuliert, die der Konstrukteur beachten muss. Tabelle 3.1 nennt einige solcher
Vorschriften, deren Aufzihlung allerdings nicht vollzahlig ist. Die in Normen oder
Richtlinien niedergelegten Erfahrungen konnen als Anhaltswerte angesehen werden,
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obwohl sie den konkreten Einzelfall nicht genau betreffen konnen und sich teilweise
sogar widersprechen.

Falzapparat D D_ﬁ L

— 4 - EE Onxkenheil
Unterbau-. i _
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Bild 3.1 Rollen-Offsetdruckmaschine mit Fundament; a) Ubersichtsbild, b) FE-Modell
und berechnete dritte Eigenform bei f3 = 5,01 Hz (Quelle: Dissertation Xingliang Gao,
TU Chemnitz, 2001)

Die Erregung der Fundamentschwingung erfolgt meist periodisch oder stof3artig.
Periodische Erregungen treten durch nichtausgeglichene Massenkrifte auf. Stofler-
regungen gibt es z. B. bei Pressen, Stanzen, Scheren und Himmern.

Die Aufstellung von Maschinen interessiert den Maschinenhersteller, den Pro-
jektanten und den Betreiber. Jeder Aufstellungsort, ob der direkte Baugrund, eine
Bauwerksdecke oder eine Tragkonstruktion, ist elastisch. Mit der aufgestellten Ma-
schine ergibt sich also stets ein Schwingungssystem. Die Fundamentierungsaufgabe
besteht zunichst im Nachweis der Zulassigkeit einer Maschinenaufstellung, die ohne
spezielle Isoliermafinahmen durchgefiihrt werden kann. Dabei spielen die auf den
Boden tiibertragenen statischen und dynamischen Krifte und die Bewegung der
Maschine eine wesentliche Rolle.

Der Vibrationsschutz beginnt mit Verfahren, bei denen die Schwingbewegungen
durch Beeinflussung der Erregermechanismen oder gesteuerte Gegenbewegungen
ausgeglichen werden. Hierein fallen die Mafinahmen des Auswuchtens und des
Massenausgleiches, vgl. Kapitel 2.
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Tabelle 3.1 Normen und Richtlinien zur Schwingungsisolierung (Auszug)

BS 7385 (British Standard): Measurement and Evaluation of Vibration in
Buildings

DIN ISO 10 816-1 Bewertung der Schwingungen von Maschinen durch Messungen
an nichtrotierenden Teilen

DIN 4150 Teil 2 Erschiitterungen im Bauwesen, Einwirkungen auf Menschen in
Gebduden

DIN 30786 Transportbelastungen, Teil 1: Grundlagen, Teil 2: Schwingungen
und Stoflbeanspruchungen beim Straflentransport

E DIN ISO 8002 Mechanische Schwingungen Landfahrzeuge

DIN EN ISO 5349-1 | Messung und Bewertung der Einwirkungen von Schwingungen
auf das Hand-Arm-System des Menschen

DIN EN 28 662-1 Handgehaltene motorbetriebene Maschinen. Messung mechani-
scher Schwingungen am Handgriff — Allgemeines Hand-Arm-
System des Menschen

SN 640323 (Schweizer Norm) Erschiitterungseinwirkungen auf Bauwerke
VDI 2057 1-4 Einwirkung mechanischer Schwingungen auf den Menschen
VDI 2059 1-5 Wellenschwingungen von Turbositzen

VDI 2062-1 Schwingungsisolierung; Begriffe und Methoden

VDI 2062-2 Schwingungsisolierung, Isolierelemente

VDI 3831 Schutzmafinahmen gegen die Einwirkung mechanischer Schwin-

gungen auf den Menschen

Der zweite Schritt umfasst alle Verfahren, bei denen durch geeignete Aufstellung
des Objektes die Ubertragung der Krifte oder Schwingungen beeinflusst wird. Bei
der Schwingungsisolierung will man den Aufstellungsort vor den von der Maschine
ausgehenden dynamischen Kriften schiitzen oder Vibrationen des Aufstellungsortes
von der Maschine (oder z. B. auch von einem Menschen oder Messgerit) fernhalten.
Im ersten Fall wirkt also im Berechnungsmodell eine Krafterregung, wihrend im
zweiten Wegerregung vorliegt.

Bei der aktiven Schwingungskompensation wird ein Zeitsignal der Vibration
von einem Sensor gemessen, ,verarbeitet“ und zur Ansteuerung eines Aktuators
verwendet. Aktuatoren konnen piezoelektrische, elektromagnetische, hydraulische
oder pneumatische Stellglieder sein. Die ,,Verarbeitung® des Signals erfolgt meist
durch einen Regelkreis, der die Differenz zwischen Sollwert und Istwert auswertet
[10], [17], [31].

Der Ingenieur wird hiufig vor die Aufgabe gestellt, die Auswirkungen von
Schwingungen auf Menschen, Bauwerke oder Maschinen zu beurteilen. Dazu dienen
Beurteilungsmaf3stibe, die, sobald ein exakter Nachweis nicht moglich ist, herange-
zogen werden konnen. Sie sind in Form von Standards, Richtlinien und Empfeh-
lungen sowohl im Hinblick auf Beurteilungsgrofien als auch ihrer messtechnischen
Erfassung niedergelegt. Dabei herrscht im internationalen Maf3stab die beste Uber-
einstimmung in der Beurteilung der Schwingungseinwirkungen auf den Menschen.
Fiir Bauwerke beziehen sich die Angaben zumeist auf konventionelle Bauweisen
und sind fiir moderne Industriebauten nicht immer ohne Weiteres anwendbar.
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Fiir die Beurteilung der Schwingungseinwirkung auf Maschinen gibt es eine grof3e
Anzahl spezieller Werkstandards oder Angaben fiir Maschinengruppen, die nur den
Charakter von Richtwerten haben.

Fir die Beurteilung der Schwingungseinwirkung auf den Menschen gelten DIN
45671, DIN 45675 sowie die VDI-Richtlinien 2057 und 3831. Die Belastung durch
die auf den Menschen einwirkenden mechanischen Schwingungen hingt von ver-
schiedenen Parametern ab, wie Amplitude, Frequenz (Spektrum) und Richtung
der einwirkenden Schwingungen sowie von der Dauer der Einwirkung und der
Einwirkungsstelle am Korper. Aus den physikalischen Kenngréf8en der Schwingungs-
belastung wird unter Berticksichtigung der unterschiedlichen frequenzabhingigen
Wirkung eine ,,Bewertete Schwingstirke“ K als Kenngrofle der Beanspruchung er-
mittelt.

Zur Beurteilung der Schwingungseinwirkung auf Geb4dude und Baugrund ist die
Skala der Schwingstirkemafle nach RiscH und ZELLER am weitesten verbreitet, die
auf die Schwingleistung zuriickfiihrt. Es gilt:

S=10lg d in vibrar
X0
2
x = 7; xo = 107> m*/s’ (3.1)

a  Amplitude der Beschleunigung in m /s’
f  Frequenzin Hz
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Bild 3.2 Schwingstirkemafl zur Beurteilung der Bauwerksgefahrdung
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Der Zusammenhang gemifl (3.1) ist in Bild 3.2 im Geschwindigkeits-Frequenz-
Schaubild aufgetragen.

Fir die Beurteilung der Schwingungswirkung auf den Baugrund wird in Abhén-
gigkeit von einem Dichteindex Ip eine zulissige Grenzgeschwindigkeit (Effektivwert
in mm/s) angegeben. Dabei gilt:

Uer = 1,5+ P mm/s. (3.2)

I liegt in der Gré8enordnung von 0,1 bis 0,7. Damit liegt 7, je nach Bodenzustand
und -art im Bereich

OGr = (2...11,0) mm/s. (3.3)

3.2
Fundamentbelastung bei periodischer Erregung

3.2.1
Minimalmodelle mit einem Freiheitsgrad

3.2.1.1
Modellbeschreibung

Geht man von einer elastisch aufgestellten starren Maschine aus, so wiirde sich ein
Berechnungsmodell von sechs Freiheitsgraden ergeben. Fiir die Klirung prinzipi-
eller Fragen der Schwingungsisolierung unter periodischer Erregung (Kraft- bzw.
Wegerregung) gentigt jedoch ein Modell von einem Freiheitsgrad, wéihrend die
Stoflerregung meist ein Minimalmodell von zwei Massen mit je einem Freiheitsgrad
erfordert. In diesen Modellen haben die Parameter Masse m, Federkonstante ¢
und Diampfungskonstante b verschiedene Zuordnungen zum System. Sie sind fiir
periodische Schwingungen in der Tabelle 3.3 zusammengestellt.

Jede Fundamentierung hat das Ziel, die auf den Aufstellungsort iibertragenen dy-
namischen Krifte zu beschranken und auch die Bewegung der Maschine in bestimm-
ten Grenzen zu halten. Dies wird durch entsprechende Abstimmung der Fundament-
Eigenfrequenzen gegeniiber den durch die Maschine festgelegten Erregerfrequenzen
erreicht. Die Ddmpfung des Systems spielt dabei eine relativ geringe Rolle.

Die in Tabelle 3.2 angegebenen Grundsitze sind von der Maschinendrehzahl
abhingig, die meist der niedrigsten Erregerdrehzahl entspricht. Dies wird durch
die unterschiedliche Realisierungsmoglichkeit bedingt, da eine tiefe Abstimmung bei
kleiner Erregerfrequenz einen groflen konstruktiven Aufwand erfordert. Geht man
von dem Minimalmodell einer elastisch aufgestellten Maschine (Tabelle 3.3) aus,
lautet die Eigenkreisfrequenz unter Vernachlissigung der Dampfung:

5 2 _ 2:£:i:£. 3.4
2rf)” = wy g T (3.4)
c

Die Federsteifigkeit kann bei linearer Feder auch durch die Federdurchsenkung x
in der statischen Ruhelage dargestellt werden.
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Damit folgt fiir die Eigenfrequenz

_ 1 /g
f=5 (3.5)

Xgt
Setzt man fiir die Fallbeschleunigung g ~ 100n? cm/s’, ergibt sich mit x, in cm die
Niherungsformel fiir die Grundfrequenz f oder fiir die entsprechende Drehzahl:

5 . 300
in Hz; n~

cm cm

Bild 3.3 zeigt diesen Zusammenhang, der gleichzeitig auf die Moglichkeiten der
konstruktiven Ausfithrung elastischer Zwischenschichten hinweist.

in 1/min. (3.6)

1
oo L-ﬂmrgfdr Lnbegrmozé -
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S beansprtﬂ;t g ode —
30} \+—1,2Hz Schwi solotoren ouf der —
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o 2 5 Hz Gurnmifédierelernente in
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Bild 3.3 Eigenfrequenzen der Maschinenaufstellung in Abhingigkeit von der statischen
Federverformung infolge der Eigenlast

Fiir die Beurteilung der Baugrundbelastung oder der Belastung einer Bauwerksdecke
bei direkter Aufstellung sind die Bewegungsgrofien gesucht. Dabei ist der Schwing-
weg fiir die Belastung des Bauwerkes mafigebend, die Schwinggeschwindigkeit ein
Maf} der Maschinenbelastung und die Schwingbeschleunigung ein Maf} fiir die
Baugrundbelastung. Wird zwischen Aufstellungsort und Maschine eine elastische
Zwischenschicht gebracht, deren Steifigkeit klein gegeniiber der des Aufstellungsor-
tes ist, interessiert noch die Kraft auf den Boden, die dann zur Beurteilung der Belas-
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tung herangezogen wird. Elastische Zwischenschichten kénnen durch Einzelfedern
(Schraubenfedern, Gummifedern, Luftfedern) oder Isoliermatten realisiert werden.

Tabelle 3.3 Parameterzuordnung fiir das Minimalmodell bei harmonischer Erregung

Direkte Aufstellung uber
Aufstellung auf Aufstellung auf elastische
Hoael Baugrund | “Boumerkadtecke | zwischenschicnt
m | Masse von Masse von Masse von
Maschine und | Maschine und Maschine und
Fundament Anteil der Fundament
GeschoBdecke

c Steifighejf des | Federung der Federung der
Baugrundes Bauwerksdecke! elastischen
Zwischenschicht

b Dampfung des | Ddm, der &
o ages ‘gdauvfgfgdecke. oetierene”

Baugrun L elastischen
Einflul der Zwischenschicht
Masctunenbefesti-
gung
. Schwingweg, Schwinggeschwindig- | dyngmische
Interessierende x&;,é’gw- beschfw%’gung 9| RYaft aoF den
GroBen Boden
3.2.1.2

Harmonische Erregung
Fir das in Tabelle 3.3 dargestellte Berechnungsmodell mit kinematischer oder
Krafterregung gilt die Bewegungsgleichung

mx + bx 4 cx = F(t) 4 cs(t) + bs(t) = Q(t) (3.7)

oder bei harmonischem Erregerkraftverlauf (Periodendauer Ty = 2n/Q)

A

X+ 2Dwyx + a)éx = 9 sin Qt. (3.8)
m
Mit den Abkiirzungen
8 b Q
D=2 L=, wi=S (3.9)

- b b
W 2maw, o m

ergibt sich die zweite Darstellungsform (3.8) aus (3.7). Die stationdre Losung lautet:
) 1 2D

= Q sin(Q2t — ¢); tan ¢ = il

¢ /(1= n?)?+4Dn? 1

—
Die dynamische Kraft auf den Boden ergibt sich bei s(f) = 0 mit Q = F zu

(3.10)

o, 1+ 4Dp?2 ,
FB:cx—i—bx:F\/(l]72)2+ZD2772 sin(Q2t + y— o). (3.11)
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Darin ist y die Phasenverschiebung, die durch die Zusammenfassung der Federkraft
cx und der Dampfungskraft bx entsteht, wihrend die Phasenverschiebung ¢ zwi-
schen Erregerkraft und Bewegung liegt. Die Bewegung bei harmonischer Erregung
erfolgt mit der Erregerfrequenz.

Fiir die Amplituden gilt:
F 1 F
== == (3.12)
c \/(1*772)2+4D2772 c
N . 1+ 4n2D? N
F=F = FV,. 3.13
B \/(1 — 22 + 4D*p? 2 (3.13)
Fiir die Unwuchterregung Q = m,r,2? ergibt sich
2
g = Tl il _ Mluy, (3.14)
m /(1 —n2)?+4D2p? m
N Myly 1+ 4Dn? MyTy
By = : = Vi. 3.15
’ ‘ \/(1—n2>2+4D2n2 m G139

Die Maschinenschwingung und die Kraft auf den Boden werden durch die VergrafSe-
rungsfunktionen Vi, V3, V3, Vy bestimmt. Sie sind in Bild 3.4 dargestellt.

Fir das in Tabelle 3.3 dargestellte Berechnungsmodell mit reiner Wegerregung
s = §sin 2t ist die Bewegungsgleichung (3.7) fiir F = 0 giiltig. Damit gilt:

Q(t) = m(26$82 cos Qt + a)gﬁsin Q)

(3.16)
=m |:§ i + (26 Q2)%sin(Q2t + 7/)].

Vergleicht man (3.16) mit (3.8), so wird deutlich, dass die Losung (3.10) benutzt
werden kann, wenn gesetzt wird

Q = mé\/ o} + (262)? = méw}\/1 + 4D*n (3.17)

Mit den Abkiirzungen (3.9) ergibt sich also fiir die Amplitude der Absolutbewegung,
die ein Kriterium fiir die Schwingungsisolierung der Masse ist,

.. 14 4n2D? \
xzs\/(l—nz)z—i—élnzDz = $V,. (3.18)

Gleichung (3.12) ist fur die direkte Aufstellung auf den Baugrund oder eine Bau-
werksdecke mafigebend. Es muss meist davon ausgegangen werden, dass die Damp-
fung klein ist und auch nicht durch entsprechende Bauelemente vergroflert werden
kann. Man erkennt aus Bild 3.4, dass die Ausschlige im Bereich 7 = 1, also in
Resonanznihe, sehr grofs werden. Fiir den praktischen Betrieb kommen nur die hohe
oder tiefe Abstimmung infrage.

Fiir 7 < 1 (hohe Abstimmung) geht V; — 1. Man erreicht dies durch eine steife
Feder und Verzicht auf eine Fundamentmasse. Bei der Aufstellung direkt auf den
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Bild 3.4 Vergrolerungsfunktionen des Schwingers mit einem Freiheitsgrad gemaf$ (3.12)
bis (3.15)

Baugrund muss dazu eine grof3e Auflagefliche vorliegen, bei Bauwerksdecken wird
dies erreicht durch entsprechende Deckenversteifung. Im giinstigsten Fall betragt
% = F/c, was der statischen Durchbiegung unter der Kraft entspricht. Aufgrund
der Vergroflerungsfunktion bietet sich auch die tiefe Abstimmung (1 > 1) an. Um
den dabei maximal erreichbaren Effekt abschitzen zu kénnen, wird von n — oo
ausgegangen.
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Aus (3.12) ergibt sich der Grenzwert:
., F F

nlgrolox =i mar (3.19)
Kleine Schwingungsamplituden im tief abgestimmten Bereich werden bei grof3er
Masse erreicht. Zur Vergroflerung der Maschinenmasse setzt man diese deshalb
auf Fundamentbl6cke mit einer mehrfach gréfleren Masse. In den meisten Fillen
wird jedoch dadurch die statische Belastbarkeit des Aufstellungsortes (etwa der
Bauwerksdecke) tiberschritten. Dies fithrt zur Notwendigkeit, die Tragfunktion von
der Federfunktion zu trennen, was man durch elastische Zwischenschichten (Ein-
zelfedern oder Isoliermatten) zwischen Fundament und Aufstellungsort erreicht.
Wird nun angenommen, dass ihre Steifigkeit klein gegeniiber der Steifigkeit des
Aufstellungsortes ist, kommt man zu der zweiten Fragestellung, die die Kraft auf den
Boden beinhaltet. Nach (3.13) ist sie unmittelbar proportional zur Vergroéfierungs-
funktion V,. Man erkennt aus Bild 3.4b, dass die kleinste dynamische Bodenkraft
bei kleiner Dampfung auftritt. Es muss deshalb, vor allem bei kleinen 77-Werten im
tiefabgestimmten Bereich (1 ~ 3), eine dimpfungsarme Federung erreicht werden.
Man wird daher Einzelfedern und besonders Schraubenfedern oder Federpaketen
den Vorzug vor Isoliermatten geben.

Solange sich die Unwuchtmasse auf einer Kreisbahn bewegt, wirkt eine umlau-
fende Erregerkraft Q = m,r,£22, und es gilt die Vergroferungsfunktion V;. Infolge
der Bewegung der Fundamentmasse wird diese Kreisbahn veridndert, und bei grofien
Resonanzbewegungen wird die Erregerkraft merklich beeinflusst, vgl. den in [4]
beschriebenen Sommerfeldeffekt.

Die Vergroflerungsfunktion V3 erreicht fiir die tief abgestimmte Aufstellung den

Wert V3 = 1. Dieser Wert wird bei hochabgestimmter Aufstellung fiir n </1/2 =~
0,7 unterschritten. Dazwischen liegen grofiere Werte, die in Resonanznihe (7 = 1)
erheblich ansteigen. Fiir die Fundamentierung kommen nur die Bereiche 0 < 7 <
\/1/2 oder n > 3 infrage. Ist V5 = 1, folgt fiir die Bewegungsamplitude aus dem
Schwerpunktsatz xm = myr,.

Man wird zunichst versuchen, im hochabgestimmten Bereich zu fahren. Dies
ist jedoch dann schwierig, wenn die Erregerkraft mehrere Harmonische hat, wie bei-
spielsweise der Kolbenmotor, da fiir die hohe Abstimmung die hochste Harmonische
herangezogen werden muss, vgl. Bild 3.5. In einem Fahrzeug erreicht man dies nicht
und wihlt deshalb wieder elastische Zwischenschichten in Form von Einzelfedern.
Datfiir ist jedoch die dynamische Kraft auf den Boden (3.15) mafigebend. Sie hingt
von der VergroBerungsfunktion V, ab. Aus Bild 3.4d erkennt man den starken
Einfluss der Dampfung bei tief abgestimmter Aufstellung. Dies ist ein Grund dafiir,
dass der Gerduschpegel des Motoranteiles im Kraftfahrzeug mit steigender Drehzahl
steigt.

Fir die Wegerregung gilt (3.18). Die beste Isolierwirkung tritt somit bei schwach
geddampfter, tief abgestimmter Aufstellung ein. Es ist jedoch zu beachten, dass (3.12)
bis (3.15) und (3.18) nur fur den stationdren Zustand gelten. Dimpfung sorgt
praktisch immer dafiir, dass Anlaufstérungen abklingen. Bei allen behandelten Fillen
der Schwingungsisolierung trat die Bedeutung einer tief abgestimmten Aufstellung
hervor. Fiir die praktische Ausfithrung sei jedoch darauf hingewiesen, dass dafiir
natiirlich eine freie Bewegung des Fundamentblockes gewihrleistet sein muss. Rohr-
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leitungen oder andere Verbindungen miissen entweder sehr flexibel sein oder in
die Berechnung der Federwerte mit eingehen. Auf jeden Fall ist zu beachten, dass
beim Durchfahren der Resonanz eine hohe Beanspruchung in steifen Verbindungen
auftritt.

Die Spitzenwerte liegen bei diesen Vergroflerungsfunktionen in der Nihe von
n = 1 bei

Vinax = == 3.20
5D (3.20)

3.2.1.3
Periodische Erregung/Fourierreihe

ZyKlisch arbeitende Maschinen, wie Kraft- und Arbeitsmaschinen (z. B. Pumpen,
Verdichter), Verarbeitungsmaschinen (z.B. Textilmaschinen, Verpackungsmaschi-
nen, polygrafische Maschinen), Roboter und Transportmaschinen werden meist
durch periodische Krifte und Momente belastet. Hier soll nicht der Anlauf- oder
Bremsvorgang, sondern der stationire Betriebszustand behandelt werden, der durch
eine bestimmte (kinematische) Zyklusdauer Ty = 2n/£2 gekennzeichnet ist. Eine
periodische Erregerkraft ldsst sich gemifd (1.112) durch eine Fourier-Reihe beschrei-
ben:

3 okt 2kt
F6)=Ft+T) =Y <Fak cos 22 4 By sin “—) . (3.21)
k=0 To To

Die Summanden heiflen Harmonische k-ter Ordnung der Erregerkraft.

Es kann mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit 2 = 2r/T; des Antriebs
gerechnet werden, die auch verdnderlich und durch einen Ungleichformigkeitsgrad
gekennzeichnet sein kann. Die Fourier-Reihe hat dann eine der beiden folgenden
Formen:

F(t) =Y Fsin(kQt + pi) = Y, (Fy cos kQt + Fy sinkQt). (3.22)
k=1 k=1

Die Fourierkoeffizienten F, und die Phasenwinkel f; stehen mit den Koeffizienten
F,x und Fy in der aus (1.115) bekannten Beziehung.

Die Bewegungsgleichung des geddmpften Schwingers mit einem Freiheitsgrad,
der periodisch erregt wird, lautet, vgl. (3.7):

mi 4 bx + cx = F(t) = Y, Fsin(kQt + By). (3.23)
k=1

Die stationire Losung dieser Bewegungsgleichung ist analog zu (3.10)

1 & . S
x(t) = Z Y ViFisin(kQt + B — o) = Y Ky sin(kQt + B — x). (3.24)
k=1 k=1

Es ist zweckmifig, das in (3.9) definierte Abstimmungsverhéltnis 7 und den Damp-

fungsgrad D zu benutzen. Die sich analog zu (3.12) ergebenden Fourierkoeffizienten

des Weges

_ V(kD,n)E
¢

A

i (3.25)
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werden gegeniiber denen der Erregung (F.) durch die Vergriferungsfunktionen
1 .
VA —kn?)? + 4Dk n? ’

yverzerrt, d.h., sie konnen gegeniiber den ,statischen Werten (F/c) vergrofert
oder verkleinert werden. Der periodische Zeitverlauf der Losung x(t) hat im All-
gemeinen keine geometrische Ahnlichkeit mit demjenigen der Erregung, vgl. das
Beispiel in Bild 3.5. Infolge der Ddmpfung eilt der Wegverlauf jeder Harmonischen
dem Kraftverlauf nach. Die Phasenwinkel folgen aus

. 2Dkn
sin ¢ =
(1 — K2n2)2 + 4D2k2 12
v ), (3.27)
1—k*n
cos @ =

\/(1 —K2n2)? + 4D2k2p?

Bild 3.5a zeigt den Verlauf einer periodischen Erregerkraft entsprechend (3.22) im
Vergleich zum Verlauf der Wege gemif (3.24) in Bild 3.5b. Die Zeitverldufe sind auf
der linken Seite des Bildes und die entsprechenden Fourierkoeffizienten F; und £, auf
der rechten Seite maf3stabsgerecht dargestellt. Das Bild illustriert anhand von zwei
Beispielen den groflen Einfluss, den das Abstimmungsverhaltnis hat, vgl. Bild 3.5b.

Das Abstimmungsverhaltnis 7 = 0,18 liegt zwischen den Resonanzstellen 5. Ord-
nung (7 = 1/5) und 6. Ordnung (17 = 1/6). Deshalb vergroflern sich die Amplitu-
den der fiinften und sechsten Harmonischen besonders, wie Bild 3.5b zeigt. Die Zahl
der Maxima (oder Minima) pro Periode entspricht der Ordnung der Harmonischen.
Die urspriingliche Funktion des Kraftverlaufs wird von den Schwingungen mit der
angeregten Eigenfrequenz so stark dominiert, dass er kaum noch erkennbar ist.
Ahnlich ist es bei dem Abstimmungsverhiltnis 7 = 0,36. Dort ist die Nihe zur
Resonanz dritter Ordnung deutlich zu sehen. Fiir die Deutung von Messergebnissen
ist es wichtig zu beachten, dass sich je nach Drehzahlbereich andere Zeitverldufe bei
den Wegen (und bei den noch stirker ,aufgerauten Beschleunigungen) ergeben.
Manchmal ist es schwierig, in einem gemessenen Verlauf einer Beschleunigung den
Erregerkraftverlauf iiberhaupt wieder zu erkennen.

Die Resonanzkurve ist in Bild 3.5¢ dargestellt. Sie zeigt den maximalen Ausschlag
als Funktion des Abstimmungsverhiltnisses. In unmittelbarer Nidhe der Resonanz-
stellen der k-ten Harmonischen treten beim Weg Maxima auf, deren Hohe der Grofle
des k-ten Fourierkoeffizienten der Kraft ungefihr proportional ist, wie ein Vergleich
mit Bild 3.5a zeigt.

Man sollte Maschinen im Dauerbetrieb in einem resonanzfreien Bereich betrei-
ben! Oft liegt die Betriebsdrehzahl zwischen zwei Resonanzgebieten, ohne dass es
den Betreibern bewusst ist. Es kann also sein, dass sich das dynamische Verhalten
einer Maschine bei einer Drehzahlerhohung zunichst verschlechtert, aber bei noch
hoheren Drehzahlen wieder besser wird. Da wire z. B. der Fall, wenn eine Maschine
bei 7 = 0,15 arbeitet, bei = 0,165 (10 % Drehzahlerhohung) stark vibriert, aber
bei n = 0,18 (also bei 20 % Drehzahlerhohung) ruhiger lduft. Man darf sich also
nicht wundern, dass bei einer Drehzahlerhohung unerwartet starke Schwingungen
auftreten, die aber bei noch hoheren Drehzahlen wieder verschwinden, vgl. die
Resonanzkurve in Bild 3.5¢
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Bild 3.5 Periodische Erregung (Zeit- und Frequenzbereich)
a) Erregerkraft, b) Weg (Abstimmungsverhiltnis 7 = 0,18 und n = 0,36), ¢) Resonanzkurve

Es ist zu priifen, in welchem , Tal“ der Resonanzkurve eine Maschine arbeitet.
Es brauchen auf den ersten Blick gar keine hoheren Harmonischen als Erregung
sichtbar zu sein. Auch bei einer scheinbar harmonischen Bewegung kann es zu
periodischen Kriften und zu mehreren Resonanzstellen kommen, z. B. wenn die
Maschinendrehzahl schwankt, wie das oft der Fall ist, vgl. Abschnitt 2.3. Man muss
daraus den Schluss ziehen, dass man immer auf die Resonanzstellen hoherer Ord-
nung achten muss. Die unteren Drehzahlbereiche, denen Resonanzgebiete hoherer
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Ordnung entsprechen, miissen beim Hochlauf einer Maschine meist durchfahren
werden, bevor man den Betriebsdrehzahlbereich erreicht. Die Verminderung der
Amplituden der hoheren Harmonischen der Erregerkraft ist eine wichtige Mafinah-
me zur Schwingungsbekimpfung, vgl. dazu auch die Ausfithrungen in Abschnitt
4.3.2.3.

3.2.2
Blockfundamente

3.2.2.1
Eigenfrequenzen und Eigenformen

Jede elastisch aufgestellte starre Maschine hat sechs Freiheitsgrade. Ein Berechnungs-
modell mit sechs Freiheitsgraden hat sechs Eigenfrequenzen. Fordert man nun eine
tiefe Abstimmung , so muss gewéhrleistet sein, dass die hochste Eigenfrequenz
kleiner als die niedrigste Erregerfrequenz ist. Bei einer gemischten Abstimmung muss
erreicht werden, dass alle Eigenfrequenzen geniigend weit von den Erregerfrequen-
zen entfernt sind.
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Berechnungsmodell
des Blockfundaments

Das Berechnungsmodell zeigt Bild 3.6. Es wird von folgenden Voraussetzungen

ausgegangen:

JVWW

JAAAN
JVWW
()

1. Der Koordinatenursprung liegt im Schwerpunkt des in der statischen Ruhelage
befindlichen starren Systems, das sich aus starrer Maschine und Fundamentmas-
se (kurz Blockfundament) zusammensetzt.

2. Das korperfeste Koordinatensystem & -n-¢ ist dabei in der Ruhelage deckungs-
gleich mit dem raumfesten x-y-z-System, in dem die Verschiebungen x, y, z und
die kleinen Winkel ¢, ¢,, ¢, um diese Achsen gemessen werden.

3. Alle du8eren Krifte und Momente sind auf dieses Koordinatensystem bezogen.

4. Jede masselos gedachte Feder hat Federkonstanten in den drei Koordinatenrich-
tungen. Die Bestimmung der Querfederkonstanten wird in 1.3.2 behandelt.
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5. Der Angriffspunkt der Federkrifte am Blockfundament liegt im elastischen Zen-
trum, das sich bei zylindrischen Schraubenfedern in der Mitte der statisch zu-
sammengedriickten Federn befindet. Er wird fiir jede Feder durch drei Abstinde
Iy bestimmt. Dabei bedeutet m die Koordinatenrichtung der Federkraft und n
die Koordinatenrichtung des Abstandes. So hat eine bestimmte Feder mit der
Federkonstante ¢, die (vorzeichenbehafteten) Abstinde I, I.,. Die Federungs-
hauptachsen sind parallel zu den Achsen des Systems, vgl. Tabelle 1.4.

6. Von den Masseparametern sind neben der Lage des Schwerpunktes die Masse m1,
die Tragheitsmomentente J¢ ¢, J;,, J¢, und die Deviationsmomente J , Jz ¢, Jj ¢
gegeben (J° ~ J® , vgl. Abschnitt 2.3.1).

7. Die Dampfung wird vernachlissigt.

Es werden kleine Amplituden vorausgesetzt (lineare Bewegungsgleichungen).

9. Der Schwerkrafteinfluss auf die Schwingbewegung wird nicht berticksichtigt.

®

Zur Aufstellung der sechs Bewegungsgleichungen dienen die Lagrangeschen Glei-
chungen. Sie werden in der Matrizengleichung

Mij+Cq=f (3.28)

zusammengefasst. Darin gilt fiir den Koordinatenvektor q = [x y z ¢, ¢, ¢,]T =

(1 92 95 94 q5 q6]" und den Erregerkraftvektor f = [E, F, F, M, M, M,]".

Die Elemente m1;; der Massenmatrix M und die Elemente ¢j; der Steifigkeitsma-
trix C konnen aus der kinetischen und potenziellen Energie bestimmt werden, vgl.
(6.10) und (6.15):

0*Wiin 9* Whot
Mg =My = ————; 1= Ck= . (3.29)
94koq; 9qxoq;
Die kinetische Energie ist aus Abschnitt 2.3.1 bekannt:
2QWiin = m(& + 9% + 22) + Jee 92 + Tpn oy + J 02 (3.30)

+2]§n ¢x¢y + 2]§§¢x(pz + 2]n§¢y(bz-

Die potenzielle Energie ergibt sich aus (Index der Federnummern wird weggelassen)

Wt = X, x4+ @ylee — 0:1)* + D 6,y — @ulye + @21)°

(3.31)
+ ZCZ(Z + (oxlzy - (pylzx)Z-
Mithilfe von (3.29) findet man fiir die Massenmatrix und die Federmatrix
[m 0 0 0 0 0] [cii 0 0 0 ¢5 ci6 |
0m O O 0 0 0 (%)) 0 Cr4 0 C6
0 0 0 0 0 0 0 0
M= " ;  C= G GG T (3.32)
0 0 0 Jee Jey Jec 0 ¢ a3 Caq €45 Cye
0 0 0 Jye Jyn Jnc¢ 51 0 ¢s3 ¢4 Cs5 Csg
LO 0 0 Jee Jen Jeg | L c61 2 O Coa Co5 Co
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Dabei gilt fiir die Elemente der Federmatrix C:

1 = Zcxi C15 = 651 = Zcxlxzi Cl6 = Co1 = — Zcxlxy

2 = ZC)/; €4 = Cp = chlyz; €6 = Ce2 = — chlyx

3= 3,05 G4 =3 = D Cly 035 =053 = — D Clow (3.33)
C44 = 2 Cylfz + z Czlfy; C45 = C54 = — zczllezy

a6 =Cos = — X, Ghuls o5 = Y ady, + Y el

€56 = C65 = — zcxlxylxz; Co6 — Zcxliy + chlfx

Mit dem Losungsansatz q = v sin ot gewinnt man fiir die freien Schwingungen
(f = o) aus (3.28) das Eigenwertproblem

(C— 0*M)v = o. (3.34)

Der Vektor v = [v; v, v3 vy vs v6]" enthilt dabei die normierten Amplituden der
Eigenformen. Die Losung von (3.34) ist mit handelstiblicher Software moglich und
liefert die Eigenfrequenzen und Eigenformen, vgl. 3.2.2.2 und Kapitel 6. Die Lage
der Eigenfrequenzen ist interessant im Zusammenhang mit dem Drehzahlbereich,
in dem die auf dem Fundament stehende Maschine arbeitet. Zur Bewertung der
Gefihrlichkeit von Resonanzen sind aber die Eigenformen wesentlich. Es muss hier
allerdings nochmals darauf hingewiesen werden, dass die ,,richtigen Eigenfrequen-
zen nicht allein fiir die Masse des Blockfundaments, sondern fiir das Gesamtsystem
(gemeinsam mit der darauf gestellten Maschine) berechnet werden miissen.

Unsymmetrische Blockfundamente haben komplizierte Eigenformen, weil
i. Allg. mehr als zwei Translations- und Drehbewegungen miteinander gekoppelt
sind, d.h. es treten schraubenférmig verlaufende Eigenbewegungen um schrig
im Raum liegende Achsen auf. Noch komplizierter werden die Eigenbewegungen
geddmpfter Systeme, vgl. Abschnitt 6.5.

3.2.2.2
Modellzerlegung bei Symmetrie

Es ist aus mehreren Griinden vorteilhaft, die sechs Bewegungsgleichungen fiir das
Blockfundament zu entkoppeln. Dies gelingt, wenn die & -, n7- und ¢{'-Achsen Haupt-
triagheitsachsen sind und die Federn symmetrisch angeordnet werden. Es sind dann
die Deviationsmomente Jz,, = J,; = Jr, = 0 (vgl. Abschnitt 2.5) und die Mas-
senmatrix wird eine Diagonalmatrix. Bei symmetrischer Federanordnung werden
bestimmte Federzahlen null, weil die Federabstinde in die Rechnung vorzeichen-
behaftet eingehen. Fiir ¢js = ¢34 = 36 = €45 = 56 = 0 entstehen aus (3.28) zwei
unabhingige Systeme:

x
(=)

m 0 0 X C11 0 C15
0 m O z |+ 0 ¢33 ¢35 z =10 (3.35)
0 0 Jyy oy C15 35 Css ®y 0
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m 0 0 y 2 G4 G y 0
0 Jee O Gx | + | 0 Caa Cag o | =10 (3.36)
0 0 Jg ®: €6 Ca6 Cos 0, 0

d.h., die Frequenzdeterminante des Eigenwertproblems (3.34) det(C — *M) = 0
zerfillt in die beiden Determinanten

11 — mwz 0 Ci5
det = 0 C33 — ma)2 C35 =0
c1s 35 css — Jpy@*
(3.37)
2 — mao?* C24 C26
det = €24 G — Jee 0® Ca6 =0,
€26 C46 [

aus denen sich jeweils zwei kubische Gleichungen fiir die Quadrate der Eigenkreis-
frequenzen ergeben. Fordert man noch zusitzlich die Symmetrie zur x-z-Ebene und
zur y-z-Ebene, so werden die Federzahlen ¢35 = ¢6 = c46 = 0, und aus den beiden
Determinanten ergeben sich folgende Beziehungen:

33 — mo® = 0; Co6 f];;a)z =0
(c11 — mwz)(Css —]nnwz) - C%s =0 (3.38)
(o — mwz)(C44 - ]55602) - C§4 =0.

Es treten also zwei lineare und zwei quadratische Gleichungen fiir @* auf. Die
Bezeichnung der Losungen erfolgt hier mit dem Koordinatenindex k:

c c
pl= B o S
m Jee
1 /¢ c 1 /¢ a1 \® A — e
) 55 11 55 11 5 — C11655
ois=-—+—= )4 (=Z+—) + B—= (3.39)
b2 <Jnn m) 4 <]nn m) Jpnm

2
1 /¢ c 1 /¢ c 2, — e
2 44 22 44 2 24 — €22€C44
TPl Qe IEY e (i ) I
22 (fff m) \/4 (]55 m) Jeem

Dabei ist @ die Eigenkreisfrequenz der Schwingung in z-Richtung und ws die einer
Drehung um die z-Achse. Mit @, und w; verlaufen die Bewegungen in x- und ¢,-
Richtung und mit @, und @, in y- und ¢,-Richtung.

Bild 3.7 zeigt ein solches Ergebnis, allerdings sind die Eigenfrequenzen dort
anders indiziert (der Grof8e nach, Index 7). Bei der Eigenfrequenz von 4,75 Hz ergab
sich eine reine Hubschwingung und bei 7,78 Hz eine reine Drehschwingung. Man
beachte, dass bei den anderen Frequenzen jeweils eine Dreh- und Schubbewegung
miteinander gekoppelt sind.

Die dicken und diinnen Pfeile im Bild 3.7 geben die synchrone Bewegung der
jeweiligen Koordinaten an. Man kann aus den Pfeilrichtungen schlieflen, dass die
Darstellung von zwei Eigenformen fehlerhaft ist. Dies soll als belehrendes Beispiel
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dafiir dienen, dass man alle Ergebnisse genau ansehen (bezweifeln) und kritisch prii-
fen muss. Kann es sein, dass bei 4,42 Hz die gegenphasige Richtung der Translations-
und Drehbewegung bei einer niedrigeren Eigenfrequenz auftritt als die gleichphasige
Schwingung bei der Eigenfrequenz von 8,47 Hz? In diesen beiden Fillen ist jeweils
eine Pfeilrichtung zu vertauschen! Man vergleiche dazu auch die Eigenformen bei
4,02Hz und 7,79 Hz.

f,=442 Hz f1=1,18 Hz f6=8,47 Hz

Bild 3.7 Eigenfrequenzen und Eigenformen (Achtung: Fehler) eines Blockfundamentes

Setzt man voraus, dass bei der Aufstellung auf Einzelisolatoren nur eine Federebene
parallel zur x, y-Ebene existiert (I, = I, = I.) und nur #n gleiche Federelemente mit
¢ = ¢, = cp; ¢, = ¢ verwendet werden, so gilt

€1l = Cp = NCH; €33 = N6 €15 = 51 = Nl ¢4 = cp = —neyl,

n n
Cay = CZ lfi + nclez; Cs5 = CZ l,%i + ncHlZZ; Co6 = CH 24(12 + 12 (3.40)
= i=1
Rein formal ldsst sich natiirlich auch noch durch eine Symmetrie zur x, y-Ebene
eine vollstindige Entkopplung erreichen. Dies lief3e sich jedoch, von Spezialfillen
abgesehen, nur durch zwei Federebenen, die ober- und unterhalb der x, y-Ebene
liegen miissten, erreichen, was konstruktiv jedoch nicht sinnvoll ist. Man beschrankt
sich deshalb meist auf die Symmetrie der Aufstellung zu zwei Ebenen und ist
damit leichter in der Lage, gezielt Eigenfrequenzen zu beeinflussen. In vielen Fillen
sind Fundamente symmetrisch aufgebaut, sodass ihre Hauptachsen leicht gefunden
werden. Man sollte dann auch versuchen, die Federanordnung symmetrisch zu den
Hauptachsen vorzunehmen.

Eine wesentliche Vereinfachung tritt fiir das ebene Blockfundament auf. Man
kann mit diesem Modell fiir Uberschlagsrechnungen arbeiten, wenn die Erreger-
krifte in einer Symmetrieebene mit dem Schwerpunkt liegen.



194 3 Fundamentierung und Schwingungsisolierung

Zur Fundamentberechnung existieret Software, die sowohl die Auslegung von
Blockfundamenten als auch die Bestimmung von Erregerkriften bei gemessener
Bewegung ermoglichen.

3.2.2.3
Ausfithrungsformen der Blockfundamente

Bei den Blockfundamenten unterscheidet man im Wesentlichen drei Ausfithrungs-
gruppen. Die erste Gruppe bilden die unmittelbar auf dem Baugrund stehenden
Fundamente. Will man damit eine hohe Abstimmung erreichen (vgl. Tabelle 3.2),
so muss die Fundamentmasse klein sein. Um jedoch eine entsprechend steife ,,Bo-
denfeder” zu erhalten, wird eine grole Sohlfliche benétigt. Die Fundamentform
wird deshalb in erster Linie durch die bendétigte Sohlfliche und die geforderte
Steifigkeit des Blockes bestimmt. Zur zweiten Gruppe gehoren die Maschinen, die
ohne ein spezielles Fundament iiber Federelemente aufgestellt werden. Dazu sind
verschiedene Bedingungen zu erfiillen.

Die Erregeramplitude darf nur so grof$ sein, dass die Maschinenmasse auf der
tiefabgestimmten Aufstellung die zuldssige Schwingungsamplitude nicht iiberschrei-
tet. Die Erregerfrequenz muss so grof sein, dass eine tiefabgestimmte, stabile Auf-
stellung moglich ist. Weiter muss das Maschinengestell so steif sein, dass durch die
Punktaufstellung auf Einzelfedern keine Funktionsstérungen entstehen.

Beispiele hierfiir sind die Aufstellung von Fahrzeugmotoren im Rahmen tber
drei oder vier Einzelfederelemente, die Aufstellung von schnell laufenden Werk-
zeugmaschinen, Liftern usw. Es handelt sich in den meisten Fillen um hochtou-
rige Maschinen mit kleinen Erregerkriften. Die dritte Gruppe benotigt neben der
Maschinenmasse eine Fundamentmasse. Diese Ausfithrung ist auch fiir niedrige
Erregerfrequenzen und grofle Erregerkrifte geeignet. Bild 3.8 zeigt die Aufstellung
eines Schiffsdieselmotors mit Generator und Erregermaschine in einem Spitzenlast-
kraftwerk (Betriebsdrehzahl n = 300 1/min).
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Bild 3.8 Beispiel fiir ein Blockfundament mit einem Diesel-Spitzenlast-Aggregat
I Dieselmotor; 2 Erregermaschine; 3 Generator; 4 Federpakete; 5 Kurbelwellenachse;
6 Unterfundament; 7 Oberfundament
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Hiufig stellt der Maschinenbauer im Hinblick auf die zulissige Schwingungsam-
plitude des Fundamentblockes sehr harte Forderungen. Diese bedingen eine Uber-
priifung der Voraussetzung, dass der Fundamentblock als starrer Kérper angesehen
werden kann. Es muss dann eine Uberschlagsrechnung zur Bestimmung seiner
Eigenfrequenz durchgefiihrt werden.

Masselose Federn diirfen nur vorausgesetzt werden, solange die Frequenzen der
Fundamentschwingung klein gegeniiber den Eigenfrequenzen der vorgespannten
Feder sind. Besonders bei Korperschallschwingungen wird diese Voraussetzung oft
verletzt. Die Feder kann dann zu Resonanzschwingungen kommen. In diesen ,,Ein-
bruchsfrequenzen®, die bei Stahlfedern im Bereich f = 100 bis 1000 Hz und fiir
Gummifedern im Bereich von f = 200 bis 4 000 Hz liegen, ist die Schwingungsisolie-
rung wirkungslos. Es sei noch vermerkt, dass auf Druck beanspruchte Federn, wie sie
fiir Blockfundamente hiufig verwendet werden, auch auf Knicksicherheit iiberpriift
werden miissen.

Die Grofle und Ausfithrung des Fundamentblockes richtet sich nach der Art
der Aufstellung. Wird dieser direkt auf den Baugrund aufgestellt, ist die zulédssige
Flichenpressung mafigebend. Sie liegt in der GréRenordnung von ¢ = 20 N/cm’
(Sand); o = 30 N/cm2 (Ton); o > 60 N/cm2 (Fels). Fragen der Bodenstabilitit
werden z.B. in DIN 4019 angesprochen. Aulerdem sind die Federkonstante des
Bodens und die erreichbare Eigenfrequenz von der Fundamentfldche abhingig. Wei-
terhin muss der Fundamentblock so gestaltet werden, dass der Gesamtschwerpunkt
(Maschine und Fundament) iiber dem Schwerpunkt der Fundamentfliche liegt. Als
Richtwert fiir die Grole der Fundamentmasse myp kann in Abhingigkeit von der
Maschinendrehzahl n gelten:

fiir n < 300 1/min: mg = (5...10)my
firn > 1000 1/min:  myp = (10...20)my

(my ist die Masse der Maschine).

Fir tief abgestimmte Fundamente wird die Gesamtmasse durch die zuléssi-
ge Schwingungsamplitude des Fundamentes bestimmt. Die bisherigen Ableitun-
gen wurden unter der Voraussetzung der elastisch aufgestellten starren Maschine
durchgefiihrt. Das bedeutet, dass die niedrigste Eigenfrequenz von Maschine und
Fundamentblock grof3 gegeniiber der hochsten Erregerfrequenz sein muss. Fiir den
Fundamentblock rechnet man mit einem Abstimmungsverhiltnis

n = Jerrmax <0,2...0,33. (3.41)
1

Fir die Ermittlung der niedrigsten Eigenfrequenz geniigt manchmal eine Abschit-
zung. Wihrend bei Fundamentblocken, bei denen Hohe, Breite und Linge in der
gleichen Groflenordnung liegen, die Eigenfrequenzen meist hoch genug sind, treten
an schlanken und besonders langen Fundamenten durchaus Abstimmungsschwie-
rigkeiten auf. Fiir die Uberschlagsrechnung wird das Fundament als Balken mit
konstantem Querschnitt und homogener Masseverteilung angenommen. Da der
Fundamentblock tief abgestimmt aufgestellt ist, trifft dann das Modell des frei-freien
Balkens zu. Ausfiihrlich wird der schwingende Balken in 5.3 behandelt.

Fiir das in Bild 3.8 dargestellte Fundament soll eine Nachrechnung erfolgen. Mit
den angegebenen Abmessungen & = 1,6 m, I = 10,25 m, der Dichte o = 1,8 t/m3,
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dem Elastizititsmodul E = 3 - 10'° N/ m’ (Betongiite B 25 nach DIN 1045) findet
man bei einem Rechteckquerschnitt:

h |E 1,6 |3-1010°
fi = 1,029, /= = 1,029 2 Hz~ 64Hz (3.42)
2\ o 10,252 \/ 1,8 - 10

Als Erregung kimen die freien Massenkrifte des Achtzylindermotors infrage. Es zeigt
sich bei Messungen, dass aufgrund der fertigungsbedingten Abweichungen die 1. und
2. Erregerordnung auch bei theoretisch vollstindig ausgeglichenen Motoren auftre-
ten. Setzt man als hochste Erregerordnung die zweite an, gilt bei der Drehfrequenz
von f =n/60 =300/60 = 5 Hz: furmax = 10 Hz < 64 Hz. Die Forderung (3.41)
fiir ein ,,starres“ Fundament ist somit erfiillt.

Wie aus Bild 3.3 ersichtlich ist, hingt die niedrigste erreichbare Eigenfrequenz
einer Fundamentierung mit der Verformbarkeit der Feder zusammen. Die niedrigs-
ten Eigenfrequenzen erreicht man mit Schraubenfedern, sie liegen bei einem Wert
von 1 Hz. Thre Berechnung wurde in 1.3.2 behandelt. Der Dimpfungsgrad besitzt
die Grolenordnung von D = 0,001 bis 0,01.

Als Finzelfederelemente werden auch Gummifedern oder Gummi-Metall-Verbin-
dungen verwendet. Aufgrund der geringen maximal zuldssigen Beanspruchung ist
ihre Verformbarkeit geringer, und es konnen nur Eigenfrequenzen der Fundamente
tiber 5 Hz erreicht werden. Der Dampfungsgrad der damit ausgestatteten Anlagen
liegt bei D = 0,01 bis 0,1.

In 1.3.3 wird tber die Berechnung von Gummifedern gesprochen. Es sei nur
noch darauf hingewiesen, dass bei groflerem Wert kgy, = Cayn/Cotar die statische
Durchsenkung als Maf3 der zu isolierenden Frequenz ungeeignet ist. Bild 3.9a zeigt
eine Gummifeder, die hiufig fiir Fundamentierungsaufgaben verwendet wird.

b) ?
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Bild 3.9 Bauformen von Federn
a) Prinzipieller Aufbau einer Gummifeder; I Fundament oder Maschine, 2 Gummifeder,
3 Aufstellungsort; b) Stahlfeder-Anordnung

Die dynamische Steifigkeit des Baugrundes oder von Ddmmplatten wird durch
Bettungsziffern angendhert. Dabei wird in Berechnungsvorschriften der Kontakt
zwischen Fundament und Baugrund durch elastische Krifte nur an der Sohlfliche
des Fundamentes berticksichtigt.

Die Bettungsziffern stellen flichenbezogene Federkonstanten dar, sie hingen von
Bodenart, Dichteindex, Sohlfliche und der statischen Sohlpressung ab. Bezugswert
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ist die in senkrechter Richtung wirkende Bettungsziffer C,. Sie liegt in der Groflen-
ordnung

C,=(2---15) - 10* kN/m’ (3.43)

und wird im Baugrundgutachten festgelegt. Diese Angaben beziehen sich auf Sohl-
flichen A > 10 m? und gelten fiir eine statische Sohlpressung py. < 5 N/cm”. Fir
A < 10 m? ist C, mit dem Faktor a; = 1/10/A (A in m?) zu multiplizieren. Fiir

Pt > 5 N/cm” gilt ein Faktor a; = 1/ pyar/5 N/cm?.

Aus diesem Wert leiten sich ab:

C.=C, =0,7C; Cox = Cyy = 2C, (3.44)
(Verdrehung des Fundamentes um eine Schwerachse der Sohlflidche),
Cpz = 1,05C, (3.45)

(Verdrehung des Fundamentes um die vertikale Achse).

Unter der Voraussetzung, dass der Schwerpunkt (Koordinatenursprung) tiber
dem Schwerpunkt der Auflagefliche liegt, gilt die Entkopplung durch Symmetrie in
zwei Ebenen, die auf (3.39) fiihrt. Es muss beachtet werden, dass die Federabstinde
l.; = 1, = L, die bis zur Sohlfliche gerechnet werden, fiir jedes Flichenelement
gleich, also Konstante sind, wihrend L., L, von der Lage der Flichenelemente
abhingen. Es gilt somit fiir die Elemente der Steifigkeitsmatrix in (3.32):

== [07C.dA=07CA = [CdA=CA (3.46)
o = / 0,7C,2 dA + / Cpel2, dA = 07C.L2A + Cpul, = C.2I + 0,7A12) (3.47)

css = C,(2L + 0,7AL2);  cg6 = Cp.l, = 1,05C,1, (3.48)
Cl5 = €51 = —Cyq4 = —C4p — —CXAIZ = —0,7CZAIZ (349)

Darin bedeuten I, und I, die Flichentrigheitsmomente der Sohlfldche beziiglich der
x- und y-Achse, I, = I + I, das polare Flichentrigheitsmoment. Bei dem Wert fiir
a4, (und analog dazu cs5) wurde berticksichtigt, dass bei einer Kippung nicht C,,
sondern C,, wirksam wird. Setzt man die Beziehungen in (3.39) ein, so ergeben sich
die sechs Eigenkreisfrequenzen.

3.23
Fundament mit zwei Freiheitsgraden - Schwingungstilgung

Bild 3.10a zeigt einen Langsschwinger mit zwei Freiheitsgraden. Er kann als Be-
rechnungsmodell fiir eine elastisch gelagerte Maschine (auf einem im nachgiebigen
Baugrund eingebetteten Fundamentblock oder mit zusitzlichem Schwingungstil-
ger) dienen. Dem Tilger entspricht dann das duflere Feder- Masse-System. Es wird
zunichst die Dampfung vernachléssigt, um einige wesentliche Zusammenhinge
deutlicher zu zeigen. Die Bewegungsgleichungen haben im Prinzip dieselbe Form wie
die eines Torsionsschwingers, auf den in Abschnitt 4.4.3 auch unter Beriicksichtigung
der Dampfung niher eingegangen wird.
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|m2-x-2 Bild3.10 Schwinger
mit zwei Freiheitsgraden
Cy €% a) Berechnungsmodell,
b) Kriftebild am frei
. geschnittenen System

Die Bewegungsgleichungen fiir erzwungene Schwingungen folgen aus dem dynami-
schen Kriftegleichgewicht, vgl. Bild 3.10b:

m19:C:1 +alx —x) = F(t) (3.50)
myXy — ci(x1 — x2) + aaxp = B(1).

Im einfachsten Fall der harmonischen Erregerkrifte
F(t)=FsinQt;  B(t) = bsin Q¢ (3.51)

setzt sich im Dauerzustand die Schwingung mit der Erregerkreisfrequenz 2 durch,
sodass fiir die stationdre Losung der ,,Gleichtaktansatz gemacht wird:

x1(t) = %1 sin Q2t; X, (t) = %, sin Q2t. (3.52)

Im stationédren Zustand schwingt das System mit der Erregerfrequenz. Setzt man
die Erregerkrifte (3.51) und die Losungsansitze (3.52) in (3.50) ein, so erhilt man
ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung der beiden Amplituden:

— m Q%)% — ¢ =F
(e —m )951 51952 Al (3.53)
—ciXi+ (o + ¢ — myQ2)% = B.
Es hat die Losungen
. (a1 + 6 —mQE + b . abi + (e —m )k
X = ; X = . (3.54)
A A
Dabei ist der Nenner
det= (c; —m02%)(c; + ¢ — myR2?) —
(3.55)

= mmy(£2* — 0})(2* — ©3)

die Hauptdeterminante des Gleichungssystems (3.53). Die Nullstellen des Nenners
sind die beiden Eigenkreisfrequenzen dieses Schwingungssystems, vgl. auch (3.39).
Das Vorzeichen der Amplituden £; und £, beschreibt hier (wegen der fehlenden
Dimpfung) die Phasenlage.

Aus (3.54) kann man die Abhingigkeit der Amplituden von der Erregerfrequenz,
den Amplituden-Frequenzgang berechnen.
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Der bedeutsame Zusammenhang zwischen Weg- und Kraftamplituden

. _ab . (@ -mQ)E
xllezxstVI(-Q)§ 9@27(1 Al )

wird fiir den Sonderfall, dass nur die Kraft F, wirkt, in Bild 3.11 dargestellt. Aus
(3.56) geht die Beziehung zur statischen Deformation xy = B /¢ hervor, sodass
man die Amplituden-Frequenzginge £, (£2) und %,(€2) als Vergroferungsfunk-
tion auffassen kann. Diese Darstellung verallgemeinert die Aussagen, die fiir den
Schwinger mit einem Freiheitsgrad gewonnen wurden, vgl. Bild 3.4 und Bild 3.5.
Man beachte aber den Unterschied: An den Resonanzstellen in Bild 3.5¢ schwingt
der Schwinger mit einem Freiheitsgrad bei periodischer Erregung jeweils mit einem
Bruchteil der Grunderregerfrequenz (bei £2 = @ /k) mit seiner (einzigen) Eigenfre-
quenz, aber beim Zweimassensystem treten schon bei harmonischer Erregung zwei
Resonanzstellen auf, wenn die Erregerfrequenz mit einer der beiden Eigenfrequenzen
tibereinstimmt.

= x¢V2(£2) (3.56)

2
Xl [* X X7
5
Z _
o w . w = v 1 w2 o
Q
5}2 55\] Erreger-
kreisfrequenz
¢ . 5
m2 A
C ‘ ‘ 3 ‘ K

M1l
o

Bild 3.11 Amplituden-Frequenzgang des Schwingers mit zwei Freiheitsgraden bei Fy
(dtinne und dicke Pfeile charakterisieren gleiche Phasenlagen)

Bei ganz kleiner Erregerfrequenz ( fo,, = £2 /(21)) bewegen sich beide Massen wie im
statischen Fall gleichsinnig, und fiir den Grenzfall £2 = 0 ist der Weg beider Massen
sogar gleich grof3, vgl. Bild 3.11. Mit zunehmender Erregerfrequenz verstirken die
Massenkrifte zunichst die Amplituden, wobei im unteren Frequenzbereich % > %,
gilt. Die Richtung beider Ausschldge stimmt nur unterhalb der ersten Eigenkreisfre-
quenz (im Bereich 0 < £2 < @) zu jedem Zeitpunkt mit derjenigen der Erregerkraft
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E tiberein. Die Schwingungen der beiden Massen verlaufen in diesem ungedampften
Fall gleichphasig im Bereich 0 < £2 < @, aber oberhalb der ersten Resonanzstelle
verlaufen sie entgegengesetzt zur Erregerkraft.

Eine interessante Erscheinung gibt es bei der Tilgungskreisfrequenz

Q=wr=,/<L (3.57)

my

Hier tritt die so genannte Schwingungstilgung auf, d. h., der Kraftangriffspunkt bleibt
in Ruhe, die Feder ¢, wird nicht belastet, und nur die Masse m; schwingt weiter,
und zwar in Gegenphase zur Erregerkraft. Die Massenkraft, welche die schwingende
Masse m; tiber die Feder ¢; in den unteren Teil des Schwingers einleitet, ist ganz
genau so grof (aber entgegengesetzt gerichtet) wie die Erregerkraft — entsprechend
der idealen Annahmen bei diesem ungeddmpften System. Die Dampfung sorgt dafiir,
dass nicht diese ideale Tilgung auftritt, aber dafiir erweitert sie den Bereich kleiner
Amplituden, vgl. Abschnitt 4.4.

Bei schwingungserregten Bauwerken miissen die Tilger immer der Konstruktion
angepasst werden. Es gibt Schwingungstilger mit Tilgermassen von 40 kg bis 4500 kg,
die bei Frequenzen von 16 Hz bis etwa 0,3 Hz wirksam sind. In den meisten Fillen
sind es vertikal angeordnete Tilger mit Schraubendruckfedern und viskoser Damp-
fung, von denen Bild 3.12 ein Beispiel zeigt. Gegen horizontale Schwingungen der
Fernseh- und Kirchtiirme wird oft ein Tilger mit Blattfedern oder mit Pendelauthin-
gung eingesetzt.

B ! ; Déampfertopf

evtl. Zusatz-
gewichte

(50 kg) > NANNEN
U-Rahmen \/ / /\\// \/\'<\/\/\ </ Schraubenfedern
(N
NARNNANNNN
,,:53?9 Tilgermasse

Bild 3.12 Deckentilger (Quelle: GERB, Berlin)

Im Bereich w1 < 2 schwingen die beiden Massen gegenphasig, wie die dicken
und diinnen Pfeile fiir die Phasenlage im unteren Teil des Bildes 3.11 andeuten.
Erreicht die Erregerfrequenz die Nihe der zweiten Eigenfrequenz, treten wieder sehr
grofle Amplituden auf, und oberhalb von @, wechselt nochmals die Phasenlage.
Bei sehr hohen Erregerfrequenzen werden die Amplituden immer kleiner, weil die
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tragen Massen immer grofere (mit £22 zunehmende) Massenkrifte der Erregerkraft
entgegensetzen. Die Kraft auf den Aufstellort ist F(t) = c,x,(t), also dem Betrag der
Amplitude %, proportional. Insofern liefert Bild 3.11 auch eine Aussage iiber die
dynamische Fundamentbelastung.

Im Abschnitt 4.4 wird auf den Tilgungseffekt im Zusammenhang mit Dampfern
niher eingegangen. Die dort fiir Torsionsschwinger beschriebenen physikalischen
Zusammenhinge gelten ebenso fiir Langsschwinger. Hier sei schon bemerkt, dass
Mafinahmen der Schwingungstilgung nicht auf harmonische Erregungen beschrinkt
sind. Man kann den Tilger auch auf hohere Harmonische der Erregung oder in
Verbindung mit der Ddmpfung auf beliebige andere Erregungen bei Schwingern mit
mehreren Freiheitsgraden abstimmen, vgl. Abschnitt 6.5.2.

3.24
Beispiel: Schwingungen eines Motor-Generator-Aggregates

Bild 3.13 zeigt einen Fundamentblock mit symmetrisch angeordneten Fundament-
federn.

Gegeben seien die Parameterwerte

Fundamentmasse m=20t

Haupttrigheitsmomente beziiglich der Jux = 48 - 10 kg - m?;

Achsen durch den Schwerpunkt S J,y = 14-10° kg - m%;
J.. = 52-10° kg - m?

horizontale Federkonstante eines G=¢=cg=15" 10° N/m

Schwingungsisolators

Federkonstante eines Schwingungs- ¢, =3,0-10°N/m

isolators in z-Richtung

Abstinde der Federangriffspunkte a=h=1m;]l=05m;
lo = 0,41; ll = 1,6l

Anzahl der Schwingungsisolatoren n = 16.

Z ey
A e}
Ue?
Na 1 Fz
— E Qt
Al A%
54 ey celrte B x
~ly =ht < X P VAVAVA'H Y »b VAVAVAI ¢h=—lxz
= é é é é é é = 16c, =8¢ 8c.= 16¢,
l]|l]|ll—lo|l|l|l|l a a
lo|Ly=L,, L=l
—

Bild 3.13 Bezeichnungen am Fundamentblock
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Die Federzahlen ergeben sich aus den gegebenen Daten mit (3.33) zu
c11 = ¢ = lbcy; C4 = —C15 = 16hcy; c33 = 16¢,
Cl6 = C26 = (34 = (35 = (45 = (46 = (56 = 0
Cua = 65,861%¢, + 16ch2; 55 = 16(cgh? + c,a?)
o6 = cu(65,861% + 16a).

(3.58)

Es werden zunichst die Eigenfrequenzen und Eigenformen berechnet. Die Gleichun-
gen (3.28) zerfallen in (3.35) und (3.36). Die zugehorigen Eigenwertgleichungen aus
(3.34) vereinfachen sich noch weiter zu

0

0

‘11— mae? C15 U1
5 =
Cis 55 — Jyp@ Us

(3.59)
Cyp — me Cr4 (%) - 0
4 Cu—Jee@t | |y 0|
Aus (3.59) folgen die Amplitudenverhiltnisse der zugehorigen Eigenformen
(X/9)i = v1i/vsi = (cs5 — Iy @7) /15 firi=1und5 360)
() 92)i = v2ifvai = (cas — Jzz @7) /243 fiir i = 2 und 4. ’

Die Eigenfrequenzen folgen aus (3.39) nach kurzer Rechnung mit den dort angege-
benen Indizes (Ausnahme! Normalerweise werden sie mit dem Index i der Grofie
nach geordnet) aus f; = ;/(2n) zu:

Hubschwingung: f3 = 2,466 Hz
Drehschwingung um die z-Achse: fo = 1,892 Hz
Nickschwingungen in der x-z-Ebene:  fi = 3,769 Hz; f5 = 1,365 Hz;
vs51 = 0,3888; v15 = —0,2722
Nickschwingungen in der y-z-Ebene:  f, = 2,716 Hz; f; = 1,467 Hz;
vy = —0,2919; vy = 0,7006

Man beachte sie in Bild 3.14. Die Amplitudenverhiltnisse der genannten Eigenfor-
men erhilt man bei der Normierung v;; = 1 aus (3.60). Man skizziere diese Formen!
Zur Beurteilung des Schwingungsverhaltens im Betriebszustand ist die Kenntnis der
Eigenfrequenzen und Eigenformen nicht ausreichend. Dazu ist die Berechnung der
erzwungenen Schwingungen unter Beriicksichtigung der Dampfung erforderlich.

Es wird angenommen, dass das Aggregat eine Unwucht U besitzt, die in der x-
z-Ebene um eine Achse A rotiert, vgl. die korperfesten Abstinde 7, und {4 in Bild
3.13. Die aus dieser Unwucht resultierende Fliehkraft wirkt auf das Fundament mit
folgenden Komponenten:

E. = UQ?sin Qt; M, = En = naUQ?sin Qt
E, = 0; M, = (F, = {UQ7%sin Qt (3.61)
E, = UQR? cos 2t; M, =—-En = anU.QZ sin 2t.
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Fiir konkrete Abstinde (75 = 0,5 m; {4 = 0,3 m), eine Unwucht U = 0,3 kg - m und
eine Dimpfungskonstante fiir jede Feder (b = 3000 N - s/m) wurden die stationiren
Amplituden der erzwungenen Schwingungen mit der in Abschnitt 6.5 beschriebenen
Methode berechnet. In Bild 3.14 sind die Ergebnisse in Form der Amplituden-
Frequenzginge dargestellt, vgl. dazu auch (3.14) und V; in Bild 3.4. Der Bezugswert
e =U/m = 0,015 mm ist die Wegamplitude, mit der sich der ungefesselte Block
infolge der rotierenden Unwucht bewegen wiirde (Schwerpunktsatz).

3 | T ]
2 - N
a A
<] g %]
[-S I = -
g £
% — E —
4 ’y‘ 2L
01 ¢ 1
T T T T T 1 T T T T T ]
a 0 1f42€6,3 4 5 6 by 0 1fg2 53 4 5 6
_ Frequenz in Hz —=— Frequenz f in Hz —==—
AR E
e -1 e
=
=
E 4
2 ho.
5 ngy
S €
17 Bild 3.14 Amplituden-Frequenzginge
der sechs Koordinaten des Fundaments

0 1' f5 2' :1; f1 4'_ é é a) Koordinaten ¢y, y; b) Koordinaten ¢, z;

i ¢) Koordinaten ¢y, x;
c) Frequenz f in Hz —== g

Man kann erkennen, dass alle Eigenfrequenzen unterhalb der Betriebsdrehzahl von
300/min (fer = 5 Hz) liegen und das Fundament tief abgestimmt ist. Die Re-
sonanzstellen missen durchfahren werden, aber im Betrieb sind die auftretenden
Schwingungsamplituden unbedeutend. Die Resonanzstellen liegen bei den berech-
neten Eigenfrequenzen. Zur Kontrolle moge man priifen, ob bei sehr hohen Erre-
gerfrequenzen (wenn die Federkrifte gegeniiber den Massenkriften klein sind) sich
die Amplitude des freien unwuchterregten Systems einstellt, d. h. fiir f — oo muss
%/e=2%/e=J.0./(Una) = lund hp,/e = p/e = 0 sein.
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3.25

Aufgaben A3.1 bis A3.3

A3.1

A3.2

Aufstellung eines Sigegatters

Ein Sagegatter soll tief abgestimmt aufgestellt werden. Durch das hin- und hergehende
Gatter entsteht die Kraft F = F'sin £¢. Das Sigegatter liuft mit der Drehzahl . Wie
grofy muss die Masse von Fundament und Sigegatter sein und welche Gesamtfeder-
konstante muss vorliegen, damit nur 5 % der Erregerkraft in den Baugrund eingehen
und die Amplitude des Fundamentes nicht grofier als £ wird?

Gegeben:
F=16-10* N; n = 600 1/min; £ = 1 mm
Gesucht:

1. Abstimmungsverhéltnis 7
2. Federkonstante ¢
3. Statische Durchsenkung der Feder infolge des Eigengewichts

Minimale dynamische Gehidusebelastung

Im Verdichter eines Kithlschranks rotiert eine vertikal angeordnete Welle um die ¢ -
Achse, die an einem Ende (im Abstand {;) den Kolben antreibt, welcher die horizontale
Massenkraft F () verursacht. Der erwiinschte Massenausgleich ist aus konstruktiven
Griinden nicht in der Ebene im Abstand ¢ méglich. Eine Ausgleichsmasse kann nur
im Abstand ¢, angeordnet werden, aber der Bauraum ist so beengt, dass diese in
der erforderlichen Grofle nicht hineinpasst und nur einen Anteil von p Prozent der
Massenkraft (um 180 Grad phasenversetzt) aufbringen kann, der zum vollstindigen
Ausgleich notwendig wire. Der Verdichterblock (einschliefllich Motorwelle) hat die
Masse m und das Tragheitsmoment Jg = Tyys vgl. Bild 3.15.

/ \
Fi(t
Motorwelle———/F(t)’ 1)
2 ¢ Verdichter
52 y 1 X
Y, Cx S m’JS Cx h
\§ J/
> Bild 3.15
2 / Verdichterblock
Gehduse mit Erregerkriften

Der Verdichter soll elastisch gelagert werden, und zwar so, dass moglichst keine hori-
zontalen dynamischen Krifte von ihm auf das Gehéuse des Kiihlschranks iibertragen
werden. Der Korperschall wiirde zu storender Gerduschbildung fithren. Die Lagerung
des Verdichters im Gehduse erfolgt durch eine zentrale vertikale Feder (welche das
Eigengewicht aufnimmt) und horizontal wirkende Federn im Abstand h vom Schwer-
punkt.
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Gegeben:
Horizontale Erregerkraft im Abstand {; F(t)
Ausgleichskraft im Abstand {, E(t) = pF (1)
Abstiande der Wirkungsebenen der Krifte {iund &
Masse des Motorblocks m
Tragheitsmoment des Motorblocks Js

Gesucht:

1. Herleitung der Bedingungen fiir die minimale Belastung des Gehduses (nach Auf-

stellung der Bewegungsgleichungen)

2. Optimaler Abstand £ fiir die Anordnung der horizontalen Federn
3. Abstand h fiir die Parameterwerte Js = ml%; & = 1; &, = 0,8]; p=08

Zur Vereinfachung betrachte man nur das Gleichgewicht in der x-z-Ebene ohne

die Berticksichtigung der vertikalen Kraftkomponenten.

A3.3 Schwingungsisolierende Lagerung eines Motorradmotors

Ein Motorradmotor soll elastisch gelagert werden, vgl. Bild 3.16. Die durch die Kol-
benbewegung entstehende Schwingungsamplitude £p des Kurbelwellenmittelpunktes
P soll einen vorgeschriebenen Wert £, nicht tiberschreiten. Es konnen kleine Schwin-

gungen vorausgesetzt werden.

Bild 3.16 Lagerung eines Motorradmotors

Gegeben:

Bewegung des Kolbens

Masse des Kolbens einschliefllich der reduzierten
Pleuelmasse (Schwerpunkt liegt im Pleuellager des
Kolbens)

Tragheitsmoment des Gehduses mit Einbauteilen
Lingen

zulédssige Amplitude des Punktes P
Drehzahlbereich

s=1+4+rcosQt
m = 0,6 kg

J& =0,523kg - m?

I} = 360 mm;
I, = 150 mm;
| = 150 mm;
r =32 mm

X,y = 1 mm
n = 1000/min
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3.2.6

Gesucht:

1. Bewegungsgleichung fiir xp(f)
2. erforderliche Federsteifigkeit ¢ fiir die Bedingung |%p| < %, im ganzen Drehzahl-
bereich

Lésungen der Aufgaben L3.1 bis L3.3

L3.1

L3.2

Es wird von einer ddmpfungsfreien Aufstellung ausgegangen, da die Dampfung auf3er-
halb einer Resonanz keinen merklichen Einfluss hat, vgl. die Vergroflerungsfunktionen
Vl und V2 in Bild 3.4.

Fiir die Berechnung liegt das Modell mit Krafterregung (Tabelle 3.3) zugrunde.
Auflerhalb der Resonanz wird die Ddmpfung vernachlissigt. Es gilt also D = 0 und
nach (3.12), (3.13) sind die Amplituden des Weges und der Bodenkraft:

o E 1 B =F ! (3.62)

== =F——. .

ct=n? 1= n?|

Da bei tiefer Abstimmung 1 > 1 ist, wird das negative Vorzeichen der Bodenkraft

beriicksichtigt. Man erhilt somit aus (3.62)

2oy Loy Lo
= 005

21; =458, (3.63)

Damit ldsst sich nun die Federkonstante bei vorgegebener Amplitude % bestimmen.

F 1 P 16-10* N
c=———— =-005=——-0,05=8-10°N-m .. (3.64)
xn?—-1 X 1-103m —_—

Mit dem Abstimmungsverhiltnis 7 und der Federkonstanten ¢ ldsst sich die Gesamt-
masse bestimmen.

Q2 c nn
e
lors m 30
’ : 1 (3.65)
n%c  21-8-10°N-m~ s
=—=——+—— =42,6-10" kg.
SR 62,8252 &
Der Vorspannweg, den die Ersatzfeder im eingebauten Zustand hat, betrigt
mg  42,6-10° -kg-9,81- m-s ?
Xy = 18— § = 0,052 m. (3.66)

= ¢ 8-106- N-m™!

Diesen Wert erhilt man auch aus Bild 3.3, wenn man als erforderliche Eigenfrequenz
f =n/(60n) = 2,18 Hz einsetzt.

Die Bewegungsgleichungen folgen aus dem dynamischen Krifte- und Momenten-
gleichgewicht fiir ¢, < 1, sin @, = @y, cos ¢, = 1, vgl. Bild 3.17:

mis —F +F —Fg =0 (3.67)

Jspy — &+ B — Fygh=0. (3.68)
Die Horizontalkraft auf die Federn betragt

By = 2cx(xs — hoy). (3.69)
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L3.3

F1

¢

Bild 3.17
Krifte und Koordinaten
am Verdichterblock (¢, ~ 0)

(xs-hegy)

Auf das Gehiduse wird keine Horizontalkraft tibertragen, wenn
Fi=0;  xs=hg, (3.70)
erfiillt ist. Aus (3.70) folgt mit (3.67) und (3.68) nach der Auflgsung nach den Beschleu-
nigungen
_hE-5 hF1§1 -b
m Is

s = hipy. (3.71)

Daraus kann man eine Gleichung zur Berechnung des optimalen Abstandes / gewin-
nen:

Js(F — B)
= 3.72
mB & —BE) (3.72)
Fiir die gegebenen Zahlenwerte ergibt sich wegen K (t) = p - Fi ()
_ 201 —
h= SU=ph om0 =08k _ oo (3.73)

m(Fll — pF10,81) mlF1(1 — 0,82)

Dieser Abstand (der zum Inhalt eines Patentes gehorte) ist realistisch, denn er liegt
innerhalb der Abmessungen des Gehduses. Bei einer ausfiihrlicheren Analyse der er-
zwungenen Schwingungen sind die rdumliche Bewegung, die horizontalen Federkrifte,
die Dimpfung u. a. zu berticksichtigen. Es wird sich dabei zeigen, dass die Lagerkrifte
nicht exakt null sind, aber in der Nihe des Abstandes gemif3 (3.72) eine minimale
Belastung auftritt. Es ist bemerkenswert, dass diese Losung fiir beliebige zeitliche
Verldufe der Krifte F; und B gilt, die einander proportional sind.

Die in s-Richtung wirkende Erregerkraft der beschleunigten Kolbenbewegung ist
F(t) = —m$ = mr2? cos Qt. (3.74)

Sie wird als unabhingig von der Bewegung der Wippe angesehen, und das gesamte
Tragheitsmoment beziiglich A wird entsprechend (3.75) konstant angenommen:

Ja =J& +m- (1 +1%) = (0,523 + 0,027) kg - m* = 0,55 kg - m”. (3.75)

Damit entsteht aus dem Momentengleichgewicht um den Drehpunkt A mit M = FI,
eine Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten:

Jalr + clfy/ = —mrhQ27? cos Q1. (3.76)
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Fiihrt man statt des Winkels y die Koordinate xp des Punktes P durch die fiir sin y < 1
geltende Beziehung xp = Ly ein, so gewinnt man eine lineare Bewegungsgleichung
beziiglich xp, welche die Form von (3.8) hat:

12 12
Xp + C—le = —&rQZ cos 02t. (3.77)
N Ja

Hierfiir lautet die Losung fiir den stationdren Schwingungszustand xp = %p cos £2¢. Mit
w? = c?/Jy und n = Q/w, gilt fiir die Amplitude, vgl. (3.14):

mrl% n?

Jo n?—-1

Entsprechend der Aufgabenstellung ist die Forderung |£p| < %, zu erfiillen. Unter
der Voraussetzung eines tief abgestimmten Systems (7 > 1) — nur dabei nimmt mit
zunehmender Drehzahl die Amplitude ab, vgl. die Vergroflerungsfunktion V3 in Bild
3.4 —folgt aus (3.78)

A

Xp =

(3.78)

lZ
(772 = Dxyy = %nz und (3.79)
A
Q? Q72 1
R - (3.80)
Ion c- i L mrl;

]Aﬁzul

Damit ergibt sich fiir die Steifigkeit mit den Parameterwerten aus der Aufgabenstellung
(2 = 2, =7 -1000/30 = 104,7 s 1):

miz2 Ja£2?
c< 1——2-—)~—:9985N m. (3.81)
B ( ]A Xzul 112 /

33
Fundamente unter Sto3belastung

3.3.1
Zur Modellierung von Schmiedehdmmern

Eine Stofibelastung des Fundaments entsteht bei Schmiedehdmmern, Schlagscheren,
Pressen und Stanzen. Der Projektant solcher Anlagen muss eine Konstruktion schaf-
fen, die die Krifte aufnimmt (der Beton darf nicht durch die Schlidge zertriitmmert
werden). Man muss verhindern, dass unzulissige Erschiitterungen auf die Umge-
bung tibertragen werden und dass sich die Anlage ,setzt“ (im Boden einriittelt) oder
schrag stellt. Keine Mafinahme darf dabei eine der technologischen Forderungen
(z. B. guter Schmiedewirkungsgrad) beeintrachtigen.

Schmiedehdmmer erfordern in der Regel grofle Stahlbetonfundamente (Bild
3.18a), um hohe dynamische Beanspruchungen beim Hammerschlag abzufangen.
Bild 3.18b und c zeigen alternative Aufstellungen eines Schmiedehammers. Aus
dem Vergleich der Volumina der Betonkérper kann man schon ahnen, welche
unterschiedlichen Kosten fiir das Fundament entstehen. Es ist also sehr giinstig,
eine elastische Lagerung derartiger Anlagen vorzusehen. Durch die Verwendung von
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— ~B5x6m ro——

Bild 3.18 Aufstellung von Schmiedehimmern (Quelle: GERB, Berlin)
a) feste Griitndung im Baugrund, b) abgefederter Fundamentblock, c¢) Direktabfederung

VISCO-Dimpfern (parallel zu den Federn) gemif3 Bild 1.22a kann die Masse des
abgefederten Fundamentblockes gegeniiber der festen Griindung deutlich verringert
werden. Das in Bild 3.18c dargestellte System hat sich bei Himmern mit einem
Arbeitsvermogen bis 400 k] bewihrt.

Der prinzipielle Aufbau ist in Bild 3.19 wiedergegeben. Das Gestell des Schmie-
dehammers steht fest auf dem Fundamentblock. In ihm befindet sich der Hub-
oder Beschleunigungsmechanismus fiir den Hammer (Bidr). Dabei unterscheidet
man frei fallende oder durch Antrieb (z. B. Druckluft) beschleunigte Himmer. Beim
Auftreffen des Hammers auf den Amboss hat dieser eine bestimmte kinetische
Energie, die mit moglichst gutem Wirkungsgrad in Verformungsenergie des Werk-
stiickes umzusetzen ist. Die Schabotte, die den Amboss trigt, steht gesondert iiber
einer elastischen Zwischenschicht auf dem Fundamentblock. Um die Federung des
Fundamentblockes gegen Feuchtigkeit zu schiitzen, befindet sich dieser meist in einer
Fundamentwanne, die auf dem Baugrund steht. Der Fundamenttrog steht auf der
Federung des Baugrundes.

Die Masse des Biren myp wird durch die geforderte Schlagenergie bestimmt. Die
Masse von Amboss und Schabotte liegt, um einen guten Schmiedewirkungsgrad zu
erhalten, in der Grolenordnung von m, = 20mg. Fiir die Masse des Fundaments
myg wird angegeben

mp > 60mg oder mp = 2,4111231713. (3.82)

Darin ist vg die Biargeschwindigkeit unmittelbar vor dem Aufschlag in m/s. Glei-
chung (3.82) gilt jedoch nicht fiir Schnellschlaghdmmer oder Gegenschlaghimmer.
Die Fundamentmasse sollte so ausgefithrt werden, dass der Gesamtschwerpunkt Sg
und der Flichenschwerpunkt der Federung Sy auf einer Linie mit der Schlagrichtung
liegen. Man erreicht damit eine gleichmiflige Belastung und vermeidet Kippbewe-
gungen.
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Bild 3.19 Schmiedehammer

a) Gesamtansicht, I Bir; 2 Amboss; 3 Schabotte; 4 Gestell; 5 Federung; 6 Fundamentblock;
7 Federung; Sg Schwerpunkt der Gesamtmasse; Sy Schwerpunkt der Sohlfldche

b) Blick auf eine Lagerung (Quelle: GERB, Berlin)

Als Berechnungsmodell miisste danach ein Dreimassensystem (Schabotte-Funda-
ment-Fundamenttrog) untersucht werden. Wegen der Massenunterschiede und der
groflen Steifigkeitsunterschiede (die Federung der Schabotte ist wesentlich steifer
als die Federung des Fundamentes) begniigt man sich fiir eine Uberschlagsrechnung
hiufig mit einem Zweimassensystem. Dabei kommt es zunichst darauf an, die Eigen-
frequenzen und die maximalen dynamischen Verschiebungen zu bestimmen. Hierzu
ist die Dampfung nicht erforderlich. Will man jedoch, was fiir Schnellschlaghdmmer
erforderlich ist, iiberpriifen, ob die Schwingungen zwischen zwei Schligen gentigend
abklingen, muss die Dampfung einbezogen werden, vgl. Bild 3.22.

3.3.2
Berechnungsmodell mit zwei Freiheitsgraden

Das der Berechnung zugrunde gelegte Modell zeigt Bild 3.20. Dabei kénnen die
Massen m1,, m, und die Steifigkeiten ¢;, ¢, des Modells je nach der Aufgabenstellung
a) oder b) gewihlt werden. Diese richten sich nach den Steifigkeits- und Massenver-
hiltnissen des Systems. Der Ursprung der Koordinaten x1, x, liegt in der statischen
Ruhelage vor dem Auftreffen der Barmasse. Da mp < m; und mp < m; gilt, werden
die geringe statische Durchsenkung und der dynamische Einfluss durch #p nach
dem Stof vernachlissigt.

Die Bewegungsgleichungen lauten als Sonderfall von (3.50):

miX, + ¢ (x1 — Xz) =0
(3.83)
myX; — € (X1 — Xz) + 0x) = 0.

Sie miissen mit den Anfangsbedingungen:

t =0: X1 = 0; Xy = 0; xl = Uy, XZ =0 (384)
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Bild 3.20 Berechnungsmodell ¢) fiir den Schmiedehammer bei verschiedenen Auf-
gabenstellungen a) und b); I Bér; 2 Amboss und Fundament; 3 Fundamentfeder; 4 Funda-
menttrog; 5 Bodenfeder; 6 Amboss; 7 Balkenlage (Feder); 8 Fundament; 9 Boden starr

gelost werden. Die Anfangsgeschwindigkeit u wird durch den Stof8 des Biren auf den
Amboss bestimmt. Unter der Voraussetzung eines kurzen Stofles gilt fiir die beiden
Massen mp und m; der Impulssatz:

mpiyo = Mplly + Myu;. (3.85)

Darin ist u,o die Geschwindigkeit von mp unmittelbar vor dem Stofl und ug; 1
sind die Geschwindigkeiten nach dem Stofl. Im Allgemeinen wird als zusitzliche
Gleichung die Newton’sche StofShypothese verwendet

Uy — Ug

k= (3.86)

Uyo
Fiir die Stofizahl k liegen Erfahrungswerte vor:
k=0,2 fiir leichtes Warmrecken
k = 0,5 fiir Kaltrecken
k = 0,8 fiir schwere Gesenkarbeiten
Die Geschwindigkeit u,o kann bei Freifallnhdmmern gesetzt werden: u,o = +/2gh

(h Fallhohe). Fir die Geschwindigkeit des Amboss nach dem Stof findet man somit
aus den (3.85) und (3.86):

_ (1 + k)u'UOmB

3.87
U i+ msg ( )
Die allgemeine Losung lautet
2
x(t) = Z vii(a; cos wit + b; sin w;t); k=12, (3.88)

k=1

vgl. auch die Abschnitte 4.2.1.1 und 4.4.2.
Die beiden Eigenkreisfrequenzen erhilt man analog zu (3.39) aus

2
1 /c+c c 1 /c+c c cc
0, =1 (ate ay Jliate a)  ao (3.89)
’ 2 m, m 4 m, m myn,

Fiir das Hammerfundament sind die dimensionslosen Kenngrofien

m a
u=—<1 y=—>1 (3.90)
my (%)
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Dafiir gilt als Ndherung
]
¢ c m
0f % w%z—z{w—l(w—z)}, (3.91)
m c m
148 (1+_2> 2 2 1
%) mi

wobei der genaue Wert von @, etwas grofler und der von @, etwas kleiner ist.

Bei Hammerfundamenten gilt als Anhaltswert 4 ~ 0,3; y > 5, die beiden
Eigenfrequenzen liegen also weit auseinander.

Die Amplitudenverhiltnisse sind v1; = v;, = 1 und analog (4.29)

2 2
) ®
vy =118y, =1 T (3.92)
(5] 1
und aus den Anfangsbedingungen (3.84) findet man a; = a, =0
— w2 — W’
b = 2L Cl/’fil 2 hy= L 7“/’;“ o (3.93)
w 0] — 0 W,  OF — 0
Die Losung von (3.83) ergibt sich aus (3.88), (3.92) und (3.93):
x; = by sin w1t + b, sin w,t
(3.94)

Xy = ’U21b1 sin w1t + ’Uzzbz sin st.

Die Schwingbewegung beider Massen setzt sich also aus zwei harmonischen Antei-
len zusammen, die mit den Eigenfrequenzen schwingen. Beide Massen werden im
Allgemeinen nichtperiodische Bewegungen ausfiihren. Da fiir Hammerfundamente
) < wyund my @?/c; < 1gilt, ist vy; & 1. Fiir die Relativverschiebung Ax zwischen
Schabotte und Amboss ist dann nur die Schwingung in der zweiten Eigenfrequenz,
bei der beide Massen gegeneinander schwingen, interessant:

Ax =X — X = (1 — Uzz)bz sin Wt

b 2
AxXmax = by(1 — ’022) = M (395)

1

Tabelle 3.4 Richtwerte fur zuldssige Ausschlige an Hammerfundamenten

Zulissige Maximalausschldge der Schabotte | Zuldssige Maximalausschlige des Funda-
(my) auf dem Fundament (Modell a, b) mentes (m1,) (Modell a)

Ax =1mm (mg < 1t) Xomax = 0,5...2 mm fiir Reckhammer
Ax=2mm (mg =1...2t)

Ax=3...4mm (my > 3t) Xomax = 3 -+ -4 mm fiir Gesenkhdmmer

Richtwerte fiir Maximalausschlidge der Hammerfundamente sind in Tabelle 3.4 zu-
sammengestellt.

Die bisherige Rechnung erfolgte ohne Beriicksichtigung der Dampfung und er-
gab somit Amplitudenwerte, die iiber den wirklichen liegen. Weiterhin wurde durch
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die Anfangsbedingungen (3.84) festgelegt, dass nur eine durch den Stofl bedingte An-
fangsgeschwindigkeit vorliegt. Die Schwingungen, die vom vorangegangenen Stof3
herriihren, miissen also schon abgeklungen sein. Die Abschitzung dieses Vorganges
erfolgt an einem geddmpften System mit einem Freiheitsgrad, fiir das die niedrigste
Eigenfrequenz zugrunde gelegt wird. Zunichst wird die Anzahl der Schwingungen
zwischen zwei Sto8en festgelegt.

T

To Zyklusdauer, Zeit zwischen 2 Schligen (Ty = 2n/£2)
T  Periodendauer, die der niedrigsten Eigenfrequenz entspricht (T = 21/ @)

z (3.96)

Die Amplitudenabnahme zwischen zwei aufeinander folgenden positiven Maxi-
ma betrigt fiir D < 1: x; /x = €™, vgl. (1.97).

Es muss der Wert xpmin, auf den die Amplitude beim nichsten Schlag abgeklungen
sein soll, vorgegeben werden. Zwischen xpmax und xpi, liegen z Vollschwingungen.
Somit gilt

Xmax — e2nzD; D= iz In (xmax> ) (397)
Xmin 2n T() Xmin

Gibt man beispielsweise vor: Xyax/Xmin = 10; T/Ty = 1/3, so muss ein Diamp-
fungsgrad D = 0,12 vorliegen. Dieser Wert wird nicht immer durch die natiirliche
Diampfung erreicht.

3.3.3
Periodische Erregung - Kumulationsfaktor

Bei vielen Maschinen und in Mechanismen treten kurzzeitig eingeprigte Krifte
auf, die sich periodisch wiederholen. Das konnen z. B. periodische Schneidkrifte,
Presskrifte, Sto8krifte mit der Zahneingriffsfrequenz bei Zahnridern oder Ket-
tenrddern, periodische Schienenstéfe oder periodische Impulse bei Verdichtern,
Schwingforderern oder Sieben sein. Die folgende Methode bietet eine alternative
Losung gegeniiber der Anwendung einer Fourierreihe, vgl. 3.2.1.3. Sie ldsst sich auf
beliebige Erregerkraftverliufe anwenden und liefert in vielen Fillen auf elegantem
Wege und mit geringem Rechenaufwand die exakte Losung.

A
=
g
<
g
en
[9)
=
m
0 Ar T, 27, 3T, Zeit; Bild3.21

Periodische Erregung
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Das Verhalten des Schwingungssystems wird wihrend eines Zyklus betrachtet, der
sich periodisch wiederholt, vgl. Bild 3.21. Die fiir einen Zyklus (0 < t < Tj) gewon-
nenen Ergebnisse gelten analog fiir alle anderen Zyklen kTy < t < (k + 1)T; fur
k=0,1,2,..., denn es gilt die Periodizititsbedingung

F(t) = F(t + kTp). (3.98)
Die Bewegungsgleichung lautet fiir das in Tabelle 3.3 skizzierte System, vgl. (3.8) und
(3.23)

F(t
%+ 2Dwyx + ojx = % (3.99)

Es wird die stationidre Losung gesucht. Die vollstindige Losung ist die Summe aus
der allgemeinen Losung x;, der homogenen Gleichung und der partikuldren Losung
xp der inhomogenen Gleichung:

x(t) = xu(t) + xp(2). (3.100)

Die partikuldre Losung x;,(¢) sei bekannt. Sie kann durch eine analytische Methode
oder innerhalb des Intervalls 0 < ¢ < T mit den Anfangsbedingungen

t=0:  x(0)=0 %0 =0 (3.101)

numerisch bestimmt werden. Die Besonderheit der vollstindigen periodischen Lo-
sung besteht darin, dass ihre ,,Anfangsbedingungen x, und v, zunichst unbekannt
sind, weil der betrachteten Periode bereits eine unbegrenzte Anzahl von Zyklen
vorangegangen ist. Man konnte sonst gleich eine numerische Losung mit diesen
(die Periodizitit garantierenden) Anfangsbedingungen beginnen. Da es sich um
einen stationdren Vorgang handelt, wird Periodizitit gefordert, und zwar durch die
Bedingungen

x(0) = x,(0) + x,(0) = x(Tp) = xn(To) + x,(To) = xo

(3.102)
x(0) = %1,(0) + %,(0) = X(Tp) = xn(Tp) + %,(To) = wo.

Die homogene Losung von (3.99) ist aus (1.94) bekannt, wobei @ = wyv/'1 — D*:

Vo + 5X()

xp(t) = exp(—6t) [xo cos ot + sin wt] (3.103)

(@? + 8%)xy + Sv
®

Xp(t) = exp(—4t) |:7}0 cos wt — sin a)t} . (3.104)

Da die partikuldre Losung x,(¢) auch bekannt ist, kennt man deren Endwerte x;,(Ty)
und x,(Tp). Es kommt auf deren moglichst grofle Genauigkeit an, denn von ihnen
hingt die vollstindige Losung ab. Die unbekannten Anfangswerte der vollstindigen
Losung stimmen mit denen der homogenen Lsung wegen (3.101) iiberein:

x1(0) = x(0) = xg3 %1 (0) = %(0) = v,. (3.105)

Sie konnen nun nach dem Einsetzen aller Grofien in die beiden Periodizititsbedin-
gungen (3.102), also aus

x,(0) = xo = xp(Tp) + x,(To); %,(0) = vo = x4 (To) + %,(Tp) (3.106)
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gefunden werden, woraus folgendes lineare Gleichungssystem fiir die beiden Unbe-
kannten x, und v folgt:

S
Xo [1 — exp(—38Ty)(cos Ty + P sin a)TO)}

(3.107)
v
- EO exp(—0Tp) sin 0Ty = x,(Tp)
2 2
xo exp(—38Typ) sin @ Ty
o . ,
+ vy [1 —exp(—6Ty)(coswTy — P sin wTo)} = %,(Tp)
Die Auflosung ergibt die Anfangswerte der periodischen Losung:
o .
X0 = U { [1 —exp(—6Ty) <cos oTy — P sin a)T())} xp(Tp)
1
+E exp(—6Tp) sin a)Toxp(To)} (3.108)
2 52
vy = U {[— exp(—STo)w ;Z sina)Toxp(To)}

+ [1 —exp(—6Ty)(cos wTy + % sin wTo)] xP(TO)} .

Dabei ist der Kehrwert der Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems (3.107)

1

= 3.109
" 1 —2exp(—6T) cos wTy + exp(—26Tp) ( )

1
1 — 2exp(—2nD/n) cos (Zn\/l — Dz/n) + exp(—4nD/n)

der so genannte Kumulationsfaktor oder ,,Wiederholungskoeffizient“ [18]. Dieser
driickt den Sachverhalt aus, dass der Verlauf innerhalb der betrachteten Periode

(0 £t £ Ty) nicht nur eine Folge der einmaligen Erregung ist, sondern alle in
den vorangegangenen Perioden wiederholt angeregten Schwingungen angehiuft
(,kumuliert®) hat. Der Kumulationsfaktor erfasst die in der betrachteten Periode
ankommenden ,,Restverldufe® Er ist, ebenso wie die Vergroflerungsfunktionen V in
(3.26), unabhingig vom zeitlichen Erregerkraftverlauf.

Fur das ungeddmpfte System (D = 0) ergibt sich aus (3.108) und (3.109) mit
w = Wy

(1 — cos 0Ty)xp(Ty) + sin 0 Tox,(Ty)

Xo = H
o
vy = u [~ sin 0Tyxy(Ty) + (1 — cos @ Tp)x,(To)| (3.110)
1 1 1
p (3.111)

2 —2coswT - 4sin*(woTp/2) - 4sin*(n/n)’
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Bild 3.22 zeigt den Verlauf des Kumulationsfaktors fiir den iiblichen Bereich real auf-
tretender Dampfungsgrade. Die Darstellung in Bild 3.22a ist mit der Resonanzkurve
in Bild 3.5¢ vergleichbar. Der Bereich grofler Drehzahlen kommt in Bild 3.22b deutli-
cher zum Ausdruck. Erwartungsgemif zeigt der Kumulationsfaktor grofle Werte an
den Stellen n = 1/k, also dort, wo die Bedingungen fiir Resonanzen k-ter Ordnung
erfiilllt sind. Die Breite der Resonanzbereiche und die Hohe der Resonanzspitzen
nehmen mit zunehmender Ordnung k ab.

a) 25T

[¥]
q
T

15T

Kumulationsfaktor 1
S
T

} - 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Abstimmungsverhéltnis n=Q/w, —=

60T

Kumulationsfaktor 1

B
q
T

20T

0 1 2

5 6 m— 7

>
>

Bild 3.22 Kumulationsfaktor x4 fiir Ddmpfungsgrade D = 0,02; 0,04 und 0,08
a) Funktion vom Abstimmungsverhéltnis 7
b) Funktion vom Kehrwert des Abstimmungsverhaltnisses

Zuerst wird bei dieser Methode die partikulire Losung x;,(¢) fiir die (moglicherweise
auch unstetige) Erregung ermittelt, dann die Anfangswerte der periodischen Losung
aus (3.108) und der Kumulationsfaktor aus (3.109). SchlieBlich wird die dann
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bekannte homogene Losung aus (3.103) mit der partikuldren Losung summiert, vgl.
(3.100).

Die beschriebene Methode lisst sich bei linearen Schwingern immer anwenden,
wenn die partikulire Losung x,(¢) in einem begrenzten Zeitabschnitt (0 < t < T)
und damit auch die Endwerte x,(Ty) und %,(Ty) bestimmt werden konnen. Das hat
wesentliche Vorteile fiir die Genauigkeit der dadurch bestimmbaren periodischen
Losung gegeniiber anderen Verfahren. Vor allem bei abschnittsweise bekannten Erre-
gerfunktionen F(t) oder sich periodisch wiederholenden St688en und Kraftspriingen
konnen stationdre Schwingungen auf diese Weise bequem berechnet werden, vgl.
Aufgabe A3.6 und [18].

3.34
Aufgaben A3.4 bis A3.6

A3.4 Hammerfundament

Fiir die Aufstellung eines Lufthammers sind die maximalen Schwingungsausschlige
abzuschitzen. Als Berechnungsmodell dient Bild 3.20c.

Gegeben: Birmasse: mg = 0,1 t; Masse von Amboss und Schabotte: m; = 1,5 t; Masse
von Hammer und Fundament: m; = 22,1 t; Schlagzahl je Minute: n = 190, Schlagener-
giee W =1,6- 103N -m

Elastische Zwischenschicht zwischen Schabotte und Fundament: Hammerfilz
d = 40 mm dick; dynamischer Elastizititsmodul des Hammerfilzes; E = 8 - 107 N / m?2.
Fliche zwischen Schabotte und Hammer: A = 0,5 m? Das Fundament steht auf
6 Federkorpern. Thre Gesamtfederkonstante betrigt ¢; = 4 - 10° N/m. Als StoSzahl
wird k = 0,6 angenommen.

A3.5 Aufstellung eines Kolbenkompressors

Ein liegender Kolbenkompressor mit der Drehzahl n = 258 1/min soll hoch abge-
stimmt auf den Baugrund gestellt werden. Aus dem Richtwert mp = (5... 10)my fiir
n < 300 1/min wurde die Gréfe des Fundamentblockes bestimmt. Die Abmessungen
des Systems sind aus Bild 3.23 zu entnehmen. Der Schwerpunkt des Gesamtsystems
liegt tiber dem Fliachenschwerpunkt der Grundfliche. Die eingezeichneten Achsen sind
Tragheitshauptachsen.

/If-/ "\\\\ 1 Y, /
8 o X@ "'---t—-‘/ e
ht =+ ° [ Y
4! L
VS LA -
{3= 3500

Bild 3.23 Fundament eines Kolbenkompressors
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A3.6

3.3.5

Es liegen folgende Parameterwerte vor:

Maschinenmasse:  my; = 1500 kg
Fundamentmasse: myp = 12000 kg

Haupttragheitsmomente:
Je = 1,483 -10* kg - m?; J, = 0,725 10*kg-m?%; J, = 2,014 - 10* kg - m?
g y g g

Schwerpunktabstand vom Baugrund: s, = 0,47 m

Fundamentauflenabmessungen:

Hohe: I} = 0,8 m; Breite: [, = 2,4 m; Lange: I3 = 3,5m

Baugrund: Sehr weicher Ton mit einer Bettungsziffer C, = 4 - 10* kN/ m”, vgl. (3.43)

Unter Beriicksichtigung der zweiten Erregerharmonischen soll iiberpriift werden, ob
eine hochabgestimmte Aufstellung vorliegt.

Periodische Stof3folge (Hammer)

Auf ein ddimpfungsfrei vorausgesetztes Fundament wirken im konstanten Zeitabstand
der Zyklusdauer Ty = 2n/£€2 Schlige, deren Einwirkungsdauer At wesentlich kleiner
als die Schwingungsdauer T = 2n/w, des Schwingers ist. Es soll berechnet werden,
welche Belastung auf den Aufstellungsort im stationdren Zustand entsteht. Dabei soll
die Losung, die mit der Fourierreihe gewonnen werden kann, mit derjenigen verglichen
werden, die sich bei der Losung innerhalb einer Zyklusdauer ergibt.

Gegeben:

Ungeddmpfter Schwinger mit einem Freiheitsgrad

Masse m

Federkonstante c

Eigenkreisfrequenz 0= w)=/c/m

Zyklusdauer der Stof3folge To>T

Schwingungsdauer T =2my/m/c > At, vgl. Bild 3.21
At

Impulse der Intensitit I=mv= /F(t) dr
0

Gesucht:

Fourierreihe der Erregerkraft

Stationdre Losung mithilfe der Fourierreihe

Anfangsbedingungen der homogenen Losung innerhalb eines Zyklus (0 < t < Tp)
Stationdre Losung innerhalb eines Zyklus

Vergleich der Losungen und Losungsmethoden

S

Losungen L3.4 bis L3.6

L3.4

Um mit dem Berechnungsmodell Bild 3.20c arbeiten zu konnen, ist die Auftreffge-
schwindigkeit des Baren aus der Schlagenergie zu berechnen. Es gilt:
mBu%O. 2W

Uy = 1/ —; Uyo = 5,65 m/s. (3.112)
2 mpg

W =
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L3.5

Die Anfangsgeschwindigkeit von Amboss und Schabotte bestimmt man nach (3.87):

0,1

u; = (1+0,6)565m/s - 1’6

t
= 0,57 m/s. (3.113)

Die Federkonstante zwischen Schabotte und Fundament berechnet sich zu

_AE_ 05m?-8-107 -N/m’

=10° N/m. 3.114
d 0,04 m /m (3.114)

1

Fiir die Eigenkreisfrequenzen erhilt man nach (3.89):

w =13,021/s; @, =843,81/s. (3.115)
Mit (3.93) findet man

by =2,78 - 10 °my b, =6,33-10*m (3.116)
und nach (3.92)

vy = 1 vy, = —0,068. (3.117)
Somit gilt gemaf3 (3.94):

x1 = (2,78sin wt + 0,63 sin w,¢) mm (3.118)

x; = (2,78sin w t — 0,04 sin w,¢) mm (3.119)

In der ersten Eigenfrequenz tritt praktisch keine Relativverschiebung zwischen Scha-
botte und Fundament auf. Die in der zweiten Eigenfrequenz vorliegende Bewegung
der Schabotte gegentiber dem Fundament von (0,63 + 0,04) mm ist nach Tabelle 3.4
zulissig. Auch die Amplitude der Fundamentschwingung in der Grundfrequenz liegt
im zuldssigen Bereich.

Interessant ist noch die Frage der Abstimmung. Die Erregerkreisfrequenz erster
Ordnung ergibt sich aus der Schlagzahl zu £2 = nn/30 = 19,88 1/s. Fiir die Grund-
schwingung gilt n = Q/w; = 1,5.

Es liegt also geringe tiefe Abstimmung vor. Ein Herabsetzen der Eigenfrequenz
wire zu empfehlen, um nicht durch Unsicherheiten in den Modellparametern zu nahe
an die Resonanz zu kommen.

Zur Bestimmung der Bettungsziffern wird die Fundamentfliche und die Flichenpres-
sung benotigt. Aus den Angaben findet man:

Fundamentfliche: A = 3,5c¢m - 2,4 cm = 8,4 m?
Gesamtmasse: m = my; + mg = 13500 kg
Flichenpressung: p = mg/A = 1,58 N/cm?’

Fiir die Korrekturkonstanten gilt: Da A < 10 m?: a; = 1,09, wegen pgar < 5 N/ cm?
wird gemif (3.43):

C, =1,09-4-10* = 4,36 - 10* kN/m". (3.120)

Fiir die Berechnung der Elemente der Steifigkeitsmatrix nach (3.46) bis (3.49) werden
benotigt:
lzlg’ I3 l;’

L= =858 mt; I, = ~2 =403 m*, L=IL+I=1261m* (3.121)



220

3 Fundamentierung und Schwingungsisolierung

L3.6

Damit ergeben sich aus (3.39) (f; = w;/2n):

fi = 26,2 Hz; f» = 26,9 Hz
f; = 38,9 Hz; fs=19,7Hz (3.122)
fs = 37,7 Hz; fe = 20,8 Hz

Die Grunderregerfrequenz betrigt fer; = 1/60 = 4,3 Hz. Gegeniiber der zweiten Erre-
gerordnung liegt somit ein Frequenzverhiltnis ferr2/ finin = 8,6/19,7 = 0,44, also eine
hohe Abstimmung vor. Erst die 4. Erregerordnung wiirde in Resonanznihe kommen.

Zunidchst wird die Losung gemdf$ der in Abschnitt 3.2.1.3 behandelten Methode er-
mittelt. Dazu miissen die Fourierkoeffizienten der Erregerkraft bekannt sein. Sie sind
fiir Fall 6 in Tabelle 1.11 angegeben: F. = 2I/Tj, F, = 0. Der Erregerkraftverlauf
entspricht damit der Fourierreihe

F(t) = TIO (1 +2 2 cos th) (3.123)

k=1

Die stationdre Losung der Bewegungsgleichung (3.8) lautet also gemif (3.24) bis (3.26)
fiir D = 0:

x(t) = <1 ) i cos IIZ;QtZ> (3.124)

Um ein auf etwa drei giiltige Ziffern genaues Ergebnis zu erhalten, miisste der Nenner
etwa die Grofle von 10 000 haben, d. h. es sind etwa k* = 100 Summanden zu beriick-
sichtigen, um ein brauchbares Ergebnis zu erhalten.

Auf dem Wege gemifl Abschnitt 3.3.3 erhélt man zunichst im Bereich 0 < ¢t < T
die partikulire Losung, die freie Schwingung bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit
(aus dem Impuls I = mwv) zu

I I
xp(t) = — sin wt; Xp(t) = — cos wt. (3.125)
me m
Am Ende der kinematischen Zyklusdauer gilt also
I . ) I
xp(Tp) = — sin wTp; %p(Tp) = — cos wTy. (3.126)
me m

Nun sind damit die Anfangsbedingungen aus (3.110) zu berechnen, die sich fiir die
stationdre Losung ergeben:

1
xXg = 'um_a) [(1 — coswTy) sin Ty + sin @ Ty cos @ Ty | (3.127)

1
vy = ,u% [=sinoTysinwTy + (1 — cos wTp) cos wTpy] (3.128)

mit dem aus (3.111) bekannten Kumulationsfaktor lassen sich diese Losungen nach
kurzen Umformungen schreiben als
1

1
= t(wTy/2); = ——. 3.12
Xo =5 0 (0Ty/2) Vo Y. (3.129)

Dies sind die Anfangsbedingungen der homogenen Losung fiir das Intervall
(0 £t £ Tp). Die stationdre Losung erhélt man damit innerhalb eines kinematischen
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Zyklus mit (3.100) aus (3.103) (fiir § = 0) und (3.125) zu

Vo . 1 .
x(t) = x,(t) + xp(t) = xg cos wt + — sin wt + — sin wt
w mw

1
x(t) = [cot(wTo/Z) cos wt + sin wt]; 05t <. (3.130)
2mo

Da die Belastung sich stindig wiederholt, gilt diese Losung auch fiir alle anderen
Zeitintervalle. Gleichung (3.130) liefert denselben Zeitverlauf wie die Losung (3.124),
obwohl sie ganz anders aussieht. Aus (3.124) ist sofort zu erkennen, dass im Falle
kn =1 der Nenner beim k-ten Summanden null wird und damit unbegrenzt grofle
Resonanzausschlige (Resonanz k-ter Ordnung) zustande kommen. Aus der Losung
(3.130) kann man schliefen, dass immer dann, wenn cot(w Ty /2) — 00, also @ Ty/2 =
kr (fur ganzzahlige k = 1,2,...) gilt, ebenfalls unbegrenzt grofe Ausschlige entstehen.
Diese duflerlich unterschiedlichen Formeln liefern physikalisch identische Ergebnisse,
denn es gilt

oly nmo =nT) T

5 5 T = nk. (3.131)
Fazit: Eine Fourier-Reihe konvergiert dann schlecht, wenn kurzzeitige Stéfe und
Kraftspriinge im zeitlichen Verlauf auftreten. Sie enthilt sehr viele Koeffizienten, die
nur langsam mit hoherer Ordnung kleiner werden. Es ist deshalb zweckméfiger, bei
unstetigen periodischen Belastungen anstelle der Fourier-Reihe die Methode zu benut-
zen, welche die Losung innerhalb eines Zyklus liefert. Die Zeitverldufe der Bewegungs-
groflen und die Resonanzstellen, die sich aus der Fourier-Reihe ergeben, sind dieselben
wie die aus der Berechnung eines einzelnen Zyklus.
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4.1
Einleitung

Torsionsschwingungen in Kolbenmaschinen gehorten historisch gesehen zu den
ersten Problemen der Maschinendynamik. Sie traten zunichst in Schiffsanlagen auf
und wurden bereits 1902 von O. FRaHM berechnet und gemessen. Eine wesentliche
Entwicklung erlebte die Forschung auf diesem Gebiet durch die Forderung nach
Leichtbau fiir die Luftschiffe und Flugzeuge. Besonders das Ungliick des LZ 4
(5.8.1906 bei Echterdingen) und der Motorschaden an den zwei Maybach-Motoren
des LZ 6 (1910) haben die Entwicklung vorangetrieben. Auf dem Gebiet der parame-
tererregten Schwingungen im Rahmen der Maschinendynamik kann die Behandlung
der Triebwerksschwingungen an einer Elektrolokomotive durch E. ME1ssNER (1918)
als eine der ersten Arbeiten angesehen werden. Eine zusammenfassende Darstellung
der Kolbenmaschinendynamik vor dem ,,Computerzeitalter enthélt die ,, Technische
Dynamik® von Biezeno und GRAMMEL [1].

Auch heute steht die Kolbenmaschine noch im Vordergrund, wobei es jedoch
darauf ankommt, nicht nur den Motor, sondern die ganze Antriebsanlage zu un-
tersuchen. Dadurch entstehen Berechnungsmodelle mit einer groflen Anzahl von
Freiheitsgraden. In zunehmendem Maf3e werden aber Torsionsschwingungen auch
in Antriebsanlagen anderer Maschinenarten interessant. So ist beispielsweise durch
die steigenden Anspriiche an die Druckqualitit die dynamische Berechnung einer
Druckmaschine heute unumginglich. Die steigenden Forderungen an die Produk-
tivitdt zwingen zu einer moglichst genauen Erfassung der Dynamik von Antriebs-
systemen an vielen Verarbeitungsmaschinen. Man kann allgemein feststellen, dass
Torsionsschwingungen in fast allen Maschinengruppen, bei denen eine rotierende
Bewegung auftritt, beachtet werden miissen. Thre mathematische Behandlung ist
unabhingig davon, ob es sich z. B. um Werkzeugmaschinen, Zementmiihlen, Schiffs-
antriebe oder Motorradmotoren handelt.

In diesem Abschnitt wird speziell auf die Torsionsschwingungen in Antriebssys-
temen eingegangen, sodass nur Schwingerketten behandelt werden, die sich auf ein
schwingungsfihiges Torsionsmodell reduzieren lassen. Tabelle 4.1 zeigt verschiedene
Grundformen ungefesselter Torsionsmodelle.

Die zunichst wesentlichste Frage, die vor der dynamischen Untersuchung einer
Maschine beantwortet werden muss, betrifft die Zuordnung des Problems in die
Modellstufen Starre Maschine oder Schwingungssystem, vgl. Kapitel 1. Dazu benotigt
man die Eigenfrequenzen, die mit den Erregerfrequenzen verglichen werden. Da
Maschinen im Wesentlichen schwach geddmpft sind, lassen sich die Eigenfrequenzen
unter Vernachlidssigung der Dampfung berechnen. Bei der Berechnung erhilt man
gleichzeitig die Eigenschwingformen, aus denen wichtige Schliisse auf die Beeinflus-
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sung der Eigenfrequenzen gezogen werden konnen. Auch fiir eine Abschitzung der
erzwungenen Schwingungen und des Verhaltens eines Systems unter vorgegebenen
Anfangsbedingungen, was beispielsweise bei Kupplungsvorgangen auftritt, verwen-
det man die Figenschwingformen.

Das einfachste Berechnungsmodell fiir dynamische Belastungen von Antriebssys-
temen ist das Modell der starren Maschine (Starrkorpersystem), welches kinetosta-
tische Beanspruchungen liefert. Es gilt fiir ,,langsame® Belastungen — vgl. (1.1) oder
(1.2) — und bildet gewissermaf3en eine Zwischenstufe zur statischen Berechnung der
Schnittreaktionen. Die Torsionsmomente ergeben sich dabei (ohne Schwingungen)
als zeitlich verdnderlich, und sie sind lings des Antriebsstranges von der Verteilung
der Massentragheit abhingig.

Die kinetostatischen Momente, die aus dem Modell des Starrkorpersystems
folgen, liefern Mittelwerte fiir die dynamische Beanspruchung. Sie iiberlagern
sich mit den Momenten infolge der Schwingungen des elastischen Systems (den
»Vibrationsmomenten®), die bedeutend grofler sein kénnen, vgl. z. B. (4.41) und
(4.42).

Tabelle 4.1 Grundformen ungefesselter Torsionsmodelle

Glatter Wellenstrang. Dieses Modell gilt z. B. fiir
—H—l]— einen Kolben-Reihenmotor ohne Beriicksichti-
gung von Nebentrieben.

- T Wellenstrang mit Ubersetzungen. Dieses Modell
gilt immer, wenn keine Leistungsverzweigung
) auftritt.

Verzweigter Antrieb. Dieses Modell gilt, solange
1 beliebig viele Leistungsverzweigungen auftreten,
4|] ohne dass die Zweige wieder zusammentreffen.

| m— |

L Beispiele sind hierfiir ein Fahrzeugantrieb mit

|]—: Lastverteilungsgetriebe fiir Vorder— und Hinter-
| || || antrieb, bzw. ein Schiffsantrieb mit mehreren

Antriebswellen.

Vermaschter Antrieb. Dieses Modell gilt, wenn
] nach einer Verzweigung wieder eine Zusammen-
—"—[| fassung auf einen Wellenstrang erfolgt. Dafiir
1 findet man Beispiele im Druckmaschinenbau,
an Verspannungsgetrieben zur Zahnradpriifung
und bei Lastausgleichsgetrieben.

[——]

==

Zunichst wird ein an der Stelle x = 0 durch ein Antriebsmoment M,, bewegter
Stab betrachtet, vgl. Bild 4.1a. Es beschleunigt den Torsionsstab mit
M (1)

T, , (4.1)

o) =
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wobei das Trigheitsmoment J, = oLI,, ist. Der Stab wird infolgedessen in wechseln-
der Richtung tordiert, und in seinem Inneren entsteht infolge der Massentrigheit an
der Stelle x das kinetostatische Torsionsmoment

X

M(x 1) = o(L — 0)L,p(t) = (1 - %) o) = (1 L

) M, (0). (42)

a) L
L—x
X
Aﬁ‘",(z‘ ol , = konst.
—r—
b) ¢

Bild 4.1 Zu kineto-

statischen Momenten

a) Torsionsstab,

b) Momentenverlauf
im Torsionsstab,

¢) Getriebestufe

Diesen Momentenverlauf zeigt Bild 4.1b. Die Drehtrigheit der Drehmasse hinter der
»Schnittstelle x belastet gewissermaflen den Stab durch das kinetostatische Mo-
ment. Teilt man den Torsionsstab an der Stelle x, wobei links das Tragheitsmoment
= ]px/ L betrdgt und der rechte Teil das Trigheitsmoment J, = J,(1 —x /L) hat, so
ist an der Schnittstelle das Torsionsmoment

T 2 Man ( t)
i+l
Zur Erldauterung der kinetostatischen Momente wird als weiteres Beispiel das Zahn-

radgetriebe in Bild 4.1c betrachtet. Das Antriebsmoment bewirkt eine Winkelbe-
schleunigung, die mithilfe des aus (2.211) folgenden reduzierten Trigheitsmomentes

M(xt) = L = (4.3)

2
Jed =N+ T+ Us + 1) (Z) (4.4)

berechnet werden kann, vgl. (2.225). Es gilt damit fiir die Winkelbeschleunigungen

M, r rn\ M,
pr=p=7" ha=s= <72) b = (—2> = (4.5)
3

b .
], red r3 ], red
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Fiir die Torsionsmomente innerhalb des Zahnradgetriebes ergeben sich in den bei-
den Wellenstrangen unterschiedliche Werte, die man bei Anwendung des Schnitt-
prinzips sofort findet:

2 2
My,
My = Ured —J)O1 =L+ (3 +]4)<r2> ] o1=\h+Us+Js) (7’2) ‘|
"3 r3 ]red
My,
Msy = J4p4 =4 (:—2) T (4.6)

Die Tangentialkraft F in der Verzahnung ergibt sich, je nach dem, ob man nach dem
Schnitt an dieser Stelle die linke oder rechte Seite betrachtet, zu:

_ (Jred =1 = )1 _ s+ J4) @4

) r3

F

(4.7)

Man moge sich davon tiberzeugen, dass beide Ergebnisse identisch sind.

In Tabelle 4.2 sind Beispiele fiir die Reduktion von Schwingerketten auf ein
unverzweigtes Standardmodell mit Formeln zur Berechnung der freien Schwingun-
gen angegeben. Diese Beispiele konnten folgenden Systemen zugeordnet werden: a)
Elastisch gekoppelte Fahrzeuge, b)) Hammerfundament, ¢) Aufzug mit Gegenmasse,
d) Antriebssystem mit Ubersetzung, ) Kran mit pendelnder Last, f) Drehkran mit
pendelnder Last. Bei e) und f) ist diese Reduktion nur mit der Annahme kleiner
Pendelwinkel moglich.

Tabelle 4.2 Beispiele fiir die Reduktion von Schwingerketten

c) Jr d) Is e)g; th

b)
3) by | ™0 T |8 ey’ % c M
(i I - Wm 4
Uy -
J20n {92 | mp -ﬁz " m3”3 L%JOTG %
m

J3 *‘PS 7 ¢ I ML
?1 x1 x1 ?4 XM oM
2 ) re ®s XK ip; i = rx/mm
?3 0 X3 (r6/15) 07 xx +la |ilox + a(l/R)]
N1 my my Ja mg M
I 1, Jr/1* Js + Jo(rs/16)” my, J/ i
I3 1/J3=0 3 J7(rs/r6)” my, myR? /i*
°T1 3! 3! CT4 ¢ ‘T
2 0 2 cre(rs/r6)” myg/! mgR® [1i*

Die Bewegungsgleichungen des Torsionsschwingers in Tabelle 4.2, Fall a lauten
Jié1 +eni(o1 — ¢2) =0 (4.8)
L2 —eri(@1 — @2) + cra(@2 — 93) = 0 (4.9)
J393 —cna(p2 — 93) =0 (4.10)
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Fiir die Systeme b) bis f) in Tabelle 4.2 haben die Bewegungsgleichungen ganz
genau dieselbe Struktur, nur die Koordinaten und Parameter haben jeweils die
Bezeichnungen, die in Tabelle 4.2 angegeben sind. Die folgenden Formeln fiir die
Eigenfrequenzen und Eigenformen gelten fiir alle diese sechs Systeme:

Bezugskreisfrequenz:
o2 o frten L (4.11)
Ji L I3
Eigenkreisfrequenzen, vgl. auch Tabelle 4.4, Fall 1:
X “ 4cry0
ol =0; 0l =~ |o?F w4—ﬂ(m+l> . (4.12)
’ 2 i) JE
Die Eigenformen kénnen auf verschiedene Weise normiert werden, u. a. mit
L 1 L (4.13)
V= ———55  wi=1 U= ——— :
l 1 — Jio? l l 1— Js0?
cT1 T2
oder
0}
1 - 250 ho?
vy = —CTZZ; vy =1— 2Ly v = 1. (4.14)
1 — J1 0; ‘T2
cT1

Schwingerketten kann man als so genannte Bildwelle darstellen. Eine Bildwelle ist ein
mechanisch dhnliches Schwingungssystem, bei welchem alle Parameter als Trigheits-
momente und Torsionsfederkonstanten auf dieselbe Achse bezogen (wie in Tabelle
4.2) und maf3stiblich aufgezeichnet werden. Die Tragheitsmomente sind dann dem
Radius und die Nachgiebigkeit der Torsionsfedern (also der Kehrwert der Torsi-
onssteifigkeit) den Lingen /..y der Abschnitte zwischen den Scheiben proportional,
vgl. Abschnitt 1.3 und Tabelle 1.5. Die Reduktion erfolgt unter der Bedingung, dass
kinetische und potenzielle Energie des urspriinglichen Systems und der Bildwelle
iibereinstimmen.

Die Darstellung einer Schwingerkette als Bildwelle wird gern benutzt, um die
Steifigkeit- und Massenverteilung zu illustrieren. Diese anschauliche (frither oft
benutzte) Methode hat an Bedeutung verloren, sodass sie hier nicht mehr ausfiihrlich
beschrieben wird. Ein kleines Beispiel soll trotzdem dargestellt werden. Bild 4.2a
zeigt das Berechnungsmodell eines zweistufigen Zahnradgetriebes und Bild 4.2b die
zugehorige Bildwelle. Gegeben sind die Parameterwerte

. 8] 1 . I3 1 . 1 13 1
_n__-. =B =(2)(2) == 4.15
e ) 2 b rnoo 3 " <72) (M) 6 ( )

=2 =] Jo=3L Js=2; Ju=3 J=12] (4.16)

/ "
o = 3crs cry = C13 2 = CT. (4.17)
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Man kann zeigen, dass diese beiden Systeme dynamisch dquivalent sind, wenn man
folgende Transformationen vornimmt (die Winkel werden linear und die Torsions-
federkonstanten und Trigheitsmomente mit den Quadraten der Ubersetzungsver-
hiltnisse umgerechnet):

P1r = @15 P = P25 P3r = (Pa/ila (4.18)
T . T 2 2 7] T 2 ]
L=h=2 L=l +i,Un+hs)+izh= 3 I =135 = 3 (4.19)
chcl 3 1 or
Gy=cn =0T —Zpn —; & =i = — ~ . (4.20)
" C"lfl + C”i",l 4 llred 2 13 36 ered

Durch die maf3stibliche Darstellung wird offensichtlich, dass die erste Welle wesent-
lich steifer als die zweite ist. Fiir eine Uberschlagsrechnung kann man das Getriebe
also so behandeln, als ob die beiden linken Scheiben starr miteinander verbunden
sind und es sich im unteren Frequenzbereich wie ein Zweimassensystem verhalt.

(pgr r
3

Bild 4.2 Beispiel fiir eine Bildwelle
a) Urspriingliches Modell des Zahnradgetriebes, b) Bildwelle

4.2
Freie Schwingungen der Torsionsschwinger

4.2.1
Modelle mit zwei Freiheitsgraden

4.2.1.1
Lineare Torsionsschwinger mit zwei Freiheitsgraden

Bei Torsionsschwingern unterscheidet man gefesselte und freie Schwinger. Gefesselte
Schwinger werden verwendet, wenn entweder mindestens eine Feder fest einge-
spannt ist, also keine freie Drehung des Starrkorpersystems auftreten kann, oder
mindestens eine Feder an einer mit bekannter Bewegung rotierenden Drehmasse
anschlief$t. Torsionsschwinger mit Winkelerregung gelten somit (analog zur Weg-
erregung der Lingsschwinger) als gefesselte Modelle, vgl. Abschnitt 4.3.2.3. Aus
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einem freien Modell wird ein gefesseltes Modell, wenn eine Scheibe festgehalten
(eingespannt) wird, wie beim Bremsen, vgl. Bild 4.3.

gefesselt: frei:
a) Jy J3 Ji Iy
2 CT1 ‘T2 Crp = Cr ]
—_— —_— —_—
| P3 P1 P2
—_—r
P2

b)

s T R Tl N 0

C) 4 V3, =1 Uy =1
% G Y

Bild 4.3 Torsionsschwinger mit zwei Freiheitsgraden
a) Systemskizze, b) erste Eigenform, c) zweite Eigenform

Die Bewegungsgleichungen fiir das gefesselte Modell lauten, vgl. (4.9) und (4.10):

L2 + cra(@2 — @3) + cr192 =0
(421)

L¢3 — cra(@2 — @3) =0

Man kann (4.21) mit der Bewegungsgleichung (3.83) des Hammerfundaments ver-
gleichen. Da sie denselben Aufbau haben, kann man die in Kapitel 3 gewonnenen
Ergebnisse tibertragen. Fiir die Losung ergibt sich also gemifd (3.94):

2
o(t) = 2 vii(a; cos w;t + b; sin w;t), k=23 (4.22)
i=1
mit den Amplitudenverhiltnissen vy; der Eigenformen aus (4.13) oder (4.14) und
den Eigenkreisfrequenzen ;. Die Unbekannten a; und b; konnen mithilfe der
Anfangsbedingungen bestimmt werden, vgl. z. B. Losung L4.2 oder 14.3.
Die Bewegungsgleichungen fur das freie Modell sind ein Sonderfall von (4.8) und
(4.9) und lauten

Jip1 4+ cr(pr — @2) =0

(4.23)

L¢2 —er(pr — ¢2) =0
Mit den Ansitzen ¢, = vy - sin ot folgt (fiir k = 1, 2) nach dem Einsetzen:

(er — iw?) v — ;T vy =0 (4.24)

—cr V1 + (CT —hw ) v, = 0.
Als Losung ergibt sich aus jeder Gleichung das Amplitudenverhiltnis
72
v _a-ho o (4.25)

vy cr cr — Lw?
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und aus den beiden rechten Briichen folgt die Frequenzgleichung

(er = 110?) (er — ho®) — it = @* [1ho® —er (i + Jo)] = 0. (4.26)
Sie hat die Wurzeln
o1 =0 @lmel2_ T (4.27)

=cCr = + —.
: I h Lk
Hier wird nicht nur aus formalen, sondern auch aus physikalischen Griinden w; =
0 als erste Eigenkreisfrequenz mitgezihlt. Damit lautet die Losung von (4.23) im
Gegensatz zu (4.22)

01 = v11 (@ + @ot) + v12(ay cos @yt + by sin w,t)

. 4.28
0y = vy (@o + wot) + vpa(ay cos wart + by sin w;t). ( )

Darin sind ¢y, @y, a, und b, Konstanten, die aus Anfangsbedingungen bestimmt
werden kénnen. Die Amplitudenverhiltnisse folgen aus (4.25), wenn dort @; und
o, aus (4.27) eingesetzt werden und die Normierung v; = v;; = 1 benutzt wird:

2 2
v v @ ()
<—2> = ﬂ = U1 = 1— 1]1 = 1; Uy = 1— i = —]—1 (429)
U1/ V11 cT ‘T ]2

Die erste Eigenform ist, wie aus Bild 4.3b folgt, die Starrkorperdrehung, deren
»Schwingungsdauer” Ty = 2rn/w; — oo betrigt. Die zweite Eigenform hat einen
Schwingungsknoten, dessen Lage vom Gréf8enverhiltnis J; /], abhingt.

Bei Torsionsschwingern werden zur Veranschaulichung die Winkelausschlage als
Strecke senkrecht zur Drehachse an der jeweiligen Drehmasse angetragen, vgl. die
Bilder 4.3, 4.7, 4.9, 4.14, 4.20 u. a.

Bei allen frei beweglichen Systemen ist wihrend der Bewegung die erste Eigenfre-
quenz gleich Null, vgl. auch (4.82) und (4.98). Deshalb tritt der bemerkenswerte Fall
ein, dass ein Maschinenantrieb nach dem Bremsen in Messergebnissen eine tiefere
Grundfrequenz zeigt als wihrend des vorangegangenen Bewegungszustandes.

4.2.1.2
Antriebssystem mit Spiel

Infolge des Spiels (z.B. in Kupplungen oder Zahnradgetrieben) treten innerhalb
der Antriebssysteme bei Anfahr- und Bremsvorgingen Sto{3e auf. Die dadurch ent-
stehenden dynamischen Krifte, die vor allem bei wechselnder Drehrichtung eines
Antriebs auftreten (z. B. bei der Umkehr der Antriebsrichtung des Drehwerks eines
Krans oder des Antriebs eines Baggerloffels) sind oft wesentlich grofer als die
kinetostatischen Belastungen. Uberlastungen und Schadensfille kénnen entstehen,
wenn der Konstrukteur den Einfluss des Getriebespiels nicht in die Berechnungen
einbezieht.

Die Grofle des Drehspiels ¢s eines Getriebes kann man oft bereits bei Hin- und
Her- Bewegungen des Antriebs spiiren, und es ist keine Seltenheit, dass das redu-
zierte Spiel bei Antrieben mit groen Ubersetzungsverhiltnissen an der Motorwelle
Dutzende von Grad betrigt. Die Erfahrung lehrt, dass sich das Spiel mit lingerer
Betriebsdauer eines Antriebs vergroflert, weil der Verschleifl (z. B. der Zahnrader
oder Kupplungen) im Laufe der Zeit zunimmt. Besonders gefihrlich wird es, wenn
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es zum Lockern der Pressverbindungen kommt. Insbesondere die Bauteile auf der
langsam laufenden Welle eines Antriebs sollten auf die extremen Stof3belastungen
nachgerechnet werden, da sich das Spiel dort am starksten auswirkt.

Die hohen dynamischen Belastungen gegeniiber dem spielfreien Antrieb entste-
hen dadurch, dass die angetriebene Drehmasse wiahrend des Spieldurchlaufs schnell
eine hohe Drehgeschwindigkeit erreicht und damit auf die Gegenseite aufprallt.
Das Minimalmodell zur Berechnung des Spieleinflusses zeigt Bild 4.4. Dort ist
neben dem Modell des Torsionsschwingers der Lingsschwinger abgebildet, dessen
Bewegungsgleichungen wegen der bereits in Tabelle 4.2 gezeigten Analogie damit
iibereinstimmen. Die beiden Etappen des Spieldurchlaufs lassen sich dabei besser
veranschaulichen (dem Lingsspiel § entspricht das Drehspiel ¢s).

a) p ) s Js
Anfangs- L ! I:r‘ps CTD
zustand b
P P2 )
X X2
1. Etappe M s
P ’ Cr|Pr=P27 "
X X2 —pg/2
2. Btappe o P52 1=y =Ap
/ ’ CT(‘Pl“Pf"?) SAx=x—x,
X X2

Bild 4.4 Minimalmodell eines Antriebs mit Getriebespiel
a) Systemskizze mit Parametern, b) Kennlinie mit Spiel

Es wird der extreme Fall angenommen, dass das Antriebsmoment zu Beginn sofort
auf den Wert M springt. Fiir den spielfreien Antrieb wird in 4.3.3.1 eine Folge von
mehreren Momentenspriingen untersucht. Die Bewegungsgleichungen lauten

]1 ¢1 +M= Man - MlO (430)
L@ — M = 0. (4.31)

Das Torsionsmoment M entsteht in der Torsionsfeder und betrigt unter Beriicksich-
tigung des Spiels

cr(@r — @2 + @s/2)  fur o1 — 9 S —s/2
M=40 fir —@s/2= @1 — @2 < +os/2
cr(Qr — @2 — @s/2)  fiir 01— 02 @s)2
1
= ECT [qu — % sign(A(o)} [1 + sign(\A(o| - %)} . (4.32)

Dividiert man (4.30) durch J; und (4.31) durch J,, so kann man aus der Differenz der
Winkelbeschleunigungen und nach der Multiplikation mit ¢r unter Beachtung von
(4.32) folgende Differenzialgleichung fiir das Torsionsmoment im Winkelbereich
|1 — @2| 2 @s/2 gewinnen:
crMig

M+ o’M =
Ti

(4.33)
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Aus (4.27) ist das Quadrat der Eigenkreisfrequenz bekannt. Wahrend der ersten
Etappe wird der Motor (J;) durch das konstante Antriebsmoment M, beschleunigt,
sodass das gesamte Spiel durchlaufen wird, vgl. Bild 4.4. Die Drehmasse ], bleibt
withrend dieser Etappe (0 < ¢ < #;) in Ruhe, es gilt ¢, = 0. Die Anfangsbedingungen
sind

t=0 O =-2 a0=o0 (4.34)
Sie driicken aus, dass aus einer vorangegangenen Bewegung die linke Masse (Dreh-
masse) am linken Anschlag ruht (wenn man in der Mitte des Spiels beginnen wiirde,
wiren andere Anfangsbedingungen zu formulieren). Wéhrend dieser Etappe ist
gemif (4.32) M = 0, und es folgt aus der Losung der Differenzialgleichung (4.30):

M , ) My
—t7, (t) = —t; 0t <. (4.35)
27, & 7 =r=n

Die erste Etappe ist zur Zeit t; zu Ende, wenn die Drehmasse das Spiel ¢s durchlaufen
hat. Es gilt

o) =2+

os My , ¢s , Mo Miops
(h)=—"+—1t == () =—t =4/2——
o1t 2 "o T et = 7 (4.36)

(pZ(tl) =0; ¢2(t1) =0.

Aus der ersten Gleichung folgt die Durchlaufzeit

b= 2098, (4.37)
My

Die Endbedingungen der ersten Etappe sind gleichzeitig die Anfangsbedingungen
der zweiten Etappe (t; < t < ). Die beiden Massen (Drehmassen) sind jetzt durch
die Feder verbunden. Aus (4.30) bis (4.32) folgt fiir den Winkelbereich ¢; — ¢, =

ps/2:
) S
Ji¢y +cr ((01 - — %) = Mo
(4.38)

L@y —cr ((Pl —(02—%) =0.

Hier soll nicht der Zeitverlauf der Winkel, sondern der des Torsionsmomentes
berechnet werden. Mit den sich aus (4.36) ergebenden Anfangsbedingungen fiir das
Moment:

F—t: M(t) =0, .mm:qmmwmmmzqwﬁ%ﬁ (4.39)

folgt als Losung von (4.33) der Verlauf des Momentes in der Welle wihrend dieser
Etappe:

M(t) = M10]1{|2-]2 [l —cosw(t—1t) + 4 /2% sin w(t—tl)] . (4.40)
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Man erkennt daraus, dass neben dem Spiel das Verhiltnis der Trigheitsmomente von
groflem Einfluss auf die Wellenbelastung ist. Wie man sehen kann, tiberlagert sich
dem Mittelwert des kinetostatischen Moments aus (4.3) die ,,Vibrationsbelastung®
mit der Eigenschwingung. Das Maximalmoment ergibt sich aus (4.40):

M
Mo 10)2 <1+\/1+2]1+]2 _ CT("S)

B L+ 53 My
(4.41)
M 2], w?
_ 10)2 L)1+ Jiw
Ji+ 1 My

Daraus folgt, dass der Einfluss des Spiels auf die Hohe der dynamischen Belastung
umso kleiner ist, je kleiner die Eigenfrequenz des elastischen Systems ist. In ,har-
ten“ Kupplungen treten deshalb stirkere dynamische Beanspruchungen auf als in
»weichen®. Driickt man dieses maximale Moment mit der Winkelgeschwindigkeit
¢1(t) = 2 aus, indem man @s in (4.41) mittels (4.36) ersetzt, so erhilt es die Form

Mo — D <1+\/1+]1+]2.CT]192>' (102)

Moo 22
Y Jp) M3,

Das maximale Moment im Belastungsfall ,,Kupplungsstof3®, das sich fir My = 0
daraus durch einen Grenziibergang ergibt, ist

Nbher Qo)) _ crs2
L+ 1 5i+1 o

Die Formeln (4.41) bis (4.43) sind fiir die Berechnung der Maximalmomente geeig-
net. Man kann sie auch auf modale Schwinger anwenden, vgl. Abschnitt 6.3.3.

Mpax = 2 (443)

Jld, =02
T 10 0,5
8 1
14 T3 My 6 ;
JaM 4
2
bezogenes Bild 4.5
M t 0 T T T T T T T T T 1 1 3
omen 1 2 . 5 10 Maximales Moment
relatives Spiel crps/M;y — infolge Spiel im Antrieb

Bild 4.5 zeigt die Auswertung von (4.41), d.h. die Abhingigkeit des maximalen
Momentes vom Spiel. Auf der Ordinate ist das Verhiltnis zum kinetostatischen
Moment aufgetragen. Schon im spielfreien Fall ist es gleich 2, aber mit Spiel im
Antrieb kann es weit groflere Werte erreichen, wie die Kurven zeigen.

Man nimmt manchmal félschlicherweise an, dass dynamische Belastungen nur
den doppelten Wert der kinetostatischen erreichen. Bild 4.5 zeigt, dass dies ein
Irrtum ist. Eine solche Unterschitzung kann zu falschen Lastannahmen, zu uner-
warteten Uberlastungen und damit zu betrichtlichen Schiden fiithren. Besonders
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grofle Krifte entstehen in Antrieben, bei denen das Verhiltnis J;/J, < 1 ist. Dies
trifft oft fiir Antriebe zu, die kein grofles statisches Moment zu tibertragen haben,
z. B. fiir Drehwerkantriebe von Kranen oder Baggern. Fiir Antriebe, die im Verhiltnis
zu dynamischen Kriften grofle statische Krifte zu iibertragen haben, ist meist das
Verhiltnis J; /], > 1, sodass der Spieleinfluss auf die Belastungen im Antrieb nicht
so riesig ist.

4.2.2
Torsionsschwingerkette mit mehreren Freiheitsgraden

Die Torsionsschwinger sind ein Sonderfall der allgemeinen linearen Schwinger, so-
dass zum besseren Verstindnis die Ausfithrungen in Kapitel 6 zu beachten sind. Hier
soll lediglich gezeigt werden, welche Besonderheiten diese Torsionsschwingerketten
haben. Bild 4.6a zeigt eine Torsionsschwingerkette mit n Freiheitsgraden, deren
Eigenschwingungsverhalten interessiert. Die Parameter der Drehmassen (J;) und
Drehfedern (cry) sind fiir das dynamische Verhalten verantwortlich. Die Erreger-
momente M (t) sind mit eingetragen.

M, M, M; M, M,
Py P2 P3 Pk Pn

—— — —— — —

) LS TR = ) CTk—1 CTk CTp—1 CTn 7

Ji Jy J3 Ji I

a) M,

——
—— -—.—
Ot (P — ) Cri(Pr = Piyr)
Bild 4.6 Torsionsschwinger

b - a) Schwingerkette mit n Drehmassen,

) Jpy b) frei geschnittene k-te Drehmasse

Das Momentengleichgewicht an der k-ten Scheibe wird stellvertretend fiir alle Dreh-
massen (k= 1,2, ..., n) formuliert. Es lautet gemaf Bild 4.6b:

TG — cri—1 (@k—1 — @) + ek (0 — or1) = Mi(t), k=1,2,...,n

4.44
®o = ¢nt1 =0. ( )

Es stellt n Bewegungsgleichungen der Torsionsschwingerkette dar. Es ist crg =
¢ty = 0, wenn An- und Abtrieb frei beweglich (nicht festgehalten) sind. Man kann
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alle diese Gleichungen tibersichtlich in Matrizenschreibweise angeben (Index ,,T* bei
o weggelassen), vgl. die Sonderfille (4.21), (4.23) und die letzte Zeile von (4.45).

Ji00--- 0 O [ cpt+cp —c 0o .- 0 0 »1 0
0L0---0 0 (%) —c1 q+c —c¢ - 0 0 [ 0
0 0]3 00 ¢3 0 —c) ¢+tc3-- 0 0 [0F] 0
000---J,4 0 Pn 0 0 0 - epatep1 —Cnm Pl 0
000--- 0 J, P 0 0 0 - —cpq Cp1ten On 0
(4.45)
Auf diese Weise sind der Koordinatenvektor @7 = [@1, @, ..., @k ..., @,], deralle

Schwingwinkel erfasst, die Massenmatrix M und die Steifigkeitsmatrix C definiert.
Man kann zeigen, dass alle Eigenkreisfrequenzen aus der charakteristischen Glei-
chung, der so genannten Frequenzgleichung

det (C — 0’M) = 0. (4.46)

folgen, vgl. Kapitel 6. Die Matrizengleichung (4.45) kann gemifd der in 6.3.2 be-
schriebenen modalen Transformation in ein System von # Gleichungen fiir Einfach-
schwinger der Form

uipi + vipi = 0, i=L2..,n (4.47)

iiberfithrt werden, vgl. (6.112) bis (6.116). Dabei sind die p; so genannte modale
Koordinaten oder Hauptkoordinaten. Sie sind mit den urspriinglichen Drehwinkeln
durch die Transformation

oc(t) = X vapi(t) = v pr(t) + viepa(t) + .. + Vg pu(t) (4.48)
i=1
verbunden, vgl. die Sonderfille (4.22) und (4.28). Eine Grof3e vy; ist die normierte
Amplitude der k-ten Scheibe bei der i-ten Eigenschwingung. Die Gesamtheit der vy;
beschreibt die i-te Eigenform, wie bereits aus Bild 4.3 fiir Spezialfille bekannt ist, vgl.
auch Bild 4.7.

In Abschnitt 6.3.2 wird der allgemeine Zusammenhang beschrieben, der zwi-
schen den Matrizen M und C sowie den Groflen vy, u;, 7; und w; besteht. Die
modalen Massen y; fiir die Torsionsschwingerkette gemif Bild 4.6 ergeben sich aus
(6.112) zu

n n
ui = Ejkv]%i = Z]k;uik’ 1= 1, 2, A () (449)
k=1 k=1

vgl. auch (6.190). Eine modale Masse u; charakterisiert die kinetische Energie der
i-ten Eigenform, denn es ist

2Wiin = Z Jigi® = Zﬂipf, (4.50)
k=1 i=1
weil fiir i £ [ als Sonderfall von (6.103)
Y Jxviivig = 0 (4.51)

k=1
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gilt. In der Summe fiir y; haben diejenigen Drehmassen J; die grofiten Sensitivitéts-
Koeffizienten y;, die mit den grofiten Amplituden schwingen (in der Nihe des
Schwingungsbauches), wiahrend diejenigen aus der Umgebung des Schwingungskno-
tens nur kleine Summanden ;; ergeben.

Bei der beiderseits freien Torsionsschwingerkette ist w; = 0, und alle ,Ampli-
tuden® vy, sind gleich grof3, weil dieser ersten ,,Eigenform® die Starrkérperdrehung
entspricht. Wird mit vg; = 1 normiert, dann ergibt sich

m=Y v =2k P=h+h+...4+ (4.52)
k=1 k=1

d. h., die erste modale Masse ist dann gleich dem gesamten Trigheitsmoment. Die
modalen Federkonstanten ;, die in (4.47) vorkommen, betragen bei der Torsions-
schwingerkette gemif (6.112)

n—1
Vi = Z Ck (Uki - Uk+1,i)2 = z Ck Yik- (4.53)
k=1

Die Sensitivitits-Koeffizienten y;;. sind dimensionslose Faktoren, die man ebenso wie
die uj zur Berechnung des Einflusses von Parameteranderungen auf Eigenfrequen-
zen benutzen kann, vgl. (6.189). Sie folgen aus (4.49) und (4.53):

Wik = Vs Yie = (Vg — Vg, ) (4.54)

Thre absolute Grof3e ist von einer Normierungsbedingung abhiangig und i. Allg. nicht
mit Starrkorperkenngréflen zu vergleichen.

Tabelle 4.3 Eigenfrequenzen und Eigenformen fiir homogene Torsionsschwingerketten
(Ordnung der Eigenfrequenzi = 1,2, ..., n; Nr. der Drehmasse k = 1,2, ..., n; Anzahl
der Drehmassen )

Fall | Torsionsschwinger Eigenkreisfrequenzen | Eigenformen
mit # gleichen Scheiben w; =2nf; Vki
k=1 2 n i ki
1 - ) 2,/ ZL sin = sin —% (1)
Ct Cr :|= =|: Cr J 2(n+1) n-+1
J J J
k=1 2 n 2i—1 k(2i —1
2 - ‘ 2, [ 2 Um | g KRz D)
Ct Cr :|= Cr J 22n+1) 2n+1
J J J
k=1 2 n—1 n cr . (i—Dr 2k—1)(Gi—Dr
3 = X . 24/ —sin 0§ ————————
cr [er er[] er ] 2n 2n
J J J J
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Um einen anschaulichen Eindruck von der Verteilung der kinetischen und po-
tenziellen Energie bei der i-ten Eigenschwingung zu gewinnen, ist es zweckmaflig,
die Produkte z;J; und y;crr mafSstiablich darzustellen. Daraus ldsst sich noch besser
als aus der Eigenform ablesen, durch welche Parameter (Masse, Steifigkeit) die
betreffende Eigenfrequenz am leichtesten beeinflussbar ist, vgl. Bild 4.14.

Tabelle 4.3 zeigt fur die homogene Torsionsschwingerkette, bei der alle Torsions-
federkonstanten und alle n Drehmassen gleich grofd sind, geschlossene Formeln fiir
alle Figenfrequenzen und Eigenformen bei den drei moglichen Lagerbedingungen an
den Wellenenden. Die Formeln in Tabelle 4.3 eignen sich zum Studium qualitativer
und quantitativer Zusammenhinge beim n-Massen-Torsionsschwinger.

a)
b}
0y 02846 cr/] v

t,=0,8318 Y/

A Vir Vg VZ

w=13097c,/]

4//'1%_\123 Vis  ~TIVsy vy
4 _

Y33

w,~1,6825 ¢,/
AV N V34 Vil
7 N v v,

w0, 1,9190Yc,/)

V5 ¥a5 AV
= 55V
} N/ N 5

Bild 4.7 Torsionsschwingerkette mit # = 5 Scheiben
a) Systemskizze, b) fiinf Eigenformen

Bild 4.7 zeigt als Beispiel einen Torsionsschwinger mit n = 5 Freiheitsgraden. Ge-
mifd (2) in Tabelle 4.3 gilt fiir die Eigenkreisfrequenzen und fiir die Eigenformen
i=1,...,5):

2i—1 k(2i —1
w; =2 o sin u; v = sin u (4.55)
J 22 11
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Die Anzahl der Schwingungsknoten nimmt hierbei mit der Ordnungszahl i zu. Man
sieht, dass hierbei der Knoten bei keiner Eigenform direkt an der Stelle einer Scheibe
oder am freien Ende der Schwingerkette liegt.

Der Geltungsbereich des durch Bild 4.6 und (4.45) beschriebenen Berechnungs-
modells fiir reale Objekte wird u. a. begrenzt durch die Annahmen,

e dass die Aufteilung in masselose elastische Drehfedern und starre massebehaftete
Scheiben eine zuldssige Vereinfachung des realen Kontinuums ist (wire verletzt
bei sehr breiten Scheiben)

e dass die stets vorhandene Dampfung keinen wesentlichen Einfluss auf die Eigen-
frequenzen und Eigenformen hat

e dass zeit- oder stellungsabhingige Anderungen der Drehmassen (z. B. Kurbel-
trieb-Einfluss) oder der Drehfedern (z.B. Zahn-Uberdeckungsgrad) beziiglich
der Berechnung des Eigenverhaltens vernachlassigbar sind.

4.2.3
Zur Bewertung von Eigenfrequenzen und Eigenformen

Im Gegensatz zu fritheren Zeiten, wo der Ingenieur die entsprechenden Berech-
nungsverfahren genauer kennen lernen musste, hat man heutzutage Software zur
Verfiigung, sodass der Ingenieur vor allem die Moglichkeiten der Modellbildung,
den Geltungsbereich des Berechnungsmodells und die Anwendungsgrenzen der
Software kennen und die Genauigkeit der Eingabedaten sowie die Interpretation der
Ergebnisse gewihrleisten muss.

Ist die Abbildung eines Realsystems auf ein Berechnungsmodell gefunden, wird
in den meisten Fillen die Berechnung der freien Schwingungen am Anfang stehen.
Sie liefert die Eigenfrequenzen und die zugehorigen Eigenschwingformen. Das dazu
erforderliche Berechnungsmodell besteht nur aus Massen und Federn, enthilt also
nicht die hiufig sehr schwer erfassbaren Werte fiir Dampfung und Erregung. Kennt
man die Figenfrequenzen, lassen sich mehrere Aussagen iiber das Modell machen.
Zunichst wird man die niedrigste Eigenfrequenz mit der hochsten interessierenden
Erregerfrequenz vergleichen. Liegt die niedrigste Eigenfrequenz weit tiber dieser, so
kann als starre Maschine (Starrkorpermechanismus) gerechnet werden. Liegen Ei-
genfrequenzen im Bereich der Erregerfrequenzen, so lassen sich Resonanzfrequenzen
angeben.

Liegen hohere Eigenfrequenzen des Modells weit iiber dem Feld der Erreger-
frequenzen, so enthilt das Berechnungsmodell unnétig viele Freiheitsgrade. An-
dererseits hat das Modell zu wenige Freiheitsgrade, wenn die hochste berechnete
Eigenfrequenz im Bereich der Erregerfrequenzen liegt. Bild 4.8 demonstriert die-
se verschiedenen Fille. Haufig werden die berechneten Eigenfrequenzen auch zur
Modelliiberpriifung verwendet, indem man am System gemessene Eigenfrequenzen
zum Vergleich benutzt. Da Modelle mit vielen Freiheitsgraden jedoch haufig direkt
benachbarte Eigenfrequenzen haben, ist der Vergleich nur unter Hinzuziehung der
Eigenformen sinnvoll, die jedoch oft messtechnisch nur schwer zu erfassen sind.

Sind die Eigenschwingungen durch Eigenfrequenzen und Eigenformen bekannt,
lassen sich die freien Schwingungen, d.h. die Bewegungen in jeder Koordinate in
Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen berechnen. Dies spielt vor allem bei
Stof- und Sprungvorgingen eine Rolle.
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G) femin femax f b . . .
Bild 4.8 Zur Bewertung im Frequenzbereich
0 i Freauenz a) Starre Maschine
b femn f_fna f o b) Modell mit zu vielen Freiheitsgraden,

o N Resonanzbereich mafigeblich
m ¢) Modell mit zu wenig Freiheitsgraden,
Anderung erforderlich
o) i _h 1 Erregerfrequenzbereich (f min < fe < femax);
2 Eigenfrequenzbereich (f; < f; < fu);
freqenz 3 Resonanzbereich
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Die Eigenformen verwendet man sowohl fir die schon erwihnte Einordnung der
Eigenfrequenzen als auch fiir die Parameterdiskussion und die Berechnung von
Resonanzausschlidgen. Zunichst ist festzustellen, dass jede Steifigkeitserhohung und
jede Massenverringerung die Eigenfrequenzen anheben. Die Wirksamkeit derartiger
Mafinahmen hingt jedoch wesentlich von der Schwingform ab, vgl. die Sensitivitts-
Koeffizienten in Bild 4.14 und Abschnitt 6.4.2.

So gilt: Steifigkeitsinderungen sind am wirkungsvollsten im Wellenstiick, in dem
die grofite Differenz der verhiltnismifligen Ausschlige auftritt. Massendnderungen
sind am wirkungsvollsten im Schwingungsbauch, d.h. an der Stelle des grofiten
relativen Ausschlages der Eigenschwingform. Massenidnderungen im Schwingungs-
knoten beeinflussen die zur diskutierten Eigenschwingform gehorige Eigenfrequenz
nicht.

Die Grundfrequenz (die tiefste von null verschiedene Eigenfrequenz) jedes
Schwingers ist das wichtigste Kennzeichen fiir sein dynamisches Verhalten. Haufig
besteht die Aufgabe, lediglich die Grundfrequenz zu bestimmen, und dazu ist es
vorteilhaft, vor der Analyse eines umfangreichen Berechnungsmodells, fiir das
man viele Eingabedaten braucht, die Grundfrequenz mit einem Minimalmodell
abzuschitzen [4].

Niherungsmethoden, die in der ,,computerlosen® Vergangenheit entwickelt wur-
den, haben fiir manche Zwecke noch eine gewisse Bedeutung, da sie erlauben, fiir
ein kompliziertes Torsionsschwingungssystem die Eigenfrequenzen in Abhingigkeit
von wenigen wesentlichen Parametern abzuschitzen. Der Grundgedanke ist, das
reale Objekt auf ein System mit bekannter Frequenzgleichung zu reduzieren, z. B. auf
Schwingerketten mit zwei oder drei Freiheitsgraden oder auf Kontinua vgl. Tabelle
4.2, (4.27), Tabelle 4.3 und Tabelle 4.4.

Fur ein Kontinuum, gekoppelt mit einem diskreten Schwinger, der sich mit der
Torsionsfederkonstante ¢y und dem Trigheitsmoment ] modellieren lidsst, ergeben
sich die in Tabelle 4.4, Fall 2 bis 4, angegebenen Frequenzgleichungen. Aus (4) in
Tabelle 4.4 ergibt sich mit c; = 0 und J = 0 fiir den Sonderfall des beiderseits freien
Kontinuums (r; = n, = 0):

Atan Al = 0; Ai=(G— 1w i=1,23,... (4.56)

Der Fall 5 in Tabelle 4.4 wurde friiher fir die ,homogene Maschine mit Zusatzmasse
gern verwendet, da er einer Mehrzylindermaschine mit angekoppeltem Schwungrad
entspricht und alle Frequenzen einfach zu berechnen gestattet. Man kann zur Verein-
fachung auch die einzelnen Scheiben des diskreten Torsionsschwingers ,,verschmie-
ren“ und damit zu einem Kontinuum-Modell modifizieren. Mit einem Programm
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Tabelle 4.4 Frequenzgleichungen fiir Torsionsschwinger

Fall Systemskizze Frequenzgleichung
] PRI v i v | )
1 I: o ¢y :| AT VP Tl
J (o T
J 3 T 12 -
1 _J2 +J1 5 J3(J1+J2+J3) 0 (1)
l
7 C.I,
2 m-myM - mmy Mank =0 (2)
Gly, pIp J
l
3 al (m, - m;\2) ton +7myA = 0 (3)
Gly, pIp J
L l
4 il m-mN - Manh =0 (4)
J GIr, pIp
n Scheiben
c wr= 2{er/ sn(1/2) (5)
5 T[] 1 [lcT al [lcT[l
N . _J_ ﬂ_ _
oo 3 7 sing cot(n ) Jg+(2CTo 1)(1+cos¢)-0 (6)
. . (
1:2&)—|:2L % ﬂ‘:CT— 1] TYQ_L (7)
m 2rl\plp GLy pIp!

zur Nullstellensuche findet man aus den Frequenzgleichungen fiir das Kontinuum
unbegrenzt viele dimensionslose Eigenwerte A und daraus die Eigenfrequenzen, von
denen meist nur die unteren von Interesse sind.

Ebenso wichtig wie die Eigenfrequenzen sind die zugehorigen Eigenformen.
Fir einfache Modelle kann man auch geschlossene Formeln angeben, vgl. (4.13),
Bild 4.3, (4.29), Tabelle 4.3, Bild 4.7 und Bild 4.14. Ihre Kenntnis ist wichtig zur
Bewertung von Parameteranderungen auf die Eigenfrequenzen und fiir die Analyse
der Anregbarkeit der erzwungenen Schwingungen.

Ein wichtiges Hilfsmittel sind dabei die Sensitivititskoeffizienten ;. und y, die
sich bei Torsionsschwingern relativ leicht berechnen lassen, vgl. (4.54). Sie werden
bei modernen Programmen explizit ausgegeben und geben dem Ingenieur wertvolle
Hinweise darauf, wie das Schwingungsverhalten beeinflusst werden kann, vgl. Bild
4.12.
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4.2.4
Beispiele

4.2.4.1

Vierzylindermotor

Bild 4.9 zeigt das Modell eines Kolbenmotors mit vier Zylindern, Riemenscheibe und
Schwungrad. Im Ausgangszustand lagen folgende Parameterwerte vor:

Ji

=4,611-
= 1,350 -
= 1,350 -
= 1,350 -
= 1,350 -
= 39,34 -

102 kg - m
102 kg - m
102 kg - m
102 kg - m
102 kg - m
1072 kg - m*;

>

>

>

>

[SINICSINE ST ST ST )

crp = 16,19 - 10* N -
e = 76,03 - 10* N -
cr3 = 61,61 - 10* N -
ct4 = 76,03 - 10* N -

m;
m;
m;
m;

crs = 110,85 - 10* N - my;

Vi = 1,000
Uy = 0,427
V3 = 0,290
Vg = 0,109
v5; = —0,041
Vg2 — —0,143

Bild 4.9 Berechnungsmodell
eines Kolbenmotors mit Eigenform
der Grundfrequenz (¢; = cry)

Dafiir wurde mit einem Eigenwertprogramm (f; = 0 Hz) die Grundfrequenz zu
f» = 226 Hz und die zugehorige Eigenschwingform mit den oben angegebenen
Werten vy, berechnet. Diese Eigenfrequenz soll beeinflusst werden.

a}

14 1%
! 13 ) ‘zz
A WS L dey
¥ = 11,1 :; 44 —_
-, 14) ] L4
2 14 16 = L5
2 0% 06 12 14 18418 20 22
0.9 " ﬁJ‘ ,__%ﬁ-', / 9’9 el L
08 L;‘ l;[ 08
o7 134 o7

Bild 4.10 Sensitivitit der Grundfrequenz zum Beispiel von Bild 4.9

a) Massenidnderung, b) Federanderung

Am wirkungsvollsten erscheint die Verinderung des Trigheitsmomentes der Rie-
menscheibe J;, die im Schwingungsbauch liegt. Eine Anderung von Js des in Kno-
tennihe liegenden Schwungrades ist demgegeniiber ohne Bedeutung. Bild 4.10a zeigt
die Einfliisse der Parameterinderungen AJ;, AJs auf die relative Eigenfrequenzin-
derung. Bild 4.10b zeigt die Einfliisse von Federinderungen. Die Differenzen der
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relativen Ausschlige tiber den einzelnen Federn betragen
cr1 . Uy — v = 0,537; 2 Uy — v3; = 0,136
o3 Uz — v = 0,182 CTa: Vg — Vs = 0,150 (4.57)
Ccrs : Usy; — Vg = 0,102

Die Wirkung einer Anderung von cr; wird daher bedeutend grofer sein als die von
crs oder cry (der Feder, in der der Schwingungsknoten liegt).

Es sei noch vermerkt, dass bei der Anderung eines Schwingungssystems viele
fertigungs- und maschinentechnische Belange berticksichtigt werden miissen, sodass
von daher die Moglichkeiten der Realisierung oft recht beschrinkt sind.

4.2.4.2
Torsionsschwingungen einer Druckmaschine

Das folgende Beispiel soll der Veranschaulichung der in Abschnitt 4.2.4 getroffenen
allgemeinen Aussagen dienen.

Antriebs- und Walzensysteme von Druckwerken stellen verzweigte Torsions-
schwinger dar. Da die Druckfarbeniibertragung sehr empfindlich auf Abweichungen
von der Sollbewegung der Zylinder reagiert, interessieren vor allem jene Eigen-
frequenzen der Maschine, deren Figenformen gegenphasige Relativdrehungen der
einander zugeordneten Zylinder aufweisen.

Fir das in Bild 4.11 dargestellte Berechnungsmodell des Druckwerkes einer
Offsetdruckmaschine sind die Figenfrequenzen und Eigenschwingformen zu be-
stimmen. Die Wellen werden als masselose Torsionsfedern modelliert, wihrend
die Zylinder als starre Korper angesehen werden, die miteinander keinen Kontakt
haben.

I, (Plattenzylnder) /JE
3 c r
A 7
s (Gummi-
2 — C _
i = T r
rlinder) Ni= : ez [ % Js (Schwungrad und
¥y = 7 \Mc-torltiufer)
™1 — r} C A3
N~ CTJ% ¥ r'/Tszz > P
PRI ' N e v =
/f 1 6 r
LT T 2 4
J5 (Druckzylinder) _f_ Ia—— --;04
@y “Td | o
U

Bild 4.11 Berechnungsmodell eines Druckmaschinenantriebs
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Folgende Parameterwerte sind gegeben:

i =h=J=265kg- m? Drehmassen von Platten-, Gummi- und
Druckzylinder

Ji = 0,52 kg - m? auf Winkel ¢, reduzierte Drehmasse der ers-
ten Getriebestufe

J5s = 1,98 kg - m* Drehmasse von Schwungrad und Motorldu-
fer

Jo = 1,10 kg - m? auf Winkel ¢¢ reduzierte Drehmasse der mit-
einander kimmenden Zahnrider

413 = 4,88 Ubersetzung der ersten Getriebestufe

r/r =226 Ubersetzung der zweiten Getriebestufe

crp =crp =cr3 = 8,3:-10° N-m  Torsionsfederkonstanten der Zylinderwellen
et =2,4-10°N-m Torsionsfederkonstante der Zwischenwelle

s =4,2-10°N-m Torsionsfederkonstante der Antriebswelle

Mit den bereits in Bild 4.11 eingetragenen Winkelkoordinaten lassen sich kinetische
und potenzielle Energie wie folgt angeben:

6 5
QWi = 2 Tkbes 2Woor =11+ (@1 — 96)° + D o - (9 — @) (4.58)
k=1 k=2

Als Zwangsbedingungen kann man bei den miteinander kimmenden Zahnridern
ablesen:

2 = Ps; 3 = @2 Qs = 11035 1305 = 1404, (4.59)
Werden mit diesen Gleichungen die tberstrichenen Winkelkoordinaten in (4.58)

eliminiert, ergibt sich, wenn man die verallgemeinerten Koordinaten g, = ¢y
(k=1, ...,6) einfiihrt:

2 2
2Wpot = €11 - (6h - %)2 + o2 - (6I2 — %) + cr3 - (613 - %)
2 2
r Ty
+ o1y - (6]4 - —6]6) +ors - <QS — —Q4> . (4.60)
L) r3

Mit Einftihrung der Lagrange-Funktion L = Wi, —W,,o konnen nun die Bewegungs-
gleichungen nach der Vorschrift der Lagrange’schen Gleichungen 2. Art aufgestellt
werden. Schreibt man diese in Matrizenform gemifl (4.45), so erhilt man die
Massenmatrix M = diag(J;). Mit den gegebenen Parameterwerten ergibt sich nach
Ausklammern der Bezugsgrofie Ji:

M = 2,65 kg - m? - diag (15 1; 1; 0,196 23; 0,747 17; 0,41509) = J; - M (4.61)
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und als Steifigkeits- oder Federmatrix

ferp 00 0 0 —cn 1
CT2 0 0 0 —CT2
cT3 0 0 —CT3
2
C= crs + (r4> 15 *ECTS *QCM
r3 r3 )
CTs 0
. )
symmetrisch cr1 + oo + oz + <E> Cr4
(100 0 0 -1 ]
10 0 0 —1
=83-10°N-m Lo 0 ! =crC  (4.62)
12,3398 —2,4694 —0,6535
0,506 02 0
| symmetrisch 4,4769 |

Zur Berechnung der Eigenfrequenzen und Eigenformen wird mathematische Grund-
Software zur Losung eines linearen Eigenwertproblems genutzt.
Die Eigenfrequenzen sind:

fi= O0Hz fp= 50,1Hz;  f3= 89,1Hz 63
fa = 89,1 Hz; fs = 300,6 Hz; fo = 710,6 Hz.
Die Eigenvektoren v; (i =1, ..., 6) sind so normiert, dass 'uiT M - v; = 1 gilt. Sie
werden in der Modalmatrix V' zusammengefasst, vgl. (6.87) und (6.88):
0,10244 0,54950 0,81651 0 —0,14451 0,00107

0,10244  0,54950 —0,40824  0,70711 —0,14451 0,00107
0,10244  0,54950 —0,40824 —0,70711 —0,14451 0,00107

V= 0,23151 —0,02378 0 0 0,09027  2,24360
1,12976 —0,21770 0 0 —0,02786 —0,11776
0,10244  0,37577 0 0 1,50098 —0,06698

= [vg]. (4.64)

Der erste Eigenvektor spiegelt die starre Rotation des Druckwerkes wider. Zur Beur-
teilung der ,,Gefdhrlichkeit* der Eigenformen betrachte man diese hinsichtlich der
Relativdrehungen der Zylinder. An den Kontaktstellen der Zylinder ist die Relativ-
verschiebung ein Maf dafiir, wie die Ubertragung der Druckfarbe gestort wird. Man
beachte die Vorzeichendefinitionen der Winkel in Bild 4.11.

In Bild 4.12 sind die Verdrehungen der Zylinder bei zwei Eigenformen gezeigt
(Seitenansicht). Hieraus wird deutlich, dass die doppelt auftretende Eigenfrequenz
von f3 = fy; = 89,1 Hz fiir das Druckwerk problematisch werden kann. Eine An-
regung mit in der Nihe liegenden Erregerfrequenzen, z. B. Zahneingriffsfrequenzen
oder ganzzahligen Vielfachen der Umlauffrequenzen der Zylinder, kann zu gefihrlich
groflen Resonanzausschligen fiihren, die die Druckqualitit beeintrachtigen.
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Diese Aussage kann getroffen werden, ohne dass die Resonanzamplituden be-
rechnet werden miissen. Als Gegenmafinahmen kann man sich aufgrund dieser
Ergebnisse bereits um eine Verschiebung der Erreger- und/oder Eigenfrequenzen in
entgegengesetzte Richtungen bemiihen.

vy =081 @» Plattenzylinder ‘ v, =0
«— gefihrliche Relativwege —»
vy = =041 @ Gummizylinder ‘ vy =071
vys =—041 @» Druckzylinder @ vy = =071

Bild 4.12 Relative Zylinderamplituden bei der dritten und vierten Eigenform

4.2.4.3
Fahrzeug-Antriebsstrang

Ein typisches Beispiel fiir ein komplexes Antriebssystem ist der Fahrzeug-
Antriebsstrang mit Berticksichtigung des Motors als elastisches Subsystem sowie des
weiteren Strangs mit Kupplung, Getriebe, Gelenkwelle, Differenzialgetriebe, Seiten-
wellen und Rad/Reifen. Bild 4.13a zeigt ein entsprechendes Schwingungsmodell mit
allen Drehmassen und Drehsteifigkeiten als unverzweigtes-unvermaschtes System
(hinterachsgetriebenes Fahrzeug mit durchgeschaltetem 4. Gang).

Zur Minimierung von Schwingungen (und damit auch zur Gerduschreduzie-
rung) werden in Fahrzeugen mit mechanischen Schaltgetrieben so genannte ,,Zwei-
Massen-Schwungrider (ZMS) eingesetzt, die einen wesentlichen positiven Einfluss
auf das Gesamt-Eigenverhalten des Antriebssystems haben, vgl. Bild 4.13b.

Mit den in Bild 4.13c tabellarisch angegebenen Parameterwerten erfolgte die
modale Analyse, deren Ergebnisse in Bild 4.14 dargestellt sind. Anhand der ersten
Eigenfrequenzen und Schwingungsformen lassen sich die typischen maschinendy-
namischen Eigenschaften erkennen. Man vergleiche die Amplituden-Verteilung der
Eigenformen (vy;) und die mit den Parameterwerten multiplizierten Sensitivitatsko-
effizienten und versuche, die physikalischen Ursachen zu deuten.

Es ist deutlich erkennbar, dass das Subsystem ,,Motor vom restlichen Schwin-
gungssystem zwischen Schwungrad und Fahrzeug-Ersatzmasse dynamisch entkop-
peltist. Hieraus ldsst sich beispielsweise auch die Reduktion der elastischen Substruk-
tur ,Motor® auf eine einzige Masse als ,,starre Substruktur rechtfertigen, wenn das
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a) Schwungrad

Tilger 4-Zyl.-Motor Getriebe

——

Gelenkwelle
et e e———

(6) @ (7) | {8) | (9} (10} | (1)

|
“ | 1
’ 9 10
7

X
W e———

\

Kupplung

Differential

{Getriebe-Ubersetzung)

Seitenwelle

15
Ersatz-
Rad / Fahrzeug-
Reifen masse
b) Zwei-Massen-Schwungrad
Tilger 4-Zyl.-Motor * Getriebe Gelenkwelle
I P S S Differential

/ (Getriebe-Ubersetzung)

Seitenwelle
(8)| (9) | (10) | (11) |
R
1
9 10
Kupplung l 15
j Ersatz-
Rad / / Fahrzeug-
Reifen masse
<)
k{12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Drehmasse Jj 4 1 10 10 10 10 a)215 0,28 4,25 2,5 6,5 2,4 32,5 1700 65000
in10-3 kg<m2 b) 115 115 *2,37 *124,1 * 4748
Drehfeder ¢ 2 9 45 45 45 50 a)0,16 0,90 6 0,9 0,9 0,75 1 4 —
in 104N~m/rad b) 0,06 *5,48 * 0,07 *0,29 -
Gesamt- 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3,7 3,7 3,7
Ubersetzung i

Bild 4.13 Fahrzeug-Antriebsstrang

a) ohne Zwei-Massen-Schwungrad (ZMS)

b) mit Zwei-Massen-Schwungrad

¢) Tabelle der Parameterwerte (Quelle: ARLA)
* auf Hauptwelle reduzierte Werte
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Bild 4.14 Eigenfrequenzen f;, Eigenformen vy; und Produkte von Parameterwerten mit
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Sensitivitits-Koeffizienten der kinetischen (u;;) und potenziellen Energie (y;;) zu Bild 4.13,
Darstellung gemif3 [20] (Quelle: ARLA)
a) ohne Zwei-Massen-Schwungrad, b) mit Zwei-Massen-Schwungrad
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Antriebssystem selbst nicht analysiert werden soll, denn der Motor verhilt sich bei
den niederen Formen wie ein rotierender starrer Korper.

Weiterhin ist vom Standpunkt der Modellbildung interessant und aus Bild 4.14b
ersichtlich, dass

e die Fahrzeugmasse (J;5) infolge ihrer grofien Trigheit nicht an den Schwingun-
gen beteiligt ist und wie eine Einspannstelle wirkt.

e vor allem die zweite Eigenform durch das ZMS stark beeinflusst wird (Relativdre-
hung zwischen Scheibe 7 und 8)

e sich alle Eigenfrequenzen infolge des ZMS (Zusatzmasse, kleinere Drehfeder)
partiell abgesenkt haben, vgl. f; des Systems a mit f;;; des Systems b

e die hoheren Eigenformen durch das ZMS wenig beeinflusst werden, vgl. die
Formen v; des Systems a mit v;.; des Systems b

e die erste Eigenform durch die weichsten Federn (¢, ¢13) und die groe Schwung-
masse (J7) bedingt ist

e dass erst ab etwa 290 Hz das Eigenverhalten des Vierzylindermotors von Bedeu-
tung 1st

In Bild 4.14 wurde die (theoretisch erste Eigenform, die) Starrkérperdrehung nicht
mit dargestellt. Das Bild zeigt auch, dass die grafische Darstellung von der Normie-
rungsbedingung abhingt, denn nur weil deren Vorzeichen vertauscht wurden, sieht
z. B. vy, in Bild 4.14a und 4.14b anders aus.

4.2.5
Aufgaben A4.1 bis A4.3

A4.1 Anfahren eines Krans mit Spiel im Antrieb

Ein Kran (vgl. Prinzipskizze in Bild 4.15) wird mit einem konstanten Motormoment
aus der Ruhe heraus beschleunigt. Unter der Annahme, dass die auf die Motorwelle
reduzierte Drehmasse von Motor und Getriebe das gesamte reduzierte Spiel durch-
laufen muss, bevor eine Kraftiibertragung auf die Schiene erfolgt, sind die Torsions-
spannungen in den Wellen der getriebenen Laufrider wihrend des Anfahrvorganges
zu bestimmen. Das Anfahren erfolge ohne Last, und Bewegungswiderstinde seien

vernachldssigbar.

Gegeben:
m = 98000 kg translatorisch bewegte Masse des Krans
Jm = 0,555kg - m? auf Motorwelle reduzierte Drehmasse von Getriebe

und Motor

Aoy = 0,35 rad auf Motorwelle reduziertes Getriebespiel
i=25 Ubersetzung des Getriebes (¢gy = i+ dw)
My =91 N-m konstantes Motormoment
R=04m Rollradius der Laufrider
Jr = 16 kg - m? Tragheitsmoment eines Laufrades
G=281-10"N/m? Schubmodul der Antriebswellen
T, = 1,33 - 108 N/ m? zulissige Torsionsspannung

L =1,3m,, =0,325m Lingen der Antriebswellen
d; =80 mm,d, = 65mm  Durchmesser der Antriebswellen
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A4.2

Fahrmotor Getriebe (Ubersetzung i) Hubtrommel

@y ...  Drehwinkel des Motorldufers
T Drehwinkel des Wellenritzels
U - Drehwinkel der Laufrader
x ...  Wegkoordinate des Krans

Bild 4.15 Koordinaten und Parameter des Krans

Gesucht:

Zwangsbedingungen zwischen ¢y, @w, ¢r und x

Bewegungsgleichungen fiir die in Bild 4.15 definierten Koordinaten ¢w und ¢g
Anfangsbedingungen nach dem Spieldurchlauf

Torsionsmomente in den beiden Antriebswellen nach dem ersten Spieldurchlauf
Maximale Torsionsspannungen in den beiden Antriebswellen

YT =

Kupplungsstof}

An das in Ruhe befindliche Teilsystem mit den Parametern Jj, cry, J wird eine
Drehmasse J3, die sich mit der Winkelgeschwindigkeit £23 dreht, schlagartig iiber eine
elastische Bolzenkupplung mit der Torsionssteifigkeit ¢y, gekuppelt (Bild 4.16).

Cr2

Jy Bild 4.16 Minimalmodell
J2 J3 zum Kupplungsvorgang

Gegeben:

Winkelgeschwindigkeit von J3 beim Aufprall: £23
Tragheitsmomente ]y =, =3 =]
Torsionsfederkonstanten ¢y = 10ct, ¢y = or

Gesucht:

1. Eigenfrequenzen und Eigenformen
2. Bewegungs-Zeit-Funktion ¢ ()
3. elastisches Moment in der Kupplung fiir den Fall 25 = \/cr /]

Man beurteile die Ergebnisse anhand von Plausibilititskontrollen, die mit dem Drall-
satz und dem Energiesatz moglich sind.
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A4.3 Blockieren eines Zahnradgetriebes

Bei bestimmten Antriebssystemen muss der Sicherheitsnachweis gegeniiber Wellen-
bruch bei einer Havarie gefiihrt werden. Dafiir miissen die bei einem derartigen Lastfall
auftretenden dynamischen Momente in den Wellen, insbesondere ihre Maximalwerte
bekannt sein.

Das zunichst schwingungsfrei rotierende Antriebssystem, vgl. Bild 4.17, wird
plotzlich durch Auslosen der Motorbremse blockiert. Dadurch werden Torsions-
schwingungen angeregt, die die Wellen dynamisch belasten. Die Schwingerkette ent-
spricht Fall d in Tabelle 4.2.

ly
Js = Js
% i SV z[l frn %
—_ ——— —_
W % - JG ["s) 7
7z S\ u 2
% wy |[7 §T7 | ™ Bild4.17
ls Koordinaten und
Parameter des
MOtOrlaufer Zﬂhnmdstufe Abtrleb Antriebssystems

Unter der Annahme des Extremfalls, dass das Abbremsen des Motorliufers in un-
endlich kurzer Zeit erfolgt, sollen die Torsionsspannungen in beiden Wellen ermittelt

werden.

Gegeben:
I4 = 400 mm, Is = 200 mm Lingen der beiden Wellen
dy =35mm,ds = 32mm Durchmesser der Wellen
rs = 185 mm, rg = 250 mm Teilkreisradien der miteinander kimmenden

Rider

Js = 0,8 kg - m? Drehmasse des Motorldufers
J5 =0,5kg- m2, 6 = 1,7kg- m? Drehmassen der Zahnrider
J; = 0,6 kg - m? Drehmasse des Abtriebs
G=281-10N / m?> Schubmodul der Wellen
nip = 75 min ! Motordrehzahl

Gesucht:

1. Eigenfrequenzen des freien und des blockierten (gebremsten) Systems

2. Eigenformen des gebremsten Systems

3. Anfangsbedingungen fiir plotzliches Blockieren des Motorldufers

4. Torsionsspannungen (insbesondere deren Maximalbetrige), die infolge des plotz-
lichen Blockierens in den beiden Wellen auftreten

4.2.6
Lésungen L4.1 bis L4.3

L4.1 Wenn kein Spiel vorhanden ist, existiert eine Zwangsbedingung zwischen ¢y und pw:
oM =1 Qw. (4.65)

Wenn zwischen Laufradern und Schiene Haftung besteht, gilt die Zwangsbedingung
x=R- ¢gg. (4.66)
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Aus der Bedingung der Gleichheit von kinetischer Energie des Motorldufers nach
dem Spieldurchlauf und Antriebsarbeit des Motormomentes beim Durchlaufen des
Spielwinkels

1
E]MQOI%/I = MpAom

folgt die Winkelgeschwindigkeit beim Aufprall zu

M,
oM =/ =1 Apu. (4.67)
M

Nachdem das Spiel erstmalig durchlaufen wurde, erfolgt eine Kraftiibertragung zwi-
schen Getriebe und Wellenritzel.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen fiir die Etappe des Kontaktes werden
kinetische und potenzielle Energie sowie die virtuelle Arbeit der nicht tiber Wpot
erfassten Kraftgrofien benotigt:

Wiin = [(mR* + 4JR) 9} + T o]

N =

- [mi + gt + 4R =
Woot = = - [or1 + (pw — 9r)* + c12 (9w — 9R)?] (4.68)

“(er1 +or2) - (pw — @r)°

= N = N =

mit den Drehfederkonstanten

7G~nd,%
T3

k=1,2. (4.69)

Die virtuelle Arbeit des Motormomentes betrigt
oW = MM . 5¢JM. (4.70)

Somit kénnen die Bewegungsgleichungen mittels der Lagrange’schen Gleichung 2. Art
aufgestellt werden. Sie lauten:
1 -1 iM,
AW =M (4.71)
“11 | |oer 0

v 0
0 mR*+4Jg

Die linke Seite hat die Form von (4.23). Anfangsbedingungen nach dem Spieldurchlauf

sind:

+(e1+ e12)

t=0:

1 ) 1. 1 2Myp
0) = - 0) = 0; 0) =~ 0)=-- A
ow(0) = Zom(0) pw(0)=Fom(0) =5y /= Ao )

or(0) = 0; Pr(0) =0.
Betrachtet man die Bewegungsgleichungen (4.71), so lésst sich das Problem durch den

in Abschnitt 4.2.1.2 behandelten Schwinger gemifd Bild 4.18 mit dem Freiheitsgrad 2
und Spiel darstellen.
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mR2+ 4052 4y

—

wzi Pp=xI/R

Bild 4.18 Berechnungsmodell von Kran und Antriebssystem mit Spiel

Die Gleichungen (4.71) sind analog zu (4.38) aufgebaut und die Anfangsbedingungen
(4.72) sind mit (4.36) vergleichbar. Somit kann die in Abschnitt 4.2.1.2 gewonnene
Losung benutzt werden. Es ergeben sich mit dem Quadrat der Eigenkreisfrequenz
analog zu (4.27)

mR? + 4Jg + 2]
o® = (cr1 + on2) - ( R M

TR M =025 572 4.73
mR2 + 4Jg) - %)y (4.73)

und mit dem aus (4.41) bekannten Moment M die Verliufe der Momente in beiden
Wellen zu

CTk
My = crplow —r) = ——— M
= cr1 + 12

M, o (4.74)
:C.Tk M .11 = coswr + Im <Ay - sin 0t |, k=12,
l]M w? MM

wenn man beachtet, dass die Bezichung

ceUi+1) o Jmo® _ (i + o) (mR? + 4J + )

- 4.75
Man)> My (mR2 + 4JR)i* Myt 47
besteht.
Die Maximalwerte betragen somit
2)M @
My max = Crk s [144/1+ MAW . k=12 (4.76)
Mg My

Der Ausdruck unter der Wurzel erlaubt zu bewerten, welchen Anteil das Spiel (im
Vergleich zum spielfreien Antrieb) hat. Im vorliegenden Fall ist er betrichtlich, denn
aus den gegebenen Parameterwerten folgt

N & 20,555 - 2025,4
Jm® Apy = — 22— 2727 0,35 = 8,647, (4.77)
My 91

vgl. dazu Bild 4.5.
Als maximale Torsionsspannungen ergeben sich daraus:

16Mkmax,

Tfmax = e k=1,2. (4.78)
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L4.2

Aus (4.76) und (4.78) folgen mit (4.69) die Maximalwerte

M, =333-10°N-m; M, =581-10°N -m

max

(4.79)

T, =10,8 - 107 N/m?.

max

=3,3-10" N/m% -~

Die steifere Welle 2 (cry = 4,37 - 10° N-m > ¢y = 2,51 - 10° N - m) wird erheblich
stirker beansprucht als die weichere.

Fazit: Die in Antriebssystemen beim Anfahren entstehenden dynamischen Beanspru-
chungen hingen wesentlich von der Gréfe des zu durchlaufenden Spiels, von der
Eigenfrequenz des schwingungsfihigen Systems und vom Motormoment ab.

Die Aufgabenstellung fiihrt auf ein ungefesseltes Modell nach Tabelle 4.2 (Fall a),
dessen Anfangsbedingungen lauten:

t=0: o1 =05 92 =05 93 =0

] ] ] (4.80)
p1 =0; P2 =0; $3 = £23.
Die Quadrate der Eigenkreisfrequenzen betragen gemaf3 (4.12)
0}=0; )= 1,46167T; 0} = 20,539%, (4.81)

d.h., die Eigenfrequenzen sind

fi=0,  fr=0192, /CTT; fr = 0,721, /CTT. (4.82)

Die Eigenformen konnen aus (4.13) berechnet werden. Die erste entspricht einer
Starrkorperdrehung.

v =1 vy = 1; vy = 1. (4.83)
Die anderen Eigenformen haben mit v1; = 1 die Amplitudenverhiltnisse

vy = 1; vy = 0,854; v3y; = —1,854
(4.84)
V13 = 1; m3 = —1,054; V33 = 0,054.

Bild 4.19 zeigt die zweite und dritte Eigenform. Die vollstindige Losung lautet fiir
k=1,2,3 analog zu (4.28):

O = Qo+ 2t 41, (ay cos Wt +by sin wat)+vi3(as cos wst+bs sin wst).  (4.85)

Erfiillt man die Anfangsbedingungen (4.80), ergeben sich folgende Integrationskon-
stanten:
po=0  a=0  a3=0
_ L2 vz — 1 J

b, = . = —0,2996.2 —
27wy (v — D — D)+ (1—up)(v33 — 1) *\ er

(4.86)
.Q3 V2 — 1 ]
by = — - = 0,005642 —
T w3 (v — D(vgs — 1)+ (1— ug)(v3 — 1) ’ \ er

0
Q = —(v302b) + v3303b3) = 73
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V3

V23 Bild 4.19 Eigenformen
des Torsionsschwingers

Gemaif3 (4.85) fiihrt die Scheibe I z. B. bei 25 = /cr/J folgende Bewegung aus:
@1 = 2t — 0,2969 sin w,t + 0,0056 sin w3t. (4.87)

Die elastischen Momente ergeben sich in der Welle 1 zu

My = cr1(@1 — @2) = 11 [b2(v12 — Va2 sin @yt + b3(v13 — v23) sin w3t ]

(4.88)
= cr(—0,4337 - sin w,t + 0,1157 - sin wst)
und in der Kupplung zu
My = c12(93 — @2) = 12 [b2(v32 — vap sin @yt + b3(v33 — v23) sin w3t] (4.89)

= ¢r(—0,8040 - sin w,t + 0,0060 - sin wst).

Wie man aus der Losung erkennt, setzt sich der Momentenverlauf aus zwei har-
monischen Schwingungen zusammen, deren Kreisfrequenzen nicht im ganzzahligen
Verhiltnis zueinander stehen. Es ergibt dies i. Allg. keine periodische Belastung.

Dabei ist die Amplitude der ersten Komponente gegeniiber der zweiten weitaus
grofler, was im Hinblick auf die nach den Eigenformen auch vermutet werden kann.

Die Bewegung des Schwingers setzt sich aus einer Rotation des starren Korpers mit
der Winkelgeschwindigkeit £2 und einer Schwingungsbewegung mit den beiden Eigen-
frequenzen zusammen. Die Winkelgeschwindigkeit £2 ergibt sich aus der Bedingung,
dass der Drehimpuls erhalten bleibt (also 325 = (J; + , + J3)2 = 3] ist), sofort
u 2 = Q3 / 3.

Die durch die Scheibe 3 in das System eingeleitete kinetische Energie verteilt sich
auf die Energien W; der drei Eigenformen, vgl. Abschnitt 4.2.2 und (6.124):

1
W =W+ W, +W; = Wno = 5].(232. (4.90)
Die Rotationsenergie des starren Systems ist die Energie der ersten ,,Eigenform*:
1 1, (25\* 1
Wi= 30+ R e =3y () = ek (491)

Diese enthilt keine potenzielle Energie. Die Energie in den anderen beiden ,,richtigen®
Eigenformen ist die Vibrationsenergie, die man aus der Differenz zur Gesamtenergie
berechnen kann:

1
W+ W =W —W, = 5].032. (4.92)



4.2 Freie Schwingungen der Torsionsschwinger 255

143

Sie ist die Summe der kinetischen und potenziellen Energie, welche die beiden angereg-
ten Eigenschwingungen enthalten. Wihrend der Schwingung kann im Extremfall die
gesamte Vibrationsenergie in einer Torsionsfeder gespeichert werden. Daraus ergeben
sich die beiden Abschitzungen

1 1 1 1
ECTl((Pl — )b S g]Qg; ECTz((Pz — 03 )i 51932- (4.93)

Man kann also mit dieser Betrachtung (ohne die Schwingungsberechnung auszufiih-
ren) angeben, wie grof3 die Maximalmomente in den Wellen hochstens sind. Aus (4.93)
folgt:

2
Mizmax = c11]@1 — @2|max = 234 gCle = 2,582¢r
< 2
M3 max = €292 — @3|max = €23 3] = 0,8165cr.

Man vergleiche die daraus folgenden Ergebnisse mit denen aus (4.88) und (4.89) und
iiberlege sich, warum die eine Abschitzung genauer ist als die andere.

(4.94)

Die Bewegungsgleichungen dieses Schwingungssystems sind aus (4.8) bis (4.10) be-
kannt. Mit den in Tabelle 4.2 (Fall d) angegebenen Formeln werden die Parameterwerte
aus der Aufgabenstellung auf die der Bildwelle (Tabelle 4.2, Fall a) umgerechnet:

Ji = Jy = 0,8kg - m?;

2
- EAN -,
L =J+Js (76) = 1,4309 kg - m*; (4.95)
~ 5 : 2
L= (7) = 0,3286 kg - m“.
6

Die Torsionsfederkonstanten der Wellen ergeben sich zunichst aus

4
_ Gl,j _ Gndj.

orj=—— = ;
A P77}

=46 (4.96)
und umgerechnet auf die Koordinaten der Bildwelle des Systems nach Bild 4.2, Fall a:
e\ 2
o] = 4 = 29833 N - m; oy = Cr6 (—5) =22831N-m. (4.97)
6

Die Eigenfrequenzen f; = w;/(2n) des frei beweglichen Getriebes folgen mit den in
(4.95) und (4.97) angegebenen Daten aus (4.12) oder aus Formel (1) in Tabelle 4.4 zu

fi=0Hz f» =352 Hz; f3 =489 Hz. (4.98)

Die Eigenfrequenzen des blockierten (gefesselten) Systems ergeben sich aus denselben
Formeln, wenn man J; = J; — oo setzt:

fi =202Hz;  f, =47,8Hz (4.99)
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Alle Eigenfrequenzen nehmen infolge der Bremsung zu, und fiir die dritte Eigenfre-
quenz gilt f3 — oo. Die Eigenformen des gebremsten Getriebes ergeben sich zunichst
beziiglich der Koordinaten ¢, und ¢, aus (4.13):

vy; = 05 vy =1 U3 = i=12

(4.100)
V3p = —3,35; V3] = 1,30.

Die Umrechnung in die urspriinglichen Koordinaten mit den in Tabelle 4.2 angege-
benen Transformationsformeln liefert unter Beachtung des Ubersetzungsverhiltnisses
r5/16 = 0,74 die in Bild 4.20 eingezeichneten Amplitudenverhiltnisse.

2,48

f1=202Hz f, =478 Hz
0.96 Bild 4.20
0,74 ’ 0,74 Eigenformen des

1 1 blockierten Getriebes

Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen lautet nach (4.22):

2
oc(t) = 2 v - (a; cos w;t + b; sin w;t)
=l . k=12 (4.101)

2
oe(t) = Z @;vy; - (—a;sin o;t + b; cos w;t)
i=1

Da alle Zahnrider anfangs schwingungsfrei rotieren, lauten die Anfangsbedingungen:
r=0 920) = 300)=0;  ¢(0) = p3(0) =2 =7,8545".  (4.102)

Die Faktoren a; und b; konnen bestimmt werden, wenn man fordert, dass die Losungen
(L4.3/8) auch die Anfangsbedingungen (4.102) erfiillen. Diese Forderungen bedeuten:

©2(0) = va1a; + vpay = 0; 92(0) = 012101 + wyv2by = 2

(4.103)
93(0) = v31a1 + vaa; = 0; $3(0) = w1v31b) + Wav3by = Q.
Diese Gleichungen haben die Losungen
a) = a; = 0; by = 0,057 98; b, = 1,6897 - 1077, (4.104)
Damit konnen die Bewegungen des blockierten Systems angegeben werden:
@y(t) = 0,05798 - sin w1t — 0,001 69 - sin w,t = @5(t)
(4.105)

. . ~ T6
93(t) = 0,07540 - sin @t — 0,005 66 - sin vt = — @7(t).
15
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Die in den Wellen an ihrem Auflenrand auftretenden Torsionsspannungen zr; sind
proportional den Torsionsmomenten, die ihrerseits linear von den Schwingungsaus-
schldgen abhdngen. Mit den Widerstandsmomenten Wr; = nd? /16 ergibt sich

My 16c14 G-dy
= = _ t) = . t
S Wy T rdd s(1) s Pa()
= (205,5 - sin w1t + 6,0 - sin w,t) N/mm2 (4.106)
MTS 16CT5
=2 = o7(t) — os(t
s Wis  ndd [o7(t) — 06(1)]
Gds r
=22 gs3(t) — pa(1)]
215 16

= (83,5 sin @t — 35,2 - sin w,t) N/mm?>. (4.107)

4.3
Erzwungene Schwingungen diskreter Torsionsschwinger

4.3.1
Periodische Erregung

Die Bewegungsgleichungen fiir die erzwungenen geddmpften Schwingungen der
Torsionsschwingerkette ergeben sich aus (4.44), wenn an der k-ten Scheibe die
viskosen Dampfungsmomente erginzt werden (firk = 1,2, ..., n), zu

Je@k —bri1 (-1 — @) + bri( @ — Pry1)
(4.108)

—crk—1 (P—1 — @) + i (Pr — Pry1) = Mi(2)

Die allgemeine Losung dieser Gleichungen erfolgt in Kapitel 6. Hier sollen nur
Minimalmodelle zur Einfithrung in die Problemstellungen behandelt werden.

Es ist zweckmaflig, erzwungene Schwingungen nur in Verbindung mit Damp-
fungswerten zu berechnen, da man sonst keine brauchbaren Aussagen tiber die
Amplitudenwerte in Resonanznihe erhilt. Da oft Dimpfungskonstanten realer Ma-
schinen fehlen, ist es iiblich, modale Dampfungen einzufiihren, vgl. Abschnitt 6.6.1.

Erzwungene Schwingungen werden durch Differenzialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten beschrieben, in denen die Erregung als eine explizite Zeitfunktion
auftritt. Fir eine grofle Gruppe von Antriebssystemen liegen periodische Erreger-
funktionen vor. Hierzu gehoren die Kolbenmotoren, die durch Gas- und Massen-
krifte erregt werden, die Kolbenpumpen und Pressen sowie viele Antriebssysteme
mit ungleichmaflig iibersetzenden Mechanismen, vgl. Abschnitt 4.3.2.3.

Neben diesen von ,auflen® wirkenden Erregermomenten spielt die Erregung
durch Zahnstéfle in Getrieben eine Rolle. Die dadurch auftretenden (meist sehr
hochfrequenten) Schwingungen beeintrachtigen teilweise die Funktionsgiite und
haben zusitzliche Zahnbelastungen zur Folge, vgl. Abschnitt 4.5.3.2.

Fiir die Behandlung von erzwungenen Torsionsschwingungen mit periodischer
Erregung ist folgender Berechnungsablauf vorteilhaft: Nach der Bestimmung der
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Modellparameter, der Modalanalyse (®;, vy, ¥ir> iix) und der Erfassung der Erregung
in Form einer Fourier-Reihe werden mdogliche Resonanzfrequenzen mithilfe des
Resonanzschaubildes bestimmt. Danach kann man durch einen Energievergleich
die Resonanzamplituden abschitzen und aufgrund der modalen Erregerkrifte die
Anregbarkeit der Resonanzstellen bewerten. Es gibt Softwarepakete, die speziell
fiir Torsionsschwinger in Antriebssystemen entwickelt wurden. Damit lassen sich
die Zeitverldufe aller interessierenden Kraft- und Bewegungsgrofien berechnen und
Parametereinfliisse analysieren, sodass schon vor dem Bau und der Erprobung
Konstruktionen mit giinstigem dynamischem Verhalten entwickelbar sind. Die VDI-
Richtline 3840 gibt Hinweise, welche Einflussgrofien i. Allg. bei der Schwingungsun-
tersuchung von Wellenstrangen zu berticksichtigen sind.

Bekanntlich kann jede periodische Erregung mithilfe einer Fourier-Reihe in
eine Summe harmonischer Glieder zerlegt werden. Fiir nichtanalytisch gegebene
Funktionen, zum Beispiel ein gemessenes Indikatordiagramm, liefert Software die
Fourier-Koeffizienten. Damit erhalt man das Erregermoment an der Scheibe k in der
Form:

o0
M = My + z (M cos mQt + M, sin mQt)
ot (4.109)
= My + Z Mkm sin(mQ2t + i)

m=1

mit der Amplitude der m-ten Harmonischen an der Stelle k

M = \[M},,. + M, (4.110)

und dem jeweiligen Phasenwinkel (mit der exakten Lage des Quadranten)
Bim = arccos (Mkms/]\;[km) - sign (Mpne)- (4.111)

In (4.109) stellt M das statische Moment dar, das meist als Nutz- oder Arbeitsmo-
ment dient. Es bewirkt, dass das ganze Antriebssystem unter Vorspannung lduft. Die
Kreisfrequenz €2 des periodischen Vorganges entspricht der Winkelgeschwindigkeit
der Antriebswelle. Bei Viertaktmotoren ist dabei zu beachten, dass ein Arbeitsspiel
tiber zwei Umdrehungen lduft. Bezieht man trotzdem auf die Drehzahl, so tritt
der (mathematisch ungliickliche) Effekt gebrochener Ordnungen auf. Es ist deshalb
iiblich, gebrochene Ordnungszahlen m einzufiihren.

Es existieren bei periodischer Erregung Resonanzen hoherer (m-ter) Ordnung.
Resonanz kann gemif (6.375) auftreten, wenn eine Erregerkreisfrequenz m£2 mit
einer Eigenkreisfrequenz w; tibereinstimmt, also wenn gilt:

60 ;

Q= @i bzw. mQ = w; oder Ny = . (4.112)
m m

Die letzte Gleichung bezieht sich auf die Drehzahlen n;,, in U/min und die Frequen-
zen f; in Hz.

Dies ist eine notwendige (keine hinreichende) Bedingung, die sich iibersichtlich
im Resonanzschaubild, das auch als Campbell-Diagramm bezeichnet wird, darstellen
lasst. Hierbei werden die Eigenfrequenzen auf der Ordinate und die Drehzahlen
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auf der Abszisse aufgetragen. Die Ordnungsgeraden schneiden dann die Eigenfre-
quenzen bei moglicherweise dort auftretenden kritischen Drehzahlen, vgl. die Bilder
4.24b, 4.27 und 6.30a.

Die Bewegungsgleichungen fiir das Minimalmodell in Bild 4.21a ergeben sich als
Sonderfall von (4.108) fiir n = 2 oder als Erweiterung von (4.23) zu

Tir 4 br(pr — @2) + cr(@r — @2) = M, (t) (4.113)
Loy — br(@1 — ¢2) — cr(@1 — @2) = My(t). (4.114)
b
0) " V] ) 5
My () |: cr, by My (t) o (t) [ ¢r, by o
2 ——
| -

Bild 4.21 Minimalmodelle fiir erzwungene Schwingungen
a) Zwei Erregermomente, b) kinematische Erregung

Werden keine Antriebs- oder Bremsmomente M;.(t) gegeben, sondern eine erzwun-
gene kinematische Erregung ¢(t), dann spielt die Grofle von J; fiir die Bewegung
von ¢,(t) keine Rolle, und es entsteht das Berechnungsmodell von Bild 4.21b, dessen
Bewegungsgleichung sich als Sonderfall aus (4.114) ergibt:

L@y + brgy + crer = brgi (1) + croq(t). (4.115)

Gleichung (4.113) kann dann zur Ermittlung des Momentes M, (t) dienen, welches
die vorgegebene kinematische Erregung aufrechterhilt. Manchmal ist es zweckma-
Rig, den Relativwinkel g = ¢; — ¢, als Koordinate zu benutzen. Fiir ihn erhilt man
aus (4.115):

b—Tq + C—Tq = ¢1(t). (4.116)
b b

Aus (4.113) und (4.114) kann man eine einzige Bewegungsgleichung gewinnen, und
zwar fiir das innere (,,elastische®) Moment M = cr(¢@; — ¢;) in der tordierten Welle,
vgl. auch (4.33). Dividiert man (4.113) durch J; und (4.114) durch /,, dann erhalt
man aus der Differenz der mit ey multiplizierten Gleichungen fiir das innere Moment
folgende Differenzialgleichung:

q—+

. . M (t) Myt
M + 2DwoM + oM = cr (ﬁ — ﬁ) (4.117)
Ji I3
mit
2
oy =6 =br0; @=Ly I (4.118)

cr LR



260 4 Torsionsschwinger und Schwingerketten

vgl. den Sonderfall (4.33). Die Gleichungen (4.115) und (4.117) besitzen im Prinzip
dieselbe Form wie (4.116). Ist die rechte Seite von (4.116) eine periodische Funk-
tion, so lisst sich z. B. der periodisch verinderliche Antriebswinkel als Fourierreihe
angeben:

Mg

o1(t) = ) (arcoskQt + by sinkQt). (4.119)

k

Il
=

Setzt man seine zweite Ableitung in (4.116) ein, so entsteht die Differenzialgleichung
G+ 2Dwog + wiq = 02* i k* (ay cos k2t + by sin kQt). (4.120)
k=1
Thre stationdre Losung lautet
q(t) = i(Ak coskQt + B sinkQt) = i Cy cos(kQ2t + Br) (4.121)
k=1 k=1
mit den Fourierkoeffizienten

_ (1—Kn*a—2Dknby , , _ 2Dknag+(1—k*n?)b;

2.2
= (1—k2U2)2+(2DkT])2 ns k — (1_k2n2)2+(2Dkn)2k n-. (4122)

k

Dabei wurde das Abstimmungsverhiltnis 7 = 2 /@, eingefiihrt. Fiir die Amplitude
der k-ten Harmonischen gilt

k*n?\/a? + b?
Ci = /Al + B} = (4.123)

V(=022 + (2Dkn)?

Wenn die Erregerkreisfrequenz k€2 der k-ten Harmonischen mit der Eigenkreis-
frequenz @, zusammenfillt, ist kn = 1 und fiir die Resonanzamplitude gilt die

Abschitzung
\Jai+b;
y - - (4.124)

2D

|Qk‘max 2 Crmax ~ Ck(n = 1/k) =

4.3.2
Beispiele

4.3.2.1
Motorradmotor

Bild 4.22 zeigt das Triebwerk eines Motorradmotors mit seinem Berechnungsmodell.
Der Motor arbeitet im 2-Takt-Verfahren. Es liegt eine periodische Erregung mit 4
Harmonischen vor:

4
M, = z M,,, sin(mQt + a,,). (4.125)

m=1
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a)

&

Bild 4.22 Motorradmotor
a) Skizze des Triebwerks, 1 Kolben, 2 Lichtmaschinenanker, 3 Kurbeltrieb, 4 Kupplung;
b) Schwingungsmodell

Aus den gegebenen Masse- und Federparametern

Ji = 1,027 - 1072 kg - m?; cr =259-10°N-m
J, = 0,835-10"2 kg - m?; ey =20,6-10°N-m (4.126)
J5 = 0,079 - 1072 kg - m*

ergeben sich aus (4.12) die Eigenfrequenzen des ungeddmpften Systems:
fl =0 fz = 366 Hz; f3 = 853 Hz. (4127)

Mit der Dampferkonstante by = 6 N - m - s und den Momentenamplituden

My = 53,8N - m; M, = 43,6 N - m
. . (4.128)
Mp; = 245N - m; My, = 202N -m

werden mit bekannter Software aus (4.108) die stationdren periodischen Schwingun-
gen berechnet.

Bild 4.23a zeigt die zweite und dritte Eigenform des ungedidmpften Systems. In
Bild 4.23b sieht man die Resonanzkurve fiir das resultierende Moment in der Welle
I mit seinen Komponenten.

Entsprechend den allgemeinen Ausfiihrungen in Abschnitt 4.3.1 findet man in
Bild 4.23b mehrere Resonanzstellen. Aus (4.112) kann man die Resonanzdrehzahlen
aus den in (4.127) angegebenen Eigenfrequenzen berechnen. Im Drehzahlbereich
von 1 = 5000 bis 15000 min~! (Bild 4.23b) liegen die Resonanzdrehzahlen bei

i1, = 10990 min "~ '; 113 = 7320 min "' A1 = 5490 min . (4.129)

Diese Spitzen sind deutlich zu sehen. Die Rechnung liefert auch noch eine kleinere
Resonanzspitze bei der Drehzahl 1, = 12800 min~". Sie entspricht der Resonanz
der vierten Harmonischen mit der zweiten Eigenfrequenz.
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Bild 4.23 Berechnungsergebnisse zum Motorradmotor; a) Eigenformen, b) Resonanzkurve

Bild 4.24a zeigt die gemessene Resonanzkurve fiir das angegebene Beispiel. Es ist
ersichtlich, dass im Betriebsbereich viele Resonanzdrehzahlen liegen. Da die Er-
regeramplituden der einzelnen Ordnungen mit steigender Ordnungszahl abfallen,
haben die Resonanzen der hoheren Ordnungen kleinere Ausschlige zur Folge. Es ist
jedoch interessant, dass sie sich noch recht gut messtechnisch nachweisen lassen. Es
ist eine Aufgabe des Ingenieurs, die Kurbelwelle so zu gestalten oder das Schwin-
gungssystem so zu beeinflussen, dass in der Resonanz keine Schadigung auftritt.

Bild 4.24b zeigt das Campbell-Diagramm. Man erkennt daraus, dass mit der
1. Eigenfrequenz 8 Resonanzen (4. bis 11. Ordnung) und mit der 2. Eigenfrequenz
17 Resonanzen (9. bis 25. Ordnung) im Drehzahlbereich moglich sind. Es ldsst sich
nicht vermeiden, dass Resonanzen im Betriebsdrehzahlbereich auftreten.

Durch stark dimpfendes Material lassen sich die Amplituden in der Resonanz
begrenzen, vgl. (4.124). Alle Resonanzspitzen in Bild 4.24a lassen sich mithilfe des
Campbell-Diagramms aus Bild 4.24b plausibel machen.
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a) 3
0,003 |
L 0002 |
E Resonanzen
=, mit f1
= 0'001 I Resonanzen
mit fz
0 2000 %000 6000 5000
ninmin~' —=
b) 0B #1312 11 0 9 8 V4
1 2 wps s .
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Bild 4.24 Erzwungene Schwingungen eines Motorradmotors

a) Gemessene Resonanzkurve, aufgeteilt in die beiden modalen Komponenten;
b) Campbell-Diagramm mit zwei Eigenfrequenzen und 20 Harmonischen

4.3.2.2
Fahrzeugantrieb mit Zweimassenschwungrad

Das Zweimassenschwungrad (ZMS) ist eine Baugruppe, die in vielen PKW-
Antrieben eingesetzt wird. Dieses komplizierte ,,Schwungrad“ besteht aus einem
primérseitigen Teil, das mit der Kurbelwelle des Verbrennungsmotors verbunden
ist, und einem sekundérseitigen Teil, das die Reibfliche fiir die Kupplungsscheibe
bildet. Die Primirseite ist mit der Sekundirseite durch einen Federsatz verbunden,
der eine progressive Federsteifigkeit realisiert, also bei kleinen Ausschlidgen weich
und bei grolen Ausschlagen hart ist, vgl. Abschnitt 7.2. Das ZMS wird iiberkritisch
betrieben und entkoppelt die Sekundérseite von den hochfrequenten Schwingungen
der Primirseite.

In Anlehnung an das im Abschnitt 4.2.4.3 vorgestellte Beispiel wird jetzt das dy-
namische Verhalten eines verzweigten Fahrzeugantriebs mit Berticksichtigung einer
spielbehafteten Getriebestufe (im unbelasteten Antriebszweig) untersucht. Der im
Bild 4.25 vorgestellte Torsionsschwinger lisst sich trotz der Komplexitit (verzweigte
Struktur, Spiele in den beiden Getriebestufen) mithilfe moderner Simulationspro-
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gramme berechnen [20]. Dieses Berechnungsmodell entspricht demjenigen von
Bild 4.13, das um periodische Erregermomente an den vier Zylindern und um die
spielbehaftete Vorgelegewelle erweitert wurde.

a) Schwungrad
Tilger 4-Zyl.-Motor * Getriebe Gelenkwelle
e —— —— , Differential
/ (Getriebe-
Losrad Ubersetzung)

(1}
1 : ;
(2) | @ @] e e I (81 | (9) l I (o) g 11 I Seitenwelle
2 8
3 4 5

6

11

7 “Kupplung

16 17
4
“Vorgelegewelle f 15
) Ersatz-
Rad / /  Fahrzeug-
Reifen masse
b) Zwei-Massen-Schwungrad
Tilger 4-Zyl.-Motor * Getriebe Gelenkwelle
_ Differential
(Getriebe-
Losrad Ubersetzung)
(S)I (9) J_ | (10) 4 (11)| , Seitenwelle
} p

11

N 13 14
Kupplung “Vorgelegewelle 15
Ersatz-
Rad / Fahrzeug-
Reifen masse

Bild 4.25 Fahrzeug-Antriebsstrang mit Vorgelegewelle, belastet durch periodische
Motormomente, vgl. Bild 4.13 (Quelle: ARLA)
a) Version ohne Zweimassenschwungrad (ZMS), b) Version mit ZMS

In den beiden Versionen ohne bzw. mit Zweimassenschwungrad (ZMS) wurde das
dynamische Verhalten im Zeitbereich mit der Simulationssoftware ARLA-SIMUL
simuliert. Da die Drehzahl proportional mit der Zeit monoton ansteigt, ist die
Zeitabhingigkeit auch gleichzeitig die Drehzahlabhingigkeit. Die Ergebnisse (Zeit-
verldufe sowie Amplituden im Frequenzbereich) sind Bild 4.26 und Bild 4.27 zu
entnehmen.

Es erfolgte die Simulation eines Hochlaufs von der Drehzahl null bis zu
1200 U/min innerhalb von 7 Sekunden. Bild 4.26 zeigt, dass der Fahrzeugan-
triebsstrang im Drehzahlbereich unterhalb der Leerlaufdrehzahl resonanzfihig ist
(besonders das System mit ZMS). Erst oberhalb der Leerlaufdrehzahl wirkt das ZMS
vorteilhaft (Minimierung und ,Quasi-Abkopplung“ der Motorzwangsanregung,
keine Resonanzen). Das System ohne ZMS zeigt deutlich eine Uberhshung im
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ARLA-SIHUL (SIM-View SN
a) | nin = -2.700 Max = 2,700 Hom(ges.) 16

0.000 Zeit [s] ?.000
Min = -2.700 Max = 2.700 Mom(ges.) 16

b)

0.000 Zeit [s1 ?.000

Bild 4.26 Berechnete Zeitverldufe des Moments M4 (Vorgelegewelle) gemaf3 Bild 4.25
(Quelle: ARLA); a) ohne ZMS, b) mit ZMS
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Bild 4.27 Amplitudenkarte des Campbell-Diagramms fiir das Moment Mg
im Fahrzeugmodell nach Bild 4.25; Rechenergebnisse mit ARLA-SIMUL
a) ohne ZMS, b) mit ZMS
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Momentenverlauf aufgrund der Motorzwangsanregung bei der Grundfrequenz von
etwa 6 Hz. Bei dem System mit ZMS zeigt sich auch bei der zweiten Eigenfrequenz
von 16Hz eine Resonanzspitze, vgl. Bild 4.14 und Bild 4.26b. Auflerdem ist
in den Plots ein anderes Phidnomen erkennbar: Im tiefen Drehzahlbereich
(normalerweise immer unterhalb der Leerlaufdrehzahl) ist die ZMS-Version sogar
starker resonanzgefihrdet als der konventionelle Antriebsstrang; jedoch werden
die Amplituden in hoheren Drehzahlregionen erheblich geringer (d.h. akustisch
glinstig abgestimmtes System).

4.3.2.3
Schrittgetriebe mit HS-Kurvenprofil

Bei herkommlichen Lagefunktionen von Kurvengetrieben werden im Langsamlauf
der Maschine die technologischen Forderungen im Rahmen der Fertigungsgenau-
igkeit exakt eingehalten. Reale Systeme weisen jedoch Elastizititen und Spiel auf,
sodass bei hoheren Drehzahlen die wirkliche Bewegung des Abtriebsgliedes infolge
storender Schwingungen von der gewiinschten Lagefunktion abweicht. Bei der An-
wendung von HS-Kurvenprofilen wird ein Toleranzbereich fiir die Einhaltung der
yidealen® Bewegung vorgesehen.

Fiir das Berechnungsmodell eines Schrittgetriebes nach Bild 4.28b wird das
dynamische Verhalten zum einen fiir eine Lagefunktion in Form der normierten
Ubertragungsfunktion ,,Bestehorn-Sinoide“ nach VDI-Richtlinie 2143 und zum
anderen fiir ein daraus abgeleitetes HS-Profil mit vier Harmonischen untersucht.
Es soll ermittelt werden, bis zu welcher Drehzahl ein Betrieb méglich ist, wenn der
zuldssige Toleranzbereich ausgenutzt wird.

a) - Abtrieb
ﬁ, /”.7&
Nutkurven-
korper
Antrieb ~
elastische

Abtriebswelle —

4 |
4

Nutkurven-  ——
korper \{ ™

Bild 4.28 Kurvenschrittgetriebe; a) Skizze, b) Berechnungsmodell
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Gegeben sind die Parameterwerte

Us 30° Schwenkwinkel, vgl. Bild 4.29
" 200° Antriebsdrehwinkel pro Schritt, vgl. Bild 4.29
n 300 min~! | Betriebsdrehzahl
X = b =1 022kg- m? Trigheitsmoment des Abtriebgsliedes (4.130)
cr 5400 N - m | Drehfederkonstante der Abtriebswelle
D 0,02 Diampfungsgrad des Torsionsschwingers
AU 0,3° zulissige Rastabweichung (,, Toleranzbereich)
0.8 +
5
U e L
0.6 4
1 . Rastwinkel e .l Us
21 — O Q*
0.4 4 Schrittwinkel
4 <
0.2 4+ ~ 7
Ausschnitt
Bild 4.30
1 % s %n 2n %TC
Food Antriebswinkel ¢ .

Bild 4.29 Lagefunktion eines Schrittgetriebes

Die Bewegungsgleichung des kinematisch erregten Schwingers nach Bild 4.28 ergibt
sich aus dem Momentengleichgewicht an der Abtriebsdrehmasse J,. Sie ist aus
(4.115) bekannt:

Lpr+br- (p2—U) +er- (g —U) =0. (4.131)
Benutzt man den Relativwinkel der Abtriebswelle als verallgemeinerte Koordinate
o

de’

a=¢—U;  G=p-U=p,—QU"; () (4.132)
so erhdlt man dafiir die Bewegungsgleichung.

Die Lagefunktion nullter Ordnung bei einem Schrittgetriebe kann als Uberlage-
rung einer gleichférmigen mit einer periodischen Bewegung interpretiert werden.
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverlauf sind dann periodische Funktionen
des Antriebswinkels ¢y, vgl. Bild 4.29. Es gilt fiir die Lagefunktionen:

U - .
Ulgo) = 290+ Y, bisinkgy. (4.133)
k=1
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Der Kosinusanteil entfillt in (4.133), da der periodische Anteil eine antimetrische
Funktion ist, vgl. Bild 4.29. Die Bewegungsgleichung (4.131) erhilt damit die Form,
vgl. (4.118):

o0
4+ 2Dwoq + wjg = —Q°U" = Q> Y Kby sin kQt. (4.134)
k=1

Vergleicht man die Eigenfrequenz f = 1/2rn+/cr(1 — D?)/L, = 24,9 Hz mit der
Grund-Erregerfrequenz fo, = 2 /(21) = n/60 = 5 Hz (Betriebsdrehzahl), so ergibt
sich ein Abstimmungsverhiltnis von 77 & 0,2. Somit besteht die Gefahr der Resonanz
mit der fiinften Harmonischen der Lagefunktion.

Die Fourierkoeffizienten by der Lagefunktion sind vom Schwenkwinkel und der
Rastbreite abhangig:

8nUs sin K2 (4.135)

2
9" [(_m) - k2] K2 ?
(p*

Es ergibt sich daraus firk = 1, ..., 6 mit ¢* = 200° = 10r/9:

by =

by = 0,259789 - Us; by = —0,001 860 - Us
b, = 0,066481 - Us; bs = —0,000698 - Us (4.136)
bs; = 0,009872 - Us; be = 0,000434 - Us.

Damit entstehen Resonanzspitzen fiir den Relativwinkel gemifl (4.124). Bild
4.29 zeigt den Verlauf der Schrittbewegung bei zwei verschiedenen Lagefunktionen.

Es fillt auf, dass mit einem HS-Profil die Rast nicht exakt eingehalten wird.
Dies ist durchaus zulissig, wenn die Abweichungen innerhalb des Toleranzbereichs
bleiben (AU = +0,01 - Us).

| : |
I PN

g 27N L7

2AU

Bild 4.30 Verlauf der Schrittbewegung; Ausschnitt aus Bild 4.29
(Volllinie: Bestehorn-Sinoide, gestrichelt: HS-Profil); Kurven I: n = 0, Kurven 2: n = 0,5
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Die Fourierkoeffizienten, welche das ,,echte® HS-Profil bestimmen, lauten im Ge-
gensatz zu (4.136)

by =0,24904 - Us; b, = 0,054 63 - Us

4.137
bs = 0,006 88 - Us by =0 fir k=4 ( )

Bild 4.30 zeigt die Bewegungsverlaufe, die sich bei den zur Auswahl stehenden
Lagefunktionen am Abtriebsglied im Rastbereich einstellen, im Vergleich zu den
Lagefunktionen selbst. Dabei wird sichtbar, dass bei der Bestehorn-Sinoide der
Abtriebsbewegung starke Schwingungen iiberlagert sind, wiahrend beim HS-Profil
wesentlich geringere Abweichungen auftreten. Bild 4.31 zeigt die maximale relative
Rastabweichung in Abhingigkeit vom Abstimmungsverhiltnis, das der Maschinen-
drehzahl proportional ist. Die Resonanzstellen bei

n= %, k=4,56,7,8 (4.138)

sind fiir die Bestehorn-Sinoide und fiir die ab k = 5 ,beschnittene® Bestehorn-
Sinoide deutlich zu erkennen.

0.05
Glmax

Us

T 0.04

0.03
0.02

0.01

Bild 4.31 Maximale Rastabweichung als Funktion der Drehzahl

Kurve 1: Bestehorn-Sinoide, vgl. (4.136),

Kurve 2: ,beschnittene® Bestehorn-Sinoide, vgl. (4.136) mit bs = bg = 0,
Kurve 3: HS-Profil, vgl. (4.137)

Die Hohe dieser Resonanzspitzen folgt aus (4.124) und tibersteigt schon fiir die 5. bis
6. Harmonische das zulissige Maf. Die Resonanz mit der vierten Harmonischen tritt
bei beiden Lagefunktionen auf und ist bei der ,,beschnittenen® Bestehorn-Sinoide
von gleicher Grofle wie bei der normalen Bestehorn-Sinoide.
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Durch ein ,echtes® HS-Profil mit K = 3 Harmonischen kann man das maximal
erreichbare Abstimmungsverhiltnis erhéhen, da es bei n = 1/4 gar keine Resonanz-
stelle hat, vgl. Kurve 3 in Bild 4.31.

Fir das HS-Profil entfallen im unteren Bereich der Betriebsdrehzahl die reso-
nanzbedingten starken Schwingungen. Neben der positiven Wirkung hinsichtlich
der Gerduschemission und des Verschleiflverhaltens ist es damit moglich, die grofite
erreichbare Drehzahl um ca. 80 % zu erhchen, ohne die Toleranzgrenzen fiir die
Abtriebsbewegung zu verletzen.

Erfahrungsgemaf? erlaubt die Anwendung von HS-Profilen bei Kurvengetrieben
einen schwingungsfreien Betrieb bis zu etwa dem 1,3 bis 1,6-fachen Abstimmungs-
verhiltnis gegeniiber traditionellen Kurvenprofilen zu erreichen. Dies bedeutet in
der Praxis eine entsprechend hohere Betriebsdrehzahl, ohne dass stérende Schwin-
gungen am Abtriebsglied auftreten.

4.3.3
Transiente Erregung

4.3.3.1
Mehrere Momentenspriinge

Transiente Erregungen sind nichtperiodische oder kurzzeitig wirkende Erregun-
gen bei Ubergangsvorgingen. Solche Erregungen treten z. B. bei Anfahr-, Brems-,
Beschleunigungs- oder Verzégerungsvorgangen auf. Bei manchen Antrieben oder
Bremsen werden die maximalen Momente nicht sofort aufgebracht, sondern nach
und nach in einzelnen Stufen. Von der Grofle und zeitlichen Reihenfolge solcher
Momentenspriinge sind die dynamischen Belastungen im Schwingungssystem ab-
hingig.

Ein Momentensprung ist der hirteste Belastungsfall, da ,in der Zeit null“ die
Belastung auf ihren Maximalwert springt. Die weiteren Darstellungen in Abschnitt
4.3.3.2 werden zeigen, unter welchen Bedingungen dieser extrem starke Belastungs-
fall auch fiir in endlicher Zeit zunehmende Belastungen eine brauchbare Niherung
sein kann.

Fiir den in Bild 4.21a dargestellten Torsionsschwinger werden die Torsions-
momente berechnet, die nach mehreren Momentenspriingen in der Antriebswelle
entstehen. Die Ergebnisse lassen sich auf die in Tabelle 4.2 skizzierten Systeme und
auf beliebige lineare Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden tibertragen, wenn man
den Torsionsschwinger als modalen Schwinger auffasst, vgl. Kapitel 6. Aus diesem
Grunde lassen sich die folgenden Betrachtungen auch auf das Lastpendeln eines
Krans, auf einen Schrittmotor, auf einen durch mehrere Schaltstufen gesteuerten
Asynchronmotor, auf mehrstufige Bremsen u. a. Félle anwenden, worauf aber hier
nicht weiter eingegangen werden kann, vgl. [4].

Es soll das innere Moment bei einem ungeddmpften Schwinger (by = 0, D = 0)
ermittelt werden, auf den im unbelasteten Zustand plétzlich ein Momentensprung
M., = M, auf die Scheibe 1 wirkt. Die Losung von (4.113) und (4.114) lautet fir
die Anfangsbedingungen

t =1 =0: ¢1(0) = 9,(0) = 0; ?1(0) = ¢,(0) =0 (4.139)
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im Bereich 0 < t < 1, wie folgt:
Mo t? M) (1 — cos wt)

t) = . 4.140

#1(t) L+hL 2 (i + L) o ( )
M10 tz M]()(l — COS wt)

= C— = 4,141

#2(t) L+hL 2 (Ui + 1) w? ( )

Das Torsionsmoment folgt aus der Losung der aus (4.117) bekannten Bewegungs-
gleichung mit D = 0 und M, = 0:
. M,
M+ 0>M = S0 (4.142)
1

im Intervall 0 £ t < 1, zu:
Jp)
i+ 1

Dieses Ergebnis ist in (4.40) als Sonderfall enthalten. Durch das Hochzeichen (1)
wird ausgedriickt, dass dies das Moment wihrend des ersten Intervalls (nach dem
ersten Sprung zur Zeit f, = 0) ist. Beginnt zur Zeit t = #; an der Scheibe I das
Moment M;; zu wirken, dann wird ein zusitzliches Moment durch die Momen-
tendifferenz (M, — M) angeregt, und es gilt fur t > #:

L
5+

Es iiberlagert sich also dem bisherigen Momentenverlauf ein zweiter, der zur Zeit t;
beginnt.

M(t) = MY (1) = My (1 — cos wt). (4.143)

M (t) =

[Mig(1 — cos wt) + (My; —Myg)(1 — cos w(t—17))]. (4.144)

a) t b) t
= = My
£ £ iMn‘Mlo M1~ M2
= =
0 wh=wtg te=0  wh wh
bezogene Zett wt— bezogene Zeit wt——m

Bild 4.32 Folge von Momentenspriingen; a) Rechteckstof3, b) drei Momentenspriinge

Falls zur Zeit t; = t, das Antriebsmoment wieder auf den Wert null zurtickspringt,
entsteht ein so genannter Rechteckstof3, vgl. Bild 4.32a. Er wird in Abschnitt 6.5.3
fiir Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden ausfiihrlich behandelt. Hier soll nur
das Ergebnis angegeben werden, welches aus (4.144) folgt, wenn man darin M;; =0
setzt. Nach der Umformung mithilfe von Additionstheoremen folgt daraus:

2Myo), . oty ts
M:7~sm—‘sm[(o<t77‘)]; t >t 4.145
L+ 2 2 ’ (4:145)
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Wird das Verhiltnis ¢,/ T (mit T = 2n/ ) eingefiihrt, entsteht der Ausdruck

M ts . 2t ts
M= % - 2sin (nf) sin {n (T — ?>} . (4.146)

Man erkennt, dass fiir alle geradzahligen Verhiltnisse von t,/T = n keine Momen-
tenschwingung auftritt. Dies trifft jedoch nur fir ¢, > T im Bereich t > £, zu.

Zur Bestimmung des Maximalwertes miissen beide Etappen betrachtet werden.
Es gilt

0<t <t
M T
Mmax = 2]%]]2 fiir ts > 5
MI ; : t . (4.147)
My = —22 [1 — cos (27:—5)} fir < —
5+ T 2
>t
My, . t, 2Mio), [Ttl‘s 1 /mt\3
Mmaxzz— sin (ﬂ:—) N |7 T T <—) +.... (4148)
i +1 T Lh+L | T 6\T

Fiir kurze Stofe (f; < T/2) ldsst sich die Funktion sin(rnt;/T) in die angegebene
Reihe entwickeln.

Bei mehreren Momentenspriingen zu den Zeiten ¢; (j = 1,2,...,J) kommt mit
jedem j ein weiterer Summand hinzu. Nach insgesamt ] Momentenspriingen gilt
also fiir das Torsionsmoment

J
IZ Z(M]j_l - Mlj—Z)[l — COS C{)(t - tj—l)]; t i t]. (4149)

MU = =
=1

Dabei ist M, ) = 0 zu setzen. Wegen cos[@(t —t;)] = cos @t cos wt;+sin t sin wt;
kann man (4.149) so umformen, dass man den Mittelwert M;_; von denjenigen
Momentenkomponenten trennen kann, die sich mit der Eigenfrequenz dndern:

J

MO = LIy~ S My — My cos ot — 1)
]1 +]2 j=1 (4150)

L

h+h

Auf die Angabe der Formel fiir t* wird hier verzichtet. Die Momentenamplitude
ergibt sich nach dem J-ten Sprung zu

M, — MY cos o (t — t*)]; t 2.

] ]
MY = [E(lel_Ml'ﬁZ) cos a)t'ﬁl]2+[z(M1'ﬁl_Ml'ﬁ2) sin 0)1}1]2- (4.151)
=1 =1

Das maximale Moment der so genannten Restschwingung nach dem J-ten Momen-
tensprung ist also
b

Mipax = M| + M), 4.152
ma: ]1+]2(| J 1| ) ( )
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M(t)

=>

Torsionsmoment M (t) —=

/\ 1) /N
Mo Jy
i+l \/ \

0 wty  2m wty 4m o
bezogene Zeit wt—

Bild 4.33 Torsionsmoment bei drei Momentenspriingen

Bild 4.33 zeigt einen typischen Verlauf des Torsionsmomentes als Folge von drei
Momentenspriingen. Bei der Auslegung von Antrieben kann eine Aufgabe darin be-
stehen, fiir einen transienten Vorgang eine optimale Aufteilung der Schaltzeiten und
Momentenspriinge vorzunehmen. Dabei ist die Amplitude der Restschwingungen
von besonderem Interesse. Es gibt zwei Bedingungen dafiir, dass diese Amplitude
null ist. Sie folgen aus (4.151) und lauten

J J
Z(M]j_l *Mlj—Z) CosS C()tj_l = 0; Z(Mlj_l *Mlj—Z) sin a)tj_l = 0(4153)
j=1 j=1
Aus ihnen konnen giinstige Zeitpunkte und Groflen der Momentenspriinge berech-
net werden, vgl. [4] und Aufgabe A4.5.

4.3.3.2
Anlauffunktionen

Belastungen werden in Wirklichkeit nicht sprunghaft aufgebracht, wie in Abschnitt
4.3.3.1 angenommen, sondern in einer endlichen Zeit, die hier als Anlaufzeit t, be-
zeichnet wird. Es soll die Frage beantwortet werden, welchen Einfluss der Zeitverlauf
des Antriebsmomentes M; = M,,(t) auf das Torsionsmoment in der Welle hat, wenn
es wihrend der Anlaufzeit von null auf den Maximalwert M, ansteigt.

In Bild 4.34 sind vier verschiedene Momentenverldufe mit den zugehorigen
Formeln dargestellt. Es wird ebenso wie in Abschnitt 4.3.3.1 der Torsionsschwinger
aus Bild 4.21a betrachtet, fiir dessen Torsionsmoment (4.142) gilt. Es soll hier nur
Fall 1 aus Bild 4.34 vorgerechnet werden. Fiir das linear ansteigende Antriebsmoment

t
M, (t) = Mo 0=t=t (4.154)
a
lautet die Losung von (4.142) fiir die Anfangsbedingungen t = 0: M = 0, M = 0:

M t  sinot
M(t) = wh (f _ sno ; 0t <t,. (4.155)
]1 +IZ ta wta
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‘ 3 sinmt/2tq
1

0 0,5 1
t/ttl —_—

Bild 4.34 Zum Vergleich von Anlauffunktionen

Ab der Zeit t = t, wird dieselbe Funktion (um ¢, zeitversetzt) mit dem negativ anstei-
gendem Moment —M (¢t —1,) /t, nochmals angeregt, sodass aus dieser Uberlagerung
danach die Erregung mit dem konstanten Wert M, verbleibt:

AM(t) = —Mo), [t—t, B sinw(t —t,) . P> (4.156)
]1 +]2 23 Wty ’ - )

Aus der Superposition dieser beiden Funktionen entsteht der Verlauf

Mo/ [1 sinw(t —t,) — sin wt]

M(t) =

L+ ot,
! MZJ , at (4.157)
)
= 2 {1——sm—cosa)(t—ta/2)] t 2=t
]1 +]2 wta 2
T 2 i
g
g 15
o
g
8 M, +7,)
5 MyoJ
ﬁ 10¥2
205
&
o
N
2 | | | |

01 m 2x8 10 30 35 40 45
bezogene Zeit 0t ——=—

Bild 4.35 Verlauf des Torsionsmoments als Funktion der Anlaufzeit
Kurve I:t,/T = 0,5; Kurve 2: t, /T = 2; Kurve 3: t, /T = 1,8; Kurve 4: t, /T = 3,2

Bild 4.35 zeigt den Verlauf des Torsionsmomentes, der sich aus den Losungen (4.155)
und (4.157) zusammensetzt. Fiir alle geradzahligen Verhiltnisse #, / T verbleibt keine
Restschwingung.
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T 20 ta/T <02  impulsartig
T 02 <tg/T =50  zeitlich steuerbar
; - 50 <tq/T quasistatisch
<= T
+ (>
S| 14F
12+
1,0
0

ta/T =Ut0/2ﬂ —_—

Bild 4.36 Maximales residuelles Torsionsmoment bei den Anlauffunktionen
gemaf3 Bild 4.34

Bild 4.36 zeigt die Maximalwerte des residuellen Torsionsmomentes als Funktion der
relativen Anlaufzeit, und zwar nicht nur fiir den hier berechneten Fall der stiickweise
linearen Anlauffunktion, sondern fiir die vier verschiedenen Fille aus Bild 4.34. Man
sieht, dass kurzzeitige Anlaufvorginge (f,/T < 1) sich wie ein Sprung auswirken. Es
gilt

Mo = s /T <02 (4.158)

Mo/ [2 - (G)fa)z}
h+h 24
Die Amplitude nimmt mit wachsendem Verhiltnis , /T schnell ab. Fiir langsame
Anlaufvorginge(t,/T < 5) treten nur geringe Schwingungen auf, und die Ergebnisse
unterscheiden sich bei den verschiedenen Anlauffunktionen kaum. Dafiir gilt die
Asymptote

M 2
Mopax & 102 (1 + ); t./T > 5. (4.159)

] 1+ ]2 Oty
Praktisch von Bedeutung ist die Erkenntnis, dass sich durch die Form der An-
lauffunktion nur etwa im Bereich 0,2 < t,/T < 5 das maximale Torsionsmoment
beeinflussen lasst. In den anderen Bereichen hat der Verlauf der Anlauffunktion
nur wenig Einfluss, sodass es aussichtslos ist, durch irgendwelche Steuerungen die
dynamischen Belastungen zu vermindern, wenn t,/T < 0,2 ist (ndherungsweise
kann man dabei mit der Sprungfunktion rechnen).

4.3.4
Aufgaben A4.4 bis A4.6

A4.4 Verschiebung einer Resonanzstelle

In einem bereits fertig gestellten Antriebssystem traten bei Betriebsdrehzahl intensive
Geridusche auf, sodass man vermuten musste, dass eine kritische Drehzahl mit der
Zahneingriffsfrequenz vorliegt und Zerstérungen im Dauerbetrieb auftreten. Es zeigte
sich, dass die zehnte Eigenform in der Nihe eines Zahnradpaares einen Schwingungs-
bauch hatte. Es sollen am vorhandenen Objekt konstruktive Mafinahmen getroffen
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A4.5

A4.6

werden, um die Resonanzstelle zu verschieben. Dabei kommt ein Einsatz von Zahn-
ridern mit einem anderen Zahnradmodul in Frage, aber das Ubersetzungsverhiltnis
der Zahnradstufe, der Achsabstand, die Drehmassen und die Torsionssteifigkeiten der
Wellen kénnen aus konstruktiven Griinden nur wenig gedndert werden.

Gegeben:
Zihnezahlen der bisherigen Zahnrider z1 =19;5z) =43
Drehzahl der Antriebswelle n; = 1450 min !
Zehnte Eigenfrequenz des Antriebssystems fio =450 Hz
Modul der Zahnradpaarung m=6
Zuldssige relative Anderung der Ubersetzung +2,5%

Héchstens erreichbare relative Anderung der Eigenfrequenz ~ £5 %
Gesucht:

1. Abstimmungsverhiltnis der beobachteten kritischen Drehzahl
2. Varianten fiir Zdhnezahlen der beiden Zahnrider
3. Erreichbare Anderung des kritischen Abstimmungsverhiltnisses

Belastung bei dreistufiger Bremsung

Ein Antriebsystem, dessen Modell dem freien Torsionsschwinger von Bild 4.3b ent-
spricht, bewegt sich schwingungsfrei mit der Winkelgeschwindigkeit £2y. Es soll durch
drei Momentenspriinge innerhalb der Zeit t, auf die Winkelgeschwindigkeit £2, abge-
bremst werden, vgl. Bild 4.32b. Anfangs (+ = 0) wirkt ein konstantes Bremsmoment
Mo auf die Scheibe 1, nach einer Zeit #; das Moment M;j;. Ab dem Zeitpunkt t,
wirkt das Moment M;;, mit dem das Antriebssystem nach der Verzdgerung weiter
angetrieben wird. Nach dem Zeitpunkt #, sollen keine Restschwingungen mehr in der
Welle vorhanden sein.

Gegeben:

Winkelgeschwindigkeit zu Beginn 0
Winkelgeschwindigkeit am Ende 2,

Trigheitsmomente i 12
Eigenkreisfrequenz o =/cr(U1 + 1)/U1)2)
Bremszeit t
Endmoment M,
Gesucht:

Bedingung, welche die Momente M, M;; und die Zeit ¢, erfiillen miissen
Winkelgeschwindigkeiten der Scheiben J; und J; im Intervall 0 < ¢t < 1y
Bedingungen fiir Mo, M} und wt;, damit die Restschwingungen verschwinden
Mg, M1; und wt; fiir den Fall My, = 58,6 N; wt, = 91 /4;

(h + 1) (£2; — £24) = 4001/ .

Ll e

Deutung von Messergebnissen (6-Zylinder-Viertaktmotor)

Bild 4.37 zeigt die maximalen Werte des Torsionsmoments innerhalb der Welle eines
6-Zylinder-Viertakt-Dieselmotors, bei dem Resonanzen mit der ersten und zweiten von
null verschiedenen Eigenfrequenz auftraten.

Gegeben:
Eigenfrequenzen f, = 213 Hz, f, = 310 Hz
Resonanzkurve gemif Bild 4.37 im Drehzahlbereich # = 1800 bis 4500 min~!.
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4.3.5

20007 g

—
ax

Torsionsmoment M,

2000 2500 3000 3500 U/min 4500

Drehzahl n ——==

Bild 4.37 Maximalmoment als Funktion der Drehzahl

Gesucht:

1. Welche Resonanzordnungen treten auf?
2. Wo liegen weitere kritische Drehzahlen im unteren Drehzahlbereich?

Losungen L4.4 bis L4.6

14.4

Das Ubersetzungsverhiltnis der Zahnradstufe betrigt
. 21 19
i=1 = 2 =0,44186. (4.160)
2 43

Die Zahneingriffsfrequenz der Zahnréder ist

maz 19
= —— = 1450— = 459,2 Hz. 4.161
fe 50 50 z ( )
Das Abstimmungsverhaltnis bei Betriebsdrehzahl betrigt also
fo 4592

=1,100. (4.162)

Mo = E = 450

Man kann die Zahneingriffsfrequenz verindern, indem man das geforderte Uberset-
zungsverhiltnis mit anderen Zahnezahlen beider Zahnrider erreicht.

Es gilt die Nebenbedingung, dass der Achsabstand s der beiden Wellen, welche
die kimmenden Zahnrider tragen, auch etwa erhalten bleibt (Korrekturverschiebung
moglich):

1 1
s= E(ZI +z)m = 5(19+43)6 mm = 186 mm. (4.163)

Es miissen fiir den neuen Modul m™ und die verinderten Zahnezahlen z} und z; das
bisherige Ubersetzungsverhiltnis und der bisherige Achsabstand etwa erhalten bleiben.
Es gelten also die Bedingungen
ZT . | % 1
— ~ 0,44186 = i Em (z; +2) = —m(z) +z5) =s. (4.164)
z
2

\S)
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L4.5

Aus diesen beiden ,,Ungefihr“-Gleichungen folgt

. m(z; +22)i. v m(z; + z2)

N — N — 4.165
AN 2O (4.165)

Fiir den Modul m* = 5 ergeben sich die Zdhnezahlen zf ~ 22,8 und z’zk ~ 51,6. Fiir den
Modul m* = 7 ergeben sie sich zu z] & 16,3 und z; ~ 36,9. Es kommen natiirlich nur
ganze Zahlen in Frage, also

. . « 23
Modul m* =5 2z} =23; 2z =51; i = o7 = 045098; s* =185 mm

e " ) 16 ;
Modul m*™ = 7: z; = 165 z; =37; = 3 =0,43243; s = 1855 mm.

Der Achsabstand s kann derselbe bleiben, wenn eine Profilverschiebung der Verzah-
nung vorgenommen wird. Die Ubersetzungsverhiltnisse dndern sich weniger als 2,5 %.
Wiirde man beim Modul m™* = 7 fiir das kleinere Zahnrad z; = 17 Zihne wihlen (weil
Primzahlen bei Zihnezahlen vorteilhaft sind), dann wiirde sich das Ubersetzungsver-
héltnis (17/37 = 0,459 45) unzuldssig stark (4 %) dndern.

Mit dem kleineren Modul (m* = 5) wiirde die Zahneingriffsfrequenz erhsht. Zu-
sitzlich wire es empfehlenswert (z.B. durch ein groflere Drehmasse und/oder eine
weichere Drehfederkonstante) die Eigenfrequenz zu senken (wobei laut Aufgabenstel-
lung maximal 5% durch konstruktive Anderungen erreichbar sind). Damit ist das
Abstimmungsverhéltnis bei Realisierung von Variante 1:

mz| 1450 - 23

£
= = =1,300. 4.166
=07 0,95-60f19 0,95 60 - 450 === ( )

=

Die Resonanzstelle wire vermieden, aber der Betrieb oberhalb der Resonanzstelle
erfordert, dass die Resonanzdrehzahl zu durchfahren ist.

Mit dem grifleren Modul (m* = 7) wiirde die Zahneingriffsfrequenz gesenkt.
Man koénnte laut Aufgabenstellung (z. B. durch ein kleinere Drehmasse und/oder eine
hirtere Drehfederkonstante) die Eigenfrequenz auf 1,05 f1o erhihen. Damit wiirde das
Abstimmungsverhéltnis
. mz: 1450 - 16
1

= = =0,818 (4.167)
= 1,05 - 60f10 1,05 - 60 - 450

=

betragen, wenn Variante 2 konstruktiv realisiert wird. Die kritische Drehzahl liegt
oberhalb der Betriebsdrehzahl und wiirde gar nicht erreicht.

Die endgiiltige Entscheidung fiir die zweckmiflige Variante ist erst moglich, wenn
auch die Festigkeit und Lebensdauer der Verzahnung bei dem veranderten Modul
(Profilverschiebung) nachgewiesen worden ist.

Eine Beziehung zur gesamten Bremszeit #, kann man mit dem Drallsatz finden, vgl.
Abschnitt 2.3. Die Anderung des Drehimpulses ist gleich dem Zeitintegral der einge-
prégten Momente. Also gilt:

)
U1+ 2)(2 = 20) = Migt + Myy(t =) = [ M()dt = AD. (4.168)
0

Beim elastischen System gemaf3 Bild 4.3 lauten die Anfangsbedingungen fiir die aus
(4.113) und (4.114) bekannten Bewegungsgleichungen:

t=0: ¢1(0) = ¢2(0) = 0; 91(0) = 92(0) = £. (4.169)
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Nach der Bestimmung der Integrationskonstanten erhilt man gemifl (4.140) und
(4.141) folgende Losungen fiir die beiden Winkel im Intervall 0 < ¢ < #;:

P1(t) = Qot — IIJVJ[:OIZ [; L I—I;C;swt)} (4.170)

Po(t) = Qot — Ij\:[:(}z [; . 1_;2”‘”]. (4.171)
Die Winkelgeschwindigkeiten folgen daraus zu

P1(t) = 20 — ]ﬁ“}z [t + 1 ;T;w} (4.172)

Do) = Qo — thLw]z [t . Sinwwt} . (4.173)

Die ersten beiden Terme in diesen Gleichungen entsprechen der Starrkorperbewe-
gung, wihrend der dritte Term infolge der Eigenschwingung entsteht. Durch eine
Umformung kénnte man diesen Term auch so schreiben, dass man im Nenner die
Torsionsfederkonstante sieht. Um die Starrkdrperbewegung findet eine gegensinnige
Schwingung der beiden Drehmassen statt, wie es der zweiten Eigenform entspricht,
vgl. Bild 4.3b. Beide Scheiben verlieren an Geschwindigkeit.

In der Welle entsteht in der ersten Etappe ein Torsionsmoment, das aus (4.143)
bekannt ist. Das maximale Moment im ersten Intervall erreicht den doppelten kineto-
statischen Wert nur dann, wenn die Zeit f; > T/2 = n/o ist, also wenn mindestens
eine Halbschwingung stattgefunden hat:

_ 2Myo)»
Y

Die Momente zu den anderen Zeiten folgen aus (4.149). Die Losung der Aufgabe ist mit
den in Abschnitt 4.3.3 angegebenen Gleichungen moglich. Aus (4.153) folgt fiir ] = 3
Spriinge und der Anfangszeit ty = 0:

My + (M1 — M) cos oty + (Myy — Mj) cos wt, = 0 (4.175)
(M1 — Myg) sin wt; + (M, — My;) sin wt, = 0. (4.176)

(4.174)

Gemeinsam mit (4.168) liegen damit drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten M,
M1 und t; vor. Es gibt unbegrenzt viele Losungen dieser transzendenten Gleichungen.
Die Losungen fiir die ,Sprungzeiten sind abhingig von der Grofe der Momente, wenn
man diese vorgibt. Man kann wegen der Identitit

(sin wt;)? + (cos wt))? = 1 (4.177)
zundchst aus (4.175) und (4.176) eine einzige Gleichung fiir sin wf, und cos wt,
gewinnen:

[(M1,—M;y) sin @t ]* + [(Mi2—Mip) cos ot — Mygl? = (M —Mig)?. (4.178)

Eliminiert man daraus cos @t, so verbleibt eine quadratische Gleichung fiir sin wt,.
Der Losungsweg soll hier nicht weiter verfolgt werden, lediglich das Ergebnis fiir ein
Zahlenbeispiel: Fiir das Endmoment (M, = 58,6 N - m), die Bremszeit (wt, = 9n/4)
und die Drehimpulsdnderung AD = (J; 4+ J,)(£2; — £2() = 400% /@ erhilt man u. a.
die Losung

T
My = 100N - m; Mj;; = 200N - m; ot = E (4.179)



280 4 Torsionsschwinger und Schwingerketten

Man iiberzeuge sich von deren Giiltigkeit durch das Einsetzen in (4.168), (4.175) und
(4.176).

L4.6 Der Grundfrequenz f, = 213 Hz entspricht die Drehzahl #, = 12780 min~!, der Ei-
genfrequenz f; = 310 Hz die Drehzahl n3 = 18 600 min~'. Die kritischen Drehzahlen
hoherer Ordnung im betrachteten Drehzahlbereich entsprechen den lokalen Maxima
der Resonanzkurve, vgl. Bild 4.37. Sie ergeben sich aus (4.112), vgl. die Zahlenergeb-
nisse in Tabelle 4.5.

Tabelle 4.5 Kritische Drehzahlen n;,,, hoherer Ordnung in 1/min

Ordnung m 3 3,5 4 4,5 5 6 7,5 9
ny/m 4260 3651 3195 2840 2556 2130 1704 1420
nz/m 6200 5314 4650 4133 3720 3100 2480 2066

Die fett gedruckten Zahlen entsprechen den Punkten a bis fim Bild 4.37. Es dominieren
die Erregungen mit den Resonanzordnungen m = 3; 3,5; 4,5; 6 und 9. Die nicht ange-
fithrten Erregerordnungen haben nur geringe Amplituden. An der Resonanzspitze bei
a tiberlagern sich die Resonanz der 6. Harmonischen mit der ersten Eigenfrequenz und
der 9. Harmonischen mit der zweiten Eigenfrequenz. Weitere grofiere Resonanziiber-
héhungen sind im unteren Drehzahlbereich bei 1704 /min und 1420/min zu erwarten.

4.4
Tilger und Dampfer in Antriebssystemen

4.4.1
Einleitung

Die erste Aufgabe bei der Auslegung einer dynamisch belasteten Maschine besteht
darin, die Ursachen der Schwingungserregungen zu eliminieren oder zu vermin-
dern. Dazu gehoren die Mafinahmen zum Massenausgleich, zum Auswuchten, zur
Verminderung des Spiels, der Spriinge, Unstetigkeiten usw. Wenn diese Mafinahmen
nicht ausreichen, um die storenden Schwingungen in zuldssigen Grenzen zu halten,
gibt es noch Maoglichkeiten, durch Anordnung von Tilgern oder Dimpfern die
Schwingungen zu vermindern. Dies erfordert stets einen zusitzlichen Aufwand,
und da diese Elemente erst wirken, wenn tatsichlich Schwingungen auftreten, ist
es ratsam, zunichst die primdren MafSnahmen zur Verminderung der Erregungen
auszuschopfen.

Tilger und Dampfer sind Bauelemente, die an ein Schwingungssystem gebaut
werden, um eine Verminderung der Schwingungsamplituden oder —belastungen zu
erreichen, durch

e Verstimmung des Systems durch Anderung von Parameterwerten oder
Hinzuftigen zusitzlicher Teilschwinger (,, Tilger) so, dass an ausgewihlten Punk-
ten des Systems in einer gewiinschten Frequenz die Schwingungsausschlidge mi-
nimal werden oder

o Umwandlung der Schwingungsenergie in Wirmeenergie mithilfe von Damp-
fern.
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Praktische Ausfithrungen enthalten die VDI-Richtlinien fiir Dampfer (VDI 3833,
Blatt 1) und Tilger (VDI 3833 Blatt 2).

In Antriebsstringen, vorwiegend bei Fahrzeugantrieben, werden reibend ange-
ordnete Zusatzmassen und Kupplungen mit Dauerschlupf oft zur Schwingungsddmp-
fung eingesetzt, da sie die Gerdusche des Antriebsstranges vermindern, die insbeson-
dere durch das Getrieberasseln verursacht werden. Es ist tiblich, Kupplungsscheiben
mit integriertem Torsionsddmpfer einzusetzen. Pendel im Fliehkraftfeld erlauben
eine Anpassung der Tilgungsfrequenz an die Maschinendrehzahl, vgl. Abschnitt
4.4.5.2.

Verschiedene Tilgerkonstruktionen werden zur Verminderung der Schwingun-
gen von Fundamenten infolge der Anregungen von Maschinen, Briicken infolge
von Verkehrslasten, Tiirmen und Hochspannungsleitungen infolge der Anregungen
durch den Wind und bei groflen Maschinen und Anlagen (insbesondere Hoch-
hiuser) infolge Anregung durch Erdbeben eingesetzt. Es gibt auch Tilger, die auf
dem Effekt der Kreiselwirkung beruhen und z. B. zur Tilgung der Schwingungen in
Tagebaugrofigeriten vorgeschlagen wurden.

4.4.2
Auslegung eines ungeddampften Tilgers

Bild 4.38 zeigt das fiir die Diskussion verwendete Modell. Seine freien Schwingungen
wurden bereits in 4.2.1.1 behandelt. Die Bewegungsgleichungen lauten, vgl. (4.21):

Jigr + eri(er — @2) =0 (4.180)

Lo, — cri(@r — @2) + crap = M.

Fiir ein harmonisches Erregermoment M, = M, cos 2t kann fiir die partikuldre
Losung des ungeddmpften Modells der Ansatz ¢, = ¢, cos 2t (k = 1, 2) gemacht
werden.

M;
7 J2
1 o Gl j
4
7
A Bild 4.38
2 1 Torsionsschwinger als Tilger

Die Gleichungen (4.180) stimmen formal mit (3.50) tiberein, weil sich die Systeme
in Bild 3.10 und 4.38 dhnlich sind.
Mit den dimensionslosen Kenngréf3en

m c c Q? Q?
L m 2 G u e/l o/m;
p=4_ 4 oy 2_x o, (4.182)

Pst Xst Pst Xst T2



282 4 Torsionsschwinger und Schwingerketten

lassen sich sowohl der Lingsschwinger in Bild 3.10 als auch der Torsionsschwinger
in Bild 4.38 beschreiben. Man kann die in Abschnitt 3.2.3 erhaltenen Ergebnisse mit
den dimensionslosen Kenngrofien ausdriicken. So lautet das Ergebnis von (3.54):

é 2 5 2 n 2
= 5 VZ = .
(47 =) (&2 =n*)—ys? (4y=n*)(&*=n*)—rs?
Nun soll untersucht werden, mit welchen Parametern es zweckmifig ist, einen
urspriinglich in Resonanz betriebenen Schwinger mit einem Freiheitsgrad (cr2, J,
M) durch Anordnung eines Tilgers (cr1, J1) in der bisherigen Erregerkreisfrequenz
(£2) zu beruhigen. Fiir & = 1 verschwindet die Belastung in der Feder 2, denn es ist

V, = 0. Wenn die urspriingliche Resonanzfrequenz der Tilgungsfrequenz entspricht,
muss

(4.183)

Vi

C C
oL e R - M (4.184)

I i
gelten. Um zu klaren, welchen Einfluss das Massenverhaltnis 4 und das Federver-
hiltnis y auf den Tilgungseffekt haben, ist zu beachten, dass aus konstruktiven und
okonomischen Griinden kein zu grofles Tragheitsmoment des Tilgers angeordnet
werden darf, d. h. es muss auf jeden Fall J; < ], (also 4 < 1) sein. Driickt man die
bekannten Eigenkreisfrequenzen mit den durch (4.181) definierten Kennzahlen aus,
so kann man ihre relative Grof3e als Funktion des Massenverhiltnisses ¢ berechnen.
Das Ergebnis zeigt Bild 4.39a.

a) © ' b) | u .
o o, f T T TVl
! T r s il :Lﬁ
[ = A JA
y 1 NN T
g L0 1, TN N
i o3 2 of—I®/Pet -
[ = -
> .
5 D2 2" 748
4 N 1 7 2 2 <
= Ly 2 ——
06 0708 09 10 11 12 13 # 15 0 0204 05 08 10 12 14 16 18 20 22
relative Eigenfrequenzen @, , /oo, —= Z-QIGJ"

Bild 4.39 Zum Tilgungseffekt
a) Eigenfrequenzen als Funktion vom Massenverhiltnis
b) Vergroflerungsfunktionen fiir y = u = 0,2

Man sieht aus Bild 4.39a, dass mit kleiner werdendem g (und nur 4 < 1 ist technisch
interessant) die beiden Eigenfrequenzen dichter aneinanderriicken. Tragt man nun,
etwa fiir 4 = 0,2 die relativen Amplituden tiber dem Frequenzverhiltnis auf (Bild
4.39b), so lassen sich folgende Schlussfolgerungen ziehen:

Durch die Ankopplung eines Tilgers entsteht eine Erweiterung des Modells um
einen Freiheitsgrad. Die betrachtete Resonanzfrequenz spaltet sich in zwei auf, die
kurz tiber und unter der urspriinglichen liegen. Einen grolen Abstand erreicht man
nur durch eine grofle Tilgermasse.
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In der Betriebsfrequenz, auf die der Tilger abgestimmt ist, bleibt das Ausgangs-
system in Ruhe, wihrend der Tilger mit grof3er, aber endlicher Amplitude schwingt.
Vor Erreichen der Betriebsfrequenz muss jedoch eine Resonanz durchfahren werden.

Der hier besprochene lineare Tilger ist deshalb nur einsetzbar in Antriebssyste-
men, die konstant in einer Betriebsdrehzahl laufen, wobei die Schwankungsbreite
nur gering sein darf. Auch muss Dauerbetrieb vorliegen, da beim An- und Abfahren
stindig der Resonanzbereich durchlaufen wird. Der Tilgerkonstruktion ist wegen
der hohen Beanspruchung der Tilgerfeder grofie Aufmerksambkeit zu schenken. Auf
jeden Fall ist es angebracht, den Tilger mit einer Didmpfung zu versehen, um die
Resonanzausschlige zu verkleinern. Ein derartiges Bauelement ist der federgefesselte
Dimpfer.

4.4.3
Auslegung eines federgefesselten Dampfers

Der Dampfer unterscheidet sich vom Tilger durch eine Relativdimpfung mit der
Diampfungskonstanten by zwischen den Drehmassen des Modells. Es entsteht das
auf Bild 4.40 dargestellte Berechnungsmodell.

I,
——
Jy br
Ji Bild 4.40
Cr2 C1q Gedimpfter Tilger
uoo_. I Dampfer (federgefesselt)
Py Py 2 Ersatzmodell

Die Bewegungsgleichungen fiir ein harmonisches Erregermoment lauten:

Jipr + br(@1 — ¢2) +eri(@r — 92) =0
(4.185)

Jo@2 — br(¢1 — @2) — cr1(@1 — @2) + crapa = M, cos 2t

Dabei ist nur die Diampfung des Dampfers berticksichtigt. Aus der Losung von
(4.185) ergibt sich fiir den relativen Ausschlag der Drehmasse 2, vgl. (4.182)

e, [(er1 —11022)2 + 62022

V, = .
’ [(CTZ_]Zgz)(CTl —142%) _CT1]1~Q2]2+I7"2FQ2[CT2 —LQ*—],02?)?

(4.186)

Fithrt man noch den Dimpfungsgrad mit

2D = ﬁ,/]—z (4.187)
i Ve
ein, so wird
Vi (2Dn)* + (&2 — n?)? '
D)2 [n2(1+ ) —1]° + [(1+ 7 — n2)(E2 — n?) — y&2)?
(4.188)
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Wie leicht erkennbar, geht (4.188) fiir D = 0 in (4.183) tiber.

-
w

jD-—lt:lrb M'Olz_
12 T K 5=1
? 1 HH I
10 " ! ,
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) / \ ,
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Bild 4.41 Vergroferungsfunktionen fiir ein Modell mit federgefesseltem Dampfer

Fiir den Tilger trat die grofite Wirkung fiir €2 = 1 auf. Bild 4.41 zeigt deshalb
V = V(#n; D) fiir £ = 1. Das Massenverhiltnis soll, wie fiir Bild 4.39, u = 0,2
betragen. Die Kurven wurden fiir D = 0; 0,1; 0,3 und D — oo aufgetragen. Fiir
D = 0 ergibt sich der schon in Bild 4.39 dargestellte Verlauf. Fiir D — oo ,klebt”
die Dampfermasse J; fest an der Drehmasse J,. Es entsteht ein ungeddmpftes Ein-
massenmodell, dessen Eigenkreisfrequenz w? = ¢/( + ») betrigt. Fiir D = 0,1; 0,3
ist bemerkenswert, dass beide Kurven sich mit den Kurven fiir D = 0; D — o0
in den Punkten P und Q schneiden. Es handelt sich somit um Schnittpunkte, die
von der Diampfung unabhingig sind. Sie konnen fiir eine Dampferoptimierung
herangezogen werden, zumal sie sich aus den Kurven fiir D = 0; D — oo leicht
bestimmen lassen. Es muss mit (4.183) und (4.188) gelten:

2 2
- 1
2 52 TIZRQ 2 4 = 3 . (4189)
(I +un®—np)(&* —npo) —ué npo(l+u)—1
Daraus folgt
1
”}%Q:m EXA+u)+1FVE +u)2—282+1]. (4.190)

Fiir das Beispiel Bild 4.41 gilt n7p = 0,836, 7 = 1,141. Jedem 1 -Wert entspricht eine
Vergroflerung V> = ¢,/ ¢ Die Dimpferwirkung wird dann am groften sein, wenn
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beide Punkte P und Q auf gleicher Hohe liegen, d. h. wenn Vp = V{; gilt. Daraus ldsst
sich ein optimaler Wert fiir die Abstimmung ¢ festlegen. Man findet

1

e 4.191
T (4.191)

gopt =

Die Grofle des Massenverhiltnisses wird durch die Einbauverhiltnisse am Motor
bestimmt. Dadurch wird in den meisten Fillen u < 1, &op liegt dann in der Nihe
von ¢ = 1. Die optimale Didmpfung wiirde sich aus der Forderung ergeben, dass
bei gleich hoher Lage von P und Q die Vergroferungsfunktion dort eine horizontale
Tangente hat.

H =fin);: C=const.; J=const.

prrr

Napf

Federelement

ey 11 EE’I-

a) b)

Kurbelwelle
Y

Drehmasse

Bild 4.42 Ausfithrungsformen eines federgefesselten Dampfers

a) federgefesselter Ddmpfer; I Dampfermasse, 2 Gummifeder, 3 Mitnehmerscheibe,
4 Drehachse

b) Interner Kurbelwellendimpfer (ICD), ¢) Kurbelwelle mit ICD (Quelle: LuK)

Die recht aufwendige Rechnung ergibt fiir eine waagerechte Tangente in den Punkten
Pund Q:

l%m(P);t(3__” ﬁ%%j)- Dﬁpt(Q)#(3+v ﬁ%%j). (4.192)

8(1+u)* 8(1 4 u)?
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Es ergibt sich fiir den Mittelwert:

1 2

3u
2

_ - = 1+Z 4a193)
ot Mao(l+u)—1 u

| 2
Pon = g9 o = [y

Pst

Man erkennt aus dieser einfachen Beziehung die Bedeutung einer grofien Dampfer-
masse, die jedoch andererseits eine oft nur schwer zu realisierende Dampfung Do
bedingt. Von federgefesselten Dampfern gibt es verschiedene konstruktive Ausfiih-
rungen. Haufig werden Dimpfer mit Gummi-Elementen als Feder-Dampfer-Glied
eingesetzt.

Bild 4.42 zeigt verschiedene Ausfihrungsformen. Es sei noch darauf hingewiesen,
dass die Dampferfeder einer hohen Beanspruchung unterliegt. Sie ldsst sich mit den
angegebenen Verfahren fiir das Gesamtsystem berechnen. Anrisse in der Gummife-
der sind jedoch erst nach Ausbau des Dampfers feststellbar. Auf das Schwingungs-
verhalten haben diese aber einen wesentlichen Einfluss, da durch Anderung der
Abstimmung die Dampferwirkung verringert wird. Das Ausgangssystem ist dann
weit hoher belastet, was zum Bruch fithren kann.

! e c, ¢, c, c, c,
Mt I L O L i O o B
IcD arl 2 ol ord uh i

o L LR PR

J_ b, ! b, | b, b‘,—J—‘ b,

g bxq b‘o b59

=
E-
)

5.0.0rdnung

5,5.0rdnung
7.5.0rdnung

ohne Dampfer

Schwingwinkel []
(5
L

mit Dampfer

T T T T
1000 2000 3000 4000 5000  Drehzahl [Uimin]

Bild 4.43 Kurbelwelle mit ICD; a) Simulationsmodell, b) gemessener Schwingwinkel
zwischen den beiden Kurbelwellenenden ohne und mit ICD (Quelle: LuK)

Bild 4.43 zeigt zum Vergleich den gemessenen Verdrehwinkel eines Kurbelwellen-
Schwingwinkels ohne Diampfer und mit ICD-Dampfer, der an einem 6-Zylinder-
Dieselmotor eingesetzt wurde. Die Messergebnisse stimmen mit denen der Simulati-
onsrechnungen iiberein und bestitigen, dass die Resonanzspitzen der Hauptordnun-
gen (hier 5-te, 5,5-te und 7,5-te Ordnung) durch den ICD nahezu beseitigt wurden.
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4.4.4
Auslegung eines federlosen Dampfers

Um den Bruch der Dampferfeder mit seinen Auswirkungen zu vermeiden, haben
federlose Dampfer, deren Dampferdrehmasse nur iiber ein Ddmpferglied mit dem
Ausgangssystem gekoppelt ist, besondere Bedeutung. Dabei muss jedoch beachtet
werden, dass sich der Begrift des federlosen Dampfers auf das Fehlen eines speziellen
Bauelementes bezieht. Neuere Untersuchungen haben gezeigt, dass besonders bei
Viskosititsdrehschwingungsddmpfern mit hochviskoser Dampfungsfliissigkeit ne-
ben dem Diampfungseffekt auch eine Federwirkung auftritt, die nicht zu vernachlis-
sigen ist. Die folgenden Uberlegungen, bei denen cr; = 0 gesetzt wurde, konnen also
dafiir nur als Grenzwertbetrachtung angesehen werden.

Gemaf3 (4.188) berechnet sich fiir £ = 0 die Vergroflerungsfunktion damit aus:

A 4D2 2
Ry j— R (4.194)
Pst 4D*(n*(1+p) — D>+ n*(n* —1)

Die Lage der dimpfungsunabhingigen Punkte findet man aus (4.190)
1 2

244 2+u

Fiir D = 0 und D — oo ergeben sich jeweils Einmassenmodelle, sodass die Forderung

nach einem Minimum in der VergréfSerung eindeutig erfiillt ist, wenn die Vergrofle-

rungsfunktion im Punkt Q ihr Maximum hat. Diese Vergroflerung lasst sich sofort

angeben, wenn (4.195) in die Gleichung fiir D — oo eingesetzt wird, vgl. (4.193).
Man findet

Mhq = (1F 1) np = 0; ng = (4.195)

2
Vopt = 1+ " (4.196)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (4.193), so wird deutlich, dass die Wirkung
eines federgefesselten Dampfers bei gleicher Drehmasse wesentlich besser ist oder
bei gleicher Dampferwirkung der federlose Dampfer eine grofiere Masse verlangt.
Die optimale Dampfung, bei der die Vergroferungsfunktion ihr Maximum in Q
hat, lasst sich nach dem oben angegebenen Weg bestimmen. Man findet:

1
D=
P21+ )24 p)
Nimmt man an, dass 4 < 1, gilt D2 | = 1/4. Die Grofle der Dampferkonstante des

(4.197)

opt
Diampferelementes betrigt dann:
b2 1 .
== br = : 4.198
2 ]12 w2 4 =/ ( )

Die einfache Beziehung (4.198), in die nur die Drehmasse des Ddmpfers und fiir
Mehrmassensysteme die Resonanzfrequenz eingehen, wird hiufig verwendet. Bild
4.43 zeigt Vergroflerungsfunktionen fiir das Modell mit federlosem Dampfer fiir
4 = 0,2 und verschiedene Werte des Ddmpfungsgrades D.

Die Realisierung einer bestimmten Dampfungskonstante in einem Ddmpfer ist
wegen der starken Abhingigkeit von Fertigungs- und Betriebsparametern schwierig.
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Bild 4.44 Reibungsdampfer Bild 4.45 Fliissigkeitsdimpfer

I Dampfermasse; 2 Anpressfeder; (Viskositdtsdrehschwingungsdidmpfer)
3 Bremsbelag; 4 Laufbuchse; I Dampfermasse; 2 Gehduse

5 Mitnehmerscheibe; 6 Drehachse 3 Dampferflussigkeit; 4 Drehachse

Federlose Dampfer werden entweder mit Reibungsdimpfung oder mit Fliissigkeits-
ddmpfung ausgefiihrt. Bei dem Reibungsdampfer, Bild 4.44, besteht zwischen der
Diampfermasse und der Mitnehmerscheibe tiber den Bremsbelag Reibschluss, der
durch die Federkraft erzeugt wird.

Der Flisssigkeitsdimpfer (Viskosititsdrehschwingungsddmpfer), Bild 4.45, hat
eine Kopplung zwischen Dampfermasse und dem auf der Welle sitzenden Gehduse
durch die Viskositit des Dampferoles. Sie ist bei Silikondlen in weiten Grenzen
beeinflussbar. Diese Dampfer finden hauptsichlich bei grolen Dieselmotoren Ver-
wendung. Sie arbeiten im Wesentlichen wartungsfrei, sind jedoch in der Fertigung
aufwendig. Diese Dampfer werden bis zur Gréflenordnung von 2 m Durchmesser
hergestellt (Masse etwa 6 000 kg).

4.4.5
Beispiele

4.4.5.1
Besonderheiten des Viskositdatsdrehschwingungsdampfers

Legt man wieder das Modell des federgefesselten Dampfers, Bild 4.40, zugrunde,
dann gilt mit den Abkiirzungen (4.187) die Vergroflerungsfunktion (4.188). Die
Feder- und Dampferkonstante sind von mehreren Einfliissen abhingig, insbesondere
von der Spaltzahl Sp.

Die Spaltzahl ist von der Geometrie des Dampferringes und des Gehduses ab-
hingig. Vernachlissigt man die Ringabplattungen, so gilt

4 _ 4 3 3
Sp=n {ra L4 oB (r“rrlﬂ (4.199)

SA Sra Sri

ra, i Auflen- und Innenradius des Ringes
Sra» S radialer Spalt auf8en und innen

B Ringbreite

Sa axiale Spaltbreite.
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Liegen die Stoffparameter durch Experimente vor, so ldsst sich die Vergrof3e-
rungsfunktion V' = |9,/ py| analog zu Bild 4.41 berechnen. So ergab sich fiir ein
Beispiel in Abhingigkeit von der Spaltzahl Sp die in Bild 4.46 dargestellte Vergro-
Berungsfunktion. Auffallend daran ist, dass es einen dimpfungsfreien Punkt nicht
mehr gibt und dass die mit optimaler Spaltzahl erreichbaren Werte unter denen beim
Optimum im ddmpfungsfreien Punkt liegen. Die Versuche haben weiterhin gezeigt,
dass mit Anwachsen der Eigenfrequenz des Ersatzmodells die erforderliche optimale
Spaltzahl ansteigt. Grofde Spaltzahlen bedingen aber eine hohe Fertigungsgenauig-
keit.

Es sei noch vermerkt, dass bei hochviskosen Olen nach bestimmter Betriebsdauer
ein Molekiilzerfall auftreten kann, der zum Verklemmen des Ringes im Gehduse und
damit Ausfall des Dampfers fiihrt.

16 —
f P— :! Pt%sp-a
_— i~ H]
g T 1
IR
5 oy
g, 12 o 1
1)
:e 10 l\
& - : L4
: s
8 =74 ‘ | =
=12 -7
6 =10 ‘\ §8
4 N
2 —=
LA

o 'G7 08 09 10 11 72 13

0

Abstimmungsverhltnis  —

Bild 4.46 Vergroflerungsfunktion eines Viskositdtsdrehschwingungsddmpfers bei
Berticksichtigung der Spaltzahl Sp als Parameter

4.4.5.2
Zum Tilgerpendel

Bei vielen Antrieben von Maschinen sind die Erregerfrequenzen k€2 den Drehzahlen
proportional. Tilgerpendel sind ein wirksames und anpassungsfihiges Mittel zur
Beseitigung gefdhrlicher Resonanzen bei rotierenden Wellen. Mehrere Bauformen
von Tilgerpendeln sind von B. SaLomon in den dreifdiger Jahren des 20. Jahrhunderts
vorgeschlagen worden (Patent DRP 597 091), die entweder aus pendelnden Ringen
oder aus Walzen bestehen und auf Kreisbahnen laufen. Die verschiedenen konstruk-
tiven Ausfithrungen, die es seitdem gibt, haben alle dasselbe Ziel, eine grofle Masse
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und eine kleine Pendellinge zu erreichen, weil sie fiir hohe Frequenzen und grof3e
Momente benétigt werden. Tilgerpendel werden moglichst an die Kurbelwange
angehingt, damit das storende verdnderliche Moment dort abgefangen wird, wo es
eingeleitet wird.

Bild 4.47 Zum Tilgerpendel
a) Physikalisches Pendel,

b) rotierende Ringe,

¢) Innenrolle,

d) Berechnungsmodell

Bild 4.47 zeigt verschiedene Formen der Tilgerpendel nach Salomon [15]. Auf eine
rotierende Scheibe (Drehmasse J;) auf der Antriebswelle wirkt ein periodisches
Moment M;(t) = M, sin kQ¢t. Die Rotation wiirde ohne das Tilgerpendel mit ver-
dnderlicher Winkelgeschwindigkeit (¢ = £t + @, sink€t) erfolgen. Im Punkt
A (Abstand R) wird ein physikalisches Pendel (Masse m, Schwerpunktabstand &,
Tragheitsmoment Js) in der Scheibe drehbar angeordnet, vgl. Bild 4.47a. Dem
Schwerpunktabstand des physikalischen Pendels entspricht bei den Rollpendeln
(Bild 4.47b und 4.47¢) die halbe Durchmesserdifferenz: &5 = (D — d)/2, da beide
sich so bewegen, als ob sie im Punkt A gelagert wiren.

Das in Bild 4.47d dargestellte System hat zwei Freiheitsgrade (Drehwinkel ¢; und
relativer Pendelwinkel ¢,). Die potenzielle Energie wird nicht beachtet (horizontale
Lage der Rotationsebene). Die kinetische Energie summiert sich aus der Rotations-
energie der Drehmassen und der Translationsenergie der Masse m:

2Wign = 1197 + m(5 + 53) +Js(91 + ¢2)°. (4.200)
Der Schwerpunkt des Tilgerpendels hat die Koordinaten

xs = Rcos ¢ + &s cos(pr + ¢3); ys = Rsin ¢ + & sin(gy + ¢7). (4.201)
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Daraus folgen die Geschwindigkeiten

Xs = —@1Rsin @1 — (@1 + ¢2)&s sin(@1 + @2);
(4.202)

ys = @ Rcos @1 + (@1 + ¢2)&s cos(@1 + 93).

Setzt man diese in (4.200) ein, so erhdlt man nach einer kurzen Umformung den
Ausdruck

2Wiin = mu @i + 2my @192 + mn @3 (4.203)

fiir die kinetische Energie. Hier besteht eine Verbindung zu Abschnitt 2.4.1, wo mit
(2.160) dieselbe Form auftritt. Hier sind die z. T. verdnderlichen verallgemeinerten
Massen

my =J; + mR* + Js + mész + 2mRé&s cos ¢,

) , (4.204)
myy = my; = Js + mEE + mRE cos ¢y3 my = Js + még.

Aus den Lagrange’schen Gleichungen 2. Art ergeben sich dann die Bewegungsglei-
chungen, die der Form des Starrkorpersystems mit zwei Antrieben, vgl. (2.168) und
(2.169) in Abschnitt 2.4.1.1 entsprechen. Jede dieser Gleichungen beschreibt ein
Momentengleichgewicht:

My Py + My — 2mREs sin @, ¢y ¢, — mREs sin 9,3 = M, (4.205)
M1 P1 + Moy + mREs sin @, 7 =0.

Fiir kleine Winkel |¢@,| < 1 wird sin ¢, = ¢, und cos ¢, = 1 gesetzt. Man erhilt
damit die beiden linearen Bewegungsgleichungen mit k¢; < 1 und ¢; ~ Q:

Jn="+Js+mR+E)  Tn=Jx=Js+mé& (4.206)
in der Form
Jié1 + oy + mREs) = M, sinkQt
1o+ U E)o, 1 (4.207)

(Jo + mRES)p1 + T2 o + mREs2% ¢y = 0.

Aus der zweiten Gleichung kann man das Quadrat der Eigenkreisfrequenz ablesen,

wenn man den Term mit ¢; auf die rechte Seite bringt (Fliehkraftpendel, erzwungene

Schwingung)

mRés.Qz o ngs 2
T2 Js+méd

Daraus folgt die wichtige Erkenntnis: Die Eigenkreisfrequenz des physikalischen Pen-

dels im Fliehkraftfeld ist der Drehzahl proportional.
Mit dem Ansatz

@1 = Qt + @ sinkQt; @) = @ sinkQt (4.209)

ot = (4.208)

konnen fiir den stationdren Fall die Amplituden berechnet werden. Aus dem linearen
Gleichungssystem, das nach dem Einsetzen von (4.209) in (4.206) und (4.207)
entsteht, folgt:

. M, (mREs — Jnk?) . M (Jo, + mRE&s)
o == n I e

(4.210)
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mit dem Nenner:

A = {[Usn + mRE)* — 1ok + JumREs } (k). (4.211)

Fiir die Winkelamplitude gilt ¢; = 0, wenn der Zahler Null ist, also bei der Tilgungs-
bedingung

mR&s = Ink? = (Js + m&g)k*. (4.212)
Im Falle der Tilgung folgt die Amplitude des Tilgerpendels aus (4.210) zu
M
|pa| = - (4.213)

 Un + mR&s)(k2)*

Obwohl das Moment M; veridnderlich ist, bleibt die Scheibe in Ruhe, und zwar
unabhingig von der Amplitude des Moments und bei allen Drehzahlen. Der Tilger
wirkt so, als ob das Tragheitsmoment der Scheibe unendlich grof3 wire, weil das
Moment direkt vom Pendel abgefangen wird.

Das Tilgerpendel stellt bei grofSen Ausschldgen einen nichtlinearen Schwinger
dar, dessen Eigenfrequenz (genau betrachtet) abhidngig von der Amplitude ist. Nur
bis zu Winkeln von etwa |@,| < n/6 ist die Linearisierung zuléssig und brauchbar.
Die Pendelbewegung enthilt bei groBen Winkeln héhere Harmonische, die ebenfalls
Schwingungen anregen. Es gibt konstruktive Losungen mit Rollbahnen in Form von
Zykloiden, bei denen die Eigenfrequenz des Rollpendels im Fliehkraftfeld unabhin-
gig vom Ausschlag bleibt.

4.5
Parametererregte Schwingungen
durch ungleichmaBig iibersetzende Getriebe

4.5.1
Problemstellung/Bewegungsgleichung

In vielen Verarbeitungsmaschinen, Umformmaschinen u.a. werden ungleichma-
Big iibersetzende Getriebe eingesetzt, um bestimmte Bewegungen zu erzielen. Aus
Abschnitt 2 ist bekannt, dass infolge ungleichmifig tibersetzender Getriebe ein
veranderliches Trigheitsmoment beziiglich der Antriebswelle auftritt, welches schon
beim Modell der starren Maschine einige spezielle dynamische Wirkungen zeigt.

Bei vielen Maschinen existiert neben der Massekonzentration (Schwungrad) am
Antriebsmotor eine Massekonzentration am Abtrieb des ungleichmifig iibersetzen-
den Getriebes, und die dazwischen befindlichen Antriebswellen oder Kupplungen
stellen die wesentliche Elastizitit dar, die als Torsionsfeder mit der Drehfederkon-
stanten cr modelliert werden kann. Diese Nachgiebigkeit vor dem Mechanismus hat
dynamisch eine qualitativ andere Wirkung als eine solche nach dem Mechanismus.
Hierbei konnen parametererregte Schwingungen entstehen, im Gegensatz zu den
erzwungenen Schwingungen, welche durch eine kinematische Erregung am Abtrieb
eines Mechanismus auftreten.
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Im Folgenden wird gezeigt, wie die urspriinglich nichtlineare Bewegungsglei-
chung, die fiir solche Aufgaben typisch ist, in eine lineare Differenzialgleichung
iiberfithrt werden kann. Danach werden die Besonderheiten des physikalischen Ver-
haltens derartiger Torsionsschwinger, Methoden zur Berechnung und Méglichkeiten
zur konstruktiven Beeinflussung erldutert.

Das Berechnungsmodell des hier behandelten Schwingungssystems ist in Bild
4.48 dargestellt.

wo = {1t

e=0t+q
T
=1 Bild 4.48
cr Modell des Torsionsschwingers
mit ungleichmif3ig tibersetzendem
Ji = gz = J() Mechanismus am Abtrieb

Es besteht aus dem mit konstanter Winkelgeschwindigkeit £2 umlaufenden An-
triebsglied, der Antriebswelle mit der Torsionsfederkonstanten ¢r und dem von
der Stellung des Antriebsgliedes abhingigen Tragheitsmoment J(¢), vgl. (2.211).
Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus dem Momentengleichgewicht zwischen
dem Moment aus den Massenkriften, vgl. (2.221), und dem Riickstellmoment der
elastischen und viskos geddmpften Torsionsfeder der Antriebswelle. Mit den in Bild
4.48 eingetragenen Koordinaten lautet die nichtlineare Bewegungsgleichung

J(¢)¢+;%§) p? + cr(p — o) + br(9 — ¢o) = 0. (4.214)
Die Drehbewegung ¢ setzt sich aus einem Anteil mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit £2 und einem relativen Verdrehwinkel g zusammen:

O=0)+q=Q2t+g; 0 =02 +g » =g (4.215)

Falls man annehmen kann, dass der Winkel g so klein bleibt, dass eine Linearisierung
zulissig ist, darf man die folgende Entwicklung von J(¢) in eine Taylor-Reihe nach
dem linearen Glied abbrechen. Kiirzt man die Ableitung nach dem Drehwinkel der
starren Maschine mit einem Strich ab, so gilt

d()

ren = (s J(9) =J(2t) + ] (2t)g+ - - (4.216)
dé((/‘)ﬂ) — Q1) —|—]”(Qt)q—|— L. (4.217)

Werden diese Entwicklungen in (4.217) eingesetzt, so ergibt sich bei Vernachlis-
sigung aller Terme ab der Ordnung ¢* folgende lineare Differenzialgleichung mit

] =J(82t)
1
JG+ (br +7'2)q+ (cr +]"02%)2)q = —E]’.Q2 (4.218)

In diese Gleichung geht das reduzierte Tragheitsmoment J(£2¢t) als zeitabhingige
Grofle ein. Damit ist aus der urspriinglichen nichtlinearen Differenzialgleichung
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(4.214) eine rheolineare Differenzialgleichung geworden. Das kinetostatische Mo-
ment der starren Maschine erscheint auf der rechten Seite als Erregermoment fiir die
Torsionsschwingungen. Aulerdem wirkt sich die Verinderlichkeit von J aber auch
als so genannte Parametererregung auf der linken Seite aus. An den Stellen, wo bei
den bisher behandelten Bewegungsgleichungen konstante Koeffizienten vorhanden
waren, treten hier zeitabhingige Koeffizienten auf.

Der Bewegungsgleichung (4.218) des Torsionsschwingers kann analog zu (4.216)
formal eine ,,Abklingkonstante“ und eine , Eigenkreisfrequenz® zugeordnet werden,
vgl. (4.218).

/ 02
M; wé(t) — w
2] J

Diese Groflen sind aber i. Allg. von der Getriebestellung (und hier speziell von der
Zeit) abhingig.

6(t) = (4.219)

4.5.2
Zur Lésung der Bewegungsgleichung, Stabilitdtsverhalten

Der Ingenieur wird erwarten, dass sich das Verhalten eines Antriebssystems bei ge-
ringer oder langsamer Anderung des zeitabhiingigen reduzierten Trigheitsmomentes
nur wenig von dem bei konstantem unterscheidet. Da (4.218) linear ist, muss sich
zu ihrer Losung ein Fundamentalsystem aufbauen lassen, und es gilt allgemein fiir
(4218) q = Ghom + Apart-

Fiir die homogene Losung wird hdufig der allgemeine Ansatz

qn = Cr e qi(t) + G e gy (1) (4.220)

gemacht. Darin sind C; und C, die aus den Anfangsbedingungen bestimmbaren
Integrationskonstanten, q; (t) und g, (t) periodische Funktionen der Zeit sowie u;,
U die charakteristischen Koeffizienten, die die Stabilitit der Losung bestimmen.
Ihre Abhingigkeit von Parametern der speziellen Bewegungsgleichung fiihrt auf
so genannte Stabilitdtskarten, in denen die Grenzen der Parameterwerte angegeben
sind, fiir welche stabiles oder instabiles dynamisches Verhalten auftritt.

Grundsitzlich kann man konkrete Aufgaben, in denen zeitlich verdnderliche
Parameter vorkommen, auch mit Methoden der numerischen Integration losen,
falls nur ein begrenztes Zeitintervall interessiert. Allerdings ist es fiir den Ingenieur
auch wichtig, allgemeine Vorstellungen tiber die dynamischen Effekte zu erhalten,
die bei einer Parametererregung auftreten konnen. Die Parameterresonanz kommt
wesentlich seltener als die erzwungene Resonanz vor. Sie darf deshalb aber nicht
als unwesentliche oder unwahrscheinliche Nebenerscheinung eingeschitzt werden,
da sie infolge ihrer Besonderheiten zu gefihrlich groflen Amplituden fithren kann.
Gegeniiber der erzwungenen Resonanz seien vier prinzipielle Unterschiede genannt.

Zunichst muss erwihnt werden, dass die Parameterresonanz eine Erscheinung
des instabilen Gleichgewichtes ist, weil das System durch unvermeidliche Anfangs-
storungen angefacht werden kann. Infolge einer zufilligen Storung kann es in be-
stimmten Frequenzbereichen dazu kommen, dass das System im Takte seiner Ei-
genfrequenz (den momentanen Amplituden proportionale) Energieportionen auf-
nimmt und sich dabei schnell ,,aufschaukelt®.
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Eine zweite Besonderheit besteht darin, dass die Schwingungsamplituden bei
fehlender Dampfung bei erzwungener Resonanz linear, aber bei Parameterresonanz
exponentiell mit der Zeit anwachsen.

Drittens hat die Dampfung einen qualitativ anderen Einfluss. Wiahrend bei der
erzwungenen Resonanz die viskose Dampfung zur Begrenzung der Resonanzampli-
tuden fiithrt, konnen bei einer Parameterresonanz die Amplituden trotz vorhandener
Dampfung unbegrenzt anwachsen. Die Parameterresonanz entwickelt sich allerdings
in bestimmten Frequenzbereichen erst dann, wenn die Dimpfung einen bestimmten
Wert unterschreitet.

Eine vierte Besonderheit der Parameterresonanz besteht darin, dass sie nicht
nur bei bestimmten Frequenzen (wie die erzwungene Resonanz) auftritt, sondern in
einem gewissen Frequenzbereich in der Umgebung dieser bestimmten Frequenzen.
Die Parameter-Hauptresonanz tritt in der Nihe derjenigen Winkelgeschwindigkeit
auf, die der doppelten gemittelten Figenfrequenz des Schwingers entspricht, d. h. bei
£ = 2. Die Resonanzstellen liegen allgemein in der Umgebung der Abstimmungs-
verhiltnisse

Q 2
n=-—="=: k=12 -, (4.221)
10) k

also bei Werten, die um ganzzahlige Vielfache kleiner als die Frequenz der Hauptre-
sonanz sind. Die Breite dieser kritischen Gebiete hingt von der Pulsationstiefe der
Parametererregung ab.

Eine weitere Besonderheit der parametererregten Schwinger besteht darin, dass
weit entfernt von den durch (4.221) gekennzeichneten Drehzahlbereichen der Pa-
rameterresonanz auch noch dynamische Instabilititen in einem endlichen Zeitab-
schnitt moglich sind.

Man kann sich diesen Effekt anhand der Definition der ,,Abklingkonstanten
durch (4.219) klarmachen. Die Bewegung verlduft dynamisch stabil, solange

br + Q] (21)

Dwy = 6(t) = (@) >0 (4.222)
gilt, weil dann das von den freien Schwingungen eines linearen Schwingers bekannte
Abklingen gemifd exp(—§t) erfolgt.

Infolge der Verinderlichkeit von J'(£2¢) kann es jedoch dazu kommen, dass diese
»Abklingkonstante® in gewissen Intervallen negativ wird und damit eine exponenti-
elle Anfachung der Amplituden bewirkt. Die dynamische Instabilitit duflert sich in
amplitudenmodulierten Schwingungen mit der Eigenkreisfrequenz w(t), die an eine
Schwebung erinnern. Das Intervall der Anfachung wechselt sich mit einem Intervall
des Abklingens ab, weswegen in so einem Fall die Amplituden nicht unbegrenzt
anwachsen, was sonst fur die Parameterresonanz eigenttimlich ist.

Haufig ist der Parameterwert von by sehr unsicher, wihrend tiber den Damp-
fungsgrad D Kenntnisse vorliegen. Formt man deshalb mit D = by /(2+/crJ) um, so
ergibt sich die Bedingung aus der Forderung 6(¢) > 0

Q]'(21)
20](Q21)

In Bereichen J’ < 0 kann diese Bedingung verletzt werden. Durch die abnehmende
Massentrigheit wird dann bei fehlender Dampfung der Mechanismus ,,von allein®

D+ > 0. (4.223)
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beschleunigt, und es wird in diesen Getriebestellungen kinetische Energie von der
tragen Masse des Abtriebsgliedes an die Torsionsfeder abgegeben.

Aus den Einflussgrofien in (4.223) ersieht man auch, was der Konstrukteur fir
Gegenmafinahmen treffen kann. Eine grofle Diampfung ist giinstig, aber nur in
beschranktem Maf3e erreichbar. Eine Verminderung der Schwankung des Tragheits-
momentes J' ist stets anzustreben, weil sie auch die Ursache der anderen storenden
Erscheinungen der Parameterresonanz ist. Die Abhingigkeit von £ bedeutet, dass
bei kleinen Drehzahlen eines Mechanismus solche Instabilititen tiberhaupt nicht
erscheinen, weil sie infolge der stets vorhandenen Dampfung unterdriickt werden,
aber dass sie bei hoheren Drehzahlen auftauchen kénnen. Die Eigenkreisfrequenz @
im Nenner des einen Terms von (4.223) weist darauf hin, dass diese Instabilititen bei
hochfrequenten (steifen) Systemen kaum zu erwarten sind.

Bei Kurvengetrieben gibt es z. B. durch die Beeinflussung des Kurvenprofils in
Bereichen, die nicht vollstindig durch technologische Forderungen festgelegt sind,
die Moglichkeit, die Instabilititsbereiche der Torsionsschwingungen zu hoheren
Drehzahlen hin zu verschieben. Bei Koppelgetrieben kann durch dynamische Kom-
pensatoren (Zusatzgetriebe) der Verlauf des Tragheitsmomentes geglittet werden,
dhnlich wie beim Leistungsausgleich, vgl. Abschnitt 2.4.2.

4.5.3
Beispiele

4.5.3.1
Transfer-Manipulator

An modernen Pressen erfolgt der Werkstiicktransport mithilfe so genannter Trans-
fer-Manipulatoren, welche synchron im Takte des Pressenhubes arbeiten und wih-
rend des Umformvorganges das Werkstiick unbeweglich halten miissen. Infolge
der groflen Entfernung zwischen dem Pressenantrieb und dem Abtriebsglied (den
Greiferschienen), die durch eine mehrere Meter lange Gelenkwelle tiberbriickt wird,
kann der Antrieb nicht torsionssteif gestaltet werden, und es besteht bei schnell
laufenden Manipulatoren die Gefahr, dass die Schwingungen der Greifer in der
Rastphase zu ungenauer Werkstiickablage und zu Kollisionen ftihren.

Bild 4.49a zeigt das stark vereinfachte Getriebeschema und Bild 4.49b das diesem
entsprechende Minimalmodell.

Ein wesentliches Element des Antriebssystems ist das Kurvengetriebe, das durch
seine Lagefunktion U(¢) charakterisiert wird. Die Lagefunktion stellt den Zusam-
menhang zwischen der Antriebsbewegung ¢ und der Abtriebsbewegung, im vor-
liegenden Beispiel die Greiferschienenbewegung x, dar; x = U(¢). Diese Bewegung
ist durch zwei Rasten gekennzeichnet, deren Ubergiinge durch ein ,,Bewegungsgesetz
der 5. Potenz“ beschrieben werden (VDI-Richtlinie 2143). Auflerhalb der Rasten gilt:

x = U(@) = Unax(102° — 152* + 62°); z=2z(p) (4.224)
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Bild 4.49 Lingshubgetriebe eines Transfer-Manipulators

a) Getriebeschema b) Berechnungsmodell

I Antrieb von der Presse; 2 Gelenkwelle (cr; by);

3 Kurvengetriebe (r; — 5 = Upmax); 4 Greiferschienen und Werkstiicke

Dabei steht die Variable z mit dem Antriebswinkel ¢ in folgendem Zusammenhang:
701 701 9 1 , 9
<<
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Das reduzierte Trigheitsmoment wird von den Drehmassen des Antriebes (J,), der
Masse m des Abtriebes und der Lagefunktion bestimmt. Nach (2.211) gilt

J(¢) = Jop"* + mx"> = J + mU". (4.226)

Die Bewegungsgleichung des Berechnungsmodells Bild 4.49b leitet sich aus (4.218)
ab. Man findet

(Jo + mU")G + (by + 2mU'U"Q2)g + [cr + m*(U" +U'U")]q
= -—mQ*U'U".

z=0 (hintere Rast).

(4.227)
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Darin gilt fiir die verschiedenen Ordnungen der Lagefunktion mit U’ = dU/ d(Q21)
und z’ gemifit (4.225)
0. Ordnung: U = Upax (102> — 152* + 62°)
1. Ordnung: U’ = Upax302' (22 — 22° + 2%)
2. Ordnung: U” = Upyax60z"%(z — 32% + 22°)
3. Ordnung: U"" = Upax602” (1 — 62 + 622) .
Bild 4.50a zeigt die Lagefunktionen verschiedener Ordnungen. Dem Beispiel liegen
folgende Parameterwerte zugrunde:
Umax = 0,4 m; ]0:1;1kg'm2; cr =15- 10°N-m
Q =24 m=136kg; br=20N-m-s

Fiir die ,,Eigenkreisfrequenz* gilt w?(t) = cr(t)/J(t), vgl. (4.219).
Dacr > mQ?(U"+U'U") max, ist @y wesentlich von der Getriebestellung, aber
unwesentlich von der Drehzahl abhingig, und es gilt ndherungsweise

(4.228)

(4.229)

‘T
Jo +mU"’
Bild 4.50b zeigt den Verlauf des relativen reduzierten Tragheitsmomentes und der
relativen Figenkreisfrequenz. Die Losung von (4.227) erfolgte bei diesem Beispiel mit
einem numerischen Integrationsverfahren. Bild 4.50c zeigt als Ergebnis den Verlauf
des elastischen Momentes in der Antriebswelle M,,, = crq, das auch ein Maf fiir die
Schwingbewegung des Abtriebsgliedes ist, da U(¢) ~ U (£2t) gilt. Zum Vergleich ist
im Bild 4.50c noch das kinetostatische Moment My, = mQ2U’'U” mit dargestellt.
Es wiirde sich bei starrem Antrieb ergeben, vgl. (4.227).

Wie die Theorie erwarten lasst, treten im Bereich des abfallenden Trigheitsmo-
mentes (J'(¢) < 0) intensive Schwingungen auf, die dem kinetostatischen Moment
iiberlagert sind. Kurzzeitig werden intensive Schwingungen angefacht, wenn by <
2mQU'U" ist, was auch aus (4.227) deutlich wird. Bild 4.50d zeigt die Verldufe von
d = by /2mQU’'U” und 1. Betrachtet man in Bild 4.50c die Nulldurchginge des
dynamischen Moments (die Summe aus kinetostatischem Moment und Vibrations-
moment), erkennt man deutlich die im Bild 4.50d gezeigte Veranderung von w(t).

Der Momentenverlauf wird qualitativ verstandlich, wenn man sich die Bewegung
der Greiferschienen klarmacht, da in ihnen der grofite Teil der (verdnderlichen)
kinetischen Energie steckt. Sie haben in den Stellungen ¢ = 0 und ¢ = = die grofite
Geschwindigkeit und miissen durch die Antriebswelle beim Hinlauf im Bereich
0° < @ < 70° und beim Riicklauf im Bereich 180° < ¢ < 250° verzogert wer-
den. Dies ruft ein negatives kinetostatisches Moment hervor, welches beziiglich der
Antriebswelle bremsend und zugleich schwingungserregend wirkt. Diese doppelte
Momentenschwankung je einer Kurbelumdrehung ist typisch fur alle Antriebe mit
einer Umkehrbewegung. Sie hat immer eine dominierende zweite Harmonische des
Antriebsmomentes zur Folge. Die Schwingungen treten nur bei hohen Drehzahlen
und nur im Bereich des negativen J' (abfallendes J) auf. Wie aus Bild 4.50 deutlich
wird, sind fiir positive Werte von d = by /2mQU’'U” keine solchen angefachten
Schwingungen zu erwarten.

Fir den Konstrukteur bestand nun die Aufgabe, durch konstruktive Verin-
derungen dafiir zu sorgen, dass die storenden Schwingungen in den Rastphasen

w3 (t) ~ (4.230)
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verschwinden. Alle Parameter des Berechnungsmodells wurden experimentell be-
stimmt, und nachdem festgestellt worden war, dass die Messergebnisse mit den
vorausberechneten Werten gut iibereinstimmten, wurde die Auswirkung folgender
Mafinahmen am Berechnungsmodell tiberpriift.

1. Verminderung der Masse m des Abtriebsgliedes. Sie fiithrt zu einer kleineren
Schwankung von J(¢) und vermindert dadurch die Parametererregung. Diese
Anderung lasst sich durch Leichtbauweise realisieren (Kastenprofil).

2. Erhohung der Torsionssteifigkeit des Antriebs. Die Gelenkwelle stellte die grofite
Nachgiebigkeit dar, lief} sich aber nur unwesentlich versteifen. Wird sie jedoch
mit einer hoheren Drehzahl als die Presse betrieben, erhoht sich ihre reduzierte
Steifigkeit. Durch zusitzliche Getriebe anstelle der einfachen Kegelrader ist das
erreichbar.

3. Verminderung der Schwingungsanregung durch eine Minimierung des Produk-
tes U'U" (kinetostatisches Moment My = m£22U’U") im negativen Bereich.
Durch eine unsymmetrische Lagefunktion (Wendepunktverschiebung und -ver-
lagerung) des Kurvengetriebes lisst sich das erreichen.

4. Ausgleich des kinetostatischen Moments im negativen Bereich durch einen
Kompensator. Tragheitskompensatoren erhéhen das mittlere J und wirken sich
nachteilig auf die Bremszeit aus. Ein Federkompensator, der unmittelbar an den
Greiferschienen angreift, wirkt nur bei einer bestimmten Drehzahl optimal, vgl.
VDI-Richtlinie 2149 Blatt 1.

4.5.3.2
Veranderliche Zahnsteifigkeit als Schwingungserregung

In Zahnradgetrieben findet eine Schwingungsanregung in jeder Zahnradpaarung
statt, obwohl sich aufgrund der bei der Berechnung der Zahnprofile beachteten
Abrollbedingungen kinematisch eine konstante Winkelgeschwindigkeit der beiden
Zahnrider einstellen miisste. Die unvermeidliche Deformation der Zihne der im
Eingriff befindlichen Zahnpaare entsteht infolge der Zahnkrifte, die erforderlich
sind, um die Drehmomente vom Zahnradgetriebe zu tibertragen. Schon infolge
konstanter Momente kénnen dynamische Zahnkrifte erregt werden, die wesentlich
grofer sind, als die eigentlich zu tibertragenden statischen Krifte.

Zu den inneren Erregungsursachen zdhlen die Schwankungen der Verzahnungs-
steifigkeit c(t), die beim Abrollen der Zahnflanken und durch den Wechsel zwischen
Einzel- und Doppeleingriff entstehen. Nicht nur Verzahnungsschiden, sondern auch
beim intakten Getriebe kénnen Abweichungen von der idealen Verzahnungsgeome-
trie oder Teilungs- und Rundlaufabweichungen zu Schwingungserregungen fithren.
Der periodische Verlauf der Verzahnungssteifigkeit lasst sich durch den Mittelwert
¢m> die Fourierkoeffizienten ¢ und die Zahneingriffsfrequenz f, wie folgt beschrei-
ben:

ct) =cn+ Zék cos(2mk f,t + @i). (4.231)
k

Bild 1.12 zeigt einen typischen Verlauf der verinderlichen Zahnsteifigkeit, vgl.
Abschnitt 1.3. Bei einem Getriebe mit Schrigverzahnung sind die Schwankungen
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klein gegentiber denen bei einer Geradverzahnung, d. h., es geniigen dabei wenige
Fourierkoeffizienten zur Beschreibung.

Die Zahneingriffsfrequenz ist das Produkt von Drehfrequenz und Zihnezahl.
An der Kontaktstelle von zwei Zahnridern (Welle I: Winkelgeschwindigkeit €2,
Zahnezahl z; und Welle 2: Winkelgeschwindigkeit £2,, Zahnezahl z,) entsteht die
Zahneingriffsfrequenz

f=zf = = . (4.232)

a) Ji ? b)
i il if 2
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Bild 4.51 Berechnungsmodell des Stirnradgetriebes
a) Systemskizze, b) Seitenansicht, ¢) Frei geschnittenes System

Beim einfachsten Fall eines einstufigen Stirnradgetriebes (Bild 4.51) werden bei der
Modellierung die Drehwinkel ¢, und ¢4 von zwei Drehmassen, die Winkel ¢; des
Ritzels und ¢4 des Zahnrads sowie die Torsionssteifigkeiten cr; und crs zwischen den
Scheiben berticksichtigt. Die Zahnfehler, die als Wegerregung s(¢) modelliert werden,
und die Verzahnungssteifigkeit c(¢) sind periodisch verdnderlich.

Die Bewegungsgleichungen fiir das Berechnungsmodell ergeben sich aus dem
Momentengleichgewicht an jedem Teil des frei geschnittenen Systems, vgl. Bild 4.51

Ji¢1 + eri(@1 — @2) = M, (t) (4.233)
L@y — cri(@1 — @2) + rac(t)[ra92 + 1305 — s(t)] =0 (4.234)
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J3¢3 + r3c(t) [ra02 + 13035 — ()] + cp2(@3 — @4) = 0 (4.235)
Japs — cr2(@3 — @4) = My(t). (4.236)

Die Gleichungen (4.233) bis (4.236) beschreiben eine erzwungene Schwingung infol-
ge der Parametererregung durch ¢(t) und der kinematischen Erregung infolge s(t).
Die Losungen konnten ermittelt werden, wenn die Verldufe von M, (¢), My(t), s(t)
und c(t) gegeben sind. Die Angabe dieser Eingabedaten stellt allerdings schon oft ein
Problem dar, da diese Werte zwischen den Exemplaren einer Baureihe streuen, sich
mit der Betriebsdauer und auch mit der Betriebstemperatur andern. Man kann sich
vorstellen, wie die Bewegungsgleichungen fiir ein mehrstufiges Getriebe aussehen
werden und wie unwahrscheinlich es wird, eine Ubereinstimmung von Rechen- und
Messergebnissen zu erreichen.

Im Weiteren soll dieses komplizierte System vereinfacht betrachtet werden, um
auf einige Probleme nidher hinzuweisen. Zunichst werden die Drehmassen J, und J;
vernachlissigt, sodass man die Winkel ¢, und ¢; aus zwei statischen Bedingungen
durch die anderen Winkel und die Zahnkraft F ausdriicken kann:

Mit der Koordinate g = r,¢, + r3 03 — s(t) fiir die Deformation der Verzahnung
folgt mit der Zahnkraft

F=c(t)q=ct)[rp: + 305 — s(t)]. (4.237)
aus (4.234) und (4.235) mitJ, = J3 =0
Fr Fr

o= —2 40y pi= @y —. (4.238)
CT1 T2

Damit lassen sich (4.233) und (4.236) umformen zu Differenzialgleichungen, in
denen auch die Kraft F vorkommt:

<rzi + ¢z) bni M) (4.239)
T i i
F F M
<¢s + rs—) +r3— = a0 (4.240)
T2 n Js

Multipliziert man (4.239) mit dem Faktor r, und (4.240) mit 73, entsteht aus der
Summe dieser Gleichungen

. rZ 1’2 rz rz M, (t My(t
F(—2+—3>+r2¢2+r3¢3+F<—2+—3> =1 1()+r3 4()- (4.241)
e o2 Lo s i Ja

Vereinfacht man (4.237) fiir den Fall geringer Steifigkeitsdnderungen, so folgt wegen
c(t) = cm + €(t) mit || < ¢, die Ndherung

F F £
@, + 1303 =5+ s+ —|(1—— (4.242)
Cm + & Cm

und der Niherung fiir die zweite Ableitung, bei der 2F¢ < F& angenommen wurde:
1y + 133 =5+ - (4.243)

2
m Oy
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Setzt man den Ausdruck von (4.243) in (4.241) ein, so entsteht eine einzige Diffe-
renzialgleichung fur die Zahnkraft F:

rs 13 EQ) M, (¢ M,(t

]—2+]—3—C—2 —3(t) + 12 }() 3 ;()
Foaf——mF= —L L (4.244)

5 13 1 5 13 1

— + =+ — + —

CT1 T2 Cm CT1 CT2 Cm

Diese kurze Gleichung beschreibt die Kraft in einem Schwinger, der parametererregte
und erzwungene Schwingungen ausfithren kann. Man kann darin die Einfltisse von
elf Parametern erkennen, z. B.

o welchen Einfluss die Zahnsteifigkeit ¢, im Vergleich zu den Torsionssteifigkeiten
cr1 und c1, der Wellen hat

e wie grofd die Eigenfrequenz ist, (Faktor vor F ist das Quadrat der verdnderlichen
»Eigenkreisfrequenz®).

e die Bedeutung der relativen Steifigkeitsinderungen &, welche eine Parameterer-
regung verursachen, kann durch Vergleich der Terme im Zahler der Eigenkreis-
frequenz beurteilt werden,

e die erzwungenen Schwingungen infolge der hier mit §(¢) Verzahnungsfehler und
der beliebig zeitlich verdnderlichen Momente am Antrieb und am Abtrieb.

4.5.4
Aufgaben A4.7 und A4.8

A4.7 Salomon-Tilgerpendel

Es sollen die Abmessungen eines Salomon-Tilgerpendels gemifl Bild 4.47¢ ermittelt
werden, welches die zweite Erregerharmonische eines Antriebsmomentes tilgt.

Gegeben:
Abstand des Drehpunktes R =100 mm
Schwerpunktabstand &g =1 mm
Masse der Walze m = 0,05 kg
Momentenamplitude der zweiten Harmonischen ~ M; = 15N - m bei k = 2

Gesucht:

1. Durchmesser der Walze d

2. Durchmesser des Lochs D

3. Amplitude ¢, der Walze bei der Winkelgeschwindigkeit £2 = 300/s

4. Diskussion des Einflusses von Ordnung der Harmonischen auf die Grofle der

Tilgermasse
A4.8 Schubkurbel mit elastischer Antriebswelle

Bild 4.52 zeigt ein Schubkurbelgetriebe, dessen Antriebsmotor mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit rotiert. Zwischen Antriebsmotor und Kurbel befindet sich eine torsi-
onselastische Antriebswelle, die infolge der Massenkraft des Abtriebsgliedes periodisch
belastet und um den Relativwinkel g tordiert wird.
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Gegeben:
Kurbellinge L
Kurbelverhiltnis A=h/E<1
Trigheitsmoment des Antriebsgliedes J> (hinter der Torsionsfeder)
Masse des Schubgliedes my
Torsionsfederkonstante or
Torsionsdimpferkonstante bt
Winkelgeschwindigkeit der Antriebsbewegung 2
Grofenverhiltnis or > Q%" (Q1)
Dimpfungsmaf3 des Torsionsschwingers D = br/(2\/erh)

Bild 4.52
Schubkurbelgetriebe mit
elastischer Antriebswelle

Gesucht:

1. Verlauf des reduzierten Trigheitsmomentes als Funktion der Zeit
Abstimmungsverhéltnis, oberhalb dessen instabile Torsionsschwingungen auftre-
ten

3. Winkelbereich, in dem die instabilen Torsionsschwingungen zu erwarten sind

4.5.5
Losungen L4.7 und L4.8

L4.7 Die Walze als homogener Kreiszylinder hat das Trigheitsmoment Js = md? /8, vgl.
Tabelle 5.2. Aus der Tilgungsbedingung (4.212) ergibt sich eine Beziehung zum Wal-
zendurchmesser:

2
mREs = (Js + mEHK* = m (% + 552) K2, (4.245)

woraus der Durchmesser folgt:

d= \/855 (:;2 - 55) = \/8 (1%0 - 1) = 13,8 mm. (4.246)

Daraus ergibt sich der Aulendurchmesser zu D = 2&5 + d = 15,856 mm.
Das Triagheitsmoment beziiglich des Punktes A ist

d? 192
T2 = (]S—O—mfsz):m (— +§Sz) =50 (——I—l) g~mm2
8 8 (4.247)

= 1250 g- mm?.
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Die Pendelamplitude bei der angegebenen Winkelgeschwindigkeit folgt aus (4.213) zu

’ My 5.10° 0,222 rad (4.248)
— = = 0,222 ra .
L = O mRE)(k2)? (1250 1 5000)(600)% —22221aC

Dieser Winkel erfiillt die Bedingung |¢,| < 1, sodass man lineares Verhalten erwar-
ten kann. Aus dieser Formel kann man erkennen: Die Masse des Tilgerpendels ist
unabhingig von der Ordnung der Harmonischen. Sie muss mit Riicksicht auf die
Pendelamplitude umso grof3er sein, je niedriger die Ordnung k der Harmonischen ist.
Mit sinkender Drehzahl steigt die Auslenkung des Tilgerpendels.

L4.8 Ausgangspunkt ist die Bewegungsgleichung (4.218) aus Abschnitt 4.5.1. Sie lautet:
1
(@) + [br + 2] (90)1d + [er + 2% (90)1q = 75]'((/90)!22- (4.249)
Das reduzierte Trigheitsmoment des Schubkurbelgetriebes ist aus (2.291) bekannt:

J(@) & Jo + myl3 sin® o = J(@o) = J» + myl? sin®(Q¢). (4.250)

Die Ableitung nach dem Winkel ¢y = Q1 ergibt
T (po) = 2m4122 sin 2t cos Qt. (4.251)
Die Bewegung der Koordinate g ist stabil, wenn der Faktor von 4 positiv ist, also fiir
br + Q] (2t) > 0. (4.252)

Dieser Faktor dndert seinen Wert mit der Winkelgeschwindigkeit £2. Setzt man den
grofiten negativen Wert von J'(£2t) aus (4.251) in (4.252) ein, so erhilt man die
Stabilititsbedingung

by — 2myl3Q = 2D\/ory — 2myl3Q2 = 2DwoJy — 2mal202 > 0. (4.253)
Fiihrt man noch das Abstimmungsverhiltnis ein, so folgt

Q _plo

— . 4.254
o H14122 ( )

TI =
Der Antrieb arbeitet dynamisch stabil, solange diese Stabilititsbedingung erfiillt ist.
Ublicherweise liegt der Ddmpfungsgrad bei Stahl-Vollmaterial bei D < 0,01 und bei
Schubkurbelgetrieben betrigt das Verhltnis etwa J,/(m412) ~ 5 bis 20. Daraus folgt,
dass der kritische Bereich bei etwa 1 =~ 0,05 bis 0,2 beginnt. Dieses Abstimmungsver-
hiltnis wird also bei einer Drehzahlerhéhung einer Maschine bedeutend friiher erreicht
als der Hauptbereich der Parameterresonanz, der bei 7 = 2 liegt, vgl. (4.221).

Wenn die Funktion sin ¢ cos ¢y < 0 ist, kdnnen sich diese instabilen Schwingun-
gen bemerkbar machen, vgl. (4.251). Dies ist in den beiden Bereichen

T 3n
> <@g < T £ <@g <2m (4.255)

der Fall, in denen das stellungsabhingige reduzierte Trigheitsmoment abnimmt, vgl.
dazu (4.250) und auch Bild 4.27b.



5 Biegeschwinger

5.1
Zur Entwicklung der Problemstellungen

In Verbindung mit dem sich schnell entwickelnden Turbinenbau entstanden in
den siebziger Jahren des 19. Jahrhunderts in England und Deutschland die ersten
theoretischen Arbeiten, die sich mit der Bestimmung kritischer Drehzahlen von Wel-
len mit verinderlichen Querschnitten befassten. Kritische Drehzahlen sind solche
Drehzahlen, bei denen eine Maschine mit Riicksicht auf ihre Betriebssicherheit nicht
lingere Zeit betrieben werden darf, weil gefihrliche Resonanzzustinde auftreten.

Die ersten Untersuchungen spezieller Fragen von Biegeschwingungen, die von
Rankine (1869) und de Laval (1889) stammen, wurden fortgesetzt durch Arbeiten
von A. Stodola, der viele bedeutsame Erscheinungen kliarte und seine Forschungser-
gebnisse 1924 in einem fundamentalen Werk niederlegte. Weitere Fortschritte bei
der Berechnung kritischer Drehzahlen von Wellen wurden in den dreiliger und
vierziger Jahren unseres Jahrhunderts durch zahlreiche Forscher erzielt. Sie wurden
in klassischer Form von Biezeno und Grammel [1] zusammengefasst.

Die weitere Entwicklung war einerseits dadurch charakterisiert, dass die als
wesentlich erkannten Einflussgroflen theoretisch und experimentell genauer un-
tersucht wurden. Andererseits wurden die Berechnungsmethoden mit dem Auf-
kommen der Computer vervollkommnet, wobei sich seit etwa 1955 die Methode
der Ubertragungsmatrizen durchgesetzt hatte [15], [30]. Neben dem Verfahren der
Ubertragungsmatrizen hat die Methode der finiten Elemente seit Mitte der 60er-
Jahre die Biegeschwingungsberechnung beeinflusst. Der gegenwirtige Stand ist da-
durch charakterisiert, dass praktisch fiir die meisten auftretenden und theoretisch
gekldrten Problemstellungen Rechenprogramme vorliegen, die auf der Methode der
finiten Elemente (FEM) beruhen.

Die Biegeschwingungen von (nicht rotierenden) Balken und Balkensystemen,
deren Berechnung eng mit der von Wellen verbunden ist, haben vor allem in der
Baudynamik, aber auch fiir Maschinengestelle Bedeutung. Eine sehr gute Ubersicht
iber die Schwingungen von Stiben, Balken und Platten findet man in [9] und [6].
Eine moderne Einfiihrung in das Gebiet der Rotordynamik stellt [7] dar.

Fiir gewisse Aufgabengruppen sind Vorschriften zu beachten, z. B. VDI 2059
1-5: Wellenschwingungen von Turbositzen; VDI 3840: Schwingungen von Wellen-
strangen. Erforderliche Berechnungen; VDI 3841: Schwingungsiiberwachung von
Maschinen mit rotierenden Massen; VDI 3832: Wilzlageriiberwachung; DIN EN
60 034-14: Drehende elektrische Maschinen.

Die in der Fachliteratur behandelten Probleme dienen letztlich der Konstruktion
zuverldssiger Stabtragwerke, Wellen und Rotoren und lassen sich in folgende Grup-
pen einteilen:
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1. Wahl angemessener Berechnungsmodelle, welche mit vertretbarem Aufwand die
beobachteten und experimentell untersuchten Erscheinungen erfassen

2. Berechnung von kritischen Drehzahlen (bzw. Eigenfrequenzen) fiir gegebene
Berechnungsmodelle und Parameterwerte

3. Berechnung tatsichlicher Bewegungen und Kraftgroflen (Lagerkrifte und -
ausschldge, Spindelbewegungen)

4. Auswahl giinstiger Parameterwerte einer Konstruktion

5. Kldrung von Schwingungsursachen realer Konstruktionen.

5.2
Grundlegende Zusammenhange

5.2.1
Selbstzentrierung beim symmetrischen Rotor

Aus Abschnitt 2.6.2 ist bekannt, dass praktisch immer eine Restunwucht bei Rotoren
verbleibt, weil eine vollstindige Auswuchtung nicht erreichbar ist. Hier soll an einem
einfachen Rotor mit einer Scheibe demonstriert werden, wie sich eine Unwuchter-
regung auswirkt. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die Scheibe in der
Mitte einer zweifach gelagerten Welle konstanter Biegesteifigkeit EI angeordnet ist,
sodass nur die symmetrische Schwingform auftritt und somit die Einflisse der
Kreiselwirkung entfallen.

Bild 5.1 zeigt die aus der statischen Gleichgewichtslage ausgelenkte Scheibe im
raumfesten Koordinatensystem. Die Scheibe dreht sich mit der Winkelgeschwin-
digkeit £2. Die Durchbiegungen im mitrotierenden Bezugssystem werden mit r
bezeichnet. Der Scheibenschwerpunkt S liegt aulerhalb des Wellenmittelpunktes
W (Exzentrizitit e). Auf die Scheibe wird ein Drehmoment M iibertragen. Die
Scheibenmasse ist #1, das Tragheitsmoment um die Drehachse ist J,. Die masselose
Welle ist isotrop, d. h., ihre Federkonstante ¢ ist in x- und y-Richtung gleich grof3. Da
die Wellenneigung entfillt, werden keine anderen Federzahlen benotigt.

Das Kriftegleichgewicht am Schwerpunkt der in horizontaler Ebene rotierenden
Scheibe ergibt, vgl. Bild 5.1:

mxs + cxw =0 (5.1)

mys + cyw = 0. (5.2)
Aus dem Momentengleichgewicht um die Schwerpunktachse folgt

Jp® + cxwesin ¢ — cywecos ¢ = M. (5.3)
Mit Berticksichtigung der Zwangsbedingungen, vgl. Bild 5.1,

Xw = X5 — €Cos @, yw = ys —esin @ (5.4)
folgen daraus die Bewegungsgleichungen

mxs + cxs = cecos ¢ (5.5)

mys + cys = cesin @ (5.6)

Jp® — ce(ys cos ¢ — xssin ) = M. (5.7)



5.2 Grundlegende Zusammenhéange 309

<y

Bild 5.1 Bezeichnungen am Berechnungsmodell einer symmetrisch gelagerten Welle mit
einer Scheibe

Die Eigenkreisfrequenz kann bei diesem Minimalmodell aus der statischen Durch-
senkung (f = mg/c) an der Masse m infolge des Eigengewichts (mg) berechnet
werden:

e [wm_ [z
a)l\/; /mgﬁ. (538)

Bezeichnet man das Verhiltnis von Dreh- zu Eigenkreisfrequenz mit n = Q2 /w,, so
lauten die partikuldren Losungen von (5.5) und (5.6) mit ¢ = €2t (harmonische
Erregung):

ew?

1 .
Xg = ————— Ccos 2t = cos 2t = 5 cos 2t
ST w0 — Q7 1—n? s
(5.9)
i o in Qt = fgsin Q1
=——sin = sin = fgsin Q1.
s w0l — Q2 1—n? s

Das Antriebsmoment ergibt sich fir die hier vorausgesetzte konstante Drehzahl
(¢ = Q = const,p = 0) fiir 2 # w; zu M = 0. Fiir Q = o, (n = 1) tritt Reso-
nanz ein, und die erzwungenen Schwingungsausschlidge wachsen (falls ungeddampft
gerechnet wird) unbegrenzt, vgl. Bild 6.23.

Die Gleichung (5.9) zeigt, dass der Schwerpunkt eine Kreisbahn mit der Winkel-
geschwindigkeit £2 durchlduft. Der Radius dieses Kreises betrigt

2
5 / ewi e
rs = xé—i—yé = w%_QZ = l_nz' (5.10)
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Die Bewegung des Scheibenmittelpunktes W ergibt sich aus (5.4) mit (5.9) zu

en?

:1_n2

xXw = fy cos 2t; yw = fw sin Q2t; fw (5.11)

Der Radius fw entspricht der Auslenkung im rotierenden System der Polarkoordi-
naten (r; ¢). Er kann, im Gegensatz zu fs, gemessen werden.

a 5

'0/\ Asymptoten

Bild 5.2 Bewegung der Welle in Abhéngigkeit vom Abstimmungsverhéltnis
a) Amplituden-Frequenzgang, b) Schwerpunktbahn und Wellenmittelpunktbahn bei
n = 0,5 1,5; 2,5

Die Amplituden der Bewegungen von S und W und die Bahnen dieser Punkte
in Abhingigkeit vom Abstimmungsverhiltnis 7 sind in Bild 5.2 dargestellt. Die
Punkte O, S und W liegen (auflerhalb der Resonanz) auf einer Geraden. Die Welle
rotiert im gebogenen Zustand und wird dabei quasistatisch beansprucht. Fir die
Festigkeitsberechnung solcher rotierender Wellen ist von Bedeutung, dass dabei
keine Biegewechsel auftreten und damit auch keine Werkstoffdimpfung der Welle
wirksam wird.

Aus Bild 5.2 geht hervor, dass sich bei grofSen Drehzahlen die Welle zentriert.
Im iiberkritischen Drehzahlbereich (£2 > w;) dreht sich die Scheibe um ihre
Schwerachse. Man nutzt diese Tatsache bei Zentrifugen und anderen Maschinen
aus, bei denen infolge des exzentrischen Verarbeitungsgutes eine Auswuchtung nicht
moglich ist (Bild 5.9). Das System wird dabei meist durch weiche Halslagerfedern so
abgestimmt, dass es iiberkritisch lauft. Die Scheibe rotiert dann um die Schwerachse,
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d. h. die Halslagerfedern werden in der Umlauffrequenz um den Betrag der Exzen-
trizitit ausgelenkt und bewirken eine entsprechende Kraft auf das Gestell. Diese ist
bei sehr weichem Halslager bedeutend kleiner als die entsprechende Unwuchtkraft
bei starrer Lagerung.

5.2.2
Durchfahren der Resonanzstelle

Viele Antriebe werden iiberkritisch betrieben, d. h. die Rotoren miissen beim Hoch-
lauf bis zum Erreichen ihrer Betriebsdrehzahl eine oder mehrere Resonanzstellen
durchlaufen — ebenso beim Auslaufen oder Bremsen. Dies trifft auf die Biegeschwin-
gungen von Rotoren (z. B. Turbomaschinen, Textilspindeln, Wischeschleudern, Zen-
trifugen) zu, aber auch auf Maschinenfundamente (vgl. z. B. Bild 3.14), Torsions-
schwinger (z. B. Fahrzeug-Antriebsstrange, Liifter), und gekoppelte Schwinger (z. B.
Siebe, Riemengetriebe). Wihrend dieses Resonanzdurchlaufs werden extreme Belas-
tungen erreicht. Es interessiert vor allem das Verhalten des Rotors in Resonanznihe,
da dort die groften dynamischen Ausschlige auftreten.

Wenn angenommen werden kann, dass der Rotor mit konstanter Winkelbeschleu-
nigung o anlduft, dann ergeben sich Amplituden gemafd Bild 5.3.

2= 0,002
* 30 o«=0
Clw
me («£1)?
iy
mplituae
P10
14
Bild 5.3
Amplitudenverlauf bei

t Resonanzdurchfahrt in
bezogene Zeit Z,L =n(t) —— Abhingigkeit von der
1 Beschleunigung

Hier soll nur das Rechenergebnis gezeigt werden, vgl. Bild 5.3. Die Maximalam-
plitude wird nicht in dem Augenblick erreicht, wo Erreger- und Eigenfrequenz
iibereinstimmen, sondern etwas spiter. Beim Beschleunigen verschieben sich die
Maxima in Richtung hoherer Drehzahlen, beim Verzdgern in Richtung niedriger
Drehzahlen. Die Amplituden sind desto kleiner, je schneller der Resonanzdurchlauf
erfolgt. Als Maf8 dient die dimensionslose Kenngrofle o/ w?. Berechnet man den
Hochlaufvorgang unter Berticksichtigung der Motorkennlinie, dann zeigt sich, dass
die Drehzahl in Resonanznihe langsamer zunimmt, weil der Antrieb dort Energie
zur Bewegung des mitschwingenden Fundaments aufbringen muss. Der Rotor setzt
dem Durchfahren der Resonanzstelle also einen grofieren Widerstand entgegen, als
es nur seiner eigenen Drehtragheit entspricht.

Andererseits tritt beim Verzogern, also bei sinkender Drehzahl, in der Nihe
der kritischen Drehzahl der umgekehrte Effekt auf: ein Riittelrichtmoment wirkt
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vom Fundament auf den Rotor so, dass sich dieser mehr beschleunigt als es dem
Antriebsmoment entspricht. Es wird dann tiberschiissige Energie des schwingenden
Fundaments auf den Rotor iibertragen. Man kann diesen Effekt, dass das schwin-
gende Fundament wie ein zusitzlicher Antrieb wirkt, praktisch ausnutzen, d.h.
beim Abtouren linger im Resonanzbereich bleiben, um bei Vibrationsmaschinen als
Schwingungserreger effektiv zu arbeiten, z. B. bei einem Vibrationsverdichter, vgl.
dazu Abschnitt 5.4.5 ,Resonanzdurchlauf™ in [4].

5.2.3
Rotierende Welle mit Scheibe (Kreiselwirkung)

Das Schwingungsverhalten einer rotierenden Welle unterscheidet sich prinzipiell von
dem eines nichtrotierenden Balkens, weil bei grofSen Drehzahlen an den rdumlich
ausgedehnten Scheiben so genannte Kreiselmomente (auch ,,gyroskopische Momen-
te“ genannt) das dynamische Verhalten beeinflussen. Kreiselmomente entstehen,
wenn die Haupttrigheitsachse der Scheibe nicht mit der Rotationsachse iiberein-
stimmt oder wenn sich die Scheiben wahrend der Schwingung um die x- oder y-
Achse neigen, vgl. Bild 5.4.

Es wird angenommen, dass die Scheibe um die Wellenachse mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit ¢ = 2 (¢ = 7) rotiert, sich in x- und y-Richtung durchsenkt
und gleichzeitig um kleine Winkel y, und v, kippt. Dann wirken zwischen Rotor
und Welle Momente und Krifte, die hier mit F, F, M, M, und M, bezeichnet
werden und in Bild 5.4 definiert sind. Die Momente ergeben sich fiir den unsym-
metrischen Rotor wie folgt:

. . 1 .
M, ]gécoszfp +],smsm2(p — ]gnsmmp E(I‘g‘f —],Sm)sln 2(p+]§ncos2(o "
_ 1 . . . T
A]éy = E(]géf],sln)s1n2(p+]§nc052(/) ]§§s1n2(p+],smcosz(p+]§n51nZ(p i//y]
‘ ]ggcosq)—lggsin(p ]ggsin(p—o—]f]gcoup
,[(jggfj,sln)sinZ(p+2]§nc052(p} (]gi7]2,7)c052¢72]§nsin2¢+]2§ )
— Q2|2 —J5 Ycos2¢p—2J3 sin2¢p—J3 (S, —J3 )sin2¢+2J3 cos2 s
L e A 14 ge T nn/SIMEQT 2]z, COS 2P W
0 0
S o S
0 0 ]fgsmga—l—]ngcosq)
-2 0 0 . Zx + Q2 f]§§c05¢+]75]§sinq)
]Egcoupf],s?;sin(p ]ggsin(p+],s7§c05(p 4 0
(5.12)

Unter Beachtung der Drehtransformation (2.15) resultieren diese Ausdriicke aus
dem Momentensatz (2.95) entsprechend

M =AM — A- (5755 +75$) = % (Afs 5) , (5.13)

wenn fiir kleine Winkel

lye < 1, ly,| <1 (5.14)
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eine Linearisierung vorgenommen und M® = [—M,, — M,, — M,]" gesetzt wird.
Dazu wird von den Gln. (2.14) und (2.30) ausgegangen, aus denen die Ndherungen

. Wy COS @
cos ¢ — s @ vy w; +,sin @
A~ sin @ cos @ Vx| m = oy | = | —wxsing (5.15)
Yy cose Vx COS @ 1 w +yy cos g
+ Yy sin @ +y, sin @ ¢ 0

folgen. Einsetzen in (5.13) liefert dann bei Vernachlissigung aller nichtlinearen
Terme die angegebenen Momente in (5.12). Hinsichtlich der Krifte gelten die Gln.
(5.17), die unmittelbar aus dem Kriftegleichgewicht am freigeschnittenen Rotor
folgen. Fiir den wichtigen Sonderfall des symmetrischen Rotors, also fiir

Be=Ty=lw =l B, =l:=];=0 (5.16)
vereinfachen sich die Ausdriicke in (5.12) erheblich. Es entstehen die Gleichungen
(5.18), vgl. auch Bild 5.4 und Abschnitt 2.3.2.

Formeln zur Berechnung der Massen und Trigheitsmomente hdufig vorkom-

mender Rotorbauformen sind in Tabelle 5.2 angegeben (x; y sind dort die korper-
festen Schwerpunktachsen).

E, = —mx; E, = —myj (5.17)
Mx = _]ui/./x - IpQ V/y; My = _]ai/./y +]pQ l]/x; Mz =0 (518)

Q) m
r Q
5 I

JG’JP

Mx
/’_y
X yi
‘W%Iﬁ
Y
Fy

P

>

Bild 5.4 Mit einer Scheibe besetzte Welle
a) Koordinaten und Kraftgroflen, b) Krifte und Momente am freigeschnittenen Rotor
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Tabelle 5.1 Einflusszahlen von zweifach gelagerten Balken

Nr. | Skizze des Systems di
| =1 B Bl-h)
(5] 12 C2lz 3EII
2 14 Y] 3 FZ l% 112
ik : ali+ 572 " o +h)?

qif\_ﬁ,c Xz B
. (ET), 23 (ED), Y3EL(L + 1)

3 L L] ‘IA lZ - 122 + 112
| F1¥ alh +0b)? " ol +b)?
c X1y M c BB
15 El=Kkonst. T, E z 3B 4 )
4 - b o b F B (h+b)?
¥72 o2 o2
14 24
C i c tam X4 nE B
1= (E1 Z%Ell e
) (€D, [53<3, Y36 T 3ED
P TP 0P R RGrwy
B L2 ety al? ol 3EI
X1 ’Mz
C
G H;;§‘<3$§Z
2
6 4 2 1z 122 n llz
IZ ™, ol +5)? " e + by

X 22
c1 1 CZ n ll 12
(ET), (EI), b, 3EL(h + L)

Die Beziehungen zwischen den Kraftgrofien (F; F,; My; M,) und Deformationsgro-
Ben (x5 Wi ¥,) werden als linear angenommen:

y =+o,E — 7,Ms x = o.F + 7M, (5.19)
v, = —0,F + B,M,; W, = 6<E + BM,. (5.20)

Die unterschiedlichen Vorzeichen in beiden Ebenen erkliren sich aus den unter-
schiedlichen Kraft- und Momentrichtungen, vgl. Bild 5.4a.

Die aus der Festigkeitslehre bekannten Einflusszahlen ¢, 8 und y = & sind bei
anisotropen Lagern von der Koordinatenrichtung abhingig und wurden deshalb
mit den Indizes x und y versehen. Bei isotroper Lagerung sind die Einflusszahlen
in beiden Ebenen gleich. Formeln zur Berechnung der Einflusszahlen bei hiufig
vorkommenden Wellenlagerungen enthilt Tabelle 5.1. Aus (5.17) bis (5.20) folgt bei
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Tabelle 5.1 (Fortsetzung)
dy dx
(b+B)s Lhh+h) hEP—-1}-1B) i (I—15) B +b)?
Cllz C2lz 6EIl 6112 Czlz 3EIl
~ bh (h+hL+h)h (h+hL+15)
c(ly +h)? ol +h)? a(lh +h)? ol +h)?
~hbhLQ2L+b) (h+ k)3 i
6EL (I, + L) 3E] 3EL
b N I Lib(h —1) 11 1 B+5
alh+5h)? ol +5)? 3EKL+1h) a o) h+h)? 3EIL +h)?
bbb b BB LoV, bbb
al? ol? 3EL 2EL, a o) 3EL EL
L+l L h(P--3B) Loy G +5L)+1
5] 12 6212 6EIl C1 (%) 12 3E112
B b " L hb(2h +b) 1 " 1 1 h+bh
alh+5h)? ol +hL)? 6EL(L+1h) a o) (h+h?  3EL  EDL
isotroper Lagerung
y =-+ak —yMy = —amy — y(—L. ¥ — ]2 y,) (5.21)
Wx:_éfﬂf"i-ﬁM :+5my+ﬁ(_]al//x_]pgl//y) (522)
x =+ak + }/My = —oami + Y(_]al;i/y +]p'Q l//x) (523)
Yy = +5Fx+.BMy = _émx'f'ﬂ(_]aWy'f']pQV/x)- (5.24)

Die Kopplung, die zwischen den 4 Gleichungen besteht, wird durch das Kreisel-
moment hervorgerufen. Man sieht, dass fiir £ = 0 (nichtrotierende Welle) eine
Entkopplung auftritt, sodass sich nur Verschiebung und Neigung innerhalb einer
Ebene gegenseitig beeinflussen (y und y; bzw. x und ). Die Schwingungen in den
um 90° versetzten Ebenen lassen sich dann unabhingig voneinander untersuchen.
Die Kreiselmomente sind bei Rotoren, bei denen J, < J, ist, relativ klein gegeniiber
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den anderen Momenten, sodass sie ohne wesentlichen Verlust an Genauigkeit dann
vernachlissigt werden konnen (z. B. Textilspindeln), vgl. Bild 5.5a und Bild 6.29.

Fir die Berechnung ist es bei isotroper Lagerung zuldssig und zweckmifig,
anstelle der beiden raumfesten Ebenen (x, z; y, z) die umlaufende Ebene (r; z) zu
benutzen, die durch die z-Achse und die elastische Linie gebildet wird. Als Koordi-
naten sind dann die radiale Verschiebung r des Wellenmittelpunktes und der Winkel
v des Kegels, der durch die umlaufende Tangente gebildet wird, verwendbar.

Tabelle 5.2 Massen, Tragheitsmomente und Schwerpunktabstinde

von symmetrischen Rotoren

Johwerpunktsabstandt | Polares Trig- Axatles Trig-
Bauelement Masse m heilsmoment heitsmoment
Jyo=Jp Jyy*dxx <Ja
MJ/{zy(/'naEzrl n
z
t=7 2 2, 4n?
- T ZT m_d__ m Jd+4h
. = m-'_pz-dlh 8 48
Y%
1L
Hohlzylinder
z to b
Z 2 2 2,2 2
a“+d, 3d,+3d, + 4h
% e T/,2 42 A 1 v
JEETE| e T 15
TP
Dénrrwand. fohlzylid (=~ dy=d)
= di-dz
IR (Sra -3) & 30% + 25*
*!_ 'Lf”‘f < x f= 2 4 %
m=p.r-d-3h
Dinnwand Kegelstumpf | , _ h 0y + 20, mg, .. 2
‘ge =3 ar+a g+ Big(d+dy )+
B A 0
=0 L (d+
m=p - (d+d;)s 8 s oy i
1(4hz*(d7—dz)l (dl+d2)z
Nabenstern (n Rigpen) . d a=(d-dy) tana
zZ 3 t'7+ ZZ(UI?(L 3 3 h=k-3- a
1 m -0 s s
. . T b [, d?,
Y_ﬂzq ;dd! a ”"P""s‘ﬂ n %=t |m 3-cosa [4 'E
—_— T 2 an(i-cosa)
~< an(1-cosa.
b

3
+T-
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Bild 5.5 Rotorformen
Q) b) a) J, > J, (Walzenform),

Kreiselwirkung vernachlissigbar
fz?ﬁ;-> b) J. < Jp (Scheibenform),

Kreiselwirkung wesentlich

Die in Bild 5.4 dargestellte Welle entspricht dem Fall 6 in Tabelle 5.1, wobei die
Einflusszahlen & = dy1, B = dy, ¥y = 8 = di, sind. Fiir die Fille 3 bis 5 gelten die
folgenden Formeln ebenso.

Die Gln. (5.21) bis (5.24) lassen sich vereinfachen, wenn man mit j = /—1 die
komplexen Verinderlichen 7 = x+ jy, = y,— jy, F = B+ jE, und M = M, — jM,
einfithrt. Fasst man (5.23) mit (5.21) und (5.22) mit (5.24) zusammen, so ergeben
sich zwei Bewegungsgleichungen:

f=aF + yM = —ami — y(L,ir — jJ,2¥)
¥ =08F+pM = —5mi — B, — jl,L2¥).

Werden fiir die hier interessierenden Eigenschwingungen die Losungsansitze

(5.25)

F= el 7= ye (5.26)

eingesetzt, entsteht ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir die Amplituden #
und §:
t = ama’t + y(,0* — [,20){
(5.27)
¥ = oma’t+ p(,o* — J,Q2w) .

Die Eigenfrequenzen ergeben sich durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante

amo* —1 y(J, — 2 /0)o?

Sma? BU. —JpR2/w)w* — 1 =0 (5.28)

Das Amplitudenverhiltnis folgt aus (5.27) und charakterisiert die Eigenform:
i _ywiz(]a_]pg/wi)_ l_ﬂwjz(]a_]pg/wi)
v/, 1 — amaw? sma? ’
Interessant ist, dass an der Stelle, wo beim nichtrotierenden (£2 = 0) Balken nur das
Tragheitsmoment J, auftritt, in (5.28) und (5.29) die Grofle

(5.29)

Q
JR=1— ]p; (5.30)

erscheint. Also kann man bei vorgegebenem Verhiltnis £/ mithilfe von Jg so
rechnen, als ob ein nichtrotierender starrer Korper vorliegt. Wegen § = y folgt
aus der Determinante (5.28) nach der Auflosung und kurzen Umformungen die
Frequenzgleichung

o'ml(af—y") — @’m,Q2(ap—y) — 0’ (am+pJ,) + 0BJp2 + 1 =
o*mi(ap — ) — o*(am~+ BJr) +1=0. (5.31)
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Es gibt hier also insgesamt vier (vorzeichenbehaftete) Eigenkreisfrequenzen w;, die
man durch Auflosung von (5.31) ermitteln kann. Sie hingen von der Drehgeschwin-
digkeit £2 der Welle ab. Den prinzipiellen Verlauf zeigt Bild 5.6. Fiir £2 = 0 sind die
Eigenkreisfrequenzen unabhingig von J,, weil bei nichtrotierender Welle keine Krei-
selwirkung auftritt. Gleichung (5.31) vereinfacht sich dann zu einer quadratischen
Gleichung, aus der sich die Eigenkreisfrequenzen ergeben:

010,20 = (5.32)

oam+ BJa 1 1— amj (o — y?)
2mf(af — v*) (am + BJ,)?

Der Einfluss der Kreiselwirkung wird wesentlich von dem Verhiltnis J, /Ja und von
£ bestimmt. Um die Abhingigkeit fiir beliebige Drehzahlen tibersichtlich darstellen
zu konnen, wird (5.31) nach £2 aufgelost. Nach einigen Umformungen erhilt man
die Umkehrfunktion

—1+ w?
o=ty o (00 < @ < 00). (5.33)
Jp B — (ap — P)me?] o
iy
L Wy ¢ Ja @
F
&
2
£ Unwuchterregung
3 (w=Q)
=
5
K=y
w
Wz < g1
V4 /I
oy h o :
el ET7 e
1wyl
0 @ Winkelgeschwindigket der Scheibe
|Q —=

Bild 5.6 Abhingigkeit der vier Eigenkreisfrequenzen von der Winkelgeschwindigkeit £2

Aus der Frequenzgleichung in der Form (5.31) oder (5.33) kann man durch den
Grenzibergang 2 — oo folgende Asymptoten fur die 4 Eigenkreisfrequenzen er-
mitteln:

w, = — ! w3 = — —ﬁ = —w
%) o Vmep -y T
_ B b

e s It I A

(5.34)
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Ublicherweise wird nicht von negativen Eigenkreisfrequenzen gesprochen, weshalb
in Bild 5.6 auch nur die Betriige |€2| aufgetragen wurden (Eigekreisfrequenzen sind
unabhingig von der Drehrichtung des Rotors). Im vorliegenden Fall bedeutet das
negative Vorzeichen, dass der Wellenmittelpunkt wihrend der Schwingung mit @,
oder w; entgegengesetzt zur Drehrichtung der mit £2 rotierenden Welle umlauft, vgl.
(5.26). Man spricht dabei von Gegenlauf.

Bei den positiven Werten der Eigenkreisfrequenzen @, und w, ist die Dreh-
richtung der Wellenschwingung mit der Drehrichtung der rotierenden Welle gleich.
Diesen Fall bezeichnet man als Gleichlauf, vgl. Bild 5.7. In Bild 5.6 sind die vier
Eigenkreisfrequenzen, die die Welle bei der Winkelgeschwindigkeit £2; hat, durch
kleine Vollkreise gekennzeichnet. Die zugehorigen Eigenformen, die das Verhiltnis
von Radial- zu Winkelamplitude bei der jeweiligen Eigenfrequenz angeben, erhilt
man durch Einsetzen der berechneten w; in (5.29).

Man erkennt aus Bild 5.6, dass sowohl im Gleich- als auch im Gegenlaufgebiet
zwel Eigenfrequenzen der rotierenden Welle liegen, deren Grof3e von der Drehge-
schwindigkeit €2 abhingt. Aus diesem Bild folgt auch, dass infolge der Kreiselwir-
kung bei Gleichlauf eine Erh6hung der Eigenfrequenzen gegeniiber der nichtrotie-
renden Welle auftritt. Der obere Kurvenast legt sich asymptotisch an eine Gerade an,
die sich aus (5.34) ergibt. Biegekritische Drehzahlen treten auf, wenn die rotierende
Welle mit einer ihrer Eigenfrequenzen erregt wird. Dabei ist zwischen Haupt- und
Nebenerregung zu unterscheiden.

Die Haupterregung einer rotierenden Welle stellt die Unwuchterregung dar. Da
dann eine Eigenkreisfrequenz ; mit der Winkelgeschwindigkeit £2 der Welle iiber-
einstimmt, findet man die Resonanzstelle als Schnittpunkt der Geraden @ = £2 mit
den Kurven gemif$ (5.33). Die kritischen Drehzahlen des Gleichlaufs ergeben sich
somit aus (5.31) mit Jp = J, — J, zu

wiz :%{amw(A—Ip) w\lam+50—1)] 2—4(aﬂ—y2)m(fa—fp)}. (535)
2,4

Fiir alle Rotoren mit J,/J, > 1, vgl. Bild 5.5 und Tabelle 5.2 mit h < d : J,/J, = 2,
wird der Wurzelausdruck grofer als die davor stehenden Terme und es entsteht
ein negatives @*. Mit anderen Worten: Fiir scheibenformige Rotoren existiert nur
eine Resonanz des synchronen Gleichlaufs (Bild 5.6, Punkt P;). Fiir trommelformige
Rotoren kann J, > J, werden. Dann treten auch im synchronen Gleichlauf zwei
Resonanzstellen auf, weil die Kurve von @4(£2) flacher verlduft, vgl. Bild 5.6.
Bemerkenswert ist der Sonderfall ], ~ J,,, weil dabei die Unwuchterregerfrequenz
sich bei groflen Drehzahlen der zweiten Eigenfrequenz des Gleichlaufs asympto-
tisch anndhert. Das bedeutet, dass bei solchen Rotoren (z. B. Milchzentrifugen und
Wiischeschleudern), bei denen J,/ Jp vom Beladungszustand abhiangt und dadurch
in die Nihe von eins kommen kann, Resonanz bei allen héheren Drehzahlen auf-
tritt und das Durchfahren der zweiten kritischen Drehzahl unmoglich wird. Der
Konstrukteur sollte solche Erscheinungen durch giinstige Wahl der Parameter des
Systems vermeiden. Die Resonanz im synchronen Gleichlauf ist gefihrlich, weil dabei
keine Dampfungen aus der Deformation der Welle entstehen. Die Welle lduft im
gebogenen Zustand um und wird sozusagen nur statisch belastet. Lediglich die
Lagerddmpfung wird wirksam. Die Schwingformen des Gegenlaufs sind stirker
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gediampft, weil infolge der dabei auftretenden Wechselverformung der Welle die
Werkstoffddampfung wirksam wird, vgl. Bild 5.7.

Falls die rotierende Welle nicht durch die Unwucht, sondern durch andere Krifte
oder Bewegungen von auflen erregt wird, spricht man von Neben- oder Fremderre-
gung. Nebenerregungen stellen z. B. Bewegungen des Aufstellortes dar, die als Stiit-
zenbewegung auf die Welle wirken (z. B. Welle auf schwingendem Maschinengestell,
Zentrifugen oder Lifter in vibrierenden Fahrzeugen). Nebenerregungen konnen
auch durch Antriebs- oder Abtriebskrifte eines Rotors bedingt sein, z. B. die Krifte
mit der Eingriffsfrequenz der Zihne oder der Kette des Antriebs, die Massenkrif-
te eines Koppelgetriebes (Kurbelwelle in Kolbenmaschinen) u.a. Bei Neben- oder
Fremderregung kann der Rotor sowohl in den Eigenfrequenzen des Gleichlaufs als
auch des Gegenlaufs in Resonanz erregt werden. Dabei ist im Gegensatz zur Unwucht
auch mit hoheren Harmonischen der Erregung zu rechnen.

a) P Bahn des Wellen-
mittelpunktes W

Drehgeschwindig~ Scheibe
keit der Scheibe der
AN

0 M ~(1gp) ' sinat

|/

<Fx- mfw'costt Q%

1
y

Fy=miw? sinwt

-

M=(] -] 2),2%
M=(lg)pts) '
= (=10 2) @21
My= (Jo~Jp &) W eosat
Bild 5.7 Bewegung der Scheibe
a) synchroner Gleichlauf (@ = ), b) synchroner Gegenlauf (0 = —£2)

¢) Belastung der mit der Winkelgeschwindigkeit £2 = 77/30 rotierenden
und mit der Kreisfrequenz @ schwingenden Welle
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Der Ingenieur muss deshalb priifen, nachdem er die Eigenkreisfrequenzen w;
fiir die feste Winkelgeschwindigkeit £2 berechnet hat, ob sie mit einem ganzzahligen
Vielfachen einer Neben-Erregerkreisfrequenz v zusammenfillt, die unabhingig von
2 existieren kann. Es muss vermieden werden, dass

0;(2) = £k - v; k=12, ... (5.36)
ist.

Der Einfluss der Kreiselwirkung auf die Lage der ersten kritischen Drehzahl hingt
vom Verhiltnis J, /J. und davon ab, ob sich der Rotor senkrecht zur Wellenachse
stark (z. B. bei fliegender Anordnung) oder schwach (z. B. bei mittiger Anordnung
zwischen den Lagern) neigt. Dies wird durch die Einflusszahlen bestimmt. Im Falle
genauer symmetrischer Anordnung zwischen den Lagern ist y = § = 0 und somit
bei beliebigem J, kein Einfluss der Kreiselwirkung auf @; vorhanden.

Zur Verbesserung der Anschaulichkeit trigt es bei, wenn man sich die auf die
Scheibe wirkenden Krifte und Momente vorstellt, die sich aus (5.17) und (5.18)
bei den Eigenschwingungen entsprechend (5.26) ergeben. Sie sind in Bild 5.7¢
eingezeichnet.

Es wirken dann die Fliehkraft in Richtung der Auslenkung

F =F + jF, = mo*te/ = mw*#(cos ot + jsin ot) (5.37)
und ein Moment senkrecht dazu, das vom Verhiltnis €2 /@ abhingt, vgl. (5.30):
M= M, — M, = Jro* W el® = Jrw* i (cos ot + jsin wt). (5.38)

Beide laufen mit der gebogenen Welle um. Der Scheibenmittelpunkt dreht sich mit
der Winkelgeschwindigkeit , die Scheibe mit der Winkelgeschwindigkeit £2 um ihre
Schwerachse.

5.24
Biegeschwinger mit endlich vielen Freiheitsgraden

Es wird von einem Berechnungsmodell ausgegangen, das aus masselosen Wellenab-
schnitten besteht, auf denen # Scheiben sitzen, vgl. Bild 5.8. Die Trigheitsmomente
Jri sind auf die Schwerpunktachse bezogen, die senkrecht zur Biegeebene steht, vgl.
(5.30). Da bei kleinen Verformungen zwischen den Kraft- und Deformationsgrofien
lineare Beziehungen gelten, ergibt sich fir j = 1,2,...,n, vgl. (5.25):

ri= Y (etjkB + 75My) (5.39)
P

i = D (8xh + BMy). (5.40)
k

Fasst man mit q; = (r;, y;) alle Koordinaten, mit f; = (F, M) alle Kraftgrofien und
mit my = (my, Jix) alle Masseparameter zusammen, dann kann man eine einheit-
liche Schreibweise mit den verallgemeinerten Koordinaten einfithren, die auch in
Kapitel 6. benutzt wird. Die Gln. (5.39) und (5.40) konnen dadurch in der Form

qj=Ydifs =12 ..,n (5.41)
k=1

geschrieben werden. Die Einflusszahlen o, 8k, 7jx und J jx werden dann einheitlich
als dj bezeichnet und in der Nachgiebigkeitsmatrix D = [d ;| zusammengefasst.
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Bild 5.8 Berechnungsmodell der masselosen Welle mit Scheiben

Gleichung (5.41) lautet dann q = Df mit dem Koordinatenvektor ¢ und dem
Kraftvektor f gemif3

4=190 9 - qul f=I[R,BE,..,E]" (5.42)
Im Falle nicht rotierender Balken sind die Tragheitskrifte f = —M¢g mit der diago-
nalen Massenmatrix M = diag(m;y). Die Bewegungsgleichungen (5.21) bis (5.24)
vereinfachen sich dann fiir die freien Schwingungen eines Biegeschwingers und
lauten:

q=Df = —DMq. (5.43)
Biegeschwinger lassen sich den Schwingern mit n Freiheitsgraden zuordnen, die in
Kapitel 6 eingehend behandelt werden. Hier soll nur der allgemeine Losungsweg
angedeutet werden.

Mit dem Ansatz ¢ = v exp(jot) kann man (5.43) erfiillen. Es entstehen dann
n linear unabhingige Gleichungen fiir die Komponenten des Amplitudenvektors

v’ = [vy, Uy, ..., v,]. In Matrizenschreibweise gilt

(E — »’DM)v = o. (5.44)
Dieses Gleichungssystem hat nichttriviale Losungen, wenn

det(E — w*DM) = 0. (5.45)

Aus der Auflosung dieser Frequenzdeterminante folgt ein Polynom n-ten Grades fiir
@?. Es hat n reelle Wurzeln, aus denen sich die Eigenfrequenzen f; = w;/(2n) dieses
Schwingers mit 7 Freiheitsgraden berechnen lassen.

Wird ein Biegeschwinger aus seiner statischen Ruhelage ausgelenkt und sich
danach selbst tiberlassen, so entstehen freie Schwingungen. Diese Auslenkung kann
durch die Anfangsbedingungen

t=0: q(0) = q,; q(0) = uy (5.46)

beschrieben werden. Die Losung der Bewegungsgleichungen (5.43) unter Bertick-
sichtigung von (5.46) wird in 6.3 ausfiihrlich behandelt, vgl. auch das Beispiel in
A5.6.
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Hier soll nur auf Biegeschwinger mit 2 Freiheitsgraden niher eingegangen wer-
den, die nicht rotieren. Ist ein Balken mit n = 2 Punktmassen besetzt, so folgt aus
(5.44) mit f;, = vg und oy = dj:

j: 1: (1 — a)zduml)vl — a)zd]zmz’l)z =0
(5.47)
j=2: —w?dyymvy + (1 — w?dymy)v, = 0.

Nullsetzen der Koeffizientendeterminante liefert die Frequenzgleichung (mit
diy = day)

1— w2d11m1 *a)zdlzmz

det = (5.48)

—w2d21m1 1— w2d22m2

= o*mymy(dyydyy — diy) — @*(dyymy + dyymy) +1 = 0.

Durch Losung dieser quadratischen Gleichung findet man die beiden Eigenkreisfre-
quenzen:

(5.49)

ol — diymy + dym, 1 1 — 4mymy(dydyy — di,)
Y2 2mymy(dyydyy — d) (dyymy + dyymy)?

Die Amplitudenverhiltnisse, die sich bei einer Eigenschwingung des Balkens mit 2
Punktmassen einstellen, folgen aus (5.47), wenn dort @ = o; gesetzt wird:

2 2
(v2> l—widym  wldym
= 2 = 2 >
i w; d12m2 1— ; dzzmz

i=12 (5.50)

U1
Falls der Biegeschwinger mit einer seiner Eigenfrequenzen schwingt, stellt sich die so
genannte Eigenschwingform (Eigenform) ein, bei welcher die Amplituden in dem
durch (5.50) gegebenen festen Zahlenverhiltnis stehen.

Die Berechnung der Eigenfrequenzen und Eigenschwingformen geht bei Biege-
schwingern von den Einflusszahlen aus. In Tabelle 5.1 sind fiir zweifach gelagerte
Wellen die Einflusszahlen unter Berticksichtigung der Lagerelastizitit angegeben. Die
starre Lagerung ergibt sich daraus als Sonderfall (1/¢; = 0 bzw. 1/¢c; = 0). Im Fall 4
in Tabelle 5.1 wurde berticksichtigt, dass die Verbindungsstelle Rotor—Welle nicht mit
dem Schwerpunkt des Rotors zusammenfillt, wie es z. B. bei Zentrifugentrommeln
und Spindeln der Fall ist.

5.2.5
Beispiele

5.2.5.1
Eigenfrequenzen einer Milchzentrifuge

Die in Bild 5.9 dargestellte Milchzentrifuge wird zum Scheiden von Flissigkeiten
eingesetzt. Das elastische Halslager wurde im Jahre 1889 bei Dampfturbinen, Textil-
spindeln und Zentrifugen eingefiihrt, nachdem man erkannt hatte, dass ein tiberkri-
tischer Lauf moglich und giinstig ist. Fiir die optimale Auslegung der Konstruktion
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it
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Bild 5.9 Milchzentrifuge; a) Zeichnung; I Einlaufgerit, 2 Trommelhaube, 3 Trommel,
4 Gestell, 5 Halslager, 6 Spindel, 7 Fufilager; b) Berechnungsmodell

spielen Fragen der Aufstellung und der Dimensionierung von Spindel, Halslager und
Trommel eine wesentliche Rolle.

Die Welle kann als ideal starr und masselos angenommen werden (Lagersteifig-
keit < Biegesteifigkeit, Wellenmasse < Rotormasse). Das Minimalmodell ist damit
der gelenkig gelagerte starre Korper mit einem einzigen elastischen isotropen Lager,
vgl. Bild 5.9b.

Wird der Rotor aus der statischen Gleichgewichtslage, die bei y,, = v, = 0 liegt,
ausgelenkt, dann treten infolge der Massentrigheit die in Bild 5.10 eingetragenen
Krifte und Momente auf, vgl. Bild 5.4. Die positiven Richtungen der kleinen Winkel
wx und y, wurden hier so festgelegt, dass die entsprechenden Drehgeschwindigkeiten
in die positiven Achsenrichtungen zeigen (Rechtssystem).

Die eingetragenen Kraftkomponenten entsprechen

den Riickstellkriften des elastischen Lagers (cl vy, clw,)

e den Massenkriften aus der Translation des Schwerpunktes (mLr, mLiy,), die
entgegen der positiven Koordinatenrichtung anzutragen sind

e den Massenmomenten aus der Drehtrigheit bei Drehung um die Schwerpunkt-
achsen senkrecht zur Bildebene (J i, J? i)

e den Kreiselmomenten infolge der Rotation um die z-Achse bei gleichzeitiger
Drehung wy bzw. v, (J,2 v, J,£2 ).



5.2 Grundlegende Zusammenhange 325

‘Jg:]l}x+ LJp wa \JEWy_ JpQId;x
mL¢;‘ Sz z ~
—@ S

ST miv,
¥y Yy

] ¢4y ﬁ clyy

()

X y y X

Bild 5.10 Krifte und Momente am Rotor

Die Richtungen der Kreiselmomente kann man sich als Folge der Richtungsinderung
des Drehimpulsvektors erklidren, vgl. auch (5.18). Aus dem Momentengleichgewicht

um den Punkt A folgt (man beachte die entsprechenden Hebelarme):
JR i+ Jp€2r, + mL i + Py = 0 (551)
IS0, — o2 + mL2 i, + clPy, = 0. '

Nach Umordnung der Terme entstehen daraus unter Benutzung des Tragheitsmo-
mentes beziiglich des Lagers A (Ja = J? + mL?) die Bewegungsgleichungen

Jal + 120, + Py =05 Jaly, — Jp Q2 + clPy, = 0. (5.52)

Ohne Kreiselwirkung entkoppelt sich das Gleichungssystem (5.52), und es ergibt sich
(fir 2 = 0) aus jeder Gleichung die Eigenkreisfrequenz

[ cl?
=4/ —. 5.53
() A ( )

Infolge der Kreiselwirkung sind die Bewegungen in beiden Ebenen miteinander
gekoppelt. Da Lager und Welle isotrop sind, bewegt sich der Schwerpunkt des Rotors
auf einer Kreisbahn um die z-Achse. Der Ansatz

Wy = W cos ot; v, = sin wt (5.54)
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beschreibt eine solche Kreisbahn mit einer zunichst unbekannten Kreisfrequenz .
Fiir den Radius wird die Amplitude r = Ly angenommen. Setzt man die Drehge-
schwindigkeiten (9, ¥%,) und Drehbeschleunigungen (i, i) in (5.52) ein, ergibt
sich
(—a)z]A +,Qw0+ clz) rcoswt =0 ( |
5.55
(—0%s + Jp Qo + cI?) sin ot = 0.

Aus beiden Gln. folgt durch Nullsetzen des Klammerausdrucks die Frequenzglei-
chung:

o b2,

o——=0 (5.56)
Ia Ja
Daraus folgen die beiden Eigenkreisfrequenzen mit wy = J, 2 /Ja
J,2 cl? ( J,Q > :
W)= —— —+ |- 5.57
L= o + A 2] (5.57)

Den Einfluss der Kreiselwirkung kann man mit der Kenngrof3e
e O _ B2 B0
2w0 2]Aa)0 21\/ C]A

bewerten. Er ist praktisch vernachlissigbar, falls & < 0,05 ist. Der Einfluss der
Rotationsgeschwindigkeit £2 auf die Eigenfrequenzen ist fiir walzenformige Rotoren
kleiner als bei scheibenférmigen Rotoren, vgl. Bild 5.5.

(5.58)
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Bild 5.11 Eigenfrequenzen als Funktion der Drehgeschwindigkeit
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Man beachte, dass gemifd (5.57) eine ,positive“ und eine ,negative Eigenkreisfre-
quenz® vorhanden sind, da der Wurzelausdruck grofler als der erste Summand ist.
Setzt man die negative Wurzel in (5.54) ein, erkennt man, dass dieser ein anderer
Umlaufsinn (,,Gegenlauf™: Drehung des Rotors gegensinnig zur Schwingungsrich-
tung) entspricht als der positiven Wurzel (,,Gleichlauf*: Drehung des Rotors gleich-
sinnig zur Schwingrichtung).

Eigenfrequenz n; in 1/min

2000 4000 6000 8000
Rotor-Drehzahl n in 1/min

Bild 5.12 Drehzahlabhingige Eigenfrequenzen einer Milchzentrifuge

Fir die in Bild 5.9a dargestellte Milchzentrifuge wurden die in Bild 5.12 dargestell-
ten drehzahlabhingigen Figenfrequenzen mit dem Modell von Tabelle 5.1, Fall 4,
berechnet. Dieses Modell mit vier Freiheitsgraden hat vier Eigenfrequenzen. Der
Schnittpunkt der Geraden #; mit der Kurve n, liefert die kritische Drehzahl des
synchronen Gegenlaufs, die bei Unwuchterregung entsteht. Die Kurven n; und n3
entsprechen den Schwingformen des Gegenlaufs.

Allerdings sind nicht simtliche experimentell festgestellten dynamischen Er-
scheinungen an solchen Zentrifugen mit diesem einfachen Modell erkldrbar. Es
wurden Resonanzstellen der nichtrotierenden Trommel (£2 = 0) bei f; = 11,5 Hz
(=690 1/min), f, = 41 Hz ( = 2460 1/min) und f; = 62 Hz ( = 3720 1/min)
gemessen. Dabei entsprechen den Eigenfrequenzen f; und f; Eigenformen der
Welle, wihrend f, durch die elastische Lagerung des Gehduses verursacht wurde.
Weiterhin wurde als Schwingungsform eine Drehung des gesamten Gestells ermittelt,
die bislang unbekannt war. Zur genauen Klirung aller dynamischer Einfliisse ist ein
Berechnungsmodell erforderlich, das die elastische Aufstellung des Gehiuses, die
Nachgiebigkeit der Trommel und andere Effekte beriicksichtigt.
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5.2.5.2
Aufprallen eines bewegten Balkens

Eine Klappe mit horizontaler Drehachse wird zugeschlagen. Es sollen die ersten drei
Eigenfrequenzen wihrend der freien Drehung (¢ = 0) und nach dem Aufprall (¢ # 0)
berechnet und als Funktion der Kenngrofle ¢ = 2EI/(cl®) dargestellt werden. Die
Klappe wird als Biegeschwinger mit 4 Freiheitsgraden und die Stelle des Aufpralls als
masselose Feder modelliert, vgl. Bild 5.13a.

FT=konst.

Bild 5.13 Aufprall eines Balkens;
Parameter des Modells: ¢, m, I, EI

Bild 5.13 zeigt den Biegeschwinger vor dem Aufprall. Die absoluten Verschiebungen
lassen sich im Koordinatenvektor

q=[ai 4 4 @] (5.59)

zusammenfassen. Die Bewegungsgleichung entspricht (5.43).

Die Elemente der Nachgiebigkeitsmatrix D ermittelt man aus Tabelle 5.1. So
betragen beispielsweise nach dem dortigen Fall 1 furl; =, =L =1l;¢; — 0056, = ¢
die Einflusszahlen:

1 4P 2 7P 4 4P
T M 5.60

1= 5 T oEr 2= 5 T 18E1 2= 5. " 95 (5.60)
Aus dem Fall 2 findet man fiir [}, = 5 = I; , = 2I; ¢; — oo und ¢; = ¢ die Einfluss-
zahlen:

PR 4P _16+4l3

"7 9 9ED “ 7 9c " 3EI

In dieser Weise konnen alle Elemente der Nachgiebigkeitsmatrix berechnet werden:

(5.61)

1 2 3 4 8 7 0 -8

1124 6 8 & 7 8 0 —10
D=— + (5.62)

9% |3 6 9 12 18EI 0 00 0

4 8 12 16 -8 —10 0 24

Die Massenmatrix ist

M = diag(m, m, m, m) = mE. (5.63)
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Die Eigenkreisfrequenzen ergeben sich aus der Losung des Eigenwertproblems (5.45)
entsteht. Zur numerischen Losung wurde Software benutzt. Die Ergebnisse sind in
Bild 5.14 dargestellt.

T 5 T T T
‘L|~

SN 4+ -
- .,%i=3

o3 e _
e

S
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&

E 2___ i=2 T
5 [T <.

9.” \'\,

[ ~o

g - i=1 =~ ~—— I
o Yy e ————— -
on

Q

2

< 0 | | |

0,01 0,1 1 10 100

2EI
relative Steifigkeit ¢ = 7 —
IE

Bild 5.14 Eigenfrequenzen des abgestiitzten Balkens von Bild 5.13 als Funktion der
Lagersteifigkeit

Kleinen Werten der Kenngrofle ¢ entspricht ein relativ biegesteifer Balken, groflen ¢-
Werten eine sehr weiche Feder (Grenzfall: keine Feder), vgl. die Asymptoten in Bild
5.14.

Die Berechnung der Belastungen erfolgt in Abschnitt 6.4.7, vgl. Losung L6.7.

5.2.6
Aufgaben A5.1 bis A5.3

A5.1 Bewertung der dynamischen Lagerkraft

Ein starrer nicht ausgewuchteter Rotor mit einem elastischen Lager (vgl. Bilder 5.1 und
5.9) ruft bei einer Drehzahl n = 30000 - 1/min eine achtmal kleinere dynamische La-
gerbelastung als bei starrer Lagerung hervor. Man erklire diese Tatsache und berechne
die Eigenfrequenz des elastisch gelagerten Rotors unter der Annahme, dass er sich wie
ein Schwinger mit einem Freiheitsgrad verhlt.

A5.2 Eigenschwingungen eines Biegeschwingers

Von dem in Bild 5.15a dargestellten Berechnungsmodell einer Maschinenwelle sind die
kritischen Drehzahlen und Eigenformen der Biegeschwingungen zu berechnen.

Gegeben:
I} = 300 mm d =25mm E =21-10° N/mm?
I, =200 mm m; = 6kg
I3 = 500 mm my =4kg

Auf die Punktmassen ist der Anteil der Wellenmasse von 3,8 kg mit aufgeteilt.
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A5.3

Gesucht: Einflusszahlen, die beiden kritischen Drehzahlen, Eigenschwingformen

L S ly -
? -~ :
T

my m, E w7777
r
b) Grundschwingform (w;)

n ]
Erste Oberschwingform(w,)
A .

¢4
iz

Bild 5.15 Berechnungsmodell einer Maschinenwelle mit zwei Freiheitsgraden

Einfluss der Kreiselwirkung auf Eigenfrequenzen

Um einen Vergleich der elastischen und gyroskopischen Einfliisse zu erhalten, sollen an
den in Bild 5.16 dargestellten Modellen die beiden Eigenkreisfrequenzen fiir den Fall
der rotierenden und der nichtrotierenden Welle berechnet werden. Man verwende die
Parameter m, [, EI und die in Tabelle 5.3 angegebenen Zahlenwerte. Fiir die rotierende

Welle ist synchroner Gleichlauf anzunehmen.

a)

L ¢ | (112
c)
EI m
5 - i
| | u |
Y £ |
»’ #‘ E mes ~
L L l 2 |2

Bild 5.16 Berechnungsmodelle zur Illustration des Einflusses von Kreiselwirkung

und Nachgiebigkeit
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Tabelle 5.3 Zahlenwerte fiir die Berechnungsmodelle von Bild 5.16

EI EI EI
Modell o T Yz % % % amo?,
Bild 5.16a | 0,6667 1,3333 0,8333 0,2500 2 0,5000  0,2188
Bild 5.16b | 0,6250 0,8333 0,7083 0,3410 0,857 0,4547 0,0368
Bild 5.16¢ | 4,0000 2,3333 2,6667 0,2500 2 0,1458 0,2381
Bild 5.16d | 3,9583 11,8333 2,5417 10,3410 0,857 0,1579 0,1098

5.2.7
Losungen L5.1 bis L5.3

L5.1 Beim starren Rotor in starren Lagern wachsen die dynamischen Lagerkrifte infolge der
Fliehkrifte der Unwuchten mit dem Quadrat der Drehzahl, vgl. (2.350). Beim starren
Rotor mit elastischer Lagerung resultieren die Lagerkrifte aus der Fliehkraft und der
(im tiberkritischen Drehzahlbereich) entgegengesetzt wirkenden Massenkraft aus der

Eigenschwingung.

Die dynamische Lagerkraft am elastisch gelagerten Rotor verhilt sich zu der des

starr gelagerten, vgl. (5.10) und (2.344), wie

my/ X+ meQ*w? 1
= = = 0,125.

me2? - meQ2(w? — Q7)) |1-n?

Fy

Eg

Daraus folgt £2 /@, = n = 3, und somit ist die Eigenfrequenz

Q nn

—— = —— = 166,7Hz
2n-3  30-2n-3 ———

_ o1 _
2_21'5

(5.64)

(5.65)

L5.2 Die Einflusszahlen lassen sich aus Tabelle 5.1 entnehmen (Modell 1). Fiir ¢ = ¢; — o0

und ! = Iy + I, + I ergibt sich mit I = nd*/64:

207 1.2
di = M =3,651-107° mm
3EIl
12(l + 1)?
dyy = Bl +h)” = 51741073 mm
3EIl N
L2 =13 —13) _3 mm
dp= ——————2-=4,098 -1 —
12 GEIl #8101

(5.66)

Die Eigenkreisfrequenzen errechnen sich zu @; = 155,4 s7L Wy = 906,857, vgl.
(5.49), d. h., die kritischen Drehzahlen sind n; = 1484 /min und n, = 8659/min. Die

Amplitudenverhiltnisse folgen aus (5.50) zu

(v_z) _ (m) — 1,188, (”—2) = (@) = —1,262
v ), 11 U1/, V12

und entsprechen den in Bild 5.15b dargestellten Eigenformen.

(5.67)
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L5.3 Die Eigenkreisfrequenzen der nichtrotierenden Wellen (£ = 0) ergeben sich mit Jg =
Ja, und die Kreisfrequenzen des synchronen Gleichlaufs (2 = ) ergeben sich aus
(5.31). Die Zahlenwerte enthilt Tabelle 5.4. Man sieht daraus, dass @; mit groler
werdendem Abstand der Masse von den Lagern sinkt und dass die Kreiselwirkung die
Kreisfrequenzen des synchronen Gleichlaufs erhoht, vgl. dazu auch Bild 5.6. Die Krei-
selwirkung dndert die zweite Eigenfrequenz sehr stark, weil bei der zweiten Eigenform
die Neigung des Rotors grofler ist. Weil fiir die Falle a) und ¢) J, > J, gilt, tritt keine
zweite Resonanzstelle des synchronen Gleichlaufs auf.

Tabelle 5.4 Eigenfrequenzen der Berechnungsmodelle von Bild 5.16

Modell w1 /\/EI/m3 oy /\/EI/mI3

Q=0 Q=0|02=0 Q=w
Bild 5.16a | 1,027 1,502 4,417 imaginir
Bild 5.16b | 1,053 1,227 11,760 26,707
Bild 5.16¢ | 0,474 0,529 2,833 imagindr
Bild 5.16d | 0,470 0,498 4,081 10,196

5.3
Massebelegter Balken

5.3.1
Allgemeine Zusammenhénge

Eine Alternative zu dem Berechnungsmodell mit endlich vielen Freiheitsgraden ist
das Berechnungsmodell des Kontinuums. Bei diesem Modell sind Masse und Elasti-
zitdt kontinuierlich verteilt. Das Schwingungsverhalten des Balkens wird wesentlich
bestimmt durch den Verlauf der Biegesteifigkeit und der Massebelegung, sowie durch
die Lagerbedingungen.

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass der schwingende Balken einen doppelt
symmetrischen Querschnitt hat, wie z. B. Kreis, Rechteck, Doppel-T. Dabei kann
man sich auf die Untersuchung der Schwingungen in einer Ebene beschrinken.
Balken mit unsymmetrischem Profil schwingen im allgemeinen nicht in einer Ebene.
Bei ihnen konnen gekoppelte Biege- und Torsionsschwingungen auftreten, weil der
Schubmittelpunkt mit dem Schwerpunkt nicht zusammenfillt. Auch verwundene
Profile, wie sie bei Turbinenschaufeln vorkommen, werden aus den folgenden Be-
trachtungen ausgeschlossen.

Die Differenzialgleichung der Biegelinie eines Balkens ist aus der Festigkeitslehre
bekannt und lautet

(EIr'")" = q. (5.68)

Ersetzt man die Flichenlast g durch die bei den Schwingungen auf den Balken
wirkenden spezifischen Massenkrifte

q = —0A7. (5.69)



5.3 Massebelegter Balken 333

so entsteht die partielle Differenzialgleichung fiir die freien Biegeschwingungen des
Balkens:

(EIr'")" + pA¥ = 0. (5.70)
Dabei bedeutet:

EI(z) Biegesteifigkeit des Balkens in der Schwingungsebene
0A(z) Masse je Lingeneinheit

r(z,t) zeitlich veranderliche Durchbiegung in radialer Richtung
() Ableitung nach der z-Koordinate.

Der den Eigenschwingungen entsprechende Separationsansatz trennt die Zeit-
und Ortsfunktionen und lautet:

r(z,t) = v(z) sin(wt + B). (5.71)

Dabei ist v(z) die Amplitudenfunktion und o die Kreisfrequenz der Schwingung.
Nach dem Einsetzen dieses Ansatzes in (5.70) erhilt man die gewohnliche Differen-
zialgleichung

(EI")" — oAw*v = 0. (5.72)

Die Eigenkreisfrequenzen @; und Eigenschwingformen v;(z) von Balken, fiir welche
die Voraussetzungen der elementaren Balkentheorie zutreffen, konnen aus dieser
Differenzialgleichung in Verbindung mit den Randbedingungen des jeweiligen kon-
kreten Falles berechnet werden.

In der Maschinenbaupraxis sind oft weitere Grof3en, wie z. B. die Langskraft, die
Winkelgeschwindigkeit, die Schubverformung u. a. von Einfluss. In Tabelle 5.5 sind
in der zweiten Spalte die dementsprechenden Differenzialgleichungen angegeben,
welche die genannten Einflussgroflen berticksichtigen. Die Herleitung erfolgt analog
zu (5.68) bis (5.70).

Aus GL. (2), Tabelle 5.5, kann man schlieflen, dass und wie Zugkrifte eine Eigen-
frequenz erhéhen. Im Grenzfall EI — 0 geht der Balken in die gespannte Saite tiber,
deren Eigenfrequenzen mit der Wurzel der Spannkraft zunehmen: @, = n\/F/pAl>.
Bei Druckkriften sinken die Eigenfrequenzen, und beim Erreichen der kritischen
Knickkraft F, = —n?EI/I? ist der schwingende Balken instabil, da @; = 0 wird.

Aus der zweiten Zeile geht hervor, dass bei Berticksichtigung von Rotationstrag-
heit und Querkraftschub die Eigenfrequenzen etwas absinken. Dies ist physikalisch
durch die Steifigkeitsminderung und Tragheitserhohung bedingt. Nur bei hoheren
Eigenformen kurzer Balken mit relativ grofer Querschnittshohe und bei Hohlprofi-
len wirkt sich dieser Effekt wesentlich aus.

Der Einfluss der Kreiselwirkung fihrt zu einem Aufspalten der Eigenfrequenzen,
wie schon aus Abschnitt 5.2.2 bekannt ist, vgl. Bild 5.6, 5.11 und 5.12. Er ist bei klei-
nen Durchmessern oft vernachlissigbar klein. Die kritische Drehzahl des Gleichlaufs
folgt aus der Bedingung w; = 2.

Interessant ist der Geschwindigkeitseinfluss, der bei bewegten Keilriemen, Pa-
pierbogen, Textilbahnen, Férderbindern u. a. zu unerwiinschten Instabilititen fiih-
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ren kann. Die Schwingung wird instabil bei @; = 0. Daraus kann man die Gréf8e der
ersten kritischen Geschwindigkeit berechnen:

2
4/ F EI
Ukrit = \/(Q_A) (1 + nzFlz)‘ (5.73)

Bei ihr wiirden solche groflen Ausschlage entstehen, dass die betreffende Bewegung
unzulissig gestort wird. Durch hohere Vorspannung kann man, wie auch aus GL
(8), Tabelle 5.5, hervorgeht, diesem kritischen Zustand ausweichen. Bei fliissigkeit-
gefiillten Rohren ist der destabilisierende Einfluss des Innendrucks bemerkenswert,
der wie eine Druck-Langskraft wirkt. Der kritischen Bandgeschwindigkeit v ist eine
kritische Stromungsgeschwindigkeit ¢ analog, vgl. Fall 5 in Tabelle 5.5.

Die folgende Betrachtung soll auf den wichtigen Zusammenhang zwischen dem
diskreten Modell und dem des Kontinuums hinweisen. Dazu wird ein nur mit Ein-
zelmassen my. besetzter Balken betrachtet und die Rotationstrigheit vernachlissigt,
vgl. Tabelle 5.6. Verkleinert man die Einzelmassen und vergrof3ert gleichzeitig ihre
Anzahl, so entsteht schliefSlich ein kontinuierlich mit Masse belegter Balken aus
unbegrenzt vielen Masseelementen dm = pA dz.

Die Belastung geht dann von Einzelkriften F; in die sich aus Streckenlast q({’)
ergebenden Kraftelemente d F = q(z)- dz iiber. Die Einflussfunktion d(z, {'), welche
die Durchbiegung an der Stelle z infolge einer Kraft an der Stelle { angibt, entspricht
den Einflusszahlen a;; = dj. Zur Berechnung der Durchbiegung infolge einer Belas-
tung geht die beim diskreten System auftretende Summe durch den Grenziibergang
zu unendlich vielen Elementen in ein Integral (iiber die Balkenlidnge /) iiber:

n 1
ri(t) = Y diF(t) = r(z, 1) = /d(Z: $g(d,1)dd. (5.74)
k=1 0

Bei Eigenschwingungen entspricht die Belastung den Massenkréften:

E(t) = —mii(t) = q({, 1) = —0A()F(E, ). (5.75)

Dabei ist A({) die lings des Balkens verdnderliche Querschnittsfliche. Nach dem
Einsetzen ergeben sich die Bewegungsgleichungen:

" 1
ri(t) = = Y, dimydy(t) = r(z, 1) = —/d(z, $oA(L)H(E 1) dd. (5.76)
k=1 0

Dem linearen System von Differenzialgleichungen (5), Tabelle 5.6, des diskreten
Modells entspricht die Integrodifferenzialgleichung (6), Tabelle 5.6, des Kontinu-
ums. Anstelle der Ausschlige ri(¢) der Einzelmassen (k = 1, ..., n) erscheint beim
Kontinuum die von Ort und Zeit abhingige Biegelinie r(z, t).

Der aus (5.26) bekannte Ansatz zur Ermittlung der Eigenschwingungen nimmt
dquivalente Formen an:

ri(t) = viexp(jor) = r(zt) = v(z) exp(jowt). (5.77)

Kombiniert man Gl. (7) und (8) mit (5) und (6), Tabelle 5.6, so ergibt sich nach
Kiirzung von exp(jowt)
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Tabelle 5.6 Bezichungen zwischen dem diskreten System und dem Kontinuum-Balken

Zy Z
Zi_ JJRt) R |5y
1o Y TR I eaten
Systemskizze \”EL‘: > s
m; Mk ren o gz,T)
QA%Q) QA(z)
EI(C) EI(z)
Mechanische Diskretes System Kontinuum
GroBen
Durchbiegung rJ(zJ-,t)=-Edijk(t) (1 |r(zt) /d z2,0)gg,t)yde
Traghetskrafte | F (1) =-m A (1) (3)]q(z,t)=-0A(z2)r (z,1) (4)
Bewegungsdif. gin. rj(t)+§djkmk'r'k(t)-o G)|rizt /dz; QAL)r(zt)de-0  (6)
Separation ri(zg.t)=v vj(z exp (wt) M)|rit) =v(z)exp(jwt) (8)
i _ {
%ﬁsﬁﬂ"{'”@ Vo S0 @) -w?/ dzL QAR ME)R0 (10)
Kinetisch 1 .
E:%er“gsfe?r T-7 Emct) T —/QA ‘bz (1)
1
Potenzielle U-7 %E dijj e (13)[U- 70/ (14)
el ez e s 3‘0/ gz r"z(zt)dz (16)
o Fg ) - 6 17 / Az 2)dz=6;, (1)
tdt der figen-  [Zm.v..v,. = 6 7N, (7)dz-
scnwmgfolrgmen ik gk (7)) 9 Ml
T w] By - zrnlanm1 (19)8 J 9A(z zz)dz>1/w1 (20)
Summation 1lg- stjw?
(Abschitzung) Z /UJ -B, Z‘medjk uu B, 2/(/9A ¢)d (Q,z)dg) z 1(/2(1;1)
Rayleigh - 2, SO, /' E1(z) 2 )dz 2
Quotient Wi ——vaz 2wy (29)|wg ‘L———% (24)
k / QA(z)v4(z)dz
modale n
Erregerkraft  [Mi{U=% i f (1) (25)[ MU =0/ v(z)g(z 1)dz (26)

Anmerkung: In (17) und (18) ist § ik das Kronecker-Symbol und in (11) bis (16) gilt T = Wy, und

U= Wpol
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n I
v = 0} Y, dymgvg = 0(2) = 0F [ d(z.)A)u(£) AL (5.78)
k=1 0

Die weitreichenden Analogien zwischen den Gleichungen fiir das diskrete und das
kontinuierliche Berechnungsmodell gehen aus Tabelle 5.6 hervor, in der wesentliche
Formeln zusammengestellt sind, deren Bedeutung teilweise erst in den folgenden
Abschnitten erklirt wird, vgl. Abschnitt 6.2.1, 6.3.2 und 6.4.1.

Die Gleichung (10), Tabelle 5.6, wird in der Mathematik als homogene Fred-
holm’sche Integralgleichung zweiter Art bezeichnet. Sie ist das kontinuierliche Ana-
logon zu dem homogenen linearen Gleichungssystem (9), Tabelle 5.6. Hier soll auf
den engen Zusammenhang zwischen der Theorie der linearen Gleichungssysteme
und der der Integralgleichungen hingewiesen werden, der fiir den Theoretiker und
zum Verstindnis weiterfithrender Literatur von Interesse ist.

Der physikalische Inhalt der Integralgleichung (10), Tabelle 5.6, stimmt teilweise
mit der Differenzialgleichung (5.72) tiberein, insofern er eine Beziehung zwischen
den Massenkriften und den Verschiebungen beschreibt. Der wesentliche Unterschied
besteht jedoch darin, dass durch die Einflussfunktion d(z, {') bereits die Randbedin-
gungen beriicksichtigt werden, die die Auflagerbedingungen des jeweiligen Balkens
erfassen. Die Differenzialgleichung (5.72) beinhaltet nur das Gleichgewicht an einem
Balkenelement und muss in Verbindung mit den Randbedingungen gelost werden,
um Figenformen und Eigenfrequenzen zu erhalten. Andererseits geniigt die Losung
der Integralgleichung zur Berechung dieser Grofien.

Die tatsdchliche Bewegung des Balkens bei freien Schwingungen ergibt sich als
Uberlagerung, vgl. (5.71), (6.126) und (6.129), aus den Eigenformen zu:

[o.¢]
r(z,t) =Y, pivi(z) sin(wit + By). (5.92)
i=1
Ein Balken fiihrt freie Schwingungen aus, wenn er (z. B. zur Zeit t = 0) aus seiner
statischen Gleichgewichtslage r(z) = 0 in Form einer Biegelinie r(z, 0) = ry(z) aus-
gelenkt und sich selbst iiberlassen wird und/oder wenn ihm anfangs eine Geschwin-
digkeitsverteilung 7(z, 0) = u(z) ibertragen wurde, z. B. durch eine plotzliche tiber
die Linge verteilte impulsartige Belastung.
Dabei ergeben sich die Konstanten p; und ; aus den jeweiligen Funktionen ry(z)
und u(z), vgl. die Analogie zu (3.88), (4.22), (4.48) und (6.125) bis (6.129):

1
pisin §; = /QA(Z) -wi(z) - ro(2) dz
0

picos B; (5.93)

1

_/mww@ym@d
= zZ
0 i

1
/QA(Z) P (2)dz =1
0

Diese Gleichungen folgen aus (5.92) unter Benutzung der Orthogonalititsrelationen
(18), Tabelle 5.6.
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5.3.2
Gerader Balken auf zwei Stiitzen

Bild 5.17a zeigt einen beiderseits durch Einzelmassen m oder Einzelfedern ¢ begrenz-
ten Balken. Die Federkonstanten c erfassen die praktisch stets vorhandene endliche
Federsteifigkeit der Lager. Bild 5.17b zeigt fiir beide Fille die Abhingigkeit der Ei-
genfrequenzen ( f; = w;/2n) von diesen Parametern, wobei die Eigenkreisfrequenzen
sich bei allen Randbedingungen aus Gleichungen der Form

| EI
w; = A Al (i=12...) (5.94)

ergeben. Man beachte den Einfluss von Biegesteifigkeit EI und Massebelegung oA in
dieser Gleichung: Wie beim einfachen Schwinger steht im Zahler die Steifigkeit und
im Nenner die Masse. Der Einfluss weiterer Groflen auf die Eigenkreisfrequenzen
geht aus der dritten Spalte von Tabelle 5.5 hervor. Man vergleiche die Grenzfille
¢ — 0 und ¢ — oo mit den Angaben in Tabelle 5.7 (dort A7, hier A; angegeben). Sehr
grofle Massen wirken wie starre Lager, da sie ebenfalls die Bewegung der Balkenenden
(infolge ihrer Tragheit) behindern. Die Grenzwerte fiir m — oo entsprechen deshalb
denen fiir ¢ — oo, allerdings bei den um 2 Ordnungen niedrigeren Eigenwerten.

moOQAEL ™ c3 OAEL =

T
|
I
L L ]

1 05 0 100 500 1000 1500 2000

m e
oAl El

Bild 5.17 Eigenwerte und Eigenformen des Biegeschwingers in Abhéngigkeit
von Kenngréflen der relativen Lagersteifigkeit c/° /EI und vom Massenverhiltnis 1/ 9Al

Es ist wichtig, zu jeder Eigenfrequenz f; die jeweilige Eigenschwingform v;(z) zu
kennen. Aus Bild 5.17b wird deutlich, wie stark der Einfluss der Lagersteifigkeit



340 5 Biegeschwinger

auf die Eigenfrequenzen ist. Man nehme sich Zeit, sich die Auswirkungen der
Parameterinderungen auf Eigenfrequenzen und Eigenformen zu veranschaulichen
und einzupragen.

5.3.3
Abschatzungen von Dunkerley und Neuber

In der Praxis gibt es oft Aufgabenstellungen, bei denen die ungefihre Grofle der
Grundfrequenz interessiert. Man kann in diesem Fall auf die umfangreiche genaue
Bestimmung aller Figenfrequenzen verzichten und eines der Verfahren benutzen, das
die Figenfrequenzen abschitzt. Abschitzen bedeutet, obere und untere Schranken
fiir die Eigenwerte mit relativ einfachen Verfahren zu berechnen.

Die im Folgenden beschriebenen Naherungen und Abschitzungen dienten in der
Vergangenheit den Ingenieuren bei einfachen Modellen fiir eine Vorausberechnung.
Sie haben noch eine gewisse Bedeutung behalten, da sie sich fir Plausibilitétsbe-
trachtungen und fiir Uberschlagsrechnungen eignen.

Besondere Bedeutung hat bei allen Baugruppen von Maschinen die Grundfre-
quenz. Sie ist die wichtigste und manchmal die einzige bedeutsame Eigenfrequenz.
Sie liefert z. B. ein Kriterium dafiir, ob ein Objekt mit dem Modell ,,starre Maschine
behandelt werden darf oder nicht. Bei einer Anderung an der Konstruktion einer
Maschine (z.B. mit dem Ziel einer Drehzahlsteigerung) ist zu priifen, wie sich
die Grundfrequenz verschiebt. Die Grundfrequenz ist fiir die tiefste Resonanzstelle
verantwortlich, d. h. sie muss zuerst ,,durchfahren“ werden, wenn eine Maschine im
iiberkritischen Drehzahlbereich betrieben wird.

Es gibt mehrere Moglichkeiten zur Abschitzung der Grundfrequenz, die in [5]
ausfihrlich begriindet sind. Eine untere Schranke fiir die Grundfrequenz (unter der
Annahme eines reguldren Systems, bei der die tiefste Eigenfrequenz nicht null ist)
liefert die nach DUNKERLEY benannte Formel:

1 &1 o, 1
= < k; o o] > 0p = S (5.95)

& o

Dabei sind die Kreisfrequenzen o, diejenigen von n Teilsystemen des Schwin-
gungssystems mit n Freiheitsgraden, die jeweils einen einzigen Freiheitsgrad haben.
Die Aufteilung ist in gewissem Mafle willkiirlich, und man wihlt Teilsysteme, die
mindestens einen ,eigenen Parameter haben und sich leicht berechnen lassen.
Diese Teilsysteme kann man z. B. aus dem urspriinglichen System gewinnen, wenn
nur jeweils ein einziger Masseparameter (z. B. Masse m;) und alle Federparameter
berticksichtigt werden (Dunkerley). Die anderen Masseparameter werden dabei alle
null gesetzt. Eine andere Moglichkeit besteht darin, # Teilsysteme mit jeweils einer
einzigen Feder (z. B. ¢;) zu betrachten, alle Masseparameter zu berticksichtigen und
alle anderen Federn als ideal starr (unendlich steif) anzusehen (Neuber).

Diese Abschatzung ldsst sich auch anwenden, wenn das Gesamtsystem nicht
in n Teilsysteme, sondern nur in nl Teilsysteme (nl < n) mit bekannten ersten
Eigenkreisfrequenzen wyy zerlegt wird. Das konnen grof3e Systeme sein, deren Grund-
frequenzen ein Computerprogramm liefert. In den einzelnen Teilsystemen miissen
dann jeweils andere Masseparameter (Dunkerley) oder Federparameter (Neuber)
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erfasst sein, sodass es keine ,,Schnittmenge® dieser Parameter gibt. Man kann auf
diese Weise auch die Ergebnisse von Computerprogrammen priifen und den Einfluss
der Teilsysteme auf das Gesamtsystem analysieren. Fiir solche Teilsysteme ergibt sich
die Abschitzung:

) 1

o} > — —
>
k=1 @)

(5.96)

k

Auch die tiefste Eigenfrequenz eines Kontinuums kann deshalb in so eine Abschit-
zung einbezogen werden, vgl. Aufgabe A5.4. Aus (5.96) ergibt sich z.B. fiir die
Grundfrequenz eines groflen Systems, das in zwei Teilsysteme zerlegt wird, welche
die tiefsten Eigenfrequenzen f;) und f(,) haben, die untere Schranke zu (2n f; = w;):

fofo

2 2 '
Vo 1o

Daraus kann man errechnen, dass z. B. bei der Kopplung von zwei Systemen, deren
unterste Eigenfrequenzen tibereinstimmen (f(;) = f(z)), die tiefste Eigenfrequenz

nach der Kopplung sinkt, aber hoher ist als f(1)/v/2.

fh > (5.97)

5.4
Zur Modellbildung bei Rotoren

5.4.1
Allgemeine Bemerkungen

Die erste Aufgabe bei der theoretischen Untersuchung ist auch bei Biegeschwin-
gungen von Wellen die Ermittlung eines angemessenen Berechnungsmodells. Das
Berechnungsmodell soll ,,so fein wie notig und so grob wie moglich® sein, weil es
nur die Aufgabe hat, der Vorhersage des dynamischen Verhaltens eines Realsystems
zu dienen.

Das Berechnungsmodell soll gestatten, durch Variation der Parameter vorauszu-
bestimmen, wie sich ein Realsystem physikalisch verhalten wird. Bei Biegeschwin-
gungen kommt es z.B. darauf an zu wissen, wie die Grof3e der Eigenfrequenzen
und die Eigenschwingformen von den Parametern des Realsystems abhiangen. Das
Berechnungsmodell muss alle die fiir diese Aufgabe wesentlichen Parameter enthal-
ten. Die bisher behandelten Berechnungsmodelle gestatten es, solche Parameter bei
der Berechnung der Eigenfrequenzen isotrop gelagerter Wellen mit symmetrischem
Querschnitt zu berticksichtigen, wie Massen m;, Tragheitsmomente J,;, Ji, Lingen [,
Lagerfederkonstanten ¢;, Dichte p, Elastizititsmodul E, Verdnderlichkeit der Flidche
A(z), Veranderlichkeit des Flichentrigheitsmomentes I(z), Drehgeschwindigkeit €2,
Rotorabmessungen u. a., vgl. Tabellen 5.2 und 5.1.

Der Ingenieur muss von Fall zu Fall abschitzen, welche Parameter wesentlich
sind und diese gegebenenfalls in ein verfeinertes Berechnungsmodell einbeziehen.
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Tabelle 5.8 Ubersicht iiber Parametereinfliisse [7]

Ungleichformigkeitsgrad

k Ordnung der Harmoni-
schen der Schwankung

Parameter kritische Drehzahl n;, Beispiele

Axialkraft Zug vergroflert, Stab im Fachwerk, Koppel-
Druck verkleinert stange in Kurbelgetrieben

Drehmomenten- Kritische k-ter Ordnung | Kolbenmaschinen, ungleich-

schwankungen Q=ow/(kt1), mifig tibersetzende Getriebe

Magnetischer Zug sinkt Elektromotoren, Generatoren
(radial)
Eigengewicht mg o= w/2 Turbinenldufer
(horizontale Welle)
Zahneingriffsfrequenz Qr=0-z Zahnradgetriebe
z Zihnezahl, ® Winkel-
geschwindigkeit der Welle
Anisotropie der Scheiben | Aufspaltung des Spek- Welle mit Nut, Ventilator mit

Einheiten

neues Spektrum

oder der Welle trums in Instabilitats- zwei Fliigeln, zweipolige Liufer
bereiche w1 bis w; von Synchronmaschinen

Lagerddmpfung steigt Textilspindeln

Innere Dampfung Selbsterregung Materialdimpfung,
Wellen-Naben-Verbindung

Elastizitdt der Scheiben sinkt Schaufeln von Liiftern und
Turbinen, Ségeblatter

Kopplung mit anderen steigt oder sinkt, Motor-Pumpe, Verdichter,

Turbine-Generator,
Walzen gegenseitig

Olfilm in Gleitlagern Selbsterregung Turbinen, Pumpen, Verdichter
Drehzahl (Kreiselwir- Aufspaltung Zentrifugen

kung der Scheiben)

Schubverformung sinkt kurze Balken, Schiffskoérper

In Tabelle 5.8 ist zusammengestellt, welche weiteren Parameter bei welchen
Maschinenarten oft berticksichtigt werden miissen. Diese Zusammenstellung ist im
Rahmen dieser einfiihrenden Darstellung als Anregung gedacht. Es ist nicht mog-
lich, eine umfassende Darstellung der technisch bedeutsamen Parametereinfliisse
zu geben, weil die Forschung auf diesem Gebiet noch im Gange ist und mit der
Entwicklung des Maschinenbaus immer wieder neue Gesichtspunkte entstehen.

Bei der Modellbildung besteht ein wesentlicher Schritt darin, die Freiheits-
grade des Berechnungsmodells festzulegen. Es ist tiblich, eine sehr feine FEM-
Diskretisierung mit # = 10° bis 10° Elementen anzuwenden.

Mit zunehmender Anzahl n der Freiheitsgrade nimmt die Genauigkeit aller
berechneten Eigenfrequenzen zu, allerdings werden die hoheren Eigenfrequenzen
mit steigender Ordnung i immer ungenauer.

Bemerkenswert erscheint, dass die FEM-Diskretisierung des Balkens stets gro-
Bere Eigenfrequenzen als das Kontinuum liefert, wihrend die Eigenfrequenzen bei
Diskretisierung mit Masseaufteilung hierbei untere Schranken sind, die sich mit
zunehmendem Freiheitsgrad dem exakten Wert nihern, vgl. Kapitel 6.
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Ein wesentlicher Bestandteil der Berechnungsmodelle von rotierenden Wellen
und anderen Biegeschwingern sind die Verbindungselemente zum Aufstellort. Dabei
ist nicht nur an die Wilzlager oder Gleitlager zu denken, die den rotierenden Teil
mit dem Maschinengestell verbinden. Oft stellt das Gestell, in dem sich die Welle
abstiitzt, auch wieder ein Schwingungssystem dar. Als Biegeschwinger im engeren
Sinne wurden im vorliegenden Abschnitt nur solche behandelt, die sich auf einen
unbeweglichen Aufstellort tiber elastische Lager abstiitzen. Der allgemeine Fall des
im Schwingungssystem enthaltenen Biegeschwingers wird in Abschnitt 6 behandelt,
vgl. z.B. Bild 6.3, 6.4 und 6.7. Hier soll lediglich bemerkt werden, dass es im
allgemeinen unumginglich ist, die Wilzlager als elastische Stiitzen zu behandeln.

Besondere Probleme werfen Gleitlager auf. Die Nachgiebigkeit des Olpolsters
in hydrodynamischen Lagern hat einen erheblichen Einfluss auf das dynamische
Verhalten rotierender Wellen, wie Stodola bereits im Jahre 1925 erkannte. Der Grund
dafiir liegt vor allem in den anisotropen Federungs- und Dampfungseigenschaften
des Olfilms. Wirkt in einem Gleitlager auf einen Wellenzapfen, der bei stationirem
Betrieb eine bestimmte Gleichgewichtslage einnimmt, eine Kraft, so ruft diese eine
Verschiebung hervor, die nicht mit der Kraftrichtung zusammentfillt.

Physikalisch bedeutet das, dass bei gewissen Bewegungen des Zapfens im Lager
aus der Energiequelle des Antriebs der Welle (Torsion) Energie in die Querbewegung
der Welle transportiert werden kann. Dadurch konnen selbsterregte Biegeschwin-
gungen auftreten. Diesem Phinomen der Selbsterregung ist eine umfangreiche Lite-
ratur gewidmet, wovon hier nur [7] genannt sei.

b =
N\,
! NN ok
| | Vo=
l | et fe
} ; - Bild 5.18 Zur Wirkung
0 @ 2a S£—=  des Schmierfilms im Gleitlager

Bild 5.18 zeigt ein Amplituden-Frequenzdiagramm, das bei den selbsterregten
Schwingungen auftritt. Anfangs verhdlt sich die Welle wie ein zu erzwungenen
Schwingungen erregter Schwinger. Das System bewegt sich mit der Erregerfrequenz,
und es tritt der bekannte Amplituden-Frequenzgang auf (Resonanz, falls Erregerfre-
quenz gleich Eigenfrequenz).

Bei einer bestimmten tiberkritischen Drehzahl beginnen plétzlich Schwingungen
mit der Eigenfrequenz des Systems, die sehr grofle Amplituden haben. Dies sind
selbsterregte Schwingungen, deren Amplitude lediglich durch Anschlagen der Welle
im Lager (bzw. des Rotors am Gehduse) begrenzt werden.

Man stellte fest, dass diese Schwingungen faktisch bei allen Drehzahlen oberhalb
dieser Kritischen erhalten bleiben, sodass es ein nach oben unbegrenztes Reso-
nanzgebiet gibt. Das Verhalten in diesem tiberkritischen Gebiet hingt von einer
dimensionslosen Kenngrofle K = 2¢gBn /(£2Fy?) ab. Bei kleinen K-Werten (grofle
Lagerkraft F, grofles relatives Lagerspiel w, kleine Olzihigkeit n und kleine La-
gerbreite B) dndert sich die Amplitude der selbsterregten Schwingungen mit der
Drehzahl weniger als bei groffen K-Werten, vgl. Bild 5.18.
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5.4.2
Beispiel: Schleifspindel

Zur Untersuchung des dynamischen Verhaltens einer Schleifspindel wurden die in
Bild 5.19b bis f dargestellten Berechnungsmodelle benutzt, um den Einfluss der
verschiedenen Modelle auf die Grofle der kritischen Drehzahlen und die Eigen-
schwingformen zu illustrieren.

T~ ny = 17205 Ulmin

T = 21351 Ulmin
I : - e —— T ny= 38950 UM

— n, = 77778 Ulmn

-
Bl

\ ny = 48458 U/min

n, =56 123U/min

————

ny =17361 U/mn
n, =2 100 U/min
o R 77 Ny 43217 U/min
) n, =72496/min

SR ——

T
{ ]
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s
e
j
,j/

h

L ny = 17916 Ujmin

T n, =22 7 Uimin
Ny = #4149 Ufmin
n, =785720/min

I

| |

b \ 5

{ | AN - }
——— 0 - U B § 0 ¢— / ny = 42065 Umin

f \a'?* nz=56%11u/mm
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Bild 5.19 Schleifspindel
a) Technische Zeichnung; b) bis f) Berechnungsmodelle einer Schleifspindel (Die Schraffur

im Modell gibt ein Kontinuum an.) Rechte Seite: Eigenschwingformen und kritische
Drehzahlen der Modelle der Schleifspindel von b) bis f)

Bild 5.19 zeigt die berechneten kritschen Drehzahlen und Eigenschwingformen.
Wenn man die erhaltenen Zahlenwerte vergleicht, fillt auf, dass die Federkonstante
der Kugellager einen groflen Einfluss hat. Die niedrigste kritische Drehzahl liegt
bei etwa 17200 - 1/min (Modell b). Die mit den Modellen b, d und e erhaltenen
Werte liegen fiir die ersten beiden kritischen Drehzahlen innnerhalb der technisch
vertretbaren Genauigkeitsgrenze von 5 %. Die mit den Modellen ¢ und f erhaltenen
Werte entsprechen etwa der 3. Eigenfrequenz der Modelle mit elastischer Lage-
rung und liefern ein falsches Bild, weil die Starrkorperbewegung fehlt, vgl. auch
Bild 6.12.
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5.5
Aufgaben A5.4 bis A5.6

A5.4 Abschitzung des Einflusses elastischer Lager auf die tiefste Eigenfrequenz

Fiir eine Antriebswelle mit beliebiger Form und Masseverteilung, die in zwei Lagern
gestiitzt ist, wurde mit einem Computerprogramm ihre tiefste Eigenfrequenz berech-
net, ohne die Lagerelastizititen einzubeziehen. Unter Benutzung der Abschitzung von
Dunkerley soll eine Naherungsformel fiir die untere Schranke der tiefsten Eigenfre-
quenz unter Beriicksichtigung der Lagerelastizititen angegeben werden.

Gegeben:
Lagerabstand )
Masse der Maschinenwelle m
Tragheitsmoment der Welle als Starrkorper beziiglich der Lager  Ja, Jp
Federkonstanten der Lager CA» CB
Tiefste Eigenfrequenz der Welle mit ideal starren Lagern fo
Biegesteifigkeit der Welle mit konstantem Querschnitt EI

Gesucht:

1. Eigenfrequenzen der in drei Teilsysteme aufgeteilten Antriebswelle

2. Abschidtzung der Grundfrequenz nach Dunkerley

3. Abschitzung der Grundfrequenz fiir eine homogene Welle mit konstantem Quer-
schnitt

A5.5 Kritische Drehzahlen des Gleichlaufs

Von einer rotierenden Welle sind die in dem Modell in Bild 5.20 angegebenen Parame-
ter gegeben (Mafe in mm). Die Dichte des Werkstoffs ist o = 7,85 - 1076 kg/mm?®, der
Elastizititsmodul ist E = 2,1 - 10° N/ mm?. Unter Vernachlissigung der Wellenmasse
sind das Diagramm der drehzahlabhingigen Eigenfrequenzen sowie die kritische Dreh-
zahl des synchronen Gleichlaufs zu berechnen.

5
.
|
e
2%
| Bild 5.20
166 .
- Abmessungen einer Welle

A5.6 Vergleich der Modelle ,,Kontinuum* und ,,diskreter Biegeschwinger*

In Abschnitt 5.2.5.2 war das Modell der drehenden Klappe ein Biegeschwinger mit vier
Massen, vgl. Bild 5.13. Fiir diese Klappe sollen mit dem Modell des Kontinuums die
ersten drei Eigenfrequenzen wihrend der freien Drehung berechnet und mit denen
des diskreten Biegeschwingers verglichen werden. Auch fiir die starre Klappe soll der
Vergleich mit dem Ergebnis in Bild 5.14 erfolgen.
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5.6
Losungen L5.4 bis L5.6

L5.4 Die Antriebswelle wird in drei Teilsysteme eingeteilt, von denen das erste die starr gela-
gerte Welle selbst ist (Bild 5.21b), das zweite und dritte sind der auf einem elastischen
Lager gelagerte Starrkorper (Bild 5.21c und d). Dies entspricht der in Abschnitt 5.3.3
angegebenen Vorschrift, dass fur alle elastischen Glieder bis auf jeweils ein Einziges der
Grenzfall einer unendlich grolen Steifigkeit angenommen wird, um eine Eigenkreis-
frequenz @y zu berechnen.

C C
A’gr, m=p Al %B

Bild 5.21 Antriebswelle auf elastischen Lagern; a) urspriingliche Welle, b) elastischer
Balken, c) linkes Lager elastisch, d) rechtes Lager elastisch, e) Welle mit konstantem
Querschnitt

Es gilt die Abschitzung gemif (5.95)

1 1 1 1
el e I (5.98)
1 fn %o 2o
Vom ersten Teilsystem, der ,,starr gelagerten Welle®, ist @) = 27 f(;) gegeben. Die bei-
den anderen Teilsysteme haben die Eigenkreisfrequenz des einseitig elastisch gelagerten
Starrkorpers, die sich ergibt aus:

2 CAZ2 2 CBZ2
wh = Al 2 sl 5.99
@ JB B (5:99)
Aus (5.98) und (5.99) folgt zunidchst
1 1
R e (5.100)

ol <ol Tl T e

und nach der Auflésung ergibt sich die gesuchte Abschitzung nach DUNKERLEY fiir die
tiefste Eigenfrequenz (f; = @) /2n) der elastisch gelagerten Maschinenwelle:

foy

Jre By ey

fi> (5.101)
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Damit ldsst sich der Einfluss der beiden elastischen Lager einfach berechnen. Fiir den
Sonderfall der homogenen Welle mit konstantem Querschnitt (Bild 5.21e) gilt fiir
die Trigheitsmomente beziiglich der Lagerpunkte J, = Jg = ml?/3. Aus Abschnitt
5.3.2 und aus Tabelle 5.7 ist fiir den zweifach gelenkig gelagerten Kontinuum-Balken
a)(21> = n*EI/ml® bekannt. Damit ergibt sich als Sonderfall von (5.101) die Abschiit-
zung

1

fi > 2n —. (5.102)
1 1 )
m|—+ — + =
\/ [363 3ca TL'4EI:|

L5.5 Diein Bild 5.22a dargestellte Welle entspricht dem Berechnungsmodell 4 in Tabelle 5.1.

5000+

Eigenkreisfrequenz —»-
——

3000 1

eo=1379.
1000+ //
/
Gp= 33 :
L L 1
-3000 -2000 -1000 0 } 1000 2000 %
‘ L £2 \inkelgeschwindigkeit
0 n,=6127 10000 20000 7=

N Drehzahl

Bild 5.22 Drehzahlabhingige Figenfrequenzen

Die Parameterwerte ergeben sich (vgl. Tabelle 5.2) zu

nD?h  3,14-200% - 15

YR . -7,85-10"% kg = 3,70 kg

my; =

| 2 4 2 my o 3,70 2 2 2
=M p2 oy 22} & T2 = 2705002 kg - mm? = 9250 kg -
l =16 ( *3 ) 16 16 & mm g mm

nd* 3,14 my D?
64 64
L3+ 47066 + 66
o] = =
1 3EI 3.2,1-10° - 2480

15 mm* = 2480 mm*, J, = = 18500 kg - mm*

mm/N = 1,494 - 10> mm/N
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L5.6

2hih 435 2-470- 66 + 3 - 66
6EI  6-2,1-105-2480

I, + 31 470 + 3 - 66
_atoh + mm N =4275.10 7 mm ! N!
3EI 3.2,1-10° - 2480

= N!'=2404-10°N"!

Bu

Das Einsetzen dieser Zahlenwerte in (5.33) liefert die Umkehrfunktion der Eigenfre-
quenzen als Funktion der Drehgeschwindigkeit. Mit mehreren Zahlenwerten fiir @ im
Bereich von 0 bis 5000 s~ werden die zugehdrigen Werte fiir £ berechnet und damit
die Kurvenverldufe bestimmt, vgl. Bild 5.22. Die kritische Drehzahl des Gleichlaufs
(2/w = 1) ergibt sich zu n; = 6127 - 1/min ( = fiy = 102,1 Hz).

Das Modell des Kontinuums gewinnt man dadurch, dass die vier Massen tiber die Lin-
ge des Balkens gleichmifig ,,verschmiert“ werden. Damit hat der Balken eine konstante
Massebelegung 0A = m/I. Fiir dieses Kontinuum-Modell, bei dem der Balken an einem
Ende ein Gelenk hat und am anderen Ende frei ist, findet man aus Tabelle 5.7, Fall 2,
die Eigenwerte

=0, 2} =154 A} =150,0. (5.103)

Beim Vergleich der Eigenkreisfrequenzen mit (5.94) muss man beachten, dass die
Klappe in Bild 5.13 die Linge L = 4/ und die Masse 4m hat. Die Eigenkreisfrequenzen
fiir dieses Modell des Kontinuum-Balkens betragen also

2
0 _ g2 | EL 52 | BT _ A7 JEL 5.104
@i ! \/QAL4 P\ oA4t It 16V mI3 (5.104)

Die Eigenfrequenzen der frei fallenden Klappe in Bild 5.14 verlaufen am rechten Rand
(c — 0) bereits bei ¢ = 100 asymptodisch. Dafiir kann man fiir das Viermassensystem
die Werte

o™ 0 o™ n0se o3y ™E x2s (5.105)
— — 0 — ~ 0,89 — ~2 :
W Er ’ 2\ EI *\ EI

entnehmen. Aus (5.104) erhilt man mit (5.103) fiir das Kontinuum

O Lca [ 096 o i (5.106)
0\ — =0; s\ | — = 0,96; Wi\ — = 3,1. .
YWED 2\ EI 3\ EI

Die Eigenkreisfrequenzen des Kontinuums liegen iiber denen des diskreten Systems,
weil die Trigheit des Kontinuum-Balkens infolge des ,,Verschmierens“ der Massen
»nach Innen® kleiner ist. Vergleicht man die Figenfrequenz der steifen Klappe
(EI — o0) mit dem Ergebnis in Bild 5.14, so ergibt sich aus dem exakten Wert
w? = 9¢/(30m) durch eine Multiplikation beider Seiten dieser Gleichung mit
denselben Faktoren ein dimensionsloser Ausdruck, welcher den Vergleich mit Bild
5.14 erleichtert:

mPo? 18’ 06 ml> 0,775
EI ~ 302E ¢’ EI ¢
Dieser Verlauf entspricht der Asymptote fir i = 1 in Bild 5.14.

(5.107)



6 Lineare Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden

6.1
Einleitung

Viele Maschinen und deren Baugruppen lassen sich auf ein lineares Berechnungs-
modell mit endlich vielen Freiheitsgraden reduzieren. Man kann auf zwei Wegen
zu so einem Berechnungsmodell kommen — durch die Modellierung als Mehrkor-
persystem und/oder als FEM-Modell. Ein Berechnungsmodell, das aus diskreten
Federn (Zug-, Druck-, Torsions- oder Biegefedern) und einzelnen starren Kérpern
(gekennzeichnet durch Masse, Schwerpunktlage, Trigheits- und Zentrifugalmomen-
te) besteht, wird als Mehrkorpersystem bezeichnet. Urspriinglich kontinuierliche
Berechnungsmodelle mit verteilter Elastizitdt und Masse, wie z. B. Balken, Platten,
Scheiben, raumlich ausgedehnte Korper oder Schalen, lassen sich mit der Methode
der finiten Elemente (FEM) ebenfalls auf Berechnungsmodelle mit endlich vielen
Freiheitsgraden zurtickfithren.

Zur dynamischen Berechnung vieler Maschinen sind oft Berechnungsmodelle
mit wenigen Freiheitsgraden ausreichend, aber es werden manchmal auch Berech-
nungsmodelle mit 7 > 10° Freiheitsgraden benutzt. Mit der Anzahl der Freiheits-
grade steigt in jedem Fall der Rechenaufwand, aber nicht immer die Genauigkeit
der Ergebnisse. Die Genauigkeit hingt von der Genauigkeit der Eingabedaten und
davon ab, ob die wesentlichen Einflussgrofien richtig erfasst werden. Man kann mit
einem Modell mit wenigen Freiheitsgraden das reale Verhalten oft schon hinreichend
genau beschreiben, wenn man alle nebensichlichen Parameter vernachlassigt. Durch
Berechnungsmodelle mit mehreren (endlich vielen) Freiheitsgraden konnen

Lingsschwingungen (z. B. von gekoppelten Fahrzeugen)

Torsionsschwingungen (z. B. von Wellen und Antriebssystemen)
Biegeschwingungen (z. B. von Maschinengestellen, Balken, Rahmen, Platten)
Schwingungen elastisch gekoppelter Kérper (z. B. von Fundamentblocken, Fahr-
zeugverbanden, Werkzeugmaschinen)

e Schwingungen von Stab- und Flichentragwerken

und beliebig gekoppelte Modelle beliebiger geometrischer Struktur behandelt wer-
den.

Lineare Schwingungserscheinungen sind im Grunde genommen alle von gleicher
physikalischer Natur. Sie werden mathematisch einheitlich durch lineare Differenzi-
algleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben. Beispiele fiir solche Berech-
nungsmodelle zeigt Bild 6.1. Viele der in den bisherigen Abschnitten behandelten Be-
rechnungsmodelle (vgl. z. B. die Abschnitte 3.2.2, 3.3, 4.2.2, 4.3 und 5.2.5), lassen sich
als lineare Schwinger mit # Freiheitsgraden einordnen. Das Schwingungssystem mit
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n Freiheitsgraden gestattet die Untersuchung des Verhaltens beliebig strukturierter
ebener und raumlicher Antriebs- und Tragsysteme von Maschinen.

a) Fundament

i

b) Spindel

7

El ey

e) Schaufelradbagger

f) Schwingforderer

4

h) Hobelmaschine

Bild 6.1 Beispiele fiir Berechnungsmodelle mit mehreren Freiheitsgraden

I Fundamentblock; 2 elastische Abstiitzung; 3 Welle; 4 Rotationskorper; 5 Gehduse;

6 Turbinenwelle; 7 Lager; 8 Fahrerhaus; 9 Wagenkasten; 10 Schaufelrad; 11 Gegengewicht;
12 Raupenfahrzeug; 13 Forderbriicke; 14 elektromagnetische Schwingungserreger;

15 Kranbriicke; 16 Fahrwerk; 17 Laufkatze; 18 Chargierzange; 19 Gestell; 20 Schlitten;

21 Werkzeug; 22 Werkstiick; 23 elastische und ddmpfende Schichten
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Mit dem linearen Berechnungsmodell konnen allgemeine Gesetzmifigkeiten von
einem Gesichtspunkt aus behandelt werden, z. B. freie Schwingungen nach Stof3vor-
gingen, erzwungene Schwingungen bei periodischer Erregung oder bei beliebigem
Kraft-Zeit-Verlauf. Praktisch sind damit kritische Drehzahlen, zeitliche Verliufe und
Extremwerte der interessierenden Krifte, Momente, Deformationen, Spannungen
u. a. in Abhingigkeit von den Parametern der Maschine berechenbar.

Die Matrizenschreibweise gestattet, die Berechnungsmodelle unabhingig von
ihrer Struktur und der Anzahl ihrer Freiheitsgrade einheitlich und iibersichtlich zu
behandeln, was vor allem die Untersuchung von Systemen mit vielen Freiheitsgraden
erleichtert. Trotz des hohen Abstraktionsgrades sind die konkreten Maschinen damit
gut zu beschreiben und ihre dynamische Untersuchung ist mithilfe handelstiblicher
Software auf 6konomische Weise moglich.

In der Matrizenschreibweise lassen sich die Grundgedanken elegant formulieren,
die fir die Behandlung von Schwingern mit vielen Freiheitsgraden typisch sind.
Dazu gehort, die Matrix eines Gesamtsystems aus denen von Substrukturen aufzu-
bauen, die Reduktion der Freiheitsgrade, die Formulierung des Eigenwertproblems,
die Begriindung der modalen Analyse und die formale Beschreibung der computer-
gerechten Aufstellung und Losung aller Gleichungen.

Um das Vorgehen zu erkldren, werden in diesem Abschnitt bei Beispielen nur
Modelle mit wenigen Freiheitsgraden verwendet. Es soll dem Studierenden moglich
sein, diese Beispiele mit ertrdglichem Aufwand durchzurechnen. Er muss jedoch
wissen, dass diese Beispiele nur dazu dienen sollen, ihn an die allgemeine Betrach-
tungsweise heranzufiihren.

Die Grundlagen der modernen Behandlung von Schwingern mit # Freiheits-
graden stammen aus dem 19. Jahrhundert. Die Einfiihrung der verallgemeinerten
Koordinaten erfolgte durch J. L. LAGRANGE (1736-1813). Sie liegen auch seinen
im Jahre 1811 veréffentlichten Bewegungsgleichungen zweiter Art zugrunde. Auch
die Theorie der Stabtragwerke, die in Arbeiten von J. C. MAXwEeLL (1831-1879),
CASTIGLIANO (1847-1884) und O. MoHR (1835-1918) entwickelt wurde, stellt einen
der Ausgangspunkte dar. Durch Verallgemeinerung des 1905 publizierten Verfahrens
von W. Ritz (1878-1909) gelang die Diskretisierung der Kontinuum-Modelle, die
bei allen FEM-Modellen wesentlich ist.

Die Computertechnik war in den 50er-Jahren des 20. Jahrhunderts der Anlass
fiir die Entwicklung der Matrizenmethoden, zu denen R. ZurMUHL (1904-1966), S.
FALK, J. ARGYRIS und E. PesTEL (1914-1988) wesentliche Beitrage lieferten. Weitere
Anstofle zum Ausbau computergerechter Formalismen stammen aus dem Gebiet der
Mehrkorperdynamik, fir welches seit den 60er-Jahren das Interesse stark zunahm,
als von der Raumfahrttechnik und Robotertechnik neue Anforderungen gestellt
wurden. In den 60er- und 70er-Jahren wurden Programmsysteme auf der Basis der
Modelle von Mehrkorpersystemen (MKS) und von finiten Elementen (FEM) entwi-
ckelt, die von der Industrie genutzt werden. Seit den 80er-Jahren des 20. Jahrhunderts
findet die Kopplung von MKS- und FEM-Programmen mit kommerziellen CAD-
Programmen weit verbreitete Anwendung.
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6.2
Bewegungsgleichungen

6.2.1
Massen-, Feder- und Nachgiebigkeitsmatrix

Die Bewegung eines Schwingers mit n Freiheitsgraden ist eindeutig dadurch be-
schreibbar, dass der zeitliche Verlauf der Verschiebungen diskreter Punkte bzw. Dreh-
winkel um gegebene Achsen angegeben wird. Zur Beschreibung der Deformation des
Systems werden verallgemeinerte Koordinaten gy, g, .. ., g, benutzt, die Wege oder
Winkel darstellen konnen. Die Gesamtheit dieser Koordinaten wird im Lagevektor
(Synonym: Koordinatenvektor) q zusammengefasst:

q
9
=1 . | bzw. 4" =199 - qul. (6.1)
qn
Ebenso ist es zweckmifig, verallgemeinerte Krifte Qy, Qs, ..., Q, einzuftihren, die
an den diskreten Punkten 1, 2, ..., n in Richtung der verallgemeinerten Koordinaten
q1> 92 - - -» qn wirken. Verallgemeinerte Krifte konnen Einzelkrifte oder Momente
sein, vgl. auch Abschnitt 2.4.1.1. Sie werden im Kraftvektor
gT = [Ql) QZ: --')Qn] (62)
zusammengefasst.
Fir die hier betrachteten Modelle von Maschinen, bei denen Schwingungen um
die stabile Gleichgewichtslage " = [0, 0, ..., 0] interessieren, bestehen zwischen den

verallgemeinerten Kriften und den verallgemeinerten Koordinaten folgende lineare
Beziehungen fiir den statischen Fall:

n
Q= Z Cikqk bzw. g=0Cq. (6.3)
k=1
Anders ausgedriickt:
q =Y, diQc  bzw. q=Dg (6.4)
k=1

Die das jeweilige System charakterisierenden verallgemeinerten Federzahlen ¢y er-
fasst die Matrix C, die verallgemeinerten Einflusszahlen dj; enthilt die Matrix D. Es
ist

i1 €12 ... Cip d]] d]z d]n

€1 €2 ... Oy dy dy ... dyy
C= . . (6.5) und D= . . (6.6)

Chl Cn2 «v. Cyn dnl dn2 dnn
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Die Matrix C ist die Federmatrix oder Steifigkeitsmatrix, die Matrix D wird Nach-
giebigkeitsmatrix oder Flexibilititsmatrix genannt. Beide Matrizen sind symme-
trisch, wie aus dem Satz von Maxwell-Betti fiir elastische mechanische Systeme folgt.
Das heifit, es gilt ¢y = ¢y und dj; = dy. Die konkrete Wahl der Matrizen C und D
hingt davon ab, ob sich die Feder- oder die Einflusszahlen bei praktischen Aufgaben
leichter ermitteln lassen. So wird bei Torsionsschwingern i. Allg. mit Federkonstanten
und bei Biegeschwingern mit Einflusszahlen gerechnet.

Die in einem elastischen System gespeicherte Formidnderungsarbeit ist abhdngig
von den Koordinaten oder den Kriften. Bei linearem elastischen Verhalten entstehen
Gleichungen der Form

1 1
Whot = 54'Cq (6.7) Whot = 58'Dg (6.8)

Die Formidnderungsarbeit W, ist fiir alle moglichen Bewegungen und Belastungen
stets positiv. Wenn man sie formuliert hat, kann man die Elemente der Matrizen C
und D aus den zweiten partiellen Ableitungen errechnen:

82 WpOt _ az Wpot
99104 -~ 0QQ;

Fiir Maschinen, bei denen eine statische Berechnung tiblich ist, wie z. B. bei Rahmen
und Stahltragwerken der Fordergerite, Landmaschinen u. a. konnen die Einflusszah-
len dj; meist mit vorhandenen Rechenprogrammen manchmal bequemer als die ¢j;
berechnet werden.

Es ist auch moglich, die dj; aufgrund von (6.4) aus einer statischen Deforma-
tionsmessung zu ermitteln. Kann bei gegebener Belastung die Deformation g des
Systems gemessen werden (z. B. fotogrammetrisch), so ergeben sich die dj; aus einem
linearen Gleichungssystem.

Fiir Systeme, die aus Staben und Balken bestehen, stellt Tabelle 6.1 die Berech-
nungsformeln fiir W, und dj; zusammen. Es gilt wegen (6.3) und (6.4)

g=Cq =CDg CD =E. (6.11)
Mit E wird dabei die Einheitsmatrix bezeichnet. Die Federmatrix ist die Kehrmatrix
der Nachgiebigkeitsmatrix und umgekehrt:

cC=D} D=cC. (6.12)
In Anlehnung an das d’Alembertsche Prinzip kann man einen Zusammenhang zwi-
schen dem Beschleunigungsvektor g und den bei der Bewegung von den Massen auf
das elastische System wirkenden kinetischen Kriften g herstellen. Wenn man Bewe-
gungen ausschlie3t, bei denen noch lineare oder quadratische Geschwindigkeitsglie-

der auftreten (z. B. Corioliskrifte, Kreiselmomente), gilt fiir die Massenkrifte, vgl.
(2.88) und (2.100):

k= = (6.9) dy = dy (6.10)

g = —Mi. (6.13)
Dabei ist
nyp Mz ... My
myy My ... Myy
M=| | . (6.14)

Myr My ... My,
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die Massenmatrix des Systems, die seine Tragheitseigenschaften quantitativ erfasst.
Die Elemente der Massenmatrix sind Massen, Trigheitsmomente, Zentrifugalmo-
mente, statische Momente oder Summen solcher Groflen, die die Tragheit von
diskreten Elementen erfassen, vgl. die Beispiele in Tabelle 6.2. Die Elemente der Mas-
senmatrix lassen sich auf zwei verschiedenen Wegen bestimmen. Der erste besteht
darin, die kinetische Energie Wiy, eines Systems allgemein zu formulieren und davon
die partiellen Ableitungen zu bilden. Es gilt dann

aZ Wkin

== (6.15)
04194

My = My =

Der zweite Weg geht von den Bewegungsgleichungen des Systems aus, die mit
irgendeiner Methode aufgestellt sind. Aus ihnen lassen sich nach entsprechendem
Sortieren gemifl dem Koordinatenvektor die Massen- und Steifigkeits- bzw. Nach-
giebigkeitsmatrizen ablesen. Die kinetische Energie ergibt sich allgemein zu:

n n 1
Wiin = = >, Y, mydide bzw. ka=5qTMq. (6.16)

I=1k=1

N =

Tabelle 6.1 Formeln zur Berechnung der Forminderungsarbeit und der Einflusszahlen dj;
von Stiben und Balken

Beanspruchungsart Forminderungsarbeit Wj,o¢ | Einflusszahlen dj;
] J . . .
Zug- und Druckkrifte Woot = 3 / K= / Ofiyj ofyj dsj
Enj(s) =1 2 =1, 0Q 9Qx EjA;
J
J 2. ] - OFn: 4
Schubkrifte W TR PR ol LT e) ds]
b= 2 [ 3g a4 | ik 9Q 9Q
Foils;) =y, 2T ISR k GjojA;
2
Biegemomente Wyt = 3 / M; ds; 2 / aﬂaﬁﬁ
Mijs;) =y, 2B 0Q 9Q Ejlj
J 2. J . . ds.
Torsionsmomente Woor = 2/&ds- dy = 2 oM;; oM;; ds;
Myj(s;) =T ICH S/ 0Q 0Qc G
]
Es bedeuten:
I Stablinge
ds; Lingenelement der Stabachse
Aj Querschnittsfliche
x; Schubzahl fiir Querschnitt
j laufende Nummer des Stabes

Qj; Qr  Krifte oder Momente in Richtung g; und gy

J Anzahl der Stibe

E; Elastizitaitsmodul

G; Gleitmodul

I; Flichentrigheitsmoment beztiglich einer Biege-Hauptachse

I Torsionstrigheitsmoment
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Die elastischen Riickstellkrifte halten in jedem Moment den Trigheitskriften das
Gleichgewicht. Aus dieser Bedingung ergeben sich die Differenzialgleichungen, de-
nen die Bewegungen und Krifte eines Systems gehorchen. Aus (6.4), (6.3) und (6.13)
findet man:

Cq=—-Mg bzw. q = —DMg. (6.17)

Daraus folgen die Differenzialgleichungen der freien Schwingungen in drei mogli-
chen Formen:

Mg+Cq=o (6.18)
DMg+q=o (6.19)
q-+ (DM)_lq =o0 bzw. q+ M_ICq =o. (6.20)

Der Schwingungsvorgang lisst sich durch den zeitlichen Verlauf der Bewegungs-
groflen (Relativ- oder Absolutweg g, -geschwindigkeit g, -beschleunigung §) oder
Kraftgrofen (Kraftvektor g und Ableitungen g,¢) beschreiben. Analog lassen sich, da
Krifte und Deformationen sich wechselseitig bedingende Gréfien sind, Differenzi-
algleichungen fiir die Krifte g(¢) aufstellen. Aus (6.3) folgt durch die Kombination
mit (6.20):

§=Cj=-CM 'Cq) =-CM'g (6.21)
Daraus folgen die weiteren Formen analog zu (6.18) bis (6.20):
§+CM'g=0, Dg+M'g=0,  MDg+g=o. (6.22)

Zusammenfassend soll festgehalten werden, dass die elastischen Eigenschaften eines
linearen Schwingungssystems durch die Matrizen C oder D und die Tragheitseigen-
schaften durch die Massenmatrix M charakterisiert werden. Die erste Aufgabe bei der
Analyse eines Schwingungssystems besteht darin, die Elemente der Matrizen C oder
D und M aus den technischen Daten der realen Maschine zu bestimmen. Tabelle 6.2
enthilt einige Beispiele.

Tabelle 6.2 Beispiele fiir Massen- und Steifigkeitsmatrix eines Berechnungsmodells

Fal g | Seitpetsmai € Massematric M
1
"’;“'{’;-%z‘m symmetrisch

4 g 0 0

D I e

1o 7 g0 By *m myym msm

:’ A g . MS5-m m3m myym msPm

! * w3, s=tfllt) sl
2 .

Lies 0 5 4y m 0

LIl 0 g% 4 w43 0 m 40

56 % &G ere
bodl 55 4% Gv4% oTed 0 0 0
m =Ll )

-
©
3
g o o o
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Zur Gewinnung der Matrizenelemente wird folgendes Vorgehen empfohlen:

1. Skizze des Systems im deformierten Zustand

2. Eintragung der gewihlten verallgemeinerten Koordinaten (einschlief3lich ihrer
positiven Richtungen)

3. Aufstellung der Gleichungen fiir die kinetische Energie und die Formanderungs-
energie, gegebenenfalls unter Berticksichtigung von Zwangsbedingungen

4. Ausfihrung der Differenziationen gemifd Gln. (6.9) oder (6.10) und (6.15) zur
Gewinnung der Matrizenelemente

Die Anwendung des Prinzips von d’Alembert (Aufstellung der Gleichgewichts-
bedingungen) mit anschlieffendem Koeffizientenvergleich in den Gleichungen der
Form (6.18), (6.19) oder (6.20) ist prinzipiell auch eine geeignete Methode. Sie
ist jedoch bei gekoppelten Systemen umstindlicher als die genannte energetische
Methode, die mit den Lagrange’schen Gleichungen 2. Art in enger Verbindung steht.

Substrukturen sind mechanische Teilsysteme, deren mechanisches Verhalten
durch bekannte Matrizen beschrieben wird, und die sich zum Aufbau komplizierter
Strukturen eignen. Der Grundgedanke entspricht dem auch sonst in der Technik
angewendeten Baukastenprinzip. Das dynamische Verhalten eines Gesamtsystems,
das aus Baugruppen besteht, die erst bei der Endmontage zusammengefiigt werden,
ldsst sich aus dem Verhalten der einzelnen Baugruppen erkliren.

Substrukturen kénnen solche elementaren Teile wie Langs-, Torsions- oder Bie-
gefedern, starre Korper oder Punktmassen sein. Aber auch beliebige Kombinationen
davon, wie Feder-Masse-Systeme bestimmter geometrischer Struktur, raumliche
Tragwerke, FEM-Modelle von Platten, Scheiben oder Schalen sind als Substrukturen
geeignet. Die Matrizen von Substrukturen werden nach den in Abschnitt 6.2.1
beschriebenen Verfahren gewonnen. Tabelle 6.3 stellt davon einige dar.

Tabelle 6.3 Systemmatrizen von Substrukturen der behandelten Beispiele

Fﬂl' Systemskizze q° Steifigkeitsmatrix  C Massenmatrix M
My €y My Gy My 9 g ¢ 0 m 0 0
1 e 3 i G1C =|-¢ o M=(0 m 0
G G G Q5 0 ¢, ¢ 0 0 my
gy i
2’“%"‘_'{'« 9 ® -9 9 -1 1000
2 |4 m % c=4afl -59 10 -5% 72 M- 0200
A e ||® T 9 -5 % -1 Mo os o
§l % 2 7 B 304 000 2
Wt 2
3 7 Ts 0 -0 M. 1 Jsrmaly  -Jsrmglyl,
g (% g, (e[ g rmglyly  Jyemglf
%4 M i starrer Kérper
\ m2. 2 Y1 6 31l -6 3l m 0 0 0
- Xz || x 3t 212 -31 12 0 0
m 2 || % _ 2D |+ . h 0
4 1y %‘ v, C B |-6 -3t & -3l M 00 mo
"1,}, 1 2 2
X, 12 -3 2l 00 0 4
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Der Aufbau des Gesamtsystems erfolgt dadurch, dass die Beziehungen der
lokalen Koordinaten der insgesamt R Substrukturen zu den globalen Koordina-
ten des Gesamtsystems durch Transformationsmatrizen T, ausgedriickt werden
(r=1,2, ..., R). Die Matrizen T, sind Rechteckmatrizen mit nr Zeilen und n Spal-
ten. Eine solche Matrix T, beschreibt die Koinzidenz (die geometrische Vertriglich-
keit), d. h. die Zwangsbedingungen zwischen den lokalen und globalen Koordinaten,
oder anders ausgedriickt: sie gibt an, wo die Substrukturen miteinander verbunden
sind.

Von der r-ten Substruktur mit dem Koordinatenvektor

T
4" = ( 4 q?, ..., ‘155)) (6.23)

seien die Massenmatrix M, und die Federmatrix C, bekannt. Der Zusammenhang
des aus Gl. (6.1) bekannten globalen Koordinatenvektors q des Gesamtsystems mit
dem lokalen Koordinatenvektor der r-ten Substruktur kann allgemein in die Form

q"=T,q r=1...,R (6.24)

gebracht werden. Die Matrizen der Bewegungsgleichungen des Gesamtsystems erge-
ben sich dann folgendermafien:

R R
cC=YT/CT, M=YTMT,. (6.25)

r=1 r=1
Sie lassen sich also in folgenden Schritten finden:

1. Zerlegung des Gesamtsystems in R Teilsysteme, deren Matrizen C, und M,
bekannt sind.

2. Festlegung der globalen Koordinaten gq

3. Beziehungen zwischen den lokalen Koordinaten q” der Substrukturen und den
globalen Koordinaten g durch die Transformations-Matrizen T, ausdriicken.

4. Globalmatrizen des Gesamtsystems gemif (6.25) berechnen

6.2.2
Beispiele

6.2.2.1
Gestell/KraftgroBenmethode

Als Beispiel sind fiir das in Bild 6.2 skizzierte System, das aus Punktmassen und
masselosen Balken besteht, die Matrizen D, C und M aufzustellen.

Gegeben sind die Biegesteifigkeit EI, die Lange [, die Massen #1; und m, und die
zu verwendeten Koordinaten q; und ¢;.

Die Beziehungen zwischen Kriften und Verschiebungen ergeben sich in der
Form (6.4). Die Einflusszahlen kénnen nach Tabelle 6.1 berechnet werden. Zunichst
werden in Richtung der Koordinaten q" = (gqy, ;) die Krifte g' = (Qy, Q,) ange-
nommen. Sind s; und s, die Ortskoordinaten zur Beschreibung der Biegemomente
(vgl. Tabelle 6.1), so lauten diese:

My = Q513 M, = Qil + Q5,. (6.26)



358 6 Lineare Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden

q
- FI

mz-l;_m

Bild 6.2 Einfachstes
Berechnungsmodell eines Gestells

Die Forminderungsenergie (potenzielle Energie) ergibt sich gemifd Tabelle 6.1 fiir
die Biegebeanspruchung zu

/2E11d51 —&—/ﬁdsz

(6.27)
1
= o= /Q2 dsi + 0/(QJ + Q) ds,
Die Integration ergibt die potenzielle Energie in der Form von (6.8)
141 1P
W = =-— .2
pot 23EIQ Q1Q2+23EIQ (6 8)

Durch Bildung der ersten Ableltung entsteht entsprechend dem Satz von Castigliano
zunichst analog (6.4):

Wy 4J? P
anlt =q = ﬁQl + EIQZ =dnQ +dinQ; (6.29)
W, & &

P Qi+ 7=Q, = dnQ + dnQ,. (6.30)

0Q, BT 2EI ' T 3EI
Aus den zweiten Ableitungen folgen dann gemif3 (6.10) die Einflusszahlen zu

d _ P dp,=d _ d _ L (6.31)
n=3Ep 1= = o 2= .
Damit ergibt sich die Matrix D und nach kurzer Rechnung daraus deren Kehrmatrix

C,vgl. Gl. (6.12):

4 P
5T SoT 3 6EI -
p_|3E 2| _ P [s 3] o OB 2 3 6
Boop 6EI 3 2 =38
2EI 3EI

Man tiberzeuge sich durch die Zahlenrechnung davon, dass D - C = E erfullt ist. Die
kinetische Energie betragt

1 1 1 1 1
Wiin = Emléﬁ + Emlqi + zmzq% = zmlq'% + E(ml + my)ds. (6.33)
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Man beachte, dass dabei auler der Vertikalbewegung der Masse m; auch deren
Horizontalbewegung zu beriicksichtigen ist (Bild 6.2). Durch Bildung der partiellen
Ableitungen gemif$ Gl. (6.15) folgt:

my = my; miy = my = 0; My = my + M.

Die Massenmatrix lautet fir m; = 2m und m, = 4m demzufolge
0 20
M= | T T . (6.34)
My My 0 m +m 0 6
Die Federmatrix C ldsst sich unter Benutzung des in 6.2.2.2 behandelten Balkenele-
ments auch direkt gewinnen, vgl. (6.224).

6.2.2.2
Balkenelement/Deformationsmethode

Den Ausgangspunkt bildet ein herausgeschnittenes Balkenelement, an dessen
Schnittstellen 1 und 2 die Schnittreaktionen F i, F,, F, 5, M; und M, wirken. Die
dadurch erreichten Verformungen im lokalen Koordinatensystem sind in Bild 6.3a
eingetragen.

u
a 2
) X,
" X ~———verformter Balken
fi h %
r M
— - = Z )——- — unverformter Balken
i M,C EA L o M fla
b)
~Q4 EL,
To, |7
QZ lZ
Ly
’EI1
a4

Bild 6.3 Zur Modellierung von Stabtragwerken
a) Kraft- und Deformationsgrofien am Balkenelement
b) Aufteilung eines Gestells in zwei Balkenelemente (Substrukturen r = 1, 2)

Das Krifte- und Momentengleichgewicht liefert drei Gleichungen:
K1+ k> =0, KE+E=0, M, + M, + Bl =0. (6.35)
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Infolge des linearen elastischen Verhaltens des Balkens gilt fiir die Beziehungen
zwischen Kraft- und Verformungsgrofien, die aus der Biegelinie folgen:

EA
ko = T(Mz —up) (6.36)
BI* Ml B M2
_ 4 BE Ml _ 14 BE , 6.37
=0t ot T TR (6.37)

Diese sechs linearen Gleichungen konnen nach den Kraftgrofien aufgelgst werden.
Man findet

(R, ] [AP/T 0 0 —AP/T 0 0 ([w]
F 0 12 6 0 —12 6l || v
M, EI 0 6l 4% 0 —6l 2P || n
— - — =Cq. (6.38
F=1 R |TF | =ae/t 0 o a2yt 0 o || w g (638)
b 0 —12-6/ 0 12 —6l|| v
| M, | L 0 6l 22 0 -6l 47 || x|

Man priife, ob (6.36) erfiillt wird oder 16se (6.37) nach F, und M, auf. Vernachlassigt
man die Lingsverformung, was in den meisten Fillen vertretbar ist, so schrumpft
(6.38) wegen u; = u, = 0 zusammen auf

F 6 31 —6 3l vy
M, 2ET | 31 212 31 I n
= = =Cq. 6.39
=1k Bl -6 =3 6 3 || w 1 (6.39)
M, 31 P =31 2P n

In Tabelle 6.3, Fall 4, ist diese Federmatrix mit angegeben.

Die Steifigkeitsmatrix des Gestells, das in Bild 6.3b dargestellt ist, kann aus
denjenigen von zwei Balkenelementen mit unterschiedlichen Lingen [, und Biege-
steifigkeiten EI, gewonnen werden. Das Gestell besteht aus R = 2 Substrukturen
(Balken), vgl. Bild 6.3c.

Die Beziehungen zwischen den lokalen Koordinaten g’ und den globalen Koor-
dinaten q" = (q1, 42, 43, g4) kann man unter Beachtung der Rand- und Ubergangs-
bedingungen beider Balkenelemente aufstellen. Die aus Bild 6.3b und c ersichtlichen
geometrischen Beziehungen lauten:

=t =0 g0 =0 W= pl=a
r=2: 1152) =05 ;(1(2) = q4; 1152) =—q: ;(2(2) = qgs.
Sie werden durch folgende Matrizengleichungen erfasst:
vV 0 000][a
W 0 000
V= A, | = ol (6.41)
() 0 -1 0 0 q3
PR 0 00 1 Ga
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v\ 0000][aq
@
I T B L 6.42
1 ® 100 0|4 1 (6.42)
7Y 001 0]|] q

Im Gegensatz zu dem Modell in 6.2.2.1 wurden hier die Drehwinkel g4 an der Ecke
und g5 am freien Ende in das Modell einbezogen. Bei der Steifigkeitsmatrix der Bal-
kenelemente, die durch (6.39) gegeben ist, muss beachtet werden, dass sich EI, und
I, fiir r = 1 und r = 2 unterscheiden kénnen. Mit den Transformationsmatrizen aus
(6.41) und (6.42) kann die Federmatrix des Gesamtsystems gemaf$ (6.25) berechnet
werden (B, = 2EL,/I2,r = 1,2):

C=TIC\T, +TiCT,

0O 0 0 O 6 0 3L 3L
2EI, | 0 6 0 3L 2EL 0 0 O 0
C=— — 6.43
B o 0 0 0 + B |3, 02 I3 (6.43)
0 3, 0 28 3,b 0 3 28
6/, 0 3B 380
_ 0 651 0 3p1h
3L 0 2803 B3
38, 341 By 2B + 28005
6.2.2.3

Fahrzeug/Energiemethode

Das Beispiel in Tabelle 6.2, Fall 1 und 2 entspricht dem einfachsten Modell eines
Fahrzeugs, bei dem die Radmassen berticksichtigt werden. Die Schwerpunktbe-
wegung wird nur in y-Richtung betrachtet. Bei der Wahl raumfester Koordinaten
q; = (&1, &, ys, @) (Fall 2) ist die doppelte kinetische Energie

QWiin = m &L+ m&l + msyi + Js¢* = iy Ma . (6.44)

Die potenzielle Energie lisst sich einfacher allein mit den Relativkoordinaten
q? = (&, &, &, &4) ausdriicken (Fall 1):

QWoot = 1] + 0&F + & + auél = q1Ciq,. (6.45)

Zwischen den beiden Koordinaten gelten folgende Zwangsbedingungen, die man aus
einer geometrischen Betrachtung ableiten kann (Voraussetzung ¢ < 1):

o — Si+& 86— &y :11(§2+§4)+12(§1+§3)
L+ b ’ s h+1h (6.46)
SG=ys+ho—SE; Si=ys—ho —&.
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Einsetzen von ¢ und ys aus Gl. (6.46) in (6.44) liefert

L&+ &)+ L&+ &)
L +1

2Wign = mi &7 + myéF +
(6.47)

(l +l )2(51 +& - & - &) =q Mg,
Einsetzen von &; und &4 aus Gl. (6.46) in Gl. (6.45) liefert die potenzielle Energie als
Funktion der Absolutkoordinaten:

2Wpor = all+aél +alys+he — &) +alys —he — &) = q,C.q,.(6.48)

Aus (6.45) und (6.47) folgen durch die partiellen Ableitungen gemaf3 (6.9) und (6.15)
die Matrizen C, und M, fiir die Koordinaten ¢q,, vgl. Tabelle 6.2, Fall 1. Aus (6.48)
und (6.44) ergeben sich analog die Matrizen C, und M, fiir die Absolutkoordinaten
q,> vgl. Tabelle 6.2, Fall 2. Driickt man die Beziehungen zwischen den beiden
Koordinatensystemen durch die Transformationsmatrix T aus, so gilt

1 000
1
- 0 00,
-1 011 (6.49)
0 —1 1 b

q9,=Tq, C=T'C,T, M,=T"MT,

wovon man sich itberzeugen moge.

6.2.2.4
Tragwerk, bestehend aus Substrukturen

Als Beispiel fiir die in Abschnitt 6.2.1 beschriebene Methode, die sich zum Aufstellen
der Systemmatrizen bei komplizierten Strukturen eignet, wird das Tragwerk be-
trachtet, das aus einem Rahmen mit konstanter Biegesteifigkeit und einem elastisch
gestiitzten Schwingungssystem besteht, vgl. Bild 6.4. Bei der Zerlegung in Substruk-
turen, dem ersten Schritt bei dieser Methode, wird auf die Matrizen in Tabelle 6.3
zuriickgegriffen. Dabei kommen R = 5 Substrukturen vor.

Der Rahmen kann aus zwei der galgenférmigen Tragwerke zusammengesetzt
werden, die dem Fall 2 in Tabelle 6.3 entsprechen. Der oben befindliche Starrkorper,
die dritte Substruktur (r = 3), entspricht genau Fall 3 in Tabelle 6.3. Die Feder-
Masse-Systeme, welche den Starrkorper mit dem Rahmen verbinden, werden als
Substrukturen r = 4 und r = 5 betrachtet. Sie stellen einen Sonderfall von Fall 1
in Tabelle 6.3 dar, wenn dort m; = m3 = 0 gesetzt und die Bezeichnung der Massen
und Federn passend gedndert wird.

Die globalen Koordinaten sind in Bild 6.4 eingetragen. Nun miissen die Bezie-
hungen zwischen den lokalen Koordinaten, die denen von Tabelle 6.3 entsprechen,
zu diesen globalen Koordinaten ausgedriickt werden. Die Substruktur r = 1 stellt die
linke Hélfte des Rahmens dar, und es gelten die Zwangsbedingungen (Koinzidenz):

"'=q0 =0 =a 4 =aq (6.50)
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L ET = konst.

7> b td
L/2 L2 L/2 L2

Bild 6.4 Gesamtsystem eines Tragwerks, aufgeteilt in Substrukturenr =1, ..., 5
mit globalen Koordinaten g; und g9

In Anbetracht der n = 10 Elemente des Vektors der globalen Koordinaten, konnen
diese Zwangsbedingungen auch durch folgende 4 x 10-Transformationsmatrix aus-
gedriickt werden, vgl. Gl. (6.24):

00O0T1UO0O0OO0O0O0DQO0
0010O0O0O0O0O0OTO0
T, = (6.51)
01 00O0O0O0O0TO0OTO
1000 0 0O0OO0OO

Die zweite Substruktur besteht aus demselben ,,Galgen®, allerdings an der Vertikal-
achse gespiegelt, sodass sich die rechte Hilfte des Rahmens ergibt. Die Beziehungen
zwischen den Koordinaten sind dann fiir r = 2:

= 4 =a5 ¢ =-0 4 =—0 (6.52)

Damit unterscheidet sich die Transformationsmatrix T, von T, aber die Massen-
matrizen sind gleich M; = M, = M, und auch die Federmatrizen stimmen iiberein:
C; = C;, = C, vgl. Fall 2 in Tabelle 6.3. Die (6.52) entsprechende Transformations-
matrix lautet:

0 0 010 0 O0O0OO0OTDPO
0 06 001 O O0O0O0OO
T, = (6.53)
0 -1 000 O O0OO0OO0OOPO
0 0 000 -1 00O0D0
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Der starre Korper (Fall 3 in Tabelle 6.3) ist an seinen beiden Enden mit den ande-
ren Substrukturen gekoppelt, sodass noch eine Transformation nétig ist. Mit den
Abkiirzungen s; = I, /(I; + L) und s, = L, /(l; + L) lautet sie:

qu') = q9 + 51910, ‘I?) = q9 — $24q10- (6.54)

Die zugehorige Transformationsmatrix ist

000O0O0O0OO0OO0T1 g

T, =
000000001 —s

(6.55)

Weiterhin ist C; = 0 und M3 = M, vgl. die Massenmatrix von Fall 3 in Tabelle 6.3.
Die Substruktur r = 4 ist das linke Feder-Masse-System zwischen dem starren
Korper und dem Rahmen, vgl. Bild 6.4. Die Zwangsbedingungen lauten:

' =-a5 d¥=q, 4 =q +s40 (6.56)
und demzufolge gilt:
00 -1 00O0O0OO0OO0ODO
T4=|00 0 000100 O (6.57)
00 0 O0O0O0OO0O0T1 s

Die System-Matrizen folgen aus Tabelle 6.3, Fall 1 und sind mit den in Bild 6.4
benutzten Bezeichnungen fiir die Parameter zu versehen. Damit gilt:

1 —a 0 0 0 0
C4 = —C €+ —c 5 M4 = 0 mp 0 . (658)
0 —C3 C3 0 0 0

Auf der rechten Seite befindet sich dieselbe Substruktur (Tabelle 6.3, Fall 1), aber fiir
diese (r = 5) gelten die Kopplungsbedingungen

0 =g 4 =aqs 45 =49~ 2010 (6.59)

und damit die Transformationsmatrix

0000 -1000O0 0
Ts=|0 000 0 O0OT1O0 O . (6.60)
0000 O O0O0O01 —5

Die Matrizen dieser Substruktur stimmen mit denen fiir r = 4 tberein, wenn
folgende Substitutionen erfolgen: ¢; = ¢,, ¢3 = ¢4, m; = m,. Die globale Feder- und
Massenmatrix ergibt sich gemif (6.25) mit den bereitgestellten Matrizen.

Zur Verdeutlichung der Zusammenhinge wird dem Leser die Berechnung zu-
mindest eines der Summanden empfohlen, damit die Entstehung der Systemmatri-
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zen klar wird. Die System-Matrizen des Gesamtsystems lauten:

[ 304 —131 72 —12 0 0 0 0 0 0
—131 148 —54 0 54 —131 O 0 0 0
72 —54 1604+c¢; —59 0 0 C 0 0 0
—12 0 —59 52 —59 12 0 0 0 0
9 . 0 54 0 —59 160+¢, —72 0 C 0 0
& 0 —131 0 12 —72 304 0 0 0
0 0 C1 0 0 0 C1+¢s 0 —C3 —C351
0 0 0 0 C 0 0 C+Cy —C4 C4$)
0 0 0 0 0 0 —C3 —C4 C3+C4 €910
L 0 0 0 0 0 0 —2351 2452 Cil09 €10 10 ]
mit
C9 10 = €351 — €452 = €109 €10 10 = €357 + a5 (6.61)
. 48EI N
¢ =g T =c/c  fir k=1,234. (6.62)
und
M = diag(2m, 10m, 2m, 2m, 2m, 2m, my, my, ms, Js/ (I, + 5)?). (6.63)

Man sehe sich die Federmatrix einmal in Ruhe an und versuche, sich deren Struktur
und die Herkunft der einzelnen Elemente zu erkldren. Man findet darin quadratische
Untermatrizen die sich teilweise tiberdecken. Die Kopplungsstellen sind physikalisch
erklarbar, wenn man zum Vergleich die Koordinaten in Bild 6.4 betrachtet. Neben
der Symmetrie der Federmatrix, die hier natiirlich auch erfullt sein muss, kann man
kontrollieren, woher die Elemente mit den ¢, stammen und ob deren Vorzeichen
plausibel sind.

Die Matrizenelemente in der linken oberen Ecke stammen vom Rahmen, wih-
rend die unten rechts von dem angekoppelten Feder-Masse-System herriihren. Auf-
fallig ist eine Bandstruktur der Federmatrix. Die Erscheinung, dass in der linken
unteren und der rechten oberen Ecke der Steifigkeitsmatrix tiberwiegend Nullen
vorkommen, ist fiir solche Schwinger typisch. Sie ist die Folge der fortlaufenden
Nummerierung der im Berechnungsmodell benutzten Koordinaten.

Bei grof8en Systemen n > 10 ergeben sich bedeutende Rechenvorteile, wenn man
die Bandstruktur der Matrizen ausnutzt, z. B. bei der Losung des Eigenwertpro-
blems. Es ist deshalb empfehlenswert, die Koordinaten von Anfang an so einzu-
fithren, dass die Bandbreite minimal wird. Es existieren Algorithmen zur automa-
tischen Bandbreitenminimierung von Matrizen, die man bei urspriinglich beliebiger
Koordinaten-Nummerierung (und dadurch bedingter grof3er Bandbreite) einsetzen
kann.

6.2.3
Aufgaben A6.1 bis A6.3

A6.1 Matrizenelemente

Man berechne fiir das Beispiel in Tabelle 6.2, Fall 1 die Elemente 15,3 und my4 der
Massenmatrix.
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A6.2

A6.3

6.2.4

Substruktur-Matrizen

Man stelle die Systemmatrizen des Fahrzeugmodells auf, das in Tabelle 6.2, Fall 1 ange-
geben ist, indem man die in Tabelle 6.3 angegebenen Substruktur-Matrizen anwendet.

Massen- und Federmatrix fiir ein Hubwerk

Zu berechnen sind fiir das Berechnungsmodell eines Briickenkranes (Bild 6.5) die
Elemente der Massenmatrix M und der Federmatrix C fiir den Koordinatenvektor
q" = (x1, x2, roni /7). Man priife, ob die Federmatrix singulir ist und gebe eine phy-
sikalische Deutung.

Z—_ Ubersetzungsverhaltms |

Bild 6.5 Modell eines Briickenkranes zur Berechnung dynamischer
Beanspruchungen beim Heben und Senken der Last; I Motor, 2 Seiltrommel,
3 Laufkatze, 4 Krantriger

Gegeben:

Reduziertes Trigheitsmoment des Hubwerks ]y

Reduzierte Masse des Krans 1 (bezogen auf die Stellung der Laufkatze)

Masse der Hublast m,, Ubersetzungsverhiltnis i, Federkonstante des Krantrigers c|
(bezogen auf die Stellung der Laufkatze), Langsfederkonstante des Seils ¢;, Seiltrom-
melradius r

Anmerkung: Die Einfiihrung der Grofe roy, /i als verallgemeinerte Koordinate g3 hat
den Vorteil, dass alle Komponenten des Vektors g (und damit die Elemente von C und
M) dimensionsgleich sind.

Lésungen L6.1 bis L6.3

Lé6.1

Die erste partielle Ableitung der kinetischen Energie liefert zunichst, vgl. Gl. (6.47):
Wi : W& +E)+hE+&) 1
kin _ b 4 s 162+ 8)+hb(&+8) h
&, h+h h+h (6.64)

Js : : : :
—m(fl +63— & — &)
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L6.2

Nach Umordnung entsteht mit den Abkiirzungen

st =0/ +h); s2=hL/(h +h); m=Js/(h +b)* (6.65)
die Form
a‘/vkin o 2 2 £
E (m3sysy —m)& .Jr (my + mj3sy +'m)§2 (6.:66)
+(mzs15p — m)&s + (m3st + m)éy
Gemif Gl. (6.15) folgen daraus die Elemente der Massenmatrix
Wi
mszy; = "3 = a‘f akén =m3s1Sp —m
e (6.67)
Myy = Moy = J .Wk?n = n’l35% +m

Das Gesamtsystem kann man auffassen als eine Kombination der Substrukturen des
starren Korpers (r = 1, vgl. Tabelle 6.3, Fall 3) und der beiden Feder-Masse-Systeme
(r = 2 und r = 3), deren Matrizen sich als Sonderfall aus Fall 1 in Tabelle 6.3 ergeben.
Als globale Koordinaten werden die in Tabelle 6.2, Fall 1 eingezeichneten & benutzt, die
zur Anpassung an die im Abschnitt 6.2.1 verwendete Bezeichnungsweise mit & = g,
bezeichnet werden.

Die Kopplungen der Substrukturen sind durch folgende Zwangsbedingungen
zwischen den lokalen Koordinaten ¢ und den globalen Koordinaten ' =
(&1, &2 &3, E4] = 415 925 93> g4 bestimmt: Substruktur r = 1:

@ =a+an 4 =a+a (6.68)
Diese beiden Gleichungen lassen sich im Sinne von (6.24) auch mit der Transformati-
onsmatrix T darstellen, wie man durch Ausmultiplizieren priifen kann:

q1
1
ORI g 1010] a| T, — 1ot1o| (6.69)
e 0101/ |gs 0101
q4

Fiir das linke unten angeordnete Feder-Masse-System, die Substruktur r = 2, gelten die

Bindungsgleichungen q(12) =0, qu) =q; und qu) = q1 + q3. Dem entspricht

g 0000
q<2) — qu) , T,=11000 (6.70)
g 1010

Fiir die Substruktur r = 3, das rechts vorhandene Feder-Masse-System, bestehen die
Bindungen q(13 ) =0, q? ) = Q> q?) = q» + qa. Dafur lautet die Matrix

Ts = (6.71)

S O O
= O
oS O O
—_ o O

Fiir die Massenparameter der ersten Substruktur miissen die Bezeichnungen eingefiihrt
werden, die dem Gesamtsystem entsprechen, vgl. Fall 3 in Tabelle 6.3 und Fall 1 in
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Tabelle 6.2. Es sind also dquivalent J /(I; +1)* = m, I; /(I + 1) = 51, L /(l; + 1) = 5.
Damit erhilt die Massenmatrix der ersten Substruktur die Form

m3s% +m  m3sis) —m

M, = (6.72)

m3s1S) — m m35% +m
Da der starre Korper keine Federn enthilt, gilt C; = 0. Fiir die Substruktur r = 2 gelten
beziiglich des Gesamtsystems fiir die Masse- und Federparameter die Zuordnungen,
vgl. Fall 1 in Tabelle 6.3 und das Bild in Tabelle 6.2, Fall 1: m; = 0, my = my, m3 =0,
c1 = ¢1, ¢ = ¢3. Deshalb nehmen die Matrizen folgende Formen an:

C1 —C1 0 0 0 0
C=| - aqg+c - |, My=|0 m O |. (6.73)
0 —C3 c3 0 0 0

Analog ergeben sich fiir die Substruktur r = 3 wegen der Beziehungen m; = 0,
my = my, m3 = 0,c; = ¢, c; = ¢4 die Matrizen

%) ) 0 0 0 0
Ci=| —¢g o+cs —c4 |> Ms;= |0 m 0O |. (6.74)
0 —C4 C4 0 0 0

Fiithrt man mit all diesen Matrizen die Multiplikation und Summation gemaf3 Gl. (6.25)
aus, so erhdlt man die in Tabelle 6.2, Fall 1 angegebene Feder- und Massenmatrix.

L6.3 Die Translationsenergie von Kran und Last und die Rotationsenergie des Motors
ergeben die gesamte kinetische Energie

) 5 2
, . ) . o M ([ ToMm
Wiy = mixy + myi5 + oy = mixy + myis + 2 ((’%) . (6.75)

Die potenzielle Energie beziiglich der statischen Ruhelage von Kran und Last entspricht
der Formiénderungsenergie innerhalb der Kranbriicke und des Seils. Das Seil wird um
die Linge (x; — x; + ron /i) gedehnt. Man iiberlege sich die einzelnen Vorzeichen,
indem man jeweils die anderen Koordinaten null setzt. Somit gilt:

2Whot = 127 + c2(x2 — X1 + ron/i)?

Die ersten partiellen Ableitungen der Energien sind

aW . aW
.km = myxy; pot =C1X] — Cz(Xz — X1+ T(/7M/i)
8X1 E)x1
Wiy Wy
'km = myxy; pot _ Cz(xz — X + T(DM/i) (6.76)
ax2 axz
Wi P (oM Wpot j
o(B) ¢t AT a(R) e
i 1

Gemif Gln. (6.9) und (6.15) ergeben sich dann die Matrizen beztiglich des angegebe-
nen Vektors g, dessen Elemente dimensionsgleich gewahlt wurden:

m; 0 0 a+o —a —0
M = 0 ny 0 5 C= —C (%) G . (677)
0 0 Ph/r? - 0 0
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Da sich die Determinante detC = 0 ergibt, ist dieses Gleichungssystem singulir. Die
mechanische Ursache dafiir ist, dass in dem System eine ungehinderte Bewegung
moglich ist, ohne dass elastische Riickstellkrifte auftreten. Im vorliegenden Fall kann
sich die Hubmasse m, gemeinsam mit dem Motor (Jy;) frei bewegen (Starrkorperbe-
wegung). Die Folge dieser Singularitit ist, wie schon beim freien Torsionsschwinger
erwidhnt wurde, dass die erste Eigenfrequenz null wird, vgl. Abschnitt 4.2.

6.3
Freie ungedampfte Schwingungen

6.3.1
Eigenfrequenzen, Eigenformen, Eigenkréafte

Die bisher betrachteten Bewegungsgleichungen (6.18) bis (6.22) besitzen symme-
trische Massen-, Steifigkeits- und Nachgiebigkeitsmatrizen. Man kann zeigen, dass
bei der Bewegung solcher Systeme die Summe aus kinetischer und potenzieller
Energie konstant bleibt, d. h. dass die durch die Anfangsbedingungen eingeleitete
Energie konserviert wird. Im Gegensatz zu gedimpften oder angefachten Systemen,
bei denen die Energiesumme sich wihrend der Bewegung dndert, werden diese als
konservative Systeme bezeichnet.

Wird ein System aus seiner Gleichgewichtslage (die bei den Betrachtungen in
Abschnitt 6.2 bei g = o vorausgesetzt wurde) ausgelenkt und sich selbst tiberlassen,
so fuhrt es so genannte freie Schwingungen aus. Die freien Schwingungen sind eine
Uberlagerung der verschiedenen Eigenschwingungen des Systems, die wiederum
durch die Eigenfrequenzen und Eigenformen charakterisiert werden. Bevor die freien
Schwingungen behandelt werden, soll ndher auf die Eigenschwingungen eingegangen
werden.

Mathematisch betrachtet sind die Eigenschwingungen die allgemeinen Losungen
der homogenen Bewegungsgleichungen. Zunichst werden die Gln. (6.18) bis (6.20)
betrachtet. Im Ansatz

q=vexp(jor), 4= —o*vexp(jot) (6.78)
enthilt der Vektor v = (vy, va, ..., v,)T die Amplituden der harmonischen Bewe-
gungen aller Koordinaten g = (q1, qa, .. ., g,)" mit einer zunachst noch unbekann-
ten Eigenkreisfrequenz @. Man erhalt nach kurzen Umformungen

(C— o’M)v =0, (6.79)

1

(DM — —E)v = o, (6.80)

®

(M7'C— w’E)v =o, (6.81)

nachdem man diese Gleichungen durch exp(jwt) dividiert hat. Das sind homogene
lineare Gleichungssysteme fiir die Unbekannten vy, v, ..., v,. Alle drei Formen
driicken denselben physikalischen Sachverhalt aus. Man spricht in der Mathematik
vom allgemeinen Eigenwertproblem, wenn die Form von Gl (6.79) auftritt, also
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zwei unterschiedliche Matrizen vorkommen. Spezielles Eigenwertproblem heif3t in
der mathematischen Literatur die Form

(A—2AE)v = o. (6.82)

Dabei ist es fiir die weitere numerische Behandlung zweckmaflig, mit dimensionslo-
sen Groflen zu rechnen. Bezieht man auf eine willkiirlich vorgebbare Bezugskreisfre-
quenz @*, so kann man mit der dimensionslosen Gréf8e A und der dimensionslosen
Matrix A rechnen:

#2 2

A=—, A=0"DM, o' =— (6.83)
0} A
Dies folgt aus (6.80), wenn mit dem Faktor @*? multipliziert wird. Analog lasst
sich auch (6.81) umformen, wobei allerdings eine andere Definition, namlich
A = w?*/o** und A = M'C/®*? beachtet werden muss.

Die Gl (6.82) hat nur dann eine von null verschiedene Losung, wenn ihre
Hauptdeterminante gleich null ist. Aus dieser Bedingung erhilt man

dettA—AE)=A"+a, A" '+ ...+ @A +ay=0 (6.84)

Diese so genannte charakteristische Gleichung ist fur die n Wurzeln 4y, 1y, ..., Ay,
die so genannten Eigenwerte, erfiillt. Da die Massenmatrix positiv definit und die
Federmatrix positiv definit oder positiv semidefinit ist, sind bei diesem Eigenwert-
problem alle Eigenwerte reell und positiv oder null. Ein Schwingungssystem mit #
Freiheitsgraden hat n Eigenfrequenzen f; = w;/2r, die sich aus den Eigenwerten A,
berechnen lassen, vgl. (6.83). Grundsitzlich werden auch die Eigenfrequenzen, die
null sind, sowie mehrfache entsprechend ihrer Vielfachheit mitgezahlt.

Bei elastischen Schwingungssystemen, die sich bewegen konnen, ohne dass Riick-
stellkrifte auftreten, ist die Steifigkeitsmatrix singulir, d. h. es gilt det C = 0. Bei sol-
chen Systemen sind eine oder mehrere der unteren Eigenfrequenzen identisch null.
Die zugehorigen Eigenformen sind dann Bewegungsformen des Starrkorpersystems.
Bei ungefesselten Torsionsschwingern ist die erste Form der Eigenbewegung z. B. eine
ungehinderte Rotation, weil die erste Eigenfrequenz null ist, vgl. z. B. in Kapitel 4 die
Gleichungen (4.12), (4.27) und (4.127). Bei freien Biegeschwingern, die sich in einer
Ebene bewegen konnen, sind zwei Eigenfrequenzen null, wenn der Balken sich in
der Ebene frei bewegen kann, vgl. Tabelle 5.7. Bei einem frei im Raum beweglichen
Flugobjekt sind die ersten sechs Eigenfrequenzen null. Man muss deshalb unterschei-
den zwischen der ersten Eigenfrequenz (die null sein kann) und der Grundfrequenz
eines Schwingungssystems, welche die tiefste von null verschiedene Eigenfrequenz
1st.

Hier soll zunichst vorausgesetzt werden, dass alle A; bekannt sind. Werden sie
nacheinander in Gl. (6.82) eingesetzt, so entstehen # verschiedene lineare homogene
Gleichungssysteme:

(A — l,'E)’Ui =0, i= 1,2,...,n (6.85)

Die Unbekannten vy; dieses Gleichungssystems (k entspricht der Nummer der Ko-
ordinate, i der Nummer des Eigenwertes) konnen nur bis auf einen festzulegenden
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Mafstabsfaktor bestimmt werden, da die rechte Seite des Gleichungssystems null ist.
Dieser wird durch eine Normierungsbedingung festgelegt, z. B.

Ui = viTMv,' =1 oder y = viTCvi =1 oder

" (6.86)
2 v =1 oder Ugimax = 1.
k=1

Dies erfolgt im Regelfall automatisch durch die Rechenprogramme.

Es verbleiben aus Gl. (6.85) also (1 — 1) lineare Gleichungen zur Berechnung der
Amplitudenverhiltnisse vy;. Die Gesamtheit der Amplitudenverhiltnisse, die fiir den
Eigenwert A; charakteristisch sind, werden im Eigenvektor

Vi = (V15 V2iy +e s Vil (6.87)

zusammengefasst. Ein Eigenvektor beschreibt anschaulich eine Eigenschwingform,
kurz auch Eigenform (engl. mode) genannt. Fasst man alle Eigenvektoren zusammen,
so entsteht die so genannte Modalmatrix

Uir V2 o U
V21 U2 -t Uop

V= [vlr V2 vves vn] = . . . . = [Uki]' (688)
Unl Un2 **° Unn

Analog zur Gl. (6.80), die aus Gl. (6.19) folgt, kann aus Gl. (6.22) mit dem zu Gl.

(6.78) analogen Ansatz
g =wexp(jor), §=—o’*wexp(jot) (6.89)

die folgende Form eines speziellen Eigenwertproblems gewonnen werden:
1
(MD — —E)w=o. (6.90)
®

Aus ihr folgt analog zu Gl. (6.82) mit Gl. (6.83)
(AT —AEyw =o. (6.91)

Dies liefert (schon aus physikalischen Griinden) dieselben Eigenwerte A;, aber die
Eigenvektoren w; haben eine andere Bedeutung: sie stellen die Eigenkrifte dar. In der
mathematischen Literatur werden die Vektoren v;, die physikalisch die Eigenformen
darstellen, als Rechts-Eigenvektoren und die w; als Links-Eigenvektoren im Hinblick
auf Gl. (6.82) bezeichnet, wogegen die w; die Rechtseigenvektoren und die v; die
Linkseigenvektoren des Eigenwertproblems Gl. (6.91) sind.

Aufgrund von Gl. (6.3) und (6.13) bestehen zwischen den Eigenformen und
Eigenkriften die Beziehungen

w;, = a)vai = Cv; (6.92)

Man kann sich die Eigenkrifte anschaulich so vorstellen, als ob an den Koordinaten
qx die Krifte wy; angreifen, vgl. Bild 6.8. Man kann diese Krifte als Amplituden der
Massenkrifte auffassen, die infolge der Schwingung mit der Eigenkreisfrequenz w;
bei der i-ten Eigenform auftreten. Genau so berechtigt ist auch die Vorstellung, dass
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diese Massenkrifte wie eingeprigte Krifte wirken und die Eigenform die Folge davon
ist.

Da jedem reellen Eigenwert A; gemif3 Gl. (6.83) formal zwei Eigenkreisfrequen-
zen entsprechen (w; = +*/\/4;), hat gemif Gl. (6.78) die Losung fiir die i-te
Eigenschwingung zwei konjugiert komplexe Summanden:

1 . . . .
q(t) = S [(ai — jbi) exp(jwit) + (a; + jb;) exp(— jo;t)] (6.93)

= wv;(a; cos w;t + b;sin w;t) = ’U,‘ﬁ,‘ sin(w;t + B;)

Da alle g,(t) reell sind, erhilt man mit der Euler’schen Relation dafiir auch die
angegebene Darstellung mit trigonometrischen Funktionen. Die i-te Eigenschwin-
gung verlduft demzufolge harmonisch mit der Eigenkreisfrequenz ; und mit einer
Amplitudenverteilung, die in der Eigenform v; zum Ausdruck kommt.

Dies ist ein wesentliches Ergebnis, wie die weiteren Betrachtungen noch zeigen
werden. Man kann auch sagen, dass die Eigenschwingung einen Bewegungszustand
des Schwingers darstellt, der ohne Energiezufuhr aufrechterhalten bleibt.

Die vollstindige Losung der Bewegungsgleichungen (6.18) bis (6.20) entsteht aus
der Superposition der n Eigenschwingungen, wobei die 21 Konstanten (a;, b; oder
Di» Bi) aus den Anfangsbedingungen folgen, vgl. 6.3.3:

q(t) = Y q;(t). (6.94)

i=1

6.3.2
Orthogonalitidt und Hauptkoordinaten

Es soll nun ein wichtiger mathematischer Zusammenhang hergeleitet werden, der
zwischen den Eigenvektoren besteht. Fiir die i-te Eigenschwingform folgt aus GL
(6.85)

Av; = Av;. (6.95)
Analog folgt aus Gl. (6.91) fiir den Amplitudenvektor der Kraftgrofien

ATwy = Lwy. (6.96)
Multipliziert man von links Gl. (6.95) mit wg und GI. (6.96) mit 'UiT, folgt

WZA’Ui = l,—w}fvi (6.97)

fuiTAka = Akvika = lkw{vi. (6.98)

In Gl. (6.97) kann man die Faktoren vertauschen, wenn statt A die transponierte
Matrix AT verwendet wird, sodass daraus die Form

v,-TAka = /l,-wzvi = /l,-vika (6.99)
entsteht. Bildet man die Differenz aus Gl. (6.98) und Gl. (6.99), so folgt
(A — A)viwp = (g — A)wiv; = 0. (6.100)
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Fiir unterschiedliche Eigenwerte (1; # ;) ergibt sich also
viwe = wiv; =0 (6.101)

und unter Benutzung von Gl. (6.92) erhilt man die verallgemeinerten Orthogonali-
titsrelationen fiir die Eigenvektoren (wegen MT = M):

iZk  v/Cu=0 (6.102)
ik  vMvp=0 (6.103)
i=k  v/Cvi=y (6.104)
i=k  viMv; =y (6.105)
i# k: w! Dw;, = w}v] MDMwvo} =0 (6.106)
i=k wiTDw,- = a)?’U;FMDMUi =y #0. (6.107)

Damit sind die modalen Federkonstanten y; und die modalen Massen u; definiert.
Sie stellen eine Reduktion der Massentrigheit und der Elastizitdt des Gesamtsystems
auf die i-te Eigenschwingform dar.

Gleichung (6.101) sagt aus, dass die Krifte wy der k-ten Eigenschwingform
beziiglich der i-ten Eigenschwingform mit den Amplituden v; keine Arbeit leisten.
Mit anderen Worten heifdt das, dass sich die Eigenschwingformen nicht gegenseitig
beeinflussen, da kein Energieaustausch zwischen ihnen erfolgt. Die Gln. (6.102)
bis (6.107) stellen verallgemeinerte Orthogonalititsrelationen dar, die physikalisch
dasselbe wie Gl. (6.101) aussagen.

Aus (6.93) ldsst sich eine wichtige Folgerung ziehen. Fasst man p; sin(w;t + $3;)
als Koordinate p;(t) auf, so kann man sie anstelle der bisherigen verallgemeiner-
ten Koordinaten g;(t) verwenden. Der Zusammenhang zwischen diesen so ge-
nannten modalen Koordinaten, Normal- oder Hauptkoordinaten, die im Vektor
P' = [p1, P2 ..., pn] zusammengefasst sind, und den verallgemeinerten Koordina-
ten g; wird mit der Modalmatrix V aus (6.88) ausgedriickt (Modaltransformation):

G = Zn‘;vkipi; q=Vp bzw. p=V'lg (6.108)
Werden d;e Hauptkoordinaten benutzt, lautet die potenzielle Energie, vgl. Gl (6.7):

Woot = %qTCq = %(Vp)TCV p= % pVicvp (6.109)
und die kinetische Energie, vgl. (6.16):

Wiy — %qTMq — %(Vp)TMvp - % PTVIMY b, (6.110)

Bei der Ausfiihrung der Matrizenmulitplikation VICV ist zu beachten, dass V' und
V die Eigenvektoren enthalten. Damit gilt

o7
5 viCv, vICv, --- vICuv,
v
vicv = | 2 |[Cvy,Cuy, ..., Cu,l = | : : (6.111)
T vICv; vICv, - vICv,
n
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Infolge der besonderen Eigenschaften der Modalmatrix V vereinfachen sich die
Beziehungen unter Beachtung von (6.102) bis (6.105). Alle Auflerdiagonalelemente
sind gleich null. Als Diagonalelemente verbleiben die modalen Federkonstanten y;
und die modalen Massen ;. Es gilt demzufolge, vgl. (6.102) bis (6.105):

VICV = diag(y;); VMV = diag(w)). (6.112)

Die modalen Steifigkeiten y; und die modalen Massen y; sind von der Normierung
abhingig, vgl. (6.86).

Die potenzielle und die kinetische Energie lassen sich durch Quadrate der Haupt-
koordinaten bzw. deren Geschwindigkeiten ausdriicken, vgl. (6.109) und (6.110):

1y 18 .
Woo = 5 2, 7iP15 Whin = 5 D Hif;- (6.113)
i=1 i=1

Die Bewegungsgleichungen fiir die freien Schwingungen eines Schwingungssystems
erhalten in Hauptkoordinaten (Synonym: modale Koordinaten) deshalb auch eine
einfache Form. Aus (6.18) folgt zunichst mit g = V p, vgl. (6.108):

MVp+CVp=0 (6.114)
und nach Multiplikation dieser Gleichung mit V'
VIMVp+Vicvp=o0 (6.115)

oder einfach wegen (6.112) entstehen n Bewegungsgleichungen der ,modalen
Schwinger bei freien Schwingungen:

uipit+yipi=0, i=12...,n (6.116)

Sie sind den gekoppelten Gln. (6.18) dquivalent, auch (6.19) und (6.20). Die n
Eigenkreisfrequenzen ergeben sich aus den modalen Federkonstanten y; und den
modalen Massen y; aus (6.116), (6.104), (6.107) und (6.105):

2 Vi v;FCvi 'UiTMvi

; = = i=12,...,n 6.117
" ui v/Mv; v!MDMuv; ( )

Man ordnet die Eigenkreisfrequenzen iiblicherweise der Grofle nach (wir; > ;).
Diese Beziehung stellt einen interessanten Zusammenhang zwischen jeder Eigen-
kreisfrequenz ®; und der zugehorigen Eigenschwingform wv; her, vgl. auch den
Rayleigh-Quotienten in (6.181) und (6.184).

6.3.3
Anfangsbedingungen

Ein Schwingungssystem fiihrt freie Schwingungen aus, wenn ihm zu Beginn der
Bewegung Energie zugefiihrt wird, wenn es aus seiner Gleichgewichtslage ausgelenkt
und sich selbst iiberlassen wird. Dynamische Belastungen von Maschinen infolge
freier Schwingungen interessieren in der Praxis vor allem nach stolartigen Erre-
gungen (z. B. plotzliches Abbremsen einer Bewegung, Anstoflen an ein Hindernis,
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Kupplungsvorginge) oder nach plotzlichem Belasten oder Entlasten, z. B. Abfallen
einer Last am Kran, Reiflen eines Spannelementes, Bruch eines Bauteils.

Bei Stoflbelastungen konnen die Anfangsbedingungen oft aus dem Impulssatz
und/oder dem Drehimpulssatz (Drallsatz) berechnet werden. Es entstehen dann
Schwingungen um die Gleichgewichtslage g = 0. Beim plotzlichen Be- oder Entlas-
ten entsteht eine neue (verdnderte) Gleichgewichtslage, auf welche sich das System
einschwingt. Dabei ist zu beachten, dass die Bewegungsgleichungen fur das verdn-
derte System aufgestellt werden, weil es Schwingungen um die Lage g = o ausfiihrt.

Der interessierende zeitliche Verlauf von Deformationen und Kraftgrofen, der
bei schwingungsfihigen Maschinen berechnet werden soll, ergibt sich als Losung
einer Differenzialgleichung vom Typ der Gln. (6.18) bis (6.22) unter Beachtung
der Anfangsbedingungen. Welche dieser Gleichungen verwendet wird, hingt vom
jeweiligen praktischen Problem bzw. vom Bearbeiter ab. Oft werden die Gleichungen
der Form (6.18) bis (6.20) benutzt, aus denen der zeitliche Verlauf der Bewegungen
folgt, und wenn Kraftgr6fen interessieren, werden diese dann anschliefend tiber die
Gln. (6.3) oder (6.21) errechnet.

Die Anfangsbedingungen definieren den Zustand des Schwingungssystems zur
Zeit t = 0, d. h., sie geben die Anfangsauslenkungen und die Anfangsgeschwindig-
keiten an:

t=0: q(0)=gq,; q0)=u. (6.118)

Die Auslenkung aus der statischen Ruhelage ist mit der Ubertragung potenzieller
Energie verbunden und die Erteilung einer Anfangsgeschwindigkeit entspricht der
plotzlichen Ubertragung kinetischer Energie.

Wesentlich ist der physikalische Sachverhalt, dass mit den Anfangsbedingungen
auch ausgedriickt wird, dass dem Schwingungssystem die Energie

1 1
Wo = Wioto + Wiino = quc% + EuEMu0 (6.119)

iibertragen wird. Diese Energie ,,tobt sich aus® in Form der dann entstehenden freien
Schwingungen. Extreme Deformationen, Geschwindigkeiten und Belastungen kann
man abschitzen, wenn man beachtet, dass maximal diese Gesamtenergie W, in dem
betreffenden Element konzentriert ist, vgl. (4.90) bis (4.94) in Abschnitt 4.2.6 sowie
(6.127) und (6.128). Aus den Anfangsbedingungen (6.118) der Lagekoordinaten
koénnen die Anfangswerte der modalen Koordinaten berechnet werden. Dies braucht
nicht mit den aus (6.108) folgenden Formeln

P(O) = P() = V_lq(); P(O) = Po = V_luO (6120)

zu erfolgen, wobei die Kehrmatrix der Modalmatrix zu bilden wire. Aus den Bezie-
hungen

VIMq =V ™MVp = diag(u;)p, V'Cq=V'CVp =diag(y;)p  (6.121)
folgen Formeln, die weniger Rechenoperationen erfordern:

P, = diag(1/7,)V"Cq, = diag(1/u)V' Mgy, (6.122)

by = diag(1/7)V"Cuy = diag(1/u;)V " Mu,. (6.123)
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Die Energie des Anfangszustandes ldsst sich mit den Anfangswerten der modalen
Koordinaten ausdriicken und betrigt, vgl. (6.113):

n

1 . 1& | (vicC
W= L3 (i) = 13, 10

i=1

(viTMuo)2
Mi

(6.124)

Die gesamte Anfangsenergie Wj teilt sich auf die Eigenformen auf, wobei der Anteil,
den jede Eigenform abbekommt, sich wihrend der weiteren Eigenschwingung nicht
dndert. Es findet zwar im Laufe der Zeit ein Energieaustausch zwischen den einzelnen
Massen und Federn des Schwingers statt, aber jede Eigenform verhilt sich wie ein
isolierter Einfachschwinger, vgl. Gl. (6.116).

Der i-te Summand in (6.124) erfasst die Energie der i-ten Eigenschwingung. Die
Anfangsbedingungen (6.118), die gemaf (6.120), (6.122) und (6.123) transformiert
werden, lauten fiir die i-te Hauptkoordinate:

t=0: pi(0) =pi,  pi(0) = pio. (6.125)
Die Losung jeder der Gln. (6.116) lautet unter diesen Anfangsbedingungen:

pi = Pio cos wit + Po sin w;it = p; sin(w;t + B;). (6.126)
;

Man kann also die Bewegung des Schwingungssystems als Summe der Bewegungen
von n Einfachschwingern auffassen. Wenn das System nur mit der Eigenkreisfre-
quenz ®; schwingt, nimmt es die Amplitudenverhéltnisse des i-ten Eigenvektors v;
an, und man kann sagen, dass seine Bewegung eindeutig durch die Angabe der einen
Hauptkoordinate p; gekennzeichnet ist. Fiir extreme Bewegungs- oder Kraftgréfien
an beliebigen Stellen k im Innern eines Schwingungssystems kann man Grenzwerte
berechnen, ohne die Differenzialgleichungen zu integrieren. Wenn man annimmt,
dass sich die Gesamtenergie W, des Anfangszustands dort als kinetische Energie
konzentriert, folgen daraus als Abschitzung fir die maximale Geschwindigkeit einer
Einzelmasse 1, bzw. Drehgeschwindigkeit einer Drehmasse J; die Ungleichungen

Ukmax </ 2Wo/my; Qax < 2Wo /i (6.127)

Die maximale Belastung einer beliebigen Feder kann hochstens so grof3 sein, dass
darin die gesamte Energie als potenzielle Energie gespeichert wird. Damit folgen fur
die maximale Kraft in der Langsfeder ¢, bzw. das maximal mogliche Moment in der
Drehfeder cry die Ungleichungen

Ei max < v/ 2Wocis M max </ 2Woherk. (6.128)

Mithilfe von Gl. (6.108) und (6.126) lassen sich die Lagekoordinaten q aus den
Hauptkoordinaten p berechnen (k= 1,2, ..., n):

qQr(t) = 2 Vki <p,0 cos w;t + p_ sin w; t> (6.129)
i=1

Dieses Ergebnis ist auch aus Gl. (6.93) und Gl. (6.94) bekannt. Die Massenkrifte

der verallgemeinerten Koordinaten folgen damit aus Gl. (6.13). Sie stellen eine

Superposition der sich harmonisch mit den Eigenfrequenzen verandernden Eigen-

krifte dar. Die an bestimmten Stellen der Maschine interessierenden Bewegungen,
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Lagerreaktionen oder Schnittkrifte (z. B. Querkraft, Lingskraft, Moment in Biege-
stiben) konnen aus dem bekannten q(t) bzw. g(¢) unter Beachtung geometrischer
Zusammenhinge berechnet werden.

Ein prinzipiell anderer Weg zur Berechnung von q(t) bei freien Schwingungen
besteht in der numerischen Integration der Differenzialgleichungen (6.18) mit den
Anfangsbedingungen (6.118), z. B. mit dem Verfahren von Runge-Kutta. Dies kann
rechentechnisch sogar einfacher als die hier beschriebene Methode sein. Dann ent-
fallt die Berechnung der Eigenfrequenzen und Eigenschwingformen. Der Nachteil
derartiger numerischer Verfahren ist jedoch, dass wesentliche physikalische Zusam-
menhinge schwerer tiberschaubar werden und die Analyse von Parameter-Einfliissen
uniibersichtlicher wird.

6.3.4
Beispiele

6.3.4.1
Zur Modalanalyse von Maschinen

Es ist zu empfehlen, die dynamische Analyse einer Maschine (oder einer Baugruppe)
mit einer Modalanalyse zu beginnen, wobei neben den Eigenfrequenzen vor allem
die Eigenschwingformen ermittelt werden. Unabhingig von der absoluten Grof3e der
Erregungen und Dampfungen ist die Kenntnis der wesentlichen Eigenfrequenzen
und Eigenformen sehr hilfreich, um das dynamische Verhalten bewerten zu konnen.

Gegenwirtig existiert Software, mit der in kurzer Zeit alle Eigenwerte und Ei-
genvektoren ermittelt werden konnen, sodass der Ingenieur sich nicht mehr um die
dafiir benutzten Algorithmen zu kiitmmern braucht. Der Rechenaufwand, den die
Ermittlung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer (n X n)-Matrix beansprucht, ist
bei allen Verfahren proportional zu n°. Meist liefern die handelsiiblichen Programme
aufgrund der Eingabedaten sofort die Eigenfrequenzen und -formen, ohne dass der
Anwender der Software die Matrizen zu sehen bekommt.

Gewisse Schwierigkeiten konnen bei der Anwendung mancher Rechenprogram-
me entstehen, wenn dicht benachbarte oder betragsgleiche Eigenfrequenzen auftre-
ten. Dies kommt bei Systemen mit verzweigter oder vermaschter Struktur vor, z. B.
bei Block- und Tischfundamenten (wo diese Frequenznachbarschaft bei der Tiefab-
stimmung oft sogar zur Begrenzung des Spektrums gefordert wird), bei raumlich
ausgedehnten Strukturen, Rohrleitungen und verzweigten Torsionsschwingungssys-
temen.

Den grofiten Aufwand verlangen bei praktischen Aufgaben die Vorbereitungsar-
beiten, d. h. die Wahl des Berechnungsmodells und die Ermittlung der Parameter-
werte. Die Brauchbarkeit der Rechenergebnisse ist vor allem davon abhingig, wie gut
das Berechnungsmodell die reale Maschine abbildet und wie genau die Eingabedaten
sind. Vielfach sind die geometrischen und mechanischen Parameter einer Maschine
nur auf 2 bis 3 Ziffern genau bekannt. Die Daten der Massenparameter sind i. Allg.
verldsslicher bestimmbar als die Federwerte.

In Wirklichkeit miissen bei jeder Modellierung schon bei der Geometrie Ver-
einfachungen vorgenommen werden, z.B. bei komplizierten Querschnittsformen
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eines Maschinengestells bei den Verrippungen und Aussparungen. Oft sind die
Steifigkeiten der Verbindungselemente und Kontaktstellen, wie Fugen, Schraub- und
Klebverbindungen, Lager u. a. nicht bekannt. Ungenau sind meist alle Parameter-
werte, welche die Dampfung erfassen, weswegen die theoretische Modalanalyse oft
unabhingig davon erfolgt. Bei ungenauen Parameterwerten kann man sich damit
behelfen, dass man die Modalanalyse fiir bestimmte Parameterbereiche vornimmt
und die Sensitivititen beziiglich dieser Parameterwerte ermittelt.

Neben einer theoretischen Modalanalyse (z. B. mit einem FEM-Programm), die
sich schon wihrend der Projektphase einer Konstruktion anbietet, ist die experimen-
telle Modalanalyse am ausgeftihrten Objekt zu empfehlen. Bei der experimentellen
Modalanalyse wird vorausgesetzt, dass sich das reale Objekt wie ein lineares Schwin-
gungssystem verhilt und die dafiir existierenden theoretischen Zusammenhinge
gelten, z.B. das Superpositionsprinzip, vgl. Abschnitt 6.7.2. Da Nichtlinearititen
verschiedener Art vorhanden sein kénnen, ist es ratsam, bei der experimentellen Mo-
dalanalyse das reale Objekt in einer solchen Intensitit und in solch einem Frequenz-
bereich zu deformieren bzw. zu belasten, der den Bereich seiner Betriebszustinde
umfasst. Wenn die Belastungen und die Vorspannkrifte zu klein sind, kénnen z. B.
Spieleinfliisse dominieren, die bei grofleren Belastungen bedeutungslos sind. Wird
bei der Messung ein anderer Frequenzbereich als beim realen Betrieb durchfahren,
so konnen Steifigkeits- und Ddmpfungskennwerte stark abweichen.

Eine in der Strukturdynamik tibliche Methode zum Vergleich berechneter und
gemessener Eigenformen benutzt die sog. MAC-Matrix (MAC = Modal Assurance
Criterion). Dies ist eine Rechteckmatrix, die so viele Spalten ( ) hat, wie Eigenformen
gemessen wurden und so viele Zeilen (i), wie berechnete Eigenvektoren vorliegen.
Jedes Element dieser Matrix stellt den Wert eines normierten Skalarproduktes von
einem gemessenen Eigenvektor v, und einem berechneten Eigenvektor v;, dar,
womit die Korrelation zwischen diesen beiden Vektoren bewertet wird. Das Matri-
zenelement

(v},vi)

MAC(,j) = —
(v;

Vi) (viv) (6.130)
ist ein Maf fiir die Ubereinstimmung zwischen den Vektoren v je und vj,.

Wenn diese beiden Vektoren (bis auf einen Mafsstabsfaktor) iibereinstimmen,
dann ist das Matrizenelement gleich eins, falls die beiden Vektoren zueinander
orthogonal sind, ist es null. Praktisch haben die Matrizenelemente Werte zwischen
null und eins, weil die betrachteten Vektoren keine idealen Bedingungen erfiillen.
Erfahrungsgemif besteht bei einem Matrizenelement MAC(4, j) < 0,3 zwischen den
beiden Vektoren kaum eine Korrelation, aber bei MAC(4, j) > 0,8 stimmen der
berechnete und der gemessene Eigenvektor mit hoher Wahrscheinlichkeit iiberein.
Die MAC-Matrix ist auch geeignet, um Eigenvektoren dicht benachbarter Figenfre-
quenzen zu unterscheiden.

In der Praxis muss man die Vergleichspunkte auswihlen, denn meist stimmt
die Anzahl der Elemente in den Vektoren wj, und w;, nicht tiberein. Auch die
Koordinaten der Messpunkte sind kaum identisch mit den Koordinaten des Be-
rechnungsmodells, und sie sind auch nicht einfach auf mehrere Stellen genau zu
ermitteln. Es gibt aufler der Bewertung mit der MAC-Matrix noch mehrere andere
Kriterien zum Vergleich experimenteller und rechnerischer Werte.
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Die Ergebnisse der experimentellen Modalanalyse kann man verwenden, um die
Eingabedaten fiir die Berechnung zu prézisieren. Es ist ratsam, fiir das erforschte
Erzeugnis Erfahrungswerte der Modalanalyse zu sammeln und fiir Vergleichszwecke
geordnet zu speichern. Fir manche Maschinen und Fahrzeuge und deren Bau-
gruppen existieren in den Konstruktions- und Entwicklungsabteilungen fithrender
Industriezweige intern Dateien und Listen mit allen wesentlichen Eigenfrequenzen,
Eigenformen und modalen Dampfungen! Diese dienen nicht nur zum Vergleich mit
konkurrierenden Erzeugnissen, sondern auch zur Unterstiitzung der technischen
Diagnostik und der schnellen Fehlersuche bei irgendwelchen technischen Stérungen.

Vor einer experimentellen Untersuchung sollte man sich auch beziiglich der
zweckmifligen Messstellen-Anordnung davon leiten lassen, dass man Informationen
iiber die Eigenschwingformen der Maschinen erhilt, da sich viele Erscheinungen
als deren Uberlagerung deuten lassen. Die an einer Maschine gemessenen zeitlich
veranderlichen Krifte, Spannungen, Wege, Geschwindigkeiten oder Beschleunigun-
gen kann man sich als Uberlagerung von deren Eigenschwingungen vorstellen und
deuten.

Bei vielen Objekten interessieren lediglich die unteren Eigenfrequenzen oder nur
ein Teil des Eigenfrequenz-Spektrums, z. B. die Eigenfrequenzen in der Nihe einer
gegebenen Erregerfrequenz. Die hochsten Eigenfrequenzen eines Berechnungsmodells
charakterisieren nur das Berechnungsmodell, nicht aber die reale Maschine. Die
hochsten Eigenfrequenzen jeder realen Maschine sind unbegrenzt grofi.

Die Praxis zeigt meist, dass die tatsichlichen Federkonstanten kleiner als die
berechneten sind und dass gemessene Eigenfrequenzen unter den berechneten liegen.
Die Ursache dafiir ist, dass oft nicht alle elastischen Elemente rechnerisch (vgl.
Aufgabe A6.6) erfasst werden und dass sich manche Verbindungen wihrend des
Betriebs lockern, sodass infolge des auftretenden Spiels tatsichlich kleinere mitt-
lere Steifigkeiten entstehen. Eine Ubereinstimmung von praktisch gemessenen mit
vorausberechneten Eigenfrequenzen in der Gréflenordnung unter 5% ist selten
erreichbar. Bei ersten Modellrechnungen kann man eine Ubereinstimmung von 10 %
schon als Erfolg ansehen. Erst durch schrittweise Modellverbesserungen erreicht man
bei realen Objekten die gewiinschte Genauigkeit.

Im Allgemeinen kann man bei verschiedenen Exemplaren von Maschinen der-
selben Konstruktion erwarten, dass sich deren Schwingungsverhalten voneinander
kaum unterscheidet. Die beobachteten Abweichungen von den Rechenergebnissen
sind dann oft auf die Streuung der Parameterwerte der untersuchten Maschine
zurtickzuftihren. Es gibt Maschinen, bei denen die Steifigkeit von Verbindungsele-
menten im Wesentlichen durch die Montagebedingungen bestimmt wird und gewis-
sermaflen der Monteur mit dem Schraubenschlissel die Vorspannung und damit die
Eigenfrequenzen bestimmt. Bei der Konstruktion sollte man solche Unsicherheiten
vermeiden und daftir sorgen, dass die in der Rechnung angenommenen Werte auch
zuverldssig in der Praxis umgesetzt werden. Diese Forderung lduft darauf hinaus,
»berechnungsgerecht“ zu konstruieren und dass die vom Konstrukteur vorgeschrie-
benen Mafinahmen und Bedingungen in der Fertigung eingehalten werden.

Zur Kontrolle der numerischen Ergebnisse sollte man folgende Betrachtungen
anstellen:

e Kontrollieren, ob bei Systemen mit symmetrischer geometrischer Struktur und
symmetrischer Masse- und Steifigkeitsverteilung (nicht verwechseln mit Sym-
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metrie von C und M!) aus der Rechnung ausschlieSlich genau symmetrische und
genau antimetrische Eigenformen herauskommen.

e Gesamtsystem vereinfachen, d.h. in entkoppelte Teilsysteme mit wenigen Frei-
heitsgraden aufteilen und fiir diese die Teil-Eigenfrequenzen berechnen. Je nach
dem, ob man durch die Vereinfachung das System versteift bzw. ,,erweicht oder
trager bzw. triagheitsairmer gemacht hat, kann man beurteilen, ob die abgeschitz-
te Eigenfrequenz grofier oder kleiner als die des Gesamtsystems sein muss.

Tabelle 6.4 enthilt die Eigenfrequenzen einiger Maschinen und deren Baugrup-
pen. Man beachte, dass die niederen Eigenfrequenzen grofler Objekte im Bereich
um 1 Hz und diejenigen kleiner kompakter Baugruppen mehrere hundert Hertz
betragen.

Tabelle 6.4 Beispiele fiir untere Eigenfrequenzen von Maschinen

Maschine Untere Eigenfrequenzen Erregerfrequenz
10} w w Q

=% P=5m [P m /=5
in Hz in Hz in Hz in Hz

Schaufelradbagger SRs 4000 0,46 1,2 1,8 0,8

Tischfundament einer 50-MW- | 1,1 9,1 9,5 50

Turbine

Wippdrehkran DWK 5MPx22m | 0,7...0,9 [ 1,2...1,6

Gestell einer Schleifmaschine 3,9 9,2 13

Haushaltwischezentrifuge 4...45 9...95

Textilspindeln 6...12 30...90 100...200 | 160...300

Schwingférderer 9,2 15 54 50

Druckmaschinenantrieb 10

(Torsionsschw.)

Kurbelwelle eines Schiffsdiesel- | 60 140 160

motors (Torsionsschw.)

Welle eines 200-MW-Turboge- | 19 23 27 50

nerators (Biegeschwingungen)

Wilzfrasmaschinenantrieb 40 70 > 160

Kreiselverdichter 4 VRZ 60...70 |150...180

Gasturbinenschaufel 160 350 590

Kurbelwelle eines Motorrades 360 850

Verwundene Blechschaufel eines | 375 760 1300

Axialliifters

Die Bilder 6.6 und 6.7 vermitteln einen Eindruck davon, wie die Ergebnisse einer
Modalanalyse dargestellt werden. Die Software erlaubt tiblicherweise, auf dem Bild-
schirm die bewegten Schwingformen wie in einem Film anzusehen. Die gezeigte
Eigenform des Motorgehduses stellt im Grunde genommen eine Torsion des ganzen
Hohlkérpers dar. Bei dem Gestell der Textilmaschine war die Biegung der Gestellsei-



381

6.3 Freie ungedampfte Schwingungen

tenwand bemerkenswert, denn nachdem man diese Schwachstelle erkannte, konnte

durch deren gezielte Versteifung eine hohere Grundfrequenz erreicht werden.
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6.3.4.2
StoB auf ein Gestell

Als Reprisentant eines Maschinengestells wird das Berechnungsmodell von Tabelle
6.3, Fall 2 betrachtet. Die Aufteilung der Massen erfolgte nach der Zerlegung des
Kontinuums in 4 Abschnitte. Welche freien Schwingungen entstehen, nachdem der
Endpunkt des ruhenden Systems nach einem Stof plotzlich die Anfangsgeschwin-
digkeit 4, (0) = w9 erhalt?

Gegeben sind der Koordinatenvektor q und die Elemente der Matrizen M und D
des Berechnungsmodells, vgl. Tabelle 6.3, Fall 2:

q 1000 64 29 24 6
0200 I |29 14 12 3

q= 1 ; M=m ; D= (6.131)
s 0050 48EI | 24 12 16 5

q4 0002 6 3 52

Mit oben genannter Anfangsbedingung lauten die Anfangsvektoren fur t = 0:

9:(0) 0 q1(0) o
|0 (o] PR /71 () N I RV
q(0) = 0 |~ o = q; q(0) = 0| = o = u. (6.132)
q4(0) 0 44(0) 0

Die Matrix A = »*>DM gemif (6.83) ergibt sich durch eine Matrizenmultiplikation

64 29 24 6 1000 64 58 120 12
P |29 14 12 3 0200 ml |29 28 60 6
DM: m =
48EI | 24 12 16 5 0050 48EI | 24 24 80 10
6 3 52 0002 6 6 25 4
(6.133)

Folglich werden die Bezugskreisfrequenz und der dimensionslose Eigenwert mit

. 48E1 w*? 48E1
)
mi3 w? w?*ml3 ( )

eingefithrt. Damit folgt aus (6.84) hier speziell
det(A — AE) = 1* — 1764°% + 348012 — 54561 + 1940 = 0.

Die Ausrechnung der Determinante liefert diese charakteristische Gleichung 4. Gra-
des zur Berechnung der Eigenwerte. Die Wurzeln dieser Gleichung sind (abgerundet
auf 5 giiltige Ziffern):

A1 =153,57; A, =20,751; A3 = 1,1489; A4 = 0,529 90. (6.135)
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Daraus folgen die gesuchten Quadrate der Eigenkreisfrequenzen aus (6.83) zu:

2 EI 3 %2
w7 = 0,31256— = 6,5117 - 10w
mil3

2 EI %2
0} = 231325 = 0,048190
" (6.136)

2 EI )
w5 = 41,779—= = 0,87040w
mi3

5 EI 2
w; = 90,5831 — = 1,8871w .
ml
Bei den folgenden numerischen Rechnungen kénnen wegen der unvermeidlichen
Abrundungsfehler hochstens 4 giiltige Ziffern angegeben werden.
Der zum Eigenwert 4, gehorende Eigenvektor v, ergibt sich aus dem Gleichungs-
system (6.85),

(A—MLE)v; =0, (6.137)

das ausfiihrlich lautet:

(64 — 153,57)v1; + 58vy1 + 120v3; + 1204 =10
2901, + (28 — 153,57)vy1 + 60031 + 604 = 0
24v11 + 24v,; + (80 — 153,57)v3; + 10v4 =0

6v1 + 6V, + 25v31 + (4 — 153,57)v4; = 0.
(6.138)

Da es sich um Eigenschwingungen handelt, konnen keine absoluten Gréflen der
Amplituden vy, errechnet werden. Mit der Normierung v;; = 1 gemif3 (6.86) ent-
stehen daraus 3 Gleichungen fiir die 3 Unbekannten v,;, v3; und vy, weil eine dieser
4 Gleichungen nicht beriicksichtigt zu werden braucht. Werden z. B. die ersten 3
Gleichungen verwendet, so gilt:

58’021 + 1207}31 + 12U41 = 89,57
*125,57’021 + 60U31 + 6'[}41 =-29 (6139)
241121 — 73,571131 + 101}41 =-24

Daraus erhilt man die Losung
vy = 0,4774; v31 = 0,5014; vg = 0,1431. (6.140)

Sinngemif erhilt man auf diesem Wege durch Losung von jeweils einem linearen
Gleichungssystem mit 3 Unbekannten die Vektoren v,, vs und v, der anderen
Eigenschwingformen, vgl. Bild 6.8.

Den Eigenschwingformen entsprechen nach (6.92) Eigenkraftformen. Fiir die
erste Eigenschwingform ergibt sich die erste Eigenkraftform w; = @i Mwv:

Wiy 1000 1 1
0200 0,4774 0,9548
w, = Wl mwf = ma)f . (6.141)
W31 0050 0,5014 2,5070

Wi 0002 0,1431 0,2862
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Wt w1
wor M4

1
i y=loume
4 05014
0,431

1
Wy=(-35756
35585
75302

Bild 6.8 Eigenschwingformen v;, Eigenkraftvektoren w; und dadurch entstehende
Deformations- und Momentenverldufe

Die bei den 4 Eigenfrequenzen durch die Eigenkrifte hervorgerufenen ,,Eigenbiege-
momente® zeigt die rechte Seite von Bild 6.8. Die Modalmatrix lautet vollstindig
1 1 1 1
0,4774  0,3391 -—1,1280 —1,7878
V= . (6.142)
0,5014 —0,4979 —0,0431 0,7117
0,1431 —0,2635  0,6484 —3,7651

Daraus ergeben sich gemaf3 (6.112) die modalen Federkonstanten y; und modalen
Massen u; (c* = 48EI/I°):

71 = 0,01793¢*,  y, = 0,1257¢%, y3 = 3,825¢", y4 = 72,31c"
= 2,754m, o = 2,609m, Uz = 4,398m, 4y = 38,18m.



6.3 Freie ungedampfte Schwingungen 385

Gemif (6.117) und in hinreichender Ubereinstimmung mit den Zahlenwerten von
(6.136) folgt, vgl. (6.134):

=0,080690", ©,=0,21950", ©3;=0,93260", wi=1,3740". (6.143)

Die Anfangsbedingungen in den Hauptkoordinaten ergeben sich aus (6.122), (6.123)
und (6.132):

o 0,3631
. P 0,3834
=0, | | = . 6.144
Py Po P30 0,2274 | "1 ( )
o 0,0261

Wie sich die Anfangsenergie auf die vier Eigenformen verteilt, kann man mit den
Zahlenwerten aus (6.143), (6.144) und folgender Beziehung feststellen, vgl. (6.124):

1
Wo = Wiino = 5’”“10 (,U1P1o + 12930 + M3 P30 + Haio)
(6.145)

- 5uf0(0,3631 40,3834 40,2274 4 0,0261)

Die Energie wird demnach vorwiegend in die ersten drei Eigenformen iibertragen.

g

Bild 6.9 Freie Schwingungen nach dem Stof auf das Gestell
a) Zeitliche Verliufe der Koordinaten g (@™t) mit g* = u19/ 0"
b) Zeitliche Verliufe der Krifte Qi(wt) mit Q* = mujgo*
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Mit den Anfangswerten gemifd (6.144) lassen sich die Hauptkoordinaten p;
gemif (6.126), die Koordinaten g, gemaf (6.129) und die Massenkrifte aus (6.13)
berechnen. Es gilt z. B. mit g* = u;o/@™:

1(t) = 4,5004" sin w1t, »(t) = 1,747q" sin w-t,
P 1 P 1 (6.146)
p3(t) = 0,2444" sin wst, P4(t) = 0,0199" sin wq4t.

Die Ergebnisse fiir die Lagekoordinaten und die Massenkrifte, die sich daraus erge-
ben, sind in Bild 6.9 dargestellt.

Im oberen Teil des Bildes 6.9a sind die einzelnen Komponenten der Bewegung
q:1(t)/q" sowie die daraus resultierende tatsichliche Bewegung dargestellt. Die punk-
tierte Sinuslinie entspricht der Komponente p; vy sin @;t. Weiterhin sind im oberen
Teil des Bildes die Komponenten der Eigenschwingungen mit den Kreisfrequenzen
o, und ws als voll ausgezogene Kurven erkennbar. Die Amplitude 0,019g" p4v14 der
hochsten Eigenschwingung ist so klein, dass sie in diesem Bild nicht mehr sichtbar ist.
Die resultierende Bewegung ist nicht periodisch, da die Eigenfrequenzen in keinem
rationalen Verhiltnis zueinander stehen.

Analog kann man den Verlauf von ¢,(¢), g5(t) und q4(t) interpretieren. Bei
diesen Kurven wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die Aufzeichnung der
einzelnen Komponenten verzichtet. Bei g3(¢) zeigt sich z. B. im Gegensatz zu qi, q»
und ¢4 kein Anteil der dritten und vierten Eigenschwingung. Dies liegt daran, dass
die Amplituden p3vs; und p4vs; wesentlich kleiner als die anderen Anteile sind.

Das Gegenstiick zu Bild 6.9a ist Bild 6.9b mit dem Verlauf der im Vektor g(t)
zusammengestellten Krifte, die sich aus (6.13) ergeben. Die Komponenten Q;, Q,,
Qs und Q) stellen die Massenkrifte an den 4 betrachteten Punkten dar. Wie die
Verschiebungen q(t) ergeben sich die Krifte auch aus einer Uberlagerung der 4
Eigenschwingungen. Dabei kommen die hoheren Eigenschwingungen stirker zur
Wirkung, denn die Krifte sind proportional den Beschleunigungen, in welche die
Kreisfrequenzen w; quadratisch eingehen, und es gilt ®] > w3 > w? > o}.

Zur Zeit t = 0 sind alle Krifte Null, da auch die Koordinaten Null sind, vgl. die
Anfangsbedingungen (6.144). Der Anstieg der Krifte hat einen endlichen Wert, der
sich anhand der differenzierten Gl. (6.11) kontrollieren lasst. Es ist g(t) = Cq(t) und
demzufolge ¢(0) = Cq(0). Man kann mit den bekannten Kriften den zeitlichen Mo-
mentenverlauf an irgendeiner Stelle berechnen. Aus dem an dieser Stelle wirkenden
Biegemoment lief3e sich bei bekannten Querschnittswerten dann weiterhin die dort
herrschende Biegespannung berechnen und damit ein Festigkeitsnachweis fithren.
Das Einspannmoment ist z. B. die Summe der Produkte aller Massenkrifte mit ihren
Hebelarmen, d. h. gemif3 Tabelle 6.3, Fall 2:

l l l l

My =Qil+ sz + Qsl + Q4E = —mijl — 2mip > — Smijsl — 2mia
Mg(t) = —ml(1, 1, 5, 1)g(t) = —ml(1, 1, 5, 1)V p(t) (6.147)
Im Allgemeinen ist es nicht méglich, einfache Beziehungen zwischen den maxima-

len dynamischen Beanspruchungen (z. B. infolge eines Stofles) und den statischen
Beanspruchungen anzugeben.
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6.3.4.3
Eigenschwingungen eines Tragwerkes

Als Beispiel wird das in Bild 6.4 dargestellte Tragwerk betrachtet. Dafiir sind die
Systemmatrizen aus (6.62) und (6.63) bekannt. Speziell gelten folgende Zahlenwerte:

¢ =6228-10N/m, ¢,=0=1, G=¢=2 s5=5=05 [=4m
m=2000kg, m; =m, =50kg ms;=>500kg Js/I>=20kg

Es handelt sich um ein fiktives Rahmentragwerk mit einem relativ kleinen elastisch
gestiitzten starren Korper. Man moge die Matrizenelemente und mit einem Eigen-
wertprogramm die Modalmatrix und die Eigenfrequenzen zum Vergleich nachrech-
nen.
Es ergibt sich folgende Modalmatrix, die zur Verdeutlichung numerischer Effekte
mit einer Genauigkeit von 10> angegeben wird (bei den iiblichen Rechenprogram-
men ist die numerische Genauigkeit meist besser als 1077):

V=_ wv, v, v3, vy, vs, V6, v7, vs, Vo, vy )
[ —0,059 0,399 —0,004 0,001 —0,318 —0,610 —0,009 —0,996 1 —0,003 ]
0,0 1 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 —0,186 0,0
0,410 0,163 0,034 —0,004 0,766 1 0,005 —0,488 0,414 0,0
1 0,0 0,092 0,0 0,0 —0,886 —0,002 0,281 0,0 0,0
V= 0,410 —0,163 0,034 0,004 —0,766 1 0,005 —0,490 —0,412 0,0
0,059 0,399 0,004 0,001 —0,318 0,610 0,009 1 1 —0,003
-0,727 —0,185 0,684 0,401 0,172 —0,734 1,000 —0,456 —0,393 —0,501
-0,727 0,185 0,684 0,401 —0,172 —0,734 1 —0,452 0,395 0,501
—0,862 0,0 1 0,0 0,0 0,172 —0,139 0,047 0,0 0,0
0,0 —0,380 0,0 1 1 0,0 0,0 0,004 1 1
(6.148)

Die ersten acht Eigenformen und die zugehorigen Eigenfrequenzen sind in Bild 6.10
dargestellt.

Die beiden hochsten FEigenfrequenzen betragen fo = 118,5 Hz und fi9 =
125,2 Hz. Man kann sie mit (6.117) kontrollieren. Die Interpretation und phy-
sikalische Deutung der Rechenergebnisse wird jedem Benutzer von Programmen
dringend empfohlen, um der Gefahr der ,,Computergliaubigkeit” zu entgehen, die
dazu fithren kann, auch unsinnige Ergebnisse zu akzeptieren.

In der Modalmatrix in (6.148) taucht an mehreren Stellen die Angabe 0,0 auf.
Diese Zahlen wurden iiberall dort geschrieben, wo die Ergebnisse kleiner als 10~*
waren. Darunter sind die meisten aus physikalischen Griinden exakte Nullen, weil
bei symmetrischen Eigenformen v,; = v1p; = 0 und bei antimetrischen Eigenformen
V4 = Vo; = 0 sein muss. Wie man aus der Modalmatrix und aus Bild 6.10 erkennt,
sind die Eigenformen mit den Ordnungen i = 1,3,6,7 und 8 symmetrisch und
die der Ordnungen i = 2,4,5,9 und 10 antimetrisch. Aus diesem Grund miissen
folgende Bedingungen erfiillt sein:

Vi = Ve, Uz = +Us, vz =tug  fir i=1,3,678 (6.149)
V1; = Vi, V3 = —Usj, V7 = —Ug;i fir i= 2,4,5,9,10. (6.150)
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Bild 6.10 Die ersten acht Eigenfrequenzen und Eigenschwingformen des Tragwerks von
Bild 6.4 (mit 10 Freiheitsgraden)

AABMAA

f5= 71,69 Hz

Man kann sehen, dass diese Bedingungen bei den Eigenformen v, bis v bis auf drei
Stellen nach dem Komma genau erfiillt sind, aber in den Vektoren vg und vy gibt es
offensichtlich schon in der dritten Stelle nach dem Komma Abweichungen. Dies hat
numerische Griinde, und es ist oft so, dass die berechneten hochsten Eigenformen am
ungenauesten sind. In diesem Falle zeigte sich also, dass sich die Abrundungsfehler
schon bis in die Gréfenordnung von 1073 eingeschlichen haben, sodass schwierig
zu entscheiden ist, ob bei v}, die mit 0,501 angegebenen Werte genau 1/2 betragen
und ob 0,003 eine exakte Null ist.

Als nichstes sollen nun noch einige Abschiatzungen fiir die Eigenfrequenzen
vorgenommen werden. Als Teilsysteme kann man hierbei einerseits den Rahmen
und andererseits das darauf stehende Feder-Masse-System ansehen. Letzteres bildet
ein System mit 4 Freiheitsgraden, wenn man den relativ schweren Rahmen als
unbeweglich ansieht. Dies ldsst sich in Anbetracht der relativ kleinen Massen #1;
und m; als Schwinger mit zwei Freiheitsgraden auffassen, welcher wiederum, weil
er symmetrisch ist, nur eine reine Hubschwingung und eine reine Nickschwingung
ausfiihren kann. Die Eigenfrequenzen fiir diese Teilsysteme sind

1 /2 1 [cl?
— d = — 4 — 6.151
fH 27 ms un fN 2 4]5 ( )

mit der reduzierten Federkonstante der hintereinander geschalteten Federn von
c=cc3/(c; + ¢3) und 2/3¢* = 4,152 - 10° N/m. Mit den eingangs gegebenen Zah-
lenwerten erhilt man mit (6.149) die Frequenzen fy = 20,51 Hz und fy = 36,26 Hz,
eine gute Ndherung von f5 und f;. Die ersten beiden Eigenformen sind sehr stark
durch die Rahmenverformungen bestimmt. Die Hubschwingung entspricht etwa der
3. Eigenform. Da durch die Vereinfachung das Tragwerk versteift und massedrmer
wurde, ist die abgeschitzte Frequenz fi > f3.
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6.3.5
Aufgaben A6.4 bis A6.6

A6.4 Instationire Belastungen eines Briickenkrans

Man gebe die Bewegungsgleichungen und Anfangsbedingungen fiir folgende Lastfille
des in Bild 6.5 dargestellten Briickenkrans an:

a) Last m, fillt mit der Anfangsgeschwindigkeit u in das Seil des ruhenden Krans
(Greifer fillt in die Halteseile)

b) Last fillt plotzlich ab (Bruch des Lastaufnahmemittels)

c) Plotzliches Stillsetzen des Motors beim Heben (uy, = konst., Kran ruht)

d) Last m; bleibt beim Heben plotzlich an einem starren Hindernis hangen.

Wie lauten die Formeln zur Berechnung der Seilkraft und des Biegemomentes in
der Mitte des Krantrégers?

Hinweis: Der Koordinatenursprung von x; ist die statische Ruhelage des unbelas-
teten Krans, von x, das Ende des unbelasteten Seils.

A6.5 Eigenfrequenzen und Eigenformen eines Gestells

Man berechne fiir das in Bild 6.2 dargestellte Modell die Eigenkreisfrequenzen und
Eigenschwingformen und priife die Erfiillung der Orthogonalititsrelationen. Die Sys-
temmatrizen ermittle man als Sonderfall aus dem Beispiel in Abschnitt 6.3.4.2.

A6.6 Einfluss eines elastischen Lagers auf Eigenfrequenzen eines Torsionsschwingers

Die gemessene Grundfrequenz eines Antriebs wich deutlich von derjenigen ab, die mit
dem Berechnungsmodell entsprechend Bild 4.3a (torsionselastische Welle und zwei
Drehmassen) berechnet wurde. Die beobachtete Differenz war nicht allein aus Para-
meterunsicherheiten erkldrbar. Als Ursache der Abweichungen wurde die Kopplung
von Torsions- und Querschwingungen infolge einer Lagerelastizitit vermutet.

Fiir das in Bild 6.11 dargestellte Berechnungsmodell eines torsionselastischen An-
triebs mit Ubersetzungsstufe und horizontaler Lagerelastizitit ¢ des Rades 2 sind die
Eigenfrequenzen zu ermitteln und mit denen zu vergleichen, die sich fiir ¢ — oo
(starres Lager) ergeben.

Bild 6.11 Berechnungsmodell eines Torsionsschwingers mit elastischem Lager
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6.3.6

Gegeben:
Teilkreisradien der Zahnrider rp =0,175m;r, = 0,25m
Tragheitsmomente der Zahnridder J; = 0,5kg - m?; L =16kg- m?;
J3 =0,75kg - m?

Masse von Rad 2 m = 52kg
Torsionssteifigkeit des Antriebs or = 5,6 - 104N -m
Lagersteifigkeit ¢ =4,48-10° N/m

(4.27) als bekannte Formel fiir die Grundfrequenz des Torsionsschwingers
Gesucht:

1. Zwangsbedingung zwischen den Drehwinkeln ¢ und der Lagerverschiebung x,
2. Massen- und Steifigkeitsmatrix fiir den Koordinatenvektor qT = (o1, 02, ¥3)
3. Eigenfrequenzen fiir den Torsionsschwinger mit elastischem Lager

Losung L6.4 bis L6.6

L6.4

Die Bewegungsgleichungen lauten unter Beachtung des Eigengewichts der Last, des
Motormomentes M)y und der Matrizen aus Losung 16.3:

’
mp‘c’l + C1X1 + (%) (Xl — X — g(pM) =0

" r
MmyXy; — € <x1 — X2 — ;lﬂM) =myg (6.152)
i r ]
;]M(PM*Q (xl — X — ;(pM) = iMy/r

Die Anfangsbedingungen lauten unter der Bedingung, dass zu Beginn des interessie-
renden Vorgangs die Zeitmessung beginnt:

t=0:
a) x1 =0 X1 = 05 xp = 05 X =u
oM = 05 oM =0
. 1 1
b) x =mg/ci; % =0 xz:ng(—+—); % =0;
C1 (%)
oM = 0; oM =0
] 1 1 (6.153)
c) x; =mpg/c;; % =0; Xp=myg| —+ — |; X = —uy;
C1 (%)
oM = 05 om =0
; 11 )
d) x; =mg/a; %1 =05 Xz:ng(—+—); X =0
(5] (%)
oM = 0; oM = upifr

Im Falle b) ist c; = 0 zu setzen, und es verbleiben 3 Systeme mit je einem Freiheitsgrad.
Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgen fiir alle Fille die Seilkraft

;
kE=-q <x1 — X3 — ;(PM> = my(g — %) (6.154)

und das Biegemoment

I 1
My = (mg+ clxl)E = (Fs+m1g—m1x1)§ (6.155)
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L6.5 Durch Streichung der zweiten und vierten Zeile und Spalte entsteht aus der Nachgie-
bigkeitsmatrix von (6.131) die hier geltende, weil die Koordinaten ¢, und g4 entfallen,
vgl. (6.32):

D_l3 64 24| P |8 3
C48EI | 24 16 | G6EI |3 2 |’

c=p'=% 2 -3
B B =3 8 |”

(6.156)

Aus der kinetischen Energie Wiy, = 1/2 [2mg} + (4m + 2m)43] ergibt sich gemaf
(6.15) die Massenmatrix, vgl. auch (6.34):

M:[Zmﬂ }:m{zo} (6.157)
0 6m 0 6

Damit findet man mit der Bezugskreisfrequenz von (6.134):

3
ml {64 24]{2 0:|_L[128 144}_ LA (6158)

T48EI | 24 16| |0 6| 2| 48 9| o7
Die Eigenwerte A = ©*?/w? folgen gemif (6.84) aus

128 — 4 144

= 22% — 2241 4+ 5376 = 0. 6.159
44 96 — A + ( )

|A— 2E| =

Die Losung dieser quadratischen Gleichung ergibt

5 EI
A1 = 196,664, o} =0,24407—,
g ml

—EI (6.160)
Ay = 27,336, w} =1,75593—.
L2 = 24750 PE

Man vergleiche diese Werte mit denen des Modells mit vier Freiheitsgraden in (6.136).
Die grobere Masseaufteilung bewirkte eine Frequenz-Senkung! Die beiden Eigenvekto-
ren ergeben sich je aus einem linearen Gleichungssystem gemaf3 (6.85):

(128 — A))vy; + 144vy; = 0,  48u;;+ (96 — A)vy; =0  i=1,2.  (6.161)

Mit der Normierung vy; = 1 ergibt sich mit den bekannten Werten von 4; und 1,:
vy1 = 0,476 83, vy = —0,699 06. Damit sind die Elemente der Modalmatrix V alle

bekannt. Man erhilt fiir die Orthogonalititsrelationen der Gln. (6.102) bis (6.105):

. n o 0,82110 0,0 EI
vIcy = diag(y) = = -, 6.162
iag(7:) { 0 »n ] [ 0,0 8,660 4 ] I3 ( )
gl 42 gl
VIMV = diag(uy) — | X1 0 | = | 23642 00 m. (6.163)
0w 00 49321

Sie sind im Rahmen der begrenzten Rechengenauigkeit erfillt.
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L6.6 Zur Beschreibung der Bewegung der einzelnen Korper des Berechnungsmodells wer-

den die Drehwinkel ¢;, ¢, und @3 der drei Zahnrider sowie die Horizontalverschie-
bung x, des Zahnrades 2 eingefiihrt, vgl. Bild 6.11b. Legt man fiir die Urspriinge
der Lagekoordinaten fest, dass ¢(¢; = 0, x, = 0) = 0 gilt, so ldsst sich unter der
Voraussetzung |x;| < r, die Zwangsbedingung

e = x+ e (6.164)

angeben. Sie ist aus Bild 6.11b ,ablesbar, wenn man sich zwischen Zahnrad 1 und
Zahnrad 2 eine unendlich diinne starre Zahnstange angeordnet denkt.
Wird der Vektor der verallgemeinerten Koordinaten gemifd

a= (o1, 92 93)" = (q1, 92, 33)" (6.165)
definiert, so lassen sich die kinetische und potenzielle Energie wie folgt angeben:
1
Wiin = 5 (191 +mi3 + 293 + J3 93] (6.166)
lr . . \2 . .
=5 []M% +m (Tlm - Tzqz) + L3 +]3q§} (6.167)

1 1
Whot = 5 o1 (93 — @1)* + cx3] = 7 [CT (a3 — 6]1)2 +c(ng — szz)z]- (6.168)

Gemif den Beziehungen (6.15) und (6.9) folgen hieraus Massen- und Steifigkeitsma-
trix:

[ h+m? —mnn, 0 [ +m)/l —mnn/l 0
M=| —mnr, Lh+m? 0 |=J-| —mnn/ls (h+mr3)/jz 0
0 0 JE 0 0 1
M (6.169)
i ot + crf —criry  —cp [ (e + cr%)/cT —crirp/er —1
C =| —cnn cr% 0 =cr- —criry/er cr%/cT 0
—CT 0 ‘T —1 0 1
=cr -C. (6.170)

Die Steifigkeitsmatrix C ist singuldr, d.h., es gilt detC = 0, weil das hier betrachtete
System hinsichtlich der Rotation ungefesselt ist. Zur Ermittlung der Eigenfrequenzen
muss entsprechend (6.84) die Determinante der Koeffizientenmatrix des homogenen
Gleichungssystems

(C— &’M)v = (c;C — 0?*JsM)v = ¢ (C— AM)v =0 (6.171)
verschwinden. Das liefert nach vorheriger Division durch ¢ und mit der Abkiirzung
2
1= Lo” ; (w*z = C—T) (6.172)
cr J5

sowie mit den gegebenen Parameterwerten die zu (6.84) analoge Bedingung

3,45-279-2 —3,543,033-4 —1
det(C— AM)=|—-35+3033-1 5—6467-1 0
—1 0 1—-2
— —2 - (13,56 — 23,86756 - 4 + 8,840889 - 12) = 0.

(6.173)
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Hieraus folgt sofort fiir die Eigenwerte:
A=0; A =0812919; A3 = 1,8867. (6.174)

Also ergeben sich wegen (6.172) und mit @ = 2n f die Eigenfrequenzen zu:
* *

fi=0Hz; fo= ;’—n\/zz —3921Hz f3 = ;’—n\/@ —5973Hz.  (6.175)

Werden Feder und Masse des Lagers nicht beriicksichtigt, so ergibt sich ein Schwin-
gungssystem entsprechend Bild 4.3, dessen Eigenkreisfrequenzen sich mit Berticksich-
tigung des reduzierten Trigheitsmoments J,eq = J; + J2(r1/r2)? gemif (4.27) ergeben
als

wr=0, =Ty T (6.176)

]3 r 2
h+th|—
)

Man kann dies auch zum Vergleich mit (6.172) in der Form

=0 A=1+ 5 (6.177)

2
r

h+h (—)
)

ausdriicken, woraus sich mit den angegebenen Parameterwerten A, = 1,5841 ergibt.
Die Grundfrequenz, die mit f; in (6.175) zu vergleichen ist, betrégt bei starrer Lagerung
also

fo) = 5474 Hz. (6.178)

Sie ergibt sich fur den ,reinen Torsionsschwinger® also als viel zu hoch. Die Lager-
elastizitit ist die Ursache dafiir, dass sich die ,, Torsionseigenfrequenz um ca. 15,5 Hz
erniedrigt!

Fazit: Die Schwingformen in Antriebssystemen sind nicht immer reine Torsions-
schwingungen, es konnen auch gekoppelte Schwingungen sein! Zur Klirung bzw.
Deutung der Schwingungen kann es erforderlich sein, Biege- und/oder Lagernachgie-
bigkeiten in die Betrachtungen einzubeziehen. Diese sollten immer dann beriicksichtigt
werden, wenn die Lagersteifigkeiten nicht sehr grofy sind. Analoge Effekte konnen
bei Antriebssystemen, die man zunichst als Torsionsschwinger auffasst, auch dann
eintreten, wenn miteinander kimmende Stirnrader fliegend gelagert sind. Infolge der
Biegenachgiebigkeit der Wellen ist dann auch eine Querbewegung der Réder in der
Ebene moglich.

Struktur- und Parameterdnderungen

Rayleigh-Quotient

Ein Verfahren zur Abschitzung der tiefsten Eigenfrequenz liefert der Rayleigh-
Quotient. Von Lord RavLEIGH stammt aus dem Jahr 1878 folgende Uberlegung:
Wenn ein System mit einer Kreisfrequenz @ und der Schwingungsform v harmo-
nisch schwingt (9 = v sin wt), dann dndern sich die potenzielle und die kinetische
Energie gemif (6.7) und (6.16) folgendermafien:

1 . ?
Woot = szC'u sin® of, Wiin = TvTMv cos’ wt. (6.179)
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Die Steifigkeitsmatrix C darf nicht singulir sein, d. h. det C # 0.

Die potenzielle Energie hat ihr Maximum bei wt = n/2. Hierfiir ist Wiy, = 0.
Andererseits ist beim Durchlaufen der statischen Ruhelage (ot = =) die potenzielle
Energie W,o; = 0 und die kinetische Energie hat ihren Maximalwert. In konservati-
ven Systemen gilt

o’ ¢ L
Wiin + Wpot = Wiinmax + 0 = T’U Mv =0+ Wpotmax = E’U Cv. (6.180)

Man kann diese Beziehung nun zu einer Abschitzung von @, verwenden, wenn
man eine Niherung v fiir den Eigenvektor v; kennt. Mit einer geschitzten (weil
nicht genau bekannten) Amplitudenverteilung der ersten Eigenform kann man die
erste Eigenkreisfrequenz annihernd berechnen. Es ldsst sich zeigen, dass die damit
berechnete Eigenkreisfrequenz wg stets hoher als der exakte Wert e, liegt. Die aus
der Energie-Bilanz von (6.180) folgende Abschitzung bezeichnet man als Rayleigh-

Quotient:
n
2
5 , vliCv -zf%pi
< of = == . 6.181
1S ORT UM z": ? ( )
MiDP;

=1

Dies ist zwar nur eine Ungleichung, aber sie erlaubt mehrere Abschitzungen. Von
allen Ndherungen fiir die Grundschwingungsform v ist diejenige am besten (d. h. v,
am nichsten), die den kleinsten Wert wp liefert.

Eine weitere Abschitzung fiir w7 liefert der nach R. GRaMMEL (1889-1964)
benannte Quotient, der dhnlich wie der Rayleigh-Quotient begriindbar ist, vgl.

(6.117):
n
zﬂipiz
5 5 v Mv v (Mv) -1
o < 02 = _ _ , (6.182)
vIMDMv  (Mv)'D(Mv) c 2 2
Z#ipi/wi

i=1

Sie ist zu bevorzugen, wenn D anstelle von C vorliegt.
Der Rayleigh-Quotient und der Grammel-Quotient liefern eine obere Schranke
fiir die tiefste Eigenfrequenz, d. h., die wirkliche Eigenfrequenz liegt immer darunter.

6.4.2
Sensitivitat von Eigenfrequenzen und Eigenformen

In der Konstruktionspraxis tritt manchmal die Frage auf, durch welche Mafinahmen
man die Eigenfrequenzen und Eigenformen einer Maschine beeinflussen kann. Es
interessiert dabei, wie sich Struktur- und Parameterdanderungen auswirken und
welche Anderungen an welchen Feder-, Masse- oder geometrischen Parametern man
vornehmen muss, um ein bestimmtes spektrales oder modales Verhalten zu erzielen.
Bei der Identifikation von Berechnungsmodellen spielt die Berechnung des Ein-
flusses von Parameterdnderungen eine grofle Rolle. Eng damit verbunden ist die Fra-
ge nach der Sensitivitit der Resultate gegeniiber moglichen Parameterdnderungen.
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Die variablen Parameter eines Modells, z. B. Massen 11, Federkonstanten ¢, Lin-
gen [ u. a. werden im folgenden einheitlich mit x; bezeichnet. Parameteranderungen
Axy = xp — Xpo, welche die Differenz zwischen den urspriinglichen (x) und den
neuen Parameterwerten x; darstellen, fiihren zu Anderungen der Systemmatrizen

AC = C(xk) —C(xko) =C— C(), AM = M(xk) —M(xko) =M — Mo.(6.183)

Werden die Eigenformen des urspriinglichen Systems mit v,y bezeichnet, so gilt
wegen (6.117) bei verdnderten Parameterwerten mit zunédchst unbekannten A @; und
A'Ui
. Av)T(C AC) (v Av;
0! = o} + Aa? = (20 T AV (Co + AWy + Avi) (6.184)
(vip + Av;))T(Mo + AM)(vjo + Av;)

Wenn man annehmen kann, dass sich die Eigenschwingform infolge der Parameter-
inderung nur wenig dndert, sodass Av; ~ 0 ist, und dass die Parameterinderung
klein ist (|| AC ||<|| Co ||, || AM ||<]|| My ||), so ergibt sich aus (6.184) in erster
Niherung

Aol = o (viTOACviO v%AM’viO) v ACw; , VEAMw;,

;= ;] = — . (6.185
! 0 U%Movio 0 U;%Movio ( )

T T
viOCOUiO ’UiOM()’U,‘()

Falls die Parameterinderungen nur Massen und Federn betreffen, so sind mit den
variablen Masse- und Federparametern »7; und ¢; die Entwicklungen mit dimensi-
onslosen Matrizen C;, und M,

C =Y Gy M =Y mM; (6.186)
k k

AC =Y AGCy, AM =Y Am;M; (6.187)
k k

moglich, vgl. (6.183) und das Beispiel in Abschnitt 6.4.5.2. Damit folgt ftr (6.185)
der einfachere Ausdruck

Ac; Amj,
Aw} = o, 2 (Vik £ — i k) (6.188)
k i HMi
mit den so genannten Sensitivitits-Koeffizienten
_ Vi _ du;
Yik = vCrvip = d—l tix = vigMyvip = —, (6.189)
(o dmy

deren Summe den modalen Federkonstanten und modalen Massen entspricht, wie
aus (6.104), (6.105) und (6.183) folgt:

Yi= D Yo Mi= X, Hmy (6.190)
% %

Man vergleiche dazu die Ausfiihrungen zum Torsionsschwinger in Abschnitt 4.2.1.2,
z.B. (4.30).

Wie aus (6.185) bis (6.188) hervorgeht, dndern sich im Allgemeinen alle Ei-
genfrequenzen bei einer Parameterdnderung Ax; unterschiedlich. Die Sensitivitits-
Koeffizienten driicken quantitativ aus, was der erfahrene Praktiker aufgrund physi-
kalischer Vorstellungen nur qualitativ voraussagen kann. So hat z. B. die Anderung
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einer Masse in der Nihe eines Schwingungsknotens auf die betreffende Eigenfre-
quenz wenig Einfluss und der Sensitivitits-Koeffizient einer Masse wird dann grof3,
wenn sich diese Masse im Schwingungsbauch einer Eigenform befindet.

Um zu ermitteln, wie sich Parameterinderungen auf die Eigenformen aus-
wirken, wird von dem Eigenwertproblem (6.79) ausgegangen. Unter Verwendung
der durch GIl. (6.71) bekannten Modalmatrix Vo = (v19, V20, ..., Uyo) und der
Abkiirzung 4 = diag(w3) kann fiir die Gesamtheit aller Eigenwertprobleme des
urspriinglichen (Index 0) und des modifizierten Systems (mit Parameterdnderungen
AC und AM) geschrieben werden:

C0V0 - MoVQﬂ,Q =0

(Co+ AC) (Vo + AV) — (Mo + AM)(Vo + AV)(Ao + A1) = o. (6.191)

Da fur das unverdnderte System die Gleichung CoVy — MyVd o = o erfiillt ist,
vereinfacht sich (6.191), und bei Vernachlissigung aller Terme von Anderungen
zweiter Ordnung verbleibt:

C()AV + ACVO — M()V()Aﬂ. — MoAV).O — AMV()).O = 0. (6192)

Wird diese Gleichung von links mit V| multipliziert, und dabei die Anderung
der Eigenformen mit den zunichst unbekannten Elementen der Sensitivititsmatrix
K = ((ki;)) und den bekannten Eigenformen durch

AV =VoK"  oder  Av; = kijvj, i# ] (6.193)
j=1

ausgedriickt, mit Berticksichtigung von (6.112), so folgt
diag(y))K™+VIACV,— diag(u;)AA — diag(u;) K™ Ao~V AMV Ao =o0. (6.194)

Schreibt man diese Matrizengleichung ausfiihrlich, so erkennt man deutlicher, wie
die einzelnen Elemente aufgebaut sind. Verlangt man die Erfiillung des ii-ten Ele-
ments, so erhilt man eine bereits durch (6.185) bekannte Beziehung, aus der sich
die Eigenfrequenzidnderung berechnen lisst:

viTOAC'viO — uAw? — viT()AMviwao =0. (6.195)
Aus dem ij-ten Element des Gleichungssystems (6.194) folgt

vikji + v%ACvjo - ,ujkjia)?o — 'v;f)Avajoa)JZ.O =0. (6.196)
Daraus lassen sich die Sensitivitits-Koeffizienten kj; bzw. k;; der Eigenformen be-

rechnen. Setzt man sie mit y; = ,uia)]z0 in (6.193) ein, so erhilt man die gesuchte
Formel zur Berechnung der Eigenforminderungen (i = 1,2, ..., n):
n v]TO(AC — 0hAM)v;,

Avi =Y Vo, i# ] (6.197)
j=1 Yi — 7/]

Die Normierung u; = u; = 1 ist Bedingung. Die verdnderte Eigenform ist damit
v; = vjp+Awv;. Die Anderung der Eigenformen hat bei kleinen Parameterinderungen
meist nur geringen Einfluss auf die Eigenfrequenzen, sodass man sich, wenn nur Ei-
genfrequenzinderungen interessieren, mit den einfachen Formeln (6.185) begniigen
kann.
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Aus (6.185) und (6.197) kann man Bedingungen dafiir herleiten, wann sich
Eigenfrequenzen oder Eigenformen trotz Parameterdnderungen nicht dndern. Wird
z.B. die Federmatrix oder die Massenmatrix in allen Elementen proportional ver-
andert (AC ~ C oder AM ~ M), dann dndern sich zwar alle Eigenfrequenzen, aber
nicht die Eigenformen. Beispielsweise vergrofern sich alle Eigenfrequenzen um den
Faktor /2, wenn alle Federkonstanten um den Faktor 2 vergroflert werden.

, L
027\
(T
C oA TJ C;i
51 =16,31 (1)_1 =2198 51 =22,37
e
— ' = ~
@ 17,53 w,= 22,37 w," 28,25 R
. - | | gy — T
Wy=122,37 ma- 24,29 53' 33,00
¢ =160 t=320 € -640

Bild 6.12 Einfluss der Stiitzfederkonstante ¢ auf Eigenfrequenzen und Eigenformen
eines Balkens (¢ = ¢’ /EI, A} = ®; = ;\/0AI* /EI)

Ebenso gibt es Parameteranderungen, bei denen sich nur die Eigenformen,
aber nicht die Eigenfrequenzen dndern, vgl. dazu Bild 6.12. Diese Tatsachen muss
der Ingenieur im Auge behalten, damit er nicht aus der Ubereinstimmung von
gemessenen und berechneten Frequenzen oder Formen voreilig auf die Richtigkeit
eines angenommenen Berechnungsmodells schlief3t. Bei der Identifikation eines Be-
rechnungsmodells, d. h. bei der Ermittlung der Parameterwerte, miissen sowohl die
Eigenfrequenzen als auch die Eigenformen und das statische Deformationsverhalten
in Betracht gezogen werden.

Zum Einfluss von Parameteranderungen auf Eigenfrequenzen kann man aus den
angegebenen Formeln folgende Regeln ableiten, die fiir die Konstruktionspraxis von
Bedeutung sind:

1. Bei einer Vergrolerung einer Masse an irgendeiner Stelle eines Schwingers wer-
den im allgemeinen samtliche # Eigenfrequenzen erniedrigt — bei einer Massen-
verkleinerung erhoht.

2. Bei einer Vergroflerung der Steifigkeit an irgendeiner Stelle eines Schwingers
werden im allgemeinen samtliche n Eigenfrequenzen erhoht — bei einer Steifig-
keitsverkleinerung erniedrigt.

3. Liegt eine Masse in einem Schwingungsknoten einer Eigenform, so hat ihre
Anderung auf die zugehorige Eigenfrequenz keinen Einfluss.

4. Massendnderungen haben an Stellen grofler Amplituden (Schwingungsbauch)
einer Eigenform den grofiten Einfluss auf die zugehorige Eigenfrequenz.
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5. Steifigkeitsinderungen sind am wirkungsvollsten an Federn mit grofSer Formin-
derungsarbeit, ihre Wirkung ist somit ebenfalls fiir die verschiedenen Schwing-
formen unterschiedlich.

6. Zusitzliche Bindungen (Verstrebung, Einspannung, Lager) erhohen alle Eigen-
frequenzen, verminderte Bindungen (Zusatzgelenk, verminderter Grad der sta-
tischen Unbestimmtheit) senken die Eigenfrequenzen.

7. Nach lingeren Betriebszeiten von Maschinen sinken die Eigenfrequenzen meist
ab, da sich verschiedene Bindungen lockern (Risse, Spiel).

8. Hohe Eigenfrequenzen erreicht man, wenn in Stabtragwerken nur Zug- und
Druckkrifte tibertragen werden.

9. Um Eigenfrequenzen wirksam zu verschieben, sollen Masse- und Steifigkeitsin-
derungen moglichst mit entgegengesetzter Tendenz vorgenommen werden.

10. Durch Verkiirzung (Verlingerung) von Balken oder Stiben lassen sich Eigenfre-
quenzen stark vergroflern (verkleinern).

6.4.3
Reduktion von Freiheitsgraden

Frither war der Ingenieur bereits bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen
»vorsichtig® und hat im Modell so wenig wie moglich und nur so viel wie notig
Koordinaten beriicksichtigt, um Rechenaufwand zu sparen. Die Wahl der Struktur
eines Minimalmodells basierte oft auf langjahrigen Erfahrungen. Seit der Entwick-
lung der Computermethoden (z. B. der FEM), bei denen man formal und schnell
zu einer grofSen Anzahl von Freiheitsgraden kommt, benotigt man Verfahren zur
systematischen Vereinfachung der Berechnungsmodelle, weil zu viele Freiheitsgrade
des Modells oft tiberfliissig, d. h. physikalisch sinnlos sind.

Die im folgenden beschriebene Methode der statischen Kondensation von
GuyaN (1965) bietet eine Moglichkeit, Freiheitsgrade und damit Rechenzeit und
Speicherplatz zu reduzieren. Sie ist z. B. angebracht, wenn ein kompliziertes Modell
fiir eine statische Berechnung vorliegt, da dynamische Untersuchungen meist mit
weniger Freiheitsgraden auskommen. Beim Zusammenbau von Substrukturen kann
diese Methode benutzt werden, um die Matrizen einzelner Substrukturen vor dem
Zusammenbau zu der Gesamt-Steifigkeitsmatrix auf die Koordinaten der Verbin-
dungspunkte zu kondensieren.

Der Koordinatenvektor g eines grolen Systems wird in n1 externe Koordinaten
(engl. ,master-degrees®) q,, die in der Rechnung verbleiben, und 72 interne Koor-
dinaten (engl. ,slave-degrees) q,, die beseitigt werden, aufgeteilt: qT = (q?, q}).
Es gilt fir die Freiheitsgrade n = nl + n2. Es empfiehlt sich, solche Koordinaten
zu eliminieren, welche die Wege relativ kleiner Massen oder die Drehwinkel relativ
kleiner Tragheitsmomente beschreiben.

Bei der folgenden Uberlegung werden zunéchst die Massenkrifte vernachlassigt,
sodass von der Bewegungsgleichung Mg + Cq = f nur folgende statische Beziehung
verbleibt, die in der angegebenen Weise partitioniert wird:

| Cu Co|la | _| fi]_
e[ ][] 1]
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Dabei ist Cy; eine (nl X nl)-Matrix, Cy, eine (n2 X n2)-Matrix und CTZ = Cy; sind
Rechteck-Matrizen. Aus der unteren Zeile folgt die Beziehung

4 = —C5Cnq, +Cy f, = =84, +C3; f. (6.199)
Es ist zweckmiflig, zur Abkiirzung die (n2xn1)-Rechteckmatrix

S =C,Cy = (CL,CH)T (6.200)
einzuftihren. Aus der oberen Zeile von (6.198) folgt damit

fi=Cuq, +Cug, = Cuq, — CSq, +S'f,. (6.201)

Definiert man fiir das kondensierte System mit n1 Freiheitsgraden den reduzierten
Kraftvektor

frea=F1=CuCl fy = f, = S'f, (6.202)
und die reduzierte Federmatrix
Cred = Ci1 — C12C5,'Cyy = Cyy — §'Cyy, (6.203)

so kann anstelle von (6.201) Cieqq; = f.q geschrieben werden.

Die Massematrix wird analog zur Federmatrix partitioniert. Um den Einfluss der
Massenkrifte niherungsweise zu berticksichtigen, wird gefordert, dass ihre virtuelle
Arbeit am urspriinglichen System ebenso grof sein soll wie die am kondensierten
System:

" My, M, q Tag
5q"Mg = [8q', 5q° = 5q"M, 4, (6.204)
q Mq 9,09 M, M, i 4, Mredqy
Eliminiert man gemif (6.199) fiir f, = 0 die internen Koordinaten, wird daraus
M, M E
S Meeally = 64, [E, =S| V1 - (6.205)
4, Mredq, Ul My, My, _s 14

Beachtet man die Identitit von ML, = M1, so folgt daraus durch Koeffizientenver-
gleich die Formel fiir die reduzierte Massenmatrix (11 X nl):

Mg = My, — My, S — STM;, + S™M);S. (6.206)
Die Eigenfrequenzen, die sich aus dem reduzierten Eigenwertproblem
(Crea — szred)vred =0 (6.207)

ergeben, liefern eine Naherung fiir die n1 unteren Eigenfrequenzen. Die Eigenfre-
quenzen der Ordnungen i > nl existieren dann nicht mehr, sie wurden mit den
internen Koordinaten vernachlissigt. Das reduzierte System besitzt eine geringere
Massentragheit, aber dieselbe Steifigkeit, und deshalb sind alle seine n1 Eigenfre-
quenzen etwas grofier als die derselben Ordnungen des urspriinglichen Systems, vgl.
auch Losung L6.9.

Die Eigenvektoren, die mit denen des urspriinglichen Systems vergleichbar sind,
ergeben sich wegen (6.199) folgendermaflen aus denen des kondensierten Systems:

() E] .
B=| e | = o0, =12 ...,nl (6.208)
_C22 C21vred —S
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6.4.4
Einfluss von Zwangsbedingungen auf Eigenfrequenzen und Eigenformen

Eine wirksame Mafinahme zur Erh6hung der Eigenfrequenzen eines Schwingungs-
systems stellen Versteifungen durch in Lingsrichtung praktisch undeformierbare
Streben dar, die sich mathematisch als Zwangsbedingungen zwischen den Koordi-
naten beschreiben lassen. Es interessiert eine allgemeine Methode zur Erfassung des
Einflusses solcher Zwangsbedingungen auf die Eigenfrequenzen.

Der Formalismus zur Erfassung des Einflusses von starren Stiitzen und Streben
entspricht demjenigen zur Reduktion von Freiheitsgraden.

Die hier vorliegenden Zwangsbedingungen konnen durch r lineare Beziehungen
zwischen den Koordinaten in der Form

q=T q, (6.209)

ausgedriickt werden. Die Matrix T ist dabei eine Rechteckmatrix mit n Zeilen und
(n — r) Spalten. Ihre Elemente ¢ folgen aus den jeweiligen Zwangsbedingungen.

Infolge der auferlegten Zwangsbedingungen entsteht aus dem urspriinglichen
System ein neues, welches nur noch (n — r) Freiheitsgrade hat, sodass ebensoviele
Koordinaten ausreichen, um dessen Verhalten zu beschreiben. Die verbleibenden
Koordinaten werden im Vektor g, erfasst.

Die Beziehungen fiir die potenzielle und die kinetische Energie des urspriingli-
chen Systems werden umgeformt und mithilfe von (6.209) durch die neuen Koordi-
naten ausgedriickt, vgl. (6.16):

Whot = %qT-C-qZ % (T-q) C-Tq= %qf-cl "4 (6.210)

Wiin = %qT-M-q: % (T-q) M- T-g = %qﬁMl gy (6.211)
Dabei folgen aus dem Koeffizientenvergleich unter Benutzung der Relation

(T-q) =q" - T" (6.212)
die Matrizen fiir die Bewegungsgleichungen:

M4, +Ciq, =0 (6.213)
mit

C=T"-C-T; M =T"-M-T. (6.214)

Die Eigenfrequenzen und Eigenformen des durch starre Bindungen versteiften Sys-
tems ergeben sich aus der Losung des Eigenwertproblems

(C, — 0*M))v = o. (6.215)

Infolge der zusatzlichen Zwangsbedingungen erhéhen sich im allgemeinen alle Ei-
genfrequenzen, wobei diejenigen am starksten betroffen sind, deren Eigenformen am
starksten behindert werden. Es bleiben diejenigen unverandert, deren Eigenformen
infolge der Stiitzung nicht beeinflusst werden.

Als Beispiel wird das Gestell betrachtet, dessen Massen- und Steifigkeitsmatrix in
Tabelle 6.3 (Fall 2) angegeben sind.
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a V2 Uz b)

my M

Stutze

EI = const.
2My =my =m3=my = Zm

g3

Bild 6.13 Maschinengestell

a) Systemskizze mit Parametern und Koordinaten
b) Kennzeichnung der starren Stiitze

¢) zur Erlduterung der Zwangsbedingung (6.216)

Eine Pendelstiitze gemif3 Bild 6.13b behindert die Bewegung der Masse 11, in Rich-
tung dieser Stiitze, aber sie erlaubt die Bewegung senkrecht dazu. Der horizontale
Weg der Masse m, entspricht der Koordinate g3, ihr vertikaler Weg ist g, vgl. Bild
6.13a und b. Infolge der angebrachten Stiitze konnen sich ¢, und g3 nicht mehr
unabhingig voneinander verdndern. Es gilt die Zwangsbedingung

G = ¢5 - tan a. (6.216)

Dabei wurde vorausgesetzt, dass die Anderung des Winkels « infolge der Verschie-
bungen ¢, und g3 vernachlissigbar klein ist.

In den Vektor qf = [q1, g3, q4] werden nur noch drei (n — r = 3) Koordinaten
aufgenommen. Damit erhilt (6.216) in Matrizenschreibweise gemafd (6.209) die
Form

1
0 tana O
q= Zj =10 1 g | =T-q,. (6.217)
@ 0 o0 1 G

Durch Koeffizientenvergleich lisst sich aus (6.217) die Transformationsmatrix T
gewinnen. Gemif$ (6.214) ergeben sich mit der in der Aufgabenstellung gegebenen
Federmatrix, vgl. Tabelle 6.3, Fall 2:
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1 0 00 26 —59 9 —12 1 0 0
C — 48E1 10 tane 10 —59 160 —54 72 0 tano O
V™ 971 0 0 01 9 —54 74 —131 0 1 0
—12 72 —131 304 0 0 1
(6.218)
ASE] 26 —59%tana +9 —12
C = 97D | =59tana +9 160tan’ @ — 108tan o + 74 72tan o — 131 |.
—12 72tan o — 131 304
Fiir die Massenmatrix folgt analog mit M aus Tabelle 6.3, Fall 2:
- 1 0 0 0 1 0 0
1 0 00 02 00 0 tano O
Mi=m-| 0 tanax 1 0
0 0 01 0050 0 1 0
L 10 0 0 2 0 1
! 0 0 ]
M, =m-| 0 2tan’a+5 0 |. (6.219)
0 0 2

Die Eigenkreisfrequenzen fiir das unverinderte System mit den in der Aufgabenstel-
lung gegebenen Matrizen sind bekannt, vgl. (6.143) und Bild 6.14. Mit den Matrizen
gemif3 (6.218) und (6.219) ergeben sich die Eigenkreisfrequenzen fiir das System mit
Stiitze aus der Bedingung

det (C; — @*M,;) =0, (6.220)

vgl. (6.27) und (6.215).

In Bild 6.14 sind die mit einem Eigenwertprogramm gewonnenen numerischen
Ergebnisse aufgetragen, welche (6.220) erfiillen. Die drei Verldufe illustrieren, wie
stark und wie unterschiedlich sich die Eigenkreisfrequenzen infolge der um den
Winkel o geneigten Stiitze andern.

Da das verbleibende System im Vergleich zum urspriinglichen System einen
Freiheitsgrad weniger hat, existieren nur diese drei Eigenkreisfrequenzen, und es ist
w4 — 00. Alle Eigenkreisfrequenzen sind infolge der Stiitze hoher als beim urspriing-
lichen System, vgl. die allgemeinen Aussagen zu Struktur- und Parameterdnderungen
in Abschnitt 6.4.

Das Minimum der Kurve o; /" entspricht der ersten Eigenkreisfrequenz des
urspriinglichen Systems, und zwar tritt dieser Minimalwert dann auf, wenn die
Stiitze die urspriingliche erste Eigenform nicht behindert, vgl. Bild 6.8.

Aus (6.216) ergibt sich der Winkel ¢;, in dessen Richtung die Masse 1, beim
urspriinglichen System bei der i-ten Ordnung schwingt. Steht die Stiitze senkrecht
zu dieser Schwingrichtung, beeinflusst sie diese Form nicht, d. h., die betreffende
Eigenkreisfrequenz bleibt unveridndert. In Tabelle 6.5 sind die Stiitzenwinkel «;
berechnet worden, welche die urspriinglichen Eigenformen an der Stiitzstelle nicht
storen. Die Verldufe der Eigenkreisfrequenzen in Bild 6.22 zeigen fiir diese Winkel ¢;
Extremwerte von der Grofle der Eigenkreisfrequenzen des urspriinglichen Systems.
Die Tatsache, dass es sich um Extremwerte handelt, ldsst sich mit der Eindeutigkeit
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der Stiitzenwinkel ¢; (im relevanten Bereich von 0°. .. 180°) erkliren, fiir die die i-te

Eigenform nicht behindert wird.

]
12
L Strebe (45°)

1.0F ® 0,958

0.8

Bezogene Eigenkreisfrequenz

g ,4‘-4 \/,«

0.6 |
¢ 0.487 ]
, ]
04 ! 1
- ! 0.2195
1
021 | ]
- ' 0,089 | :
a © ]
0,0807 ]
0 20 40 60 80 o, 100 o, 120 140 160 180
o 3 4 a
1 .0 2
Stitzenwinkel 11 o
Bild 6.14 Abbhingigkeit der Eigenfrequenzen vom Stiitzenwinkel o
Tabelle 6.5 Rechenergebnisse
Ordnung | Komponenten der urspriing- Stiitzen- Stiitzenwinkel
lichen Eigenvektoren Neigung
i Vo; V34 tan o; = v;/v3; o; in Grad
1 0,4774 0,5014 0,9521 43,6
2 0,3391 —0,4979 —0,6810 155,7
3 —1,1280 —0,0431 26,1717 87,8
4 —1,7878 0,7117 —2,5120 111,7
6.4.5

Beispiele zur Reduktion von Freiheitsgraden

6.4.5.1

Einfaches Gestell (von vier zu zwei)

Die Steifigkeitsmatrix, die in 6.2.2.2 fiir das Gestell mit vier Freiheitsgraden auf-
gestellt wurde, soll vereinfacht werden, indem die Drehwinkel, die durch die Ko-
ordinaten g3 und g4 beriicksichtigt worden waren, nicht mehr als Koordinaten
berticksichtigt werden, vgl. Bild 6.3.
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Der Vektor der externen Koordinaten q, enthilt die verbleibenden generalisierten
Koordinaten. Die Aufteilung des Koordinatenvektors

q—[ql ; ql—[ql ; qz—[%] (6.221)
9

q2
bedingt eine Aufteilung der Federmatrix (6.43) in Teilmatrizen, vgl. (6.198). Es wird
Iy =1, =lund B, = B, = 2EI/IP gesetzt. Insbesondere interessieren hierbei Cy, und
deren Kehrmatrix, die man durch Matrizeninversion berechnen muss. Man findet

2EI | 6 0 2EI | 3] 3]
C11=—[ ]’ CIZZ_[ 1:C§1’

B lo 6 B o 3l
2EI | 212 2 I 4 —1
C —_ Q5 > C71 = —
2T [ 12 412] 2 7 14E] [ 1 2]
Damit kann man S berechnen, vgl. (6.200):
I 4 —1 |2EI| 3] 0 313 —1
§=C,'Cyy = — i == ) 6.223
222 14E1[—1 2]13[31 311 7ll1 2] ( )

Durch Anwendung von (6.203) gewinnt man aus (6.222) und (6.223) die reduzierte
Federmatrix:

(6.222)

Cred =Ci1 — S'Cyy

2EI [ 6 0 3] 3 126131 0
Cre‘i_l_3lo 6]_ﬁl12]l_3[31 31] (6.224)

6EI | 2 —3
Coog = —
red = 73 [—3 8]

Das ist die aus 6.2.2.1 bekannte und dort auf anderem Wege (Bildung der Kehrmatrix
aus D) ermittelte Federmatrix des Modells mit zwei Freiheitsgraden, vgl. (6.32).

6.4.5.2
Textilspindel (zur Sensitivitat)

Bild 6.15a zeigt das Berechnungsmodell einer Textilspindel, vgl. auch Bild 6.31. Auf
der abgesetzten Welle sitzt die Packung (Masseparameter: m,, J,). Die Welle stiitzt
sich auf ein Gehiduse, welches einem elastisch gelagerten starren Korper entspricht,
der durch die Masseparameter m1; und J; gekennzeichnet ist. Es interessiert der Ein-
fluss der Masseparameter auf die Eigenfrequenzen und Eigenformen. Insbesondere
soll berechnet werden, wie sich eine Vergroflerung der Masse 171, um 20 % auf die
ersten beiden Eigenfrequenzen und auf die vier Eigenformen auswirkt.
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Die Massenmatrix dieses Systems ldsst sich gemaf (6.186) als Summe

my +my mh —m, 0 0
M= | ™M om0 . (6.225)
0 0 mya® +m;  mpab — m;

0 0 miab — my  mb* + m;

darstellen, wobei die Masseparameter einheitlich die Dimension einer Masse erhal-
ten. Es gilt

m) =m; = 0,5kg, m, = % =0,25kg
. . b (6.226)
my = E = 0,0486 kg, my = E =0,3516 kg.

Die zugehorigen Matrizen M sind dimensionslos (a = Is/I;, b = Is/1,):

00 0 0 [1 1.0 0
— 00 0 O — 1 100
M=100a a M=106 000
| 0 0 ab V? (0000
(6.227)
00 0 0 1 -1 0 0
— 00 0 O — -1 1 00
Mi=1o0 1 -1 Mi=1 6 000
|0 0 —1 1 0 000
Mit den Zahlenwerten des realen Systems gilt fiir die Massenmatrix
0,6016 —0,1016 0 0
-0,1016  0,6016 0 0
Mo=1 " 0 01354 00729 | "8 (6.228)
. 0 0 0,0729  0,2188
und fiir die Nachgiebigkeitsmatrix
0,54220  0,12090  0,02722 —0,16993
D, — 0,12090  0,03486  0,01355 —0,03394 mm)/N. (6.229)

0,02722  0,01355  0,01019 O
—0,16993 —0,03394 0 0,10194

Die Modalmatrix folgt aus der Losung des Eigenwertproblems (6.80) zu

1,2834  0,1967 —0,1574 —0,0180
0,2856  0,44664  1,1043 —0,4586
Vo= 0,0625  0,5778 0,9121 2,7983 (6.230)

—0,4150 1,7639  —1,05548 —1,0827

= V1o 5 V2o > V30 > V4 ]
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Die Eigenformen vj sind in Bild 6.15 dargestellt.
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Bild 6.15 Textilspindel; a) Berechnungsmodell, b) Eigenformen v;,

Vi1
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Viq
b)

Viz Vi3
N
V.
Var 23
V33
V32
Vi Va3

Vig

\ V4

V34
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Um zu untersuchen, wie stark sich die Anderungen der Masseparameter auf die Ei-
genfrequenzen auswirken, wurden die Sensitivitits-Koeffizienten s, gemif (6.189)
berechnet. Sie sind gemeinsam mit den Eigenkreisfrequenzen w;, und den modalen
Massen y;, die aus (6.112) folgen, in Tabelle 6.6 angegeben. Man kann sich davon

iiberzeugen, dass die Zahlenwerte (6.190) erfiillen.

Tabelle 6.6 Sensitivitits-Koeffizienten und modale Massen
des Berechnungsmodells einer Textilspindel

Sensitivitits-Koeffizienten Eigenkreis- | modale

(dimensionslos) frequenzen | Massen

i i Hiy Hi3 Hig wipins~' | pjinkg
1] 0,0468 | 2,463 | 0,228 | 0,995 55,15 1,000
2 | 1,612 0,414 | 1,407 | 0,0625 | 278,2 1,000
3 | 0,0560 | 0,897 | 3,871 | 1,592 4739 1,000
4 | 0,285 0,227 | 15,06 | 0,194 2974 1,000

Exemplarisch sei hier die Berechnung eines der Sensitivitits-Koeffizienten angege-

ben:

—_ T ar
U3 = v)M3v5

(6.231)
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0 O 0,1967
0 0 0,4466
1 -1 0,5578
-1 1 1,7630

s = [0,1967; 0,4466; 0,5778; 1,7630]

o O O O
o O O O

= 1,407.

An den Zahlenwerten in Tabelle 6.6 ldsst sich erkennen, welch wesentliche Unter-
schiede vorhanden sind. Man sieht z. B. sofort, dass die zweite Eigenfrequenz (i = 2)
stark durch die Masse m;(u;; = 1,612) und weniger durch das Tragheitsmoment
J>(ur4 = 0,0625) beeinflusst wird. Eine Anderung von m; wirkt sich relativ wenig
auf die erste und dritte Eigenfrequenz aus, vgl. dazu Bild 6.15.

Falls die Masse m, von urspriinglich m, = 1 kg um Am, = 0,2 kg vergrofert
wird, so dndern sich die ersten beiden Eigenfrequenzen gemifl der Niherung von
(6.184) und (6.188):

U A

®; = w41 — =51,6s5""
M
(6.232)
A £
0y = oy |1 =222 575 461
)25)

Die exakten Werte, die durch die Losung des Eigenwertproblems mit den verinderten
Parameterwerten erhalten wurden, sind @; = 52,04 s~! und w, = 275,6 s~. Die
Genauigkeit der Ndherung ist also recht gut.

Nun soll noch berechnet werden, wie sich die Eigenformen dndern, wenn diese
Massednderung Am, = 0,2 kg vorgenommen wird. Aus der allgemeinen Beziehung
(6.197) folgt speziell fiir den hier vorliegenden Fall mit AC = 0 und AM = Am, - M,
vgl. (6.187) und (6.225):

T M,v;

jot¥12vi0 . .

Av; = —wpA 22 ]_y vi, iF# ] (6.233)
j=1 J

Damit das Bildungsgesetz deutlicher wird, soll diese Gleichung fiir i = 1 und i = 2
ausgeschrieben werden:

20 30
n—m"" n—u Y1 — Va4
'U]()MZ'UZO

T A T Ar T
¢ v MZUIO v Mz'l)l() v M2'U10
Av, = — o, Am, [0 + -2 Vg + —2 v+ 22000

T3 T4 (6.234)
v v v v
v+ 0 22y 20,

Avy = —w3Am [
-N Y2—17 Y2~ Va

Setzt man die Zahlenwerte fiir dieses Beispiel ein, die fiir die Modalmatrix aus (6.230)
fiir die Eigenkreisfrequenzen und modalen Massen aus Tabelle 6.6 bekannt sind, so
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ergibt sich mit y; = y;w3 fiir die Anderungen der Eigenvektoren zunichst

Avy = ( 0 + 135,8vy + 67,08v3 — 0,8457v49 )07, -
Av, =(—1358v;0+ 0+ 41,41vs) — 0,3457v4 ) @3 -
Avs = (—67,08v10 — 41,41vy + 0 —0,5235v4 )03, -
Av, = ( 0,8457v1 + 0,3457v5 + 0,5235v30 + 0 ol -

(6.235)

>~ o o o

mit k = Amj - 1077 kg™ 's?

Mit Am, = 0,2 kg ist Am; = 0,05 kg, und nach dem Einsetzen aller Zahlenwerte
erhilt man folgende Anderungen der Eigenvektoren:

0,00024 [ —0,0699 |
0,00205 0,0027
A'Ul - > A’UZ = >
0,00209 0,0109
0,00258 0,0050
- - (6.236)
—0,1058 0,0474
—0,0420 0,0432
Av3 == > A/v4 =
—0,0332 0,0324
| —0,0501 | —0,0127 |

Man sieht, dass alle Anderungen im Vergleich zu den Elementen der Modalmatrix
(6.182) klein sind und die lineare Niherung berechtigt ist. Berechnet man die
neuen Eigenvektoren v; = vj + Av; des gednderten Systems, so erhilt man auf
drei giiltige Ziffern genau dieselben Werte wie bei der exakten Losung des neuen
Eigenwertproblems, vgl. dazu auch Bild 6.15.

6.4.5.3
Tragwerk (Reduktion von zehn auf fiinf)

Das in Bild 6.4 dargestellte Tragwerk mit 10 Freiheitsgraden, von dem die System-
matrizen durch (6.62) und (6.63) und die Zahlenwerte aus Abschnitt 6.3.4.3 bekannt
sind, soll auf ein System mit fiinf Freiheitsgraden reduziert werden. Als interne
Koordinaten werden q;F = (41, 94> 96> 97> gs) betrachtet, als externe Koordinaten
4\ = (42 95 G5 99 G10)-

Aufgrund der in vorliegendem Lehrbeispiel aus Bild 6.10 bekannten Eigenformen
ist zu beachten, dass die Masse des oben befindlichen Starrkorpers bei den niederen
Eigenformen teilweise in Gegenphase zum Rahmen schwingt. Trotz seiner Kleinheit
sollte dieser Korper nicht vernachlissigt werden, weil seine Bewegung sonst quasi-
statisch der des Rahmens an den Feder-Koppelpunkten folgen wiirde.

Entsprechend der Aufteilung in externe und interne Koordinaten sind die Ele-
mente der Masse- und Federmatrix neu zu ordnen. Da die Massenmatrix eine
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Diagonalmatrix ist, ist Mj; = M;; = 0. Die partitionierte Massenmatrix besteht aus
den beiden Teilmatrizen

M, = diag(10m, 2m, 2m, ms, Js/1*) = m*diag(2000, 400, 400, 50, 2),

. (6.237)
My, = diag(2m, 2m, 2m, my, m,) = m"diag(400, 400, 400, 5, 5).

Die Einfithrung einer Bezugsmasse m" = 10 kg und einer Bezugsfederkonstante ¢* =
6,228 - 10° N/m ist bei den folgenden Zahlenrechnungen zweckmifig.

Die partitionierte Federmatrix Cy; ergibt sich aus den Elementen an den Schnitt-
punkten, d. h. aus der 2., 3., 5., 9. und 10. Zeile und Spalte der Federmatrix, vgl. GL
(6.59). Sie lautet:

148 —54 54 0 0 304 =12 0 0 0
—54 161 0 0 0 —-12 52 12 0 0

Ch=c"| 54 0 161 0 0 |, Cyn=c 0 12 304 0 0
0 0 040 0 0 030

0 0 001 0 0 00 3

[ —131 0 —131 0 0
72 —59 0 1 0
Ch=c 0 —59 —-72 0 1. (6.238)
0 0 0 —2 —2
0 0 0 -1 1

Nach der Bildung der Kehrmatrix von C,, kann man die bei den weiteren Rechnun-
gen mehrfach vorkommende Matrix S berechnen, vgl. (6.200):

—0,4309 0,1934 —0,0434 O 0
0 -1,1000 —1,1000 O 0
§=Cy'Cy = | —0,4309 0,0434 —0,1934 0 0 . (6.239)
0 0,3333 0 —0,6667 —0,3333
0 0 0,3333 —0,6667  0,3333

Die reduzierten Matrizen folgen aus Gl. (6.203) und Gl. (6.206) zu

0,351 —2,297 -2,297 0 0
—-2,297 8,184 —6,177 0,667 0,333
Ced=¢ 2,297 —6,177 8,184 0,667 —0,333

0 0,667 0,667 1,333 0
0 0,333 —0,333 0 0,333
2149 —40,82 40,82 0 0
—40,82  900,3 477,3 —1,111 —0,556
Mg =m" 40,82  477,3  900,3 -1,111 0,556 |. (6.240)
0 —-1L,111 —1,111 54,44 0

0 —0,556 0,556 0 3,111
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a) b)
Qg (
9= Qo Tt -
3 $
il S
]
® * f,= 14,23 H RrANNY
17 el 0 | Vred
0,380
c) d)
3 3 $
s e %
8441 8,046
[0 @)
f,= 14,51Hz 2 -?,441 [1],046 "V
0 0
e) é\\
0 0,018
w0004 0698| )
f, - 40,79Hz - 0,004 -0698 )= Vit
¢ 0 0
1 1

Bild 6.16 Tragwerk von Bild 6.4
a) System mit den fiinf externen Koordinaten q° = (42, 43, 45, 49> q10)

b) Eigenschwingformen, Eigenvektoren vgzi und Eigenfrequenzen f; desaufnl =5
Freiheitsgrade reduzierten Systems

Hier werden lediglich drei bis vier Ziffern angegeben, obwohl bei der weiteren
Rechnung mit mehr Ziffern gearbeitet wurde. Mit diesen reduzierten Matrizen
wurde das Eigenwertproblem gemifd (6.207) gelost. Fiir die Eigenfrequenzen und
die reduzierten Vektoren ’Ui;)d ergaben sich die in Bild 6.16 angegebenen Werte.

Man vergleiche diese Ergebnisse mit denen des urspriinglichen Systems in Bild
6.10 und versuche, sich Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu erkliren! Beim
Vergleich bestitigt sich die in Abschnitt 6.4.3 begriindete allgemeine Aussage, dass
die Eigenfrequenzen des reduzierten Systems stets grofler als die des urspriinglichen
sind.

Beim reduzierten System entsprechen die auftretenden Eigenformen den nied-
rigsten des urspriinglichen Systems, weil die internen Koordinaten zweckmiflig

gewihlt wurden. Die erste Eigenform vg; ist aber antimetrisch im Gegensatz zu
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der symmetrischen Form v;. Man muss also vgi mit der Eigenform v, und 'vii)i mit
v, vergleichen! Solch eine Umordnung in der Reihenfolge der Eigenformen ist auch
beim Vergleich der zugehorigen Eigenfrequenzen zu beachten.

Wenn man die Eigenformen durch Benutzung der Formel (6.208) direkt in
allen Komponenten mit der Modalmatrix (6.148) vergleicht, stellt man fest, dass
die qualitative Ubereinstimmung, wie schon aus den beiden Bildern 6.10 und 6.16
ersichtlich, recht gut ist. Die quantitativen Unterschiede in den Eigenformen sind
(dies ist praktisch haufig der Fall) grofer als die der Eigenfrequenzen.

6.4.6
Aufgaben A6.7 bis A6.9

A6.7 Beanspruchung beim Anstoflen

Extrem hohe Belastungen entstehen beim Anstoflen eines bewegten Maschinenteils.
Am Beispiel einer fallenden Klappe soll der typische Berechnungsgang als Fortsetzung
des Beispiels aus Abschnitt 5.2.5.2 demonstriert werden.

Die Klappe wird als Biegeschwinger mit 4 Freiheitsgraden und die Stelle des Auf-
pralls als masselose Feder modelliert, vgl. Bild 6.17.

Klappe Biegeschwinger-Modell
Nod %~ Fi=konst.
g
3 ~
,i
v
E - .
l Bild 6.17
“"u Balken vor dem Aufprall
Gegeben:
Masse jeder Punktmasse m =4 kg
Abstand zwischen den Punktmassen I=02m
Geschwindigkeit der dufleren Punktmasse beim Anstolen  © = 10 m/s
Federkonstante der Stiitze ¢=10°N/m

Nachgiebigkeits- und Massenmatrix aus (5.62) und (5.63)

Die Biegesteifigkeit EI des Balkenmodells ist in Form der relativen GroRe ¢ = 2EI/cl?
gegeben. Es wird angenommen, dass die Klappe nach dem Stof3 mit der Stiitzfeder
verbunden bleibt, d. h. keine Trennung erfolgt.

Gesucht:

1. in allgemeiner Form: die Anfangsbedingungen beim Aufprall
2. fiir die speziellen Werte ¢ = 1/3; ¢ = 1 und ¢ — oo: die Horizontalkrifte in Gelenk
und Stiitze; Biegemoment an der Stiitzstelle
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A6.8

A6.9

6.4.7

Erhohung von Eigenfrequenzen durch eine starre Strebe

Ein Gestell wird durch eine Strebe versteift, vgl. Bild A6.8. Es soll ermittelt werden, wie
sich die vier Eigenfrequenzen des urspriinglich nicht verstrebten Gestells dndern.

my ]

M3
Strebe

My

Bild 6.18
77 Gestell mit starrer Strebe

Gegeben:
Massenmatrix M und Steifigkeitsmatrix C des urspriinglichen Gestells, vgl. Tabelle 6.3,
Fall 2.

Gesucht:

1. Zwangsbedingungen und Transformationsmatrix T fir den Fall, dass eine starre
Strebe zwischen den Massen 11, und my beidseitig gelenkig angebracht wird, vgl.
Bild 6.18.

2. Matrizen M, und C; des Gestells mit Strebe

3. Vergleich der Eigenkreisfrequenzen des urspriinglichen Gestells mit denen des
umgewandelten Gestells .

Reduktion von vier auf zwei Freiheitsgrade

Vom Berechnungsmodell mit 4 Freiheitsgraden, das in Tabelle 6.3, Fall 2, dargestellt ist,
sind Massen- und Federmatrix gegeben. Es soll auf ein Modell mit 2 Freiheitsgraden
reduziert werden, indem die Koordinaten g, und g4 zu internen Koordinaten werden.
Man ermittle Feder- und Massenmatrix des reduzierten Systems und vergleiche die
beiden Eigenfrequenzen und Eigenformen mit den ersten beiden des urspriinglichen
Systems.

Losungen L6.7 bis L6.9

L6.7

Bild 6.19 zeigt den Biegeschwinger nach dem Aufprall im deformierten Zustand. Die
absoluten Verschiebungen lassen sich im Koordinatenvektor

a=(q; @3 43 a)" (6.241)

zusammenfassen. Die Bewegungsgleichung des Systems mit 4 Freiheitsgraden lautet
nach (6.19):

D-M-4+q=0 (6.242)
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b) v, V3 V, Yy

fe)

Bild 6.19 Aufprall des Balkens
a) Krifte am frei geschnittenen System, b) Eigenformen gemif3 (6.244) und (6.246)

Vor dem Aufprall dreht sich der Balken wie ein starrer Korper. Die Geschwindigkeiten
verlaufen linear mit dem Abstand vom Drehpunkt, sodass zum Zeitpunkt des Aufpralls
(t = 0) die Anfangsbedingungen fiir den Koordinatenvektor entsprechend (6.118)
lauten:

q0) =qy = (0; 0 0; )5 (0) = my = (u/4) - (1; 25 3; HT. (6.243)

Die Eigenwerte und Eigenvektoren wurden mit einem Rechenprogramm ermittelt und
sind aus Abschnitt 5.2.5.2 bekannt.
Die Eigenvektoren werden entsprechend (6.88) in der Modalmatrix V zusammen-

gefasst. Bei der Normierung viT -v; = 1, vgl. (6.86), hat diese fiir ¢ = 1/3 die Form:

0,3164 0,5623 0,6285 —0,4345
0,3412 0,6216 —0,2808 0,6468
-0,0792 0,3595 —0,7027 —0,6088
—0,8816 0,4101 0,1800 0,1491

V= = (v1; v2; V33 vg).  (6.244)

Folgende Eigenkreisfrequenzen wurden mit einem Rechenprogramm ermittelt, vgl.
auch Bild 5.14:

o =146s7Y, wy=2445"', w3 =632s"!, @, =11095"L. (6.245)
Man priife diese Werte durch Anwendung von (6.117) mit Benutzung von D aus (5.62),

M aus (5.63) und den Zahlenwerten aus Abschnitt 5.2.5.2.
Fiir ¢ = 1 erhilt man @, =225s"1, w,=315s"!, w3=977s"! und ws=1878s7 1.

0,0873  0,5746  0,6646 —0,4696
0,0254  0,7164 —0,1400  0,6830
-0,3096  0,3918 —0,6787 —0,5386
—0,9465 —0,0560  0,2795  0,1512

V= = (v; vy; v3; v4). (6.246)

Fiir die Berechnung der freien Schwingungen ist die Benutzung von modalen Ko-
ordinaten zweckmiflig. Gemaf (6.112) ergeben sich mit den Matrizen aus (6.244),
(6.246) und (5.63) die modalen Massen aus diag(u;) = VT .M.V zu y; = m. Die
Anfangsausschlage sind bei allen ¢-Werten gleich p, = V! - g, = o, vgl. (6.243).
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Die Anfangsgeschwindigkeiten der modalen Koordinaten bestimmt man mit
(6.123) zu

po = diag(1/u)VT - M - ug = (p1o; pa0s P30s P40)T~ (6.247)
Die Werte von p;, sind von der bezogenen Biegesteifigkeit ¢ abhingig:

c=1/3 py=u-(—0,6913; 1,1311; —0,3303; —0,0927)"

c=1 : py=u-(-1,1442; 0,7397; —0,1334; —0,0287)T (6.248)

t—o0: py=u-( 1,3693; 0 ; 0 ; 0 )T
Daraus kann man mit (6.113) ermitteln, wie sich die kinetische Energie (die Rotations-
energie der drehenden Klappe) auf die vier Eigenformen verteilt, vgl. auch (6.145):

Wign = %12 (12422 +32 4 4%). (%)2 = % é#iﬁo = 0,9375mu’.  (6.249)
Es gilt

E=1/3: Wiy = (0,2389 + 0,6397 + 0,0546 + 0,0043)rmus?

E=1 : Wgy = (0,6546 +0,2736 + 0,0089 + 0,0004)rm1i? (6.250)

E—00: W = (0,9375+0 +0 +0 Ymu?.

Je steifer der Balken ist, desto mehr Energie erhilt die erste Eigenform.
Jede Hauptkoordinate schwingt gemif3 (6.126) harmonisch mit ihrer Eigenfre-
quenz:

pi= Pio sin w;t; i=1,234. (6.251)
w;

Die realen Koordinaten und deren Beschleunigungen gewinnt man daraus entspre-
chend (6.108) oder (6.129):

4 : 4
Pio . ; .
Qx = 2 vkij sinw;t; gy = — 2 Vi @; Pio SIN @, k=1,2,34 (6.252)

i=1 t i=1
Die Horizontalkrifte in Stiitzfeder und Gelenk folgen aus den Gleichgewichtsbedin-
gungen und betragen, vgl. Bild 6.19:

1 m
1%=5«5+2&+6%+4&)=f§(m+a@+ﬁ%+4@)=c%

1 m._. . . 6.253
Fo=3 QR +B—F) = —2 (241 +d> — do) (6259

=h+E+E+E—-F
Das Einsetzen der Beschleunigungen aus (6.252) liefert diese Krifte in der Form:

4 4
E = 3 z (v1j + 2vp; + 3v3; + 4vy;) @;pjo Sin @t = z Fg;j sin ot (6.254)
i=1 i=1

4
Fs = (2v1; + vy; — vg;) ©;pip SIn W;t = 2 Fgisin o;t. (6.255)

1 i=1

w| 3
M=

1

Analog ist das Biegemoment im Balken am Federangriffspunkt gleich dem Produkt aus
der Trigheitskraft und dem Abstand, vgl. Bild 6.19 und (6.252):

4 4
M = Fyl = —miyl = ml Z Vi @; Pio Sin @t = Z M; sin w;t. (6.256)
i=4 i=1
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\j U V \] Kurvea)itg_ 7/3

- 00

Bild 6.20

Zeitverldufe der
Horizontalkrifte und
des Biegemoments an
der Stelle der Feder
(Abhingigkeit von ¢)

Mit den Daten der Aufgabenstellung und aus (6.244) und (6.246) kénnen die Zahlen-
werte fiir die durch (6.254) bis (6.256) definierten Amplituden der Krifte (Fy;; Fg;)
und des Moments (M;) jeder Eigenschwingung berechnet werden.

Aus Bild 6.20 erkennt man, dass die Kraftgroflen bei geringer Biegesteifigkeit
EI (d.h. kleinerem ¢-Wert) vor allem von der zweiten Eigenschwingung bestimmt
werden und auch der Einfluss der hoheren Eigenschwingungen grof8 ist. Je grofler die
Biegesteifigkeit ET relativ zur Federkonstante ¢ wird, desto grofler wird der Einfluss
der Grundschwingung. Fiir den ideal starren Balken ergibt sich ein Schwinger mit
nur einem Freiheitsgrad, der eine harmonische Bewegung mit seiner Eigenfrequenz
vollfithrt.

Interessant an den Ergebnissen ist die Tatsache, dass der Maximalwert der Kraft-
groflen, der im Verlaufe der Schwingung iiberhaupt auftreten kann, mit zunehmender
Biegesteifigkeit ET ansteigt. Hétte man als Berechnungsmodell fiir diese Klappe nur
einen starren Hebel mit der Stiitzfeder verwendet, so hitte sich fiir die Lagerkraft Fq
ein etwas zu grofler Maximalwert (27,39 kN > 25,88 kN) und fiir das Moment ein zu
kleiner Maximalwert (2,191 kN - m < 2,412 kN - m) ergeben.

Im Falle des starren Hebels (¢ — oo) tritt im Drehpunkt G tiberhaupt keine
Gelenkkraft auf, weil die Federkraft genau im Stofimittelpunkt dieses starren Koérpers
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L6.8

angreift, vgl. A2.10. Erst bei Berticksichtigung der endlich grofien Biegesteifigkeit der
Klappe treten auch im Gelenk G nach dem Aufprall dynamische Krifte auf, und zwar
als Folge der angeregten Biegeschwingungen.

Fazit: Die dynamischen Belastungen in einem Bauteil nach einem Stof sind pro-
portional der Anfangsgeschwindigkeit und hingen von der Steifigkeitsverteilung inner-
halb des angestoflenen Schwingungssystems ab. Mit groflerer Steifigkeit eines Elements
erhohen sich die Eigenfrequenzen. Es kann keine allgemeine Aussage tiber den Einfluss
der Steifigkeit auf die Gro8e der dynamischen Belastungen gemacht werden.

Die Strebe zwischen den Massen 11, und my (vgl. Bild 6.18) zwingt diese Massen dazu,
dass ihre Wegkomponenten in Richtung der Strebe tibereinstimmen. Trotzdem kann
sich die Masse m; noch in der Ebene bewegen, und 1,4 kann sich weiterhin horizontal
verschieben. Die Zwangsbedingung findet man, wenn man die geometrischen Verhélt-
nisse bei kleinen Deformationen betrachtet, vgl. Bild 6.21.

Bild 6.21 Gestell mit Strebe

Da bei vernachlissigbaren Lingsverformungen das Dreieck starr bleibt, welches die drei
Massen verbindet, gilt bei kleinen Winkeln (g; /] < 1):

o =q 1 0 o0
_ _ 0 1 -1

L= BT b T= (6.257)

3= 4q3 0 1 0

q4 = q4 0 0 1

Die Koordinate g lésst sich so eliminieren. Mit einer Betrachtung analog zu (6.217)
ergibt sich in diesem Falle die Transformationsmatrix fiir den Koordinatenvektor T =
(91> 93> q4)-

Aus (6.214) erhilt man dann mit den in Tabelle 6.3, Fall 2, gegebenen Matrizen
analog zu (6.218) und (6.219) die Massenmatrix und die Federmatrix:

1 0 0 26 —50 47
48ET
My=m:|0 7 -2|; Ci=_5|-50 126 -165 (6.258)
0 -2 4 47 —165 320

Die Eigenkreisfrequenzen des durch eine Strebe gemifd Bild 6.21 versteiften Systems

ergeben sich aus (6.220) mit @* = \/48EI/(ml3) zu
), = 0,088 840"; wy = 0,486 89w"; 03 = 0,958270". (6.259)
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Sie sind zum Vergleich bei o = 45° in Bild 6.14 als Punkte mit eingetragen und liegen
erwartungsgemif tiber denjenigen des urspriinglichen Systems. Die Stiitze gegeniiber
dem raumfesten Bezugssystem erhoht die 2. und 3. Eigenfrequenz stérker als die Strebe,
aber die erste Eigenfrequenz wird im Gegensatz dazu (wenn man beim 45°-Winkel
vergleicht) durch die Strebe mehr vergrof3ert.

L6.9 Das Verfahren erfordert die Ordnung der Koordinaten nach externen Koordinaten ¢,
und internen Koordinaten q,, sodass der Koordinatenvektor in die neue Form q' =
(q1,93-92,q4) gebracht wird. Innerhalb der Systemmatrizen sind demzufolge die Zeilen
zwei und drei und die Spalten zwei und drei zu vertauschen. Die dem neu geordneten
Koordinatenvektor zugeordneten Matrizen lauten damit (¢* = 48EI/I3, m* = m):

26 9 —-59 -—12 1000
* 9 74 —54 —131 .
Cc=¢ , M=m" (6.260)
—59 =54 160 72
—12 —131 72 304 0002
Die Teilmatrizen gemifd der Partitionierung nach (6.198) bzw. (6.205) sind
26 9 —-59 —12 160 72
Ch=c , Ch=c , Cp=c
9 74 —54 —131 72 304
1 0 .12 0
M, =m" , Mj,=0 My =m . 6.261
11 [ 0 5 } 12 2 { 0 2 } ( )

Wird darauf (6.203) angewendet, so ergeben sich die reduzierten Matrizen nach fol-
gender Zahlenrechnung:

—1
o )2 9] [-59 —12][160 72 59 54
red = 9 74 —54 —131 72 304 ~12 —131

] 3,46428 —5,19643
Crea = c* . (6.262)
—5,19643 13,857 10
Aus (6.206) folgt analog
1,31441 0,084 18
Mg = m : (6.263)
0,084 18 5,36033

Aus dem Eigenwertproblem (6.207) des reduzierten Systems erhilt man folgende Qua-
drate der Eigenkreisfrequenzen:

2 _ 031207 L 2 5 sage El ,

Im Vergleich zu denen des urspriinglichen Systems sind sie etwas grofer, vgl. (6.136).
Die zugehorigen Eigenvektoren sind (normiert mit vy; = 1):

m_ |1 @ _ |1
= , = . 6.265
Ured { 0,501 55 } Ured [ —0,48929 } ( )
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Die Zuriickrechnung auf die urspriinglichen Lagekoordinaten entsprechend (6.208)
ergibt die vollstindigen Eigenvektoren, die nach der Normierung fiir den Koordina-
tenvektor q° = (q1, g3, 42> q4) lauten:

1 1
_ 0,501 55 _ —0,48929
T, = . Ty = . (6.266)
0,473 46 0,31422
0,143 47 —0,24579

Man beachte die Vertauschung in der Reihenfolge von g, und g3 gegeniiber (6.142).
Vergleicht man die fiir das reduzierte System erhaltenen Eigenformen mit den durch
(6.142) bekannten Werten des urspriinglichen Systems, so erkennt man, dass sie mit
hinreichender Genauigkeit tibereinstimmen.

6.5
Erzwungene ungedampfte Schwingungen

6.5.1
Allgemeine Lésung

Die Grundannahme bei der Behandlung erzwungener Schwingungen ist, dass die
Erregerkrifte oder die kinematischen Erregungen, die auf ein mechanisches System
wirken, explizit von der Zeit abhiangen. Bei derartiger Modellierung wird keine
Riickwirkung des Schwingers auf den Erreger zugelassen und ein unbegrenzt grofler
Energievorrat des Erregers angenommen. Beides trifft streng genommen nie zu, aber
es ist eine zweckmiflige und oft gerechtfertigte Ndaherung. Mit der Vorgabe einer
zeitabhingigen mechanischen Grofle wird das behandelte Objekt gewissermaflen aus
der mechanischen Umwelt herausgeschnitten, d. h., die Modellgrenze wird damit
festgelegt.

Die Bewegungsgleichungen fiir erzwungene Schwingungen konnen z. B. mit-
hilfe der Lagrange’schen Gleichungen oder aus den Gleichgewichtsbedingungen
in Verbindung mit dem Prinzip von d’Alembert aufgestellt werden. Sie lauten in
Matrizenschreibweise, vgl. (6.18) und (6.19):

Mg+ Cq = f(t) oder DM{ + q = Df(t). (6.267)

Auf der rechten Seite steht der Vektor der Erregerkrifte, fT =R, B, ..., E],
dessen einzelne Komponenten F; verallgemeinerte Krifte oder Momente darstellen,
die in Richtung der verallgemeinerten Koordinaten g wirken. Der interessierende
Verlauf q(t) konnte aus (6.267) durch numerische Integration gewonnen werden. Bei
solchen Verfahren gehen aber wesentliche physikalisch-mechanische Informationen
tiber das spektrale und modale Verhalten des Systems verloren.

Hier wird die Losung unter Verwendung der aus 6.3.2 bekannten Hauptkoor-
dinaten betrachtet. Wird die Transformation nach (6.108) vorgenommen, so ergibt
sich analog zu (6.116) ein System von n entkoppelten Differenzialgleichungen:

uipi + vipi = h;(t), i=12,...,n (6.268)
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Die modalen Massen u; und die modalen Federn y; sind aus (6.104) und (6.105)
bekannt, vgl. auch (6.112). Die Groflen h; sind die auf die i-te Eigenform reduzierten
Erregerkrifte und werden als modale Krifte bezeichnet. Sie ergeben sich aus den
urspriinglichen Kraftgrolen folgendermafien:

h(t) =VTf(t)  oder Iuﬁ)::jivhﬁ(ﬂ. (6.269)
k=1

Jede modale Kraft h; reprisentiert die Arbeit, die alle Kraftgroflen F; lings der
Deformation verrichten, die der Eigenform wv; entspricht. Jede der Gln. (6.268)
entspricht formal der Bewegungsgleichung eines Einfachschwingers, der als modaler
Schwinger bezeichnet wird. Mit den Eigenkreisfrequenzen w;, vgl. (6.117), lautet die
Losung unter Berticksichtigung der Anfangsbedingungen von (6.125):

. t
i 1
Di = pio COS @t + PO Gn it + /hi(t’) sin w;(t —t') dt’. (6.270)
Wj Hi@j 0
Der Integralausdruck in (6.270) ist das Duhamel’sche Integral. Fiir h(t) = 0 ergibt
sich der Sonderfall der freien Schwingungen. Die Geschwindigkeiten folgen daraus

unter Benutzung der allgemeinen Regel zum Differenzieren eines Integrals:
1 t
Pi = —w;pio sin w;t + pig cos w;it + — / hi(t") cos w;(t — ') dt’. (6.271)
Hi
0

Die erzwungenen Schwingungen eines Systems konnen fiir beliebige zeitliche Kraft-
verldufe h;(t) durch Losung des Duhamelschen Integrals berechnet werden. Falls nur
die stationdre Losung interessiert, wie z. B. bei harmonischer oder periodischer Erre-
gung, so kann auf die Terme verzichtet werden, die durch die Anfangsbedingungen
bestimmt sind.

6.5.2
Harmonische Erregung (Resonanz, Tilgung)

Harmonische Erregungen treten im Maschinenbau sehr hiufig auf, z. B. wenn
Massenkrifte durch rotierende Unwuchten entstehen. Aulerdem interessieren die
Losungen der Bewegungsgleichungen fiir die harmonische Erregung deshalb, weil
sich jede periodische Erregung als eine Superposition aus harmonischen Erregungen
auffassen ldsst. Es wird nun der Fall betrachtet, dass auf das Schwingungssystem
n harmonisch verdnderliche Kraftgroflen mit der Erregerkreisfrequenz £2 wirken,
deren Phasenwinkel B unterschiedlich sein kénnen.

F =FEsin(Qt+B), k=12 ...,n (6.272)

Die Amplituden der verallgemeinerten Erregerkrifte werden in dem Vektor
fT =[F, B, ..., E)] zusammengefasst. Die modalen Krifte sind nach (6.269)

hi= Y vlisin(2t + ) = by -sin(Qt + o),  i=12..,n  (6273)
k=1
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mit den Amplituden

2 2
I:li = <Z Uk,ﬁk COS ﬂk> + (z UkiFk sin ﬁk) . (6.274)
k=1 k=1

Die Phasenwinkel folgen aus

n n
Y vk sin i Y vk cos By
sin o; = kzlﬁi, cos ot; = kzlhi (6.275)
i i

Setzt man die Anfangsbedingungen p, = o und p, = o, folgt fiir die Deformationen
der Hauptkoordinaten des Systems aus dem Integral (6.270) unter Verwendung von
¥ = pio? und fir o; = 0

2 t

.
pi=— /sin_Qt’ -sinw;(t —t') dt’
HiW; o

= j/l(l—hifl)z/wlz) (sin Qt — %sin a)it> . (6.276)
Diese Bewegungen setzen sich aus Schwingungen sowohl mit der Erregerkreisfre-
quenz £2 als auch mit der Eigenkreisfrequenz @; zusammen. Der praktisch stets
vorhandene Einfluss der Dampfung fithrt dazu, dass der Anteil, der mit der Eigen-
kreisfrequenz w; verlduft, im Laufe der Zeit abklingt und deshalb oft vernachlissigt
werden kann, vgl. Bild 6.23a und b.

Resonanz kann auftreten, wenn die Erregerfrequenz f = €2 /(2r) mit einer der
Eigenfrequenzen ( f; = w;/(2n)) iibereinstimmt, d. h. bei

Q= o, (6.277)
Wie die Bewegungen fiir den Resonanzfall im Laufe der Zeit anwachsen, kann man
als Sonderfall von (6.276) durch einen Grenziibergang finden. Es gilt:

5 Q

h; (sin Qt — —sin co,t) j
. [OF i, .

pi = lim = —(sin 2t — Q1 cos 2t). (6.278)

Q—ow; 0Q? N 2}/,'
n(1-=
[0k

1

Bild 6.22c¢ illustriert diesen Bewegungsablauf. Im Resonanzfall wachsen die Ampli-
tuden linear mit der Zeit an.
Die stationire Losung ergibt sich aus

wipi + vipi = hisin(2t + ;) (6.279)
u

 hysin(Q2t + o)

pi = J/I(l——!22/a)lz) = ﬁi Sln(.Qt + (Pi)> 1= 1, 2, R (N (6280)
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Bild 6.22 Zeitverldufe erzwungener Schwingungen bei harmonischer Erregung
a) Abklingen der Eigenschwingung bei 2 > w;,

b) Abklingen der Eigenschwingung bei 22 < w;,

c) Resonanzfall des ungedidmpften Schwingers (2 = w;)

also fir o; = 0 die aus (6.276) bekannte Losung ohne den Term der Eigenschwin-
gung. Obwohl hier a; = ¢; gilt, wird im Hinblick auf den Diampfungseinfluss,
der in Abschnitt 6.6.3 behandelt wird, bereits zwischen den Winkeln «; und ¢;
unterschieden, vgl. (6.357).

Unter Benutzung der Transformation (6.108) erhélt man daraus die Bewegung
in den urspriinglichen Koordinaten. Mit

R h; , 2% 27
_ S v (6.281)
bi vi(1 —n?) ' i o}
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folgt

QG = Y vkipi = D, VP sin(2t + ¢;) = gy sin(21 + yp). (6.282)
-1

i=1

Die Amplituden der Koordinaten sind

n n
dr = \/(2 vipi cos @;)> + (Y viipi sin @)%, (6.283)
i=1 i=1
Die Phasenwinkel ergeben sich aus
n n
z Uki i COS @ z Ui i sin @;
Cos Yy = IZIA—; sin y = 1:14 (6.284)
dk k

Die Losung zeigt, dass bei harmonischer Erregung das System stationdr mit der
Erregerfrequenz schwingt. Die erzwungene Schwingform, die durch die Gesamtheit
der g beschrieben wird, hingt von der Erregerfrequenz ab. Es besteht also ein we-
sentlicher Unterschied zwischen den erregerfrequenzabhingigen Schwingformen der
erzwungenen Schwingungen und den nur von den Modellparametern abhingigen
Eigenschwingformen.

Mit der Erregerfrequenz verandern sich die Schwingformen stetig. In der Nihe
einer Resonanzstelle (2 = w;) iiberwiegt in der Summe (6.282) der i-te Sum-
mand gegentiber den tibrigen Termen, sodass die Amplituden der erzwungenen
Schwingungen dann etwa der i-ten Eigenschwingform v; entsprechen. Es ist deshalb
manchmal ausreichend, bei erzwungenen Schwingungen die der Resonanzstelle am
nichsten gelegenen Eigenschwingungen zu beriicksichtigen, da die Amplituden der
yentfernteren vernachlissigbar klein bleiben.

Die in Bild 6.23b dargestellten Schwingformen lassen sich aus den in Bild 6.23¢
angegebenen Amplituden-Frequenzgangen (die nicht genau mafistiblich gezeichnet
wurden) erklaren. Oft besteht in der Praxis auch die umgekehrte Aufgabe, sich aus
gemessenen Amplituden-Frequenzgingen erzwungene Schwingformen zu rekon-
struieren. Man beachte deshalb die engen Beziehungen zwischen beiden Darstellun-
gen desselben physikalischen Zusammenhanges. Bei sehr niedriger Erregerfrequenz
(2 — 0) ist die erzwungene Schwingform nahezu identisch mit der statischen
Biegelinie. ,Niedrig“ bedeutet hier, dass die Erregerfrequenz wesentlich kleiner als
die erste Bigenfrequenz ist. Wegen der Anderung des Vorzeichens im Nenner des
ersten Summanden wechselt die Amplitude an der Resonanzstelle ihr Vorzeichen.
Der dadurch bedingte Phasensprung ist typisch fiir jede Resonanzstelle, wie man
auch in Bild 6.23c bei jeder Koordinate an den Stellen £2 = ®; sehen kann.

Man beachte, dass nach dem Phasensprung vom rechten Lager jeweils ein
Schwingungsknoten bei weiterer Frequenzerh6hung nach links in den Balken ,,wan-
dert®. Die so genannten Tilgungsfrequenzen (auch Antiresonanzen genannt) tre-
ten dann auf, wenn der Schwingungsknoten der erzwungenen Schwingform die
Kraftangriffsstelle erreicht. Aus der Anzahl und der Lage der Schwingungsknoten
einer erzwungenen Schwingung kann man (z. B. bei Messungen) darauf schlie8en,
zwischen welchen Eigenfrequenzen eine Erregerfrequenz liegt.
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Bild 6.23 Schwingformen eines zweifach gelagerten Balkens infolge einer harmonischen
Erregerkraft Fs sin Q¢

a) Modell mit drei Freiheitsgraden,

b) Erzwungene Schwingformen,

¢) Amplituden-Frequenzgang der Koordinaten ¢, ¢, 43
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Das Ubereinstimmen einer Erregerfrequenz mit einer Eigenfrequenz sagt noch
nichts tiber die Gefihrlichkeit dieser Schwingungen aus. Es kann durchaus vorkom-
men, dass £2 = w; ist und trotzdem keine sehr groflen Amplituden auftreten, weil
niamlich die modale Kraft h; = 0 ist. Wenn der Erregerkraftvektor f orthogonal zur
i-ten Eigenschwingform v ist, gilt:

hi=v f=flvi=2 vk =0 (6.285)
k=1

und es treten keine Ausschlige auf (so genannte ,,Scheinresonanz®).

Ein Sonderfall davon liegt vor, wenn eine Erregerkraft in der Ndhe des Schwin-
gungsknotens einer Eigenschwingform wirkt. Die Amplituden einer Schwingform
sind Null, wenn die Kraft genau in deren Schwingungsknoten angreift. Man sollte
sich einprigen, dass man Resonanzen nur zu fiirchten braucht, wenn bei der be-
treffenden Resonanzfrequenz die Erregerkrifte in die zugehorige Eigenschwingform
Energie einleiten.

Falls auf den Schwinger nur eine einzige harmonische Kraft in Richtung der
Koordinate g5(1 < s < n) wirkt, dann gilt nach (6.273)

h = vgF sin(Q2t + Bo) = h; sin(Q2t + o), i=12...,n (6.286)
und die entsprechende stationire Losung nach (6.282) lautet:

Q) = 2 [y (;”“_”” J B sin(Qt + B;) = Gisin(Q2t + ). (6.287)
Zwischen den Amplituden besteht die Beziehung

dx = Dok (6.288)
mit der dynamischen Nachgiebigkeit

n
UkiUsi
Da(Q2) = (6.289)
‘ 20—

zwischen der Krafteinleitungsstelle (g;) und der Koordinate g;. Es gilt offenbar
Dy, = Dg. Die Deformation an der Krafteinleitungsstelle (k = s) betragt:

n 2
qs(t) = Z { (lv )} B sin(R2t + B) = DE sin(Qt + B;). (6.290)
Aus (6.290) folgt:
n 2
Dy@) =% D — (6.291)

Fs i=1 7/1(1 - 77,2)

Die dynamische Nachgiebigkeit D besitzt, wie aus (6.291) ersichtlich ist, #n Reso-
nanzstellen. Daraus folgt, dass zwischen diesen Unendlichkeitsstellen n — 1 Null-
stellen existieren, also Erregerfrequenzen, bei denen Dy(£2) = 0 ist. An diesen
Stellen bleibt der Kraftangriffspunkt in Ruhe, aber alle anderen Punkte des Systems
schwingen weiter, vgl. auch Bild 6.23c. Diese Erscheinung bedeutet Schwingungstil-
gung oder ,Antiresonanz®. Die entsprechenden Frequenzen f; = v;/2r nennt man
Tilgungsfrequenzen.
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Ein System mit n Freiheitsgraden besitzt n — 1 Tilgungsfrequenzen beziiglich
jedes Kraftangriffspunktes, vgl. auch die ausfiithrliche Diskussion in Abschnitt 4.4.
Bei der Tilgung ist der Kraftangriffspunkt unbeweglich, d.h., man kann sich ihn
befestigt vorstellen und die dann vorhandene Schwingform als Eigenschwingformen
des in der Richtung g, festgehaltenen Systems auffassen. Die Erregerkraft erscheint
dann als Lagerkraft. Infolgedessen kann man auch die Tilgungsfrequenzen als Eigen-
frequenzen eines Systems mit (n — 1) Freiheitsgraden mit den tiblichen Eigenwert-
Programmen bestimmen.

Bringt man in (6.291) alle Summanden auf einen Hauptnenner, so sind dessen
Nullstellen die Eigenkreisfrequenzen. Andererseits muss der sich ergebende Zihler
ein Polynom (n — 1)-ten Grades sein, dessen Wurzeln die Tilgungsfrequenzen vy
sind. Bezeichnet man mit /7 die Produktbildung und mit d;; den verbleibenden
Zahlenwert der Polynome, so findet man aus dieser Uberlegung die Darstellung:

T - Q2

DSS(Q) = dsskrl—' (6.292)
(1 -2/ e})
i=1

Die d; stellen die dynamische Nachgiebigkeit bei £2 = 0 dar, d.h. die statische
Nachgiebigkeit (Hauptdiagonalelemente der Matrix D). Gleichung (6.292) erlaubt,
die dynamische Nachgiebigkeit aus der statischen Nachgiebigkeit zu berechnen,
wenn die Eigenkreisfrequenzen ; und die Tilgungskreisfrequenzen vj eines Systems
bekannt sind.

6.5.3
Instationdre Erregung (RechteckstoR3)

Neben der harmonischen Erregung ist die Erregung wihrend einer endlichen Erre-
gungszeit At ein wichtiger Belastungsfall im Maschinenbau. Damit konnen Belas-
tungen und Entlastungen erfasst werden, welche bei Anfahr- und Bremsvorgiangen
auftreten. Auch kurzzeitige Belastungen bei Kupplungsvorgingen, beim Anstoflen
von Fahrzeugen oder Maschinenteilen, bei der Aufnahme und Abgabe von Werk-
stiicken (Greifen, Offnen, Schliefen) oder bei technologischen Prozessen (Umfor-
men, Schneiden) verlangen oft eine Berechnung der entstehenden Maximalwerte
von Kraft- und Bewegungsgrofien.

In Abschnitt 4.3.3 wurden bereits fiir den Torsionsschwinger verschiedene Er-
regungen behandelt. Die Ergebnisse aus Bild 4.33 und Bild 4.35 lassen sich auf
modale Schwinger iibertragen. Hier wird ein idealer Rechteck-Verlauf der moda-
len Erregerkraft angenommen. Damit konnen typische Zusammenhinge gezeigt
werden, die auch bei anderen Kraftverldufen auftreten, z. B. bei halbsinusférmigem
Kraftverlauf. Insbesondere ist fiir sehr kurze Belastungszeiten At < T; damit auch
die StoBerregung erfassbar, vgl. Bild 6.24a.

Falls eine konstante Einzelkraft Fy an der Stelle s in Richtung der Koordinate g,
wirkt, ergeben sich die modalen Krifte gemifs (6.269) zu

h; = vgEq, i=1,2...,n (6.293)



426 6 Lineare Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden

Wirkt die Kraft Fy plotzlich auf ein ruhendes System wihrend der Zeit 0 < ¢t < At,
findet man die Hauptkoordinaten aus (6.270):

t

h.
/sin wi(t —t')dt’ = Z(1 = cos wit). (6.294)
HiW; 0 Yi

pi=

Fiir t > At ergibt sich, weil dann F5 = 0 und die modale Kraft h; = 0 ist,

At t

h; h;
pi=— /sin w;(t—t")dt' + /Odt’ = — [cos wi(t—At)—cos wit] (6.295)
Hio; ¥ Ar Vi

und nach einigen trigonometrischen Umformungen folgt daraus

Zhi . (OiAt . At
pi=— -sin sinw; ([t — — . (6.296)
Yi 2 2

Setzt man w; = 21/ T}, so lisst sich p; mit Hilfe von (6.294) fiir 0 < /At < 1 und
(6.296) fir t /At > 1 darstellen. Fiir verschiedene Verhiltnisse At/ T; zeigt dies Bild
6.24c. Man sieht, dass der Maximalwert

TAt

2h; | . wAt
— |SIn
Vi

2h;
= — [sin
Vi

(6.297)

Pimax =

i

betrigt. Also deformiert sich jede Hauptkoordinate infolge einer plotzlichen Belas-
tung hochstens doppelt so viel, wie durch eine gleich grofle statische Belastung.
Der Maximalwert hangt vom Verhiltnis Erregerzeit At zur Periodendauer T; der
betreffenden Eigenschwingung ab.

Um Stoflerregungen zu vergleichen und Laborpriifungen zu simulieren, wird
oft der Spitzenwert der im System entstehenden Kraft benutzt, die so genannte
maximale Stoflantwort. Man unterscheidet die Initial-Stoflantwort, welche die grof3-
te Amplitude wihrend der Wirkungsdauer (0 < ¢ < Ar) berticksichtigt, und die
Residual-Stof8antwort, welche die grofite Amplitude nach der Erregungszeit (t > At)
ausdriickt.

Bild 6.24c veranschaulicht die Stoflantwort fiir einen Rechteck- und einen
Halbsinus-Kraftverlauf. Die volle Kurve entspricht der durch (6.294) und (6.295)
erhaltenen Losung, wihrend fiir den Halbsinus-Stofl Ergebnisse aus der Literatur
entnommen wurden.

Betrigt die Erregungszeit ein ganzzahliges Vielfaches einer Periodendauer
(At = nT;), so bleibt die betreffende Eigenschwingform nach dem Aufhéren
der Kraft in Ruhe, vgl. (6.296). Ist die Erregungszeit klein im Verhiltnis zur
Periodendauer, so ergibt sich mit einer Reihenentwicklung fiir At/T; < 1 aus
(6.296) wegen sin(nAt/T;) ~ nAt/T;

21h;A i h;At
Pimax = a = ﬂhiAt = . (6.298)
vi'T; Vi Vil
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Bild 6.24 Reaktion eines modalen Schwingers auf eine Kraft endlicher Dauer At
a) Rechteckstof3, b) Zeitverliufe, c) Maximale Stoflantwort (dicke Linien: Rechteck-Stof3;
diinne Linien: Halbsinus-Stof3; gestrichelt: Initial-Maximalwert; Volllinie: Residual-Maxi-

malwert)
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Die Koordinaten gy ergeben sich aus (6.108), (6.293) und (6.296) firt > At :
= iv 2hi sin @it sinw; |t At
qk = P ki v b i D

L UkiUsi At At
:mz%ﬁm%rm@Q—T)

-1 Vi

(6.299)

Sie entstehen als Superposition aller Schwingungen, und es kann nicht wie bei dem in
Abschnitt 4.3.3.2 behandelten Fall gesagt werden, dass die maximalen dynamischen
Deformationen g, doppelt so grofd wie die statischen sind. Beztiglich jeder Koordi-
nate gy besitzt das Verhaltnis von statischen und dynamischen Deformationen einen
anderen Wert, der wesentlich durch die Eigenschwingformen wv; bestimmt wird.
Infolge der meist irrationalen Zahlenwerte der @; werden die Maximalwerte der
Hauptkoordinaten im allgemeinen nicht gleichzeitig erreicht. Als Abschitzung fiir
die Koordinaten kann man folgende Ungleichung fiir diesen Belastungsfall angeben:

n
Jk max g ZE z
i=1

B0 sin @At (6.300)

Vi

Um die Wirkung stoflartiger Belastungen beurteilen zu konnen, miissen also
die Stoflkraft E,, die Erregungszeit At, die Eigenschwingformen wv; und die
Eigenkreisfrequenzen ®; bekannt sein. Infolge der Dampfung werden die
Maximalausschlage den grofSen Wert gemif (6.300) nicht erreichen, da die hoheren
Eigenschwingformen schnell abklingen und sich nicht alle Spitzenwerte summieren.
Bei beliebigem Kraftverlauf h;(¢) gilt gemifl (6.270) wegen sinw;(t — t') =
sin w;t cos wt’ — cos w;t sin w;t':

t t
1
pi= /h,-(t')cos w;t'dt’| sin w;t — /h,-(t’)sin w;t'dt’| cos w;t ».(6.301)
Hi@; 0 0

Ein Stof3 ist kinematisch als ein Geschwindigkeitssprung definiert, analog zum Ruck
als Beschleunigungssprung. Aus der Sicht der Dynamik ist die Stoflkraft eine im
Verhiltnis zur Periodendauer der angeregten Schwingung kurzzeitig wirkende Erre-
gerkraft. Bei der folgenden Betrachtung wird nicht zwischen kinematischer (Weg-,
Winkel-) und Kraft-Erregung unterschieden, da sich beide Erregerarten auf eine
modale Erregerkraft fiir die einzelnen Hauptschwingungen transformieren lassen.
Dafiir (At < T;) gelten die Ndherungen

it < 1, cos w;t’ =1, sinw;t’ =0 (6.302)
t
und mit dem Impuls ; = [ h;(¢') d¢’ ergibt sich aus (6.301) niherungsweise
0

I
Hi@;
Die Amplitude dieser Restschwingung (auch residuelle Stof3antwort genannt) ist also
bei Stofen nur vom Impuls und nicht vom Zeitverlauf der Erregerkraft abhingig.
Man beachte, dass die Losung gemif (6.303) mit derjenigen iibereinstimmt, die bei
freien Schwingungen mit der Anfangsbedingung pjy = I;/u; auftritt, vgl. (6.129).

pi = sin w;t. (6.303)
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6.5.4
Beispiele

6.5.4.1
Gestell

Als erstes Beispiel wird das Gestell mit 4 Freiheitsgraden aus Tabelle 6.3, Fall 2,
betrachtet. Gesucht sind die dynamische Nachgiebigkeit D;;(£2) und die Amplitu-
den der Koordinaten in Abhingigkeit von der Erregerfrequenz. Aus 6.3.4.2 sind die
Modalmatrix V, die Diagonalmatrizen der modalen Massen diag(x;) und modalen
Federkonstanten diag(y;) bekannt. Weiterhin gilt h = VI f = VI . [1, 0,0, 0]'F, =
F-[1,1,1,1]T aufgrund der Normierung von V mit v;; = 1 nach (6.142). Die
statischen Durchbiegungen, die man zum Vergleich heranziehen kann, ergeben sich
mit (6.131) zu

+ PR
48ET°

Die dynamische Nachgiebigkeit an der Kraftangriffsstelle ergibt sich aus (6.291) fiir
s = 1 nach Einfithrung eines Hauptnenners

oap D)= 0 (6:30%

2\ 2\* 2\°
1—39,59 (—) +77,14 (—) —30,31 (—)
w* [0} w”
o\ 2\* o\° o\
1—176 (—) +3480 (—) —5456 (—) +1940 (—)
(ON [0) [0] (O8

Die Wurzeln des Zihlers liefern die Tilgungsfrequenzen f; = v;/(2x) aus:

4, =D f = [64,29, 24, 6] (6.304)

vi=0,02660", vI=0671002 @ v:=184780" (6.306)

mit 0 = 48EI/ml® gemifd (6.134). Die Wurzeln des Nenners sind aus (6.136)
bekannt. Damit ldsst sich die dynamische Nachgiebigkeit in der Form von (6.292)
schreiben:

) )(-2)

D) = 641° v? vi Vi

! 4EL( @\ ([ @\ ([ @\ @Y
w? 3 3 w?

Aus dieser Darstellung ist sowohl die Lage der Eigenfrequenzen als auch die Lage der
Tilgungsfrequenzen erkennbar.

Die Tilgungsfrequenzen sind die Eigenfrequenzen des in Bild 6.25a dargestellten
Rahmens, welcher aus dem urspriinglichen Gestell dadurch entsteht, dass das rechte
Lager starr gestiitzt ist. Dieses Lager sorgt dafiir, dass dieser Punkt sich nicht vertikal
bewegen kann. Wenn der urspriingliche (nicht an dieser Stelle gestiitzte Rahmen)
mit einer harmonischen vertikalen Erregerkraft dort mit der Tilgungsfrequenz erregt
wiirde, dann wiirde dieser Punkt in Ruhe bleiben und es kime zu keiner Resonanz.

(6.307)



430 6 Lineare Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden

Das freie Gestell hat bei der Tilgungsfrequenz an dieser Stelle einen Schwingungs-
knoten.

a) b)

I:] sin Q¢
2m 2m m 2m 2m m j/'lf‘q
[ L A [ ) L :
b ¢
EI = konst. EI = konst. s
2m @ 2m @

Bild 6.25 Zum Tilgungseffekt am Gestell
a) Gestell mit zusitzlichem Lager, b) Gestell mit Schwingungstilger

Um zu erreichen, dass bei einer vorgegebenen Erregerkreisfrequenz £2 der Kraft-
angriffspunkt in Ruhe bleibt, kann ein Schwingungstilger in Form eines Feder-
Masse-Systems angeordnet werden, wie es Bild 6.25b zeigt. Dieser Zusatzschwinger
bewirkt, dass sich alle Eigenfrequenzen des urspriinglichen Gestells verschieben. Die
Eigenform derjenigen Eigenfrequenz, die der Erregerfrequenz entspricht, hat dann
an der Kraftangriffsstelle einen Schwingungsknoten! Damit Schwingungstilgung
auftritt, muss die Bedingung Q22 = ¢/mj erfiillt werden.

Dies kann theoretisch mit einer grofien Masse (und einer steifen Federkonstante)
oder mit einer kleinen Masse (und kleinen Federkonstante) erreicht werden. Der
Kraftangriffspunkt bleibt deshalb in Ruhe, weil die dynamische Kraft des Tilgers zu
jedem Zeitpunkt entgegengesetzt zur Erregerkraft und von gleichem Betrage ist. Die
Amplituden der Tilgermasse sind demzufolge umgekehrt proportional zur Feder-
konstante (und Tilgermasse). Eine Dampfung beeintrachtigt den idealen Tilgereffekt
zwar, aber sie verbreitert auch den Frequenzbereich, in dem geringere Amplituden
auftreten.

6.5.4.2
Schwingforderer

Als zweites Beispiel werden die erzwungenen Schwingungen eines Schwingforderers
betrachtet (Bild 6.26). Die Erregung erfolgt mit f = 50 Hz durch elektromagnetische
Krifte, die zwischen den eingezeichneten Erregermassen und der Schwingrinne
wirken. Fiir den Erregerfrequenzbereich f = 50 bis 60 Hz sind im Bild 6.26a einige
errechnete erzwungene Schwingformen dargestellt. Eine Eigenfrequenz liegt bei
etwa f = 59,5 Hz, was man daraus erkennt, dass zwischen 59 Hz und 60 Hz ein
Phasensprung auftritt.

Aus Bild 6.26 geht hervor, dass die erzwungene Schwingform im unterkritischen
Bereich sich der Schwingform des federnd aufgehingten starren Balkens annihert.
Die Amplituden des Balkens nehmen in Resonanznihe zu. Die Schwingrinne fithrt
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Bild 6.26 Erzwungene Schwingformen eines Schwingforderers

a) im Bereich von f = 50...60 Hz (Die Pfeile geben die Bewegungsrichtungen der Massen
der Erreger an, wobei die Lingen den Amplituden proportional sind.)

b) bei f = 50 Hz und verschiedenen Abstinden ; der Schwingungserreger

starke Biegeschwingungen aus, sodass der Fordervorgang gestort wiirde, weil sich an
den Schwingungsknoten das Fordergut staut. Es wire also ungiinstig, die Rinne in
Resonanznihe zu betreiben. Bemerkenswert ist der Phasensprung der Schwingform
nach dem Uberschreiten der Resonanzfrequenz, der typisch fiir alle Schwinger ist,
vgl. Bild 6.23.

Da ein Schwingforderer infolge der festliegenden elektrischen Netzfrequenz bei
50 Hz betrieben werden muss, wurde gepriift, wie sich die Schwingformen bei Va-
riation des Angriffspunktes einer der beiden Erreger verindern. Das Ergebnis dieser
Analyse zeigt Bild 6.26b. Man erkennt, dass die Anbringung der Erreger im Abstand
I3 ein gleichmifiges Fliefen des Fordergutes erwarten ldsst, wihrend beim Abstand
I; mit einer Gutstauung in Rinnenmitte und bei /5 wegen des Schwingungsknotens
sogar mit einem gegenldufigen Fliefen des Gutes in Teilen der Rinne zu rechnen ist.

6.5.5
Aufgaben A6.10 bis A6.12

A6.10 Bewegungsgleichungen in Hauptkoordinaten

Wie lauten die Bewegungsgleichungen in Hauptkoordinaten fiir das in Bild 6.2 darge-
stellte System, wenn die beiden Erregerkrifte F; und B in Richtung der Koordinaten g,
q» wirken? Bei welchen Grofen von F; und B wird die zweite Eigenform nicht erregt?
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A6.11 Erregung durch Kraftsprung

Auf das in Aufgabe A6.10 behandelte System wirke am Balkenende plétzlich eine
Vertikalkraft, d.h. es sei F; # 0 und F, = 0. Man berechne den zeitlichen Verlauf
der Koordinaten g; und g, und schitze die Gréf8e des maximalen Momentes an der
Einspannstelle ab, indem man fiir diesen Fall eine zu (6.300) analoge Formel ableitet.

A6.12 Unwuchterregung eines Fundamentblockes

Ein Rotor, der die Unwucht U = me hat, rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit £2 um
die vertikale Achse. Die Eigenformen des Fundamentblockes sind bekannt, vgl. Bild 3.7
und Abschnitt 3.2.2.1. Man bestimme den Erregerkraftvektor unter der Annahme, dass
die Fliehkraft unabhingig von den Schwingungen des Fundamentkorpers konstant
bleibt, also die Riickwirkung der Fundamentschwingungen darauf vernachldssigbar
Kklein ist.

Gegeben:

Fliehkraft des Rotors: F = me2?

Horizontale Abstinde der Rotorachse von der vertikalen Schwerpunktachse: &4, 714
Abstand der Unwuchtebene von der horizontalen Schwerpunktebene: {4

Bezugslinge I* (Sie wird eingefiihrt, damit alle generalisierten Koordinaten und alle
Kraftgrofien dimensionsgleich sind.)

Koordinatenvektor, vgl. Bild 6.27:

4" = 191,92 43 44,95 46] = %5, 7528, 0 0 021 @ [0y)s |o2] < 1

~ b) )
2) Z Fsing
F A A
T@A z _’I y Z
X O—
Y Sl T AL | v Eal
m
A Fcos
R Y - \ - 2
x| p=8t A
X
Bild 6.27 Unwuchterreger auf Fundamentblock
Erregerkraftvektor:
f* =R, B, B, By, B, 5] = [Fo, B, B, My /I, M3 /T, M3 /1]
Modalmatrix:
-0,1 02 0 0 0 -03
0 0 0 0 07 O
0 0 1 0 O 0
V = [v1, v2, V3, V4, V5, V6] = 1 0 00 1 0 (6.308)
0 1 0 0 O 1
0 0 01 O 0

Gesucht:

1. Erregerkrifte F, E,E
2. Erregermomente M,% ) M; ) MZS
3. Vektor h der modalen Erregerkrifte



6.5 Erzwungene ungedampfte Schwingungen 433

6.5.6
Losungen L6.10 bis L6.12

L6.10 Die in Richtung der Koordinaten wirkenden Krifte werden zum Vektor fT =[F, B]
zusammengefasst. Die Bewegungsgleichungen (6.267) lauten also mit den aus (6.32)
und (6.34) bekannten Matrizen C und M:

20 ql 6EI 2 =3 q1 _ Fl
Ll SRR e

Die Eigenvektoren wurden in L6.6 berechnet, sodass die Modalmatrix bereits bekannt
ist, ebenso die modalen Massen und Federn. Die entkoppelten Bewegungsgleichungen
in Hauptkoordinaten lauten entsprechend (6.268) und (6.269) mit den Ergebnissen aus

L6.5:
. EI
3,364m ) + 0,821 75 p1 = i + 04768 = h (6.310)
. EI
4,932mjp; + 8,660 3 p = Fy — 0,6991F = hy. (6.311)

Falls die modale Erregerkraft h, = 0 ist, wird nur die erste Eigenschwingform erregt,
d.h. wenn F; = 0,6991F,.

L6.11 Die Losung der Bewegungsgleichungen (6.268) lautet nach (6.294) in Hauptkoordina-
ten

h h
p1= —1(1 — cos w1t), P2 = —2(1 — cos wyt). (6.312)
7 72

Die Lagekoordinaten haben dann gemif (6.108) die Werte

q = {m(l — coswit) + Uﬁ(l — cos a)zt)} F
n n (6.313)

Q@ = {Uﬂ(l — coswit) + Uﬁ(l — cos wzt)} F.
14t 72

Mit den Zahlenwerten aus L6.5 ergibt sich fiir die bezogenen Gréfen
EI q1
BR

Equ
BR

= 1,2179(1 — cos wt) + 0,1155(1 — cos w,t)

(6.314)
= 0,5807(1 — cos wit) — 0,0807(1 — cos w,t)

Im statischen Fall wiren die Deformationen gemif3 g, = Df

? 1 1 R L 21
P O B [ L RS [ (6.315)
6EI | 3 2 || 0 6|3 | El 0,5 EI




434 6 Lineare Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden

Sie ergeben sich fiir den Sonderfall, dass keine Schwingungen stattfinden: cos ;¢ und
cos w;t treten dann nicht auf und sind Null zu setzen. Die maximalen dynamischen
Ausschlége liegen in den Grenzen
Elg
2-1,2179 = 2,4358 < Tr <2-(1,2179 + 0,1155) = 2,6668
1
- max (6.316)
20,5807 = 1,1614 < (3_42) < 2-(0,5807 + 0,0807) = 1,3228.
PR max
Das Einspannmoment ergibt sich aus dem Momentengleichgewicht vgl. Bild 6.2:
M = Rl + 2mlg; + 6mlg,. (6.317)

Die Beschleunigungen lauten in bezogener Darstellung:

mi muv muv
M _ L a)lz cos wit + 12 a)% cos wyt
R 7 72
= 0,2972 cos w1t + 0,2028 cos w,t
(6.318)
md muv mo,
M2 _ Mo w% cos w1t + = w% cos wyt
R 7 72
= 0,1417 cos w1t — 0,1417 cos w,t
Damit ergibt sich das dynamische Einspannmoment zu
2 2
10} W
M=FIl|1+ Qv + 61;21)m L cos it + (2v1 + 6v22)m 2 cos wyt
= F (1 + 1,444 cos wt + 0,444 cos w,t) (6.319)
Das Moment verlduft ,fastperiodisch®, und seine Extremwerte konnen folgende Werte
erreichen:
Min = —0,888F ], Mmax = 2,888/ (6.320)

Infolge der Schwingungen tritt das Moment zeitweise auch entgegengesetzt zur sta-
tischen Momentenrichtung auf, und der statische Wert wird bedeutend tibertroffen
(2,888 > 1).

Diese typischen dynamischen Effekte lassen sich nicht einfach mit einem ,dyna-
mischen Beiwert“ erfassen. Dies muss man gewissen ,Statikern“ sagen, welche die
absurde Meinung vertreten, man brauche nur die Ergebnisse einer statischen Rechnung
mit einem Faktor zu multiplizieren, um die Belastungen fiir den dynamischen Fall zu
erhalten.

L6.12 Die Erregerkraft ist umlaufend, also hat sie in horizontaler Richtung zwei Kompo-
nenten. Die Momente ergeben sich aus dem Produkt der Kraftkomponenten mit den
entsprechenden Hebelarmen, vgl. Bild 6.27. Man beachte die positiven Koordina-
tenrichtungen und Abstinde. Insgesamt ergibt sich der Erregervektor beziiglich der
genannten Koordinaten zu

Ee F cos Q2t 0
F, 0 Fsin Qt
| E | 0 0
ft)y= M| = 0 T (/1) F sin @1 (6.321)
M/I* (&a/I7)F cos Q2t 0

M /I —(na/I")F cos 2t (Er/I7)F sin Qt
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Mit der gegebenen Modalmatrix V ergeben sich die modalen Erregerkrifte aus (6.269)

Z“ h 01 —Gu/"
I 024 /I* 0
h:VTf(t): h =F 0 . cos Qt + 0 sin 2t
hy —na/1" IV
hs 0 0,7— /1"
he —0,3+ &y /1* 0
(6.322)

Man sieht daraus, dass eine einzige Unwucht einen Erregervektor mit fiinf Kompo-
nenten zur Folge hat (fiinf Eigenformen anregt) und dass keine modale Erregung
der vertikalen Schwingform wvj auftritt (h3 = 0). Bei einer Ubereinstimmung der
Erregerfrequenz mit der dritten Eigenfrequenz sind also keine Resonanzamplituden
zu befiirchten (,,Scheinresonanz®). Im Amplituden-Frequenzgang kann man fiinf Re-
sonanzspitzen erwarten. Die modalen Krifte haben alle die Dimension einer Kraft.

Die Endergebnisse fiir die realen Bewegungs- und Kraftgrolen sind unabhingig
von der Bezugslinge I* und ergeben die korrekten Dimensionen. Diese absolute Grofe
der Koordinaten kann nur im Zusammenhang mit der Massen- und Steifigkeitsmatrix
berechnet werden, vgl. Abschnitt 6.5.

6.6
Gedampfte Schwingungen

6.6.1
Zur Erfassung der Déampfung

Schwingungen von Maschinen sind immer gedimpft, weil Widerstandskrifte (dis-
sipative Krifte) der Bewegung so entgegenwirken, dass ein Verlust an mechanischer
Energie auftritt. Ein Teil der mechanischen Energie wird in Warme umgesetzt (sog.
Energiezerstreuung, Dampfung oder Dissipation), wie es der 2. Hauptsatz der Ther-
modynamik besagt.

Es kommt weniger auf die Berechnung des genauen zeitlichen Verlaufs der
Schwingungen an als auf das Abklingverhalten der Amplituden. Der genaue Verlauf
der Dampfungskrifte innerhalb einer Schwingungsperiode ist im allgemeinen nicht
von Bedeutung. Dampfungskrifte werden zur Vereinfachung der mathematischen
Behandlung geschwindigkeitsproportional angesetzt, obwohl sie praktisch nie genau
der Geschwindigkeit proportional sind. Diese wird auch als viskose Diampfung
bezeichnet. Die grolen Vorteile eines solchen Ansatzes sind,

1. dass man lineare Differenzialgleichungen erhilt, die sich leicht behandeln lassen,

2. dass dieser Ansatz einen mechanischen Energieverlust wihrend der Schwingun-
gen ausdriickt (Erwdrmung) und

3. dass man mit wenigen Parameterwerten auskommt, vgl. Abschnitt 1.4.

Bauelemente mit definierten Ddmpfungseigenschaften werden in verschiedenen
Zweigen des Maschinenbaus bewusst eingesetzt, z. B. Hiilsenfedern bei Textilspin-
deln (Bild 6.31c), hydraulische Drehschwingungsdampfer in Schiffsdieselmotoren
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(Bild 4.45), Reibungsdidmpfer an Kurbelwellen (Bild 4.42) u. a. Auch Gummifedern,
Gummikupplungen, Gummireifen, Drahtseile, Keilriemen, Blatt- und Tellerfedern
werden oft deshalb angewendet, weil sie gute dimpfende Eigenschaften besitzen.
Beton hat auch fiir Werkzeugmaschinengestelle wegen seiner hohen Dampfung in
manchen Fillen schon Gusskonstruktionen verdriangt. Wird von diskreten Damp-
fungselementen ausgegangen, so ergeben sich die auf die Koordinaten g reduzierten
Diampfungskrifte in allgemeiner Form zu

fe=Bq (6.323)
Alle Dampfungskoeffizienten lassen sich zur Dampfungsmatrix B = [by] zusam-
menfassen. Die Koeffizienten by ergeben sich aus den Diampfungskonstanten der
einzelnen Dampfer.

Sind keine Dampferparameter bekannt, so ist es giinstig, die Dampfung durch
einen globalen Niherungsansatz zu erfassen. Man wihlt diesen oft so, dass damit
wieder eine Transformation auf Hauptkoordinaten moglich wird, was fiir beliebige
Dampfungsmatrizen B nicht erreichbar ist.

Es ist ratsam, erzwungene Schwingungen nur in Verbindung mit Dampfungs-
werten zu berechnen, da man sonst keine brauchbaren Aussagen tiber die Amplitu-
denwerte in Resonanznihe erhilt. Da oft Dimpfungskonstanten realer Maschinen
fehlen, ist es tiblich, modale Dampfungen einzufiihren.

Es kann mathematisch gezeigt werden, dass beim gedampften Schwingungssys-
tem dann modale Dampfung auftritt, wenn die Dampfungsmatrix B die Bedingung

K

CM'B=BM'C bzw. B=MY aM'Q)"" (6.324)

k=1
erfiillt. Am hdufigsten nimmt man an, dass die Ddmpfungsmatrix von der Massen-
und/oder Steifigkeitsmatrix nur linear abhingt (k = 2):

B = a1M + a,C. (6.325)
Dieser als Rayleigh-Diampfung oder ,Bequemlichkeits-Hypothese® bezeichnete
Sonderfall des Ansatzes nach (6.324) wird bei vielen grofSen Programmsystemen zur
Beriicksichtigung der Dampfung benutzt. Man hat experimentell festgestellt, dass
die Werkstoffdimpfung besser erfasst wird, wenn sie aufSerdem noch umgekehrt
proportional zur Erregerkreisfrequenz angesetzt wird.

6.6.2
Freie gedampfte Schwingungen

Die Bewegungsgleichungen der freien gedimpften Schwingungen haben in Matri-
zenschreibweise die Form

Mg+ Bq+Cq = o. (6.326)
Falls die Dampfungsmatrix den Formen von (6.324) oder (6.325) entspricht, lassen
sich die Bewegungsgleichungen mit den Eigenvektoren des zugehorigen ungedampf-
ten Systems entkoppeln. Diese Entkopplung geschieht, wie beim ungedimpften

System, mit der aus (6.88) bekannten Modalmatrix V' des ungeddampften System
und liefert

Pi 4 28:p; + 0 pi = 0, (i=1,2...,n). (6.327)
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Dabei ist wjy die i-te Eigenkreisfrequenz des ungeddmpften Systems. Sie kann nach
(6.117) berechnet werden. Fiir die modale Abklingkonstante §; findet man mit
(6.325):

’U;IB’UZ'
v Mw;

2D;wjy = 26; = =a; + oha,. (6.328)
v; ist die zu wjy gehorige Eigenschwingform des ungeddmpften Systems. Die Eigen-
kreisfrequenzen des geddmpften Systems sind

/ / d;
w; = (J()iz0 — 512 = Wjy 1— Diz, D,’ = — (6.329)
Wip

Bei den folgenden Betrachtungen wird angenommen, dass kein ,pathologisches“
Schwingungssystem vorliegt, das eine Sonderbehandlung erfordert. Es wird vor-
ausgesetzt, dass keine freien Starrkérperbewegungen moglich sind (also alle Eigen-
kreisfrequenzen w;y > 0 sind) und dass auch keine Kriechbewegungen infolge tiber-
kritischer Dampfung auftreten (also alle §; < wjo sind). Falls relative Koordinaten
verwendet werden, kann man die erstgenannte Bedingung immer erfiillen. Wird die
zweite Bedingung verletzt (z. B. wenn bei der Modellierung zu viele Freiheitsgrade
berticksichtigt werden), treten nicht nur konjugiert komplexe Eigenwerte und Eigen-
formen auf, sondern auch reelle.

D; ist der modale Dampfungsgrad der i-ten Hauptschwingung. Er kann bei
bekannten Matrizen M, B, C und einem Niherungswert fiir den Eigenvektor v; des
ungeddampften Systems mit (6.328) abgeschitzt werden.

Bei Schwingungssystemen mit kleiner Ddmpfung (D; < 1) unterscheiden sich
die niederen Eigenkreisfrequenzen des gedimpften Systems (®;) wenig von denen
des ungeddmpften Systems (@jp). Bei hoheren Eigenfrequenzen kénnen die Unter-
schiede betrichtlich sein, da dann die Dampfungsgrade D; oft nicht mehr klein sind.
Sehr hohe Ordnungen der Eigenformen bilden sich hiufig garnicht aus, weil die
Dampfungsgrade dann tiberkritisch (D; > 1) sind.

Experimentell kann man oft aus dem Ausschwingvorgang einer Eigenform das
zugehorige D; iiber das logarithmische Dampfungsdekrement bestimmen, vgl. Ab-
schnitt 1.4. Auf diese Weise lassen sich in der Praxis die oft benotigten Daten
fir die Didmpfungen ermitteln und nétigenfalls tiber (6.325) die Elemente einer
Diampfungsmatrix B bestimmen.

Die vollstandige Entkopplung ist dann vorhanden, wenn die mit der Modalma-
trix V transformierte Ddmpfungsmatrix B eine reine Diagonalmatrix ist, d. h. nur
im Falle von Ansitzen gemifl (6.324) oder seltenen Sonderfillen. Im allgemeinen
wird die Matrix VTBV voll besetzt sein. Wenn die Diagonalelemente der Matrix
VTBV bedeutend grofler als die anderen Elemente dieser Matrix sind, dann stellt
die Vernachlissigung der Auflerdiagonal-Elemente noch eine Niherung fir das
tatsdchliche Dadmpfungsverhalten des Systems dar.

Fiir gegebene Anfangsbedingungen (6.118) bzw. (6.125) lassen sich analog zu den
freien ungeddmpften Schwingungen die Bewegungen des modal gedimpften Systems
berechnen. Die Losung von (6.324) ergibt sich mit den Anfangsbedingungen von
(6.125) zu

e*Dia),'t > piO .
pi = \/14——1312 /1 — Dz pjg cos w;t + (w—i0 + Dipip) sin wjt | . (6.330)
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In der Praxis interessiert das Abklingverhalten freier Schwingungen, da es fiir die
Lastwechselzahl von Bedeutung ist, z. B. bei Berechnung auf Dauer- bzw. Betriebs-
festigkeit.

Bei periodischen Stof3en spielt es eine Rolle, ob die angeregte Schwingung infolge
der Dampfung abklingt, bevor der nichste Stof$ auftritt. Falls keine Ausloschung bis
zum nichsten Stof3 erfolgt, kann es zu resonanzartigen Anfachungen bei periodi-
schen St6fen kommen. Ergebnisse fur typische Fille periodischer Stof3e sind in [18]
enthalten.

Die Annahme, dass die Matrix B symmetrisch und reell ist, trifft fiir manche
Modelle nicht zu. Die Beriicksichtigung gyroskopischer Krifte, wie sie infolge der
Kreiselwirkung bei rotierenden Wellen auftreten, fithrt zu einer antimetrischen
Matrix B, vgl. Abschnitt 2.4. Allerdings bewirkt eine rein antimetrische Matrix B
keine Dampfung.

Geschwindigkeitsproportionale Terme treten in den Bewegungsgleichungen
auch dann auf, wenn die mechanischen Strukturen durch Regler beeinflusst werden,
wie z. B. bei magnetgelagerten Schwebebahnen, Rotoren und aktiven Tilgern, vgl.
(2], [17], [22].

6.6.3
Harmonische Erregung

Die Bewegungsgleichung fiir geddmpfte erzwungene Schwingungen lautet
Mg+ Bq+ Cq = f(t). (6.331)

Sie stellt eine Erweiterung von (6.267) um die Dampfungskrifte bzw. von (6.326)
um die Erregerkrifte f(t) dar. Im Falle einer kinematischen Erregung kann man die
dann geltenden Bewegungsgleichungen auf dieselbe Form tiberfiihren.

Im Weiteren soll nur der stationire Zustand bei harmonischer Erregung ana-
lysiert werden, fiir den fiir niedere Eigenformen meist eine gute Ubereinstimmung
zwischen Rechen- und Messergebnissen bestitigt wurde. Ein stationidrer Zustand
(engl. ,steady state®) stellt sich ein, wenn die von den Anfangsbedingungen an-
geregten freien Schwingungen abgeklungen sind. Diese Abklingzeit hingt von den
Abklingkonstanten &; ab und betrigt etwa t* > 1/ . Die stationdre Losung von
(6.331) wird dann durch die partikuldre Losung beschrieben.

Die auf das Schwingungssystem in Richtung der Koordinaten g; wirkenden
harmonischen Erregerkrifte F.(t), die bereits in (6.272) eingefiihrt wurden, werden
erfasst durch ihre Amplituden F;, und Phasenwinkel 3 bzw. durch ihre Kosinus- und
Sinus-Terme:

E(t) = B sin(Qt + Bi) = E(sin By cos Q21 + cos By sin £21)
= Ej cos 2t + F sin Q2t; k=12,...,n

(6.332)

Sie haben alle dieselbe Erregerkreisfrequenz 2. Man kann somit (6.331) mit den
Kraftvektoren

fa = [Fal: F;:lZ) e Fan]T; fb = [E)l) E)Z: e E)n]T (6333)
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bei einer harmonischen Erregung mit der Kreisfrequenz €2 in der Form
Mg+ Bq+Cq= f(t) = f,cos 2t + f, sin 2t (6.334)

schreiben.

Die mathematische Behandlung wird kiirzer und eleganter, wenn komplexe
Zahlen eingefithrt werden. Es dndert sich nichts an den physikalischen Zusammen-
hingen, wenn rein formal zur reellen Gleichung (6.334) die imaginire Gleichung

iMg"+Bq" +Cq") = jf (t) = j(f,sin2t — f, cos 2t) (6.335)
addiert wird. Die komplexen Erregerkrifte werden durch eine Tilde gekennzeichnet:
f&) = fO) +if (1) = fexp(jQ1) = (f, — jf,) exp(j20). (6.336)

Der Realteil des komplexen Kraftvektors f entspricht der rechten Seite von (6.334).
Die Summation von (6.334) und (6.335) ergibt mit der bekannten Euler’schen
Relation exp(j€2t) = cos 2t + jsin 2t die Bewegungsgleichung fiir die ebenfalls
komplexen Koordinaten § = q + jq" infolge komplexer Erregerkrifte:

M3+ Bij+Cq = fexp(jQt). (6.337)
Die Werkstoffdimpfung wird manchmal durch eine komplexe Dampfung model-
liert. Es entsteht damit eine komplexe Bewegungsgleichung, vgl. Abschnitt 1.4:

M+ (C+ jB")q = fexp(jQ1). (6.338)

Die stationdren erzwungenen Schwingungen verlaufen bei linearen Schwingern mit
der Erregerfrequenz, sodass die Losung in reeller Form mit

q = q,cos 2t + g, sin 2t = gsin(2t + ;) (6.339)
und demzufolge in komplexer Form analog zu (6.334) mit dem Ansatz
q=q+jq" = qexp(jR2t) = (q, — jqy) exp(j€21) (6.340)

gesucht wird. Einsetzen dieses Ansatzes in (6.337) und (6.338) liefert nach einem
Koeffizientenvergleich bei exp( j€2t) folgendes lineare Gleichungssystem zur Berech-
nung des komplexen Amplitudenvektors:

QM+ iQB+Clij=f (6.341)

bzw.

(-2°M+C+ jBlg=f. (6.342)

Man beachte, dass sich fiir beide Dampfungsansitze derselbe Typ von Gleichungen
ergibt. Die Dampfungsmatrizen der viskosen Dampfung und der komplexen Damp-
fung (bei Erregung mit der Kreisfrequenz £2) stehen in folgender Beziehung:
B*
B=—. 6.343
¥ (6343)

Die Losung von (6.341) ist die komplexe Amplitude
§=[-Q*M+ jQB+C|"'f = H(Q)f. (6.344)
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Damit ist die Matrix der komplexen Frequenzginge mit ihren Elementen Hy; = Hy;
definiert:

H(jQ2) = [-Q’M + j2B+C]' = [Hu(j£2)]. (6.345)

Die Matrix der komplexen Frequenzginge ist bei symmetrischen Matrizen C, B und
M ebenfalls symmetrisch. Thre Diagonalelemente Hj; werden als direkte Frequenz-
ginge und die Auflerdiagonalelemente Hj (I # k) werden als Kreuzfrequenzginge
bezeichnet. Die Bedeutung des komplexen Frequenzganges liegt vor allem darin,
dass er tiber das zu untersuchende System Aussagen beziiglich des dynamischen
Verhaltens im Frequenzbereich liefert. Der komplexe Frequenzgang spielt in der
Signalanalyse eine zentrale Rolle und wird oft fiir den Vergleich zwischen Rechen-
und Messergebnissen herangezogen, insbesondere bei Aufgaben der Identifikation
realer Systeme.

Jeder einzelne komplexe Frequenzgang Hjx(j€2) charakterisiert das lineare
Schwingungssystem beziiglich der Amplitude und Phase an der Stelle k infolge der
Erregung an der Stelle / bei harmonischer Erregung. Fiir [ = k entspricht Hj(j€2)
der dynamischen Nachgiebigkeit, die in (6.287) fiir ein ungeddmpftes System
berechnet wurde.

Durch die Aufteilung des komplexen Frequenzganges Hj(j€2) in den Amplitu-
den-Frequenzgang Dj(£2) = Dy;(£2) und den Phasen-Frequenzgang y;(£2) durch
die Darstellung

Hi(j2) = Dy(£2) eV = Re(Hy) + jIm(Hy) (6.346)

ist eine anschauliche Interpretation moglich, vgl. Bild 6.29. Es gilt dabei mit den
Realteilen (Re) und Imaginarteilen (Im) dieser komplexen Funktion:

Dy = V/Re?(Hy) + Im?(Hy,) (6.347)
Im(H, Re(H,;

sin vy, = M; Cos Wi = le). (6.348)
Dy Dy

Aus dem Sinus und Kosinus gemaf3 (6.348) kann der Winkel yj; mit seinem Qua-
dranten eindeutig bestimmt werden.

Im Grenzfall £ — 0 entspricht die dynamische Einflusszahl (D;, = Dy;) der
statischen Einflusszahl (dj, = dy), vgl. (6.4).

Fiir die k-te Koordinate gilt also in komplexer Form

4 = ZHkl(jQ)fl = Quk — jok = Y, Dia(2) expl jyia(2)](Fy — jFy) (6.349)
I=1 I=1

und in reeller Form ergeben sich daraus die Komponenten

n n AL
Gak = 2 Di(Ey cos wyy + Ky sin wy) = ¥ Dy sin(B; + wi)

- - (6.350)
ok = ZZ Dyy(Fy cos yy — Ey sin yy) = ZZ Dk cos(B; + wir)

=1 =1

und schlie8lich mit (6.339)

ak = >, Dulisin(Qt + B + wi) = 4 sin(Q2t + w). (6.351)
I=1



6.6 Gedampfte Schwingungen 441

Amplitude §; und Phasenwinkel w; lassen sich durch einen Koeffizientenvergleich
aus (6.351) berechnen. Sie sind beide von der Erregerkreisfrequenz 2 abhingig.
Beachtlich ist, dass die Phasenwinkel sich bei allen Koordinaten unterscheiden. Das
bedeutet, dass jede Koordinate zu einem andern Zeitpunkt ihre extreme Lage erreicht
und nicht die von den ungeddampften Schwingungen bekannten Schwingformen
zustande kommen.

a) I:"\ sin 2t ' b) I:] sinQ2¢ ‘
. t
13 ;
fn?
q 92 493

Bild 6.28 Erzwungene Schwingformen eines Balkens (s = 3) zu den Zeitpunkten
t, = (k — 3)T /4 fiir k = 1 bis 5; a) ungedidmpft, b) gedimpft

Falls auf den Schwinger nur eine einzige Erregerkraft E sin(Q2t + B;) an der
Koordinate [ = s wirkt, so erhilt man aus (6.351)

Gk = DiF sin(Qt 4B+ yi,) = G sin(Qt+ i+ i), k=1,2,..,n  (6.352)

Zwischen der Kraft- und Wegamplitude besteht formal dieselbe Beziehung wie
in (6.288). Die Wegamplitude ist der Kraftamplitude proportional. Dies ist eine
Folge der Linearitit des Schwingungssystems. Man beachte aber den Unterschied zu
(6.287)! Die dynamischen Nachgiebigkeiten werden beim gedampften Schwinger bei
keiner Erregerfrequenz null, d. h., die Amplituden haben auch in den Resonanzstel-
len endliche Werte. Die erzwungenen Schwingformen, die sich aus der Gesamtheit
der Koordinaten gy ergeben, besitzen beim gedampften Schwinger im Gegensatz zum
ungeddmpften Schwinger keine raumfesten Schwingungsknoten. Dies erkennt man
daran, dass die Phasenwinkel beim ungeddmpften Schwinger alle gleich sind, vgl.
(6.287) und Bild 6.23, aber beim gedampften Schwinger unterschiedlich grof3 sind.

Bild 6.28 illustriert diesen Sachverhalt an einem einfachen Beispiel. Es zeigt die
synchron sich verdndernden Ausschlige bei einem ungeddmpften Biegeschwinger im
Vergleich zum geddmpften Biegeschwinger wihrend einer halben Periodendauer der
erzwungenen Schwingung (0 < t < n/Q = T/2).

Die grafische Darstellung eines komplexen Frequenzganges H(j€2) liefert eine
ebene Kurve, die als Ortskurve bezeichnet wird, vgl. Bild 6.29c. Aus ihr konnen
wichtige Informationen iiber das Verhalten eines Schwingers entnommen werden.

Die Anwendung der Ortskurven ist im Flugzeugbau, im Werkzeugmaschinen-
bau, in der Rotordynamik und anderen Gebieten verbreitet. Man erhilt Ortskurven
dadurch, dass man in der komplexen Ebene Dy (£2) als Radius und y(€2) als
Winkel in Polarkoordinaten auftrigt. Oft begniigt man sich damit, den Amplituden-
Frequenzgang Dy (£2) darzustellen. Er hat beim geddmpften Schwingungssystem im
Gegensatz zum ungeddmpften keine Unendlichkeitsstellen bei Resonanz. Die Zahl
seiner Maxima ist hochstens gleich n und oft wesentlich kleiner als .
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Bild 6.29 Frequenzginge des Zweimassenschwingers von Bild 4.40 fir u = 0,2, { =1,
D = 0,1; a) Amplituden-Frequenzgang Dy, b) Phasen-Frequenzgang y, ¢) Ortskurven
der komplexen Frequenzginge Hy

Falls modale Dimpfung gemifd (6.325) vorliegt und sich die Bewegungsglei-
chungen auf Hauptkoordinaten transformieren lassen, lauten die Differenzialglei-
chungen fiir jede Hauptkoordinate in Erweiterung zu (6.268) und (6.327)

. . hi(t
pi + 2D;wio p; + wihpi = /E . (6.353)

Die modalen Massen ; und modalen Krifte h;(t) ergeben sich aus (6.105) und
(6.269) und die modalen Dampfungsgrade D; sind aus (6.328) berechenbar. Fiir eine
beliebige zeitliche modale Erregung h;(t) ergibt sich die partikuldre Losung aus dem
Duhamel-Integral, vgl. (6.270):

t
pi(t) = /% e dit / hi(t') % sin w;(t — t') dt. (6.354)
iWi 0

Fiir eine rein harmonische Erregung durch eine Kraft F an der Stelle s, welcher
gemif (6.273) die modalen Krifte

h; = vEsin(Q2t + B;) = hisin(R2t + &); by = vgE (6.355)
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entsprechen, ergibt sich die stationire Losung nach der Ausfithrung der Integration
aus (6.354) zu

pi(t) = p;sin(Q2t + ¢;); i=12...,n (6.356)

vgl. den Sonderfall in (6.280). Dabei berechnen sich Amplitude p; und Phasenwinkel
@; aus

A fli Usi

pi = *Vlz — v VIIE)

i

sin ¢; = [—2D;n;cos o + (1 — 7, 2) sin o] Vi (6.357)
cos p; = [(1 — n; 2) cos a; + 2D;n; sin o] Vi
mit den VergroBerungsfunktionen (n; = 2 /wj)
1
Vii= . (6.358)

V(1 —n})?+4Din?

Die urspriinglichen Lagekoordinaten ergeben sich entsprechend der modalen Trans-
formation (6.108) schliefdlich zu

QG = D vkipi = D, VP sin(Q2t + ¢;) = gy sin(2t + wy). (6.359)
= P

Dabei sind die Amplituden bei modaler Dampfung im Gegensatz zum allgemeinen
Fall, der aus (6.349) folgt, entsprechend (6.283) einfach

n n
= \/(z vipi c0s @;)2 4+ (Y viipi sin ¢;)> = Dy(2)E, (6.360)
i=1 i=1
und die Phasenwinkel y; folgen aus einem Koeffizientenvergleich zu
i zkaUSlD n;V, 1, z vkivsi(l - 771'2)V12i
. i=1 i=1 Vi
_ . - , (6361
sin o cos v 5 (6.361)

vgl. den allgemeinen Fall in (6.348). Im Unterschied zum ungedidmpften System
berechnen sich die Elemente der dynamischen Nachgiebigkeitsmatrix D(£2) bei
modaler Ddmpfung zu

2 2
& 20405 DV & vva(1 = )V
Da(2) = (Z%> N (Z %) e

i=1 Vi i=1

Falls die Erregerfrequenz mit der i-ten Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems
iibereinstimmt (7; = 1), ergibt sich angendhert der Maximalwert des Amplituden-
Frequenzganges, das so genannte Residuum:
UkiUsi
D = .
sk max 2D; v

(6.363)
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6.6.4
Periodische Erregung

Die periodische Erregung ist ein in der Maschinenbaupraxis sehr wichtiger Belas-
tungsfall. Alle zyklisch arbeitenden Maschinen (Zyklusdauer Ty = 2n/€2) bewir-
ken im stationdren Betrieb periodische Lager- und Gelenkkrifte, die sowohl die
Baugruppen (,,im Innern der Maschine®) als auch das Gestell zu Schwingungen
anregen. Periodische Erregungen treten vielfach auf bei Textilmaschinen und Verpa-
ckungsmaschinen, die Kurven- und Koppelgetriebe enthalten, wihrend bei Pressen,
Umformmaschinen und spanenden Werkzeugmaschinen meist die technologischen
Prozesse wesentliche periodische Krifte hervorrufen.

Die Bewegungsgleichungen fur die periodische Erregung entsprechen formal
(6.331). Nicht nur fiir beliebige Erregerkraftverldufe, sondern bereits fiir eine peri-
odische Erregung (wenn auf der rechten Seite eine Fourierreihe steht) ist es umstrit-
ten, ob man die Ddmpfungskrifte in der oben genannten Form physikalisch richtig
erfasst. Es gibt zur nichtharmonischen Erregung kaum experimentelle Ergebnisse
zum Schwingungsverhalten realer Objekte bzw. nur solche, welche den rechnerischen
Werten mit dem Ansatz (6.323) widersprechen. Die Ddmpfung muss fiir Erregungen,
die nicht harmonisch verlaufen, durch nichtlineare Funktionen beschrieben werden,
wenn man auf die Ubereinstimmung von rechnerischen und experimentellen Ergeb-
nissen Wert legt!

Gewisse praktische Bedeutung hat die Ndherung mit der modalen Dampfung,
sodass im Weiteren von (6.353) ausgegangen wird. Es wird hier anstelle von (6.332)
nicht nur mit harmonischen, sondern mit periodischen Erregerkriften gerechnet:

E(t) = FE(t + Ty) = 2 ka sin(mQt + Biy)
m=1

(6.364)

o0

Z (Ejjm cos mQ2t + Fyy,, sin mQ21t),

m=1

deren Fourierkoeffizienten F,, bekannt sind, vgl. z. B. die Aufgaben und Beispiele
in Kapitel 2 und Kapitel 4. Da der Buchstabe k fiir die Nummer der Koordinate
vergeben ist, wird hier die Ordnung der Harmonischen mit m bezeichnet. Aus den
Erregerkriften ergeben sich bei modaler Dimpfung die modalen Erregerkrifte, vgl.
auch (6.273):

B = 3 6 3 Bnsin(m2t + i)

(6.365)

) HM:

= Z im sSin(mQt + aip), i=12,...,n

m=1

Die stationire Losung der Bewegungsgleichung (6.353) lautet mit 77, = 2 / w;y ana-
log zu (6.356)

I & Lo < .
pi(t) = p z Vinilin sin(mQt + @i,) = 2 Dimsin(mQt + @iy,), (6.366)

I m=1 m=1

i=12,..,n
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Die Fourierkoeffizenten

A Vmiilim
pim = (6.367)
Vi

werden gegentiber denen der modalen Erregung (hip) durch die Vergroflerungsfunk-
tionen

1 .
VU —mIn2)E + aDZmn?’

Vi = m=12,... (6.368)

und die modalen Steifigkeiten ,verzerrt, vgl. (6.358) und (3.26). Der periodische
Zeitverlauf hat deshalb meist keine geometrische Ahnlichkeit mit demjenigen der
Erregung.

Die Phasenwinkel ¢;,, folgen analog zu (6.357) aus

2

cos @i = [(1 — m*n?) cos iy, + 2Dimn; sin Qi | Vi

(6.369)

2

sin @i = [—2D;mn; cos ey + (1 — m*n?) sin tiy| Vipi.

In der Nihe der Resonanzstellen m{2 = w;, dominieren die betreffenden m-ten
Harmonischen gegeniiber den anderen Summanden. Um das besser zu veranschau-
lichen, wird die Reihe aus (6.366) ausfiihrlicher geschrieben:

hiy sin(Qt + ¢3) hiy sin(2Q2t + ¢3)
Yipi = > + >
V=) aninz /(- an?) + 40 amin?
his sin(321 + ¢;3)

\/(1 —9n2)* +4-9D2n?

4+ (6.370)

Tritt eine Resonanz héherer Ordnung auf, dann ist mn; = 1, d. h.
mQ = w; m=12,...,00; i=12,...,n (6.371)

Das Abstimmungsverhiltnis 7; = Q/w; = 1/m und der Maximalwert wird im
Wesentlichen durch die betreffende m-te Erregeramplitude und deren Nachbarwerte
bei m — 1 und bei m + 1 bestimmt:

My mh
(Yipi) ~ 1,m—1 + Mim + i,m+1 )
max 2m—1 2D;  \2m+1

Diese Niherungsformel kann man aus (6.366) herleiten. Vielfach wird nur der m-
te Summand der Reihe (6.370) benutzt, da er meist wesentlich grofler als seine
Nachbarterme ist, d. h., in der Resonanz mi-ter Ordnung dominiert die m-te Harmo-
nische, sodass angenihert eine harmonische Bewegung mit der Kreisfrequenz m.2
stattfindet, die mit der i-ten Eigenkreisfrequenz w; tibereinstimmt:

(6.372)

fzim sin (mQ2t + @in)
2Dyy;

pi & = p;sin (@it + @in,) - (6.373)
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Die einzelnen Koordinaten des Schwingungssystems ergeben sich fiir den allgemei-
nen Fall wegen (6.365) aus der Superposition aller Losungen aus (6.282) zu

qi(t) = 2% D

S \/(1 — mn?)” + 4Dk’ n? (6.374)

Gk SIN(ME2E + Y.

ilim sin (m‘Qt + q’im)

Mg

m=1

Diese Summe wird im Resonanzfall, vgl. dazu (6.277),
mn; =1 bzw. mQ = w; (6.375)

(der Resonanz m-ter Ordnung) oft durch einen einzigen Summanden bestimmt. Die
Bewegung erfolgt angendhert proportional der i-ten Eigenform:

A

Uikt sin (mQ2t + o)
2y, 0

Von (6.376) kann man fiir den Fall der Resonanz héherer Ordnung auch zur Ab-
schitzung der Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Krifte, Momente und anderer
mechanischer Grofien ausgehen. Man beachte, dass sich die Phasenwinkel bei den
Koordinaten gi voneinander unterscheiden, vgl. (6.374). Die erzwungenen Schwing-
formen haben bei gedimpften Schwingern auch im Resonanzfall keine raumfesten
Schwingungsknoten, vgl. auch Bild 6.28b.

~ v sin (@it + W) . (6.376)

qi(t) =

0) ?
3 w=50Q
] w=4Q
%wz’ w=3()
£ 20
2 L — L —W=
= e o—w=0
g, = o —
i1 r—
Q—»
b) ?
: VS
J I
0 @ @ ejwy Wy Wy, W3
5 3 25 5 3 3

Erregerkreisfrequenz () —==—
Bild 6.30 Periodisch erregter Schwinger mit drei Freiheitsgraden

a) Campbell-Diagramm, b) Resonanzkurve

Eine typische Resonanzkurve zeigt Bild 6.30b. Sie ist nicht identisch mit einem
Amplituden-Frequenzgang, denn als Ergebnis ist der Betrag des Maximalwertes
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einer Koordinate g, dargestellt, der sich aus mehreren Harmonischen ergibt, die
ja nicht alle zur gleichen Zeit ihr Maximum erreichen, vgl. (6.374). Es existieren
aber Resonanzspitzen an den Stellen, welche der Bedingung (6.375) entsprechen,
also bei ganzen Bruchteilen der Eigenfrequenzen (£2 = w;/m). Man vergleiche dazu
die Bilder 3.5, 4.22, 4.23, 4.31 und 4.43.

Im Campbell-Diagramm Bild 6.30a sind drei Eigenfrequenzen und fiinf Har-
monische eingetragen. Die Schnittpunkte von der Schar der Erregerfrequenzen mit
den Geraden der Eigenfrequenzen kennzeichnen mogliche Resonanzstellen hoherer
Ordnung. Der Vergleich von Bild 6.30a mit Bild 6.30b lehrt, dass nicht an allen
Schnittpunkten Resonanzerhéhungen entstehen. Im vorliegenden Beispiel war die
vierte Harmonische gleich null, sodass demzufolge an den Schnittpunkten der be-
treffenden Geraden Scheinresonanz auftritt.

Beim Hochlauf einer Maschine liegen dementsprechend viele Resonanzen weit
unterhalb der ersten Eigenfrequenz. Man kann diese Ergebnisse auf die klassische
Aussage ,Resonanz tritt auf, wenn Erregerfrequenz gleich der Eigenfrequenz ist®
reduzieren, wenn man alle Erregerfrequenzen, die in der periodischen Erregung
enthalten sind (und alle Eigenfrequenzen) berticksichtigt.

Die Resonanzkurven geddmpfter Systeme behalten immer endliche Werte. Die
Resonanzkurve unterscheidet sich in den Gebieten auflerhalb der Resonanz nur un-
wesentlich von der des ungeddmpften Systems, falls der Dampfungsgrad D; klein ist.
Bei hoheren Eigenfrequenzen wird die Ddmpfung oft iiberkritisch (D; > 1), sodass
sich gar keine Resonanzspitzen ausbilden, vgl. z. B. Bild 6.29. Das Residuum wird
wesentlich durch die Komponenten der Eigenvektoren bestimmt und ist umgekehrt
proportional zum modalen Dampfungsgrad, vgl. (6.363).

6.6.5
Beispiele

6.6.5.1
Textilspindel

Textilspindeln arbeiten bei hohen Drehzahlen und gehéren zu den Maschinen-
baugruppen, die ohne eine genaue dynamische Analyse nicht konstruiert oder
weiterentwickelt werden konnen. Bild 6.31 zeigt die Konstruktionszeichnung einer
Textilspindel und das ihr entsprechende Berechnungsmodell. Man beachte, dass an
beiden Lagern ein in Bild 6.3 1¢ dargestellter hydraulischer Ddmpfer mit Ddmpfungs-
spirale (Hiilsenfeder) verwendet wird. Den berechneten Amplituden-Frequenzgang
der Fufllagerkraft zeigt Bild 6.32a, und den des Weges der Spindelspitze infolge der
unwuchterregten Schwingungen Bild 6.32b. Dabei wurde die Didmpfungskonstante
br des Fufilagers variiert, um zu erfahren, bei welchen Werten die im An- und Auslauf
zu durchfahrenden Amplitudenmaxima moglichst klein bleiben.

Aus Bild 6.32 ldsst sich entnehmen, wie stark die Resonanzamplituden von der
Fufllagerdimpfung bestimmt werden. Man beachte, dass keine Proportionalitit zwi-
schen den Amplituden der Spindelspitze und der Lagerkraft besteht. Man kann also
nicht aus Messungen der Bewegung der Spindelspitze auf die Lagerkrifte schliefen.
Mit steigender Ddmpfung nehmen die drei Resonanzspitzen zunichst ab. Die Kur-
venschar hat vier dimpfungsunabhingige Festpunkte P; bis P;. Unter den dadurch
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Bild 6.31 Berechnungsmodell einer Textilspindel
a) Zeichnung, b) Berechnungsmodell, ¢) Hiilsenfeder-Dampfer-Element des Spindellagers

bestimmten Grenzwert kann der Maximalausschlag nicht sinken. Das Optimum
liegt in der Nihe von br = 0,3 N - s/mm. Bei grofBen Dampfungen verschieben sich
die Eigenfrequenzen sehr stark, und die Amplituden steigen bemerkenswerterweise
wieder. Durch die starke Dampfung wird das Lager praktisch so unnachgiebig, dass
ein Freiheitsgrad des Schwingers verloren geht und anstelle von drei Resonanzstellen
nur noch zwei verbleiben. LiefRe sich der Konstrukteur von statischen Uberlegungen
leiten, konnte er auf die Idee kommen, die Spindelbewegung durch eine entspre-
chend grofle Ddmpfung zu begrenzen. Da diese Versteifung jedoch eine Verinderung
der Eigenfrequenzen zur Folge hitte, konnte sich damit die Situation verschlimmern.

6.6.5.2
Riemengetriebe

Vorgespannte Riementriebe werden zur Momenteniibertragung eingesetzt. Die Elas-
tizitdt der Vorspanneinrichtung bewirkt in Verbindung mit den Steifigkeitsunter-
schieden von Zug- und Leertrum eine Kopplung von Lings- und Drehschwingun-
gen.

Fiir einen vorgespannten Keilriementrieb entsprechend Bild 6.33 mit elastischer
Spanneinrichtung ist unter der Voraussetzung kleiner Schwingungen zu priifen,
inwieweit die dynamischen Trumkrifte infolge der durch die Restunwucht U = me
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Resonanzkurven der Textilspindel von Bild 6.31 infolge von Unwuchterregung
a) Lagerkraftamplitude, b) Amplitude der Spindelspitze

des Motorldufers verursachten Dreh- und Langsschwingungen die fiir die Momen-
tentibertragung notwendige Vorspannung beeinflussen.

Die Riemenmasse ist vernachlissigbar klein. Die Anderung des Winkels o infolge
von Lingsschwingungen sei vernachléssigbar, ebenso der Schlupf. Es kann schwache
Déampfung vorausgesetzt werden, sodass fiir die Berechnung der Schwingungsam-
plituden modale Dimpfung geniigt. Steifigkeitsunterschiede zwischen Zug- und
Leertrum resultieren aus dem nichtlinearen Materialverhalten.



450 6 Lineare Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden

Zugtrum

J
((Abtrieb)

Leertrum 7

Bild 6.33 Berechnungsmodell eines Riemengetriebes mit elastischer Spanneinrichtung

Die Deformationswege des Zug- und Leertrums sind von drei Koordinaten
abhingig. Es gilt

Al; = rpy — Rp — xcos s Al = Rp — roy — xcos a. (6.377)

Mit den in Bild 6.33 definierten Koordinaten (x = 0 und r¢y = R¢ kennzeichnet
den vorgespannten, aber schwingungsfreien Zustand) werden die kinetische und
potenzielle Energie sowie die virtuelle Arbeit formuliert:

2Wiin =T+ o + m [(% + e cos o) + € o3y sin® gy
=m - (X* + 2expp cos pu) + T + (T + me*) oy (6.378)
2Whot = cvxitcz - (rom —x cos afR(o)ercL - (Rp—rpy—xcos o)t (6.379)
SW =+My - Sopy—byx-5x
—b-(ropmy—Rp—xcosax) - (r-Soy—R-Sp—cosa - 5x)
—b- (Rp—rpp—xcosa) - (R-8p—r-8py—cosa - 5x) (6.380)

Wird nun ¢y (t) = Qt, also ¢y = €2 = const. vorausgesetzt, ist es fir das weitere
Vorgehen zweckmifig, eine neue Koordinate gemafd

4> = Rp —rQt (6.381)

einzuftihren, die die der starren Rotation tiberlagerten Drehschwingungen des Ab-
triebs beschreibt. Unter Beachtung von 6t = 0 gilt auch § o = Mt = 0, so dass
mit der formalen Umbenennung von x in q; Folgendes gilt:

X =q1; X =q1; X ={q Sx=46q (6.382)

r r
Damit werden die Funktionen (6.378) bis (6.380) zu:

(i + me?)’

o .
Win = mg + 25 (rQ2 + )" + - ()

+ meqlr.Q cos 2t (6.384)
r
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2Wpot = ey + ¢z - (—q1 cos a — q2>z + e+ (g2 — g1 cos a)2 (6.385)

W =— (by +2bcos’ &) 4:18q1 — 2b4254». (6.386)
Fiihrt man den Koordinatenvektor

q=[q, @] =[x Rp — Q)" (6.387)

ein, so folgt iiber die Lagrange’schen Gleichungen 2. Art das System der Bewegungs-
gleichungen zu:

M-§+B-g+C-q= f(t) (6.388)
Hierbei ist

0
mM=|" " (6.389)
0 J/R
die Massenmatrix,
c— [ ov + (L +¢z)cos? o — (e, — ¢z) cos o (6.390)
—(cL — ¢z) cos c+cz
die Steifigkeitsmatrix,
[ by +2bcos’a 0O
g— | JvT2bcosa (6.391)
0 2b
die Dampfungsmatrix und
f=[U@*sin@s; 0] (6.392)

der Vektor der rechten Seite (U = me).

Das System der Bewegungsgleichungen (6.388) hitte man auch erhalten, wenn an
den beiden freigeschnittenen Ridern die Gleichgewichtsbedingungen unter Beach-
tung des d’Alembert’schen Prinzips aufgestellt worden wiren, vgl. Bild 6.34. Es wird
dem Leser empfohlen, diese Variante zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen
noch zusitzlich selbst durchzurechnen.

Die Krifte in Leer- und Zugtrum resultieren sowohl aus der Vorspannung als
auch aus den durch die Schwingungen bedingten Deformationen (vgl. Gln. (6.377))
und ihren zeitlichen Anderungen:

F
K = + c(Rp — rQt —qy cos ) + b(RP — r€2 —4; cos ) (6.393)
2cos o ——— ——
=42 =q2
E, .
E = + cz(rQ2t — Rp —qy cos ) 4+ b(r2 — Rp —q; cos a). (6.394)
2cos o ——— ———
== ==q2

Aus dem Momentengleichgewicht am Motorldufer folgt das zur Erzeugung der
vorgegebenen Bewegung ¢y (t) = Q1 erforderliche Motormoment:

My = (F, — F)r + U cos 2t - . (6.395)



452

6 Lineare Schwinger mit mehreren Freiheitsgraden

i

x+e sin(lt

Bild 6.34 Kriftebild am frei geschnittenen System bei ¢y = £2

6.6.6

Aufgaben A6.13 bis A6.16

A6.13 Ausschwingvorgang

Fir das in Tabelle 6.3, Fall 2, dargestellte Modell eines Maschinengestells soll der
Ausschwingvorgang nach einem Geschwindigkeitssprung u;y an der Koordinate g;
berechnet werden. Als Dampfungsansatz wird die Rayleigh-Dampfung verwendet. Es
wird also gemif (6.325) mit w*? = 48EI/ml> angesetzt: B = 0,0080*M + 0,08C/ 0,
d.h.,a; = 0,0080", a; = 0,08/ ®".

In Abschnitt 6.3.4.2 wurde bereits das Eigenwertproblem des ungeddmpften
Schwingungssystems geldst, sodass aus (6.136) die Eigenkreisfrequenzen bekannt sind.
In (6.144) sind die Vektoren der Anfangswerte in Hauptkoordinaten angegeben. Man
berechne die modalen Dampfungsgrade D; und gebe die Gleichungen zur Berechnung
der Koordinaten g;(t) und der Massenkrifte Qi (¢) an. Man beurteile sie im Vergleich
zu den ungeddmpften Schwingungen (Bild 6.9).

A6.14 Auswertung einer Ortskurve

Bild 6.35 zeigt das vereinfachte Berechnungsmodell des Gestells einer Frismaschine
und dessen zwei niedrigste Eigenschwingformen. Die Oberflichengiite beim Frisen ist
abhidngig von der Relativbewegung zwischen Werkzeug und Werkstiick an der Stelle A.

Fiir das interessierende Frequenzintervall wurde die Ortskurve fiir die Koordinate
e bei einer Erregung F; ermittelt, vgl. Bild 6.35. Man bestimme aus der Ortskurve
die Eigenfrequenzen und kommentiere anhand der dargestellten Schwingformen den
Amplituden-Frequenzgang.

A6.15 Komplexer Frequenzgang

Das in Bild 4.40 dargestellte Berechnungsmodell ist fir die dort angegebene harmoni-
sche Erregung zu untersuchen.

Gegeben: .
Z="N/hL=027=cm/crp =02;D=by/(20") =0,1; 0*? = cr2/h

Gesucht:
1. Matrizen M, C, B und Erregervektor f
2. komplexer Frequenzgang Hy,(j£2)
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Bild 6.35 Zum Frasmaschinengestell
a) und b) Eigenformen v, und v, ¢) Ortskurve fiir die Koordinate g

A6.16 Riemengetriebe mit Spanneinrichtung und Unwucht

Fir das in Bild 6.33 dargestellte Berechnungsmodell eines Riemengetriebes wurden
in Abschnitt 6.6.5.2 fiir konstante Motordrehgeschwindigkeit ¢p; = £2 die Matrizen
der Bewegungsgleichungen dieses Systems mit zwei Freiheitsgraden ermittelt, vgl. Gln.
(6.389) bis (6.392). Hier wird die Aufgabe gestellt, die erzwungenen Schwingungen des
Systems unter der Annahme von modaler Ddmpfung zu untersuchen.

Gegeben:

r  =70mm wirksamer Radius der Motor-Riemenscheibe

R =280 mm wirksamer Radius der Abtriebs-Riemenscheibe

m =243kg Masse des Motors (Stator, Liufer, Riemenscheibe)
J =24 kgm2 Drehmasse des Abtriebs

a =18° Neigungswinkel

cy =6,23-10°N/m Steifigkeit der Vorspanneinrichtung
g =1,125-10°N/m  Steifigkeit des Leertrums
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6.6.7

¢z =1,169-10°N/m  Steifigkeit des Zugtrums

U =1,75-10"3 kg-m  Motorunwucht

b =664N-s/m Dampfungskonstante der Riemen bei Langsschwingungen
by =392N-s/m Dampfungskonstante der Vorspanneinrichtung

F, =4340N Vorspannkraft in der Vorspannfeder

Gesucht:

1. Eigenfrequenzen und Modalmatrix V/

2. modale Koordinaten und Losung fir den stationdren Zustand

3. dynamische Trumkrifte fiir den stationdren Zustand, insbesondere in der Reso-
nanzstelle n; = Q /w9 =1

Losungen L6.13 bis L6.16

L6.13 Setzt man den Dampfungsansatz in (6.328) ein, so erhilt man unter Benutzung von

(6.104) und (6.105) die Abklingkonstanten
oy .
§i = 0,004 [ 1+10—5 | 0. (6.396)

Da o, die Kreisfrequenzen des ungedimpften Systems sind, findet man mit
den angegebenen Werten &1 = 0,004260", §; = 0,00593w", 53 = 0,03882w",
84 = 0,079 490" Daraus folgen die modalen Dampfungsgrade aus (6.329):

D; =0,0528, D, =0,0270, D =0,0416, Dy = 0,0579. (6.397)

Mit den Anfangsbedingungen in Hauptkoordinaten lassen sich nach (6.330) die Bewe-
gungen in Hauptkoordinaten angeben:

pilt) = PO =0t LGnawt,  i=1,2,34 (6.398)
o;

Darin sind o; gemif (6.329) die Eigenkreisfrequenzen des gedimpften Systems. Man
findet, vgl. dazu (6.143):

w1 = 0,08050%, ®; = 0,219%40", ;= 0,9321l0", o, =1,37140". (6.399)

Die Anfangswerte p;y sind aus (6.144) bekannt. Aus den Amplituden, die aufgrund
der schwachen Dimpfung nur wenig von denen gemaf} (6.146) abweichen, erkennt
man zundchst, dass die erste und zweite Eigenfrequenz im Antwortsignal dominieren.
Da die Abklingkonstanten &3 und 84 wesentlich grofler als §; und &, sind, klingen die
Schwingungen mit der 3. und 4. Eigenfrequenz sehr schnell ab. Dies ist auch aus Bild
6.36 bei allen Koordinaten gy, ..., g4 deutlich erkennbar. Die Lagekoordinaten ergeben
sich aus (6.108) und die Massenkrifte mit (6.13):

4
a(t) = Y vpi(t),  Qult) = —mdix(t) (6.400)
-1

In Bild 6.36a ist fiir g; noch die aus Bild 6.9a bekannte ungeddmpfte Bewegung angege-
ben. Man erkennt, dass die Abklingkonstanten &; gegeniiber den Ddmpfungsgraden D;
eine grofiere Aussagefihigkeit fiir den Ausschwingvorgang haben. Interessant ist noch,
dass die Extremwerte der Deformationen und Krifte, die kurz nach der Impulserregung
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Bild 6.36 Freie gedimpfte Schwingungen eines Gestells (Modell von Tabelle 6.3,
Fall 2); a) Koordinaten g (t), b) Massenkrifte Q. (t) (Bezugswert Q" = mujg0™)
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auftreten, durch die Ddmpfung nur wenig abgemindert werden. Es ist deshalb oft zu-
lassig, diese Spitzenwerte mit einem ungeddmpften Berechnungsmodell zu berechnen,
vgl. Bild 6.9 mit Bild 6.36.

L6.14 Die Eigenfrequenzen des Maschinengestells kann man aus der Ortskurve daran er-
kennen, dass die Amplituden dabei relative Extremwerte annehmen und die Phasen
sich relativ schnell dndern. Man findet so die Eigenfrequenzen f, = 140 Hz und
f3 = 152 Hz. Das Residuum bei f; ist klein, weil der Kraftangriffspunkt bei der
Grundschwingungsform in Gegenphase zum oberen Gestellteil schwingt und sich nur
wenig bewegt.

Das Residuum bei 2 = @, ist deshalb so grof}, weil die zweite Eigenschwingung
an der Stelle A grofle Ausschlége zeigt (Bild 6.35b). Falls die Frasereingriffsfrequenz in
der Nihe der ersten Eigenfrequenz lige, wire das also viel weniger gefihrlich als eine
Erregung in der Nihe der zweiten Eigenfrequenz.

L6.15 In Abschnitt 4.4.3 wurde bereits fiir dieses Modell der Amplituden-Frequenzgang
D, (£2) berechnet. Gleichung (4.186) und Bild 4.41 zeigen ihn als Vergréf3erungsfunk-
tion V = ¢/ ¢st = {2¢2/M. Die Matrizen M, B, C und der Erregervektor f ergeben
sich aus einem Koeffizientenvergleich aus den Bewegungsgleichungen (4.185):

a=| 1, M= o 00 g | brobrp
) 0 I —br by
c=| ‘T F=| % | cosr (6.401)
—cr1 on Tt en M
Die Hauptdeterminante lautet:
_02 i —i _
AGQ) = -Q Ji + jL2br + o1 J%bT or2 (6.402)
—j82by — ey —Q°), + jQby + cr1 + o2

A(jR2) = QI [, - iQ2°br (1 +12) — 22 acri +1 (er1 +ora) 1+ jQ2brery ety

Da das Erregermoment an der Masse 2 angreift, gilt & = 5 = M. Der Berechnung des
komplexen Frequenzgangs Hj, dient die Determinante

*.Qz]l+j.QbT+CT1 0

An(jQ) =
20 = _op_q 1

= 0%+ iQbr + oy (6.403)

Fithrt man die dimensionslosen Kenngréflen laut Aufgabenstellung ein, und auflerdem
E2=7/mundn = 2/w", so folgt

2
. (& . _ _ _ _ . o
Ajn) = _;21 {n*m—i2n’DE(1+T) —n* [F+E(1+7)]+ j2n DE+7}

(6.404)
. ‘T .
Axn(jn) = 5—21 (—=n*+j2nD+£%).
Mit den Abkiirzungen
a=&-n  a=n'T-n*7+E(+P]+7
I (6.405)
a3 = 2nD, ay =2nDg [n*(1+ 1) — 1]
findet man
Hyy — Ap _yHatjas [ [aiap —axay a3ap +aidy (6.406)

; P 2 2 2 2
A r1 4y — jas o1 a; +ay a; +ag
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Die in Bild 6.29a und b dargestellten Verldufe des Amplituden- und Phasenfrequenz-
ganges, sowie die Ortskurve in Bild 6.29c entsprechen der Losung fiir die Zahlen-
werte der Aufgabenstellung. Man erkennt die beiden Resonanz-Frequenzverhiltnisse
m = 0,8; 7, = 1,25 und die Tilgungsfrequenz (Antiresonanz) bei n = 1,02.

L6.16 Zur Ermittlung von Eigenfrequenzen und Eigenformen des ungedimpften Systems
wird vom homogenen System mit B = 0 ausgegangen. Das lineare Eigenwertproblem
fithrt auf die Frequenzgleichung, vgl. (6.79):

11 — mwé C12

C— ojM| =
| oM| 12 e — (J/R?) o}

(6.407)

= m]/Rza)g — (szm —+ C11]/R2) (l)(z) + C11622 — C%Z = 0.

Hierbei wurden zur Abkiirzung die Elemente ¢ ;. der Steifigkeitsmatrix C entsprechend

(6.5) benutzt, vgl. auch (6.409). Die Losungen der fiir a)g quadratischen Gleichung
(6.407) sind:

2 2
1 c c c c 4c
2 22 11 22 11 12
— . — - . 6.408
DL0=5 R T qE\/(]/RZ m) TR (6.408)

Fiir die gegebenen Parameterwerte wird demnach:

1 = oy + (L +¢z) - cos® a = 8,305 - 10° N/m
) =cL tcyg =2,294 - 10° N/m (6.409)
c12 = —(c, —cz) - cosa =4,185-10* N/m

und damit die Eigenfrequenzen

10 @20
= — =2942Hz, = — =43,57 Hz 6.410
flo=— fao = (6.410)
Die Eigenformen werden aus den Losungen mit der Normierung vy; = 1 (i = 1,2)
bestimmt:
2
(c1n — wym) - vy + C12 -2 =0
. ) 5 o (6.411)
1z -1+ (€2 — @HJ/R?) - v = 0.
Die Modalmatrix V' gemif3 (6.88) enthilt die beiden Eigenformen:
v " 1 1
1 12
V= = €1 — mo? €1 — mo3
Va1 U :| _ i 10 ol 20
€12 €12 (6.412)

1 1
V= .
—0,03355 236,73

An den Groflen der Amplitudenverhiltnisse vy; ist zu erkennen, dass die beiden Koor-
dinaten in den beiden Eigenformen nur schwach gekoppelt sind. Die erste Eigenform
beschreibt im wesentlichen die horizontalen Schwingungen des Motors, die zweite vor
allem die Drehschwingungen des Abtriebs, vgl. die Definition des Koordinatenvektors
in (6.387).
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Die Bewegungsgleichungen in modalen Koordinaten entsprechen (6.353). Fiir die
modalen Massen y; und Krifte h; gilt entsprechend (6.105) und (6.269) mit den
Matrizen aus (6.389) und (6.392)

,u,»:v;r-M-vi:m—o—lé-v%i; i=12 (6.413)

h; :viT~f:viT-]A“sin.Qt :lewsith —UR? sinRt; i=1,2 (6.414)

Nach (6.328) lasst sich die modale Dampfung bei Vernachlissigung der Auflerdiago-
nalelemente von V' - B - V wie folgt berechnen:
vl-T~B~vi l7v+2b-(cosza+vgi)_

2D;wi = = ; i=12 (6.415)
Hi 2
m R2 'Uzi
Da es sich gemidf3 (6.414) um eine harmonische Erregung handelt, ergibt sich nach
(6.356) die stationire Losung fiir die modalen Koordinaten zu

pi(t) = p;sin (2t + ¢;); i=1,2 (6.416)

mit
5 — Yoy o — 2DV (- PV
pi= U nj Vlv s @; = 2D1771V11) COS @; = (1 m; )Vll (6-417)
Y . S
mit der VergréBerungsfunktion aus (6.358).
Hierbei stellt n; = 2 /w;y das der i-ten Eigenform zugeordnete Abstimmungsver-

hiltnis dar. Die Modaltransformation g = V- p ergibt dann die gesuchten Bewegungen,
vgl. (6.108):

qi1(t)=v11p1(t)Fvipa(t) = p1(t)+pa(t) (6.418)
q1(t) = (p1 cos @1+ > cos @) sin L2t + (py sin @1+ P> sin ¢, ) cos 2t

q2(t) =v21 p1(t) +v22pa(t) (6.419)
q(t)= (v21ﬁ1 €os @1 +v23 Py COS (pz) sin 2t + (v21ﬁ1 sin @1 +v2; P sin (pz) cos Q2t.

Fiir die gegebenen Parameter haben die modalen Groflen folgende Werte:

iy = 243,03 kg; Uy = 1,7158 - 106 kg
D; = 0,0178; D, = 0,0792 (6.420)
n = 02/(184,85s71); n, = Q/(273,76 s71).

Die Trumbkrifte berechnen sich unter Beachtung der statischen Vorspannkraft F; aus
(6.393) und (6.394):

E=ose 2 (@cosa+taq)—b-(qicosat i) (6.421)

K = —q - (ql cos o — qz) —b- (ql cos o — qz) . (6.422)

Einsetzen der Losungen (6.418), (6.419) und ihrer ersten Zeitableitungen ergibt:

2cos o

E(t) =

— (¢zK1 + bQK;) sin 2t + (cz K, — bQ2Ky) cos 2t (6.423)
2coso

K@) = — (K5 + bQKy) sin 2t + (¢ Ky — bQK3) cos 2t (6.424)

2cos o
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mit den Abkiirzungen

2 2

Ky = 2 (cos & + vy;) - p; cos @;; K, =— z (cos & + vy;) - p;sin @; (6.425)
i=1 i=1
2

K; = 2 (cosa — vy;) - p; cos ;3 Ky = — Z (cos @ — vy;) - p; sin @;. (6.426)

i=1 i=1
Insbesondere wird fiir die erste Resonanzstelle (7, = 1, £2 = wq9):

A . Q
p1 =0,202mm; sinf; =—1; cosf; =0; 1ny=— =0,6752
w20

=K =K3=0;, K, =018534mm; K4 =0,19889 mm. (6.427)
Somit ergibt sich fiir die Trumkrifte:

F, = [2281,7 — 22,75 - sin 2t + 216,7 - cos 2¢] N (6.428)

F = [2281,7 — 24,41 - sin 2 + 223,8 - cos 2¢] N. (6.429)

Fazit: Die Ergebnisse zeigen, dass die infolge der Motorunwucht angeregten Schwin-
gungen die statische Vorspannkraft nicht so stark verandern, dass die Momenteniiber-
tragung gefihrdet wire. Die Kopplung von Dreh- und Lingsschwingungen bei vorge-
spannten Riementrieben ist i. Allg. schwach, weil die Steifigkeitsunterschiede von Zug-
und Leertrum gering sind. Aus diesem Grund werden auch die Drehschwingungen
kaum von einer umlaufenden Unwucht angeregt, wiahrend die Lingsschwingungen
sehr stark von ihr beeinflusst werden kénnen.

6.7
Beziehungen zur Systemdynamik

6.7.1
Einige Grundbegriffe

Wihrend die Technische Mechanik und die Maschinendynamik ihre wesentliche
Aufgabe darin sehen, mechanische Zusammenhinge zu erkliren und zu berechnen,
bezieht die Systemdynamik einen allumfassenden Standpunkt, sodass die Maschi-
nendynamik — mathematisch betrachtet- auch darin eingeordnet werden kann. Die
Systemdynamik befasst sich mit Objekten, die aus unterschiedlichen Disziplinen
stammen konnen, also nicht nur aus Mechanik und Elektrotechnik, sondern aus
allen Gebieten der Physik, Chemie, Biologie, Soziologie, Wirtschafts- und Gesell-
schaftswissenschaften.

In der Systemdynamik ist ein System etwas sehr Abstraktes, von dem man
allgemein etwa folgende Kennzeichnen nennen kann: Es besteht aus einer Menge von
Elementen (gekennzeichnet durch ihre Parameterwerte), die miteinander gekopppelt
sind und aufeinander einwirken konnen (Wechselwirkung). Es wird gekennzeichnet
durch seine Topologie und durch zeitlich verdnderliche Zustandsvariable (Bewe-
gung). Ein System erlaubt, die Beziehungen zwischen Eingangs- und Ausgangs-
groflen (Simulation)zu beschreiben. Es kann nach seinem dynamischen Verhalten
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(Stabilitit) beurteilt, in seinem zeitlichen Verhalten beeinflusst (Steuerung) und
hinsichtlich bestimmter Kriterien optimiert werden.

Hier sollen lediglich die Beziehungen der Bewegungsgleichungen der Systemdy-
namik zu denen der Mechanik und Maschinendynamik kurz dargelegt werden. Dem
Studierenden wird empfohlen, sich mit der weiterfithrenden Literatur zu befassen, da
kiinftig auch wegen der Querverbindungen zur Mechatronik, die Betrachtungsweise
der Systemdynamik weitere Verbreitung finden wird [2], [10], [13], [17].

Ein Grundbegriff ist der Zustand. Zustandsgrofien konnen beliebige Variable
sein, in der Mechanik sind es im Allgemeinen die Koordinaten und Geschwindigkei-
ten. Sie werden im Zustandsvektor

x = (x1, X2, 0 XN) T (6.430)

zusammengefasst, der N Komponenten hat und den Zustandsraum bildet. Der
zeitlichen Anderung der Zustandsgrofen entspricht die Bewegung eines Punktes im
N-dimensionalen Zustandsraum.

Die Differenzialgleichungen eines autonomen Systems lauten allgemein

G(x, x) = 0. (6.431)

Gleichung (6.431), die allgemeinste Form der so genannten Zustandsgleichungen,
sagt aus, dass sich die zeitliche Anderung x und der momentane Zustand x selbst
sich gegenseitig so beeinflussen, wie es die Vektorfunktion G beschreibt. In dieser
abstrakten Form gelten die Gleichungen der Systemdynamik fiir viele physikalische,
biologische, 6konomische und gesellschaftliche Systeme. Wenn Einwirkungen von
auflen auf ein System vorhanden sind, spricht man von einem heteronomen System.
Viele Zustandsgleichungen haben die Form

x =g(x,t). (6.432)

Die zeitabhingige Einwirkung definiert, dass ein Energieaustausch des Systems mit
der ,,Aulenwelt erfolgt. Man kann Bewegungsgleichungen nichtlinearer parame-
tererregter und/oder erzwungener Schwingungen in die mathematische Form von
(6.432) iiberfiihren.

Ein lineares System gehorcht der Zustandsgleichung

x =Ax +b(1). (6.433)

Dabei ist A die (N X N)-Systemmatrix und b(t) ist ein (N X 1)-Erregervektor, der
die von der Zeit abhingigen Finfliisse ,,von auflen® erfasst. Auf diese Form lassen
sich z. B. alle Bewegungsgleichungen erzwungener Schwingungen linearer Systeme
bringen.

Der Zustand eines mechanischen Systems wird durch seine verallgemeinerten
Koordinaten und deren Geschwindigkeiten eindeutig beschrieben. Wenn man den
Lagevektor und seine erste Ableitung im Zustandsvektor

1T
x=[q"4q"] (6.434)
zusammenfasst, so kann man (6.331), also Mg+Bg+Cq = f(t), in die Form (6.433)

. d|q 0 E q
Tl g| " | -Mm'c -M'B
q

q M

+l 0 ] ft)  (6.435)
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tiberfithren. Damit sind die Systemmatrix A und der Erregervektor b definiert:

0 E
-M~'C -M'B

0

A= st

£(t), (6.436)

; b(t) = [

also anders als durch (6.83), allerdings gelten analoge Aussagen zum Eigenwertpro-
blem (6.82). Die Anzahl N der Zustandsgréf8en in der Systemdynamik ist doppelt so
grofd wie die Anzahl n der Freiheitsgrade bei konservativen mechanischen Systemen
(N = 2n). Formuliert man die Bewegungsgleichungen der Mechanik in der Form der
Systemdynamik, so lassen sich mit den in der Systemtheorie allgemein entwickelten
Methoden und Programmen viele Ergebnisse auf die Maschinendynamik tibertra-
gen.
Die Losung der Differenzialgleichung (6.435) lautet, vgl. z. B. [2], [29]:

x(t) = exp(At)xy + /exp[A(t — bt dt", (6.437)
0

wobei x(0) = xy den Zustand zur Zeit t = 0 (die Anfangsbedingungen) erfasst.
In dieser kompakten mathematischen Form beschreibt (6.437) sowohl die freien
Schwingungen als auch die erzwungenen Schwingungen von Systemen. Spezielle
Losungen von (6.437) wurden in den Abschnitten 6.3, 6.5 und 6.6 behandelt, vgl.
auch das Duhamel-Integral in (6.270) und (6.354).

Mit den Methoden der Systemtheorie kann man allgemeine Eigenschaften der
Losungen mathematisch untersuchen, z. B. zur Stabilitit, zur Steuerung oder zur
Optimierung von Systemen. Wer sich mit der Systemtheorie niher befassen will,
kann sich z. B. in [2], [10], [13] oder [23] orientieren.

6.7.2
Zum Superpositionsprinzip

Ein wesentliches Kennzeichen zur Charakterisierung des dynamischen Verhaltens
dynamischer Systeme ist das Superpositionsprinzip. Wenn es erfiillt ist, gilt die
Aussage: Die resultierende Wirkung aus der Summe von einzelnen Ursachen ist
ebenso grofd wie die Summe der Wirkungen der Einzelursachen.

Falls zwei ,,Ursachen, z. B. die Erregerfunktionen b, (t) und b,(t), einzeln wir-
ken, seien die Losungen x;(¢) und x,(¢) fiir die beiden Einzelursachen bekannt, es
gilt also fiir das lineare System gemif (6.433):

x; = Ax; +bi(t); X, = Ax, + by(t). (6.438)

Die Erregung (,,Ursache 1) b, (¢) hat fithrt zu einer Bewegung (,,Wirkung“) x; und
die ,,Ursache 2 hat eine ,,Wirkung“ x,. Wirkt auf dasselbe System die ,,Summe der
beiden Ursachen®, die Erregung b(t) = by (¢)+b,(t), so ist die ,, Wirkung der Summe*
(der Erregungen) die Losung der Differenzialgleichung

i = Ax + by (t) + by(1). (6.439)
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Die ,Summe der Wirkungen der Ursachen® ist x, und wegen Ax = A(x; + x3) =
Ax| + Ax; ist sie identisch mit der ,, Wirkung der Summe der Ursachen® Es gilt:

X=X+ %, = [Ax; + b1 (t)] + [Ax, + by(1)]
= A(x; + x3) + [bi(t) + by(t)] = Ax + b(2).

(6.440)

Bei nichtlinearen Funktionen gilt im Gegensatz dazu

g(x, 1) = g(x) 4+ x5, 1) # g(x1, t) + g(x, 1). (6.441)

Deshalb ist die Summe x = x; + x, der Losungen nicht gleich der Losung fiir die
Summe der Erregungen.

Fazit: Das Superpositionsprinzip ist bei linearen Systemen giiltig und bei nichtli-
nearen Systemen ungiiltig.
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7.1
Einflihrung

Die Bewegungsgleichungen beziiglich freier Schwingungen haben fiir nichtlineare
und selbsterregte Schwinger die aus (6.431) bekannte Form und unterscheiden sich
voneinander nicht. Die Bewegungsgleichungen selbsterregter Schwinger enthalten
aber aus physikalischer Sicht stets einen ,anfachenden® Ausdruck, sodass freie
Schwingungen nicht immer abklingen, wie das beim ,,gewohnlichen® nichtlinea-
ren Schwinger der Fall ist. Wihrend die Bewegungsgln. selbsterregter Schwinger
nicht explizit von der Zeit abhingen, ist dies bei den erzwungenen nichtlinearen
Schwingungen der Fall. Sie konnen die Form (6.432). Die zeitabhingige Erregung
kann z.B. durch kinematische oder Krafterregung beim Anfahren, Bremsen, bei
Ubergangsvorgingen oder auch bei stationiren Vorgingen (periodische Erregung)
auftreten.

Schon H. PoiNcARE (1854—-1912) war um 1900 bekannt, dass deterministische
nichtlineare Gleichungen nicht unbedingt regulire Losungen besitzen. Es wurde
dazu in den vergangenen Jahrzehnten der Begriff des deterministischen Chaos ge-
prigt, um auszudriicken, dass nichtlineare Systeme auch ein irregulires, nicht fiir
bestimmte Zeitpunkte genau voraussagbares dynamisches Verhalten haben konnen.
Charakteristisch fiir chaotische Systeme ist, dass bei kleinen Ursachen grofie Wirkun-
gen auftreten konnen, d. h. dass eine hohe Empfindlichkeit des dynamischen Verhal-
tens gegeniiber Anderungen von Parametern (einschlieflich Anfangsbedingungen)
besteht. Wer sich niher mit dem Gebiet der nichtlinearen Schwingungen befassen
will, sei auf die weitergehenden Einfithrungen in [2], [5] und [23] verwiesen.

Die Bewegungsgleichung fir erzwungene Schwingungen, welche die geradlinige
Bewegung einer Masse m lings des Weges x(t) beschreibt, ergibt sich aus dem Gleich-
gewicht zwischen der Tragheitskraft, der nichtlinearen Dampfungskraft K, (x, x), der
nichtlinearen Riickstellkraft F(x) und der Erregerkraft F(®(¢):

mx + Fo(x, %) + F(x) = FO(r). (7.1)

Tabelle 7.1 zeigt Beispiele fiir nichtlineare Ruickstellkrifte F(x), vgl. auch den Sonder-
fall (4.32). Steigt die Riickstellkraft starker als bei einer linearen Feder an, so spricht
man von einer progressiven (oder tiberlinearen) Federkennlinie. Bleibt sie unterhalb
einer Geraden, so nennt man sie degressiv (oder unterlinear). Die Nichtlinearitat ist
in den In Tabelle 7.1 dargestellten drei Fillen geometrisch bedingt, wihrend sie bei
manchen Materialien, wie Gummi oder Plasten materialbedingt ist.

Die Nichtlinearitit nutzt man z. B. bei Stoflddmpfern, bei Stiitzfedern von Fahr-
zeugen, sowie bei Kupplungen zur Beeinflussung der Resonanzkurven u.a. Viele
Maschinenelemente besitzen nichtlineare Federkennlinien, so z. B. Wilzlager, Luft-
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Tabelle 7.1 Beispiele fiir nichtlineare Riickstellkrifte
Fall System Kennlinie Riickstell-Funktion F(x)

Gestufte Federn F

5 | 5 cz-g-+(c1+c2)x fiir x<-
- +e9)x—C
H i Cf)x 27| F(x)= CiX ﬁir—%é

$x g

o3 fird <

27 Hertop)x fiiry $x
)
(crteoxtery

Nl
N> Mol
—
gy
=

Schwinger mit

Federvorspannung F
FV CX+FV
) F(x) = cx+Fysign(x) 2
X
FA o
F 2Fy x ( |
F(x)= +2cx |1-
/ o 12+4x2 I2+X2)
— K /2
3 B ¢ / Fir x<< | gt 3
_] e / o X
2/, © X %2
> / Fg=2R T +exg .
Fy=Vorspann— !
kraft

federn, Tellerfedern, Seile, Kupplungen, Dampfer, Reifen. Auch Reibung und Spiel
in Zahnradgetrieben, Gelenken, Fugen u. a. sind wesentliche nichtlineare Einfluss-
groflen.

Aufler den hier beschriebenen Beispielen fiir nichtlineare Federkrifte gibt es
noch nichtlineare Dampfungskrifte und Nichtlinearitdten infolge der Massenkrifte.
Nichtlineare Ausdriicke infolge von Massenkriften entstehen aus nichtlinearen geo-
metrischen Zwangsbedingungen oder aus Corioliskraften und Kreiselmomenten, wo
Produkte von Geschwindigkeiten und Drehgeschwindigkeiten auftreten, vgl. Kapitel
2. Beispiele dazu wurden als Torsionsschwinger mit angekoppeltem Mechanismus
behandelt, vgl. (4.214) und Aufgabe A4.4.

Erzwungene Schwingungen nichtlinearer Schwinger verlaufen im stationdren
Zustand nicht immer nur mit der Erregerkreisfrequenz (2, wie das bei linearen
Schwingern der Fall ist. Es konnen auch bei einer einfachen harmonischen Erregung

e polyharmonische (periodische) Bewegungen

e Schwingungen mit den Kreisfrequenzen k2 /n mitk =1,2,...undn=1,2,...
(k und n kleine ganze Zahlen)

e Schwingungen mit ganzzahligen Vielfachen der Erregerfrequenz, z. B. 242, 302,
... so genannte Superharmonische



7.2 Nichtlineare Schwinger 465

e Schwingungen mit ganzzahligen Teilen der Erregerfrequenz, z.B. £2/2, Q/3, ...
so genannte Subharmonische
e chaotische Bewegungen

auftreten. Ein wesentliches Kennzeichen nichtlinearer Schwinger ist, dass das Super-
positionsprinzip nicht gilt, vgl. Abschnitt 6.7.

Unter chaotischen Bewegungen versteht man ,andauernde irregulir oszillieren-
de Schwankungen von Zustandsgréfen in deterministischen Systemen mit starker
Empfindlichkeit gegeniiber Anderungen der Anfangsbedingungen® [23]. Wihrend
die Superharmonischen und Subharmonischen mit einem Linienspektrum gekenn-
zeichnet werden konnen, weist das Spektrum der chaotischen Bewegungen ein
kontinuierliches Spektrum auf (in dem auch einzelne Linien auftreten konnen).
Chaotische Bewegungen konnen in ihrem Zeitverlauf nicht exakt im tiblichen
Sinne vorausberechnet werden. Zu ihrer Kennzeichnung braucht man Begriffe,
wie ,Attraktor®, ,Periodenverdopplung®, ,,Poincare-Karte“ und solche, die fiir die
Wahrscheinlichkeitsrechnung charakteristisch sind, vgl. [2], [23]. Es hingt von den
Parameterwerten in der Bewegungsgleichung ab, welche Schwingungsart auftritt.
Fiir einen Duffing-Schwinger ist in [23] eine solche Parameterkarte dargestellt, in
der die Existenzbereiche der verschiedenen Bewegungsprozesse angegeben sind.

Nichtlineare Schwingungen konnen i. Allg. nur mit Niherungsmethoden be-
rechnet werden. Wichtige und gebrauchliche Methoden, die z. T. auch im folgenden
Abschnitt angewandt werden, sind
e numerische Integration
e asymptotische Methoden (Methode des kleinen Parameters, Mittelungsmetho-

den)

e die Methode von Ritz-Galerkin

die Methode der dquivalenten Linearisierung

die Methode von Krylow-Bogoljubow.

7.2
Nichtlineare Schwinger

7.2.1
Ungedampfte freie nichtlineare Schwinger

Freie Schwingungen entstehen, wenn dem System zu Beginn (kinetische und/oder
potenzielle) Energie zugefithrt wird und es sich dann selbst iiberlassen bleibt. Es
wirkt wihrend der Schwingung also keine Erregung. Die Bewegungsgleichung des
ungeddmpften freien Schwingers lautet fiir die verallgemeinerte Koordinate ¢, die
ein Weg oder ein Winkel sein kann:

mij + F(q) = 0. (7.2)

Im Weiteren erfolgt die Beschrinkung auf ungerade Funktionen, bei denen F(q) =
—F(—q) gilt. Mit den Anfangsbedingungen wird der Zustand des Systems zu Beginn
der Bewegung beschrieben:

t =0: q = qo; q = . (7.3)
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Diesem Anfangszustand entspricht eine iibertragene Energie, die sich wihrend der
Schwingung nicht dndert:

Wo = Wiino + WpotO = Wkin + Wpot (74)
| ) | q
I 2 ) * %
= om(w)” + 0/F(q*)dq* Smd + O/F(q )dq. (7.5)
Aus dieser Energiebilanz folgt sofort die Geschwindigkeit als Funktion des Weges:
5 4
i(a) = || (w0’ = = [ F(q")dq" (7.6)
o
Die Umbkehrfunktion von q(t) lisst sich iiber eine weitere Integration bestimmen:
q
dq”
g = | —. (7.7)
1 / q(q)

q0
Die Periodendauer ergibt sich daraus aus der Periodizititsbedingung q(t) = q(t+T).
Fir eine ungerade Funktion F(q) verlaufen die Bewegungen im Bereich 0 < g < ¢
symmetrisch zu denen im Bereich —§ < g < 0. Aus diesem Grunde reicht es aus, zur
Berechnung der Periodendauer eine Viertelschwingung zu betrachten. Es gilt also fur
die Amplitude ¢
q . o
dq’
T=4 . 7.8
0/ q(q") 78
Der Zeitverlauf g(t) ist zwar periodisch, aber nicht harmonisch, wie z. B. die Losung
(7.16). Deshalb ist diese Bewegung auch nicht durch eine Eigenfrequenz, sondern
durch die Periodendauer charakterisiert. Nichtlineare Schwinger mit derselben Peri-
odendauer konnen ganz unterschiedliche zeitliche Verldufe haben. Die Zeitverldufe
—oder die in (7.6) angegebene Abhingigkeit der momentanen Geschwindigkeit vom
Ausschlag — unterscheiden die Schwingungen der nichtlinearen Systeme von denen
der linearen Systeme und auch untereinander. Man nennt sie Eigenbewegungen des
Systems.

Bei Ausschldgen im Bereich von —§ < g < 4 kann man bei der Linearisierung
der nichtlinearen Kennlinie durch eine von der Amplitude § abhingige mittlere
Federkonstante ¢y, ersetzen, die sich aus der Bedingung

q

/ [(F(q) — cua)q]’ dq = Min.! (7.9)

0
ergibt.

Die nichtlineare Riickstellkraft wird damit durch F.(q) = cmq angenéhert. Es gibt
zwei einfache Methoden, um diese mittlere Federkonstante zu bestimmen.

Im Bereich der Schwingwege ergibt sich aus der obigen Forderung die mittlere
Federkonstante aus folgendem Integral (Methode der dquivalenten Linearisierung):

.5
m(g) = 7 /q3F(q)dq- (7.10)
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Man kann auch im Zeitbereich mitteln und analog zu (7.9) fordern, dass mit einem
Ansatz fiir eine harmonische Bewegung g = § cos @t mit der zunichst unbekannten
Kreisfrequenz @ das Kriftegleichgewicht (7.2) im Mittel erfullt ist:
2n/w
[ a0 [F@ - ew(t)] d =0, (7.11)
0
Dies entspricht der Methode der harmonischen Balance. Es folgt daraus die mittlere
Federkonstante zu
2n/ow
/ F((1)) cos ot dt. (7.12)
0

@

Cm(qA) = T

=

Die Werte, die man aus (7.10) erhilt, stimmen nicht immer genau mit denen aus
(7.12) tiberein, denn beides sind Ndherungswerte. Mit der mittleren Federkonstante
¢m kann ndherungsweise die Periodendauer T der Eigenschwingung eines nichtlinea-
ren Schwingers angeben, die einfacher als (7.35) zu gewinnen ist. Es gilt:

T ~2m,|—. (7.13)
Cm

Die mittlere Federkonstante und die Periodendauer hingen bei jedem nichtlinearen
Schwinger von der Amplitude ab. Wenn man mit einer mittleren Federkonstante
rechnet, erhilt man einen harmonischen Zeitverlauf als Niherung. Diese mittelt
zwar den Verlauf in einem bestimmten Ausschlagbereich, aber sie vernachlissigt die
oft wesentlichen hoheren Harmonischen in der Losung.

Ein typischer Vertreter nichtlinearer Schwinger ist der bereits im Jahre 1918 von
dem deutschen Ingenieur GEORG DUFFING (1861-1944) untersuchte (und nach ihm
benannte) Schwinger, welcher der Differenzialgleichung (7.2) mit

F(q) = cq(1 + &q°) (7.14)

gehorcht. Die Nichtlinearitit der Riickstellkraft wird mit einem einzigen Parameter
€ beschrieben. Mit dieser Kennlinie lassen sich sowohl progressive (¢ > 0), lineare
(¢ = 0) als auch degressive Kennlinien (¢ < 0) beschreiben und typische nichtli-
neare Effekte untersuchen. Solche Kennlinien existieren z. B. fiir das vorgespannte
Feder-Masse-System (Fall 3 in Tabelle 7.1) und das Pendel mit groflem Ausschlag.
Auch die nichtlinearen Riickstellfunktionen von geometrisch oder materialbedingt
nichtlinearen Federn lassen sich oft mit (7.14) erfassen, vgl. Aufgabe A1.3.

Die freie Schwingung folgt aus (7.6) in Form des Geschwindigkeit-Zeit-Verlaufs
fiir vg = 0:

q
. 2 * # p c 1
4(q) = a/cq (1+eq?)dq" = \/m {qz —q+ Es(q4 —q0)1- (7.15)
a0
Die Darstellung dieser Funktion ist in der g-g-Ebene moglich, der so genannten

Phasenebene [5], [23]. Aus jeder Anfangsbedingung folgt der Verlauf einer Pha-
senkurve, deren Formen gewisse Aussagen iiber den Zustand eines nichtlinearen
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Systems erlauben. Fiir den Zeitverlauf kann man eine Niherungslgsung mit der
Methode des kleinen Parameters ermitteln, vgl. [5]:

‘Jo

2\ 2
q(t) = qo | cos a)t+—(cos 3wt —cos wt)+ (%) (cos5wt—cos wt)+...|.

(7.16)

Die Grundkreisfrequenz @ steht mit der Periodendauer T und der Eigenkreisfre-
quenz w, des linearen Schwingers im Zusammenhang und 4ndert sich mit & und
der Anfangsauslenkung g:

2n c 3eqy  21€qp 2 38q0
=14+ —— ; 1 . (77
CTT NV m ( TR 256 @ =) 717

Die mittlere Federkonstante ist also in Ubereinstimmung mit der Niherung aus
(7.12) in folgender Weise vom Ausschlag 4 abhingig:

. (1 + 3"1%) (7.18)

Zum Vergleich: Die mittlere Federkonstante gemaf (7.10) ist ¢, = c(1+-5£4*/7) und
unterscheidet sich davon wenig. Die Losung als Fourierreihe (7.16), die lediglich die
ungeraden Harmonischen bis zur 5. Ordnung enthilt, konvergiert schnell und ge-
niigt fur viele praktische Fille aus. Die exakte Losung ist eine Summe aus unendlich
vielen Harmonischen ungerader Ordnung.

7.2.2
Erzwungene Schwingungen bei harmonischer Erregung

7.2.2.1
Erste Harmonische bei nichtlinearer Federung

Die Bewegungsgleichung eines Schwingers mit linearer Didmpfung, nichtlinearer
Riickstellkraft und harmonischer Erregerkraft lautet als Sonderfall von (7.1):

mij + bg + F(q) = F cos Qt. (7.19)

Der Weg-Zeit-Verlauf dieser Schwingung koénnte unter Berticksichtigung der An-
fangsbedingungen gemif (3.2) durch eine numerische Integration in einem endli-
chen Intervall bestimmt werden. Dafiir miissten alle Parameterwerte bekannt sein,
und um Parametereinfliisse zu erkennen, miisste vielfach gerechnet werden. Fiir die
stationdren Schwingungen kann man fiir die Amplitude der ersten Harmonischen
eine Niherungslosung gewinnen, aus der die Parametereinfliissse erkennbar sind.
Dazu wird die Riickstellkraft in der Bewegungsgleichung linearisiert, sodass anstelle
von (7.19) mit einer amplitudenabhingigen mittleren Federkonstante ¢, gerechnet
wird:

mé + bq + cm(4)q = F cos Qt. (7.20)
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Die Losung dieser nunmehr linearen Gleichung ist aus Abschnitt 3.2.1.2 bekannt:
q(t) = gcos(2t — ¢). (7.21)

Die Amplitude 4 und der Phasenwinkel ¢ ergeben sich analog zu (3.10) aus folgen-
den Gleichungen:

A P
q f—y
Vlen(@ — m27]" + b2y
bQ
V [em(@) — m?] + (b2)?

Sie gelten fiir die erste Harmonische des linearisierten nichtlinearen Schwingers. Die
Amplitude kann man nicht direkt berechnen, da sie auch im Nenner von (7.22) in
cm enthalten ist. Sie folgt aus einer nichtlinearen Gleichung, die im Allgemeinen nur
numerisch lgsbar ist. Die Umkehrfunktion £2%(q) des Amplituden-Frequenzgangs fiir
die erste Harmonische lasst sich einfacher aus einer quadratischen Gleichung fiir €2
berechnen, die sich aus (7.22) nach kurzer Umstellung ergibt:

AN 2
F
. Q) — (—)
V2 — 2mcy(4) @ i) _,

+
m?2 m?2

(7.22)

(7.23)

tan @ =

Q44+ 0?

(7.24)

Fiir den Duffing-Schwinger ist die gemittelte Federkonstante aus (7.18) bekannt. Das
Einsetzen der dimensionslosen Kenngréfen D (Dampfungsgrad), e* (Nichtlineari-
tdt) und der Vergroflerungsfunktion V' gemif

2

2D = jc’_m; e =e¢ G) ; V= %f? (7.25)
in (7.24) liefert folgende quadratische Gleichung fiir n? = (2 /w,)*:
4 2 |42 3 2 3 2| 1\?
nt+ 27 [ZD—I—ZS*V}—F{I—FZ&‘*V] _(V> — 0. (7.26)
Sie hat die beiden Losungen:
ni, =1+ 3%\/2 —2D* + \/Vl2 — 4D? [1 + Ze*v2 — DZ]. (7.27)

Fiir jeden gegebenen Wert der Vergroferungsfunktion V' erhilt man daraus einen
oder zwei Werte von 7 (nur die reellen Wurzeln haben eine physikalische Bedeu-
tung), sodass man die gesuchte Resonanzkurve V (7, D, ¢*) als Umkehrfunktion
von 771(D, V, £*) erhilt. Es konnen zu einem 77-Wert umgekehrt ein, zwei oder drei
verschiedene Amplituden gehoren, vgl. Bild 7.1. Dieser Amplituden-Frequenzgang
fir die erste Harmonische unterscheidet sich wesentlich von dem eines linearen
Schwingers.

Die gestrichelte Linie im Zentrum ist die so genannte Skelettlinie. Sie beschreibt
die Abhingigkeit der Eigenfrequenz von der Amplitude. Bei progressiven Riickstell-
kriften ist die Skelettlinie nach rechts gebogen, denn dabei nimmt die Eigenfrequenz
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mit der Amplitude zu. Bei degressiven Kennlinien ist die Skelettlinie nach links
gebogen. Bei tiefen (links von D) und bei hohen Erregerfrequenzen (rechts von
B) gibt es eindeutige Werte fiir die Amplituden. Bei kleiner Dampfung existieren
aber theoretisch drei Losungen an den ,,iiberhingenden Kurvenisten im mittleren
Bereich zwischen @ und @**. Aus der Theorie ist bekannt [5], [23], dass auf
dem Kurvenast zwischen A und B keine stabilen Schwingungen moglich sind. Wird
die Erregerfrequenz, z. B. bei einem Anlaufvorgang, von niederen Frequenzen aus
langsam gesteigert, dann wird der obere Kurvenast durchlaufen, bis an der Stelle
A die Amplitude von einem groflen Wert auf den viel kleineren Wert am Punkt
B springt. Wird umgekehrt, z. B. beim Bremsen die Drehzahl langsam gesenkt, so
springt die Amplitude spitestens am Punkt C vom unteren Kurvenast auf den oberen.
Das Maximum der Vergroferungsfunktion ergibt sich aus

2(1 = D?% 3e*
vio=""" "< l+—= -1 7.28
max T T MR (7.28)
bei dem Abstimmungsverhiltnis
3 w2 2
n=\/1+ ZS Viax — D7 (7.29)

Das Ergebnis (7.28) zeigt: Die Amplitude der Schwingung ist nicht proportional
der Amplitude der Erregerkraft. Fiir die praktische Schwingungstechnik ist der
Amplituden-Frequenzgang nichtlinearer Schwinger deshalb von besonderem Interesse,
weil mit ihm ein breiterer Resonanzbereich als bei linearen Schwingern erreicht
werden kann. Wenn man grofle Schwingungsamplituden erreichen will, z. B. bei
Schwingsieben, Schwingférderern oder Vibrationsverdichtern, so muss man den
Antrieb so robust auslegen, dass er immer die geforderten Mindestamplituden liefert.

Bei der Vergroferungsfunktion eines linearen Schwingers (vgl. Bild 3.3) ist die
Resonanzspitze sehr schmal und ihr Spitzenwert ist umgekehrt proportional zum
Dimpfungsgrad, vgl. (3.28). Schon bei kleinen Anderungen der Ddmpfung oder
bei unvermeidlichen Parameterschwankungen (Masse, Steifigkeit, Frequenz) kann
man vom Amplitudenmaximum ,abrutschen®, denn eine kleine Anderung des op-
timalen Abstimmungsverhaltnisses wiirde schon dazu fiihren, dass die Vorteile der
Resonanzvergroferung verloren gehen.

7.2.2.2
Superharmonische und Subharmonische
beim ungedampften Duffing-Schwinger

Die folgende Betrachtung soll zeigen, dass die erzwungene Schwingung bei harmo-

nischer Erregung nicht einfach harmonisch verlauft. Aus (7.19) folgt mit b = 0 fiir
den ungedidmpften Duffing-Schwinger mit (7.14) die Bewegungsgleichung

F
G+ wjq(1 + eq*) = — cos Qt. (7.30)
m
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Man kann (7.30) umstellen zu
E
G+ 2% = (2% - w})g— oleqd + p cos L2t (7.31)

schreiben und einen Losungsansatz q(t) = q“)(t) + q(z)(t) machen. Die Losung
gV = gcos 2t aus (7.21) wird mit b = 0 als erste Niherung benutzt, die fiir ¢ = 0
der genauen Losung entspricht und (7.30) bereits angenihert erfiillt. Setzt man diese
in (7.31) ein, so ergibt sich eine Gleichung fiir eine zweite Niherung q'¥:

F
q(2) + _qu(z) = (22— a)é)q(l) — a)(2)gq(1)3 + — cos Qt (7.32)
m

3 F 1
= [(2% - wd)g — Zwéecf + — | cos 2t — Zwéecf cos 302t.
m

Bei der Umformung wurde das Additionstheorem cos® Qt = 1/4(3cos 2t +
cos3£2t) benutzt. Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist null, denn er ist
identisch mit (7.22) fiir b = 0, woraus die Amplitude § = a; (Resonanzkurve der
ersten Harmonischen) schon berechnet wurde. Die Losung von (7.32) liefert deshalb
eine zweite Ndherung, die den Term der dritten Zeile in (7.32) erfillt:

_ opeq’
3207

Wiirde man diese Betrachtung fortsetzen, konnte man durch sukzessive Approxi-
mation weitere Ndherungen gewinnen. Es wiirden sich weitere hohere Harmonische
mit den Kreisfrequenzen 542, 7£2 usw. ergeben. Da dies Frequenzen oberhalb der
Erregerfrequenz sind (k€2), nennt man sie Superharmonische. Die harmonische
Erregerkraft zwingt den nichtlinearen Schwinger nicht zu harmonischen, sondern
zu periodischen Schwingungen.

Es konnen auch Schwingungen auftreten, bei denen neben Superharmonischen
auch Subharmonische (Kreisfrequenzen £2 /k) auftreten. Sie werden mit folgendem
Ansatz gesucht:

as qt) = qm + q(z) = ay cos 2t + az cos 302t. (7.33)

q = a) cos Qt + ay /3 cos(£2t/3). (7.34)

Einsetzen in (7.30) liefert eine endliche trigonometrische Reihe. Es ergibt sich nach
der Benutzung einiger Additionstheoreme:

3a; + 6aja’ , +a’ i
[(wg — Q%) + e} — 41/3 22| cos 2t + (7.35)
m
foL 2aa ;5 +aya?,, +a’
[(@% - 7) a3+ 3em] il 1 13 1/3 cos(R2¢/3)+...=0.

Im Sinne der Mittelung werden die anderen auftretenden Funktionen cos 52t /3
und cos 702t /3 vernachlissigt. Dann ist (7.30) niherungsweise erfiillt, wenn (7.35)
erfiillt ist. Wenn man die Ausdriicke in den beiden eckigen Klammern null setzt,
entstehen zwei gekoppelte nichtlineare algebraische Gleichungen. Deren Losung ist
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kompliziert und soll nicht weiter verfolgt werden. Der zweite Klammerausdruck ist
null fiir a, 3 = 0, das ergibt die schon aus (7.22) bekannte Losung fiir b = 0:

F
cm(q) — mQ?
Ein allgemeiner Fall, bei dem die Amplitude der Subharmonischen dominiert (a, 3 >>

ay), folgt auch aus der zweiten Klammer. Es ergibt sich eine quadratische Gleichung
fir a) /3:

490 — 27)

=0. 7.37
27ew} (7.37)

(‘11/3)2 +aays+ 2‘22 +

Thre Losung ist in Verbindung mit der aus (7.36) bekannten Ndherung berechenbar:

16(02% — 9w}
iy =~ |12 1O —900) o) (738)
2 27e w§g?

Es existieren nur dann Losungen, wenn der Ausdruck unter der Wurzel positiv ist.
Das ist dann der Fall, wenn bei progressiver Kennlinie (¢ > 0) folgende Bedingung
erfiillt ist, vgl. dazu auch (7.17):

21ed? 3e4?
Q >3w0\/1+ 186q > 3w/ 1+ Zq =3w. (7.39)

Das Zeichen fiir die Ungleichung ist umzukehren bei ¢ < 0. Die Amplituden der
Subharmonischen sind also dann grofl, wenn die Erregerfrequenz oberhalb der
dreifachen Grundfrequenz liegt. Die erzwungenen Schwingungen erfolgen dann mit
einer Frequenz, die etwa der Eigenfrequenz entspricht, also mit einem Drittel der
Erregerfrequenz.

di/3

Amplitude  [q] —=

o

T
Swy
Erregerkreisfrequenz ) —=
Bild7.1 Amplituden-Frequenzgang der ersten Harmonischen und der dritten

Subharmonischen des Duffing-Schwingers

In Bild 7.1 ist die Skelettlinie fiir die dritte Subharmonische mit eingetragen. Es zeigt
sich, dass in dem Gebiet 2 > 3@, die Amplituden der Subharmonischen diejenigen
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der Grund-Harmonischen wesentlich iiberschreiten. Es gibt auch eine Kombination
von Parameterwerten, bei der nur die Subharmonische auftritt (§ = 0). Fiir sie findet
man zundchst aus der ersten Klammer von (7.35) die Beziehung £ wja; 3 = 4F /m

(Wegamplitude ist proportional der dritten Wurzel aus der Kraftamplitude). Aus der
zweiten Klammer ergibt sich die Erregerkreisfrequenz, bei der dieser Bewegungszu-
stand auftreten kann:

1+ 3£af/3

Q*:3w0 4

(7.40)
Subharmonische Schwingungen 2. und 3. Ordnung sind oft bei Rotoren beobachtet
worden. Es verbliifft, wenn z. B. bei einer Betriebsdrehzahl von 10 000/min am Rotor
langsame Schwingungen mit der Drehzahl 5000/min oder 3300/min beobachtet
werden. Die Hauptursache subharmonischer Resonanzen sind nichtlineare Kenn-
linien der Lager. Man kann meist durch Verminderung des Spiels und Erh6hung der
Vorspannung die nichtlinearen Effekte beseitigen.

7.2.2.3
Erste Harmonische bei nichtlinearer Dampfung

Die Dampfung ist in den meisten Fillen nichtlinear, vgl. Abschnitt 1.4. Hier soll der
Fall der Hysterese-Dampfung betrachtet werden, bei dem eine elliptische Hysterese-
kurve berticksichtigt wird. Die Bewegungsgleichung lautet mit (1.87) bei harmoni-
scher Erregerkraft:

mi + Fx \\/1 — (/a7

Die stationidre Losung wird mit dem Ansatz

sign(g) + cq = F cos Qt. (7.41)

q = qcos(2t — @) = §(cos 2t cos ¢ + sin L2t sin ) (7.42)
q=—024sin(Q2t — @) = —£24[sin 2t cos ¢ — cos 2t sin @] (7.43)
gesucht. Wegen

sign(@) | /1~ (a/d)

wirkt stets eine der momentanen Geschwindigkeit entgegengesetzt gerichtete Kraft.
Einsetzen in (7.41) liefert die Bedingung

= sign(q) ‘\/1 —cos?(2t — ¢)| =sin(Q2t — ¢) (7.44)

[(c — m?)gcos ¢ + Fysing — F} cos 2t
(7.45)
+ [(c = mQ?)gsin ¢ — Fycos p| sin 2t = 0.

Sie ist nur erfiillt, wenn jeder der Ausdriicke in den eckigen Klammern fiir sich null
ist. Daraus findet man zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten 4 und ¢.

Es kann beriicksichtigt werden, dass die Kraft Fzx von der n-ten Potenz der
Amplitude 4 abhingt:

R= 7ud". (7.46)
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Mit dieser Hypothese (die Amplitude soll ja erst ausgerechnet werden) findet man
zunichst die Beziehungen (mit dem Abstimmungsverhiltnis 7 = 2 /m/c)

j = F/e (7.47)

At o |
An—1

tan g = %. (7.48)

Die unbekannte Amplitude ist auch im rechten Teil der Gleichungen enthalten, d. h.,
man kann sie nur als Losung einer nichtlinearen Gleichung errechnen. Allerdings
kann man bereits fir den Resonanzfall (7 = 1) die maximale Amplitude angeben.
Es folgt aus (7.47):

| E
Qmax =4 - (749)
CVn

Die Resonanzamplitude ist nichtlinear von der Amplitude der Erregerkraft abhingig!
Sie ist der n- ten Wurzel aus der Kraft proportional. Stellt man so eine Abhingigkeit
experimentell fest, kann man den Exponenten n ermitteln und damit weiter rechnen.

Fiir den Sondefall des Exponenten # = 1 erhilt man dasselbe Ergebnis wie fir
eine lineare Ddmpfungskraft mit dem Ansatz F, = (b;/)q, der aus (1.86) bekannt
1st:

. F/e
q= . (7.50)
V=122 + (5 /c)?
Fiir n = 2 ergibt sich aus (7.47) zunichst
F
/¢ (7.51)

= At (g

Die Amplitude ¢, die hier noch in beiden Seiten der Gleichung enthalten ist, muss
noch explizit ermittelt werden. Durch Quadrieren entsteht die Gleichung
AN 2

A\2 232 729 ? F
) [(1 -n°)"+ () = () ) (7.52)
C c

Fiithrt man als dimensionslose Gréfen die Vergroflerungsfunktion V' aus (7.25) und
einen Ddmpfungswert gemifd

7’2F
2

d= (7.53)

ein, so ergibt sich die biquadratische Gleichung

VI[(1=n**+@V)]—1=0. (7.54)
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Die Ddmpfungskenngrofle ist bei Resonanz mit dem Dampfungsgrad vergleichbar

(d =~ 4D?). Aus (7.54) folgt die Vergroferungsfunktion des nichtlinear gedampften
Schwingers:

1—17? 4d?
dv2 (1—n?)*

1
(7.55)

(1= n2)* +4d> — (1 — n?)2.

Die Resonanzkurven sind in Bild 7.2 dargestellt.

VergroBerungsfunktion V

O T T T T T T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1.4 1,6 1,8 2
Abstimmungsverhdltnis 7

Bild 7.2 Resonanzkurve des nichtlinear gedimpften Schwingers

Die Kurven zeigen qualitativ einen dhnlichen Verlauf wie die fiir den linear geddmpf-
ten Schwinger, vgl. Bild 3.4a. Sie beginnt fiir d = 0 bei V' = 1 und strebt bei groflen
n-Werten asymptotisch gegen null. Die Vergroflerungsfunktion hat in der Nihe
von 7 = 1 (Resonanz) ihr Maximum. Aus (7.54) findet man sofort den Wert der
Resonanzamplitude:

Cqmax 1 1 [ F
— = Viax & = ; d. h. j =4/ —. 7.56
2 max \/a 7/2]3‘ Qmax " ( )

Wihrend die Resonanzkurve global derjenigen eines linearen Schwingers dhnelt,
unterscheidet sie sich im Resonanzgebiet davon wesentlich, vgl. die einleitenden
Bemerkungen in Abschnitt 1.4. Die Wegamplitude ist infolge der nichtlinearen
Diampfung der Wurzel der Amplitude der Erregerkraft proportional. Eine doppelte
Amplitude wiirde erst durch eine viermal grolere Erregerkraft entstehen — so etwas
zeigt sich bei manchen Experimenten.
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7.23
Beispiele

7.2.3.1
Schwingforderer mit gestuften Federn

Bei Schwingforderern mit Schubkurbelantrieb kann man bei Betrieb in Resonanz-
nihe grofle Amplituden erreichen. Beim Einsatz einer linearen Feder ist der Re-
sonanzbereich sehr schmal. Das Resonanzgebiet eines linearen Schwingers ist ge-
geniiber Schwankungen der Parameterwerte (der Beladung, der Erregerfrequenz,
der Federsteifigkeiten) sehr empfindlich. Die Amplituden wiirden sich bei kleinen
Parameterdnderungen stark dndern, der Forderer wiirde nicht zuverldssig arbei-
ten. Fiir einen robusten Betrieb ist es deshalb vorteilhaft und iiblich, nichtlineare
Federungen (mit gestuften Federn) einzusetzen, um in einem breiten Bereich des
Abstimmungsverhiltnisses grofe Amplituden zu erreichen.

m4 (Forderrinne)

Cyp (Lenkerfeder)

m, (Gegenschwing—
rahmen

Bild 7.3 Berechnungsmodell eines Schwingforderers in ausgelenkter Lage

Bild 7.3 zeigt einen lenkergefiihrten Schwingforderer, der durch eine Schubkurbel
(I3 > L) mit elastischer Schubstange angetrieben wird. Das Berechnungsmodell, das
wegen der beiden gekoppelten Starrkorper eigentlich 12 Freiheitsgrade hat, wird mit
folgenden Annahmen zu einem Modell mit 3 Freiheitsgraden vereinfacht:

Es wird Symmetrie zur Zeichenebene angenommen.

Die Kippbewegung wird (da nicht angeregt) vernachlassigt.
Die Schubrichtung steht senkrecht auf der Bewegungsrichtung.
Die lineare Feder ¢ sei fiir s = I, cos 2t unbelastet.

Die Bewegungsgleichungen (fiir die Relativverschiebung s sowie fiir die Absolutwege
x und y) erhilt man, wenn man die Dimpfung in den Stahlfedern und Lenkerfedern
gegeniiber der Dampfung in den Gummi-Pufferfedern vernachlissigt, mithilfe der
Lagrange’schen Gln. 2. Art, wozu die 3 skalaren Kunktionen Wi,, Wpo und die
virtuelle Arbeit §W(® benotigt werden. Wird die infolge des Spiels nichtlineare Kraft
in den Gummipuffern (deren Verhalten selbst beztiglich Elastizitit und Dampfung
als linear angenommen wird) mit F(s, s, 8, b, ¢) bezeichnet, so ergibt sich:

Wkin ﬂ . [

(t+scosa)’ + (y+ssine)’] + % - (#+97)
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Woot = % [4cex® + 4cyy” + cias” + co - (s — L cos 21)?] (7.57)
SW© = —F(558,b,¢c) - 85
Mithilfe des Lagrange’schen Formalismus folgen daraus die Bewegungsgleichungen:
my(§+ xXcosa + ysina) + (c12 + ¢o)s = coly cos 2t — F(s,$, 8, b, ¢)
my(§cosa + %) + myx + 4cex =0 (7.58)
my($sin o 4 ) + myj + 4¢y = 0.
Die Pufferkraft ldsst sich entsprechend Gl. (1) in Tabelle 7.1 bei Berticksichtigung
der Dampfung wie folgt angeben, vgl. auch Gl. (4.32):
F(s,$,8,b,¢) = % {bs‘ +c- (s - gsign(s))] - (1+sign(|s| —6/2))  (7.59)

Die Bewegungen des Schwingforderers wurden fiir zwei Varianten untersucht.

Parameterwerte, die fiir beide Varianten identisch sind:

Kurbelradius I, = 30 mm

Neigungswinkel der Lenkerfedern o = 25 Grad

Masse der Forderrinne m; = 600 kg

Masse des Gegenschwingrahmens my, = 2700 kg

Steifigkeit eines Stahlfederpakets ¢y = 0,06 - 10° N/m;
¢, = 0,16-10° N/m

Langssteifigkeit der Schubstange co=02-10°N/m

Gesamtddmpferkonstante der Pufferfedern in b = 8000 N - s/m
s-Richtung

Unterschiedliche Parameterwerte bei Variante 1 und Variante 2

Variante 1 Variante 2
Spiel zwischen Puffer und 6 = 6mm 0 =8 mm
Forderrinne
Gesamtsteifigkeit der Lenker- 2 =15-10°N/m ¢, =0,8-10°N/m
federn in s-Richtung
Gesamtsteifigkeit der Puffer- c=15-10°N/m  ¢=3,0-10°N/m
federn in s-Richtung

Die numerische Integration dieser drei gekoppelten Gleichungen liefert die Zeit-
verldufe aller drei Koordinaten, von denen Bild 7.4 typische Beispiele zeigt. Man
kann erkennen, dass die Weg-Zeit-Verldufe nicht rein harmonisch verlaufen- dies
ist eine Folge der gestuften Federkennlinie. Neben den Komponenten mit der Erre-
gerfrequenz und hoheren Harmonischen treten auch die theoretisch vorausgesagten
Subharmonischen auf, die sich ,,von allein“ aus der numerischen Rechnung ergeben.

Die Resonanzkurven in Bild 7.5 stellen die maximalen Ausschldge als Funktion
der auf " = /c,/m; = 16,33 s~' bezogenen Erregerkreisfrequenz (n* = Q /")
dar. Im unteren Erregerfrequenzbereich sind zwei Resonanzstellen zu erkennen,
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Bild 7.4 Berechnete Wege der Forderrinne (s) und des Gegenschwingrahmens (x, y) fiir

den Schwingforderer gemaf Bild 7.3
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Maximalausschidge —s—

0 1 2 3 4 5 §

relative Antriebsdrehzahl n*=% —

Bild 7.5 Resonanzkurven des Schwingforderers
gestrichelte Linie: Variante 1; volle Linie: Variante 2

welche grofie Bewegungen des Gegenschwingrahmens beschreiben. Sie entsprechen
denen eines linearen Schwingers und miissen beim Hochlauf durchfahren werden.
Im oberen Frequenzbereich sind die Kurven nach rechts geneigt, denn es wurde
eine progressive Federung realisiert. Da sich die Resonanzkurven fiir beide Varianten
lediglich fiir die Koordinate s deutlich unterscheiden, wurden diejenigen fiir x und y
nur einmal in Bild 7.5 eingezeichnet.

Der Schwingforderer wird im Bereich der Abstimmungsverhiltnisse 3 < n* < 4
betrieben. In diesem Bereich bewegt sich der Gegenschwingrahmen gegenphasig
zum Forderorgan, sodass die dynamische Fundamentbelastung wesentlich kleiner ist
als sie ohne diesen Rahmen wire. Nicht zu empfehlen ist auch hier, wie beim linearen
Schwinger, ein Betrieb in der Nihe der Resonanzspitze bei etwa 1™ = 4,6. Dort ist
fiir die Parameter von Variante 2 deutlich der Sprung vom oberen Kurvenast der
Resonanzkurve auf den unteren zu erkennen, der in Abschnitt 7.2.2 erldutert wurde.

7.2.3.2
Hochlauf und Bremsen einer Verarbeitungsmaschine
mit nichtlinearer Kupplung

In Antriebssystemen werden Kupplungen mit nichtlinearen Kennlinien bewusst
eingesetzt, u. a. deshalb, weil im Resonanzbereich ihre Amplituden kleiner als die
von linearen Kupplungen sind. Die Losung der dafiir geltenden nichtlinearen Bewe-
gungsgleichungen ist auf analytischem Wege nur niherungsweise und mit groflem
Aufwand moglich. Die numerische Simulation, also die numerische Integration
der nichtlinearen Bewegungsgleichungen ist dafiir aber ein effektiver Weg, um das
dynamische Verhalten zu untersuchen.

In dem in Bild 7.6a skizzierten Antriebssystem ist der Motorldufer mit dem Trig-
heitsmoment J; iiber eine nichtlineare elastische Kupplung und ein (als trigheitslos
und starr angenommenes) Getriebe mit dem Ubersetzungsverhiltnis i = @1,/ ¢,
mit einer Verarbeitungsmaschine verbunden. Das reduzierte Trigheitsmoment der
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a) elastische
Mo‘tor Kupp‘\ung

¢ My T :ﬂ Pra=gyy
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Cetriebe  Verarbeitungsmaschine
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Bild 7.6 Antrieb mit nichtlinearer Kupplung
a) Systemskizze, b) frei geschnittenes System mit den auftretenden Momenten

Verarbeitungsmaschine ist stellungsabhingig wie bei einem Schubkurbelgetriebe,
vgl. Kapitel 2:

. dJ .
J(@2) = Jo(1 4 p sin® 9,); Fr 2Jou sin @ €OS @s. (7.60)
2
Das Riickstellmoment der Kupplung ist von der relativen Verdrillung g, fiir die
. +
g=ou—p=ipp— o bow gy =1 (7.61)

i
gilt, in folgender Weise abhingig:
M = cr(q + erq’) + brg. (7.62)

Es interessiert die dynamische Belastung in der Kupplung sowohl fiir den Hochlauf
als auch fur den Bremsvorgang. Die Bewegungsgleichungen konnen mithilfe des
Momentengleichgewichts an beiden Wellen aufgestellt werden, vgl. Bild 7.6b:

Jigpy — M =M, (7.63)
1
J(02) 2 + 51’(¢2)¢% = —iM. (7.64)

Dies sind zwei gekoppelte nichtlineare Differenzialgleichungen fiir die beiden Winkel
@1 und ¢,. In vorliegender Aufgabe wird nicht M;(¢), sondern ¢;(¢) vorgegeben,
sodass nur eine einzige nichtlineare Differenzialgleichung zu losen ist. Diese folgt
aus (7.60) und (7.62) nach dem Einsetzen in (7.64):

Jo(1 + u sin® ¢,) i, + 5]0/1 sin2¢,¢; = —iler(q + erq’) + brgl. (7.65)
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Eliminiert man in (7.65) die Koordinate ¢, mithilfe von (7.61), so entsteht eine
nichtlineare Differenzialgleichung fiir den relativen Drehwinkel ¢, die man nach der
Winkelbeschleunigung auflgsen kann. Sie lautet

(@1 +49)°
1

. a1 . +
i [er(q + erg®) + brq] — 510/1 sin (2 1 - q)
. +
Jo + Jopt sin’ <g)

Mit dem Verlauf des Winkels ¢, () kann man (7.66) fiir vorgegebene Anfangsbe-
dingungen numerisch integrieren, woraus sich g(t) und §(¢) ergeben. Daraus folgt
dann aus (7.62) das Kupplungsmoment und aus (7.61) der Winkel ¢,. Aus (7.63)
kann man nach der Berechnung von ¢, das zur Erzeugung der gegebenen Bewegung
erforderliche Antriebsmoment M; (t) berechnen.

4g=—¢1 —

(7.66)

25007
g
-~ 12507
Z
g
=
=
=12501]
a) —2500—
2500T
~E 1250
Z
g
=
=
_ . at
Abstimmungsverhiltnis 7 = . —
0
—1250T
b) —2500-

Bild 7.7 Hiillkurve der Schwingungen bei veranderlicher Drehzahl
a) Hochlauf, b) Bremsen
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Fiir einen speziellen Antrieb mit den Parameterwerten

Ubersetzungsverhiltnis i=2

Triagheitsmomente Jo =2kg-m?% J; = 0,75 kg - m?
Pulsationstiefe des Triagheitsmoments — u = 0,1

Torsionsfederkonstante cr = 5000 N - m
Torsionsdampferkonstante br=1N-m-s

Kennwert der Nichtlinearitit er = 1,25

Winkelbeschleunigung (plus bei Hoch- ¢, = o = 40,002¢1/Jy = 5/s°
lauf, minus beim Bremsen)

wurde diese Integration mithilfe des Programms MathCad durchgefiihrt.

Bei konstanter Winkelbeschleunigung andert sich die Drehzahl linear, d. h., es
wird angenommen, dass kein Einfluss des Schwingungssystems auf die Antriebsbe-
wegung vorhanden ist, vgl. dagegen Abschnitt 5.2.

Bild 7.7 zeigt die durch numerische Integration gewonnenen Losungen fiir eine
langsam zeitlich linear zu- und abnehmende Winkelgeschwindigkeit im Bereich
der Abstimmungsverhiltnisse 0 < 7 = 2 /w, < 3. Dabei ist  das Verhiltnis der
momentanen Winkelgeschwindigkeit ¢, = 2 (t) = at zur Eigenkreisfrequenz wy =
iy/cr/Jo des linearen ungeddmpften Schwingers. Beim Hochlauf tritt die Resonanz-
spitze bei n ~ 1,12 auf, wihrend beim Bremsen die Resonanzspitze bei n ~ 0,95
auftritt. Dieser Unterschied ist durch die Nichtlinearitit der Kupplung bedingt, und
er kann durch das ,,Springen® der stationdren Amplituden von einem Zweig der
Resonanzkurve auf den anderen erklirt werden, was fiir den Duffing-Schwinger in
Abschnitt 7.2.2 bereits bemerkt wurde.

7.23.3
Selbstsynchronisation von Unwuchterregern

Schon am Ende des 17. Jahrhunderts hat der hollindische Physiker HuyGeNs be-
obachtet, dass Pendeluhren, die auf einem gemeinsamen Brett standen, nach einer
gewissen Zeit synchron pendelten. Am Ende der vierziger Jahre des 20. Jahrhunderts
wurde bemerkt, dass sich die Drehbewegungen unwuchtiger Rotoren, die gemeinsam
auf demselben Tragsystem angeordnet sind, gegenseitig beeinflussen. Man hatte
zufillig auch beobachtet, dass zwei Rotoren synchron liefen, obwohl davon nur einer
(Kabelbruch) an das elektrische Netz angeschlossen war. Diese Selbstsynchronisation
kam durch die Vibration der gemeinsamen Unterlage zustande.

Hier soll zunichst der elementare Vorgang betrachtet werden, bei dem der
Lagerpunkt eines Rotors mit der Erregerkreisfrequenz £2 vertikal mit der Amplitude
7 bewegt wird:

ya = ysin 02t. (7.67)

Die Bewegungsgleichung entspricht der des physikalischen Pendels mit bewegtem
Authiangepunkt und folgt aus dem Momentengleichgewicht um Punkt A, vgl. Bild
7.8:

Jad + mys + 9)Es cos p = —Mg— (7.68)

5.



7.2 Nichtlineare Schwinger 483

Dabei wirkt ein der momentanen Drehgeschwindigkeit entgegengesetzt gerichtetes
Reibmoment Mr ¢ /£2.

mg

Es

A Bild 7.8
Rotor oder physikalisches
T Pendel, vertikal erregt

Wird in (7.68) die Beschleunigung, die aus (7.67) folgt, eingesetzt, so ergibt sich

Jad + MR + m(g — 9027 sin Qt)&s cos @ = 0. (7.69)

Q
Dies ist eine nichtlineare Differenzialgleichung fiir den Drehwinkel ¢ mit verdander-
lichen Koeffizienten, die verschiedene Losungen hat. Hier interessiert zunichst nur,
unter welchen Bedingungen die Funktion

0 =0t+ 9% o =0 (7.70)

eine Losung von (7.69) sein kann. Dabei ist ¢* ein konstanter Phasenwinkel in Bezug
auf die Erregung (7.67). Einsetzen von ¢ aus (7.70) in (7.69) fithrt zur Beziehung

&g cos(t + @ )ym(g — y827% sin 2t) = —Mp. (7.71)

Da die linke Seite dieser Gleichung verdnderlich und die rechte Seite konstant ist,
kann sie offensichtlich nicht fiir alle Zeiten t erfiillt werden. Mathematisch betrachtet,
beschreibt (7.70) also keine exakte Losung von (7.69), aber man kann sie als eine
Niherungslosung deuten, wenn man nur fordert, dass (7.71) im Mittel erfullt wird.
Das ist ein Grundgedanke der Mittelungsmethoden, vgl. die Bemerkungen am Ende
von Abschnitt 7.1. Wenn man sich iberlegt, was die einzelnen Terme in (7.71)
bedeuten, so siecht man, dass auf der rechten Seite ein bremsendes Moment und
auf der linken Seite ein antreibendes Moment (Hebelarm mal Kraft) steht. Die linke
Seite von (7.71) ist eine periodische Funktion mit der Zyklusdauer Ty = 2r /€2, deren
Mittelwert man findet, wenn man tiber eine ganze Periode integriert:

fs /cos(Qt + 0 )(g— 9027 sin Qt) dt = —mfsy.Qz sing”. (7.72)
0

Aus (7.71) und (7.72) folgt also fiir den Phasenwinkel der Ausdruck
Mg

m§ S )99 2

Aus dieser Gleichung kann man auch den Schluss ziehen, dass so ein Phasenwinkel

nur dann (reell wird, also) existiert, falls die Bedingung

2My
m 5 S)?.Q 2

sin g% = — (7.73)

<1 (7.74)
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erfiillt ist. Gleichung (7.74) ist also eine Bedingung fiir die Selbstsynchronisation
eines Rotors auf einer vibrierenden Unterlage. Je grofler die Unwucht U = més und
die Erregerkreisfrequenz £2 sind, desto leichter kann der Rotor ,,mitgenommen*
werden. Das Reibmoment darf nicht zu grof3 sein, sonst ist diese Bedingung auch
verletzt.

Bei vielen Vibrationsmaschinen werden fiir die Schwingungserregung mehre-
re Unwuchterreger benutzt, welche mit derselben Winkelgeschwindigkeit und de-
finierten Phasendifferenzen rotieren. Eine gerichtete Erregerkraft wird oft durch
zwei Unwuchtrotoren erzeugt, deren synchrone Bewegung durch ein Zahnradpaar
erzwungen wird, vgl. Bild 7.9a. Der Nachteil einer solchen Anordnung besteht darin,
dass Verschleif$ in der Verzahnung eintritt und Lirm entsteht, weil die Belastungs-
richtung wechselt. So eine Anordnung kann nicht angewendet werden, wenn die
Schwingungserreger grofle Abstinde haben, was bei einigen Vibrationsmaschinen
notwendig ist, speziell bei langen Schwingférderern. Mit Antrieben, die sich selbst
synchronisieren, konnen diese Unzuldnglichkeiten vermieden werden, vgl. Bild 7.9b.

a) Erzwungene Synchronisation
durch ein Zahnradpaar

7 b) Selbstsynchronisation von zwei
unabhingigen Rotoren

Q Q Q Q
Bild 7.9 Unwuchterreger
( 7 @) L@ auf einem Vibratorkorper
3 3 2

a) b)

An Stelle der Erregung durch zwanglidufig gekoppelte Zahnrider ist eine gerichtete
Schwingungserregung durch zwei und mehr Unwuchterreger moglich, die nicht
miteinander zwangldufig verbunden sind. Die dynamische Kopplung erfolgt in-
direkt tiber die Translationsbewegung des Vibratorkorpers, in dem sich die Dreh-
achsen abstiitzen. Solche Erregersysteme wurden in den vergangenen Jahrzehnten
immer mehr zur Schwingungserregung bei Siebmaschinen, Schwingférderern, Vi-
brationsverdichtern und anderen Maschinen angewendet, da sie konstruktiv einfach
zu realisieren sind und ohne mechanische oder elektrische Wellen auskommen.

Die Bedingungen fiir stabile Betriebszustinde bei der Selbstsynchronisation
sollen fiir ein Beispiel angegeben werden. Es wird als Tragsystem ein weich auf-
gestellter Vibratorkdrper betrachtet, der mit hohen Erregerfrequenzen (£2 > w;)
iiberkritisch (tief abgestimmt) erregt wird, so dass die Trigheitskrifte dominieren
und die Riickstellkrifte vernachlissigbar sind (k — 0). Die Rotoren miissen also zur
Erreichung des Betriebszustandes die tiefen kritischen Drehzahlen durchlaufen. Die
Drehachsen der zwei gleichen Schwingungserreger liegen parallel zu einer zentralen
Haupttrigheitsachse des Vibratorkorpers und sind im Abstand & gleich weit vom
Schwerpunkt S des Korpers entfernt, vgl. Bild 7.10.

Es handelt sich um ein ebenes Problem, d.h., die Schwerpunkte der Unwucht-
massen bewegen sich in der gleichen Ebene. Aus der Theorie folgt, dass sich in
diesem Fall die Synchronisation schneller und stabiler einstellt, je grofler der Aus-
druck mé&?/Js ist, d.h., die Entfernung der Drehpunkte der Unwuchterreger vom
Schwerpunkt S hat groflen Einfluss.
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Bild 7.10 Vibratorkérper mit zwei Unwuchterregern

a) m&?/Js > 2; Kreisschiebung

b) m§2/]5 < 2; Drehschwingung um S

c) parallele Schubschwingung bei gegensinniger Rotation

Es folgt, dass im ersten Fall die Rotationen mit gleichphasigen Unwuchten und
im zweiten Fall die Rotationen mit gegenphasigen Unwuchten stabil sind. Falls die
Rotoren sich mit gleichen Drehrichtungen bewegen und wenn die Bedingung

mé? > 2Js (7.75)

erfiillt ist, entsteht eine kreisformige translatorische Bewegung (,,Kreisschiebung®)
des Vibratorkorpers, vgl. Bild 7.10a. Die Amplituden sind
2me

g=y=me (7.76)

Wird die entgegengesetzte Ungleichung (mé? < 2Js) erfiillt, dann entstehen Dreh-
schwingungen des Vibratorkorpers (vgl. Bild 7.10b) mit der Winkelamplitude

2myeé
Js

Rotieren die Rotoren in entgegengesetzter Richtung und gilt m&? > Js, ist die
gegensinnige Rotation mit der Phasendifferenz n stabil. Es werden geradlinige trans-
latorische Schubschwingungen des Vibratorkorpers verursacht, vgl. Bild 7.10c. Die
Amplituden betragen

(7.77)

]?/:

2
£=0, p=1¢ (7.78)
m

Gegenwirtig gibt es fiir Maschinen und Anlagen mit Schwingungserregern, welche
die Selbstsynchronisation ausnutzen, mehr als 300 Patente. Die Gesetzmif3igkeiten
der Selbstsynchronisation kénnen nicht einfach auf Grund intuitiver Vorstellungen
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vorausgesagt oder nur durch experimentelles Probieren geklirt werden. Mithilfe
nichtlinearer Berechnungsmodelle, welche die nichtlinearen Effekte der Massenkrif-
te und der Motorkennlinien berticksichtigen, ist die Vorausberechnung des dynami-
schen Verhaltens solcher Maschinen moglich. Wesentliche Beitrige zur Entwicklung
der Theorie und der Anwendung in der Industriepraxis leistete I. I. BLEKHMAN [2],
[29].

7.2.4
Aufgaben A7.1 und A7.2

A7.1 Aufprall auf nichtlineare Feder

Ein Korper mit der Masse m prallt mit der Geschwindigkeit vy auf eine Pufferfeder.
Man stelle die Formeln zur Berechnung des maximalen Deformationswegs und fiir die
dabei entstehende Maximalkraft auf. Die Pufferfeder hat eine nichtlineare Federkennli-
nie. Man vergleiche die Ergebnisse, die bei einer progressiven, einer linearen und einer
degressiven Federkennlinie entstehen.

Gegeben:
Aufprallgeschwindigkeit vy =4 m/s
Masse m = 400 kg
Federkonstante ¢ =100kN/m
Federkennlinie F(q) = cq(1 + q*)
progressiv: € = 10 m~2; linear: £ = 0; degressiv: € = —5 m 2

Gesucht: Maximale Deformationen gmax und maximale Krifte Fpax.
A7.2 Mittlere Federkonstante bei geknickter Federkennlinie

Ein praktisch wichtiger Fall progressiver Federkennlinien entsteht durch den Einsatz
gestufter Federn, vgl. auch Abschnitt 7.2.3.1. Bei kleinen Ausschldgen wirkt nur eine
Feder, und von einem bestimmten Ausschlag an, der mit g; bezeichnet wird, wirkt
zusitzlich eine zweite Feder.

Gegeben: Feder-Masse-System gemif3 Tabelle 7.1, Fall 1 mit Riickstellkraft

c fir 0< <
(1 +a)g—aq fir q <|q <4

Gesucht: Mittlere Federkonstante ¢, zur Berechnung der Periodendauer der Grundfre-
quenz fiir § > q;.
1. Allgemein fiir geknickte Kennlinie

2. Fir Kennlinie mit Spiel
3. Fiir Kennlinie mit Vorspannung

7.2.5
Losungen L7.1 und L7.2

L7.1 Nach dem Aufprall einer Masse auf die Pufferfeder beginnt eine freie Schwingung,
von der die maximale Amplitude nach der ersten Halbschwingung interessiert. Die
Aufgabe ist mit einer Energiebilanz losbar. Die kinetische Energie der aufprallenden
Masse betrigt

1
Wiino = Em(vo)2 =3200N-m. (7.80)
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Die potenzielle Energie, die in der Pufferfeder gespeichert werden kann, betrigt

Jmax Jmax

1
Wpotmax = / F(q)dq = / CQ(1+3q2)dq = EC(Qmax)z [1+§(Qmax)2} (7.81)
0 0

Aus dem Energiesatz folgt Wpot max = Wino- Fiir die nichtlinearen Federn ergibt sich
daraus eine quadratische Gleichung fiir (gmax)’:

2 2mv2
(Qmax)4 + E(Qmax)z - 70 =0. (7.82)
Die Losung lautet
1 2mev}
Jmax = ; 1+ 0 1]. (7.83)

Die Maximalkraft erhilt man aus (7.14):
Fnax = ¢qmax [1 + g(qmax)z] . (7.84)

Bild 7.11 zeigt die Ergebnisse. Mit den angegebenen Parameterwerten ergibt sich fiir
die progressive Feder (¢ = 10 m2):

Gmax = 226 mm;  Fpay = 34,1 kN (7.85)
und fiir die degressive Feder (¢* = —5 m~2):
Gmax = 282 mm; Fnax = 16,9 kN. (7.86)

Fiir die lineare Feder (¢ = 0) folgt

Gmax = 253 mmy; Fnax = 25,3 kN. (7.87)
e=10m2

T 40 F=cq
F kN- e=0
< 207 g=-5n’
5 107

1 1 1 I I T T 1

0 100 200 mm 300

Federweg q——=—

Bild 7.11 Krifte und Wege beim Aufprallen

Fazit: Bei einer progressiven Feder entsteht ein kiirzerer Federweg (aber eine grofiere
Kraft) als bei der linearen Feder, wihrend bei der degressiven Feder der Federweg
ldnger, aber die Kraft kleiner wird. Es lohnt sich also, eine degressive Feder einzusetzen,
wenn man die maximale Sto8kraft bei einem Aufprallvorgang vermindern will.
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L7.2 Es wird 4 > q; vorausgesetzt, sodass sich tatsichlich eine nichtlineare Federung ein-
stellt. Gemif3 (7.10) ergibt sich
5 0 q
Cm = q—s c1q4dq+/ [(61 + Cz)q4 — Czqﬂf] dg
0 q1

5
4+(q—}> 53
q q

Der Sonderfall ¢; = 0 ergibt den technisch bedeutsamen Fall eines Schwingers mit Spiel,
vgl. auch Abschnitt 4.2.1.2. Fur den Schwinger mit Vorspannung (vgl. Tabelle 7.1, Fall
2) ergibt sich

(7.88)

_a, e
_4+4

5 q 5K
‘m = q_5 /(Fv + cq)q3 dg=c+ 4—qv (7.89)
0 [

7.3
Selbsterregte Schwinger

7.3.1
Allgemeine Zusammenhénge

Bei selbsterregten Schwingungen steuert der Schwinger selbst die Energiezufuhr von
einer dufleren Energiequelle. Beispiele fiir genutzte selbsterregte Schwingungen sind
die Dampfmaschine, die Unruhe der Uhr und die Tone der Blas- und Streichinstru-
mente. Selbsterregte Schwingungen storen oft im Maschinenbau, z. B. das Rattern
bei spanenden Werkzeugmaschinen, die Reibungsschwingungen (,,Stick-Slip“) bei
langsamen Gleitgeschwindigkeiten, das Quietschen von Bremsen, das Kreischen
von Sigen, das Brummen von Walzwerkgeriisten, das Pfeifen von durchstromten
Ventilen, das Flattern der Windradfliigel u. a.

Die Bewegungsgleichungen selbsterregter Schwingungen enthalten im Gegen-
satz zu den erzwungenen und parametererregten Schwingungen keinen Term, der
explizit von der Zeit abhingt. Sie entsprechen allgemein (6.431) oder speziell (6.432),
also den Bewegungsgleichungen freier nichtlinearer Schwingungen. Selbsterregte
Schwingungen entstehen nicht infolge einer einmaligen Auslenkung aus der stati-
schen Ruhelage, wie das bei freien Schwingungen der Fall ist.

Sowohl die Formulierung der nichtlinearen Bewegungsgleichungen (Modellbil-
dung) als auch ihre mathematische Losung ist oft mit gewissen Schwierigkeiten
verbunden. Im Allgemeinen lassen sich diese Gleichungen nicht analytisch 16sen. Die
numerische Integration verlangt Parameterwerte, die fiir die nichtlinearen Terme nur
ungenau bekannt sind. Der genaue zeitliche Verlauf der selbsterregten Schwingungen
interessiert aber selten, denn man ist meist bestrebt, diese storenden Schwingungen
tiberhaupt zu vermeiden.

Die Energiequelle eines selbsterregten Schwingers ist im Allgemeinen nicht zeit-
lich verdnderlich. Die Energierationen tibertrigt z. B. ein reibender Korper, eine Fliis-
sigkeit oder ein stromendes Gas. Innerhalb jeder Schwingungsperiode eines selbst-
erregten Schwingers gibt es ein Intervall der Zufuhr und ein Intervall der Abnahme
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der Energie. Wird mehr Energie zugefiihrt (abgefiihrt) als abgefiihrt (zugefiihrt),
dann nehmen die Amplituden zu (ab). Im stationiren Zustand ist die Energiebilanz
pro Periode ausgeglichen, und es stellen sich konstante Amplituden ein. Man kann
die Energiebilanz auch so deuten, als ob es innerhalb jeder Periode begrenzte In-
tervalle der Instabilitit (Anfachung) und der Stabilitit (Energieabnahme) gibe. Oft
interessiert man sich nur dafiir, ob tiberhaupt Parameterbereiche der dynamischen,
zeitlich begrenzten, Instabilitit und damit eine Selbsterregung existieren. Um diese
zu ermitteln, kann man sich auf die Analyse der linearisierten Bewegungsgleichungen
beschranken, denn an den Eigenwerten des linearen Schwingungssystems erkennt
man, ob es eine Anfachung gibt.

Die linearen Bewegungsgleichungen haben die Form (6.18). Bei konservativen
Systemen sind die Matrizen M und C symmetrisch, und es treten keine negati-
ven Eigenwerte auf. Ein lineares System mit einer unsymmetrischen Matrix kann
negative Eigenwerte haben. Instabile Bereiche selbsterregter Schwinger existieren
in den Parameterbereichen, in denen negative Eigenwerte auftreten. Mathematisch
betrachtet, konnen selbsterregte Schwingungen auftreten, wenn das linearisierte
System der Bewegungsgleichungen eine unsymmetrische Steifigkeitsmatrix hat.
Solche unsymmetrischen Matrizen sind typisch fir Gleitlager [7], [19] fir Schwinger
mit Reibung und fiir Schwinger in Stromungen, vgl. z. B. (7.108).

7.3.2
Beispiele

7.3.2.1
Stick-Slip-Schwingungen

Reibungserregte Schwingungen sind in Maschinen meist unerwiinscht, weil sie
Larm oder Verschleifl verursachen und die Genauigkeit einer Abtriebsbewegung
vermindern. Zu ihnen gehort das Bremsenquietschen, das Rattern bei langsamen
Fiihrungsbewegungen, das Kupplungs-Rupfen u. a. Es tritt dabei Ruckgleiten ein,
wenn sich beim Kontakt zweier Oberflichen Intervalle des Haftens (,,stick®) mit
solchen des Gleitens (,,slip®) wihrend einer Schwingungsperiode abwechseln. Man
spricht vom Stick-Slip-Effekt.

Hier soll ein Reibschwinger untersucht werden, bei dem ein Feder- Masse —
System auf einer bewegten Unterlage gleitet [5], [23] die in diesem Falle die Ener-
giequelle ist. In Bild 7.12a ist sie als bewegtes Band skizziert, aber es hitte auch die
Unterlage fest und das Feder-Masse-System als beweglich dargestellt werden konnen.
Wesentlich ist die Relativgeschwindigkeit, die im idealen Fall v = konst. ist.

Es wird angenommen, dass sich die Haftreibungszahl 1, von der Gleitreibungs-
zahl u unterscheidet (o > u) und u konstant ist. vgl. Bild 7.12b. Dieser Ansatz fiir
die sprunghafte Reibkraftinderung vom Haften zum Gleiten ist der Einfachste fiir
eine in Wirklichkeit kompliziertere Funktion der Reibkraft, die nichtlinear von der
Geschwindigkeit, der Normalkraft, der Temperatur, der Zeit und den Materialpa-
rametern abhingt. Die gestrichelte Reibkraft-Kennlinie in Bild 7.12b deutet so eine
Funktion an.
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Bild 7.12 Minimalmodell des Reibungsschwingers
a) Berechnungsmodell, b) Reibkraft-Kennlinie

Es wird davon ausgegangen, dass die Masse m anfangs an der sich mit konstanter
Geschwindigkeit v bewegenden Unterlage haftet und die Gleitbewegung in dem
Augenblick beginnt, wenn sich die Masse von der Unterlage losreif3t. Die Bewegungs-
gleichung daftir lautet dann (ohne Ddmpfung)

mx 4 cx = umg; xS (7.90)

Die Anfangsbedingungen beschreiben den Sachverhalt, dass zu Beginn die Federkraft
¢ xo so grofl wie die maximale Haftkraft und die Geschwindigkeit der Masse m so
grof3 wie die der Unterlage ist:

t =0: x(0) = xg = ,uomg; x(0) = vy = . (7.91)
c

Als Losung fiir die ersten Etappe (0 < t < #;) erhilt man mit w? = ¢/m, vgl. Bild
7.13a:

x(t) = kil (o — #)ﬂg cos wot + Y sin wot
c c o
= /,t_g + $coswo(t —t7) (7.92)
g
X(t) = —wo$sin wo(t — t7)
Dabei ist im Bereich 0 < @yt = arctan veo/g <m/2
Ho — H
sin wgt™ = AL; cos wot” = M (7.93)
$w, Sw}

und die Amplitude betragt

2 2
$= \/[(#o —u)zm—g}2 + <1> = m—g\/(uo —u)’+ (@) : (7.94)
Cc [ON4) c &
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Bild 7.13 Bewegungsgrofien bei der Stick-Slip-Bewegung

(o = 0,25; 4 = 0,145 wov/g = 0,2)

a) Zeitverldufe, strich-punktierte Linie: Weg xw% /g, volle Linie: wyx/g; punktierte Linie: /g
b) Phasenkurven

Die Geschwindigkeit der Masse fillt infolge der bremsenden Reibkraft zunichst
ab, bevor sie wieder zunimmt und den Wert der Geschwindigkeit des Bandes zum
Zeitpunkt f; wieder erreicht, vgl. Bild 7.13a. Aus der Bedingung

X(tl) =v = *a)ofsil’l a)o(t1 - t*) (795)
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folgt
oty = wot” + arcsin[v/(we$)] + . (7.96)

Zum Zeitpunkt # ist die erste Etappe beendet und der Weg

x(t)) = Hmg +$coswy(ty —t7) = Hmg + §\/1 — sin® wo(t; — t%) (7.97)
c c

2
m v m m m
_ g . (w_) = 8y )™ = o )8

erreicht, wie aus (7.92) mit (7.94) und (7.95) folgt. In diesem Moment beginnt
die zweite Etappe, in der die Masse durch die Haftkraft mitgenommen wird. Die
Geschwindigkeit von Masse und Band sind konstant und gleich grof, der Weg und
die Federkraft nehmen zu:

x(t) = x(t;) + vt —t1) = 2u —uo)ng +o(t —1); n=t=T. (7.98)

Diese Etappe ist zu Ende, wenn die Haftkraft wieder ihren Grenzwert erreicht.
Dies ist nach einem vollen Bewegungszyklus zur Zeit T der Fall, weshalb dann
(Periodendauer T') wieder die Anfangswerte gelten miissen. Einsetzen der Werte aus
(7.91) ergibt:

Frax = cx(T) = 2u — po)mg + cv(T — 1) = uomg. (7.99)

In dieser Gleichung ist nur die Periodendauer der betrachteten stationdren Schwin-
gung unbekannt. Sie folgt daraus zu

m
T =t + 20y — )28 =ty + 2y — )2 (7.100)
Ccv UCUO

Die Verldufe von Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung zeigt Bild 7.13a.

In vorliegender Rechnung wurde die stabile Bewegung nachgerechnet, die sich
auf dem sog. Grenzzykel, der geschlossenen Kurve in der Phasenebene (Bild 7.13b),
einstellt. Fiir alle Anfangsbedingungen aufSerhalb des Grenzzykels miinden die Kur-
ven in diese periodische Bewegung. Untersuchungen mit verschiedenen anderen Rei-
bungskennlinien zeigen, dass bei allen fallenden Kennlinien (und unter Berticksichti-
gung der Dadmpfung) so ein Grenzzykel existiert. Interessant ist der Zusammenhang
der (storenden) Amplitude mit den Parametern des Systems, vgl. (7.94). Der Leser
moge sich tiberlegen, durch welche Mafinahmen man bei gegebener Geschwindigkeit
und gegebener Masse die Amplituden vermindern kann.

Man kann die Stick-Slip-Schwingungen vermindern oder vermeiden durch

Verringerung der Normalkraft Fy auf die reibenden Flichen

Erhéhung der Ddmpfung oder der Reibung

Storung des zeitlichen Verlaufes der Normalkraft, z. B. zusitzliche Vibrationen
geringere Neigung der fallenden Reibkennlinie, z. B. durch andern Werkstoft
Erhohung der Eigenfrequenz (kleinere Masse, steifere Feder).
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7.3.2.2
Flatterschwingungen einer angestromten Platte

Fir das stark vereinfachte Berechnungsmodell einer elastisch gelagerten Platte, die
parallel zur Plattenebene angestromt wird, ist die kritische Geschwindigkeit zu
bestimmen, vgl. Bild 7.14. Bei horizontaler Lage liegt statisches Gleichgewicht vor
und die hydro- oder aerodynamischen Krifte sind gleich Null. Bei einer Winkel-
auslenkung der Platte entsteht eine stromungsbedingte Auftriebskraft, die nach den
Gesetzen der Aero- oder Hydrodynamik von einem Koeffizienten k, der Dichte o, der
Stromungsgeschwindigkeit v, der Linge / und dem Winkel ¢ der Plattenauslenkung
abhingt:

F = kov*lg. (7.101)

Der Kraftangriffspunkt, der von der Geometrie des angestromten Bauteils bestimmt
wird, hat den Abstand e vom Schwerpunkt S. Die Kraft F wird unter Vernachlassi-
gung von Effekten hoherer Ordnung senkrecht zur Platte wirkend angenommen.

Bild 7.14 Platte im Stromungsfeld; a) Parameter, b) Koordinaten und Krifte

Bild 7.14a zeigt das Berechnungsmodell mit zwei Freiheitsgraden der angestromten
Platte im ausgelenkten Zustand. Die Lager werden durch die Federkonstanten ¢
und ¢, erfasst und die Tragheitseigenschaften der Platte durch die Masse m und das
Tragheitsmoment ] beziiglich der Schwerpunktachse. Die statischen Krifte (Eigen-
gewicht, Federkrifte) stehen im Gleichgewicht und werden hier weggelassen. Das
zugehorige Kriftebild ist in Bild 7.14b dargestellt.

Die Riickstellkrifte der Federn ergeben sich aus dem Produkt der Federkonstan-
ten mit den Federwegen, die von der Schwerpunktauslenkung y und vom Drehwinkel
@ < 1(sin @ ~ ¢, cos ¢ ~ 1) abhingen:

F=c¢ - (y+l(p), E=c¢- (yfl(p). (7.102)
Die Gleichgewichtsbedingungen lauten damit
" ~R—B+F-mj =0 (7.103)

S:—Rl+ Bl +Fe—Jp=0. (7.104)
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Setzt man die durch (7.102) erfassten Kriifte in (7.105) und (7.106) ein, so erhiilt
man die Bewegungsgleichungen des Systems mit q; = y und g, = l¢ in der Form

migy + cuqi + ci2q2 =0 (7.105)
mydp + c1q1 + g2 =0 (7.106)
mit den Masse- und Federparametern
my = m; my, = _m
I 12
€11 = €1+ &5 i =c — 6 —kov? (7.107)
€1 = €1 — &5 p=c¢c+c— kQUZE-

I

Sucht man die Losung der Bewegungsgleichungen mit dem Ansatz q; = vje*’, erhilt
man zwei lineare Gln. fiir die Amplituden v; und den Eigenwert 4:

(611 + ﬂ’llﬂ,z) V14 €120 =0

7.108
01U+ (sz + mzlz) vy = 0. ( )

Aus dem Nullsetzen der Koeffizientendeterminante folgt die charakteristische Glei-
chung

iy + mpA? 12
1 c + mzlz

p(A) =

= mimyA* + (coimy + camy) A + criexn — ciaca = 0. (7.109)

Die Wurzeln dieser biquadratischen Gleichung sind die Eigenwerte:

_ump + ot
277’111’1’12

C11€22 — C126o1) My
Aass =+ li\/1—4(11 22 — C12621) M1 . (7.110)

2
(ciimy + cppmmy)

Die Bewegung der Platte ist stabil, wenn die Realteile aller 4; < 0 sind. Da gemif3
(7.110) vor der ersten Wurzel beide Vorzeichen stehen, muss der Ausdruck unter der
dufleren Wurzel reell und negativ sein. Damit gibt es nur rein imaginidre Wurzeln.
Alle anderen Moglichkeiten scheiden aus, weil sie mindestens eine Wurzel mit posi-
tivem Realteil zur Folge haben, was Instabilitit bedeutet. Eine Stabilititsbedingung
lautet deshalb

C11My + Cpimy > 0. (7111)

Es muss noch gesichert sein, dass die innere Wurzel in (7.110) reell und kleiner als
eins ist, sonst treten konjugiert komplexe Wurzeln auf, bei denen einer der Realteile
positiv sein kann. Es ist also folgende Relation zu erfiillen:

4 (c1162 — C12621) My,

0< < (7.112)
(cumy + cpmy)
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7.3.2.3
Rattern von Werkzeugmaschinen bei der Zerspanung

Bei Werkzeugmaschinen storen oft Schwingungen an der Kontaktstelle zwischen
Werkstiick und Werkzeug die Bearbeitungsgenauigkeit. Selbsterregte Schwingungen
konnen nach dem Uberschreiten bestimmter Zerspanungsparameter (z. B. Grenz-
spantiefe, Zerspanungsgeschwindigkeit, Werkzeugparameter) auftreten. Fiir den
Konstrukteur ist weniger der Verlauf dieser nichtlinearen Schwingungen, die als
»Rattern“ bezeichnet werden, von Interesse, sondern es interessiert ihn mehr die
Frage, bei welchen Parametern das Rattern beginnt, da diese Grenze moglichst weit
»oben® liegen soll. Hauptursachen fiir selbsterregte Schwingungen beim Zerspanen
sind die so genannte Lagekopplung und der Regenerativeffekt.

Unter dem Begrift ,, Lagekopplung® versteht man einen Schwingungsvorgang, bei
dem zwei oder mehrere Figenschwingformen nahe beieinander liegender Eigenfre-
quenzen iiber den Zerspanvorgang ,,verkoppelt® sind und dadurch eine Schwingung
angefacht wird. Diese Eigenformen beeinflussen sich an der Kontaktstelle von Werk-
stiick und Werkzeug gegenseitig, wenn sie dort gewisse Amplituden haben, sodass
es beim Zerspanen zu einer Energietibertragung in das Maschinengestell kommen
kann. Wird eine der betreffenden Eigenformen angeregt, so wirkt sich diese iiber die
Zerspankraft als Anregung fiir die andere ,lagegekoppelte® Eigenform aus.

Beim Frisen und Drehen entsteht infolge einer Schwingung mit einer Eigenfre-
quenz der Maschine, die durch eine kleine Stérung angeregt wurde, eine Welligkeit
an der bearbeiteten Oberfldche des Werkstiicks. Nach einer Umdrehung des Werk-
stiicks beim Drehen oder nach Uberstreichen des Winkels 2rt /11, beim Frisen mit n,
Schneiden wird in die vom vorhergehenden Schnitt entstandene Welligkeit wieder
eingeschnitten. Dadurch wird eine Schnittkraftschwankung hervorgerufen, die ihrer-
seits unter bestimmten Bedingungen die bisherigen Schwingungen aufrechterhalten,
also ,regenerieren“ oder sogar weiter anfachen kann. Wie bei den erzwungenen
Schwingungen (vgl. Abschnitt 3.3.3) hingt es von der Phasenlage der nichsten
Anregung und der Dampfung ab, ob sich die Schwingung zwischen Werkstiick und
Werkzeug aufschaukelt (Anfachung, Instabilitit) oder ob sie abklingt.

Die Schnittkraft, und damit die Intensitit der Erregung, hingen direkt von

der Spantiefe a ab. Man hat vielfach beobachtet, dass die Uberschreitung einer
bestimmten Spantiefe zum Rattern fiithrt. Im Folgenden soll zum Einblick in diese
Thematik ein solch einfaches Berechnungsmodell fiir das Einstechdrehen vorgestellt
werden.
Es sei x = 0 die statische Ruhelage des Schwingers, wenn mit einer Spandicke h
schwingungsfrei zerspant wird, vgl. Bild 7.15. Infolge einer kleinen Stérung kommt
es zu einer Verschiebung x, die eine Spandickendnderung zur Folge hat. Bertick-
sichtigt man den vorangegangenen Schnitt, der eine Periodendauer (Umlaufzeit
Ty = 21/ €2) vorher erfolgt, also zum Zeitpunkt t — Ty, so stellt sich eine Spandi-
ckendnderung

Ah = x(t — Ty) — x(t) (7.113)

ein. Fiir die radiale Zerspankraftinderung AF kann in erster Naherung ein beziiglich
Spantiefe a und Spandickendanderung Ah linearer Ansatz der Form

AF = ak.(h)Ah = ak,[x(t — Tp) — x(t)] (7.114)



496 7 Einfache nichtlineare und selbsterregte Schwinger
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Bild7.15 Zum Zerspanungsvorgang; a) Seitenansicht, b) axiale Sicht

gemacht werden. Hierbei ist der Spandickenkoeffizient k, ein vom Werkstoff, der
Schneidengeometrie, dem Schnittwinkel und anderen Zerspanungsparametern ab-
hingiger Faktor. Von dem in Bild 7.15 dargestellten Berechnungsmodell interessieren
nur die modalen Parameter, denn es kennzeichnet eine Eigenform der Maschine, die
zu einer radialen Bewegung zwischen Werkstiick und Werkzeug fithrt. Man erhalt
dafiir folgende Bewegungsgleichung:

k
X+ 2Dwyx + a)éx - awé[x(t —Ty) —x(t)] = 0; o =a—=>. (7.115)
c

Die dynamischen Eigenschaften der Maschine werden durch die Eigenkreisfrequenz
o (im ungeddmpften Zustand) und den Dampfungsgrad D erfasst. Der Faktor
a, der die Zerspanungsparameter enthilt, ist der Spantiefe proportional. Wird der
Losungsansatz x = % exp(1 wot) in (7.115) eingesetzt, so folgt als charakteristische
Gleichung

A2 +2DA + 1+ all —exp(—LwyTy)] = 0. (7.116)

Der Regenerativeffekt, also der Einfluss der vom vorigen Umlauf vorhandenen
Oberflichenwelligkeit, wird hier durch den Term mit der Exponentialfunktion aus-
gedriickt.

Dies ist eine transzendente Gleichung fiir 4, die reelle oder konjugiert komplexe
Waurzeln haben kann. Vom Vorzeichen des Realteils hingt ab, ob eine geddmpfte oder
angefachte Schwingung entsteht. Die Stabilititsgrenze liegt dort, wo der Realteil null
ist, d. h., sie kann mit dem Ansatz A = 0+ jo/wo = 0+ jv und der Anwendung der
Euler’schen Relation gesucht werden. An der Stabilititsgrenze tritt der Grenzwert o,
auf, aus dem die praktisch interessierende Grenzspantiefe zu ermitteln ist. ® = v,
ist die noch unbekannte Ratter-Kreisfrequenz. Damit gilt an der Stabilititsgrenze die
Bedingung

1—vit oy(1 —coswTy) + j(2Dv + o sin wTy) = 0. (7.117)
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welche nach dem Einsetzen des Ansatzes in (7.116) folgt. Diese komplexe Glei-
chung ist erfiillt, wenn ihr Real- und Imaginérteil null sind. Thre Auflgsung ergibt
nach der Elimination der trigonometrischen Funktionen den Grenzwert fiir den
Zerspanungsparameter sowie die zugehorigen Umlaufzeiten in Abhingigkeit von
v =0/

1 —v?)? + (2Dv)? 2 2D
ocg:( ) o V); Ty = —— arccot —V—i—kn
2(v2 —1) vay 1—v? (7.118)
k=0,1,2,...

Das Minimum von ¢, interessiert besonders. Es wird bei v = /1 + 2D erreicht und
betrigt

gmin = 2D(1 + D). (7.119)

Die erreichbare Spantiefe ist also vom Dampfungsgrad abhingig. Dieses Minimum
tritt aber nur bei bestimmten Umlaufzeiten auf. Aus (7.118) folgt fiir v = /1 4+ 2D
eine Beziehung fiir diejenigen Drehgeschwindigkeiten £ = 2rt/ T, unterhalb derer
immer ein stabiles Zerspanen moglich ist:

2 1
T = — k+ - tanv' 1+ 2D ;
@o O‘ag:agmin 1+2D [( —|—2>Tc+arc an +
k=0,1,2,...

Fir den Didmpfungsgrad D = 0,08 ergibt sich daraus z.B. ogmin = 0,1728 und
wo Ty = 4,444 fir k = 0. Durch Variation von v kann man aus den Gleichungen
(7.118) die Stabilitdtskarte berechnen. Bei bekannten Zerspanungsparametern liefert
diese ein Bild tiber die moglichen Spantiefen als Funktion der Drehzahl.

6
T k=2

(7.120)

instabil

(=]

0 0.5 1 L5 2 2.5 3

relative Drehgeschwindigkeit # = o —_—
0

Bild 7.16 Stabilititskarte zum Zerspanvorgang

Bild 7.16 zeigt das Ergebnis fiir ein praktisches Beispiel. Die Kurve hat den typischen
Verlauf einer Girlandenkurve, weil sich verschiedene lokale Minima aneinanderrei-
hen.
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733

Aufgaben A7.3 und A7.4

A7.3

A7.4

Selbsterregte Schwingungen einer Bremse

Auf einer mit konstanter Geschwindigkeit v bewegten ebenen rauen Fliche gleitet
eine elastisch abgestiitzte Masse, vgl. Bild 7.17. Es wird nur die in schriger Rich-
tung orientierte Hauptsteifigkeit (der eigentlich zweidimensionalen Befestigung) duch
die Federkonstante ¢ berticksichtigt, vgl. Tabelle 1.4. Haften sei ausgeschlossen, d. h.
fiir die Geschwindigkeit der Masse gilt [%| < v. Der Anfangswinkel liegt im Bereich
0<pBy<m / 2.

Gegeben:
Linge der ungespannten Feder Iy
Neigungswinkel der ungespannten Feder S
Fallbeschleunigung g
Masse m
Federkonstante c
Gleitreibungszahl u

Bild 7.17 Minimalmodell fiir selbsterregte Schwingungen einer Bremse

Gesucht:

1. Kriftebild an der frei geschnittenen Masse mit Bewegungsgleichungen und
Zwangsbedingungen

2. Federlinge I(x) und nichtlineare Differenzialgleichung

3. Linearisierte Bewegungsgleichung fiir x < Iy

4. Bedingung dafiir, dass selbsterregte Schwingungen auftreten

5. Bereich fir den Winkel Sy bei y# = 0,25, in dem selbsterregte Schwingungen
auftreten.

Stabilitatskarte

Fiir die in Abschnitt 7.3.2.2 untersuchten Flatterschwingungen einer Platte im Stro-
mungsfeld soll die Stabilititskarte aufgestellt werden, aus der man die Parameterberei-
che erkennen kann, bei denen diese Schwingung stabil oder instabil wird.
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Gegeben: Die Stabilititsbedingungen (7.111) und (7.112) aus Abschnitt 7.3.2.2.
Dimensionslose Kenngroflien
. kov?

e
y=— £=-; w=—. (7.121)
(%) ) (%]

Gesucht:
1. Stabilititsbedingungen, ausgedriickt durch die dimensionslosen Kennzahlen

Eintragung der Kurven fiir die Grenzen der Stabilitdtsbereiche in einem Diagramm

3= x(y)
3. Diskussion der Parametereinfliisse

7.3.4
Losungen L7.3und L7.4

L7.3 Wegen der Voraussetzung |X| < v erfolgt keine Umkehr der Richtung der Reibkraft.
Aus dem Kriftegleichgewicht ergibt sich, vgl. Bild 7.18:

Horizontal: UBy+c(l—1ly)cos B +mx =0 (7.122)
Vertikal: K+cl—1I)sing —mg=0 (7.123)
Fiir die Winkel, den Weg und die Federlinge gelten die Zwangsbedingungen:
Horizontal: x + Iy cos Bg = Lcos B (7.124)
Vertikal: losin By = Isin B (7.125)

Bild7.18 Kriftebild zum
Berechnungsmodell der Bremse

Mit (7.122) bis (7.125) liegen die vier grundlegenden Gleichungen vor, aus denen die
vier Unbekannten x, 8, [ und Ky aus den sechs gegebenen Parametern (u, ¢, g, m, [
und fy) zu berechnen sind.

Zunichst werden [ und B als Funktion von x berechnet. Das Quadrieren und
Summieren von (7.124) und (7.125) ergibt nach kurzer Rechnung

2 = (x+ Iy cos By)* + (Iy sin By)? = x> + 2xly cos By + lé (7.126)

und damit die Federlinge

I(x) = \/xz + 2xly cos By + I2. (7.127)
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Einsetzen von Fy aus (7.123) in (7.122) liefert eine einzige Bewegungsgleichung:

mx + u[mg—c(l —lp)sin ]+ c(l —lp)cosp =0 (7.128)
oder

mx + c(I —lp)(cos B — u sinB) + umg = 0. (7.129)
Nach der Beriicksichtigung von (7.124) und (7.125) wird daraus

mix + c[1 — Iy/1(x)](x + Iy cos By — wlysin o) + umg = 0. (7.130)

Das Einsetzen des Ausdrucks fiir Iy /I(x) ergibt eine nichtlineare Differenzialgleichung
fiir die Koordinate x, aus welcher die Schwingungen berechnet werden kénnen. Zur
Beurteilung des Stabilitdtsverhaltens geniigt die linearisierte Form dieser Differenzial-
gleichung. Die Entwicklung von y/I(x) in eine Taylor-Reihe fiir x/ly < 1 liefert

lO ZO 2x x2 172
7= =(1+ N cos By + 7
\/xz + 2xly cos By + 12 0 0 (7.131)
x 1/x\° 5
=1—>cosfo— =+ ) - (1—3cos*By) +...
Iy 2 \ oy
Damit folgt aus (7.130) und (7.131) bei Vernachlissigung von allen Termen zweiter
und hoherer Ordnung
mix + cx(cos By — u sin Bo) cos o + umg = 0. (7.132)

Selbsterregte Schwingungen werden angefacht, wenn der Faktor des linearen Terms
negativ wird. Also werden die Schwingungen instabil bei cos g — u sin fy < 0, d. h.
bei steilen Winkeln im Bereich der Selbsthemmung

1
tan By > —. (7.133)
—tr
Bei Winkeln 8y > arctan(1/u) treten selbsterregte Schwingungen auf. Fiir die Gleitrei-
bungszahl u = 0,25 ergibt sich ein Grenzwinkel von ﬂg = 75,96 Grad.

L7.4 Der Ausdruck (7.111) lautet unter Beachtung der in (7.107) definierten Parametern
und den Kennzahlen aus (7.121):

ca+co)m kov?e
crimy + cppmy = % + (C] +c — Ql ) m (7.134)
k 2
{1+C—1+12+125—1 -1 Q”le}
=cm @ @ @ (7.135)
12
13(1 —12
_ WA +y) — 12xe]am (7.136)
12
Also lautet die erste Stabilitdtsbedingung in dimensionsloser Form
13(14y) —12xce > 0. (7.137)
Aus der linksseitigen Ungleichung (7.112) folgt die einfache Bedingung
c1162 — 12621 > 0. (7.138)

Unter Benutzung der Parameter gemif (7.107) wird daraus die Stabilititsbedingung
dy— 1+ y)xe —(1—y) -2 >0. (7.139)
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Aus der rechten Seite von (7.112) ergibt sich als weitere Stabilititsbedingung
4(cr1e — crae) mimy < (crimy + ). (7.140)

Formt man diese Bedingung analog um, so ergibt sich daraus

2
4y—(1+7/)%£—(1—7/)%<3E—;(l-l—y)—%e} . (7.141)

Die kritischen Anstromgeschwindigkeiten kénnen in dimensionsloser Form aus den
drei Stabilitdtsbedingungen (7.137), (7.139) und (7.141) gefunden werden. Wird £ > 0
vorausgesetzt, folgt aus (7.137), dass das System stabil ist, wenn

13 (1
e BUEY) (7.142)
12¢
gilt. Aus (7.139) ergibt sich die Stabilitdtsbedingung
4 1
ws— T  fwr ys< te (7.143)
e(l+y) —y+1 1—¢

wobei die jeweils oberen und unteren Relationszeichen einander zugeordnet sind. Aus
(7.141) folgt:

— | 11e-(1 2-(y—1
#< o [ e-(1+py+2-(yr—1

(7.144)

72~\/(7/7 - [le-(y+1)—(y+1)- (12e2 - 1)]|.

Man kann in einem y-s-Diagramm die Kurven zeichnen, die sich aus (7.142) bis
(7.144) fur die Gleichheitszeichen ergeben. Jede dieser Kurven teilt den Bereich in ein
stabiles und ein instabiles Gebiet.

Dabei wurde aus der quadratischen Gleichung, die sich fiir s ergibt, die kleinere
der beiden Wurzeln berticksichtigt, da diese die tieferen s-Werte liefert.

P (7.142)
30

instabil
20 instabil

(7.144)
09 (7.143)
stabil
T T T
0 1 2 3 v=ale

Bild 7.19 Stabilititskarte zum Flattern der Platte

In Bild 7.19 sind fiir den Wert ¢ = 0,1 die Grenzen des Gebietes dargestellt, in dem
diese Ungleichungen erfillt sind. Die kritische Stromungsgeschwindigkeit, von der ab
das Flattern auftreten kann, ist der kleinste dieser Werte aus den drei Bedingungen
(7.142) bis (7.144). Aus diesem Bild geht der unterschiedliche Einfluss der beiden
Federn hervor. Man vergleiche z. B. die Werte fiir y = 2,0 mit y = 1/2, fiir die ohne
Stromung dieselben Eigenfrequenzen auftreten.
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Der Begrift ,,dynamisch giinstige Konstruktion® ist unscharf und vieldeutig. Es kann
darauf ankommen, Material oder Energie (Antriebsleistung) zu sparen, tibermafii-
gen Verschleify oder Zerstorungen zu vermeiden, die Lebensdauer, Zuverlissigkeit
und Produktivitit (Drehzahl) zu erh6hen, die Arbeitsbedingungen fiir die Menschen
zu verbessern oder Schwingungen und Stof3krifte fiir technologische Zwecke zu
nutzen.

Vom Standpunkt der Mechanik besteht beim Entwurf einer Maschine die Frage
nach der Synthese von mechanischen Strukturen beziiglich dynamischer Kriterien.
Die klassische Mechanik liefert mit ihren traditionellen Methoden Antworten auf
die Frage, wie sich eine mechanische Struktur bei gegebener Erregung verhalt. Bei
der Konstruktion von Maschinen wird aber die Frage gestellt, welche mechanische
Struktur man nehmen soll, und welche MafSnahmen man treffen muss, damit sich
eine Maschine dynamisch giinstig verhalt. Beziiglich solcher Fragestellungen, bei de-
nen fiir eine bestimmte technologische oder Transportoperation (Bewegungs- oder
Kraftverlauf an der Wirkstelle) eine mechanische Struktur gesucht wird, existiert
kein determinierter Losungsalgorithmus.

Fir manche Aufgabenklassen gibt es Kataloge, Systematiken und heuristische
Methoden zur Losungsfindung. Im Folgenden werden, geordnet nach sechs Ge-
sichtspunkten, einige Regeln genannt, die einen Bereich praktischer Aufgaben der
Maschinendynamik tiberstreichen. Sie konnen bei der Suche nach dynamisch giins-
tigen Losungen zur Orientierung dienen, aber lingst nicht die unerschopfliche
Vielfalt der in der Praxis auftauchenden Aufgabenstellungen erfassen. Daran, dass
jahrlich hunderte von Patenten angemeldet werden, welche bei konkreten Maschinen
neuartige Losungen vorschlagen, erkennt man auch, wie komplex dieses Gebiet ist.

Aspekt 1: Klirung der wesentlichen physikalischen Phinomene

In den meisten Fillen wird eine Maschine nicht einfach ,,aus dem Nichts* geschaffen.
Meist wird eine bereits vorliegende Konstruktion vervollkommnet und weiterentwi-
ckelt, oder es werden gewisse Mingel beseitigt. Aufgrund vorliegender Erfahrungen
muss der Konstrukteur im konkreten Fall das Problem einer physikalischen Ursache
zuordnen kénnen oder im ungiinstigsten Falle mit einer Arbeitshypothese zu suchen
beginnen.

Die stérenden (oder zu nutzenden) dynamischen Phinomene sind zweckmi-
Bigerweise nach der Erregerursache zu ordnen und mit qualitativ verschiedenen
Modellen zu beurteilen. Der Ingenieur muss entscheiden, ob es sich um

e Krifte der starren Maschine (z. B. Unwuchterregung, Mechanismen, technologi-
sche Krifte)
Vibrationskrifte aus freien, erzwungenen oder parametererregten Schwingungen
e Kraftgroflen aus nichtlinearen oder selbsterregten Schwingungen
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handelt, vgl. die drei Modellstufen in Abschnitt 1.1.1. Die Grenzen zwischen diesen
(vom mathematischen Standpunkt anscheinend klar abgrenzbaren) Erscheinun-
gen sind vom physikalischen Standpunkt aus betrachtet durchaus flieend. Genau
genommen sind alle realen Prozesse nicht riickwirkungsfrei und damit als freie
(autonome) Schwingungen aufzufassen.

Hiufig sind einer Maschine wihrend ihrer historischen Entwicklung, die meist
mit einer Drehzahlerhohung verbunden ist, auch unterschiedliche Berechnungsmo-
delle zuzuordnen. Viele Schadensfille sind darauf zurtickzufiihren, dass mit einem
zu einfachen Modell (und unklaren Vorstellungen tiber das physikalische Gesche-
hen) gerechnet wurde. Mit der Weiterentwicklung einer Maschine sto6f3t man oft in
Bereiche vor, bei denen die bislang benutzten (und z.T. sogar durch Vorschriften
legalisierten) Berechnungsmodelle nicht mehr zutreffen.

Viele der fiir das gesamte Gebiet der Angewandten Mathematik und Mechanik
behandelten Gesichtspunkte der Modellbildung und mathematischen Formulierung
eines Problems gelten naturgemifl auch fiir die Maschinendynamik. Die Forderun-
gen nach Addquatheit, Einfachheit und Optimalitit eines Modells, Fragen nach dem
Einfluss unberticksichtigter Faktoren, nach phanomenologischen und halbempiri-
schen Gesetzen, nach der Anzahl der Freiheitsgrade, der Hierarchie der Modelle und
Variablen werden dort behandelt, sodass hier nur darauf verwiesen sei.

Bestimmte konstruktive Losungen lassen sich erst mit den modernen Moglich-
keiten der Mikroelektronik, der Sensortechnik, der Computer und neuer physika-
lischer Effekte realisieren. Durch geeignete Steuer- und Regelanordnungen kénnen
z.B. in Verbindung mit Schwingungssensoren zur Messwerterfassung die Massen-,
Feder- oder Dampfungscharakteristik eines Systems wihrend des Betriebes selbstan-
passend veridndert und den storenden Kriften entgegengerichtete Krifte aufgebracht
werden. In jiingster Zeit sind viele neue Regler als eine aktive Form des Massen- und
Leistungsausgleichs, der Schwingungsisolierung oder der Grenzwertiiberwachung
und Diagnose vorgeschlagen und als Patente angemeldet worden. Haufig geht es
um die Fritherkennung abnormer Schwingungszustinde, bei denen auf abnorme
Frequenzen, Amplituden oder kompliziertere Charakteristika reagiert wird. Zu den
modernen Moglichkeiten gehort z. B., gemessene momentane Daten mit gespeicher-
ten Daten fiir normale oder zuldssige Schwingungszustinde zu vergleichen und beim
Uberschreiten festgelegter Grenzwerte solche Signale abzugeben, die eine Zustands-
anderung mit elektrischen, mechanischen, hydraulischen u. a. Effekten veranlassen.

Aspekt 2: Auswahl des kinematischen Systems

Schon bei der Auswahl des Wirkprinzips werden folgenreiche Entscheidungen ge-
troffen. Der Konstrukteur hat die Aufgabe, die topologische Struktur des Antriebs-
systems und des Tragwerks so festzulegen, dass der Kraftfluss innerhalb des Mecha-
nismus zwischen Motor und Wirkstelle (An- und Abtrieb) und innerhalb des Gestells
zwischen der Wirkstelle und dem Aufstellort auf moglichst kurzem Wege erfolgt.
Die dynamischen Krifte sind meist weniger durch den Zeitverlauf der Krifte des
technologischen Prozesses bestimmt (z. B. Presskraft) als durch die Massenkrifte aus
den angeregten Eigenschwingungen der Konstruktion, d. h., die gewéhlte Struktur
bestimmt selbst die wesentlichen Belastungen und Deformationen. Hierzu wird die
Anwendung der Methoden und Mittel der Getriebesystematik, der Konstruktions-
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systematik der Antriebstechnik und die Nutzung von Wissensspeichern empfohlen,
z. B. das Internet.

Schon bei der Getriebesynthese, wenn die Struktur und die Abmessungen eines
Mechanismus aufgrund geometrischer Forderungen am Abtriebsglied bestimmt
werden, muss man auf gewisse Schwingungsaspekte achten. Dazu gehort die Forde-
rung, Mechanismen mit minimaler Anzahl der Glieder einzusetzen. Durch Nutzung
der Computer zur Synthese und Optimierung koénnen z.B. mit sechsgliedrigen
Koppelgetrieben, Kurvenkoppelgetrieben und einfachen Riderkoppelgetrieben For-
derungen erfiillt werden, die frither nur mit vielgliedrigen Mechanismen erfiillbar
schienen. Je weniger Glieder und Gelenke vorhanden sind, desto geringer sind im
Allgemeinen die Deformationen, der Spieleinfluss und der Larm.

Als weitere Regeln zu diesem Aspekt wiren zu nennen:

kraftschliissige Verbindungen gegeniiber formschliissigen bevorzugen,
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen moglichst konstant halten (Unstetig-
keiten vermeiden),

e vom geforderten Bewegungsablauf an der Wirkstelle ausgehen und nur die tech-
nologischen Mindestforderungen beachten,

e geforderte Antriebsbewegung nur so schnell wie notig ausfiihren,
Zwischenglieder moglichst langsam bewegen,

e Absolutbewegung eines Abtriebsgliedes an der Wirkstelle durch Relativbewe-
gung zweier Getriebeglieder ersetzen,
moglichst wenige Korper ungleichformig bewegen,

e statt Umkehrbewegungen moglichst geschlossene Bahnen anwenden und diese
moglichst als Kreisbahn ausfiihren,
moglichst kleine Bewegungen ausfiihren,

o cinstellbare Glieder zum Ausgleich der Abweichungen von idealer geometrischer
Struktur vorsehen,

e Flichenkontakt gegeniiber Linienkontakt und Linienkontakt gegeniiber Punkt-
kontakt bevorzugen.

Aspekt 3: Beeinflussung kinetostatischer Kraftverliufe

Die Analyse des Modells der starren Maschine (kinetostatische Analyse) ist der
Ausgangspunkt bei vielen Fragen nach der dynamischen Belastung. Die Kinematik
bestimmt wesentlich die kinetostatischen Kraftverldufe, da durch die Massebelegung
gewissermaflen nur Proportionalititsfaktoren fur die Beschleunigungen bestimmt
werden. Die Verminderung der kinetostatischen Krifte ist ein zentrales Problem der
dynamischen Synthese.

Zu diesem Aspekt beachte man folgende Regeln:

Kraft auf kiirzester raumlicher Verbindung tibertragen,

e moglichst Zug- und Druckkrifte und moglichst keine Biege- und Torsionsmo-
mente iibertragen,
statisch bestimmte Kraftiibertragung sichern,

e Grad der statischen Unbestimmtheit von Fertigungstoleranzen unabhingig ma-
chen, z. B. Fluchtungsfehler ausgleichen,

e moglichst klein und kompakt bauen,
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e stindigen Kraftschluss durch Vorspannung sichern,

e Kraftrichtungswechsel vermeiden oder Nulldurchlauf der Kraft moglichst lang-
sam ausfiithren,

e rotierende Korper auswuchten,

e Massenausgleich bei Mechanismen durch Verinderung der Masseparameter
oder Zusatzgetriebe realisieren,

o clektromagnetische, hydraulische oder pneumatische Ausgleichskraft aufbrin-
gen,

o Ausgleichsfedern anordnen und Federparameter optimieren,

o Kraft moglichst nahe am Angriffspunkt durch Gegenkraft ausgleichen,

o Erregerkrifte gegenseitig ausgleichen, z.B. durch optimale Versatzwinkel bei
Kurbelwellen,

e Kompensatoren als Speicher kinetischer oder potenzieller Energie einsetzen,

e Motor- und Bremsmoment dem erforderlichen Momentenverlauf anpassen.

Zu den kinetostatisch begriindeten Mafinahmen muss bemerkt werden, dass sie
hiufig widerspriichlichen Charakter haben. So konnen zum Massenausgleich an-
geordnete Ausgleichsmassen zur Erniedrigung der Eigenfrequenzen und zur Erho-
hung des veridnderlichen Anteils des reduzierten Tragheitsmoments und damit zur
stirkeren Anregung von Torsionsschwingungen fithren. Damit soll gesagt sein, dass
man oft tiber die Grenzen des kinetostatischen Modells hinaussehen muss, weil die
dynamischen Probleme komplexen Charakter haben. Man soll moglichst die Folgen
beziiglich des elastischen Modells abschitzen.

Aspekt 4: Vermeidung von Resonanzen

Neben den kinetostatischen Massenkriften, die gewissermafien aus geometrischen
Beziehungen errechenbar sind, treten die Vibrationskrifte aus den Eigenschwin-
gungen auf, die haufig die kinetostatischen iibersteigen. Man muss vermeiden, dass
die zeitlich veranderlichen kinetostatischen Krifte Figenschwingungen in Resonanz
erregen.

Das qualitative Verstindnis fur die sich physikalisch abspielenden Vorginge
kann man oft schon am Schwinger mit einem Freiheitsgrad gewinnen. Vieles ldsst
sich anschaulich deuten, wenn man einen Vorgang als Hauptschwingung (modale
Schwingung) erkennt. Dies setzt die Kenntnis der aus der linearen Theorie der
Schwingungen bekannten Betrachtungsweise voraus. Die spektralen und modalen
Eigenschaften eines Systems werden verstindlicher, wenn man das Erreger- und
Eigenfrequenzspektrum und die Modalmatrix (Eigenformen) ermitteln kann.

Allgemein bekannt ist die Forderung, Resonanzen zu vermeiden, indem die
Eigenfrequenzen weit weg von den Bereichen der Erregerfrequenzen gelegt werden.

Fir die meisten Verarbeitungsmaschinen gilt die Regel, dass sie dann dynamisch
storungsfrei arbeiten, wenn ihre erste Eigenfrequenz mindestens 10- bis 15-mal
grofler als die Grunderregerfrequenz des Antriebsmechanismus ist. Man wird also
zundchst immer versuchen, in diesen Bereich zu kommen. Wie bekannt, kann man
eine Eigenfrequenz dadurch erhohen, dass man deren modale Steifigkeit erhoht,
also z. B. Querschnitte vergroflert oder Lagerabstinde bei Balken vermindert. Man
kann mit demselben Ziel die modale Masse verkleinern, indem man Formleichtbau
betreibt oder Leichtmetall-Legierungen anwendet. Hier ist die Frage nach den Para-
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metereinfliissen und die Empfindlichkeit der Eigenfrequenzen und Eigenformen auf
Parameterinderungen von Bedeutung.
Regeln sind zu diesem Aspekt:

o wesentliche Harmonische der Erregung verkleinern, z. B. Fraser mit ungleichen

Zahnabstanden,

Kurvenprofile mit minimaler Anzahl von Harmonischen ausbilden (HS-Profile),

Koppelgetriebe hinsichtlich der Erreger-Harmonischen optimieren,

Zahneingriffsfrequenzen gegeniiber Eigenfrequenzen verstimmen,

Resonanzgebiet schnell durchfahren,

Stof3folge auf die Periodendauer der Eigenschwingungen abstimmen,

Ketteneingriffs- und Kettenumlauffrequenzen gegeniiber Eigenfrequenzen ver-

stimmen,

e Zusatzschwinger anordnen und auf wesentliche Erregerfrequenz abstimmen
(Schwingungstilger),

e sensorgesteuerte Zusatzbewegungen einleiten (Aktuatoren),
Resonanzamplituden durch stark dimpfende Werkstoffe vermindern (z.B.
Gummifedern statt Stahlfedern),

e bei unvermeidlicher Resonanz den Festigkeitsnachweis erbringen,

Einsatz von Ddmpferelementen (z. B. bei Torsionsschwingungen).

Aspekt 5: Verminderung von Stof3belastungen

Neben den periodischen Vorgingen spielen die instationdren Vorgange bei Maschi-
nen, wie Anfahren, Bremsen, Belasten, Entlasten und Anstoflen, eine wichtige Rolle.
Die wichtigste Kennzahl ist dabei das Verhiltnis v = At/T der Kraftinderungszeit
zur Periodendauer der Eigenschwingung bei schnell steigenden oder fallenden Krif-
ten. Sie ist entscheidend fiir die Grofle der angestoflenen Schwingungsamplituden.

Falls v < 0,25 ist, reagiert das System auf diese (kinetostatisch betrachtet —
stetige) Erregung wie auf einen plotzlichen Sprung, und zwar unabhingig vom
Zeitverlauf der Kraft wihrend der Anstiegszeit. Auf sehr kurzzeitige Belastungen
reagiert ein System wie auf einen Geschwindigkeitssprung. In der Praxis kommt
es oft darauf an, solche Stof3belastungen zu vermeiden oder zu vermindern. Dazu
gelten folgende Regeln:

Relativgeschwindigkeit der aufeinander stoflenden Massen vermindern,

aufeinander stoflende Massen moglichst klein ausbilden,

Steifigkeit an Stof3stelle moglichst klein halten,

angestoflene Masse oder Teilsystem moglichst weich mit dem Gesamtsystem

koppeln,

e mechanische Arbeit an der Stofistelle durch Beeinflussung der Stofirichtung
vermindern,

e Stoflkraft nahe am Schwingungsknoten (weit entfernt vom Schwingungsbauch)
einwirken lassen,
Spiel in Gelenken minimieren oder durch Vorspannung beseitigen,

e Sollbruchstelle in der Nihe der Krafteinleitungsstelle anordnen,

Stolkraft durch Gegenkraft in der Nihe der Stofistelle abfangen (z.B. Gegen-

schlag bei Himmern),
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o Spiel durch Klassierung von Bauelementen (Spielpaaren) vermindern,
e Wirkungsdauer der Erregung auf die Periodendauer der wesentlichen Eigen-
schwingungen abstimmen, z. B. Anlauf-, Brems- oder Umkehrzeit.

Falls die realen Erregerkrifte oder -bewegungen nicht vermindert werden kon-
nen, muss man versuchen, die Relationen zu den Eigenformen auszunutzen.

Aspekt 6: Modale Erregerkrifte verkleinern

Hierbei kommt es auf die rdumliche Beeinflussung der Eigenformen an, die zwar
erst nach einer Schwingungsberechnung oder -messung genau bekannt sind, aber oft
abgeschitzt werden konnen. Man muss dazu zumindest die Lage der Schwingungs-
knoten oder die raumliche Verteilung der Amplituden der Schwingungen kennen.

Oft gelingt es, durch Beeinflussung des statischen Deformationsverhaltens, die
Eigenschwingformen gezielt zu verandern, sodass die funktionsbedingte Massenver-
teilung erhalten bleiben kann. Ein einfaches Beispiel ist der Angriffspunkt der Hand
am Hammer, der als Stofimittelpunkt des starren Korpers beim Schlag unbeweglich
bleibt, sodass die ,,Lagerkraft” an der Hand null bleibt. Allgemein gelten zu diesem
Aspekt folgende Regeln:

e Beeinflussung der Eigenformen durch solche Strukturverinderungen, wie zu-
sdtzliche Streben, Stiitzen, Einspannungen, Hinzufiigen oder Weglassen von
Lagern und/oder Gelenken,

e FEigenformen so verdndern, dass sich die Arbeit verschiedener Erregerkrifte ge-
genseitig vermindert oder authebt,

e Dbei Starrkorpern die Erregerkraft auf den Stofimittelpunkt wirken lassen,

e ausnutzen, dass symmetrische Erregerkrifte keine antimetrischen Eigenformen
erregen und antimetrisch angreifende Erregerkrifte bei einem symmetrischen
System keine symmetrischen Eigenformen anregen,

o Gesamtsystem in Teilsysteme aufteilen, sodass die Erregungen, die auf eins der
Teilsysteme wirken, sich nicht auf die anderen auswirken.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass trotz des Einsatzes von Computern durch
die stiirmische technische Entwicklung die Losung maschinendynamischer Proble-
me fiir den Konstrukteur nicht leichter geworden ist. Es gilt, neue Wirkprinzi-
pien zu beachten und ihre Anwendbarkeit zu priifen. Dies betrifft nicht nur die
eingangs erwahnten ,elektronischen“ Moglichkeiten, sondern auch rein mecha-
nisch/physikalische Weiterentwicklungen, z. B. die Nutzung von Fluidfederelemen-
ten, des piezoelektrischen Effekts, der mikromechanischen Neuentwicklungen, die
Nutzung elektroviskoser Fliissigkeiten (bei denen durch Anlegen einer Spannung
eine Viskosititsinderung erzielt wird), Magnetdimpfer, Memory-Metalle u. a.

Auch die in den vergangenen Jahren fiir nahezu alle klassischen Maschinen-
dynamik-Probleme entwickelte Software erleichtern dem Konstrukteur die Arbeit
nur bedingt. Es geniigt nicht, aus Eingabedaten (soweit tiberhaupt hinreichend genau
vorhanden) mithilfe der Computer Ausgabedaten zu erzeugen, um bei Schwingungs-
problemen Losungen zu finden.



Formelzeichen

Lateinische Buchstaben

)Fnng

O mcS g Ot S e

= S0 0%

Matrix der Drehtransformation; Systemmatrix
Dampferkonstante; Breite

Déampfungsmatrix B = [by]

Federkonstante

Durchmesser

Federmatrix, Steifikeitsmatrix C = [c¢y]

Lehrsches Dampfungsmafl = Dampfungsgrad
Nachgiebigkeitsmatrix D = [dy]

Exzentrizitit einer Unwuchtmasse

Kraftvektor

Komponenten der Kraft F im korperfesten Bezugssystem
Frequenz

Fallbeschleunigung

Vektor der verallgemeinerten Kraftgrofen g = [Q), Qy, ..., Q,]T
i-te modale Erregerkraft

Hohe des Angriffspunktes der Erregerkraft tiber der Grundebene
Ubersetzungsverhiltnis; Nummer der Eigenfrequenz
Flichentrigheitsmoment; Anzahl der Glieder in einem Mechanismus
imagindre Einheit j = /=1

Element des zentralen Trigheitstensors (beztiglich des Schwerpunkts S)
Element des Tragheitstensors (beztiglich des Bezugspunktes O)
Nummer (Ordnung) der Harmonischen in der Fourierreihe
Linge

Masse; Modul einer Verzahnung;

Unwuchtmasse

Moment

Massenmatrix M = [my,;]; Momentenvektor

Element der Massenmatrix

Anzahl der Freiheitsgrade

Parametervektor;
Vektor der modalen Koordinaten (Hauptkoordinaten)

p= [Pl:Pz, ...,pi,...,pn]T
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Formelzeichen

i-te modale Koordinate

Leistung

k-te verallgemeinerte Kraftgrofle (Kraft oder Moment)
verallgemeinerte Koordinate (Weg oder Winkel)

Vektor der verallgemeinerten Koordinaten ¢ = [q1, 42, -+ > k> + - > G
k-te verallgemeinerte Koordinate

Radius

Schwerpunkt

Zeit

Periodendauer (T = 2n/ )

Zyklusdauer (Ty = 21/€2) des Antriebs

Periodendauer der i-ten Eigenschwingung (i = 1,2,...,n), T; = 2n/ w;
Ubersetzungsverhiltnis (als Alternative zu 1)

]T

Lagefunktion eines Mechanismus

z.B. U; = m;r; Unwucht der Masse m;
Vergroferungsfunktion

Modalmatrix V = (v, vy, ..., V), ..., 0] = [vg]
Widerstandsmoment

Koordinaten im raumfesten Bezugssystem
Jacobimatrix der Translation

Zihnezahl eines Zahnrades

Jacobimatrix der Rotation

Griechische Buchstaben (bevorzugt fiir dimensionslose Grofien)

ok
B
i
Yk
)

&n, ¢
I—;dp

&

Ho

Winkel zwischen der &-Achse und der Achse k
Winkel zwischen der 77-Achse und der Achse k
i-te modale Federkonstante

Winkel zwischen der {-Achse und der Achse k
Ungleichformigkeitsgrad;

Abklingkonstante (6 = Day);

Langsspiel

Differenz, z. B. At (Zeitdifferenz)

Koordinaten im korperfesten Bezugssystem
Christoffel-Symbol

dimensionsloser Faktor (bei verschiedenen Aufgaben lokal andere Be-
deutung)

Logarithmisches Dimpfungsdekrement
Kurbelverhiltnis (1 = L /13);

Eigenwert (1 = w?/w™?)

Reibungszahl der Haftreibung

Reibungszahl der Gleitreibung;
Kumulationsfaktor
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Mi

£

i-te modale Masse

Tilgungs-Kreisfrequenz;

Querkontraktionszahl

Wirkungsgrad; Abstimmungsverhiltnis (7 = 2 /wp);
korperfeste Koordinate

Ahnlichkeitskennzahl Nr. i (dimensionslose Grof3e)
Dichte

Spannung; Normalspannung

Schubspannung

Phasenwinkel; Verlustwinkel

Kurbelwinkel (¢q = Q1)

Phasenwinkel einer Koordinate; relative Dimpfung
Betrag der Drehgeschwindigkeit;

Kreisfrequenz des gedimpften Schwingers @ = wov/1 — D?
Kreisfrequenz des ungeddmpften Schwingers

i-te Eigenkreisfrequenz (w; = 2n f;)

Vektor der Drehgeschwindigkeit

Winkelgeschwindigkeit des Antriebs; Erregerkreisfrequenz (£ = 2n f)

Indizes (maximal zwei hintereinander)

=

Anlauf-, z. B. t, (Anlaufzeit)

Axial-, z. B. ], (axiales Tragheitsmoment)

Antriebs-, z. B. M,, (Antriebsmoment)

Blind-, z. B. B, (Blindleistung)

Brems-, z. B. ¢p (Bremswinkel)

Dampfung, z. B. F, (Dampfungskraft)

Effektivwert, z. B. Pg (Effektivleistung)

Erreger-, z. B. f. (Erregerfrequenz)

Eigen-, z.B. f, (Eigenfrequenz)

Nummer eines Korpers (Gliedes) in einem Mechanismus
(i=1,2,..,1);

Nummer einer Eigenfrequenz oder Eigenform (i = 1,2,...,n)
Nummer eines Sprunges bei Sprungfolge (j = 1,2,...,])
Nummer einer Koordinate (k = 1,2,...,n);

Nummer einer Hauptachse (k = 1,2, 3 oder k = I, I1, I1]);
Ordnung einer Harmonischen (k = 1, 2,...,K)

Nummer einer Koordinate als Alternative zu k (I = 1, 2,...,n)
Ordnung einer Harmonischen als Alternative zu k (m = 1, 2,...,K)
kinetisch, z. B. Wiy, (kinetische Energie)

Motor-, z. B. Jy (Tragheitsmoment des Motors)

Mittel-, z. B. My, (mittleres Moment)

Maximal- oder Maximum
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Formelzeichen

min

zul

&n, ¢

I, II, III

Minimal- oder Minimum

Horizontal-, z. B. Horizontalkraft Fy

Normal-, z. B. Normalkraft Ry

Anfangs-, z. B. vy (Anfangsgeschwindigkeit)

Polar-, z. B. J,, (polares Tragheitsmoment)

reduziert

Reib-, z. B. My (Reibmoment)

Nummer einer ausgewihlten Koordinate (s = 1,2,..., n)
Schwerpunkt-, z. B. xs (Schwerpunktabstand in x-Richtung);
Spiel, z. B. ¢s (Winkel des Getriebespiels)

statisch; z. B. My; (statisches Moment)

technologisch, z. B. K technologische Kraft

Torsions-, z. B. ¢r (Torsionsfederkonstante)

Verlust-, z. B. P, Verlustleistung

Komponenten im raumfesten Bezugssystem (z.B. F, ist y-Komponente
der Kraft F im raumfesten Bezugssystem)

zuldssig, z. B. 0, (zuldssige Spannung)

Komponenten im korperfesten Bezugssystem (z. B. F: ist £ -Komponente
der Kraft F im korperfesten Bezugssystem)

Romische Zahlen fiir Hauptachsen

Exponenten und Hochzeichen

X N mﬁo|om

eingeprigt, z. B. F' (eingeprigte Kraft)

beziiglich raumfestem Ursprung

beziiglich korperfestem Bezugspunkt

Transponiert, z. B. transponierter Vektor

Schwerpunkt-

Zwangs-, z. B. F*) (Zwangskraft)

Stern als Kennzeichen einer Besonderheit

z.B. o" (Bezugskreisfrequenz);

Imaginirteil einer komplexen Zahl

Querstrich oben: Bei Vektoren und Tensoren: Bezieht sich auf korperfestes
System

Tilde oben: schiefsymmetrische Matrix des betreffenden Vektors;
komplexe Zahl
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Gehiusebelastung 204
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Genauigkeit 10, 15, 349, 418
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Gesamtsystem 357, 363, 380
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Geschwindigkeitsvektor 72
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Gestell 357, 382,403, 412, 429
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Getriebespiel 230, 248
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Gleichlauf 319, 326 f., 333, 345, 348

—, synchroner 320, 330, 332
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Gleichung, charakteristische 382

—, komplexe 497

—, transzendente 63, 165
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Grenziibergang 335, 420
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Grundfrequenz 181, 239, 241, 280, 370
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436
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Haftkraft 490, 492
Haftmoment 79
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Haftung 250
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Halslager, elastisches 323

Hammer 218

Hammerfundament 211f,, 217

Harmonische 54, 162, 167, 185

—, hohere 162, 201, 320

— k-ter Ordnung 165, 187

—, zweite 298

Hauptachse 24, 83, 193

Hauptdeterminante 370

Hauptkoordinate 372f., 376, 385, 418, 433,
454

Hauptsteifigkeit 26 f., 498
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Haupttragheitsmoment 24, 40, 83

Hobelmaschine 350

Hochlauf 8, 264, 311, 481, 482
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HS-Profil 162, 266, 268-270, 507

Hubschwingung 202, 388

Hubwerk 114, 366

Hiillkurve 481

Hiilsenfeder 36, 447

Hypothese 474, 505

Hysterese-Dampfung 43, 473

Hysteresekurve 43, 46, 48 f., 473

ICD-Diampfer 286
Identifikation 6, 394, 397, 440
Impuls 428

impulsartige Belastung 337
Impulssatz 211, 375
Indikatordiagramm 258
Inertialsystem 67

Instabilitdt 295, 296, 333, 494
Integralgleichung 337
Integration 85

— der Differenzialgleichungen 65
—, numerische 119, 125, 294, 418, 479
Integrationskonstante 253
Integrodifferenzialgleichung 335
Internet 505

J
Jacobimatrix 101, 106

K

Kardanwinkel 69, 73, 107
Karussell 74

Kausalitit 43

Kegelverbindung 28

Keilriemen 333

Keilriementrieb 448

Keilwelle 28

Kenngrofle 6,7, 138,211,311, 326, 328, 339,
343, 469

—, dimensionslose 44, 63, 281, 456, 499

Kennlinie, nichtlineare 473, 479

—, progressive 472

—, statische 38

Kennwert 14, 29

Kinetostatik 65

Kippmasse 81, 98

Kippmoment 58, 124

Kippschlupf 58

Knickkraft 333

Koeffizientendeterminante 317, 323

Koinzidenz 357, 362

Kolbenkompressor 217

Kolbenmaschine 223

Kolbenmotor 53,241, 224, 257

Kollergang 87, 88

Kompensator 300

Kompressor 163

Kondensation, statische 398

Konstrukteur 156, 163, 296, 298, 503

Konstruktionspraxis 99, 397

Konstruktionssystematik 505

Konstruktionsunterlagen 5, 6, 14, 146

Konstruktionszeichnung 10, 447

Kontaktpunkt 42, 58, 76, 77, 89

Kontaktsteifigkeit 29, 32

Kontinuum 239, 240, 332, 342, 335, 336

Kontinuumsmechanik 36

Koordinate, externe 398, 417

—, globale 357, 362

—, interne 398,417

—, komplexe 439

—, lokale 357, 362

—, modale 373

—, verallgemeinerte 98, 108, 112, 352

Koordinatensystem 67

—, korperfestes 73

—, raumfestes 66

Koordinatentransformation 66, 68

Koordinatenvektor 235, 352, 357

Koppelgetriebe 146, 296

Koppelkraft 148

Kopplung 341

—, dynamische 484

—, von Federn 26



520 Sachverzeichnis

Korperschall 35, 195

Korperschallschwingung 195
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—, kinetische 154

—, kinetostatische 104, 144, 505

— modale 419, 424, 425, 442

—, periodische 56, 140, 147, 444

—, verallgemeinerte 352

Kraftangriffspunkt 148, 424, 425, 430, 456

Kriftebild 493, 499

Krafterregung 206

Kriftesatz 84, 86

Kraftfahrzeug 15, 16

Kraftfahrzeugmotor 24, 25
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