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Vorwort

Dieses Lehrbuch behandelt einfiihrend die Theorie der nichtlinearen Finite-Elemente-
Methoden (FEM) in den Teilbereichen geometrische Nichtlinearitit, nichtlineares Ma-
terialverhalten und Kontakt. Ist es schon nicht moglich, die gesamte FEM der linearen
Mechanik der Tragwerke (in Anlehnung an die Bedeutung des Wortstammes ,,Struktur® in
einigen Fremdsprachen auch im Deutschen ,,Strukturmechanik genannt) in einem Buch
zu beschreiben, so gilt dies fiir nichtlineare FEM erst recht, bedeutet ,,nichtlinear* doch
keine spezielle Eigenschaft, sondern das Fehlen einer solchen, die aber die Lehre in der
Technischen Mechanik aus gutem Grund dominiert. Mit den Kenntnissen aus diesem Buch
wird der Leser sich im Stande sehen, nun weiterfiihrende Literatur aufzuarbeiten.

Bewusst wurde eine detaillierte Herleitung der verwendeten Formeln vorgenommen,
damit die Lernenden alsbald in der Lage sind, die dargestellten Zusammenhinge in Pro-
gramme umzusetzen, aber auch Gleichungen fiir verwandte physikalische Effekte aufzu-
stellen.

Das Buch richtet sich in erster Linie an Studierende, die Master-Niveau anstreben. Aber
auch fiir den FEM-Anwender sollten sich hier niitzliche Erkenntnisse ergeben. Wihrend
in der linearen FEM, wenn nicht gerade eine Verschieblichkeit vorliegt, stets ein Ergeb-
nis erzielt wird — die Richtigkeit sei hier nicht diskutiert —, wird insbesondere fiir den
unbedarften Nutzer eine nichtlineare Berechnung 6fter in Nichtkonvergenz und damit oh-
ne Gleichgewichtslosung enden. Dann ist es gut zu wissen, was die Ursachen dafiir sein
konnen. Hier werden besonders die Kapitel iiber Stabilitdt und iiber Konvergenzerzie-
lung im Kontakt empfohlen. Es sollte aber auch beachtet werden, dass der Erfolg einer
nichtlinearen Berechnung davon abhingt, dass die Eingabedaten einigermaflen der Wirk-
lichkeit entsprechen, weil eine Uberlastung des Systems nicht erst im Nachhinein bei der
Ergebnisauswertung festgestellt wird, sondern sich schon im Konvergenzverhalten nieder-
schligt.

Noch eine Notwendigkeit ergibt sich fiir den Anwender, die vielleicht sogar an ers-
ter Stelle steht und der hier in Ausschnitten entsprochen werden soll: Die marktgédngigen
FEM-Programme bieten eine Vielzahl von Optionen, die fiir eine erfolgreiche Aufgaben-
bewiiltigung hilfreich sind. Ihre Beschreibungen sind gewohnlich fiir Nutzer mit Theorie-
kenntnissen formuliert. Die Beispielergebnisse sind nahezu sdmtlich mit dem Programm-



\ Vorwort

system ANSYS erzielt worden, andere bekannte FE-Programme verwenden aber dhnliche
Konzepte, sodass die Erkenntnisse iibertragbar sind.

Vorausgesetzt wird, dass man grundsétzlich Finite Elemente formulieren kann, jeden-
falls im Linearen. Dazu gibt es zahlreiche Literatur und oft entsprechende Lehrveranstal-
tungen im Ingenieurstudium.

Dieses Buch ist ein Lehrbuch iiber Nichtlinearititen. Ein GroBteil des Wissens ist in
der Fachwelt Allgemeingut. Daher wird hier im Wesentlichen nur auf weiterfiihrende Li-
teratur verwiesen, jedoch nicht auf die Urspriinge der hier dargestellten Theorien und
Algorithmen.

SchlieBlich wird der Lehrbuchcharakter und die Herkunft aus Vorlesungsskripten auch
daran deutlich, dass allgemeine Problemstellungen und Verfahren zu ihrer Losung zu-
nichst exemplarisch erarbeitet werden, und zwar meist bei ihrem ersten Auftreten.

Dieses Werk entstand aus Skripten zu Vorlesungen, die der Verfasser an seiner Hoch-
schule Hannover sowie an der FH Lausitz und an der European School of Computer
Aided Engineering Technology (ESoCAET) im Rahmen von Masterstudiengéngen hielt.
Die Wurzeln liegen allerdings schon in den Schulungs- und Entwicklungsaufgaben des
Autors wihrend seiner langjdhrigen Tétigkeit bei der CADFEM GmbH. An dieser Stel-
le herzlichen Dank fiir die lehrreiche Zeit, Dank besonders an den seinerzeitigen Chef,
Dr.-Ing. Giinter Miiller.

Seine ersten Sporen auf dem Gebiet der Finite-Elemente-Methode — auch damals schon
mit einem gewissen Anteil Nichtlinearitit — verdiente sich der Verfasser am Institut fiir
Baumechanik und Numerische Mechanik der Universitdt Hannover unter der Leitung von
Prof. Dr.-Ing. Erwin Stein, der die Begeisterung erst fiir die Mechanik, dann fiir die FEM
weckte. Auch hierfiir ein Dankeschon.

Die dritte Auflage wurde noch einmal durchgesehen, wo nétig korrigiert, ergdnzt und
in einigen Bereichen, insbesondere an verschiedenen Stellen der geometrischen Nichtli-
nearitiat und im Kontakt, auch erweitert.

Dank gilt Frau Klabunde und Herrn Zipsner vom Lektorat Maschinenbau des Springer-
Vieweg-Verlages fiir die Betreuung von der erstmaligen Fertigstellung des Werkes bis jetzt
zur dritten Auflage.

Langenhagen, im Friihjahr 2016 Wilhelm Rust
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Grundlegende Mathematische Methoden

Dieses Kapitel erscheint hier, weil es fiir alle nachfolgenden Teilgebiete von Bedeutung
ist. Man kann die Beschiftigung damit zuriickstellen, bis man sich zu den ersten nichtli-
nearen FEM-Gleichungen vorgearbeitet hat.

1.1 Index-Schreibweise

Soweit moglich wird in diesem Buch die Matrizenschreibweise mit dem Matrizen-
Produkt als Kern verwandt. Wenn dies aber nicht ausreichend ist, um zu erkldren, welche
Terme miteinander multipliziert und ggf. addiert werden miissen, wird auf die Index-
Schreibweise zuriickgegriffen, bei der auch die Summenkonvention verwandt wird:
Wenn derselbe Index in zwei Faktoren eines Produktes auftritt, wird iiber die-
sen Index summiert, und zwar iiber die notwendige Linge n, z. B. liber die Anzahl der
Koordinatenrichtungen, die Anzahl der Knoten oder die Anzahl der Freiheitsgrade:

Cik = AijBji:= Z Ajj Bji bedeutet in Matrizenschreibweise C = AB  (1.1)
j=1
Anstelle der Transposition der Matrix wird der andere Index fiir die Summation verwandt:
Cik = Aj; Bji bedeutet in Matrizenschreibweise C = ATB (1.2)
AuBerdem wird das Kronecker-Delta mit der Definition

1 firi =j

8ij = (1.3)
Y 0 sonst
und der folgenden Rechenregel verwandt:
ak,-&-j = dg; (14)
© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 1
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Hier wird die Summe iiber i gebildet, aber es gibt nur dann einen Beitrag, wenni = j
gilt. Dadurch wird bei a der Index i durch j ersetzt.

In der Indexschreibweise werden nur Skalare multipliziert. Deshalb kann die Reihen-
folge der Terme geédndert werden. Die Summation, die in Matrizenschreibweise durch die
Reihenfolge bestimmt wird, wird hier durch die gemeinsamen Indizes beschrieben, die
nicht geéndert werden diirfen.

1.2 Ableitungen nach einem Vektor
Sei v ein Vektor mit den Komponenten v; :

V1
U2

V= Vs (1.5)

Die Ableitung eines Skalars a nach v bedeutet nun, dass die Ableitung von a nach jeder
Komponente von v gebildet und in einer Zeile angeordnet werden muss:

da [ da da Oa :| (1.6)

v | du dva  Ovs
Diese Anordnung ist nétig, weil man die linearisierte Variation von a, §a, durch Multipli-
kation mit der Variation von v, §v, erhilt:

51)1
da da da da da da Svy
Sa=|—38§ =5 s L= 2 £ 22
“ [81}1 v1+3v2 UZ+3U3 vs :| [81}1 v,  dv; i| dv;
da
= —96
ov v
(1.7)

Die Ableitung eines (Spalten-)Vektors a nach v betrifft alle Komponenten von a, sodass

eine Matrix entsteht:

8a1 8611 8611

dup vy vy
o= daz dar dar (18)
v 81)1 31)2 31)3

Die nachfolgende Schreibweise mag nicht allgemein verwandt werden, trigt aber an be-
stimmten Stellen dieses Buches zur Klarheit bei:



13 Newton-Raphson-Verfahren 3

Wenn solch eine durch Ableitung entstandene Matrix transponiert wird, wird dies bei
den beiden Vektoren vermerkt:

day bay Bay 77
81)1 31)1 31)1
T
% = 8a1 aaz 8a3 —- E (1 9)
v T o o vl ‘

avz 81)2 81)2

aviT bedeutet also, dass die einzelnen Ableitungen untereinander notiert werden.
Die zweite Ableitung eines Skalars a nach v wird folglich:

0%a 9%a 9%a
dvidvy;  dv1dvy  dv10U3
2 T
a _ 9 da _ 9 f0al" | g g4 9% (1.10)
ovlov  dvovl  ov | ov

81)231)1 31)281)2 81)231)3

Dies ist stets eine symmetrische Matrix.

Was ist die Ableitung einer Matrix A nach v? Dies wire eine Hypermatrix, eine dreidi-
mensionale Matrix, die man nicht mehr auf dem Papier darstellen kann, es sei denn, man
schriebe eine ,,Ebene‘ nach der anderen. Betrachten wir die Indexschreibweise:

0A 0A4;;
—  bedeutet —< (1.11)
av dug
Das sind drei Indizes. Andererseits sind die Endergebnisse meist zweidimensionale Ma-
trizen. Dabei treten die Ableitungen (1.11) nur auf, nachdem A mit einem Vektor v multi-
pliziert wurde, bevor die Ableitung von A ausgefiihrt wird:

0A 0A;;

—w bedeutet
8vw edeute o

w; (1.12)

Dann ist es niitzlich zuerst Aw auszurechnen, was zu einem Vektor fiihrt, und dann die
Ableitung zu bilden, wodurch man wieder eine (zweidimensionale) Matrix erhilt. Dies
wird an einem Beispiel in Abschn. 2.4.2 im Kapitel iiber die mitdrehende Formulierung
im Detail erlautert.

1.3 Newton-Raphson-Verfahren

In der linearen FEM entsteht ein lineares Gleichungssystem, das u. a. mit Verfahren, die
auf dem GauB3-Algorithmus beruhen, gelost werden kann. Eine direkte Auflosung eines
groferen Systems nichtlinearer Gleichungen ist in aller Regel nicht méglich. Deshalb
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kommt meist das Newton- oder Newton-Raphson-Verfahren! zum Einsatz, das fiir ein-
dimensionale Gleichungen allgemein bekannt sein diirfte.
Hier soll das Prinzip zunichst an einem zweidimensionalen Beispiel erldutert werden.
Zwei Ellipsen werden durch die Gleichungen
u?  v? w—-17% @W+2)?
? + Z =1 und 22 + 42 =
beschrieben. Ihre Schnittpunkte sollen mit dem Newton-Raphson-Verfahren ermittelt wer-
den. Die grafische Losung zeigt Abb. 1.1.
Gesucht sind die Wertepaare {u; v}, die beide Gleichungen erfiillen. Fiir das Newton-
Verfahren miissen sie umgeformt werden, sodass auf der rechten Seite der Nullvektor
steht:

1 (1.13)

uz 1)2
L e ]) 2 ztg ! _|o].
d(u)_|:d2:|(|:v:|)_ (u—l)2+(v+2)2_1 _[0]_0 (119
22 42

Fiir eine Nullstellenbestimmung ist das Newton-Raphson-Verfahren bekannt. Bei einer
Unbekannten gilt die Iterationsvorschrift:

Xi
Xiyl = X; — ;/((x?) (115)
Nur etwas anders notiert lautet dies:
—1
df (x
mH=m+(2i) ) (—f () (1.16)

Dabei kennzeichnet i + 1 den Iterationsschritt, der Index O bezeichnet somit den Startwert.
Fiir das n-dimensionale Problem wird daraus

Uy =u + (ad @)

-1
P ) (—d(w)) = w + K;' (—d (u;)) (1.17)
u

u=u;
Ky

Kt heiflit Tangentenmatrix, im Zusammenhang mit mechanischen Berechnungen auch
Tangentensteifigkeitsmatrix. In der Mathematik wird sie je nach Zusammenhang auch als
Hesse-Matrix (ndmlich wenn sie als zweite Ableitung eines Potenzials, z. B. der potenzi-
ellen Energie, entstanden ist) oder Jacobi-Matrix bezeichnet.

Es ist nicht iiblich, die Inverse zu bilden, sondern ein lineares Gleichungssystem zu
16sen. Daraus ergibt sich folgender Algorithmus:

! Raphson war Zeitgenosse von Newton und hat maBgeblichen Anteil an der Entwicklung des Ver-
fahrens, das man als Newton-Verfahren kennen lernt. Die bekannte eindimensionale Form soll
tibrigens von Simpson stammen.
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e F|lipse 1
m— F|lipse 2
m—/\ == |teration1
6 |=O= lteration 2

Abb. 1.1 Testproblem fiir ein zweidimensionales Newton-Verfahren

Alg. 1.1 Newton-Raphson-Verfahren fiir mehrere Veranderliche im FE-Kontext
Waihle Startvektor uy,i = 0

1) Berechne rechte Seite —d(u;)
2) Berechne Kr(u;)
3) Lose Gleichungssystem KrAu = —d
4) Berechnewu;.; = u; + Au
i < i+ 1, weiter mit 1) bis Konvergenz

Im Beispiel der Ellipsen ergibt sich die Tangentenmatrix als

3d1 8d1 u v

od u v 2 8
K= — = = 1.18
T~ % ady  ddy u—1 v+2 (1.18)

ou av 2 8

In der grafischen Darstellung des Iterationsverlaufes (Abb. 1.1) erkennt man:

e Die Losung eines nichtlinearen Problems muss nicht eindeutig sein.

e Ist die Losung nicht eindeutig, ist das mit dem Newton-Verfahren erzielte Ergebnis
vom Startwert abhéngig.

e Die Zwischenlosungen konnen sich zunédchst vom gesuchten Ergebnis weit entfernen.
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Das birgt die Gefahr, dass iiberhaupt keine Losung gefunden wird (tritt hier nicht auf)
und die Konvergenz anfangs schlecht ist.

Fiir das Newton-Verfahren lisst sich zeigen, dass es in der Umgebung der Losung quadra-
tisch konvergiert. Was es damit auf sich hat, sieht man in den Abschn. 2.3.4 und 2.3.6.

1.4 Andere Losungsverfahren

Fiir das eindimensionale Nullstellenproblem gibt es zahlreiche weitere Verfahren, deren
Konvergenzordnung schlechter als beim Newton-Verfahren ist, die z. T. aber stabiler sind
und ohne Ableitungen arbeiten. Eine Ubertragung in mehrere Dimensionen ist jedoch
nicht moglich. Eine Klasse weiterer fiir die nichtlineare FEM geeigneter Verfahren sind
die so genannten Quasi-Newton-Verfahren (z.B. [11]), z. B. das BFGS- (nach Broyden,
Fletcher, Goldfarb, Shannon) und das DFP- (nach Davidon, Fletcher, Powell) Verfahren.
Dabei wird nicht mit der exakten Tangentenmatrix, sondern mit einer iterativ aus dem Lo-
sungsverlauf bestimmten Annéherung ihrer Inversen gearbeitet. Bei der Realisierung wird
auch diese Matrix nicht gespeichert, sondern ihr Produkt mit beteiligten Vektoren [12].

Eine weitere Klasse sind Mehrgitterverfahren (Multigrid), die nicht nur zur Losung
des linearen Systems im Newton-Raphson-Verfahren eingesetzt, sondern auch direkt auf
die nichtlinearen Gleichungen angewandt werden konnen ([6], [22], [23]). Praktische
Bedeutung hat dies aber wohl nur in der Stromungsmechanik erlangt. Auch von vorkon-
ditionierten Verfahren der konjugierten Gradienten (PCG wie preconditioned conjugate
gradients) gibt es nichtlineare Varianten [14].

Eine besondere Art stellen die Programme zur Dynamik mit expliziter Zeitintegrati-
on dar. Wegen des Stabilititskriteriums muss der Zeitschritt sehr klein sein, sodass sie
sich auf den ersten Blick nur fiir Kurzzeitvorginge wie Crash-Berechnungen eignen. Sind
aber die auftretenden inneren und dufleren Krifte auch bei kleinen Simulationszeitrdumen
grof} im Vergleich zu den Trégheitskriften, kann sogar quasi-statisch gerechnet werden.
Da bei diesen Verfahren keine Konvergenz erzielt werden muss, gibt es auch kein Konver-
genzproblem. Anwendungen sind daher hochgradig nichtlineare Vorgiinge, bei denen es
schwierig ist, im Newton- oder anderen impliziten Verfahren Konvergenz zu erzielen, weil
komplexe Kontaktsituationen oder lokale Instabilititen vorliegen (s. z. B. [21]). Beispie-
le sind Tiefziehen (die Tendenz zur Faltenbildung stellt ein Stabilititsproblem dar) oder
Traglastberechnungen (Systemversagen).

1.5 Ableitungen impliziter Funktionen

In verschiedenen Kapiteln, speziell im Zusammenhang mit Materialgesetzen und Kontakt,
ist es fiir das Newton-Verfahren notig, Ableitungen von Funktionen zu bilden, die nur
implizit gegeben sind.
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Eine Gleichung sei gegeben durch:
F (x,y) = const. (1.19)

Dies beschreibt implizit auch eine Funktion y (x). Nun soll deren Ableitung Z—;VC bestimmt
werden.
Ohne F nach y aufzuldsen, fiihrt folgender Weg zum Ziel:
Das totale Differenzial, d. h. die Ableitung nach allen unabhingigen Variablen mal dem
Differenzial dieser Variablen, ist null, weil F konstant ist:
oF oF

dF = —dx+ —dy =0 (1.20)
ax dy

Das kann nach der gewiinschten Ableitung aufgeldst werden:

dy 1 oF
DA 1.21
dx IF 9x (121)
dy
Beispiel
Eine Ellipse wird beschrieben durch:
X2 y?
F=;+ﬁ—l= (1.22)
Damit: 9F 2 9F 2
X Y
— =, — == 1.23
ox a2 9y b (1.23)
d 2x b? b?
y_ = 2r (1.24)

dx ~ a’2y  dy

Diese Ableitung enthélt sowohl x als auch y. Das ist so lange kein Problem, wie die
Ableitung nur an einem Punkt verlangt wird, z. B. an einem Losungspunkt des Newton-
Verfahrens. Als Funktion ist diese Ableitung auch nur wieder implizit gegeben.

In diesem Beispiel kann F jedoch nach y aufgelst werden:

2 2 2 B2
%:1_E@y2:b2(1_ﬁ)=;(a2—x2) (1.25)
y=j:§«/a2—x2(a,b>0) (1.26)

Beschrinkt man sich auf die positive Losung (1. und 2. Quadrant), lautet die Ableitung:

dy b —2x b X

~ - = ___Z___- 1.27
dx  a2/a?—x2 a/a?—x2 (27
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Nun wird der positive Teil von (1.26) in (1.24) eingesetzt, um (1.24) mit (1.27) verglei-
chen zu konnen:
dy b? X b

x
dy _b° __b 1.28
dx a*b /g2 —x2 Nz ) (1.28)

Das stimmt mit (1.27) iiberein.

Nun wird ein System von Gleichungen betrachtet, die implizit Abhédngigkeiten be-
schreiben. Das konnte sein:
F =
X(E’é"x’ y) O (1.29)
£y (§.8.x,y) =0
was die Abhingigkeit von x und y von £ und ¢ beschreibt. Die Ableitungen von & und ¢

nach x und y sind gesucht. Analog zu dem obigen x-y-Problem lauten die totalen Diffe-
renziale:

JoF, a a
Gy E 34‘ go-dy =0
dF, (§,¢,x,y) = gdg gd§+—yd +3_ydy_0
nach Umordnung:
OF OF ., _ OF,  OF
as 3§ dax 8y Y
8F _0F,
y y y ofy
3% el aé P P oy —-dy
in Matrizenschreibweise:
an an an an
oF, 0K, d¢ dF, OF, dy .
o 9 ox 0y

Das ist ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten und zwei rechten Seiten.
Die erste Spalte der Losung ergibt {d &; d {} als Funktion von dx und nach Division durch
dx die Ableitung nach x; die y-Komponente erhilt man analog aus der zweiten Spalte:

g dg OF, OF, 77'[ 0F, 0F,
dx dy | _ & ac dx  dy
d¢ dt¢ | 0F, OF, 0F, OF, (1.32)
dx dy ¢ ac ox  dy

Wenn das vorteilhaft erscheint, kann dieses System allgemein geldst werden, z. B. nach
der Cramer’schen Regel. Im Allgemeinen ist eine numerische Losung auf der Basis der
einzusetzenden Zahlen ausreichend.
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Es wurde vorausgesetzt, dass § und ¢ nur von einem x und einem y abhingen. Im
Allgemeinen konnen dies mehrere Variablen, hier mehr wahre Koordinaten sein. Dann
wichst die Zahl der rechten Seiten entsprechend an.

1.6 Schrittweitensteuerung

Wie oben ausgefiihrt, konvergiert das Newton-Raphson-Verfahren quadratisch in der Nihe
der Losung. Sofern sich der Startpunkt dort befindet und tatsdchlich die Tangente vorliegt,
ist eine Verbesserung nicht mehr moglich. Daraus folgt zunidchst, dass es sinnvoll ist,
die Startwerte, gewohnlich die letzten konvergierten Ergebnisse, in der Nidhe der neuen
Losung zu halten, dass also kleine Schritte bei der Lastaufbringung hilfreich sind (s. Ver-
gleich in Abb. 1.2).

»Klein“ ist allerdings relativ und ,klein genug® im Vorhinein kaum zu bestimmen.
Das bedeutet, dass eine an das Losungsverhalten angepasste Schrittweitensteuerung ein
besonders niitzliches Werkzeug ist. Kriterien dafiir sind

die Anzahl der zur Konvergenz benétigten Iterationsschritte,
die GroBe des Inkrementes der plastischen oder Kriechdehnung,
erfolgte oder bevorstehende Statuswechsel oder Eindringungen zu Beginn eines Inkre-
mentes bei Kontakt,
e bei expliziten Verfahren das Verhiltnis zu einem kritischen Zeitschritt,
in der Dynamik Abschitzungen der Antwortfrequenzen.

P Ax)

nicht konvergent

groferes
Lastinkrement

Abb. 1.2 Konvergenz oder Divergenz abhingig vom Lastinkrement
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1.7 Eindimensionale Minimum-Suche (line search)

Zur Stabilisierung des iterativen Losungsverfahrens bei grofleren Schrittweiten kann ein
line search durchgefiihrt werden. Dabei wird die Verbesserung Au aus dem Newton- oder
einem anderen Verfahren nur als Richtung aufgefasst und erst mit einem Faktor (typi-
scherweise < 1) multipliziert, bevor sie zur letzten Ndherungslosung addiert wird. Um die
Bestimmung des Faktors zu verstehen, muss man sich erinnern, dass Finite Elemente {iber
das Prinzip vom Minimum der potenziellen Energie (in Abb. 1.3 durch Aquipotenzial-
linien dargestellt) hergeleitet werden konnen. Dieses wird erst bei Erhalt des Gleichge-
wichts erreicht. Man kann aber wenigstens das Minimum in Richtung von Au suchen.
Au heifit deshalb Abstiegsrichtung. Die Stelle des Minimums ist dadurch gekennzeich-
net, dass dort der Gradient, die Richtung des steilsten Abstiegs, senkrecht auf der bisher
verfolgten Richtung steht. Dieser Gradient ist aber gerade die rechte Seite.
Daraus lisst sich als Bedingung iiber das Skalarprodukt

f(c)=Au"d(u; +cAu) =0 (1.33)

formulieren. Zur Bestimmung von ¢ kommen ableitungsfreie Verfahren zur Nullstellen-
bestimmung in Frage (Sekantenverfahren, regula falsi und Verbesserungen davon).

Fiir ein Newton-Verfahren zu diesem Zweck wire
dd du

RGN

ade = Au’Kr (u; + cAu) Au (1.34)

zu bestimmen. Die Aufstellung der Tangentenmatrix K nur zur Bestimmung von ¢ wire
tibertriebener Aufwand. Bei Startwert ¢ = 0 ist Ky allerdings die Matrix, die zur Be-
rechnung von Au gefiihrt hat. Dartiber hinaus ist dann auch das Produkt mit Au bekannt,

Aquipotenziallinie “7&
¢ (Hohenlinie)

u,

d(u;+ cAu)
Losung

Schnitt A-A

'7/\ cAu
<

Abb.1.3 Zum Line-Search



1.8 Konvergenzkriterien n

P %)

nicht konvergent

kon- _+,
vergent

Anfangs

wert
—'— cAu
Au x

Abb. 1.4 Effekt eines Line-Search-Algorithmus’ auf die Konvergenz

namlich
KrAu = —d (1.35)

Daraus folgt fiir die erste Ndherung von c:

Au’d (u;)
cl—O—m—l (1.36)
Also ist 1 ein geeigneter Startwert, wenn Au mit dem Newton-Verfahren bestimmt wurde.
Ferner sollte sich dann in der Nihe der Losung, wenn also die guten Eigenschaften zum
Tragen kommen, 1 ergeben.

Neben der Losung von (1.33) kommt auch die Einschrinkung des Vorzeichenwechsels
von f (Riickverfolgungsalgorithmen) in Betracht, weil normalerweise nur sichergestellt
werden soll, dass iiberhaupt ein Abstieg vorliegt.

Der Effekt eines Line-Search-Algorithmus’ wird in Abb. 1.4 illustriert.

In der praktischen Strukturanalyse ist der Line-Search am effektivsten,

e wenn das Tragwerk wihrend der Iteration steifer wird,

e im Falle von Kontakt mit Statuswechseln (die nicht differenzierbare Charakteristika
darstellen),

e in anderen Fillen, in denen die Tangente nicht exakt bestimmt wurde.

1.8 Konvergenzkriterien

Ziel der Iteration ist, dass d(u) zu null wird. Folglich ist ein Maf fiir die Konvergenz,
inwieweit das erreicht ist. Da d viele Komponenten erhilt, muss zunichst eine Norm be-
rechnet werden, z.B. die Euklidische, d.h. die Linge des Vektors, die Anwendung des
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Pythagoras auf den n-dimensionalen Raum:

ld] = (1.37)

Sodann ist zu kldren, in welcher Groenordnung der Betrag als annihernd null gelten
kann. Hier kommt nur der Vergleich mit einem Bezugswert in Frage. In der FEM der
Mechanik ist d die Differenz zwischen inneren und duBeren Kriften, f'™ und £

d=fm—fe (1.38)
Also lautet das Konvergenzkriterium:

Idi

1.39
If] (139

wobei ¢ eine kleine, die Genauigkeit beeinflussende, im Vorhinein wihlbare Zahl und f
wahlweise die inneren oder die dufleren Knotenkrifte bedeutet.

Dieses Kriterium ist als Kraftkonvergenz bekannt.

Ferner bedeutet d = 0 auch, dass die Losungsverbesserung Au ebenfalls 0 wird. Daher

kann auch
| Au]

[l

(1.40)

als Konvergenzkriterium gelten. Dabei kann u die gesamte Verschiebung oder diejenige
aus dem jeweiligen Lastinkrement sein.

Beide Kriterien signalisieren oft nicht zur selben Zeit Konvergenz. Bei einem sich ver-
steifenden System hat eine kleine Verschiebungsidnderung grofere Kraftinderungen zur
Folge, bei einem weicher werdenden System — als Extremfall kann hier das Stabilititspro-
blem (s. Kap. 3) gelten — ist es umgekehrt. Daher liegt man auf der sicheren Seite, wenn
man beide Kriterien beachtet. Ein Ausweg kann eine Energiebedingung sein. Wegen der
Vorzeichen muss der der Absolutwert des Beitrags der jeweiligen Komponente verwendet
werden:

> |Au;d;]

i

/;WMW

Balken- und Schalenelemente weisen sowohl Verschiebungs- als auch Drehfreiheitsgra-
de auf, entsprechend Knotenkrifte und -momente. Die haben unterschiedliche Einheiten.
Damit die Konvergenz nicht von der gewéhlten Langeneinheit abhidngt, empfiehlt es sich,
fiir die beiden Anteile die Kriterien getrennt zu erfiillen. Bei der Energiebedingung tritt
das Problem nicht auf.

<e (1.41)
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Wird die Konvergenz durch die Norm von d gemessen, hat das Verfahren die Konver-

genzordnung «, wenn gilt:
lldi |

lld; -1l
wobei c eine Konstante ist und i den jeweiligen Iterationsschritt bezeichnet. Fiir drei auf-
einander folgende Schritte folgt dann:

lId; |l _ il N (”di—ZH)K _ ldi—il
diill* [ldi—2f* ld;—1|] ;||

||di—2||) (”di—l”)
K log ( = log (1.44)
lldi—i ]| lld: ||

_ log (lldit]|/lld: )
log (lld; |/l di-1 1)

das tatsdchliche aktuelle Konvergenzverhalten an.

(1.42)

(1.43)

Somit gibt

(1.45)

Beispiel
Iteration i [YH |’
1 10 10
2 1 1
3 0,1 0,01

In dem Beispiel ergibt die mit / bezeichnete Spalte lineare (« = 1), die mit /I bezeich-
nete quadratische Konvergenz (k = 2).



Geometrisch nichtlineares Verhalten

2.1 Grundbegriffe der geometrischen Nichtlinearitaten

Bei einer geometrisch linearen Berechnung geht man von folgenden Voraussetzungen aus:

1. Gleichgewicht am unverformten System,

2. kleine Rotationen, damit linearisierte Kinematik (s. Abb. 2.1),

3. kleine Dehnungen,
d.h. es ist sinnvoll und ausreichend, die Dehnungen als Lingenédnderungen bezogen
auf die Ausgangslingen /y zu definieren.

Von diesen Voraussetzungen wird im Folgenden schrittweise abgewichen, d.h. es
werden

1. Gleichgewicht am verformten System,
2. groBe Drehungen (Rotationen) und
3. grofle Dehnungen

betrachtet. Eher miisste es kinematische Nichtlinearitit heilen, der obige Begriff ist aber
eingefiihrt, vermutlich weil diese Winkelbeziehungen in der Mathematik Teil der Geome-
trie sind.

2.2 Theorie 2. Ordnung, Gleichgewicht am verformten System
2.2.1 Motivation und FE-Umsetzung

Es wird nur von Voraussetzung 1 abgewichen. Diese Theorie ist fiir die meisten Anwen-
dungen im Bauwesen ausreichend und bildet die Grundlage der Euler’schen Knicktheorie
und der géngigen analytischen Losungen fiir Plattenbeulen.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 15
W. Rust, Nichtlineare Finite-Elemente-Berechnungen, DOI 10.1007/978-3-658-13378-8_2
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Abb. 2.1 linearisierte Kinematik

Abb.2.2 Folge des Gleichge- Gidtidi bt ted b dbidvid F
wichts am verformten System -

EI

*x
*

mit Zugkraft

4/"“‘./ ohne Liingskraft

,,, mit Druckkraft

Man betrachte den Balken auf zwei Stiitzen aus Abb. 2.2. Bei der vollstindig linearen
Theorie sind die Querbelastung ¢ und die Lingskraft F' entkoppelt: die Querbelastung
erzeugt Querkraft und Moment, die Lingskraft eine Normalkraft. Beim Gleichgewicht am
verformten System muss aber beriicksichtigt werden, dass die Kraft F' einen Hebelarm w
gegeniiber Punkten auf der Biegelinie aufweist, der zunéchst der Durchbiegung infolge
der Querbelastung entspricht. Daraus ergibt sich in erster Nidherung ein Zusatzmoment

AM = —Fw Q2.1

Das bedeutet eine Entlastung bei Vorliegen einer Zugkraft F. Dies fiihrt zu weniger
Durchbiegung und damit zu einer etwas geringeren Entlastung im endgiiltigen Gleich-
gewichtszustand.

Bei Vorliegen einer Druckkraft Fp lautet das Zusatzmoment in erster Ndherung

AM = Fpw (2.2)
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Abb. 2.3 Zum Gleichgewicht P
am verformten Stabelement

@ W,

unverformt

Dies bewirkt eine Zunahme der Durchbiegung und damit des Zusatzmomentes usw. Ob
sich daraus schlielich eine endliche Durchbiegung ergibt, hingt von der Grofe der
Druckkraft ab. Bei Uberschreiten der Euler’schen Knicklast wichst die Durchbiegung
iiber alle Grenzen.

Fiir das einfachste Finite Element, das Stabelement ohne Biegesteifigkeit (Abb. 2.3),
wird dieser Effekt, wie nachfolgend beschrieben, beriicksichtigt.

Wegen der fehlenden Biegesteifigkeit ist am unverformten System ein Gleichgewicht
mit der Last P nicht moglich. Am verformten ergibt jedoch die Summe der Momente um
das linke Ende:

F (w2 - wl) = Pl() (23)
Nach P aufgelost:
F
A (wy—wy) =P (2.4)
0

Bei den vorausgesetzten kleinen Drehungen ist die Lingskraft F ungefihr gleich der Nor-
malkraft N, die sich wiederum als Spannung o mal Fliche A ausdriicken l&sst:

C;—A (wy —wy) =P (2.5)
0

In Matrizenschreibweise lautet das:

%[—1 1][3;]=P (2.6)

Unter Einbeziehung der Langsverschiebungen u; und Beriicksichtigung der Tatsache, dass
die gleiche Uberlegung auch fiir eine Querlast am linken Knoten 1 moglich ist, lisst sich
dies zu

o o0 0 O Uy 0
A —
l() 0 0 0 0 Uy 0
0 -1 0 1 Wy P2
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erweitern. Ein Term, der eine Verkniipfung zwischen Verschiebungen und Kriften her-
stellt, heilit Steifigkeit. Die Matrix S féllt auch darunter, jedoch ist hier die Steifigkeit
nicht von Materialparametern abhingig, sondern von Spannungen, weshalb S Spannungs-
versteifungsmatrix (engl. stress stiffening matrix) heifit. Die Spannung ist jedoch vorzei-
chenbehaftet. Eine Druckspannung fiihrt also zu einer Schwichung.

Die Matrix S wirkt als Ergénzung zur Steifigkeitsmatrix K nach linearer Theorie, beim
ebenen Fachwerkstabelement gilt also:

1 0 —1 0 0 0 0 0 U
ﬁ 0 0 0 0 + ﬁ 0 1 0 -1 wi
[ —1 0 1 0 / 0 0 0 0 Uy
0 0 0 0 0 -1 0 1 Wy
Plx
Py,
= 12 (2.8)
P2x
PZZ

2,22 Warum Theorie 2. Ordnung?

Im vorigen Kapitel wurde die vollstidndig linearisierte Kinematik benutzt. Warum ist den-
noch von Theorie 2. Ordnung die Rede? Dazu wird das folgende Stabilitéitsproblem auf
zwel Arten gelost, zunédchst durch Gleichgewicht am verformten System und linearisierte
Kinematik (Abb. 2.4).

Das Gleichgewicht am verformten System ergibt:

Pu = Fl (2.9)

Abb. 2.4 Stabilititsproblem
mit linearisierter Kinematik lP
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Abb. 2.5 Stabilitdtsproblem u=[sing
mit exakter Kinematik l P ] P
k 7 I(1-cosp)
/ Icosp
BB _
Die Federkraft betrigt
Fy =ku (2.10)
also
Pu = kul 2.11)
(P—klhu=0 (2.12)

Diese Gleichung hat die Triviallosung ¥ = 0 und die nicht-triviale
P =kl (2.13)

Das ist die kritische Last des Systems, weil dann eine Verschiebung ohne Lasterh6hung
moglich wird. Nun wird das Prinzip vom Minimum der potenziellen Energie, zuerst mit
der vollstindigen Kinematik (Abb. 2.5), angewandt.

Die Last P verliert an potenzieller Energie, wihrend die Feder solche gewinnt. Zusam-
men muss sich ein Minimum ergeben:

—PI (1 —cosg) + %k (I sin )? — Min. (2.14)

Nun werden fiir die Winkelfunktionen deren Taylor-Reihenentwicklungen verwandt und
nach dem Glied zweiter Ordnung abgebrochen:

sing ~ ¢ ‘—— + .-
(2.15)

cosg ~ 1 4.

2

Diese Theorie heifit also 2. Ordnung, weil man bei der Anwendung von Energiemethoden
Terme bis 2. Ordnung der Reihenentwicklung von Winkelfunktionen mitnehmen muss.
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Damit wird aus (2.14)

*\ 1
—PI (7) + Ek (l¢)* — Min. (2.16)
Als notwendige Bedingung ergibt sich durch Ableiten nach ¢
—Plo + kI’ =0 (2.17)
(=P +kl)lp=0 (2.18)

Daraus erhilt man wieder als nicht-triviale Losung die kritische Last (2.13).

2.2.3 Lineares Beulen

Da Theorien fiir die Beriicksichtigung geometrischer Nichtlinearitét hinldnglich bekannt
sind und einen grofBeren Giiltigkeitsbereich haben, ist die wichtigste verbleibende Anwen-
dung die lineare Eigenwert-Beuluntersuchung.

Gl. (2.8) lautet in der symbolischen Matrizenschreibweise:

(K+S(0))a =t (2.19)

Die Matrix S hingt linear von der Spannung ab, die Spannung bei Giiltigkeit des Hoo-
ke’schen Gesetzes wiederum linear von der Lingskraft. Folglich ist die Spannungsver-
steifung infolge einer um einen Faktor A gesteigerten Last f

S (o (Af)) = S (Ao (F)) = AS (o (F)) (2.20)

Ein Stabilitdtsproblem (Knicken oder Beulen) liegt vor, wenn durch eine Belastung Af ein
Spannungszustand erzeugt wird, sodass eine Verformung ohne eine weitere Lastaufbrin-
gung moglich wird. Aus (2.19) wird dann

(K+AS ()¢ =0 2.21)

Es handelt sich dabei um ein allgemeines Matrizeneigenwertproblem. ¢ wird anstel-
le von u verwandt, um den Eigenvektor zu kennzeichnen. Der Eigenwert A stellt den
kritischen Lastmultiplikator fiir die aufgebrachte Last, also die Last, die zum Spannungs-
zustand o gefiihrt hat, dar. Es handelt sich jedoch bei

i = Af (2.22)
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nur um die kritische Last bei der idealisierenden Annahme, dass es keine Imperfektionen
(Vorkriimmungen, unberiicksichtigte Lastausmitten, s. Abschn. 3.4) gibt und das Verhal-
ten des Systems bis zum Beulen vollstéindig linear ist, weshalb dieses Lastniveau als ideale
kritische Last bezeichnet wird. Tatséchlich tritt bereits darunter Stabilitdtsversagen ein.
Wie das in der Simulation zu erfassen ist, wird in Kap. 3 beschrieben.

Der Eigenvektor ¢, der den Vektor der unbekannten Verschiebungen ersetzt hat, gibt
die Richtung an, in die sich das System bei Eintritt des Beulens verschieben wird. Dieser
Zustand heillit Beuleigenform. Sie ist nur bis auf einen Faktor bestimmt und wird daher
normiert, z. B. so, dass die maximale Verschiebung 1 betrigt.

Bei einer FE-Berechnung sind die durchzufiihrenden Schritte:

Alg. 2.1Lineare Beulanalyse

a) vollstiandig lineare statische Berechnung zur Ermittlung des (Vor-)Spannungs-
zustands o,

b) Erstellung der Spannungsversteifungsmatrix S,

¢) Losen des Eigenwertproblems,
in der Regel durch Vektoriteration — ¢ — A.

Die Eigenform kann wie ein gewohnlicher Verschiebungszustand dargestellt werden.
Andere Ergebnisgrolen wie Dehnungen oder Spannungen sind von untergeordneter Be-
deutung; sie stellen Inkremente multipliziert mit einem unbekannten Faktor dar, aber sie
konnen zur Fehlerabschitzung herangezogen werden ([23, 25]).

Eulerfall
Als Beispiel wird hier der erste Eulerfall untersucht, bei dem ein Ende eingespannt und
ein Ende frei ist (Abb. 2.6).

Abb. 2.6 Stabknicken,
1. Eulerfall

N\
&5

A
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Fiir die Berechnung bendtigt man ein Stabelement, das einen Dehnstab- und einen
Biegebalkenanteil enthilt. Das Gleichungssystem lautet so vor Einbau der Randbedin-
gungen:

“j_"‘ 0 _EI_A 0
12 6 12 6 - =
EI| 721 El| "7 7 “
A I R v
/ / S (o %1
—EZ—A . EZ—A . +S(0) 'y
12 6 12 6 wo
EI| 72 77 EI 72 T
0o = 61 ! 0o = 16 ! L ¢
i . 7t
S
0
0
=| _r (2.23)
0
- 0_

Die Spannungsversteifungsmatrix fiir den Balken wird erst in Abschn. 2.2.4 hergeleitet.
Hier wird ndherungsweise die Matrix S fiir den Fachwerkstab verwendet, weil das die
Handrechnung erleichtert. Nach Beriicksichtigung der Festhaltung aller Freiheitsgrade
des linken Knotens und Einsetzen fiir S lauten die Gleichungen:

EA 0
b6 oA 0 0 0 Uy -F

0 EI| 2 7 +T 01 0 wy | = 0
1 6 0 0 0 © 0

4

I
(2.24)

Fiir Schritt a) in Alg. 2.1 ist 0 = 0, aulerdem sieht man, dass der Dehn- und der
Biegeanteil entkoppelt sind und fiir den Biegeanteil die rechte Seite 0 ist. Man erhilt
aus

EA
— Uy = —F

1 (2.25)

Uy = ——— (2.26)

EA
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Daraus ergibt sich fiir die Lingsspannung

E E Fl F oA F
Dieses Ergebnis wird in Schritt b) verwendet, sodass man fiir Schritt ¢) nach Mul-
tiplikation von S mit dem Lasterh6hungsfaktor A, Ausfithrung der Addition in der
Systemmatrix und Nullsetzen des Lastvektors (weil es um eine Verschiebungsdnderung
ohne weitere Last geht)

EA
o 0
12E1 GEI U2 0
1 PR AF - w, | =10 (2.28)
0 N 6EI (G3) 0

- AEI
I

erhilt. Fiir die Handrechnung wird keine Vektoriteration durchgefiihrt, sondern der
klassischen Betrachtungsweise gefolgt: Da die rechte Seite gleich null ist, ist dieses
Gleichungssystem nur dann nicht-trivial 16sbar, wenn die Determinante der System-
matrix null wird. Dies gilt, da Biege- und Dehnanteil entkoppelt bleiben, nur, wenn die
Unterdeterminante rechts unten null wird:

12E1 6EI
M T
det 6E] =0 (2.29)
- 4EI
/
12E1 6EI\’
(1—2 - AF) 4EI — (T) =0 [|:EI (2.30)
48EI 36EI  12EI
En —4AF — - =z —4AF =0 (231
2 12E1
F=F= el (2.32)
EI
Fi = 31_2 (2.33)
Die analytische Losung lautet, weil die Knickldange s die zweifache Lange ist:
2
Euer | TEI El
= — =247 2.34
ki (21)2 12 ( )

Mit zwei Elementen und der vereinfachten Spannungsversteifungsmatrix erhilt man
bereits 2,60 EI/ [2.
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In der Handrechnung kann das Ergebnis von (2.27) aus dem Gleichgewicht be-
stimmt werden. Solange es bei der Entkopplung bleibt, kann in diesem und dhnlichen
Fillen Schritt a) tibersprungen und auf der Basis von

12 6 12 6 7
12 ) 21
6 6 1 0 -1 0 wy
e L -8 R R
b2 612 6 Ll-t 0o 1 0 w;
12 r? / o 0 0 O ¥2
6 5 6 4
l / _

oS o o o

(2.35)
gerechnet werden.

Zur Bestimmung des Eigenvektors, der Knickform, wird die Losung (2.33) in (2.28)
eingesetzt, wodurch die unteren beiden Zeilen des Gleichungssystems linear abhéngig
werden. Die Losung ist nicht mehr eindeutig. Eine Unbekannte muss daher gewihlt
werden:

wy =1 (2.36)
Die dritte Zeile des Gleichungssystems lautet dann:
6E1
- 1 4+ 4Elp, =0 (2.37)
3
= 2.38
2= 5 (2.38)
sodass man den Eigenvektor
1
¢ = 3 (2.39)
20

erhilt. Zur Darstellung der Eigenform wird mit den den berechneten Freiheitsgraden
zugeordneten kubischen Ansatzfunktionen (N3 und N4 in Abschn. 2.2.4) multipliziert:

w(g)=%(2+3g—s3)-1+%(—1—g+52+53)%%, —1<&<1 (240)

Zum Vergleich wird die analytische Losung

wEuler (s) = 1—sin (JT (% + %é‘)) (2.41)

herangezogen (Abb. 2.7), die von der Form her gut {ibereinstimmt.
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1. Eulerfall

—w_FE
——w_Euler

0 xi

T T =4 T 1

1 0,5 0 0,5 1

Abb. 2.7 Biegelinie 1. Eulerfall mit einem Balkenelement und analytisch

2.2.4 Korrekte Spannungsversteifungs-Matrix fiir den Balken

2.2.4.1 Herleitung
Hier wird ein formaler Weg beschritten, der sich aus der Differenzialgleichung des Bal-
kens nach Theorie 2. Ordnung

Elw™ + Nw” = Elw" + cAw” = 0 (2.42)
ergibt. Dazu lautet das Minimalproblem:
1 1
Efw”EIw”dx + E/w/aAw/dx — Min. (2.43)
(O] 0
Der erste Teil fiihrt zur Steifigkeits-, der zweite zur Spannungsversteifungsmatrix S. Mit

, dN. . dN7

=—u= 2.44
v dx " Tax (244)
und Ableitung nach a ergibt sich:
d lﬁT/ dN” oA dexﬁ = deT oA dexﬁ (2.45)
da |2 dx ~dx ) dx T dx ’
) )
S—

S
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Beim Bernoulli-Balken lautet der Verschiebungsansatz:

wE=N@Euo -1=<f=<I (2.46)
1
w:Z(2—35+$3) cwy | =N (§)w
1 )
+Z(1—§—§2+53)§ o1 | F N2 (B) e
) (2.47)
+Z(2+3E—§3) < Wy + N3 (&) w,
1 /
+Z(—1—§+52+53)§ @y | +Ns(§) o
Mit & = 2x/1 ergeben sich daraus die Ableitungen
ey = W _dwdE 24N 20
w' (&) = dx " dedx 1 Su— lNu (2.48)
mit
dN l

N

1 I
a7 [(—3 +387) (—1—-26+38)= (3-38Y) (—1+426+38?) 5} (2.49)

. . : : . !
Die Spannungsversteifungsmatrix errechnet sich demnach mit dx = —d§ als

Fo2) l 2 |
S = [ o (7) N’TN’AEdE = UAT / NTNdg (2.50)

Das Produkt der Ableitungen der Ansatzfunktionen formt die Matrix

NTN [~ Ny Ny N

N, N’f cee weo NNy

N'» : ; (2.51)
N3 : . :

N’y N/uN'y oee oes N/i

Als Beispiel wird fiir das Element S/,

1

1
42 [ N'\N'»d§ = / (—3 + 38%) (-1 — 2¢ + 3£7) édg (2.52)
-1

—1

1
- / (3 + 68 — 982 — 382 — 68> + 9£*) éd&
-1
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1
=/(3+6§—12§2—6E3+9§4) %dé
-1
s, 9] L (g, 8L _81
[35—45 +§S:|1§_(6 8+5) -

281 (1) 1 A
S, = 0A=2L (—) 4=32 (2.53)

und

152\2) ~10° 30
berechnet. Vollstindig ergibt sich die Spannungsversteifungsmatrix als

36 31 =36 3l

A 2 72
S— o 31 41 3l [ (2.54)
300 | =36 -3/ 36 -3/

3l =12 =31 42

2.2.4.2 Anwendung auf den 1. Eulerfall
Das Eigenwertproblem lautet nach Einfiihrung der Randbedingungen und nachdem die

Lingsspannung zu 0 = —F/ A bestimmt wurde:
12 6 -
_|EL 12 F 36 31 _
K+S)o = T e \ _W[_y a2 =0 (2.55)
7 i
([ B T
- — ¢o=0 (2.56)
6EI 2
! —— 4EI —LF lF
! 10 157
12EI 6 6El | T
A BT
6EI 1 e |70 @37
— 4+ —=F 4EI—- —F
/ 10 15 .

Die Determinante der Matrix ist

12EI 6 212 6EI | _\°
= CF\(4EI-==F)- (- + —F) =0
(12 5 )( 15 ) ( 10 )

2
48 (EI)*  32EI 41>, (36(El* 6EI 2,
_— " F4+ _—_F— ——F+—F?] =0
[E 5 7t 12 5 7 T 00
12 (E)*  26EI 32,
— T F+=—F?=0
12 5 7t

So erhilt man als Bestimmungsgleichung fiir die kritische Last:

104E1 80 (EI)?
2 —
Fre—g F = =0
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mit den Lésungen

52EI 52EI\*> 80 (EI)*
Fiipp= —5 % -

312 312 4
EI
Fap = 55 (52 + /522 = 720)
F — (52 £ 44,54)
kil/2 = 35 )
Der kleinere und damit magebende Wert ist
EIl
Fkil = 2,4861—2

und damit sehr nah an der analytischen Losung (2.34).

2.3 Grof3e Drehungen (Rotationen) I: Dehnungsmaf3

2.3.1 Kinematische Effekte

Grof3e Drehungen (Rotationen) liegen vor, wenn die linearisierte Kinematik (s. Vorausset-
zung 2 in Abschn. 2.1) nicht mehr angewandt werden kann. Das ist sicher der Fall, wenn
Drehwinkel > 4. ..5° auftreten.

Abb. 2.8 zeigt die kinematischen Differenzen. In der linearen Theorie (rotes Modell)
bewegt sich die Mitte des freien Endes des Kragarms senkrecht zur urspriinglichen Stab-
achse, d.h. vertikal nach unten. Es sieht so aus, als ob der Balken dicker wiirde. Das
ist jedoch darauf zuriickzufiihren, dass die senkrechte Abmessung, hier als & bezeichnet,
konstant bleibt. Die vollstindig geometrisch nichtlineare Theorie fiihrt zu der erwarteten
Verformung (blaues Modell); hier wird die urspriingliche Hohe im rotierten Querschnitt
erhalten und das freie Ende bewegt sich auch in horizontaler Richtung nach links.

Die Beriicksichtigung kann auch frither nétig werden, insbesondere wenn die Quer-
verformung eine wesentliche Verdnderung der Lingsspannung zur Folge hat, wie es bei
einem quer belasteten Seil der Fall sein kann. Abb. 2.9 zeigt solch ein Seil, das nicht vor-
gespannt ist und seine Axialspannung erst durch die vertikale Deformation erhilt. Man

Abb. 2.8 Lineare und nichtli-
neare Kinematik

unverformt
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| ! |

O
keine
7 Vorspannung

1
1/10 1]

2101

Abb.2.9 An beiden Enden fixiertes Seil unter Querlast, geometrisch nichtlinear

Abb. 2.10 Mit einer konstan- | / |
ten Kraft vorgespanntes Seil ‘ o ! >
unter Querlast, unterschied- A F = const.
liche Theorien . l
— geometrisch nichtlinear —
1/10 4»
U

Theorie 2. Ordnung —
Um
—

Theorie 2. Ordnung

kann sehen, dass die Krifte iberproportional anwachsen, wenn die vertikale Verschiebung
verdoppelt wird, und dass sich das Verhiltnis zwischen Horizontal- und Vertikalkriften
deutlich verdndert.

Dieser Effekt wird bei der Theorie 2. Ordnung nicht erfasst, weil zusétzlich zur linearen
Theorie nur das Gleichgewicht am verformten System betrachtet wird, aber die lineare
Kinematik erhalten bleibt. Wenn allerdings eine Vorspannkraft vorhanden ist und diese
durch die Verformung nur unwesentlich verdndert wird, fithren die Theorie 2. Ordnung
und die vollstiandig nichtlineare Theorie zu dhnlichen Reaktionskriften (Abb. 2.10), wobei
die Theorie 2. Ordnung zu proportionalen Inkrementen fiihrt, wihrend in der vollstindig
nichtlinearen Theorie Differenzen auftreten, wenn gréBere Drehungen erreicht werden.
Dann ist die Theorie 2. Ordnung nicht mehr anwendbar.



30 2 Geometrisch nichtlineares Verhalten

23.2 Geeignetes Dehnungsmaf: Green-Lagrange-Dehnungen

2.3.2.1 Anschauliche Herleitung
Die Green-Lagrange-Dehnungen sind geeignet, bei grolen Drehungen die Deformationen
eines Korpers in den durch die Ausgangskonfiguration bestimmten Koordinaten zu be-
schreiben. Die Herleitung geht von der Verinderung des Quadrates des Abstandes zweier
benachbarter Punkte aus. Fiir eine Richtung in der Ebene kann man sich das anhand von
Abb. 2.11 veranschaulichen.

Die bezogene Anderung der Quadrate der beiden Lingen (verformt /, unverformt /) ist

P—12  (lo+uw)’+v2—12  I2+20gu+u+v2—12
I 5 I

u u 2 v 2
=2+ (1) +(7) 2

Beim Ubergang zum infinitesimal kleinen Element dx wird

A =

U0 wmd Ly (2.59)
— > —=y und ——>—C= .
Iy ox o ax '
und somit
A= 28u . o\ 2 . v\2 (2.60)
T x x x ’

Bei kleinen Verformungen werden die Quadrate vernachlédssigbar, sodass nur der erste
Term {iibrig bleibt, der gerade das Doppelte des linearen oder Ingenieur-Dehnungsmales
darstellt. Aus diesem Grund wird die Hilfte als Green-Lagrange-Dehnung (oft ist auch
nur von Green’schen Verzerrungen die Rede) definiert:

A w1 ou\> 1 [dv)? 1 1
GL / ” 72
= =4 (=) + (=) =v/+u?+ - 261
Erx 2 ox 2 (ax) 2 (ax) " 2u 2v ( )

Verallgemeinert:

1f0u;  du; 3 Quy dug
G — _ | = ! — 2.62
81} 2 (3Xj + 8)(,‘ + ; 8)(,‘ 3Xj ( )

Abb. 2.11 Veranschaulichung
der Green-Lagrange-
Verzerrungen

yL !
----- »
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mit

ngm betrachtete Dimension,
i,j Richtungen,
B 3u+1 3u2+1 v 2+1 3w2.D.d. ional
zB. eqx=—+=+— | — — | = ] im Dreidimensionalen.
ox 2\ 0x 2 \ 0x 2 \ ox
Es handelt sich dabei nicht um eine nach dem quadratischen Glied abgebrochene Rei-

henentwicklung, sondern um ein Maf, das dafiir sorgt, dass Starrkrperrotationen mit
beliebigen Drehwinkeln keine Dehnungen erzeugen, wie das nachfolgende Beispiel zeigt:

u=x(cosp—1)—ysing
v=2xsing + y(cosp — 1) (2.63)
beschreibt die Verschiebung beliebiger Punkte mit den Koordinaten {x; y} bei einer Dre-

hung ¢ um den Ursprung. Diese Punkte machen dadurch eine Starrkorperdrehung mit.
Mit

ou cos 1 Ou sin

_— = —_ — = —S1

ax ¢ dy ¢

v . Jv

— =SsIng —— = COS¢Q — 1 (2-64)
ox ay

wird eine Dehnung zu
1 LR
Exx =cCOs@p — 1+ 5 (cosp — 1) + 5 (sin ¢)
=cosp — 1 1 2 — in’
= © + 3 (cos @ —2cos¢ + 1 4 sin (p) (2.65)
Wegen cos? ¢ + sin® ¢ = 1 ergibt sich:
GL _ —
ey =cosp—1—cosep+1=0 (2.66)

wihrend die Ingenieurdehnung (eng fiir engineering)

et = g—z =cos¢p — 1 (2.67)
betrédgt, was nur fiir ¢ — 0, d. h. fiir kleine Drehungen, gegen null geht.
Das Gleiche gilt fiir die anderen Dehnungskomponenten.
Die Dehnungskomponenten behalten ihre Richtungen auch bei einer Rotation bei, im
Falle von Abb. 2.11 ist x immer die Richtung des Stabes in seiner Ausgangsposition.
Bei einer eindimensionalen Betrachtung ergibt sich die Dehnung als

1 1
EGL — u/ + Eu/Z — geng + E (geng)Z (268)
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Abb. 2.12 Stabelement v‘T@ E 4] @Tv2
X / — o
—> —
u; Uy

Weder die Richtung, noch das eindimensionale Mal} sind besonders anschaulich, aber mit
Green-Lagrange-Dehnungen lassen sich beliebige Rotationen formulieren.

Es gibt keine ,,natiirliche** Dehnungsdefinition, lediglich zweckméBige. Dehnungen
konnen nicht direkt gemessen werden, auch nicht mit Dehnungsmessstreifen; diese mes-
sen nur Langenédnderungen.

2.3.2.2 Beispiel Stabelement
Als Beispiel soll das

parallel zur x-Achse liegende,

in der x-y-Ebene verschiebliche
(Fachwerk-)Stabelement

mit linearem Verschiebungsansatz (Abb. 2.12)

fiir grole Rotationen mit Green-Lagrange-Dehnungen formuliert werden.
Der Verschiebungsansatz lautet:

Uj Uuj
_[q_7 x U1 _ _r X g
u(x)_[l 005 0] or [ und v(x)—[Ol -0 1] .
Vo %)

(2:69)

Die Ableitungen nach x, die fiir die Dehnung in Stabrichtung benutzt werden, sind dann

U U
du , 1 vy av 1 vy
_— = = — p— d _— = = _ [ p— ]

Py u ] [ 1 010 ] s un ox v ] 0 1 01 s

Vo )

' =Ci=u’C", v =D =u'D"
(2.70)

Anmerkung Anders als in der linearen Theorie wird fiir diese nicht B benutzt, weil die
B-Matrix noch eine andere, besser: verallgemeinerte Bedeutung bekommt. Die Green-
Lagrange-Dehnung lautet nun:

o’ c’ca+

e=Ca+ a’D'Dh 2.71)

M| —
M| —
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2.3.3 Das Prinzip der virtuellen Arbeiten
bei geometrisch nichtlinearen Problemstellungen

2.3.3.1 Allgemein
Die innere virtuelle Arbeit eines Elementes lautet:

Wi = [ selodV (2.72)
")
In dV sind Fliche und Linge enthalten; Spannung mal Fliche ergibt Kraft, Dehnung
mal Linge ergibt Verschiebung, Kraft mal Verschiebung ergibt Arbeit. Bei der virtuellen
Arbeit ist die innere Kraft schon geweckt und wird virtuell verriickt, daher entfillt der
Vorfaktor 1/2.
e ist die virtuelle Dehnung, die Dehnung infolge der virtuellen Verriickung Su. Da

diese kinematisch moglich sein muss, aber auch klein ist, ldsst sich die virtuelle Dehnung
linearisiert angeben:

fe = — du 2.73)
B (1)

Die Ableitung der Dehnungen nach den Knotenverschiebungen heillit wieder B-Matrix.
Leitet man die in einer linearen Theorie geltende Beziehung

e = Ba (2.74)

ab, erkennt man, dass (2.73) auch hier gilt, die B-Matrix also nur verallgemeinert wurde.
Durch Einsetzen von (2.73) in (2.72) wird aus der virtuellen Arbeit

Wi = 807 f B (0)odV (2.75)
)

Die virtuelle Verriickung der Knoten stellt gegeniiber den Integrationsvariablen eine Kon-
stante dar und kann deshalb vor das Integral gezogen werden. Da die Verriickungen Wege
sind, stellt der Rest Krifte dar, ndmlich die inneren Knotenkrifte

fine = / B” (0)odV (2.76)
)

Diese Beziehung gilt allgemein und wird im Folgenden noch des Ofteren benutzt.
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2.3.3.2 Anwendung auf Stabbeispiel
Fiir den Stab mit Green-Lagrange-Dehnungen ergibt sich die B-Matrix als
de  de 0u' e Qv

= s =5 e T v an = (1+u)C+vD=C+d’C’C+a’'D'D (2.77)

wihrend die Spannung

1 1
oc=FEe=E (u’ + Eu’2 + Ev’z) =E (Cﬁ +-a'c’ca + ﬁTDTDﬁ) (2.78)

1
2
ist. Beim Stab geht d V in Adx iiber. Beim Integrieren ist zu beachten, dass beim linearen
Ansatz alle Terme im Integranden unabhéngig von x sind. Deshalb ist

fiue = ((1+u)C" +v'D") oAl (2.79)

Nun ist das Element hauptsédchlich formuliert. Die verbleibende Frage ist, wie das Gleich-
gewicht mit den dufleren Knotenkriften zu erfiillen ist. Da die B-Matrix und Spannung
von den Knotenverschiebungen abhéngt, liegt ein nichtlineares Gleichungssystem vor.

2.3.4 Losung der nichtlinearen Gleichungen mit dem
Newton-Raphson-Verfahren

Im vorigen Kapitel wurden die inneren Kréfte nichtlinear von den Knotenverschiebungen
abhingig, sodass sie nicht mehr als Produkt aus Steifigkeitsmatrix und Verschiebungsvek-
tor darstellbar sind. Als Gleichgewichtsbedingung bleibt aber, dass die Differenz aus inne-
ren und duferen Kriften null sein muss. Diese wird mit dem Newton-Raphson-Verfahren
aus Abschn. 1.3 iterativ gelost.

2.3.4.1 Anwendung in der nichtlinearen FEM
Fiir ein diskretisiertes mechanisches Problem lautet die Gleichgewichtsbedingung allge-
mein:

fine (ﬁ) =fex (ﬁ) < d (ﬁ) =1Ly (ﬁ) —fext (ﬁ) =0 (280)

Ein Beispiel dafiir, dass die dufleren Krifte f .y, von den Verschiebungen abhingen, ist ein
Druck, der senkrecht zur verformten Oberfldche steht.

Die Tangentenmatrix als Ableitung der inneren Krifte erhilt man im allgemeinen Fall
als

9 9 9 9
Kr= —fiy— —for= — | BT@)odV — —f4 2.81
T=% ™ 3a Buf (e o (2.81)

V)

B7 (i

Kr = [BT(ﬁ)a—“a—de + / B @ v ¢, (2.82)
de du Jua oa

) )
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Darin ist die Ableitung der Dehnungen gemif (2.73) wieder die B-Matrix. Die Ablei-
tung der Spannungen ¢ nach den Dehnungen €, die Materialtangente, hingt stark vom
verwendeten Materialgesetz ab (s. Kap. 5 bis 8). Sie kann unsymmetrisch sein. Bei Giil-
tigkeit des Hooke’schen Gesetzes ergibt sich dafiir die Elastizitdtsmatrix E, sodass man
als Tangentenmatrix

OBT (i 9
KFZ[B%mEmde+/'z;modV—gﬁﬁ[ (2.83)
u u
) )
Kp
K, K,

erhilt. K, heiBit z. B. Anfangsverschiebungsmatrix (diese Bezeichnung ist aber nicht so
fest gefiigt) und ist formal der linearen Steifigkeitsmatrix sehr dhnlich.

Bei einer symmetrisch positiv definiten Materialtangente do /de, die hier von links
und rechts mit der B-Matrix bzw. ihrer Transponierten multipliziert wird, ist K,,, wenn
geniigend Festhaltungen vorliegen, um die Starrkdrperbewegungen zu unterdriicken, auch
symmetrisch positiv definit. In mathematischen Begriffen heifit Letzteres, dass die Matrix
nur positive Eigenwerte hat, mit dem Effekt, dass alle Hauptdiagonalelemente wihrend
des GauB-Eliminationsprozesses (Pivot-Elemente) positiv bleiben. Mechanisch bedeutet
das, dass ein Verschiebungszuwachs auch einen Kraftzuwachs bzw. ein Dehnungszuwachs
einen Spannungszuwachs zur Folge hat.

K, heifit manchmal geometrische Matrix, weil nur bei geometrischer Nichtlinearitéit
die B-Matrix von den Verschiebungen abhingig ist und somit die Ableitung und K, exis-
tieren. Hiufiger ist die Bezeichnung Anfangsspannungsmatrix, weil hier die Spannungen
direkt eingehen. Anfang bezieht sich in beiden Fillen auf den Anfang des Iterations-
schrittes. Da sie von den Spannungen abhingt, die auch negativ werden konnen, kann
sie dazu fiihren, dass die Gesamtmatrix Kt nicht mehr positiv definit wird. In diesem
Fall liegt ein Stabilitdtsproblem vor. Es besteht eine gewisse Analogie zwischen K, und
der Spannungsversteifungsmatrix S aus der Theorie 2. Ordnung (Abschn. 2.2) sowie zum
Beulproblem aus Abschn. 2.2.3. Es 1ésst sich allgemein sagen, dass beim Linearen Beulen

S=K,u=00 #0) (2.84)

gewihlt werden kann. Die Ableitung von B nach u ist die zweite Ableitung von & nach u.
Leitet man einen Skalar zweimal nach demselben Vektor ab, ergibt sich eine symmetrische
Matrix. Ein Skalar entsteht, weil e” mit ¢ multipliziert wird. Also ist K, symmetrisch.

Die Lasttangente K,, ist dann symmetrisch, wenn sie als zweite Ableitung des Potenzi-
als der dufleren Lasten nach den Knotenverschiebungen hergeleitet werden kann.
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2.3.4.2 Anwendung auf das Stabbeispiel
Fiir das Stabelement mit Green-Lagrange-Dehnung erhilt man die Komponenten der Tan-
gentenmatrix als

=[(1+ /) C" +v'D"][(1+ ') C+ v'D] EAl
- [( )’ C7C+ v/ (1+u)D'C+ (1 +u) v'C'D + v’ D'D| EAl (2.85)
- [( )’ C7C+ (v +uv) (D"C+CTD) +v°D'D| EAl (2.86)
=C+ ATCTC +a’'D'D (2.87)
9
K, = o= (C+a"Cc"C+a"D'D)oAl = (C"C+D'D)oAl
Darin ist -
c’c [ -1 0 4105
-1 +1 0 -1 0]
1 o o 0 00 |1 (2.88)
Il +1 -1 0 +1 0 |12
0 0 0 0 0 |
und analog
0 0 0 0]
1 0 1 0 -1
D'D = — 2.89
12 0O 0 0 0 (2.89)
. 0 -1 0 1 |
1 0 -1 0]
1 _
C'C+D'D=— o oA (2.90)
2l -1 0o 1 0
. 0 -1 0 1 |
und ~ _
0o 1 0 -1
1 1 0 -1 0
C'D+D'C=—
+ 2l 0 -1 o 1
| -1 0 0 |
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Nach Addition erhilt man die gesamte tangentiale Steifigkeitsmatrix als

(1 4 u/)Z (v/ + u/v/) _ (1 4 u/)Z _ (v/ + u/v/)
K, — % (U/ + u/v/) v/2 _ (U/ + M/l)/) _v/2
l —(1+u) - +uv)  (+u)? W +u'v')
_ (U/ + M/l)/) _v/Z (U/ + u/v/) v/Z

(2.91)

Diese Herleitung wurde im Elementkoordinatensystem (Index ¢ oder €™) in der Aus-
gangskonfiguration durchgefiihrt. Der Knotenverschiebungsvektor ist @ = 6°. Vor dem
Zusammenbau zum Gesamtsystem (Index &) muss die Transformation

0 =Ta2 bzw. &6 = sae’ 17 (2.92)

durchgefiihrt werden. Mit ¢: = cosag und s: = sinwg, &g wie in Abb. 2.13, lautet die
Transformationsmatrix:

c s 0 0
T=| % ¢ 00 (2.93)
0 0 c s
0 0 —s c
Die inneren Krifte werden zu
fing = TES, (2.94)
und die tangentiale Steifigkeitsmatrix zu
of i, oft  du,
Ky = = m — 7 S Sl _ pT gelemy (2.95)

 dug du. Ju,

23.5 Testproblem Zweibock

Das Stabelement soll so fiir ein einfaches Beispiel eingesetzt werden. Der Zweibock aus
Abb. 2.13 wird aus Symmetriegriinden nur mit einem Element diskretisiert.
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Beispiel Zweibock

E=138,889
A=0,1

Abb. 2.13 Zweibock (Von-Mises-Fachwerk), aufgrund von Symmetrie halbiertes System

Als einziger globaler Freiheitsgrad (Kopfzeiger g) verbleibt v3. Im Elementkoordina-
tensystem (Kopfzeiger e) wird diese Verschiebung mit der letzten Spalte von T in

[“2] =[S :|v§ (2.96)
1%} c

aufgespalten. Damit ist

ou 1 K3 Jdv 1 c
a =y = 7“2 = ?vg und a =7 = 71)2 = 71)% (297)
1 1
c=E (u/ + Eu/z + 5”/2) (2.98)

Von den Vektoren und Matrizen auf Elementebene sind nur die Eintrédge in Position 3 und
4 von Interesse, weil sie mit den aktiven Elementfreiheitsgraden verkniipft sind:

fi =T7 (CT +u'C" +v'D") oAl

[s c](|:(l):|(1+u/)+|:(l):|v/)0A (2.99)

fi = [s(1+u) +cv']oa (2.100)

__EA A+u) W +u) s
KT_T[S C]|:(v/+u/v/) v? :|[c:|
oA 1 0 s
+T[sc]|:0 1][6] 2.101)

EA ) 2] 8
KTZT[S(I—i—u’) +c@+uv) s@ +uv)+cv ]
c

L[]

= — [sz (1+ u’)2 +2es (V +u'v') + czv’z] + E[sz +c? (2.102)
/ I — -
1

=
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- -0,7

Iteration

Kraft

adulere Last

innere Kraft

-1,5
Verschiebung .
Abb. 2.14 Tterationsverlauf im Newton-Raphson-Verfahren
Nach Anwendung der ersten binomischen Formel:
Kp = EI—A [s(1+u) +cv'] + UI—A (2.103)
Wegen der Symmetrie des Systems reduziert sich der Lastvektor auf
£ = —%F (2.104)

Weiterhin notwendig sind

4 3
[=1y=+V4 +32 =5, ¢ =cosap = =, s=sina0=§ (2.105)

Mit diesen Formeln erhdlt man den Iterationsverlauf aus Tab. 2.1, Abb. 2.14 zeigt den
Verlauf der Iteration und die Entwicklung der Losung. In der Tabelle wird auch ein Kon-
vergenzexponent k dargestellt. Dieser sagt aus: Reduzierte sich die Norm der rechten Seite
d (Ungleichgewichtskraft) von Nédherungslosung i — 2 zu i — 1 um einen Faktor a, so hat
sie sich voni — 1 zu i um a* verringert. Die Berechnungsformel fiir « ist (1.45).

Nahe der endgiiltigen Losung geht « gegen 2. Dies wird ,,quadratische Konvergenz*
genannt.

»  Ein Newton-Raphson-Verfahren zeigt quadratische Konvergenzin der Nahe der
Losung.

In der Praxis wird die Iteration jedoch oft schon friiher als konvergiert betrachtet und
daher abgebrochen, bevor der Effekt vollstindig sichtbar ist.



40 2 Geometrisch nichtlineares Verhalten
Tab. 2.1 Newton-Raphson-Iteration beim Zweibock mit Green-Lagrange-Dehnungen
£ ext v§ rechte Seite Kr Av K
-0,5 0 —0,5 1 -0,5
-0,5 —0,11805556 0,54166667 | —0,21794872
—0,71794872 | —0,01921719 0,36795968 | —0,05222635 1,25764431
—0,77017506 | —0,0010295 0,32868654 | —0,00313217 1,61221173
—0,77330724 | —3,6442E-06 0,32636011 | —1,1166E-05 1,92832425
—0,7733184 | —4,6273E-11 0,32635182 | —1,4179E-10 1,99764891
—0,55 —0,7733184 | —0,05 0,32635182 | —0,15320889
—0,92652729 | —0,00851134 0,21654818 | —0,03930462
—0,96583191 | —0,0005305 0,18963997 | —0,00279738 1,56743928
—0,96862929 | —2,6518E-06 0,18774449 | —1,4124E-05 1,90915951
—0,96864341 | —6,7543E-11 0,18773493 | —3,5978E-10 1,9963818
—0,57 —0,96864341 | —0,02 0,18773493 | —0,10653319
—1,0751766 | —0,00377525 0,11749085 | —0,03213227
—1,10730887 | —0,00032938 0,09704662 | —0,00339405 1,46287675
—1,11070293 | —3,6317E-06 0,09490724 | —3,8265E-05 1,84809966
—1,11074119 | —4,6106E-10 0,09488314 | —4,8593E-09 1,99037628
—-0,58 —1,1107412 | —0,01 0,09488314 | —0,1053928
—1,216134 —0,0034325 0,03036298 | —0,11304878
—1,32918278 | —0,00371938 —0,03472831 @ 0,10709932 | —0,0750662
—1,22208346 | —0,00326237 0,0268312 | —0,12158855 | —1,63332064
—1,34367201 | —0,00428086 @ —0,04276293 0,10010671 | —2,0724101
—1,2435653 | —0,00282218 0,01417714 | —0,19906513 | —1,53347465

Bei Laststufe —0,58 ist die maximal aufnehmbare Last dieses Systems iiberschritten
(Durchschlagproblem, s. Kap. 3). Dies ist erkennbar an der horizontalen Tangente des
Kraft-Verschiebungs-Diagramms bzw. der Tatsache, dass der Wert von Kt um 0 oszilliert
und auch negativ wird. Gleichgewicht ist nicht mehr méglich, entsprechend springen die
Losungen hin- und her, ohne der Konvergenz niher zu kommen.

2.3.6 Kontinuumsmechanische Symbolschreibweise
Die symbolische Schreibweise der Kontinuumsmechanik ist nicht wesentlicher Gegen-

stand dieses Buches. Niheres kann man z. B. bei Parisch [15] und Wriggers [29] nach-
lesen. Sie sei hier nur angerissen.
F = 8x,~
B 8x0j

Der Deformationsgradient
enthilt die Ableitung der Koordinaten des verformten Systems x; nach den Ausgangsko-
ordinaten xo;. Bei der polaren Zerlegung wird der Deformationsgradient multiplikativ in

(2.106)



2.3 GroB3e Drehungen (Rotationen) I: Dehnungsmal 1

eine Rotation R und eine
Streckung U  aufgespalten:

F =RU (2.107)
Die Rotation besitzt die Orthogonalititseigenschaft, d. h.
RIT=R!'=R'R=1 (2.108)

Bei einer gleichméBigen Verformung iiber die Linge in einem eindimensionalen Element
wie in Abschn. 2.3.2.2 gibt es nur eine Komponente des (sogenannten Rechts-)Streckten-
sors U:

Uy = li (2.109)
0

Die Beriicksichtigung von (2.58) bis (2.60) fiihrt auf

112—12 112 12 1 (11 1
OL = _ O = (- L)==(———1)=-UU,-1 2.110
AT 2(13 zg) 2(1010 ) ; ntn=h @110

Im Zwei- und Dreidimensionalen erhidlt man dieses Dehnungsmal als

1
el = 3 (U'u-1) (2.111)
Unter Verwendung von (2.108):
1 1
el = 3 (U'IU-1) = 3 U'R” RU —1 (2.112)
F" F
1
gl = 3 (F'F-1) (2.113)

Also entspricht der Ausdruck FTF dem Quadrat des Strecktensors, U?. Wie man oben
schon beispielhaft gesehen hat, sind die Green’schen Verzerrungen von den Starrkorper-
rotationen unabhingig, ohne dass diese explizit abgespalten werden miissen. Der Term

C=F'F (2.114)

hei3t rechter Cauchy-Green-Tensor.

In dieser Darstellung bilden die Komponenten des Dehnungstensors eine Matrix (Ten-
sornotation) statt eines Vektors (Voigt-Notation). Die verschiedenen Schreibweisen und
ihre Vor- und Nachteile werden in Abschn. 5.3 erortert.

Im Detail lauten die Hauptdiagonalterme (gleicher Index) des Deformationsgradienten:

R, = 2% _ 0o tw) o 0w

= 2.115
3)&?0,‘ 3)&?0,‘ 8)(0,' ( )
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wihrend die Nebendiagonalterme (ungleicher Index) sich auf

ax; ad (XOi + Mi) ou; . .
Fo= N _ i 2.116
T o) dxo; doxo; 7 ( )

reduzieren. Im Folgenden wird der Index 0 weggelassen, weil nur noch Verschiebungen
und Anfangskoordinaten vorkommen, zusammen:

- ou ou ou du Jdu Ju
ax dy az dx dy 0z
av v av v dv  Jv
F = — 1+ — — =1 — = = 2.117
dx + ay 0z + dx dy 0z ( )
ow ow - Jw Jw Jw Jw
IS ay 0z | | dx dy dz |
H
H heil3t Verschiebungsgradient. Damit kann die Dehnung geschrieben werden als
1 1
e = 3 [(I+H")X+H) 1] = 3 [I+H +H+HH-I] (2.118)
1
el = 5 [H" + H+ H H| (2.119)

Zur Bestimmung der B-Matrix, die fiir die inneren Krifte f int ynd K, als Bestandteil der
Tangentenmatrix bendtigt wird und deren Ableitung Teil der Anfangsspannungsmatrix K,
ist, gehen wir zur Indexschreibweise liber (Regeln in Abschn. 1.1):

1
e = = (Fi Fj — &) .i. j.k = 1...3 (Anzahl der rdumlichen Dimensionen)

ij E
(2.120)
Daraus ergibt sich die B-Matrix als
et 1 /oF,. OF, :
B, =40 — _(Zkp g Tk 2.121
"= Ba, 2 (aﬁ,, bt kg, 12D

wobei der Index # iiber alle Freiheitsgrade des Elementes lduft. Der Deformationsgradient
kann als

au,-
F,'j =8,'j + M (2.122)

ausgedriickt werden. An dieser Stelle muss unterschieden werden zwischen u; als einer
Verschiebungsrichtung als Funktion iiber das Element und i, als einem Freiheitsgrad der
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Elementknoten. Die Beziehung dazwischen lautet in 2d:

]

(2.123)

N N, Ny - 0 0 0 ---
0 0 0O -+ Ny Ny, N3

solange die Reihenfolge im Knotenverschiebungsvektor ist

1. alle Freiheitsgrade in derselben Richtung,
2. alle Richtungen.

Diese Reihenfolge ist fiir die Programmierung ungewdhnlich (iiblich ist erstens alle Frei-
heitsgrade am Knoten, zweitens alle Knoten), aber gut fiir die Matrixdarstellung. In In-
dexschreibweise lautet (2.123):

U = Nkmﬁm (2.124)

wobei m iiber alle Freiheitsgrade am Element lauft, einschl. der Nullen in Ng,,. Die Ab-
leitung des Deformationsgradienten nach den Freiheitsgraden wird dann zu
8Fki . d 8uk . 0 aNk,,, N aNk,,, 8Nk,,

= 2 Tk _ = S = 2.125
3fln 8ﬁn 3)&?0,‘ 3fln 8)(0,' 8)(0,' 3)&?0,‘ ( )

n lduft auch iiber alle Freiheitsgrade. Die Ableitung von 1, nach #, ist eins fiir m = n
und sonst null, was durch das Kronecker-Delta ausgedriickt wird. Die Summe iiber m hat
damit nur Beitrdge, wenn m = n ist. Durch Austauschen des Index’ i durch j erhilt man
die andere Ableitung als

0Fi; _ ONka
= 2.126
o, oy, (2.126)
damit . N
kn kn
Bijn = 3 Fij + F 2.127
ijn z(axm +kzaoj) ( )
Fiir die inneren Krifte wird
1 (ON, Ny
Bijnoij = > : ijgt] Fii : . 0ij (2.128)
2\ dxp dx0;

benotigt und fiir K,
Ky, = [k;,’de (2.129)
")
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wobei m liber alle Freiheitsgrade lduft und

0By 1 (ONg, ON, Nk ON,
o = g = = ﬂﬂgﬁ IVkm O Vkn ’ (2.130)
Bum 2 8)(0,' 8X0j 8)(0,' 3ij
ergibt. Fiir den symmetrischen Spannungstensor (o;; = o;;) resultiert daraus
1 (ONg, ON ONgm ON,
o = |y, T T (2.131)
2\ dxor dxg; dxo; 0xo;

Nun hat im zweiten Term die Ableitung von Ny, den zweiten Index von o als Summa-
tionsindex und die die Ableitung von Nj, den ersten — genau wie der erste Term. Daher
sind beide Summanden gleich, folglich

. ONg, N

- SNk 2.132
nm 3)&?0,‘ 0] aij ( )

wobei von der Tatsache Gebrauch gemacht wurde, dass in der Indexschreibweise nur
Skalare als Reprisentanten der Tensoren vorkommen, sodass man die Reihenfolge &dn-
dern kann. Diese Darstellung ldsst erkennen, dass eine symmetrische Matrix K, entsteht
und wie die Terme fiir Routinen zur Matrizenmultiplikation vorbereitet werden konnen.
(2.132) schliefit drei Summen ein, ndamlich iiber &, i und j, jeweils iiber die Koordinaten-
bzw. Verschiebungsrichtungen, wihrend n und m die verbleibende Matrix aufspannen. Die
Summe {iiber k ergibt in 2d:

_ 8]vln a]vlm 8]v2n BNZm

o
knm -

. i 2.133
8)(0,' J 3ij 3)&?0,‘ % 8X0j ( )

Nun kehren wir zuriick zur Matrizenschreibweise. Mit
Nz[N1 N, N ] und ﬁfz[a” By fiis ] (2.134)

wobei [ iiber die Richtungen lduft, kann (2.123) als

BEtD O
u, 0 N u
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geschrieben werden und der Integrand der Anfangsspannungsmatrix als

NN 2
k01= [kgm] = axm 8x02 |: on 012 :| axl:}l
0 0 021 022 e 0
3)&?02
ON
0 0 0 —
o1 o1 dx01
+ | ONT ONT [ } IN (2.136)
—_— — 021 022 0
dxo1  0x02 F
[ 8NT 3NT 011 O12 ]
L v v
) Xo1 X02 021 022
;’_N 0
Xo1
dv
N
K = 0x02

f[ﬁ ﬁ”:an 012:|
V) Oxor  0xp2 021 022
0 N
0xo1
oN
i x02

dv

(2.137)

In der Tat treten dieselben Terme so oft auf, wie Richtungen (Dimensionen) betrachtet
werden. Sie konnen einmal berechnet und dann entsprechend der Reihenfolge im Vektor
der Knotenfreiheitsgrade verteilt werden.

Fiir das Stabelement wird nur eine Koordinate, aber werden zwei Verschiebungsrich-
tungen je Knoten beriicksichtigt. Damit existiert nur

N _1 [ 11 ] (2.138)
aIx L '
Folglich muss
BNT ON 1 —1 O'11A0 1 -1
SO —Aodx = - —1 1 |ondoly =
/3x01 113)601 0 l§|: 1][ ] tioto Iy -1 1
O]
(2.139)

berechnet und zweimal verteilt werden, um K, wie in (2.91) zu erhalten.
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|| u,: Starrkdrper-
verschiebung

tarrkérperdrehung

Abb. 2.15 Zur Erlduterung der mitdrehenden Formulierung

2.4 GroBe Rotationen Il: mitdrehende Formulierung
(Co-rotational formulation)

2.41 Grundidee

Wenn ein Element insgesamt grof3e Rotationen erfahrt, im Element selbst aber nur klei-
ne gegenseitige Verdrehungen auftreten, was bei hinreichend feinem Netz vorausgesetzt
werden kann, ist der nachfolgend dargestellte Weg eine Alternative. Wieder dient das Sta-
belement als Beispiel.

Ein Knotenverschiebungszustand u ruft

e cine Starrkorperverschiebung,
e cine Starrkorperverdrehung und
e cinen Verschiebungszustand ug , der zu einer Verformung fiihrt,

hervor. Nur Letzterer erzeugt Dehnungen.
Die Knotenkoordinaten des deformierten Systems, x, konnen aus denen des unverform-
ten Systems, Xo, durch Addition der Verschiebungen berechnet werden:

X=xp+u (2.140)
Umgekehrt stellen die Verschiebungen die Koordinatendifferenz
u=Xx-—Xp (2.141)

dar. Wie in Abb. 2.15 zu sehen, erhilt man deformatorische Verschiebungen, wenn man
die Differenz der Koordinaten bestimmt, die man jeweils in ein System transformiert, das
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dem Element anhaftet und mit diesem rotiert, d. h. das den Starrkérperbewegungen folgt:
uger = T (x — x¢) — To (X0 — Xeo) (2.142)

Darin bedeuten x, und X, den Ursprung des Elementkoordinatensystems im unverform-
ten bzw. im verformten System, angegeben in globalen Koordinaten. Dies gilt fiir jeden
Knoten:

ger = T (X — Xe) — T (X10 — Xe0) (2.143)
Wger = T (X2 — X¢) — T (X209 — Xep) (2.144)

Weil Dehnungen nur aus Differenzen der Knotenverschiebungen berechnet werden, im
Falle des Stabes also .

£€=7 (Wader — Wider) (2.145)
hat die Starrkorperverschiebung keinen Einfluss, weil sie fiir alle Knoten gleich ist. Man
erhilt ndmlich:

Wger — Wigef = T (X2 — Xe) — To (X20 — Xe0) — [T (x1 — Xe) — T (X10 — Xe0)]
= TX2 — TXe — TOX20 + T()Xeo - TXl + TXe + T()Xl() - T()Xe() (2146)
Wder — Wiger = TXo — ToXop — [Tx; — Tox] (2.147)

Damit ist die Position des Ursprungs des mitbewegten Koordinatensystems eliminiert, nur
die Orientierung ist noch von Bedeutung. Somit geniigt es, eine Transformation in ein
Koordinatensystem vorzunehmen, das parallel zur Elementorientierung liegt, sodass statt
(2.142) neu definiert wird:

Ugef. = Tx — T()Xo (2148)

Fiir das Stabelement aus Abb. 2.16, bei dem nur eine Lingsdehnung (in x-Richtung im
mitbewegten Koordinatensystem) auftritt, lauten die Transformationsgleichungen:

g

X1
X1 ‘ cosa sino 0 0 Vi
|: X2 ] - |: 0 0 cosa sino :| X2
2

x¢ = Tx?® (2.149)

wobei zu beachten ist, dass der Winkel « jetzt fiir das verformte System zu bestimmen ist.
Die Orientierung des Stabelementes in der Ebene kann fiir den verformten Zustand

durch
Ax =xy +us—xjo—ur, Ay =yx+v2—yio—v (2.150)
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Abb. 2.16 Geometrische Be- @
ziehungen beim Stabelement YE, vE

Ay

X8, us

beschrieben werden. Damit ergibt sich die Linge zu

[ = /Ax2+ Ay? (2.151)

und die trigonometrischen Funktionen kénnen durch

Ax Ay (@

T sin I ) (2.152)

cosax =

ausgedriickt werden.
Im unverformten Zustand hingen die trigonometrischen Funktionen nur von den Aus-
gangskoordinaten ab, hier:

Xo9 — X —

cosay = (x20 10)7 sin g = (y20 = ¥10) 2.153)
ly ly

Im deformierten Zustand jedoch haben auch die Verschiebungen Einfluss auf die Trans-
formation, was sich bei der deformatorischen Verschiebung in

Ugef = T (ll) (Xo + ll) — T()X() (2154)

niederschligt.

2.4.2 Dehnung, innere Krafte, Tangentensteifigkeitsmatrix

Bei der mitgehenden Formulierung bleibt das lineare Dehnungsmal} geeignet, aber im
mitgedrehten Koordinatensystem. Wie grof3e Dehnungen hier eingefiigt werden, wird in
Abschn. 2.5.4 gezeigt. Mit den Formelzeichen der FE-Formulierung lauten die Dehnungen
nun:

€ = Biinger = Byin [T (0) (X0 + u) — Toxo] (2.155)

Dadurch wird die Beziehung zwischen Dehnung und Knotenverschiebungen nichtlinear.
Diese Gleichung kann auf ein-, zwei- und dreidimensionale Elemente angewandt werden.
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Die allgemeine B-Matrix erhilt man wieder als Ableitung der Dehnungen nach den
(globalen) Knotenverschiebungen:

d 0
= a_s = — (Byjn [T (w) (xo + u) — Toxo])
u Ju
= Blin[g_I (xo+u)+T (ll):| (2.156)

Es soll betont werden, dass die B-Matrix sich nur um einen von der Transformation
abhingigen Term von der linearen B-Matrix unterscheidet, die die spezielle Elementfor-
mulierung enthélt. So lauten die inneren Krifte:

fine = [BTch = /T*TBl{nadV (2.157)
") V)

Die Transformationsmatrix T* ist fiir das ganze Element konstant, x und u darin sind

Knotenwerte und somit unabhéngig vom Integranden, sodass diese Terme vor das Integral

gezogen werden konnen:

fine = T / Bl odV (2.158)

")
~————
f@lem
nt
Das Integral entspricht formal den inneren Kriften aus dem Linearen, wobei aber die
Spannungen iiber (2.155) und das Werkstoffgesetz nichtlinear berechnet werden. Ubergibt
man an die Elementroutine die deformatorischen Verschiebungen anstelle der gesamten,

braucht fiir diesen Anteil nichts mehr gedndert werden. Setzt man nun fiir ¢ ein:

£, =TT / B[ EBj,ug.td V (2.159)
) (]

verbleibt mit uger wieder ein vom Integranden unabhéngiger Term, der hinter das Integral
gezogen werden kann:

£ =T / B! EByji,d Vug (2.160)

W)
———

Die inneren Krifte auf Elementebene ergeben sich also als die nicht rotierte gewohnli-
che Elementsteifigkeitsmatrix (aus dem Linearen) multipliziert mit den deformatorischen
Verschiebungen.

Die Bezeichnung 1, in den folgenden Termen betont, dass es sich um die Knoten-
verschiebungen im globalen Koordinatensystem handelt, wihrend der Kopfzeiger ¢°™
aussagt, dass das Elementkoordinatensystem den Bezug darstellt und diese Terme wie
im Linearen berechnet werden.
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Als Bestandteil der Tangentensteifigkeitsmatrix K ergibt sich gemif (2.83)

K, = [ B'EBJdV = / T*"B! EBy;, T*dV (2.161)
) )

und bei fiir das ganze Element konstanter Transformation

K, =T / B! EBy,dVT* (2.162)

W)
———

Kiin
Auch hier werden nur die aus dem Linearen bekannte Elementsteifigkeitsmatrix und an-
sonsten von der Transformation abhidngige Terme benétigt. Zweiter Bestandteil von Krp
ist die Anfangsspannungsmatrix:

oB” aT*" aT*"
K, = | ge-0dV = %, Bl odV = - [Bhnodv (2.163)
o ) £
— —
felem

nt

Auch K, besteht neben den schon besprochenen inneren Kréften auf Elementebene nur
aus von der Transformation abhingigen Termen, sodass also die grofien Rotationen von
auBen um vorhandene lineare Elemente hinzugefiigt werden konnen.

Um die Struktur der Ableitung von

T T
7= [ ) )| =[G )| 417w e
ot ot

zu verstehen, muss man sich vor Augen halten, dass

e T(xp + u) eine Spaltenmatrix darstellt,

e cine erste Ableitung nach dem Vektor der globalen Freiheitsgrade @i, gebildet wurde,
wobei die jeweiligen Ableitungen nach den einzelnen Freiheitsgraden Zeilen bilden,

e eine Transposition vorgenommen wurde, sodass die Ableitungen nach @, nun die Spal-
ten bilden,

e cine weitere Ableitung nach 11, vorgenommen wird und diese Ableitungen wieder die
Zeilen bilden.

Damit lautet K,;, wobei die Bedeutung der Schreibweise in Abschn. 1.5 beschrieben ist:

oT*T ad aT
felem _ felem TTfelem
3llg int 8ﬁg [8ug (XO + llg):| nt + nt
a \ror T em r
= 3%, [aug (xo + ug)} £ 7a, (2.165)
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Um die entstehende Struktur besser zu erkennen, wird der Term in der geschweiften Klam-
mer transponiert und riicktransponiert:

a7 3 r [ 0T N R KA
felem — %ffgfm [ (x0+ug)}} + —f

o, mnt ot o, o, mnt
J oT arN’  arT
= Jpeem® | 7 20 0,) + —— felem 2.166
{ int [3ﬁg 8ﬁg (XO + llg) + 3ﬁg:|} + 8ﬁg int ( )

Nach Ausfiihrung der Ableitungen und der Riicktransposition erhilt man:

oT*T r 02TT aT” L
ff:lem — K(T — ~ ff:lem f;lem ff:lem 2.167
da, ™ (x0 + ) 90l da, ™ +[aﬁg | T e @IOD

wobei der zweite Summand die Transponierte des dritten ist.

Die Ausdriicke, die zur B-Matrix, den inneren Kriften und der Tangentenmatrix fiih-
ren, enthalten Ableitungen der Transformationsmatrix nach einem Vektor. Das fiihrt auf
eine dreidimensionale Matrix (Hypermatrix), die zweite Ableitung sogar auf eine vier-
dimensionale. Dann ist die gewohnliche Matrizenschreibweise nicht ausreichend, um zu
beschreiben, wie die Summationen ausgefiihrt werden miissen. Ein Weg, das Problem zu
tiberwinden, ist, zuerst die Multiplikationen mit den Vektoren im gegebenen Kontext aus-
zufiihren, was die Dimension um eins reduziert, und dann die Ableitungen von T innerhalb
dieser Produkte zu bilden. So ergibt der Term

(xo + tig) " TTgLlem (2.168)
nach Ausfiihrung der Matrizenprodukte einen Skalar und eine (zweidimensionale) Ma-
trix nach Bildung der beiden Ableitungen von T”. Das wird nachfolgend im Detail am
Beispiel des Stabelementes gezeigt.

Ein alternativer Weg ist es, die Indexschreibweise unter Einschluss der Summenkon-
vention (Regeln in Abschn. 1.1) zu verwenden. Die Dehnungen, angeordnet in einer
Spaltenmatrix (Voigt-Notation, daher nur ein Index) lauten dann:

b = B [Ty (<8, + 1) — Topent] 2169)
wobei j lber die Freiheitsgrade in Elementkoordinaten und

k iber die Freiheitsgrade in globalen Koordinaten lduft.
Die vollstindige B-Matrix kann dann ausgedriickt werden als

dei | 9T 3 (xg, + uf)
B, = — =Bn| = (x* 4 %)y T,, — % K 2.170
il aulg ij |: aulg ( 0k k) Jk aulg ( )

wobei [ iiber die Freiheitsgrade in globalen Koordinaten lauft.
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Die Ableitungen einer Verschiebungskomponente nach einer Verschiebungskompo-
nente ist 1, wenn sie den gleichen Index tragen, sonst 0, was durch das Kronecker-Delta
38y beschrieben wird. Damit liefert das letzte Produkt nur einen Beitrag, wenn k = [ ist:

- [0T - [0T
B = Bl | G (ke + ) + b | = B [T o+ + 7| @
I !
Fiir die Multiplikation mit B” muss der erste Index fiir die Summation benutzt werden,
fiir K,;:
K, = [Bi,Eiijde (2.172)
W)
fiir die inneren Krifte:
i = /BiloidV (2.173)
")
Fiir die Anfangsspannungsmatrix wird der folgende Term benétigt (man beriicksichtige,
dass in der Indexschreibweise nur Skalare behandelt werden, sodass ihre Reihenfolge in
Produkten, jedoch nicht ihre Indizes geéndert werden konnen):

0B i PTie | . o | 0T d(xg, +uf) Ty I
—0; = X0, +uy)+ + — | B;"o; 2.174
Gl dufouy, (¥ +140) ouf Gl oup | Y ( )
0B;/ [ T, 4 oy, 0Tk Tt ] i
o, = x5 +ub) + —L-8i + —L | B, 2.175
dus, | Oufduy, (xoy + 245 duf k au%’n} 4 ¢ )
o [ aszk g g aij le lin
Klm = _aulgaugn (XOk + Mk) + aulg + %} /Bl/ UldV (2176)
)
sﬁ,_.a
fjmt,elem

Es werden Summen {iber i, j und k gebildet, wihrend / und m die resultierende Matrix
aufspannen.

o int,elem aszk aT]m int,elem le
Kim = |:f’ dufous, ouf i 8u,gn} @177
Der erste Summand ergibt einen Skalar, bevor die beiden Ableitungen gebildet werden,
der zweite und dritte zunéchst einen Vektor, alle drei Terme nach Ausfiihrung der Ablei-
tungen aber Matrizen, wobei im zweiten und dritten Term nur die verbleibenden Indizes /
und m vertauscht sind, d. h. der zweite bildet beim Aufbau der Matrizen die Transponierte
des ersten.

(xgk +M§) + fjinl,elem

2.4.3 Bestimmung des Elementkoordinatensystems

Im Zweidimensionalen kann die Orientierung eines Elementes bereits durch den Ab-
standsvektor zweier Knoten in ihrer aktuellen Lage, d.h. unter Einschluss der Verschie-
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bungen, bestimmt werden, wie im Beispiel unten zu sehen. Im Dreidimensionalen benotigt
man drei Orientierungsvektoren, z. B.

den Abstandsvektor A von zwei Knoten,

den Abstandsvektor A; vom ersten zu einem dritten Knoten,

das Vektorprodukt A3 = A x AJ,

das Vektorprodukt A, = A3 x A, damit eine rechtwinklige Basis entsteht.

Die aus den A; bestimmten Einheitsvektoren K,- ergeben die Transformationsmatrix

T, = [ A, A, A, ]T (2.178)

die fiir jeden Knoten angewendet wird. Fiir n Knoten taucht T » mal in T auf, bei Biege-
trigern auch 2n mal, nimlich jeweils fiir Verschiebungen und Verdrehungen.

Gemil dem isoparametrischen Konzept, wonach jeder Einheitskoordinate {&,7,{}
durch die Ansatzfunktionen wahre Koordinaten {x, y,z} zugeordnet sind, kann auch
gewihlt werden:

dx dJdy 0z dx dy 0z
= YAo Ao ae un — Yq @A A
L log g 08 > Lon’ an’ an
Das sind Tangenten an die Einheitskoordinatenlinien.
Fiir das gerade Stabelement aus Abb. 2.16 sind beide Wege deckungsgleich:

dx_d_N X _l X1 _l _ _ﬁ_
d_E_dE[xz:|_l[_1 1][x2]_l(x2 x) = =~ =cosa (2.180)

dy _ Ay
dE 1

*

(2.179)

= sina (2.181)

sodass man .
Ar=3 ={cose sina | (2.182)

erhilt. Dies ist bereits ein Einheitsvektor. Der dazu orthogonale Vektor ldsst sich z. B. aus
der Bedingung, dass das Skalarprodukt O sein muss, konstruieren:

A, = { “sina cosa } (2.183)

Bendétigt wird aber nur die x-Komponente, also A
Eine andere Technik basiert auf der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten F
(s. Abschn. 2.3.6):
F'F = U'R"RU = U? (2.184)

Dann ist {

U= (F'F) 2 (2.185)
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was z.B. nach dem Theorem von Cayley-Hamilton berechnet werden kann. Damit kann
die Rotationsmatrix als

1
R=RUU" =FU"' =F (F'F) 2 (2.186)

berechnet werden. R wird als Transformationsmatrix T; verwendet.

Sowohl diese Rotationsmatrix als auch die Tangenten an die Einheitskoordinaten kon-
nen an jedem Integrationspunkt bestimmt werden, sodass Biegung oder gekriimmte Ele-
mente beriicksichtigt werden konnen. Deshalb weist diese Methode eine hohere Genauig-
keit auf und ist fiir Elemente von hoherem Ansatzgrad geeignet.

2.4.4 Beispiel Stabelement

Fiir das Stabelement gilt d V' = Apdx. Im Falle linearer Ansatzfunktionen sind alle Terme
im Integranden unabhiingig von x. Darum erhélt man:

foem = Bl o Agly (2.187)

i = T ST (2.188)
_nT l aT*T felem __mqxTpT . * I aT*T felem

Kr = B'BEAl, + s T = T*" Bl By, T*EAoly + T (2.189)

Ferner hat die Spannung nur eine Komponente, die mit den Knotenverschiebungen iiber
o = EBlin [T (X() + ﬁg) - T()Xo] (2190)

verkniipft ist. Die B-Matrix auf Elementebene ist
1
Bin = [ -1 1 ] (2.191)
lo

worin /[y die Ausgangslinge ist, von der keine Ableitung gebildet werden muss.
Mit den Abkiirzungen
c:=cosa

§:=sin« (2.192)
lautet die Transformationsmatrix:

T=|:C s 0 0] (2.193)
0 0 ¢ s
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Zusammen bedeutet das:

X10 + Uy
E
g=_[_1 1] ¢ s 001 yotw (2.194)
ly 0 0 ¢ s X0 + U
Y20 + V2
_ | X0
| c s 0 0 Y10
0 0 Co So X20
Y20
X10 + Uy ]
E +v
o=2|[ - = s ]| 0T (2.195)
lo X0 + Up
Y20 + V2 |
X10
[ ] Y10
- —Cp —So Co So
X20
Y20 |
Weiterhin folgt aus (2.191):
1] —
Bi,0 = — [ ’ ] (2.196)
| o
und damit:
1| — —cA
e = — | 77 Alg=| O (2.197)
lO o O'A()

Einige Terme enthalten Ableitungen der Transformationsmatrix nach den Knotenverschie-
bungen. Diese ergiiben Hypermatrizen, die sich auf dem zweidimensionalen Papier nicht
darstellen lassen. Deshalb ist zu empfehlen, entweder die Indexschreibweise zu benutzen
oder die Ableitungen mit dem nachfolgenden oder ggf. vorausgehenden Vektor zu multi-
plizieren, also

X10 + Uy
oT d|l c s 00 4+ v
i (XO +u) — Y10 1
Ju jul 0 0 ¢ s Xo0 + Us
Yoo + V2

dc ds
a (x10 + up) + o V1o +v1)
= alcl alsl (2.198)
— (x20 + uz) + = (y20 + v2)
Ju Ju
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oT
— (X0 +u)
Ju

dc as
— (x10 +u1) + — (V1o + v1)
ouy ou;

dc

as
= (x20 +u2) + —— (y20 + v2)
3u1 8u1

Damit wird in (2.156)

R

T =

dc as
e o (xtuz) + — (Yoo +v2) + s
81)2 81)2

dc as
— (xj0 +up) + — (Yo + v1)
8v2 8v2

dc as
— (x10 +up) + — (V1o +v1)
8v2 8v2

dc as
= (x20 +uz) + —— (y20 + v2)
81)2 81)2
(2.199)

(2.200)

Mit den Gleichungen fiir die Winkelfunktionen (2.152) lauten die darin vorkommenden

Terme:
IA IA
Sh=[r o o] =0 <10 1] (2.201)
a 1 0Ax dAy
W 2/avi Ay (ZAX u TN au)
=%(A 38A_x A aa%) (2.202)
a1
%27[—Ax ~Ay Ax Ay]Z[—c -5 ¢ s] (2.203)
dcosa 1 [0Ax al
o :z—z(w"“%)
1 1
:1_2([ 10 1 O]I—ij[—Ax Ay Ax Ay D (2.204)
9 1 1
=210 1 0 -gax] —ax Ay ax Ay | (2.205)
9 1
Ca(::O‘:T([—l 01 0]—6[—c s ¢ s])
1
=7[—1+c2 es 1—¢? —cs] (2.206)
3 si 1 1
?2()‘:7[0 10 1]—1—3Ay[ Ax —Ay Ax Ay]
1
=7[cs —1+s> —cs 1—s2] (2.207)
Des Weiteren ist
B=B,T" = -1 1]T (2.208)
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Definiert man fiir
T —- I t tiz tu (2.209)
by In b3 Ilu
wird 1
B= % [ —t11 + 121 —lig + 1 :| (2.210)
und die inneren Krifte ergeben sich zu
(=t11 + 11)0A
— A
£, =Blodl, = | (2t mo 2211
(—t13 + 13)0A
(—tis + 1) 0A
Die Ableitung von T*” (2.200) wird mit f¢°™ multipliziert:
aT*7 r P17 aTT T
K. = _ felem = (x ﬁ _ f@lem felem felem 2212
o 8ug int ( 0 + g) aué int + aug int + 8ug int ( )
Der erste Term ergibt:
82
=0
062
02s 0
AT 21T 1 a2 —0A
p— B
(XO + llg) 8'\2 int o e oA
——_ 0 |
0 9%s
8ﬁ§
9%c
—(x10 +uy) B—ﬁéoA
0%c ¢ 9%s
(x104+u ) (20 + uz) — (Y10 +v1) 5504
X0+ Uy X0 + Uz ] é é Bué
+v +v 9%s 9%s 9%c
PO 0TR L g 4 ) sz - TOnFv)ams |4 (v +ua) o504
ug aug aug
92s
+ (y20 + v2) WOA
u,
Mit (2.150) lasst sich das Ergebnis zu
T 82 T clem ZC azs
(x0 + 1) 7 ——fm — Ax P + Ay (2.213)

g
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zusammenfassen. Darin ist z. B.:

0% 9%c d%c %c 7]
w?  duyvy uqur  dugv,
9%c
9%c 02
—- = 1 2214
Ja? d%c ( )
ou3
symm O
|y g3
darin wiederum z. B.:
0?cosar 3 0l 1 0Ax 1 Ay
—— == — AxAy - - — - —=Ax — 2.215
T L e N A G R I (2:215)
—— —_— ——
Ay/l 0 1
9% cosa 3 , 1 1 )
a—v% = I—SAxAy - l—3Ax =3 (3¢s* —¢) (2.216)
und auf die gleiche Weise:
0 si 1 al 3 al 1 0A 1 0A
e — A e Ty e (2.217)
a3 120v, 14 0v, 13 9v, 1377 v,
9% sina 3 3.0, 1 ;
T = —1—3Ay + Z—SAy =3 (=35 + 357) (2.218)
Der dritte Term der Anfangsspannungsmatrix (2.212) ergibt:
- 9¢
o,
c 0 as
8TT elem _ ad s 0 —UA() _ aﬁg UA()
da, M da, | 0 ¢ oAy dc
0 s d,
ds
| 0,

seine Transponierte den zweiten Term. Die gesamte tangentiale Steifigkeitsmatrix lautet

dann:
92 92
Kt = BTBEA()lo + AXTCUAO + Ay TSUAO
dag dug r dc ]
o,
as
ac as dc ds y _8_ﬁg 4 7219
+ 8ugT BugT BugT 8ugT odo + ac oo (2:219)
o,
as
L 0a,
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2.4.5 Numerisches Beispiel Zweibock

Fiir den Zweibock aus Abb. 2.13 sind die Koordinaten und Randbedingungen

X10=0 yio=0 x=4 yyp=3 (2.220)
ur =0 vy=0 u, =0

Dadurch ist v, der einzige Freiheitsgrad und nur Ableitungen nach v, miissen beriicksich-

tigt werden. Auch das Gleichgewicht ist nur am Knoten 2 in y-Richtung von Interesse.

Das heif3t: F

fext:_zu:v2
Ax =4, Ay=3+4+11,

4
Ayo=3, lhy=5, cosay= 3 sinay = —

[ =4+ (3 + )

4 . 34 v,
coso = —, sinog = ———
[ /
E E
0:§(4c+(3+v2)s—4c0—3s0):§(4c+(3+v2)s—5)
al 1
-0
0, l( + v2)
9 4 3y 11 )
—avzcosa=—l—3(3+v2), _avz sma=7—l—3(3+v2)
- thh - fi3 ; 0
= c
R < 4+—(3+v2)+s
avz
B—lt
= 5

fine = 14040

2
1 1,
K, = glz4 FAp-5 = §l24EA0

9? 1
Wcosa:( (3+v2)——)~4
2
% . 3
8_1)§Slna= —l—3+—(3+v2) 3+ v2)
32 9%s s
K, GA() + 3+ Uz) CTA() + Z—UA()
81)2 dv3 vy
d%c 2s 8s
( 90 2+(3+U2) av )O’Ao
Kr =K, + K(7

Damit fiihrt der folgende Algorithmus zur Losung:
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Alg.2.2
o Gegeben: f o
o setze i = 1,0 = Uonvergiert als letztem Lastschritt bzw. Gy = 0
1) berechne £, (11;)
2) lose Al = K (Fexi — find)
3) berechne 0; {1 = 0; + Aw;
e wenn konvergiert:
— neues foy, i = 1
e weiter mit 1)

Der Iterationsfortschritt wird in Tab. 2.2 gezeigt und in Abb. 2.17 grafisch dargestellt.
Der Konvergenzexponent k (1.45) nihert sich dem Wert 2 in der Umgebung der Losung,
wie es fiir das Newton-Raphson-Verfahren typisch ist (quadratische Konvergenz). Dass er
danach teilweise wieder abnimmit, ist der Tatsache geschuldet, dass die Prozessorgenau-
igkeit erreicht wird. In der Praxis wird die Iteration aber vorher abgebrochen.

Bei Laststufe —0,72 ist die maximal aufnehmbare Last tiberschritten, also kein Gleich-
gewicht mehr moglich, sodass keine Konvergenz eintritt. Man erkennt das auch daran,
dass Kt Werte um 0 annimmt und zeitweise negativ wird.

- -0,8

- -0,7

Iteration

Kraft

dulere Last
innere Kraft

-1 -1,5 -2

Verschiebung

Abb. 2.17 Tterationsverlauf im Newton-Raphson-Verfahren fiir die mitdrehende Formulierung
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Tab. 2.2 Newton-Raphson-Iteration fiir den Zweibock in der mitdrehenden Formulierung

dulere Last V2,-V21 V2 Kr rechte Seite K
-0,5 0 0 1,0000008 | —0,5
—0,4999996 | —0,4999996 0,66042952 | —0,08334799
—0,6262023 | —0,6262023 0,56949548 | —0,00572057 1,4953006
—0,63624727 | —0,63624727 0,56218932 | —3,6687E-05 1,88483506
—0,63631253 | —0,63631253 0,56214182 | —1,5497E-09 1,99471873
—0,63631254 | —0,63631254 0,56214182 | —1,0547E-15 1,40986474
—0,6 0 —0,63631254 0,56214182 | —0,1
—0,17789105 | —0,81420359 0,43143732 | —0,01159205
—0,20475949 | —0,84107203 0,41152375 | —0,00026745 1,74914856
—0,20540939 | —0,84172192 0,41104167 | —1,5665E-07 1,97462355
—0,20540977 | —0,8417223 0,41104139 | —5,2958E-14 2,00197669
—0,20540977 | —0,8417223 0,41104139 2,2204E-16 0,36740652
-0,7 0 —0,8417223 0,41104139 0,1
—0,2432845 | —1,08500681 0,22992876 | —0,02201854
—0,33904694 | —1,18076924 0,15882583 | —0,00340757 1,23300293
—0,36050169 | —1,202224 0,14295845 | —0,00017027 1,60588135
—0,36169271 | —1,20341502 0,14207845 | —5,2405E-07 1,93016356
-0,71 0 —1,20341502 0,14207845 | —0,01000052
—0,07038734 | —1,27380235 0,09025931 | —0,00182599
—0,09061782 | —1,29403284 0,07544379 | —0,00014993 1,46997863
—0,09260511 | —1,29602012 0,07399056 | —1,4441E-06 1,85728841
—0,09262462 | —1,29603964 0,07397629 | —1,3925E-10 1,99166208
—0,09262462 | —1,29603964 0,07397629 | —4,4409E-16 1,3686783
—0,72 0 —1,29603964 0,07397629 | —0,01
—0,13517844 | —1,43121809 —0,02379526 @ —0,0066341
0,14362066 | —1,15241898 0,17983348 | —0,02820801 | —3,52708527
—0,01323561 | —1,30927525 0,06430777 | —0,00908488 | —0,7827879
—0,15450753 | —1,45054718 —0,03757155 | —0,00722727 0,20189861
0,03785274 | —1,25818691 0,10172079 | —0,01332489 | —2,67441291

Mit der mitdrehenden Formulierung zeigt das System ein qualitativ dhnliches Verhal-
ten wie mit den Green’schen Verzerrungen. Allerdings lag da die kritische Laststufe bei
—0,58. Dieser Unterschied wird in Abschn. 2.6.3 aufgeklirt.

2.4.6 Richtungvon Spannungen und Dehnungen

Bei der mitdrehenden Formulierung werden Spannungen und Dehnungen im gedrehten
Elementkoordinatensystem berechnet. Das ist sehr niitzlich fiir Schalen und Balken, die
ausgezeichnete Richtungen (Stabachse bzw. Schalenmittelfliche) aufweisen, und auch
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SX=91304

SX=-93994
SX=55225

SX=-56126
SX=23089

SY=-1117
SY=-1219
SY=10.273
SY=-515.748
SY=-1426

SY=-4534

SX=-23098 SY=-1094

Abb. 2.18 Spannungskomponenten im gedrehten Koordinatensystem

$X=26091 SY=64096
SX= 36517 SY=-58696
SX=10764 SY=44470
SX=-18526 SY=-37815
SX=1305 SY=20358

SX=-8640 SY=-15552

Abb. 2.19 Spannungskomponenten im Ausgangskoordinatensystem

hilfreich fiir die Interpretation von Ergebnissen anderer Elementtypen, wie in Abb. 2.18
im Vergleich mit Abb. 2.19 erkennbar ist. Besonders in balken- oder schalendhnlichen
Systemen sind Dehnungs- und Spannungskomponenten, die auch nach groen Rotatio-
nen parallel zum Rand verlaufen, am aussagekriftigsten. Ein weiteres Beispiel, bei dem
mitdrehende Bezugsachsen vorteilhaft sind, sind Anisotropieachsen.

Dieses Beispiel ist biegedominiert. Man erwartet daher, dass die randparallelen Span-
nungen am grofiten sind, wie man auch fiir o, in Abb. 2.18 (gedrehtes Koordinatensystem)
erkennt. Hier sind die y-Spannungen aufler im Bereich der Lasteinleitung (roter Pfeil)
klein. In Abb. 2.19 (Ausgangskoordinatensystem, in dem sich die Green’schen Verzer-
rungen und deren zugeordnete Spannungen ergeben) erscheinen x- und y-Spannungen in
gleicher Groflenordnungen, weil die randparallelen Spannungen Komponenten in globaler
x-und y-Richtung besitzen.
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2.5 Grof3e Dehnungen
2.5.1 Eindimensionale Betrachtungen

Ingenieurdehnungen werden aus Lingendnderungen im Verhéltnis zu der Ausgangslinge
I berechnet. Dieses Mab ist jedoch nicht fiir jede in technischen Anwendungen vorkom-
mende GréBenordnung von Dehnungen geeignet, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

In Abb. 2.20 werden drei Fille gezeigt, fiir die die Dehnung — zuerst die Ingenieurdeh-
nung — bestimmt werden soll.

In Fall a) ist dies

g = — = — (2.221)

in Fall b)

we AL
ghe = =2 (2.222)
2L

weil die Ausgangslidnge zweimal so grof} ist. Im Fall ¢) wird der Probestab im ersten
Schritt auf die doppelte Lange und dann weiter um AL deformiert. Nach der Definition
der Ingenieurdehnungen ist das Inkrement

Ing _ &
Ag"t = i (2.223)

d.h. vergleichbar zu Fall a), weil die Ausgangsldnge L ist. Sinnvoller wire jedoch das
gleiche Resultat wie in Fall b), weil die Ldngen vor dieser Deformation gleich sind. Dazu
miisste die aktuelle, die deformierte, Linge [ herangezogen werden:

Al AL

Ae A (2.224)
Das fiihrt zu folgendem prinzipiellen Vorgehen:
Al
=) As= - (2.225)
Ausgedriickt durch infinitesimal kleine Inkremente erhilt man:
l l
£ = fde = [ ;dl =[Inl]j, =Inl—Inly=1In (é) (2.226)
o o
Abb.2.20 Zur Einfiihrung a ___
logarithmischer Dehnungen =L AL
b ....... AE=?
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Tab. 2.3 Vergleich verschiedener Dehnungsmale

Ingenieur-Dehnung Green-Lagrange-Dehnung logarithmische Dehnung
—1 —0,5000 —00
—0,99 —0,5000 —4,6052
—0,5 —0,3750 —0,6931
-0,3 —0,2550 —0,3567
—0,1 —0,0950 —0,1054
—0,05 —0,0488 —0,0513
—0,03 —0,0296 —0,0305
—0,01 —0,0100 —0,0101
—0,001 —0,0010 —0,0010
0 0,0000 0,0000
0,001 0,0010 0,0010
0,01 0,0101 0,0100
0,03 0,0305 0,0296
0,05 0,0513 0,0488
0,1 0,1050 0,0953
0,3 0,3450 0,2624
0,5 0,6250 0,4055
1 1,5000 0,6931

Diese Dehnungen werden logarithmische Dehnungen genannt. Der so genannte Umform-
grad ¢ stellt den negativen Wert da, damit Stauchungen positiv werden. Um einen besse-
ren Vergleich mit den Ingenieurdehnungen zu ermdglichen, wird umgeformt:

l lo + Al Al
foe —qn(2) = (2F =In(1+— (2.227)
I() l() lO

gt =In (1 + &™) (2.228)

Die logarithmischen Dehnungen heiflen — insbesondere im Mehrdimensionalen — auch
Hencky-Dehnungen (vgl. Abschn. 2.5.2). In Tab. 2.3 und Abb. 2.21 werden die verschie-
denen Dehnungsmalle miteinander verglichen.

Deutliche Abweichungen zwischen den unterschiedlichen Dehnungen zeigen sich ab
etwa 5 %. Die Werte der Green-Lagrange-Dehnungen erscheinen nicht besonders sinnvoll;
schlieBlich sind sie auch fiir gro3e Rotationen, nicht fiir grofe Dehnungen gemacht.

Die logarithmischen Dehnungen zeigen ein stark unterschiedliches Verhalten fiir Zug
und Druck. Bemerkenswert ist, dass fiir die Ingenieurdehnung —1 die logarithmische Deh-
nung gegen —oo geht. Ingenieurdehnung —1 heifit aber auch A/ = —/, und bedeutet
damit, dass das betreffende Teil auf die Lange 0 zusammengedriickt wird. Das ist die ma-
ximal vorstellbare Druckdeformation, sodass der zugeordnete Dehnungswert —oo sinnvoll
erscheint.
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2 -
//
14 //’/
//{ ——————————
= Ingenieur-
-——- Green-Lagrange-
_______ logarithmische
Dehnung
1,5 0 1 "

Abb. 2.21 grafischer Vergleich verschiedener Dehnungsmafie

2.5.2 Ubergang ins Zwei- und Dreidimensionale

Da es wahrscheinlich ist, dass gro3e Dehnungen in Kombination mit groen Drehungen
auftreten, miissen beide Phinomene in derselben Theorie beriicksichtigt werden. Dazu
gibt es verschiedene Wege. Einer ist, basierend auf der Beziehung zwischen logarithmi-
schen und Ingenieurdehnungen in 1d (2.228), die Ingenieurdehnungen durch ein MaB fiir
grof3e Rotationen zu ersetzen, hier durch die Green-Lagrange-Dehnungen:

1
I INY]P 1 2 1 (2= [?
g _In{—)=mn|[= =—mn(=)=-1 0o '
‘ n(lo) n|:(lo):| 2“(13) 2“( 2 +l§)

log

et = —In (1 + 2¢%) (2.229)

In 3d nennt man das auf diese Weise definierte Dehnungsmall Hencky-Dehnungen:
1
ghencky — 5 In (I 4 2¢°%) (2.230)
worin I die Einheitsmatrix bedeutet.

Man kann sofort sehen, dass dieses Maf fiir gro3e Rotationen geeignet ist, weil die
Green-Lagrange-Dehnungen fiir beliebige Starrkorperrotationen null werden, sodass man

gHencky _ %ln D=0 (2.231)

erhilt. Die verbleibende Frage ist, wie der Logarithmus einer Matrix zu bestimmen ist. Er
ist mathematisch folgendermaf3en definiert:
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Eine symmetrische Matrix A kann durch eine Matrix Q, die die normierten Eigenvek-
toren von A enthélt, und die Diagonalmatrix

A = diag [A;] (2.232)
ihrer Eigenwerte dargestellt werden:
A =QAQ" (2.233)

Weil dies das gesamte Spektrum der Eigenwerte abdeckt, nennt man diese Form spektrale
Zerlegung. Die Funktion einer Matrix wird nun berechnet, indem man die Funktion auf
die Eigenwerte anwendet, aus den Ergebnissen wieder eine Diagonalmatrix bildet und
diese von beiden Seiten mit den Eigenvektoren multipliziert:

f(A) =Q diag[f (1)]Q" (2.234)

Die Methode ist recht aufwéndig und deshalb selten in einen FE-Code implementiert, aber
sie ist z. B. die Basis fiir die Elemente VISCO106 bis 108 in ANSYS.

Fiir die zweite Methode muss man sich an die inkrementelle Form der logarithmischen
Dehnungen (2.225) erinnern. Das Dehnungsinkrement wird wie die Ingenieurdehnung
berechnet, aber mit Bezug auf eine deformierte Referenzkonfiguration. Den Starrkorper-
drehungen kann man in der gleichen Weise Rechnung tragen wie fiir kleine Dehnungen,
niamlich durch die mitdrehende Formulierung. Das so erzeugte Dehnungsinkrement heifit
Green-Naghdi-Rate.

Die Definition von logarithmischen Dehnungen mit ihrem Bezug auf die aktuelle Kon-
figuration erfordert es, die Jacobi-Matrix J, die die Beziehung zwischen den Ableitungen
nach den Einheits- und nach den wahren Koordinaten herstellt und deren Determinante
bei der Integration benétigt wird, auf der Basis der verformten Konfiguration x; + u zu
berechnen, bei der mitgehenden Formulierung im gedrehten Koordinatensystem.

Fiir den Einfluss der Netzform auf die Giite der Losung ist damit ebenfalls die verform-
te Konfiguration und nicht die Ausgangsgeometrie mafigebend.

2.5.3 Hencky-Dehnungen in Symbolen der Kontinuumsmechanik

Gl. (2.227) folgend kann die eindimensionale logarithmische Dehnung infinitesimal als
dx 1
2 =1In(—)=In(F) = <In(F] 2.235
= n(£5) =R = 3 (F7) (2239)

geschrieben werden. Mit den Betrachtungen aus Abschn. 2.3.6 erhilt man fiir den dreidi-
mensionalen Fall

gHencky _ % In (FTF) — % In (Uz) (2.236)



2.5 GrofBe Dehnungen 67

2,54 Logarithmische Dehnungen und mitdrehende Formulierung

Weil die mitdrehende (co-rotational) Formulierung grofSe Rotationen erfasst, muss fiir
grof3e, also logarithmische Dehnungen nur eine sich inkrementell indernde Bezugskonfi-
guration hinzugefiigt werden. Dehnungen werden ohnehin im gedrehten System berech-
net, nun eben Dehnungsinkremente. Die sich dndernden Bezugslingen konnen aus den
deformatorischen Verschiebungen uges berechnet werden. Die Grundformel fiir die Deh-
nungen in der mitdrehenden Formulierung war:

€ = Biinuger = Byin [T (w) (xo + 1) — Toxo] (2.155)

Darin wurde By, aus den Ableitungen der Ansatzfunktionen N nach den Ausgangskoor-
dinaten im Elementkoordinatensystem

x§ = ToXo (2.237)

bestimmt. Stattdessen werden nun die Elementkoordinaten in einem deformierten Refe-
renzzustand
Xfef =T (uref) (XO + uref) (2238)

verwandt, um ein Dehnungsinkrement zu berechnen:
Ae = Biip (X5y) Atger
= Biin (x3¢) [T (0 1) (X0 + w;11) — T (w;) (X0 + ;)]
e =¢; + Ae (2.239)

Darin ist i die letzte konvergierte Losung und i + 1 diejenige in der aktuellen Iteration.
U, kann zwischen u; und u; ; gewihlt werden, z. B. in der Mitte (Mittelpunktsregel).
Bei der Bildung von Ableitungen nach den wahren Koordinaten wird die Element-
geometrie im Allgemeinen durch die Inverse der Jacobi-Matrix J beriicksichtigt. Bei der
mitdrehenden Formulierung mit kleinen Dehnungen wird J aus den Koordinaten der Aus-
gangskonfiguration x§ im gedrehten Elementkoordinatensystem gebildet:

B 0xg;
Jo = [ %, } (2.240)

Fiir groe Dehnungen werden die Koordinaten der mit den deformatorischen Verschie-
bungen aktualisierten Referenzkonfiguration (2.238) herangezogen:

axe,.
J= [ xref"} (2.241)
a&;

Die zugehorige Determinante detJ wird auch fiir die Integration iiber das Elementvolu-
men verwendet. Das geschieht numerisch mit ngp GauBpunkten, d. h. die inneren Knoten-
krifte ergeben sich als

— IN (&, ni, &)

_ T ,\,§4T vl 5t e L& F

fine = [B odV =~ 4 lsz ( Ix )O(El’ ﬂz,fz)detJ(Xref,&,??z,fz)
V) =

(2.242)
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worin w; den Wichtungsfaktor und §&;, n;, {; die Einheitskoordinaten des GauBpunktes i
bedeuten.

Fiir eine hohere Genauigkeit und Stabilitdt verwendet man dabei gern ein implizites
Verfahren, z.B. die Mittelpunktsregel, d.h. die Referenzkonfiguration liegt in der Mit-
te zwischen dem Anfang und dem Ende des Lastinkrementes, wobei das Ende erst noch
berechnet werden soll (deshalb implizit). Im Dreidimensionalen wird die sich daraus erge-
bende Jacobi-Determinante det J fiir die Integration verwandt, wihrend im Ein- und Zwei-
dimensionalen sichergestellt werden muss, dass das richtige Volumen berechnet wird.
Dieses hingt grundsitzlich vom verwendeten Materialgesetz ab. Bei Von-Mises-Plastizitit
(s. Kap. 8) und dominierenden plastischen Dehnungen wird von einem konstanten Volu-
men ausgegangen, in 1d:

V = Al = Aol (2.243)
Das Dehnungsinkrement lautet dann fiir den Stab:
Ag = Biin (rer) Autger (2.244)
= lRlef [ -1 1 ] [T (u; 1) (X0 +wi41) = T (w;) (X0 + w;)]
giv1 =& + As (2.245)
Bei Verwendung der Mittelpunktsregel ist die Bezugslidnge
[Ret = % (2.246)
Zum Vergleich mit der Formulierung fiir kleine Dehnungen wird
/ 2] 21
Biin (Iref) = K(;Blin = j—li B, = l(lli+1()) T Biin (2.247)
ia = B [T () (o + ) =T () (o + )] (2248)

g+
[ (jqr) + 1

A gsmall
geschrieben. Alle Terme mit Index i sind konstant wihrend des aktuellen Lastinkrementes
und miissen daher nicht abgeleitet werden. Deshalb ist die Ableitung von Agsma!
Verschiebungsvektor u die Gesamt-B-Matrix fiir kleine Dehnungen (2.156). Fiir grofle
Dehnungen lautet sie damit:

nach dem

Blarge — 210 small __ 2’[0 ali‘H small
livv+1i (lis1 +1;)° Ou
— l_OBsmall _ Z_O ali‘H Agsmall (2.249)
lref 2lrzef Jdu

Analog kann die fiir K, benétigte Ableitung von B!*€¢, die zweite Ableitung von &, gebil-
det werden.

Im allgemeinen, zwei- oder dreidimensionalen Fall werden Ableitungen der Jacobi-
Matrix benétigt, alle anderen Terme sind aus der Formulierung fiir kleine Dehnungen
bekannt.
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2.6 Zugehorige Spannungen
2.6.1 Beziehung zu den Dehnungen

In den beiden Fachwerkbeispielen mit unterschiedlichen Formulierungen (Abschn. 2.3.5
und 2.4.5) ergaben sich trotz qualitativ dhnlichen Verhaltens unterschiedliche Kraft-Weg-
Beziehungen mit unterschiedlicher Maximallast, weil bei unterschiedlichen Dehnungs-
mafen die gleiche Spannungs-Dehnungs- und Spannungs-Kraft-Beziehung verwandt
worden war.

Es ist schon nicht wahrscheinlich, dass das Hooke’sche Gesetz im gesamten Bereich
der Deformation gilt, aber auch die Spannungen konnen — und miissen — unterschiedlich
aus Kriften und Querschnitt bestimmt werden, und zwar passend zu dem verwen-
deten Dehnungsmal} (sogenannte konjugierte Spannungen). Basis ist die Beziehung
(2.76):

£ = [BTch
V)

fin stellt die Knotenkrifte dar. Da B die Ableitung von € nach den Knotenverschiebun-
gen ist, ergibt sich fiir jedes Dehnungsmal} eine andere Beziehung zwischen Kraft und
Spannungen. Im Eindimensionalen wird aus (2.76)

fi = [ B oAdx (2.250)
)

bei konstanter Dehnung und Spannung iiber die Elementlinge
fi = BT oAl (2.251)

und bei nur einem Freiheitsgrad u (der andere sei gehalten)

d
f=F =254 (2.252)
du
Diese Formel wird nun nach o aufgeldst:
__F (2.253)
L .
du

wobei fiir kleine Dehnungen die unverformte Fliche Ay und die unverformte Linge [
einzusetzen sind. Die eindimensionale Berechnung ist besonders wichtig, weil sie oft
Grundlage fiir die Bestimmung der Materialparameter aus Versuchen ist.
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2.6.2 Ingenieurmafle

Zur Ingenieurdehnung kennen wir die Ingenieurspannungen, im Eindimensionalen:

F
Ing _
o =— 2.254
1 ( )
Diese Definition ist geldufig. Trotzdem wird versuchsweise (2.253) angewandt. Die Lin-

gendnderung ist hier u, die Dehnung und ihre Ableitung folglich

u de 1
_u_jde _ 1 2255
S A R (2.255)
also
il £ (2.256)
o= = )
1
Aolo— Ao
lo

Die Ingenieurspannung gilt auch in der Grundform der mitdrehenden Formulierung, na-
tiirlich im mitgedrehten Koordinatensystem, wo ja die deformatorische Verschiebung er-
mittelt wird, aus der wiederum die Ingenieurdehnung berechnet wird. Zur Probe dienen
die Ergebnisse fiir den Zweibock in Abschn. 2.4.5. Fiir den letzten konvergierten Zustand
erhielt man f;,, = —0,71,sine = 0,3919und 0 = —18,12. Die Stabkraft F ergibt sich
aus der inneren Kraft im globalen System als

fine F fine 1 —0,71

F = = — = =
sne ~ C T A, Sina Ay 03919-0.1

= 18,12 (2.257)

2.6.3 Green-Lagrange-Dehnungen

Zu den Green-Lagrange-Dehnungen gehoren die zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungen.
Im Eindimensionalen lautet die Dehnung nach (2.58) in Verbindung mit (2.60) und ihre
Ableitung:

o _ 12— _ Tlo+uw’—15  de _12(o+u) _ 1

- - ae _ 2o 2.258
AT R FE g Vil Sy PR P

Dann ist die zugeordnete Spannung nach (2.253)

_ P _Fh_ gk

= = =g 2.259
? T (2:259)
A()l()—2
ly

oder, um auch noch die Ingenieurdehnung einzubeziehen:

PK In, 1 In; 1
ot =08 ——=0"—— (2.260)

lo+u 14 glng
ly

Thre physikalische Deutung ist ebenso begrenzt wie die der Green-Lagrange-Dehnungen.
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2.6.4 Vergleich Green/Piola-Kirchhoff und Corotational

Beim Zweibock wurde mit der mitdrehenden Formulierung am Ende von Abschn. 2.4.5
fiir den letzten konvergierten Zustand die Verschiebung des Firstpunktes zu v, = —1,296
und damit die verformte Linge

I = \/ 42 + (3 —1,2960)> = 4,3478 (2.261)
sowie die Winkelfunktionen
cosa = 13478 =0,9200, sina = % = 0,3919 (2.262)
berechnet. Das ergibt eine Ingenieurdehnung von
e =1/5-(4-0,9200 + (3 — 1,2960) - 0,3919 — 5) = —0,1304 (2.263)
und die Ingenieurspannung
o = 138,889 (—0,1304) = —18,12 (2.264)

Zum Vergleich erhélt man durch die 1d-Umrechnung (2.68) die Green-Lagrange-Dehnung
1
el = —0,1304 + 3 (=0,1304)*> = —0,1219 (2.265)

und durch Anwendung von (2.259) die Piola-Kirchhoff-Spannung

5
o™ =—-18,12—— = 20,83 (2.266)
4,3478
Aus beiden ermittelt man einen modifizierten Elastizitdtsmodul
oK —20,83
Food = — = ——— = 170,87 2.267
TGl T 201219 (2.267)

Legt man diesen der Berechnung des Zweibocks gegeniiber, erwartet man die letzte kon-
vergierte Losung bei ungefihr

170,87
£ =057 —
mod 138,89

= 0,701 (2.268)

und tatsdchlich liegt diese bei der mitdrehenden Formulierung in dieser Gré8e. Das Dia-
gramm Abb. 2.22 ldsst aber erkennen, dass der Verlauf dorthin anders, ndmlich anfénglich
zu steif ist.

Um auch das gleiche Kraft-Weg-Verhalten zu bekommen, 16st man die 1d-Beziehung
(2.68) zwischen Green-Lagrange- und Ingenieurdehnungen nach ¢S iiber die gemischt-
quadratische Gleichung

— 2600 gt 4 g — (2.269)
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auf und erhalt:
eyl = —1% V1 42600 (2.270)

Ausgehend davon, dass die Ingenieurdehnung ™ > —1 sein muss, hat die Green-
Lagrange-Dehnung als untere Schranke
1

GL
—— 2.271
e > 7 ( )

Dadurch bleibt die Wurzel stets reell. Ebenso folgt, dass nur das positive Vorzeichen der

Wurzel Bedeutung hat:
e = 1 4 /1 +2¢6L (2.272)

Setzt man dies in (2.260) ein, nachdem man die Ingenieurspannung entsprechend dem
Hooke’schen Gesetz durch den E-Modul und die Ingenieurdehnung ersetzt hat, erhilt

man
SIng
o =E (2.273)

1 + glne
Damit ergibt sich die Piola-Kirchhoff-Spannung zu

_1 1 2 GL
oK = gl v It ET (2.274)

1 4 2¢GL

Dies ist ein nichtlineares Materialgesetz, das wieder zu einer linearen Kraft-Weg-
Beziehung fiihrt. Gemdl Abschn. 2.3.4.1 wird die Ableitung der Spannung nach der
Dehnung fiir die Tangentensteifigkeitsmatrix benotigt:

VT+ 2600 —1 4 /14 2600

do™ _ JT+2e0  Jix2e0n  _E
d eGL 1 + 2&GL (1 + ZSGL)%

(2.275)

So kann der Elastizititsmodul im Beispiel des Zweibocks bei der Berechnung mit
Green’schen Verzerrungen £ = 138,889 bleiben, womit man die Losung aus Abb. 2.22
erhilt. Die Maximallast betridgt wiederum 0,71 bei einer Verschiebung von —1,296, aber
jetzt entsprechen die Kurven der inneren Kraft sowie der konvergierten Losungen auch
im Verlauf denen aus der mitdrehenden Formulierung (co-rotational).

2.6.5 Logarithmische Dehnungen
Die logarithmischen Dehnungen werden als MaB fiir gro3e Verzerrungen verwandt. Dabei

muss das Volumen des verformten Korpers, mithin in (2.253) die verformte Querschnitts-
flache A und die verformte Lénge [ betrachtet werden. Die Ableitung der Verzerrung ist

de*¢  d l d 1 Iy 1 1 1
du ~ du n(zo) du n(zo (Z°+”)) h+ulo L+u_1 &7




2.6 Zugehorige Spannungen 73

L 0,6 e |teration
e guflere Last

innere Kraft

Kraft

nurE=170, innere

X corotational,innere

-1 -1,5 -2

Verschiebung

Abb. 2.22 Verlauf der Iteration bei Verwendung der korrekten Beziehung zwischen der Green-
Lagrange-Dehnung und der 2. Piola-Kirchhoff-Spannung

Setzt man nun in (2.253) ein, erhdlt man
il F 2.277)
o0=—=— .
1
SAl 4

Das geeignete Mal} zur logarithmischen Dehnung, bei der die Langendnderung auf die
verformte Lange bezogen ist, ist also die sogenannte ,, wahre “ Spannung, die Kraft geteilt
durch die deformierte Fliche, in 1d:

F
oM = — (2.278)
A

Diese Spannungen werden, insbesondere im Mehrdimensionalen, Cauchy-Spannungen
genannt.

Ein einachsiger Spannungszustand erzeugt gewdhnlich einen dreiachsigen Dehnungs-
zustand. Daraus kann die deformierte Flidche berechnet werden. Als Teil des Hooke’schen
Gesetzes gilt fiir einen einachsigen Spannungszustand:

&y = &, = —V&y (2.279)

Gleichzeitig gilt gemif (2.227)

ou,
& =1In (1 + . ) (2.280)
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Diese Beziehung gilt sinngemif3 auch in der Querrichtung:

du,,
gy =In(1+ W (2.281)

In (2.279) eingesetzt bedeutet das:

duy, d d -
m(1+22) = 14+ 25 ) o1+ 2 (2.282)
ay dx dx
Anwendung der Exponentialfunktion auf beide Seiten:
duy 0 -
P 2 4 O (2.283)
ay dax

Dieses Zwischenergebnis fiihrt zu dem folgenden Effekt:
Wenn ein Wiirfel mit der Kantenldnge / um / gestreckt wird, erhélt man fiir v = 0,3 als
Lingendnderung in Querrichtung:

Al AN
1+ 2 =(1+-
+2 (ﬂ)
Al, N
== (14- -1
I (+1)

! -0,3
Al, = [(1 + 7) - 1] [ =-0,18771 (2.284)

wihrend bei Ingenieurdehnungen das Ergebnis —0,3] wire.
Wichtiger aber ist, dass die Querschnittsfliche des deformierten Systems

3 Q- A\
A=A (1422 ) (142 = 40 (14 28 (2.285)
ay dz ox
ist, das heif3t
F 1 F e\
gCavcy — —_ (1 + %) (2.286)

Ao ( aux)‘z“ - Ao
1+
dx

Das Hooke’sche Gesetz gilt normalerweise nicht in dem Bereich, in dem deutliche Un-
terschiede zwischen den DehnungsmafBen auftreten. Wichtiger ist z.B. Plastizitit von
Metallen, wo vorausgesetzt werden kann, dass

e die plastischen Dehnungen iiberwiegen und
e die plastischen Dehnungen inkompressibel sind.
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Tab.2.4 Vergleich von Dehnungs- und Spannungsmafen

Punkt Slng O.lng Slog o.Cauchy
1 0,00168 348 0,00167859 348,58464
2 0,0386 348 0,03787365 361,4328
3 0,04 371 0,03922071 385,84
4 0,072 428 0,06952606 458,816
5 0,101 455 0,09621886 500,955
6 0,143 467 0,13365638 533,781
7 0,192 471 0,17563257 561,432
8 0,272 463 0,24059046 588,936

700

600 A

500
o
S 400+ -
H —o— Ingenieur-
c [
© —o— Cauchy-Spannung
Q300 -
7]

200 A

100 +

0 T T T T T
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

Dehnung

Abb. 2.23 Vergleich von Dehnungs- und Spannungsmafen

Letzteres tréte auch bei einer Querkontraktionszahl v = 0,5 auf, woraus folgt:

F du,\*"  F du
Cauchy _ © 1 ~ = _— (1 d 2.287
‘ A0(+3x) A0(+3x) ( )
OCauchy — alng (1 + ging) (2.288)

Wenn ein FE-Programm grof3e Dehnungen verwendet, miissen gemessene FlieBkurven
(gewohnlich Ingenieurmale) tiber (2.228) und (2.288) in logarithmische Dehnungen und
wahre Spannungen umgerechnet werden.

Tab. 2.4 und Abb. 2.23 zeigen Spannungs-Dehnungs-Daten fiir eine bestimmte Stahl-
sorte. Man kann sehen, dass sich die Spannungen mehr als die Dehnungen unterscheiden.
Dariiber hinaus zeigen die Cauchy-Spannungen auch noch Verfestigung, wo die Inge-
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nieurdehnung Entfestigung zeigt. Letzteres ist physikalisch nicht der Fall, sondern auf
den Unterschied zwischen aktueller und Ausgangsflidche zuriickzufiihren.

2.,6.6 Kontinuumsmechanische Aspekte

Gl. (2.288) kann auch als

- !
v — e (1 Lo 0) e L (2.289)
l() ZO

geschrieben werden, wihrend (2.259) nach

/
ot = Z—aPK (2.290)
0
aufgelost werden kann, sodass gilt:
/ /
oV — EO'PKE (2.291)

In Abschn. 2.3.6 wurde /], als eindimensionale Darstellung des Strecktensors U identifi-
ziert. Darum ist die 3d-Erweiterung

o,wahr — UO,PKU(T) (2.292)

Dies wiirde jedoch wegen der Eigenschaften der Piola-Kirchhoff-Spannungen und von
U im urspriinglichen Koordinatensystem gelten. Fiir die aktuelle Konfiguration ist eine
Drehung nétig:

o= RU o”%_” ng (2.293)
F F?
oK = FePKFT (2.294)

Diese Transformation mit dem Deformationsgradienten nennt man eine Push-forward-
Operation. Das Resultat heilit Kirchhoff ’scher Spannungstensor. Nun war Ausgangspunkt
der Zuordnung von Spannungen und Dehnungen die Berechnung der inneren Krifte

fint = f BlodV (2.295)
V)

Die innere Arbeit der Kirchhoff-Spannungen kann iiber das urspriingliche Volumen inte-
griert werden, wihrend fiir die ,,wahren* Spannungen die Integration iiber das Volumen
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des verformten Elementes d V' erfolgen muss. Das konnte durch die Bestimmung der
Jacobi-Matrix auf der Basis der verformten Konfiguration erfolgen. Zur unverformten
Konfiguration mit Index 0 besteht aber die Beziehung

dV = detFdV, (2.296)
was zu
fFint — [ B oY det Fd V,y = [ BT oXMq v, (2.297)
Vo) )
fithrt. Mit
. . 1 1
O,Cduchy detF = O,Kh & O,Cduchy — Kh FO,PKFT (2298)

o =
detF detF

erhilt man nun die Cauchy-Spannungen im Mehrdimensionalen.

2.7 Updated-Lagrange-Formulierung
2,71 Klassischer Ansatz

Lagrange-Formulierung bedeutet — im Gegensatz zur Euler’schen Betrachtungsweise, die
in der Stromungsmechanik vorherrscht —, dass die Bewegung eines materiellen Punktes
verfolgt wird. Wenn die Kinematik eines Systems vollstindig aus der Ausgangskonfigu-
ration beschrieben wird, nennt man das Total-Lagrange’sche Formulierung.

Ein einfacher, aber weniger genauer Weg, grofle Rotationen und — mehr oder weniger
als Nebeneffekt — gro3e Dehnungen zu erfassen, ist der folgende:

e fiihre eine geometrisch lineare Berechnung fiir ein Lastinkrement durch, das nur kleine
Verdrehungen hervorruft,

e addiere die Verschiebungen zu den Anfangskoordinaten, um neue Koordinaten zu er-
halten,

e bringe ein neues Lastinkrement auf,

e summiere die Dehnungs- und Spannungsinkremente.

In der Terminologie der Zeitintegration ist das eine explizite Methode, die einen grofe-
ren Fehler oder sogar numerische Instabilitit zeigen kann, wenn das Inkrement zu grof3
gewihlt wird.

Beispiel
Die Steifigkeitsmatrix eines um einen Winkel o aus der Horizontalen gedrehten Sta-
belementes lautet mit den Abkiirzungen
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c: cosco und

s: sino:
¢ s —c? —cs
EA cs s —cs —s?
K — TTKelemT —
/ -2 —¢s  cr cs
—cs —s* s s?

Seien u = 0 und ¢ = 0 Anfangswerte von Verschiebungen und Dehnung.

(2.299)

Im ersten Lastinkrement kénnen die Verschiebungen im globalen System durch Lo-

sen von
KAll = fCXt

berechnet werden. Die Verschiebung wird aufsummiert:
u<u+ Au

Nun kann eine neue Transformationsmatrix bestimmt werden:

Tl =T(X0+ll)

Das Verschiebungsinkrement im Elementkoordinatensystem lautet:

Au, = T;Au
Die Dehnung kann dann aufsummiert werden zu
& < &+ B, Au,
Daraus ergibt sich die Spannung als:
o=EFe

Damit lauten die inneren Krifte:

1
fi = T'B! oV = ; [ 11 ]UV

S O« O
N - I -}

(2.300)

(2.301)

(2.302)

(2.303)

(2.304)

(2.305)

(2.306)

Unter der Voraussetzung eines konstant bleibenden Volumens bei grolen Dehnungen

erhélt man:

fint =

S O o
v o O O

%[—1 1]vo10= " oo}

(2.307)
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In dieser Position wird ein neues Lastinkrement aufgebracht, das zu einer neuen dufle-
ren Last f ¢y fiihrt. Das nichste Verschiebungsinkrement wird nun durch Losen von

KAu = foy — Fine (2.308)

mit K auf der Basis der neuen Transformation berechnet und die Prozedur beginnt
wieder mit Gl. (2.301).

Was fiir den Zweibock benétigt wird, ist schon in den vorigen Kapiteln aufgelistet.
Einige Groflen werden hier wiederholt:

[ =42+ @B+ (2.309)

. 34+ v,
c=cosq =-, §=sinog=——
/ /
Mit diesen GroBen kann die Steifigkeitsmatrix K gebildet werden. Fiir das Beispiel
wird nur

(2.310)

EA
ky = Tsz (2.311)
bendtigt. Die Verschiebung auf Elementebene hat nur eine Komponente:

Auer = sAV, (2.312)

Aue
e+ Ae=¢+ 12 (2.313)
o=EFe (2.314)

lo

fine = svoT (2.315)

Die Ergebnisse, insbesondere die Maximallast, hingen stark von der Schrittweite ab,
wie in Abb. 2.24 zusammen mit ANSYS-LINK180-Ergebnissen (mit mitdrehender
Formulierung fiir groe Dehnungen) gezeigt wird.

Man kann sehen, dass eine zu grofle Schrittweite zu grolen Fehlern in den Resul-
taten fiihrt, wenn das Verhalten stark nichtlinear wird. Die Nichtlinearitit kann in den
inneren und duleren Kriften festgestellt werden, weil die innere Kraft in Konfiguration
i 4+ 1 nicht exakt mit der duBeren der vorherigen Konfiguration (i) iibereinstimmt. Eine
kleine Differenz verbleibt, die die rechte Seite von (2.227) vergroBert. Deshalb wurde
fiir die mit ,,adaptive Schrittweite* markierte Kurve die duflere Kraft so gewéhlt, dass
dieser Fehler auf einen bestimmten Bruchteil der du3eren Last beschrinkt bleibt:

f?xl _ f;rlﬁt-l — Cfl?Xt (2.316)

Ist das nicht der Fall, wird das letzte Lastinkrement so skaliert, dass das nédchste Ergeb-
nis im gewiinschten Bereich liegt:

ext
cf;

ext int
fi - fi+1

AFSY, = AR (2.317)
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-0,6 - = adaptive Schrittweite
Schrittweite 0,01
Schrittweite 0,1

1 ANSYS 180 11 Schritte

Kraft
S
‘o

1,2

14

-1,6 T \ \ T
-10 -8 -6 -4 -2 0

Verschiebung

Abb. 2.24 Verhalten der klassischen Updated-Lagrange-Néherung

Mit ¢ = 0,01 wird das in Abb. 2.24 gezeigte Ergebnis mit deutlich weniger Schritten
als mit Schrittweite 0,01, aber mit groerer Genauigkeit erreicht.

2.7.2 \Verallgemeinerung

Heutzutage wird der Begriff ,,updated Lagrange® gern auch fiir andere inkrementelle
Verfahren benutzt, die nicht auf der Basis der Ausgangskonfiguration formuliert sind. Die-
se konnen von hoher Genauigkeit sein. So ist die mitdrehende Formulierung fiir kleine
Dehnungen total, die Einfiihrung der logarithmischen Dehnungen dort iiber die Aufsum-
mierung von Inkrementen updated.



Stabilitatsprobleme

3.1 Phdnomene

Ein Balken wird in seiner Léangsrichtung durch eine Druckkraft belastet. Die Last wird
erhoht. Plotzlich weicht der Stab zur Seite, quer zur Achse, aus: er knickt (Abb. 3.1).
Andere Instabilitdtsphdnomene eines Balkens sind Verdrehen unter einer Druckkraft
(Drillknicken) und Verdrehen bzw. Ausweichen des Druckgurtes unter einer Biegebean-
spruchung (Kippen) sowie Kombinationen (Biegdrillknicken).
Ein dhnlicher Effekt kann bei einer in der Ebene belasteten Platte auftreten, ndmlich
Ausweichen senkrecht zur Ebene (Abb. 3.2). Man spricht hier von Beulen.

\
1/7 — DA

Abb. 3.1 Knicken eines Balkens, dritter Eulerfall

Abb. 3.2 Plattenbeulen

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 81
W. Rust, Nichtlineare Finite-Elemente-Berechnungen, DOI 10.1007/978-3-658-13378-8_3
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F A
Vorbeulbereich % Nachbeulbereich ey
_ ———instabiles Gleichgewicht
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F < _ . Verzweigungspunkt _ _ . _ . _ . _. -
kr N (evtl. dynamisches Durchschlagen)
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Abb. 3.3 Last-Verschiebungs-Diagramm eines Verzweigungsproblems

Abb. 3.4 Verformung am N
Durchschlagpunkt s F

Verformung
am Durchschlagpunkt

Diese Phidnomene haben gemein, dass die Verschiebungen senkrecht zur Lastrichtung
auftreten. Ab jetzt wird wegen der Gleichheit der numerischen Behandlung nur noch von
Beulen gesprochen. Am idealen, nicht ausgebeulten System ist Gleichgewicht theoretisch
weiterhin moglich. Eine minimale Stdrung, die praktisch immer vorhanden ist, 16st jedoch
die Querverformung ab einem bestimmten Lastniveau aus. Wegen der zwei Gleichge-
wichtspfade (ideal und gebeult) spricht man von einem Verzweigungsproblem (Abb. 3.3).

Im Falle des Zweibocks aus 2.13 beginnt die Verschiebung nahezu proportional zur
Last, nimmt aber spater immer schneller zu, bis die Last gar nicht mehr gesteigert werden
kann. An dieser Stelle befindet sich der Lastangriffspunkt noch oberhalb der Verbin-
dungslinie der FuBpunkte (Abb. 3.4). In einem kraftgesteuerten Versuch wird das System
plotzlich nachgeben und — vorausgesetzt, dass es nicht zerstort wird — erst wieder ein
Gleichgewicht erreichen, wenn sich die bisherige Spitze unten befindet (Abb. 3.5).

Dieser Instabilitétstyp heift Durchschlagproblem. Anders als beim Beulen bewegt sich
das System weiter in der bisherigen Richtung, die von der Last vorgegeben wird. Wie
bei den Verzweigungsproblemen tritt das Systemversagen auf, wenn eine kritische Last
tiberschritten wird. Durchschlagen muss nicht Systemversagen bedeuten, sondern kann
auch erwiinscht sein, etwa bei Schaltern.
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vor- nach-
kritischqr kritischer
Bereich! Bereich
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punkt

Verschiebung

b

Abb. 3.5 Durchschlagproblem: Verformungszustinde, Reaktionskrifte und Last-Verschiebungs-
Kurve

Durchschlagen Verzweigen

asymmetrisch

symmetrisch

stabil

instabil

v

ve

Abb. 3.6 Klassifizierung von Instabilititsphinomenen nach Koiter (instabile Aste gestrichelt)

Gemeinsames Charakteristikum dieser beiden Phidnomene ist, dass es einen Punkt gibt,
an dem zwei benachbarte Gleichgewichtszustinde zum selben Lastniveau, aber leicht bzw.
infinitesimal benachbarten Verschiebungszustinden existieren und so ein Ubergang von
einem Zustand zum anderen ohne Lastinderung erfolgen kann (s. a. Abb. 3.11).

Verzweigungsprobleme werden durch das nachkritische Verhalten unterschieden
(Abb. 3.6). Wenn eine Laststeigerung, und sei es nur eine kleine, nach der Verzwei-
gung moglich ist, wird das nachkritische Verhalten stabil oder gutartig genannt, sonst
instabil oder bosartig. Letzteres ist besonders gefdhrlich, weil das Lastniveau bei der
Verzweigung nicht gehalten werden kann, was ein plotzliches volliges Zusammenbrechen
zur Folge haben kann. Deshalb muss ein groferer Sicherheitsfaktor gewihlt werden.
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instabiles
Gleichgewicht

|
— Verzweigungspunkt

Ve

Abb. 3.7 Sekundires Verzweigen, schematisch (a), ausgesteifte Schale (b)

Das nachkritische Verhalten kann von der Richtung des Ausweichens abhédngen: stabil
in der einen, instabil in der anderen Richtung. Dann spricht man von asymmetrischem
Verzweigen.

Selbst wenn das nachkritische Verhalten als stabil klassifiziert wird, konnen so grofie
Verschiebungen auftreten, dass die Gebrauchsfihigkeit des Systems tiberschritten ist. Vor
dem kritischen Punkt ist das Verhalten jedoch stabil, selbst wenn eine gewisse Imperfek-
tion (s. Abschn. 3.4) schon zu etwas Biegung fiihrt. Deshalb kann es sinnvoll sein, einen
Sicherheitsabstand des Gebrauchszustandes gegeniiber der idealen kritischen Last zu be-
stimmen.

Wenn das nachkritische Verhalten instabil ist, wird Biegung oder eine Imperfektion die
maximal aufnehmbare Last deutlich reduzieren, sodass die ideale kritische Last nur von
geringer Aussagekraft ist. Es ist also besonders wichtig, Imperfektionen zu beriicksich-
tigen.

Im Last-Verschiebungs-Diagramm (Abb. 3.3) bildet die Verbindung der Gleichge-
wichtszustinde des idealen Systems den Primérpfad, der oberhalb des Verzweigungs-
punktes instabil wird und daher nur theoretisch existiert. Die Gleichgewichtszustinde
nach Eintreten der Verzweigung bilden den Sekundirpfad. Es konnen jedoch weitere,
sekundir genannte, Verzweigungen auftreten, wenn das System von einer Beulform in
die andere springt, die man evt. auch beim direkten Verzweigen vom instabilen Teil des
Primirpfades erreichen wiirde (Abb. 3.7).

Die Gefahr von Durchschlagen und Verzweigen kann im selben System existieren. Ein
einfaches Beispiel ist wieder der Zweibock. Vor dem Durchschlagen kann ein Schenkel
knicken (Abb. 3.8), wenn seine kritische Last vorher erreicht wird. Das fiihrt aulerdem zu
einem fritheren Durchschlagen (Abb. 3.9).



3.1 Phanomene

Abb. 3.8 Halbmodell des Zweibocks, verformtes System vor und nach der Verzweigung

1 qKraft
087 Durchschlagpunkt
0.6
0.4
02 - Verzweigung
(ausgelost durch
0 Imperfektion)
0.2
0.4
0.6
0.8
Weg
-1 I I I I I I I I I I I I I
0 1.231 2462 3.692 4.923 6.154 7.385
0.615 1.846 3.077 4.308 5.538 6.769 8

Abb. 3.9 Zweibock, Durchschlag- und Verzweigungsproblem
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3.2 Bedingungen fiir kritische Punkte, Indifferenzkriterium
3.2.1 Allgemeines

Das Gleichgewicht kann in instabil, indifferent und stabil klassifiziert werden. Beim stabi-
len Gleichgewicht fiihrt eine Kraft zu einer Auslenkung, aber das System stellt sich nach
Wegnahme der Last selbst zuriick; im Falle eines instabilen Gleichgewichtes erfolgt keine
Riickstellung nach Lastwegnahme, sondern im Gegenteil eine Zunahme der Verformung.
Dazwischen liegt das indifferente Gleichgewicht, bei dem das System bei Wegnahme der
Last in der ausgelenkten Lage verharrt (Abb. 3.10).

Am kritischen Punkt, sei es ein Durchschlag- oder Verzweigungspunkt, ist eine zu-
mindest infinitesimale Bewegung ohne Lastiinderung moglich (Abb. 3.11). Das bedeutet
indifferentes Gleichgewicht.

Gewohnlich wird die Verschiebung aufgrund eines Lastinkrementes im Newton-
Raphson-Verfahren durch Losen von

KrAd = Af (3.1)

ermittelt. Am kritischen Punkt ist wegen des indifferenten Gleichgewichts jedoch Af = 0,
d.h.
KrAa =0 (3.2)

Dieses Gleichungssystem hat nur dann eine nicht-triviale Losung, wenn die Tangenten-
matrix Ky singuldr ist. Nicht-trivial bedeutet hier: Es kann zur Verschiebung zu einem
Nachbarzustand kommen, ohne dass eine Lastinderung vorliegt.

L NI FE

instabil indifferent stabil
Abb. 3.10 Gleichgewichtszustinde

a b c
A A AF

u u u

Abb. 3.11 Last-Verschiebungs-Kurven fiir Durchschlagen (a) und Verzweigen (b, ¢) mit zwei be-
nachbarten Gleichgewichtszustinden zum selben Lastniveau
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'y

| .
| Determinante

Last F
Durch-
schlagen

Verzweigung

Verschiebung u

Abb. 3.12 Flacher Kreisbogen, Last-Verschiebungs-Kurve und Determinante

Indikatoren fiir diese Eigenschaft sind:

1. die Determinante det Kt = 0 oder

2. wenigstens ein Eigenwert @ von Kr ist null, wobei w die Losung von (Kt — wI) ¢ =0
ist oder

3. wenigstens ein Null-Diagonalelement tritt in der nach dem GaufB-Algorithmus drei-
eckszerlegten Matrix auf.

Diese drei Bedingungen sind gleichwertig. Es muss hinzugefiigt werden, dass dies fiir
einen konvergierten Zustand gilt.
Entsprechend diesen Kriterien ist eine Losung auf einem instabilen Ast, wenn

1. die Determinante det Kt < 0 oder
2. es wenigstens einen negativen Eigenwert @ gibt oder
3. wenigstens ein negatives Hauptdiagonalelement der triangularisierten Matrix auftritt.

Ansteigende Lasten konnen zu mehr negativen Eigenwerten oder Hauptdiagonalele-
menten fithren, wobei jedes einen moglichen Verzweigungspunkt anzeigt.
Die Determinante (Bedingung 1) ist als Kriterium etwas problematisch:

e Fine gerade Anzahl negativer Eigenwerte fiihrt zu einer positiven Determinante, ob-
wohl der aktuelle Lastpfad instabil ist (Beispiel in Abb. 3.12).

e Der einfachste Weg, die Determinante zu berechnen, ist, nach einer GauB3-Elimination
die Hauptdiagonalelemente miteinander zu multiplizieren, d. h. Kriterium 3 kann friiher
ausgewertet werden.

e Die Determinante kann eine sehr grole Zahl werden, sodass 1
bedeuten kann, wenn die Determinante zuvor 109 war,

0°% eine Instabilitit
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3.2.2 Formulierungen der Instabilititsbedingung

Wie in Abschn. 2.3.4.1 gezeigt wurde, hat die Tangentensteifigkeitsmatrix mindestens
2 Anteile, die Anfangsverschiebungs- und die Anfangsspannungsmatrix:

Kr =K, + K, (33)

Einige Autoren nehmen auch — sinnvoll in einem bestimmten Zusammenhang — eine
Aufspaltung der Anfangsverschiebungsmatrix in den konstanten Anteil aus der linearen
Theorie und einen nichtlinearen Anteil vor:

Kr =Ky + K, + K, (3.4)

So konnen verschiedene Eigenwertprobleme formuliert werden:

1. das oben erwihnte (Kt — wI) ¢ = 0, wobei der Eigenwert @ = 0 im kritischen Punkt
wird

2. (K, + MKy o = (Ko + K, + AKy) @ = 0 wobei Ay = 1 im kritischen Punkt
wird

3. [Ko+ Az (K, + K;)] @ = 0 wobei Az = 1 im kritischen Punkt wird.

o = 0 im ersten Fall wie auch A; = 1 in den letzten beiden Fillen bedeutet, dass die
Matrix in den Klammern vor ¢ zusammen Kry ergibt, d.h. die Losungen stimmen im
kritischen Punkt iiberein. Die Entwicklung der Eigenwerte mit dem Lastniveau kann aber
unterschiedlich sein (s. auch Abb. 3.13). Ebenso konnen sich in hinreichender Entfernung

Last p

Verschiebung

Abb. 3.13 Entwicklung der Eigenwerte A, und A3 fiir eine Kugelkappe unter Auendruck
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40

40 geschitzte

304 kritische Last

l 0

20 Eigenwert=1
Q. unverformt

20 Last-
Verschiebungs-

/ Kurve

Elgenert 1 10

10

Eigenwert 0

Eigenwert 1 > Durchschlagpunkt Durchschlagpunkt
0 g4 085 167, 247,532 554

Eigenwert=0

Abb. 3.14 Entwicklung des Eigenwertes A, mit dem Lastniveau iiber der zugehorigen Verschie-
bung

vom kritischen Punkt unterschiedliche Beulformen ergeben. ANSYS verwendet
(Kr —wKp) @ =0 (3.5)

mit w = 0 im kritischen Punkt, wobei die ,,Perturbation*“-Matrix Kp, in etwa der An-
fangsspannungsmatrix K, entspricht. Dann kann das Eigenwertspektrum auf A, = o + 1
geshiftet werden.

Ein Vorteil der Formulierungen 2 und 3 ist, dass

£ = A e (3.6)

als ndchste Schétzung fiir die kritische Last verwendet werden kann. Dieser Wert néhert
sich der kritischen Last aus der linearen Beulanalyse (Abschn. 2.2.3) an, wenn die auf-
gebrachte Belastung gegen null geht. In allen nichtlinearen Fillen muss die Belastung
allerdings inkrementell aufgebracht werden, bis eines der Instabilitétskriterien erfiillt ist.
Zumindest in der Néhe der kritischen Last kann eine Extrapolation der Beziehung zwi-
schen Eigenwert und Laststufe sinnvoll sein.

Abb. 3.14 zeigt die Last-Verschiebungs-Kurve des Zweibocks zusammen mit der ge-
schitzten kritischen Last f* aus dem Eigenwertproblem vom Typ 2.

Die wichtigste Anwendung dieser ,,begleitende Eigenwertanalyse* genannten Vorge-
hensweise ist nicht, direkt die kritische Last zu bestimmen, sondern

e zu entscheiden, ob Nichtkonvergenz auf ein physikalisches Stabilititsproblem zuriick-
zufiihren ist (w & 0 oder A & 1) oder numerische Griinde hat,

e zu bemerken, wenn ein Losungszustand sich auf einem instabilen Pfad befindet (v < 0
oder A < 1).
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-t}

441

Abb. 3.15 Kugelschalenausschnitt unter konzentriertem Auflendruck

3.2.3 Modalanalyse (Eigenfrequenzanalyse) und Stabilitatsprobleme

Bekanntlich beeinflussen Vorspannungseffekte die Eigenfrequenzen eines Systems. Die
besten Beispiele sind Musikinstrumentensaiten, die durch die Verdnderung der Spannung
gestimmt werden. Wenn ein System mit einer bestimmten Biegesteifigkeit Druckspan-
nungen aufweist, geht die Eigenfrequenz zuriick. Im Falle eines Stabilititsproblems kann
das System ausgelenkt werden, ohne dass es nach Wegnahme der Stérung in die vorige
Lage zuriickkehrt. Fiir eine mogliche Schwingung bedeutet das, dass die Schwingungs-
dauer gegen unendlich und damit die Eigenfrequenz gegen null geht. Deshalb kann eine
vorgespannte Modalanalyse anstelle der Beuluntersuchung fiir die begleitende Eigenwert-
analyse verwandt werden. Am kritischen Punkt fallen die Eigenformen, die Beulform und
die Eigenschwingungsform, zusammen.
Das Eigenwertproblem lautet:

(Kt —o’M) @ =0 (3.7

In Abb. 3.16 ist der Verlauf der ersten fiinf Eigenwerte des Kugelschalenabschnittes aus
Abb. 3.15 iiber dem Lastniveau aufgetragen. Weil der verwendete Loser fiir die Fre-
quenzbestimmung ausgelegt ist, werden negative Quadrate der Eigenfrequenzen und die
zugehorigen Eigenformen unterdriickt. Auf diese Weise verschwindet die erste Form bei
Uberschreiten des kritischen Punktes und eine weitere Form riickt nach. Dadurch kommt
es scheinbar zu Spriingen im Verlauf. Daher sind in Abb. 3.16 die Eigenwerte zu den ers-
ten drei Eigenformen schwarz markiert. Die verschwundene Eigenform taucht hier wieder
auf, wenn die aufnehmbare Last wieder ansteigt. Ein Eigenwert hingegen wird von der
Last gar nicht beeinflusst (horizontale Linie).
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Der praktische Nutzen dieser begleitenden Eigenwertanalyse kann im Beispiel aus
Abb. 3.17, einer Traglastberechnung eines ausgesteiften Zylinderschalenabschnitts, gese-
hen werden [20]. Drei Lastpfade fiir dasselbe System konnen unterschieden werden, wo-
bei einer zu einer viel zu hohen und einer zu einer etwas zu hohen Versagenslast fiihrt, die
vom System nicht aufgenommen werden kann und damit auf einem instabilen Pfad liegt.

Die Eigenfrequenzberechnung zeigt in solchen Fillen eine verschwindende (unter-
driickte) Eigenform, weil der erste Eigenwert negativ wird. Dies geschieht oberhalb des
Verzweigungspunktes, wenn keine Verzweigung erfolgt. Ein Beispiel ist in Abb. 3.18 fiir
einen anderen Lastfall dargestellt. Die bei Lastfaktor 1 zweite Eigenform wird bei nur ge-
ringer Lasterh6hung auf 1,03 zur ersten, weil die bisherige erste Form unterdriickt wird.
Welche Bedeutung dies hat, wird in Abschn. 3.3 weiter erlédutert.

Das Verschwinden einer Eigenform kann numerisch identifiziert werden (wichtig fiir
die Automatisierung), indem man von der Tatsache Gebrauch macht, dass zwei verschie-
dene Eigenvektoren M-orthogonal sind, d. h. das Produkt der Massenmatrix M von links
mit dem einen und von rechts mit einem anderen Eigenvektor ¢ also null ist. Weil hier die
Eigenvektoren zu verschiedenen Laststufen verglichen werden, gilt dies nur niherungs-
weise, sodass als Kriterium

¢/ Mg,

<1 (3.8)
<PiTM<Pi

gelten kann, worin der Index i die Lastniveaus zihlt, bei denen eine Eigenwertberechnung
stattgefunden hat.

Das Problem der unterdriickten Eigenformen ldsst sich mit einem Loser fiir unsymme-
trische Matrizen oder zur Bestimmung von Eigenfrequenzen gedimpfter Systeme iiber-

Durfhschlagpunkt Eigenform
von Last
—— - - wenig
\ N— _-nicht

N\ beeinflusst
% N Last-Verschiebungs-Kurve
z /\ wieder
S 7\ S stabil
= [\ \

—
=
~—

V Eigenform
verschwindet

/ \ taucht wieder auf «

Verschiebung

Abb. 3.16 Eigenfrequenzen in Abhingigkeit vom Lastniveau
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Last

Verschiebung

Abb. 3.17 Verschiedene Last-Verschiebungs- Kurven eines Systems in Abhéngigkeit von Imper-
fektionen und der Lastinkrementierung

Lastfaktor 1

& negativer Shift bzw.
negativer Eigenwert

Eigenform verschwindet

“ > niedrigsten Lastpfad
Lastfaktor 1,03 verpasst

Abb. 3.18 Verschwindende Eigenform nach Erreichen eines instabilen Pfades [20]

winden. Hier werden komplexe Eigenwerte erwartet. Wendet man diese Loser auf ein

symmetrisches, ungedampftes System an, wird eine Eigenfrequenz bei einer Vorspannung
oberhalb der kritischen Last rein imaginér (Abb. 3.19).
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Mode [V Realteil Eigenwert (Frequenz) [Hz] [[¥ Imaginarteil Eigenwert [Hz]
x 32,149 0,

2 224,28 0,

<k 2979 0,

4, 545,01 0,

5, 804,38 0,

6, 957,56 0,
b

Mode [V Realteil Eigenwert (Frequenz) [Hz] [[¥ Imaginarteil Eigenwert [Hz]
i 5 0, 13,514

2 209,46 0,

3, 303,14 0,

4, 528,12 0,

5, 786,32 0,

6, 928,83 0,

Abb. 3.19 Eigenfrequenzen unterhalb (a) und oberhalb der kritischen Last (b)

Abb.3.20 Erste Eigenform
unter- und oberhalb der kriti-
schen Last

Die Eigenform ist die wahrscheinliche Beulfigur, in obigem Beispiel bleibt diese unter-
und oberhalb der kritischen Last so, wie in Abb. 3.20 dargestellt.

3.2.4 Direkte Identifikation kritischer Punkte
durch ein erweitertes System
Am kritischen Lastniveau Ay miissen zwei Bedingungen erfiillt werden [26]:

1. Es muss Gleichgewicht herrschen:

d(@, ) =f™@) — M @) =0
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2. Das Eigenwertproblem 1 aus Abschn. 3.2.2 muss einen Eigenwert O ergeben, d. h.:
KT(p =0

Dies fiihrt zu zwei Unbekanntenvektoren mit je » Komponenten plus dem unbekannten
Lastfaktor A, d.h. 2n + 1 Unbekannten in 2n Gleichungen.

3. Diefehlende Gleichung kann in Zusammenhang mit dem Eigenvektor gefunden werden:
a. Die Linge des Eigenvektors muss skaliert werden, z. B. zu 1:

¢ o—-1=0

b. Nur Verzweigungspunkte, an denen der Eigenvektor senkrecht zum Vektor der
duleren Last steht, sollen gefunden werden:

(pr(e)xl =0

c. Nur Durchschlagpunkte, an denen das nicht der Fall ist, sollen gefunden werden.
Weil der Eigenvektor beliebig skaliert werden kann, kann man formulieren:

't —1=0

Diese Gleichungen miissen simultan durch ein Newton-Verfahren geldst werden. Die Tan-
gentenmatrix enthdlt alle Ableitungen nach den Unbekannten, mit Bedingung 3a:

S R B
8u a(p ak ext int
8KT(p BKT(p BKT(p All Afo —f
ou @ R Ag | = —Kro (3.9
T
((pT(p_l) ((pT(p—l) ((pT(p—l) AX 1—o'e
L du a@ ar |

Die Ableitung in der zweiten Zeile und dritten Spalte existiert nur, wenn der Lastvektor
von den Verschiebungen abhéngt. Dann ist

of et d ()Lf 8"‘)
K”__au T du =4 Ju

(3.10)

der einzige Teil der Tangentensteifigkeitsmatrix Kr, der vom Lastfaktor A abhéngt. Die
Ableitung lautet:

Keo  0K,p K,  (F) 19 (£

oA . a T T o

1
o=—3K0  GID
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Damit lautet das lineare Gleichungssystem im Newton-Verfahren:

aII<(T 0 —lf(e)Xl Au Af(e)m _ fint
aT“’ Kr — Ko Ao | = —Kro (3.12)
u AL 1—9Te

0 207 0

Was relativ kompliziert aussieht, kann jedoch im Wesentlichen zuriickgefiihrt werden auf
die Losung eines Gleichungssystems mit Kt und verschiedenen rechten Seiten, wie nach
Vorstellung der Ideen fiir das Bogenldngenverfahren in Abschn. 4.4 gezeigt wird.

Kt¢ und K, ¢ konnen auf Elementebene bestimmt und dann zu einem globalen Vek-
tor zusammengebaut werden. Fiir den Term in der ersten Spalte und zweiten Reihe wird
das nach der Herleitung des Algorithmus’ gezeigt. Fiir ein Programm mit verschiedenen
Elementtypen kann es sinnvoll sein, diese Ableitung numerisch zu bilden.

3.3 Bedeutung des Eigenvektors

In Abb. 3.21 sind die Verschiebungszustinde zweier Laststufen zu sehen. Obwohl die-
se sehr dhnlich aussehen, stellt sich heraus, dass ihre Differenz (Abb. 3.22a [20]) zum
einen dhnlich zu der sich einstellenden Verformung im Versagensbereich ist (Abb. 3.22b,
diese Versagensform zeichnet sich hier also schon ab), zum anderen aber auch &hnlich
zur verschwindenden Eigenform aus Abb. 3.18 ist. Das heif3t, der unterdriickte Mode, die
Eigenform zum Nulleigenwert am kritischen Punkt, zeigt, wie das System sich weiter
verformen muss, um den niedrigsten Lastpfad zu erreichen.

Diese wichtigste Eigenform kann wihrend der Lastgeschichte wechseln, was weitere
Verzweigungsmoglichkeiten anzeigt. Fiir das Beispiel in Abb. 3.21 ist die Verformung das
Ergebnis eines fritheren Beulprozesses.

Die Eigenform zum kritischen Eigenwert O bzw. 1 zeigt, wie das System sich ohne wei-
tere Lastzufuhr verformen kann. Im Falle eines Durchschlagproblems ist die Eigenform
dhnlich zum Verformungszustand, im Falle eines Verzweigungsproblems vollig verschie-
den (vgl. Abb. 3.21 mit 3.18). Aullerdem steht im letzteren Fall der Eigenvektor senkrecht
zum Lastvektor, d. h.

e fX =0 (3.13)

S
N ]
Abb. 3.21 Radiale Verschiebung in zwei aufeinander folgenden Laststufen nahe dem Instabilitéts-
punkt
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Fiir das Durchschlagproblem ergibt dieses Produkt einen Wert, der deutlich von null
verschieden ist, sodass man ein Kriterium erhilt, zwischen Durchschlag- und Verzwei-
gungsproblem zu unterscheiden, wenn man einen Vergleichswert hat. Dieser kann das
Produkt aus Verschiebungsvektor und Lastvektor sein, wobei der Verschiebungsvektor in
gleicher Weise wie der Eigenvektor normiert sein sollte:

@TfeN <1 = Verzweigungsproblem (3.14)
alfex sonst = Durchschlagproblem ‘

3.4 Imperfektionen

Im Falle eines Verzweigungsproblems kann ein System fiir hohere Lasten als die kritische
auf dem Primérpfad verbleiben und so zu Losungen auf der unsicheren Seite fiihren. Oft
muss der Verzweigungsprozess erst durch eine Imperfektion angestolen werden, um ei-
ne physikalisch sinnvolle Losung zu erhalten. Dies kann durch geeignete Storlasten oder
geometrische Imperfektionen erfolgen.

3.4.1 Imperfektion durch Krifte

Imperfektionen sollen die Beulform zum niedrigsten Lastpfad anregen. Wenn diese nicht
bekannt ist, sollte die Imperfektion durch Krifte so gewéhlt werden, dass sie die Art der
Beulform nicht iiberbestimmt. Wenige Krifte sind also zu bevorzugen. Diese Aussage gilt

Abb. 3.22

Abb. 3.23 Tmperfektion (hier radiale Verschiebungen) infolge von zwei Einzellasten (rot/griin)
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besonders unter dem Gesichtspunkt, dass auch im Versuch Beulmuster, auch solche, die
sich iiber das ganze System erstrecken, in der Regel in einer lokalen Beule ihren Anfang
nehmen. Zum Beispiel werden in Abb. 3.23 zwischen fiinf und sieben Halbwellen erwar-
tet. Fiinf gleichmiBig verteilte Einzellasten aufzubringen wire gefdhrlich. Zwei Krifte,
unsymmetrisch angeordnet, geniigen als Ausloser, lassen dem System aber genug Frei-
heitsgrade, das richtige Beulmuster zu finden.

So eine Imperfektion kann nur fiir den jeweiligen Spezialfall gewihlt werden und er-
fordert eine Schitzung, eine Idee von der Beul- oder Versagensform.

3.4.2 Imperfektion durch geometrische Vorgaben

Fiir geometrische Imperfektionen, d. h. spannungsfreie Vorverformungen, also Verdnde-
rungen der Knotenkoordinaten, kann man versuchen, eine geeignete Funktion zu finden,
mit der das Beulen angeregt wird, das ist aber fallabhiingig. Vor allem ist nicht sicher-
gestellt, dass man die Beulform zur niedrigsten Beullast trifft. Unter Umsténden kann so
sogar eine hohere Verzweigungslast als die ideale Beullast ermittelt werden [21].

Als noch weniger geeignet haben sich zufallsverteilte Knotenverschiebungen erwie-
sen. Auch sie konnen zu hoheren als den idealen Beullasten fiihren. Es kann dabei ferner
passieren, dass zufillig von einem Knoten zum anderen die groftmoglichen Koordinaten-
spriinge auftreten, was z. B. zu Elementverdrillungen fiihren kann und der Genauigkeit
nicht forderlich ist. Um das zu vermeiden, miissten die geometrischen Storungen erst wie-
der geglittet werden.

AuBerdem treten in beiden Fillen Konflikte auf, wenn das System Bauteile umfasst,
die nicht durch gemeinsame Knoten, sondern durch Kontakt verbunden sind. Es ist sehr
wahrscheinlich, dass durch willkiirliche geometrische Verinderungen Uberschneidungen
oder Spalte auftreten.

3.4.3 Imperfektion durch eine lineare Beulanalyse

Ein allgemeinerer Ansatz fiir geometrische Imperfektionen ist die Verwendung der Eigen-
form aus einer Beulanalyse, also die Koordinatenéinderung um den skalierten Eigenvektor:

X< X+cQ (3.15)

Damit das zielfiihrend ist, muss aber die Voraussetzung der linearen Beulanalyse erfiillt
sein, namlich lineares Verhalten bis zum Eintritt des Beulens. Dann konnen die ersten
Eigenformen gute Imperfektionen darstellen. Im Falle mehrfacher Eigenwerte oder, wie
es in der Praxis hiufig auftritt, nah beieinander liegender Eigenwerte, sind mindestens alle
dazu gehorigen Eigenformen zu beriicksichtigen. Es kann dann jede Linearkombination
daraus die maB3gebende Beulform sein.
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RO |

Abb. 3.24 Erste (a), siebte (b) und achte (c) lineare Beulform

Bleibt das System nach dem ersten Verzweigen stabil und versagt erst spéter durch
erneutes Verzweigen oder Beulmusterwechsel, was bei versteiften Fliachentrégern oft der
Fall ist (z. B. erst Einzelfeldbeulen, dann Teil- oder Gesamtfeldversagen), ist die lineare
Beulanalyse oft nicht hilfreich fiir die Imperfektionsbestimmung. Im Falle des versteiften
Zylinderschalenausschnittes aus Abb. 3.23 und 3.24 [20] ist die siebte oder achte Eigen-
form dem spiiter in der nichtlinearen Berechnung auftretenden Versagensmodus dhnlich,
aber wie soll man das vorhersehen?

3.4.4 Begleitende Eigenwert-Analyse

Eine verldsslichere, aber auch kompliziertere Methode als die lineare Beulanalyse ist es,
die erste Eigenform einer Beulanalyse zu verwenden, die wiederholt nach bzw. parallel zu
einer nichtlinearen Berechnung auf der Basis der aktuellen Tangentenmatrix durchgefiihrt
wird (s. Abschn. 3.2.2). Die Frage dabei ist allerdings, wann und wie oft eine solche
Analyse durchzufiihren ist und wie die Imperfektion aufgebracht werden kann.

Die nachfolgenden Algorithmen sind geeignet, Verzweigungspunkte bzw. das Verblei-
ben auf einem instabilen Pfad festzustellen und die Verzweigung auszuldsen. Zunéchst

Alg. 3.1Eigenwertanalyse nach einer nichtlinearen Berechnung

e Bei vorgegebenen Laststufen die jeweilige Tangentenmatrix Ky oder Restart-
Dateien, mit denen K wieder aufgebaut werden kann, sichern.

e Eine Folge von Eigenwertanalysen i durchfiihren.

— Die erste Eigenform autheben, wenn ihr Eigenwert negativ (Eigenwertpro-
blem 1 und Modalanalyse) bzw. < 1 (EWP 2 und 3 aus Abschn. 3.2.2) wird,
oder

— das Verschwinden oder den Wechsel der ersten Eigenform, wenn (3.8) erfiillt
wird, identifizieren,
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wobei darin M = I fiir EWP 1, M = K, fir EWP2, M = K, + K, fiir EWP
3 oder M die Massenmatrix in der Modalanalyse ist.
e Die nichtlineare Berechnung mit einer entsprechenden geometrischen Imperfek-
tion wiederholen.

Eine Wiederholung ist grundsitzlich nur erforderlich, wenn an einem Verzweigungs-
punkt vorbeigerechnet oder wenn keine Konvergenz erzielt wurde, weil das System ver-
zweigen mochte, aber nicht dazu angeregt wird und deshalb zwischen verschiedenen
Ubergangslosungen hin- und herspringt.

Zu oft kann diese Vorgehensweise nicht durchgefiihrt werden, weil jedes Mal eine
geometrische Imperfektion hinzukommt oder die vorherige ersetzt, sodass es irgendwann
fraglich wird, ob der Verzweigungspunkt, fiir den die neue Imperfektion geeignet ist, iiber-
haupt erreicht wird.

Besser geeignet fiir mehrfaches Verzweigen ist

Alg. 3.2 Eigenwertanalyse parallel zu einer nichtlinearen Berechnung

(Begleitende Eigenwertanalyse)

e Die nichtlineare Berechnung auf bestimmten Lastniveaus unterbrechen und eine
Eigenwertanalyse durchfiihren.

e Die nichtlineare Analyse fortsetzen.

Zur Reaktion auf die Eigenwertberechnungen gibt es zwei Moglichkeiten:

e Die Berechnung anhalten, wenn ein instabiler Pfad vorliegt, und mit einer geo-
metrischen Imperfektion neu starten.
Dann unterscheidet sich die Vorgehensweise allerdings nur im Ablauf von Algo-
rithmus 1.
Oder:

e Bei der Fortsetzung der nichtlinearen Berechnung das Newton-Raphson-
Verfahren mit dem aktuellen Eigenvektor storen.

Letzteres soll niher erldutert werden: Der Startvektor u, fiir ein Newton-Raphson-
Verfahren auf einem neuen Lastniveau i 4- 1 ist gewdhnlich die letzte konvergierte Losung
u°. Zu dieser wird nun zu Beginn der Iteration der Eigenvektor ¢ addiert:

u, =u®+ce (3.16)

Solange das System stabil ist, wird sich als konvergierte Losung u;], nach der Newton-
Iteration dieselbe einstellen wie ohne Storung. In der Umgebung eines Verzweigungs-
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punktes aber wird eine geeignete Beulform gefunden werden, die als Stérung das Ver-
zweigen auslost, ohne dass eine geometrische Imperfektion eingefiigt wurde. Weitere
Entscheidungen sind nicht erforderlich. Das Vorliegen eines Durchschlagproblems ist kein
Hinderungsgrund; eine Eigenwertanalyse ist hier nicht notig, schadet aber auch nicht, weil
sich der Eigenvektor ¢ dhnlich zum Verschiebungszustand einstellt.

Da nur eine Storung des Anfangsvektors vorgenommen wird, ist fiir die Eigenwert-
analyse keine besondere Genauigkeit erforderlich, sodass iterative Verfahren friihzeitig
abgebrochen werden konnen. Am einfachsten wére hier die inverse Von-Mises-Iteration,
bei der das durch Ky bestimmte Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten geldst
werden muss, was beim GauB3-Algorithmus wenig aufwéndig ist, da ja die Triangularisie-
rung bereits vorgenommen wurde.

Imperfektionen aus der Eigenwertanalyse gelten als die ungiinstigsten Imperfektionen
und sind zu empfehlen, wenn man die wahre Vorverformung nicht kennt.

3.4.5 Imperfektionsempfindlichkeit

Um die Sicherheit eines Systems gegen Versagen treffend angeben zu konnen, muss die
Empfindlichkeit gegen die GroBe einer Imperfektion untersucht werden. Diese hingt im
Wesentlichen vom nachkritischen Verhalten ab: je steiler der Abfall im nachkritischen Be-
reich, desto empfindlicher die Reaktion auf Storungen. Die Imperfektionsempfindlichkeit
kann durch Sensitivititsdiagramme klassifiziert werden (Abb. 3.25).

Bei einer geeigneten Imperfektion bleibt ein Durchschlagproblem ein Durchschlagpro-
blem, aber die Traglast d@ndert sich. Ein Verzweigungsproblem jedoch geht entweder in
ein Durchschlagproblem iiber, wenn der nachkritische Zweig instabil ist, oder verwandelt
sich in ein nichtlineares Spannungsproblem ohne streng definierte kritische Last, wenn
der nachkritische Bereich stabil ist. Der Richtung der Imperfektion kommt eine wichtige
Bedeutung zu, nicht nur, aber besonders bei asymmetrischer Verzweigung.

In Abb. 3.26 und 3.27 wird der Einfluss der Imperfektion auf das Tragverhalten anhand
zweier Beispiele dargestellt, zum einen bei einer ebenen Platte, zum anderen bei einem
Ausschnitt aus einer Kreiszylinderschale. Beide haben die gleiche Dicke, bestehen aus
der gleichen Menge an Material und haben vergleichbare Randbedingungen. Die Schale
zeigt instabiles nachkritisches Verhalten. Deshalb geht das Verzweigungsproblem am im-
perfekten System in ein Durchschlagproblem mit deutlicher Reduzierung der Maximallast
iiber. Bei der Platte hingegen erfolgt der Ubergang zu einem nichtlinearen, aber stabilen
Tragverhalten. Eine Maximallast ist nicht mehr definiert. Tatsdchlich wire aber die Durch-
biegung zu begrenzen. Der Vergleich der beiden Systeme zeigt auflerdem, dass die Schale
wegen der Kriimmung ein deutlich hoheres Lastniveau erreicht. Das wird allerdings mit
dem instabilen Nachbeulverhalten erkauft.
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Abb. 3.25 Klassifizierung der Imperfektionsempfindlichkeit

3.4.6 Grof3e der Imperfektion

Welche Grole muss der Maximalwert der Imperfektion haben? Diese Frage ist pauschal
nur so zu beantworten: grof3 genug, um das Beulen auszulosen. Mehr Imperfektion liegt
meist auf der sicheren Seite. Am besten, man weil} etwas iiber die wahrscheinlich oder aus
Griinden geforderter Toleranzen hochstens auftretenden Ungenauigkeiten. Diese miissten
noch mit einem Sicherheitsfaktor beaufschlagt werden. Im Geltungsbereich von Vorschrif-
ten ist die GroBe oft geregelt.
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Abb. 3.27 Beulende Zylinderschale und ihr Last-Verschiebungs-Diagramm mit verschiedenen Im-
perfektionsgrofien

Bei Stabwerken wird gern 1/500 bis 1/250 der Knicklidnge als Maximalwert der Im-
perfektion genommen. Die Knickldnge ist der Abstand der Wendepunkte der Knickbiege-
linie.

Bei Flichentragwerken konnte ein Beuldurchmesser, ebenfalls gemessen zwischen
Wendepunkten, der Mafistab sein. Davon 1/250 kann aber bei Platten mit stabilem nach-
kritischen Verhalten dazu fiihren, dass ein Beulverhalten kaum noch erkennbar ist. In
diesem Fall ist die Imperfektion wahrscheinlich deutlich zu grofl. Gern genommen wird
als Maximalwert der Imperfektion 1/10 der Dicke. Damit wird hdufig der Beuleffekt
gut sichtbar, das Verzweigen aber auch tatsdchlich ausgelost. Dieser Wert hat aber kei-
nen tieferen Hintergrund, sondern ist nur ein Daumenwert. Im Zweifel miissen mehrere
Imperfektionsgrofen ausprobiert und ihr Einfluss auf die Traglast untersucht werden.
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Abb. 3.28 Ersatz-Verzweigungspunkt, a durch Schnitt zweier Geraden, b am Kriimmungsmaxi-
mum

3.4.7 Verzweigungspunkt mit Imperfektion

Wie schon ausgefiihrt, geht ein Verzweigungsproblem durch eine richtig gewéhlte Imper-
fektion entweder in ein Durchschlagproblem oder ein nichtlineares Spannungsproblem
iber. Im ersteren Fall gibt es den Durchschlagpunkt als kritische Last, im letzteren Fall ist
eine solche aber nicht definiert; die Traglast muss anders, etwa durch Verformungsbegren-
zung festgelegt werden. Trotzdem kann es sinnvoll sein, einen Ersatz-Verzweigungspunkt
als charakteristischen Wert festzulegen, etwa um Konstruktionen dadurch miteinander
vergleichen zu konnen. Dies kann insbesondere bei der Suche nach geeigneten Ausle-
gungsparametern oder Optimierungen der Fall sein.

Eine Moglichkeit ist es, die Anfangssteigung des Kraft-Weg-Diagramms mit der
Tangente im Wendepunkt nach dem offenkundigen Verzweigen zum Schnitt zu brin-
gen (Abb. 3.28a), eine zweite, den Punkt der stirksten Kriimmung, die ,,Kniespitze*
(Abb. 3.28b) heranzuziehen. Was sich leicht anhoért, ist numerisch nicht so einfach bzw.
unscharf, weil die Systemantwort nicht durch eine Funktion, sondern durch eine Anein-
anderreihung von Losungspunkten gegeben ist. Der Wendepunkt und die Steigung an
diesem wollen erst einmal identifiziert werden. Fiir die Kriimmung ist die zweite Ablei-
tung numerisch zu bilden, auerdem kann es zu lokalen Kriimmungsmaxima vor dem
gesuchten kommen.

Beide Punkte sind wahrscheinlich nicht gleich, sie dienen nur Vergleichszwecken; ihre
absolute Aussage ist begrenzt.

3.5 Klassifizierung von Instabilitdtsanalysen

Dies ist eine Art Zusammenfassung der oben beschriebenen Verfahrensweisen. Die Ab-
kiirzungen kommen u. a. in DIN EN 1993-1-6 ,,Eurocode 3: Bemessung und Konstruktion
von Stahlbauten — Teil 1-6: Festigkeit und Stabilitdt von Schalen* vor. Dort wird neben
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den unten aufgefiihrten Untersuchungen auch festgelegt, wann die begleitende Eigenwert-
analyse (Abschn. 3.4.4) durchzufiihren ist.

3.5.1 Lineare Beulanalyse (LBA)

e Erfordert eine lineare statische Berechnung mit Referenzlasten, um einen Referenz-
spannungszustand zu erhalten.

e Die Grundannahme ist rein lineares Verhalten bis zum Beulen.

e Die Methode ist nur fiir ein perfektes System geeignet.

e Liefert einen Lastmultiplikator und somit die ideale kritische Last.

Diese Analyseart ist in der Praxis geeignet, um die kritische Last zu schdtzen und darauf
basierend Einstellungen fiir die nichtlinearen Analysen vorzunehmen. Auferdem konnen
die Beulformen als Imperfektionen benutzt werden, um in einer nichtlinearen Berechnung
das erste Beulen auszuldsen, vorausgesetzt, dass bis dahin kleine Verformungen vorliegen.

3.5.2 Geometrisch nichtlineare Analyse (GNA)

Ist erforderlich, wenn das vorkritische Verhalten nichtlinear ist.

Ist immer erforderlich, wenn Durchschlagprobleme untersucht werden.
Wird auf der Basis des perfekten Systems durchgefiihrt.

Wenigstens grofle Verdrehungen miissen aktiviert sein.

Beschreibt nur das Verhalten von sehr schlanken Tragwerken.

Die Methode kann bei Durchschlagproblemen ausreichend sein. Sie kann auch benutzt
werden, wenn die tatsidchliche Verzweigung ohne Vorgabe einer Imperfektion auftritt. Sie
ist aber auch eine gute Basis fiir die Beobachtung des Vorzeichens der Pivot-Elemente
oder die Begleitende Eigenwertanalyse, um Verzweigungspunkte oder instabile Aste zu
entdecken und danach mit einer Methode mit Imperfektion (s. Abschn. 3.5.4) fortzufahren.

3.5.3 Geometrisch und materiell nichtlineare Analyse (GMNA)

e Hat die gleichen Annahmen und Einschrinkungen wie die GNA.

e Ausnahme davon ist, dass zusitzlich nichtlineares Materialverhalten betrachtet wird
und die Traglast beeinflusst.

e Die Einbeziehung der Materialnichtlinearitit ist bei miBig schlanken Tragwerken er-
forderlich.

Diese Analyse soll auch von der Beobachtung der Pivot-Elemente oder der Eigenwertana-
lyse begleitet werden.
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3.5.4 Geometrisch oder geometrisch und materiell nichtlineare
imperfekte Analyse (GNIA oder GMNIA)

e Beinhalten den Einfluss von Imperfektionen.

e Die Unterscheidung zwischen beiden folgt den gleichen Kriterien wie die zwischen
GNA und GMNA: Die Notwendigkeit hingt von der Schlankheit ab.

e Die Imperfektionen miissen so gewihlt werden, dass die Systemantwort auf dem nied-
rigsten Lastpfad berechnet wird. Am verlisslichsten fiir ihre Bestimmung sind Eigen-
wertanalysen. Moglichkeiten fiir Imperfektionen sind
— Imperfektionen durch Krifte,

— geometrische Imperfektionen, besonders durch Beuleigenformen,

— Storung der Anfangsverschiebungen in iterativen Verfahren,

— speziell angeregte Schwingungen, wenn eine (quasi-)statische Analyse durch Trig-
heitseffekte stabilisiert wird ([20, 21]).

3.5.5 MindestmaBBnahmen zur Stablitdatsanalyse

e Einer von Instabilititen beeinflussten Traglastberechnung sollte eine LBA vorausge-
hen, um eine Idee von der kritischen Last zu bekommen und eine Anfangsimperfektion
zu bestimmen.

e Darauf aufbauend wird eine GMNIA durchgefiihrt. Ob Materialnichtlinearitit erfor-
derlich ist oder nicht, ergibt sich aus den auftretenden Spannungen. Wenn nichtlineares
Materialverhalten aktiviert ist, das System aber im linear elastischen Bereich bleibt, ist
der zusitzliche Aufwand gegeniiber der GNIA gering, anderenfalls ist dieser Schritt
eben notwendig.

e Die Pivot-Elemente der Gaul3-Elimination fiir die jeweilige konvergierte Losung eines
Lastniveaus miissen beobachtet werden.

e Das Auftreten eines negativen Pivot-Elementes deutet auf eine Verzweigung hin. Diese
muss mit einer Eigenwertanalyse auf der Basis der verformten (und somit vorgespann-
ten) Konfiguration untersucht werden.

e Die GMNIA muss mit einer weiteren Imperfektion wiederholt oder fortgefiihrt werden.



Lastinkrementierung in einer nichtlinearen
Berechnung

Ein Tragwerk kann durch verschiedenartige Lasten beansprucht sein. Hier werden Kraft-
groBen wie Krifte, Momente und verteilte Belastungen wie Linien- oder Flichenlasten
betrachtet. Die in einem Vektor f§* enthaltenen Basislasten kénnen proportional gestei-
gert werden. Der Proportionalititsfaktor ist der Lastfaktor A:

£ = Af5 4.1)
5 konnte z. B. die vorgesehene Gebrauchslast sein und A ein Sicherheitsfaktor des Sys-
tems, wobei das maximale A berechnet werden soll. Hier wird verallgemeinert, dass die
von A abhingige Systemantwort von Interesse ist.
In der nichtlinearen FEM lautet die Gleichgewichtsbedingung:
d(u,A) =" —f =" A5 =0 (4.2)

Im Newton-Raphson-Verfahren erhilt man das lineare Gleichungssystem

Kr(u)Au = A& — £ (4.3)

4.1 Kraftsteuerung

Kraftsteuerung ist die einfachste Form der Lastinkrementierung. Der Lastfaktor wird um
A ) erhoht und das Newton-Raphson-Verfahren iteriert das Verschiebungsinkrement, bis
das Gleichgewicht erreicht ist. Fiir viele Anwendungen ist das ausreichend. Wenn man
sich jedoch einem Instabilitdtspunkt nihert, kann es zu einem dynamischen Durchschla-
gen wie in Abb. 3.5 kommen. In praktischen Anwendungen ist Konvergenz nicht mehr
wahrscheinlich, d.h. der Durchschlag wird nicht berechnet, sondern die Berechnung
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bricht ab. Die Maximallast, die das System aufnehmen kann, kann durchaus hoher sein,
weshalb es notig ist, die Analyse fortzusetzen. Es ist mit der Kraftsteuerung unméglich,
einer Kraft-Weg-Kurve mit negativer Steigung zu folgen.

4.2 Einfache Verschiebungssteuerung

Die Steuerung charakteristischer Verschiebungen macht das System und damit auch die
numerische Analyse stabiler. Wenn eine Belastung infolge von Kraftgrolen durch eine
vorgegebene Verschiebung ersetzt werden kann, ist das also hilfreich. Der Lastvektor wird
dann aus der zugeordneten Spalte von Ky multipliziert mit dem Inkrement der vorge-
schriebenen Verschiebung erzeugt.

Diese Methode ist auf Einzellasten beschrinkt, weil durch die Vorgabe mehrerer Ver-
schiebungen unerwiinschte kinematische Restriktionen eingebracht werden. Eine Kraft F
und ein Moment M konnen durch eine exzentrisch angreifende Kraft mit der Ausmitte
e = M/F ersetzt werden. Zwei oder drei Krifte am selben Knoten konnen durch eine
vorgegebene Verschiebung in Richtung ihrer Resultierenden ersetzt werden (Abb. 4.1).
Die Grofle der Reaktionskraft bestimmt das Lastniveau.

Fiir diesen Zweck muss die Verschiebung in einem gedrehten Koordinatensystem
beschrieben werden. Die anderen Komponenten miissen frei bleiben. Das Vorschreiben
von zwei Verschiebungskomponenten, sodass deren Resultierende in die gewiinschte
Kraftrichtung zeigt, ergibt etwas anderes.

Wenn es einen Hinderungsgrund gibt, das Knotenkoordinatensystem zu verdrehen,
kann stattdessen auch eine Koppelgleichung formuliert werden, die besagt, dass die Pro-
jektion der beiden Verschiebungskomponenten auf die gewiinschte Kraftrichtung gesteu-
ert wird (Abb. 4.2).

Abb. 4.1 Einfache Verschie-
bungssteuerung fiir zwei

tan a = £ Freaks vorgegeben
N \y&

Kraftkomponenten
P

belasteter gedrehte

Knoten Randbedingung
Abb. 4.2 Alternative Ver- Fres u, vorgegeben
schiebungssteuerung fiir zwei
Kraftkomponenten

Koppelgleichung

u,cosa tu sino =u
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4.3 Verschiebungssteuerung mit Kraftgro3en

Wenn die Belastung nicht auf eine Einzelkraft reduziert werden kann, ist die Steuerung
einer einzelnen Verschiebungskomponente trotzdem mdoglich. Dann ist der Lastfaktor A
unbekannt und muss aus der Verschiebungsvorgabe bestimmt werden.

Die rechte Seite in der Newton-Raphson-Iteration, —d, ist die Differenz zweier Anteile,
nimlich der skalierten duBeren Lasten Af S und der inneren Krifte £™:

KrAu = AfS —fint 4.4)

Obwohl ein nichtlineares Problem gelost wird, fiihrt das Newton-Verfahren auf eine Folge
von linearen Gleichungssystemen. Ist die rechte Seite eine Summe, kann die Losung durch
Superposition der Ergebnisse fiir die Summanden erzielt werden. Wenn Au®™' die Losung
von

KrAu®™ = 4.5)

ist und Au'™ die Losung von
KTAuim — fint (4.6)

dann lautet das Ergebnis fiir die gesamte rechte Seite:

Au = A Au®™ — Au™ 4.7
Dies gilt auch fiir die vorgegebene Verschiebungskomponente i :

AU = AAuS — Ay (4.8)

Diese Gleichung kann nach dem gesuchten Lastfaktor aufgelost werden:

AU+ Au™
A, = T?Xt (49)
In der ersten Iteration fiir die Laststufe m ist
AT =" —uf"! (4.10)
worin  u"™ die in der Laststufe m vorgegebene Verschiebung und

oo,m—1
i

Von der zweiten Iteration an hat die gesteuerte Verschiebungskomponente den vorge-
schriebenen Wert erreicht, sodass gilt:

die konvergierte Losung aus dem vorherigen Lastinkrement ist.

Au=0 (4.11)

Die zur Steuerung ausgewéihlte Komponente sollte fiir die Verformung des Systems cha-
rakteristisch sein.
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4.4 Bogenlangenverfahren (arc-length method)

Die Verschiebungssteuerung fiir allgemeine Lasten war ein groler Schritt vorwirts in der
numerischen Stabilitidtsanalyse. Sie ist geeignet, solange die Systemantwort eine (eindeu-
tige) Funktion der Verschiebung ist, ansonsten kann auch sie versagen (s. Abb. 4.3).

Fiir diesen Zweck wurden die Bogenlingenverfahren als Pfadverfolgungsalgorith-
men entwickelt. Den Verfahren ist gemein, dass in keinem die Bogenldnge des Last-
Verschiebungs-Diagramms gesteuert wird, sondern hochsten Sehnenlidngen; vielleicht
kann man von der diskretisierten Bogenlénge sprechen. Weder der Lastfaktor noch die
Verschiebung, sondern eine Kombination aus beidem wird gesteuert. Als Ideengeber wird
in diesem Zusammenhang gerne Riks [17] genannt. Zur Ausfiihrung sind verschiedene
Moglichkeiten (Nebenbedingungen) bekannt. Bei allen Verfahren wird ein erweiterter

Unbekanntenvektor, namlich
Av=| AU (4.12)
AX

verwendet. Die nachfolgenden grafischen Darstellungen beziehen sich auf den Lastfaktor
und eine Verschiebungskomponente, die Formeln gelten aber fiir beliebig viele Freiheits-
grade.

Zum Vergleich mit den folgenden Algorithmen ist in Abb. 4.4 noch einmal die Vorge-
hensweise im Newton-Verfahren skizziert.

441 Modellproblem

Die verschiedenen Verfahren sollen an einem mathematischen Modellproblem mit einem
Freiheitsgrad u verglichen werden. Dabei sei der Referenzwert der dufleren Kraft

£ =1

Abb. 4.3 Versagen der Kraft- w
und Verschiebungssteuerung

® Kraftsteuerung versagt

O  Verschiebungssteuerung versagt
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Abb. 4.4 Einfaches Newton- erster Newton- . .
. . zweiter Newton-Schritt
Verfahren zum Vergleich t A Schritt zu 2u {uy )
221

{updy )
| Tangente: Richtung und Linge aus

s, Newton-Gleichung

letzte konvergierte Losung {u,4,}

wihrend die innere Kraft
fi () = —4(u—1)7>+4

betrage. Es handelt sich also um eine nach unten gedffnete quadratische Parabel mit dem
Scheitelpunkt bei {u; A} = {1;4}. Die Tangenten-,,Matrix“, die Ableitung der inneren
Kraft nach u, ist

Kr=-8u-1) (4.13)

Die letzte konvergierte Losung betrage Ao = 3,84, uy = 0,8.

Das nichste Inkrement starte mit AA; = 0,26. Dementsprechend ist A = 3,84 +
0,26 = 4,1 und damit groBer als das Maximum von f it Fin einfaches Newton-Verfahren
ké@me nicht zur Konvergenz.

4.4.2 Suche senkrecht zur letzten Sekante

4.4.21 Verfahren
Es wird nach Losungen gesucht, die in der vom Newton-Verfahren vorgegebenen Rich-
tung (jedoch mit noch unbekannter Linge) und zusitzlich auf einer Ebene liegen, die
senkrecht zur letzten Sekante, also der Verbindung von der letzten konvergierten zur ak-
tuellen Losung aus dem vorausgegangenen Schritt, steht (Abb. 4.5).

In Iterationsschritt m zeigt die Sekante von der letzten konvergierten Losung zur Lo-
sung der (m — 1)ten Iteration und lautet:

5, = [ Um—1 —Uo } (4.14)
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Abb. 4.5 Bogenlingenver- erster Newton- . .
. Bogenlangen-Schritt
fahren, Suche senkrecht zur b A Schritt zu u
letzten Sekante (LINGE; ( {u,,4,} » Tangente: Richtung aus
| \ Newton-Gleichung
S
S,

letzte konvergierte Losung {u,4,}

Der erste Vektor ist die Tangente

s =t = [ 221 } (4.15)
1

wobei das Lastinkrement AA; im ersten Iterationsschritt gegeben und Au; das Verschie-
bungsinkrement aus der ersten Newton-Raphson-Iteration auf diesem Lastniveau ist.
Wenn der Vektor der inkrementellen Verdnderung senkrecht zu s steht, ist das Skalar-

produkt null:
[ au” A2 ][ ‘A"’H _;0 ] —0 (4.16)
m—1 — A0

Nun gibt es eine Aufspaltung der rechten Seite in

Afgxt _ finl — (Amfl 4 A/X) f(e)xl _ fint

= AME — (£ — 4, £5Y) (4.17)
fII

und damit des Verschiebungsinkrementes in
Au = ALAu™ — Au”! (4.18)

die Losungen der Newton-Raphson-Gleichungen zu den beiden rechten Seiten mit dem
entsprechenden Index. Eingesetzt in (4.16) ergibt das:

[ AMAUET — AT AL ] |: ;:mfl _1;0 ] -0 (4.19)
m—1 770

(AL AU — Ad") (W) —ug) + AL Aoy — Ao) =0 (4.20)
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Ausmultipliziert, dann A} ausgeklammert:

AL AU (W1 —ug) + (At — A0)] — Au™ (W1 —ug) =0 .21
AuHT (llm,1 - ll())

AL =
Aue’“T (llm_l — ll()) + (Am—l — A,())

(4.22)

Ist AA erst einmal ermittelt, kann das gesamte Verschiebungsinkrement Au durch GI.
(4.18) bestimmt werden.

4.4.2.2 Anwendung auf Modellproblem

1. Schritt: Newton-Schritt

A’l =A,()+AA41 = 4,1
MY M =411 +4u—1)"-4=026
KT=—8(M—1)=1,6
0,26
Aul = — = 0,1625
1.6

)

u; = 0,8 +0,1625 = 0,9625
2. Schritt: Bogenlidngenverfahren

£ =f"_41-1=—-4@u, —1)>+4—4,1=-0,1056
Kr=—8(u;—1)=0,3

At = L 3333 Aul = —0.1056
0,3 0,3

—0,3521 - (0,9625 — 0.8)
T 3.333-(0,9625— 0.8) + (4,1 — 3.84)
Ay = 4,1 —0,07136 = 4,029
Auy = —0,07136 - 3,333 — (—0,3521) = 0,1142
uy = 0,9625 + 0,1142 = 1,077

= —0,3521

AL

= —0,07136
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4,3

42

4.1

f int
el \/erlauf
= =A = Sekante

394

3,84

3,7 -

3,64

3,5 7 T T T A
0,6 0,8 1 1,2 1,4

Abb. 4.6 Iterationsverlauf bei Suche senkrecht zur letzten Sekante

3. Schritt: Bogenlidngenverfahren

1 =f"—4029-1=—4(u,—1)>+4—4,029 =-0,05216
Kr = -8 (uy — 1) = —0,6135
1 —0,05216
A= ——— =—-1630 Au'=—"""— =10,08501
—0,6135 —0,6135
B 0,08501 - (1,077 — 0.8)
"~ —1,630- (1,077 — 0,8) + (4,029 — 3,84)
A3 = 4,029 —0,08966 = 3,939
Auz = —0,08966 - (—1,630) — 0,08501 = 0,06112

uz =1,07740,06112 = 1,138

AL = —0,08966

Der weitere Iterationsverlauf ist

u A A,fCXt _ fint
1,1442797 | 3,91690079 | 0,00016732
1,14433006 | 3,91667535 | 1,0143E—08

Man sieht an den Zahlen und der Darstellung in Abb. 4.6, dass trotz eines Startwertes
oberhalb des Maximums eine Losung erzielt wird. Diese liegt auf dem abfallenden Ast,
also beim instabilen Gleichgewicht, wie auch der negative Wert fiir Ky zeigt.
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Abb. 4.7 Bogenlingen- W AN
Verfahren: Suche senkrecht TS
zur ersten Tangente S

letzte konvergierte Losung

4.4.3 Suche senkrecht zur ersten Tangente

Eine frithere Variante beschrinkt sich auf die Suche senkrecht zur ersten Tangente
(Abb. 4.7). Wer will, kann sich die zugehorigen Formeln analog dem vorigen Abschnitt
selbst herleiten.

Je weniger allerdings die Suchebene dem Iterationsfortschritt angepasst wird, desto
grofer ist die Gefahr, bei einer stark gekriimmten Kurve keine Losung zu erhalten (gestri-
chelte Linien in Abb. 4.7).

4.44 Suche senkrecht zur aktuellen Tangente

4.4.4.1 Verfahren
Das Prinzip der Suche senkrecht zur aktuellen Tangente wird in Abb. 4.8 gezeigt. Das
Problem ist jedoch, diese Tangente zu bestimmen, denn der Punkt P, der den FuBBpunkt der
Tangente auf der Last-Verschiebungs-Kurve markiert, ist nicht bekannt.

Zur Bestimmung von P fehlt zu dem Verschiebungsvektor u der zugehorige Lastfaktor
Ap. Auf der anderen Seite ist dies ein Gleichgewichtspunkt, an dem

At — £t =0 (4.23)
gilt. Vorausgesetzt, man wiirde bei P ein neues Inkrement beginnen, wire die rechte Seite

—d= (A + AN EE — £ = AXEE + (A E5 — 1) = AN (4.24)
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Abb. 4.8 Bogenlingenver- ‘o Au,
fahren, Suche senkrecht zur A,
aktuellen Tangente

letzte konvergierte Losung

b

und das Inkrement des erweiterten Losungsvektors wiirde zu

ext
Ay = ALAu
A

und bildete so die gesuchte Tangente.

(4.25)

Damit bleibt das Lastinkrement weiter ungeklidrt. Da aber nur die Richtung von t,,

interessiert, kann der Vektor mit 1/AA multipliziert werden:

Auext

Fiir die eigentliche m-te Iteration ist die rechte Seite

—d= (A + AN — " &
—d = AMG — (A £5 + £

fII

Die Normalenbedingung
A ext
| Adau” — aul A2 ] [ o ] =0

ergibt

AAATT Au — AuT AuS + AL =0
AL (AT Aut +1) = A, Aup!
AullT Aut

A= —12 — ™"
AT Aut + 1

(4.26)

(4.27)
(4.28)

(4.29)

(4.30)

4.31)
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4,3

42

41 1

f int
39 - === \/crlauf
=== Tangente

3,8 -

3,7 -

3,6 -

3,5 +—f ; ; ; \
0,6 0,8 1 1,2 14

Abb. 4.9 Tterationsverlauf bei Suche senkrecht zur aktuellen Tangente

4.4.4.2 Anwendung auf Modellproblem
Der erste Schritt ist wieder der gewohnliche Newton-Raphson-Schritt aus Abschn. 4.4.2.2.

2. Schritt: Bogenlidngenverfahren

f1=—41-1+f"=—-41—-4@u, —1)*+4=-01056
Kr=-8®u;—1)=03
1 —0,1056
Au™ = —=3333 Aull= —"" =_0,3521
0,3 0,3
_—0,3521-3,333
T 3333-3,333+ 1
Au, = —0,09690 - 3,333 — (—0,3521) = 0,02907 u, = 0,9625 + 0,0291 = 0,9916

= —0,09690 A, =4,1—-0,09690 = 4,003

weiterer Verlauf:

u A )Lfexl _ finl
0,99179802 | 3,99973112 | 2,05971E—-07
0,99179803 | 3,99973091 | O

Hier konvergiert das Verfahren besonders schnell, und das, obwohl die Lésung im Be-
reich der horizontalen Tangente, also dem kritischen Wert liegt. Deshalb ist die zweite
Tangente hier nur als Verbindung der beiden Dreiecksymbole zu erkennen.
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4.4.5 Suche auf einem Kreis bzw. einer Hyperkugel

4.4.5.1 Verfahren

Crisfield [4] schldgt die Suche auf einer Hyperkugel vor, die sich bei einer Verschiebungs-

komponente und einem Lastfaktor auf einen Kreis reduziert und deren Mittelpunkt der

letzte Gleichgewichtszustand {ug; Ao}, die letzte konvergierte Losung, ist (Abb. 4.10).
Die Nebenbedingung lautet nach Pythagoras:

F@A)=A=1)+@—uy) w—uy)—As>=0 (4.32)

wobei As den Radius, der nach der Konvergenz die Sehnenlinge zwischen zwei Gleich-
gewichtspunkten darstellt, bedeutet.
Wenn die (m — 1)-te Losung vorliegt, lautet die Bedingung:

F@A)=R=21)>+(Au+u, i —u) (Au+u,_ —u)—As>=0 (4.33)
Wieder ist eine Aufspaltung der rechten Seite
A — i (434)
in zwei Anteile und des Verschiebungsinkrementes in
Au = AAu™ — Au™ (4.35)

moglich. Eingesetzt in (4.33) ergibt das

(A =20’
+ (AAu™ — Au™ u! | —u)) (AAU = Au™ +u, —wg) — AsP =0
(4.36)
Abb. 4.10 Bogenlingen- Au,
verfahren, Suche auf einer Al
A L 2
Hyperkugel
Kreis um letzten
Gleichgewichtspunkt
letzte konvergierte Losung
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Abb. 4.11 Zwei Losungen ' A
beim Crisfield-Verfahren Tangente 2
Newton:
Av,
Av,,
(Crisfield,
== Losung 1)
=7 Avy,
(Crisfield,
Lésung 2) Kreis um letzten
Gleichgewichtspunkt
(letzte konvergierte
Losung)
> U

So weit ausmultipliziert, dass nach Termen von A gruppiert werden kann:

A2 —2Aho + A3 + A2 Au™T Au™
+ )&AueXIT (_Auinl +u, | — uO) 4 A (—AllimT 4 11171;71 _ u(])") Auext

= 22Au™" (—Au™ + u,,_; —up)

+ (—Au™ +u! | —ul) (—Au™ +u,_; —up) — As* =0 (4.37)
/\2 (1 + AuexlTAuexl) 4 22 (_AO + AuexlT (—Allim +u, | — uO))
+ A5+ (—Au™ +ul | —ul) (—Au™ +u, g —ug) — As? =0 (4.38)

Dies ist eine gemischt-quadratische Gleichung, die zwei Losungen hat. Die eine ist
ein Schritt vorwirts, die andere ein Schritt riickwirts (Abb. 4.11, s. auch Beispiel in
Abb. 4.13). Der Algorithmus muss in der Lage sein, die Vorwirtslosung zu identifizieren.
Das geht etwa folgendermafen: Aus dem ersten, dem gewohnlichen Newton-Schritt hat
sich Av; = {u; —ugp, A; — Ag} ergeben. Der zweite, der Bogenlidngen-Schritt, fiihrt auf
zwei Losungen. Daraus lassen sich

Avyp = {my; —ug, Ay — Ao} und  Avy = {uy —ug, An — Ao} (4.39)

berechnen (erster Index — Iterationsschritt, zweiter — Losung der quadratischen Glei-
chung). Fiir den weiteren Verlauf ausgewéhlt wird nun die Losung i, deren Vektor Avy;
mit Av; den kleineren Winkel einschlief3t (zu priifen tiber das Skalarprodukt).

Diese zwei Losungen stellen in der Praxis ein reales Problem dar, dann nimlich, wenn
der Riickwirtsschritt nicht auf demselben Pfad erfolgt, sondern z. B. bei Plastizitit wie
in Abb. 4.12 einer anderen Entlastungskurve folgt. Dann ist ein sicheres Verhindern des
Riickwirtsschrittes nahezu unmoglich, sodass mit unbrauchbaren Ergebnissen gerechnet
werden muss.
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%
v Fortsetzung mit
__-+="""| anderer Steuerung
/ 4
/ Riickwirtsschritt bei
Plastizitat
/
|1 | —1T
4 |
V/
//
Verschiebung

Abb. 4.12 Riickwirtsschritt auf verschiedenen Pfaden, praktische Anwendung [20]

Eine Alternative ist es, die Nebenbedingung (4.32) in das Newton-Verfahren einzube-
ziehen. Dann miissen zwei Sdtze von Gleichungen null werden, die Gleichgewichts- und
die Nebenbedingung:

d(u, ) =" —Af =0 (4.40)
FAd) =R =21)>+@u—uy) u—uy) — As®> =0 (4.41)

Nun miissen die Ableitungen nach u und A gebildet werden, woraus sich das lineare
Gleichungssystem

od od

Ju oA Au | | d(u?)
oo [M}_ [f(u,x)] 4
du A

[ Ky ) e } [ Au } _ [ AfS — fin ] 443
2u—u)” 2 =19 || Ax —f

Nach Multiplikation mit dem erweiterten Unbekanntenvektor erhélt man:

ergibt, also

KrAu = AME + AFS — £ (4.44)
———
—f”
2u—ug)  Au+2A —1)) AL =—f (4.45)

Zur Klarstellung sei gesagt, dass der Index O fiir die Anfangswerte des Iterationspro-
zesses, gewohnlich die letzte konvergierte Losung, steht und A, u und f aus dem letzten
Iterationsschritt stammen. Mit der gewohnten Aufspaltung

AAAU™ — Aul’ (4.46)
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entsprechend den Losungen fiir die rechten Seiten f 8’“ und £, wird aus (4.45)

2 —up)” (AXAU™ — Au”) +2 (A —A) AL = —f (4.47)
2AL (u—up)” Au —2(u—up)” Au' +2(X — X)) AL = —f (4.48)
2AX [(u “up)” At 4 (A — )Lo)] = f 4+ 2(u—uy)" A" (4.49)

sodass man als Lastinkrement
—f+2@u—uy)" Au”

A= 2 [(u —up)” Aut 4 (A — AO)]

(4.50)

erhiilt.

4.45.2 Anwendung auf Modellproblem mit L6sung der
gemischt-quadratischen Gleichung

Der erste Schritt ist wieder der gewohnliche Newton-Raphson-Schritt aus Abschn. 4.4.2.2.

Die Bogenlidnge ergibt sich daraus zu

As? = AAT + Auy - Auy = 0,26 4 0,1625% = 0,09401

Anfangsvektor Av; = {0,1625;0,26}

2. Schritt: Bogenliingenverfahren

£ = —4 (u; —1)> + 4 =3,994
Kr=-8u; —1)=03

1 < 3,994
=3333 Au™=
0.3 0.3

Au®t = =13.31

Bestimmungsgleichung

A% (1+ Au™T Au™) + 21 (=2 + Au™ (—Au™ + u,_; — up))
+ 25+ (—Au™ +u! | —uf) (—Au™ +u, —ug) — As* =0
a=1+3333-3333=12,11
b = —3.84 +3,333- (13,31 + 0,9625 — 0,8) = —95.36
¢ = 3,84 4+ (—13,31 + 0,9625 — 0,8)> — 0,09401 = 187,63
p=bja=-7874 q=c/a=1549
M +pl4+g=0= 1y =4,020

Ay = 3,854

fiir 1212

Auy = 4,020 3,333 — 13,31 = 0,08565 uy; = 0,9625 + 0,08565 = 1,048
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Kontrollvektor
Avy = {1,048 —0,8; 4,020 — 3,84} = {0,248; 0,18}
fiir 1222

Ausz = 3,854-3,333 — 1331 = —0,4646  u» = 0,9625 — 0,4646 = 0,4979
Avy, = {0,4979 — 0,8;3,854 — 3,84} = {—0,3021;0,014}

Skalarprodukt mit Anfangsvektor

Av; @ Avy = {0,1625;0,26} e {0,248:0,18} = 0,0871
AV, o Avy = {0,1625:0,26} @ {—0,3021;0,014} = —0,04545

Das Produkt fiir Losung 1 ist groer, daher gewihlt: Losung 1
Weiterer Verlauf (dargestellt in Abb. 4.13):

u A AfXt — finl
1,07197497 | 3,9815481 | 0,00226969
1,07362728 | 3,97832702 | 1,09205E—05

4,3

42

41

f int
el \Verlauf
= =A = Radius
=X = 2. Losung

3,9 4

3,8 1

3,7 1

3,6

3,5
0,4

Abb. 4.13 Tterationsverlauf bei Suche auf einem Kreisbogen (quadratische Gleichung)
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4.4.5.3 Anwendung auf Modellproblem mit Bestimmung des Lastfaktors
durch Newton-Verfahren
Der erste Schritt und die Bestimmung der Bogenléinge erfolgen wie in Abschn. 4.4.5.2.

2. Schritt: Bogenliingenverfahren

f = (4,1-3,84)* 4 (0,9625 — 0,8)> — 0,09401 = 0

muss in diesem Schritt so sein, weil die Bogenldnge unmittelbar bestimmt wurde, gilt aber
nicht allgemein

f™ = 4, — 1) +4=3994 f7=—(41-1-3,994) = —0,1056
Kr=-8u;—1)=03

1 —0,1056
Au™ = _— =3333 Aul=_—""""=-073521
0,3 0,3
—0 +2-(0,9625 — 0,8) - (—0,3521
Al — 0 +2-(0,9625—0,8) - (—0,3521) — 00m37

2-1(0,9625—0.8) - 3,333 + (4,1 —3.84)]
Auy = —0,07137-3,333 + 0,3521 = 0,1142 1, = 0,9625 + 0,1142 = 1,0767

42 1

f int
el Ve rlauf
= =A = Radius

39 4

3,8 4

37 1

3,6 1

3,5 1 T T T A 1
0,6 0,8 1 1,2 L4

Abb. 4.14 TIterationsverlauf bei Suche auf einem Kreisbogen (Newton-Verfahren)
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weiterer Verlauf (dargestellt in Abb. 4.14):

f u A Afext — fim
0,00305898 | 1,08148605 | 3,973532132 | 9,204E—05
8,5833E—05 | 1,07368306 | 3,978526775 | 0,00024355
4,8669E—08 | 1,07363526 | 3,978311405 | 9,1393E—09

f # 0in der ersten Spalte ist ein Zeichen dafiir, dass die Bogenldngenbedingung nicht in
den Iterationsschritten, sondern erst bei Konvergenz eingehalten wird.

Die vorgestellten Verfahren schaffen es also, im instabilen Bereich eine Losung zu
erzielen. Jedoch unterscheiden sich aufgrund der verschiedenen Nebenbedingungen die
Ergebnisse, obwohl der Ausgangspunkt jeweils der gleiche Newton-Schritt war. Sowohl
die Lastfaktoren als auch die Verschiebungen weichen voneinander ab. Die Losungen
haben aber gemeinsam, dass sie Gleichgewichtspunkte sind, d. h. die verschiedenen Me-
thoden erzeugen unterschiedliche Auflosungen des Gleichgewichtspfades.

4.4.6 Beispiel mit zwei Verschiebungskomponenten

Das Modellproblem enthielt nur eine Verschiebungskomponente und den Lastfaktor. In
realen Systemen hat man es aber mit langen Verschiebungsvektoren zu tun. Um eine Idee
davon zu bekommen, wie sich Vektoren auf die Handhabung der Verfahren auswirken,
folgt hier ein Zahlenbeispiel mit zwei unbekannten ,,Verschiebungen®.

Ein Finite-Elemente-System ergebe den Vektor der inneren Kréfte

i _ [ 8u - (10 — 3v?) ]

(8 —2u?) - 12v
Der Vektor der duBeren Kriifte sei

fexl — A’. 14
—18

Die letzte konvergierte Losung sei {u, v; A} = {1, —1;4}.
Das nichste Lastinkrement startet nun mit einem Gesamt-Lastmultiplikator A, = 4,2.
Zur Losung wird auf jeden Fall die Tangentenmatrix

8- (10 —3v?) —48uv
—48uv (8—2u?)-12

afim B

K =
T Ju
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benotigt. Fiir die Anfangswerte erhilt man
K = 56 48 g0, 14 _ 58,8 ,
48 72 —18 —75,6
finl — 56 fexl _ finl — 2’8
-72 | -3.6
Im Newton-Schritt erhdlt man durch Losung von Ky Au = £ — fint
Au = 0,2167 und u = 1,2167
—0,1944 —1,1944

Nun folgt der erste Bogenldngenschritt, hier exemplarisch mit der Suche senkrecht zur

aktuellen Tangente. In diesem Fall ist m — 1 = 1, sodass £/ mit A, gebildet wird. Die
Kraftvektoren lauten:

finl — 55,67 . fII — /melfem _ fint — —3,126 . f(e)xl — 14
—72,23 3,368 —18

Das Gleichungssystem mit dem neuen Kt und den zwei rechten Seiten lautet und ergibt:
56 48 Aut Au | 14 =3,126
48 72 Avt A -18 3368 |’
Aut™ — —1,0017 Aull — 0,2020
0.8578 | —0,1773

Damit lésst sich berechnen:

[02020 —01773] —1,0017
: : 0.8578
AX = — 01294
—1.0017
[ 10017 0.8578 ]
0.8578

Ay =4,2—-0,1294 = 4,0706

Au = A)LAueXt _ All” — _0’004123 ’ w = 1,1443
0,004192 1,1281

Weiterer Verlauf:

m|fy AL Au m|fy AL Au A u
3 1—0,3961({—-0,02431|—-0,004123 {4 [—0,001417|—8,52E—05|—1,21E—05{4,0462| 1,1401
0,4223 0,004192 0,001408 1,34E-05 —1,1239
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4.4.7 Anfangswerte und Bogenlinge

Die beiden Beitridge zur Bogenlidnge, die Verschiebungen und der Lastfaktor, haben un-
terschiedliche Einheiten, sodass die obigen Ausdriicke streng genommen nicht gebildet
werden konnten. In der Numerik sind sie aber nur Zahlen, die jedoch in verschiedenen
Situationen unterschiedlich gewichtet werden miissen.

As; in Abb. 4.15 ist kraftdominiert, As, verschiebungsdominiert. Die Methode kann
nur erfolgreich sein, wenn die Anfangswerte je Lastschritt geeignet gewéhlt werden.
Auflerdem miissen das Konvergenzverhalten und indirekt die Kriimmung der Last-
Verschiebungs-Kurve beriicksichtigt werden.

Bei allen aufgefiihrten Algorithmen startet das allererste Inkrement mit einem gegebe-
nen Lastfaktor A, der als Akg gespeichert wird. In der ersten Iteration dieses Schrittes wird
durch einen konventionellen Newton-Schritt das Verschiebungsinkrement Aug’“’o berech-
net. Mit dessen Norm wird ein Bezugswert

Wae = AX UG 4.51)

berechnet, der eine Art Arbeitsausdruck darstellt. Damit wird fiir die folgenden Lastschrit-
te i das Anfangslastinkrement zu

Ware

IS

i
0=

(4.52)
also aus der Bezugsarbeit durch die Norm des zuletzt konvergierten Verschiebungsinkre-
mentes bestimmt (Abb. 4.16). Dadurch wird den sich veridndernden Steigungen Rechnung
getragen. Auch fiir die folgenden Lastinkremente ist der erste Iterationsschritt ein konven-
tioneller Newton-Schritt.

Nach (4.52) ergibt sich stets ein positives AA). Geht man von einer gewissen Glatt-
heit des Verlaufes aus, empfiehlt es sich, diesen Betrag zunéchst mit dem Vorzeichen des
letzten konvergierten Lastinkrementes zu versehen:

Ware

——= —sgn (ALL) (4.53)
lAug

i

0=
und dann zu priifen, ob der Anfangsvektor Av aus dem Newton-Schritt mit der Verinde-
rung der konvergierten Losungen ein positives Skalarprodukt bildet, dhnlich wie fiir die
Auswahl der beiden Moglichkeiten beim Crisfield-Verfahren beschrieben.

Abb. 4.15 Bogenlidngen in
verschiedenen Situationen
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Abb. 4.16 Bogenlingenver- v
fahren: Anfangslastinkrement AVISE P ——

» Anfangswert

o konvergiert

Auoexl,o Au fjﬂ’lil

Crisfields Methode (Hyperkugel) ist das einzige Verfahren, das die Bogenlidnge direkt
verwendet. Die Nebenbedingung (4.32) kann in dimensionsloser Form geschrieben wer-

den:
(A — Xo)? n (u—up)" (u—up) )

f i) = 2, ) e =0 (4.54)
Als Referenzwerte kommen
Aot = AA0 und w2, = Augt? AuS? (4.55)
die Anfangswerte aus dem allerersten Last- und Iterationsschritt, oder
At = AAL und 2, = Au? Aul, (4.56)

die entsprechenden konvergierten Werte aus dem ersten Lastschritt, in Betracht. Der An-
fangswert fiir ¢, ist dann 2.

Des Weiteren muss die Bogenldnge an das Konvergenzverhalten angepasst werden.
Regeln dafiir spiegeln nur Erfahrungswerte wider. Eine ist die Orientierung an einem Ziel
fiir die Anzahl der Iterationen bis zur Konvergenz, Ni‘tg:ral. Dann wird nach Abschluss des
Schrittes i — 1 die aktuelle Bezugsarbeit z. B.:

goal

Wae = Wae '\ Vit (4.57)
N, ilterl
oder die Konstante in (4.54):
) ) 'goal
el =cl! —N‘fj - (4.58)

iter

Im Falle von Nichtkonvergenz ist die Halbierung der Referenzgrof3e ein geeigneter Weg.

4.4.8 Losungdes erweiterten Systems

Das lineare Gleichungssystem im Newton-Verfahren zur Losung des erweiterten Systems
mit dem Zweck der direkten Bestimmung von Instabilititspunkten aus Abschn. 3.2.4 lau-
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tet:
311((;'(‘, 0 —1f8m Au AFSN — gint
a Kr —XKp(P Ae | = —Kro (3.12)
0 207 0 AL 1—@Te

Die erste Zeile ergibt:

KrAu —fEUAL = AFS — £ (4.59)
KrAu = AAMS — (=A£5 + £™) (4.60)
—_—
fII
Mit der Aufspaltung
Au = AL AU — Au” 4.61)

konnen diese Gleichungen mit den Teillosungen fiir die rechten Seiten f§* und f T aus
denen man Au™ bzw. Au’ erhilt, bis auf AL gelost werden.
Die zweite Zeile von (3.12), jetzt

JIK 1
aT“’ (ALAU™ — Au”) + KrAg — —K,@AL = —Krg (4.62)
u
kann in
8KT(p ext 1 BKT(" )ik
p! p”

ungeformt werden. Mit der Aufspaltung
A@ = AAAQ! — Ao (4.64)

kann dieses System mit den rechten Seiten p/ und p” gelost werden, um A’ und A"
zu erhalten.
Die dritte Zeile von (3.12), nun

20" (ArAQ' — A" =1—-0"¢ (4.65)

kann schlielich nach

_ 1— (PT(P + 2(pTA(pH
N 20T Ag!
aufgelost werden. So konnen die insgesamt 2n + 1 Gleichungen mit der n-dimensionalen
Systemmatrix Ky und vier rechten Seiten plus einer skalaren Gleichung geldst werden.

AL

(4.66)
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Beispiel: Zweibock
Einige Formeln fiir das Beispiel aus Abschn. 2.4.5 (mitdrehende Formulierung) werden
hier wiederholt:

fex[ = —lfgm a= 1%
4 3
[ =\#+3B+v)" cosa= 7 sina = #

E
0:§(4c+(3+v2)s—5)

al 1 0 4 J . I 1 )
a—v2=7(3+v2) a—vzcosa=——(3+v2), a—vzsma=7—l—3(3+v2)
0 1
Element #54 von T*: t24—a—c 4+—(3+v2)+s B:§t24
V)

1) 1
fine = 14049 K, = (gl‘z4) EAy-5= §l224EA0

9’ ( 1
—cosa = (B + )’ ——)~4
I3
02 3
™ 2 sina = (—1—3 + s 3+ Uz)z) B+ v2)

d%c 9%s ds
K, (82+(3+U2) +25)O’A0 Kr =K, + K,
2

Fiir die Losung des erweiterten Systems bendtigen wir noch die folgenden Ableitun-

gen:
0ty . dtay . 9%c i 9%s (3—|—U )+ as n as
u v, I3 I3 290, " v,
9%c 9%s N
=24y 03 p
a3 +82(+v2)+ v,
8K,,<p 2 Oty
= —ty—FA
81)2 5 2 d 2 0
93 -5.31 3.
grcosa = (327 @ G+ G - 70 () 4
v, A
83

—15 9
—5 cosa = (1—7 (3+vz)3 + 1—5(34‘ Uz)) -4
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93 3.(=3) 3 5)1
o sine = (_ - (3 +v2) B+ v)— (6 ) (3 +v2) 3+ 1)’
v, 14 l
+—5 G+ vz)z)
3 3
3_1)§Sina= —1—3 (3+ 2) + — (3+v2))
0Ky 3¢ 03s 82s 02s
= (45 +B+v) s +-s+2-—)o4
v, ( o3 3 +v2) vy 3 E)v%)a o
0%c 0%s ds \ do
42 L 3o 99 4
% 2 TG+ ) a3 * 31)2) ov, Y
) () ¢ 3 02s
= (42 L 3o L 43 A
v, ( a3 TG+ ) o3 * avg)a o
E a
) Ag (Ao Bt v) et s ) g
v, d
Kre 9K, n K, @
du  Ou du

Die Belastung ist eine Einzelkraft und hiingt nicht von der Verschiebung ab. Deshalb
gilt K, = 0. Der Eigenvektor ¢ enthilt nur eine Verschiebung, die wie v, gerichtet ist.
Sie wird mit ¢ bezeichnet. Die Referenzlast wird zu

£ =1
Die Anfangswerte der Unbekannten seien

1y=0, A=05 ¢=1

Dann konvergiert die Iteration gegen

vy = —1,398
p=1
A =0.7138

Das trifft genau die Traglast und die zugehorige Verschiebung aus Tab. 2.2, aber dieser
Losungspunkt wird direkt gefunden, ohne eine Lastinkrementierung bis zur Nichtkon-
vergenz vorzunehmen. Das Konvergenzverhalten wird in Abb. 4.17 gezeigt.
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1,5 A

0,5 A v

Results
S
o
e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 lambda

Iteration

Abb. 4.17 Konvergenz fiir das erweiterte System in der mitdrehenden Formulierung

Das Verfahren hat sich in der Praxis nicht durchgesetzt. Griinde dafiir kénnen sein:

e Es gibt keine Garantie, dass die niedrigsten kritischen Lasten gefunden werden.

Hier wire eine Kombination mit einer anderen Steuerung, die so lange aktiv ist, bis
durch die begleitende Eigenwertanalyse die Nihe zu einem kritischen Punkt indiziert
wird, niitzlich.

e Der Term Mg—zq’ enthilt die Ableitung von Kt nach u, die weitere Herleitung und Pro-
grammierung voraussetzt. In einem kommerziellen Programm mit vielen Elementtypen
ist das unerwiinscht. Eine numerische Ableitung ist zwar denkbar, muss aber fiir jeden
Freiheitsgrad des Elementes durchgefiihrt werden.

Weil der Term in (4.63) noch mit den Bestandteilen von Au multipliziert wird, ergibt
sich insgesamt nur ein Vektor, der auf Elementebene berechnet und dann zu einem

Gesamtvektor zusammengebaut werden kann.



Grundziige der Materialmodelle

5.1 Reprasentative eindimensionale Grundelemente
Bei Materialmodellen geht es um die Zusammenhinge zwischen Dehnungen und Span-
nungen, im Folgenden wird aber auf einfache Bauteile Bezug genommen, deren Kraft-

Weg-Verhalten bekannt ist. Als Grundlage fiir ein Werkstoffgesetz muss nur der Weg
durch die Dehnung und die Kraft durch die Spannung ersetzt werden.

5.1.1 Elastizitdt (Hooke-Element)

Das Grundelement fiir lineare Elastizitit ist die Feder (Hooke-Element) wie in Abb. 5.1.

—_—- » Fbzw.o

}—b ubzw. €

Abb. 5.1 Feder als Modell fiir lineare Elastizitit

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 133
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Abb. 5.2 Arbeitsdiagramm AFroc
fiir lineare Elastizitit //
y
k E
/4
I, .
Abb. 5.3 Nichtlineare Elasti- 4Fo
itét
Z /
» U &
In Kriften F und Verschiebungen u gilt:
F =ku (5.1)
wobei k die Federsteifigkeit darstellt, in Spannungen ¢ und Dehnungen ¢ gilt:
o= FEe¢ (5.2)

wobei E der Elastizititsmodul ist.

Das Kraft-Weg- bzw. Spannungs-Dehnungs-Diagramm ist in Abb. 5.2 zu sehen.

Die Fliche unter der Kraft-Weg-Kurve gibt die verrichtete Arbeit, unter dem Span-
nungs-Dehnungs-Diagramm die Arbeit fiir ein infinitesimal kleines Volumenelement, die
Elementararbeit, an. Deshalb heiflen die Diagramme auch Arbeitsdiagramme.

Fiir nichtlineare Elastizitit muss statt (5.2) eine nichtlineare Funktion definiert werden.
Es bleibt aber dabei, dass die Spannung eine Funktion der Gesamtdehnung ist und nicht in
Inkrementen formuliert werden muss. Auflerdem bleibt es dabei, dass Be- und Entlastung
auf demselben Pfad erfolgen (Abb. 5.3). Als Symbol wird auch eine Feder gewihlt.

5.1.2 Plastizitat (St.-Venant-Element)

Bei Plastizitiit tritt bei Uberschreiten einer gewissen Spannungsschwelle, der FlieBgren-
ze o, eine Verformung ein, die bei Wegnahme der Belastung nicht zuriickgeht. Dieses
Verhalten kennt man auch der von Reibung. Aulerdem geht man davon aus, dass Plas-
tizitdt das Ergebnis eines mit innerer Reibung verbundenen Vorgangs ist. Deshalb wird
Plastizitédt durch ein Reibelement (St.-Venant-Element) symbolisiert (Abb. 5.4).
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Abb. 5.4 Reibelement als or

Modell fiir Plastizitit N I >
Abb. 5.5 Dimpfer als Modell 2

fiir Zeitabhéngigkeit >

5.1.3 Zeitabhangiges Verhalten (Newton-Element)

Eine zeitabhidngige Kraft-Weg- oder Spannungs-Dehnungs-Beziehung wird durch einen
Démpfer (Newton-Element) symbolisiert (Abb. 5.5).

Die Spannung ist hierbei eine Funktion der Dehngeschwindigkeit, die als Zeitableitung
der Dehnung mit einem Punkt gekennzeichnet wird:

o =né (5.3)

wobei 1 die Ddmpfungskonstante bei einem linearen Dampfer bzw. die Viskositit des
Materials ist. Gern wird auch die Umkehrung benutzt:

é¢=f(o) (5.4

Die Funktion kann auch nichtlinear von der Spannung und der Zeit abhéngen oder als
Differenzialgleichung formuliert sein:

¢= f(0,1) bzw. é= f(0.¢) (5.5)

Zeitabhingiges Materialverhalten kann Visko-Plastizitit, Visko-Elastizitit (Kap. 6) oder
Kriechen (Kap. 7) sein.

5.2 Aus Grundelementen zusammengesetzte Modelle
5.2.1 Elasto-Plastizitat (Prandtl-Element)

Elasto-Plastizitit ist typisch fiir Metalle bei normalen Umgebungstemperaturen. Sie wird
durch eine Reihenschaltung von Feder- und Reibelement (Prandtl-Element) symbolisiert

(Abb. 5.6).
7 .
VW= —

E

Abb. 5.6 Feder- und Reibelement als Symbol fiir Elasto-Plastizitit
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Abb. 5.7 Spannungs- Ao
Dehnungs-Linie eines —
elastisch-ideal-plastischen
Material bei Be- und
Entlastung

>
gl gml

Bei idealer Plastizitit erhoht sich die Spannung nach Fliebeginn nicht mehr, wie es
bei Stihlen mit ausgeprigter FlieBgrenze bis zu einer bestimmten Dehnung der Fall ist.

Zunichst steigt die Spannung mit der Dehnung (Abb. 5.7); wenn die FlieBgrenze er-
reicht ist, steigt die Spannung nicht mehr, auch wenn die Dehnung zunimmt. Bei Weg-
nahme der Belastung geht die Dehnung zuriick, aber nur um den elastischen Anteil. Der
selbstreversible Anteil heil3t elastische Dehnung ., der irreversible plastische Dehnung
epl- Beide zusammen ergeben die Gesamtdehnung

g% =g 4 &P (5.6)

Die Beziehung zwischen Spannung und Dehnung ist nicht mehr ein-eindeutig, sondern
von der Lastgeschichte abhingig.

Eine Erweiterung um eine parallel geschaltete Feder (Abb. 5.8) kann lineare Verfesti-
gung nach Uberschreiten der FlieBgrenze darstellen. Dann ergibt sich die in Abb. 5.9 zu
sehende Flielgrenze oy aus o zuziiglich der Spannung aus Strang 2 bei Erreichen der
Fliegrenze in Strang 1:

OF1

= — 5.7
EF1 E, (5.7

OF1 E,
oF = 0f1 + Exépr = op1 + Ey— =op |1 + — (5.8)

E, E,

Die Numerik der Elastoplastizitit wird in Kap. 8 behandelt.
El
— ——>

E,

Abb. 5.8 Modell fiir Elasto-Plastizitit mit linearer Verfestigung
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Abb.5.9 Spannungs- ts

Dehnungs-Linie eines _—
elasto-plastischen Materials —x

mit linearer Verfestigung Op E,-E,

bei Be- und Entlastung

» &
gl 8[0/

5.2.2 Maxwell-Element fiir Kriechen

Unter einem Maxwell-Element versteht man die Reihenschaltung einer Feder mit einem
Diampfer (Abb. 5.10). Es ist geeignet, eine einfache GesetzméifBigkeit fiir Kriechen eines
ansonsten elastischen Materials abzubilden.

Die Gesamtdehnung ist die Summe aus elastischer, d. h. selbstreversibler, Dehnung in
der Feder und Kriechdehnung (Index cr von englisch creep) im Dampfer:

8lot — sel 4 £t (59)

Allgemein fasst Kriechen das zeitabhingige Entstehen bleibender Dehnungen zusammen.
Man betrachtet jedoch zwei Grenzfille.

Der erste sei hier als klassisches Kriechen bezeichnet und beschreibt die Verformung
unter einer konstanten Spannung o. Damit ist auch die elastische Dehnung
o

=z (5.10)

gel

konstant. Bei einem linearen Didmpfer, der durch (5.3) beschrieben wird, steigt die Kriech-
dehnung linear mit der Zeit und somit lautet die Formel fiir die Gesamtdehnung:

£ (1) = % +% (5.11)

= 1|9

Der zeitliche Verlauf beider GroBen ist in Abb. 5.11 dargestellt.

Der zweite Grenzfall ist die Relaxation. Dabei bleibt die Gesamtdehnung konstant

bei e5". Mit zunehmendem Anteil der Kriechdehnung nimmt die elastische Dehnung und

v

E n

Abb.5.10 Maxwell-Element fiir Kriechen
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o &

7] ot
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»
»

Iy t fy vt

Abb. 5.12 Verlauf von Spannung und Dehnung bei der Relaxation

damit die Spannung ab. Die Ableitung von (5.9) ergibt
4T =0 (5.12)

Unter Ausnutzung von (5.2) und (5.3) wird daraus

% + % =0 mit der Anfangsbedingung o (1) = Eeg" (5.13)

Diese Differenzialgleichung erster Ordnung hat die Losung
tot ,— £ (1—to)
o(t)=FEeje v (5.14)

Abb. 5.12 zeigt den so berechneten Verlauf der Spannung und die daraus folgenden Deh-
nungsverldufe, wobei die Gesamtdehnung unveridndert bleibt, sodass gilt:

4 =0 (5.15)

Die Numerik des Kriechens wird in Kap. 7 beschrieben.

Kriechen kann auch bei Materialien auftreten, die sich plastisch verformen. Es gibt
dann zwei Anteile bleibender Verformungen, ndmlich die plastische und die Kriechdeh-
nung, wobei letztere zeitabhingig ist. Das Materialmodell wird dafiir um das Reibelement
erweitert (Abb. 5.13).

E n

Abb.5.13 Reihenschaltung von Feder-, Reib- und Dampferelement zur Beschreibung eines kriech-
fahigen elasto-plastischen Materials
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5.2.3 Kelvin-Voigt-Element fiir Visko-Elastizitat

Das einfachste Modell fiir Visko-Elastizitit ist die Parallelschaltung einer Feder mit einem
Diampfer (Kelvin-Voigt-Element, Abb. 5.14).

Unter Visko-Elastizitit versteht man ein Materialverhalten, bei dem nach Wegnahme
der Last eine vollstindige Riickstellung erfolgt (deshalb Elastizitit), diese aber zeitverzo-
gert eintritt (deshalb visko). Ebenso ist jegliche Verformung und Riickstellung zeitabhén-
gig.

Das sehr langsame Aufbringen einer Spannung wiirde ohne Einfluss des Dampfers
ablaufen und zu

&= (5.16)

o
E
fiihren.

Beim plotzlichen Aufbringen einer Spannung oy zum Zeitpunkt = 0 wiirde sich diese
jedoch auf Feder und Dampfer verteilen:

. op E .
op=0r+0g=FEe+n oder —=—e+¢ (5.17)
n n

Diese inhomogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung mit der Anfangsbedin-
gung

e(t=0)=0 (5.18)
hat die Losung
_ 00 (y_ 5
8—E<1 e n) (5.19)

Die Dehnung wichst also mit der Zeit von 0 aus an, bis sich fiir # — oo der Zustand
einstellt, der ohne Dampfer herrschen wiirde (Abb. 5.15, durchgezogene Linie).

Zum Zeitpunkt ¢; liege die Dehnung ¢; vor. Nun wird die Spannung weggenommen.
Man erhilt die Differenzialgleichung

E
—e&+ & =0 mitder Anfangsbedingung ¢ (¢;) = &; (5.20)
n
und der Losung
E
e(t) = ere 1T fir > (5.21)
V//
E — —

n

Abb. 5.14 Parallelschaltung von Feder- und Dampferelement fiir Visko-Elastizitéit
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6,00E-03
5,00E-03
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Abb. 5.15 Beispiel fiir Dehnungs-Zeitverhalten bei Visko-Elastizitéit

Fiir t — oo stellt sich die Verformung vollstindig zuriick (Abb. 5.15, gestrichelt). Wegen
der bekannten Eigenschaften der Exponentialfunktion werden Minimal- und Maximalwert
auch in endlicher Zeit ndherungsweise erreicht

Wird in kurzer Zeit eine Dehnung ¢, aufgebracht, so ergibt sich, weil gegen den Damp-
fer gearbeitet wird, zunéchst eine sehr hohe Spannung, die dann gegen E¢ abklingt. Bei
erzwungener Riickstellung auf die Dehnung Null ergibt sich eine entgegengesetzte Span-
nung, die spiter auf Null abklingt (Abb. 5.16).

5.2.4 Erweitertes Viskoelastizitatsmodell

Das in Abb. 5.16 dargestellte Verhalten entspricht wegen der Spannungsspitzen, die bei
beliebig hoher Dehngeschwindigkeit gegen unendlich gehen, nicht der Realitit. Eine Ver-

Abb.5.16 Kelvin-Voigt- € c
Modell bei Dehnungsvorgabe
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Abb. 5.17 Giingiges Viskoelastizititsmodell

besserung bringt, den Ddmpfer durch ein Maxwell-Element zu ersetzen, d. h. ihn um eine
Feder zu erweiterten. Die Spannung ist dann durch (E, + E;)e nach oben und durch E.¢
nach unten begrenzt. Es ist auch moglich, wie in Abb. 5.17 mehrere Maxwell-Elemente
mit in der Groenordnung unterschiedlichen Federn und Dampfern parallel zu schalten,
um so das Abklingverhalten besser an Messwerte anpassen zu konnen. In Abb. 5.17 ist
die einzelne Feder mit E., gekennzeichnet, weil diese Feder die Spannungs-Dehnungs-
Beziehung bestimmt, wenn geniigend Zeit vergangen ist.

Die numerische Behandlung der Visko-Elastizitit nach diesem Modell erfolgt in
Kap. 6.

5.2.5 Bingham-Modell als Beispiel fiir Visko-Plastizitat

Beim Bingham-Modell liegt eine Feder in Reihe mit einer Parallelschaltung aus Ddmpfer
und Reibelement (Abb. 5.18). Es kann z. B. ein Metall beschreiben, bei dem die Flief3-
grenze von der Dehngeschwindigkeit abhidngt, wobei es fiir die FlieBgrenze eine untere
Schranke bei langsamer Belastung gibt.

Auflerdem findet ein Bingham-Modell Anwendung bei zdhen Materialien wie z. B.
Ziegelrohmasse, die sich erst wie ein fester Korper, nach Uberschreiten einer gewissen
Spannung (hier Schubspannung) aber wie eine viskose Fliissigkeit verhiilt.

; o

Abb. 5.18 Bingham-Modell als Beispiel fiir Visko-Plastizitit
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Abb. 5.19 Burghers-Modell

Abb.5.20 Gegebener Last- c
Zeitverlauf 1 p
0
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tO t1
Abb. 5.21 Dehnungs-Zeitver- €
lauf 1 o,/ E,
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5.2.6 Burghers-Modell

Bei Polymeren kennt man die so genannte Entropie-Elastizitdt, die darauf zuriickzufiihren
ist, dass die Molekiilketten gerade gezogen werden. Der Vorgang ist weitgehend selbstre-
versibel, aber zeitabhéngig und kann durch ein Kelvin-Voigt-Element beschrieben werden.
Ferner treten aber — ebenfalls zeitabhidngige — bleibende Verformungen auf, die auf Ver-
setzungen in bzw. Aufbrechen von Hauptvalenzbindungen zuriickzufiihren sind. Wegen
der Zeitabhingigkeit ist es miilig zu entscheiden, ob es sich um Visko-Plastizitit oder um
Kriechen handelt. Dieser Anteil kann jedenfalls durch ein Maxwell-Element abgebildet
werden. Die Feder darin kennzeichnet die so gen. Energie-Elastizitit. Beides zusammen
in Reihe geschaltet ergibt das Burghers-Modell (Abb. 5.19).

Bringt man nun zeitweise eine Spannung nach Abb. 5.20 auf, erhilt man den Zeit-
verlauf der Dehnung aus Abb. 5.21. Zunéchst wird nur die Feder 2 verformt, auflerdem
beginnt der Ddmpfer 2 sich zu dehnen, dann folgt die Feder 1, gebremst durch den Ddmp-
fer 1. Nach Wegnahme der Last ist die Feder 2 entspannt, der Dampfer 2 veridndert sich
nicht mehr, wihrend sich die Feder 1, gebremst durch den Diampfer 1, iiber die Zeit ent-
spannt.

Wird anschlieBend eine entgegengesetzt gerichtete Last aufgebracht (Abb. 5.22), wie-
derholt sich der Vorgang prinzipiell in der anderen Richtung (Abb. 5.23), jedoch ist das
System nicht mehr unverformt, sodass das weitere Verhalten von der Vorgeschichte ab-
hingt.
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Abb.5.22 Gegebener Last- c
Zeitverlauf 2 o
0
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Abb. 5.23 Dehnungs-Zeitver- €

lauf 2

5.3 Tensor- und Vektorschreibweise, Tensor- und Ingenieurnotation

Die Spannung stellt einen zweistufigen Tensor dar, der grundsétzlich neun Komponenten
hat, die in der Matrix
o1 tiz T3
o=| 17 O0»n 13 (5.22)
731 132 033

angeordnet werden konnen (Tensorschreibweise). Gleiches gilt fiir die Dehnungen.
Dementsprechend stellt die Verkniipfung zwischen beiden, der Werkstofftensor, einen
vierstufigen Tensor dar. Dessen Darstellung auf dem Papier wire schwierig.

Aus dem Momentengleichgewicht am infinitesimal kleinen Element ergibt sich die
Gleichheit der zugeordneten Schubspannungen an orthogonalen Schnitten:

S—_— (5.23)

Auch der Dehnungstensor ist symmetrisch. Das erlaubt es, Spannungs- und Dehnungs-
komponenten jeweils in einer Spaltenmatrix (Vektorschreibweise oder Voigr-Notation)
und dann die Komponenten des Werkstofftensors, hier fiir Elastizitit, in einer n x n-Matrix
anzuordnen.

011 €11
022 52)
I o B (5.24)
T12 Yi2
23 Y23
L 713 | L Vi3 |
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In der Tensornotation der Dehnungen haben die Schubkomponenten, hier mit ¢;; bezeich-
net, aus Griinden der einheitlichen Darstellung nur den halben Wert der entsprechenden
Komponenten, hier y;;, in der Ingenieurnotation:

Y12 2e1,
v | = | 2ex (5.25)
Y13 2¢13

Die Tensornotation erleichtert die kompakte Darstellung von Beziehungen, die fiir Werk-
stoffgesetze relevant sind, insbesondere in der Indexschreibweise. Lineare Dehnungen
(Ingenieurdehnungen) konnen als

1 (0u; Ou;
sll-?g =—(—+
2 \ dx j 8x,~
dargestellt werden, und zwar sowohl fiir i = j die Normal- als auch i # j die Schub-
komponenten.

5.4 Aufspaltung und Darstellung raumlicher Spannungszustande
5.4.1 Hauptspannungen

Der rdumliche Spannungszustand hat neun Komponenten, von denen je zwei Schubspan-
nungen gleich sind, sodass sechs verschiedene Werte iibrig bleiben. Der Spannungstensor
lasst sich als Matrix darstellen:

0= | T Oy Ty (5.26)

Tyz Tyz Oz

Dies sind die Spannungen in drei Schnitten, die jeweils senkrecht zu den Koordinatenach-
sen stehen. Will man die Spannungen in einem beliebigen Schnitt bestimmen, muss man
mit dem Normalenvektor n multiplizieren. Damit erhélt man den Spannungsvektor

o11
t= T12 =on (527)

T13
Hinter der Bestimmung von Hauptspannungen (principal stresses) steht die Frage, welche

Richtungen die Koordinatenachsen haben miissen, damit keine Schubspannungen auftre-
ten. Das ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass die Normale zu einer Schnittflache
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in die Richtung des Spannungsvektors dieser Fliche zeigen muss:

on = An (5.28)
Das ergibt das Eigenwertproblem
(c—ADn=0 (5.29)
Oxx — A Txy Txz ni 0
Toy Oy —A Ty n, =10 (5.30)
Txz Tyz O;; — A nj 0

Die Forderung, dass fiir die nicht-triviale Losung die Determinante null werden muss,
fiihrt auf das charakteristische Polynom

_13 + (Ox,r + Oyy + Uzz) 12

I, =tr(o)
- (o-xxo-yy + O07z0xx + Uzzo-yy — TxzTxz — Tyzryz - Txytxy) A
I,
+ (Oxxoyyazz + Txyfyzfxz + szfxyfyz - szfxzoyy - TyZTyZaxx - Ozzfxyfxy) =0
I; = det (o)
(5.31)
also

— B+ LN —DLA+1;=0 (5.32)

dessen Koeffizienten die Invarianten 7, bis /5 des Spannungstensors darstellen. Diese Wer-
te sind invariant gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems. Die Hauptspannungen
ergeben sich immer gleich. Damit sind auch sie Invarianten. Die drei Losungen fiir A sind
die drei Hauptspannungen, wobei die grofite stets als o und die kleinste als o3 bezeichnet
wird (unter Beachtung der Vorzeichen). Die drei Losungen fiir ¢={n, n,, n3} sind die —
orthogonalen — Hauptrichtungen.

5.4.2 Kugeltensor und Deviator

Die erste Invariante, 7, ist die Summe der Normalspannungen und betrédgt das Dreifache
der mittleren Normalspannung

1
(0ux 4+ 0yy +022) = 30 (5.33)

W | =

Oy =

Dies ist der Spannungsanteil, der nach allen Richtungen gleich ist (deshalb ist er ja in-
variant gegeniiber einer Drehung des Koordinatensystems) und wegen der Analogie zum
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Druck in der Hydrostatik hydrostatischer Anteil heifit. Er ist potenziell volumenéindernd.
Bei entsprechender Anordnung ergibt sich der so genannte Kugeltensor

om 0 O
Om = 0 om, O = opnl (5.34)
0 0 on

Zieht man ihn vom Spannungstensor ab, erhdlt man den gestaltindernden Spannungsde-
viator

Oxx — Om Txy Txz
s = Tyy Oyy — Om Tyz (5.35)
Tz Tyz Ozz — Om

Nur die Normalspannungen werden verindert, die Schubspannungen sind bereits deviato-
risch.

Bestimmt man vom Deviator die Hauptwerte, so ergibt sich, weil man ja die erste In-
variante des Spannungstensors abgezogen hat, dass die erste Invariante des Deviators, Jj,
null wird. J, und J3 verbleiben und bilden Koeffizienten eines Polynoms dritter Ordnung,
das null werden soll. Das 16st man mit einem trigonometrischen Ansatz, in dem der Win-
kel 6 eine Rolle spielt, der spiter noch interpretiert wird.

Die Hauptrichtungen von Spannungstensor und Deviator sind gleich, weil sie sich ja
nur durch den - richtungsunabhiingigen — hydrostatischen Anteil unterscheiden.

Auch Dehnungen konnen in einen volumen- und einen gestaltindernden Anteil zer-
legt werden. Der gestaltindernde Anteil (Deviator) entsteht analog den Spannungen durch
Subtraktion der mittleren Normaldehnung

1
fm = 3 (e11 + &2 + €33) (5.36)

gij —éem firi = j

e (5.37)
&ij fiiri # j

e,-j =

d. h. nur die Normaldehnungen werden beim Ubergang zum Deviator verindert, nicht aber
die Schubverzerrungen.

Im Weiteren wird anstelle der mittleren Normaldehnung deren Summe, die bei kleinen
Dehnungen die Volumendehnung darstellt, verwandt:

evol = (&11 + €22 + €33) = 3 (5.38)
Das Hooke’sche Gesetz ldsst sich dann in zwei Gleichungen schreiben. Fiir den volume-

trischen Anteil lautet sie:
om = Keyg = 3Key (5.39)
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________ S
-
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Abb.5.24 Schubverformung durch Strecken (a), Volumenénderung (b)

wobei K = 3(15—2])) der Kompressionsmodul mit v der Querkontraktionszahl ist. Fiir jede

Komponente des Deviators, Normal- wie Schubanteile, ist

Sij = 2G€,‘j (540)

wobei G = 5t der Schubmodul ist.
Fiir die Schubkomponenten gilt (5.40) nur, wenn fiir die Verzerrung die Tensornotation
verwendet wird, bei der die Schubverzerrungen nur halb so grofl wie bei der anschauli-

cheren Ingenieurnotation (s. Abschn. 5.3) definiert sind. Bei letzterer gilt natiirlich
Sij = Ge,-j = G]/,'j fiir i 7é j (541)

schlieBlich ist dariiber ja der Schubmodul definiert.

Wie kann eine Normaldehnung eine Schubverformung hervorrufen?

Wie Abb. 5.24 zeigt, dndert die Diagonale (oder eine andere beliebig in ein Rechteck
gelegte Gerade) ihre Richtung, wenn das Verhiltnis der Kantenlingen des Rechtecks sich
andert, obwohl die Eckwinkel unverindert bleiben. Nur im Fall einer Volumeninderung
behilt die Diagonale ihre Ausrichtung bei.

5.4.3 Hauptspannungsraum

Fiir die grafische Darstellung von Spannungszustdnden, insbesondere der FlieBbedingun-
gen und der FlieBregeln, ist es sinnvoll, den Hauptspannungsraum einzufiihren. Da der
allgemeine Spannungszustand durch sechs Komponenten beschrieben wird, ist seine Dar-
stellung nicht moglich. Berechnet man aber Hauptspannungen, so bleiben drei Groflen
tibrig. Fiir diese wird eine rdumliche Darstellung gewihlt, der Hauptspannungsraum
(principal stress space, Abb. 5.25).

Die Raumdiagonale kennzeichnet die Punkte, in denen die drei Hauptspannungen
gleich sind, also den hydrostatischen Spannungsanteil. Die Raumdiagonale ist Normale
zur Deviatorebene, in der man die Abweichungen von der hydrostatischen Achse und da-
mit die gestaltindernden Spannungsanteile, den Spannungsdeviator, sieht. Insbesondere
ist o/J, der Abstand zur hydrostatischen Achse.
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Abb. 5.25 Hauptspannungs- o,
raum

Deviatorebene

hydrostatische

03

o)

5.5 Beriicksichtigung des Materialverhaltens in der FEM

Bei Auftreten von Nichtlinearititen (Geometrische, Material-, Kontakt) lassen sich die
Verschiebungen normalerweise nicht mehr direkt durch Auflosen der Gleichgewichtsbe-
dingungen bestimmen. Stattdessen wird iterativ vorgegangen. Dabei dominiert das New-
ton-Raphson-Verfahren. Darin ergibt sich ein Inkrement der Knotenverschiebungen aus

KrAd = £t —fint (5.42)

mit den inneren Kréften
fint — fBTodV (5.43)
")
Wie in Abschn. 2.3.4.1 gezeigt, setzt sich die tangentiale Steifigkeitsmatrix aus

do ). afeXt
Kr = [BT—BdV+ —odV —— (5.44)
de ou Ju
V) V) —
KP
K, K,

zusammen. K, existiert nur bei geometrischer Nichtlinearitit, K, nur bei verschiebungs-
abhingigen Lasten wie Driicken. Die B-Matrix hidngt vom gewéhlten Dehnungsmalf, also
ebenfalls von der Kinematik ab.

Fiir die Beriicksichtigung nichtlinearen Materialverhaltens — das ist alles, was nicht
dem Hooke’schen Gesetz entspricht, auch wenn nur das Zusammenwirken von linearen
Federn und Dampfern betrachtet wird — miissen fiir (5.43) und (5.44) die Spannungen o
und deren Ableitungen nach den Dehnungen &, genauer nach den Gesamtdehnungen &',
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bereitgestellt werden. Diese Ableitungen bilden auch eine Matrix, die so genannte konsis-
tente Materialtangente, wobei konsistent ausdriickt, dass das numerische Verfahren, mit
dem die Werkstoffgleichungen erfiillt werden, berticksichtigt wird.

Man muss davon ausgehen, dass das Finite-Elemente-Programm die Gesamtdehnungen
tibergibt und ggf. noch Geschichtsvariablen wie z. B. plastische Dehnungen bereitstellt.
Dazu kommen Zeit, Zeitschritte und Temperaturen.

Aus den Dehnungen werden an allen Integrationspunkten — oft iterativ (innere oder lo-
kale Tteration) — die Spannungen und die Verdnderung der Geschichtsvariablen errechnet.
Aus den Spannungen ergeben sich dann die neuen inneren Krifte, die im ersten Versuch
wahrscheinlich nicht mit den duBleren Kriften im Gleichgewicht stehen. Um dieses herzu-
stellen, werden nun die Verschiebungsinkremente iterativ verbessert (dufere oder globale
Iteration). Geschieht das mit dem Newton-Verfahren, wird dazu die Materialtangente be-
notigt. In jedem Schritt der dufleren Iteration werden neue Dehnungen und mit diesen
jedes Mal die zugehorigen Spannungen an den Integrationspunkten berechnet. Der Algo-
rithmus ldsst sich wie folgt beschreiben:

Alg.5.1

1) Start:
Bestimme £, f int nd K1 basierend auf uy = 0 und dem anfénglichen Materi-
altensor, gewohnlich der Elastizitdtsmatrix E

Globale Iteration am Gesamtsystem:

2) Lose KrAu =™ — " & Au u;,; =u; + Au

3) Bestimme die Gesamtdehnungen &'

4) Lokale Iteration an jedem Integrationspunkt:
(a) Bestimme die Spannungen ¢ aus den Gesamtdehnungen ™
(b) Aktualisiere die Geschichtsvariablen

t

(c) Bilde die konsistente Materialtangente et
€

5) Bestimme die inneren Krifte f™™ basierend auf o und
die Tangentensteifigkeitsmatrix Ky basierend auf do /de
6) Gehe zu 2., bis Konvergenz erzielt ist

tot
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Das Materialmodell ist interpretierbar als eine Parallelschaltung einer Feder mit n Max-
well-Elementen (Reihenschaltung Feder — Dampfer) wie in Abb. 5.17.

6.1 Grundformeln fiir den eindimensionalen Fall

Bei einem Relaxationsversuch wird die Dehnung vorgegeben, wihrend die Spannung iiber
die Zeit abnimmt. Fiir die Einzelfeder und die Maxwell-Elemente ist die Dehnung gleich.
Die Spannung im jeweiligen Strang kann fiir sich berechnet werden, und zwar wie in
Abschn. 5.2.2. Gl. (5.14) kann folgendermaflen umgeschrieben werden:

_Ei L
o; (t) = Eje FI'L([ IO)SE)OL = Eje % (t to)gbot (61)

Es ist also ein zeitabhingiger effektiver E-Modul

=1

Maxw (. _ '*A—.O
EM™Y (1 — 1)) = Eje” 7 (6.2)

definiert. Anstelle der Ddmpfungskonstante 1 gibt es jetzt als Konstante neben dem (An-
fangs-) E-Modul E; eine charakteristische Zeit A;, auch als Relaxationszeit bezeichnet,
obwohl die Relaxation nach dieser Zeit nicht abgeschlossen ist. Wegen der Parallelschal-
tung konnen sowohl die Spannungs- als auch die E-Modul-Anteile addiert werden. Sie
ergeben den aktuellen Elastizitdtsmodul des Materials:

E(t—t) = Ec+ Y EM™(t—1)) = Ex + Y Ee % (6.3)

i=1 i=1
Hier steht E, fiir die Einzelfeder, deren E-Modul nicht zeitlich verdnderlich ist.
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Abb. 6.1 Relaxation bei c
unterschiedlichem Belastungs-

. o (Ag)
beginn g (Agy)

Diese Darstellung ist als Prony-Reihe bekannt. Sie gilt, wenn die Relaxation mit Be-
lastungsbeginn # startet, also

o(t)=E(—1)eo (6.4)

Nun wird vorausgesetzt, dass bei einer Dehnungsidnderung die Relaxation fiir den gein-
derten Anteil von vorn beginnt (Abb. 6.1):

o(t)=E(@{t—t)Aeg+ E(t—1) Ag (6.5)

Geht man nun von differenziell kleinen Zuwichsen fiir die Dehnung und die Zeit aus, wird
der Anfangszeitpunkt variabel und es gilt

do =E(t—1)de (6.6)

Mit de = %a’t = &dt
ot

erhidlt man die Spannung als das uneigentliche Integral

o) = / E(r—17)édt (6.7)

0

Dieses heilt Faltungsintegral (convolution integral).

Die Dehngeschwindigkeit wird als gegeben betrachtet, weil das Finite-Elemente-
Programm das entsprechende Unterprogramm mit der Dehnung aufruft, die sich aus dem
aktuell berechneten Verschiebungszustand ergibt. Der Zeitschritt ist ebenfalls gegeben.
Als Antwort wird der Spannungszustand erwartet. Setzt man (6.3) ein, ergibt sich

t t t
o () = / (EOO+ZEie%)éd7= Eoo/éa’t +/2Eie*%e‘d? 6.8)
i 0 0 i

0
t

o(t) = Eoos(z)+fZE,-e’%éd? (6.9)
0 i
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6.2 Einfiihrung von Zeitschritten

Mit der Zeitdiskretisierung werden Zeitpunkte 7, eingefiihrt, an denen alle Werte als be-
kannt gelten. Der kleinste Wert fiir #,, ist 0. Der Zeitpunkt, fiir den Werte berechnet werden
sollen, ist

the1 =t + At (6.10)
wobei At der Zeitschritt ist. Dann ist
Iny1
tn+
0 (tys1) = Eoot (tys1) + / ZE e bt 6.11)

Dieses Integral kann aufgeteilt werden in eines bis #, und eines liber den Zeitschritt:

In+1 _
+1~7

ty _
o(z,m):Eoos(th)Jr/ZEie‘—"ﬁﬁ éd?+[ZE,-e_—nM édi  (6.12)
0 i p i

Mit Einfiihrung des Zeitschrittes und Beriicksichtigung von

e _ Aty —t At =t
e i =e M =e ke K (6.13)

und der Tatsache, dass Summation und Integration vertauschbar sind, ergibt sich

L th i ~ In41 _t”Jr =
O-(tn+1):E008(ln+1)+Z e [E,-e iedt + / Eie % édr (6.14)
i 0 tn
N—
Hi(tn)
Hi (tn-ﬁ-l)
Dabei wird die Abkiirzung
t
H, (r)::/Eie‘%e'd? (6.15)
0

eingefiihrt. Man erkennt durch Vergleich mit (6.11), dass die grole Klammer in (6.14)
H;(t,41) beinhaltet, dieser Ausdruck also rekursiv aus dem Wert des vorherigen Zeit-
punktes und dem aktuellen Zeitschritt berechnet werden kann. Gleichzeitig war zum Zeit-
punkt #,

ty
0 (ta) = Ecce (tn) + Z/ Eje™ % édi (6.16)

~————
Hi ([n)
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H; (t,) also bekannt. Daher ist
0 (tni1) = Eoct (ts1) + Y Hi (ta11) (6.17)
wobei sich H; sich aus der Rekursionsformel

In+1

At 1=t _
H; (t,,1) = e % H; (ty) + [ Eie” t‘ll édt (6.18)

ergibt. Der Startwert ist H;(0) = 0.

6.3 Numerik

Im Integral wird die Dehngeschwindigkeit durch

_Ae (6.19)
=X .
ersetzt und ist damit gegeben und unabhingig von . Folglich ist
Iy B Int1 _
VRS n+l - _Ae e ks
/E,-e Yioédt ~ E dt— E A — [ Ai j| (6.20)
At At .
iy In !
In41 _ A A’
RS e _nt1=in i _ A
/ Eie % édf ~ Ei)t,-A—t [eo —e M :| = EiAsA—’t [1 —e M] (6.21)
tn
Also ist
_4ar Ai _Ar
Hi(ty31) = € Hy (1) + E Ao [1 e ] (6.22)
und damit

M A A
0 (1) = Exc (6 (t2) + De) + Y ¢ Hy () + Y Eide - [1-e 73| (6.23)

Wird die Integration numerisch — der Grund erschlieft sich erst bei Einfiihrung der Tem-
peraturabhingigkeit — mit der Mittelpunktsregel vorgenommen, muss fiir den Integranden
der Mittelwert aus den Grenzen eingesetzt werden und fiir d7 der Zeitschritt, d. h.

In+1

Ag _nt1=}(ag1+m) _ 2 (ng1=tn)
E; / dl— ~ E;—e A At = E;Age A (6.24)
At At
[l'I
Int1

E; / dl— ~ E;Ace 4 (6.25)

In
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Dann ist N .
H; (ty41) = e % H; (t,) + E;jAge i (6.26)
und damit
_ A _ At
0 (tns1) = Eoo (6 (1) + A&) + Y e % H; (ty) + Y _ EjAee (6.27)
i i

Beide Varianten lassen sich zu

At
H;i (ty11) = e % H; (t,) + E; Aefi (Ar) (6.28)
A _ar
— (1 —e x ) bei direkter Integration
mit  f; (A1) ={ At (6.29)
At
e bei der Mittelpunktsregel
zusammenfassen.

6.4 Werkstofftangente

Gesucht ist die Ableitung der Spannungen nach den Dehnungen, die aber auch die Ablei-
tung nach den Dehnungsinkrementen ist:

do do dAe  do d(e—¢,) do

P = 6.30
de dAe deg dAe de dAeg (6.30)
Dann ist 3 OH, (1)
o i Unt1
dAe + Xl: dAeg ' ©.31)
Die darin benétigte Ableitung ergibt sich als
JaH; (1,
i 1) _ E: f; (A1) (6.32)
dAe

mit f; (At) aus (6.29).

Alg. 6.1 (hier fiir numerische Integration)
e gegebenn = 0,7 =0, H; (t)) =0
e in der duBeren Iteration fiir Ae bis zur Konvergenz
1) gegebene (t,), Ae, At und Werkstoffparameter
_Aar Ai A
2) Hi(tyr1) =e % H; (ta) + E,-AeA—’le &

3) o (tn+1) = Ey (‘9 (tn) + AS) + Zi H; (tn-H)
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OH; (thy1) A —a
Y oae Eiae

do 0H; (ty+1)

2 _E, 9 Bt )
> de + 2 0Ae

e Veridnderung von Ag, dann weiter mit 1)
e nach Konvergenz von Ae:n <— n + 1, weiter mit 1)

Eine innere Iteration ist nicht erforderlich. Der nichste Schritt 1) ergibt sich nicht
nur aus einem neuen Zeitschritt, sondern auch innerhalb der #uBleren Gleich-
gewichtsiteration in demselben Zeitschritt.

6.5 Mehrdimensionaler Fall
6.5.1 Spannungsberechnung

Hier wird auf die Aufspaltung von Spannungen und Dehnungen in Kugeltensor und De-
viator und das Hooke’sche Gesetz in diesen Groien in Abschn. 5.4.2 verwiesen. Man geht
nun davon aus, dass volumetrische und deviatorische Anteile unterschiedlich relaxieren,
daher zu den unterschiedlichen Moduln unterschiedliche Relaxationszeiten, namlich )Ll.G
und AX, gehoren.

Bei der Benutzung von Schubmodul G und Kompressionsmodul K scheinen die Rich-
tungen zunichst entkoppelt. Deshalb konnen die Formeln aus den obigen Kapiteln je
Komponente angewandt werden.

Aus der Spannungs-Dehnungs-Beziehung wird

Om (tn11) = 3Keotm (bay1) + Y HX (6a11) (6.33)
i
mit
1 AR
HE (1) = e %0 HE (1) + 3K; Ao Zoe ™ (6.34)

und nach Ubergang zur Ingenieurnotation

a) Sk (tag1) = 2Goolik (tny1) + Z 2Hi,6kk (tns1)

1

(6.35)
bzw. b) T (bai1) = GooVit (tas1) + Y HSy (tar1)  fiir Kk #1

mit
Ar G At

_ X
Hi (tnin) = ¢ 77 HEy (0) + Gihew e 77 (6.36)
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Da die Geschichtsvariable H von einer Dehnungskomponente abhingig ist, muss fiir je-
de Komponente k/ und jedes Maxwell-Element i eine eigene Variable H;; gespeichert
werden.

6.5.2 Werkstofftangente

Wegen
Oij = Sii +Om (6.37)

wird

dO’,’l‘ _ dS,'i dO’m _ &% %a&‘_m 638)

dekl d&‘k[ d&‘k[ 8e,~i 8ek, + 8em 8ek, ( ’
Die Beschrinkung der Indizes auf die jeweilige Dehnung ergibt sich daraus, dass die
Spannungskomponenten nur von der jeweils angegebenen Dehnungskomponente abhén-
gig sind. Das Ergebnis der Ableitungen der deviatorischen und volumetrischen Dehnun-

gen nach den Gesamtdehnungskomponenten, erhilt man mit

1
fn = 3 (e11 + 22 + £33) (6.39)
aus |
€ii = £ii —&m = Eii ~ 3 (11 + e + €33) (6.40)

Die Klammer enthilt jedes ek, sodass deren Ableitung nach g, immer —1/3 ist. Ist
k =i, ist die Ableitung des ersten Terms 1, sonst 0. Zusammengefasst:

r 2 1 1 7
3 3 3
aei,’ 1 2 1 8em 1 1 1
= = -z —= 0 — ==z = = 0 0 0 6.41
g 33 3 ek [333 ]( )
1 1 2
L 3 3 3 i
Aus (6.33) ergibt sich
aUm aHiK (tn11) K
(an) =3K, +3 Z A = 3Ke + 3 ZK,-f,. (A1) (6.42)
mit f; entsprechend (6.29) je nach Integrationsverfahren sowie mit
AHE (¢,
M i) _ Gi 9 (A1) aus (6.35) (6.43)
dAe ij
8s,,
go, r+) =26 + Zz (fn+1) =26 + ZzG fOn (644
dt,, G
dv; (ths1) = Goo + 2, G; ;¥ (At) fiir i # j ANij =kl
bzw. T (tay1) = ¢ Oy

0 fiir ij # ki
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Bei der Ableitung nach der jeweiligen deviatorischen Dehnungskomponente entfillt diese

also, sodass sich nur insgesamt zwei tangentiale Module

Kri= Koo+ Y KifK (A1) und Gri=Gu+ Y G f0(AD)
i i

ergeben. Auf der Hauptdiagonalen der Materialtangente steht also

i1 26:2 4 3Ky
d&‘”’ n T 3 T 3
bei den Normalkomponenten und
d Tij
— = Gy
dyij

bei den Schubkomponenten sowie auf den Nebendiagonalen

do;; 1 1
Oij — 2GT (_5) 4+ 3KT_

dgkk 3
Zusammengefasst:
4 2 2
01+ Kr —ZGr+ Kr —Gr+ Kr
3 3 3
4
—zGr + K gGT+KT —<Gr + Kt 0
do N
de | —36Gr+Kr —ZGr+Kr -Gr+ Ky
Gr
0 Gr

Gr |

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

Trotz der richtungsabhidngigen Geschichtsvariablen fiir die Relaxation der Spannungs-

komponenten ergibt sich also keine Anisotropie.

Alg.6.2
e Gegeben n=0, 1o=0, HX (1)) =0, HE (1)) =0
und Werkstoffparameter

e Vorgehen in der dufleren Iteration, in der Ae bis zur Konvergenz verdndert wird:

1) gegebene (#,), Ae, At
At

2) fX(arn = e_”iK bei der Mittelpunktsregel, £, (At) entsprechend

3) HX (t) = e HK(rn) + KiAen f;* (A1)
HEG (tr) =€ Hﬁd (tn) + Gi Ayi fi (A1)
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4) om (tn-H) = 3K, (8m (tn) + Agm) F 3 Z HiK (tn+1)

Stk (tnt1) = 2G o (&3; (22) + Aey;) + ZZHiﬁck (tas1)
i

Okk (tat1) = Skk (tag1) + Om (tag1)

Tt (tn41) = Goo (i (ta) + Ayit) + Y HSy (tas1)

5) Kr= Koo+ Y Ki ;X (A)

Gr =G + Y _Gi i€ (A1)
i

r4

3

2 4
~3Gr+Kr  SGr+Kr

6) do ) 5
de _SGT‘i‘KT _EGT‘i‘KT

0

° Verﬁnderuné von Ag, dann weiter mit 1)

e nach Konvergenz von u bzw. Ae:n <— n + 1, weiter mit 1)

2 2
761 + Kr _EGT + K _EGT + K

2
~3Gr+ Kr

Gt

Gr

Gr |

6.6 Temperaturabhdngigkeit

Neben der bereits behandelten Ratenabhiingigkeit polymerer Werkstoffe bei isothermen
Zustandsdnderungen ldsst sich auch eine ausgeprigte Temperaturabhingigkeit dieser Ei-

genschaft feststellen.

Besonders im Bereich der sogenannten Glasiibergangstemperatur 7, (Abb. 6.2) variie-

ren die physikalischen Eigenschaften stark:

e Unterhalb von T,(T" < T,) liegt nur eine schwache Molekiilbeweglichkeit vor. Fiir
T <K T, besitzen Polymersysteme einen hohen Speichermodul® und eine eher geringe
Diampfung, da die Molekiilketten ein festes Gitter bilden. Dies ist gleichbedeutend mit

einem nahezu rein elastischen Zustand.

! Der Speichermodul ist ein Ergebnis eines rheologischen Oszillationsversuches, der durch Ampli-
tude und Frequenz der Anregung bestimmt wird. Aus diesen resultieren die Antwortamplitude und
die Phasenverschiebung und daraus ein Modul im Komplexen, der in Speicher- und Verlustmodul

zerlegt wird.
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Erweichungs- entropieelast.

Glaszustand gebiet Zustand
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Abb. 6.2 Verinderung der Materialeigenschaften von Polymeren mit der Temperatur

e Oberhalb von T,(T > T,), dem sogenannten entropie-elastischen Zustand, liegt wie-
derum ein stabiler Zustand vor.

o Der entropie-elastische Zustand ist durch einen deutlich geringeren Speichermodul und
durch eine hohere Dadmpfung charakterisiert.

6.6.1 Grundlagen thermo-rheologisch einfacher Materialien,
Pseudo-Zeit

Viele Polymerwerkstoffe (incl. Glas) weisen eine Temperaturabhédngigkeit auf, die unter
dem Begriff ,,thermo-rheologisch einfach* bzw. ,,thermo-rheological simplicity (TRS)*
bekannt ist. Diese Eigenschaft ldsst sich am besten wie folgt ausdriicken:

Die Materialantwort auf eine Belastung bei hoher Temperatur iiber einen kurzen
Zeitraum ist die gleiche wie die Antwort bei niedriger Temperatur iiber einen langen
Zeitraum.

oder
Zeit und Temperatur sind dasselbe Phanomen. Dies bedeutet: Wird die viskoelas-
tische Antwort iiber dem Logarithmus der Zeit aufgetragen, haben die Kurven die

gleiche Form und sind lediglich in Richtung der Zeitachse verschoben. (s. Abb. 6.3).

Bei einem thermo-rheologisch einfachen Material wird davon ausgegangen, dass nur
die Abklingkonstante A temperaturabhingig ist und fiir alle Maxwellelemente dieselbe
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Abb. 6.3 Verlauf eines Moduls iiber dem Logarithmus der Zeit

Funktion der Form
Ai (Trer)

Ai(T) = a (T)

(6.50)
angegeben werden kann, wobei

Trer die Referenztemperatur, bei der die einzugebenden Basisparameter Ey, E, und A
ermittelt wurden,

bedeutet. In der Literatur findet man auch die Darstellung

Ai (T) = a™ (T) Ai (Trer) (6.51)
Hier wird (6.50) gefolgt. Der temperaturabhéingige £-Modul lautet dann:
E(LT)::EM4-ijEm*ﬁﬂ::Em-kf:Em’ﬁﬁﬁ’ (6.52)
i=1 i=1
wihrend bei der Referenztemperatlur |
EUJ@g::Em+§iEm7Wﬁ§ (6.53)

i=1
ist. Um den gleichen E-Modul fiir eine bestimmte Temperatur zu erreichen, muss die Zeit
also zu einer Pseudo-Zeit

§=a(T)t (6.54)
modifiziert werden. Dies gilt allerdings nur, wenn die Temperatur iiber die ganze Zeit
konstant ist.
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6.6.2 Zeitintegration

Bei technischen Anwendungen ist die Temperatur meist variabel. Dafiir gilt die Integral-

form
t

£(r) = [ o (T (7)) d7 6.55)
0
Dann kann bei endlichen Inkrementen und einem als konstant im Inkrement angenomme-
nen Temperaturverlauf (Rechtecke in Abb. 6.4) die Pseudo-Zeit als

E(t) = Xn‘: a(T (ty)) At oder £(t) = Xn‘: a (T (ty—1)) At (6.56)
m=1 m=1

(Euler-vorwirts- bzw. -riickwirts-Verfahren) oder mit einer anderen Form, etwa der Mit-
telpunktsregel, berechnet werden. Bei dieser ist

t |
[f tydt ~ f (E (t + tl)) At ©.57)

mit At =t —1

(6.55) hier also zum neuen Zeitpunkt 7, | unter Beriicksichtigung der Vorgeschichte

£ (trs1) Ofa(r () di Ofa(r (t))dt—i—[a(T 0)di  (6.58)
() ~ £ (1) + (T (% (1 + zn))) Al (6.59)

Das ergibt
A& = £ () —E (1) = a (T G (s + zn))) Al (6.60)

Die Formel bedeutet, dass & stets grofer wird, solange a(T) positiv ist, nur nicht propor-
tional zur Echtzeit.

»
L

1

T}II
duk
1HE
N
[

Abb. 6.4 Temperaturverlauf und Idealisierung bei der Mittelpunktsregel
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Integriert man nun die entscheidende Gl. (6.21) fiir die Spannungen nach der Mittel-

punktsregel, so ist

1

~ E;—e i At
" At " At
Iy
mit
At
Lipl = g1 — >
also
tn
Ae [ _tup-s® et =4
E — / e i dt ~ E;Acge 2
At
Iy
Darin ist
A L4l In41
t - _ - _
: (an - 7) - [ a (T (7)) d / a (T (1) d7 = £ (1,41) - AE,
tn+%
S———
E(tﬂ+l) —- Asl
: 2
sodass sich
. In+1 I E(ty 1) € (1) +0E | 2
e 4 df ~ E;Aee % = E;Age %

E =
At

In

pe e e i)
E— / e oodt

ergibt. Wiederum nach der Mittelpunktsregel ist

Ing1

v= [a@ar=a(r(n+3a)) 5

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

Eine direkte Integration ist fiir eine beliebige Funktion a (7 (¢)) nicht allgemein moglich.
Ein anderes Problem ist in (6.12) das Integral

ty
R{CrSR10)
/ e ood

0 0

i t

1,
Y B (A e e O
t=|e % d

iy In
_AEHEm)-E() A Em)-E([D)
= e Ai dt = | e %e 4 dt

0

In

0

_Ag _Em)=E()
=e N e T dt

0

(6.67)

Die Aufspaltung und das Vorziehen vor das Integral, das Voraussetzung fiir die Rekur-

sionsformel ist, ist also auch hier moglich.
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6.6.3 Shift-Funktionen

6.6.3.1 Williams-Landel-Ferry-Gleichung
Die wohl gebriduchlichste Shift-Funktion ist die Williams-Landel-Ferry-Gleichung (WLF).
Sie eignet sich besonders fiir die Berechnung von Polymeren. Wihrend die einzelnen Po-
lymerketten sich relativ zu einander bewegen, werden die Bindungen zwischen diesen
Ketten neu gebildet. Dieser Prozess ist thermisch aktiviert und wird durch die WLF-
Funktion beschrieben. Sie lautet:

C1 (T - TRef)

logloa (T) = m (668)

Passend zu (6.51) wire

1 (T — Trer)
logjpa* (T) = ———— (6.69)
10 €2 + (T — Trer)
Diese Darstellungen passen zu den Kurven im logarithmischen Maf3stab. Die Shift-
Funktion selbst ist
1 (T=Tef)
a(T) = 102+ Trep) (6.70)
Die WLF-Gleichung ist auch fiir bestimmte Glasarten geeignet (in Abb. 6.5 fiir ein Na-
tronkalk-Silikat-Glas dargestellt).

6.6.3.2 Parameterbestimmung fiir die WLF-Gleichung

Zur Bestimmung der beiden Parameter ¢; und ¢, der WLF-Gleichung benétigt man min-
destens drei Relaxationsversuche fiir unterschiedliche Temperaturen, deren Ergebnisse
man im logarithmischen MafBstab auftrdgt (s. Abb. 6.6).

— : : : \
,E -50 14 50 100 150 200
® 2
o
k) -3
o

4

5

6 -

7

T-TRef [°C]

Abb. 6.5 Logarithmus der Shift-Funktion ¢* fiir ein Natronkalk-Silikat-Glas
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Abb. 6.6 Zur Bestimmung der Shift-Funktion

Der Abstand der jeweiligen temperaturabhingigen Kurve zur Referenzkurve stellt den
Logarithmus des Wertes der Shift-Funktion dar. In Abb. 6.6 ist 7} die Referenztemperatur.

Man erhilt zwei Gleichungen:

a(Th—T)

loga(Ty)) = ———

ga (To) o+ (To—Th)
und (T —T))
¢ Uy — 1

loga(T,)) = —————

ga (D) o+ (Th—-T)

Nach Umformen ergibt sich das lineare Gleichungssystem

loga (To) c; — (To — T1) ¢ = —loga (Tp) (To — T1)
loga (Ty) c; — (T, — Ty) ¢y = —loga (T7) (T, — Ty)

aus dem sich ¢; und ¢, bestimmen lassen.

6.6.4 Spannungen

Nach den Uberlegungen des Abschn. 6.6.2 gilt:

AE=a (T (z,, + %)) At
Ak =a (T (z,, + %AZ)) At

Agg

_AE _
Hi (boy1) = € % H; (1) + EiAse” %
0 (tni1) = Eoo (€ (ta) + A&) + Y Hi (ta11)
i

6.71)

(6.72)

(6.73)
(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)
(6.78)
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6.6.5 Tangente

Gesucht ist die Ableitung der Spannungen nach den Dehnungen wie in Abschn. 6.4. Die
darin benétigten Ableitungen werden vom Ubergang auf die Pseudozeit nicht beeinflusst.
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6.7 Ebener Spannungs- und Verzerrungszustand
6.7.1 Ebener Verzerrungszustand

Im ebenen Verzerrungszustand und bei Rotationssymmetrie werden die Dehnungskompo-
nenten &y, &yy, &; = 0 und y,, ilibergeben und miissen ebensolche Spannungskompo-
nenten erzeugt werden, wobei aber 0., # 0 ist. Es muss lediglich die Zahl der Schubver-
zerrungen eingeschréankt werden.

6.7.2 Ebener Spannungszustand

Im ebenen Spannungszustand werden die Dehnungskomponenten &, ., &, und y,, iiber-
geben und miissen ebensolche Spannungskomponenten erzeugt werden. ¢, ist nicht
gegeben, aber auch nicht 0, sondern muss aus der Bedingung bestimmt werden, dass
o.; = 0 ist. Bei der klassischen Elastizitét ldsst sich die Elastizitdtsmatrix entsprechend
umstellen:

fo £ 1—v v v Exx
— _ _ 6.79
oy (I+v)(1-2v) Ty Evy (0.79)
[ v 1—v o
Also:
E
0-: (vexy +vey + (1—v)e.) =0 (6.80)

T U+ (d-—2v)
Klammerausdruck muss null werden, aufgelost:

€ = (xx + &) (6.81)

Y4 1 _
Hier aber ist das Problem zu l6sen, dass die Querkontraktion nicht konstant ist, weil
G und K verschieden relaxieren konnen. Das macht die Aufspaltung des Dehnungs-
tensors in Kugeltensor und Deviator, die aber Voraussetzung fiir den Algorithmus ist,
schwieriger.
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Es gilt:
Afy

_Ag 2

HE (th1) = € o8 HE, (ta) + Gi Aye i
s11 (1) = 2Gocers (1) + 2 HE (tai1)
i

8§22 (tat1) = 2G o0l (tag1) + 2 Z Hj%z (tns1)

Afy

Af 2
3G

_ __2
533 (1) = 2Gocens (1) +2) e W HS (6) +2 ) GiAeyse
i i

AEy
2

_Af A
Om (1) = 3Kootm (1) +3 Y e " HE (1) +3 ) KiAewe M

Es muss gelten:
533 +0m =0
also zum Zeitpunkt 7, ;:
Ak

1
Ag 2

3Koo (em (1) + Aem) +3 ) e HE (1) +3) KiAeme

AE
AE _ 2

+2G (e33 (1) + Aess) + 2 Ze_$H,%3 ) +2) G Aepe ¥ =0
i i

Es ist moglich, e, als Geschichtsvariable mitzufiihren:
Em (0) =0, éen (thrl) = &m ([n) + A8m

wobei beim Ubergang t,, < t,, auch &y, (t,4) in e, (t,) libergeht.
Fiir die Dehnungen gilt:

3em = €11 + & + £33, aufgelost:

£33 = 3ep — €11 — &x

€33 = €33 — Em = 3&m — €11 — €2 — €m
Damit kann zum Zeitpunkt #, berechnet werden:
€33 = 2em — €11 — €2

Dann gilt auch
A€33 = 2A8m — AS]] — ASZQ

(6.82)
(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

(6.88)

(6.89)

(6.90)
6.91)
(6.92)

(6.93)

(6.94)
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Damit gibt es nur noch die eine Unbekannte Ae,, in (6.88) zum Zeitpunkt ¢, ,; sodass
aufgelost werden kann:

_Af

Aey = |:—3Kooem (ta) =3 e " HF (t,) = 2Gcess (1) — 2Goo (—Ae1) — Aen)

Af
Af __2
W Hi(,;33 (ty) — 2 (—Ae; — Agp) Z Gie A7
i

—ZZe_
i

A Agy

__2 __2

3Keo +4Goo +3) Kie ' +4) Gie ¥
[ i

1

(6.95)

Mit (6.89) und (6.91) kann dann €33 berechnet und der Algorithmus normal fortgesetzt
werden.

6.8 Beispielrechnungen

Fiir die folgenden Beispielrechnungen sei die Zahl der Maxwell-Elemente gleich 1 und

Eo = 2700 N/mm’
E, = 1000 N/mm>
Aqy = 2000 h

6.8.1 Zu Abschn. 6.1

a) Das Material wird aus dem unbelasteten Zustand plétzlich um 0,001 (0,1 %) gedehnt.
Die Dehnung wird 100h gehalten, dann plotzlich auf 0,002 erhoht. Dieser Zustand
dauert auch 100h an.

Dann ist nach (6.5)

__200h—100h

o (200h) = (Eoo + Ele*—z%’o%?) .0,001 + (Eoo + Ee 5wt ) .0,001

o (200h) = E.. - (0,001 + 0,001) + E; - 0,001 (e*% + e*%)
o (200h) = E. - (0,001 + 0,001) + E; - 0,001 (e—% + e—%)
N
o (200h) = 2700 - 0,002 4 1000 0,001 (¢~*" + ") = 7,256 —
mm

b) Das Material wird binnen 200h vom unbelasteten Zustand mit konstanter Dehnge-
schwindigkeit auf 0,002 gedehnt.
Die Dehngeschwindigkeit ist also & = % = 10’5%
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Dann lisst sich die Spannung nach 200 h iiber (6.9) berechnen zu

200 h
0 (200h) = E.. -0,002 + Eé / e
0
0 (200h) = E,, - 0,002 + Ejéde " 7 |20

_200h—7 _
1

= Ene 0,002+ Egé | ¢ 000 o5
——
1
=5 1 200 N
o (200h) = 2700 - 0,002 + 1000 - 10 _2000h[1——e mwh]__ 2303 N
h mm?

6.8.2 ZuAbschn.6.2

Zur Losung von Beispiel a) muss ,,plotzlich” definiert werden: Das Dehnungsinkrement
0,001 werde jeweils mit konstanter Dehngeschwindigkeit innerhalb von 0,01 h aufge-
bracht.

Dann kann mit den Zeitschritten 0,01 h, 99,99 h, 0,01 h, 99,99 h gerechnet werden. Die
zugehorige Dehngeschwindigkeit betrigt ¢ = % =0,1 ﬁ’ 0;0,1/h; 0.

So ergibt sich

1 0,0l h |
H(0,0lh): - / e 001hf ?:El-O,l—A 001h; 801h
g h
0
H (0’01 h) 0.1- )LI: ()()lh 0,01h _ e_o,ollhfo]

H (0,01 h) = 1000-0,1~ 2000h[1—e 30%5h] — 0,999998 ~ 1—
m

und
N
o0 (0,01 h) =2700-0,001 +1 = 3,7 —
mm

_ 9.9 N
H (100h) = ¢~ 2w - H (0,01 h) + 0 = 0,9512 —
mm

001 . ~100.01-100
H (100,01h) = e 2000-H(100h)+E15)L[1—e 300 ]

100.01—-100

H (100,01 h) = ¢~ %% - H (100 h) + 1000 - 0,1 - 2000 [1 e ] —1,9512

, N
H (200h) = ¢~ 7w - H (100,01 h) + 0 = 1,856 —
mm
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Somit ergibt sich
N
0 (200h) = 2700 0,002 + 1,856 = 7,256 —
mm

wie mit der Grundformel berechnet.

6.8.3 ZuAbschn.6.3

Die Anwendung der numerischen Integration mit der Mittelpunktsregel betrifft nur die
Phasen, in denen sich die Dehnung dndert, in Beispiel a) also:

0,01h
1 (]()lht 0,0l h
H (0.01h) = Ey 0.1+ f e ~ E,-0,00le” 2

H (0,01 h) = 1000 - 0,001e*29233>oh = 0,9999975 ~ 1

Wegen der kurzen Zeit und der angenommenen konstanten Kriechgeschwindigkeit ergibt
sich praktisch kein Unterschied zur exakten Integration. Dementsprechend betréigt

N
H (100h) = e~ 2% - H (0,01h) +0 =0 9512 —5

mm

_ 001 _ 001 N
H (100.01h) = ¢ - H (100h) + 1000-0.001¢™ 70 = 1,9512 —
mm

N
H (200h) = e~ 2% - H (100,01 h) + 0 = 1, 856 —

Versucht man Beispiel b) in einem Zeitschritt zu berechnen, erhélt man

H (200h) = 1000 - 0,002¢ 2200 = 1,9025

N
0 (200h) = 2700- 0,002 + 1,9025 = 7,302 —
mm

Auch hier ist der Unterschied sehr gering.
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7.1 Grundsatzliches

Unter Kriechen seien hier das Kriechen im klassischen Sinne (Abb. 7.1), die zeitliche
Zunahme von Dehnungen unter einer konstanten Spannung, der andere Grenzfall, die Re-
laxation (Abb. 7.2), die zeitliche Abnahme der Spannung unter einer konstanten Zwangs-
beanspruchung, und alle Zwischenzustinde verstanden, weil sie im gleichen Kontext be-
handelt werden.

Beim klassischen Kriechen unterscheidet man drei Phasen (Abb. 7.3):

e primires Kriechen mit Abnahme der Kriechgeschwindigkeit

e sekundires Kriechen mit konstanter Kriechgeschwindigkeit (lineare Zunahme der
Kriechdehnung) und

o tertifires Kriechen mit erneuter Zunahme der Kriechgeschwindigkeit, die kurz vor dem
Bruch erfolgt.

Rechnerisch wird tertidres Kriechen normalerweise nicht erfasst, der iibrige Kriechvor-
gang wird additiv aufgespalten in einen Anteil mit — bei konstanter Spannung und Tem-
peratur -abnehmender Geschwindigkeit (als primér bezeichnet) und einen mit konstanter
Geschwindigkeit (als sekundir bezeichnet).

Gy €

»
>

t

Abb. 7.1 Verlauf von Spannung und Dehnung beim Kriechen
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Abb.7.2 Verlauf von Spannung und Dehnung bei der Relaxation

Bruch

< Kriechgesetz
cr

primér

+
sekundir

Tt Tt

Abb. 7.3 Kriechphasen und rechnerische Umsetzung

Kriechgleichungen nehmen normalerweise die Form
Eor = f(O', T, 8,!) (7.1)

an, d. h. durch die GesetzmiBigkeiten wird die Kriechgeschwindigkeit beschrieben.
Dabei bedeuten

Dehnung
c)er Kriechen

9.
) = S Zeitableitung
Spannung

Temperatur
Zeit

~~NQ ~ o

Die Abhiéngigkeit von der Temperatur wird gerne durch die so genannte Arrhenius-Funk-
tion beschrieben, d. h.
C
éx =g (0,6,t)e T (7.2)

C ist eine Konstante, in die die so genannte Aktivierungsenergie eingeht. Bei der Bestim-
mung von C aus Messwerten, die bei bestimmten Temperaturen ermittelt worden sind,
spielt dieser Umstand aber keine Rolle.

Die Abhingigkeit von ¢ (indirekte Zeitabhédngigkeit, Abb. 7.4, Dehnungsverfestigung
in Abb. 7.6) und ¢ (direkte Zeitabhidngigkeit, Abb. 7.5, Zeitverfestigung in Abb. 7.6) tritt
gewohnlich nicht gleichzeitig auf. Beide Ansitze unterscheiden sich gravierend in ihren
Auswirkungen, wenn sich die Spannung wihrend der Kriechzeit wesentlich dndert.

Tritt bei der direkten Zeitabhingigkeit nach einer gewissen Zeit eine Spannungsin-
derung auf, wird der Kriechvorgang auch fiir die neue Spannung als schon teilweise
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Abb. 7.4 Auswirkung der indirekten Zeitabhingigkeit auf die Kriechsimulation bei Spannungs-

dnderung
x 104
5.
=
4.5 e
. o2
2.5. 21
=11] I /
=]
=
E s /
Q
=)
5 2 / =482
.8 X
Q 1.5 / -'____,...--""
X / et
~—~— 6=250
.S / /
I{/ 6=250
o } } x 10 h
o 500 1000 2000 2500
250 750 1250 1750
Zeit

Abb. 7.5 Auswirkungen der direkten Zeitabhingigkeit auf die Kriechsimulation bei Spannungs-

dnderung

abgeschlossen betrachtet. Tatséichlich beginnt das Kriechen fiir den Anderungsanteil erst
mit der Anderung. Dies kann mit der indirekten Zeitabhingigkeit erfasst werden. Die
Gleichungen beschreiben eher einen Sittigungswert fiir die Kriechdehnung, der span-

nungsabhingig ist.
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Abb.7.6 Vergleich von direkter und indirekter Zeitabhiangigkeit in der Kriechsimulation bei Span-
nungsinderung

Die Integration von Kriechgleichungen scheint auf den ersten Blick nicht so proble-
matisch, wenn keine Abhéngigkeit von ¢ gegeben ist oder ¢ nur linear vorkommt. Die
Gesamtdehnung &, wird aber aufgespalten in elastische und Kriechanteile:

Erot = Eel T Ecr (7.3)
Von den elastischen Dehnungen héngen die Spannungen ab, eindimensional
o = Eegq (7.4)

Das bedeutet, dass sich iiber eine Zeitspanne wihrend des Kriechens die Spannung dndert,
die Einfluss auf die Kriechgeschwindigkeit hat. Unter Beriicksichtigung solcher wechsel-
seitigen Abhingigkeiten lassen sich geschlossene Losungen meist nicht angeben, weshalb
numerisch integriert werden muss.

7.2 Zeitintegration beim Kriechen
7.2.1 Differenzenquotienten

Grundlage fiir die numerische Zeitintegration ist die Differenziation.

Zur Erinnerung: Die Ableitung stellt den Grenzwert des Differenzenquotienten dar. Bei
differenzierbaren Funktion fallen die Grenzwerte des linkseitigen, des rechtsseitigen und
des zentralen Differenzenquotienten zusammen.
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Abb.7.7 Zur Bildung der Ay

Differenzenquotienten
|
|
|

Fiir eine Funktion y(¢) wie sie in Abb. 7.7 zu sehen ist, ergeben sich die Differenzen-
quotienten fiir die erste Ableitung zu

- y(t; + A1) —y (1)

y(t) N, vorderer (7.5)
t)— vyt — At
y(t;) ~ y () =yt ) hinterer (7.6)
At
ti + At)—y(t; — At
y(t) ~ y (i + )2Aty (@ ) zentraler Differenzenquotient (7.7)

7.2.2 Kriechbeispiel

Als Beispiel soll das nachfolgende Kriechgesetz gelten. Die Kriechgeschwindigkeit wird
als
b = Ao ne™ (7.8)

angegeben. A, m und n sind Materialparameter, die iibrigen Symbole sind unter Ab-
schn. 7.1 erklért.

Fiir den Fall konstanter Spannung, der klassisches Kriechen bedeutet, 14sst sich der
zeitliche Verlauf der Kriechdehnung als

g = —Ao™e™ + C (7.9)
angeben. C wird aus der Anfangsbedingung bestimmt. Die soll hier
£er(0) =0 (7.10)
lauten, daraus folgt

0=-40"+C <<= C =+Ao" (7.11)
e = Ao" (1 —e™") (7.12)
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Berechnet werden soll die Kriechdehnung zur Zeit 10.000 h. Gegeben seien die — fiir einen
bestimmten Kunststoff ermittelten — Parameter

A=105-10""
m=1
n=3-10"* 1/h
m ist dimensionslos, A hat die Einheit [MPa~"], hier [MPa™'].

Mit (7.9) erhidlt man bei einer konstanten Spannung von o = 31,6 MPa (klassisches
Kriechen) eine Kriechdehnung von

£e =1.05-1073-31.6 (1 - e*3'1°’4'1°~°°°) —0.0315 = 3.15%

Dieser Fall sowie reine Relaxation fiirm = 1 und m = 1,2 sollen im Folgenden numerisch
behandelt werden.

Fiir die Relaxation wird eine Dehnung ¢, vorgegeben, die der elastischen unter einer
Spannung von 31,6 MPa entspricht, bei einem Elastizititsmodul von 3700 MPa heilit das
&y = 0,85 %.

7.2.3 Explizite Zeitintegration

Unter expliziter Zeitintegration versteht man Methoden, bei denen die Verhiltnisse zu
Beginn eines Zeitschrittes als konstant iiber den Zeitschritt angenommen werden. Die
Integration erfolgt also vorwirts, weshalb eines dieser Verfahren auch Euler-vorwirts-
Verfahren heif3t.

Man bestimmt

Ae = éo(t) At (7.13)

et + At) = e.(t) + Ae; (7.14)
Darin findet man mit A ( AD) ©
. Ecr Eer t+ t) — Eer 4

é(t) AL AL (7.15)

den vorderen Differenzenquotienten wieder.
Der Algorithmus ist fiir die drei Fiélle denkbar einfach:

Alg.7.1
1) Berechne o ()
2) éu(t) = Ac™(t)ne™
3) Aey = écr(l) At
4) 8cr(l + Al) = 8cr(l) + Agg
5) Berechne g
t <t + At, weiter mit 1)
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Abb. 7.8 Klassisches Kriechen, Vergleich Euler-vorwirts-Verfahren und analytische Losung

Fiir das klassische Kriechen ist o konstant, sodass ¢, nicht bendtigt wird. Man erhilt
mit einem konstanten Zeitschritt von Az = 100h bei 10.000h eine Kriechdehnung von
3,20 % und damit geringfiigig mehr als analytisch. Das liegt daran, dass bei tatsdchlich
abnehmender Kriechgeschwindigkeit diese mit ihrem Wert vom Anfang iiber den ganzen
Zeitschritt aufrecht erhalten wird (Abb. 7.14).

Abb. 7.8 zeigt den Verlauf, der mit dem expliziten Verfahren und der analytischen
Losung ermittelt wurde, im Vergleich. Dabei zeigen die Symbole hier und in den fol-
genden Diagrammen alle Losungspunkte, die bei dem gewéhlten Zeitschritt berechnet
wurden.

Fiir die Relaxation muss von (7.3) und (7.4) Gebrauch gemacht werden. Die elastische
Dehnung ist zu Beginn gleich der Gesamtdehnung:

Eel,0 = €0 (7.16)

Fiir den Algorithmus lauten die noch offenen Schritte:

Alg.7.2
1) o(t) = Eea

5) Eel = €0 — Ecr

Mit einem Zeitschritt von A¢ = 100 erhélt man den Spannungsverlauf aus Abb. 7.9.
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Abb.7.9 Relaxation: Spannungsverlauf bei expliziter Integration und A¢ = 100
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Abb.7.10 Relaxation: Spannungsverlauf bei expliziter Integration und At = 1000

Bei At = 1000 ist das erste Kriechdehnungsinkrement so grof3, dass es grofer als die
elastische Dehnung ist (Abb. 7.10) und deshalb das Vorzeichen der Spannung umkehrt.
Dieses Ergebnis ist unsinnig, weil bei der Relaxation die Spannung hochstens vollstiandig
abgebaut werden kann.
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Abb.7.11 Relaxation bei m = 1, 2: Spannungsverlauf bei expliziter Integration und At = 100

»  Flr explizite Integrationsverfahren ist es typisch, dass die Ergebnisse stark vom
Zeitschritt beeinflusst werden und auch ein instabiles Verhalten auftreten kann,
wenn der Zeitschritt zu grof3 wird.

Fiir m # 1 muss algorithmisch nichts geéindert werden. Da der Einfluss der Span-
nung aber durch einen Exponenten > 1 erhoht wird, ergeben sich anfidnglich gréere
Spannungsverdnderungen, wihrend sie spiter kleiner werden. Die Relaxationskurve ist
dadurch stirker gekriimmt (Abb. 7.11).

7.2.4 Variabler Zeitschritt

Betrachtet man den zeitlichen Verlauf, so ist anzunehmen, dass die Zeitschritte zu Beginn
zundchst relativ klein sein miissten, dann aber kontinuierlich vergrofert werden konnten.
In ANSYS wird dies bei der impliziten Zeitintegration vom Konvergenzverhalten abhéin-
gig gemacht, bei der expliziten ist der Mal3stab das Kriechverhiltnis (creep ratio):

A
Fop = % < Sl (7.17)
el

also das Verhiltnis von Kriechdehnungsinkrement zur elastischen Dehnung. Die Vorein-
stellung fiir 75°" ist 0,1. Da die Kriechdehnung zu Lasten der elastischen Dehnung geht,

cr
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«
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Abb. 7.12 Euler-vorwirts-Verfahren mit an r5°' = 0,1 angepasstem Zeitschritt (m = 1) im Ver-

gleich zu At = 100 = const.

bedeutet das, dass sich die Spannung im Inkrement um bis zu 10 % 4dndern konnte, obwohl
sie ja fiir die Bestimmung der Kriechgeschwindigkeit als konstant angenommen wird.

Ist roe > r3°! wird der Zeitschritt halbiert, ggf. mehrfach. Ist re, < r3°U, wird der
Zeitschritt fiir das niachste Inkrement zu
Soll
,
Ati-ﬁ-l = At = (7.18)

rcr
gesetzt, was bewirkt, dass das Kriechverhiltnis bei konstanter Kriechgeschwindigkeit ge-
rade den gewiinschten Wert anndhme.

Ein so gesteuertes Euler-vorwirts-Verfahren, das mit Az; = 80 h beginnt, ergibt mit 40
variablen statt 100 festen Zeitschritten einen Abb. 7.9 vergleichbaren Verlauf (Abb. 7.12)
und spart damit erhebliche Rechenzeit ein, vorwiegend im Bereich des flacheren Verlaufs
(groBerer Abstand der Wertepaare).

Fazit: Die explizite Zeitintegration ist relativ einfach umzusetzen, die zur Sicherung
der Stabilitit erforderlichen, teilweise sehr kleinen Zeitschritte konnen aber ein Effektivi-
tatsproblem darstellen.

Bei der expliziten Zeitintegration hat Kriechen keinen Einfluss auf die Gesamtsteifig-
keitsmatrix.

7.2.5 Implizite Zeitintegration

Bei der impliziten Zeitintegration werden in die Gleichung zur Bestimmung der Inkre-
mente nicht nur die bekannten Grofen einbezogen, sondern auch solche, die bis zu einen
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Abb.7.13 Klassisches Kriechen: Dehnungsverlauf bei Euler-riickwérts-Verfahren

Zeitschritt weiter voran gelten. Die sind aber anfinglich nicht bekannt, sodass sie durch
Auflosen impliziter Gleichungen, im allgemeinen Fall iterativ, ermittelt werden miissen.

Ein implizites Verfahren ist das Euler-riickwirts-Verfahren. Es wird angenommen, dass
die das Inkrement der gesuchten Gro8e, hier der Kriechdehnung, bestimmenden Einfluss-
werte, hier die Spannung, konstant den Wert am Ende des Zeitschritts annehmen. Die sind
gleichzeitig auch gesuchte GroBen.

Das Euler-riickwirts-Verfahren ldsst sich auf den hinteren Differenzenquotienten fiir
t + At () zuriickfiihren.

Ager
TR
t r)—elt

&t + At) = M (7.19)

At

Die Grundformel fiir das Kriechproblem lautet damit:
Aey = €(t + At)At (7.20)
et + At) = &5(t) + Ae; (7.21)

Darin ist im Beispiel

bt + A1) = Ao (t + A1) ne (+4D (7.22)

Fiir den Fall klassischen Kriechens ist die Spannung iiber die Zeit konstant. Gl. (7.22)
stellt damit keine Schwierigkeit dar und der bei der expliziten Integration verwandte Algo-
rithmus kann ansonsten auch hier Anwendung finden. Abb. 7.13 zeigt, dass das implizite
Verfahren gute Ubereinstimmung mit der analytischen Losung ergibt, bei leicht geringeren
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7Approximation beim Vorwirts-Verfahren
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Dehngeschwindigkeit
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Abb.7.14 Approximationsfehler beim Euler-vorwirts- und -riickwirts-Verfahren

Werten, die sich daraus ergeben, dass die sich verringernde Kriechgeschwindigkeit mit
dem niedrigen Wert vom Ende {iber den ganzen Zeitschritt angesetzt wird (Abb. 7.14).

Fiir die Relaxation ist das Problem schwieriger. Die Spannung in (7.22) am Ende des
Inkrementes ist

o(t+ At) = Eee = E(gg — ee(t + At)) = E(g0 — €ce(t) — Aber) (7.23)
Eingesetzt in (7.22) ergibt sich das Dehnungsinkrement zu

At = bt + At) - At = A[E(gg — ecr(t) — Aee)]" ne "CFAD At (7.24)
Fiir m = 1 kann nach Ag,, aufgelost werden:

At = AEne A AL (g9 — (1) — Aty
[t ——
=:D
=D (80 — &cr (t)) — DAgy
(1 + D) Agcr =D (80 — &cr (t))

(g0 — &er (1))

(7.25)

Agy =
14+ D
Mit At = 100 erhdlt man den Spannungsverlauf iiber der Zeit aus Abb. 7.15. Auch mit
At = 1000 ergibt sich im Gegensatz zur expliziten Integration ein qualitativ richtiger
Verlauf (ebenfalls Abb. 7.15).

»  Merkmal der impliziten Integration ist die Stabilitdt des Verfahrens auch bei
groBeren Zeitschritten.

Die Ergebnisse hiingen auch hier vom Zeitschritt ab. Eine deutliche Uberlegenheit des
impliziten Verfahrens ist hier, von der gro3eren Stabilitit abgesehen, noch nicht zu erken-
nen.

Der allgemeine Algorithmus beim Euler-riickwérts-Verfahren fiir Kriechen ist Alg. 7.3
(Nummerierung der Schritte wie beim expliziten Verfahren).
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Abb.7.15 Relaxation: Spannungsverlauf bei impliziter Integration und Az = 1000 bzw. 100

Alg.7.3

1) o = E8e1

2) in 3) enthalten

3) Lose Ae, = ér(0(Ager),t + At) At nach Ag, auf
4) 8cr(l + Al) = 8cr(l) + Age

5) €e = &0t —Eaxr t &t + At, weiter mit 1)

Fiir m # 1 wird Schritt 3) schwieriger. Hier hilft nur ein iteratives Vorgehen. Gl. (7.24)
kann in eine Nullstellenaufgabe mit einer Unbekannten (Aeg,,) tiberfiihrt werden:

f(Agcr) =Ae;— A [E (g0 — Scr(t) - A‘ecr)] ne_n(H_At)At =0 (7.26)

Zu deren Behandlung gibt es verschiedene Verfahren. Eines davon, das sich auch mehr-
dimensional erweitern l4sst, ist das Newton-Verfahren mit der Iterationsvorschrift

. S (Aei’;))
At = Ag®D -~ (7.27)
I (Aeﬁ’r))
Die Ableitung lautet in diesem Fall:
[/ (D) =1 — (—E)Am [E (80 — er(t) — Age)]" ™ ne (T2 A 728)

=1+ AmE" [E (80 - gcr(t) - Agcr)]m_l I’lein(tJrAt)A[
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Tab. 7.1 Tterationsverlauf zur Berechnung des ersten Dehnungsinkrementes mit dem Newtonver-
fahren

S S A
—1,9271087E—03 1,2707710E+00 1,5164878E—03
—7,6670431E—06 1,2603890E+00 1,5225709E—-03
—1,3720874E—10 1,2603439E+00 1,5225710E—03
35
30 %L
25
20 —O— sigma, m=1,2
15 sigma, m=1
10
5
0 LKL
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Zeit [h]

Abb.7.16 Relaxation bei m = 1,2: Spannungsverlauf bei impliziter Integration und At = 100 h

Als Startwert fiir Ae, wird 0 gewihlt. Damit erhélt man fiir die Berechnung des ersten
Inkrementes mit dem Newton-Verfahren den Iterationsverlauf aus Tab. 7.1. Nach 3 Itera-
tionen ist der Wert der Funktion f, der Null werden soll, bereits um 7 Zehnerpotenzen
gefallen. Das Dehnungsinkrement wird nur noch in der 8. geltenden Ziffer veridndert. Der
so berechnete Verlauf der Spannung (Abb. 7.16) ist dem explizit ermittelten sehr dhnlich.
Hier ergibt allerdings ein Zeitschritt von 500 h explizit noch ein unsinniges Ergebnis, ist
also instabil, darunter ist die Genauigkeit (Abb. 7.17) dhnlich, wie auch schon bei m = 1
beobachtet.

7.2.6 Zusammenfassung Kriechbeispiel

Verfahren der impliziten Zeitintegration sind teilweise erheblich aufwindiger, was den
einzelnen Zeitschritt angeht. Sie bleiben aber fiir grolere Zeitschritte stabil. Ein Genau-
igkeitsvorteil bei kleineren Zeitschritten konnte bei diesem Kriechproblem noch nicht
gezeigt werden.

Wegen des zeitlichen Abklingens iiberschitzt das Euler-vorwirts-Verfahren die Kriech-
dehnung, wihrend das Euler-riickwirts-Verfahren sie unterschitzt.
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Abb.7.17 Spannung fiir 1000h bei m = 1,2, abhingig vom Zeitschritt, implizit und explizit

In einem FEM-Programm wird, auch wenn die Belastung eine KraftgroBe ist, die
Gesamtdehnung an die Materialroutine iibergeben, aus der dann Kriech- und elastische
Dehnungen sowie Spannungen berechnet werden. Die Vorgehensweise ist daher immer
wie bei den obigen Beispielen fiir Relaxation.

7.2.7 Zusammenwirken mit anderen Materialnichtlinearitaten

Tritt auBBer dem Kriechen noch anderes nichtlineares Materialverhalten auf, ist zu bertick-
sichtigen, dass nun beide Effekte gleichzeitig Einfluss auf den Dehnungszustand haben,
also von einander abhédngen. Bei einem impliziten Verfahren muss das bei der Auflosung
der Materialgleichungen nach dem Kriechdehnungsinkrement beriicksichtigt werden, was
bei einer Vielzahl von moglichen Kombinationen in einem gréferen Programmsystem
mindestens einen hohen organisatorischen Aufwand, teilweise auch einen unverhéltnis-
miBigen Programmieraufwand im Einzelfall bedeutet.

Bei expliziter Zeitintegration fiir das Kriechen kann zuerst die andere Materialglei-
chung, z. B. fiir Plastizitét erfiillt, d. h. ausiteriert, werden, anschliefend wird die Span-
nung fiir die Bestimmung der Kriechgeschwindigkeit als konstant angenommen. Daher
beeinflusst explizites Kriechen auch nicht die Tangentenmatrix. Kombinationen sind so
viel einfacher. Man muss aber die Nachteile der expliziten Verfahren in Kauf nehmen.
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7.3 Allgemeine Form fiir lokale und globale Iteration beim impliziten
Kriechen

Um eine allgemeine Schnittstelle fiir die schnelle Programmierung von Kriechgesetzen
zur Verfiigung stellen zu konnen, ist es erforderlich, die lokale Iteration und die Bestim-
mung der Tangente moglichst allgemein zu formulieren.
7.3.1 Bestimmung des Dehnungsinkrementes (lokale Iteration)
Allgemein ldsst sich das Kriechdehnungsinkrement als
Ae” = £ (0,67,t,T) At (7.29)
schreiben. Ferner gilt fiir die Spannung:
0 =E (8" —¢&") = E (¢ — & — Ae™) (7.30)
In der lokalen Newton-Iteration wird die Nullstelle der Funktion
f(AeT) = Ae™ — £ (0,e%,t,T) At (7.31)
bestimmt. In impliziten Verfahren ist € von Ae abhéngig:
e =gy + Ae™ (7.32)

Die Ableitung nach A& ist gleich der nach £ Folglich ist

Lf(Ae“) =1- (ai 9o + 0¢ )Az (7.33)

dAgeT do dAgT  Qgcr

Zeit, Zeitschritt und Temperatur sind in diesem Zusammenhang nicht variabel. We-
gen (7.30) gilt:

do
=-F 7.34
0AeT ( )
und damit 3 Y 3
SCI‘ éCI‘
—— (A =1—-[|—-F A 7.
8As°rf( &) ( do + ascr) ! (7.35)

Die lokale Iteration kann also durchgefiihrt werden, wenn die Grundformel fiir Ae® und
die Ableitung der Kriechgeschwindigkeit sowohl nach der Spannung als auch nach der
Kriechdehnung bekannt ist, und zwar jeweils in Abhédngigkeit von der aktuellen Kriech-
dehnung, d. h. der aus dem letzten Iterationsschritt.
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7.3.2 Konsistente Tangente

Um die konsistente Tangente herleiten zu konnen, miissen die Formeln, die zur Berech-
nung der Spannungen fiihren, zusammengetragen werden. Zunichst bleibt es bei der ein-
dimensionalen Darstellung.

Dem Programmteil wird die Gesamtdehnung &, und die Kriechdehnung

e (ty) = € (7.36)

aus dem letzten Zeitschritt (Geschichtsvariable, engl. history oder state variable) iiber-
geben. Ferner sind die elastischen Konstanten, eindimensional der Elastizititsmodul E,
bekannt. Ebenso bekannt sind der Zeitschritt und die Temperatur.

Die Spannungsberechnung fiir den neuen Zeitschritt ist abgeschlossen und hat eine
neue Kriechdehnung zum Zeitpunkt 7,,; ergeben. Die Frage stellt sich jetzt, wie sich
die Spannung in Abhingigkeit von der Gesamtdehnung &', die im nichsten Iterations-
schritt vom aufrufenden Programm angegeben wird, dndert. Sie wird zunichst tiber das
Hooke’sche Gesetz berechnet:

o= Eé&! (7.37)

Die elastische Dehnung ergibt sich als Differenz aus gesamter und Kriechdehnung:

o = E (" —¢&) (7.38)

Die Kriechdehnung ergibt sich als letzte Kriechdehnung plus Inkrement, dieses wiederum
als Kriechgeschwindigkeit mal Zeitschritt:

0 =E (" —¢&ff —£"Ar) (7.39)
Die Kriechgeschwindigkeit ist nach (7.1) eine Funktion verschiedener Grof3en:

o =E (8" —¢& —&(0,T.e,1) At) (7.40)

n

Fiir ¢ kommt die gesamte oder nur die Kriechdehnung in Frage.
Wir wihlen zunéchst die Gesamtdehnung:

0 =E (6" —¢&ff — & (0, T. & 1) Ar) (7.41)

Nun wird das vollstindige Differenzial der Spannungen gebildet. Dabei muss abgelei-
tet werden, was sich durch eine Variation der Gesamtdehnung &dndert. Dabei werden die
Spannung und die Gesamtdehnung als unabhiéngige Variable betrachtet:

a SCI
a;m Atds“") (7.42)

do = E (de“" BT N de -
do
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Man beachte, dass Temperatur und Zeit hier als Konstante anzusehen sind. Nun kann
aufgelost werden:

do = E(1- 27 At ) aeo — E% prdo (7.43)
a tot 80
aéCl’ agcr o
do+E oo Atdo = ( 2ot ) tot (7.44)
aécr agcr
(1 + 5 At) do = ( - thz) de (7.45)
—1

E
3'01’ 8'C1’
do=(1+Z A1) E(1-Z_Ar)ae™ (7.46)
do detot
sodass sich die Tangente als

do dger N\ dger
=1+ FE At El1-— At 7.47
dglot ( + a ) ( aglot ) ( )
ergibt.

Schwieriger ist es, wenn die Kriechgeschwindigkeit von der Kriechdehnung abhiingt.
Ausgangspunkt ist wieder (7.38) mit dem Differenzial:

do = E (d&" — de*) (7.48)

Nun wird d & aus der Kriechgleichung bestimmt. Die Ableitung des (endlichen) Inkre-
ments gemal (7.29) ist gleich der Ableitung der Funktion, hier der Kriechdehnung, selbst:

Ccr Ccr aécr
dAe™ = de = 5ot (7.49)
Dies lisst sich nach d & auflosen:
a'cr a'Cl’
11— Z A1) de = & Ardo (7.50)
do do
gécr -1 gécr
de = (1= Z-A1) L Ardo (1.51)
do do
und in (7.48) einsetzen:
Cr 1 Cr
do = Ede™ — E (1= 2500 % nrao (1.52)
decr do

sodass schlieBlich nach do aufgelost werden kann:

~CI' _l ~CI'
11 (122580 2060 do = Eae (7.53)
ager do
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und man die Tangente erhélt als

—1
d gacr *la'a
o - [1 +E (1 _ im) im} E (7.54)

dgt ager do

Auch fiir die Bestimmung der konsistenten Tangente geniigen, wie schon fiir die lokale
Iteration, die Ableitungen der Kriechgeschwindigkeit nach der Spannung und die nach der
Zeit.

Die zusitzlichen Uberlegungen, die fiir den dreidimensionalen Zustand nétig sind, ent-
sprechen im Wesentlichen denen bei Plastizitdt (Abschn. 8.3), anstelle von (8.4) gilt dann

00
Ae™ = Ac = 755
€ €14 g4 (7.55)
o =E (e —e“(1,) — Ae™) (7.56)

7.4 Kommentierter FORTRAN-Code

Auf der Basis der o.g. allgemeinen Formeln ist auch das Benutzer-Unterprogramm
USERCREEP in ANSYS organisiert, hier als Beispiel fiir das Gesetz

. _G
Eor = C10C28ccr3e T (7.57)
das allerdings in der Form
. _G
Sor = elnC1+C21n0+C3 Inger— 7 (758)

verarbeitet wurde. Fiir das Verstidndnis der Formeln ist noch niitzlich zu wissen, dass gilt:

oOl = 062/0 (7.59)
Oéer Cr—1,.C3 — 5+ Cr Gy~ or
At = C1Co™ e le T = CCio2e e T At Jo = CoAe™ /o (7.60)
80 ——
Agcr
0

C. C,
5% At = C1062C380Cr3718774 =C; Clcfc%sccfefT4 At Jee = C3Ae™ /e (7.61)

Agcl‘

SUBROUTINE usercreep (impflg, ldstep , isubst, matId , elemId,

& kDInPt, kLayer , kSecPt, nstatv, nprop ,
& prop , time , dtime , temp , dtemp ,
& toffst, Ustatev, creqgv, pres , segv ,
& delcr , dcrda)

Chkhxkhhkkhhkhkdhhkhdhhkhhhhhhhkdhkhhkhhhkhhdhdhhhrdhkdhhhhhrhhdhdhhhhkdrdbrkhrkrdrdhdkrx
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c x*%%x primary function xx=
Define creep laws
c Demonstrate how to implement usercreep subroutine

in: integer, dp: double precision; sc: scalar, ar: array; i:input, o:output

c nstatv (in ,sc ;1) Number of state variables

c nprop (in ,sc ,1) size of mat properties array

c This model corresponds to primary creep function (7.58)
c prop (dp ,ar(x),i) mat properties array

c at temperature temp.

c time Current time

c dtime Current time increment

c temp Current temperature

c dtemp Current temperature increment

c toffst (dp ,sc, i) temperature offset from absolute zero
c seqv (dp ,sc , 1) equivalent effective stress

ist die aus dem dreidimensionalen Zustand ermittelte Vergleichsspannung, die an die Stelle
der eindimensionalen Spannung o tritt.

c creqv (dp ,sc , 1) equivalent effective creep strain

ist die aus dem dreidimensionalen Zustand ermittelte Vergleichs-Kriechdehnung, die an
die Stelle der eindimensionalen Kriechdehnung & tritt.

input output arguments

Ustatev (dp,ar (%), 1i/o0) user defined internal state
variables at time ‘t’ / ’t+dt’.

This array will be passed in containing the
values of these variables at start of the
time increment. They must be updated in this
subroutine to their wvalues at the end of
time increment, if any of these internal
state variables are associated with the

QO Q0 Q00000000

creep behavior.

Obige Bemerkung (Dieses Feld wird mit den Werten vom Beginn des Zeitschrittes iiber-
geben. Sie miissen auf ihre Werte am Ende des Zeitschrittes angepasst werden, . ..) gilt
fiir alle Geschichts- oder State-Variablen, also alle notigen Werte, die nicht reproduziert
werden konnen, sondern von der Belastungsgeschichte abhingen. Dazu gehort auch die
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Kriechdehnung. Wihrend der dufleren Iteration werden sie immer wieder zuriickgesetzt,
bis Konvergenz vorliegt.

c output arguments
¢  mmmmmmmmmmmmm———
c delcr (dp, sc , 0) incremental creep strain
c dcrda (dp, ar(x), o) output array
c derivative of incremental creep strain
c dcrda(l) - to effective stress
c dcrda(2) - to creep strain
ACT oCT
bedeutet aiAt; aLAt
fileg et

c *** add temperature off set
t = temp + toffst

. . _b
Offset auf absolute Temperatur nétig fiir Arrhenius-Ansatz e™ 7

c x*% Primary creep function

c delcr := cl % segqv A n % cregqv A m x exp (-b/T) x dtime
cl = prop (1)
c2 = prop (2)
c3 = prop (3)
c4d = prop(4)
delcr = (exp(log(cl) + c2 % log(seqv) +

& c3 x log(creqgv) - conl )) * dtime

Auch das Euler-riickwirts- Verfahren wird aulerhalb der Routine durchgefiihrt, weil dafiir
nur die Ableitungen nach der Kriechdehnung und der Spannung benétigt werden. creqv
enthilt also den Wert aus dem letzten Iterationsschritt:

Ccr Ccr

Seqv.j = geqv.j

o+ As?r_l j : Schritt der inneren Iteration
c xx% derivitive of incremental creep strain to effective stress
dcrda (1)= c2 * delcr / segv
c xx% derivitive of incremental creep strain to effective creep
c strain
dcrda (2)= c3 x delcr / cregv
return
end
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7.5 Beispiele fiir implizite Zeitintegration
7.5.1 Beispiel mit direkter Zeitabhdngigkeit

Die obigen Formeln werden auf das Beispiel aus Abschn. 7.2.2 angewandt. Die Kriech-
geschwindigkeit ist als
b = Ao ne™ (7.62)

definiert. Da diese Funktion direkt zeitabhiingig ist, kommt Gleichung

-cr -1 -cr
do :(1+Ea; At) E(l 0¢ At) (7.47)

dglot o o aglot

zur Anwendung. Die Ableitung nach der Gesamtdehnung ist null. Also verbleibt

a ACT
S — Amo" e (7.63)
do
und damit
do__ (1+ EAmo™ 'ne™" At)" E (7.64)
d etot - :
Berechnet werden soll der Fall, dass 0y = 31,6 MPa = const. ist. Erschien der Fall

in Abschn. 7.2.5 noch als der einfachere, so ist hier zu beachten, dass bei der tiblichen
Verschiebungsmethode der Finiten Elemente die

e Verschiebungen die primédren Variablen sind,
e aus denen die Gesamtdehnungen berechnet werden.
Diese und nicht die Spannungen werden an die Materialroutine iibergeben.
e Daraus werden die Spannungen berechnet,
e daraus die inneren Kréfte.
Diese miissen mit den duBleren Kriften im Gleichgewicht stehen.

Hier konnen wir uns Verschiebungen und Krifte sparen. An die Stelle der dufleren Last
tritt die gegebene Spannung oy =: 0. Anstelle der Verschiebung muss die passende
Gesamtdehnung £ bestimmt werden.

Da die Spannung aus der Dehnung bestimmt wird, ist wie bei der Relaxation in Ab-
schn. 7.2.5 vorzugehen.

Folgendes ist zu tun:

1. Zu Beginn des ersten Zeitschritts ist die Materialtangente gleich dem Elastizitdtsmo-
dul E, die (innere) Spannung 0, folglich & = 0ex/E und ty = 0

2. Wir starten mit /| aus 1. bzw. 7. und & aus dem vorigen Zeitschritt (¢y) die erste
dufere Iteration (i = 1). Die Zeit am Ende ist ¢, + At.

3. Es wird eine innere Iteration (mit Index j) durchgefiihrt mit Aej’ = 0 und
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a o=E (egojl — £(1g) — AT 1)
b. f(A&e") = Al — Ao ne "0HAD AL = (
aécr
c. f((Ae")=1+4+E 5
bestimmt und

Cr
d. As(j)

At =1+ EAmo™ 'ne"to+AD Ay

o

F(Ael )
IAes )
berechnet, bis Konvergenz eintritt — Ag®".
4. Dann wird
a. & =¢e“(ty) + As”

el _ qtot _ cr
b. & =% —&f

— cr _
= Ay

c. 0; = E&® und

d e\~ -
° = (1+E ° ) E = (1+ EAmo™Ine 0+ A1) E

©odetet do
berechnet.
. da tot P s tot H
5. Es wird Jeot Ae® = 0¢x — 07 gelost und damit Ae™" bestimmt.
g

6. SchlieBlich wird & = !, + A&'" berechnet.

7. i wird um 1 erhoht und Schritt 3 bis 6 wird wiederholt, bis Konvergenz in der dufleren
Iteration eintritt — £''(¢y + At).

8. 1y wird um At erhoht, weiter mit 2.

Tab. 7.2 zeigt von links nach rechts beispielhaft den Verlauf der inneren Iteration (In-
dex j) in verschiedenen Iterationsschritten der du3eren Iteration (Index i von oben nach
unten). Die quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens ist in f, jeweils von rechts
nach links, also iiber die Schritte j, zu erkennen.

Fiir den duBeren Iterationsschritt i = 1 liefert die innere Iteration

1,372-10710
log ( / 7,667 - 10—6)
p= =1,978 ~ 2 (7.65)

7,667 - 106
log( /1,927. 10-3)

also annihernd quadratische Konvergenz.

Tab. 7.3 zeigt den Verlauf der dufleren Iteration (Index i) fiir drei Zeitschritte.

Im ersten Zeitschritt von 0 auf 100h ist der Startwert fiir die Gesamtdehnung, die
Kriechdehnung und die elastische Dehnung 0, sodass auch die (innere) Spannung 0 er-
gibt. Damit erhilt man zwischen der duBleren und der berechneten Spannung das maximale
Ungleichgewicht. Als Ableitung der Spannung nach der Dehnung ergibt sich der Elastizi-
tatsmodul. Die Konvergenz ist gut in der Spannung zu erkennen. In dem Mafle, wie sich
die Spannung 31,6 MPa annihert, geht die Differenz zur dufleren Spannung gegen Null.
Die Konvergenzordnung ist am besten beim Inkrement der Gesamtdehnung Ag'
lesen. Es stellt sich quadratische Konvergenz ein, wie sie im Newton-Raphson-Verfahren
erwartet wird.

abzu-
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Tab. 7.3 Kriechbeispiel, duflere Iteration, ey = 31,6 MPa

konvergiert

~

do
cr cr el tot tot
Aeg] €% £ o Jel Ae H

0,00E+00 | 00,0000 3700,0 8,54E-03 | 8,54E-03

1,52E-03 | 1,52E-03 |7,02E-03 25,9665 2935,7 1,92E-03 | 1,05E-02
1,93E-03 | 1,93E-03 |8,53E-03 31,5763 2911,7 8,15E-06 | 1,05E-02
1,93E-03 | 1,93E-03 | 8,54E-03 | 31,6000 2911,6 1,30E-10 | 1,05E-02
200 | 1,49E-03 | 3,41E-03 | 7,06E-03 26,1045 2953,1 1,86E-03  1,23E-02
1,87E-03 | 3,79E-03 | 8,53E-03 | 31,5780 2930,2 7,50E-06  1,23E-02
1,87E-03 | 3,80E-03 | 8,54E-03 | 31,6000 2930,1 1,09E-10  1,23E-02

300 | 1,45E-03 | 5,25E-03 | 7,09E-03 | 26,2299 2970,3 1,81E-03 | 1,41E-02
1,81E-03 |5,61E-03 | 8,54E-03 | 31,5796 2948,3 6,93E-06 | 1,42E-02
1,81E-03 |5,61E-03 | 8,54E-03 | 31,6000 2948,2 9,12E-11  1,42E-02

—_
o
(=)

W = W N = W N -

7.5.2 Beispiel mit indirekter Zeitabhangigkeit

Fiir die Kriechgleichung
bor = C10} (7.66)

cr

werden zunichst Parameter so bestimmt, dass sich fiir #;, = 100h und ©, = 1000h eine
Ubereinstimmung von Kriechdehnung und -geschwindigkeit mit dem Beispiel aus Ab-
schn. 7.5.1 ergibt. Es soll also gelten:

b = Ac"ne™ und ey = Ao™(1 —e™) (7.67)

Da die Abhingigkeit der Kriechgeschwindigkeit von der Spannung gleichartig beschrie-
ben wird, gilt C, = m. Eingesetzt in (7.66) fiir die beiden Zeitpunkte:

Ane™™ = Cy [Ao" (1—¢™")]" (7.68)
Ane™ = Cy [Ao" (1—e7)]" (7.69)

(7.68) geteilt durch (7.69):

tt2) 1 — et C3
—nlti—12) —
e = [1 — g"l‘z:| In(...) (7.70)
1 —e
—n(t; —t,) = C31In [—} (7.71)
1] —e2
—n(t, — tp) —3.107*- (100 — 1000) .

C3= =

1—en 1 —3.1074.100
In| ——— e
[1 - e‘”’2:| In |:1 _ e—3~104.1000i|

= —0,1244 (7.72)
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(7.68) nach C; aufgelost:

Ane=" 1,05-1073.3. 1074, ¢=3107"100

C Ao (1= em)]S T [1,05-1073 31,6 - (1 — e-3104100) 44 (7.73)
C; = 1,407-107

C

Aufgabe
Bestimmen Sie die nétigen Terme fiir die innere und duBere Iteration, ndmlich f, ' und
do/de™!

Losung
Fiir die innere Iteration

. G .C
Agy = At = Cio e At

At = C10 (ser(t) + Aeer)® At
0 = Egel =F (8}(%1 - scr(ZO) - Agﬁ(:{_l))

. o . C 1 C3
[(Asg) = AeJ™0 = €\ [E () = garlto) — Ae )] (eerlto) + Aed ™)™ At

o i C: i1 C3—1
f/(Agcr) =1- Cl [E (8§_l1 - Scr(tO) - Agg 1))] ’ C3 (Scr(ZO) + Agg 1)) ’ At
+ CLGES (69 — ealto) — Ae ") (ealto) + Al ™) At

Fiir die duflere Iteration

0é
cr — C]O-CZC385371
08¢
0é
a cr — C1C20C27180Cr3
o
do

_ -1
= (14 E(1-CoCCeG ' A C1Go ™ eGar)  E

d glot




Theorie und Numerik der Elasto-Plastizitat

8.1 Grundbegriffe eindimensionalen Verhaltens

Bei duktilen Materialien wie dem Stahl, an dem diese Theorie entwickelt wurde, geht
man davon aus, dass bis zum Erreichen einer bestimmten Spannung, der FlieBspannung
or oder oy (von engl. yield — Flieen), linear elastisches Verhalten vorliegt, das durch
das Hooke’sche Gesetz und damit durch den Elastizitdtsmodul E (engl. Young’s modulus)
und die Querkontraktionszahl v (engl. Poisson’s ratio) beschrieben wird. Dies gilt streng
genommen nur fiir Werkstoffe mit ausgeprigter FlieBgrenze (engl. yield strength) wie in
Abb. 8.1. Der ebenfalls in Abb. 8.1 dargestellte Spitzenwert vor dem Ubergang in den
ideal-elastischen Bereich wird nicht abgebildet.

Bei nicht ausgeprégter FlieBgrenze gilt die lineare Elastizitdt nur bis zur Proportio-
nalititsgrenze oy,. Trotzdem wird als ErsatzflieBgrenze gern eine Spannung genommen,
bei der ein kleiner, definierter Anteil plastische, also nicht selbstreversible Dehnung auf-
tritt, iiblicherweise die 0,2-%-Dehngrenze Ry, (Abb. 8.2a). Folgt man dem in der FEM-
Simulation, so wird der elastische Bereich bis dahin verldngert (Abb. 8.3) und die FlieB3-
kurve entsprechend angepasst.

Verfestigung

FlieBpunkt

ideal plastisch Entlastung

™~

elastisch

Abb. 8.1 Eindimensionales Verhalten duktiler Materialien

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 199
W. Rust, Nichtlineare Finite-Elemente-Berechnungen, DOI 10.1007/978-3-658-13378-8_8
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% Ersatz-FlieBgrenze 1
|
R |
-0 |
p02~ OF _| a |
o, +— |
¥~ Entlastung Entlastung :
|
elastisch |
|
|

b | .

X 0.20
102% . l

1 [ [

Abb. 8.2 @ Materialverhalten bei nicht ausgeprigter FlieBgrenze (links), @ Aufspaltung der
gesamten Dehnung in elastische und plastische

Abb. 8.3 Idealisierung bei
Annahme einer Ersatzflie3-
grenze R,p,=0r

idealisiert

gemessen

> &

Fiir weitere Betrachtungen wird die Gesamtdehnung in den plastischen, also bleiben-
den, und den elastischen Anteil, der bei Entlastung zuriickgeht, aufgespalten (Abb. 8.2b):

Erot = Eel T+ &pl bzw. (8.1)
€0t = € + €p  im Mehrdimensionalen (8.2)

Aus den elastischen Dehnungen werden die Spannungen berechnet:
o=Ee! bzw. o =E(E,v)e" (8.3)

wobei E die Elastizitdtsmatrix darstellt.

8.2 Bausteine einer mehrdimensionalen Elasto-Plastizitatstheorie

Zu einer Elasto-Plastizititstheorie im Mehrdimensionalen gehoren:

e die FlieBbedingung (yield condition) F (o,0r) <0
Sie gibt an, wann bei einem mehrdimensionalen Spannungszustand FlieBen eintritt, in-
dem sie den mehrachsigen Spannungszustand mit dem einachsigen — typischerweise
liber eine Vergleichsspannung o.q, — vergleicht und der aktuellen FlieBgrenze gegen-
iiberstellt.
Ist F<O0 liegt elastisches Verhalten vor,
ist F=0 Plasti(fi)zieren.
F > 0, d. h. ein Spannungszustand oberhalb der FlieBgrenze ist nicht zuléssig.
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o das Flieigesetz oder die FlieBregel (flow rule)
Sie gibt an, wie sich die plastische Dehnung unter einem Spannungszustand entwi-
ckeln wird, d.h. wie die Komponenten des plastischen Dehnungsinkrements von den
Spannungskomponenten abhédngen.

o die Verfestigungsregel (hardening rule)
Sie gibt an, wie im Mehrdimensionalen die aktuelle FlieBgrenze von Verfestigungspa-
rametern, z. B. Dehnungen, abhingt.

8.3 FlieBregeln

Die FlieBregel wird beschrieben iiber das plastische Potential Q. Die Aufteilung der plasti-
schen Dehnungsinkremente in Komponenten, d. h. die verschiedenen Richtungen, richtet
sich nach der Ableitung von Q nach den Spannungen:
d d

Q(c) oder Aef =21 ()

do, ij Jdo

A&l =2 (8.4)
Dabei ist A der plastische Multiplikator, eine interne GroBe, die es im Laufe der Erfiillung
des Stoffgesetzes zu bestimmen gilt. In Standardfillen gibt er die Linge des plastischen
Dehnungsinkrementes an, das auch zur Vergleichsdehnung summiert werden kann. Das
ist aber nicht zwingend. (8.4) ist auch als Normalenregel bekannt. Der Vorgang kann als
Projektion auf das plastische Potential dargestellt werden (Abb. 8.4).

Es gilt als Bedingung, dass das plastische Potential konvex sein muss (Drucker-Postu-
lat). Anderenfalls kdnnte es passieren, dass die durch (8.4) beschriebene Projektion nicht
eindeutig ist.

Eine besondere Form ist die assoziierte FlieBregel (associated flow rule). Hier spielt
die Fliebedingung F die Rolle des plastischen Potentials:

oF (o)
3Uij

Aefi =2 (8.5)

Es wird noch gezeigt werden, dass dies sowohl numerisch hilfreich als auch oft physika-
lisch sinnvoll ist.

0y

0(e) 90

nicht
konvex

> 0,
03

Abb. 8.4 Projektion auf das plastische Potential
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8.4 Klassische FlieBbedingungen
8.4.1 Gestaltanderungsenergie-Hypothese (nach von Mises)

Die Gestaltinderungsenergie-Hypothese als Grundlage fiir eine FlieBfbedingung ist mit
dem Namen von Mises oder auch Huber, von Mises und Hencky verkniipft. Sie besagt:

»  FlieBen tritt bei mehrdimensionaler Beanspruchung ein, wenn die Gestalt-
anderungsarbeit gleich derjenigen bei Eintritt des FlieBens unter einachsiger
Beanspruchung ist.

Dabei wird die Formédnderungsarbeit in die Volumenédnderungsarbeit und die Gestaltdn-
derungsarbeit aufgespalten. Dies ist eine fiir Metalle wegen ihrer Kompaktheit, die keine
dauerhafte Volumeninderung zulésst, gut zutreffende Hypothese. Sie ldsst sich auch da-
mit erkldren, dass es bei plastischen Verformungen in Metallen zu Versetzungen, zum
Abgleiten der Kristalle aneinander kommt, was einer Schubdeformation und damit Ge-
staltinderung entspricht.

Das Ergebnis der Uberlegungen ist die FlieBbedingung, die, in Invarianten ausgedriickt,

F=43/,—0r=0 (8.6)

lautet. In Hauptspannungen erhilt man:

1
Oeay = \/ Se1=0)" + ©@:= 02 + (@3- 01)| < or (8.7)

Im Hauptspannungsraum (s. Abschn. 5.4.3) lisst sich die FlieBbedingung in Form der
Flieffliiche darstellen, die alle Spannungszustinde verbindet, bei denen Flieen eintritt.
Die Von-Mises-Fliefliche ist ein Zylinder, dessen Rotationsachse die hydrostatische
Achse ist (Abb. 8.5), weil senkrecht dazu der gestaltindernde Anteil gemessen wird. Der
Eintritt des FlieBens ist also vollig unabhéngig vom hydrostatischen Anteil.

Die Von-Mises-FlieBbedingung lisst sich auch in Spannungskomponenten eines belie-
bigen Koordinatensystems ausdriicken:

1
Oeqy = \/ 5 [(01 — 02)? + (05— 03)? + (03 — 1) + 612, + 612, + 6t§z] (8.8)

Dies ist fiir die Praxis sehr vorteilhaft, wie man noch sehen wird.
Im ebenen Spannungszustand lautet die Bedingung:

Ocqy = /07 + 07 — 0.0y + 317, (8.9)

Stellt man diesen Zustand in der o1-0,-Fliche dar (Abb. 8.6), erhilt man eine Ellipse.
Man erkennt sehr schon, dass einzelne Spannungskomponenten oberhalb der FlieBgrenze
(gestrichelt) moglich sind, wenn sie mit der entsprechenden anderen kombiniert werden.
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Abb. 8.5 Von-Mises-
FlieBfliche im Haupt-
spannungsraum

Abb. 8.6 Von-Mises-
Fliefliche im ebenen
Spannungszustand

g gy >0k

Die Von-Mises-Bedingung zihlt zu den Ein-Parameter-Modellen, weil sie nur von

einer Invarianten abhéngig ist.

Die assoziierte FlieBregel (8.5) fiihrt zu einer Ausrichtung des plastischen Dehnungs-
inkrementes auf die Raumdiagonale und ruft damit einen rein deviatorischen Zustand
hervor. Das bedeutet, dass keine plastischen Volumenédnderungen entstehen. Das ist physi-
kalisch sinnvoll, wenn man die Plastizitit auf Versetzungen zuriickfiihrt und auch beriick-
sichtigt, dass ein allseitiger Druck, der am ehesten eine Volumeninderung hervorbringen
konnte, keinen Einfluss auf den Eintritt des Flieens hat.

8.4.2 Schubspannungs-Hypothese (Tresca)

Die Schubspannungs-Hypothese nach Tresca besagt:

»  FlieBen tritt ein, wenn die maximale Schubspannung einen kritischen Wert ¢

erreicht.
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Abb. 8.7 Hauptschub- T
spannung im Mohr’schen
Spannungskreis T

Abb. 8.8 Tresca-Bedingung
im Hauptspannungsraum

Die maximale Schubspannung an einem Punkt ist die Hauptschubspannung, die sich,
wie man im Mohr’schen Spannungskreis (Abb. 8.7) sehen kann, als

1
Tmax = 5(01_03) = T (810)

ergibt.
Um eine Gegeniiberstellung mit der einachsigen FlieBgrenze zu erméglichen, wird gern
der doppelte Wert genommen:

F(o) = (061—03) — o =0 (8.11)
In Invarianten:
F (o) = +/Jy2cos0 — op < 0 (8.12)

Die Tresca-Hypothese zéhlt zu den Ein-Parameter-Modellen, obwohl auch die dritte In-
variante enthalten ist, die aber nur eine untergeordnete Bedeutung hat. Im Hauptspan-
nungsraum ist die Tresca-Bedingung ein Prisma mit einem regelméBigen Sechseck als
Grundflache (Abb. 8.8).

Auch die Tresca-Bedingung ist vom hydrostatischen Anteil unabhiingig. Deshalb las-
sen sich die Eigenschaften beim Blick ldngs der Raumdiagonalen, also direkt auf die
Deviatorebene und damit in der Deviatorebene darstellen (Abb. 8.9). Diese Perspektive
ergibt eine Isometrie des Hauptspannungsraumes. Die Achsen schneiden sich unter 120°.
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Abb. 8.9 Tresca- und Von-
Mises-Hypothese in der
Deviatorebene -
3
von Mises
Abb. 8.10 Tresca- und Von- o,
Mises-Bedingung firden | _____ -
. Op =" N
ebenen Spannungszustand von Mises - \
e
N \\? \
e
7/ Tresca !
/ I
/ I
/ /
/
/ /
-0y / ,
/// Al ’
] //
I ’
| e
\ e
\
\ ///
>
S~e___—""|-0¢

Wihrend hier die Von-Mises-Bedingung ein Kreis ist, ergibt die Tresca-Bedingung ein
regelmifBiges Sechseck. Der von zwei Ecken und dem Bild der Raumdiagonale gebilde-
te Winkel betrigt 60°. Von der Winkelhalbierende wird die Invariante § gemessen, die
nur zwischen —30° und 30° liegen kann. An den Grenzen ist 2cos = ﬁ, sodass sich
Tresca- und Von-Mises-Fliefliche beriihren. Die Darstellung fiir den ebenen Spannungs-
zustand zeigt Abb. 8.10.

Die Tresca-Hypothese ist nicht direkt eine FlieBhypothese; sie kennzeichnet vielmehr
die Gefahr eines Gleitbruchs. Dem geht allerdings die Ausbildung eines lokalen plasti-
schen Scherbandes voraus, sodass die Verbindung zur Plastizitit gegeben ist. Man briuchte
also eine Tresca-FlieSbedingung nur, wenn man nach Eintritt eines Bruches weiterrechnen
muss. Es gibt allerdings Ansédtze mit der Tresca-Fliefbedingung im Bereich der nieder-
zyklischen Ermiidung zu rechnen, bei der bis zu einer bestimmten Grenze kumulierte
plastische Dehnungen auftreten, damit nicht zwischenzeitlich Spannungszustiinde auftre-
ten, die zwar nach von Mises, nicht aber nach Tresca zuldssig sind. Das Tresca-Kriterium
soll dabei fiir die Beurteilung der Rissbildungsgefahr verwendet werden, sodass bei Nut-
zung der Von-Mises-FlieBbedingung fiir die Plastizitit ein Widerspruch auftreten konnte.
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Abb. 8.11 Problem bei nicht differenzierbarer FlieBfliche und assoziierter FlieBregel

Bei Verwendung einer assoziierten FlieBregel tritt das Problem auf, dass die Flie3fli-
che an den Knicken nicht differenzierbar ist. Man muss also, wenn ein Spannungszustand
nicht mehr senkrecht iiber einer ebenen Flidche liegt, wie es fiir den mit 2 bezeichneten
Spannungszustand im Gegensatz zu Zustand 1 der Fall ist, die Projektionsrichtung ander-
weitig so bestimmen, dass ein Knick getroffen wird (Abb. 8.11).

Aus diesem Grunde gibt es auch den Ansatz, statt der exakten Tresca-Bedingung eine
modifizierte Von-Mises-Bedingung mit hoheren Exponenten zu verwenden:

1 i
F= 3 [(01 —0)" + (02— 03)" + (03 —0))"]; —or=0 (8.13)

wobei m gerade ist. Die Tresca-Bedingung ergibt sich fiir m — oco. m = 2, aber auch
m = 4 ergeben die Von-Mises-Bedingung, erst dariiber hinaus erfolgt eine Abplattung
der FlieBflache. Ein Pendant zur Komponentendarstellung (8.8) gibt es leider nicht. Es
muss also in Hauptspannungen gerechnet werden.

Eine Alternative ist, jeden Abschnitt fiir sich als FlieBflache zu betrachten und im nicht
differenzierbaren Bereich zwei Bedingungen F und F (s. Abb. 8.11) zu erfiillen:

Fi=0AF =0 (8.14)

und die plastischen Dehnungsinkremente folgendermallen zu berechnen:

3F IF
Ae? =Ala—01 +Aza—02 (8.15)

8.4.3 Mohr-Coulomb-Bedingung

Die Mohr-Coulomb-Bedingung stammt aus der Bodenmechanik und ist fiir granulare Ma-

terialien (Boden, Pulver) anwendbar. Sie kennzeichnet das Ausbilden einer Gleitfuge.
Ahnlich wie bei der Tresca-Bedingung bildet sich ein lokales Scherband aus, jedoch

ist die Scherfestigkeit hier von der Normalspannung abhiingig. Es tritt ndmlich innere
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o
¢: Grenzwinkel
> 7 der inneren Reibung

E L =tan ¢ c¢: Kohision

Abb. 8.12 Grundzusammenhang der Mohr-Coulomb-Bedingung

Abb. 8.13 Mohr-Coulomb-
Versagensfliche

Reibung auf. Die eindimensionale Bestimmungsgleichung lautet:
T <c+otang (8.16)

Dabei ist ¢ die Kohision und ¢ der Grenzwinkel der inneren Reibung (Abb. 8.12).

Die Mohr-Coulomb-Bedingung gehort zu den Zwei-Parameter-Modellen, weil das Ver-
sagen auch durch die erste Invariante, also durch den hydrostatischen Druck mitbestimmt
wird:

I, 1
F = —si VI 0 — —sinfsi — =0 8.17
3 sing + z(cos ﬁsm sm<p) CcCcos @ ( )

wobei 6 wieder der Winkel ist, der sich aus den Invarianten ergibt. Der erste Term kenn-
zeichnet die Abhingigkeit vom hydrostatischen Anteil, der zweite ist dem Tresca-Krite-
rium dhnlich. Geht der Grenzwinkel ¢ gegen null, geht F in die Tresca-Bedingung iiber.
Das ist vielleicht der Grund fiir die Schreibweise in (8.17). Dividiert man durch cos ¢ und
ersetzt ein Drittel von /; durch den negativen hydrostatischen Druck p, erhilt man:

0 1
F=\/ (COS ——sin@tamp)—(ptan(p—i-c)zo (8.18)
cosyp /3
Das bedeutet J,-Plastizitit mit einer FlieBgrenze, die vom Druck und der Kohision ab-

hingt.

Mehrdimensional ist die Fliefliche eine Pyramide mit sechseckiger Grundfliache, wo-
bei sich zwei Winkel abwechseln (Abb. 8.13). Die Spitze der Pyramide liegt typischerwei-
se im Zugbereich. Allseitigen Zug kann das Material nur in geringem, allseitigen Druck
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Abb. 8.14 Mohr-Coulomb- oy
Versagensflache im ebenen o
Spannungszustand z
[ o, 0
)

aber in hohem Maf3e aufnehmen. Wie man in Abb. 8.14 sehen kann, darf keine Spannungs-
komponente grofer als die Zugfestigkeit o oder kleiner als die Druckfestigkeit op sein.

8.4.4 Drucker-Prager-Bedingung

Die Drucker-Prager-Bedingung stellt eine aus numerischen Griinden vereinfachte Mohr-
Coulomb-Bedingung dar. Die FlieSfliche ist ein Kegel und damit auler an der Spitze
iberall differenzierbar.

Die FlieBbedingung lautet in Invarianten:

F=Vh+ph-w<0 (8.19)

Das ldsst sich mit den anschaulicheren Grof3en umformen zu

F v. Mises + 3,30m -1 <0 (820)

1
= %o-eqv
Zwischen der Kohision ¢ und dem Grenzwinkel ¢ der inneren Reibung sowie 8 und g
besteht folgender Zusammenhang:

. 338
=" 8.21
sin ¢ e x/§,3 ( a)
c = M (8.21b)
6cosg

Fiir ¢ gibt es unterschiedliche Formeln, je nachdem, ob der Drucker-Prager-Kegel die
Mohr-Coulomb-Fliche umschreibt, dieser einbeschrieben ist oder dazwischen liegt
(;,Kompromisskegel).

Mit dem Drucker-Prager-Modell hat man ein Gesetz, das zwischen Zug- und Druck-
verhalten unterscheidet. Dazu lassen sich die Parameter aus der Zugfestigkeit o und der
Druckfestigkeit op, errechnen:

Op — 07
g=_0"0% (8.22a)
V3 (op + 07)
2
T o0z (8.22b)

" \/§(0D+UZ)
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Abb. 8.15 Drucker-Prager- 45,
FlieBfliche -

abhingig von
Kohésion

Ein Beispiel fiir eine nicht-assoziierte FlieBregel kann bei diesem Gesetz sein, dass anstel-
le des Grenzwinkels ¢ wie in F fiir Q der Volumendilatanzwinkel ¢g4;; verwendet wird.
Anstelle von (8.20) kann die FlieBbedingung auch als
F= oM L 85 — op <0 (8.23)

eqv

geschrieben werden und liegt damit ndher an der Von-Mises-FlieSbedingung (8.6)/(8.7).
Die Umrechnungsformeln (8.21) und (8.22) miissen dann natiirlich angepasst werden.
Ferner gibt es Ansitze, statt der linearen Beziehung zwischen der Vergleichsspannung
nach von Mises und dem hydrostatischen Anteil eine nichtlineare zu verwenden, die an
der ,,Spitze* differenzierbar ist.

8.5 Verfestigungsregeln
8.5.1 Einachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
Plastisches Materialverhalten ist normalerweise nicht durchgehend ideal plastisch. Es tritt

meist, manchmal erst nach einer gewissen Dehnung, Verfestigung auf (Abb. 8.16). Auch
Entfestigung sollte betrachtet werden, erfordert aber zusitzliche Bemerkungen (s.u.). Als

£, £, £,

verfestigend ideal plastisch entfestigend

Abb. 8.16 Ver- oder Entfestigungscharakteristik
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c c c
£, £,

linear stiickweise linear iiber a) Funktion

(bilineares Gesetz) (multilinear) b) Dgl.

Abb. 8.17 Eindimensionale Beschreibung der Verfestigung

Spannungs-Dehnungs-Linien werden solche aus einachsigen Versuchen erwartet. Weil die
Fliche unter der Kurve die verrichtete (Elementar-) Arbeit darstellt, heilen die Bilder auch
Arbeits-Diagramme.

Es sei hier darauf hingewiesen, dass bei grolen Dehnungen die Charakteristik mal3-
geblich vom verwendeten Dehnungsmal} abhéngt. Eine FlieSkurve, die in Ingenieurdeh-
nungen é&j,e und -spannungen oy, eine abfallende Tendenz zeigt, kann bei logarithmi-
schen Dehnungen €0, (Dehnungszuwiichse bezogen auf die aktuelle Lénge) und ,,wahren*
(Cauchy-)Spannungen oy, (Krifte geteilt durch aktuelle Fliche) immer noch ansteigen,
was in der Umrechnung

€log = In (1 + eing)

Owahr = Oing (1 + sing)

zum Ausdruck kommt (s. Abschn. 2.6).

Die Verwendung von Entfestigung hat gewohnlich Lokalisierungseffekte, also ortlich
konzentrierte grof3e plastische Dehnungen zur Folge, die wiederum dazu fiihren, dass die
Losung extrem netzabhingig wird. AuBerdem muss gefragt werden, ob bei entfestigen-
dem Material ein konstanter £-Modul fiir die Beschreibung der Entlastung geeignet ist
oder ob man nicht Schidigung miteinbeziehen muss. Im Falle von Versuchen mit Kunst-
stoffen kann es durch das Plastifizieren zu einer signifikanten Erwdrmung kommen, die
die Festigkeit herabsetzt. Das fiihrt zu einer Pseudo-Entfestigung, die eher thermische
Entfestigung bedeutet. Das ist ein Grund fiir eine Zeitabhéngigkeit. Dariiber hinaus gibt es
Dehnratenabhéngigkeit. Auch hier kann es zu abfallenden Spannungs-Dehnungs-Kurven
kommen.

Die Verfestigung kann auf verschiedene Arten mathematisch formuliert werden, wie
Abb. 8.17 zeigt. Die einfachste Form ist die lineare Verfestigung, die durch die Stei-
gung der Verfestigungsgeraden, den Tangentenmodul Et, definiert wird. Insgesamt erhilt
man zusammen mit der elastischen Geraden einen bilinearen Verlauf der Spannungs-
Dehnungs-Linie.

Bei der linearen Verfestigung wird in der Beziehung zwischen Spannung und Ge-
samtdehnung der Tangentenmodul Et verwendet, wihrend im Zusammenhang zwischen
Spannung und plastischer Dehnung der Verfestigungsmodul (hardening modulus) H gilt.
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Abb. 8.18 Tangenten- und 14
Verfestigungsmodul "
E, Ao
- Ag A@
N
Ag’o’
»E
In Abb. 8.18 ist der Tangentenmodul
Ao
ET = W (824)
wihrend der Verfestigungsmodul sich zu
Ao Ao Ao 1 1 1
= AePl  Agot — Agel | Agot _ Ao A& _ 1 T 1 _ 1 E—Ef (8.25)
€°"F A2 TE EE EB
EET
H = (8.26)
E—Ey
ergibt.

Bei Anwendern beliebt ist die stiickweise lineare (piecewise linear) Verfestigung (auch
multilineare genannt), bei der direkt aus Messungen hervorgegangene Wertepaare einge-
geben werden konnen.

Glatte Verldufe lassen sich durch Funktionen wie

orp = k&" fir op >o0p  (Potenzfunktion) (8.27)
g = % +K (%) (Ramberg-Osgood-Modell) (8.28)

oder Differenzialgleichungen wie

OF = Ofp + &

y = (C el (Armstrong-Frederik-Modell, 1d-Form) (8.29)
a= —ya)é

beschreiben, jedoch erfordern sie eine vorherige Bestimmung der oft wenig anschaulichen
Eingabeparameter, die dann doch die Messkurve nur ungenau wiedergeben.

8.5.2 Mehrdimensionales Verfestigungsverhalten

Es ist noch zu kldren, wie das eindimensional ermittelte Verfestigungsverhalten im Mehr-
dimensionalen beriicksichtigt wird und wie sich das Material bei Ent- und Wiederbelas-
tung verhilt. Zwei Grundmodelle werden dabei verwandt, die isotrope und die kinemati-
sche Verfestigung.
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8.5.2.1 Isotrope Verfestigung

Bei der isotropen Verfestigung geht man davon aus, dass die Verfestigung, durch wel-
che Beanspruchung sie auch hervorgerufen wurde, nach allen Richtungen gleichmaBig
wirkt. Beschrieben wird das durch eine Aufweitung der FlieBflache (Abb. 8.19). Da deren
Durchmesser nur von der FlieBgrenze abhédngt, wird nur diese skalare GroBe veréindert,
und zwar in Abhingigkeit von einer plastischen Vergleichsdehnung, die bei der isotropen
Verfestigung typischerweise nach dem Prinzip der Arbeitsverfestigung (work hardening)
definiert wird:

Die Arbeit der Spannungskomponenten ldngs der plastischen Dehnungskomponenten
soll gleich der Arbeit der Vergleichsspannung lings der plastischen Vergleichsdehnung
sein:

ovdely, =Y oydel (8.30)
Da gewohnlich inkrementell, d. h. in Lastschritten, gerechnet wird, wird auch die plasti-
sche Vergleichsdehnung inkrementell ermittelt:

1
AePl | = o > o Adl (8.31)

Dem gegeniiber steht die so genannte Verzerrungsverfestigung, die besagt, dass die
FlieBspannung allein von den plastischen Verzerrungen abhingig ist. Die Transformati-
on vom mehr- zum einachsigen Dehnungszustand erfolgt iiber effektive Verzerrungen,
ausgedriickt durch die zweite Tensorinvariante.

Fiir die Von-Mises-Vergleichsspannung mit assoziierter FlieBregel erhédlt man nach bei-
den Prinzipien

pl  _
Aeeqv =

(8.32)

Der Zuwachs der Vergleichsdehnung muss im einachsigen Spannungszustand, der einen
dreiachsigen Dehnungszustand nach sich zieht, vom Betrag dem Zuwachs der Dehnungs-
komponente in Lastrichtung entsprechen. So ist bei Volumenkonstanz der plastischen
Dehnung und Belastung in 1-Richtung

1
Aehy = A&l = —EAEII)II (8.33)

und somit

1 2 1 2 1 2 pl 2 pl
ady, = |51+ (5) +(5 (Asn) = A (8.34)
Die Inkremente werden iiber die Lastschritte zur kumulierten plastischen Vergleichs-
dehnung aufsummiert:
e, = Al (8.35)
Inkr
Die plastische Vergleichsdehnung kann nur zunehmen, auch bei Richtungswechseln.
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Abb. 8.19 Aufweitung der o, FlieBfldche nach
FlieBfldche bei isotroper Ver- / plastischer Verformung
festigung LemT T

Anfingliche FlieBfliche

Abb. 8.20 Gegenliufige Be-
lastung bei isotroper Plastizitit

-0y

-0y

Die Formel fiir die kumulierte plastische Vergleichsdehnung (8.32) gilt fiir alle neun
Tensorkomponenten. Bei Verwendung von sechs Komponenten in der Ingenieurnotation
muss entsprechend

2
Aeé’}lv = \/5 (61, + &3, + 63 + el + &3, + &35 + 63, + ey + €3)) (8.36)
2(, 5, 1y 1\ 1\
= 5 811+822+833+2 E)/lz +2 E)/23 +2 E)/B
2 1
Aggilv = \/g (8%1 +63, +e3 + 5 (v +vh + 7123)) (8.37)

berechnet werden.
Die FlieSbedingung lautet bei isotroper Verfestigung:

F (0, 52(11v) =oy (o) —0oF (ss(llv) (8.38)

Das Entlastungs- und Wiederbelastungsverhalten lédsst sich folgendermaflen charak-
terisieren: Da die FlieBflaiche aufgeweitet wird, tritt bei gegenldufiger Belastung nach
einer plastischen Beanspruchung Flief3en erst ein, wenn auch in der anderen Richtung die
neue Fliegrenze erreicht wurde. Eindimensional erhilt man die Spannungs-Dehnungs-
Beziehung aus Abb. 8.20. Bei gegenlidufiger Belastung wird die FlieBkurve (gestrichelt)
bei der aktuellen kumulierten plastischen Vergleichsdehnung fortgesetzt.

So verhalten sich Metalle normalerweise nicht, sodass isotrope Verfestigung allein sich
nicht fiir zyklische Beanspruchungen eignet. Allerdings kann sie fiir zyklische Belastun-
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gen eine Erginzung zur kinematischen Verfestigung darstellen, mit der die Verdnderung
des Verhaltens mit zunehmender Zyklenzahl beschrieben wird.

Die isotrope Verfestigung ist fiir einsinnige Belastungen aber gut genug und hat den
Vorteil, dass sie numerische einfach zu realisieren ist. Das hat zur Folge, dass sie fiir belie-
bige Arten von Verfestigungskurven formuliert werden kann, z. B. auch fiir eine tabellierte
Kurve mit beliebig vielen Stiitzstellen.

8.5.2.2 Kinematische Verfestigung
Bei der kinematischen Verfestigung geht man davon aus, dass der Durchmesser der Flie(3-
flache konstant bleibt, deren Lage aber der Dehnungskinematik folgt. Im Hauptspan-
nungsraum (Abb. 8.21) wird dies beschrieben durch die so genannten ,,back stresses* «.
Riickspannungen als Ubersetzung ist wenig gebriuchlich.

Diese Verschiebung hat zur Folge, dass bei gegenldufiger Belastung FlieBen friiher als
bei dem jungfraulichen Material auftritt. Die FlieBbedingung wird als

F(0,0) = 0cqy (0 —0t) — 0F (8.39)

formuliert.

Mit der kinematischen Verfestigung ist auch ein Erholungseffekt verbunden, der als
Bauschinger-Effekt bezeichnet wird. Wird bei zyklischer Beanspruchung der elastische
Bereich durchschritten, folgt die Spannungs-Dehnungs-Beziehung wieder der Steigung
vom Anfang der FlieBkurve. Idealisiert wird das als Masing-Verhalten. Hier wird ange-
nommen, dass der Bereich der FlieBkurve, der bereits einmal abgefahren wurde, bei der
gegenldufigen Belastung sowohl fiir die Dehnung als auch fiir die Spannung auf die dop-
pelte GroBe gestreckt wird (Abb. 8.22). Bei einer stiickweise linearen Kurve bedeutet das,
dass eine Steigung der urspriinglichen FlieSkurve bei gegenldufiger Belastung doppelt so
weit gilt.

Eine plastische Vergleichsdehnung wird bei der kinematischen Verfestigung nicht be-
notigt.

Im rdumlichen Spannungszustand gibt es mehrere Moglichkeiten, wie sich o ent-
wickelt. Die gebriuchlichste ist die nach Prager. Danach ist die Verdnderung von o
proportional zur Verdnderung der plastischen Dehnung. Der Proportionalititsfaktor ist
die Ableitung der Vergleichsspannung nach der plastischen Vergleichsdehnung, also der

Abb. 8.21 Verschiebung der G,  FlieBfliche nach
FlieBfliche und ,,back stresses* plastischer Verformung
bei kinematischer Verfestigung
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Abb. 8.22 Idealisiertes Ar- o
. . . F
beitsdiagramm nach Masing T
B ¢ 20y
A
&
2(o-0p)
aktuelle Verfestigungsmodul H':
do = C, L% gem = ¢, (e1))) de” 8.40
o =Co——de” = CoH (&g | de (8.40)

Eeqv

C, ergibt sich aus der Tatsache, dass ein einachsiger Spannungszustand einen dreiach-
sigen (plastischen) Dehnungszustand und damit auch ein dreiachsiges « hervorruft. Die
Vergleichsspannung dieses Zustandes soll aber wieder die einachsig ermittelte Verfesti-
gung ergeben. Der Faktor ldsst sich als Kehrwert des Quadrates der Ableitung von F nach
o errechnen und ist bei der Von-Mises-Bedingung im Eindimensionalen 1 und im Mehr-
dimensionalen 2/3 (s. Gl. (8.69) ff.).

Wegen der FlieBregel, aus der deP! hervorgeht, ist da damit auch proportional zur
Ableitung der FlieBbedingung F' nach den Spannungskomponenten ¢ (oder, bei nicht-
assoziierter FlieBregel, zur Ableitung des plastischen Potentials Q). d « steht damit senk-
recht auf der FlieBfliche bzw. auf einer Aquipotenzialfliche von Q.

Gl. (8.40) gilt nur fiir die Tensorschreibweise. In der Ingenieurnotation mit den dop-
pelten Schubverzerrungen miissen die Schubanteile von o mit % multipliziert werden. Um
dies einheitlich darstellen zu kénnen, wird eine Matrix M eingefiihrt, die
C -

Cy 0

Co (8.41)

1
L 3Co

fiir die Ingenieurnotation und
M = G,1 (8.42)

fiir die Tensornotation ist.
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Abb. 8.23 Kombinierte
kinematische und isotrope
Verfestigung

Die back stresses entwickeln sich dann gemif

d
do = 2L Mde" = H (e1),) Mde? (8.43)
6iﬁgqv a
Auflerdem gilt:
LAY M (8.44)
3 (0 —o) (o —o) ’

8.5.2.3 Kombinierte isotrope und kinematische Verfestigung
Grundsitzlich kann isotrope und kinematische Verfestigung kombiniert werden, die
dann sowohl eine Aufweitung als auch eine Verschiebung der FlieBfliche beinhaltet
(Abb. 8.23). Dies ist insbesondere sinnvoll, wenn bei zyklischen Beanspruchungen, die
im Wesentlichen mit kinematischer Verfestigung beschrieben werden, die Verdnderung
des Verhaltens mit zunehmender Zyklenzahl berticksichtigt werden soll.

Die FlieSbedingung lautet dann:

F(0,0) = 0cqy (0 — ) —OF (espl ) =0 (8.45)

eqv

Zur Bestimmung des isotropen und kinematischen Verfestigungsanteils aus Versuchen be-
notigt man die Spannungs-Dehnungs-Linie einer mehrfachen zyklischen Belastung.

8.6 Erfiillung der Stoffgleichungen in der FEM, lokale Iteration
8.6.1 Allgemeine Darstellung

Die Ausfiihrungen gelten weitgehend allgemein fiir die kombinierte isotrope und kine-

matische Verfestigung. Dabei gibt es fiir beide Anteile je einen infinitesimalen Verfes-

tigungsmodul, ndmlich Hjs, und Hyy,, die Ableitung des jeweiligen eindimensionalen

Verfestigungsanteils nach der plastischen Dehnung, die zusammen die Ableitung H der
Messkurve ergeben:

d0Fkin | 00Fiso

deb deb

Die allgemeine Form der FlieBbedingung ist als (8.45) gegeben.

= Higo + Hin = H (8.46)
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Das Programm errechnet, zuallererst auf der Basis rein elastischen Verhaltens, die Ver-
schiebungen und dann fiir jeden Integrationspunkt die Gesamtdehnungen. Der Zuwachs
wird zunichst als elastisch betrachtet (elastischer Pradiktorschritt). Die aktuelle elastische
Dehnung ist also zuerst

gt =gt gl (8.47)

wobei der Index O den Anfang des betrachteten Inkrementes, also die letzte Losung be-
zeichnet. Der Index tr steht fiir ,.trial*“. Aus der elastischen Dehnung wird die so genannte
Trialspannung

o' = Eeb (8.48)

errechnet. Ist ' < 0 liegt sie innerhalb der FlieBfliche und damit im elastischen Bereich.
Die Trialspannungen konnen direkt an das rufende Programm zuriickgegeben werden.

Ist F > 0, ist der Spannungszustand nicht zuldssig und muss auf die Fliefliche proji-
ziert werden. Es gilt die Flieregel

_ABQ(G—oc)

pl —
Ae d(0 —a)

(8.49)

Nun &@ndern sich ¢ und o wihrend eines Last- bzw. Dehnungsinkrementes. Es ist {iblich
mit den Annahmen des Euler-riickwirts-Verfahrens zu arbeiten, d. h. den Zustand am Ende
als konstant fiir das Inkrement anzunehmen.

Der plastische Multiplikator A ist zu bestimmen. Wenn die Gesamtdehnung konstant
bleibt, ist das Inkrement der elastischen Dehnung

Ae® = —AgP! (8.50)
und damit die Spannung
90
=¢"—AE——— 8.51

7= d(0 —a) (8.51)

Fiir die back stresses gilt auBerdem:

pl pl pl pl 4

o« = Mf, () = Mf, (eo + Ae ) = Mf, (€] +Am (8.52)

mit M nach (8.41) bzw. (8.42), wihrend f, fiir eine allgemeine kinematische Verfesti-
gungsfunktion steht, die sich von o nur durch die in M enthaltenen Vorfaktoren unter-
scheidet. Setzt man wie in (8.40) an, mit dem Inhalt, dass die einzelnen Komponenten von
o in gleicher Weise von der zugeordneten plastischen Dehnungskomponente abhingen,

dann gilt:
of

dep!
Nun miissen diese Gleichungen und die FlieBbedingung F gleichzeitig erfiillt werden.
Unter Umstédnden ist es moglich, beide so in die FlieBbedingung einzusetzen, dass alle

= Hinl (8.53)
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Abhingigkeiten von A beriicksichtigt sind, und dann (numerisch) nach A aufzulésen. Das
kann aber recht kompliziert werden und ist allgemein nicht zweckmafig. Besser ist es,
die Gleichungen simultan mit einem Newton-Verfahren zu erfiillen. Dazu muss die rechte
Seite null sein, was bei F schon der Fall ist. (8.52) wird von (8.51) abgezogen und das
Ergebnis so umgeformt, dass auch hier die rechte Seite null wird. Aus der Berechnung
von ¢ — « entsteht die Spannungsfunktion

90

90
d(0 —a)

Glo—o,A):=(0—-—a)—c"+AE 7o @

+Mf, (egl +1 ) =0 (8.54)

Die Iteration wird nun simultan fiir ¥ und G als Funktionen von (¢ — o) und A nach der
Newton-Raphson-Vorschrift

G G ~
d(oc—a) 0JA Afo—a) | | -G

9F 3_F |: AL :| =| _F :| (8.55)
d(c —a) 0A B

o—«o __o—oc Ao —a)
A A e el B

durchgefiihrt. Wohlgemerkt, (o — o) wird hier als eine unabhingige Grofe (allerdings mit
Komponenten) betrachtet. Dabei ist

2 2
aiG =1+ AEaiQZ + M af"‘l 87Q2 (8.57)
(o — o) (o — o) 9P 9 (0 —a)
und mit (8.53)
G 320
— =1+ A(E+ HaM) ——— 8.58
3(0—0{) ( k )a(o_a)z ( )
wihrend man fiir die Ableitung nach A erhilt:
G 00
— = (E+ HypeM) ——— .
oy =~ B+ H )a(o—oc) (8.59)

Am Anfang ist A = 0 und sind ¢ und « gleich ihren Anfangswerten, sodass auch G = 0

und
G

o —o)

wird. Die erste Zeile von (8.55) kann dann nach

I (8.60)

Ao —a) = — |:(E + HaxM) a(jiga)] AX (8.61)
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aufgelost werden. Setzt man dies in die zweite Zeile ein, kann man schlieBlich nach

A= F (8.62)

aF 1\’ 90 OF
(8(0 —oc)) (E+ HaM) 50— ~ 0%

auflosen, sodass man im ersten Iterationsschritt A direkt berechnen kann. In den weiteren
Iterationsschritten muss dann bei n Spannungskomponenten das (n + 1)-dimensionale
lineare Gleichungssystem (8.55) geldst werden.

dF /0A enthilt bei dieser Darstellung nur den isotropen Anteil, wihrend das kinemati-
sche Pendant dazu in Hy;, steckt.

8.6.2 Beispiel lineare Verfestigung

Als Beispiel wird die Von-Mises-FlieBbedingung, die assoziierte FlieBregel sowie die
kombinierte isotrope und kinematische lineare Verfestigung ausgefiihrt.

Im Falle der assoziierten FlieBregel F = Q kann (8.62) noch umgeformt und unter
Benutzung von (8.44) vereinfacht werden zu:

F
A= T T (8.63)
oF oF oF oF oF
E + Hyin M ——
d(c —oa) d(0 —a) d(0 —a) d(o0 —a) JA
1
Die Ableitung von F nach dem plastischen Multiplikator A ist
OF  OF dehy,  OF d
o _ Ceqv _ =" _ g (8.64)
0A  gelt 0A el el
eqv eqv eqv
Der zweite Schritt beinhaltet mit Aegil = A die Tatsache, dass in diesem Fall wegen

der Definition des Vergleichsdehnungsinkrementes dieses dem plastischen Multiplikator A
entspricht. Mit beidem lasst sich (8.62) vereinfachen zu

F
AX = (8.65)

(L S L
9o —o) I(0—0) —m
H

Die Von-Mises-FlieSbedingung lautet:

1
F = \/E [(01 —02)? + (02 —03)* + (03 —01)* + 613}, + 61’32 + 6T§Z] —or=0

o-eqv
(8.66)
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Die Ableitung nach den Spannungskomponenten ist die Ableitung der Vergleichsspan-
nung. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die Ableitung der Wurzel wieder die Wurzel und
damit die Vergleichsspannung enthilt, jetzt im Nenner:

1 1]
— - Ox — 50y — 50;
0y — 0y, — (0: —0y) % %
0~ 0.~ (o ~0,) P
OF _ 0w _ 1| oimoi—(oy-or) | _ 1 L
do do 24/(-+) 6Txy Oeqv 0; — EOX - an
67y; 31y,
L 6T, i 31y,
L 37y h
(8.67)
Nach Ausklammern der Spannungskomponenten:
- 1 | -
1 - - L
2 2 o
1 1 )
—E 1 —E 0 Oy
aF 1 . L
= = LU % | =2 (8.68)
Jo Ueqv 2 2 Txy Ueqv
3 Tyz
0 3 | Te: |
— 3 -
=:L
Bei einem einachsigen Spannungszustand o ist
T -
1 1
oF 1 50« 5
- = 2 = 2 8.69
do o 1 1 ( )
__O-Y —_—
2 2
Damit wird , 5 )
oF\" OF 1 1 3
R — = 12 [ —— = — 8.70
(5e) G =r+(53) +(55) =3 @10
und

12

Co=75== (8.71)
373
2
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Fiir eine Schubkomponente allein erhilt man

oF 1 0 0
% B \/gfxz |: 3Ty :| B |: \/5 ] ®7

(aF)T oF _ («/5)2 =3 (8.73)

und
o) do
Der Kehrwert ist % C,. Somit ist die Matrix M nach (8.41) bestimmt.

Bei der assoziierten FlieBregel geht QO in F iiber. Deren zweite Ableitung ergibt sich
nach der Quotientenregel zu

9°F 1 30eqy\ 1 1 A0eqy \ "
— = — (Lo, - L eqv = L— L “ 8.74
002 o2 ( Oeq ? ( do ) ) Oeqv Oeqyv ? ( do ) ( )

eqv

—— ——
oF oF
o do
PF _ 1, _0F (oF\' 875)
362 Oeqy do \ do ’

mit L. nach (8.68)
Bei der kinematischen Verfestigung tritt an die Stelle jeder Komponente von ¢ in der
Vergleichsspannung eine von ¢ — «.

G
Damit ist —— bestimmt.
d(c —a)
Bei linearer Verfestigung stellt (8.65) schon die endgiiltige Losung fiir A dar, sodass
nicht mehr iteriert werden muss.

8.7 Konsistente Tangente
8.7.1 Allgemeine Darstellung
Gesucht ist wieder die Ableitung der Spannungen nach den Gesamtdehnungen. Die Ent-

wicklungsgleichung kann nicht mehr fiir o —o, sondern muss fiir ¢ angeschrieben werden.
Bei Plastizitit mit kinematischer und isotroper Verfestigung lautet die FlieBbedingung:

eqv

F = 0 (6 —a) — o (spl ) -0 (8.76)
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Bei der FlieBregel

4
d(c —a)
und der Annahme, dass das plastische Dehnungsinkrement von den zunichst als elastisch

betrachteten Trialdehnungen abgezogen wird, ergibt sich die Spannung am Ende eines
Inkrementes im Euler-riickwirts-Verfahren zu

AePl = A (8.77)

aQ
_ tot pl.o
(] —E(E — € )—/XEi( ) (8/8)

In diesem Zusammenhang sind ¢, €' und A die unabhéngigen Variablen, wihrend o als
abhingig betrachtet wird. Das totale Differenzial der Spannungen ist dann

a0 0?0
do =Ede” —E———d\A - AE————d 8.79
? ¢ d(0c —a) d(0 —a)do ? (8.79)
nach Umordnung:
0 4Y
I+ \E———————— )do =E(de”™" — ————dA\ 8.80
(+ 8(0—a)80) o ( A YPpy ) (8.50)
und weiter, indem der Term mit d A auf die linke Seite gebracht wird:
>0 90
I+ \E————— |d E————d\ =Ede™ 8.81
(+ a(o—a)ao) e —a) e (8.81)
Darin ist 52 52 )
o _ 0 (0 —o) (8.82)
d(c—a)doc d(0—a)d(c—a) Jdo
Da o von (6 — o) und damit von ¢ abhiéngig ist, gilt nicht zwangsliufig
02 92
Q Q (8.83)

(0 —0)d6 30 —a)

kann aber in gingigen Fillen angenommen werden. Ableiten von (8.52) fiihrt in einigen
Schritten auf

82
Q = (I + A Hyin (8.84)

P20 0
(o —a)do )ZM)

d(o—a 3 (0 —a)’

Im Folgenden wird die Giiltigkeit von (8.83) vorausgesetzt bzw. offen gelassen.



8.7 Konsistente Tangente 223

Das totale Differenzial der FlieBbedingung muss null sein:

iF 00eq (0 —0t) 3 (0 — ) 00eq (0 —t) d(0 —a) dor  OeP!
= 0 [ [
d(oc — o) do d(o —o) da dePl 09X
1 —I Hi;nM
dog (&8 pl (8.85)
- (1q)' ageqd)L:O
deb, 04
—————
Hiso

In der klassischen Plastizitit ist A oft die Lidnge des plastischen Dehnungsinkrementes,
sodass 1
delq
A

=1 (8.86)

gilt. Das Differenzial wird dann zu

3F r aF T BQ
(—8 (o a)) do — (—8 o= oc)) Hkiand)t — Hiod) =0 (8.87)

nach Umordnung

1
aF  \’ aF \" 80 dore (L)
—— | do—| Hin M dA =0 (8.88
(a<o—oc>) R ( ) 70— ol (689

IF /A

Anders als in dem beschriebenen Verfahren der lokalen Iteration von ¢ — o enthilt 0F /A
auch einen kinematischen Anteil, weil hier « eine abhéngige Variable ist und nur ¢ und A
unabhingig sind.

Zusammen mit (8.81) ergibt (8.88) ein Gleichungssystem, dessen rechte Seite nur

linear von d &' abhiingt:
de dr | de
’Q 0
I+ AE E E
+ d(c—a)do (o0 —a) (8.89)
)N IF 0
d(o —a) A

Bei sechs Komponenten der Spannungen und Dehnungen ist ein 7 x 7-Gleichungssystem
mit sechs rechten Seiten zu 16sen. Das kann wegen der linearen Abhéngigkeit von d&'
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rein numerisch geschehen. Die sechs Ergebnisvektoren sind dann

do

delot
dA

delot

Der obere Term stellt die gesuchte Tangente dar. Bei der Giiltigkeit von (8.83), der asso-
ziierten FlieBregel (Q = F) und der Multiplikation der ersten Zeile mit E~! erhilt man

(8.90)

do dr | de”
0*F oF
E'+21 I
d(o—a)’ 0(c—o) (8.91)
oF T oF 0
d(0 —a) oA

und damit eine symmetrische Systemmatrix und auch eine symmetrische Tangente.

Diese Vorgehensweise ist algorithmisch einfacher und nicht rechenaufwindiger als der
folgende Weg, den man ofter in der Literatur findet und der deshalb hier der Vollstindig-
keit halber auch angegeben wird. (8.80) ldsst sich nach d o auflosen zu

_ 0\ (e 00
o (8.92)

_ * tot aQ
il Gl

D* heif3t tangentialer Materialmodul und ist symmetrisch, wenn (8.83) gilt.
Nun wird d o in (8.88) eingesetzt:

F N 10) F .

nach den Differenzialen umgeordnet:

3F T . ot aF T . BQ aF -
(e Drée- [(m) D m—a—l} dr=0 (894

skalar

nach d A aufgelost:

T
(7o=m) ™
dr = (0’—0() detol

A TD* 30 OF
(m) I —a) oA

(8.95)
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tot

eingesetzt in (8.92) und durch de

90 ( IF )T .
D* D
pln _ do D — d(c—a)\d(o—a) (8.96)

de" OF TD* 90 OF
(m) dc—a) A

ergibt die gesuchte Ableitung der Gesamtspannungen nach den Gesamtdehnungen, die
konsistente Materialtangente.

Man erkennt, dass die Tangentenmatrix nur dann symmetrisch wird, wenn F' = Q ist,
also die assoziierte FlieBregel gilt. Das ist allerdings numerisch sinnvoll, weil die Symme-
trie Rechenzeit bei der Gleichungslosung spart. Bei der Anwendung eines FE-Programms
und Nutzung eines Gesetzes mit nicht-assoziierter FlieBregel muss gepriift werden, ob
der Loser automatisch auf unsymmetrisch umgestellt wird oder ein Anwender-Eingriff
erforderlich ist. Anderenfalls wiirde nicht die echte Tangente benutzt, sondern nur eine
symmetrisierte Ndaherung.

geteilt:

8.7.2 Beispiel lineare Verfestigung

Bei Von-Mises-FlieBbedingung, assoziierter FlieBregel sowie kombinierter isotroper und
kinematischer linearer Verfestigung gilt:

o = HyjzMeP! (8.97)

OF = Ofp + HiSOSEQV, (8.98)
Damit wird in (8.88)

= —[Hyin + Hio) = —H (8.99)

A
was den negativen Verfestigungsmodul darstellt, unabhéngig davon, welchen Anteil die
kinematische und welchen die isotrope Verfestigung darstellt. Die Ableitungen der Fliel3-
bedingung hingen von der Gré8e von « ab, die Terme der Tangentenmatrix enthalten aber
nicht direkt die Aufteilung der Verfestigung.

8.8 Beispielprogrammierung in USERPL von ANSYS

In der benutzerprogrammierbaren Subroutine USERPL in ANSYS ist als Beispiel die
lineare kinematische Verfestigung bei Von-Mises-FlieBbedingung und assoziierter Fliel3-
regel in FORTRAN ausprogrammiert. Hier wird gezeigt, welche Formeln sich dort wie-
derfinden.

Mit dem Problem der Tensor- bzw. Ingenieurnotation (letztere wird benutzt) wird dort
anders umgegangen, und zwar durch die Einfiihrung der Shift-Dehnung &M,
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Die plastischen Dehnungen sind deviatorisch (gestaltindernd). Daher kann man Nor-
malspannungsénderungen infolge dieser Dehnungen sowohl als

Ao = —ZGAEE} alsauchals Ag;; = — Z E;; Asfjl- (8.100)
J

berechnen. Fiir Schubspannungen enthilt die Elastizitdtsmatrix E nur G auf der Hauptdia-
gonalen. Berechnet man nun « fiir alle Komponenten als

2
o = ngmsPI (8.101)

teilt durch 2G und nimmt mit E mal, wird automatisch fiir Schub (8.97) beriicksichtigt.
Deshalb wird in BKIN die Shift-Dehnung wie folgt ausgerechnet:

» 12
Agthift = EEHAepl (8.102)
. E
wobei wegen 2G = daraus
14+v)
o221
Agthift — %Hmﬁﬂ (8.103)

wird. Die Shift-Dehnungen werden aufsummiert und anschlieend als Geschichtsvariable
(state variable) gespeichert. Durch Multiplikation mit der Elastizitdtsmatrix erhélt man

E(e—e") =0 -« (8.104)

USERPL erhilt vom rufenden Programm die Gesamtdehnungen
epel wie elastisch, weil sie anfinglich als elastisch gelten,
und die Geschichtsvariablen (State-Variablen)

eppl plastische Dehnungen und

statev  frei verfligbare Variablen, hier die Shift-Dehnung epshft, sowie

e E-Modul

nu Querkontraktionszahl

proptb  Werkstoffparameter fiir das nichtlineare Verhalten, hier o und E7.

Zum Verstindnis sollte man noch einige Service-Subroutinen kennen:

vzero  initialisiert ein Array mit O

vmove kopiert ein Array (meist Vektor) in ein anderes

vamb  zieht zwei Arrays voneinander ab und schreibt das Ergebnis in ein drittes
vambl zieht zwei Arrays voneinander ab und schreibt das Ergebnis in das erste
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vapb  addiert zwei Arrays und schreibt das Ergebnis in ein drittes

vapbl  addiert zwei Arrays und schreibt das Ergebnis in das erste

vapcbl multipliziert das zweite Array mit einer Konstanten und addiert es zu dem ersten,
wo auch das Ergebnis gespeichert wird

vmult  multipliziert ein Array mit einer Konstanten und schreibt das Ergebnis in ein
anderes Array

vmult] multipliziert ein Array mit einer Konstanten und iiberschreibt das urspriingliche
Array mit dem Ergebnis

vdot bildet das Skalarprodukt zweier Vektoren

maxv ~ multipliziert eine Matrix mit einem Vektor

maxvl multipliziert eine Matrix mit einem Vektor und iiberschreibt diesen damit

matsym fiillt eine Matrix, deren unteres Dreieck belegt ist, symmetrisch auf

maxb  multipliziert eine Matrix mit einer anderen

Im Folgenden sind nun Formeln und Programmierung einander gegeniibergestellt.
c --- initialize the tangent matrix for no plasticity

n2 = ncomp*ncomp

call vmove (d(1,1),dt(1,1), n2)

Tritt keine Plastizitit auf, wird die Elastizitdtsmatrix Tangentenmatrix.

h = exet/(e - et)

Er

tspricht (8.26) H = ———
entspricht ( ) E_ Er

--- the 1lst state variable column is for the shift strain

Q

(the center of the yield surface)
call vmove (statev(l,6),epshft(1),ncomp)

iibertriigt die gespeicherte Geschichtsvariable statev auf epshft (e3"f).

c --- calculate the trial stress after subtracting off
c the yield surface shift

call vamb (epel(l),epshft(l),ep(l),ncomp)

call maxv (d(1,1),ep(l),sigtr(l), ncomp,ncomp)

berechnet E (e — &™) = ¢ — o

segtr = (sigtr(l)-sigtr(2))+*2 + (sigtr(2)-sigtr(3))*%2 +
X (sigtr(3) -sigtr(l))**2 + 6.04d0%xsigtr(4) «x2

if (ncomp.eqg.6) segtr = segtr +
X 6.0d0* (sigtr(5) %2 + sigtr(6)«x2)

segtr = sgrt (0.5d0xseqgtr)
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berechnet die Vergleichsspannung nach von Mises der Trialspannungen minus back stres-
ses nach (8.8) rdumlich und in der Ebene.

c --- check for yielding
con = seqgtr/sigy - 1.0d0

Wenn die Vergleichsspannung iiber der FlieBgrenze liegt, ist con > 0. Damit liegt Elasti-
zitdt vor und der Programmiteil fiir Plastizitédt wird iibersprungen.

if (con.lt.eps) goto 999

c --- get the derivative of the yield function
con = (sigtr(l)-sigtr(2))*+2 + (sigtr(2)-sigtr(3))«x2 +
X (sigtr(3) -sigtr (1)) **x2 + 6.0d0*sigtr(4) xx2
dfds (1) = sigtr(l) - 0.5d0x(sigtr(2) + sigtr(3))
dfds (2) = sigtr(2) - 0.5d0x(sigtr (1) + sigtr(3))
dfds (3) = sigtr(3) - 0.5d0x(sigtr(l) + sigtr(2))
dfds (4) = 3.0d0xsigtr(4)

if (ncomp.eg.6) then
con = con + 6.0d0* (sigtr(5)**2 + sigtr(6) *%2)

dfds (5) = 3.0d0xsigtr(5)
dfds (6) = 3.0d0+sigtr (6)
endif

con = sqgrt (0.5d0*con)
call vmultl (dfds(1),ncomp,1.0d0/con)

berechnet die Ableitung der FlieBbedingung nach den Spannungskomponenten nach

_ 1 1 -
Oy — EO'y — EO'Z
1 1
0y — =0; — =0y
2 2
oF _ 1 ! 1 (8.67)
006 Oeqv | 927 EUX - an
37,y
37y,
i 31, ]
wobei con oeqy enthilt.
c --- compute the plastic constant lambda

call maxv (d(1,1),dfds(1l),vect(l), ncomp,ncomp)
con = h + vdot (vect(l),dfds (1) ,ncomp)
dlamb = (segtr - sigy)/con



8.8 Beispielprogrammierungin USERPL von ANSYS 229

berechnet den plastischen Multiplikator A nach

A= F (8.65)
oF TE F o me+H, |
3o —a)) (0 —o) —mm

wobei man F' = 0y — oF beriicksichtigen muss. Der Index y steht fiir englisch yield —
flieBen.

c --- calculate the strain increment
call vmult (dfds(1),deppl(l), ncomp,dlamb)

entspricht der assoziierten FlieBregel (8.5).

c --- update strains
call vambl (epel(l),deppl (1) ,ncomp)

macht von (8.50) Ae®! = —AeP' Gebrauch.

call vapbl (eppl(l),deppl(l),ncomp)
datiert die plastische Dehnung auf

con = 2.0d0+hx(1.040 + nu)/(3.0d0xe)

call vapcbl (epshft(l),deppl(l), ncomp,con)
call vmove (epshft(1l),statev(1l,6),ncomp)

, 2(14v
passt die Shift-Dehnung nach (8.103) Ag™hift = %H AeP" an und speichert sie als
State-Variable.
c --- update the accumulated plastic strain

depeg = dlamb
epeqg = epeq + depeq

datiert die kumulierte plastische Vergleichsdehnung auf.

Die Spannungsberechnung erfolgt au3erhalb von USERPL auf der Basis der aktuellen
elastischen Dehnungen.

Anschlieend wird die Materialtangente berechnet:

c --- do not form with exactly h=0
if (h.1t.1.0d4-9%e) h = 1.0d4-9x*e

spielt nur eine Rolle bei Elementen mit extra displacement shapes, kann aber die Konver-
genz bei Entfestigung verschlechtern.
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form the effective material modulus
deff = (i + dlambxdxb)-1%d; b =
dlamb/sigy

(b(1,1),36)

set up m first

,1) = 1.0d0

(m - n*nt)/sigy
con =
call vzero

,3) = 1.0d0

b(1

b(2,2) = 1.0d0
b(3

b(4,4) =
(ncomp

b(5,5)
b(6,6)

3.0d0
.eqg.6) then
3.0d0

= 3.0d0

endif

b(2,1)
b(3,2)
b(3,1)

-0.
-0.
-0.

call vmultl

5d0
5d0
5d0
(b(1,1),36,con)

A
belegtB = — | —

Oeqv

add in nxnt term
(dfds (1) ,b(1,1), 6,ncomp,
(b(1,1),6,ncomp)

call maat -con)

call matsym

berechnet mit (8.75)

LPF A OF (9F\"
B do

dodo T _:qv%

durch Benutzung der Subroutine maat.

(d(1,1),b(1,1),c(1,1),
ncomp, nComp , NComp)

call maxb ncomp, 6,6,

c(l,1) = c(1,1) + 1.0d0
c(2,2) = c(2,2) + 1.0d0
c(3,3) = c(3,3) + 1.0d0
c(4,4) = c(4,4) + 1.0d40
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if (ncomp.eg.6) then

c(5,5) = c(5,5) + 1.0d0
c(6,6) = c(6,6) + 1.0d0
endif
. 92
bildet I+AE—Q .
d(0 —a)do
i = symegn (c(1,1),6,ncomp, -ncomp)
call maxb (c(1,ncomp+1),d(1,1),dt(1,1), 6,ncomp,ncomp,
X ncomp, ncomp , ncomp )

bildet davon die Inverse und multipliziert sie mit der Elastizitdtsmatrix zum tangentialen
Materialmodul D* gemif (8.92).

c --- calculate the consistent tangent modulus
call maxv (dt(1l,1),dfds(1),vect(1l), ncomp,ncomp)
con = 1.040/(h + vdot(dfds(1l),vect(1l),ncomp))
call maat (vect(1l),dt(1,1), ncomp,ncomp, -con)
call matsym (dt(1l,1),ncomp,ncomp)

bildet schlieBlich die Tangente nach

00 ( dF )T
D* D*
Dl — do D _ d(o0 —a) \d(o —a) (8.96)

detot aF TD* 20 aF
(a(o—a)) (o —o) 0A

wobei hier F = Q gilt.

8.9 Modelle fiir kinematische Verfestigung

Kinematische Verfestigung im Mehrdimensionalen zu beschreiben, ist wegen der Kombi-
nation aus Verschiebung der FlieBflache mit den plastischen Dehnungen und dem Masing-
Verhalten nicht trivial. Der Fall der linearen Verfestigung (bilineares Verhalten) wurde
schon beschrieben. Dariiber hinausgehende Modelle sind recht komplex.

8.9.1 Besseling-Modell (Overlay-Modell)

Die Idee des Besseling-Modells besteht darin, das Kontinuum gedanklich in Teilvolu-
mina (sublayers) mit jeweils unterschiedlichem elastisch-ideal-plastischen Verhalten zu
unterteilen. Jedes Teilvolumen i hat einen eigenen Elastizitdtsmodul E; und eine eigene
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Abb. 8.24 Besseling-Modell, eindimensional
Abb. 8.25 Verhalten des - -
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Flieigrenze of;. Eindimensional ldsst sich dieses Modell als eine Parallelschaltung von
Systemen aus Feder und Reibelement in Reihe deuten (Abb. 8.24).

Daran kann man schon erkennen, wie das Modell den stiickweise linearen Verlauf und
den Masing-Effekt abbildet.

Solange noch in keinem Prandtl-Element die maximale Reibkraft (entspricht Flie§3-
grenze) erreicht ist, wéchst in allen Elementen die Kraft (d. h. Spannung) linear mit der
Verformung (d. h. Dehnung) an. Der Gesamt- E-Modul ergibt sich als die Summe der Teil-
E-Moduln aller Federn (Abb. 8.25).

Wird die erste FlieBgrenze erreicht, bleibt die Kraft/Spannung in dem betroffenen Sys-
tem konstant. Die elastische Dehnung der Feder nimmt nicht mehr zu, sodass sie nicht
mehr zur Steigung der Spannungs-Dehnungs-Linie beitrédgt, die dadurch flacher wird. Da-
fiir kommt es aber zu einer Verschiebung im Reibelement, was einer plastischen Dehnung
entspricht. Das kann sich fortsetzen, bis alle Reibelemente ins Gleiten gekommen sind.

Wird nun entlastet und im weiteren Verlauf gegenlédufig belastet, ldsst die Spannung
zunichst in allen Federn nach, sodass die Steigung der Entlastungsgeraden der Anfangs-
steigung, also dem Gesamt- E£-Modul, entspricht.

Das erste Element gerit wieder ins Gleiten, wenn es vollstindig entlastet und in anderer
Richtung bis zur ersten FlieBgrenze belastet worden ist. Das erkldrt, warum ab dem ersten
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Lastwechsel immer die zweifache Spannungsdifferenz bis zum Knick in der Spannungs-
Dehnungs-Linie zuriickgelegt wird, wie es das Masing-Verhalten vorsieht.

Das resultierende Verhalten setzt sich aus der gewichteten Summe iiber die elasto-
plastische Antwort der Teilvolumina zusammen, wobei sich die Wichtungsfaktoren #; im
Wesentlichen aus der jeweiligen Anderung des Tangentenmoduls errechnen.

Es gibt grundsitzlich zwei Moglichkeiten, die Modellparameter zu beschreiben. Die
folgende Form ist geeignet, das Besseling-Modell auch aus iibereinanderliegenden Ele-
menten (mit gleichen Knoten) mit unterschiedlichem elasto-plastischem Materialverhal-
ten aufzubauen.

Eindimensional lassen sich die Parameter folgendermaf3en ableiten:

Die letzte Steigung entspricht E,,.

On — Op—1

= E, =20 (8.105)
En — &n—1

Die vorletzte Steigung ist die Summe aus E,_; und E,,.

= E, = T2 g (8.106)
En—1 — En=2

Definiert man nun die £-Moduln iiber die Wichtungsfaktoren:
E, =FE- (8.107)
ergibt sich
= %%— > (8.108)

Die Fliespannung o; muss nun mit dem E-Modul E; bei der Dehnung erreicht werden,
bei der sich mit dem Gesamt- E-Modul E die Stiitzstelle o; (s. Abb. 8.25) einstellt:
OFi Oj E;
o e = —o0; 8.109
E. E o =g (8.109)
of; = [1;0; (8.110)

Mehrdimensional muss noch beachtet werden, dass sich wegen des Unterschiedes in der
Querkontraktion zwischen elastischem und plastischem Verhalten Zwingungen zwischen
den Subvolumina ergeben, sodass zur Abbildung einer FlieBkurve im Dreidimensionalen
und im Ebenen Verzerrungs-Zustand zu setzen ist:

0; —0j—1 .
t = — E t 8.111
L GBE ey - (I -2m) ] A EHD

op =G [35,« —(1—2v) %] f (8.112)
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.25 ' 75 1.25 1.75 2.25 2.75 3.25
5 ideal plastische Elemente iiberlagert

Abb. 8.26 Spannungs-Dehnungs-Linie mit ausmodelliertem Besseling-Modell

Jedes Element bekommt fiir sich elastische und plastische Dehnungen. Fiir jede Kompo-
nente des Gesamtmodells, sowohl fiir elastische, plastische als auch Gesamtdehnungen,
gilt:

n
e =Y ey (8.113)
i=1

wihrend sich die Spannungen als Summe
o=y oy (8.114)
i=1

ergeben.

Damit lief sich tatséchlich mit 5 iibereinander liegenden Volumenelementen die Flie§3-
kurve und die zyklische Spannungs-Dehnungs-Linie aus Abb. 8.26 bei einer einachsigen
Beanspruchung berechnen.

Das folgende Beispiel, dessen System und FlieBkurve in Abb. 8.27 dargestellt sind,
zeigt das Verhalten eines Zugstabes, dessen Materialverhalten mit dem Besseling-Modell
beschrieben wird, unter einer Folge von Be- und Entlastungen. Dabei ist das Masing-
Verhalten zu erkennen. Die Belastung wird erst auf 80 % der Maximalbelastung gesetzt,
dann wird sie auf 10 % verringert, auf 90 % erhoht, auf —10 % gebracht und schliellich
auf 100 % gesteigert.

Bei der Erstbelastung folgt die Spannung der FlieBkurve (Abb. 8.28). Die anschlieen-
de Entlastung bleibt im elastischen Bereich, sodass die Wiederbelastung auf derselben
Kurve erfolgt, bis die urspriingliche FlieBkurve wiedergefunden wird und ihr bis zur
vorgegebenen Spannung gefolgt wird. Bei der ndchsten Entlastung ist der Spannungsun-
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Abb. 8.28 Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei einer Folge von Be- und Entlastungen im Besse-

ling-Modell

terschied so grof3, dass Plastifizieren in der Gegenrichtung auftritt. Dementsprechend tritt
auch bei der folgenden Belastung plastisches Verhalten auf, bevor die FlieBkurve wieder

erreicht wird.
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8.9.2 Armstrong-Frederik- bzw. Chaboche-Modell

Das Modell benutzt die Von-Mises-FlieSbedingung. Die aktuelle FlieBgrenze ergibt sich
aus der AnfangsflieBgrenze oy und der isotropen Verfestigung R:

O = 0fp + R (8.115)

Die backstresses oo und die isotrope Verfestigung R folgen den Entwicklungsgleichungen

2
a; = §Ciépl — y,-oc,-égllv (Tensorschreibweise) (8.116)
oder
a; = CiMé” — y;o iég}w (allgemeine Schreibweise) (8.117)
mit M aus (8.41) bzw. (8.42) und
Ri =b; (Q; — R) &l (8.118)

eqv

Hier bedeutet der Punkt die Ableitung nach der Zeit ¢, obwohl hier keine Zeitabhidngigkeit
vorliegt. Es ist aber eine gern benutzte Darstellung fiir Zuwéchse Ao; bzw. AR;, die man
erhdlt wenn man in einem Last- bzw. Zeitschritt tiber d¢ integriert.

Beide Verfestigungsanteile konnen aus ny;, bzw. nis, Beitrigen zusammengesetzt sein:

Nkin Niso

=)o+ R (8.119)
i=1 i=1

Beide Entwicklungsgleichungen sind Differenzialgleichungen, die unter bestimmten Um-
standen analytisch gelost werden konnen. Fiir (8.118) ist das allgemein méglich, weil die
kumulierte plastische Dehnung monoton steigt:

R = 0, (1 —e*"ifg'qv) (8.120)

Diese Form entspricht dem NLISO-Modell in ANSYS. R muss nicht als Geschichtsvaria-
ble gespeichert werden, 85}1\, geniigt.

Auch fiir « ist eine Losung der Dgl. moglich, wenn man beriicksichtigt, dass die Ab-
leitung 0F /0 (6 — ) im Lastinkrement konstant ist. Dann wird aus (8.117)

do; OF d et do; aF
% iM—— —y;; Geq oder % _ CM ——
dt d(c — o) dt ded d(o — o)

— Vi

(8.121)
Das ist eine Differenzialgleichung 1. Ordnung fiir o; mit der Anfangsbedingung

o (55}4,0) _—— (8.122)

wobei der Index 0 die Werte am Anfang des Inkrementes darstellt.
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Die Losung lautet:

pl _ Pl
y(&‘ 8eq0>
h,_.a

G OF
=g+ | —M—————ao)|1—e¢ A (8.123)
vi 0(0—a)

Eindimensional lautet (8.117)
@ = Cié” — )’iaiépl = (G —yi) £ (8.124)

und (8.123) fiir die Erstbelastung, startend bei sgl =0unda;p=0

aw=%<hw”w) (8.125)

Aus (8.124) ldsst sich erkennen, dass
e die Anfangssteigung im o — eP'-Diagramm C; betrigt.
Beide Gleichungen ergeben, dass

o (C;/y; den Maximalwert (Sittigungswert) des jeweiligen kinematischen Verfestigungs-
anteils darstellt,
e wihrend (8.120) erkennen ldsst, dass die maximale isotrope Verfestigung Q; betrigt.

Fiir die lokale Iteration (8.55) ist
aF OR;
ﬁ - _Zﬁ - _ZQ b eq0+l) —Hiso (8.126)

Fiir (8.57) wird die Ableitung von o nach (¢ — o) benotigt. Bedenkt man, dass A eine
unabhingige Variable ist, erhdlt man aus (8.123):

dot; C 9*F
" Ml ") ——
To—a e )a@_ay

Vergleicht man diesen Term mit (8.57), erkennt man, dass dort noch ein Faktor A vor-
kommt. Also wird erweitert:

9°F
(0 —a)’

9 1C
%

A
(0 —a) A%( —e )M
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Durch Vergleich mit (8.58) erhélt man:

Ci1
o L (1 A
Hy, ) (1 e ) (8.127)

Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man die FlieBbedingung nach

oF 1
m = XASPI (8128)

auflost, in (8.123) einsetzt und dann nach (A)eP' ableitet, wie in (8.57) vorgesehen.
Bevorzugt man statt der analytischen Losung (8.123) das Euler-riickwérts- Verfahren
(s. Abschn. 7.2.5), so wird aus (8.116) durch Multiplikation mit einem Zeitschritt A¢

Aa; = C;MA& — y; (atjo + Aat) Ay (8.129)
2
A, (1 + i Asﬁ}l) = SCiAe" — yiaoAel, (8.130)
C:MAeP — y;a;0 A%
Aoy = =2 T V0Tt (8.131)
1 + )/iAqu

Solange Asgé dem plastischen Multiplikator A entspricht, der als unabhingige Variable
behandelt wird, ist
do i A« i C,'M Ci

- = = U.nd damlt Hkin = T
deP'  JAeP! 4 y,-AeEil I+ ViASgil

(8.132)

Hy;, und Hjg, sind auch die wesentlichen modellspezifischen Beitrdge zur Materialtan-
gente.

8.10 Einspielen (Shakedown) und Ratcheting

8.10.1 Begriffe

Bei zyklischer Beanspruchung, die in beiden Richtungen zu plastischen Dehnungen fiihrt
(s. Abb. 8.29), kann es dazu kommen, dass sich die Hysterese mit jedem Zyklus in eine
bestimmte Richtung verschiebt. Kommt dieser Vorgang nach einer Anzahl von Zyklen
zum Stillstand, spricht man vom ,,Einspielen (engl. Shakedown, s. Abb. 8.30). Dabei
unterscheidet man noch zwei Fille:

Ist beim Stillstand auch die Hysterese verschwunden, d.h. gibt es keine plastischen
Dehnungen mehr, spricht man vom elastischen Einspielen, sonst vom plastischen.

Verschiebt sich die Hysterese immer weiter, speziell um einen bestimmten Betrag je
Zyklus, spricht man vom Ratcheting (nach engl. ratchet wheel — Klinkenrad, etwa beim
Uhrwerk, s. Abb. 8.31). Darin steckt auch das deutsche Wort Ratsche.
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-

Spannungs- Belastungs- zyklisches Spannungs-
Dehnungs-Linie geschichte Dehnungs-Verhalten

Abb. 8.29 Materialverhalten bei zyklischer Belastung

Spannung

Dehnung

Abb. 8.30 Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Tendenz zum plastischen Einspielen

Spannung

Dehnung

Abb. 8.31 Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Ratcheting

8.10.2 Melan-Theorem

Das Melan-Theorem besagt, dass elastisches Einspielen eintritt, wenn man den verschie-
denen Spannungszustinden, die wihrend der einzelnen Belastungsphasen auftreten, einen
Eigenspannungszustand iiberlagern kann, sodass in keiner Phase mehr Plastifizieren auf-
tritt. Das ist gleichbedeutend mit einer Verschiebung der FlieBfliche so, dass sie alle
auftretenden Spannungszustinde eines Punktes einhiillt.

Bei einer proportionalen Belastung ist das dadurch zu erfiillen, dass die Schwingbreite
der Spannungen nicht mehr als 20p) (0r) — AnfangsflieBspannung), also nicht mehr als

den Durchmesser der FlieBfliche, betrigt.
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Abb. 8.32 Spannungen bei elastischem Grenzmoment, im Zwischenzustand und beim vollplasti-
schen Moment

Im Beispiel eines Biegebalkens, der in fiinf Halbzyklen belastet wird, wobei bei der
Erstbelastung in jedem Fall das vollplastische Moment M, aufgebracht wird, kann dies
gezeigt werden. Vollplastisches Moment bedeutet, dass bereits so viel plastische Dehnung
auftritt, dass alle Fahigkeit zur plastischen Umlagerung aufgebraucht ist und bei einer
hoheren Belastung kein Gleichgewicht mehr moglich ist (Abb. 8.32). Beim Balken unter
reiner Momentenbeanspruchung ist das

M, = 28,05 (8.133)

mit Sy — statisches Moment oder Flichenmoment 1. Ordnung. Das elastische Grenzmo-
ment
M = Wyor (8.134)

mit W, — Widerstandmoment, ist dasjenige, bei dem gerade in der Randfaser die FlieB3-
grenze oy erreicht wird, also gerade noch kein plastisches FlieBen auftritt. Beim Recht-
eckquerschnitt betrdgt My = 1,5M,).

In Abb. 8.33 betrigt die anschlieend aufgebrachte Wechselbeanspruchung das Zwei-
fache des vollplastischen Momentes M. Daraus ergibt sich in jedem Halbzyklus ein
plastisches Dehnungsinkrement, das vom Betrage her gleich ist. Es liegt plastisches Ein-
spielen vor.

In Abb. 8.34 betrigt diese Schwingbreite nur noch das 2,2fache des elastischen Grenz-
momentes M, . Nach dem ersten Halbzyklus stellt sich noch etwas Riickplastizieren ein,
aber deutlich weniger als bei der Erstbelastung.

Bei der Schwingbreite 2M,, schlieBlich tritt gerade kein weiteres Plastizieren ein
(Abb. 8.35). Hier liegt sofortiges elastisches Einspielen, passend zum Melan-Theorem
vor. In keinem der Fille kam es zum Ratcheting, bei dem man zwei Félle bzw. Ursachen
unterscheidet, die im Folgenden untersucht werden.

8.10.3 Struktur-Ratcheting

Struktur-Ratcheting tritt typischerweise auf, wenn eine konstante Belastung von einer zy-
klischen iiberlagert wird, speziell bei der Uberlagerung von konstanter Lingsbelastung mit
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Abb. 8.33 Balkenbiegung, Schwingbreite 2 Mpagtisch

Spannung "

=1t0

=160

(xLo%2-3)

=00
-1.6 -.3 0 .3 1.6 t.4

Schwingbreite 2,2 M el

Abb. 8.34 Balkenbiegung, Schwingbreite 2,2 M,
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Abb. 8.36 Struktur-Ratcheting, ein Element am Rand
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Abb. 8.37 Struktur-Ratcheting, ein Element am gegeniiber liegenden Rand

wechselndem Moment. Dabei wird auf der stirker beanspruchten Seite die FlieSgrenze
tiberschritten. Bei Entlastung entsteht ein Eigenspannungszustand, aufgrund dessen beim
entgegengesetzten Moment jetzt auf der zweiten Seite Plastizieren auftritt, auf der ersten
aber keine plastische Riickverformung. Dies wiederholt sich, bis an einer Stelle die Bruch-
dehnung erreicht wird. Das oben Geschilderte ist nur ein Szenario fiir Strukturratcheting.
Eine umfassende Darstellung findet man in [7].

Im Beispiel, das Abb. 8.36 zugrunde liegt, wird der besagte Biegebalken bis auf %
der FlieBspannung durch eine permanente Lingskraft belastet. Anschliefend wird ein
Moment aufgebracht, das das System bis kurz vor das Versagen belastet. Dies wird je
Halbzyklus wiederholt, jedoch wechselt das Vorzeichen. Fiir einen ausgewéhlten Punkt
ergibt sich eine Zunahme der Dehnung mit jedem Zyklus, obwohl in der einen Belastungs-
richtung keine Plastizitit auftritt. Dies ist nur durch das Zusammenwirken in der Struktur
zu erklédren (deshalb Struktur-Ratcheting). Der gegeniiber liegende Rand zeigt die Plasti-
zierungen zeitlich versetzt (Abb. 8.37). Dadurch wird jeweils der Eigenspannungszustand
verdndert.

Was im System geschieht, zeigt die Darstellung der Verteilung iiber die Hohe, und zwar
in Abb. 8.38 die Verteilung der Spannung. Sie erreicht nach der ersten Momentaufbrin-
gung in weiten Bereichen die FlieBspannung, bei Wegnahme des Momentes ist sie nicht
mehr konstant, weil sich Eigenspannungen einstellen. Beim gegenldufigen Belasten stellt
sich etwa die umgekehrte Verteilung ein, ebenso bei erneuter Wegnahme usw.
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Abb. 8.38 Spannungsverteilung iiber die Hohe beim Struktur-Ratcheting, konstante Kraft, M pos.,

M =0, M neg., M = 0, M pos.
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Abb. 8.39 Verteilung der plastischen Dehnung iiber die Hohe beim Struktur-Ratcheting, konstante
Kraft, M pos., M neg., M pos., M neg., M pos.

Bei der plastischen Dehnung (Abb. 8.39) sieht man mit dem einen Halbzyklus eine zur
einen Seite anwachsende Verteilung, mit dem néchsten ein Ausgleich hin zu einer fast
konstanten Verteilung, dann folgt wieder Anwachsen, dann Ausgleich. Dabei nimmt aber
der Maximalwert mit jedem Zyklus zu — Ratcheting.

Struktur-Ratcheting kann mit jedem plastischen Materialgesetz fiir kinematische Ver-
festigung und auch — wie hier — mit idealer Plastizitit dargestellt werden.
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Abb. 8.40 Chaboche-Modell, Dehnungsvorgabe

8.10.4 Material-Ratcheting

Beim Material-Ratcheting tritt der zuvor gezeigte Effekt, die stetige Zunahme der plas-
tischen Dehnungen, allein aufgrund der Materialeigenschaften ein. Es kann also auch
bei einachsiger Belastung gezeigt werden und wird vor allem bei hoheren Temperatu-
ren beobachtet. Das Auftreten ist abhingig von der Mittelspannung der wechselnden
Beanspruchung. Nur wenn diese ungleich null ist, stellt sich der Effekt ein. Ihr Betrag
beeinflusst die Grofle des jeweiligen Zuwachses, das Vorzeichen die Richtung.

Material-Ratcheting lédsst sich mit der linearen kinematischen Verfestigung und dem
Besseling-Modell nicht beschreiben, wohl aber mit dem Chaboche-Modell, jedenfalls
prinzipiell. Grund dafiir ist, dass das Chaboche-Modell nicht exakt das Masing-Verhalten
abbildet. Bei der plastischen Erstbelastung ist die Anfangssteigung der o — P'-Kurve C,
bei der gegenldufigen Belastung C + yo. Da die Verfestigung maximal C'y betragen kann,
ist die maximale Anfangssteigung 2C. Das hat zur Folge, dass auch bei Mittelspannung
null das Ende des ersten Halbzyklus’ nicht wieder getroffen wird. Bei dem Beispiel der
dehnungsgesteuerten Berechnung aus Abb. 8.40 wirkt sich das kaum aus; die Maximal-
spannung betrdgt nach dem ersten Halbzyklus 398, nach dem dritten 399 MPa. Bei der
spannungsgesteuerten Berechnung (Abb. 8.41) differieren zwar die Maximaldehnungen
zwischen dem ersten und dritten Halbzyklus so gut wie nicht, dafiir aber erheblich zwi-
schen Zug und Druck, ndmlich 0,50 % und —0,26 %, sodass sich zwar eine geschlossene
Hysterese ergibt, deren Zentrum aber trotz gegengleicher Spannungen nicht der Koordi-
natenursprung ist.
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Abb. 8.41 Chaboche-Modell, Spannungsvorgabe, Mittelspannung 0

Ist nun die Mittelspannung ungleich null, sind die Verfestigungen o nach beiden Rich-
tungen von unterschiedlichem Betrag, sodass sich generell keine geschlossenen Hystere-
sen ergeben. Vielmehr kommt es zu ausgeprigtem Ratcheting. Im Beispiel aus Abb. 8.42
betrigt die Zugspannung 398, die Druckspannung 350 MPa, die Mittelspannung mithin
(nur) 24 MPa.

Das Chaboche-Modell kann Material-Ratcheting zwar darstellen, aber in einem viel
hoheren Male, als es im Versuch beobachtet wird. Eine gewisse Abhilfe schafft es, zu-
sdtzlich lineare Verfestigung zu definieren, was gleichbedeutend mit einem weiteren Cha-
boche-Anteil, aber mit y = 0 ist. Fiir Abb. 8.43 und 8.44 ist dies durchgefiihrt. Der erste,
der eigentliche Chaboche-Anteil ist dabei so modifiziert, dass am Ende des ersten Halb-
zyklus’ der gleiche Dehnungswert wie bei nur einem Parametersatz (Cy, y;) erreicht wird.
Die Kurve wird dadurch flacher.

Das Ergebnis der zyklischen Berechnung ist, dass die Zunahme der plastischen Deh-
nung zuriick geht, und zwar sowohl, was die Differenz zwischen dem ersten und dritten
Halbzyklus angeht, als auch, was die Tendenz betrifft. Durch die Modifikation kommt es
zum plastischen Einspielen. Je groer der Anteil der linearen Verfestigung an der Erho-
hung der FlieBspannung ist, desto schneller ist der Einspielvorgang abgeschlossen.
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Abb. 8.42 Chaboche-Modell, Spannungsvorgabe, Mittelspannung 24 MPa
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Abb. 8.43 Chaboche-Modell plus lineare Verfestigung, C, = 5000 MPa
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Abb. 8.44 Chaboche-Modell plus lineare Verfestigung, C, = 10.000 MPa

Eine weitere Verbesserung stellt das Ohno-Wang-Modell dar. In der einfachsten Form
und im Eindimensionalen lautet die bestimmende Gleichung:

& = i -y <1 — a|;—n|> Ed (8.135)
. . x fir x>0 .
wobei (x) Macaulay-Klammern mit (x) = sind.
0 sonst

Das bedeutet, dass so ein Anteil i lineare Verfestigung bewirkt, bis die Backstresses o;
dem Betrag nach einen Schwellenwert as,y ; tiberschreiten, und klingt dann ab. (8.135)
kann daher auch als

C;e” fir o] < Qggart, i

8.136
Ci épl — Vo 1 — é‘pl fur O | > Ogtart, ( )
J/ N

o = Ostart i

lot; |

geschrieben werden.

Addiert man mehrere solche Anteile i mit unterschiedlichen o,y ; (und deutlich gro-
Beren y; als beim Chaboche-Modell) erhilt man eine stiickweise lineare Verfestigungs-
kurve, die jeweils zwischen o/gpay,; und sy, ; + Ci/y; ausgerundet abknickt (Abb. 8.45).
In dem oberhalb von agy, ; aktiven Term steckt die Fiahigkeit zum Ratcheting, und zwar
mit kleineren Betrdgen als beim Chaboche-Modell, sodass eine Anpassung an Versucher-
gebnisse moglich ist.
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Abb. 8.45 Ohno-Wang- o
Modell
C/hy,
\77
aSmr[,177
C+ Cyt C4+C,
Oy 1

> ool

8.10.5 Thermisches Ratcheting

Thermisches Ratcheting kann entstehen, wenn sich die Temperatur und die Belastung
synchron dndern. Dies wird typischerweise dadurch hervorgerufen, dass eine Wirme-
ausdehnung behindert wird. Dann miissen thermische Dehnungen durch mechanische
kompensiert werden, wobei letztere Spannungen hervorrufen.

Da Zug- und Druckbelastung bei verschiedenen Temperaturen und damit unterschied-
lichen Materialeigenschaften stattfinden, ergibt der gleiche Betrag der Spannung einen
unterschiedlichen Betrag der Dehnungen, wie es auch bei isothermer Belastung mit un-
terschiedlichen Spannungen der Fall ist. Deshalb fiihrt bei den Zyklen mit verinderlicher
Temperatur und Spannung die Mittelspannung O zum Ratcheting (Abb. 8.46), wihrend es
eine Mittelspannung ungleich 0 gibt, bei der stabile Zyklen auftreten (Abb. 8.47).

450
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=30 l / /
-180 / /
-270 E :)/
-360
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3 z .2 6 1
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Abb. 8.46 Thermisch-mechanische Belastungszyklen, Mittelspannung O
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8.10.6 Numerisches Ratcheting bei Temperaturzyklen
Lineare kinematische Verfestigung kann entweder durch
o = Hyi,Me” (8.137)
oder durch
@ = HiuMé" (8.138)

also in der Ratenformulierung, beschrieben werden. Andert sich jedoch die Temperatur,
bleibt die Verfestigung o bei Formulierung (8.138) konstant, was nicht wahrscheinlich ist,
da es sich dabei um eine SpannungsgréBe handelt. Die Folge ist Ratcheting, hier die Ver-
dnderung der Dehnung nach jedem Zyklus (Abb. 8.48). Bei Formulierung (8.137) stellen
sich stabile Zyklen ein (Abb. 8.49), sodass die Spannungs-Dehnungs-Linien vom zweiten
Halbzyklus an deckungsgleich bleiben. Hier ist die Verfestigung unabhéingig von der
Temperaturgeschichte.

Will man von diesem Prinzip abweichen, kann man der Ratenformulierung einen Tem-
peraturterm addieren:

Jo .
¥ = Hy6” + —T 8.139
a kin€" + T ( )
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Abb. 8.48 Thermische Zyklen bei linearer kinematischer Verfestigung, Ratenformulierung (8.138)
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Abb. 8.49 Thermische Zyklen bei linearer kinematischer Verfestigung, Formulierung (8.137)
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Fiir die Abhingigkeit der Backstresses von der Temperatur muss man dann eine Gesetz-
maBigkeit formulieren konnen. Setzt man

Jda _ 8Hkin epl

= = .14
aT oT (8.140)

erhilt man den gleichen Effekt wie mit (8.137).
Beim Chaboche-Modell erzielt man die wesentliche Wirkung durch Definition von

o= — 8.141
; C ( )
Dann wird aus der Rate
. % o; .pl i .ol 2 .pl % 2pl
a; = ro Me" — y,-Fseq = §€ —Yio; éq (8.142)

d.h. man kann a* als Geschichtsvariable mitfithren und vor der Benutzung mit dem
aktuellen C; (zur aktuellen Temperatur) multiplizieren. Echte Unabhingigkeit von der
Temperaturgeschichte bewirkt das aber nur, wenn y; unabhéngig von T ist.

Beim Besseling-Modell werden die plastischen Dehnungen der Subvolumina gespei-
chert. Da sich im Allgemeinen bei einer Temperaturdnderung die Wichtungsfaktoren &n-
dern, stimmt danach die gespeicherte gesamte plastische Dehnung nicht mehr mit der
gewichteten Summe iiberein. Dies fiihrt auch zu Ratcheting und kann nach einigen Zyklen
Nichtkonvergenz und damit Abbruch der Berechnung bewirken. Es gibt zwei Methoden,
die Ubereinstimmung zu Beginn eines neuen Inkrementes wieder herzustellen [19]. Beide
fiihren zu stabilen Zyklen (Abb. 8.50). Bei der ersten Moglichkeit wird zu Beginn eines
Lastinkrementes die Gesamtdehnung modifiziert. Dabei konnen Temperaturdnderungen

1 | " L 7
r’ [ l[ Ratcheting| i = [ I
2 [ 11 l / / I
=
& o / / [ /
/ /1] /
aii I > /} / /J
=== =
400 400
=500 ﬂ =500
13 =95 -3 1t L9 1 -1.6 -.9 -.32 .3t .95 1.6
/ =1.1% - 64 L] N1l 1.1 -1.1% .64 L} N1l 1.1
Abbruch Dehnung * 102 Dehnung * 102

Abb. 8.50 Temperaturzyklen beim Besseling-Modell, Grundform und modifizierte Form
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aber zu Dehnungsédnderungen fiihren, auch wenn keine Lastinderung vorliegt.

NSub
e = e —e" + Y fel (8.143)

i=1

Bei der zweiten Moglichkeit werden die gespeicherten plastischen Dehnungen der Sub-
volumina i skaliert, sodass ihre gewichtete Summe danach wieder die gesamte plastische
Dehnung ergibt, und zwar entweder fiir jede Komponente jk (8.144a), was die Gefahr
birgt, dass zufillig ein Nenner nahe bei O auftritt, oder fiir die plastische Vergleichsdeh-
nung (8.144b):

&
plx _ pl jk
Eiki = Ejkime . (8.144a)
2 ligh,
i=1
pl pl
plx _ _pl Feav <€fk)

ki = Ejki ("Sub (8.144b)

pl pl
Db sjk.i)

Eeqv
i=1



Kontaktberechnungen: Einfiihrung, Erfiilllung der
Kontaktbedingung

9.1 Was bedeutet Kontakt?
Wir unterscheiden die folgenden Fille:

1. Ein Korper nihert sich einer starren Fliche und wird von dieser aufgehalten. Wird
mehr Kraft aufgebracht, wird der Korper von (oder an) dem Hindernis deformiert.

2. Zwei Korper nihern sich einander und deformieren sich gegenseitig nach der Be-
riihrung.

3. Verschiedene Regionen desselben Korpers beriihren sich (Selbstkontakt).

4. Zwei Starrkorper beriihren sich. Das ist eigentlich ein Widerspruch, denn ein Korper
wird normalerweise als starr bezeichnet, wenn er deutlich steifer ist als ein anderer oder
aus anderen Griinden die Deformation keine Rolle spielt. Dennoch gibt es Programme,
bei denen man fiir die Durchdringung zweier Starrkorper Kraft-Eindringungs-Charak-
teristiken vorgeben kann.

Diese Situationen haben gemeinsam, dass die Beriihrzone nicht im Vorhinein bekannt ist.
Anderenfalls sollte kein Kontakt modelliert werden. Situation 1 konnte durch Randbedin-
gungen modelliert werden, 2 und 3 durch gemeinsame Knoten oder Koppelgleichungen.

Klebekontakt (bonded contact), bei dem sich die Kontaktelemente nicht 6ffnen konnen,
wird gern allerdings auch eingesetzt, um verschieden vernetzte Bauteile ohne gemeinsame
Knoten aneinander zu binden und stellt insofern eine Ausnahme zu obiger Regel dar.
Dies geschieht hiufig bei der Ubernahme der Geometrie aus einem CAD-System und ist
solange zulissig, wie dieser Ubergang nicht im Mittelpunkt des Berechnungsinteresses
steht.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 255
W. Rust, Nichtlineare Finite-Elemente-Berechnungen, DOI 10.1007/978-3-658-13378-8_9
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deformierbar deformierbar
deformierbar

Selbstkontakt

deformierbar 3
starr

Abb. 9.1 Kontaktsituationen

Abb. 9.1 zeigt die Situationen 1 bis 3 in einem System.

Die obige Definition des Standardkontaktes betrifft die Bewegung und Kréfte senkrecht
zu den Kontaktflichen. Eine Bewegung in tangentialer Richtung ist weiterhin moglich,
wobei Reibung auftreten kann, oder kann getrennt unterdriickt werden.

9.2 Modellierung von Kontakt

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist es nicht notwendig zwischen den drei Situationen
zu unterscheiden. Kontakt wird durch Elemente modelliert, die die Kontaktgeometrie be-
schreiben und die Kontaktkrifte auf die zugehorigen Knoten aufbringen. Das heif3t nicht
immer, dass der Nutzer selbst solche Elemente definieren muss. Einige Programme be-
stimmen die Kontaktflichen automatisch oder nach allgemeineren Nutzer-Eingaben.

9.2.1 Punkt-zu-Punkt- bzw. Knoten-zu-Knoten-Kontakt

Knoten-zu-Knoten-Kontakt ist veraltet und wird hier nur der Vollstindigkeit halber er-
wihnt. Zwei Knoten werden durch ein Element getrennt, wobei die unterdriickte gegensei-
tige Bewegungskomponente durch eine Kontaktebene beschrieben wird (Abb. 9.2). Deren
Normale wird entweder durch den Abstandsvektor der Knoten oder durch Benutzereinga-
ben bestimmt.

Abb. 9.2 Knoten-zu-Knoten-
Kontakt

. || .
Knoten i | | \ Knoten j

Kontaktebene
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Das sind Nachteile:

e Es ist kaum moglich, die Normalenrichtung aus der Oberfldche zu bestimmen.

e Exzentrizititen der Knoten, die zu Momenten fiihren, werden nicht berticksichtigt.

e Das bedeutet, die Knoten miissen nahezu aufeinander liegen und die tangentiale Bewe-
gung muss klein bleiben.

Der einzige Vorteil ist die leichte Implementierbarkeit.

9.2.2 Knoten-zu-Oberflache-Kontakt

Beim Knoten-zu-Oberfliche-Kontakt wird ein Knoten von Oberfliche 2 auf Kontakt mit
einem Segment von Oberfliache 1 abgepriift. Je nach Implementierung konnen die Knoten
i, jund k in Abb. 9.3 ein oder zwei Elemente formen. Das ist eine Frage der Definition
und programmabhingig, hat aber keinen Einfluss auf die Berechnungen, die erfolgen,
nachdem Kontakt festgestellt wurde.

Oberfliache 1, die die Fliacheninformation liefert, heillt Master- oder Target-Seite, Ober-
flache 2, von der der Knoten stammt, heilit Slave- oder Contact-Seite, je nach Programm.

Der jeweils betrachtete Ausschnitt der Master-Flache ist definiert und begrenzt durch
ein Segment, das sich im Falle deformierbarer Korper auf gewohnlichen Finiten Elemen-
ten befindet, im Falle von starren Oberflichen gesondert definiert wird. Knoten k kann
an einem beliebigen Punkt des Segmentes beriihren und auf der Oberfliche gleiten. Die
Verteilung der Kontaktkraft auf die Elementknoten wird aus der Beriihrposition errechnet
und folgt der Bewegung des Slave-Knotens.

Prinzipiell miissen alle Knoten von Oberfliche 2 auf Kontakt mit bzw. Eindringung in
alle Segmente von Oberflache 1 gepriift werden. Damit die Zahl der Operationen nicht
ausufert, sind spezielle Suchstrategien erforderlich (Abschn. 11.1).

Knoten &

Knoten i

N

S (Slave)

"\ Oberflache 2 k

Oberfldchen- Knoten j
segment

Oberflache 1
(Master)

Abb. 9.3 Knoten-zu-Oberfliche-Element
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Kontaktpunkt
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Kontaktpunkt

Oberflache 2
(Slave)

Knoten i

7
Knoten

Oberflichen- Knoten j
segment

Oberfliche 1
(Master)

Abb. 9.4 Punkt-zu-Oberfliche-Kontakt

9.2.3 Punkt-zu-Oberflache-Kontakt

Es konnen nicht nur Knoten, sondern auch andere Punkte der Slave-Oberfliche (besonders
Integrationspunkte, s. Abb. 9.4) benutzt werden, um Eindringungen zu kontrollieren und
Kontaktkrifte bzw. -spannungen aufzubringen. Der grof3te Vorteil ist, dass dieses Konzept
auch fiir Elemente mit Mittenknoten (quadratischer Ansatz) geeignet ist (s. Abschn. 10.2).

9.2.4 Oberflaiche-zu-Oberflache-Kontakt

Es ist moglich, den kiirzesten Abstand zweier Oberflichen, die durch Funktionen, FE-
Formfunktionen oder andere, beschrieben sind (Abb. 9.5), zu bestimmen und daraus eine
Kontaktbedingung zu formulieren und Kontaktkrifte zu berechnen. Fiir deformierbare
Korper ist das in allgemeiner Form zu kompliziert, weil eine variable Kontaktzone auf-
tritt. Deshalb findet man diese Methode vor allem fiir den Kontakt zweier Starrkorper.
Dann muss eine spezielle Kraft-Eindringungs-Charakteristik vorgegeben werden, die zu-
vor experimentell oder durch feine Berechnungsmodelle ermittelt wurde. Die Starrkorper
sind dann vereinfachte Reprisentanten zweier an sich deformierbarer Teile.

In der Dokumentation kommerzieller FE-Programme konnen Kontaktarten danach be-
zeichnet sein, was der Benutzer zur Definition beschreiben muss. So sind ,,surface-to-
surface contact elements® in ANSYS vom Typ Punkt-zu-Oberflache, wihrend ,,*CON-
TACT_SURFACE_TO_SURFACE® in LS-DYNA vom Type Knoten-zu-Oberflidche ist.

Abb. 9.5 Oberfliche-zu Oberfliche-Kontakt
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Andere Programme geben an, keine Kontaktelemente zu benétigen, aber auch diese ver-
wenden intern Segmente und Knoten oder andere Punkte auf den Finiten Elementen zur
Kontaktbehandlung.

9.3 Kontakt-Richtungen

Fiir die Beschreibung von Kontakt ist immer die aktuelle verformte Konfiguration mafige-

bend, deren Koordinaten sich aus Ausgangskoordinaten plus Verschiebungen ergeben.
Bei Kontakt spielt stets die Normale zur Oberfliche eine Rolle. Nachdem ein Kontakt-

feststellungspunkt eine Oberfldche beriihrt hat, sind folgende Effekte moglich:

e Die Bewegung dieses Punktes senkrecht zur Oberfliche wird aufgehalten und eine ent-
sprechende Kraft, die Kontaktkraft, die dann auch senkrecht zur Oberfliche wirkt, wird
bestimmt.

o Der Punkt kann auf der Oberfliche gleiten. Dies fiihrt zu Reibkriften, solange Reibung
definiert ist.

Details hierzu finden sich in Abschn. 11.2.1.

9.4 Erfiillung der Kontaktbedingung

In diesem Abschnitt betrachten wir zuerst folgendes ganz einfaches Modellproblem:

Eine Feder mit der Steifigkeit k¥ wird durch eine Kraft F belastet. In einer Entfer-
nung Ax befindet sich ein starres Hindernis (Abb. 9.6). Ohne dieses lautet die Beziehung
zwischen der Kraft und der Verschiebung u des freien Knotens:

ku=F ©.1)
Dies gilt, solange der Abstand g (gap) groBer oder gleich null ist:
g=Ax—u>0 9.2)
Abb. 9.6 Kontakt-Modellpro- % F
blem

,Agxk
IS

7

g
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Das ist eine Ungleichung. Solange sie erfiillt ist, ist nichts weiter zu unternehmen. Wenn
aber das nicht weiter beschridnkte System zu g < 0 fiihrt, muss die Giiltigkeit der Glei-
chung

g=0 9.3)

erzwungen werden. Fiir mehrere mogliche Kontaktpunkte fiihrt das zu einem aktiven Satz
solcher Nebenbedingungen (,,active set“-Strategie). Diese konnen auf verschiedene Weise
erfiillt werden.

Nur eine Beriihrung tritt gerade ein, wenn # = Ax und damit F = kAx gilt. Geht F
dariiber hinaus, tritt Kontakt ein und die erwartete Kontaktkraft ist

F.=kAx—F 9.4)

Sie ist als Druckkraft negativ.

9.4.1 Direkte Einfiihrung der Nebenbedingung

Die Bedingung g = 0 bedeutet
u = Ax 9.5)

Ein Zwang ruft eine Reaktionskraft, hier die Kontaktkraft, hervor, die auf der rechten Seite
zusammen mit der dulleren Last bilanziert werden muss:

ku=F.+F 9.6)
Wird nun an dieser Stelle (9.5) eingefiihrt, ergibt sich:

kAx =F.+ F 9.7)
& kAx—F = F, 9.8)

wie gewiinscht.

9.4.2 Penalty-Methode

Die Penalty- hat wie die nachfolgende Lagrange-Multiplikator-Methode ihren Namen
aus dem Kontext der mathematischen Optimierung. Bekanntermallen herrscht statisches
Gleichgewicht, wenn das Minimum der potenziellen Energie erreicht ist. Solange der Kon-
takt offen ist, ist die potenzielle Energie des Testsystems

1
W = Eku2 —uF — Min. (9.9)
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Wenn die Kontaktbedingung verletzt ist, wird ein Term addiert, der die Energie erhoht.
Weil sie sich damit vom Minimum weg bewegt, wird dieser Term als Strafe (Penalty) fiir
die Verletzung betrachtet. Das Optimierungsproblem lautet nun:

1 1
W = Ekuz —uF + Esgz (u) — Min. (9.10)

worin € der Penalty-Parameter ist, dessen Bedeutung unten erldutert wird. Im Moment ist
es einfach eine positive Zahl. Das Minimum wird erreicht, wenn

%—Z] = % [%kuz—uF-l-%s(Ax—u)z} =0 9.11)
ku—F —e(Ax—u)=0
ku—F —eAx +eu=0
(k+e)u=F+eAx
F + eAx

= — 9.12
" k+ ¢ ( )

Wenn g < 0 ist, also Eindringung vorliegt, dann ist

F > kAx 9.13)

Im Folgenden wird der Einfluss von ¢ fiir den Fall

F = 1.5kAx 9.14)
Dann ist 15kAx +eAx 1.5k
. X + eAXx DK+ ¢
= = A 9.15
" k+e k+e x ( )
Fir ¢ < k gilt:
u — 1.5Ax 9.16)

d. h. das Hindernis hat keinen Einfluss.
Fiir ¢ > k gilt:
u— Ax 9.17)

Die Kontaktbedingung wird nur vollstiindig erfiillt, wenn der Penalty-Parameter
gegen Unendlich strebt, was aus numerischen Griinden aber seine Grenzen findet.
Das bedeutet, dass es eine verbleibende Eindringung von

1.5k
g = (1 - Ttg) Ax (9.18)
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1,6
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1.4

1.3 =O=u/Delta_x
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1.1

1 o= o o o
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e/k

Abb. 9.7 relative Verschiebung iiber Penalty-Parameter

Abb. 9.8 Penalty-Steifigkeit 7%
| u
1 W:///Fkn

k 2

ﬂ‘—g‘»

gibt. Die Beziehung zwischen ¢ und u ist in Abb. 9.7 aufgetragen. Man sieht, dass von ¢
ungefihr gleich 100 an die Kontaktbedingung nahezu erfiillt ist, d. h. ein technisch hinrei-
chender Wert fiir den Penalty-Parameter kann endlich gew&hlt werden.

Wenn man bedenkt, dass g eine Linge ist, und den Term

leg2 9.19)
2
mit einer Federenergie vergleicht, sieht man, dass er formal gleich ist. Das heif3t, der Pen-
alty-Parameter ¢ kann als eine Federsteifigkeit (s. Abb. 9.8) interpretiert werden und wird
daher fortan mit k, bezeichnet, wobei n fiir die Normalenrichtung steht.
Die Kontaktkraft ist dann
Fe = kng (1) (9:20)
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Mit (9.2) und (9.12) wird daraus

F + knAx
Fo=ky(Ax —u) =k, | Ax — 9.21
v = (30— £) 021
kn k2
= k,Ax — F———A
Tkt k  kAke
k2 k
=|kn— —2— | Ax— —"—F
( k + kn) Tkt
ko (k + ky) — k2 kn
=—FF—FAx - —F
k + kn k + ky
knk kq
F. = Ax — F 9.22
kKtke o k+ky ©22)
Fiir k, > k geht die Kontaktkraft gegen den gewiinschten Wert aus (9.4).
9.4.3 Lagrange-Multiplikator-Methode
In der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren wird der Term
Ag (u) (9.23)

statt des Penalty-Terms zu der potenziellen Energie addiert. Die modifizierte Energie ist
dann

1
W = Eku2 —uF + Ag (u) — Min. (9.24)
wobei der Lagrange-Multiplikator A eine weitere Unbekannte darstellt.
Das Minimum wird erreicht, wenn
ow ag

—=ku—F+1=2=0
ou Ju (9.25)
/\B_W_ (u)=0
or SV
ku—F—-1=0
(9.26)

ANAx—u =20
Die zweite Gleichung, die Ableitung nach A, ergibt wieder die Kontaktbedingung und
damit
u = Ax 9.27)
Eingesetzt in die erste Gleichung:

A=kAx—F (9.28)
d.h. der Lagrange-Multiplikator ist die Kontaktkraft.
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9.4.4 Finite-Elemente-Testproblem

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen benutzen wir das 1d-(Fachwerk-)Stabelement aus
Abb. 9.9. Es hat den Elastizitdtsmodul E, die Querschnittsflache A und die Linge /.
Die Elementsteifigkeitsmatrix lautet:

EA —
K = 24 1 1
/ —1 1
und damit die inneren Krifte

pint — K Uj =E Uj — Ui
Uj [ U — Uj

Nun betrachten wir das System aus Abb. 9.10. Es zeigt eine anfingliche Uberlappung der
Grofie A.
Die Kontaktbedingung ergibt sich aus den verschobenen Knotenkoordinaten und lautet:

g=((x3+u3z)—(x24+uy) =20 (9.29)

Mit x, — x3 = A also
g=-uy+u3;—A>0 (9.30)

Ohne Kontakt lautet die Gesamtsteifigkeitsmatrix:

r EA EA 0 0 T
[ [
EA EA
R
_ 1 1
K= EA EA (9.31)
0 0 - ==
I, I
EA EA
0 0o - ==
L I I

Abb. 9.9 1d-Stabelement

Uy

Abb. 9.10 Testproblem iiber-
lappender Stabelemente 7 @

EA
«(— Q / L :%
©;
£ / ®\ = ""\Kontakt @ -
4 %AF definiert
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Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen reduziert sich das Gleichungssystem auf
EA

0
u 0
Ku = h EA [u2}=[0] 9.32)
0o == 3
I
Die Startwerte fiir die Verschiebungen sind null. Deshalb wird Kontakt festgestellt mit
gm)=-A<0 (9.33)

Im Folgenden werden die verschiedenen Methoden angewandt.

9.4.5 Testbeispiel: Direkte Einfiihrung der Nebenbedingung
in das Gleichungssystem (MPC)

Wenn Kontakt festgestellt wird, sind die Krifte an den Kontaktknoten nicht mehr null
wie in (9.32), sondern die Kontaktkrifte F., wobei deren Richtung so gewihlt ist, dass F;
negativ ist, wenn der Kontakt geschlossen ist (Abb. 9.11).
Im Sinne der FEM sind aber Krifte nur positiv, wenn sie in Richtung der positiven
Koordinate zeigen, am Knoten 3 also negativ.
EA 0
[ 1 Us _ F c
Y S B I
)
Der Gleichungsteil von (9.30) wird aktiv gesetzt und ergibt eine weitere Beziehung zwi-
schen u, und us:
Uy = U3 — A (935)
Die u,-Spalte der Matrix wird nun mit diesem Term multipliziert (9.36), was bedeutet,
die u,-Spalte multipliziert mit 1 wird zur u3-Spalte addiert, wihrend die u,-Spalte mul-
tipliziert mit —A auf die rechte Seite gebracht und damit zum Vektor der dufleren Krifte
hinzugefiigt wird.

EA 0 ~ ~
b Ea [ I I } (9.36)
0o — us3 —F.
12 - -
h 1 F.+A—
EA [ us | = h 9.37)
- - —F,
lz -
Abb. 9.11 Definition der F, neg. im Kontakt
Kontaktkrifte 7 @ @ pos. F,

CO_>

pos. FC<_ .
©, @
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Die zwei Gleichungen bleiben erforderlich, weil mit F; eine zusitzliche Unbekannte ein-
gefiigt wurde. Die zweite Gleichung ergibt die Kontaktkraft

EA
F.o=——20, (9.38)
I

Durch Addition der beiden Gleichungen von (9.37) erhilt man

TS | S A ‘
EA(l
EAG+L), -\ E4 (9.40)
L, I
us EALL b 9.41)

TCLEAL+L) T h+h
Setzt man das wiederum in (9.38) ein, lautet die Kontaktkraft

EAl EA
e Sy NS LY 9.42
Ll + 1) L+ ©42)

(9.41) eingesetzt in (9.35) ergibt die zweite Verschiebung

12 12 ) 12_11 _12
=8 (11 15 I+ (943)
I
- 9.44
12 I+ ©.44)

Fiir einen allgemeineren Algorithmus, der die symmetrische Struktur der Systemmatrix
erhilt, starten wir wieder bei der potenziellen Energie

1
W = EuTKu —u’t (9.45)

Fiir die Allgemeinheit wird der Verschiebungsvektor u aufgespalten in

e die Freiheitsgrade (a) die von der Kontaktbedingung nicht betroffen sind,
e diejenigen (c), die betroffen sind, aber im Gleichungssystem verbleiben, und
e diejenigen (b), die eliminiert werden.

Der Vektor ¢ bedeutet den konstanten Anteil, also —A in dem Beispiel. Die potenzielle
Energie lautet dann:

1 Kaa Kab Kac u, fa
W = 3 [ ul ul Wl ] K, K, K w |- [ u/ ul Wl ] f,
Kac Kbc ch U fc
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Mit der Kontaktbedingung
u =u.+c¢ (947)
erhilt man dann die Energie zu
1 Kaa Kab Kac u,
w :E[ ul (ul+c”) ol ] Koy Ky Kpe (u. +¢)
Kac Kbc ch U, (948)
fq
—[w @) Wl |t
f.

Ausmultipliziert:

1
W = 5 [uzKaaua + uZKab (llc + C) + uZK(tcuc

+ (0! + ") Kupu, + (0] + ) Kpp (ue + ¢) + (u! + ) Kpeu,
+ uZKacua + uZKbC (u. +c¢) + ufKCCuC] — uana — (uCT + cT) f, — uffc

(9.49)
Nach den verbleibenden Verschiebungen abgeleitet:
d
w
= du,
du d
w
Ju,
2Kuuua + Kuh (uc + C) + Kacuc + Kab (uc + C) + Kacuc
= E Kabua + Kacua + Kabua + 2I(bb (uc + C) + Kbc (Zuc + C) +
+Kucua + th (2uc + C) + 2chuc
— £, =0
f, +f.
(9.50)
Zusammengefasst:
1 2K qu, + 2Ky (uc + C) + 2K, u,
2 ZKabua + ZKacua + 2Kbb (uc + C) + ZKbc (zuc + C) + Zchuc

(9.51)
T
fh +fc
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Abb. 9.12 Knoten-zu-
Oberfliche-Element

Vorfaktor gekiirzt:
Kaaua + Kabuc + Kacuc + Kabc
Kabua + Kacua + Kbbuc + ZKbcuc + chuc Kbbc + Kbcc
fa
— =0
fb + fc
Konstante Terme auf die rechte Seite und verbleibende Unbekannte ausgeklammert:

K Kup + Kae U, _ f. _ K.pe
Kab + Kac Kbb + 2Kbc + ch U fb + fc Kbbc + Kbcc

(9.53)

(9.52)

Nach dieser Herleitung erkennt man, dass die folgenden Schritte zu diesem Ergebnis
fiihren:

Alg. 9.1 - direkte Einbringung fiir Knoten-zu-Knoten-Kontakt

1) addiere die b-Spalten zu den c-Spalten

2) subtrahiere die b-Spalten mal den Konstanten von der rechten Seite
3) addiere die b-Zeilen zu den c-Zeilen

Aus der b-Zeile wird spéter die Kontaktkraft bestimmt.

Gl. (9.48) gilt so nur fiir Knoten-zu-Knoten-Kontakt und wenn die Kontaktnormale
parallel zu einer globalen Achse ist.

Im Falle eines Knoten- oder Punkt-zu-Oberfliche-Kontaktes (Abb. 9.12) nimmt die
Nebenbedingung die Form einer Koppelgleichung an:

xok + ur = Ni (§) (xoi +up) + Nj (&) (xo; + u;) (9.54)
umgeordnet, sodass die rechte Seite nur konstante Terme enthélt:

ug — Ni (§)u; — Nj (o) u; = N;i (&) xoi + N; (&) Xo; — Xok (9.55)
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wobei & die Einheitskoordinate des Beriihrpunktes ist. Das heift, die sich aus der An-
fangskoordinate x, und Verschiebung u zusammensetzende aktuelle Koordinate des Slave-
Knotens wird aus den Masterknoten iiber den FE-Ansatz interpoliert.

Fiir die anderen Verschiebungskomponenten gilt Entsprechendes; im Dreidimensiona-
len gibt es zwei Einheitskoordinaten. Auch schon die Zerlegung der Kontaktnormale in
zwei oder drei Richtungen erfordert eine Erweiterung.

In diesen Fillen gibt es noch Wichtungsfaktoren, z. B. fiir eine b-Komponente:

up = Zaiuci +c (9.56)
i

Dann sind folgende Schritte erforderlich:

Alg. 9.2 - direkte Einbringung fiir Knoten-zu-Oberflache-Kontakt

1) addiere die b-Spalte, multipliziert mit dem jeweiligen a;, zu der jeweiligen
c-Spalte

2) subtrahiere die b-Spalte mal der Konstanten von der rechten Seite

3) addiere die b-Zeile, multipliziert mit dem jeweiligen a;, zu der jeweiligen c-Zeile

Im Testproblem
EA 0
Ku=| U EA [”2}=[0] (9.57)
0 I us 0
I

gibt es keine Freiheitsgrade, die mit dem Index a versehen werden miissten. Die Kontakt-
bedingung lautet:

w, = us —A (9.58)
N—— N—— N——
Uup U Cc

Schritt 1) addiere die b-Spalten zu den c-Spalten

EA
K=| n (9.59)
EA ’
I
Schritt 2) subtrahiere die b-Spalten mal den Konstanten von der rechten Seite
EA
0—(-A)—
f= (=4) [y (9.60)

0
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Schritt 3) addiere die b-Zeilen zu den c-Zeilen

[E—A+E—AM ]—[E—AA} 9.61)
TR | S R '

Das ist das Gleiche wie (9.39) und fiihrt zu (9.41)

I
Uy = A—>—
’ (L+1)
und iiber die Kontaktbedingung zu (9.44)
Al
Uy = —
ECERR)
Eingesetzt in (9.57) ergibt sich
/ EA
E 0 —A—! —
ll 11+12 — ll+12 (962)
EA I, EA :
0 - A A
B L+ 1 L+

d. h. die rechte Seite dndert sich um die Kontaktkraft.

Die Methode der direkten Einfithrung der Nebenbedingungen hat wie alle Koppel-
gleichungen Einfluss auf den Gleichungsloser. Das Verfahren kann so gut sein, wie der
Loser solche Kopplungen handhaben kann. Weitere Restriktionen werden in Abschn. 10.6
angesprochen.

Diese Methode ist auch als Multi-Point Constraint (MPC) bekannt.

9.4.6 Testbeispiel: Penalty-Verfahren

Ein Federelement mit der Beziehung

Fnt — —kng —k _—(—uz-l-us—A) —k Up—s | _p —A
kng n_ (—uz +u3 — A) | —us us ! A

oy | b7 w2 || A (9.64)
11w A

wird dem FE-Modell hinzugefiigt.
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Das gesamte Gleichungssystem lautet dann:
A
T + kn —ky U, _ —k,A 965
EA = kA (.65
_kn l_ + kn us n
2

Wird im GauB3-Algorithmus die erste Gleichung mit k,, die zweite mit b;—lA + k, multipli-
ziert, fiihrt das auf

EA EA T EA
—— k)| tkn) kg |us =—kiA+ ko (= +kn ) A (9.66)
12 l] i ll
EAEA EA EA T EA
=t [+ == kK2 =k | us = —kPA + ko —— A+ K2A (9.67)
12 ll 12 ll i ll
I, (EAN> (I EA | EA
TEE) (2 1) 28k, fus = k=2 A (9.68)
lz ll lz 11 ll

Vorausgesetzt, dass die Kontaktsteifigkeit zu
kn =o— (9.69)

gesetzt wird, wobei a > 1, lautet (9.68):
I, (EA\* (1 EA\’ EA\?
EE) (L2 41)o(=2) |us=a=2) A (9.70)
12 ll 12 ll ll

. EAY? .
Geteilt durch T und aufgeldst nach us:
1

o o

Uz = = 9.71)
3 % I %a Ta 11+11;Z+1204
O(Zz
=—— A 9.72
1 L+ hLha+ha ©.72)
Fiir a > 1 ergibt dies
I
Uy = 9.73
S R (9.73)
wie in (9.41). Durch Addition der beiden Zeilen von (9.65) ergibt sich
EA EA
—uy+ —u3 =0 9.74)
A 2
l
Uy = ——Us (9.75)
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Nach Einsetzen von (9.72):

o (9.76)
Uy = ————— .
T aly +al
Fiir a > 1 geht dies gegen
-1
Uy = 9.77
2= 9.77)
Der verbleibende Spalt bzw. die negative Eindringung ist gemaf (9.30)
S B NI N (9.78)
g_11+0611+0612 L+ ol +al, ’
a(l + 1) :|
=|—————-1|A 9.79
g [zl+a(zl+zz) ©7

und geht gegen O fiir o > 1.
Die Kontaktkraft ist

EA|: a(ly + 1) 1:|A E[a(ll+lz)_ll_a(ll+lz):|A

FC = kn = —_— — =
T i talh+h) *T L+al +h)
EA _
=¢— | ——F— | A 9.80
* I |:11+0l(11+12):| ©-80)
—aEA

Fr=—"79©2-“-—— 9.81
11 +Ol(ll +lz) ( )

was fiir @ > 1 den gewiinschten Wert aus (9.42) annimmt.

»  In der Penalty-Methode wird die Kontaktbedingung durch ein Federelement
eingefiihrt. Der Gleichungsldser muss nicht modifiziert werden.

9.4.7 Testbeispiel: Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren
Der Term
Wt =ig ) =A(—us +uz — A) (9.82)

wird zu der potenziellen Energie addiert, d. h. die Ableitungen nach den Unbekannten,

oWt oWt oWl
=—A,—=A,W=—M2+u3—A (983)

8142 8M3

miissen zum Gleichungssystem hinzugefiigt werden.

EA
T 0 —1 Uy 0
2 by A
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»  Die Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren vergroBRert das Gesamtglei-
chungssystem und erzeugt Nullen auf der Hauptdiagonalen, d. h. die Matrix ist
nicht mehr positiv definit. Man bendétigt dazu einen geeigneten Loser.

Addieren der ersten Zeile zur zweiten fiihrt auf

EA EA ",

= == 0 0

L0 ws | = [ } (9.85)
-1 1 o0 ||, A

Multiplizieren der zweiten Gleichung mit %A und dann Addieren zur ersten fiihrt auf

EA EA 2 EA
0 + 22 0 || ws | 2| 22a (9.86)
12 11 A Zl

Dieser Term kann durch EA geteilt und nach u; aufgelost werden:

1 1
TN L
1 1 1l2
S R A T Y ©87)
Lo Liy
L (9.88)
Uz = .
’ L+
Das Ergebnis entspricht dem erwarteten. Die zweite Zeile von (9.84) lautet:
EA
I—U3 + A=0
2
5= EAu _ EA A= EA ©-89)
T b T hb+h h+h

sodass man daraus die Kontaktkraft wie in (9.42) erhilt.

9.4.8 Perturbed-Lagrange-Methode

Der Zweck der Perturbed-Lagrange-Methode ist, Null-Hauptdiagonalelemente zu ver-
meiden, die aus der reinen Lagrange-Methode resultieren. Ein weiterer Term wird zur
potenziellen Energie addiert, zusammen also

1

22 9.90
0 (9.90)

1
WPL=WL+WP=)Lg(u)—§
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WP kann als Komplementirenergie der Kontaktkrifte A in einem Penalty-Verfahren in-
terpretiert werden. Aus A = k,g folgt ¢ = A/k,. Eingesetzt in die Penalty-(Feder-)
Energie WP = 1/2 k,g?, ergibt sich WP = 1/2 A2/ k,. Der Abzug dieses Terms macht
die Kontaktbedingung weicher.

Die Ableitungen lauten:

owr A WP

-, =0 9.91
A kn du ©91)
Fiir das Testproblem heif3t das:
oW oW PL WPt A
bitz bus R P
und fiihrt auf das Gleichungssystem
EA
— 0 -1
1 EA Uy 0
0 e 1 u; | =10 (9.93)
’ p A
-1 | —

Dieses unterscheidet sich von demjenigen im Lagrange- Verfahren dadurch, dass nun keine
Null mehr auf der Hauptdiagonalen steht (deshalb hier fett hervorgehoben, keine Matrix).

Addieren der ersten Gleichung zu der mit T multiplizierten dritten fiihrt auf
1

EA
O l_ 1 M2 0
2 _
. EA EA | U3 = EAA (9.94)
T A h

A
Multiplizieren der ersten Gleichung mit + 1 und Addieren zur dritten ergibt

ntl
EA [ EA EA 2 EA
0o =2 +1)+=2 o || ws | =] 22A (9.95)
12 knll ll 2 ll

woraus u3 bestimmt werden kann.
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E A kann gekiirzt bzw. mit Hilfe von (9.69) eliminiert werden:

EA 1
78 LA 1
_ 1 _ 1 _
3T FEAEA EA 1 /1 1= 1 A 0.96)
== +1)+==  —(=-+1)+— L{=+1)+0h
12 knll ll 12 o ll i o
! L,
I
U= — 2 A (9.97)

1
ll(—+l)+lz
(04

Fiir « — oo ergibt das die exakte Losung. Nach Einsetzen in die erste Zeile von (9.94)
lautet die Kontaktkraft:

EA EA
iy (9.98)

l 1
? I (— + 1) +1
o
Wiederum scheint o ~ 100, d.h. die Penalty-Steifigkeit ist 100 mal so grof} wie die
Steifigkeit der angrenzenden Teile, ein geeigneter Wert zu sein. Aus der ersten Zeile von
(9.93) erhilt man
EA

=2 (9.99)
Ly
Ly

Uy = —— A (9.100)
I (— + 1) +h
o

Dann ist der Spalt, die negative Eindringung

I +1 I +1
g=—uptus—A=— T A a0 A 90

1 1
ll(--i-l)—l—lz 11(—+1)+lz
o o

Fir o« — oo ist die Kontaktbedingung exakt erfiillt, fiir « — O geht die Kontaktkraft
gegen Null und die negative Eindringung gegen —A. Zumindest in diesem Beispiel ist ein
Vorteil gegeniiber dem Penalty-Verfahren nicht erkennbar.

Nebenbemerkung:

Das Lagrange-Verfahren wird auch eingesetzt, um bei hyperelastischem Material die In-
kompressibilititsbedingung zu erfiillen. Wenn eine volumetrische Nachgiebigkeit zuge-
lassen wird, geht das Verfahren in die Perturbed-Lagrange-Methode iiber.
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9.4.9 Augmented-Lagrange-Verfahren

Das Augmented-Lagrange-Verfahren ist eine Kombination aus Penalty- und Lagrange-
Multiplikator-Verfahren. Der Term, der zur potenziellen Energie addiert wird, ist daher

1
WAL = Ag (u) + Ekng2 (u) (9.102)
Die Ableitungen lauten:
WAL 0g 0g oW AL
=A==+ kg== d = 9.103
R T T A G109
Fiir das Testproblem heif3t das:
ag [ 1
5 9.104
du 1 ] ¢ )
owAL [ — (- —
R A I (9.105)
du A Uy +uz— A
[k —ky 1 ] 12 [ N }
= u3 —
_kn kn 1 knA
- A
owAL 12
=110 ] T —A (9.106)

Hinzufiigen dieser Terme zum Gleichungssystem ergibt:

EA
7 T N koA
L T wy | =| kA (9.107)
L A A
-1 1 0
Es wird im Gauf3-Algorithmus gelost:
EA B4 [w] 1,
0 I, uy | = :| (9.108)
-1 1 0 5 | A
EA EA "2  EA
S+ E 00 || w =] ——A (9.109)
1 2 3 2
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EA EA EA
— 4+ — Jup =—-—A (9.110)
I I I
EA(L+1 EA
EAb+l) ~_ EA, 9.111)
Ll I
h
Uy = — 9.112
2 L+ ( )
wie zuvor.
Riickwirtseinsetzen ergibt:
—Uy+uz; = A
/ / (9.113)
us = A 1 2

— A= A
L+1Dh L+0Dh

Aus der ersten Gleichung folgt nun:

(? + kn) Uy — knu3 —A= —knA (9114)
1
EA 11 12
— — +k, A—k, A—A=—k,A 9.115
(11 )11+12 L +1, ( )
EA 11 12
A=— A—k, A—ky——A+ kA 9.116
L+ L+ L+ ( )
EA
A=— A 9.117
L+ ¢ )

Hier ist die Losung vollstindig unabhiingig von der Penalty-Steifigkeit. Ein Vorteil gegen-
tiber dem reinen Lagrange-Verfahren ist nicht erkennbar. Im Zusammenhang mit Konver-
genzbetrachtungen gibt es diesen aber.

Eine spezielle Form der Kombination aus Penalty- und Lagrange-Verfahren stellt der
Uzawa-Algorithmus dar. Dabei wird

e zunichst eine Kontaktkraft nach dem Penalty-Verfahren bestimmt.

e Diese wird als Startwert A, fiir den Lagrange-Multiplikator gespeichert.

e Ist danach die Eindringung noch grofer als eine gewisse Toleranz, wird eine zusétzli-
che Kontaktkraft berechnet.
Die kombinierte Lagrange- und Penalty-Energie lautet in Anlehnung an (9.102):

1
W = Aig (u) + Skag” (w) (9.118)

Allerdings wird A; nicht als Unbekannte, sondern nur als Speicher behandelt. Es wird also
nur nach u abgeleitet:
d

d 0 d
W = 4 kgl = (L +hag) 5o 9.119)
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im Beispiel:

a -1
A + kng) ﬁ = (A + Ky (s + 13 — A)) [ | } (9.120)
Dies verindert das Gleichungssystem (9.65) auf
7tk h 0, A — koA
EA = (9.121)
—kn —— +ka U3 i Ai tknA

I

Dieser Vorgang kann wiederholt werden, bis die Eindringung klein genug ist.

Der Vorteil ist, dass eine kleinere Penalty-Steifigkeit gew@hlt und doch die Eindringung
hinreichend beschrinkt werden kann, was zur Konvergenzverbesserung beitragen kann.
Allerdings ist hier erhohter Rechenaufwand zu treiben. Das rentiert sich nur, wenn dieses
Verfahren nur auf einen Teil der Kontaktpunkte angewandt werden muss, weil fiir die
tibrigen die Eindringung bereits allein mit der Penalty-Steifigkeit klein genug wurde.
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Einige spezielle Aspekte werden hier am Beispiel der Penalty-Methode gezeigt, aber bei
den anderen Verfahren treten dhnliche Effekte und Probleme auf.

10.1 Knoten-zu-Oberflaiche-Kontakt

Im Knoten-zu-Oberfliche-Kontakt kann Knoten k (Abb. 10.1) das Master-Segment an ei-
ner beliebigen Stelle beriihren. Wird eine Eindringung festgestellt, wird durch eine der
oben beschriebenen Methoden eine Kontaktkraft berechnet und die Eindringung reduziert
oder beseitigt. Die Eindringung wird entlang der Normalen (Details s. Abschn. 11.2.1) ge-
messen. Auf den Slave-Knoten wird die Kontaktkraft direkt aufgebracht, auf der Master-
Seite wird die Kraft auf die Knoten des Segmentes verteilt, sodass die Knotenkrifte der
Kontaktkraft im Sinne der potenziellen Energie dquivalent sind, wie das bei verteilten
Belastungen iiblich ist.
Die potenzielle Energie eines Knotenlastvektors £ ist

Wege = —07 £ (10.1)

Knoten k&

N

Knoten i

Oberfldchen-
segment

“\._ Oberfliche 2 k

Knoten j

Oberfliache 1
Abb. 10.1 Knoten-zu-Oberfliche-Element
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Die Energie einer Kontaktkraft
Fex
Fo=| F, (102)
FCZ

an einer beliebigen Stelle (£, ) im Segment ist

FCX
Weo==[ weEn wn wen || Ry [=-v"EnE (103
FCZ
Mit dem FE-Ansatz fiir die Verschiebungen
u’ (&) =a"N" (5,1 (104)
ergibt das
Wexe = —0' N (£, 1) F. (10.5)

Dies muss der potenziellen Energie des Knotenlastvektors (10.1) dquivalent sein:
—alf*t = —a’'N7 (¢, ) F. (10.6)

= £ = NT (¢, ) F, (10.7)

Beispiel
Fiir ein lineares Linienclement lauten die Ansatzfunktionen im Bereich —1 < & < 1:

N(E)=[ %(1—5) %(1+g) } (10.8)

Fiir eine Kraft F; bei & = 0,5, d.h. bei drei Vierteln der Léinge, werden die Knoten-
krifte

F, (10.9)

BlW A=

Knoten-zu-Oberfliche-Kontakt ist geeignet fiir lineare Ansatzfunktionen. Eine gleich-
mifBige Eindringung soll aber zu gleichmifigem Kontaktdruck fiihren. Bei Mittenknoten-
Elementen und noch hoheren Ansitzen erfordert das aber eine bestimmte Verteilung der
dquivalenten Knotenkrifte (ebenfalls begriindet durch die Gleichheit der potenziellen
Energie), z. B. fiir die Linie mit quadratischen Ansatzfunktionen wie in Abb. 10.2.
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| | L
e o e e e A

|
I~
1 2

41 2 T, 2 t1
6 3 3 3 6 P!

Abb.10.2 Gewiinschte Knotenkraftverteilung fiir gleichmifigen Kontaktdruck bei Linienelemen-
ten mit Mittenknoten

Abb.10.3 Gewiinschte Knotenkraftverteilung fiir gleichmifigen Kontaktdruck bei Viereckelemen-
ten mit Mittenknoten

Um diese Anforderungen zu erfiillen, wiren bei Knotenkontakt unterschiedliche Stei-
figkeiten fiir Eck- und Mittenknoten notwendig. Dies ist schwer zu handhaben, insbe-
sondere, wenn man bedenkt, dass die Methode auch funktionieren muss, wenn sich nur
ein Teil der Knoten im Kontakt befindet. Fiir Fldchen in 3d wiren gar negative Eckkréf-
te erforderlich (Abb. 10.3), um einen gleichmifBigen Druck wiederzugeben. Das wiirde
negative Steifigkeiten erfordern, die aber fiir den allgemeinen Fall keinen Sinn ergében.

Das bedeutet, Knoten-zu-Oberfliche-Kontakt ist fiir Mittenknotenelemente nicht ge-
eignet. Damit wiren Tetraeder, die leicht automatisch erzeugbar, aber bei linearen Ansit-
zen viel zu steif sind, von Kontaktberechnungen ausgeschlossen.

10.2 Punkt-zu-Oberflache-Kontakt
10.2.1 Integrationspunkt-Kontakt
Nicht nur Knoten, sondern auch andere Punkte auf der Slave-Oberfliche konnen be-

nutzt werden, um Eindringungen zu kontrollieren und Kontaktkriéfte anzubringen. Wenn
Integrationspunkte fiir eine numerische Integration, z. B. Gauflpunkte, benutzt werden
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Kontaktpunkt

Knoten i Oberfliache 2

Knoten

Oberflichen- Knoten j

segment

Oberflidche 1

Abb.10.4 Punkt-zu-Oberfliche-Kontakt

Kontaktpunkt

++
++)
++]

I ++

+ Integrationspunkt
O Knoten

+4[++
+4|++

Knoten j

Abb.10.5 Verschobene Kontaktpunkte (a), zur Anzahl von Knoten und Integrationspunkten (b)

(Abb. 10.4), konnen an Stelle von Kriften Spannungen aus der Eindringung berechnet
und dann numerisch iiber die Flidche integriert werden, um Knotenkréfte zu erhalten. Da-
mit ergibt eine gleichmiBige Eindringung bei gleicher Steifigkeit an allen Punkten direkt,
wie erforderlich, eine gleichméfige Kontaktdruckverteilung und die dazu passenden Kon-
tenkrifte.

Die Hauptvorteile sind:

e Dieses Konzept ist fiir Mittenknotenelemente und beliebige Ansatzordnungen geeignet.

e Der Kontaktpunkt kann von der Finite-Element-Oberfliche in Normalenrichtung ver-
schoben werden (Abb. 10.5a), um eine festgelegte Distanz bei geschlossenem Kontakt
zu erhalten oder um Mingel der Kontaktgeometriebeschreibung durch die Diskretisie-
rung auszugleichen.

e Es gibt mehr Kontaktfeststellungspunkte, das bedeutet eine feinere Auflosung der Kon-
taktoberflidche.
Auf den ersten Blick gehoren zu einem Segment genauso viele Knoten wie Integrati-
onspunkte, letztere sind aber, weil sie im Innern liegen, nur einem Segment zugeordnet,
wihrend die Knoten zu mehreren gehoren (Abb. 10.5b).

Knotenkrifte aus verteilten Kontaktspannungen p. werden berechnet als

f. = [NT (€.1) pedA (10.10)
(4)
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wobei man der gleichen Idee folgt, die auch zu (10.7) fiihrte. Wenn Integrationspunkte
fiir die Kontaktfeststellung genutzt werden, konnen die Kontaktspannungen numerisch
aufintegriert werden:

nlp

f - Z wl[’ Elps r)t[)) pctp detJ (St[n ntp) (101 1)
ip=1
wobei
ip den aktuellen Integrationspunkt

nij,  die Anzahl der Integrationspunkte

w;, den Wichtungsfaktor der numerischen Integration

Deip  den Kontaktdruck am aktuellen Integrationspunkt

detJ die Jacobi-Determinante, die den Zusammenhang zwischen der Elementgréfe und
-form und dem Einheitsquadrat herstellt,

bedeutet. Dies gilt fiir die Contact- oder Slave-Seite. Die Target- oder Master-Seite wird
wie beim Knotenkontakt gemif3 (10.7) behandelt, wobei die Kontaktkraft F, durch den
Beitrag eines Integrationspunktes zum Integral {iber die Fliche,

Feip = wip peip det J (§ip. i) (10.12)

ersetzt wird. Durch Einsetzen in (10.7) erhilt man als Beitrag eines Integrationspunktes
zu den Master-Knotenkriften

master T master _ master sldve slave slave  slave
fe Nmas[er(cp Mep ) pap detJ (£5¢, 1) (10.13)

wobei Ei\ga“er, nlc\g“‘er die Einheitskoordinaten des Kontaktpunktes auf der Master-Ober-
flache bedeuten. Deren Bestimmung wird in Abschn. 11.2 behandelt.

Beispiel: ein GauBpunkt im Kontakt
Fiir ein dreiknotiges Liniensegment lauten die quadratischen Ansatzfunktionen:

N=[ (h+d8) (1-8) (e+de) ] c1sEst a0

Die GauBpunktkoordinaten sind £gp = =+/3/3, die Wichtungsfaktoren in beiden
Fillen 1.

Ein bilineares 4-Knoten-Element (oben in Abb. 10.6) wird so positioniert, dass
der Kontakt-GauB3punkt genau iiber dem Mittenknoten eines quadratischen 8-Knoten-
(Serendipity-)Elementes liegt. Die oberen Knoten des oberen Elementes werden nach
unten verschoben. Der zweite Gaulpunkt kommt dabei nicht in Kontakt.



284 10 Aspekte der Kontaktmodellierung

O
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Abb. 10.6 Kontakt-Integrationspunkt iiber Mittenknoten: iiberhohte Verschiebung und Knoten-
krifte

Die Stelle, an der der Kontaktpunkt die untere Flidche, die Masterfliche, beriihrt,
hat die Koordinaten ™" = 0. In Abb. 10.6 sind die Knotenkrifte des quadratischen
Elementes durch Ellipsen markiert. Da Ny = N3 = 0 und N, = 1 werden, zeigt nur
der Mittenknoten eine Kontaktkraft. Die Knotenkréfte am linearen Element sind durch
Rechtecke markiert. Sie sind in Abhéngigkeit vom Abstand des Kontaktpunktes von
den Knoten verteilt. Gemaf (10.7) und (10.8) bedeutet das:

- V3
Nfin (_T - [ 0.7887 0,2113] (10.15)

Die Krifte sind in dem durch N; und N, gegebenen Verhiltnis verteilt. Sie ergeben sich
in diesem Beispiel zu 2,6144 und 0,7005; die Kraft am Mittenknoten des quadratischen
Elementes ist die Summe, 3,3150. In Abb. 10.6 sind statt der Kontaktkrifte die inneren
Knotenkrifte gezeigt, die entgegengesetzt gerichtet sind.

Beispiel: gegeniiberliegende Segmente

Im zweiten Beispiel (Abb. 10.7) sind die beiden verschiedenartigen Elemente einan-
der direkt gegeniiber angeordnet. Nun liegen die Kontaktpunkte fiir beide Seiten bei
Egp = =+/3/3. Fiir das lineare Element sind die Kontaktkrifte gleich und betra-
gen 2,4390, in Summe also 4,8780. Die quadratischen Ansatzfunktionen ergeben am
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L J

l l

Abb. 10.7 Kontaktkrifte zweier gegeniiberliegender 2- und 3-Knoten-Segmente

linken Kontaktpunkt
N — [ 04553 0.6667 —0.1220 ] (10.16)

In diesem Fall betrigt die Jacobi-Determinate //2, mit / = 2 also detJ = 1. Der
Beitrag des linken Kontaktpunktes zu den Knotenkriften ist demnach

(3 = [ 04553 0.6667 —0,1220 | 24390 = 11105 1,626 —02976 |

(10.17)
Der Beitrag des rechten Kontaktpunktes ist analog
r =] 02976 1626 1.1105 ] (10.18)
die Summe dementsprechend
r =] 08129 3252 08129 | (10.19)

was 1/6,2/3 und 1/6 der Gesamtkraft ist.

Mit Bedacht muss die Zahl der Integrationspunkte gewéhlt werden. Fiir die Integration

eines linearen Spannungsverlaufes iiber eine quadratische Seite geniigen ngp = 2 =

2
% = 2 GauBpunkte. Damit ist aber der in Abb. 10.8 gezeigte Mechanismus moglich.
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1 ® node !

B contact point

Abb. 10.8 Lagerung einer dreiknotigen Oberfliche auf zwei Kontaktpunkten

I —
T

Abb. 10.9 Kontakt mit quadratischen Elementen fiir Gummi und zwei Kontaktpunkten je Oberfld-
che, wahre Skalierung

Gewohnlich ist dieser Effekt wegen der Schubsteifigkeit der beteiligten Korper klein.
Im Falle inkompressibler Materialien wie Gummi, umschlossen von steiferen Bereichen,
ist das Volumen mehr oder weniger unverdnderlich. So liegt eine groBe Steifigkeit gegen
einen flachigen Druck vor, die sehr viel grofer ist als die Schubsteifigkeit, die gegen lo-
kale Verformungen wirkt. Dadurch kann der geschilderte Effekt deutlich zu Tage treten.
Abb. 10.9 in der wahren Skalierung und Abb. 10.10 dreifach tiberhoht zeigen die Kontur
einer Kontaktoberfliche mit je zwei Gaullpunkten, wobei die linke Elementspalte iiber-
steht und die drei rechten aufliegen.

Die Eindringung der Slave-Seite in das Master-Segment, einmal extrapoliert aus den
Eindringungen der Kontaktpunkte, einmal ermittelt aus den Knotenverschiebungen, zeigt
Abb. 10.11. Einer der Knoten zeigt eine Offnung, obwohl die ganze Oberfliche sich in
Kontakt befindet.

Die Losung wiren drei Integrationspunkte.

10.2.2 Knoten als Integrationspunkte

ANSYS bietet optional die Verwendung von Knoten anstelle von GauSpunkten zur Kon-
taktfeststellung an. Das heiflt nun aber nicht, dass das ein Schritt zuriick zum Knoten-zu-
Oberfliche-Kontakt ist. Vielmehr wird eine Integrationsregel mit dquidistanten Stiitzstel-
len, die gerade mit den Knoten zusammenfallen, verwendet. Dies kann die Trapez-, die
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Abb. 10.10 Kontakt mit quadratischen Elementen fiir Gummi, dreifach iiberhht

3 Knoten, 2 Kontaktpunkte

0,04
0,00 ,;\ A === Penetr., extrap.
=== \laster
m— Slave
-0,04 5 O  Knotenversch.
-0,08 T T T T T
-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5

Abb.10.11 Eindringung in ein Mastersegment, ermittelt aus den Integrationspunkten und den Kno-
tenverschiebungen

o x { l&” L1

Abb.10.12 Krifte an Kontaktknoten, die nicht in Kontakt sind, hervorgerufen durch eine numeri-
sche Integration mit Knoten als Stiitzstellen.
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Simpson- oder allgemeiner eine Newton-Cotes-Regel sein. Die Wichtungsfaktoren fiir die
Simpson-Regel sind 1/6, 4/6 und 1/6 und damit geeignet, unter Verwendung von (10.11)
die gewiinschten Knotenkrifte bei gleichméfBigem Kontaktdruck zu erzeugen.

In Abb. 10.12 wird ein 20-Knoten-Element so verschoben, dass die Knoten einer Kan-
te, die hier als Kontaktpunkte gew#hlt worden sind, von der Master-Fldche rutschen. Eine
Eindringung aufgrund der fehlenden Unterstiitzung ist sichtbar. Obwohl diese Knoten
nicht in Kontakt sind, bekommen sie Knotenkrifte aus der Anwendung der Integrations-
regel auf die an den restlichen (Kontakt-)Knoten berechneten Spannungen.

10.3 Mortar-Kontakt
10.3.1 Der Kontakt-Patch-Test

Ein gewohnlicher Patch-Test soll zeigen, wie gut ein Patch aus verzerrten Elementen eine
homogene Dehnungsverteilung abbildet, wenn die Knotenverschiebungen das indizieren.
Das System fiir einen Kontakt-Patch-Test zeigt Abb. 10.13. Da die ganze obere Fldche
mit einem gleichméBigen Druck p belastet ist, wird erwartet, dass sich in allen Teilen eine
gleichmifige Spannung von oy = — p einstellt.

Dies wird nun mit verschiedenen Kontakttypen mit dem in Abb. 10.14 erkennbaren
Netz getestet. Der Parameter x-loc, der in den folgenden Tabellen vorkommt, wird eben-
falls gezeigt. x-loc = 30 bedeutet, dass die beiden Elemente des oberen Korpers die
gleiche Grofle haben. Tab. 10.1 zeigt die Ergebnisse, die mit Node-to-Surface- und mit
GauBpunkt-Kontakt erzielt werden. Nur bei x-loc = 30 sind Minimum und Maximum der
Vertikalspannung gleich, d. h. liegt ein homogener Spannungszustand vor. Bei anderen
Aufteilungen gibt es Abweichung von bis zu —6/4-7 % vom erwarteten Wert.

10.3.2 Projektionsmethode

Der Grund fiir den Mangel der oben beschriebenen Kontaktformulierungen ist, dass die
Kontaktfeststellungspunkte nicht gut oder nicht gleichmifig genug auf dem Master-Seg-

ALTAATTRARTIITS »

P N RTRIS »

Abb.10.13 System fiir den Kontakt-Patch-Test
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Time: 1
21.04.2014 15:25

-96,944 Max
-97,658
-98,371
-99,085
-99,798
-100,51
-101,23
-101,94
-102,65
-103,37 Min

TN EEN

Abb. 10.14 Spannungsverteilung im Kontakt-Patch-Test mit Integrationspunkt-Kontakt (x-loc =
35)

Tab.10.1 Node-to-Surface- und Integrationspunkt-Kontakt im Patch-Test

T el e e
MPa MPa MPa MPa

30 -100 -100 -100 -100

35 -104,9 -93,749 -103,37 -96,944

40 -105,73 -92,897 -104,35 -96,037

45 -103,7 -97,607 -104,23 -95,906

50 -102,45 97,28 -103,71 -96,667
Eckknoten

e
Projektion T ) 1
/ Master
wna%_

Integrationspunkte rJ
e — °

Abb. 10.15 Projektion, Mortar-Bereiche und ihre Integration
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ARMCVC
B: projection method 'lF-'l--‘- J1J
Normal Stress 2
Type: Normal Stress(Y Axis)
Unit: MPa
Globales Koordinatensystem
Time: 1
21.04.2014 15:34

l -100 Max
-100 Min

Abb.10.16 Projektions-basiertes Ergebnis des Kontakt-Patch-Tests

ment platziert sind. Das kann dadurch iiberwunden werden, dass Master- und Slave-
Oberfldche in einander entsprechende Sektionen aufgeteilt werden. Deren Rinder werden
dadurch bestimmt, dass die Eckknoten der Segmente auf die gegeniiber liegende Seite
projiziert werden (Abb. 10.15). Eine Seite — zur Vereinfachung wird die Slave-Seite ange-
nommen — bestimmt die Normalen fiir diese Projektion. Wiirde man die Slave-Normale
fiir die Knoten der Slave-Seite und die Master-Normale fiir die Knoten der Master-Seite
verwenden, konnten diese sich kreuzen und so zu uneindeutigen oder nicht verwertbaren
Resultaten fiihren.

Die von den Eckknoten ausgehenden Normalen schneiden Master- und Slave-Segmente
in Stiicke, sodass ,,Mortar!“-(Mortel)-Bereiche entstehen. Diese kénnen nun wie im Inte-
grationspunkt-Kontakt behandelt werden. Allerdings sind diese Integrationspunkte weder
fiir die Slave- noch die Masterseite Gaullpunkte, sodass die Umrechnung der dort ermit-
telten Kontaktspannungen in Knotenkréfte so vorgenommen werden muss, wie in (10.13)
fiir die Master-Seite beschrieben. Deshalb betrifft die Unterscheidung zwischen Master
und Slave in diesem Verfahren nur die Projektion.

Das Ergebnis des projektionsbasierten Kontakts stellt Abb. 10.16 dar, wihrend
Tab. 10.2 den Vergleich mit dem Gaufpunkt-Kontakt zeigt. Durch die Projektion wird der
Patch-Test erfiillt.

In 3d sind die Projektion und ihr Ergebnis eine groflere Herausforderung. Abb. 10.17
zeigt nur eine der moglichen Situationen: Der Uberlappungsbereich von zwei Segmen-
ten, eines von der Slave-, eines von der Master-Seite hat hier acht Ecken, die iibliche

! Dies ist nur eine Erklirung fiir den Begriff ,,Mortar*, die z. B. in [16] gegeben wird. Eine andere
konnte die Vorstellung von einer zusétzlichen (virtuellen) ,,Mortar“-Ebene sein, auf die projiziert
wird. Der Autor mochte nicht Artikeln folgen, die zwischen ,Mortar“- und ,,Non-Mortar“-Seiten
anstelle von Master und Slave unterscheiden, weil das die Eigenschaften der Mortar-Methode nicht
geniigend genau charakterisiert.
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Tab.10.2 Vergleich der Ergebnisse des Kontakt-Patch-Tests zwischen dem Gaufipunkt- und dem
projektionsbasierten Kontakt

ke = P2- = P3- - P6 - - PS -
T | sigma_min_Gauss sigma_max_Gauss sSigma_max_proj sigma_min_proj
MPa MPa MPa MPa
30 -100 -100 -100 -100
s -103,37 -96,944 -100 -100
40 -104,35 -96,037 -100 -100
45 -104,23 -95,906 -100 -100
50 -103,71 -96,667 | -100 -100

prl i

- \ Uberlappungszone
mit Nachbarelement

[

Uberlappungszone \ -
von zwei Elementen _ - = ™\~
\

-
\
\

\
~
“~ :& fiir die Integration benutztes Dreieck

Abb.10.17 Uberlappung eines Master- und eines Slave-Segmentes und ihre Triangulierung

numerische Integration ist aber nur fiir Drei- und Vierecke definiert. Deshalb muss die
Uberlappungszone in geeignete Unterregionen unterteilt werden; Dreiecke sind dabei am
allgemeinsten.

10.4 Auswahl von Master- und Slave-Seite

Die Master-Seite liefert Informationen iiber die Oberflichengeometrie. Diese ist kontinu-
ierlich. Die Slave-Seite liefert nur Informationen iiber die Lage einzelner Punkte. Bei der
Festlegung ist zu verhindern, dass es zu nicht feststellbaren Eindringungen kommt. Als
Regeln mogen gelten:
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1. Die grober vernetzte Seite wird Master (sonst s. Abb. 10.18).

2. Die iiberstehende Fliache wird Master (Abb. 10.19)

3. Die konkave, schwiécher gekriimmte oder ebene Fliache wird Master

(sonst s. Abb. 10.20).

4. Die Fliche mit hoherer Ansatzordnung fiir die Geometrie wird Master (Abb. 10.21).
5. Die Flidche mit dem darunter liegenden steiferen Material wird Master.

Abb. 10.18 Fehlerhafte
Master-Slave-Zuordnung bei
ungleicher Vernetzung

Abb.10.19 Richtige und
fehlerhafte Master-Slave-
Zuordnung bei iiberstehender
Flidche

Abb.10.20 Fehlerhafte
Master-Slave-Zuordnung bei
plan-konvexem Kontakt

\

U =

Slave-Fliche

‘\%\
L Master-Fliche

Segmente beriihren keinen Kontaktknoten

Master—___|

verschobene Master-Fliche

Slave-Knoten und -Oberfldche

hoherer Ordnung: Master

Abb. 10.21 Kontakt mit Elementen héherer Ansatzordnung

T 1T

Ecke wird nicht gestiitzt

vorstehende konvexe
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Knoten aufgehalten

hoherer Ordnung: Slave
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Bei Integrationspunkt-Kontakt verliert ein Teil der Regeln wegen der erhohten Zahl
von Feststellungspunkten an Bedeutung. Bei Regel 3) kommt hinzu, dass ein Eindringen
eines einzelnen Knotens als unvermeidlich in Kauf genommen wird.

Die Regeln konnen einander widersprechen. Dann ist symmetrischer Kontakt zu
empfehlen, d. h. der Kontakt wird ein zweites Mal unter Vertauschung von Master- und
Slave-Seite definiert. Die Programme konnen natiirlich auch einen Schalter dafiir vorse-
hen. Dabei kommt es dazu, dass teilweise beide Kontakte an einem Ort geschlossen sind,
teilweise aber nur einer. Der Algorithmus muss sicherstellen, dass keine doppelten Kon-
taktkrafte auftreten, weil das die Spannungsverteilung verfalschen wiirde.

10.5 Kontakt mit Schalen- und Balkenelementen
10.5.1 Dickenberiicksichtigung

Bei Balken wird nur eine Dimension, die Balkenachse, bei Schalen werden die zwei Rich-
tungen der Referenzfliche, die meist die Mittelfldche ist, diskretisiert. Sie haben aber
grundsitzlich Abmessungen in drei Richtungen. Bei Balken in 2d muss fiir den Kon-
takt die Hohe bzw. der Abstand der Aullenkanten von der Achse, bei Schalen die Dicke
beriicksichtigt werden.

Nicht behandelt werden hier der Kontakt zweier Balken in 3d und der Kontakt von
Schalenkanten.

Eine Moglichkeit der Erfassung ist, die beiden in Abb. 10.22 erkennbaren Abstinde e;
und e, der Auflenkanten von den Referenzfliche zu addieren und zu fordern, dass diese
Distanz verbleiben muss, sodass die Kontaktbedingung dann

gze +e (10.20)

lautet. Alternativ konnen die Knoten bzw. die Kontaktpunkte in Richtung der jeweiligen —
gef. gemittelten — Normalen verschoben werden, sodass eine virtuelle Kontaktgeometrie
entsteht (Abb. 10.23). Besonders naheliegend ist das beim Pseudoelement-Algorithmus (s.
Abschn. 11.2.2), weil hier ohnehin virtuelle Knoten erzeugt werden. Die in Normalenrich-
tung berechneten Kontakt-Knotenkréfte konnen direkt auf die realen Knoten iibertragen
werden.

Abb.10.22 Dickenberiick- Mittelfliche

sichtigung im Schalenkontakt AuBenkanten

i’ # ig # Knotej iez
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Abb. 10.23 Virtuelle Kontakt- Kontaktpunkt ~ Mittelfldche
geometrie Master virtuell

\’gill (JP— — \/z _______ ¢

Abb.10.24 Exzentrischer ¢ : #ie
Tangentialkraftangriff “Fy bzw. 14 ’

10.5.2 Momente aus Exzentrizitaten

Wird bei Schalen und Balken die Dicke beriicksichtigt, greifen die Krifte an den realen
Auflenkanten an. Fiir die Kontaktnormalkraft ist das bedeutungslos. Fiir die Tangential-,
also die Reibkraft bedeutet das jedoch eine Ausmitte e gegeniiber der Mittelfliche
(Abb. 10.24), die zu einem Moment fiihrt.

Im Falle des Integrationspunkt-Kontaktes handelt es sich um ein verteiltes Moment

m = tre (10.21)

Um dies auf die Knoten zu verteilen, kann bei Schalen wie fiir (10.10) vorgegangen wer-
den, nur dass die potenzielle Energie mit der Verdrehung berechnet wird, sodass sich

fr = / N¢T (&, n) md A (10.22)
(4)

ergibt. Bei der Bernoulli- oder Kirchhoff-Theorie ergibt sich N¥ als Ableitung des Ver-
schiebungsansatzes, sodass fg Knotenkrifte und -momente enthalt. Bei der Timoshenko-
oder Reissner-Mindlin-Theorie sind die Ansitze fiir die Verschiebungen und Verdre-
hungen prinzipiell unabhéngig (dies fiir reduzierte Integration oder ,,Assumed strain‘‘-
Formulierungen in Zweifel zu ziehen, wiirde hier zu weit fiihren, s. [23]). Dann ergibt
(10.22) nur Knotenmomente.

Bei Knotenkontakt und auf der Masterseite sind diskrete Momente

M = Fge (10.23)
zu beriicksichtigen, sodass sich die Knotenlasten zu
fr =N (&, 10) M (10.24)

ergeben, wobei der Index (, den Beriihrpunkt (fouching) kennzeichnet.
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Abb.10.25 Beriicksichtigung Ir__ _F_R o
des Momentes aus Exzentri- i +—{—T>—V—%
zitit : :
I
[~===7777 | [~===7777 |
: Fy : : Fp €l Fp :
| [
| X, i | Fy i

[ e

Eine andere Variante, die auch anwendbar ist, wenn Oberflichen von Elementen ohne
Drehfreiheitsgrade, z. B. Volumenelemente, eine Ausmitte haben diirfen, etwa um Uber-
malle vereinfacht einbringen zu kdnnen, besteht darin, das Moment in ein Kriftepaar zu
verwandeln. Weil das Moment ein freier Vektor ist, kommt es nicht einmal auf die genaue
Position an; auch ist die Zusammensetzung von Kraft und Ausmitte wihlbar, nur das Pro-
dukt muss M aus (10.23) entsprechend. Genau genommen gelten diese Betrachtungen nur
am Starrkorper, aber solange das Element keine S-Form beschreiben kann, diirften sich
nur marginale Unterschiede ergeben. Es spricht aber nichts dagegen, ein Kriftepaar Fy
mit dem Abstand e beiderseits des Angriffspunktes zu positionieren. Die Knotenkrifte
ergeben sich dann liber die Ansatzfunktionen fiir die Verschiebungen zu

fR = NWT (Eto + &, o + 8) FR - NwT (Eto — & No — 5) FR (1025)

& und § sind dann aus den Koordinaten der verschobenen Angriffspunkte in Einheitskoor-
dinaten umzurechnen. Alternativ konnen € und § auch vorgegeben werden. Daraus konnen
direkter die realen Angriffspunktkoordinaten als

ex =N(Go+eno+8)X—N(Eo—en0—08)X, e, e. analog (10.26)

errechnet und nach deren Abstand die Grofle des Kriftepaares bestimmt werden.
Grundsitzlich ist es aber auch hier moglich, einen Zusammenhang zwischen den Ver-
schiebungen und der Verdrehung am Beriihrpunkt herzustellen und dann analog (10.24)
vorzugehen. Dabei geniigt auch bei groen Drehungen die — in der aktuellen Lage —
linearisierte Form, d. h. in mitgedrehten rechtwinkligen Koordinaten wirken in der Nor-
malenrichtung die Knotenkrifte
oN oN oN oN

fr=—M,——M, =——F — K 10.27
R 9y X ax Y 3y Ry€ + Ix Rx€ ( )

10.6 Uberbestimmtheit durch Kontakt (Overconstraining)

Bei der direkten Einfiihrung der Nebenbedingung in das Gleichungssystem (MPC) und der
Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren wird die Kontaktbedingung exakt erfiillt.
Das birgt jedoch die Gefahr, dass zu viele Bedingungen definiert werden, die einander wi-
dersprechen und damit nicht gleichzeitig erfiillt werden konnen. In einem ersten Kontakt
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Abb.10.26 Overconstraining und seine Behandlung im Penalty-Verfahren

wird ein Slave-Knoten an eine Masterfliche gekoppelt. Er darf dann nicht mehr mit einem
weiteren Master gekoppelt werden. Genau das wird aber ein weiterer Kontakt desselben
Knotens versuchen. Obwohl es in einigen Fillen theoretisch moglich wire, die Koppel-
gleichungen so umzusortieren, dass der neue Master Slave zu dem bisherigen Master wird,
wird dies in FE-Programmen aus algorithmischen Griinden oft ausgeschlossen. Ein typi-
sches Beispiel ist der Kontakt der Ober- und Unterseite eines Schalenelementes mit zwei
verschiedenen Korpern (Abb. 10.26).

Im Penalty-Verfahren werden Federn benutzt, um die Kontaktbedingungen in das Sys-
tem einzufiihren. Da damit die Nebenbedingungen nicht exakt erfiillt werden, stellt Over-
constraining kein Problem dar. Es sind aber auch hier Situationen denkbar, bei denen Re-
sultate von zweifelhafter Bedeutung erzielt werden oder Konvergenzprobleme auftreten.

10.7 Konvergenz-Erzielung

Wie in Abschn. 9.4 gezeigt wurde, kann die Kontaktbedingung stets sofort erfiillt wer-
den, wenn nur ein Kontaktpunkt existiert. In allen anderen Fillen gilt dies nur, wenn
kein Kontaktelement seinen Status von offen nach geschlossen oder umgekehrt dndert. In
der Praxis geschieht das hiufig wiederholt und fiihrt zu Konvergenzproblemen, weil der
Statuswechsel an einem Punkt zu Ungleichgewicht und damit moglicherweise zu einem
Statuswechsel an anderer Stelle fiihrt usw.

Deshalb miissen MaBnahmen getroffen werden, um die Anzahl der Statusidnderun-
gen wihrend der Iteration moglichst klein zu halten. Ein Weg ist die Wahl geeigneter
Toleranzen, ein anderer, die Charakteristik eines Kontaktelementes am Statuswechsel dif-
ferenzierbar zu machen.
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Abb. 10.27 Reprisentativer a A b
Block zur Abschitzung der
lokalen Steifigkeit. a bei glei-
chen Elementkantenlidngen,

b bei groBerer Elementdichte 11 —
in Dickenrichtung a4 h e

10.7.1 Penalty-Verfahren

Im Penalty-Verfahren muss eine gewisse Eindringung zugelassen werden. Diese hingt von
der Kontaktsteifigkeit ab. Um erfolgreich zu sein, muss die Steifigkeit so gewihlt werden,
dass auf der einen Seite die Anzahl der Statuswechsel wihrend der Iteration klein gehalten
wird, was eine grof3e Toleranz und damit eine kleine Steifigkeit erfordert, auf der anderen
Seite die Eindringung so klein ist, dass Spannungen und Verschiebungen der angrenzen-
den Elemente nicht verfilscht werden, was wiederum eine gro3e Steifigkeit erfordert.

Das Ziel ist, die Kontaktsteifigkeit wesentlich grofler zu machen als die Steifigkeit
der angrenzenden Systeme. Diese Systemsteifigkeit kann nur durch Losen der FE-
Gleichungen bestimmt werden, aber auch dann muss man sich vor Augen fiihren, dass
das System sich durch Kontakt oder groe Verformungen wesentlich dndern kann. Des-
halb ist es nahezu unmoglich, eine fiir alle Situationen geeignete Steifigkeit automatisch
am Beginn des Losungsprozesses zu bestimmen.

10.7.1.1 Lokale Steifigkeit
Im Falle eher gedrungener Korper, besonders wenn die Deformation durch den Kontakt
nur in der Umgebung der Kontaktzone auftritt, kann die Abschitzung einer lokalen Stei-
figkeit hilfreich sein. Basis ist die Steifigkeit eines Blocks mit der Oberfliche A eines
typischen Kontaktelementes und einer gewissen Tiefe # (Abb. 10.27).

Die Federsteifigkeit eines solchen Blockes ist

EA
k=2

10.2
= (10.28)

Die lokale Steifigkeit dndert sich nicht wesentlich, wenn mehr Elemente in Dickenrich-
tung verwandt werden (Abb. 10.27b). Deshalb sollte & nach den Oberflichenabmessungen
gewdhlt werden, z. B.

h=+A (10.29)

Die Basissteifigkeit lautet dann:

k* = —— = Eh (10.30)
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Abb. 10.28 Sonderfille der Steifigkeitsabschitzung. a 2d-System, b Rotationssymmetrie

Im Falle einer 2d-Scheibe der Dicke ¢ (Abb. 10.28a) betriigt die Fliche
A= ht (10.31)

Dadurch wird die Basissteifigkeit

. Eht
k, = = Et (10.32)
Im Falle von Rotationssymmetrie (Abb. 10.28b) werden Krifte entweder iiber den ganzen
Umfang oder iiber 1 rad (BogenmaB) berechnet. Dadurch ist die Flidche proportional zum
Radius R und die Basissteifigkeit wird

k= w ~ ER (10.33)
ist also vom Radius abhingig. Bei iiber einen groeren Radiusbereich ausgedehnten rota-
tionssymmetrischen Systemen wére damit eine veridnderliche Steifigkeit wiinschenswert,
was schwer zu handhaben ist.

Im Integrationspunkt-Kontakt wird die Fldche bei der Integration beriicksichtigt und
die Steifigkeit ist vom Typ Druck durch Linge. In allen Fillen ergibt sich die lokale Ba-
sissteifigkeit zu

k¥ = 5 (10.34)
Trotzdem, den Erlduterungen zu Abb. 10.27 folgend, sollte 4 eine charakteristische Linge
der Kontaktoberfliche sein.

Die Kontaktsteifigkeit k,, soll hoher als k" gewihlt werden, ndmlich um einen Faktor
zwischen 1 und 100, um sicherzustellen, dass die Kontaktelemente weniger als die Bau-
teile deformiert werden. Je grofer die erwartete Kontaktzone ist, desto kleiner kann der
Skalierungsfaktor gewihlt werden. Bei unterschiedlichen steifen Materialien soll die fiir
das weichere Bauteil ermittelte Basissteifigkeit k; verwandt werden.
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10.7.1.2 Systemsteifigkeit
Die Abschitzung der lokalen Steifigkeit kann unzureichend sein, wenn die Kontaktkrifte
eine globale Verformung hervorrufen. Insbesondere geschieht das bei diinnwandigen oder
schlanken Tragwerken wie balken- oder schalenidhnlichen Strukturen, und zwar unabhén-
gig vom gewihlten Elementtyp.

Die Systemsteifigkeit kann durch die folgende Vorgehensweise bestimmt werden:

Alg. 10.1 Bestimmung der Systemsteifigkeit

e bringe ein Kriftepaar F auf zwei in etwa gegeniiberliegende Knoten im Zentrum
der erwarteten Kontaktzone auf

e berechne das System

e bestimme die Relativverschiebung

A
F
e berechne die Basissteifigkeit k; = X

Fiir den Integrationspunkt-Kontakt muss k;* entweder durch eine typische Segmentfla-
che geteilt oder ein Druck p aufgebracht werden, d. h.

F P
ki =—— bzw. k; =-— 10.35
"OAA A ( )
Auch hier muss k; skaliert werden, um die Kontaktsteifigkeit zu erhalten.
Gewdohnlich ist eine lineare Losung ausreichend. Dann erfordert die Methode nur die
Rechenzeit eines einzigen Iterationsschrittes, aber eine gute Steifigkeit kann die Zahl der
Iterationen wesentlich verringern.

10.7.1.3 Nichtlineares Materialverhalten

Bei nichtlinearem Material beschreibt der Elastizitdtsmodul nur das Verhalten am Anfang,
spéter verdndert sich die Steifigkeit, sowohl die lokale als auch die Systemsteifigkeit. Fiir
die Beschrinkung der Eindringung wire nun die Sekantensteifigkeit ma3gebend, fiir die
Konvergenz aber die Verdnderung der Krifte mit den Verschiebungen, also die Tangen-
tensteifigkeit. Da beide nicht zusammenfallen, bedeutet das, dass der Bereich, in dem die
Kontaktsteifigkeit sinnvoll gewihlt werden kann, kleiner wird.

10.7.1.4 Angepasste (adaptive) Steifigkeit

Nur die lokale Abschitzung kann automatisch vom Programm vorab vorgenommen wer-
den, ist aber nicht in allen Fillen ausreichend. Wihrend des Losungsprozesses wird mehr
iber die GroBenordnung der Kontaktkrifte bekannt, sodass das Programm die Steifigkeit
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Abb. 10.29 Mogliche Kraft-Eindringungs-Charakteristik eines Penalty-Kontaktelementes: Stan-
dard (durchgehend), weiche Zugfeder (grob gestrichelt), hyperbolisch (gepunktet), parabolisch
(gestrichelr)

so setzen kann, dass die Eindringung innerhalb einer bestimmten Toleranz bleibt. Ande-
rerseits kann bei schlechter Konvergenz mit einer Verringerung der Steifigkeit reagiert
werden.

10.7.1.5 Differenzierbare Kraft-Eindringungs-Charakteristik
Wie beschrieben beeinflusst die Penalty-Steifigkeit die hinzunehmende Eindringung.
Das édndert allerdings nichts an der Tatsache, dass die Kraft-Eindringungs-Charakteristik
(Abb. 10.29) eines Kontaktelementes an der Stelle des Statuswechsels einen Knick, eine
plotzliche Anderung der Steigung aufweist und daher dort nicht differenzierbar und somit
ungeeignet fiir das Newton-Raphson-Verfahren ist.

Eine weiche Feder im Zugbereich (grob gestrichelt) kann eine gewisse Hilfe sein, dn-
dert aber nichts am Grundproblem.

Die Losung kann eine differenzierbare Kraft-Eindringungs-Funktion sein, die einen
glatten Ubergang in die Horizontale bewirkt, wenn sich der Kontakt 6ffnet.

Eine konnte eine hyperbolische Funktion (gepunktet) sein, aber die ist wegen der Sin-
gularitét nur auf eine Eindringung innerhalb einer gewissen Toleranz anwendbar.

Eine andere Méglichkeit ist eine Ausrundung durch eine Polynomfunktion (gestrichelt)
im Bereich *tol einer Toleranzzone um die Kontakt6ffnung. Sie muss von dritter Ordnung
sein, um die folgenden vier Bedingungen zu erfiillen:

o [ (—tol) = —k, - tol
o F/(—tol) =k,

e F.(to]) =0

[ ]

F/(tol) =0
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Statt bei groBeren Eindringungen mit einem linearen Verlauf fortzufahren, kann die nicht-
lineare Funktion weiter benutzt werden, vorausgesetzt, dass kein Wendepunkt auftritt.

Die Ausrundung fiihrt dazu, dass bereits kurz vor dem Beriihren eine kleine Druckkraft
erzeugt wird. Das bedeutet aber keinen grofleren Fehler als eine Eindringung, die im Mittel
sogar zuriickgeht.

10.7.2 Lagrange-Verfahren und direkte Einbringung (MPC)

10.7.2.1 Toleranzen

In der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren und bei der direkten Einbringung
wird die Kontaktbedingung exakt erfiillt. Das bedeutet aber, dass eine geringe Storung
durch ein anderes Element den Kontakt 6ffnen kann, wodurch die Kontaktkraft geloscht
und ein neues Ungleichgewicht erzeugt wird, das eine weitere Iteration notig macht. Des-
halb muss es auch bei diesen Verfahren eine Toleranz geben. Sie kann in der Eindringung
liegen, es kdnnen aber auch in gewissem Rahmen Zugkrifte akzeptiert werden, bevor ein
Kontakt, der einmal geschlossen war, wieder geodffnet wird. Eine Eindringung von null
sieht gut aus, wird sie aber durch Zulassung einer Zugkraft erkauft, stellt diese auch einen
Fehler dar, nur dass Kontaktzugkrifte gewohnlich nicht dargestellt werden.

10.7.2.2 Differenzierbare Charakteristik

Die reine Lagrange-Methode und die direkte Einbringung zeigen auch oder gerade den
Knick in der Kraft-Eindringungs-Charakteristik. In Zusammenhang mit dem Augmented-
und Perturbed-Lagrange-Verfahren kann diese geglittet werden.

10.7.3 Geeignete Vernetzung und Lastaufbringung

Unabhingig von dem Verfahren, die Kontaktkrifte zu berechnen, beruhen weitere Metho-
den der Konvergenzverbesserung darauf, den Einfluss der Statuswechsel auf das globale
Gleichgewicht zu verringern, sodass die Kraft-Verschiebungs-Charakteristik des Gesamt-
systems nahezu glatt ist. Ein feineres Netz im Kontaktbereich teilt die Kontaktkrifte in
kleinere Portionen auf. Damit kann durch kleinere Schrittweiten ein langsames Ausbrei-
ten der Kontaktzone und damit eine Konvergenzverbesserung erreicht werden.

10.8 Reibung

Bisher wurde nur die Kontaktnormalkraft bzw. -spannung betrachtet. Reibung behindert
die Bewegung in tangentialer Richtung und ist von der Normalkraft abhingig. Am be-
kanntesten ist das Coulomb’sche Reibgesetz

Fr < —uF, (10.36)
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Abb. 10.30 Kontaktcharakte- Fyt
ristik in tangentialer Richtung -uF
bei Reibung

wobei p  der von beiden Oberflachen abhéngige Reibkoeffizient und
Fr der Betrag der Reibkraft ist.

Das Minuszeichen ergibt sich daraus, dass eine Kontaktdruckkraft hier negativ ange-
setzt wurde. Durch das Reibgesetz wird die Tangentialkraft begrenzt; solange die vorhan-
dene Kraft kleiner ist, liegt Haftung vor.

Bei der direkten Einbringung der Kontaktbedingungen in das Gleichungssystem wird
zunichst angenommen, dass Haftung vorliegt, der Kontaktpunkt also auch in tangentialer
Richtung an das Mastersegment gebunden ist. Daraus ergibt sich eine Koppelgleichung.
Nach Losen des Gleichungssystems kann aus dieser die Tangentialkraft berechnet werden.
Ist sie groBer als die maximale Reibkraft, wird diese angesetzt und die Koppelgleichung
entfernt.

Ahnlich verhilt es sich beim Lagrange-Verfahren. Als Nebenbedingung gilt, dass der
Reibweg s null sein muss. Dies wird mit einem zusitzlichen Lagrange-Multiplikator A,
der als Tangentialkraft zu interpretieren ist, erzwungen. Bei Uberschreiten der maximalen
Reibkraft wird wie zuvor verfahren.

Die Tiicke liegt darin, dass die Reibkraft der potenziellen Tangentialbewegung entge-
genwirken muss. Kommt es also durch Einfliisse anderer Bereiche des Modells zu einer
Umkehrung der Bewegungsrichtung, kehrt sich auch die Reibkraft um, was eine sprung-
hafte Anderung bedeutet (Abb. 10.30) und eine massive Stérung des Gleichgewichts und
damit ein Konvergenzproblem hervorrufen kann. Gl. (10.36) ist eine Ungleichung, de-
ren Schranke sich aus einer weiteren Ungleichung, nimlich der Kontaktbedingung ergibt.
Dadurch macht Reibung die Erzielung von Konvergenz eher schwieriger. Hier miissen
entsprechende Toleranzen vorgegeben werden.

Beim Penalty-Verfahren wird auch die Haftbedingung durch eine Feder, hier eine tan-
gential wirkende, realisiert. Wiederum wird ein Weg, hier ein Gleitweg, bendtigt, um die
Tangentialkraft hervorzurufen. Sie ist ebenfalls durch die maximale Reibkraft begrenzt
(Abb. 10.31).

Bei der Bestimmung der Steifigkeit in Normalenrichtung hilft eine physikalische Vor-
stellung. Fiir die tangentiale Steifigkeit wire dies, dass vor dem Gleiten die verzahnten
Oberflachenrauigkeiten deformiert werden. Tatséchlich muss aber aus Konvergenzgriin-
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Abb. 10.31 Kontaktcharakte-
ristik in tangentialer Richtung
im Penalty-Verfahren bei Rei-
bung
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Haftzone

den ein deutlich groBerer Weg bis zum Erreichen der maximalen Kraft zugelassen werden.
Die tangentiale Steifigkeit k, ist eher kleiner als die Normalsteifigkeit zu wihlen. Trotz-
dem verbleibt ein nicht differenzierbarer Knick in der Charakteristik. Hier kann eine
Ausrundung Abhilfe schaffen. Dazu bietet sich die Tangens-hyperbolicus-Funktion an.
Der Form-Parameter k;", der die Anfangssteigung bestimmt, kann deutlich hoher als k;
gewihlt werden und trotzdem bleiben Schrittweitenverkleinerung und Newton-Verfahren
gute Moglichkeiten zur Erzielung einer konvergierten Losung.



Kontaktfeststellung

Neben der Erzielung von Konvergenz ist der kritischste Punkt bei der Programmierung
eines Kontaktalgorithmus’ eine effektive Kontaktsuche. Viel Erfahrung wird benétigt, um
alle moglichen Fille abzudecken. Nicht alles ist verdffentlicht. Darum koénnen hier nur
Grundgedanken aufgezeigt werden.

Wie in der Einleitung erwihnt, wird Kontakt durch elementédhnliche Gebilde ermittelt:
Elemente, Segmente usw., die z. T. nur temporir betrachtet und gespeichert werden.

Fiir Knoten-zu-Knoten-Kontakt sind alle Kontaktpaare definiert. Die Projektion des
Abstandsvektors auf die Normale zur Gleitebene ergibt Eindringung oder Klaffung. Kon-
taktfeststellung ist hier kein Problem.

11.1  Suchstrategien

Fiir Knoten-zu-Oberfliche- und Punkt-zu-Oberfliche-Kontakt mit beliebigen Relativver-
schiebungen ist eine schnelle Kontaktsuche eine Herausforderung. Wenn zwei Oberfli-
chen (nur) je 1000 Knoten oder Elemente aufweisen, ergeben sich schon eine Million
mogliche Kontaktpaare.

11.1.1 Bucket Sort

Fiir den Bucket Sort (man konnte ,,Pickchensortierung* sagen, bucket heilit etwa Eimer
oder (Bagger-)Schaufel) wird der Raum um ein Modell in eine Anzahl von Quadern zer-
legt (Abb. 11.1), die je Richtung die gleiche Linge haben oder deren Lidnge sich nach
einer umkehrbaren Funktion richtet, sodass zu jedem Knoten oder Punkt aus den aktuel-
len Koordinaten (einschlielich der Verschiebungen) berechnet werden kann, in welchem
Quader er sich befindet.
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Abb. 11.1 Bucket Sort \\

N

Kérper \

,/ = bucket \

Abb. 11.2 Nachbarn in einem

bucket sort
Slavg
/o ?\o_/?
o ®
O~ Master ®

eingedrungen
/ |

Auf den ersten Blick scheint es, als konne ein Master-Segment nur in Kontakt mit Kno-
ten oder Punkten sein, die sich in demselben Quader befinden wie einer ihrer Knoten. Das
reduziert die Zahl der moglichen Kontaktpaare deutlich. Weil ein Knoten eine wesent-
liche Eindringung haben kann, bevor diese durch Kontaktkrifte reduziert wird, miissen
auch Nachbarquader in Betracht gezogen werden (Abb. 11.2).

Die Quadergrofle ergibt sich aus den Gesamtabmessungen des Modells und den darin
befindlichen Knoten. GroB3e Master-Segmente, die diese ReferenzgroBe deutlich iiber-
schreiten, werden mit Zwischenpunkten versehen.

11.1.2 Pinball-Algorithmus

Ein Kontaktpunkt kann nicht auf einer Master-Fldche liegen, wenn sein Abstand zu des-
sen Mittelpunkt groBer ist als die Hilfte des groferen Durchmessers (Abb. 11.3a). Ein
Abstand — hier geniigte zunéchst auch das Abstandsquadrat — kann relativ schnell berech-
net werden. Alle Punkte im Raum, die in dieser Distanz liegen, bilden eine Kugel, den so
genannten Pinball.

Beriicksichtigt man, dass auch eine wesentliche Eindringung vorliegen kann, muss der
Radius grofer gewihlt werden (Abb. 11.3b).

Ein Kontaktpunkt aulerhalb des Pinballs wird als weit entfernt betrachtet; weitere Be-
rechnungen werden nicht durchgefiihrt. Das bedeutet auch, dass eine grofle Eindringung
in einen Korper, aber auBlerhalb des Pinballs seiner Oberflichensegmente nicht festgestellt
wird.
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Abb. 11.3 Der Pinball. a eng a b
um das Mastersegment, b mit weitweg®
erweitertem Radius

Eindringung
festgestellt

| °
Eindringung nicht festgestellt
(weit weg)

Abb.11.4 Vermeidung von
falschen Kontaktfeststellungen
durch den Pinball-Algorithmus

Auf der anderen Seite ist es notwendig, Punkte auflerhalb des gegeniiberliegenden Ran-
des eines Korpers davon auszuschlieBen, als in Kontakt befindlich betrachtet zu werden
(Abb. 11.4).

Fiir den Pinball-Algorithmus ist es notwendig, den Abstand zu jedem potenziellen
Kontaktpartner zu berechnen, was eine enorme Anzahl an Operationen bedeuten kann.
Deshalb kann die Kombination mit dem Bucket sort niitzlich sein. Wenn moglich, soll-
te der Benutzer mit der Kontaktdefinition dem Programm mitteilen, welche Oberflachen
gegenseitig in Kontakt kommen kdnnen und welche nicht.

Ein anderer Typ des Pinball-Algorithmus’ hat den Slave-Knoten oder Kontakt-
punkt zum Mittelpunkt (Abb. 11.5). Master-Segmente werden als weit entfernt liegend

Abb. 11.5 Kontaktpunkt-ori- weit weg ®

entierter Pinball-Algorithmus Eindringung nicht entdeckt
(weit weg)

Eindringung
entdeckt
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Abb. 11.6 Rechteck- anstelle weit weg ®
Pinball-Algorithmus

RN

N
Eindringung
festgestellt
\ o Eindringung
nicht festgestellt
\ .
(weit weg)

betrachtet, wenn keiner ihrer Knoten im Pinball liegt. Fiir besonders grofle Segmente
wiirden aber auch hier Zwischenknoten benétigt.

Der Pinball-Algorithmus in LS-DYNA ist davon noch einmal verschieden, aber nicht
genau dokumentiert. ,,Pinball*“-Algorithmus hat also keine eindeutige Bedeutung, meint
aber immer, dass eine Kugel um einen Punkt eine wesentliche Rolle spielt.

Anstelle einer Kugel ist auch ein Rechteck in 2d oder Quader in 3d, orientiert an dem
globalen Koordinatensystem, fiir eine Vorauswahl geeignet (Abb. 11.6), weil auch hier die
Nihe oder Ferne schnell festgestellt werden kann.

11.1.3 Topologie-Suche

Den Zusammenhang zwischen Knoten und Elementen und damit den Aufbau des Netzes
bezeichnet man gerne als Topologie. Deren Benutzung kann die Kontaktsuche beschleu-
nigen. Zu einem Master-Segment sind die Nachbarn, ist also die Oberflichen-Topologie
bekannt. Wenn der Kontakt geschlossen ist und der Kontaktpunkt entlang der Oberfliache
gleitet, muss er ein Nachbar-Segment beriihren, wenn er eine Kante iiberschreitet. Das
beschrinkt die Kontaktsuche auf die Nachbarn. Dazu muss allerdings durch die Wahl der
Lastinkremente sichergestellt werden, dass der Punkt in einem Schritt nicht iiber mehr als
ein Segment gleitet. Wenn doch, ist der Punkt an kein Segment mehr gebunden und eine
neue allgemeine Suche beginnt. Dies stinde aber auch der Aufzeichnung des Reibweges
entgegen.

Ein Problem kann entstehen, wenn eine als gemeinsam definierte Oberflidche eine to-
pologische Liicke aufweist (Abb. 11.7).

Abb. 11.7 Problem bei der
Topologie-Suche
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In einem Selbstkontakt (,,single surface*) kann ein Knoten nicht in Kontakt mit den
Segmenten sein, zu denen er gehort, auch wenn diese sowohl als Master als auch als Slave
definiert sind. Auch hier hilft die Topologie, die Suche zu erleichtern.

1.2 Nahbereichs-Kontaktberechnungen

Wenn erst einmal potenzielle Kontaktpartner durch eine der obigen Ideen identifiziert wor-
den sind, miissen folgende Fragen geklirt werden:

e Liegt ein Kontaktpunkt direkt, also orthogonal, iiber einem Master-Segment oder au-
Berhalb, also nur in der Nidhe?

o Wie grof} ist der Abstand zwischen Kontaktpunkt und Master-Segment und liegt eine
Eindringung oder ein Spalt vor?

Wie man aber sehen wird, sind beide Aufgaben oft gekoppelt.
Fiir die Beschreibung von Kontakt ist immer die aktuelle verformte Konfiguration mal3-
gebend, deren Koordinaten sich aus Ausgangskoordinaten plus Verschiebungen ergeben:

X=Xo+u (11.1)

Das gilt sowohl fiir die Funktion im Element als auch fiir die Knotenwerte.

11.2.1 Kontakt-Normale

Bei Kontakt spielt stets die Normale zur Oberflache eine Rolle. Deren mathematische
Beschreibung und ihr Einfluss sind im ebenen und rdumlichen Falle nicht trivial.

Nachdem ein Kontaktfeststellungspunkt eine Oberflache beriihrt hat, sind folgende
Effekte moglich:

e Die Bewegung dieses Punktes senkrecht zur Oberflache (n-Richtung in Abb. 11.8) wird
aufgehalten und eine entsprechende Kraft, die Kontaktkraft, wird bestimmt.

e Der Punkt kann auf der Oberfliche gleiten. Dies fiihrt zu Reibkriften, solange Rei-
bung definiert ist. Um Reibung auf einer Oberfliche im dreidimensionalen Raum zu
beschreiben, sind zwei unabhingige, rechtwinklig zu einander stehende Richtungen
notig. Der aktuelle Gleitweg und die aktuelle Reibkraft werden in die beiden Richtun-
gen zerlegt.

Da die Normalenrichtung von besonderer Bedeutung ist, wird sie im Detail betrachtet.
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¢

Abb. 11.8 Koordinaten auf einer Kontaktoberflidche (Target oder Master)

Bei einem geradlinigen Element im 2d-Falle oder bei einem 3-Knoten-Element im
Raum gibt es nur eine Normalenrichtung je Segment, die im Falle des Dreiecks durch
das Vektorprodukt zweier Kantenvektoren berechnet werden kann.

Im Falle von gekriimmten, 4-knotigen oder Elementen hoherer Ansatzordnung, ergibt
die isoparametrische Beschreibung der Oberfliche

act

x (& n) x (&) u (&, n) N (&, n) (X + 1)
yEn =l yEn |+ vEn [=] NEDGo+V)
z(&,n) L z(.n) w (&, 1) N (&, n) (Zo + W)
- (11.2)
NE nx
=| N¢Eny
| N¢.n1z

durch Ableiten nach den Einheitskoordinaten die zwei unabhingigen Tangentenvektoren

r axacl ] r aNA I r axacl ]
—X
0f ¢ an
ayacl 3NA ayact
1 as 3§y un > 377 ( )
azacl aNA aZact
—Z
L o 1 L 9§ L dn

Die Normale ist dann n = t; x t5 und der zweite Tangentenvektor wird t, = nx t;, sodass
alle drei Vektoren eine cartesische Basis bilden. Grundsitzlich miissen die Basisvektoren
auf die Lange 1 normiert werden. Siehe dazu aber auch die Beispiele in Abschn. 11.2.5.

Wenn gekriimmte Oberflachen mit Elementen mit geraden Kanten diskretisiert werden,
dndert sich die Normalenrichtung an den Rindern plotzlich (Abb. 11.9), was zu Stérun-
gen des Gleichgewichts fiihrt, wenn ein Kontaktpunkt von einem Segment zum nichsten
gleitet. Dies gilt auch, wenn Elemente hoherer Ansatzordnung verwandt werden, jedoch
in geringerem Maf3e.



1.2 Nahbereichs-Kontaktberechnungen 31

Abb. 11.9 Normalen in an-
grenzenden Segmenten

Dieses Problem kann vollstindig vermieden werden, wenn eine C !-stetige Beschrei-
bung (Stetigkeit in der ersten Ableitung) verwandt wird (Abb. 11.10). Dazu kann ein
kubischer Spline durch die aktuellen Knotenkoordinaten gelegt werden. C'-stetige An-
satzfunktionen sind von Schalenelementen bekannt und weisen Abhingigkeiten von Dreh-
freiheitsgraden auf. Diese konnen durch die Rotation der anfénglichen Segmentnormale
zur aktuellen, am gemeinsamen Knoten gemittelten, Normale n,, ersetzt werden, sodass
die Methode auch anwendbar ist, wenn im Modell nur Verschiebungsfreiheitsgrade vor-
kommen.

Eine weitere Unzulinglichkeit, die durch eine C'-stetige Beschreibung der Kontakt-
geometrie geldst werden kann, ergibt sich bei der Verwendung geradliniger Viereckele-
mente mit bilinearem Ansatz. Diese weisen stets, wenn sie nicht zufillig eben sind, eine
negative Gaul3’sche Kriimmung auf, d. h. die Mittelpunkte der beiden Hauptkriimmungen
liegen in entgegengesetzten Richtungen (Beispiel Hypar-Schale). Das gilt auch, wenn ein
System mit positiver Kriimmung, z. B. eine Kugel, oder etwa ein Zylinder mit solchen
Elementen iiberzogen wird, insbesondere bei ungleichméfiger Vernetzung.

Eine andere Methode, kontinuierliche Normalenrichtungen oder genauer kontinuierli-
che Kontaktkraftrichtungen zu erzeugen, ist, an den Knoten jeweils gemittelte Normalen-
richtungen (Abb. 11.10) zu bestimmen und dann fiir einen beliebigen Punkt im Segment
durch Interpolation gemal den Ansatzfunktionen zu berechnen (Abb. 11.11):

ﬂ(&’]):N(?E,Tl)ﬁav (11.4)

Anstelle der Mittelung der Komponenten selbst kann es vorteilhaft sein, die Quadrate der
Komponenten der Normalenvektoren zu mitteln: Haben die Vektoren vor der Mittelwert-

Abb.11.10 C'-stetige Oberfliche durch gemittelte Normalen a bei gleicher Linge, b bei Beibehal-
tung ungleicher Lingen
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Abb. 11.11 Geglittete
Normalen

bildung die gleiche Linge, so gilt das auch fiir n,,. Leicht auszuprobieren fiir n; = {0; 1}
und n, = {1;0}: Mittelung der Komponenten fiihrt auf n,, = {0,5;0,5}, Mittelung der
Quadrate wegen

1
Nagyx = 5 (02 + 12) = /0,5 (11.5)

auf n,, = {0,707; 0,707}, was wieder die Léinge 1 ergibt.

Werden die Tangenten iiber (11.3) bestimmt, so haben ihre Léingen einen Bezug zur
ElementgroBe. Dies wirkt sich auch auf die gemittelte Normalenrichtung aus. Es ist dann
nicht unbedingt erforderlich, vor der Mittelung auf eine gemeinsame Linge zu skalieren.
Vielmehr entspricht n,, aus den ungleich langen Vektoren eher der Normalen eines Splines
durch die Eckknoten (Abb. 11.10b).

Die eigentlichen Kontaktkrifte sind in Richtung der Normalen orientiert, typischer-
weise in Richtung der Target- oder Master-Normalen. Es ist jedoch moglich, besonders
in Zusammenhang mit Kontaktpunkten innerhalb der Segmente, eine Orientierung an der
Slave-Fliche vorzunehmen, was vorteilhaft sein kann (s. Abschn. 11.2.3.1).

Wenn das Netz fein genug ist und die Kontaktflache sich iiber geniigend Elemente aus-
breiten konnte, beriihren nicht nur Punkte die Oberflachen, sondern die Slave-Segmente
als Ganzes, sodass der Unterschied zwischen Master- und Slave-Normale verschwindet.

11.2.2 Pseudoelement-Algorithmus

Der Pseudoelement-Algorithmus wird hier fiir ein gekriimmtes Liniensegment in 2d dar-
gestellt. An den Masterknoten werden die Normalen berechnet. Am Ubergang zu den
Nachbarn sind gemittelte Richtungen die geeignete Wahl. Dann werden weitere Punkte in
einer festgelegten Entfernung entlang den Normalen und in Gegenrichtung erzeugt. Die-
se Punkte dienen als Knoten fiir die Kontaktzone, die wie ein Element behandelt wird,
das Pseudo-Element (Abb. 11.12). Seine Ansatzfunktionen haben parallel zum Segment
dessen Verlauf (z.B. quadratisch) mit der Einheitskoordinate £ (und 7 im 3d-Fall) und
linearen in Normalenrichtung mit der Einheitskoordinate ¢. Aufierhalb des Pseudo-Ele-
mentes werden Punkte als ,,weit entfernt* betrachtet.

Sind erst die Einheitskoordinaten {£,; {,} eines Kontaktpunktes x? bekannt, kénnen
sie folgendermalen interpretiert werden:
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Abb. 11.12 Pseudo-Element
fiir Nahbereichs-Kontaktbe-
rechnungen

o Kontaktpunkt

0 Mastersegment-Knoten

O Pseudoelement-Knoten x/*

e Wenn —1 < &, < I, liegt der Kontaktpunkt senkrecht iiber oder unter dem Masterseg-
ment, sonst aul3erhalb

o {£.:0} sind die Einheitskoordinaten des Beriihrpunktes

e Wenn {, positiv ist, liegt ein Abstand vor, bei negativem Wert eine Eindringung, die
bestimmt werden kann als

g = Ceplm (6cp) |l (11.6)

Die Einheitskoordinaten konnen aus den Ansatzfunktionen und den aktuellen Knoten-
koordinaten, der Summe aus Anfangskoordinaten und Verschiebungen, bestimmt wer-
den:

X (Scpv Ccp) =N (Scpv Ccp) xPe (11.7a)
Y (Ecps Gep) = N (Ecps Lep) ¥7° (11.7¢)

Dies bildet ein System aus zwei nichtlinearen Gleichungen fiir die zwei Unbekannten &,
und &, die gleichzeitig erfiillt werden miissen.
In 3d gibt es eine weitere Variable, ndmlich 7¢p, und (11.7) muss um

z (Scp’ Nep» Zcp) =N (scp’ Nep» Zcp) 7 (11.7b)

erweitert werden.

11.2.3 Normalensuche

Die Entscheidung, ob ein Kontaktpunkt direkt iiber oder unter einem Mastersegment liegt
oder nicht, kann getroffen werden, indem man das Lot vom potenziellen Kontaktpunkt
auf die parametrisierte Oberfliche fillt. Wenn eine der Einheitskoordinaten & und 1 des
FuBpunktes auBerhalb des gegeben Bereiches, z.B. [—1; 1], liegt, befindet sich der Kon-
taktpunkt auerhalb des Segmentes und kann daher nicht im Kontakt sein.
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Ein beliebiger Punkt auf dem Mastersegment hat die aktuellen Koordinaten

x™ (€. n) =N(E nx™ (11.8)

11.2.3.1 Slave-Seiten-orientierte Suche
Wenn die Slave-Seiten-Normale n® der Bezug ist, hat ein Punkt in ihrer Richtung die
Koordinaten

X" = x* + (o (11.9)

Der Beriihrpunkt mit den entsprechenden Koordinaten
x© = x 4 ¢on (11.10)
(to wie touching) kann dann durch Erfiillen von

M =x" = (11.11)
N (0. Mio) K™ — X" — {on™ = 0 (11.12)

gefunden werden. Dies sind drei Gleichungen, um die drei Einheitskoordinaten zu bestim-
men.

Wenn ¢, positiv ist, liegt eine Klaffung, bei einem negativen Wert eine Eindringung
vor. Deren Betrag ist der Abstand zwischen x' and x*, also

g = Loln”| (11.13)

Wenn das Mastersegment eine bilineare oder quadratische Form aufweist, werden die
Gleichungen nichtlinear und die Losungen sind nicht zwingend eindeutig. Ein Problem
entsteht allerdings nur bei extrem gekriimmten Flidchenstiicken.

11.2.3.2 Master-Seiten-orientierte Normalensuche
Ist die Master-Normale die Suchrichtung, muss der Slave-Knoten auf ihr liegen. Thr Ful3-
punkt ist allerdings noch zu bestimmen, sodass gilt:

X" (€0, o) + 0™ (o, o) = X (11.14)
Die Normale wird mit den Uberlegungen aus Abschn. 11.2.1 berechnet, sodass sich

IN™ (£, M1o) Ama) (aNma (t0s M0) ~Ama
—X X | —X

N G ) 87 £ (T 3

) =x  (11.15)

oder
N™ (£, Mio) K™ + EN™ (£, Myo) AT = X! (11.16)

ergibt, also ein nichtlineares Gleichungssystem mit den Unbekannten &, 1, und .
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11.2.3.3 Orthogonalitatsbedingung
Auch denkbar ist die Ausnutzung der Bedingung, dass der Abstandvektor zwischen Slave-
Punkt und Beriihrpunkt auf der Masterfliche senkrecht zur Tangente stehen, mithin das
Skalarprodukt null sein muss:

(x'—x°) t=0 (11.17)
Im Dreidimensionalen muss der Abstandsvektor senkrecht auf beiden Tangenten stehen,
sodass insgesamt

IN™ (6 o)
e e R

0§
aNma (S[Ov ntO) Ama) _
—X =0
an

(11.18)
(XSl —N™ (Slo’ nto) ﬁma)T (

erfiillt werden muss, ein Gleichungssystem nur fiir &, und 7y, d. h. es gibt eine Unbekann-
te weniger als die Anzahl der Dimensionen. Statt der direkten Bestimmung der Tangenten
kann hier wie auch im vorigen Kapitel mit den an den Knoten gemittelten Tangenten und
deren Interpolation mit dem Elementansatz gerechnet werden. Die Orthogonalititsbedin-
gung lautet dann:

(6 = N"™ (0. 10) &™) (N™ (600 10) £1°)

(XSl —N™ (&, M) f‘ma)T (Nma 10+ o) ffzna)

0 A

(11.19)
0

11.2.3.4 Master-Seiten-orientierte Abstandsbestimmung
Die Master-Normale n™ durch den Slave-Punkt ist auch dadurch gekennzeichnet, dass
ihr FuBpunkt auf der Masterfliche den kiirzesten Abstand zum potenziellen Kontaktpunkt
besitzt:

IN (§io» 7o) X™ = X*|| = Min. (60, 7o) (11.20)

Die notwendigen Bedingungen lauten:

d d
N o: Mo gma _ osly 0 A
Ot IN (5o, M0) X x| o

Aus der ersten der obigen Bedingungen wird'

Ams T
a <oma S. N(SO’ 7’]0)de_x51 aN 0> 0/ Ama
IN G 3 — 1) = o )32 2 X (PG
a‘gto ”N (Slov nto) X —X ” agto

IN o, o) X™ —x¥| =0 (11.21)

) (11.22)

!'Was ist die Ableitung einer Vektornorm nach dem darin befindlichen Vektor? Diese Frage soll am
Beispiel des Vektors x = {x; y} und der Euklidischen Norm, der Vektorlinge

Il = v (x* + y?)

beantwortet werden. Das Ergebnis gilt allgemein:

Axll _ avVEeE+yd) _ 2x ] . N L x

dx dx J& ) Ikl ay Xl x  xIl’
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Etwas einfacher ist es, statt des Abstandes dessen Quadrat zu minimieren, also

qma _ o512 .
(N (Etos 7’)[0) ) g Mln‘ (Slov ntO) (1 123)
Eine Ableitung ist dann

ON (05 M10) &ma
a%'lo

Man spart dabei die Bildung der Norm. In beiden Fillen sind die Unbekannten nur &,
und 7.

So oder so sind das nichtlineare Gleichungen, um den Beriihrpunkt zu bestimmen.
Auch hier kann bei extremen Kriimmungen die Losung nicht eindeutig sein. Der Betrag
des Abstandes wire nun bekannt, prinzipiell geméal (11.20). Ob dies eine Klaffung oder
eine Eindringung ist, hiingt vom Vorzeichen der Projektion von x*! — x' auf die Master-
Normale im Beriihrpunkt ab. Deren Bestimmung ist in Abschn. 11.2.1 beschrieben, sodass
man

(N (Eo. 710) K™ = x1)” = 2 (N (£, 710) £™ — %) ( ) (11.24)

a Slo

tl X t* sl to
g = X —X (11.25)
It <t 3 )
erhidlt. Im Penalty-Verfahren kann die Normale einfacher bestimmt werden, néamlich als
Abstand des Beriihrpunktes auf der Master-Flache vom Slave-Punkt:

n =x°(&,n) —x' (11.26)

weil der endgiiltige Abstandsvektor auf der Normale liegt bzw. diese darstellt. Der Betrag
der Eindringung —g ergibt sich dann als Linge dieser Normale. Der weitere Gebrauch
von n ist, die Kontaktkraft F, auf die Koordinatenrichtungen zu verteilen. Tritt im Penalty-
Verfahren g = 0 auf, ist auch keine Kraft zu verteilen, wihrend bei MPC- und Lagrange-
Kontakt eine Kraft existiert, auch wenn g = 0 erzwungen wurde. Dann wird (11.25)
bendtigt.

11.2.4 Systemmatrizen

In Abschn. 9.4 wurde gezeigt, welchen Einfluss Kontakt auf die zu 16senden Gleichungs-
systeme hat. Dies galt aber nur fiir spezielle Félle. Schon bei einer beliebigen Lage der
Segmente im Raum sind Transformationen auf der Basis des in Abschn. 11.2.1 eingefiihr-
ten Koordinatensystems durchzufiihren.

Bei allen Berechnungen im Nahbereich ist zu beachten, dass alle Koordinaten die ak-
tuellen sind, die sich aus Anfangskoordinaten plus Verschiebungen ergeben. Da sich die
Systemmatrizen aus der Ableitung der Knotenkrifte nach den Verschiebungen ergeben,

aber
% _0(xo+w)

— =1 11.27
Ju Jdu ( )
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gilt, sind also alle Knotenkrifte nach den aktuellen Koordinaten abzuleiten. Zum Teil kon-
nen die Krifte aber erst berechnet werden, nachdem ein nichtlineares Gleichungssystem
iterativ gelost wurde, um die Kontaktgeometrie zu erfassen. Hier sind die Regeln iiber
implizite Funktionen (Abschn. 1.5) anzuwenden.

Bei geometrischen Nichtlinearititen schlieBlich ist zu priifen, inwieweit die aufgefiihr-
ten Formeln fiir groe Drehungen Giiltigkeit behalten. Im Wesentlichen ist das der Fall.
Eine vollstindig geometrisch lineare Kontaktberechnung wiirde auf festen Orientierungen
auf der Basis der Anfangskoordinaten beruhen.

Eine Einbettung der Kontaktelemente in die Theorie der mitgehenden Formulierung
(co-rotational) ist moglich.

Fiir grole Dehnungen ist im Zusammenhang mit Integrationspunkt-Kontakt zu beach-
ten, dass sich die Fldchengrofen idndern, was bei der Integration der Spannungen durch
die aktuelle Jacobi-Determinante zu beriicksichtigen ist.

11.2.5 Numerisches Beispiel

Gegeben ist die Kontaktsituation aus Abb. 11.13, die mit den zuvor beschriebenen Algo-
rithmen gelost werden soll.

Dabei ist ein Knoten eines 2-Knoten-Stabelementes in eine fest liegende, starre, mit
geraden Elementen diskretisierte Oberfliche mit dem Radius R eingedrungen. Der Knoten
ist mit einer Kraft in x-Richtung der Gro3e

Fy, = —100N

belastet.

Abb. 11.13 Kontaktsituation ":
y § a

Xt

2-Knoten -

Stabelement
E Al

{303}

starr und

—
. [ER2Y
fixiert

X404}
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Die Knoten 3 und 4 haben die Koordinaten (in mm)

{x3,y3} = {30,30}
{X4,y4} = {51,21,21,21}

der festgehaltene Knoten des Stabes die Koordinaten
{x1, y1} = {40,50}

der eindringende Knoten 2 die Ausgangskoordinaten
{x2. y2} = {44,25}

An den Knoten werden die Normalen gemittelt und — zumindest fiir den Pseudo-Element-
Algorithmus — auf die Linge 4 eingestellt:

n| 0 n_zfz
3—4 4 = 232

Der Stab hat die Steifigkeitsmatrix

c cs  —c* —cs
EA| ¢s 2 —cs —s?
K= 2 2
/ —c* —cs c cs

Dabei bedeuten
¢ =cosa

s = sino

Der Elastizititsmodul betrigt £ = 10.000 N/mm?
die Querschnittsfliche A= 1mm?

11.2.5.1 Pseudo-Element-Algorithmus
Die Knoten des Pseudo-Elementes haben die folgenden Koordinaten:

/ g

{X3>y3}
i n, k

X4Ya)
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U -t 20
A T 36
. —xn 5121

P MTRT 9101

o xegm = | 512

S e 2121

X, =X3+Nn3 = 20 + 0 =
PmBTs 40 4 44

Damit errechnen sich die Koordinaten eines Punktes an einer beliebigen Stelle {£, ¢} als

}
2l
[

54,04
24,04

PE 1 1 1 1

M=l 20-H0-0 70+H0-0) ;A+HA+D) Z(l—é)(1+§)]
Xi

Xj

Xk

X1

yPE entsprechend. Diese Koordinaten miissen nun denen des Slave-Knotens 2 entspre-
chen, sodass sich als Gleichungssystem ergibt:

F = [ F ] =x"F (D -x=0 (11.28)
Fy
Fo= H0-01-0-204 148104838
A +8E 1405404+ (1 —£) (1 48)-20] — xz
Fy=%[(1—5)(1—{)-36+(1+§)(1—§)-18,38

+(A+&E1+0)-2404+ (1 -8 (1 +7)-44] -

Das ist wegen der Terme &£ kein lineares Gleichungssystem mehr und wird daher mit dem
Newton-Verfahren gelost. Die Ableitungen lauten:

381‘; :%[_(1_5).204_(1—§)-48,38+(1+§)-54,04—(1+§)'20]
381‘; =%[_(1_5).20_(1+§)-48,38+(1+E)-54,04+(1—§)'20]
i)igz%[—(1—{)-36+(1—5)-18,38+(1+§)'24,04—(1+§)'44]
%:%[_(1_5).36_(1+g).18,38+(1+§-‘)-24,04+(1—S)'44]
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Abb. 11.14 Normale im Pseu-
do-Element-Algorithmus

Man erhilt das lineare Gleichungssystem

OF,  0F
9 9L A§ —Fx
= 11.29
O, OF, [ N e
9 9L
Fiir die Startwerte £ = O und { = 0 ergibt sich in Zahlen:
AE A | —F
15,605 1,415 8,395
—9,395 3,415 —5,605
sodass man als erste Ndherungslosung
AE =§ 0,54967335
AL =10 —0,12908313
erhilt. Die Newton-Iteration konvergiert gegen
£ =& 0,55556461
$oo = Cop —0,12474795

Aus ¢ < 0 folgt, dass eine Eindringung vorliegt, aus —1 < & < 1, dass der Beriihrpunkt
innerhalb der Masterflidche liegt.

Die ,,Normalen*“-Richtung n, die hier von den gemittelten Knotennormalen abhingt,
wird am besten als Ableitung der Koordinaten x** des Pseudo-Elementes nach der Ein-
heitskoordinate ¢ (Abb. 11.14) bestimmt:

Xi

_a_NAPE_ 1 1 1 1 xj'
nx_E)CX —[—1(1—5) —Z(1+§) Z(1+5) 1(1—5):| -
X/

(11.30)
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ny, entsprechend. In Zahlen, basierend auf der konvergierten Losung £

Ny 2,201
n= =
n, 3,090

Im hier durchgefiihrten Penalty-Verfahren konnte auch der Abstand des Slave-Knotens 2
vom Fufpunkt auf der Master-Oberfliche

n= XPE (SCP’ é‘cp) _XPE (SCp’é‘ = 0)
—_——
= X3

und damit —F im konvergierten Zustand verwendet werden. Diese Definition kdnnte aber
versagen, wenn ein Verfahren gewihlt wird, bei dem die Kontaktbedingung exakt erfiillt
wird (Lagrange, MPC); dann konnte im néchsten Iterationsschritt die Lidnge null werden.

Die Linge der Normale ist hier
In| = \/n3 +n3 =3,7%

Die Klaffung g, Eindringung, wenn sie negativ ist, ergibt sich als
g = {ep/n| = —0,4733 (11.31)

Die Kontaktkraft f. kann nun als Produkt aus g und Kontaktnormalsteifigkeit k,, berechnet
und dann mit dem Normaleneinheitsvektor auf die Koordinatenrichtungen verteilt werden:
A= 2 o f, = kegh = knfcp|n|ﬁ (11.32)

n
f.=kylpn (11.33)

Die Linge von n hat sich herausgekiirzt, sodass eine Normierung nicht erforderlich wur-

de. Um nun eine Gleichgewichtslage zu erzielen, miissen die inneren Krifte (hier innere
Stabkrifte und Kontaktkrifte) gleich den dufleren werden:

finl +f, = |: fxem :| oder finl +f _|: erxt :| =0 (11.34)
Stab ¢ 0 Stab ¢ 0 - .

Die inneren Krifte des Stabelementes ergeben sich aus der Multiplikation der nach Einbau
der Festhaltungen reduzierten Steifigkeitsmatrix Ky mit den Knotenverschiebungen zu

. EA[ ¢2
F = Kquy = —— [ ¢ Cj } [ Ux2 ] (11.35)
/ cs s Uy
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Deren Ableitung nach den Knotenverschiebungen ist natiirlich wieder K;.q. Weil die Kon-
taktkriafte durch die Normale bestimmt werden, die durch Iteration ermittelt wurden, ist
deren Abhingigkeit von den Knotenverschiebungen nur implizit bekannt. Zur Losung von
(11.34) durch das Newton-Verfahren mit dem Gleichungssystem

8fc Auz fext
K — T = * —fint _f, 11.36
( red 1 8112) |: Au2y :| |: 0 truss ( )
—_———
Kr

ist also die Ableitung einer impliziten Funktion erforderlich. Die Ableitung der Kontakt-
krifte nach den unbekannten Verschiebungen u, ist

ofe _ . 9 (¢epm) —k 9 (Sepm) 3%, mit %2 _ 90 +w)

— Mn n = I 1137
8u2 8u2 8xz alh 8u2 8u2 ( )

Anwendung der Produktregel und Beriicksichtigung der Tatsache, dass der Normalenvek-
tor n nur indirekt, ndmlich iiber &, von den Koordinaten abhingt:

of . 18 9¢. on 09
=k, p ¢ = Kn L ¢ P 11.
s (n 0%, ég”ax ) k (n 9% Kpagcp 0%, (11.38)

Die darin vorkommenden Ableitungen von £ und ¢ nach x,={x;, y,} konnen aus dem
totalen Differential der Funktion

F=|:Fx:|=xPE(§,§)—x2=0 (11.28)
Fy
gewonnen werden:
aF, = Erge O 3 O vy = 0
35 8§ ay,
aF oOF (11.39)
F. = £y Fy y oy _
dF, = aga’é 8§d§+ d2+ dyz 0
In Matrizenschreibweise:
dF, OF, dF,  OF
9 I d§ dx2 Iy dxy
= — 11.40
O, oF, [ at } L | I B
0 ¢ dx2 Iy

Das ist ein lineares Gleichungssystem mit zwei rechten Seiten, wovon die erste mit dx,,
die zweite mit dy, multipliziert wird. Daher gibt es zwei Losungen fiir {d&, d {}, wovon
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Tab.11.1 Verlauf der globalen Iteration

Iteration 1

Aoy 0,23034295
Auyy 0,40731841
Uoy 0,23034295
Uz, 0,40731841

2
0,09758798
—0,05810337
0,32793093
0,34921504

Tab.11.2 Endergebnis im Pseudo-Element-Algorithmus

0,559098569
—0,000937636

X2
2

44,3276646 &
25,3493736 ¢

—0,002
—0,002

&x
8y

3

—0,000266304
0,000158556
0,327664625
0,349373595

06854
89535

—81,702478
—114,359511

f cx
fC,V

die erste von dx,, die zweite von dy, abhingt. Nach {d&, d{} auflosen und durch dx,

bzw. dy, teilen ergibt:

de  dE OF, OF,
dx, dy, | _| 9% @
de d¢ dF, 9F,
dx, dy, O

OF, OF, OF, OF,
o, oy, || _| % ¢
OF, OF, OF, OF,
ax, Iy OE
I
(11.41)

Die zu invertierende Matrix ist bereits aus (11.29) bekannt, jetzt gebildet fiir den konver-
gierten Zustand. Fiir die Ableitung von n nach & folgt noch aus (11.30):

on,

E

=
=
-

(xi —x; 4+ x¢ — x1)

fiir n,, entsprechend. Damit ist fiir (11.38) alles bekannt. Fiir die durch (11.36) bestimm-
te globale Iteration dienen die in der Aufgabenstellung gegebenen Werte x, und y, als
Startwerte. Sie werden solange verindert, bis Gleichgewicht herrscht. In jedem globalen
Iterationsschritt miissen & und ¢ global ausiteriert werden. Damit konvergiert die globa-
le Iteration, die die Verschiebungen bestimmt, wie in Tab. 11.1 dargestellt. Wendet man
(1.45) auf Au an, erkennt man quadratische Konvergenz, was fiir die Richtigkeit der Tan-

gentenmatrix spricht.

Danach sind die Koordinaten des Knotens 2 im verformten Zustand, die Einheitsko-
ordinaten dieses Punktes im Pseudo-Element, die Komponenten der Eindringung und der

Kontaktkraft, wie Tab. 11.2 gegeben.
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11.2.5.2 Master-Seiten-orientierte Normalensuche
Die Ansatzfunktionen fiir die Masteroberfldche sind im Bereich —1 < & < 1 als

1 1
N"“‘=[ S8 —(1+S)] (11.42)
2 2
definiert. Damit werden nicht nur die Koordinaten, sondern wird auch der ,,Normalen*-

Vektor n™ aus den an den Knoten gemittelten Normalen interpoliert, sodass sich fiir die
Bedingung (11.14) zur Bestimmung der Einheitskoordinaten der Kontaktsituation

N™ (£0) K™ + ¢ (N™ (§o) 13 + N;™ (o) Ma) — X2 = 0 (11.43)
ergibt. Im Detail fiir die x-Richtung:
1 1 1 1
SU=Ox+ 31 +Hx+i51=Dm+ i1 +Hn—xn =0 (1144)

umgeordnet nach Potenzen von £ und ¢:

1 1 1 1
3 (x3 + x4) —x2 + 55 (—x3 4+ x4) + 5@' (3¢ + n4y) + 555 (—n3y +n4y) =0 (11.45)

Fiir y gilt Entsprechendes. In Zahlen fiir beide Richtungen:

1 1 1 1

3 204+ 51,21) —x, + EE (=20 + 51,21) + EC (0 +2,828) + ECE (-0+2,828) =0
1 1 1 1

2 (40 4+21,21) — yo + Eg (—40 + 21,21) + 5{ (4 +2,828) + EZE (—4+2,828) =0
SchlieBlich muss die Nullstelle der Funktionen

Fy = 35,605 — x, + 15,6056 + 1,414 + 141426 = 0
F, = 30,605 — y, — 9.395¢ + 3,414 — 0,586 = 0

bestimmt werden. Dieses Gleichungssystem enthilt den Term ¢¢ und wird daher iterativ
mit den Newton-Verfahren gelost:

IF, OF,

08 0 | _ [ 15,605 + 1,414¢ 1,414 + 1,4148 ] _ [ _F, ] (11.46)
JF,  OF, —9,395 0,586 3,414 — 0,586 —F,

& 09t

Die Losung konvergiert, wie in Tab. 11.3 gezeigt. Quadratische Konvergenz kann beob-
achtet werden. Das Ergebnis ist nah an dem aus Abschn. 11.2.5.1.



1.2 Nahbereichs-Kontaktberechnungen 325

Tab.11.3 Lokale Iteration in der masterseitenorientierten Normalensuche

Iteration 1 2 3 4

AE 0,54966947 0,00589472 —2,11074E—-06  —2,707E—13

AC —0,12913161 0,00431473 —1,54499E—06 | —1,9819E—13
£ 0,54966947 0,55556419 0,555562077 0,55556208
¢ —0,12913161 —0,12481688 —0,124818423 —0,12481842

Wie in Abschn. 11.2.5.1 konnen die Kontaktkraftkomponenten in einem Penalty-Ver-
fahren nach
f.= kné‘cpn (1133)

bestimmt werden. Dementsprechend bleibt auch deren Ableitung im Grundsatz gleich:

of 0L, on 0§
=k, P ye. P 11.47
s (“ o, ¢ P D axz) (11.47)

Die Ableitungen von £ und ¢ nach x; erhélt man wie in Abschn. 11.2.5.1 tiber die Ablei-
tungen der impliziten Funktion, die durch F = 0 gegeben ist:

de  dE OF, OF, 77
dxy, dy, | _ | 09 93¢
dc d¢ | T | oF, oF, (11.48)
dx; dy, 9 9
wobei die Terme bereits in (11.46) fiir die lokale Iteration gegeben sind. Aus
ma ma 1 1
n() =N"En + N, (E)n4=§(l—§)n3+§(1—§)n4 (11.49)
folgt
om _ 1+ ln (11.50)
9f 2 2 '
In Zahlen:
on, 1 1
=—-04--2828=1,414
g~ 213
iy L b oss = —o.s6
E 2 2 T

Nun kann wieder das Gleichungssystem

afc Aqu fext .
K — : = * —fmt o f 11.36
( red + auz) |: Auzy :| |: 0 truss c ( )
—_———

Kr
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Tab.11.4 Globale Iteration in der masterseitenorientierten Normalensuche

Iteration 1 2 3 4

Ay 0,23036403 0,09750057 —0,000265967 —1,97761E—09
Auyy 0,40730585 —0,05805132 0,000158355 1,17746E—09
Uy 0,23036403 0,3278646 0,327598634 0,327598632
Uy 0,40730585 0,34925453 0,349412885 0,349412886

Tab.11.5 Endergebnisse in der masterseitenorientierten Normalensuche

Xy | 443275986 £ 0,559094335 | g,  —0,00206846 | f.. | —81,6994063
y, 253494129 ¢ —0,000938266 g, —0,00289584 | f.,  —114,378708

fiir die globale Iteration von u, aufgesetzt und geldst werden. Tab. 11.4 zeigt die Ent-
wicklung der Ergebnisse einschlieflich der in Au sichtbaren quadratischen Konvergenz,
Tab. 11.5 die endgiiltigen Koordinaten des Slave-Knotens, der Einheitskoordinaten der
Eindring-Situation sowie der Komponenten der Eindringung und der Kontaktkraft.

Die inneren Krifte des Stabelementes resultieren nach (11.35) in

. 18301
S = [ 11i igs ] (>0

und stehen zusammen mit den Kontaktkréften im Gleichgewicht mit der dufleren Last.

11.2.5.3 Master-Seiten-orientierte Abstandsbestimmung
Nach (11.23) muss das Quadrat des Abstandes des Slave-Knotens zur Master-Oberflache

2
X — N () x™ (11.52)
N e’
AX

beziiglich & minimiert werden, um die Koordinate &, des Fupunktes zu bestimmen. Die
notwendige Bedingung lautet nach (11.24):

. e oN e
(X — N (&) &™) (—7@“’);(““) =0 (11.53)
ag:to
Die Ableitung der Ansatzfunktionen N aus (11.42) ist
ON™? 1 1
= = = 11.54
& |: 2 2 :| ¢ )

In diesem Beispiel lautet die notwendige Bedingung also:

(Xz - Hm-g 0 sm) (ém - §x4)

1 1 1 1
+ ()’2—5(1—5))’3—5(14'5))’4) (§y3—§y4) =0

(11.55)
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ausmultipliziert, hier nur fiir die x-Richtung:

1 1 1
Exz(x3—x4)—Z(l—§)x3(x3—x4)—z(1 +Exs(x3—x4)+...=0 (11.56)
1 1 1
%2 (x3 — x4) — Z(l —£) (%3 —x3x4) — 2 (1+8) (x3x4—x3) +...=0 (11.57)

Nach Termen mit und ohne § umsortiert:

1 1 1
Exz (x3 — x4) — 7 (x§ — X3X4 + X3X4 — xf) — ZE (—x_% + x3X4 + X3X4 — xf) (11.58)

+...=0

1 1 1
5% (o3 — x4) — i (x3 —x37) + EZ (x3—x4)°+...=0 (11.59)

Fiir x und y zusammen:
2 1 2 1
2 (X3 —x4) — 7 (x3 —x37) + 72 (y3 —y4) — 7 (v —»i)

| (11.60)
=-— EZ ((x3 —x2)” + (33 + y4)2)

und nach £ aufgel0st:

¢ o 2xalnmx) - (x5 = x3) + 292 (3 — ya) — (v3 — i) (11.61)

—(x3—x4)" — (y3 = ya)°

In Zahlen:

£ 2-44 (20— 51,21) — (20> — 51,21%) + 2- 25 (40 — 21,21) — (40 — 21,21%)
B — (20— 51,21)> — (40 — 21,21)?

£o = 0,5536

Daraus folgt, dass der Slave-Knoten senkrecht iiber oder unter der Masterfliche liegt,
sodass der Abstandsvektor in (11.52) als

Ax=[Ax]{xz]—w’a(s)[”}—N;“(é)[“] (11.62)
Ay »2 V3 4
in Zahlen
Ax — [ Ax } _ [ 44 }_1(1_0,5536)[ 20 ]—1(1+o,5536)[ o121 ]
Ay s | 72 40 | 2 21,21

| —0,2434
| —0,4043
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berechnet werden kann. Ob das ein Spalt oder eine Eindringung ist, hingt von der Pro-
jektion auf den nach auBlen gerichteten Normalenvektor der Masterflache ab. Dieses Ver-
fahren hat im Zweidimensionalen nur eine Unbekannte, die lokal bestimmt werden muss,
allerdings kann nicht mit gemittelten Normalen gearbeitet werden, was in diesem Beispiel
zusiitzlich auf eine lineare Gleichung fiihrt, aber allgemein beim Ubergang iiber einen
Knick nachteilig sein kann. Ebenso ist hier die Normale konstant. Damit auch das Vorge-
hen bei Elementen hoherer Ordnung gezeigt werden kann, wird noch eine Abhingigkeit
von £ angenommen, auflerdem zur Normalenbestimmung dem Verfahren fiir 3d gefolgt.
Damit ist

n=t; xt (11.63)

wobei t; aus den Ableitungen der Koordinaten als Teil von (11.53) und einer Erweiterung
um 71, = 0 fiir die dritte Dimension besteht und der zweite Tangentenvektor in die Ebene
hinein zeigt:

0
ti=| 0 (11.64)
| 1
~ ~ IN o) oo
tix 0 —tyy Gl y
n=| g, [x| 0 |=| 51, |= 31‘1(&0)5(,11a (11.65)
| 0 ~1 0 U
0

Der Spalt g ist die Projektion von Ax auf den Normaleneinheitsvektor:

nT

g = HAX (11.66)

Im Penalty-Verfahren wird diese Groe mit der Kontaktsteifigkeit &k, multipliziert und
wieder durch den Normaleneinheitsvektor in die Koordinatenrichtungen verteilt:

n n’ Ax n’ Ax n’ Ax
fo= Skog = ky— Nl (11.67)
n| [n| |n| [n|2 n’n

In diesem Beispiel ist die Normale

(D
[ ny } e [ 9.395 ]
. 1 1 -
" —-20+ 5121 15605
2772
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Tab.11.6 Endergebnis in der Methode des kiirzesten Abstands
(im Falle von Vektoren erste Zeile x-, zweite y-Komponente)

£ w X2 Ax g fsuap f.
0,55537 0,26969 44,269 —0,00200022  —0,003878 = —20,996 —79,004
0,38389 25,383 —0,00332235 131,224  —131,224

und damit konstant, weil die Masterfliche gerade ist. Die Ableitungen der Kontaktkrifte
nach den Knotenverschiebungen, die fiir die globale Iteration gebraucht werden, sind

0Ax 0Ax
e ky p0AX  ky  p0AX Ky Ny 9x, 0y,
u, nnTnn u, nTnnn 9x, n’n |: n, :|[ x Ty ] dAy 0Ax
8x2 8y2

(11.68)

Der Abstandsvektor lautet:

Ax=[Ax]{xz]—wa(s)[”}—N;“(s)[“] (11.69)
Ay 2 VK Y4

Die totale Ableitung des Abstandsvektors Ax muss die Abhéngigkeit von & gemif (11.62)
einbeziehen:

dAx  JAx N JdAXx 0&
dx,  0x; € 0x,

| o ANTE) | xs [ﬁ ﬁ}
1o & V3 dxy  dys (11.70)
N () | xg [3_5 3_5}
& Va 0xy  0y»

Die Ableitungen von ¢ konnen aus (11.61) erhalten werden:

K3 _ 2 (x3— x4) 0§ _ 2(y3—y4)

, (11.71)
0x2 = (x3—x4)" — (y3 — ya)? W2 —(x3—x4)" — (3 — 1)’

Nun konnen die Ableitungen der Kontaktkrifte als Teil der Tangentenmatrix im Glei-
chungssystem (11.36) fiir das Newton-Verfahren berechnet werden. Wegen der Linearitéit
wird Gleichgewicht nach einem Schritt mit den Ergebnissen aus Tab. 11.6 erreicht.
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Anmerkung: Diese Vorgehensweise war in diesem Beispiel besonders einfach, weil der
Normalenvektor n der Masterflache konstant war. Fiir gekriimmte Fliachen wird dieses
Verfahren komplizierter. Auerdem konnen gemittelte Normalen nicht wie in den anderen
Verfahren eingebracht werden. Das ginge aber, wenn anstelle des Abstandes gleich die
Projektion des Abstandsvektors auf eine interpolierte Normale minimiert wiirde. Dann ist
man sehr nah bei dem folgenden Verfahren.

11.2.5.4 Orthogonalititsbedingung

Wie durch (11.17) ausgedriickt, muss der Abstandsvektor vom Fullpunkt auf der Master-
oberfliche zum Slave-Punkt senkrecht zur Tangente stehen. Hier werden an den Knoten
gemittelte Tangenten, die senkrecht zu den gemittelten Normalen stehen, verwendet:

4 22
SHESES

Ihre Linge ist nicht wichtig, aber es konnte fiir die Interpolation wichtig sein, dass sie
bei beiden gleich ist. Deshalb ist sie gleich der der bisherigen Knotennormalen gewihlt.
(11.17) wird mit der Interpolation durch die Ansatzfunktionen N™ dann zu

T
F=|x%-NExs-N(E¢)x Ntz + N )ty | =0 (11.72)

%o t(€)
AXx

1 1 1 1
xz—z(l—g)x3—§(1+§)x4 yz—z(l—é)y3—§(l+§‘)y4 }

l(1 -8 + ! (1 + &) tay (11.73)
2 2 —0
i %(1 —§ ity +%(1 + &) tay

Das fiihrt auf eine gemischt-quadratische Gleichung fiir £&. Wegen der Allgemeinheit wird
sie mit einem Newton-Verfahren gelost. Die Ableitung von F' lautet:

T
fl_g - (d]\c]l'lé(g) X3 dj\;g(S) X4) (N1 (§)t5 + N2 (§) ta)
+ (X =N ()%~ N2 () %) (d]\c]l’lé(s)b + dA;ZE@) t4)

(11.74)
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Tab.11.7 Lokale Iteration fiir die Orthogonalititsbedingung

Iteration & F dF/d&

0 0 36,58898987 —63,556349
1 0,5756937 —1,37386169 —68,329240
2 0,5555872 —0,00167584 —68,162543
3 0,5555626 —2,5057E—09 —68,162340

1 1
dF_[1 1 1 1 } A=+ S+t

d__ —3——X4 Y3 — )4 1 1
FoL2 U PN T

- 0-Hu- 4D mo 0O +Ew |

L
__t3X —
{ % (11.75)

__t3y 2
In Zahlen:
1 1
F = 44—5(1—§)~20—5(1 +§)-51.21
1 1
25—5(1—5)-40—5(1+§)~21,21

1 1
5(1—5)-4+§(1+5)-2«/§

1 1 =0
S 1=60-2(1+§-2V2
1 I
dF 1 1 1 1 F (-9 450+ 22
d_§2[5.20—5-51,21 5-40—5-21,21} | .
S (=602 (1+§)-2V2
+[44—%(1—5)-20—%(1+s>-51,21
. | _l.4+l.2ﬁ
25—5(1—5)-40—5(1+S)-21,21} % f
_E.O_E.Qﬁ

Die Iteration wird in Tab. 11.7 gezeigt, wobei quadratische Konvergenz in F' sichtbar wird.
¢ liegt innerhalb der Grenzen fiir das Master-Segment, d. h. der Kontaktpunkt liegt senk-
recht iiber oder unter dem Segment.
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Die Tangente an dieser Position ist
‘ 3,088 |
te=| " |=
ty —2,200
[ —0,2746 |

—0,3855
Den Normalenvektor erhilt man als

n= [ _t’y ] (11.76)

den Spalt als Projektion auf den Normaleneinheitsvektor:

der Abstandsvektor

AX = Xp; — Xy =

n’
g=—Ax (11.77)
n|
Der absolute Wert ist gleich der Lange des Abstandsvektors, aber die Projektion ist notig,
um das Vorzeichen zu bestimmen, d. h. ob hier ein Spalt oder eine Eindringung vorliegt.
Hier ergibt sich g = —0,4733, was Eindringung bedeutet.
Im Penalty-Verfahren wird der Kontaktkraftvektor aus der Multiplikation von g mit der
Steifigkeit k, und dem Normaleneinheitsvektor bestimmt:
n n’ Ax n’ Ax n’ Ax

n
f.=—kyg=k,— =kn——m = kyn—— 11.78
" = Tl ™ e T " (78

Fiir die totale Ableitung muss die direkte Abhingigkeit von x; und die indirekte iiber &
beriicksichtigt werden:

n" Ax (x2, £ (x2))

fo = kan (£ (x2)) - (11.79)
n’n
df. on n” Ax
=ky——— 11.80
dx, 0x, n’n ( )
3 (n” Ax) on N 9 (n" Ax) 0Ax (nn) — (n” Ax) 9 (n"n) on
on X, JAX  0Xp on  0xp
+ k,n 5
(n"n)
Hier ist iiberall nach der Kettenregel
) _ o

= 11.81
8xz 85 8xz ( )
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einzusetzen und wird damit 0&/0x, benotigt. Weil £ die Losung der impliziten Funktion
F nach (11.72) ist, wird die fragliche Ableitung bestimmt aus

F
dF = aa—gdg + oF dxz =0 (11.82)
dg aF\ "' 8F
dn (%) s (1183

0F /0§ kann (11.75) entnommen werden. Der zweite Term lautet (c,, ¢, kiirzen alle Terme
ab, die nicht direkt von x, abhédngen):

3X2 8X2

=|:tx ly:|=tT

P nre y2+cy][ ]@) oL ettt (ata)n ]

(11.84)
Entsprechend:
9(n"n d(m"A 9 (n"A
(nn) =2n’, u = Ax’ und u =n’ (11.85)
on on dAX

Wegen (11.76) haben die Normale und die Tangente die gleiche Linge. Die Ableitung der
Normale kann aus der der Tangente durch

oty
an Xy
— = 11.
0X, oty (11.86)
3X2
erhalten werden. Darin ist
gt dt 9§ N (§) N2 (§) 1 08 1 1\ 9
=5 = t =|—t; +-t, | — 11.87
ox,  OF 0x ( g BT T Y 25T %) o (11.87)
dox i I DE g (N V06 (L
dx, 0%, | 0F 9xo 9 9 ) axa 27 ‘) ox,
(11.88)
SchlieBlich wird (11.85) in (11.80) eingesetzt:
df. on n” Ax ron  ;0Ax n'Ax_ ;dn
dx,  "0x, n’n + "n’n [A 9%, +u’ 9x> n’n 2n B_XJ (11.89)
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Tab. 11.8 Globale Iteration fiir die Orthogonalititsbedingung

Iteration | 1 2 3 4 5

Auyy 0,230359537 0,09751924 | —0,00026604 | —1,97847E—09 | 1,24232E—14
Aus, 0,407308531 | —0,05806244 0,00015840 1,17796E—09 | 1,88222E—15
Upy 0,230359537 0,32787877 0,32761273 0,327612733

Uy 0,407308531 0,34924609 0,34940449 0,349404491

Tab.11.9 Endergebnisse fiir die Orthogonalititsbedingung

Xy | 44,32761273 & 0,55909524 Ax | —0,002068481 | f.r | —81,700063
Y2 | 25,34940449 g —0,00355864 Ay  —0,002895733 | f., | —114,374607

Dieser Teil der Tangentenmatrix bekommt die folgende Struktur (s fiir einen skalaren
Wert):

S[ 2><21|s+s|:2><1i| s 1><2][ 2><2:|+S[ IXZ][ 2><2:|7S[ 1><2]|: 2><2i|

[ 1x2]

[ 1x2]

[ ]

Das Ergebnis ist eine 2 x 2-Matrix wie gewiinscht. Nun kann wieder das Gleichungs-
system (11.36) fiir die globale Iteration aufgebaut und gelost werden. Der Verlauf mit
quadratischer Konvergenz in Au wird in Tab. 11.8 gezeigt, die Endergebnisse in Tab. 11.9.

Dieses Verfahren kommt in 2d auch mit einer Unbekannten in der lokalen Iteration aus,
ermoglicht aber, eine an den Elementiibergéngen geglittete Ausrichtung der Oberfliche zu
beriicksichtigen.

1.3 Konkave Knicke und Ecken

Knicke in konkaven Master-Oberflichen fiihren dazu, dass bei Verwendung der richtigen
Normalen hinter der Oberfliche Bereiche entstehen, die keinem Segment zugeordnet sind
(Abb. 11.15), sodass es zu einem Kontaktdurchbruch kédme.

e Der Pseudoelement-Algorithmus mit gemittelten Normalen beseitigt das Problem.

e Bei innenliegenden Kontaktfeststellungspunkten (Punkt zu Oberfliche) ist ein Problem
unwahrscheinlich, weil jeder Knoten durch mehrere ihn umgebende Punkte gestiitzt
wird (Abb. 11.16).

e Bei Orientierung an der Slave-Normalen hilft eine Mittelung nicht, weil diese ja nicht
die Masterseite betrifft.
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Abb. 11.15 Konkave
Oberflichen im Knoten-zu-

gemittelte Normale
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e Bei der Suche nach dem kiirzesten Abstand kann eine gemittelte Normale nicht in die
Gleichungen (11.20ff.) eingefiihrt werden.

e Ahnlich wie bei der Slave-Normalen konnte aber die nach (11.4) interpolierte Master-
Normale zu einer Bestimmung der Beriihrpunktkoordinaten herangezogen werden:

Xma (Etoa 7)to, Zto) =

ma ma (11.90)
N™ (10, o) X

XSl - é-lona (slo’ nto) IAlav

also
de (Stov nto) (Amd + Ztoﬁav) - XSI (1191)

Eine gingige Methode ist die kiinstliche Erweiterung der Segmente, d.h. es werden
geringfiigig auBerhalb der zugehorigen Intervallgrenzen liegende Einheitskoordinaten
{&0; Mo} fiir den Beriihrpunkt zugelassen (Abb. 11.15). Dabei wird aber ein Kontaktpunkt
zwei Segmenten zugeordnet, sodass auch zwei Kontaktkrifte berechnet werden. Bei

Abb. 11.16 Konkave Oberfla- Master gemittelte Normale
chen im Punkt-zu-Oberfliche-

/
/

y /,
Kontaktpunkt | "

\
// /ﬂ!ﬂﬂ il
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90°-Ecken ist das genau richtig, bei eher flachen Knicken konnten sich nahezu doppelte
Krifte in einer Richtung und damit Storungen in den Kontaktspannungen ergeben. Bei
Beriicksichtigung der Topologie kann dies festgestellt werden, sodass nur eine gemittelte
Kraft aufgebracht wird.
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