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Vorwort zu Band 1 - Grundlagen und 
Integraldarstellungen 

Partielle Differentialgleichungen treten sowohl in der Physik als auch in der 
Geometrie auf. Innerhalh der Mathematik einigen sie die Funktionentheo- 
rie. die Differentialeeometrie und die Variationsrechnune. Ihre Untersuchun~ 

sind, konkurrieren bei den partiellen Differentialgleichungen verschiedene Me- 
thoden. Wir wollen nun mit diesem zweihandigen Lehrbuch Studenten mittle- 
ren Semesters dieses theorie- und anwendungsreiche Gesamtgebiet PARTIEL- 
LE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN vorstellen. Wir setzen Grundkenntnisse der 
Analysis voraus, wie sie et,wa in S. Hildebrandt,~ wnnderschonen Vorlesnngen 
[Hi1,2] oder den Skripten [S1,2] dargestellt sind. Zur Bequemlichkeit des Lesers 
entwickeln wir die weiteren Grundlagen der Analysis in einer Form, wie sie fiir 
die partiellen Differentialgleichungen angemessen ist. So klinnte dieses Lehr- 
buch fiir einen mehrsemestrigen Kurs venvendet werden. Eine Gesamtuber- 
sicht iiher die behandelten Themen ist dem Inhaltsverzeichnis zu entnehmen. 
Fortgeschrittene Leser konnen jedes Kapitel auch unabhejlgig voneinander 
studieren. 

In Kapitel I wird die Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten 
behandelt, wobei wir das uneigentliche Ftiemannsche Integral verwenden. Nach 
dem Weierstraflschen Approximationssatz in 5 1 werden in 5 2 Differentialfor- 
men als Funktionale auf Flachen wie in [R] eingefiihrt. Ihre Rechenregeln 
ergeben sich sofort aus den Determinantengesetzen und der Transformations- 
formel fiir mehrfache Integrale. Mit Hilfe der Zerlegnng der Eins und geeigne- 
ter Approximation wird dann in 5 4 der Stokessche Integralsatz bewiesen fiir 
Mannigfaltigkeiten, welche neben einem reguliiren auch einen singuliiren Rand 
der Kapazitat Null haben. Wir erhalten in 5 5 insbesondere den GauDschen 
Integralsatz ftir singnlare Gebiete wie in [HI], welcher fiir die Theorie part,i- 
eller Differentialgleichungen unverzichtbar ist. Nach den Kurvenintegralen in 
5 6 werden wir [GL] folgend in 5 7 A. Weils Beweis des Poincar6schen Lemmas 
darstellen. In 5 8 konstruieren wir explizit den *-Operator fiir gewisse Diffe- 
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rentialformen und erklaren damit die Beltrami-Operatoren. SchlieBlich stellen 
wir den Laplaceoperator in n-dimensionalen Kugelkoordinaten dar. 

In Kapitel I1 werden konstruktiv die Grundlagen der Funktionalanalysis be- 
reitgestellt. Nachdem wir in § 1 das Daniellsche Integral vorgestellt haben, 
kijnnen wir in 2 das Riemannsche Integral fortsetzen zum Lebesgue-Integral. 
Letzteres ist durch Konvergenzsatze fur punktweise konvergente Funktionen- 
folgen ausgezeichnet. Die Theorie der Lebesgue- meBbaren Mengen und Funk- 
tionen ergibt sich auf natiirliche Weise in § 3 und § 4. In § 5 vergleichen wir 
das Lebesgue- mit dem Riemann-Integral. Danu behandeln wir Banach- und 
Hilbert-Raume in 8 6 und stellen in § 7 als klassische Banach-Raume die Le- 
besgueschen Raume LP(X) vor. Von zentraler Bedeutung sind Auswahlsiitze 
beziiglich der fast-iiberall- Konvergenz von H. Lebesgue und beziiglich schwa- 
cher Konvergenz von D. Hilbert. Mit Ideen von J. v. Neumann untersuchen 
wir in 8 beschrankte lineare Funktionale auf Lp(X). Fur dieses Kapitel habe 
ich sehr profitiert von einem Proseminar iiber Funktionalanalysis bei meinem 
akademischen Lehrer, Herrn Prof. Dr. E. Heinz, an welchem ich als Student 
mitarbeiten konnte. 

In Kapitel I11 werden die topologischen Eigenschaften stetiger Abbildungen 
im Rn st,udiert und das Losen nichtlinearer Gleichungssysteme untersucht. 
Hierzu verwendet man den Brouwerschen Abbildungsgrad, fiir welchen man 
E. Heinz eine geniale Integraldarstellung verdankt (vgl. [H8]). Neben den Fun- 
damentaleigenschaften des Abbildungsgrades erhalt,en wir klassische Satze der 
Topologie, wie etwa den Igelsatz von PoincarA oder das Theorem von Jordan- 
Brouwer uber topologische Spharen im Rn. Im Fall n = 2 ergibt sich die 
Theorie der Umlaufszahl. In diesem Kapitel stellen wir im wesentlichen den 
ersten Teil der Vorlesung [H4] von E. Heinz uber Fixpunktsatze dar. 

In Kapitel IV behandeln wir Funktionentheorie im eigentlichen Sinne, nejnlich 
die Theorie holomorpher Funktionen in einer und mehreren komplexen Ver- 
anderlichen. Da wir den Stokesschen Integralsatz verwenden, kommen wir 
sehr schnell zu den wohlbekannten Aussagen der Funktionentheorie in 82 
und 3. In den nachfolgenden Paragraphen studieren wir auch die LBsungen 
der inhomogenen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung, die vollstandig 
von L. Bers und I. N. Vekua (siehe [V]) untersucht worden ist. In 5 6 stellen 
wir Aussagen uber pseudoholomorphe Funktionen zusammen, welche in ih- 
rem Nullstellenverhalten den holomorphen Funktionen tUmlich sind. In 7 
beweisen wir den Riemannschen Abbildungssatz mit einer Extremalmethode 
und untersuchen in 8 das Randverhalten konformer Abbildungen. In die- 
sem Kapitel hoffen wir vom Glanz der Vorlesung [Gr] von H. Grauert uber 
Funktionentheorie et,was vermitt,eln zu kiinnen. 

Dann widmen wir uns in Kapitel V der Potentialtheorie im Rn. Mit Hilfe 
des GauDschen Integralsatzes wird in 1 und 2 die Poissonsche Differential- 
gleichung studiert und insbesondere ein Analytizitatstheorem bewiesen. Mit 
der Perronschen Methode wird in 3 das Dirichletproblem fur die Laplace- 
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gleichung gelost. Aus der Poissonschen Integraldarstellung wird in 54 und 
5 die Theorie der Kugelfunktionen im Rn entwickelt, welche von Legend- 

re begrtindet und von G. Herglotz in dieser Eleganz dargestellt wurde. Auch 
in diesem Kapitel habe ich entscheidend von der Vorlesung [H2] tiber Par- 
tielle Differentialgleichungen meines akademischen Lehrers, Herrn Professor 
Dr. E. Heinz in Gottingen, profitiert. 

In Kapitel VI betrachten wir lineare, partielle Differentialgleichungen im Rn. 
Wir beginnen in 5 1 mit dem Maximumprinzip fur elliptische Differentialglei- 
chungen und wenden dieses in $ 2  auf quasilineare, elliptische Differential- 
gleichungen an (vgl. die Vorlesung [H6]). In § 3 wenden wir uns der Warme- 
leitungsgleichung zu und preentieren das parabolische Maximum-Minimum- 
Prinzi~.  Dann wollen wir in S 4 die Bedeutunc charakterist,ischer Flacben ver- 

Dimensionen n = 1,3,2 gelast. Mit Hilfe der Abelschen Integralgleichung 
lasen wir dieses Problem ftir alle n 2 2 in 6 (vgl. die Vorlesung [H5]). Dann 
betrachten wir in 5 7 die inhomogene Wellengleichung und ein Anfangsrand- 
wertproblem. Fiir parabolische und hyperbolische Gleichungen empfehlen wir 
die Lehrbiicher [GuLe] und [J]. 
SchlieDlich klassifizieren wir die linearen, partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in 8. Als invariante Transformationen fiir die Wellenglei- 
chung erhalten wir die Lorentztransformationen (vgl. [GI). 

Mit den Kapiteln V und VI haben wir versucht, eine geometrisch orientierte 
Einfiihrung in die Theorie partieller Differentialgleichungen zu geben, ohne 
funktionalanalytische Kenntnisse voraussetzen zu miissen. 

Mein ganz herzlicher Dank gilt Herrn Dr. Steffen Frohlich und Herrn Dr. Frank 
Muller fur ihre unermudliche Mitarbeit bei der Anfertigung der zugrunde lie- 
genden Vorlesungsskripten an der BTU Cottbus. Fur die vielen wertvollen 
Hinweise und die Erstellung des gesamten w-Manuskripts bin ich Herrn 
Dr. Frank Mtiller von Herzen dankbar. Er hat in gewohnt souveraner Wei- 
se dieses Lehrbuch ausgearbeitet. Dem Springer-Verlag danke ich far die 
verstandnisvolle Zusammenarbeit. 

Cottbus, im September 2003 Friedrich Sauuigny 
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Differentiation und Integration auf 
Mannigfaltigkeiten 

Wir bezeichnen rnit Rn den n-dimensionalen Euklidischen Raum rnit den 
Punkten x = (XI,.  . . ,x,), xi E R, und setzen 

Unter Q verstehen wir i.a. eine offene Teilmenge im Rn. Mit M deuten wir den 
0 

topologischen AbschluD und rnit M den offenen Kern einer Menge M C Rn 
an. Wir verwenden die folgenden linearen Funktionenraume: 

C0((2) . . . . . . stetige Funktionen auf Q 
Ck((2) . . . . . . k-mal stetig differenzierbare Funktionen auf Q 
C$ ((2) . . . . . . k-mal stetig differenzierbare Funktionen f auf Q rnit kom- 

paktem Triiger supp f = { x  E Q : f (2) # 0) C Q 
C k ( n )  . . . . . . k-mal stetig differenzierbare Funktionen auf (2, deren Ablei- 

tungen bis zur Ordnung k stetig nach fortgesetzt werden 
konnen 

C $ ( n  U 8).  . k-mal stetig differenzierbare Funktionen f auf (2, deren Ab- 
leitungen bis zur Ordnung k stetig nach fortgesetzt werden 
konnen rnit supp f c Q U O 

C ( K )  . . . Raum von Funktionen wie oben rnit Werten in K = R" oder 
K = c. 

SchlieBlich benutzen wir die Bezeichnungen 

Vu . . . . . . . . . Gradient (u,, , . . . , u,,) einer Funktion u = u(x1, . . . ,x,) E 
C1(R"l 

\ ,  

n 
n u . .  . . . . . . . Laplaceoperator C u ,i,i einer Funktion u E C2(R") 

i=l 
Jf. .. . . .... . Funktional-Determinante einer Funktion f : Rn + Rn E 

C'(Rn,Rn). 



2 I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten 

$1 Der Weierstral3sche Approximationssatz 

Seien 0 C Rn, n € N, eine offene Menge und f (2) E Ck(fl), k E NU{O) =: &, 
eine k-ma1 stetig differenzierbare Funktion. Unser Ziel ist der Beweis folgender 
Aussage: 

Es gibt eine Folge von Polynomen p,(x), x E Rn, m = 1 , 2 , .  .., welche 
auf jeder kompakten Teilmenge C C 0 gleichmaBig gegen die Funktion f (2) 
konvergieren. Weiter konvergieren alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 
k der Polynome p, gleichmaflig auf C gegen die entsprechenden Ableitungen 
der Funktion f .  

Die Koeffizienten der Polynome p, hangen i.a. von der Approximation ab. 
Andernfalls ware die Funktion 

in eine Potenzreihe entwickelbar, was wegen 

offenbar nicht der Fall ist. 

Im folgenden Hilfssatz betrachten wir einen 'mollifier', mit dessen Hilfe Funk- 
tionen geglattet werden. 

Hilfssatz 1. Zu jedem E > 0 betrachten wir die Funktion 

Dann besitzt K, = K,(z) die folgenden Eigenschaften: 

1. K,(z) > 0 fir alle z E Rn; 

2. K&) dt = 1; 1 
R" .. 

3. Fiir jedes 6 > 0 gilt: lim 
E+O+ 

1426 

Beweis: 

1. Die Exponentialfunktion ist positiv, die Behauptung ist also klar. 
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2. Wir substituieren z = G x ,  also dz = fin dx. Dann gilt 

3. Wir verwenden die Substitution aus Teil2 und erhalten 

1 1 
K,(t) d t  = , / e ~ p ( - ~ x ~ ~ ) d x + 0  f i r  c + 0 + .  

IH3 
J;; 

IMW+ q.e.d. 

Hilfssatz 2. Sei f (x) E C8(Rn) und sei fiir E > 0 die Funktion 

also konuergiert f,(x) gleiehmdflig auf dem Rn gegen die Funktion f (x) 

Beweis: Wegen dem kompakten Trager ist f (x) gleichmaig stetig auf dem 
R". Zu vorgegebenem 7 > 0 gibt es also ein S = S(q) > 0, so daD gilt 

Da f beschrkkt ist, gibt es weiterhin ein co = ~ ( 7 )  > 0 mit 

2 sup I f ( y )  K.(y -x)dv j q flir alle 0 < c < c ~ .  
BEE" 

I Y - z ~  

Beachten wir noch 
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so erhalten wir fiir alle x E Rn und alle 0 < E < EO die Abschatzung 

Insgesamt folgt 

Im folgenden benotigen wir den 

Hilfssatz 3. (Partielle Integration im W) 
Seien die hnktionen f ( x )  E Ci(Rn)  und g(x)  E C1(Rn) gegeben, so gilt 

Beweis: Wegen f ( x )  E CA(Rn) gibt es ein r > 0, so daO f ( x )  = 0 sowie 
f ( x )g (x )  = 0 richtig ist fiir alle x E Rn mit lxjl 2 r fiir mindestens ein j E 
{I,. . . , n) .  Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung 
gilt dann 

Somit folgt 

Hilfssatz 4. Sei die Funktion f ( x )  E C,k(Rn,C) mit k E NO gegeben. Dann 
gibt es eine Folge von Polynomen mit komplexen Koeffizienten 
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derart, dajl die Relationen 

Dmp,(x) + Da f ( x )  fiir m + oo, la1 5 k ,  

gleiehmajlig in jeder Hyperkugel BR := { x  E Rn : 1x1 5 R )  mit 0 < R < +cc 
erfiillt send. Dabei wird der Differentialoperator Do, a = ( a l ,  . . .,a,), erkliirt 
durch 

81-l 
DO := la1 := a ~ +  . . . +a, ,  ax:. . . . ax? ' 

mit al, . . . ,a, 2 0 ganzzahlig 

Beweis: Wir differenzieren die Funktion f,(x) nach der Variablen xi und er- 
halten mit Hilfssatz 3 

ftir i = 1,. . . , n. Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhalten wir 

Dabei ist D" f (y )  E C:(Rn). Nach Hilfssatz 2 konvergiert nun fiir alle la1 5 k 
die Funktionenschar Do f,(x) gleichmitaig auf dem Rn gegen Dm f (x) fiir E + 
0 + . Wir wahlen nun ein R > 0 so, daB supp f C BR gilt. ZU festem E > 0 
betrachten wir die Pot,enzreihe 

welche in BZR gleichmaflig konvergiert. Darum gibt es zu jedem E > 0 ein 
NO = NO(&, R ) ,  SO da!3 fiir das Polynom 

Mit 
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- 
fe,.,.) := / p E , R ( y  - .)f(Y)d!l 

R" 

erhalten wir fur jedes E > 0 ein Polynom in den Verejlderlichen X I , .  . . , x, 
und schlieBen wie oben 

D ~ ~ , R ( X )  = /P.R(~ - x ) D e ( )  d fur alle x t In,  a 5 k. 

Nun gilt fur alle la1 5 k und 1x1 I R die Abschatzung 

Somit konvergieren die Polynome D ~ ~ ; , R ( X )  gleichmXflig auf BR gegen die 
Ableitungen Dm f ( x ) .  Wahlen wir nun die Nullfolge E = $, m = 1 ,2 , .  . . , so 
erhalten wir mit - 

P ~ , R ( X )  := ~ & , R ( x )  

eine in BR approximierende Polynom-Folge, die noch vom Radius R abhangt. 
Wir setzen r = 1 , 2 , .  . . und finden Polynome p, = p ,?,, mit 

Die Folge p, genugt der Behauptung. q.e.d. 

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu 

Satz 1. (Weie r s t rdsche r  Approximationssatz) 
Seien 0 C In eine offene Menge und f ( x )  t C k ( O ,  C) mit k t No. Dann gibt 
es eine Folge uon Polynomen mit komplexen Koefizienten uom Grad N ( m )  t 
No, 

derart, dajl die Relationen 

gleiehmajlig auf jeder kompakten Menge C C 0 erfiillt sind. 
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Beweis: Wir betrachten eine Folge Ql C f22 C . . . C f 2  heschrankter, offener 
Mengen, die LJ ausschopft. Dabei gelte C Cj+l fiir alle j. Mit Hilfe der 
Zerlegung der Eins (vgl. Satz 4)  konstruieren wir eine Folge von Funktionen 
4 j ( x )  E Cgm(L?) mit 0 I $j ( z )  I 1, x E 0, und 4 j ( x )  = 1 auf 2, ftir 
j = 1 ,2 , .  . . Wir betrachten dann die Funktionenfolge 

mit den folgenden Eigenschaften: 

f j ( x )  E C;(Rn) und D a f j ( x )  = Da f ( x ) ,  z E f 2 j ,  la1 I k. 

Da Qj beschrhkt ist, gibt es nun nach Hilfssatz 4 zu jedem f j (x)  ein Polynom 
pj (x )  mit 

Fur eine heliehige kompakte Menge C C R gibt es ein jo = jo(C) E N, so da8 
C C 0, fiir alle j 2 jo(C) richtig ist. Somit folgt 

Im Grenzfall j + oo erhalten wir schliefllich 

fur alle la1 5 k und alle kompakt,en Teilmengen C C Q. q.e.d. 

Der obige Satz 1 liefert uns eine gleichmi&ge Approximation im Inneren des 
Definitionsbereichs der zu approximierenden Funktion. Auf kompakten Men- 
gen definierte stetige Funktionen konnen bis zum Rand, d.h. auf dem gesam- 
ten Definitionsbereich gleichmafiig approximiert werden. Um das zu zeigen, 
benotigt man zunachst folgenden 

Satz 2. (Tietzescher Erganzungssatz) 
Sei C C IhSn eine kompakte Menge und f ( x )  E CO(C,C) eine auf C stetige 
Funktion. Dann gibt es eine stetige Erweiterung won f auf den ganzen Rn, 
das heiflt es gibt eine finktion g(x)  E CO(Rn,C) mit 

f ( x )  = g(x)  fiir alle x E C. 

Beweis: 

1. Fur x E Rn erklaren wir die Funktion 
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welche die Distanz eines Punktes x zur Menge C miOt. Da C kompakt ist, 
gibt es zu jedem x E Rn ein jj E C mit 

Sind nun x~,xz E Rn, so folgt fiir y2 E C mit 1% - 221 = d ( x z )  die 
Ungleichung 

Durch Vertauschen von XI und 22 erhiilt man eine analoge Ungleichnng, 
so daO 

folgt. Insbesondere ist also d  : Rn + R eine stet,ige Funktion. 
2. Fiir x @ C, a  E Rn, betrachten wir die Funktion 

Fur festes a  ist die Funktion ~ ( x ,  a )  im Rn \ C  nach obigen Betracbtungen 
stetig. Weiter haben wir 0 5 ~ ( x ,  a )  5 2  sowie 

3. Sei nun {dk) ) )  C C eine in C dichte Punktfolge. Da f ( x )  : C + @ 

beschrankt ist, konvergieren die Reihen 

5 2 - . ~ ( x ,  a [ k ) ) f ( a [ k ) )  und 5 2 - k ~ ( x ,  d k ) )  
k=l k=l 

gleichmaig fur alle x E Rn \ C und stellen dort stetige Funktionen in x 
dar. Ferner wird 

denn zu jedem x E Rn \ C gibt es mindestens ein k mit > 0. 
Somit ist die Funktion 
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stetig. Hierbei haben wir 

gesetzt. Anf IW" \ C gilt weiterh'in 

4. Wir erklaren nun die Funktion 

f ( x ) , x E C  
g(x) := 

h(x), x E Rn \ C  

Wir haben nur noch die Stetigkeit Ton g auf aC zu zeigen. Fur z E C und 
x I# C gilt die Abschatzung 

Da f : C -t C gleichmaig stetig ist, folgt 

lim h(x) = f (z) fiir z E a C  und x 4 C. 
:;;c" q.e.d. 
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Die in diesem Satz geforderte Kompaktheit der Teilmenge C ist fur die Aus- 
sage wichtig. Die Funktion f ( x )  = sin(l/x), x E (0, a), kann man schon nicht 
mehr stetig in den Nullpunkt fortsetzen. 

Satz 1 und Satz 2 zusammen liefern uns nun den 

Satz  3. Sei f ( x )  E CO(C, C) eine auf der kompakten Menge C C Rn stetige 
Funktion. Dann gibt es zu jedem E > 0 ein Polynom p,(x) mit der Eigenschaft 

Wir wollen jetzt gewisse Glattungsfunktionen konstruieren, welche uns bald 
gute Dienste leisten werden. Man zeigt leicht, dal3 die Funktion 

1 
$(t)  := exp ( - 7) { 0, 

, falls t > 0 

falls t 5 0 
(1) 

zur Regularit%t,sklasse Cm(R) gehBrt. Zu beliebigem R > 0 betrachten wir 
die Funktion 

i p ~ ( x )  := l j 1 ( 1 ~ 1 ~  - R ~ ) ,  x E R ~ .  (2) 

Es gilt dann i p ~  E Cm(Rn,R). Wir haben i p ~ ( x )  > 0 falls 1x1 > R, ipR(x) = 0 
falls 1x1 5 R,  also 

Weiter konstruieren wir aus $( t )  die Funktion 

e = e(t)  : R + R E Cm(R) vermoge t H ~ ( t )  := $(I-t)$(l+t),  (3) 

welche symmetrisch ist, d.h. Q(-t) = ~ ( t )  fur alle t E R Desweiteren gilt 
e(t)  > 0 fur alle t E (-1, I ) ,  ~ ( t )  = 0 sonst und somit 

supp(e) = [ - I ,  11. 

SchlieBlich erklaren wir zu 5 E Rn und E > 0 die Kugel 

und die Funktionen 

Es ist dann ipC,, E Cm(Rn,R) richtig, und wir lesen ab ~ , ~ ( x )  > 0 fur alle 
0 

x E B,(c), ipC,,(x) = 0 falls lx - 51 2 E.  Damit gilt 

Ein grundlegendes Beweismittel lernen wir nun kennen im folgenden 



51 Der WeierstraBsche Approximationssatz 11 

Satz 4. (Zerlegung d e r  Eins) 
Es sei K C Rn eine kompakte Menge, und zu jedem x E K bezeichne 0, C 
Rn eine offene Menge mit x E 0,.  W i r  kdnnen dann endlich viele Punkte 
X I ' ) ,  x('), . . . , xIm) E K auswdhlen (m E N), so dajl 

gilt. Weiter finden wir Funktionen X ,  = x,(x) : O,I,, + [O, +co) mit X ,  E 
Cr(O,(,,) flir p = 1,. . . ,m,  so dajl die finktion 

die folgenden Eigenschaften hat: 

(dx  E 
( b )  Fur alle x E K gilt ~ ( x )  = 1 .  
(c) Fiir alle x E Rn ist 0 5 ~ ( x )  5 1 richtig 

Beweis: 

1. Da K c Rn kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit K C B := BR(O). Zu jedem 
0 

x E B wiihlen wir nun eine offene Kugel B,= ( x )  vom Radius E ,  > 0 derart, 
daO BE= ( x )  c 0, fur x E K und Be= ( x )  c Rn \ K fiir x E B \ K erfullt 

ist. Das Mengensystem {&. ( 2 ) )  liefert dann eine offene ~ b e r d e c k u n ~  
s F B  

der kompakten Menge B. Nach d e i  Heine-Borelschen Ijberdeck~n~ssatz 
genugen dafur endlich viele offene Mengen, sagen wir 

Hierbei gelte x(") E K ftir p = 1,2,. . . , m und x(") E B \ K fiir f i  = 
m + 1,. . . , m + M, und wir haben E ,  := E,(,, , f i  = 1,. . . , m + M, gesetzt. 
Mit der in (5) erklarten Funktion betrachten wir nun die nichtnegat,iven 
Funktionen ip,(x) := ip,(,),,~(x) und bemerken ip,, E Cr(O,(,)) fiir jt = 
1,. . . ,m beziehungsweise ip,, E CF(Rn \ K )  fur jt = m + 1,. . . ,m + M. 
Ferner setzen wir ~ I ~ + M + ~ ( Z )  := ipR(x), wobei i p ~  in ( 2 )  definiert wurde. 
Offenbar folgt dann 

m+M+1 
ip,(x) > 0 fur alle x E Rn 

,'=l 

2. Wir erkliiren nun die Funktionen x,, gemiiB 
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ftir j~ = 1,. . . , m + M + l .  Die X ,  und 9,  gehliren dann jeweils den gleichen 
RegularitBtsklassen an, und wir hahen zusatzlich 

rn 
Die Eigenschaften (a), (b) und (c) der Funktion ~ ( x )  = C x,(x) liest 

,'=I 
man nun direkt aus der obigen Konstruktion ah. q.e.d. 

Definition 1. Die Rmktionen x l ,  xz , .  . . , xrn aus Sntz 4 nennen wir eine der 
offenen iiberdeekung {Ox}rE~ won K untergeordnete Zerlegung der Eins. 

52 Parameterinvariante Integrale und 
Differentialformen 

In den Grundvorlesungen zur Analysis beweist man folgende Aussage, die 
fundamental fiir alles weitere ist. 

Satz 1. (Transformationsformel fiir mehrfache Integrale) 
Es seien f2,O C Rn, n E W, offene Mengen und y = (yl(z1, .  ..,x,), . . ., 
y,(xl,. . . , x,)) : f 2  + O bezeiehne eine bijektiwe Abbildung der Klasse 
C1(f2, Rn),  fiir die gelte 

ayi(x) Jy(x )  := det (r ) ,  # 0 f6r alle x  E f 2  
xj w=1, ..,n 

Die Funktion f = f ( y )  : O + R E C O ( 0 )  sei uorgelegt, und es sei 

fiir das uneigentliehe Riemannsehe Integral uon i f 1  erfiillt. Dann gilt die 
Transformationsfonnel 

Im folgenden wollen wir Differentialformen iiber m-dimensionale Flachen im 
Rn integrieren. 
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Definition 1. Sei die offene Menge T C Rm n i t  m E W als Parameterbereich 
gegehen. Weiter sei 

mit k, n E N und m 5 n eine Abbildung, deren Funktionalmatrix 

fiir alle t E T den Rang m hat. Dann nennen uiir X eine parametrisierte, 
regulare Flache mit der Parameterdarstellung X ( t )  : T + Rn. 
Sind X : T + Rn und 2 : ? + Rn zwei Parameterdarstellungen, so nennen 
wir diese aquivalent, wenn es eine topologische Abbildung 

gibt mit den folgenden Eigenschaften: 

Man sagt, 2 enstehe aus X durch orientierungstreues Umparametrisieren. 
Die Aquivalenzklasse [XI aller zu X aquivalenten Parameterdarstellungen 
nennen wir eine offene, orientierte, m-dimensionale, regulare Flache der 
Klasse Ck im Rn. Wir nennen eine Flache eingebettet in den Rn, falls zusatz- 
lich X : T + Rn injektiu ist. 

Beispiel 1. (Kurven im Rn) 
Auf T = (a,  b )  c R betrachten wir die Abbildung 

mit 

IX1(t)l = {x ; ( t ) j2  + . . . + { ~ ; ( t ) } ~  > 0 fiir alle t E T. 

Dann ~ i b t  - 

L ( X )  = IXf ( t )  1 dt I 
die Bogenlange der Kurve X = X ( t )  an. 
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Beispiel 2. (Flachen im R3) 

Sei T C R2 der offene Parameterbereich, so betrachten wir die Flachendar- 
stellung 

Der Vektor in Richtung der Nonnalen an die Flache lautet 

Den Einheitsnormalenwektor an die Flache X definieren wir durch 

ftir alle (u, u) E T. Wir erhalten mit dem Integral 

den Flacheninhalt der Flache X = X(u,  u). Wir berechnen 

folgt. 

Beispiel 3. (Hyperflachen im Rn) 
Sei X : T + Rn, T C Rnn-l, eine regulare Flache. Ftir alle t E T sind die 
(n - 1) Vektoren Xt, , . . . , Xtn-, linear unabhangig und spannen im Punkt 
X(t)  E Rn den Tangentialraum an die Flache anf. Wir wollen nun den Nor- 
maleneinheitsuektor v(t) E Rn konstruieren. Es sollen also 

Iv(t)l = 1 und v(t) . Xt,(t) = 0 fiir alle k = 1,. . . , n - 1 

gelten sowie 
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det (xt, ( t ) ,  . . . , Xtm-, ( t ) ,  u ( t ) )  > 0 fur alle t E T; 

die Vektoren Xt,, . . . , Xtn-, und u bilden also ein Rechtssystem. Wir erklaen 
hierzu die Funktionen 

Dann gilt die Identitat 

Es gilt offensichtlich lu(t)l = 1. Weiter berechnen wir 

Bn,..Bs, 
at,-, at,-, 

A1 ... A, 

Somit folgt X t j ( t )  . u( t )  = 0 fur t E T und j = 1,. . . , n  - 1. Fiir das Ober- 
.Riich,enelement erhalten wir 

n 

= x AiDi fiir alle X I ,  . . . , A, E R 
i=l 

!!a . @% 
at, atl 

A,.. Bz, 
at,-, at,-, 

U l  ... U" 

Wir erklaren nun den Einheitsnonnalenuektor 

d t l  . . . dt,-l 
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Folglich berechnet sich der Flacheninhalt von X als das uneigentliche Integral 

Beispiel 4. Eine offene Menge Q C Rn kann auch als Flache im En angesehen 
werden, und zwar vermittels der Abbildung 

X(t )  := t,  mit t E T und T := Q C Rn. 

Beispiel 5. (m-dimensionale Flachen im Rn) 
Seien X( t )  : T + Rn eine Flache mit T C Rm als Parameterbereich und 
l < m < n . M i t  

bezeichnen wir den metrischen Tensor oder Mafltensor der Flache X. Ferner 

seine Gramsche Detenninante. Erganzen wir im Rn das System {Xti}i=l, ..,, 
in jedem Punkt X(t) durch Vektoren &, j = 1,. . . , n - m, mit den Eigen- 
schaften 

(a) <j . Ck = 6jk fiir alle j, k = 1,. . . , n - m; 
( h ) X t i . & = O f i i r a l l e i = l  ,..., m u n d j = l ,  ..., n - m ;  

(c) det (xt, ,  . . . , xt-, El,. . . , ~ n - m )  > 0; 

so konnen wir wie folgt das Oberflachenelement berechnen: 

do(t) = det (x,, , . . . , Xt- ,€ I , .  . . ,&-m) dtl . . . dt, 

= ,,qq dtl . . . dt, 

Um das Oberflachenelement durch die Jacobi-Matrix aX(t )  auszudriicken, 
benotigen wir den folgenden 

Hilfssatz 1. Seien A, B zwei n x m-Matrizen, m 5 n. Fur 1 < il < . . . < 
im 5 n hezeich,ne Ai ,... die Matrix, die au,s den Zeilen il, . . . , im der Matrix 
A besteht; entsprechend seien die Untennatrizen von B definiert. Dann gilt 
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det ( A t  o B) = x det Ai, ... i," det Bi,  ... i, . 
I<<,< ... <i,"<n 

Beweis: Wir fixieren A und zeigen, da!3 die Identitat Kir alle Mat,rizen B gilt. 

1. Seien e l , .  . . ,en die Spalteneinheitsvektoren des Rn,  so gilt obige Formel 
zunachst fiir alle B = (ej , ,  . . . , e j _ )  mit j l ,  . . . , j, E {I,. . . , n). 

2. Gilt ohige Formel fiir die Matrix B = (b l , .  . . , b,), so gilt sie auch fiir die 
Mat,rix B' = (bl ,  . . . , Xbi, . . . , b,). 

3. Gilt die Formel fiir Matrizen B' = (b l , .  . . , bi, . . . , b,) und B" = (bl ,  . . . , 
by,.  . . , b,), so auch fiir die Matrix B = (bl ,  . . . , bi +by , .  . . , b,). q.e.d. 

Folgerung: Fiir eine n x m-Matrix A gilt 

Schreiben wir nun den metrischen Tensor in der Form 

mit a X ( t )  = (x,, ( t ) ,  . . . X,, ( t ) ) ,  so folgt 

Also ergibt sich fiir das Oberflaehenelement 

Definition 2. Unter d e n  Flacheninhalt einer offeenen, orientierten, m-di- 
mensionalen, regularen C1-Flache i m  Rn mit einer Parameterdarstellung 
X ( t )  : T + Rn verstehen wir das uneigentliche Riemannsche Integral 

wobei T C Rm offen und 1 5 m 5 n erfiillt ist. Falls A ( X )  < +cc ausfallt, 
hat die Fliiehe [XI einen endliehen Flacheninhalt. 
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Bemerkungen: 

1. Mit Hilfe der Transformationsformel far mehrfache Integrale stellt man 
fest, daB der Wert des Flacheninhalts unabhangig von der Auswahl der 
Parameterdarstellung ist. 

2. Im Falle m = 1 erhalten wir mit A ( X )  die Bogenlejlge der Kurve X : T + 
Rn. Der Fall m = 2, n = 3 ftihrt uns auf den klassischen Flticheninhalt 
einer Fltiche X im R3. Fur m = n - 1 berechnen wir den Flticheninhalt 
von Hyperfltichen im Rn. 

In der Physik und in der Geometrie treten haufig Integrale auf, die nur von der 
m-dimensionalen Fltiche und nicht von ihrer Parameterdarstellung abhagen. 
Anf diese Weise werden wir zu Integralen tiber sogenannte Differentialformen 
gefiihrt. 

Definition 3. Auf der offenen Menge O C Rn seien die Funktionen ai, ..in E 
C k ( 0 ) ,  k E No, mit il, . . . , i ,  E {I , .  . . , n ) ,  1 5 m 5 n ,  gegeben. Wir erkldren 
die Menge 

F := { X I X : T + Rn ist reguldre, orientierte, m- dimensionale 

Fldche mit endlich,em Flficheninhalt und X ( T )  CC 0 )  

Unter einer Differentialfon vom Grade m der Klnsse C k ( U ) ,  

oder kurz einer m-Form der Klasse Ck((0) ,  verstehen wir die Funktion w : 
F + R erkldrt durch 

Bemerkungen: 

1. Wir schreiben A cc 0, falls A c En kompakt ist und A c 0 erftillt ist. 
2. Da die Koeffizientenfunktionen ai, . i ,  ( X ( t ) ) ,  t E T ,  heschrankt sind nnd 

die Flache endlichen Flacheninhalt hat, ist das auftretende Integral ahso- 
lut konvergent. 

3. Sind 

w = ai ,... i,,,(z) dzi, A .. . A dxi, 
i,, ..., i-=l 

und 
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zwei Differentialsymhole, so konnen wir nnter diesen die Aquivalenzrela- 
tion 

w - ij w ( X )  = G ( X )  fiir alle X E F 

erkleen. Eine Differentialform kann somit als Aquiualenzklasse von Diffe- 
rentialsymbolen aufgefaflt werden, wohei dann ein Repriisentant zn ihrer 
Kennzeichnung gewalt  wird. 

4. Sind X ,  2 E F zwei iiquivalente Darstellungen der Fltiche [ X I ,  so gilt 

n =/ %.im ( X i t ( 4 ) )  
a(xi , ,  . . . , x i - )  w1,. . . , tm) dsl ... ds,  

- , I , . . . , ~ ~ = ~  a . . t a ( s l , .  . . , S A  
T 

Somit ist w eine Ahbildung, die auf den Aquivalenzklassen der orientierten 
Fl&chen [ X I ,  X E 7, erkliirt ist. 

5. Bei einer orientierungsnmkehrenden Parametertransformation t = t ( s )  
mit J ( s )  < 0, s E T I ,  h d e r t  sich das Vorzeichen: w ( 2 )  = - w ( X ) .  

Definition 4. Eine 0-Form der Klasse C k ( 0 )  ist eine Funktion f ( x )  E 
Ck((0) ,  d.h. 

w =  f ( x ) ,  X E U .  

Zu 1 5 m 5 n nennen wir 

eine Basis-m-Form 

Definition 5. Seien w,wl,wz m-Formen der Klasse C O ( 0 ) ,  und sei c E R 
Dann erkliiren wir die Differentialformen cw und wl + wz durch 

( w ) ( X )  := w ( X )  fiir alle X E F 

bzw. 
(wl + w ~ ) ( X )  := w l ( X )  + W Z ( X )  fur alle X E F. 

Die m-dimensionalen Differentialformen bilden dann einen Vektorranm mit 
dem Nullelement 

o ( X )  = 0 fiir alle X E F. 
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Definition 6. ( ~ d e r e s  Produkt von Differentialformen) 
Seien die Differentialformen 

uom Grade m der Klasse Ck(U),  k E &, gegeben. Dann erklaren wir das 
aujlere Produkt von w l  und w2 als die (1 + m)-Fonn 

w = wlAwz := ai ,... i, (x)bj  ,.. j- ( x )  dxi,A.. .Adx,Adxj ,A. .  .Adzj, 
1 5 , ~  ,..., i , , j l  ,..., jn5n 

der Klasse Ck(U). 

Bemerkungen: 

1. Fiir beliebige Differentialformen wl, wz, w3 gilt dm Assoziativgesetz 

2. Seien wl,  w2 zwei 1-Formen und w3 eine m-Form, so gilt das Distributiv- 
gesetz 

(w l  f WZ) A W3 = ~1 A w3 + wz A ~ 3 .  

3. Wegen des alternierenden Cbarakters der Determinante gilt 

dxi, A . . . A dxi, = sign (?r) dxi -(,, A . . . A dxi +, . 
Dabei ist ?r : {I,. . . ,1} + {1, . . . ,1} eine Permutation mit dem Vorzeichen 
sign (T )  . 

4. Stimmen insbesondere zwei Indizes i j ,  und ij, iiberein, so wird dxi ,  A . .  .A 
dxi, = 0. Daher ist jede m-Form im Rn mit m > n identisch Null. 

5. Fiir eine 1-Form w l  und eine m-Form wz gilt die Vertauschungsregel 

Das aufiere Produkt ist also nicht kommutativ. 
6. Wir k6nnen jede m-Form in der folgenden Weise darstellen: 

Die Basis-m-Formen dxi, A .  . . A dxi,, 1 5 il < . . . < i, 5 n, bilden eine 
Basis des Raumes der Differentialformen mit Koeffizientenfunktionen der 
Klasse Ck (0) mit k E No. 
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Definition 7. Sei 

w =  a .  i," (x) x i  A . . . A x i ,  x E 0, 
1si,<...<i,"sn 

eine stetige Differentialform auf der offenen Menge 0 C Rn, 1 1 m 5 n. 
Dann erklaren wir das uneigentliehe Riemannsche Integral der Differential- 
form w iiber die Fliiehe [XI C 0, 

q x i l , .  . . ,Xi,") / w := / c. ai l...im (XW) a(t dtl . . . dt,, 
l<ir< ... <c.,.sn l>.. . , t ,)  

[XI 

falls w absolut integrierbar ist iiber X, also 

erfiillt ist. 

Bemerkumg: Mit Hilfe der Transformationsforme1 zeigt man, daf3 diese Inte- 
grale von der Auswahl des Reprasentanten der Flache unabhhgig sind. Wir 
kiinnen also 

/I-l=/lwl. 1-=/. 
[XI X [XI X 

schreiben. 

Beispiel 6. (Kurvenintegrale) 

Seien a(x) = (al(x1,. . .,I,), . . . , an(xl, .  . . ,xn)) ein stetiges Vektorfeld und 

n 

w = ai (x) dxi 
i=l 

die zugehljrige 1-Form oder Pfaffsche Form. Sei weiter 

eine regulare C1-Kurve auf dem Parameterintervall T = (a, b) .  Dann folgt 

Wir werden Kurvenintegrale in 5 6 genauer untersuchen. 
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Beispiel 7. (Oberflachenintegrale) 
Seien das st,etige Vektorfeld a(x) = (al(x1,. . . ,x,), . . . ,a,(xl,. . . ,xn) und 
die zugehijrige (n - 1)-Form 

1 

gegeben. Weiter sei X(t1,. . . , tn-1) : T + En eine regulare C'- Flache. Dann 
gilt 

Auf dieses Oberflachenintegral werden wir im 5 5 bei der Untersuchung des 
GauBschen Integralsatzes naher eingehen. 

Beispiel 8. (Gebietsintegrale) 
Seien f = f (XI,. . . ,x,) eine stetige Funktion und w = f (x) dxl A . .  .Adzn die 
zugehijrige n-Form. Weiter sei X = X(t)  : T + Rn eine regul8j.e C1- Flache. 
Dann folgt 

aG1, ..., xn) dtl . . . dt,. 
q t 1 ,  ..., tn) 

X T 

Dieses parameterinvariante Integral eignet sich sehr gut fiir Gebietstransfor- 
mationen. 

53 Die BuDere Ableitung von Differentialformen 

Definition 1. Fiir eine 0-Fonn f (x) der Klasse C1(0) erkliiren wir ihre 
iiuflere Ableitung als das Differential 

df (x) = x fzi (x) dxi, x E (7. 
i=l 
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eine m-Form der Klasse C1(0), so erklaren wir ihre auflere Ableitung als die 
(m + 1)-Form 

dw := (dai i,,, (x)) A dxcl A . . . A dxi,,, . 
lsil<...<i,"sn 

Bemerkungen: 

1. Sind w l  und w2 zwei m-Formen im Rn und al,  a2 E R, so gilt 

Der Differentialoperator d ist also ein linearer Operator. 
2. 1st X eine l-Form und w eine m-Form der Klasse C1(0), so gilt 

d(w A A) = (dw) A X + (-l)mw A dA. 

Wir wollen nun die letzte Behauptung beweisen. Offenbar reicht es dazu aus, 
den folgenden Fall zu betrachten: 

w = f (x)P", A = g(x)pl. 

Dabei sind Dm und P"asisformen der Ordnung m bzw. I. Nun ist 

w A = f(x)s(x)Pm A Pi, 

woraus folgt 

Beispiel 1. Sei f(x) E C1(0). Wir kiinnen die Differentialform df sofort tiher 

Kurven integrieren. Sei X(t) = (xl ( t ) ,  . . . , zn(t)) E C1([a, 61, Rn) eine Kurve, 
so berechnen wir 
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Beispiel 2. Sei 
,, 

w = x ai ( x )  dxi 
i=l 

eine Pfaffsche Form der Klasse C1 (0). Wir berechnen dann ihre &&ere Ab- 
leitung zu 

Offenhar gilt dw = 0 genau dann, wenn die Funktionalmatrix 

symmetrisch ist. Fiir den Fall n = 3 berechnen wir speziell 

Dabei haben wir 

gesetzt, wohei V := (&, &, 6) den Nabla-Operator bezeicbnet. Die In- 

tegration dieser Differentialform dw iiher Fl&chen im R3 wird uns sp&ter der 
klassische Stokessche Integralsatz ermoglichen. 

Definition 2. Wir nennen 

die Rotation des Vektorfeldes a ( x )  = ( a l ( z ) ,  a2(x) ,  a3(x ) )  E C1(O,  R3).  

Beispiel 3. Wir betrachten nun die ( n  - 1)-Form im Rn 
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h e  auDere Ableitung berechnet sich zu 

n aai 
= C(-l)'+' ( x )  dxi A dxl A .. . A dxi-l A dxi+l A , .  . A dx, 

i=l axi 

= (d iva(x))  dxl A . . . A dx,. 

Definition 3. Fiir ein Vektorfeld a ( x )  = (a l (x ) ,  . . . , a,(x)) E C1(O,  Rn) auf 

der offenen Menge 0 C Rn erklaren uiir dessen Diuergenz (Quelldichte) als 

Beispiel 4. Wir konnen die n-Form dw = (diva(x)) dxl A .. . A dx, iiber einen 
n,-dimensionalen Quader integrieren. Diese Differentialform konnen wir auch 
iiber groDe Klassen yon krummlinig berandeten Gebieten im Rn mit Hilfe des 
GauDschen Integralsatzes integrieren, eines der wichtigsten Satze der Analy- 
sis. 

Wir integrieren dw zunachst iiber einen Halbwiirfel. Fur r > 0 sei der 
Halbwiirfel 

mit der oberen begrenzenden Seite 

gegeben. Der auOere Normalenvektor an S ist el = (1,0,. . . ,0)  E Rn. H und 
S fassen wir also als Flachen im Rn auf: 

H : X(t1, .  . . , t,) = (t l ,  . . . , t,), ( t l ,  . . . , tn )  E H ,  

bzw. 
- - - - 

S : Y ( t l ,  t , l ) = ( O , t l , . . . ,  t 1  r ,  i = l ,  ..., n-1. 
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Wir setzen nun w  E CA(H U S )  voraus. Dann erhalten wir 

Wir wollen nun untersuchen, wie sich Differentialformen nnter Abbildungen 
im Raum verhalten. 

Definition 4. (Transformierte Differentialform) 

eine stetige m-Form in einer offenen Menge 0 C W. Sei weiter T C R', 
1 E N, eine offene Menge und die Abbildung 

erhalten wir die unter der Abbildung @ transfonierte m-Form wm 

1. Sind wl, wz zwei m-Formen und al, cuz E R, so folgt 

( ~ 1 ~ 1  + C Y Z W Z ) ~  = a1(~1)m + az(wz)rn 

2. Sind X eine l-Form und w  eine m-Form, so gilt 

Beim Auswerten der Integrale von Differentialformen iiber Flachen ist der 
folgende Satz wichtig. 
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Satz 1. (Zuriickziehen der Differentialform) 
Sei w eine stetige m-Form in der offenen Menge O C Rn. Weiter sei auf der 
offenen Menge T C Rm eine Fldche X dureh die Parameterdarstellung 

x = @ ( Y )  : T + O E  c ~ ( T )  

mit @ ( T )  CC O gegeben. Sehliefllich erkliiren wir die Flache 

und beaehten 
~ ( t )  = m o ~ ( t ) ,  t E T. 

Dann gilt folgende Identitat: 

Beweis: Wir berechnen 

sowie 

Es folgt somit 

und der Satz ist bewiesen. q.e.d. 

Satz 2. Sei w eine m-Form in der offenen Menge O C Rn der Regularitats- 
klasse C 1 ( 0 ) .  Auf der offenen Menge T C R1, 1 E  EN sei die Abbildung 

gegeben. Dann gilt 
d(wm) = (dw)m. 
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Beweis: Zunachst gilt fiir eine beliebige Funktion !P(y) E C 2 ( 0 )  die Identitat 

Wir beachten nun 

und erhalten 

also 
dwm = (dw)m. q.e.d. 

Satz 3. (Kettenregel f ir  Differentialformen) 
Sei w eine stetige m-Fonn in einer offenen Menge 0 C Rn. Auf den offenen 
Mengen T' C IW"' und T" C IW"" mit l', 1" E W seien die C1-Funktionen @, !P 
gemajl 

m P : T 1 ' + T ' ,  @ : T 1 + O  mit z c , y c , x  

gegeben. Dann gilt 
(we)@ = wmo* 

Beweis: Wir berechnen 
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wobei uber i l , .  . . , im E {I, .  . . , n} ,  j ~ ,  . . . , jm E {I , .  . . ,11} und k l ,  . . . , km E 
{1, . . . , l " }  summiert wird. q.e.d. 

54 Der Stokessche Integralsatz fiir Mannigfaltigkeiten 

Wir wahlen m E W und betrachten die m-dimensionale Ebene 

ICn := (0, ~ 1 , .  . . , Y m )  E Rm+l : (y1,. . . , 9,) E Rm) { 
Ahnlich wie im Beispiel 4 aus 5 3 erklben wir zu vorgegebenem 11 E Em+' 
und r > 0 den Halbwurfel 

der Kantenlange 2r. Dieser hat die obere begrenzende Seite 

H,(q) und S,(q) fassen wir als Flilchen im Rm+' auf: 

mit - r < t l < O ,  i t j l < r ,  j = 2  ,..., m + l  

sowie 
S J v )  : Y ( t 1 , .  . . , tm) := (111,112 + t l , .  . . , Vm+1 + tm) 

mit Itj[ < r, j  = 1,. . . ,m.  

Seien nun q E Em und r > 0 fest gewahlt, so setzen wir H := H,(q) bzw. S := 
S, (1)). Sei fur n > m weiter 

eine Flache, welche auf eine enthaltende offene Menge im Rm+l fortsetzbar 
ist. Setzen wir 

so erhalten wir die (m + 1)-dimensionale Flache im Rn 

deren Rand die m-dimensionale Flache 
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enthalt. Auf 7 = @ ( H )  sei nun die m-Form 

der Klasse C:(F U S )  n C1(F)  gegeben. Dabei bedeutet w E C1(F) ,  daO es 
eine offene Menge (7 C Rn mit F C 0 derart gibt, da!3 w E C 1 ( 0 )  erfiillt ist. 
SchlieDlich sei dw absolut integrierbar iiber F,  also 

Wir beweisen nun den folgenden 

Hilfssatz 1. (Lokaler Stokesscher Satz) 
Sei die Flache 7 mit dem Randstuck S wie oben gegeben, und sei weiter w 
eine m-dimemionale Differentialfon der Klasse C:(F U S )  n C1(F)  mit 

Dann gilt 

Beweis: 

1. Wir beweisen zun&chst die Formel unter den starkeren Voraussetzungen 
@ E C2(H)  und w E Ci(F  U S ) .  Unter Verwendung von Satz 2 sowie 
Beispiel 4 aus 3 3 folgt 

2. Falls nun @ E C1(H)  und w E C1(F)nC:(FuS) gelten, so approximieren 
wir @ gleichm&Oig in H bis zu den ersten Ableitungen durch Funktionen 
d k ) ( y )  E Cm nach dem WeierstraDscben Approximationssatz. H schapfen 
wir dabei dumb die Quader 

mit der oberen begrenzenden Seite 
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1 s(" := SF-;  (TI1 - j ,  qz,  . . . , qm+l) 

aus. Nach den Betrachtungen im Teil 1.) folgt nun 

( d u ) m ( i )  = wm(i)  fur alle k , l  2 N E N. 
Hill 

1 
S(0  

Fur k + w erhalten wir 

Wegen JF ldw < +oo liefert der Grenziibergang 1 + oo mit 

die gesuchte Identitat. q.e.d. 

Wir fiihren nun den grundlegenden Begriff der differenzierbaren Mannigfal- 
tigkeit ein. 

Definition 1. Seien 1  5 m 5 n sowie die Menge M C Rn gegeben. Wir  
nennen M eine m-dimensionale Ck-Mannigfaltigkeit, falls es zu jedem < E M 
ein q  E Rm und offene Umgebungen U C Rn uon < E U und V C Rm von 
q  E V sowie eine regu16re eingebettete Fliiche 

x = @(y) : V + U E C k ( v )  

gibt, SO daj3 
< = @(q)  und @(V)  = M n u 

richtig ist; dabei ist k E N gewiihlt worden. Wir  nennen (@, V )  eine Karte der 
Mannigfaltigkeit. Die Gesamtheit aller Karten 

A := {(m,,v,)  : L E J )  

bildet einen Atlas der Mannigfaltigkeit. Sind @, : + U j  n M ,  j = 1,2 ,  zwei 
Karten von A, so daj3 

WI,Z := M n u l  n u z  # 0 
richtig ist, dann betrachten 
wir die Parametertransfona- 
tion @z,l := o @ I .  Falls 
fiir solche beliebige Karten aus 
dem Atlas jeweils fur die h n k -  
tionaldetenninante Jm,,, > 0 
auf @; ' (w~ ,~ )  gilt, so ist die V, VZ 
Mannigfaltigkeit dvrch den At- 
las orientiert. 
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Definition 2. Sei M eine beschrankte, ( m  + 1)-dimensionale, orientierte 
C1-Mannigfaltigkeit im Rn mit n > m. Den topologischen Abschlv$ der 
Punktmenge M bezeichnen wir mit M und die Menge der Randpunkte mit 
M := M\ M .  Wir nennen E E M einen regularen Randpunkt der Mannig- 
faltigkeit M ,  wenn folgendes gilt: 

Es gibt einen Halbwurfel Hr(q) im. 
Rm+' mit q E IEm und r > 0, ezne 
reguldre eingebettete Fliiche 

@(Y) : H,o) + Rn E c l ( m ) ,  
so dajl @IH7(,) zum orientierten At- 
las A uon M gehort, und eine offene Umgebung U C Rn won E U mit den 
folgenden Eigenschaften: 

Die Menge der regularen Randpunkte bezeichnen wir mit a M .  

Definition 3. Fur die beschrankte Mannigfaltigkeit M aus Definition 2 er- 
klaren wir die Menge der singularen Randpunkte A M  gemajl 

Im Falle A M  = 0 erhalten wir eine kompakte Mannigfaltigkeit mit regularem 
Rand. Falls zus~tzlich aM = 0 gilt, sprechen wir uon einer geschlossenen 
Mannigfaltigkeit. 

Hilfssatz 2. (Induzier te  Orient ierung au f  a M )  - 
Seien M und aM aus Definition 2 mit den Karten @ : H,(q) + Rn gegeben. 
Dann ist 

{@ls.(n) : @l,(n) gehdrt zum orientierten Atlas A von M )  =: ad 

ein orientierter Atlas won a M .  Somit ist aM eine orientierte C1-Mannigfal- 
tigkeit. 

Beweis: Wir betrachten @(q) = [ = g(ij). Die Vektoren @,,(q), . . . , @,,+l(q) - 
beziehungsweise gg, (3,. . . , @,_+, (3 spaunen im Punkt E den m-dimensio- 
nalen Tangentialraum TBM (c )  an a M  auf. FUgen wir nun die Vektoren @,, (q) 
bzw.g,,(ij) hinzu, so wird der Taugentialraum T&(()  an M aufgespannt. 
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Wir konstruieren nun ein Orthonormalsystem 
N1, .  . . , Nn-m E Rn, welches senkrecht auf 
TaM(E) steht. Indem wir den Vektor N1 E H 

i 
T M ( [ )  SO wtihlen, dail er im Punkt < aus der 
Flache heraus zeigt, erhalten wir 

Fiir 0 5 7 5 1 betrachten wir die Matrizen 

- - 
Weiter setzen wir !P := und !P := Nun sind det M ( r )  und 

det % ( T )  in [OJ] stetige Funktionen mit det M ( T )  # 0 und det %(.r) # 0 fiir 
alle 0 5 7 5 1. Folglich ist die nachfolgend notierte Funktion stetig in [O, 11, 
und es gilt 

det (M(T)-' o ~ ( 7 ) )  # 0, 0 57 5 1. 

Nun gelten nach Voraussetzung 

und aus Stetigkeit,sgrunden 

deta(5-I o !P) Iv  = det (M(1)-' o ~ ( 1 ) )  > 0. 

Somit ist ad ein orientierter Atlas yon aM. q.e.d. 

Unser Ziel ist es nun, fur Mannigfaltigkeiten M mit dem regularen Rand aM 
und dem singularen Rand A M  den Stokesschen Integralsatz 
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unter schwachen Voraussetzungen zu beweisen. Den uhergang vom lokalen 
Stokesschen Satz zum glohalen Satz liefert die Methode der Zerlegnng der 
Eins. 

Sei M c R\ eine (m + 1)-dimensionale, beschrankte, orientierte C1-Mannig- 
faltigkeit mit dem regularen Rand 8 M .  Sei weiter 

eine auf M stetige Differentialform. 

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen an X wir das unei- 
gentliche Integral 

P 

der Differentialform X iiber die Mannigfaltigkeit M erklaren konnen 

1. Sei zunachst 

kompakt. Es gibt dann offene Mengen & c Rm+l und U, C Rn \ AM, 
L E J, sowie Karten @, : & + U, fl M, so daO die offenen Mengen { U c } L E ~  
die kompakte Menge suppX iiberdecken. Wir wahlen nun im Rn eine den 
Mengen {U, }  untergeordnete Partition der Eins und erhalten 

ak(x) : M + [ O , 1 ]  E C1 mit suppak C U,, fiir k = 1,. . . , ko 

und 
ko 

c a k ( z )  = 1 fiir alle x E supp A. 
k=l 

Wir definieren nun 

falls 

J a k l X l  < +oo fiir k = 1 , .  . . , k~ 

M 

richtig ist. 

Wir wollen zeigen, daO das in Gleichung (1) angegebene Integral un- 
abhangig von der ~ h e r d e c k u n ~  des Tragers von X und der verwendeten 
Zerlegung der Eins ist. 
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1st 5' : :, cL n M ,  L E 7, ein anderes suppA uberdeckendes System 
von Karten, so wahlen wir wieder eine dem System {c'}, untergeordnete 
Teilung der Eins von suppX. Wir erhalten 

51 : M :, [0,1] E C 1 ,  suppsl C@',, l = l ,  ..., 10, 

sowie 
l a  cqz) = 1 fiir alle x E supp A. 

1=1 

Wir beachten supp (ak51) C Uk n Ul n M und transformieren unter der - 
Abbildung @;I o @l fiir alle k = 1,. . . , ko und 1 = 1,. . . ,lo die Integrale 

Summation ergibt 

Somit ist das in (1) aufgeschriebene Integral unabhangig von der Auswahl 
der Karten und der Zerlegung der Eins. Entsprechend erklaren wir JM IXI 
und JSM A. 

2. Die Differentialform X E C O ( M )  ist absolut integrierbar uber M ,  in Zei- 
chen / I* < +-, 

M 

falls es eine Konstante M E [O,  +co) gibt, so dafl die Ungleichung 

richtig ist. Die Funktionenfolge Pk E C:(M U BM,  [ O , l ] )  nennen wir eine 
die Mannigfaltigkeit aussehopfende Funktionenfolge, wenn fiir jede kom- 
pakte Menge K C M U BM ein ko = Ico(K) t N existiert mit 

1st nun JM IXI < +oo, so zeigt man wie bei uneigentlichen Integralen, 
daO fiir jede ausschopfende Funktionenfolge {Pk)k=1,2, ... der Ausdruck 
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M 

existiert und den gleichen Wert hat. Wir setzen 

Entsprechend sind alle im folgenden auftretenden uneigentlichen Integrale 
zu verstehen. 

Definition 4. Der singulfire Rand A M  der Mannigfaltigkeit M hat die Ka- 
pazitat Null, falls es zu jedem E > 0 und jeder kompakten Menge K C MUBM 
eine finktion x E C,'(M U BM,  [O, 11) gibt mit den folgenden Eigenschaften: 

1. Fur alle x E K gilt ~ ( x )  = 1. 
2. Es gilt 

/ , m a d m + l u  5 &. 

M 

Dabei bezeichnet dm+lu das (m+l)-dimensionale OberfEaehenelement auf M ,  
und wir setzen 

Wir kommen nun zum zentralen Resultat, namlich 

Satz 1. (Stokesscher Integralsatz fiir Mannigfaltigkeiten) 
Voraussetzungen: 

1. Sei M eine beschriinkte, orientierte, ( m  + 1)-dimensionale C1-Mannig- 
faltigkeit im Rn, n > m ,  mit dem Atlas A. Durch den induzierten Atlas 
BA wird der regulfire Rand BM zu einer besehriin,kten, orientierten, m-  
dimensionalen C1-Mannigfaltigkeit. Wir fordern, daj3 der regulare Rand 
endlichen Flaeheninhalt hat, d.h. es gelte 

OM 

Weiter habe der singulare Rand A M  die Kapazitiit Null. 
2. Sei 

w =  ai ,... i- ( x )  dxi, A . . . A dzi-, X E M ,  
1Si1<...<imSn 

eine m-dimensionale Differentialform der Klasse C 1 ( M ) r l C O ( n ) ,  so daj3 
dw absolut integrierbar ist, d.h. 
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Behauptung: Dann gilt die Identitht 

M 8M 

Beweis: 

1. Sei zunachst w E C 1 ( M )  n C:(M U i3M) erftillt. Wie ohen wtihlen wir 
eine Zerlegung der Eins {ah}, k = 1, .  . . , k ~ ,  auf suppw C M U i3M, 
die dem Uberdeckenden Kaxtensystem untergeordnet ist,. Nun folgt unter 
Verwendung von Hilfssatz 1 

2. Sei nun w beliehig. Wir wahlen dann eine Folge {Pk}k=l,l, ... welche die 
Mannigfaltigkeit M ausschopft und die Eigenschaft 

/ ~ola.,a,h+'" + o fiir k + cc 

M 

besitzt. Wir erhalten fiir k = 1,2,.  . . gemaB Teill 

/ IPkwl 5 / 5 c / P+lr < +CC fiir k = 1.2,. . . 
BM BM BM 

Es folgt also 

lim ~ h w  =: / w < +a 
k+m 

BM BM 

Wegen JM ldwl < fcc folgt 

Insgesamt erhalten wir durch Grenziibergang k + oo in (4) die Gleichung 

was der Behauptung entspricht. q.e.d. 
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55 Der Gauasche und der Stokessche Integralsatz 

Eine beschrankte, offene Menge LJ C Rn statten wir mit der Karte X(t)  = t, 
t E Q, aus, die einen Atlas A liefert. Hierdnrch erhalten wir eine beschriinkte, 
orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit M = f2 im Rn. 1st nnn 

ein n-dimensionales Vektorfeld im En mit der Divergenz 

so bet,rachten wir die (n - 1)-Form 

n 

w = j i (~ ) ( - l )~+ l  dxl A .. . A dzi-1 A dxi+l A .. . A dx, 
i=l 

Die Menge der regul&ren Punkte a n  mit dem induzierten Atlas a A  wird zu 
einer (n - 1)-dimensionalen beschrhkten, orientierten Mannigfaltigkeit im 
Rn . Wir werden 

zeigen, wobei {(x) die &&ere Normale an LJ im Punkt x ist. Beachten wir 
ferner 

dw = (div j(x)) dxl A . . . A dz,, 

so liefert Satz 1 aus 5 4 die fundamentale Identitiit uon GauJ: 

Wir wollen nun mit Hilfe von Satz 1 aus 84 unter sehr allgemeinen, fur die 
Anwendungen relevanten, Bedingungen an LJ und j die Identitat (1) herleiten 
und erhalten den GauJschen Integralsatz. 

Voraussetzung (A): 
Sei f2 C Rn eine beschriinkte, offene Menge mit dem topologischen Rand 
fi = 2 \ n. Zu jedem Randpunkt x E fi gebe es eine Punktfolge 

fiir die x(p1 + x fur p + cm richtig ist, d.h.jeder Randpunkt ist 'von auflen 
erreichhar'. 
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Voraussetzung (B): 

Seien als Parameterbereiche die N E W beschrejlkten Gebiete Ti c Rn-l, 
i = 1 , 2 , .  . . , N gewiihlt. Es gebe N r e g u k e  Hyperflachen im Rn, 

wobei x(<)(t) E C1(Ti )  n C O ( T , )  injektiv sei und ftir alle t E Ti und alle 
i = 1 , .  . . , N der Rang der Funktionalmatrix ~ ~ a x ( ~ ) ( t )  = n - 1  erfiille. 
Weiter gelte fiir die Flacheninhalte 

Flir i = 1, . . . , N setzen wir 

Der Rand von 0 sei Vereinigung dieser endlich vielen Hyperflachenstiicke Fi, 
d.h. 

h=F1u ... u%. 
Weiter gelte 

- 
Fi n pj = ki n F~ fiir alle i, j E { I , .  . . , N) mit i # j ;  

zwei verschiedene Fl&chen haben also hachstens Randpunkte gemeinsam 

Hilfssatz 1. Die Punktmenge 0 C Rn genuge den Voraussetzungen ( A )  und 
(B) .  Weiter sei x0 E f i  ein beliehiger Punkt der Flache f i  mit 1 E { I , .  . . , N } .  
Dann gibt es einen Index k = k ( x O )  E { I , .  . . , n )  und zwei positive Zahlen 
e = e ( x O )  bzw. u = u ( x O ) ,  so dajl fur den Quader 

Q ( x " , ~ , u )  := x E Rn : lxi-xPI < e, i = 1  ,..., n mit i # k ;  Ixk-x:l { < 4 
folgendes gilt: 

Dabei ist @ eine C1-Funktion auf d e n  angegebenen Definitionsbereich mit 
I @  - $21 < $T. Weiter gilt entweder 

oder 
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x! 
Die nebenstehende Skizze veranschan- 
licht die Aussage des Hilfssatzes. 

Beweis: 

1. Sei T c En-' offen. Die Flache F = f i  sei dargestellt durch 

Wegen rgaX(t)  = n - 1 fiir alle t E T gibt es ein k = k(xO) E {l,. . . ,n}, 
so = X(tO), so daO 

richtig ist. Nun gibt es nach dem Satz tiber die inverse Abbildung eine 
offene Menge U C Rn-I und einen Quader 

mit hinreichend kleinem Q = @(xo) > 0, so daO 

einen C'-Diffeom~r~hismus darstellt, d.h. f ist bijektiv, f sowie f-' sind 
stetig differenzierbar, und es gilt J,(t) # 0 fiir alle t E U. Wir setzen nun 

6 
X:= (XI,.  . . , Xk-l,Xk+l,. . . ,Xn) E RQ C Rn-' 

und erklken die Funktion 

Wir beachten 

Nun ist 
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und folglich 
. . 

dist (so, U F,) > 0. 
,=1 
m#l 

Wir wahlen Q > 0 und u > 0 hinreichend klein, so daO 

6 1 
Q(xo , e , u )nh=Q(xo , e , u )n f i  sowie l@(x ) - x i1<-u  

2 

6 
filr alle X E  R, gelten. Insgesamt erhalten wir dann 

2. Wir erklaren nun die Punktmengen 

Diese zerlegen die Menge Q(xo, Q ,  u )  gems 

Q(x", Q , U )  = P- u PO u P+. (2) 

Nach dem ersten Teil gilt 

~ ~ Q ( x O , Q , U )  = P O .  (3) 

Nun gibt es wegen xO E h und der Voraussetzung ( A )  zwei Punkte y E 
Q n Q und z E (Rn \ n) n Q. Wir unterscheiden zwei mogliche Fdle, 
namlich den Fall 1: y E P- und den Fall 2: y E P f .  

Fall 1. Sei F E P- ein beliebiger weiterer Punkt, so gibt es eine stetige 
Kurve r C P- von y nach G, die die Flikhe Po nicht trifft. Da y E Q und 
r wegen (3) die Menge h nicht trifft, folgt f E Q. Wir erhalten schliefllich 

Nun folgt z E P f .  Jeder weitere Punkt 2 E P+ kann durch eine Kurve T 
in P+ verhunden werden mit dem Punkt t. Da diese Kmve h nicht trifk, 
folgt wegen z E Rn \ 2 auch 2 E Rn \ 77. Insgesamt erhalten wir 
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Weiter gilt offenbar 

Ans den Gleichungen (2) bis (6)  folgern wir P-  = LJ fl Q nnd P+ = 
(Rn \l) n Q .  

Fall 2. Ebenso wie im ersten Fall zeigt man P+ = LJ n Q nnd P-  = 
(Rn \l) n Q .  q.e.d. 

Bemerkung: Wahlen wir in der Umgebung eines regulaen Randpunktes 

die finktion 

gemafl Hilfssatz 1, so kann man die Menge LJ in dieser Umgebung durch die 
Ungleichung P(x)  < 0 cbarakterisieren. 

Hilfssatz 2. Die Menge LJ C Rn geniige den Voraussetzungen (A) und ( B ) ,  
und x0 E f i  mit 1 E {I,. . . , N }  sei ein Punkt der Flaehe f i .  Weiter gebe 
es eine offene, den Punkt xo enthaltende Menge U = U ( x O )  C En und dine 
Funktion P(x)  E C1(U) mit IVP(x)l > 0 f i r  alle x  E U, so daJ 

Dann hat der Vektor 

die folgenden Eigensehaften 

1. <(x(t)) . Xti ( t )  = 0 f i r  i = 1 , .  . . , n - 1 nahe t = to; 

2. 1<1  = 1 auf h fl U ;  
3. Zu jedem x  E h fl U gibt es eine Zahl eo(x) > 0, so daJ 

Durch diese Bedingungen wird < eindeutig bestimmt. 

Definition 1. Wir  nennen die i m  Hilfssatz 2 fiir x  E Fl U . . . U FN erklhrte 
Funktion < = <(x)  die auJere Normale von h i m  Punkt z. 
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Beispiel I .  Sei R = { ( X I , .  . . ,x,) E Rn : xf + . . . + $2 < R2} mit R > 0 nnd 
@ ( x )  := x: + . . .+x i  - R2. Dann gilt V!P(x) = 2(x1, .  . . , x,), und fiir x E an 
ist 

1 
E(x) := ~V!P(X)I-~V!P(X)  = ( x l , .  . . ,x,) 

R 
die tinfiere Normale an a n .  

Beweis uon Hilfssatz 2: Die Eindeutigkeit von E folgt sofort aus den Eigen- 
schaften 1 bis 3. Wir wollen nun die angegebenen Eigenschaften der Funktion 
5 beweisen. Zunachst gilt !P = 0 auf (2n U, und es folgt 

und wir erhalten E .  X t j  = 0 in V fur j = 1,. . . , n  - 1, also die Eigenschaft 1. 
Offenhar ist 151 = 1 auf (2 n U erftillt. Wir brauchen also nur noch die Eigen- 
schaft 3 nachzuweisen. Fur 0 < < e~ gilt mit einem ri = K ( Q )  E ( 0 , l )  und 
fur x E (2 n U die Ungleichung 

Somit folh 

Bemerkung: Sei dm Q berandende Fltichensttick F = Ft durch die Funktion 

X ( t )  = X(t1 , .  . . , t,-l) : T + Rn auf dem Gehiet T c En-' 

mit der Normalen 

~ ( t )  = IXt, A .. . A Xtn-, I - l ~ t ,  A . . . A Xtn-, ( t )  

dargestellt. Mit einem festen E E { i l l  gilt dann 
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Beweis: Zuniichst gilt < ( ~ ( t ) )  = ~ ( t ) u ( t ) ,  t E T ,  mit ~ ( t )  E {il}. Nun ist 

stetig auf dem Gebiet T ,  und wir erhalten ~ ( t )  = +l oder ~ ( t )  = -1 auf T. 
q.e.d. 

Definition 2. Die Menge 0 C Rn genuge den Voraussetzungen (A)  und ( B ) .  
Wir setzen dann 

N 

an := U F, 
j=1 

als regularen Rand won 0. Weiter sei g(x)  : a 0  + R eine stetige, beschrankte 
Funkteon auf a n .  Wir erklaren dvrch 

das Oberflachenintegral von g uber den regularen Rand a 0  

Als Voraussetzung an das zu integrierende Vektorfeld formulieren wir 

Voraussetzung (C): 
Die Fnnktion f ( x )  = ( f i ( x ) ,  . . . , fn(x) ) ,  x E 2, gehijre zur Regularitat,sklasse 
C 1 ( n , R n )  n C o ( n , R n ) ,  und es gelte 

/ l d i v f ( x ) d z  < +m. 

n 

Wir stellen nun eine Bedingung an den singuliiren Rand kl U . . . U &, welche 
die Giiltigkeit der Gauflschen Identitat (1)  garant,iert: 

Voraussetzung (D): 

Die Menge kl u..  .U FN habe den ( n -  1)-dimensionalen Hausdorffschen Inhalt 
Null bzw. sie sei eine ( n  - 1)-dimensionale Haudorffsche Nullmenge. Genauer 
gibt es zu jedem E > 0 endlich viele Hyperkugeln 

mit x ( j )  E Rn und ej > 0, so daB folgendes gilt: 

J 

1. F~ U . . . U U N  C U Kj (~berdeckun~sei~enschaft) 
j=1 

J 

2. x ey-' 5 E (Kleinheit der Gesamtoherflache) 
j=1 
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Bemerkung: Die Voraussetzung ( D )  ist zum Beispiel erfiillt, wenn fiir alle 
Flachenstiicke Fl mit 1 = 1,. . . , N folgendes gilt: Wird Fi parametrisiert durch 
X = X ( t )  : -t 71, so seien die folgenden Eigenschaften giiltig: 

1. die Menge ist ein Jordanbereich im Rn-l, d.h. dessen Rand ?, ist eine 
Jordansche Nullmenge im Rn-l, 

2. die Abbildung X ( t )  geniigt auf einer Lipsehitzbedingung 

IX(tl)  - X(tl')l 5 Llt' - t'' fiir alle t',tU E 

mit einer Lipschitzkonstanten L > 0. 

Wir kommen nun zum zentralen Satz der n-dimensionalen Integralrechnung. 

Satz 1. (Gauflscher Integralsatz) 
Sei LJ C Rn eine besehrankte, offene Menge, die den Voraussetzungen (A) ,  
( B )  u.nd ( D )  genligt. Weiter erflille die Vektorfvnktion f ( x )  die Voraussetzung 
(C).  Dann gilt die Identitiit 

dir f ( x )  dx = f ( x )  . [ ( x )  du. 
n on I 

Beweis: (E. Heinz) 
Wir werden die Aussage auf Satz 1 aus 3 4 zuriickfiihren 

1. Wir fassen M = LJ c Rn als n-dimensionale Mannigfaltigkeit im Rn auf 
mit dem Atlas A : X ( t )  = t ,  t E 0 .  Nun gibt es fiir jeden Punkt 

einen Quader Q(xO,  Q ,  u )  gemti8 Hilfssatz 1, so daB gilt 

~ ~ Q = { x E R ~ :  I x i - x ? l < e ( i # k ) ,  

xkS@(Xl  7 . . . ,Xk - l ,Xk+l>. . .>~n)> I ~ k - x i I  < o }  

Auf dem Halbwiirfel 

H : =  t € R n  : t l E ( - Q , O ) ,  Itil<e, i = 2  ,..., n }  { 
mit der oheren begrenzenden Seite in el-Richtung 

s : = { ~ E R ~ :  t t = o ,  ~ t i l < e ,  i = 2  ,..., n )  
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mit ~k E {ill k = 1,. . . , n. Wahlen wir die Vorzeichen ~ 1 , .  . . ,E, geeig- 
net, so erreichen wir 

Y ( H ) c Q n Q ,  Y ( s ) = f ? n ~  und J y ( O ) = + l  

fur die Funktionaldeterminante von Y. Somit ist Y vertraglich mit der 
obigen Karte X, und wir statten aM = a Q  mit dem induzierten Atlas 
aus. Wegen Jy(0) > 0 zeigt die durch an orientierte Normale u ( t )  an ein 
Flachenst,uck in FLkhtung der aufleren Normalen < an aQ. 

Wir betrachten nun die (n - 1)-Form 

Wegen obiger uberlegungen sehen wir 

J - = J , <(x) dm 
an en 

ein. 
2. Wegen Voraussetzung (D) gibt es zu jedem E > 0 endlich viele Kugeln 

Wir zeigen nun, da!3 die Kapazitat des singularen Randes Null ist. Hierzu 
konstruieren wir zunachst eine Funktion P(r) : [O, +co) + [O, 11 E C1 mit 

0 , 0 5 r 5 2  
P(T) = und M := supIPf(r)l < +co 

1, 3 5 r  TZO 

Fiir j = 1,. . . , J betrachten wir die Funktionen 

mit xj E C1(Rn) und 

1st En das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel, so berechnen wir 
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mit j = 1,. . . , J gilt. Wir erhalten eine Funktion 

mit 

J 

5 MEn(3n - 2n) x QY-l 

j=1 

5 ME,(3" - 2n)&. 

Somit hat U1 U . . . U Un C h die Kapazitiit Null. 
3. Der Stokessche Integralsatz fiir Mannigfaltigkeiten liefert schlieBlich 

was der Behauptung entspricht. q.e.d. 

Aus Satz 1 erhalten wir sofort die Greensche Formel, welche grundlegend fiir 
die Potentialtheorie ist. 

Satz 2. (Greensche Formel) 
Sei 0 C Rn eine offene, beschrankte Menge i m  Rn ,  die den Voraussetzungen 
(A) ,  ( B )  und ( D )  geniigt. Weiter seien die Funktionen f ( x )  und g ( x )  der 
Klasse C 1 ( n )  n C 2 ( f 2 )  mit 

gegeben,, wobei A den Laplace-Operator gem@ 

~ f ( . )  := x " - a 2 f  ( x )  
el axiaxj 

bedeutet. Dann gilt 
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mit den Bezeichnungen 

Beweis: Wir wenden den GauBschen Integralsatz auf das Vektorfeld 

h(x )  := f ( x )Vg(x )  - g ( x ) V f  ( x )  

an. Es folgt 

div h ( x )  = V h ( x )  = f ( x )Ag(x )  - g ( x ) A  f ( x ) ,  

und wir erhalten schliefllich 

woraus die Behauptung folgt. q.e.d. 

Wir wollen nun den Stokesschen Integralsatz fiir Mannigfaltigkeiten speziali- 
sieren auf 2- dimensionale Flachen im R3. Da wir diesen Satz auch fiir Flachen 
mit singularem Rand hereitstellen wollen, benijtigen wir das folgende Resul- 
tat. 

Satz 3. (Oszillationslemma von Courant-Lebesgue) 
Sei 

~ : = { w = u + i u = ( u , u ) ~ C ~ R ~  : I w I < l )  

die offene Einheitskreisscheibe. Weiter sei 

eine vektorwertige Funktion mit endlichem Dirichletsch,en Integral D ( X ) ,  
d.h. es gilt 

D ( X )  := // ( [ ~ . ( u . u ) l ~  + ~ ~ ( u . u ) l ' )  dudu 5 N < +ca. 
B 

Dann gibt es zu jedem Punkt wo = uo + iuo E B und jedem 6 E ( 0 , l )  eine 
Zahl S* E [S, &I, so dajl die Ungleichung 
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fiir die Liinge L der Kurve X(w), iw - wol = S', w E B, erfiillt ist. 

Urn den Beweis dieses Satzes zu ftihren, benatigen wir folgenden 

Hilfssatz 3. Seien a < b und f (x) : [a, b] + R eine stetige Funktion. Dann 
gilt 

1 lf(x)ldx 5 6 IF. 
a 

Beweis: Sei Z : a = XQ < $1 < . . . < XN = b eine aquidistante Zerlegung des 
Intervalls [a, b] rnit x j  := a + j p ,  j = 0,1,.  . . ,N. Sind nun C E [xj,xj+l] 
beliebige Zwischenwerte, so gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 

Wir erhalten nach Grenziibergang N + cc die Ungleichung 

und damit die gesuchte Ungleichung. q.e.d. 

Beweis won Satz 3: Wir fiihren urn den Punkt WQ = 210 + i w ~  Polarkoordinaten 
ein, d.h. 

u = u ~ + e c o s i p ,  w=w~+es in ip ,  0 1 e I d &  i p l ( e ) 5 i p I ' ~ & +  

Weiter definieren wir die Funktion 

@(e,ip) := X(UQ + ecosip,w~ + psinip) 

und berechnen 

PQ = X,cosip+X,sinip, 

PV = -X,psinip + X,pcosip 
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Unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung und Hilfssatz 3 
erhalten wir 

ftir ein 6* E [ 6 , 4 ] .  SchlieDlich folgt mit 

die Behauptung. q.e.d. 

Bemerkung: Falls wir wo E B im Satz 3 wahlen, brauchen wir nur X E 
C 1 ( B  \ {wo)) vorauszusetzen. 

Satz 4. (Der klassische Stokessche Integralsatz mit singulZirem Rand) 

1. Auf den  Rand der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe (B seien ice E NU 
{ 0 )  Punktewk =ezp( ipk ) ,  k = 1 ,  ..., ko, m i t O i i p ~  <.. .  < i p k ,  < 27r 
gegeben. Nehmen wir die Punkte wk, k  = 1 , .  . . , ko, aus den Mengen B 
und a B  heraus, erhalten wir die Mengen B' bzw. aB' .  

2. W e i t e ~  sei die injektiue Abbildung 

mit Xu  A X ,  # 0 fiir alle (u ,u)  E B' und endlichem Dirichletintegral 
D ( X )  < +cc gegeben. Bezeichnen wir mit 
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- 
~ ( i p )  := x (e"), 0 5 ip 5 2 ~ ,  

die Einschrankung uon X auf a B ,  so erhalten wir das Linienelement 

d 1 4 v )  = lF1(ip)l dip, 0 i ip 5 211, 9 6 191, .  . . ,ipha}. 

Wir fordern, dafl die Kurve X(ip) endliche Lange hat, d.h. es gelte 

wobei 90 := 9 k o  - 2" gesetzt wurde. 
3. Wir bezeichnen mit 

den Einheitsnormalenuektor und mit 

das Oberj'lachenelement der Flache X ( u ,  v) .  Fur den Tangentialuektor an 
die Randkurve schreiben wir 

4. Sei 0 3 X ( B )  =: M eine offene Menge im R3, und sei das Vektorfeld 

gegeben,. 

Dann gilt die Stokessche Identitat 

Bemerkung: 1st die Flache konfom parametrisiert, d.h. gelten 

IX,I=IX,I, X, .X,=O fiiralle ( u , v ) E B ,  

so ist die Bedingung D ( X )  < +cc wegen 
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aquivalent zur Endlichkeit des Flacheninhalts von X ,  

Beweis von Satz4: 

1. Wir wollen den Stokesschen Integralsatz fur Mannigfaltigkeiten anwenden. 
Die Menge M := X ( B )  ist eine beschrankte, orientierte, 2-dimensionale 
C1-Mannigfaltigkeit im C3 mit der Karte X ( u ,  v) : B + M .  Der regulare 
Rand a M  := X(BB1)  erhalt durch die Abbildung X(ip), 0  I ip  5 271, 
eine Orientierung und hat wegen L ( X )  < +a endliche Lange. Wir zeigen 
zun&chst, daB der singulare Rand A M  := X ( { w l , .  . . , wk,)) C M c C3 
die Kapazitat Null hat. 

2. Sei w* E a B  ein singdarer Punkt der Flache, so fuhren wir in der Umge- 
bung von w* Polarkoordinaten ein: 

Zu vorgegebenem q > 0 gibt es nach dem Courant-Lebesgueschen Os- 
zillationslemma ein 6 E (0, p* )  mit folgender Eigenschaft: Sei Y(@, ip)  := 
X(w* + eei+'), 0 < p < p* ,  ipl(p) < ip < ipz(p), so gilt far mindestens ein 
6' E [S, fi] die Ungleichung 

Folglich gibt es Zahlen 0 < el < 6' < @Z < e* mit der Eigenschaft 

Wir betrachten nun die schwach monoton steigende Glattungsfunktion 

mit 

In einer Umgebung der Flache M konstruieren wir nun eine Funktion 
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ftir alle q > 0. Wir sehen so, dad3 der Randpunkt X(w*) E M Kapazitat 
Null hat. Folglich haben die endlich vielen Randpunkte X({wl,. . . , wk,}) 
die Kapazitat Null. 

3. Wir betrachten nun die Pfaffsche Form 

welche 

J J r o t a ( ~ u , u )  1 d2a(u,u) < +m 
M B 

erfiillt. Sat,z 1 ans 5 4 liefert mit 

die Behauptung. q.e.d. 
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56 Kurvenintegrale 

Wir beginnen mit dem 

Beispiel 1. (Grauitationspotential) 
Seien ein Kiirper der Masse M > 0 und ein Kiirper der Masse m > 0 mit 
m  << M  gegeben (zum Beispiel das System Sonne-Erde). Nach der Gravitati- 
onstheorie von Newton laat sich die Bewegung in dem entstehenden Kraftfeld 
durch das Newtonsehe Potential 

beschreiben; dabei ist y > 0 die Gravitationskonstante. Fiir zwei Punkte P 
und Q berechnen wir die Arbeit, die bei der Bewegung von P nach Q geleistet 
wird, gemafi 

W = F(Q) - F ( P ) .  

Aus dem Potential l a t  sich durch Differentiation das Kraftfeld berechnen, 
namlich 

Wir verhinden damit die Pfaffsche Form 

w = f i ( x )  dxl + f z (x)  dxz + f3(x) dx3 

- m M  
- -7 ,(xi dxi + x2 dx2 + x3 dx3). 

r 
1st nun 

X ( t )  : [a, b] + It3 \ {0} € C1([a, b ] )  

ein beliebiger Weg mit X ( a )  = P und X(b)  = Q, so folgt 

Somit ist das Integral nur von den Endpunkten und nicht vom Weg abhhgig. 
Wir sprechen dann von einem konservativen Kraftfeld; Bewegungen entlang 
geschlossener Kurven erfordern keine Energie. 
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Wir wollen nun die Theorie der Kurvenintegrale entwickeln. 

Definition 1. Seien LJ C Rn, n 2 2, ein Gebiet und P,Q E LJ zwei Punkte. 
Dann definieren wir dee Klasse C(Q, P, Q )  der stuckweise stetig differenzier- 
baren Wege in f2 von P nach Q gema$ 

C(Q, P, Q )  := { ~ ( t )  : [a, b] + LJ E CO([a,  b]) : 

-m < a < b < +m, X ( a )  = P, X(b) = Q; 

es gibt eine Zerlegumg a = t o  < tl < . . . < t~ = b, so da$ 

X I  +,] E cl([ti, ti+l], L J )  fiir i = 0, . . . , N - 1 gilt ). 

erhalten wir die Menge der geschlossenen Wege in LJ. Falls X ( t )  
t 5 b, gilt, so sprechen wir von einer Punktkurue. 

Bemerkumg: Insbesondere sind in C(Q, P, Q )  die Polygonztige von 
enthalten. 

Definition 2. Seien 

eene stetige Pfaffsche Form in dem Gebiet LJ und X E C(Q, P, Q )  
weise stetig differenzierbarer Weg zwischen den Punkten P, Q E 0 

= P , a <  

P nach Q 

ein stack- 
Mi t 

setzen wir 

fiir das Wegintegral von w iiber X .  

Definition 3. Sei 
n 

~ = C f , ( x ) d ~ ~ ,  X E ~ ,  

i=l 

eine stetige Pfaffsche Form im Gebiet LJ C Rn. Wir nennen dann F ( x )  E 
C1(Q) eine Stammfunktion uon w, falls 

dF = w in Q 
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bzw. 
FEi(x) = f,(z) fur x E R und i = 1 , .  . . , n  

gilt. Falls w eine Stammfunktion besitzt, spreehen wir von einer exakten Pfaff- 
schen Form. 

Satz 1. (Erster Hauptsatz iiber Kurvenintegrale) 
Seien R C Rn ein Gebiet und w eine stetige Pfaffsche Form in R.  Genau 
dann besitzt w eine Stammfunktion F in R ,  wenn fur jede geschlossene Kun~e 
X  E C(R,  P, P )  mit einem P E R die Identitat 

richtig ist. In diesem Falle erhalten wir eine Stammfunktion wie folgt: Fur 
ein festes P E R und ein beliebiges Q E R gilt 

wobei y E R eine Konstante ist. 

Beweis: 

1. w besitzt eine Stammfunktion F, das heiDt 

Seien nun X  E C(R,  P, P )  mit P E f2 sowie 

x : X .  E C1([ t j , t j+ l ] ) ,  j = 0,. . . , N - 1, 
2 %  ,+I  

gegeben. Dann folgt 
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2. Nun sei 

/.=o fiiralle X t C ( Q , P , P )  mit P E Q  

X 

erfiillt. Zu festem P  E Q  und beliebigem Q  E Q  w&hlen wir einen Weg 

und erklaren 

F(Q) := 1.. 
X 

Wir haben die Unabhejlgigkeit dieser Definition von der Auswahl der Kur- 
ve X zu zeigen. Sei also 

Y  E C ( Q ,  P, Q )  
eine weitere Kurve, so mtlssen wir 

nachweisen. Zu X : [a, b] + Rn und Y : [c,d + En betrachten wir die 
Kurve 

Z( t )  := 
X( t ) ,  t E [a, bl 

Y ( b + d - t ) , t E [ b , b + d - C ]  ' 

Offensichtlich gilt Z E C(Q, P, P ) ,  und es folgt 

3. Schliefllich haben wir noch 

zu zeigen. Hierzu gehen wir bei festem i E {I,. . . , n )  von Q  zu 

QE := Q  + Eei, ei := (0, .  . . , 1 v'"" O), 
i - t e  

auf dem Weg 
y(t) := [O, E ]  + R, ~ ( t )  = Q + tei. 



48 I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten 

Nun ist 

und wir erhalten schliefllich 

weshalb die Behauptung folgt. q.e.d 

Sei nun 
m 

w = c f i ( x )  dxi 
i=l 

eine exakte Differentialform der Klasse C 1 ( f l )  in einem Gehiet f l  C Rn. Dann 
gibt es eine Funktion F ( s )  : f2 t IR E C 2 ( R )  mit der Eigenschaft 

Es folgt dann 

da die Matrix (Fzi,j)i,j=l ,.+ symmetrisch ist 

Definition 4. Eine m-Fonn w E C1(D) in einem Gebiet f l  C Rn heifit ge- 
,~chlossen, falls dw = 0 in f l  gilt. 

Bemerkung: Die Pfaffsche Form 
n 

u = ~ ~ c ( z ) ~ x ~ ,  
i=l 

ist genau dann geschlossen, wenn die Matrix 

(3&) 

symmetrisch ist. 

Nach obigen uherlegungen ist also eine exakte Pfaffsche Form stets geschlos- 
sen. Wir wollen nun der Frage nachgehen, nnter welchen Bedingungen eine 
geschlossene Pfaffsche Form exakt ist, also eine Stammfunktion besitzt. 
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Beispiel 2. Betrachte im R2 \ {0 ,0 )  die Pfaffsche Form 

x w = -  -Y dx+- dy, 2% y2 > 0 ,  
x" y2 x2 + y2 

Diese 1-Form ist geschlossen, denn es gelten 

sowie 
x2 + y2 - x(2x) - y2 - x2 

- 
(x" y2)2 (x" y2)2 ' 

und somit 

Betrachten wir nun die Kurve 

X(t)  := (cost, sin t),  0 5 t 5 2 ~ ,  

so berechnen wir 

Nach Satz 1 existiert keine Stammfunktion zu w in R2 \ {O, 01, die Differenti- 
alform ist dort also nicht exakt. 

Das Nichtverschwinden des Kurvenintegrals lie@ darin begriindet, daO die 
Kurve X in R2 \ {O, 0 )  nicht auf eine Punktkurve zusammenziehbar ist. 

Definition 5. Sei Q C Rn ein Gebiet. Zwei geschlossene Kurven 

heijlen homotop in 0, falls es eine Abbildung 

Z(t, s) : [a, b] x [0, 1] + Q E CO([a, b] x [0, 11, Rn) 

mit den Eigenschaften 

Z(a, s) = Z(b, s) fir alle s E [O, 11 

sowie 
z ( t ,  a) = ~ ( t ) ,  Z(t, 1) = Y(t) fur alle t E [a, bl 

gibt. 



60 I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten 

Satz 2. (Zweiter Hauptsatz iiber Kurvenintegrale) 
Sei f 2  C Rn ein Gebiet, in  dem die beiden geschlossenen Kurven X ,  Y E C ( f l )  
zueinander homotop sind. SchlieJlich sei 

eine geschlossene Pfaffsche Fonn der Klasse C 1 ( f l ) .  Dann gilt 

Zum Beweis benotigen wir den folgenden 

Hilfssatz 1. (KurvenglBttung) 
Sei 

X ( t )  : [a, b] + Rn E C(f2)  

eine geschlossene Kurve, die wir mittels 

periodiseh auf ganz R met der Periode (b - a )  fortsetzen. Weiter see 

~ ( t )  E C?((-l ,  + I ) ,  [ o , ~ ) )  

eine Glattungsfunktion mit den Eigensehaften 

x(-t) = x(t)  fiir alle E ( - 1 , l )  

sowie 

rx(t) dt = 1 

-1 

Setzen wir 

so erhalten wir als geglattete Funktion 

welche wiederum die Periode (b - a )  hat. Es gilt dann 

lim X E ( t )  = X ( t )  gleichmgig auf [a, b]. 
E+O+ 
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Weiter gehdrt X E ( t )  zur Klasse Cm(R) ,  und wir erhalten die Abschatzung 

;xe(t)l 5 C fiir alle t E [a,b], 0 < r < ro. 

mit einer Konstanten C > 0 und einem hinreichend kleinen E O .  Fiir alle 
kompakten Teilmengen 

gilt 
d dt X E ( t )  + ~ ' ( t )  fiir E + 0 + gleichm8Jig in T 

Beweis: Wie in 5 1, Hilfssatz 2, zeigt man 

X E ( t )  + X ( t )  fiir alle t E [a, b] gleichmsig fiir E + 0 + . 
Da X stiickweise differenzierbar und stetig ist, folgt durch partielle Integration 

Somit erhalten wir 

da ~ X ' ( T ) [  5 C auf R gilt. Schliefllich folgt wiederum wie in 5 1, Hilfssatz 2 

d 
lim - X e ( t )  = X'( t )  gleichmaflig in T C (to, t l )  U . . . U ( t ~ - I ,  tiv) 

E+O+ dt 

was zu zeigen war. q.e.d. 

Wir kommen nun zum 

Beweis uon Satt 2: 

1. Seien X ,  Y E C(Q) zwei zueinander homotope, geschlossene Kurven. Dann 
giht es eine stetige Funktion 

Z( t ,  s )  : [a, b] x [0, 1] + 0 E CO([a,  b] x [0, l ] , R n )  

mit den Eigenschaften 
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Z(a ,  s )  = Z(b, s) fur alle s  E [O, 11 

sowie 

Wir setzen Z auf das Rechteck [a, b] x [-2,3] 
fort zu 

1 s -  
X ( t ) ,  (t,  3 )  E b,bI x [-2,01 - - - - - - - - 

Z ( t ,  s ) ,  (t,  S )  E [a, b] x [0, 1] . 

W, (6,s) E [a, bl x [ I ,  31 
I 

Mittels t '  
@(t + k(b - a ) , s )  = @(t , s )  fiir t E $ s  E [-2,3] und k E Z 

setzen wir die Funktion auf den Streifen R x [-2,3] fort zu einer stetigen, 
in der erst,en Variablen periodischen Funktion mit der Periode ( b  - a).  

2. In dem Quader Q := [a, b] x [ - I ,  21 betrachten wir die Funktion 

mE(u, v )  := 7 ~@(~m([ .n)xu ,z (Oxu, . (v )  d<& fur alle 0 E < 1. 
-m -m 

Nun ist @" E Cm(Q)  erfullt, und es gilt 

@"(u, v )  + @(u,  v )  fur E + 0 gleichmaig in [a, b] x [ - I ,  21 

Somit folgt @"(Q) C f2, 0 < E < EO. Weiter ist 

und ebenso 
@ E ( u , 2 ) = Y E ( ~ ) ,  a s u 5 b .  
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3. Mit dem Stokesschen Integralsatz fur den Quader Q erhalten wir fiir alle 
O < E < E O  

Fur fiir E + O+ liefert Hilfssatz 1 mit 

die Behauptung. q.e.d 

Definition 6. Seien das Gebiet (2 C Rn sowie die Punkte P, Q E (2 gegeben. 
Zwei Kurven 

X ( t L  Y ( t )  : [a, bl - Q E C(Q, P, Q )  
heipen h,omotop in (2 m.it festem Anfangspunkt P u,nd Endpunkt Q ,  falls es 
eine stetige Abbildung 

Z ( t ,  s )  : [a, b] x [O,  11 t f2 

mit den folgenden Eigenschaften gibt: 

Z (a ,  s )  = P, Z(b,  S )  = Q fiir alle s E [O,  11 

sowie 
z ( t , o )  = X ( t ) ,  Z ( t ,  1) = Y( t )  fiir alle t E [a, b], 

Wir erhalten nun leicht aus Satz 2 den 

Satz  3. Seien (2 c Rn ein Gebiet und P, Q E Q zwei beliebige Punkte. Weiter 
seien die zueinander homotopen Kurven X ( t ) , Y ( t )  E C(Q, P,Q)  mit festem 
Anfangs- und Endpunkt gegeben. Schlieplich sei 

eine geschlossene Pfaffsche Fonn der Klasse C1(Q) .  Dann gilt 

Beweis: Wir betrachten die folgende Homotopie geschlossener Kurven in (2 : 

@(t, S )  : [a, 2b - a] x [O, 1] t (2 
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mit 

Hierbei wird die Kurve X von P nach Q und dann zuriick von Q nach P 
durchlaufen; es folgt also 

J w = 0. 

*(.,O) 

Hier wird zunachst die Kurve X von P nach Q durchlaufen, anschlieflend die 
Kurve Y von Q nach P. Satz 2 liefert nun 

Besonders einfach wird das Studium von Kurvenintegralen in folgenden Ge- 
bieten. 

Definition 7. Ein Gebiet Q C Rn heijt einfach zusammenhangend, falls jede 
ge schlossene Kurve X ( t )  E C(Q) homotop zu einer Punktkun~e in Q ist, jede 
geschlossene Kurve sich also auf einen Punkt zusammenziehen 1@t. 

Der Kreisring ist ein einfaches Beispiel fiir ein nicht einfach zusamrnenhBngen- 
des Gebiet. In einer Kreisscheibe (ohne Locher) ist jede geschlossene Kurve 
X ( t )  homotop zu einer Punktkurve 

also ist sie einfach zusammenh&ugend. 

Satz 4. (Kurvenintegrale in einfach zusammenhiingenden Gebieten) 
Seien Q C Rn ein einfach zusammenhiingendes Gebiet und 

n 

w = C f , ( z ) d z i ,  z ~ n ,  
i=l 

eine Pfaffsche Form der Klasse C1(Q). Dann sind folgende Aussagen apuiva- 
lent: 

1. w ist eine exakte Pfaffsche Fonn, besitzt also eine Stammfunktion F. 
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2. Fur alle X E C(Q, P, P)  mit einem P  E 0 gilt 

3. w ist eine geschlossene Pfaffsch,e Fonn, d.h. es gilt 

ist sgmmetrisch fur alle x E LJ 

Beweis: Nach dem ersten Hauptsatz tiber Kurvenintegrale gilt die Aquivalenz 
,,I. o 2.". Die Aussage ,,l. + 3." ergeben die uberlegungen vor der Definition 
4. Wir haben nur noch die Richtung ,,3. + 2.L' zu zeigen. Sei dam 

eine geschlossene Kurve, so ist diese Kurve X nach Voraussetzung an das 
Gebiet Q homotop zu einer Punktkurve 

Y ( t ) = P ,  a l t l b .  

Anwendung von Satz 2 liefert uns schliefllich 

woraus der Satz folgt. q.e.d. 

Bemerkung: Im R3 besagt die Bedingung3 aus Satz4, dal3 das Vektorfeld 

wirbelfrei ist, d.h. es gilt 

rot f(x) = 0 in Q. 

Nach Satz4 existiert in einem einfach zusammenhangenden Gebiet R C R3 
also eine Stammfunktion F : LJ + R E C2(Q) mit der Eigenschaft 
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57 Das Poincar6sche Lemma 

Eine ubertragung der Theorie der Kurvenintegrale auf die hijherdimensionale 
Situation der Oberflachenintegrale wurde insbesondere von de Rham durch- 
gefiihrt (vgl. G. de Rham, Varietb differentiables, Hermann, Paris 1955). 
Wir verweisen in diesem Zusammenhang auch auf Paragraph 20 im Lehr- 
buch von H. Holmann und H. Rummler, Alternierende Differentialformen, BI- 
Wissenschaftsverlag, 2.Auflage, 1981. 

Wir werden Stammfunktionen beliebiger m-Formen konstruieren, welche Vek- 
torpotentialen entsprechen, allerdings nur in sogenannten ,,zusammenziehba- 
renLL Gebieten. Hierzu benotigen wir den Stokesschen Integralsatz nicht! 

Definition 1. Eine stetige m-Fonn, 1 5 m 5 n ,  in einer offenen Menge 
n c I w n , n E W ,  

heiflt exakt, wenn es eine (m - 1)-Form 

der Klasse C1(Q) gibt mit der Eigensehaft 

Satz  1. Eine exakte Differentialform w E C1(Q) ist geschlossen 

Beweis: Wir berechnen 

dw = d(dA) = d dbi ,... ( x )  A dxir A . . . A d ~ i , - ~  
ls i~<. . .<i , , -~<n 

woraus die Behauptung folgt. q.e.d. 

Wir wollen nun eine Bedingung an das Gebiet fl formulieren, die hinreichend 
dafiir ist, daO eine geschlossene Differentialform exakt ist. 

Definition 2. Sei Q c Rn ein Gebiet mit dem zugehdrigen Zylinder 

Weiter gebe es ein $0 E 0 und eine Abbildung 
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der Klasse c 2 ( f i , R n ) ,  so dap  folgendes gilt: 

F(x ,  0) = xo , F(x ,  1) = x fiir alle x E (2. 

Dann nennen wir das Gebiet (2 (auf den Punkt xo) zusammenziehbar. 

Bemerkungen: 

1. Sei das Gebiet (2 sternfiirmig beziiglich einem Punkt xo E (2, d.h. 

( tx  + (1 - t )xo) E n fur alle t E [O, 11, x E (2. 

Dann ist (2 zusammenziehbar mit der Kontraktionsabbildung 

2. Jedes zusammenziehbare Gebiet (2 C Rn ist auch einfach zusammenhan- 
gend. 1st niimlich X ( s ) ,  0 5 s 5 1, mit X ( 0 )  = X ( l )  eine geschlossene 
Kurve in f2, so ist sie auf den Punkt xo zusammenziehbar vermittels 

In einem zusammenziehbaren Gebiet kann die Kontraktion einer beliebi- 
gen Kurve X ( s )  also durch die gemeinsame Abbildung F durchgefiihrt 
werden. Die Zusammenziehung ist somit in gewissem Sinne unabhangig 
von der Auswahl der Kurve X !  

3. Wir konnen folgende Kette von Implikationen fiir Gebiete im Rn aufstel- 
len: 

konvex =+ sternfdrmig 

=+ zusammenziehbar 
=+ einfach zusammenhangend. 

Auf dem Zylinder f i  betrachten wir nun die 1-Form 

y(x,  t )  := x ci ,.., i, ( x ,  t )  dxil A . . . A dxi, 
l<i ,< . .  <izcn 

der Klasse ~ ' ( 6 ) .  Wir verwenden die Abkiirzung $ := ' fiir die zeitliche 
Ableitung und erklaren 

Weiter setzen wir 
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Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung gilt nun 

Fiir eine Funktion g ( x , t )  : 6 + E% E ~ ' ( 6 )  berechnen wir die iiuflere Ablei- 
tung zu 

" ail d g = C d ~ k + g ( ~ , t ) d t  = : d z g + 8 d t .  
k=l azk 

Wir erhalten somit 
d y = d , y + d t A ; i ,  

wenn wir 

d,y := (d& i, (2,  t ) )  A dzi ,  A . . . A dzi,  
l<il< ... <il<n 

setzen. SchlieBlich wollen wir die Identitiit 

d (/ .(.>t) d t )  = / (d&>t)) dt 

beweisen. Dazu berechnen wir 

d ( / l ( x ,  t )  d t )  

= 2 & (1 ci ,.., i, ( x ,  t )  d t )  dxi A dxi, A . . . A dxir 
]<it< ... <i,<r, <=I 0 

Satz 2. (Das Poincarbsche Lemma) 
Seien 0 C Rn ein zusnmrnenzieh,bares Gebiet und 1 5 m 5 n. Dnnn ist jede 
gesehlossene m- Form w in  0 ezakt. 



57 Das Poincar4sche Lemma 69 

Beweis (A. Wed): 

1. Da n zusammenziehbar ist, gibt es eine Abbildung 

F = F ( Z ,  t )  : 6 + n E c2(6) 

mit 
F ( x , O )  = $ 0 ,  F ( x ,  1 )  = x  fur alle x  E fl. 

Wir betrachten auf 6 = f2 x [O, 11 die transformierte Differentialform 

= ac ... i , (F (x ,  t ) )  d z f i ,  A .. . A & f i ,  + dt  A w z ( x , t )  
lS i l< ... <i-<n 

Dabei haben wir 

df,, = d,f,, +f;, dt  fur k = 1  ,..., m 

benutzt. Die Differentialformen w l ( x ,  t )  und w 2 ( x ,  t )  sind unabbangig von 
dt  und haben den Grad m bzw. (m - 1) .  Weiter gelten 

w ~ ( x , O )  = 0 und w l ( x ,  1 )  = w ( x ) .  

2. Wir berecbnen 

O = ( d w ) o F = d ( w o F ) = &  

= dwl + d(d t  A wz)  = d,wl + dt  A Ljl - dt A dw2 

Somit folgt 
$1 = d,w2. 

3. Wir erklaren nun die (m - 1)-Form 

Mit Hilfe der Identitaten ( I ) ,  (2) sowie ( 3 )  berechnen wir 
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womit alles gezeigt ist. q.e.d. 

Beispiel 1. In einem sternfdrmigen Gebiet Q c R3 sei das quellenfreie Vektor- 
feld 

b(x) = (b l (x) ,  b2(x) ,  b3(x))  : J2 + R3 E C1(Q,  R3) 

mit 
div b(x) = 0 

gegeben. Dann ist die zugehorige ZForm 

w = bl(x)  dxz A dx3 + bz(x) dx3 A dxl + b3(x) dxl A dx2 

geschlossen. Nach Satz 2 gibt es eine Pfafhche Form 

A = a1 ( x )  d x ~  + az(x)  dxz + a3 (2) dx3 E C2(Q)  

mit dA = w.  Wie wir in 5 3 ausgerechnet haben, bedeutet das fur das Vektorfeld 
4 x 1  = ( ~ I ( x ) ,  a d z ) ,  a s (x ) ) ,  dafl 

rot a(x )  = b(x) fiir alle x  E Q 

erfiillt ist. Wir haben also fur das quellenfreie Vektorfeld b(x) ein Vektorpo- 
tential a(x )  gefunden. 

58 Die Coableitung und der Laplace-Beltrami-Operator 

In diesem Abschnitt wollen wir ein Skalarprodukt fiir Differentialformen 
einfiihren. Wir betrachten den 

und eine darin enthaltene offene Teilmenge O C W. Weiter seien auf 0 zwei 
stetige m- Formen gegeben, namlich 

Wir erklaren wie folgt ein Skalarprodukt zwischen den m-Formen cr nnd B : 
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Das Skalarprodnkt ordnet also zwei m-Formen eine O-Form zu. Es ist eine 
symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum der m-Formen. 

Wir betrachten nun die Parametertransformation 

auf der offenen Menge 0 C Rn. Die Abbildung @ erfiillt 

Jm(x) = det (a@(x)) # 0 fiir alle z E n. (2) 

Wir setzen 

Der Transformation E = @(x) ist in natiirlicher Weise die Volumenform 

zugeordnet. Die m-Formen h und transformieren sich in die m- Formen 

bzw 

Wir wollen nun ein Skalarprodukt (a, P), zwischen den transformierten m- 
Formen cu und p so definieren, daO folgendes gilt: 

Far Differentialformen der Ordnungen 0,1, n - 1, n werden wir das Skalarpre 
dukt in einfacher Weise darstellen. 
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1. Sei m = 0. Wir betrachten die 0-Formen 

(.=a(.), p=b(z). 
- 

Dann ist 
, p=&=b(m(~)). 

Setzen wir 
(a, P)o(x) := a(x)b(x), 

so erhalten wir 

(cu,P)~(x) =a(x)b(x) =?i @(x) b @(x) ( >-( > 
= (E,F)~  XI), x E n. 

2. Sei m = n. Wir betrachten die n-Formen 

- 
cu = Z(Z) &I A . . . A &,, p = b(Z) &I A . . . A &, 

Wir berecbnen 

cu = m = a m(z) dm, A .. . A dm, ( 1 

= a(m(x)~~(x)) dxl A . . . A dx, . 

Wir baben also 

a(x) =z(m(x)) Je(z), b(x) = 6(m(x)) &(x), x E n. 

Setzen wir nun 

1 
(a, P),(x) := - a(x)b(x), x E Q, 

~ ( 2 )  

2 
wobei g(x) = (&(x)) gilt, so folgt 



$8 Die Coableitung und der Laplace-Beltrami-Operator 73 

3. Sei m = 1. Wir betrachten die Pfaffschen Formen 

und berecbnen 

n 

= z z, ( ' ( x ) )  z 2 d r ,  
i=l ( L  ) 

Damit erhalten wir 

n n am, 
a = 3s = aj ( x )  dxj mit a j  ( x )  = C 7ii ( ' (2))  d, 

j=1 i=l x j  

wobei j = 1,. . . ,a. Fur die finktionalmatrix fubren wir die Abkiirzung 

am, 
F ( ) : = ( ( ) )  , x t Q .  

8% ,,j=1,...,n 

ein. Die Vektoren 

a(x)  = (a1 ( x ) ,  . . . , an(x ) )  , ~ ( x )  = (z1 ( E ) ,  . . . , z ~ ( E ) )  

bzw. 
a(x )  o F-'(x) = ~ ( ' ( x ) ) ,  b(z)  o F-'(x) = b('(x)).  

Wir erklkren die Transformationsmatrix 
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mit der inversen Matrix 

t 
G-' (x) = (gi'(x)) 

i+l, ..., n 
= F-' (x) o (F-'(x)) 

Offenbar gelten 

und 
2 

g(x) = (&(x)) = det G(x). 

Wir setzen nun 

Dann folgt 

4. Sei m = n - 1. Wir erkliiren die (n - 1)-Formen 

fiir 1 5 i 5 n und betrachten die (n - 1)-Formen 

Wir vereinbaren, durch " das Weglassen eines Faktors anzudeuten. Mit 

fiir j = 1,.  . . , n berechnen wir 
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Entsprechend erklaren wir bj  ( x ) ,  j = 1,. . . , n,. Nun gilt fiir die Matrix der 
Adjunkten yon F ( x ) ,  namlich 

a(m1,. . . , mi, . . . ,en) 
~ ( X I , .  . . , x j , .  . . , ~ n )  

die Gleichung 

bzw. 

( 5 )  

die transformierten (n - 1)-Formen, so gilt fiir die Koeffizientenvektoren 

bzw. 
- - 

b(z) = ( h ( z ) ,  . . . , bn(x ) ) ,  b(x) = (bl(z), . . . , b,(z)) 
dm Transformationsgesetz 
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Wir setzen jetzt als Skalarprodukt 

Dann folgt schliefllich 

In der Menge der Differentialformen fiihren wir nun eine weitere Operation 
ein. 

Definition 1. Fiir k E K := {O, 1 , n  - 1 , n )  ordnen wir jeder k-Form a ihre 
duale ( n  - k)-Form *a wie folgt zu: 

1. Seien k = 0, a = a ( x ) .  Dann setzen wir 

wobei 
w = m d x l ~  ... A d x ,  

die Volumenfon  bedeutet (vgl. (3)). 
2. Seien k = 1 und 

n 

a = x aj (x )  dxi 
i=l 

Dann setzen wir 

3. Seien k = n - 1 und 

Dann setzen wir 
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4. Seien k = n, a = a(x)w. Dann ist 

Wir geben nun einige Eigenschaften des *-Operators an. 

1. Der *-Operator ist ein hearer  Operator vom Vektorraum der k-Formen 
in den Vektorraum der (n - k)-Formen. Er ist eine Involution, d.h. es gilt 

* * a  = (-1)W-kIa 

fur alle k-Formen a mit k 6 K. 
2. Fur die &Form a und die (n - k)-Form P gilt 

Wir beweisen diese Bebauptung far alle k K:  
a) Seien k = 0, a = a(x), P = b(x)w, *p = b(x), *a = a(x)w. Dann 

erhalten wir 

b) Seien k = n, a eine n-Form, P eine 0-Form. Wir berechnen mit Hilfe 
von Eigenschaft 1 und (a) 

(a,  *PIn = (*(*a), *PIn = (*a, *(*B))o = (*a, P)o 

c) Sei k = 1. Wir betrachten die Formen 

n n 

a = x ai(x) dxi, p = x bi(x)di 
2=1 i=l 

Dann erhalten wir 
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sowie 

Hieraus folgt (a,  *P)1 = (-l)n-l(*a, 
d) Es verbleibt k = n - 1. Fiir die (n - 1)-Form a und die 1-Form P 

ermitteln wir mit Hilfe von Eigenschaft 1 und (c) 

(a,  *P)n-1 = (-1ln-l(*(*a), *P)n-1 

= (*a, *(*P))l = (-l)n-l(*a,p)l. 

3. Far zwei k-Formen a und P mit k E K gilt 

(*a, */3)n-k = (-l)k(n-k)(*(*a),P)k 

Somit ist der *-Operator eine Isometric. 
4. Fur zwei k-Formen a und /3 gilt die Identitat 

a A (*p) = (-l)k("-k) (*a) A P = (a,  P)kw, k E K. 

Zum Beweis genugt es, die Identiat 

zu zeigen. Dann folgt nejnlich fiir die (n - k)-Form *a und die k-Form 0 

a) Seien k = 0, a = a(x), p = b(x), *p = b(x)w. Es folgt 

a A (*p) = a(x)b(x)w = (a,  P)ow. 
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b) Seien k = 1, sowie 

Wir berechnen 

c) Fiir k = n - 1 und 

folgt 

= ( c Y , P ) ~ - ~ ~ ~ x I A  ... ~ d ~ , = ( a , p ) , - ~ w .  

d) SchlieBlich seien k = n., cu = a(x)w und /3 = b(x)w. Es folgt 

5. Seien 
n 

cu = x a i ( x ) d x i  
i=l 

eine Pfaffsche Form und 

x = @(E) = p1 (El,. . . ,En), . . . ,@n(El, . . . ,En)) 
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eine Parametertransformation. Dann folgt (*a)$ = *(am) 

Unter Benntzung der Invarianz des Skalarprodnktes sowie der Eigenschaf- 
ten 4 berechnen wir fiir eine beliebige l-Form 

n 

P = x bi(x) dxj 
i=l 

mit der zugehijrigen transformierten l-Form die Identitat 

Pm A *(am) = (Pm,am)iwm = {(P,a)i}mwm 

und somit 
*(am) = (*a)*. 

Definition 2. Fur eine l - F o n  
m. 

a = x a i ( x ) d x i ,  XEIZ ,  
i=l 

der Klasse C1(IZ) erkldren wir die Coableitung 6a gem@ 

Bemerkumg: 6 ist ein parameterinvarianter Differentialoperator erster Ord- 
nung und ordnet einer l-Form eine O-Form zu. Wir berechnen 6 in beliebigen 
Koordinaten. Seien 

n n 

a = x ai(x) dxi, *a = rn x x gij(z)aj(x) Bi. 
i=l i=l (L ) 

Dann folgt 

Anwendung des *-Operators auf d * a liefert uns nun 
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Satz 1. (Partielle Integration in beliebigen Parametern) 
Sei 0 c Rn ein Gebiet, das die Vomussetzungen ( A ) ,  ( B )  u,nd ( D )  des Gnu$- 
schen Integralsatzes erfiillt. Die Parametertransformation 

z = @ ( x )  : n+o ~ c l ( 2 )  
sei hijektiw und erfiille die Bedingung 

&(x )  > 7 > 0 fiir alle x E 77 

Weiter seien eine 1-Form 

und eine 0-Fonn P = b(z) ,  x E n, der Klasse C 1 ( E )  gegeben. Dann gilt 

Dabei tragt 86' die induzierte kanonische Orientiemng des Rn. 

Beweis: Insbesondere wegen der Voraussetzungen an die Parametertransfor- 
mation @ sind alle auftretenden Funktionen in der Klasse C 1 ( 2 ) .  Wir wenden 
den Stokesschen Integralsatz an und erhalten mit Hilfe von (6)  

an n 

Umstellen liefert die Behauptung 



82 I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten 

Folgerung: Setzen wir in Satz 1 Nullrandwerte der Funktion P voraus, d.h. P E 
c,'(n), so foigt 

/ ( a . W 1 w  + / ( 6 o ,  P)W = 0. 
n n 

Man nennt deshalb 6 auch die adjungierte Ableitung zur aufieren Ableitung d. 

Definition 3. Fur zwei Funktionen $ (x )  und ~ ( x )  der Klasse C1((2) mit den 
mgehdrigen Differentialen 

erkliiren wir den Beltramioperator erster Ordnung gems$ 

Bemerkung: Offenbar ist 

gelten. Somit ist V ein parameterinvarianter Differentialoperator erster Ord- 
nung. 

Definition 4. Fiir eine Funktion $ ( x )  E C2((2) erkliiren wir den Laplace- 
Beltrami-Operator 

A$(x )  := 6d$(x), x E (2. 

Bemerkung: Da d und 6 parameterinvariant sind, so ist auch A parameterin- 
variant, d.h. 

A $ ( x ) = ~ q ( m ( x ) ) ,  X E Q .  

Wir notieren A unter Verwendung von (7) in Koordinaten: 
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Satz  2. Sei 0 C En ein Gebiet, das den Voraussetzungen (A) ,  ( B )  und ( D )  
des Gauflschen Satzes genugt. Weiter sei die Parametertransformation 

z = m ( ~ )  : E+G 

bijektiu und gehore zur Klasse C 2 ( E ) .  @(x)  erfiille die Bedingung 

&(x)  > q > 0 fur alle x E 7? 

Schliefllich seien die Funktionen $ (x )  E C 2 ( n )  sowie ~ ( x )  E C 1 ( n )  gegeben. 
Dann gilt 

J V M  x)w + /(A$. x ) w  = J(*d$)x.  
n n an 

Beweis: Wir verwenden Satz 1 und setzen 

Zunachst erhalten wir also 

/(a. &),w + J(6d$. B)W = J(*d$)x.  
n n an 

Unter Verwendung der Definitionen 3 und 4 folgt schlieDlich mit 

die Behauptung. 

Bemerkungen: 

1. Wir berechnen den Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten, 

wobei 0 < r < +m, 0 5 9 < 27r, -m < h < +m gelten. Es ist also n = 3, 
und wir wahlen 

X I  = r, xz = 'P, $3 = h. 

Fiir den Fundamentaltensor ergibt sich 

Damit folgt 
2 g(x) = det ( g i j )  = r . 
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Fiir die Rechnung brauchen wir also nur noch die Hauptdiagonalelemente 
beriicksichtigen, so da!3 wir unter Verwendung von Gleichung (8) 

erhalten. In ebenen Polarkoordinaten wahlt man t = 0, so da!3 sich obiger 
Ausdruck auf a2 I a 1 az A=-+--+-- 

ar2 r ar r2 aip2 

reduziert. Definieren wir 
a2 A := - 

aip2 

ftir den Winkelausdruck, so konnen wir A in die Form 

bringen (vgl. Laplaceoperator in Kugelkoordinaten) 
2. Wir fiihren Kugelkoordinaten 

mit 0 < r < +w, 0 < ip < 2?r und 0 < 8 < ?r ein. Eine zu Bemerkungl 
analoge Rechnung ergibt 

Dabei hangt A wiederum nicht von r, sondern nur von den Winkeln ip ,  8 
ab. 

Bei der Untersuchung von Kugelfunktionen benijtigt man den Laplace-Opera- 
tor in Kugelkoordinaten in n Dimensionen. Wir wollen auf diesen allgemeinen 
Fall eingehen. 
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Sei die Einheitssphare im Rn, 

z = { E = ( G  ,..., 4 1 ~ ~ ~  : I E I = ~ ) ,  

parametrisiert dnrch 

t 
5 = ~ ( t )  = ( ~ ( t ~ , .  . . , L ~ ) , .  . . ,cn(tl , .  . . , t n - ~ ) )  : T + c E c 2 ( ~ )  

mit T C Rn-' offen. Mit der Abbildung 

X(r ,  t )  := rS(t1,. . . , & - I ) ,  r E (0, +m), t E T ,  

erhalten wir Polarkoordinaten im Rn. Weiter gilt fiir die Funktionalmatrix 

ax(?, 6 )  = ( X r ,  Xt l ,  . . . ) = (5,  r5tl, . . . , r5tn-r ). 

Fiir den metrischen Tensor ergibt sich 

wobei wir 

gesetzt haben. Sind nun 

so folgt 

Weiter setzen wir 

g(r, t )  := det G(r, t ) ,  h(t)  := det H(t )  

und erhalten 
g(r, t )  = r2(n-1)h(t). 
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Sind nun u = u(r,  t )  und v = v(r,  t )  zwei Funktionen, so berechnen wir den 
Beltrami-Differentialoperator erster Ordnung gemafl 

Setzen wir nun fiir den invarianten Beltrami-Operator erster Ordnung auf der 
Sphare C den Ansdruck 

n-1 au au 
r ( u , u )  := C hi,(t)-- 

i+l 
ati at, 

so ergibt sich 

auav 1 
V ( u , v )  = - + -T(u ,u)  fiir alle u = u(r , t ) ,  v = u(r, t) .  ( 9 )  a? ar r2 

Wir berechnen den Laplace-Beltram-Operator in Kugelkoordinaten. Sei 

so folgt unter Verwendung von Jg(r,t) = P-'Jho und Formel (8) die 
Identitat 

1 1 
rn-I rn ( t )  o ( ? )} 

Ut,-l 

Erklaren wir den Laplaee-Beltrami-Operator auf der Sphare C als 
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so erhalt,en wir die Ident,itat 

a2u n - i au 1 
Au=-+-- + n u  ftir alle u = u(r , t )  E C2((0, +a) x T ) .  

ar2 r ar r2 
(10) 

Wir zeigen nun noch die Symmetrie des Laplace-Beltrami-Operators auf'der 
Sphare. 

Satz  3. Seien f , g  E C 2 ( Z ) ,  SO gilt 

Dabei ist dm das Oberflilchenelement auf Z .  

Beweis: Sei 0 < E < 1, so betrachten wir das Gebiet 

wobei Y die auOere Normale an ane ist. Die hier auftretenden parameterinva- 
rianten Integrale berechnen wir in (r ,  <)-Koordinaten und erhalten mit Hilfe 
der Identit,aten (9) und (10) unter Beachtung yon 

au au = i = O  auf av ar 
die Beziehung 

Somit folgt 

/ ( d f  l € ) ) g ( O  d m  = - w> g )  d M .  
E 

Entsprechend folgt die zweite Identitat in der Behauptung. q.e.d. 



Grundlagen der Funktionalanalysis 

Ausgehend vom Riemann-Integral und den Riemann-integrierbaren Funktio- 
nen lafit sich durch einen FortsetzungsprozeB eine groBere Klasse integrierba- 
rer Funktionen konstruieren. Man spricht dann vom Lebesgue-Integral, wel- 
ches sich durch Konvergenzsatze fiir punktweise konvergente Funktionenfolgen 
auszeichnet. Der FortsetzungsprozeB vom Riemann-Integral zum Lebesgue- 
Integral la& sich verallgemeinern; wir werden hier das Daniellsche Integral 
vorstellen. Die MaBtheorie wird sich dann als Integrationstheorie der char&- 
teristischen Funktionen ergeben. Wir werden klassische Satze der Ma& und 
Integrationstheorie vorstellen. 

Danach werden die Lebesgueschen m u m e  LP, 1 5 p 5 +M, a18 klassische 
Banachraume behandelt. Im Hilbertraum L2 werden insbesondere orthogona- 
le Funktionensysteme betrachtet. Mit Ideen von J.von Neumann bestimmen 
wir den Dualraum (Lp)' = Lq und zeigen die schwache Kompaktheit der 
Lebesgueraume. 

31 Das Daniellsche Integral mit Beispielen 

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist die 

Definition 1. Seien X eine beliebige Menge und M = M ( X )  ein Raum won 
Funktionen f : X + R mit folgenden Eigenschaften: 

M ist ein linearer Raum, d.h. 

fiir alle f ,  g E M und alle a ,  13 E R gilt a f  + pg E M. (1) 

- M ist abgeschlossen hinsichtlich der Betragsbildung, d.h. 

far alle f E M gilt 1 f 1 E M. (2) 

Weiter sei I : M + R ein Funktional auf M ,  welches die folgenden Bedingun- 
gen erfiillt: 
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- I ist linear, d.h. 

far alle f ,g E M und alle cu,p E R gilt I ( a f  +Pg) = cuI(f)+PI(g). (3) 

I ist nieht negatiu, d.h. 

far alle f E M mit f > 0 gilt I ( f )  > 0. (4) 

Dabei bedeutet f > 0, dajl f ( x )  2 0 fiir alle x E X n'ehtig ist. 
- I ist stetig bezuglieh monotoner Konvergenz in M ,  d.h. 

fiir jede Folge {fn}n=1,2 ,... c M mit f n  J- 0 gilt lim I ( f n )  = I (0)  = 0. 
n t w  

( 5 )  
\ ,  

Dabei bedeutet f ,  1 0, dajl fiir alle x E X die Folge {fn(x)}n=~,2,. . .  C R 
schwach monoton fallend ist und dajl lim fn(x)  = 0 gilt. 

n i w  

Dann heijlt I ein auf M erklartes Daniellsehes Integral. 

Bemerkungen: 

1. Aus der Linemitiit (1)  und der Eigenschaft (2)  folgen fiir f ,  g E M 

und 
1 

m i n ( f , s ) = 2 ( f + g - l f  -g l )  E M .  

Insbesondere gelten fiir f E M 

Wir nennen f +  den positiven Teil von f und f -  den negativen Teil von 
f .  Aus der Definition von f +  und f - erkennt man sofort 

f = f + - f -  und i f l = f + + f - = f + + ( - f ) +  

Somit ist die Bedingung (2) aquivalent zu 

 EM  E EM. (2') 

Allgemeiner sieht man, daB mil endlich vielen Funktionen f l ,  . . . , f ,  E M ,  
m E N ,  auch 

max( f1 ,  ..., f , )E M und min(fi ,..., f,) E M  
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2. Die Bedingung ( 4 )  ist aquivalent zur Monotonie des Integrals, nejnlich 

I ( f ) > I ( g )  fiiralle f , g E M m i t  f > g .  (4') 

3. Die Bedingung ( 5 )  ist aquivalent zur Bedingung: 

Fiir alle Folgen { f n } n = l , ~  , . .  C M mit fn  t f und f , g  E M 
mit g 5 f gilt 

I ( g )  I $&I(fn). 
(5 ' )  

Beweis: Wir zeigen zunachst die Rchtung (5 ' )  + (5 ) .  
Sei die Funktionenfolge {fn}n=1,2,... C M mit fn J 0 gegeben. Dann folgt 
(- f , )  t 0. Wir setzen f ( x )  = 0 = g(x) .  Aus der Linearitat von I folgt 
dann I ( g )  = 0. Insgesamt erhalt man mit (5') und ( 4 )  

0 = I ( g )  5 lirn I(-f ,)  = - lim I ( f n )  5 0, 
n i m  n+w - 

20  

woraus sich direkt ablesen l a t ,  daO lim I ( f n )  = I ( 0 )  = 0 gilt. 
n i w  

Wir zeigen nun ( 5 )  + (5'). 
Fiir {fn}n=l ,~, . . .  gelte nun f ,  t f mit einem f E M, woraus sich sofort 
( f  - f,) J 0 ergibt. Aus ( 5 )  folgt dann 

0 = lim I ( f  - f n ) ,  
n i w  

und die Linearitat von I liefert 

0 = I ( f )  - lim I ( f n )  
n i m  

Mit g 5 f und (4') erhalt man somit 

womit alles bewiesen ist. q.e.d. 

Im folgenden wollen wir Beispiele Daniellscher Integrale angeben. Dazu henBti- 
gen wir den 

Satz 1. (Dini) 
Auf der kompakten Menge K C Rn seien die stetigen Funktionen f i ,  f2,. . . , 
f E C O ( K , B )  gegeben. Es gelte fr t f ,  d.h.fiir alle x E K ist die Folge 
{ f i ( x ) }  C B schwach monoton steigend, und es gilt 

Dann konwergiert die Folge {fi}t=1,2, ... gleichmuig auf K gegen f .  
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Bemerkung: Durch h e r g a n g  zu den Funktionen gr := f - fr sieht man, da!3 
obige Aussage aquivalent ist zu: 

Fur eine Funktionenfolge {gr}r=1,2, ... c CO(K,R)  rnit gr 1 0 folgt, daj 
{g1}1=1,2, ... gleichmajig auf K gegen 0 konuergiert. 

Beweis won Satz 1: Sei {gr}1=1,2, ... C CO(K,  R) eine Folge rnit gi J. 0. Zu zeigen 
ist, da!3 

SUP Isr(x)l + 0 
r E K  

richtig ist. Ware diese Aussage falsch, dann gabe es Indizes {li} rnit li < li+l 
und Punkte Ci E K ,  so dad3 

gli(Ci) 2 E > 0 fiir alle i E W 

rnit einem festen E > 0 gilt. Nach dem Weierstrallschen Haufungsstellensatz 
konnen wir o.B.d.A.annehmen, daO Ci + C fiir i + m rnit 5 E K richtig ist. 
Zu festem 1 ,  wahlen wir nun ein i, = i(1,) E N, so dall li 2 I ,  fiir alle i 2 i, 
gilt. Die Monotonieeigenschaft der Funktionenfolge {gl} liefert dann 

Da gi, nach Voraussetzung stetig ist, folgt 

Somit ist {gr([)} keine Nullfolge, im Widerspruch zur Voraussetzung. q.e.d. 

Hauptbeispiel 1: Seien X = 0 rnit der offenen Menge 0 C I[Bn und der 
lineare Raum 

gegeben. Dabei ist 

J  fix)^ - 
n 

das uneigentliche Riemannsche Integral iiber die Menge Q. Dann erfiillt Ml 
die Bedingungen (1)  und (2). Wir wablen nun als Funktional 

wobei rechts wieder das uneigentliche Integral iiber 0 gemeint ist. Da das Rie- 
mannsche Integral linear und nicht negativ ist, sind die Bedingungen (3) und 
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(4) erfullt. Zu zeigen hleiht noch die Stetigkeit hezuglich monotoner Konver- 
genz (5). Sei {fn)n=l,~,.. .  C MI eine Funktionenfolge mit f ,  J 0. 1st K c Q 
eine kompakte Teilmenge, so liefert der Dinische Satz, dafl {f,} gleichmilRig 
auf K gegen 0 konvergiert. Da weiter 0 5 f,(x) 5 f i (x)  ftir alle n E N, x E Q, 
und 

lfi!x)l dx < +m 
i3 

richtig sind, liefert der Konvergenzsatz fiir uneigentliche Remann-Integrale 

lim f i ( f , )  = lim / ( x )  dx = / ( 1 f a ( $ ) )  dx = 0. 
n i m  n i m  n-m 

n n -  
=o 

Somit ist I1 ein Daniellsches Integral auf der Menge MI 

Bemerkung: Die Menge MI enthalt nicht alle Funktionen, deren uneigentliches 
Riemannsches Integral existiert. Das Daniellsche Integral henotigt nejnlich 
zusatzlich noch die Ahgeschlossenheit des Funktionenraums hezuglich der 
Betrags-Bildung, d.h. die Eigenschaft (2). So ist zum Beispiel das Integral 

sin x 
dx fur a E ( 0 , l )  

nicht ahsolut konvergent, existiert aber als uneigentliches Integral. Es gilt 
namlich 

sin x 

1 1 

R 
COS x 

= R-m i m  ( [ - ~ ] " ~ / ~ d ~ )  

1 

absolut konvergent 

Hauptbeispiel 2: Wie in Kapitel I, 5 4 beschriehen, sei M C Rn eine be- 
schrankte m-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C1 mit dem reguliiren 
Rand a M .  Dann konnen wir mit endlich vielen Karten iiherdecken, nnd 
das fiir Funktionen der Klasse 

Mz := { f  ( z )  : M + Iw : f ist stetig in 37) 

mittels Zerlegung der Eins definierte Riemannsche Integral uher M, nejnlich 
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als Daniellsches Integral verwenden. Dabei ist dmu das m-dimensionale Ober- 
flachenelement auf M. Der Raum M2 ist linear und ahgeschlossen heziiglich 
der Betrags-Bildung. Die Eigenschaften (1) und (2) sind also erfullt. Die Exi- 
stenz des Integrals folgt aus der Stetigkeit (und damit Beschrhktheit) von f 
auf dem Kompaktum M. Linearitat und positive Definitheit sind ohne weite- 
res einzusehen. Die Stetigkeit beziiglich monotoner Konvergenz folgt wieder- 
um aus dem Satz von Dini. 

52 Fortsetzung des Daniell-Integrals zum 
Lebesgue-Integral 

Kennzeichnend fur die Hauptbeispiele aus 5 1 ist, daD wir bereits einen Inte- 
gralhegriff haben, fur den zumindest die stetigen Funktionen mit kompaktem 
~ra~ei in tegr ierhar  sind. Wir betrachten nun ein beliebiges ~aniellsches Iu- 
tegral I : M + R gem88 Definition 1 aus 5 1. Wir wollen dieses Integral auf 
einen grijDeren linearen Raum 

fort,setzen, um dann die Konvergenzeigenschaften des entstandenen Integrals 
auf dem Raum L ( X )  zu studieren. Dieser FortsetzungsprozeD heruht im we- 
sentlichen auf der Monotonieeigenschaft (4) und der Stetigkeitseigenschaft (5) 
des Integrals. 

Indem wir die Integrationstheorie auch fur charakteristische Fzlnktionen 

von Teilmengen A C X mitentwickeln, erhalten wir eine von I abhangige 
MaDtheorie fiir die Teilmengen von X. 

Das hier vorgestellte Fortsetzungsverfahren wurde von Carathbodory initiiert, 
von Daniel1 fur das Funktional I durchgefiihrt, und von Stone wurde die Ver- 
bindung zur MaDtheorie hergestellt. 

Zur Vorhereitung betrachten wir zunachst die Funktion 

welche stetig und schwach monoton steigend ist, und ferner sei 

f f ( x )  := @(f(x)) =max(f(x),O), x E X. 
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Hieraus erhalten wir die folgenden Eigenschaften der Zuordnung f c, f +  : 

i.) f ( x )  5 f+(x )  fiir alle x E X ;  

iii .)  fn(x)  + f ( x )  - f $ ( x )  + f f  ( x  fur alle x E X ;  

Hilfssatz 1. Seien {g,} C M und {gk} C M ,  n = 1 , 2 , .  . . , zwei Folgen mit 
gn(x) t g(x)  und gk(x) t g f (x )  in X .  Dabei seien g, g' : X + RU { + m }  zwei 
Funktionen mit der Eigensehaft g1(x) 2 g(x) .  Dann gilt 

lirn I(gL) 2 lim I(gn). 
n i m  n+m 

Beweis: Da {I(g,)},=l,z , , .  und {I(gk)},=,,~ ,.., monoton nichtfallende Fol- 
gen sind, existieren ihre Limites fur n + m in R U {+m}.  Fiir den Fall 
lirn I(gk)  = +oo ist obige Ungleichung offensichtlich erfullt. Sei also ohne 

n+m 
Einschrilnkung lirn I(gk) < +w. Mit einem festen Index m gilt wegen 

n i m  

(gm - g & ) f  J- (gm - g')+ = 0 fiir n + oo 

und der Eigenschaften des Daniellschen Integrals I 

lim ~ ( ( g ,  - gk)+) = o 
n i m  

Es folgt also 
I (gm)  5 Jimm I(gk)  fur alle m E N, 

so daO wir letztlich 
lirn I(gm) 5 lirn I (gk)  

m i m  n i m  

erhalten. q.e.d. 

Gilt nun im obigen Hilfssatz g = g' auf X ,  so folgt die Gleichheit der beiden 
Grenzwerte. Das rechtfertigt die folgende Definition. 

Definition 1. Es sei V ( X )  die Menge aller Funktionen f : X + R U {+m}, 
die sehwaeh monoton steigend aus M ( X )  approximiert werden kdnnen, d.h. zu 
f gibt es eine Folge {fn)n=1,2,... aus M ( X )  mit der Eigensehaft 

fn(x) f (2)  fiir n + oo u,nd far alle x E X .  



96 I1 Grundlagen der Funktionalanalysis 

Fur f E V setzen uir dann 

I ( f )  := lim I ( f n ) ,  
n t m  

womit I ( f )  E RU { + m )  gilt. 

Definition 2. Wir setzen 

und definieren 

I ( f )  := - I ( - f )  E RU {-co) fiir alle f E -V. 

Bemerkungen: 

1. Die Menge -V ist die Menge aller Funktionen f ,  die schwach mone 
ton fallend aus M approximiert werden konnen, d.h.es gibt eine Folge 
{fnIn=1,2 , . .  C M ,  fiir die f n  J f gilt. Wir erhalten 

2. 1st f E V n ( - V ) ,  so gibt es Folgen { f ; } , = ~ , ~  ,,.. und {f:)n=1,2 ,... aus M ,  
fiir welche f ;  t f und f: J f erfiillt sind. Nun folgt f: - f ;  J 0,  und mit 
( 5 )  

0 = lim I ( f :  - f;)  = )~l I( f:)  - lim I ( & ) ,  
n t m  n t m  

bzw. 
lirn I ( f i )  = lim I ( f ; ) .  

n t m  n t m  

Somit ist I auf V U ( - V )  > V n ( - V )  > M eindeutig definiert. 
3. Zu V gehort f ( x )  = +m als monoton steigender Limes von fn(x) = n ,  

jedoch nicht g(x)  = -m. V ist also kein linearer Raum. 

Nach Hilfssatz 1 ist das Funktional I auf V monoton, d.h. fiir zwei Ele- 
mente f ,  g E V mit f 5 g folgt 

I ( f )  5 

Weiter ist mit a 2 0 und p 2 0 auch die Linearkombination a f + pg aus 
V ,  und es gilt 

I ( a f  + Ps) = 4f) + PI(s) .  

Hilfssatz 2. Flir eine Funktion f : X + [O, +m] gilt 

wobei ip, E M ( X )  und 9, 2 0 fiir alle n E N gelten. 
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Beweis: Die Rchtung ,,+" ergibt sich aus der Definition des Raumes V 
von selbst: f wird aus den Funktionen 9% E M entwickelt, und das ist die 
Behauptung. 

Es bleibt die Richtung ,,==+" zu beweisen. Fur f E V gibt es eine Folge 
{ fnIn=1,2  ,... C M mit f ,  l. f ,  und somit gilt f,+ t f f  = f .  Setzen wir 

fo(z) = O  und i p n ( z )  : = f ; ( z ) - f L l ( z ) ,  

so folgt 
k 

fkf(z) = C ~ n ( z )  t f ($1  
n=1 

bzw. 
m 

C ipn(.) = f ( X I .  
n=1 

Offenbar sind ip,(z) E M und i p n ( z )  2 0 fiir alle n E W erfullt. q.e.d. 

Hilfssatz 3. Sei f i  E V,  f i  2 0, i = 1 , 2 , .  . . Dann gehdrk die finktion 

zu der Menge V, und es gilt 

Beweis: Sei cw E IW mit c i j  2 0, SO gilt 

Diese Aussage gilt sowohl ftir lconvergente als auch bestimmt divergente Dop- 
pelreihen. Wegen f i  E V gibt es Funktionen 9, E M, ipij 2 0, so daO 

m 

f )  = i p  ( z )  fiir alle z E X und alle i E W 
j=1 

richtig ist. Nach Definition 1 gilt nun 

Ferner gilt fiir alle E X 
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m m 

f ( x )  = x f , ( ~ )  = x n i m  i=l i=l 

Somit folgt also f E V ,  und Definition 1 liefert 

Definition 3. Fur eine beliebige Funktion f : X + = WU { i m )  setzen wir 

I + ( f )  := inf { ~ ( h )  : h E V, h 2 f ) ,  I - ( f )  := sup{ l (g )  : g E -V, g 5 f ) .  

Wir nennen I f  ( f )  das obere und I - ( f )  das untere Daniellsehe Integral uon 
f .  

Hilfssatz 4. Seien f : X + eine beliebige Funktion und (g,  h )  ein Funktio- 
nenpaar mit g E -V, h E V und g(x)  5 f ( x )  5 h ( x )  fur alle x E X .  Dann 
gilt 

I (g )  l I - ( f )  l I f ( f )  l I ( h )  

Beweis: Aus Definition 3 folgen I(h,) 2 I + ( f )  und I (g )  5 I - ( f ) .  Weiter gibt 
es Folgen {g,},=l,~ ,... C -V und {hn),=1,2 ,.. C V mit gn < f 5 h,, n E W, 
so daO 

1 I )  = I f )  und lim I (hn )  = I + ( f )  
n t m  n i m  

gelten. Fur beliebiges n E W folgt dann wegen 0 5 h,  + (-g,) E V 

und somit 
I f )  = 1 I )  lim I (hn )  = I + ( f ) .  

n i m  n i m  q.e.d. 

Da wir im folgenden im erweiterten reellen Zahlensystem = R U {-m} U 
{ + a )  arbeiten werden, miissen wir zuvor Vereinbarungen uber Verkniipfun- 
gen in treffen. 
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Addition: 

a + ( + w ) =  ( + m ) + a  = + m f i i r d l e a € W U { + m )  

a + ( - m ) =  ( - m ) + a  = - m f t i r a l l e a ~ i R ~ { - m )  

Multiplikation: 
a ( + m )  = ( + m ) a  = + m  I ftir alle 0 < a 5 + m  
a ( -m)  = ( - m ) a  = - m 

a ( + m )  = ( + m ) a  = - m I fiir alle - m 5 a < 0 
a(-m) = ( -m)a  = + m  

- Subtraktion: Ftir a, b E E definieren wir 

wobei 
-(+m) = - m  und - (-m) = + m  

zu setzen sind. 
- Anordnung: Es gilt 

- m  5 a 5 + m  fiir alle a E E. 

Bemerkung: ?% ist kein Korper, denn z.B. die Addition ist nicht assoziativ: 

Mit den so erklarten Rechenoperationen in W werden fiir zwei Funktionen 
f : X + @ und g : X + @ nnd fiir beliebiges c E W die Funktionen f + g, 
f - g, cf eindeutig erklart, und es ist f 5 g genau dann, wenn g - f 2 0 gilt. 

Definition 4. Eine finktion f : X + @ gehort zur Klasse L = L(X) = 
L(X, I) genau dann, wenn 

gilt. Wir setzen dann 
I ( f )  := I-(f)  = I+ ( f )  

und sagen, f ist Lebesgue-integrierbar (bezuglich I). 
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Bemerkungen: Im Hauptbeispiel 1 aus 3 1 erhalten wir rnit der offenen Teil- 
menge 0 C Rn die Klasse L ( X )  =: L(Q)  der Lebesgue-integrierbaren Funk- 
tionen in 0. Im Hanptbeispiel2 ergibt sich rnit L ( X )  =: L ( M )  die Klasse der 
Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf der Mannigfaltigkeit M .  

Hilfssatz 5. Die Funktion f : X + R gehort genau dann zu L ( X ) ,  wenn es 
zu jedem & > 0 eine Funktion g E -V und eine hnkt ion  h E V gibt mit 

g b )  l f (2)  5 h b ) ,  x E X ,  

sowie 
I ( h )  - I (g )  < E. 

Insbesondere sind I (g )  und I ( h )  endlich. 

Beweis: 

,,==+" Sei f E L ( X ) .  Dann gilt I - ( f )  = I f  ( f )  E R. Nach Definition 3 gibt 
es dann Funktionen g E -V und h E V rnit g 5 f 5 h und 

I ( h )  - I (g )  < &. 

,,+=='L ZU jedem E > 0 gibt es Funktionen g E -V und h E V rnit g 5 f 5 h 
und I(h,) - I (g )  < E.  Damit gilt wegen I ( h )  E (-m,+m] und I (g )  E 
[-m, +m), daD I ( h ) ,  I (g )  E R Aus Hilfssatz 4 erhalten wir fiir beliebiges 
E > 0 

0 5 I f ( f )  - I - ( f  ) 5 I ( h )  - I (g )  < & 

und somit I + ( f )  = I - ( f )  E R, also f E L ( X ) .  q.e.d. 

Satz 1. (Rechenregeln fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen) 
Fur die Menge L ( X )  der Lebesgue-integrierbaren Funktionen gelten folgende 
Aussagen: 

a) Es ist 

f E L ( X )  fiir jedes f E V ( X )  rnit I ( f )  < +cc 

richtig, und die in den Definitionen 1 und 4 erklarten Integrale stimmen 
uberein. Somit ist I : M ( X )  + R auf L ( X )  3 M ( X )  fortgesetzt. Weiter 
gilt 

I ( f )  2 0 fiir alle f E L ( X )  rnit f 2 0. 

b) Der Raum L ( X )  ist linear, d.h. es gilt 

c l f i  + czfz E L ( X )  fur alle f i ,  f 2  E L ( X )  und cl,cz E R. 

Ferner ist I : L ( X )  + R ein lineares hnktional. Es ist also 

I ( ~ ~ f i + ~ z f z )  = c l I ( f i )+cz I ( f z )  fur alle f 1 , f z  E L ( X ) ,  C I , C Z  E R 

erfiillt. 
c)Mit f E L ( X )  ist auch i f 1  E L ( X ) ,  undesgilt 11(f)I 5 I( l f1) .  
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Beweis: 

a) Sei f E V ( X )  rnit I ( f )  < + a .  Dann gibt es eine Folge {fn},=1,2,... C 
M ( X )  rnit f ,  t f .  Setzen wir g,  := f ,  und h, := f fur alle n E N, 
so gelten g,  < f < h,, rnit g,  E -V ,  h, E V ,  sowie I(h,) - I(g,) = 
I ( f )  - I(f,) + 0. Hilfssatz 5 liefert somit f E L ( X ) ,  und nach Definition 
4 gilt 

-M < I ( f )  := I + ( f )  = I - ( f )  = lim I(f,) < +m. 
n i m  

1st 0 < f E L ( X ) ,  so ist rnit 0 E -V offensichtlich 0 < I - ( f )  = I ( f )  
erfiillt. 

b) Wir zeigen zunachst: 1st f E L ( X ) ,  so gelten - f E L ( X )  sowie I ( -  f )  = 

- I ( f  ). 

Sei f E L ( X ) ,  so gibt es zu jedem E > 0 Funktionen g  E -V und h  E V  
rnit g < f < h und I ( h )  - I (g)  < E. Daraus lassen sich -h < - f 5 -g ,  
-h E -V sowie -g E V  ablesen, und rnit I ( -g)  = -I(g) bzw. I ( -h)  = 
- I (h )  erhalten wir 

I(-g) - I ( -h)  = -I(g) + I(h,) < E fiir alle E > 0, 

somit also - f  E L ( X )  und I ( - f )  = - I ( f )  

Wir zeigen nun: Mit f E L ( X )  und c  > 0 gelten cf E L ( X )  sowie I ( c f )  = 
c I ( f  1. 
Seien also f E L ( X ) ,  c  > 0, so gibt es zu jedem E > 0 Funktionen g E -V 
und h  E V  rnit g < f < h, I (h )  - I (g )  < E ,  woraus cg < cf 5 ch, cg E -V, 
ch E V  und schliefllich auch 

folgen. Es gelten also cf E L ( X )  sowie I ( c f )  = c I ( f )  

SchlieBlich zeigen wir noch: Aus f l ,  f i  E L ( X )  folgen f l  + f 2  E L ( X )  und 
I ( f1  + f 2 )  = I ( f 1 )  + W 2 ) .  

Fur f i ,  f 2  E L ( X )  gibt es zu jedem E > 0 Funktionen g l ,  g2 E -V und 
h i , h  E V  mit gi < fi < hi und I(hi)  - I(gi) < E ,  i = 1,2. Daraus folgen 
sofort hi + h2 E V ,  ggl + g2 E -V, g ~  + 92 < f i  + f 2  < hl + h2 und 

Also ist fi + f 2  E L ( X ) ,  und es gilt I ( f 1  + f 2 )  = I ( f l )  + ~ ( f ~ ) .  

Insgesamt erhalten wir also, dafl I  : L ( X )  + R ein lineares Funktional 
auf dem linearen Raum L ( X )  ist. 
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c) Sei f E L ( X ) ,  so gibt es zu jedem E > 0 Funktionen g E -V und h E V 
mit g 5 f 5 h, I(h,) - I (g )  < E ,  und somit g+ 5 f +  5 h+. Weiter gibt 
es Folgen gn J. g und h, f h in M ( X ) ,  woraus wir g: 1 g+ und h: f h+ 
erbalten. Somit sind h+ E V ,  g+ E -V, also h+ - g+ E V .  Wegen h 2 g 
folgt h+ - g+ 5 h - g, und es gilt 

Wir haben also f +  E L ( X )  und 1 f 1 = f +  + (- f ) +  E L ( X ) .  Nun gehoren 
mit f E L ( X )  aucb - f und 1 f 1 zu L ( X ) ,  und mit f 5 I f  1 und - f 5 I f  1 
folgen I ( f )  5 I ( l f l ) ,  -K f )  = I ( - f )  5 I ( l f l )  bzw. I I ( f ) l  5 I ( l f l ) .  q,e,d. 

Wir wollen nun Konvergenzsatze fiir das Lebesguescbe Integral herleiten. 
Grundlegend daftir ist der nacbfolgende 

Hilfssatz 6. Sei eine Folge {fk}k=1,2, ... c L ( X )  mit f k  2 0,  k E E, und 
m 

C I ( f k )  < +M gegeben. Dann ist 
k=l 

und es gilt 
m 

Beweis: Zu vorgegebenem E > 0 gibt es wegen f k  E L ( X )  Funktionen gk E -V 
und hh E V mit 0 5 gk 5 f k  5 ha und I(h,k) - I ( g k )  < ~ 2 - ~ ,  k E E. Somit 
gelten 

m 
Wir wahlen nun n so gro0, daB C I ( f k )  5 E richtig ist. Setzen wir 

k=n+l 

so haben wir g E -V und h E V nach Hilfssatz 3, und es gilt g 5 f 5 h. 
Weiter folgen 

sowie 
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Wir erhalten also I ( h )  - I(g) < 3~ und somit f E L ( X ) .  SchlieDlich kiinnen 
wir noch 

m 

I ( f )  = CWk). 
k=l 

ablesen. q.e.d. 

Satz 2. (Satz iiber monotone Konvergenz von B.Levi) 
Sei {fnIn=1,2 ,.. C L ( X )  eine Folge mit 

f,(x) # f oo fur alle x E X und alle n E W 

Weiter seien 

mit einem C E R n'ehtig. Dann gelten f E L ( X )  und 

lim I ( f n )  = I ( f ) .  
n t m  

Beweis: Wegen fk(x) E R ist das Assoziativgesetz fiir die Addition giiltig. 
Setzen wir 

Hilfssatz 6 liefert nun 
m 

f-fi=Cipk € L ( X )  
k=2 

sowie 
m 

lim - 1( f l )  = C 1 ( i p k )  = I = ~ ( f  - f l )  = ~ ( f )  - I ( ~ I ) .  
n t m  

k=2 

Somit folgt f E L ( X ) ,  und es gilt 

lim Wn) = I ( f )  n t m  

Bemerhng: Die einschrkkende Voraussetzung fn(x) # i c c  werden wir im 
nachsten Paragraphen eliminieren. 
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Satz 3. (Konvergenzsatz von Fatou) 
Sei {fn}n=1,2,... C L ( X )  eine Folge uon finktionen mit 

0 I fn(x)  < +oo fiir alle x E X und alle n E W 

Ferner sei 
liminf I ( & )  < +a. 
n i m  

Dann gehort die Funktion g(x)  := liminf f,(x) zu L ( X ) ,  und es gilt 
n i m  

I (g )  5 liminf I(f,).  
n i m  

Beweis: Wir beachten 

so gelten g,,* J g,  sowie -g,,k t -gn fiir k + co. Weiter erhalten wir 
I(-g,,a) I 0 wegen f n (x )  > 0. Nach Satz 2 folgen -9, E L ( X )  und so- 
mit auch g,  E L ( X )  fur alle n E N 

Weiter gilt gn(x) I fm(x),  x E X ,  fiir alle m > n, nnd deshalh ist 

I(g,) 5 inf I ( f m )  5 lim ( inf ~ ( f , ) )  = liminf I(f,) < +oo 
rn>n n i m  rn2n n-m 

fur alle n E W richtig. Wegen g,  t g und mit Hilfe von Satz 2 erhalten wir 
g E L ( X )  sowie 

I (g )  = lim I(gn) 5 liminf I(f,). 
n-m n i m  q.e.d. 

Satz 4. Sei {fn},=1,2,... C L ( X )  eine Folge mit 

wobei F ( x )  E L ( X )  richtig ist. Ferner seien 

g(x)  := liminf f,(x) und h ( x )  := limsup f,(x) 
n i m  n i m  

gesetzt. Dann gehoren g und h zu L ( X ) ,  und es gelten die Ungleichungen 

I )  I liminf I )  I(h,) > limsup I(f,).  
n-m n i m  
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Beweis: Wir wenden Satz 3 auf die beiden Folgen { F  + f,} und { F  - f,} 
nichtnegativer, endlichwertiger Funktionen aus L ( X )  an. Es gilt 

I ( F  i f,) 5 I ( F  + F )  5 2I (F)  < +m fiir alle n E W 

Somit folgt 

L ( X )  3 liminf ( F  + f,) = F + liminf f ,  = F + g ,  
n+m n t m  

also g E L ( X ) ,  und Satz 3 liefert 

I ( F )  + I (g )  = I ( F  + g )  5 liminf I ( F  + f,) = I ( F )  + liminf ~ ( f , )  
n i m  n t m  

bzw. 
I (g )  5 liminf I(f,) 

n t m  

Ebenso sieht man 

L ( X )  3 lim inf ( F  - f,) = F - lim sup fn = F - h,  
n t m  n t m  

also h E L ( X )  und 

I ( F )  - I ( h )  = I ( F  - h )  5 liminf I ( F  - f,) = I ( F )  - limsupI(f,) 
n i m  n i m  

bzw. 
I ( h )  2 limsup I ( f n ) .  

n t m  q.e.d. 

Satz 5. (Satz iiber majorisierte Konvergenz von H.Lebesgue) 
Sei {fnIn=1,2 , . .  C L ( X )  eine Folge mit 

Weiter gelten 

wobei F E L ( X )  n'ehtig ist. Dann folgen f E L ( X )  sowie 

lim I ( f n )  = I ( f ) .  
n t m  

Beweis: Wegen 
lim f , ( x ) = f ( x ) ,  X E X  

n t m  

folgt 
lim in£ f ,  ( x )  = f ( x )  = lim sup f ,  ( x ) .  
n t m  n t m  

Nach Satz 4 gelten f E L ( X )  sowie 



106 I1 Grundlagen der Funktionalanalysis 

limsupI(fn) 5 I ( f )  5 liminf I(fn) .  
n t w  n t w  

Somit existiert der Grenzwert 

lim I ( fn) ,  
n t w  

und es gilt 
I ( f )  = lim I(fn). 

n t w  

53 MeDbare Mengen 

Zunachst treffen wir folgende 

Zusatzliche Voraussetzungen an die Mengen X und M ( X ) :  

Es gelte X c Rn ftir ein n E N. X wird dann wie folgt zu einem topo- 
logischen Raum: Eine Teilmenge A C X ist offen (ahgeschlossen), genau 
dann wenn es eine offene (abgeschlossene) Teilmenge Â  C Rn so gibt, dal3 
A = x n Â  gilt. 
Wir nehmen weiter an, daf3 C,O(X, R) c M(X)  c CO(X, R) erfiillt ist. 
Dahei ist Ct(X, R) die Menge der beschriinkten stetigen Funktionen. Dies 
ist in Hauptbeispiel 2 der Fall; ebenso im Hauptbeispiel 1, sofern dort die 
offene Menge LJ C En die Bedingung 

erftillt. Man sieht sofort, dal3 dann speziell auch die Funktion fo = 1, 
x E X, zu M(X)  gehort. 

Wir spezialisieren nun unsere Integrationstheorie aus $2 anf die charakteri- 
stischen Funktionen und erhalten eine Mal3theorie. Fur eine beliehige Menge 
A C X erkltken wir ihre charakteristische finktion durch 

Definition 1. Eine Teilmenge A C X nennen vrir endlich meflbar (oder auch 
integrierbar), falls ihre charakteristische finktion XA E L(X)  erfiillt. Wir 
nennen 

P(A) := I(xA) 

das Mafl der Menge A beziiglich dem Integral I. Die Menge aller endlich 
meflbaren Mengen in X bezeichnen wir mit S(X) .  
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Wegen obiger Zusatzvorausetzung fo  = 1  E M ( X )  ist xx E M ( X )  c L ( X ) ,  
somit also X  E S ( X ) .  Wir sprechen daher gleichwertig von endlich meflbaren 
und meflbaren Mengen. 

Hilfssatz 1. (0-Additivitat des MaBes) 
Sei {Ai}i=1,2, ... C S ( X )  eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Dann gehort 
aueh die Menge 

m 

zu S ( X ) ,  und es gilt 

i=l 

Beweis: Wir betrachten die Funktionenfolge 

Nun gilt f k  E L ( X ) ,  k E N. Nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt 
X A  E L ( X ) ,  also A E S ( X ) .  Wir berechnen 

= lim I ( x a ,  + . . . + XA,) 
k+m 

Wir wollen nun zeigen, dafl mit A, B E S ( X )  auch A n  B zu S ( X )  gehort. 
Wegen XAnB = X A X B  miissen wir nachweisen, daB mit X A ,  X B  E L ( X )  auch 
X A X B  E L ( X )  gilt. Im allgemeinen mnB das Produkt zweier Funktionen aus 
L ( X )  nicht zu L ( X )  gehoren, wie das folgende Beispiel zeigt. 

Beispiel: Mit X  = ( 0 , l )  seien 

und das uneigentliche Riemannsche Integral 
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erklikt. Dann haben wir 

1  1 
f ( x )  := - E L ( X ) ,  aber f2 (x )  := - $! L ( X )  %b x  

Es gilt aber der 

Satz 1. (Stetige Kombination b e s c h r h k t e r  L-Funktionen) 
Seien f k ( x )  E L ( X ) ,  k = 1 , .  . . , n, endlich viele beschrankte Funktionen, das 
he@ es gibt eine Konstante c E (O,+m), SO daj3 die Abschatzung 

I fk(x)l 5 c fiir alle x  E X  und alle k E {1, . . . , n) 

gilt. Weiter sei @ = @(yl,.. . , y,) : Rs + R E Co(Rn,R)  gegeben. Dann 
gehort die Funktion 

zur Klasse L ( X )  und is1 beschrankt 

Beweis: 

1. Sei f : X  + R  E L ( X )  eine beschrbkte Funktion. Wir zeigen zun&chst, 
daO dann auch f E L ( X )  gilt. Wegen f ' ( 2 )  = { f  ( x )  - X I 2  + 2X f (2) - X 2  
folgt 

f2 (x )  2 2X f ( x )  - X 2  fiir alle X E R 
und die Gleichheit gilt nur fiir X = f ( x ) .  Wir konnen dafiir 

f ( x )  = SUP (2Xf ( x )  - X 2 )  
XER 

schreiben. Da die Funktion X H (2X f ( x )  - X 2 )  fiir jedes feste x  E X  stetig 
bezuglich X ist, genugt es, das Supremum uber die rationalen Zahlen zu 
bilden. Weiter gilt Q = {Xl}r=i,z ,,.., und es folgt 

erhalten wir 
f q x )  = lim ip,(x) = Jliw ip&(x), 

m t m  
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wobei die letzte Gleichheit aus der Positivitat von f2 (x )  folgt. Da f E 
L ( X ) ,  sind wegen der Linearitat und der Abgeschlossenheit beziiglicb der 
Maximumsbildung von L ( X )  auch die ip,, und somit auch die ip& aus 
L ( X ) .  Weiter gilt ftlr alle x  E X  und alle m E W die Abschatzung 

mit einer Konstante c E (O,+m). Da wegen fo(x) = 1  E L ( X )  auch 
f,(x) = c E L ( X )  gilt, haben die Funktionen ip; eine integrable Majo- 
rante, und der Lebesguesche Konvergenzsatz liefert 

f 2 ( x )  = lim PA($) E L ( X ) .  
m+m 

2. Sind f ,  g E L ( X )  beschrankte Funktionen, so ist auch f .g eine beschrankte 
Funktion. Wegen Teil 1  sowie 

gilt dann auch f g  E L ( X ) .  
3. Auf dem Quader 

konnen wir die stetige Funktion @ gleichmaig durch Polynome 

@1=@1(y1, ..., Y,), l = L 2  ,..., 

approximieren. Wegen Teil 2 sind die Funktionen 

beschrankt und aus der Klasse L ( X ) .  Es gilt 

Igr(x)l<C ftiralle x E X  undalle Z E N  

mit einer festen Konstante C  E (O,+m). Da die Funktion ip(x) = C  E 
L ( X )  ist, liefert der Lebesguesche Konvergenzsatz 

Folgerung aus Satz 1: 1st f ( x )  E L ( X )  eine beschrankte Funktion, so gehart 
ftir alle p > 0 die Funktion 1 f lP zur Klasse L ( X ) .  

Hilfssatz 2. Mit den Mengen A, B  E S ( X )  gehoren auch die Mengen A n  B ,  
A U B , A \ B  u n d A c : = X \ A z u S ( X ) .  
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Beweis: Seien also A,  B E S ( X ) .  Dann sind XA,XB beschrankt und aus der 
Klasse L ( X ) .  Mit Satz 1 folgen 

X a n s  = XAXB E L ( X )  bzw. A n  B E S ( X ) .  

Nun gilt A U B E S ( X )  wegen XAUB = XA + XB - XAnB E L ( X ) .  Weiter ist 

XA\B = X a \ ( a n s )  = XA - XAnB E L ( X )  bzw. A \ B E L(x) .  

Wegen X E S ( X )  ist schlieBlich Ae = ( X  \ A )  E S ( X ) .  q.e.d. 

Hilfssatz 3. (0-Subaddit ivi tat)  
Sei {Ai}i=l,z, ... C S ( X )  eine Folge von Mengen. Dann gehdrt auch die Menge 

zu S ( X ) ,  und es gilt 

Beweis: Von der Folge {Ai},=1,2, ... gehen wir zu einer Folge {Bi}i=1,2, ... paar- 
weise disjunkter Mengen uber: 

Nach Hilfssatz 2 gilt {Bi)i=1,2, ... C S ( X ) .  Weiter ist offensichtlich Bi c Ai 
m 

fur alle i E N, und es gilt A = U Bi. Aus Hilfssatz 1 folgt A E S ( X )  sowie 
i=l 

Definition 2. Ein System A von Teilmengen einer Menge X he@ u-  Alge- 
bra, wenn: 

1. X E A. 
2. Mit B E A ist auch B C  = ( X  \ B )  E A. , , ,  

m 
3. Flir jede Folge von Mengen {Bi}i=~,z ,.. aus A liegt auch U Bi in A. 

i=l 

Bemerkung: Aus den angegebenen Bedingungen folgt 0 E A. Weiter ist mit - - 
{Bi}i=1,2 ,.. C A auch n Bi E A. 

i=l 

Definition 3. Eine Funktion p : A + [0, +co] auf einer u-Algebra A he@ 
Ma$, wenn 
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1 .  p(0) = 0 

2. p B )  = ( B )  fir paarweise disjunkte Mengen {Bi}i=l,a, ... C A 
i=l i=l 

gilt. Wir nennen das Majl endlich, falls b ( X )  < +cm gilt. 

Bemerkung: Eigenschaft 2 bezeichnen wir als u-Additivitat des MaOes. Liegt 
nur endliche Additivitat vor, das heillt, es gilt 

fur paarweise disjunkte Mengen {Bi)i=l,a, ..., N C A, SO sprechen wir von einem 
Inhalt. 

Aus den Hilfssatzen 1 bis 3 folgt sofort der 

Satz 2. Die Menge S ( X )  der endlich mejlbaren Teilmengen von X ist eine 
u-Algebra. Die Vorschrijt 

liefert ein endliches Ma$ auf der u-Algebra S ( X )  

Bemerkumg: Von Carathkodory wurde axiomatisch eine MaBtheorie aufgebaut, 
die dann in eine Integrationstheorie weiterentwickelt werden kann. Wir sind 
hier den umgekehrten Weg gegangen. Die axiomatische MaBtheorie beginnt 
mit obigen Definitionen 2 und 3. 

Definition 4. Eine Menge A C X heijlt Nullmenge, falls A E S ( X )  und 
p(A) = 0 gelten. 

Bemerkung: Fur das MaO jt aus Definition 1 gilt, dall jede Teilmenge einer 
Nullmenge wieder eine Nullmenge ist. Fiir B C A und A E S ( X ) ,  b ( A )  = 0,  
gilt nejnlich 

0 = I f ( x a )  2 I + ( X B )  2 I - ( X B )  2 0,  

also folgt + I ( X B )  = I - ( X B )  = 0, 

das heillt X B  E L ( X )  bzw. B E S ( X )  mit p(B)  = 0. 

Hilfssatz 3 entnimmt man sofort 

Satz 3. Die abziihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmen- 
ge. 

Nun zeigen wir den 

Satz 4. Jede offene und jede abgeschlossene Menge A C X gehart zu S ( X ) .  
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Beweis: 

1. Sei zunachst A abgeschlossen in X und beschrtinkt im Rn 3 X .  Dann 
gibt es eine kompakte Menge Â  im Rn mit A = A^nX.  Zu Â  konstruieren 
wir nach dem Tietzeschen Erganzungssatz eine Folge von Funktionen f f  : 
R n + R ~ C ~ ( R n ) , s o d a B f u r 1 = 1 , 2 ,  . . . g  ilt 

fd.) = 1 
0,  x E Rn mit dist ( x , i )  2 - . 

1 
E [O, 11 , sonst 

Es gilt offensichtlich fr(x) + x X ( x ) .  Wir setzen nun gr = f f  i x  und erhal- 
ten 

gi E CbO(X) C M ( X )  C L ( X )  

sowie 

0 I g r ( ~ )  I 1 und gl(x)  + x A ( x ) ,  a: E X .  

Wegen fo(x)  1 E M ( X )  ist der Lebesguesche Konvergenzsatz anwend- 
bar und liefert 

X A ( X )  = lim gt ( x )  E L ( X ) .  
f+oo 

Somit ist A E S ( X ) .  
2. Fiir eine beliebige abgeschlossene Menge A C X betrachten wir die Folge 

m 
Die Mengen At geharen nach Teil 1 zu S ( X )  und somit auch A = (J A,. 

I=1 
SchlieBlich gehoren die offenen Mengen als Komplemente abgeschlossener 
Mengen zu S ( X ) .  

q.e.d. 
Hilfssatz 4. Sei f E V ( X ) .  Dann ist die Menge 

fiir alle a E R offen. 

Beweis: Wegen f E V ( X )  gibt es eine Folge 

mit f n  t f auf X .  Sei nun < E U ( f , a ) ,  das heiBt f ( < )  > a. Dann gibt es 
ein no E W mit f,,(<) > a. Da f,, : X + R stetig ist, gibt es eine offene 
Umgebung U c X von [, so dafi f,,(x) > a ftir alle x E U gilt. Wegen 
f,, I f auf X folgt f ( x )  > a fur alle x E U, das heiBt U c O ( f ,  a ) .  Somit ist 
U ( f ,  a)  offen. 

q.e.d. 
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Satz 5 .  Eine Menge B  C X  gehort genau dann zu S ( X ) ,  wenn es fur alle 
6 > 0 eine abgeschlossene Menge A  C X  und eine offene Menge 0 C X  giht, 
fur die A  c B  c 0 und p(O \ A)  < 6 gilt. 

Beweis: 

,,-" Sei B  E S ( X ) .  Dann ist XB E L ( X ) ,  und nach 82, Hilfssatz 5 giht es 
eine Funktion f E V ( X )  mit 0 I XB I f und I ( f )  - f i ( B )  < E fur alle E > 
0. GemaB Hilfssatz 4 sind die Mengen 0, := { x  E XI f ( x )  > 1 - E }  > B  
mit E > 0 offen in X .  Nun gilt 

und es folgt 

fur alle E > 0. Zu vorgegehenem 6 > 0 wahlen wir nun ein hinreichend 
kleines E > 0, so daB 0 := 0, 3 B  die Ungleichung 

erfiillt. Weiter wahlen wir zur meBbaren Menge BC = X  \ B  eine offene 
Menge 8 = AC mit Ac = 8 3 BC und /1(8 n B )  < $. Fur die abgeschlos- 
sene Menge A  C X  gilt somit A C B  C 0 und 

,,+" Zu vorgegehenem 6 > 0 giht es eine offene Menge 0 > B  und eine 
abgeschlossene Menge A  C B ,  die nach Satz 4 meBbar sind, mit 

Da X A , X ~  E L ( X )  erfiillt ist, giht es nach 5 2, Hilfssatz 5 Funkt,ionen 
g E - V ( X )  und h E V ( X )  mit 
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und 
I ( h  - g) < 36. 

Ebenfalls nach 5 2, Hilfssat,~ 5 folgen X B  E L ( X )  und somit B E S ( X ) .  
q.e.d. 

Im folgenden werden wir uns eingehender mit Nullmengen beschaftigen. Diese 
treten als Ansnahmemengen bei den Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf 
und konnen bei der Integration vernachlassigt werden. Wir beginnen unsere 
Untersuchung mit dem 

Hilfssatz 5. Eine Menge N C X ist genau dann Nullmenge, wenn es eine 
Funktion h E V ( X )  gibt, die h(x)  2 0 fiir alle x  E X ,  h (x )  = +cc fiir alle 
x  E N und I ( h )  < +cc erfullt. 

Beweis: 

,,==+" Sei N C X eine Nullmenge. Dann ist X N  E L ( X ) ,  und es gilt I ( x N )  = 
0. Nach 5 2, Hilfssatz 5 gibt es zu jedem k E W eine Funktion hk E V ( X )  
mit 0 5 X N  5 hk in X und I(hk) 5 2Tk. Nach 5 2, Hilfssatz 3 gehort 

zu V(X),und es gilt 
m 

I ( h )  = x I(hk) l 1 
k=l 

Andererseits folgt wegen hk(x) 2 1 in N fur alle k E W, da13 h(x)  = +m 
fur alle x E N richtig ist, und wegen hk(x )  2 0 in X ist auch h(x )  2 0 fiir 
alle x E X erftillt. 

,,+==IL Seien h E V ( X ) ,  h (x )  2 0 fiir alle x E X ,  h(x)  = +oo fiir alle x E N 
und I ( h )  < +cc erfullt. Setzen wir 

so gilt h, E V ( X ) ,  h,(x) 2 0 fur alle x E X und I(h,) < E fur alle E > 0. 
Wegen h,(x) = +cc fur alle x E N folgt 

0 5 X N ( X )  5 he(%) in X fur alle E > 0. 

Nach 5 2, Hilfssatz 5 ist dann I ( x N )  = 0, das heifit N ist eine Nullmenge. 
q.e.d. 

Definition 5. Eine Eigenschaft gilt fast iiberall in X ( in  Zeichen: f.a.), wenn 
es eine Nullmenge N C X gibt, so daj diese Eigenschaft fur alle x  E X \ N 
richtig ist. 
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Satz 6. (f.ii.-Endlichkeit von L-Funktionen) 
Sei die Funktion f E L ( X )  gegeben,. Dann ist die Menge 

eine Nullmenge, 

Beweis: Sei f E L ( X ) .  Dann ist auch 1 f 1 E L ( X ) ,  nnd es gibt eine Funktion 
h E V ( X )  mit 0 5 If  (x)l 5 h (x )  in X und mit I ( h )  < fm. Weiter ist 
h ( x )  = fcc in N ,  nnd nach Hilfssatz 5 ist N eine Nullmenge. q.e.d. 

Satz 7. Sei die Funktion f E L ( X )  gegeben, und es gelte I(l f 1 )  = 0. Dann ist 
die Menge 

N : =  x E X  : f ( z )  # 0 )  

eine Nullmenge. 
{ 

Beweis: Sei f E L ( X ) .  Dann ist auch 1 f / E L ( X ) .  Setzen wir 

so gilt 
CC 

und nach 5 2, Hilfssatz 6 ist dann auch 

Lebesgue-integrierbar. Nun gilt N = { x  E X : g(x)  = +m), und nach Satz 6 
ist dann N eine Nullmenge. q.e.d. 

Wir wollen nun noch zeigen, daO wir eine L-Funktion auf einer Nullmenge 
beliebig abejldern konnen, ohne daO sich der Wert des Integrals andert. Anf 
diese Weise konnen wir uns spater auf die Betrachtung endlichwertiger Funk- 
tionen f E L ( X )  beschrhken, das heiOt Funktionen f mit f ( x )  E R fur 
alle x E X .  Eine heschrankte Funktion ist endlichwertig, jedoch eine endlich- 
wertige Funktion nicht notwendig beschrxnkt. (Betrachte 2.B. die Funktion 
f ( x )  = :, .: E (0,  I).) 

Hilfssatz 6. Sei N C X eine Nullmenge. Weiter sei f : X + I[g eine Funktion 
mit f ( x )  = 0 fiir alle x E X \ N .  Dann folgt f E L ( X ) ,  und es gilt I ( f )  = 0. 

Beweis: Nach Hilfssatz 5 gibt es eine Funktion h E V ( X )  mit h (x )  2 0 fiir 
alle x E X ,  h ( z )  = +m fiir alle x E N und I ( h )  < +a. Fur alle E > 0 sind 
dann ~h E V und - ~ h  E -V ,  und es gilt 
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-&h(x) I f ( x )  I &h(x)  fiir alle x E X .  

Weiter ist 
I(&h) - I ( - ~ h )  = 2&I(h,) fiir alle & > 0 

richtig. Nach 5 2, Hilfssatz 5 ist d a m  f E L ( X ) ,  und es gilt I ( f )  = 0. q,e,d. 

Satz 8. Seien f E L ( X )  und N C X eine Nullmenge. Weiter sei die finktion 
7: X + @ mit der Eigenschaft j ( x )  = f ( x )  fiir alle x E X \ N gegeben. Dann 
folgen Y E  L ( X )  und I(l f - A )  = 0,  und somit 

Beweis: Da f E L ( X ) ,  ist nach Satz 6 die Menge 

eine Nullmenge. Nun giht es eine Funktion ip(x) : X + E, so daO 

? ( X )  = f ( x )  + ip(x) fur alle x E X 

gilt. Offenbar ist ip(x) = 0 auOerhalb der Nullmenge NU N I .  Hilfssatz 6 liefert 
nun ip E L ( X )  und I(ip) = 0. Somit folgt T E  L ( X ) ,  und es gilt 

m = I ( f  + 9) = I ( f  + I(ip) = I ( f  1. 
Wenden wir diese Argumentation auf die Funktion 

$ 1  = I f  - I x E X ,  

an, so liefert Hilfssatz 6, daO $ E L ( X )  und 

gelten. q.e.d. 

Bemerkung: Stimmt also eine Funktion Jf.ti. mit einer L-Funktion f tiberein, 
so ist auch T E  L ( X ) ,  und die Integrale stimmen iiherein. 

Wir konnen nun die allgemeinen Konvergenzsatze der Integrat,ionstheorie be- 
weisen. 

Satz 9. (Allgemeiner Konvergenzsatz von B.Levi) 
Sei {fk)k=l,a, ... C L ( X )  eine Folge mit f k  t f f . ~ .  i n X .  Weiter gelte I ( f k )  5 c 
fiir alle k E N und eine Konstante c E R Dann folgen f E L ( X )  und 
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Beweis: Wir betrachten die Nullmengen 

sowie 
No := { x  E X : fk(x) t f (5)  ist nicht erfiillt) 

Sei die Nullmenge 
m 

N : =  U N k  

erkltirt, so andern wir f ,  f k  a u f N  zu 0 ab, und erhalten Fnnktionen & E  L ( X )  
mit 

I (&)  = I ( f k )  5 c fiir alle k E W 

und y mit f;, t 7. Nach Satz 2 aus 5 2 ist dann Y E  L ( X ) ,  und es gilt 

lim I (&)  = ~ ( f )  
k i m  

Satz 8 liefert nun f E L ( X )  und 

~ ( f )  = ~ ( f ?  = lim I ( & )  = lim I ( fn ) .  
k i m  k i m  q.e.d. 

Ebenso durch Abandern der Funktionen zu 0 auf den jeweiligen Nullmengen 
beweist man die folgenden Satze 10 und 11 mit Hilfe von Sat,z 3 bzw. 5 aus 
§ 2. 

Satz 10. (Allgemeiner Konvergenzsatz von Fatou) 
Sei {fk}k=1,2, ... c L ( X )  eine Funktionenfolge mit fk(x)  2 o f.6. in x fir alle 
k E W ,  und es gelte 

liminf I ( f k )  < +a. 
k i m  

Dann gehort aueh die Funktion 

g(x) := liminf fk (x)  
k i m  

zu L ( X ) ,  und es gilt 
I (g)  5 lim inf I ( f k )  

k i m  

Satz 11. (Allgemeiner Konvergenzsatz von Lebesgue) 
Sei {fk}k=1,2, ... C L ( X )  eine Folge mit f k  + f f.ii. auf X und lfk(x)l 5 F ( x )  
f.u. in X fur alle k E N, wobei F E L ( X )  gilt. Dann folgt f E L ( X ) ,  und es 
oilt " 

lim I ( f k )  = I ( f ) .  
k t m  
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Satz 12. Das Lebesguesche Integral I : L ( X )  + R  ist ein Daniellsches Inte- 
gral. 

Beweis: Nach 5 2, Satz 1  ist L ( X )  ein linearer und beziiglich der Betragsbil- 
dung abgeschlossener Raum. L ( X )  erfiillt also die Eigenschaften (1)  nnd (2)  in 
5 1. Desweiteren ist das Lebesguesche Integral I nichtnegativ, linear und nach 
Satz 9 auch abgeschlossen bezuglich monotoner Konvergenz. I erfullt somit 
die Eigenschaften (3)-(5) in 5 1. Das Lebesguesche Integral I : L ( X )  + B ist 
also nach 5 1, Definition 1  ein Daniellsches Integral. 

q.e.d. 

54 Mefibare Funktionen 

Grundlegend ist die folgende 

Definition 1. Eine Funktion f : X  + IhP heiflt meflbar, wenn fur alle a  E B 
die oberhalb dem Niveau a  gelegene Punktmenge 

O ( f ,  a )  := 3: E X  : f ( x )  > a { 1 
meflbar ist. 

Bemerkung: Jede stetige Funktion f : X  + R  E C o ( X ,  R) ist meObar. Es ist 
dann O ( f ,  a )  C X  fiir alle a E R  eine offene Menge, welche nach 5 3,  Satz 
4 menbar ist. Weiter ist auch jede Funktion f E V ( X )  nacb $ 3 ,  Hilfssatz 4 
meObar. 

Hilfssatz 1. Sei f : X + E eine meflbare Funktion. Weiter seien a, b E E 
mit a 5 b sowie das Interval1 I = [ a ,  b]  oder fiir a  < b auch die Interualle 
I = (a,  b ] ,  I = [ a ,  b ) ,  I = (a,  b )  gegeben,. Dann sind die Mengen 

meflbar. 

Beweis: Aus Definition 1  folgt, daO die Mengen 

ftir alle c E R  meObar sind. Wir wahlen nun zu c E R  eine Folge {cn),=1,2, ... 
mit c, t c und erhalten mit 

eine menbare Menge, da die menbaren Mengen S ( X )  eine u-Algebra bilden 
vgl. 5 3, Definition 2  und Satz 2). Weiter gelten 
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damit sind auch diese Mengen meObar. Durch Ubergang zu den Komplemen- 
ten folgt, daO 

O ~ ( ~ , C ) : = { X E X :  f ( x ) i c )  und Od(f ,c) := X E X :  f ( x ) < c  

ftir alle c  E R meDbar sind. Die Mengen 

lassen sich nun durch Durchschnittsbildung yon je zwei der Mengen 01-Oa 
erzeugen, indem c  entsprechend durch a oder b ersetzt wird, woraus sich die 
MeObarkeit der Mengen A ergibt. 

q.e.d. 

Wir erklaren nun fiir a, b E mit a < b die Funktion 

als Abschneidefinktion. Fiir eine Funktion f : X  + a setzen wir 

Weiter sind 

Satz  1. Eine Funktion f : X  + I[g ist genau dann meflbar, wenn fiir alle 
a, b E R mit a < b die finktion fa ,b  zu L ( X )  gehort. 

Beweis: 

,,==+" Seien f : X  + meObar und -m < a < b < +m. Wir erklaren die 
Intervalle 

[ 
b - a b - a 

I0 := [ -m ,a ) ;  Ik := a +  ( k -  1)-, a +  k-); Im+l := [b,+m] 
m m 
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mit k = 1,. . . , m  und fiir beliebiges m  E N. Weiter wahlen wir Zwischen- 
werte 

b - a  
m = a + ( l - 1 ) -  1 = 0 ,  ..., m + l .  

m  ' 
Nach Hilfssatz 1  sind nun die Mengen 

meflbar. Die Funktion 
m+l 

f m  := C ~ X A  
I=O 

ist Lebesgue-integrierbar, und es gilt 

I fm(x)l i m a x ( l 2 a -  bl,lbl) fiir alle x E X  undalle m  E N 

Da konstante Funktionen integrierbar sind, liefert der Lebesguesche Kon- 
vergenzsatz 

f a , b ( ~ )  = JliW f m ( ~ )  E L ( X ) .  

,,eiL Wir haben zu zeigen, da!3 fiir alle Zc E R die Menge O(f,iL) meDbar 
ist. Hierzu zeigen wir, daO fiir alle b E R die Menge { x  E X  : f ( x )  > b} 
meflbar ist und erhalten dann, dafl 

meflbar ist wegen $3,  Hilfssatz 3. Sei also b  E B beliebig, so wahlen wir 
a  = b  - 1  und betrachten die Funktion 

Offensichtlich gilt g : X  + [O, 11, und wir haben 

Die Folgerung aus 5 3, Satz 1 liefert g l ( x )  E L ( X )  fiir alle 1 E N, und mit 
dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt 

1 ,  x E X m i t  f ( x )  > b  
~ ( x )  := lim gyx)  = 

I+W 0,  x E X m i t  f ( x ) < b  E L ( X ) ,  

und somit ist { x  E X  : f ( x )  > b) fiir alle b  E R mefibar. q.e.d. 

Folgerung: Jede Funktion f E L ( X )  ist meflbar. 

Beweis: 1st f E L ( X ) ,  so ist N := { x  E X  : I f  (x)l = +a} eine Nnllmenge. 
Wir erklaren 
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Aufgrund von Decnition 1 ist f genau dann mefibar, wenn YmeOhar ist. Wir 
wenden nun auf f das Kriterium aus Satz 1 an. Sei -m < a < b < +m 
beliebig, so folgt zunachst 

da Y E  L ( X ) .  Analog sieht man g,,+, E L ( X ) ,  falls g E L ( X ) .  Bedenkt man 
weiter, daO - - 

fa8 = (f-m,b).,+, 

gilt, so folgt .?& E L(x) .  q.e.d. 

Im folgenden Satz wird der fur mefibare Funktionen angemessene Konvergenz- 
begriff erscheinen. 

Satz 2. (f.ii.-Konvergenz) 
Sei { fk)k=l ,~ ,  ... eine Folge mejlbarer Funktionen mit der Eigensehaft f k (x )  + 

f ( x )  f.u. in X .  Dann ist f meflbar. 

Beweis: Seien a, b E R mit a < b. Dann geh6ren die Funktionen ( fk) , ,a  zu 
L ( X )  fur alle k E W, und es gelten 

Der allgemeine Lehesguesche Konvergenzsatz liefert f,,a E L ( X ) .  Wegen Satz 
1 ist f meOhar. q.e.d. 

Satz 3. (Kombination von mellbaren Funktionen) 
Es gelten die folgenden Aussagen: 

a) Lineare Kombination: Seien f und g mejlbar, a,P E R, so sind aueh 
a f  + P g ,  m=(f, 91, min(f, g )  und I f l meflbar. 

b) Nichtlineare Kombination: Seien mit f i ,  . . . , f,, n E N, endliehwertige, 
mejlbare Funktionen und 4 = 4(y l , .  . . , y,) E CO(Rs, R) gegeben. Dann 

ist die finktion g (z )  := 4 ( f i ( x ) ,  . . . , f K ( z ) ) ,  r E X ,  mejlbar. 

Beweis: 

a) Nach Satz 1 gilt f-,,, ,g-,,, E L ( X )  fur alle p E R. Beachten wir weiter 
f = lim f-,,,, so liefert Satz 2 und die Linearitat des Raumes L ( X ) ,  daO 

P+m 

fiir alle a, p E R meOhar ist . Genauso sind 
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meDbar und wegen i f 1  = m a x ( f , - f )  auch ifl .  
b) Fur alle p > 0 und k = 1,. . . , K  sind ( f k )  - , ,  E L ( X )  beschrankte 

Funktionen. Nach $3,  Satz 1 und $4, Satz 1 gehijrt dann die Funktion 

4 ( i f 1 ) - ~ , ~ ( x ) ,  . . . , ( f s ) - p , p i x ) )  zu L ( X ) .  m i t e r  gilt 

fur alle x  E X ,  und Satz 2 liefert die MeDbarkeit von g. q.e.d. 

Definition 2. Fur eine nichtnegatiue, meflbare finktion f setzen wir 

Satz 4. Eine meflbare finktion f gehort genau dann zu L ( X ) ,  wenn der 
Grenzwert 

lim I(f,,a) E R 
a+-m 
h++w 

existiert. In diesem Fall ist 

Eine meflhare finktion f gehdrt also genau dann zu L ( X ) ,  wenn I ( f f )  < +cc 
und I ( f - )  < +cc n'ehtig sind. 

Beweis: Wegen f,,b = ( f + ) o , b  - (f-)o,-& fiir alle -m < a < 0 < b < +m 
gilt 

lim I(f,,,a) existiert in R o lim I  
a t - w  N++m 
b++m 

Es genugt also zu zeigen: f E L ( X )  o lim I  
N++w 

R 

,,==+": Sei also f E L ( X ) .  Dann sind auch f* E L ( X ) ,  und der Satz uber 
monotone Konvergenz von B.LEVI liefert 

in R eAstieren, so liefert der Satz van Levi f* E L ( X ) ,  und wegen f = f+-  f - 
ist auch f E L ( X ) .  q.e.d. 



§4 MeBbare Funktionen 123 

Satz 5. Sei f : X  + eine mejlbare Funktion, die 

I f  (x)l I F ( x ) ,  3. E X ,  

mit F  E L ( X )  erfiillt. Dann folgen 

f E L ( X )  und I(1 f I )  I V) .  
Beweis: Nach Satz 3 sind f +  und f -  meBbar, und es gilt 0 5 f* 5 F .  Somit 
sind 0 I ( ~ * ) o , N  5 F  und ( f * ) o , N  E L ( X )  richtig. Weiter gilt 

I  ( f  )O,N I I ( F )  < +m fur alle N > 0. ( *  > 
Der Satz von Levi liefert nun I ( f * )  < +m und f* E L ( X ) ,  und somit 
f E L ( X ) .  Wegen der Monotonie des Lebesgue-Integrals folgt I(I f 1 )  I I ( F )  
aus I f  (x)l I F(x) .  q.e.d. 

Satz 6. Sei {fi}l=1,2, ... eine Folge nichtnegatiwer, mejlbarer Funktionen mit 
f i ( x )  t f ( x ) ,  x  E X .  Dann ist f mejlbar, und es gilt 

I ( f )  = lim I ( f i ) .  
l i m  

Beweis: Nach Satz 2 ist f meBbar. GemaB Definition 2 gilt fiir zwei mefibare 
Funktionen 0 5 g I h die Ungleichung I (g )  5 I(h,). Daher ist {I(fr)}r=1,2,... E 
[O,+m] eine monoton nichtfallende Folge mit I ( f )  2 I ( f i )  fur alle 1 E N. Wir 
unterscheiden die folgenden Falle: 

a) Sei 
lim I ( f l )  5 c < +m. 
I t m  

Dann gilt I ( f l )  5 c, worans f l  E L ( X )  folgt, wegen Satz 4. Der Sat,z von 
Levi liefert nun f E L ( X )  und 

I ( f )  = lim I(f1). 
l+m 

b) Sei 
lim I ( f i )  = +m. 
l t m  

Dann haben wir wegen I ( f )  2 I ( f i )  fur alle 1 E N sofort 

I ( f )  = +m = lim I(f1). 
i t 0 0  q.e.d. 

Definition 3. Eine finktion g : X  + IW heijlt einfach, wenn es endlich uiele 
paarzveise disjunkte Mengen A I , .  . . ,A,* E S ( X )  und ql , . .  . ,qn* E R mit 
n* E N gibt, so dajl i n  X  die folgende Darstellung gilt: 

n* 

g =  C V ~ X A ~  
k=l 
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Bemerkung: Offenbar sind dann g E L ( X )  mit 

richtig 

Seien nun Z : -oo < yo < yl < . . . < y,. < +w eine beliebige Zerlegung in 
W mit den Intervallen Ik := yk) ,  k = 1,.  . . ,n*, und f : X + eine 
beliebige meDbare Funktion. Wir wahlen beliebige Zwischenwerte qk E In, 
k = 1,.  . . , n*. Nun ordnen wir f ,  Z und q die einfache Funktion 

mit Ak := { x  E X : f ( x )  E Ik}, k = 1 , .  . . , n*,  zu und beachten 

Unter einer ausgezeichneten Zerlegungsfolge verstehen wir eine Folge von Zer- 
legungen, deren Anfangs- und Endpunkt gegen -oo bzw. +w strebt und deren 
maximale Intervalllange gegen 0 konvergiert. 

Satz  7. Falls f : X -t E L ( X )  gilt, so haben wir fiir jede ausgezeieh- 
nete Zerlegungsfolge { z (P)} ,=~ ,~ ,  ... in W und jede Wahl der Zwisehenwerte 
{q(p)}p=1,2,... die Identitat 

Bemerkung: Somit kann das Lebesgue-Integral durch die angegebenen Lebes- 
gueschen Summen approximiert werden, und die Bezeichnung 

ist gerecht,fertigt. Allerdings sind die Lebesgueschen Summen im Vergleich 
zu den Riemannschen Zwischensummen in der Regel schlechter numerisch 
auswerthar. 

Beweis uon Satz 7: Sei f E L ( X ) .  Zu einer Zerlegung Z mit 6 ( Z )  = max{(yk - 
yk-1) : k = 1,.  . . , n X }  und far beliebige Zwischenwerte {qk}k=l, ..., n* gilt 

I f(2'"(x)l 5 S ( Z )  + I f  (x)l fiir alle x E X 
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1st { z ( @ ) } ~ = ~ , ~ , . . .  eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge und sind {~7(@)},=~,~,., .  
beliebige Zwischenwerte, so gilt 

namlich fur alle x E X mit 1 f (x)l # +m. Nach dem Lebesgueschen Konver- 
genzsatz folgt 

Wir wollen nun einen Auswahlsatz bezuglich der f.ii.-Konvergenz kennenler- 
nen. 

Satz 8. (Lebesguescher Auswahlsatz) 
Sei {fk}k=l,z, ... eine Folge aus L ( X )  mit 

lim I(I f k  - f i l )  = 0. 
k, l+w 

Dann gibt es eine Nullmenge N C X und eine monoton wachsende Teilfolge 
{lc,},=l,a ,..., so daj die finktionenfolge {fk,, ,  (x)},=~,z ,... fur alle x E X \ N 
konvergiert, und fir den Grenzwert gilt 

lim f k ,  ( x )  =: f ( x )  E L ( X ) ,  
m+w 

Aus einer Cauchy-Folge bez. dem Integral I konnen uiir also eine f.u. konver- 
gente Teilfolge auswdhlen. 

Beweis: Auf der Nullmenge 

andern wir die Funktionen f h  zu 

ah. So konnen wir 0.E. die Funktionen {fk}k=l,a, ... als endlichwertig anneh- 
men. Wegen 

lim I(l f p  - f i l l  = 0 
p J + m  

gibt es eine Teilfolge lcl < kz < . .. mit der Eigenschaft 

1 
I(I f p  - f i l )  5 5 fiir alle p,1 2 k,, m = 1,2, 
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Insbesondere folgen nun 

und 
m x I(I fk,+l - f k ,  1 )  5 

m=1 

Nach dem Satz von Levi gehort die Funktion 

zu L ( X ) ,  und NZ := { x  E X \ Nl : I g(x)l = +m) ist eine Nullmenge. Also 
konvergiert die Reihe 

m x 1 fkmtl ( x )  - f k ,  (x)I fiir alle x E X \ N mit N := Nl U NZ , 
m=1 

und folglich auch die Reihe 

Der Grenzwert 

existiert also fiir alle x E X \ N ,  und somit ist die Folge { f k , ) m = ~ , ~ , . . .  auf 
X \ N konvergent gegen f .  Wegen g E L ( X )  und 

ist der Lebesguesche Konvergenzsatz anwendbar. Es folgen f  E L ( X )  und 

Hilfssatz 2. (Approximation bez. I) 
Sei f  E L ( X ) .  Dann gibt es zu jedem E > 0 eine Funktion f ,  E M ( X )  mit 

Beweis: Da f  E L ( X ) ,  gibt es nach $2,  Hilfssatz 5 zwei Funktionen g E -V 
und h E V mit 
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Nach der Definition des Raumes V ( X )  gibt es eine Funktion hl (x )  E M ( X )  
mit 

E 
hl (x )  5 h(x ) ,  x E X ,  und I (h )  - I (hl )  < - . 

2 
Es folgt 

I f  - h'l I 1 f - hl + 1 h - h'l I ( h  - g )  + ( h  - h'), 

und Monotonie und Linearitat des Integrals liefern 

Mit f ,  := h' erhalten wir die gesuchte Funktion. q.e.d. 

Satz 9. (f.ii.-Approximation) 
Sei f eine meflbare Funktion mit I f(x)l 5 c, x E X ,  c E (O,+m). Dann gibt 
es eine Folge { f k ) k = ~ , ~  ,... C M ( X )  mit I fk(x)l I C ,  x E X ,  k E W ,  SO dafl 
fk(x)  + f ( x )  f.u. in X gilt. 

Beweis: Da f meBhar ist und durch die konstante Funktion c E L ( X )  ma- 
jorisiert wird, ist f E L ( X )  nach Satz 5. Nach Hilfssatz 2 gibt es eine Folge 
{gk(x)}k=l,z, ... C M ( X )  mit I(l f - g k l )  + 0 filr k + w. Wir setzen 

und beachten h,k E M ( X ) ,  I hk(x)l 5 c fiir alle x E X nnd alle k E W. Wegen 

Wegen 

liefert der Lebesguesche Auswahlsatz eine Nullmenge Nl C X und eine mo- 
noton wachsende Teilfolge {lcm),=1,2 ,..., so da!3 

h(x)  := lim hk, ( x )  
m i m  

fur alle x E X \ Nl existiert. Wir setzen h auf die Nullmenge fort durch 
h(x)  := 0 fur alle x E Nl.  Nun gilt 

l i m ~ h ~ m ( x ) - f ( x ) ~ = ~ h ( x ) - f ( x ) ~  in X \ N l .  
m i m  

Der Satz von Fatou liefert 

I(l h - f 1 )  5 lim I(l hk, - f 1 )  = 0. 
m i m  
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Somit giht es eine Nullmenge N;L C X ,  SO da3 

f ( x )  = h(x )  fur alle x E X \ N2 

gilt. Setzen wir N := NI U Nz und f,(x) := hk,,,(x), so ist offensichtlich 
fm(x) E M ( X ) ,  I f,(x)l 5 c fur alle x E X und alle m E W, und es gilt 

lim fm(x) = lim hk, '%? h(x )  x%? f ( x )  fiir alle x E X \ N. 
m i m  m i m  

Somit folgt f,(x) + f (x) fiir alle x E X \ N .  q.e.d. 

Die f.ii.-Konvergenz und die gleichmaflige Konvergenz werden verlmupft durch 
den 

Satz 10. (Egorov) 
Seien die mejlbare Menge B C X und die mejlbaren f.u. endlichwertigen 

Funktionen f : B + und f k  : B + E, k E N, mit der Eigenschaft fk(x) + 
f ( x )  f.li. in B gegeben. Dann gibt es zu jedem 6 > 0 eine abgeschlossene 
Menge A C B mit p(B \ A) < 6 ,  so dajl fk(x) + f ( x )  gleichmajlig auf A gilt. 

Beweis: Wir betrachten die Nullmenge 

N := x E B . fk(x)  + f ( x )  ist nicht erfiillt { 1 
zu m E W und fiir alle 1 E W existiert 

1 
ein k 2 1 mit I fk(x) - f(x)I > - 

m 

gesetzt wurde. Es gilt B ,  c N und somit p(B,) = 0 fur alle m E W. Mit 

folgt B,J > B,J+I fiir alle m, 1 E W. Aus 

erhalten wir d a m  
0 = p(B,) = lim b(B,,l). 

l i m  
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Somit gibt es zu jedem m E W ein 1,  E W mit 1, < 1,+1, so d d  

gilt. Wir setzen 
A A 

B, := B,,J- und B := (j gm 
m=1 

Offenbar ist 5 rneflbar, und es ist 

erfiillt. Erkliiren wir noch Â  := B \ 5, so finden wir 

1 
= fi { x  E B : h ( x )  - f ( x )  5 - fur alle k 2 1,  . 

m=1 m I 
Fiir alle a: E Â  giht es also zu vorgegebenem m E W ein 1,  E N, so dafi 

1 
I f k ( x )  - f (x)l  5 , 

fur alle k 2 1, gilt. Folglicb konvergiert {fkla}k=l,2,... gleichmaig gegen f l x .  
GemiiB § 3, Satz 5 wiihlen wir nun eine abgeschlossene Menge A C Â  mit 

Dann konvergiert wegen A C Â  auch { f k  la }k=1,2,,.. gleichmiiflig gegen f la . 
Beachten wir noch B \ Â  = g, so folgt 

Satz  11. (Lusin) 
Sei f : B + R eine mejlbare Funktion aufder mejlbaren Menge B C X .  Dann 

gebt es zu jedem 6 > 0 eine abgeschlossene Menge A C X met b ( B  \ A )  < 6,  
so dajl f la : A + R stetig ist. 
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Beweis: Fiir j = 1 , 2 , .  . . betrachten wir die abgeschnittenen Funktionen 

{ 
- j ,  f ($1  E [-w, -jl 

f j ( x )  := f ( X I ,  f ($1 E [ - j ,  +jl . 

+ j ,  f (XI E [+j, +ml 

Die Funktionen f ,  : B + R sind mefibar, nnd es gilt 

I f j ( z ) l < j  fiiralle x E B  

Nach Satz 9 und wegen M ( X )  C C O ( X )  existiert fiir jedes j E W eine Folge 
stetiger Funktionen f,,k : B + R mit 

lim f3,k(x) = f j ( z )  f.0. in B. 
k+m 

Nach dem Egorovschen Satz gibt es nun zu j = 1 , 2 , .  . . eine abgeschlossene 
Menge A, C B mit 

6 
@\A,) < Zj+l' 

so daD die Funktionenfolgen { f j , k l ~ j } k = ~ , ~ , . . .  gleichm&Dig gegen f j laj  kon- 
vergieren. Nach dem WeierstraDschen Konvergenzsatz ist dann fjlaj fiir alle 
j E W stetig. Die Menge 

m 

A ^ : = ~ A , C B  
j=1 

ist abgeschlossen, nnd es gilt 
00 6 6 

f i ( ~ \ x ) < C f i ( ~ \ A j ) < C ~  = 5.  
j=1 j=1 

Nun sind fiir alle j E W die Funktionen f ,  : Â  + R stetig, und wir wissen 

f ( z )  = lim f,(z) in Â . 
3-m 

Nach dem Egorovschen Satz gibt es eine abgeschlossene Menge A C A  ̂ mit 

so daD f ,  gleichmaBig auf A gegen f konvergiert. Damit ist f la stetig, und 

Bemerkumg: Wir haben in der MaDtheorie die drei Prinzipien Littlewoods ken- 
nengelernt. J.E.LITTLEWOOD: ,,There are three principles roughly expressible 
in the following terms: Every measurable set is nearly a finite union of inter- 
vals; every measurable fiinction is nearly continuous; every a.e. convergent 
sequence of measurable functions is nearly uniformly convergent." 
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55 Das Riemannsche und Lebesguesche Integral auf 
Quadern 

Zu d E (0 ,  +m) betrachten wir den Quader 

0 

Wir setzen im Hauptbeispiel 1 jetzt X = 0 :=Q und erweitern das uneigent- 
liche Riemannsche Integral 

vom Raum 

auf den Raum L ( X )  3 M ( X )  zum Lebesgue-Integral I : L ( X )  + R 

Satz  1. Fur eine Menge E C 0 sind die folgenden Aussagen aquiualent: 

(1) E ist eine Nullmenge. 
(2) Zu jedem E > 0 gibt es abzahlbar uiele Quader { Q I ) & = I , ~ ,  ... c L! mit 

(1)*(2): Da E eine Nullmenge ist, giht es nach 8 3, Hilfssatz 5 eine Funktion 
h E V ( X )  mit h 2 0 auf X ,  h = +m auf E und I(h)  < + m .  Fiir alle 
c E [1, +a) betracht,en wir die offene - und somit mefibare - Menge 

und wir sehen 

fiir c > ein. Die offene Menge E, kann als Vereinigung yon abziihl- 
bar vielen abgeschlossenen Quadern Qk dargestellt werden, die hachstens 
Randpunkte gemeinsam haben. Es gilt also 
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Da die Menge der Randpunkte eines Quaders eine Nullmenge ist, folgt 

(2)*(1): Fiir jedes k E W gibt es eine Funktion hk E C:(Q) mit 

Da die Folge {g1(x)}1=1,2, ... mit 

monoton konvergiert und aus M ( X )  ist, folgt 

Weiter gilt X E ( X )  I h(x) ,  x E Rn. Somit folgt 

fiir alle E > 0. Damit ist E eine Nullmenge. q.e.d. 

Satz  2. Eine beschrankte Funktion f : f2 + R ist genau d a m  Riemann-inte- 
grierbar, wenn die Menge K aller Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist. In  
diesem Fall gehdrt f zu L(Q),  wnd es gilt 

d.h. das Riemann-Integral won f stimmt mit dem Lebesgue-Integral iiberein. 
Hierbei haben wir f zu 0 auf den Rn fortgesetzt. 

Beweis: Wir betrachten die Funktionen 

m+(x) := lim sup f (y)  und m-(x )  := lim inf f (y) , x E Rn. 
Eio+ ~ - z I < E  E+O+ ly-zI<~ 

Es gilt mf ( x )  = m-(x)  genau dann, wenn f im Punkt x stetig ist. Sei 



$5 Das Riemannscbe und Lebesguesche Integral auf Quadern 133 

eine kanonische Zerlegung von Q in N abgeschlossene Quader Q k .  Wir setzen 

.. 
m+ .- .-sup f ( y ) ,  m,; := inf f ( y )  und f$(z) := ~ m & y Q , ( x )  E L ( X ) .  

Q k  Qt k=l 

Offenbar gilt 
N 

so daO das Lebesgue-Integral der Fnnktionen f ;  mit den Riemannschen Ober- 
bzw. Untersummen von f zur Zerlegung Z Ctbereinstimmt. Bezeicbnen wir mit 

die Menge der Randpunkte der Zerlegung Z ,  so ist 192 eine Nullmenge im Rn. 
Fur eine beliebige ausgezeicbnete Zerlegungsfolge {ZP},=l,z, ... von Q gilt 

lim f $  ( x )  = m+(x) fiir alle z E f2 \ N ,  
P+m 

wobei 
m 

N =  U a Z P c &  
p=1 

eine Nullmenge ist. Wir w2hlen nun eine geeignete ausgezeicbnete Zerlegungs- 
folge, so daO 

- 1 )  d = 1 I f )  und f ( z )  dz = lim I( f$J 
P+m p+m 

Q Q - 

Nacb dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt dann 
- 1 )  d = I )  und f (i) dz = I(mi). 

Q - 
1 
Q 

Wir beacbten nun, daO f : LJ + R genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn 
- 

I(m ) - f (x )  dx = f (x) dx = I(m-) bzw. I(m+ - m-) = 0 - 1  Q 1 u 
gilt. Wegen m+ 2 m- ist das genau dann der Fall, wenn m+ = m- f.ii. in Q,  
also wenn f f.ii. auf Q stetig ist. 

q.e.d. 

Seien nun Q c IWp und R c IWq zwei offene, beschrankte Quader. Wir wollen 
den Satz von Fubini beweisen. Wir beginnen mit 
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Hilfssatz 1. Sei f = f ( x ,  y )  : Q x R  + E V ( Q  x  R) .  Dann gehortfiir jedes 
x  E Q die Funktion f ( x ,  y )  , y E R, zu V ( R )  u,nd 

R 

gehort zu V (Q) .  Ferner gilt 

lJ f ( x ,  y )  dxdy = / ip(x)  dx. 
Q x R  Q 

Beweis: Da f E V ( Q x R )  gilt, gibt eseine Folge { f n ( x ,  y)},=1,2,.,. C G;(QxR) 
mit fn(x, y )  f ( x ,  y). Fiir jedes x  E Q gehoren die Funktionen fn(x, y )  , y E 
R, zu C,O(R) und damit f ( x ,  y )  zu V ( R ) .  Setzen wir 

Dann folgen ip, E G;(Q) und ip,(z) t ip(x) in Q. Somit ist 

Hilfssatz 2. Seien N eine Nullmenge in Q  x R  und 

N, := { y  E R : (x ,  y )  E N )  

Dann gibt es eine Nullmenge E C Q ,  so daj3 fiir alle x E Q \ E die Menge N, 
eine Nullmenge in R  ist. 

Beweis: Da N eine Nullmenge ist, gibt es eine Funktion h(x ,  y )  E V(Q x  R)  
mit h 2 0 auf Q x R  und h(x, y )  = +m fur alle (x ,  y )  E N ,  so daO wegen 
Hilfssatz 1 

gilt. Wegen ip  E V ( Q )  und 

folgt ip E L(Q), und es gibt eine Nullmenge E C Q mit ip(x) < +m far alle 
x  E Q \ E. Somit ist fiir alle x  E Q \ E wegen h  = +m auf N die Menge N, 
eine Nullmenge. 

q.e.d. 
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Satz 3. (Fubini) Sei f (x, y) : Q x R + [0, fool eine mefibare Funktion. 
Dann giht es eine Nullmenge E C Q, so dafi fiir alle x E Q \ E die finktion 
f(x, y), y E R, mefibar ist. Setzen wir nun 

so ist ip eine niehtnegative mefibare Funktion, und es gilt 

Beweis: Fur n = 1 , 2 , .  . . betrachten wir 

mit f, E L(Q x R). Zu jedem n E W gibt es nach 54, Satz 9 eine Nullmenge 
N, C Q x R und eine Funktionenfolge f,,,(x, y) E C:(Q x R) mit I f,,,l 5 n 
auf Q x R, so daO folgendes gilt: 

Fiir jedes feste n E W gibt es eine Nullmenge En C Q, so daD fiir alle x E &\En 
die Menge {y E R : (x,y) E N,) C R eine Nullmenge ist. Der Lebesguesche 
Konvergenzsatz liefert nun 

Nun ist auch 
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eine Nullmenge, und es gilt 

Der Satz 6 aus 5 4 liefert nun 

= / (pix) dz. 

Q 

56 Banach- und Hilbertrliume 

Viele der Grundgedanken zur Untersuchung der im folgenden auftretenden 
linearen Raume verdankt man den Mathematikern D. Hilbert und S. Banach. 
Dabei kiinnen die Betrachtungen sowobl tiber reelle, als auch tiber komplexe 
Vektorrilume geftihrt werden. 

Definition 1. Sei M ein reeller (bzw. komplexer) h e a r e r  Raum, d.h. 

Dann nennen wir M einen normierten reellen (hzw. komplexen,) linearen 
Raum oder nonnierten Vektovaum, wenn eine Funktion 

existiert mit  den folgenden Eigenschaften: 

(N1)Ilf l l=O * f = O  
(N2) Dreiecksungleichung: 1 1  f + gll 5 1 1  f 1 1  + llgll f i r  alle f ,  g E M 
(N3) Homogenitat: l l X f  1 1  = l X l l l  f 1 1  f i r  alle f E M ,  X E iE (bzw. C) 

Die Funktion 1 1  . 1 1  nennen wir die Norm auf M .  
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Bemerkung: Aus den Axiomen ( N l ) ,  (N2) und (N3) folgt unmittelbar die 
Ungleichung 

denn es gilt 

I l f  l l  - Ilsll = I l f  - 9 + sll - llsll 5 I l f  - sll + llsll - llsll = I l f  - 911, 

und nach Vertauschen von f und g erhdt man die Behauptung. 

Definition 2. Der normierte Vektorraum M he@ vollstdndig, falls jede 
Cauchy-Folge in M konuergiert, d.h. ist {f,} C M eine Folge mit 

so gibt es ein f E M mit 

Definition 3. Ein vollstandiger normierter Vektorraum heij3t Banachraum. 

Beispiel 1. Sei K C Rn kompakt. Dann wird I3 := C O ( K , R )  zu einem Ba- 
nachraum durch die Norm 

Diese Norm erzeugt die gleichmaflige Konvergenz 

Definition 4. Ein komplexer hearer Raum X' heij3t Prii-Hilbertraum, falls 
in X' ein Skalarprodukt dejiniert ist, d.h. eine Funktion 

mit den folgenden Eigenschaften: 

(HI) ( f  + 9, h )  = ( f ,  h )  + (9,  h )  fir a k  f ,  9, h E X'; 
(Hz) ( f , X g )  = X(f ,g)  fur alle f , g  E X', - X E C; 
(H3) Hermitescher Charakter: ( f ,  g) = (g,  f )  fur alle f,g E X'; 
(H4) Positive Definitheit: (f, f )  > 0, falls f # 0. 

Bemerkungen: 

1. Aus den Axiomen ( H I )  his (H4) entnehmen wir sofort 
(H5) Fiir alle f ,  g, h E X' gilt 
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(H6) Ferner ist 

(A f ,  g )  = X ( f ,  g) fiir alle f ,  g E X', X E C, 

erfiillt. 
Das Skalarprodukt ist somit antilinear im ersten und linear im zweiten 
Argument. 

2. In einem reellen linearen Raum X' wird ein Skalarprodukt sinngemal3 
ebenfalls durch die Eigenschaften (HI) bis (H4) charakterisiert, wobei 
(H3) dann der Symmetrieeigenschaft 

entspricht. 

Beispiel 2. Seien -oo < a < b < +oo sowie 31' := CO([a,b] ,C)  gegeben. Mit 
dem Skalarprodukt 

wird X' zu einem Pra-Hilbertraum. 

Satz 1. Sei X' ein PrZ-Hilbertraum. Mit der Norm 

llf l l  := m 
wird X' zu einem normierten Vektorraum. 

Beweis: 

1. Wir zeigen zunachst die Giiltigkeit der folgenden Ungleichung in X' : 

Zu f ,  g E X' hetrachten wir folgende quadratische Form in A, fi E C 

Fiir (g, f )  = ( f ,  g )  = 0, speziell also fiir f = 0 oder g = 0, gilt die 
Ungleichung offensichtlich. Andernfalls w&len wir speziell 

Dann folgt aus der Nichtnegativitat von Q, welche eine Konsequenz von 
( H 4 )  ist, die Ungleichung 
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und nach Umstellen schliefllich 

2. Wir haben nun zu zeigen, daB 1 1  f 1 1  := J(f,f) die Normeigenschaften (Nl)  
bis (N3) erftillt. Fur alle f ,  g E 3t' und X E @ gelten 
i.) 1 1  f 1 1  2 0, und wegen (H4) ist 1 1  f 1 1  = 0 genau dann erfiillt, wenn f = 0 

richtig ist; 

ii.1 I I X f  l l  = m = &7l = 1x1 I l f  l l ;  
iii.) 

l l f  +s1I2= ( f  + & f  + s ) = ( f , f ) + 2 R e ( f , g ) + ( g , g )  

also 
I l f  + sll I l l f  l l  + llsll . 

Somit liefert 1 1  . 1 1  eine Norm auf X'. q.e.d. 

Definition 5. Ein Pra-Hzlbertraum 3t nennen wir einen Hilbertraum, falls 3t 
mit der Norm llfll:=rn, f E K  
vollstdndig, d.h. ein Banachraum ist. 

Bemerkungen: 

1. Wir zeigen, daO das Skalarprodukt ( f , g )  in 3t stetig ist. Dam betrachten 
wir fiir f ,  g ,  f n ,  gn E 3t die Abschatzung 

d.h. wenn f n  + f und gn + g fur n + m in 3t gelten, folgt 

lim ( f n , ~ n )  = ( f , g ) .  n i m  

Man beachte, da!3 die Vollstandigkeit des Ranmes 3t fiir den Nachweis der 
Stetigkeit des Skalarproduktes nicht gebraucht wird. 
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2. Der PriLHilbertraum aus Beispiel 2 ist nicht vollstandig, also kein Hilber- 
tranm. 

3. Wir kiinnen &hnlich wie beim he rgang  von rationalen Zahlen zu den 
reellen Zahlen jeden Prii-Hilbertraum 3t' einbetten in einen Hilbertraum 
X, d.h. es gilt 3t' C 3t, und 3t' ist dicht in 3t (vgl. Kap. VIII, § 3). 

4. Hilbertraume sind spezielle Banachraume. Die Existenz eines Skalarpro 
duktes in 3t erlaubt es uns, den Begriff der Orthogonalitat einzufiihren: 
Zwei Elemente f ,  g E 3t beiBen zueinander orthogonal, wenn ( f ,  g )  = 0 
gilt. 

Sei M C 3t ein beliebiger, linearer Teilraum. Wir erklaren den Orthogonal- 
raum zu M vermittels 

M I  := {g E 3t : ( g ,  f )  = 0 fiir alle f E M ) .  

Man sieht sofort, da!3 M I  ein linearer Teilraum von 3t ist. Aus der oben 
gezeigten Stetigkeit des Skalarproduktes resultiert ferner die 

Bemerkung: Sei M C 3t ein beliebiger Teilraum. Dann ist M L  abgeschlossen, 
d.h. sei {f,} C M I  eine Folge mit f ,  + f fiir n + M, SO folgt f E M I .  

Beweis: Da {f,) C M I  gilt, folgt zunachst ( f , , g )  = 0 fiir alle n E N und 
g E M .  Wir erhalten somit 

O = J i " , ( f n r g ) = ( f , g )  fiiralle g E M ,  

und das war zu zeigen. q.e.d. 

Satz 2. (Projektionssatz) 
Sei M C 3t ein abgeschlossener, linearer Teilraum eines Hilbertraumes 31. 
Dann gilt far alle Elemente f E 3t dze folgende Darstellung: 

f = g + h  mit  EM und h e M L .  

Die Elemente g und h sind dabei eindeutig bestimmt. 

Der Satz besagt, daO sich der Hilbertraum 3t in die beiden orthogonalen Un- 
terraume M und M L  aufspalten lafit. Wir schreiben dafiir 

Beweis: 

1. Wir zeigen zunachst die Eindeutigkeit. Sei ein Element f E 3t mit 

gegeben. Zunachst sehen wir 
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Die Eindeutigkeit folgt nun aus 

2. Es hleiht die Existenz der gewunschten Darstellung zu zeigen. Zu vorge- 
gebenem f E 31 h e n  wir folgendes Vmiationsprohlem: Finde ein g E M, 
so da!3 

I l f  - 911 = ;g, l l f  - 511 =: d 

gilt. Wir wiihlen zuniichst eine Folge { g k )  C M mit der Eigenschaft 

Wir zeigen, da!3 diese Folge gegen ein g E M konvergiert. Hierzu henutzen 
wir die Parallelogrammgleiehung 

die man durch Ausrechnen der Skalarprodukte auf beiden Seiten leicht 
uberpruft. Diese wenden wir nun auf die Elemente 

an und erhalten 

Umstellen dieser Gleichungen bringt 

Nach Ausfiihren des Grenzubergangs k , l  + cc folgt nun die Cauchy- 
Folgen-Eigenschaft fiir die Folge { g k } .  Aus der Abgeschlossenheit des li- 
nemen Teilraumes M folgt damit, dafi ein Grenzwert g E M der Folge 
{ g k }  existiert. 
Wir zeigen schliefilich h = ( f  - 9 )  E ML und erhalten dann die gewiinschte 
Darstellung 
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f = g + ( f  - g ) = g + h .  

Sei ip E M beliebig gew&hlt und E E ( - E O ,  E O ) ,  so folgt 

l l ( f  - 9)  + 412 2 d2 = l l f  - 911'. 
Zuntichst ist nun 

also 
2 ~ R e ( f  - g, ip )  + ~211ip112 2 0, 

und zwar fiir alle ip  E M und alle E E ( - E O , E O ) .  ES mu0 also 

R e ( f - g , i p ) = O  fiiralle i p E M  

gelten. Ersetzen wir ip durch iip, so erhalten wir ( f  - g,ip) = 0. Da ip 

beliebig aus M gewahlt wurde, ist ( f  - g) E ML gezeigt. q.e.d. 

Definition 6. Seien {MI, 1 1  . 111) und { M z ,  1 1  . 112) zwei nonnierte lineare 
Raum,e und A : ,441 + Mz eine lineare Abbildmg. Dann heijlt A stetig im 
Punkte f E MI, wenn es fiir alle E > 0 ein 6 = 6(&, f )  > 0 gibt, so dajl gilt 

Satz 3. Sei A : M + @ ein lineares Funktional auf dem linearen nonnierten 
Raum M ,  d.h. 

Dann sind die folgenden Aussagen aquiualent: 

(i) A ist stetig in allen Punkten f E M. 
(ii) A ist stetig in einem Punkt f E M. 

(iii) A ist beschrznkt, d.h. es gibt eine Konstante a E [O, +m), so dajl gilt 

gilt. 

Beweis: 

( i )  ( i i i )  : A ist stetig in M, insbesondere also in 0 E M .  Zu E = 1 gibt 
es also ein 6 ( ~ )  > 0, SO da!3 mit 1 1  f 1 1  5 6 folgt, da!3 IA(f)l 5 1 gilt. Wir 
erhalten 

1 
IA(f)l 5 , l l f l l  fiir alle f E M .  

( i i i )  =. ( i i )  : Aus der Beschranktheit von A folgt die St,etigkeit von A im 
Punkte 0. 
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( i i )  + (i) : A sei stetig in einem Punkte fo E M. Zu einem & > 0 existiert 
also ein 6 > 0 mit 

P E M, I l ~ l l  I 6 * I M f o  + P )  - 4 f o ) l  I &. 

Wegen der Linearitat des Funktionals A erhalten wir dann fiir alle f E M 

P E M ,  l l ~ l l  I 6 * IA(f + P)  - 4f)l 5 E. 

A ist also stetig fiir alle f E M. q.e.d. 

Bemerkung: Der Satz gilt entsprechend fiir lineare Abbildungen 

mit den normierten Raumen {MI, 1 1  .Ill} und {Mz, 1 1 .  llz). Dabei bedeutet A 
ist beschriinkt, daO es ein cu E [O, +m) gibt, so daB 

gilt. 

Definition 7. Fiir ein beschriinktes, lineares Funktional A : M + @ auf dem 
nomierten, linearen Raum M nennen wir 

die Norm des finktionals A. 

Definition 8. Mit 

M*  := { A  : M + C : A ist beschriinkt auf M} 

bezeichnen wir den Dualraum des normierten, linearen Raumes M. 

Bemerkungen: 

1. Man zeigt leicht, daB M* mit der Norm aus Definition 7 ein Banachraum 
ist. 

2. Sei 'H ein Hilbertraum. Dann ist 31' isomorph zu 'H, wie der folgende Satz 
zeigt. 

Satz 4. (Darstellungssatz von FrBchet-Riesz) 
Jedes beschriinkte, lineare Funktional A : 'H + C auf einem Hilbertraum 'H 
lajlt sich in der F o m  

A ( f )  = ( g ,  f )  f ir  alle f E 'H 

mit einem eindeutig bestimmten, erzeugenden Element g E 'H darstellen 



144 I1 Grundlagen der Funktionalanalysis 

Beweis: 

1. Wir zeigen zunachst die Eindeutigkeit. Seien f E X und gg l ,g~  E X zwei 
erzeugende Elemente. Dann gilt 

A ( f  ) = (91, f )  = (92, f )  fur alle f E X. 

Wir subtrahieren beide Gleichungen voneinander und erhalten 

( g i , f ) - ( g z , f ) = ( g l - g z , f ) = O  furalle  EX. 

Wahlen wir nun f = gl - g2,  so folgt gl  = 92 wegen 

2 o =  (91-92,91 -92) = 1191 -9211 . 

2. Zum Nachweis der Existenz von g betrachten wir 

M := { f  E 31 : A ( f )  = 0) c X. 

M ist ein ahgeschlossener linearer Teilraum von X. 
i.) Sei M = X. Dann folgt fur g = 0 E X unmittelbar die Identitat 

A ( f )  = ( g ,  f )  = 0 fur alle f E X. 

ii.) Sei M S X .  Nach dem Projektionssatz gilt X = M M MMI mit {O) # 
M I .  Es existiert also ein h E MMI mit h # 0. Wir bestimmen nun ein 
a E @, so daB fur g = a h  die Identitat 

richtig ist, oder, was aquivalent dazu ist, 

A(h)  = ( g ,  h.) = (ah ,  h )  = Z ( h ,  h )  = ~ l l h 1 1 ~  

Nun gilt A ( f )  = ( g ,  f )  fur alle f E M und fur f = h. Fiir beliebiges 
f E X setze nun c := z. Dann gelten fur j:= f - ch die Identitat 

u_nd sornit 7 E-M. Wir hahen also fur f E X die Darstellung f = 
f + ch, wohei f E M und ch E MMI gelten. Damit wird 

4f ) = 4 8  + cA(h') = (9,  f? + 4, h)  = (9,  j+ ch) = (9,  f ) 

richtig fiir alle f E X. q.e.d. 
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Definition 9. Einen Banachraum nennen wir separabel, falls es eine Folge 
I f k }  c B gibt, die in B dicht liegt, d.h. IU jedem f E B und jedem E > 0 gibt 
es ein k E W mit 

I l f  - f k l l  < &. 

Definition 10. Sei X' ein Pra-Hilbertraum. Ein System uon abzahlbar un- 
endlich uielen Elementen { P I ,  i pz ,  . . .} C X' nennen wir orthonormiert, falls 

Bemerkung: Haben wir in 31' ein System von abzi&lbar vielen linear un- 
abhangigen Elementen, so konnen wir das Orthogonalisierungsverfahren von 
E. Schmidt anwenden, um daraus ein orthonormiertes System zu erhalten. 

Seien dazu { f l ,  . . . , f ~ }  C X' linear unabhejlgige Elemente des Pr& Hilber- 
tranmes X'. Dann setzen wir 

N-1 

f N  - C ( 9 j , f N ) ~ j  
j=1 
N-1 '" := I l f N -  z l F . ( 9 j , f N ) 9 j  

iiberein, und es gilt 

I '  
Die von { f i ,  . . . , f ~ )  und { P I , .  . . , $ON}  aufgespannten Vektorraume stimmen 

Hilfssatz 1. Sei {9k} ,  k = 1,.  . . , N ,  ein System orthonormierter Elemente 
im Pra-Hilbertraum X'. Weiter gelte f E X'. Dann haben wir fir beliebige 
C I ,  . . . , CN E 6! die Identitiit 

Beweis: Wir setzen zunachst 
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Dann konnen wir 

schreiben. Wir berechnen 

Wegen (vk, 91)  = 6kl erhalten wir ( g ,  h )  = 0. Damit folgt 

und Gleichheit wird nur angenommen, falls ck = (ipk, f ) ,  k = 1,. . . , N ,  gilt. 
Die auf diese Weise bestimmten ck  nennen wir Fourier-Koefizienten von f 
(heziiglich des Systems ( v k ) ) .  

Setzen wir cl = . . . = c~ = 0, so erhalten wir den 

Hilfssatz 2. Es gilt 

Daraus entnehmen wir sofort 

Satz 5. Sei {pk), k = 1 , 2 , .  . . , ein orthonormiertes System im Prii-Hilbert- 
raum 31'. Dann gilt far alle f E 31' die Besselsche Ungleichung 
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Fur ein f E 3tf gilt die Gleichung 

genau dann, wenn 
7.r .. 

lim i l f  - C ( ~ k ~ f ) ~ k I l  = 0 
Ntm 

k= l  

richtig ist. 

Bemerkumg: Letztere Aussage bedeutet, daB f E 3t' beziiglicb der Hilber- 
traumnorm 1 1  . 1 1  durch die Fourier-Reihe 

dargestellt wird. 

Definition 11. Ein Orthonormalsystem {pk}  heiJt vollstandig, kurz w.o.n.S., 
wenn fur jedes f E 3t' des Prii-Hilbertraumes 3t' die Vollstandigkeitsrelation 

erfiillt ist. 

Beispiel 3. Im Pra-Hiilbertraum 3t' = CO([O, 2.1, C) mit dem Skalarprodukt 
aus Beispiel 2, namlich 

bilden die Funktionen 

ein vollstejldiges Orthonormalsystem 

Bemerkungen: 

1. Mit dem Schmidtscben Orthogonalisierungsdahren kann man in jedem 
separablen Hilbertraum ein vollstandiges Orthonormalsyst,em konstruie- 
ren. 
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Haben wir ein vollstandiges Orthonormalsystem { ~ k )  C X', k = 1,2, .  . . , 
im Pra- Hilbertraum X', so gilt die Darstellung durch die Fourierreihe 

zunachst nur bezuglich der Konvergenz in der Hilbertraumnorm. 
Im Pra-Hilbertraum aus Beispiel 3 mit dem dort angegebenen Or the  
normalsystem konnen andere Konvergenzarten der Fourier-Reihen unter- 
sucht werden. Insbesondere sind Aussagen iiber punktweise oder sogar 
gleichmt8ige Konvergenz interessant (siehe dam 2.B. H. Heuser: Analysis 
II. B. G. Teubner-Verlag, Stuttgart, 1992). 

57 Die Lebesgueschen Rtiurne L*(X) 

Wir setzen nun unsere uberlegungen aus 5 1 bis 5 4 fort 

Zu n E N sei X C Rn eine Teilmenge, die wir mit der Relativtopologie des Rn 
ausstatten, 

A {abgeschlossen Offen 1 
] m i t ~ = ~ n ~ ,  * ES Rn { abgeschlossen 

Mit M ( X )  bezeichnen wir einen linearen Raum von stetigen Funktionen f : 

X + = B U { i w )  mit den folgenden Eigenschaften: 

(Ml) Linearitat: Mit f , g  E M(X),  a,/3 E R gilt af + /3g E M(X).  
(M2) Verbandseigenschaft: Aus f E M(X) folgt 1 f 1 E M(X).  
(M3) f (x) = 1, x E X, liegt in M(X).  

Ein auf M = M(X) erklartes lineares Funktional I : M + B heifit Daniell- 
sches Integral, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind: 

(Dl) Linearitat: I(af +pg) = a I ( f )  + PI(g) fiir alle f , g  E M,  a , P  E & 
(D2) Nichtnegativitat: I ( f )  2 0 fur alle f E M mit f > 0; 
(D3) Fur alle Ifk) C M(X)  mit fk(x) J 0 (k + m) auf X folgt I(fk) + 

0 ( k + w ) .  

Beispiel 1. Sei X = LJ C Rn offen und beschrankt. Dann definieren wir 

Wir setzen als lineares Fnnktional auf der Menge X das uneigentliche Re-  
mannsche Integral 
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Beispiel 2. Wir betrachten auf der Sph2re 

die Menge M aller stetigen Funktionen M ( X )  = Co(Sn- l ) .  Wir setzen 

In § 2 haben wir das Funktional I von M ( X )  auf den Raum L ( X )  der Lebesgue- 
integrierbaren Funktionen fortgesetzt. In 3 3 untersuchten wir Mengen, welche 
Lebesgue-meObar sind, also solche Mengen A, deren charakteristische Funkti- 
on X A  integrierbar ist. 

Definition 1. Sei 1 5 p < +oo. Wir nennen eine mejlbare Funktion f : X + - 
R p-fach integrierbar, falls 1 f lP E L ( X )  richtig ist. In diesem Fall schreiben 
wir f t LP(X). Mit 

erhalten w i ~  die LP-Norm der Funktion f E LP(X);  dabei ist p das Lebesgue- 
sche Ma$ auf X .  

Bemerkung: Offensichtlich gilt L 1 ( X )  = L ( X ) .  

Satz 1. (H6ldersche Ungleichung) 
Seien p,q t (1, +oo) konjugierte Exponenten, d.h. es gelte p-I + q-I = 1. 
Weiter seien f E LP(X) und g E L q X )  gegeben. Dann folgt fg E L 1 ( X ) ,  und 
es gilt 

I I ~ ~ I I L ~ ( x )  5 Il f l l~~(xllI~II~~(x1. 

Beweis: Wir brauchen nur den Fall 1 1  f [ I p  > 0 und llgllq > 0 zu untersuchen. Sei 
anderenfalls 1 1  flip = 0, SO folgt f = 0 f.ti., also auch f . g = 0 f.ii., und analog 
betrachten wir den Fall llglln = 0. Wir wenden die Youngsche Ungleichung 

auf die Funktionen 
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an, so erhalten wir 

ftir alle x E X .  Nach $4 ,  Satz 5 folgt fg E L ( X )  = L 1 ( X ) .  Integration liefert 

also schliei3lich 

Satz 2. (Minkowskische Ungleichung) 
Seien p E [1, +m) und f ,  g E LP(X).  Dwnn folgt f + g E LP(X),  und es gilt 

Beweis: Den Fall p = 1 kann man leicht nachweisen, indem man die Dreicks- 
ungleichung auf den Integranden 1 f +gl ansetzt. Seien also p, q E (1,  +m) mit 
p-I + q-' = 1. Zunachst gelten aus Konvexitatsgriinden 

und somit f + g E LP bzw. I(l f + glP) < +oo. Nun ist 

Die Faktoren der Summanden der rechten Seite sind nun Lq- bzw. LP-Funk- 
tionen. Damit erhalten wir 

I ( l f  + slP) I I ( l f  + 91P)*(llf llP + Il9llP) 

SchlieBlich folgt 

( I ( l f  + glP)' I I l f  l l p  + llgllpr 

also die gewtinscht,e Behauptung 

I l f  + 9llP i l l f  l lP + I l s l lp .  
q.e.d. 

Bemerkung: Die Minkowsb-Ungleichung ist gerade die Dreiecksungleichung 
fiir die Norm 1 1  . 1 1 ,  im Raum LP. 

Der folgende Satz beweist die Vollstandigkeit der LP-FiXume, das heiflt jede 
Cauchy-Folge konvergiert gegen eine Funktion im entsprechenden Raum. 
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Satz 3. (Fischer-Riesz) 
Seien p t [l, +m) sowie {fk}k=1;2, ... c LP(X) eine Folge mit 

lim i l f k  - f i l lLP(x )  = 0. 
k J i m  

Dann giht es eine finktion f t P ( X )  mit der Eigenschaft 

Beweis: Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung zeigt man die Identitat 

lim I(l f k  - f i l )  = 0. 
k , l i m  

Nach dem Lebesgueschen Auswahlsatz gibt es nun eine Teilfolge kl < Icz < 
k3 < . . . und eine Nullmenge N C X ,  so daB 

lim f k , ( x )=f (x ) ,  X E X \ N ,  
m t m  

gilt. Die Funktion f ist meBbar. Sind nun 1 2 N ( E )  und k,  2 N ( E ) ,  wobei 
1 1  f k  - fillp 5 E fur alle k , l  2 N ( E )  gilt, SO folgt 

I( l fk ,  - f d P )  = l l f k ,  - f ~ d ? ~ ( x )  5 'EP. 

Mit dem Fatouschen Satz erhalten wir nun fur m + m 

I(l f - f l i p )  5 eP fiir alle 1 2 N ( E ) ,  

bzw. 
I f  - f < E fiir alle 1 2 N ( E ) .  

Da Lp(X)  linear ist und f i  sowie ( f  - f i )  Elemente dieses Raumes sind, folgt 
f E LP(X). Ferner gilt 

lim l l f  - fill, = 0. 
~ t m  q.e.d. 

Definition 2. Eine meJbare finktion f : X + geh,ort zur Klasse L m ( X ) ,  
falls es eine Nullmenge N  C X  und eine Konstante c E [0, +m) mit der 
Eigenschaft 

I f  (x)l < c fur alle x  E X  \ N 

gibt. Wir nennen 

es gibt eine NullmengeN c X 

die Lm-Norm bzw. das wesentliche Supremum der finktion f .  
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Bemerkung: Offenbar gilt die Inklusion 

Satz  4. Eine Funktion f E n L P ( X )  gehiirt genau dann zur Funktionenklas- 
P 2 l  

se Lm(X), wenn 
limsup llf IIL~(X, < +w 

P+m 

ausfallt. In  diesem Fall gilt 

I l f  IlL-cx, l l f  llLP(x, < +w, 

wobei der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. 

Beweis: Sei f E n L P ( X ) .  Setzen wir f E Lm(X) voraus, so haben wir 
P 2 l  

zunachst 0 5 1 1  f < +m sowie 

1 f lP = If lql  f lP-q 5 If lqll f llKq f.u auf X. 

Damit erhalten wir 

I l f I l P  5 l l f l l~~ l l f l l~  
und schlieBlich 

limsup llf IIP 5 Ilf IIm < +m 
P+m 

Um die Gegenrichtung zu zeigen, betrachten wir die Menge 

fiir ein beliebiges a < 1 1  f l lm. Aa ist damit keine Nullmenge. Wir erhalten die 
Abschatzung 

= 1 i n  ( f  ) )  2 a lim inf ( Y ( ~ a ) )  ' = a 
p+m ~ ' m  

Es folgt also 
+w > lipm_fllf llp 2 llf llm 

und somit f E Lm(X). Die angegebenen Ungleichungen implizieren nun die 
Existenz von 

lim llf llp = Ilf llm. 
p+m q.e.d. 

Folgerung: Die Holdersche Ungleichung gilt auch fiir den Fall p = 1 und 
q = w. Die Minkowskische Ungleichung gilt ebenfalls fiir den Fall p = w. 
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Definition 3. Sei 1 < p I +m, so fuhren wir auf dem Raum LP(X) wie folgt 
eine Aqu,iualenzrelation ein: 

f - g o f (x) = g(x)  f.u. in X ,  

Mit [ f ]  bezeichnen wir die zu f E LP(X)  gehorige Aquiualenzklasse. Wir nen- 

den Lebesgueschen Raum der Ordnung 1 5 p 5 +m. 

Wir fassen unsere uberlegungen zu folgendem Satz zusammen: 

Satz  5. Fur jedes feste p mit 1 5 p 5 +m ist der Lebesguesche Ravm CP(X) 
ein reeller Banachraum mit der angegebenen LP-Norm. Weiter gilt fur alle 
1 5 r < s 5 +m die Inklusion 

und es gilt 

e x  I f fiir alle f E C S ( X )  

mit einer Konstanten C(r ,  s )  E [0, + m ) .  Das bedeutet, dajl die Einbettungs- 
abbildung 

m : C S ( X )  * C 7 ( X ) ,  f H m ( f )  = f 

stetig ist. Eine im Raum C S ( X )  konwergente Folge ist som.it auch im Raum 
C ' (X)  konuergent. 

Beweis: 

1. Wir zeigen zunachst, dafl die Cp(X)  normierte W u m e  sind. Sei [ f ]  E 
C p ( X ) ,  so gilt i l [ f ] l l p  = 0 genau dann, wenn i l f I Ip  = 0, also f = 0 f.u.in 
X erfiillt ist. Daher ist [ f ]  = 0,  und das ist die Normeigenschaft ( N l ) .  
Die Minkowskische Ungleichung (vgl. Satz 2) sichert die Normeigenschaft 
(NZ), wobei Satz 4 die Dreicksungleichung im Raum L m ( X )  bereitstellt. 
Die Homogenit&tseigenschaft, die Normeigenschaft (N3),  ist offensichtlich 
erfiillt. 

2. Dem Satz von Fischer-Riesz entnebmen wir die Vollstejldigkeit der W u m e  
Cp fur 1 I p < +w. Wir mussen also noch die Vollstandigkeit von Cm 
zeigen. Sei dazu eine Folge { f k )  C Lm mit 

l l f k  - fillm + 0 fiir k , l  + m, 

also eine Cauchy-Folge gegeben. Somit folgt fur alle k E W die Ungleichung 
l l f &  I c mit einem c E (0 ,  +m). Es gibt dann eine Nullmenge No c X 
mit ifk(x)I I c fiir alle x E X \ NO und alle k E W. Ferner gibt es 
Nnllmengen Nk,i mit 
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Setze 

und damit ist schliefilich 

lim l l f k  - f l l ~ - ( ~ )  = 0 
k + m  

3. Sei 1 5 r < s 5 +m. Fur f E L s ( X )  gilt nun 

und zwar fur alle f E L s ( X ) .  q.e.d. 

Definition 4. Seien Bl und 8 2  zwei Banachraume mit 81 C 8 2 .  Dann heijlt 
81 stetig in 8 2  eingebettet, falls die Abbildung 

stetig ist, das heijlt es gilt 

mit einer Konstanten c E [O,+m). Wir schreiben dann Bl v &. 

Bemerkungen: 

1. Die Aquivalenzklassenbildung machen wir stillschweigend, so daD wir 
P ( X )  und LP(X) identifizieren konnen. 

2. Es gilt C S ( X )  v CP(X) ftir alle 1 5 r 5 s 5 +m. 
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3. Anf dem Raum CO(X) erhalten wir rnit 

die Supremumsnom, die gleichmaflige Konvergenz induziert. Wir haben 
rnit den LP-Normen l l . l l p  eine Schar von Normen fiir 1 I p I + m  vor uns, 
die rnit der schwachsten Norm, niimlich der L1-Norm, his zur staksten 
Norm, niimlich der Lm- Norm bzw. Co-Norm, kontinuierlicb sind. Genau 
auf der Mitte fiir p = 2 finden wir den Hilbertraum 'H = L2(X). 

Beispiel 3. Sei 

rnit dem Skalarprodukt 

(fi ,  f 2 ) ~  := 1(zf2) fur f j  = gj + ihj E 'H, j = 1,2, 

ausgestattet. Wie iiblich erkliiren wir hierbei 

I ( f )  = I (g  + ih) := I(g)  + i I (h)  

Dann ist 'H ein Hilbertraum. 

Wir verwenden im folgenden den Funktionenraum 

Satz 6. (Approximationssatz) 
Fur jedes p E [1, +co) liegt der Raum Mm(X)  dicht in Lp(X), das heijlt f f r  
jede Funktion f E LP(X) und jedes E > 0 gibt es eine Funktion f, E Mm(X)  
rnit 

llf - ~ S I I L ~ X )  < E.  

Beweis: Sei E > 0 vorgegeben. Fur jedes K > 0 gilt fiir die abgeschnittene 
Funktion 

( f ( x ) ,  3: E X  mit lf(x)I I K 

-K, x E X rnit f (x) 5 -K 

+K, x E X m i t  f (x)  2 +K 

die Ungleichung 
If (5) - ~ - K , + K ( ~ ) I ~  I If (x)IP. 

Weiter ist 
lim I f  (5) - ~ - K , + K ( x ) ~ ~  = 0 

K+m 

fast iiherall in X. Nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz ist nun 
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und es gibt folglich ein K = K ( E )  > 0 mit 

Nach 5 4, Satz 9 gibt es zu f-K,+K eine Folge {vk}k=~,z,  ... C M ( X ) ,  Ivk(x)I I 
K ,  mit 

pk(x)  + f -K ,+K(x)  f.U. in X .  

Der Lebesguesche Konvergenzsatz liefert 

fur k + m. Somit gibt es ein k = k ( ~ )  mit 

Die durch K ( E )  auf X gleichmaflig beschrankte Funktion f ,  := ipk(,, E M ( X )  
erfiillt 

Satz 7. (Separabilitiit) 
Sei X C Rn kompakt. Fiir jedes p E [1, +m) ist der Banachraum Lp(X)  sepa- 
rabel; genauer gibt es eine Folge won Funktionen {y~k(x)}k=~, l ,  ... C C r ( X )  C 
LP(X),  die i n  LP(X) dicht liegen. 

Beweis: Sei 

die Menge der Polynome im Rn mit rationalen Koeffizienten. Weiter sei 

eine ausschapfende Folge der Menge X ,  das heifit 

und zwar fiir alle x E X .  Wir zeigen, daO die abzhhlbare Menge 

dicht in LP(X)  liegt. Seien dazu f E LP(X) und E > 0 beliebig vorgegeben. 
Dann gibt es ein g E M m ( X )  mit 1 1  f - gllp I E.  Nun gilt 
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nach dem Satz yon Levi. Somit gibt es ein j E W mit llg - xjgIIP I E. Nun 
hat die Funktion xjg kompakten Trzger in X .  Nach dem WeierstraBschen 
Approximationssatz gibt es ein Polynom h ( x )  E R, so daD 

mit einem gegehenen S ( E )  > 0 richtig ist. Somit gibt es ein Polynom h(x )  E R 
mit der Eigenschaft 

I I x ~ s  - ~jhllp I E.  

Also folgt 

Somit ist D ( X )  dicht in LP(X).  q.e.d. 

58 Beschrsnkte lineare Funktionale auf Lp(X)  und 
schwache Konvergenz 

Satz 1. (Fortsetzungssatz) 
Sei p E [1, +a), und sei A : M m ( X )  + R ein lineares Funktional mit folgen- 
der Eigenschaft: Es gibt eine Konstante cu E [0, f w ) ,  so da$ 

gilt. Dann gibt es genau ein beschriinktes lineares Funktional Â  : LP(X)  + R 
mit 

l lA^l l<cu und A ^ ( f ) = A ( f )  Bralle  f e M m ( X )  

Somit ist das Funktional Â  oon M m ( X )  auf LP(X) eindeutig fortsetzbar. 

Beweis: A ist ein beschrbktes, lineares Funkt,ional auf { M m ( X ) ,  1 1  . I l ~ q ~ ) }  
und somit stetig. Nach 5 7, Satz 6 gibt es zu jedem f E LP(X) eine Folge 
{fk}k=1,2 ,.. c M m ( X )  mit 

Wir setzen dann 
A ^ ( f )  := lim A ( f k ) .  

k+m 
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Man priift leicht nach, da3 Xunabh&ngig yon der gewiihlten Folge {fk)m=1,2, ... 
erklat ist, und daO Â  : LP(X) + R linear ist. Weiter gilt 

Sind Â  und g zwei Fortsetzungen von A auf LP(X),  so folgt Â  = g auf 
M m ( X ) .  Da A^ und g stetig sind und M m ( X )  dicht in Lp(X)  ist, erhalten 
wir Â  = auf LP(X). 

q.e.d. 

Wir betrachten nun Multiplikationsfunktionale A, : 

Satz 2. Sei 1 5 p 5 +w und q E [1, +w] der konjugierte Exponent mit 

Fur jedes g E Lq(X)  ist dann A, : LP(X) + R mit 

ein beschranktes lineares Funktional mit llAgll = Ilgllq. 

Beweis: Offenbar ist A, : LP(X) + R ein lineares Funktional. Die Holdersche 
Ungleichung liefert ftir alle f E LP(X) 

und daraus folgt 
IIAA 5 llglln 

1st nun 1 < p < +a, so wahlen wir 

und berechnen 

Daraus folgt 
A,o 

l l f  l l P  
= Ilslln > also IIAgll 2 llsllv> (1) 

und damit 1 1  A, 1 1  = llgllq fur alle 1 < p < +w. Im Falle p = +w wahlen wir 
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und wir erhalten 

woraus wir 
A,o 

l l f  llm 
= Ilgll1 > also IIAsll = llsll1 

schlieflen. 1st p = 1, so wSh1en wir fur alle E > 0 zu g E Lq(X)  = L m ( X )  die 
Funktion 

( 1, z E X mit g(x) > llgllm - E 

( -1 , x  E x mit g(z) i - ~ l g l l ~  + 
Damit haben wir 

woraus wir 

erhalten. Es ist also llA,ll 2 llgllm - E ,  und schlieDlich folgt llA,ll = Ilgllm. 
q.e.d. 

Wir wollen nun zeigen, da8 sich jedes beschrankte lineare Funktional auf dem 
LP(X),  1 5 p < m, als Multiplikationsfunktional A, mit einem g E Lq(X) ,  
p-I + q-' = 1, darstellen 1aBt. 

Satz 3. (Regularitatssatz im LP(X))  
Seien 1 5 p < +m und g E L 1 ( X ) .  Weiter gebe es eine Konstante cu E 
[O, +m), so daJ3 

gilt. Dann folgen g E Lq(X)  und llgll,, 5 a .  

Beweis: 

1. Zunachst folgern wir aus (2) die Ungleichung 

II(fg)l 5 all f l i p  fur alle f meBbar, beschrankt. (3) 

Nach Satz 9 aus 5 4 existiert nejnlich zu einer beschrankten, meDbaren 
Funktion f : X + R eine Funktionenfolge {fk}k=1,2, ... C M m ( X )  mit 

fk(x) + f ( x )  f.u. in X 

Mit dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt 
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2. Sei zunachst 1 < p < +oo. Wir betrachten die Funktionen 

Die Funkt,ionen 

sind dann meDbar und beschrankt. Somit kijnnen wir fh(x) in (3)  einsetzen 
und erhalten 

nach (3) also 

Wir haben also fur k = 1 , 2 , .  . . die Abschatzung 

a MI:-' = I I ~ ~ I I ~ ,  aq  2 1 ( l s k lq ) ) .  

Der Fatousche Satz liefert 

sowie 
aq  2 I(lgIq), also llgllq I a. 

3. Sei p = 1. Zu E > 0 betrachten wir die Menge 

Wir setzen f = X E  signg in (3)  ein und erhalten 

und damit k ( E )  = 0 fiir alle E > 0, schlieDlich llgllm 5 a .  q.e.d. 

Bisher hahen wir ein fest,es Daniellsches Integral I : M m ( X )  + R betrachtet, 
dm wir auf den Raum L 1 ( X )  fortsetzen konnten. Wenn sich Aussagen auf 
dieses Funktional beziehen, werden wir das Funktional I nicht extra notieren: 
Wir vereinfachen 2.B. LP(X) = LP(X, I ) ,  oder f ( x )  = 0 fast iiberall in X 
genau dann, wenn eine I-Nullmenge N C X existiert mit f ( x )  = 0 far alle 
x E X \ N. Wir wissen bereits, daD 

richtig ist. Zusatzlich betrachten wir nun ein Daniellsches Integral J .  
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Definition 1. Ein Daniellsches Integral 

J : M m ( X )  + R, 
das die Bedingungen (MI)  bis (M3) und (Dl)  bis (03) aus 5 7 erfullt und auf 
L 1 ( X ,  J )  > L m ( X )  fortsetzbar ist, nennen wir absolut stetig bezuglich I ,  falls 
folgendes gilt: 

(04) Jede I-Nullmenge ist eine J-Nullmenge. 

Mit Ideen von John v. Neumann (siehe L.H. Loomis: Abstract harmonic ana- 
lysis) heweisen wir nun den 

Satz 4. (Radon-Nikodym) 
Sei das Daniellsche Integral J absolut stetig bezliglich I .  Dann gibt es eine 
eindeutig bestimmte Funktion g E L 1 ( X ) ,  so dafl 

J ( f ) = I ( f g )  furalle f c M m ( X )  

gilt. 

Beweis: 

1. Sei f E L m ( X )  gegehen, so gibt es eine Nullmenge N C X und eine 
Konstante c E [O, +m), so daB 

I f ( z j l 5 c  fiiralle x E X \ N  

erfiillt ist. Wegen (D4) ist N auch eine J-Nullmenge, und es folgt f E 
L m ( X ,  J ) .  Fiir eine Folge { fk}k=l,a ,... c L m ( X )  mit f k  J 0 ( k  + m) 
f.u. auf X folgt 

f k  J 0 J-f.ii. auf X fiir ic + m 

aus (D4). Nach dem Satz von Levi auf dem Raum L 1 ( X ,  J )  gilt dann 

lim J ( f k )  = 0. 
k + m  

Also ist J : L m ( X )  + R ein Daniellsches Integral. Wir betrachten nun 
das Daniellsche Integral 

K ( f )  := I ( f )  + J ( f ) ,  f E L W ( X ) .  (4)  

Dieses setzen wir wie in 5 2 auf den Raum L1 ( X ,  K )  fort; hierzu reichen 
die f.ii.-Eigenschaften aus. Wir heachten L 1 ( X ,  K )  3 LP(X, K )  fur alle 
p E [ l ,  +ml. 

2. Fiir f E M m ( X )  und p, q E [ I ,  +m] mit p-I + q-' = 1 gilt 

I J ( f ) l  5 J ( l f  I )  5 K ( l f  I )  
I I l f l l ~ ~ ( x , ~ )  I l l l l ~ q x , ~ )  

= ( I ( l )  + ~ ( 1 ) ) ~  I l f l l~qx ,~ , .  
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J  ist somit ein lineares beschranktes Funktional auf dem Raum LP(X, K )  
fur beliebiges p E [l,+co). Fiir den Hilbertraum L Y X ,  K )  konnen wir 
den Darstellungssatz von Frechet-Riesz anwenden und erhalten 

J ( f ) = K ( f h )  fiiralle f € M m ( X )  (5) 

mit einem h  E L 2 ( X ,  K ) .  Nun konnen wir Satz 3 mit p = 1  anwenden, und 
wir sehen h  E L m ( X ,  K) .  Da J  nichtnegativ ist, folgt h(x )  > 0 K-f.u. auf 
X .  Da ferner wegen (4)  und Voraussetzung (D4) die K-Nullmengen mit 
den I-Nullmengen iibereinstimmen, erhalten wir 

3. Fiir f E M m ( X )  konnen wir somit (5)  und (4)  iterieren 

J ( f )  = K ( f  h )  = I ( f  h )  + J ( f  h )  
= I ( f h )  + ~ ( f h 2 )  

= I ( f h ) + 1 ( f h 2 ) +  ~ ( f h ~ )  = ... 

und erhalten 

Seien 
A := { x  E X  : h ( z )  > 1 )  

und f = XA.  Durch Approximation sieht man leicht ein, daO dieses f in 
(6) eingesetzt werden kann. Wir erhalten 

1 

+cc > J ( f )  > I  > 1 I ( x A )  fiir alle 1 E W 

bzw. I ( xA)  = 0. Somit folgen 0 < h ( x )  < 1  f.ii.in X und 

hl((z )J 0 f.ii. in X fiir 1 + cu. (7) 

Durch den Grenziibergang I + cu in ( 6 )  erhalten wir mit dem Satz von 

wenn wir noch f = f +  - f -  beachten. Speziell fiir f ( x )  = 1  in X folgt, 

erfiillt ist. q.e.d. 
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Satz 5. (Zerlegungssatz von Jordan-Hahn) 
Sei A : M m ( X )  + I% ein beschranktes lineares Funktional auf dem linearen 
nonierten Raum { M m ( X ) ,  1 1  . lip}, wobei 1 I p < +m gelte. Dann gibt es 
zwei nichtnegative beschrankte lineare Funktionale A* : M m ( X )  + R mit 
A = A+ - A-, d.h. es gilt 

A ( f )  = A + ( f )  - A - ( f )  fur alle f E M m ( X )  

mit 
~ * ( f )  > 0 fur alle f E M m ( X )  mit f 2 0. 

Ferner sind 

IIA*II 1211~11, I IA- I I  I 311~11 

erfullt. Dabei gelten 

Beweis: 

1. Fur f E M m ( X )  mit f > 0 setzen wir 

A f  ( f )  := sup{A(g)  : g E M m ( X ) ,  0 5 g I f ) .  (8) 

Offenbar ist A + ( f )  2 0 fur alle f > 0, und fiir alle f > 0 und c > 0 gilt 

= c sup { ~ ( g )  : 0 5 g 5 f )  = cA+(f ) .  

Seien nun f j  E M m ( X )  mit f j  > 0, j=1,2, so folgt 

A f ( f i )  + A+(f2) 

= sup { A h )  : 0 5 g~ 5 f i )  +sup {A(g2)  : 0 5 9 2  I f 2 )  

Zu gegebenem g mit 0 I g I fi + f2 setzen wir 

gi := min (g,  f i )  und g2 := (g - f1)+.  

Dann gelten gj I f j ,  j = 1 ,2 ,  sowie gl + g2 = g. Damit erhalt man sofort 

A+(fi  + f z )  I A'(f1) + A f  ( f 2 )  
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und schlieBlich 
A+( f i  + f 2 )  = A + ( f i )  + A'(f2). 

Weiter gilt fiir alle f E M m ( X )  rnit f > 0 

5 IIAll l l f  l l P .  

2. Wir erweitern nun A+ : M m ( X )  + B wie folgt: 

M m ( X ) 3 f ( x ) = f + ( x ) - f - ( 3 )  mit f*(z)>O 

und setzen 
A + ( f )  := A+(f+)  - A+( f - ) .  

Somit wird A+ : M W ( X )  + R eine lineare Abbildung, die beschrankt ist. 
Es gilt n h l i c h  ftir alle f E M m ( X )  

A - ( f )  := A + ( f )  - A ( f )  fiir alle f E M m ( X ) .  

Offenbar ist A- ein beschranktes lineares Funktional, denn es gilt 

erfiillt. q.e.d. 

Satz 6. (Rieszscher Darstellungssatz) 
Sei 1  5 p  < +m. Zu jedem beschrankten linearen Funktional A  E (Cp(X))*  
gibt es genau ein g E C q ( X )  mit der Eigenschaft 

A ( f )  = I ( f g )  fiir alle f E C p ( X )  

Dabei ist p-' + q-I = 1  fur den konjugierten Exponenten q  E (1 ,  +m] erfiillt. 
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Beweis: Wir fuhren den Beweis in zwei Schritten. 

1. Eindeutigkeit: Seien Funktionen gl,gz E Cq(X)  rnit 

A ( f )  = I ( f g 1 )  = I ( f g z )  fiir alle f E C P ( X )  

gegehen, so folgt 

Unter Berticksichtigungvon Satz 2 erhalten wir 0 = llgl-g211Lqcxl, woraus 
g1 = p2 in C q ( X )  folgt. 

2. Existenz: Fur das Funktional A  : M m ( X )  + R gilt 

rnit einem cu E [O, +m). Nach dem Zerlegungssatz von Jordan-Hahn gibt 
es nichtnegative, beschrhkte lineare Funktionale A+ : M m ( X )  + R rnit 

wobei M m ( X )  rnit der 1 1  . 11,-Norm ausgestattet ist. Inshesondere gilt 
IA*(f)l < +m fur f ( x )  = 1, x  E X .  Eine Folge {fk}k=1,2, ... C M m ( X )  
rnit fk 4 0  in X  konvergiert nach dem Dinischen Satz kompakt gleichmaBig 
gegen 0. Wir erhalten dann 

Wir haben also rnit A* zwei Daniellsche Integrale, die absolut stetig 
bezuglich I  sind. 1st namlich N eine I-Nullmenge, so gilt 

und somit ist N anch eine Nullmenge fur die Daniellschen Integrale A+. 
Nach dem Satz von Radon-Nikodym gibt es g* E C 1 ( X ) ,  so daB 

A * ( f ) = ~ ( f ~ * )  fiiralle f c M m ( X )  

richtig ist. Somit folgt 

= I ( f g )  fiir alle f E M m ( X ) ,  

wobei g  := g+ - g- E C 1 ( X ) .  Wegen (9)  liefert der Regularitatssatz 
g  c Cq(X) .  Setzen wir no& das Funktional stetig anf C p ( X )  fort, SO 

erhalten wir 
A ( f ) = I ( f g )  fiiralle f c C p ( X )  

mit einer Funktion g  E Cq ( X ) .  q.e.d. 
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Nach dem Satz von Weierstrd enthalt jede beschrankte Folge im Rn eine 
konvergente Teilfolge. Diese Aussage liefert die Basis fiir fast alle Exist,enz- 
beweise, die in der Analysis gefuhrt werden. Die Frage nach entsprechenden 
Auswahlsatzen in unendlichdimensionalen Funktionenraumen sol1 nun gestellt 
werden. 

Beispiel I .  Zunachst betrachten wir einen reellen Hilbertraum 3t mit einem 
orthonormierten System {q1~}~=1,2,.... Diese Folge ist in der Norm 

beschrankt, besitzt aber keine konvergente Teilfolge. Mit llq~ill = 1 fur alle 
i E W folgt namlich 

fur alle i, j E N mit i # j .  1st nun f E 3t beliebig, so liefert die Besselsche 
Ungleichung 

und somit folgt 
lim ( f ,  pi) = 0. 
i t m  

Im unten pr&isierten Sinne konvergiert die Funktionenfolge {pj}j=l,~,, . .  damit 
schwach gegen 0. 

Definition 2. Eine Folge {%k}k=1,2, ... C 8 in einem Banachraum 8 heijlt 
schwach konvergent gegen ein Element x E 8, in Zeichen xk x, wenn fur 
jedes stetige lineare Funktional A E B* die Relation 

lim A(xk)  = A(x)  
k i m  

richtig ist. 

Satz 7. (Schwache Kompaktheit) 
Seien 1 < p < +m und {fk}k=l,2, ... C L p ( X )  eine beschrankte Folge mit 

l l f k l l p  5 c fiir ein c E [O,+m) und alle k E W 

Dann gibt es eine Teilfolge {fki}l=1,2, ... und ein f E L P ( X ) ,  so dajl f k ,  f 
in LP(X) gilt. 

Beweis: 

1. Nach dem Ftieszschen Darstellungssatz gilt f l  f genau dann, wenn 
I(f1g) + I ( f g )  fiir alle g E Lq(X)  richtig ist; dabei ist wieder p-'+q-l = 
1. Nach 5 7, Satz 7 ist der Raum Lq(X)  separahel, es gibt also eine Folge 
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{gm)n=1,2,... C L q ( X ) ,  die in Lq(X) dicht liegt. Aus der heschrankten 
Folge {fk)k=1,2, . .  C L P ( X )  rnit l l f k l l p  5 c fiir alle k E N wahlen wir nun 
sukzessive Teilfolgen 

aus, so dail 

lim I ( f  ( , ) g m )  = : a m  E R, m = 1 ,2 , .  . ., 
t+m k z  

gilt. Wir wenden nun das Cantorsche Diagonalverfahren an und gehen zur 
Diagonalfolge f k ,  := f ( 1 1 ,  1 = 1 ,2 , .  . . , uber. Es gilt dann 

k, 

lim I(fklgm) = am, m = l , 2 ,  
l t m  

2. Sei mit 

Esgibt e inNENsowiecl ,  ..., CN E R 
N 

und 1 2 il < . . . < i~ < +cc mit g = ckgj* 
k=l 

der lineare Raum der endlichen Linearkombinationen von {gm),=1,2,.,. 
bezeichnet. Offenhar existiert 

A(g) := lim I ( fk ,g )  fur alle g E D. 
l+m 

A : D + R ist ein lineares heschrwktes Funktional auf dem in Lq(X)  
dichten Raum D rnit 

Wie in Satz 1 setzen wir A von D auf den Raum Lq(X)  fort und erhalten 
rnit dem Darstellungssatz von Riesz ein f E Lp(X)  rnit 

A(g) = I ( f  g )  fur alle g E L q ( X )  

3. Wir zeigen nun, daB f k ,  , f in LP(X) gilt. Zu jedem g E Lq(X)  finden 
wir eine Folge {&)j=1,2,... C D rnit 

Wir erhalten 

fiir hinreichend groiles, aber festes j und 1 2 la. q.e.d. 
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Bemerkung: 

1. Fur separable Hilbertraume X liefert der obige Beweis sofort, daO jede in 
X be schrankte Folge eine schwach konvergente Teilfolge enthat. Dabei 
bedeutet f k  f in X, da8 

gilt. Der Hilbertsche Auswahlsatz bleibt auch fiir nichtseparable Hilber- 
traume richtig. 

2. 1st 1 I PI  I pz < +co, und gilt f k  7 f in LPZ(X) ,  so folgt f k  f in 
LP1 ( X ) ;  dieses folgt sofort aus LP2 ( X )  L) LP1 ( X ) .  

Satz  8. Die Lp-Nom ist unterhalbstetig beziiglich schwacher Konuergenz, das 
he@ 

f k  7 f in L p ( X )  * I l f I I ,  I liminf l l f k l l p ;  
k i m  

dnbei ist 1 < p < +w uorausgesetzt 

Beweis: Sei f k  f in U ) ( X ) ,  dann haben wir 

mit p-' + q-' = 1. Fur alle E > 0 gibt es somit ein ko = k o ( ~ )  E N ,  so daO fiir 
alle k 2 ~ o ( E )  folgendes gilt: 

fiir alle k 2 k,,(~). Sei nun ohne Einschrankung 1 1  f [ I p  > 0,  dann existiert zu 
jedem E > 0 ein ~ o ( E )  E N, SO da!3 

richtig ist. Somit folgt 

l E f  i l f k l l ~  2 I l f l lp .  



Der Brouwersche Abbildungsgrad mit 
geometrischen Anwendungen 

Sei f : [a, b] + R stetig und f (a)  < 0 < f (b). Dann giht es nach dem Zwischen- 
wertsatz ein 5 E (a,  b) mit f (5) = 0. Nehmen wir an, daO f differenzierhar ist 
und daO jede Nullstelle 5 von f niehtdegeneriert ist, d.h. f'(c) # 0 erfiillt, so 
nennen wir 

i ( f ,Q := ~ g n f ' ( 5 )  
den Index von f an der Stelle c. Wir sehen dann leicht die Indexsummenformel 

ein, wohei die Summe nur endlich viele Terme hat. Unser Ziel in diesem Kapi- 
tel besteht nun darin, entsprechende Aussagen fiir Funktionen in n Verander- 
lichen herzuleiten. Wir beginnen mit dem Fall n = 2, der als Theorie der 
Umlaufszahl im allgemeinen in der Funktionentheorie hehandelt wird. 

31 Die Umlaufszahl 

Definition 1. Zu k E N, := W U {0) erkliiren wir durch 

rk := { y  = y ( t )  : R + @ E ck($ C) : y ( t  + 2 ~ )  = y ( t )  fiir alle t E R) 

die Menge der k-ma1 stetig differenzierbaren (k 2 1) bzw. stetigen ( k  = 0) 
periodisehen komplexwertigen Funktionen. 

Definition 2. Sei y E r~ mit y ( t )  # 0 fiir alle t E R gegeben. Dann setzen 
wir 

als Windungszahl (Umlaufszahl) der gesehlossenen Kurue y ( t ) ,  0 5 t 5 2?r, 
in Bezug auf den Punkt z = 0.  
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Bemerkung: Fur ip E TI gilt 

Daher erhalten wir 

wobei man sich die Funktion argip(t) l h g s  der Kurve stetig fortgesetzt den- 
ken muB. Die Grolle W(ip) kann daher geometrisch als Anzahl der Umlanfe 
(Windungen) der Kurve ip um den Nullpunkt interpretiert werden. 

Satz 1. Sei ip E TI mit ip(t) # 0 f i r  alle t E B gegeben. Dann folgt W(ip) E Z. 

Beweis: Wir betrachten die Fnnktion 

Es gelten 

fiir alle 0 5 t 5 271 und daher @(t) = const. Insbesondere folgt 

und somit 

2a ZR 

exp (/ # ds) = 1 bzw. / #cis = 27rik. li E z 
0 0 

Daraus ergibt sich W(ip) = k E Z. q.e.d. 

Hilfssatz 1. Fur die Funktionen ipo,ipl E TI gelten lipo(t)l > E und lipo(t) - 
ipl(t)l < E ,  t E R, mit einem E > 0. Dann gilt 
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Beweis: Zu t E $ 0 1 T 1 1 hetrachten wir die Funktionenschar 

Fiir diese folgen 

sowie 
p(t,O) = i p o ( t ) ,  y ( t ,  1)  = y l ( t )  fiir alle t E R. 

Ferner haben wir 

mit einem in ( t , ~ )  E [0,2?r] x [O, 11 stetigen Integranden. Die Umlaufszahl 
W(@,)  ist also stetig in T E [O,  11 und wegen Sat,z 1 auch ganzzahlig. Somit 
muD W(ip,) = const gelten, und insbesondere folgt W(ip0) = W(ip1). 

q.e.d. 

Wir wollen nun die Umlaufszahl auch fur stetige, geschlossene Kurven defi- 
nieren. Dem Hilfssatz 1 entnehmen wir sofort den 

Hilfssatz 2. Sei {ipk}k=1,2, ... c TI  eine Folge uon Kurwen n i t  i p k ( t )  # 0 fur 
alle t E R und k E N, die gleichmajig in [0,2?r] gegen eine stetige Funktion 
ip E To konuergiert. Aujerdem gelte ~ ( t )  # 0 fur alle t E R. Dann gibt es ein 
h E N, so daj 

W(ipn) = W(ipr) fur alle k , l  2 ko 

gilt. 

Definition 3. Sei y E To mit y ( t )  # 0 fiir alle t E R. Ferner sei eine Folge 
uon Funktionen {yk}n=l ,~ ,  ... C TI n i t  pk(t) # 0 fiir alle t E R und k E W 
gegeben, die gleichmajig in [O,  2?r] gegen ip konvergiert, d.h. es gilt 

lim yk( t )  = y ( t )  fiir alle t E [0, 2 ~ 1 .  
k+m 

Dann setzen wir 
W ( y )  := lim W ( y k ) .  

k+m 

Bemerkung: Die Existenz einer solchen Folge fiir jedes p E To wird durch 
den tihlichen Gl&ttungsprozeD gesichert. Wir mlissen noch zeigen, daD der 
Grenzwert unahhangig von der Wahl der Folge {ipk}k=1,2,... C TI ist. Sind 
hierzu {yk}k=l;l, ... und {&}k=1,2, ... zwei approximierende Folgen, so gehen 
wir zur gemischten Folge 
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uber und erhalten wegen Hilfssatz 2 

lim W ( G k )  = lim W(ljtk) = lim W ( y k ) .  
k i m  k i m  k i m  

Nach Satz 1 und Hilfssatz 2 ist W ( y )  E Z fur ip  E To. 

Satz 2. (Homotopielemma) 
Sei die Sch,ar von stetigen Kvmen @,(t) = y ( t , ~ )  E To fur T -  5 T 5 T+ 

gegeben. Ferner gelten y ( t ,  T )  E CO([O, 2x1 x [T-, r+], R2)  und 

y ( t ,  T )  # 0 fiir alle (t,  T )  E [O,  2x1 x [T - ,  T+]. 

Dann ist W ( y , )  in [T- ,  T+] konstant. 

Bemerkung: Eine Kurvenschar wie im obigen Satz nennen wir eine Homotopie. 
Die Umlaufszahl ist also eine Homotopieinvariante. 

Beweis von Satz 2: Wegen y ( t , ~ )  # 0 und der Kompaktheit der Menge 
[O, 2x1 x [T - ,  T+] gibt es ein E > 0, so da!3 ly( t ,  T ) I  > E far alle (t,  T )  E 
[0, 2111 x [T-,T+] gilt. Da ip  auf [O, 2111 x [T - ,  T+] gleichmaDig stetig ist, gibt 
es ein 6 ( ~ )  > O mit der Eigenschaft 

Iip(t,rl) - y ( t , ~ * * ) I  < E fiir alle t E [0,2x], falls I T *  - T * * I  < 6 ( ~ )  

Seien nun {9;}k=1,2 ,... c r~ und {yT}k=1,2 ,... c T I  zwei approximierende 
Folgen mit 

lim ip;(t) = y ( t , ~ * )  bzw. lim y;"(t) = ip(t,rl*) fiir alle t E [O,2x]. 
k i m  k - m  

Dann gibt es ein ko E N, so daD fur alle k 2 ko folgendes gilt: 

lip;(t)l > E ,  lyT(t) l  > E ,  Iy;(t) - y;"(t)l < E fiir alle t E [O, 2x1. 

Hilfssatz 1 liefert nun W(ip;) = W(y;*) fiir alle k 2 ko, und es folgt 

W(@,*) = W(@,..) fiir alle T*,T** E [T-,T+] mit 17' - T * * I  < S(E). 

Da S ( E )  nicht von T*,T** abhejlgt und [T-,T+] kompakt ist, liefert ein Fort- 
setzungsargument W ( y , )  = const fiir T E [T-,T+]. q.e.d. 

Satz 3. Seien 
BR:= Z E C .  l t l l ~ )  { 

und die stetige Funktion f : BR + @ zu festem R > 0 gegeben. Die Rand- 
funktion ip(t) := f (Reit)  erfiille die Bedingung 

~ ( t )  # 0 fiir O 5 t 5 211, 

0 

und fur die Windungszahl von ip gelte W ( y )  # 0. Dann ezistiert ein z, E BR 
mit f (z,) = 0. 



$1 Die Umlaufszahl 173 

Beweis: Wir nehmen an, f hahe keine Nullstelle in B R  und betrachten die 
Homotopie 

Nach Satz 2 und wegen mo(t) = f (0 )  = const gilt dann 

o = w(mo) = w(m,) 

im Widerspruch zur Voraussetzung W(@R)  = W ( v )  # 0. q.e.d. 

Satz 4. (RouchG) 
Zu festem R > 0 seien fo, fl : BR + C zwei stetige Funktionen mit d e ~  
Eigewchaft 

Fur die Kume i p o ( t )  := fo(Reit)  gelten 

'po(t) # 0 fir 0 5 t 5 2 7 ~  sowie W(ip0) # 0. 

0 

Dann existiert ein z, E B R  mit f l (z , )  = 0. 

Beweis: Wir setzen v ~ ( t )  := f i (Rei t ) ,  0 5 t 5 27r, und betrachten die Homo- 
topie 

m,(t) = v ( t , ~ )  := (1 - T ) v o ( ~ )  + ~ ~ ~ ( t ) ,  o 5 t 5 2 ~ .  

Wegen 

l ip(t>T)l = Ivo(t) + 7(9l(t) - vo(t))l 
2 lvo(t)l - lipl(t) - vo(t)l  > 0 

fiir alle (t ,  T )  E [O,2?r] x [O, 11 liefert das Homotopielemma W(lpl) = W(vo)  # 
0 

0, und nach Satz 3 existiert ein z, E B R  mit f 1 ( z x )  = 0 .  
q.e.d. 

Satz 5. (Fundamentalsatz der Algebra) 
Jedes komplexe Polynom 

f ( z )  = zn + a,-12%-' + . . . + a0 

vom Grad n E W besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle 

Beweis: (C. F. Gauj3) 
Wir setzen fo(z) := zn ,  z E C, und betrachten zn festem R > 0 die Funktion 

'po(t) := f (Re i t )  = Rneint, 0 5 t 5 27r 

Wir berechnen 
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Wir wiihlen nun R > 0 so grofl, dafl fur alle z E @ rnit 121 = R die Ungleichung 

richtig ist. Dann gibt es nach dem Satz von Rouche ein z ,  E C rnit < R ,  
so daO f (2,) = 0 erfiillt ist. q.e.d. 

Satz 6. (Brouwerscher Fixpunktsatz) 
Sei f ( t )  : BR + BR eine stetige Abbildung. Dann hat f mindestens einen 
Fizpunkt, d.h. es gibt ein z, E BR mit f (2,) = 2,. 

Beweis: Wir betrachten die Schar von Abbildungen 

~ ( z , T ) : = z - ~ f ( z ) ,  z E B R ,  ~ E [ 0 , 1 ) .  

Fur alle z E 8B.q gilt 

Is(z,.)I 2 lzl - ~ l f ( 2 ) I  2 R ( 1 - 7 )  > 0. 

Nun wenden wir den Satz von Rouche auf die finktion f o ( z )  := z rnit der 
Randfunktion yo(t) = Reit und auf f i ( z )  := g ( t , ~ )  fiir ein festes T E [O, 1) 

0 

an. Wir finden dann fiir jedes 0 5 T < 1 ein z, E BR rnit der Eigenschaft, 

0 = g+,) = 2, - 7 f  (27).  

Wahlen wir speziell T, = 1 - k, n = 1,2,. . ., so folgt 

wobei wir noch zn := z, gesetzt hahen. Nach Auswahl einer in BR konver- 
genten Teilfolge erhalten wir wegen der Stetigkeit von f 

z, := lim z,, = lim T,, f (zn,) 
k+m k i m  

Definition 4. Sei z E C! ein beliebiger Punkt, und die Funktion ~ ( t )  E To 
geniige der Bedingung y ( t )  # z fiir alle t E R. Dann nennen wir 

W Y ,  z )  := Wdt)  - 2 )  

die Umlaufszahl der Kurve y um den Punkt 2. 
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Satz 7. Seien y E ro und y := { y ( t )  E C! : 0 5 t 5 27r) die zugehorige 
Kurve; weiter sei ein Gebiet G C C! \ y gegeben. Dann ist die Funktion 

konstant. Enthalt G einen Punkt t o  mit lzol > max{lv(t)l : 0 5 t 5 2x1, so 
foW 

$ ( z )  = 0, z E G. 

Beweis: 

1. Seien 20 und zl zwei Punkte in G, die wir durch den stetigen Weg 

z = z ( r ) :  [0,1] + G  mit z(0) = t o ,  z(1) = z l  

Nach dem Homotopielemma gilt 

und somit folgt W ( y ,  t o )  = W ( y ,  z l )  fiir beliebige zo,z1 E G. 
2. Gibt es ein t o  E G mit der Eigenschaft lzol > max{ly(t)l : 0 5 t 5 2111, 

dann betrachten wir den Weg 

1 
Z ( T )  := ---- 

1 - r  2 0 ,  7 E [O,  I ) ,  

welcher z ( r )  $! y fiir alle r E [O, 1) erfiillt. Nun ist W ( y ,  z ( r ) )  = const fiir 
r E [O,  I ) ,  und unter der Annahme y E T I  gilt die Beziehung 

lim ~ ( y ,  z ( r ) )  = lim {I 7 r t ( t )  , 
T+I -  1 -  27ri p(t)  - z ( r )  

0 

Fiir y E T I  ist somit W ( y ,  z ( r ) )  = 0 fiir d le  r E [O, 1)  und W ( y ,  20) = 0. 
Durch Approximation sehen wir auch W ( y ,  zo) = 0 fiir y E ro ein. 

q.e.d. 

Definition 5. Sei die stetige Funktion f = f (2) : { z  E C : Iz-to1 5 EO) + C! 
mit zo E C! und EO > 0 gegeben, welche in t o  eine isolierte Nullstelle besitzt, 
d.h. es gelten 

Dann erklaren wir den Index won f in Bezug auj z = zo wie folgt: 

i ( f ,  20) := W ( v )  rnit y ( t )  := f ( z 0  + &eit), 0 5 t 5 27r, 0 < E 5 E,,. 
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Bemerkung: Aufgrund des Homotopielemmas (Satz 2) ist diese Definition ge- 
rechtfertigt, da W(ip) nicht von E abhangt. 

Beispiel 1. f (2) sei holomorph und hahe eine isolierte Nullstelle in zo. Dann 
hat f die Darstellung 

wobei g(z) analytisch ist und g(z0) f 0 gilt. Es folgt 

Beispiel 2. Eine antiholomorphe Funktion f (2) (d.h. f (2) ist holomorph) mit 
der Eigenschaft f ( to )  = 0 hat die Darstellung 

f (2) = (z-Zg)ng(Z). 

Dabei ist g(t) analytisch, und es gilt g(%j) f 0. Ftir den Index von f in Bezng 
auf to erhalt man 

i(f,zo) = -n E -N 

Satz 8. (Indexsummenformel) 
Die Funktion f E C2(BR, C) habe die Randfunktion ip(t) := f (Reit) f 0, 

0 

t E [O, 2 ~ 1 .  Ferner besitze f in BR die paarweise verschiedenen Nullstellen 
zk mit zugehorigem Index i(f, tk), k = 1,. . . , p  und p E No. Dann gilt die 
Identitdt 

P 

W(ip) = xi(f,-~d. 
k=1 

Beweis: 

1. Wir setzen 
F(x ,Y)  := l o g f ( x , ~ ) ,  (Z,Y) E BR, 

und berechnen 

mit der 1-Form d F  = F,(x, y)dx + F, (x, y)dy. Dabei wird aBR in mathe- 
matisch positivem Sinn durchlaufen. 
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2. Zu hinreichend kleinem E > 0 betrachten wir das Gebiet 

Setzen wir 

i p k ( t ) : = f ( z l + ~ e ' ~ ) ,  O i t < 2 7 r ,  k = l ,  ..., p, 

so folgt wie in Teil 1 des Beweises 

wobei die Kurven 12- t k  1 = E in mathematisch positivem Sinn durchlaufen 
werden. Der Stokessche Integralsatz liefert nun 

52 Der Abbildungsgrad im Rn 

J.L.E. Brouwer hat den Abbildungsgrad im Rn durch simpliziale Approximati- 
on im Rahmen der komhinatorischen Topologie eingefuhrt. Will man den Ab- 
bildungsgrad analytisch definieren, so muD man das Windungsintegral durch 
(n - 1)-dimensionale Oberflachenintegrale im Rn ersetzen (vgl. G. de Rham: 
Varietes differentiables). E. Heinz hat nun das Randintegral - namlich das 
Windungsintegral - in ein Flachenintegral umgewandelt und so eine Moglich- 
keit eroffnet, den Abbildunsgrad im Rn leicht handhabbar zu definieren. Wir 
wollen diesen ubergang vom Windungsintegral zum Flachenintegral im R2 
durchfiihren: 

Seien R E (0, +a) und f = f (2) E C 2 ( B ~ ,  C) mit ip(t) := f (Reit) # 0, 0 < 
t 5 271. Es sei E > 0 so klein gew&lt, daO E < lip(t)l fiir alle t E [0,27r] gilt. 
Wir wahlen nun eine Funktion 
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mit 0 < 6 < E und betrachten das Windungsintegral 

~ B R  8Bn 

mit 
F(x ,  y) = log f ( z ,  y) + 27rik, k E Z. 

Wir bemerken, daO F  zwar nur lokal, dF jedoch global e rk lM ist. Die 1-Form 

$( l f (GY) l )dF(z ,Y ) ,  ( G Y )  E B R ,  

gehort der Klasse C1(BR)  an. Wir berechnen ihre auOere Ableitung. Mit 

d { $ ( l f ( z , y ) l ) }  = $' ( l f (x ,y) l )  { ( ( f  . 7 ) ; ) = d x +  ( ( f  
Y dy}  

- - ' ( l f ( x ' y ) I )  { T z d z  + f y  dy} A { f ,  dz + f,dy} 
2lf(x,y)I 

Setzen wir noch f = u ( x ,  y )  + iu(x,  y) ,  SO folgt 
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Nun erklben wir w(t) := f@, t 2 0, und heachten 
t 

Wir wahlen also eine Funktion w(t) E CO([O, +m), R) mit den Eigenschaften 

(a) w(t) = 0 fur alle t E [O, 61 U [E, +co), 

Es folgt dann 

Gehen wir iiber zu 

so erhalten wir 

(h') //i.(lzl)dxdy = 1 mit i = x + i y :  

WZ 

Diese uberlegungen legen die folgende Definition des Ahbildungsgrades im Rn 
nahe: 
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Definition 1. Seien 0 C Rn eine heschrankte, offene Menge im Rn und 

fiir k E W eine Funktion mit f ( x )  # 0 fiir alle x E 8 0 .  Mit einem 0 < E < 
inf { I  f(x)I : x E 8 0 )  betrachten wir eine Funktion w E CO([O, + w ) , R )  mit 
den Eigenschaften 

(a) w(r)  = 0 fir alle r E [O,6] U [ E ,  +m) und fiir ein 6 E ( O , E ) ,  
(b) es gelte " 

Dann erklaren wir den Brouwersch,en Ahbildvngsgrad von f hez. y = 0 gem@ 

die hnktionaldeterminante der Abbildung f .  

Bemerkungen: 

1. Durch Einfiihrung von n-dimensionalen Kugelkoordinaten gems 

y = rq = (rq l , .  . . , rqn) E Rn rnit r > 0, 171 = 1 

sieht man 
m 

ein, wobei on die Oherflache der ( n  - 1)-dimensionalen Einheit,ssph&re im 
Rn angibt. 

2. Wir haben noch die Unabhangiglceit von d ( f , 0 )  von der gewiihlten 
zuliissigen Testfunktion w nachzuweisen. 

Grundlegend ist der folgende 

Satz  1. Sei 0 C Rn eine beschrankte, offene Menge n i t  n E N, und sei 
f E A1(Q)  rnit 1 f (x)I > E > 0 fur alle x E 8 0 .  Ferner sei w(r)  E CO([O, +m)) 
eine Testfunktion mit den Eigenschaften 

(a) w(r)  = 0 fiir alle r E [O,  61 U [ E ,  +m), 0 < 6 < E ,  
m 

(b) / rn-'w(r) dr = 0 
0 
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Dann gilt 

1. Es genugt, die angegebene Identitat fur alle Funktionen f E A2(Q) zu 
zeigen. Durch Approximation erhalten wir diese dann fiir alle f E A1(Q). 

2. Seien nun f ( x )  = ( f l  ( x ) ,  . . . , fn(x)) E A2(Q) und ein beliebiges Vektorfeld 
a(y) = (al(y), . .  . ,an(y)) E C1(Rn,Rn) gegeben. Fiir die (n  - 1)-Form 

berechnen mit Hilfe van 

die auf3ere Ableitnng 

= diva(f ( x ) )  J f ( x )  dxl A . . . A dx, 

3. Wir wollen nun a(y) so bestimmen, daO w(ly1) = diva(y) gilt. Mit einer 
Funktion $(r) E C,'(O, + w )  machen wir den Ansatz a(y) := $( ly l )y  und 
realisieren 

Mit r = lyl erhalten wir die Differentialgleichung 

mit der Lijsung - 

Wir beachten insbesondere $(r) = 0 fur r E [0, S] U [ E ,  + w ) .  
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4. Mit der (a - 1)-Form 

erhalten wir also 

Der Stokessche Satz liefert nun 

Folgerung aus Satz 1: Die Definition 1 ist unabhhgig von der Wahl der 
Testfunktion: Seien wl, wz zwei zulassige Testfunktionen; wl erfulle die Bedin- 
gung (a) aus Definition 1 zu 61 E (0, E) und wz erfulle die Bedingung (a) zu 
62 E (0, E). Dann folgt 

mit 6 := min{S1,Sz} E ( 0 , ~ ) .  Satz 1 liefert somit 

beziehungsweise 

Zur Vorhereitung des Homotopielemmas beweisen wir zunachst den 

Hilfssatz 1. Fur zwei Funktionen fi, fz E A1(Q) gelte [fi(x)l > 5 ~ ,  i = 1,2, 
fiir alle x E 8 2 .  Weiter sei 1 fl(x) - fz(x)l < E fur alle x E erfullt. Dann 
fok7t 

d(f i ,  Q) = d(fz, Q). 

Beweis: Sei X = X(r) E C1([O, +m) ,  [0, 11) eine Hilfsfunktion mit 

Wir betrachten dann die Funktion 
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und beachten f3  E A1(Q),  lf3(x)l > 4~ fiir x E aQ sowie 

Nun gilt 
f i  ( x )  fiir alle x E Q mit i f l  ( x )  1 2 3~ 

f 3 ( 5 )  = 
f z ( x )  fiir alle x E Q mit ifz(x)l 5 E 

Seien nun wl(r)  E C:((3&,4&), R) und wz E C:((O, r),  R) zwei zulassige Test- 
funktionen. Dann folgen 

Aus Hilfssatz 1 folgt unmittelbar der 

Hilfssatz 2. Es seien f : Q + Rn E AO(Q) := C 0 ( 2 ,  Rn) und f ( x )  # 0 fiir 
alle x E an erfiillt. Fewer sei { fk}k=l,~,  ... C A1(Q) eine Folge mit 

f k (x )  # 0 fiir alle x E an und alle k E N ,  

und es gelte 
lim f k  ( x )  = f ( x )  

k+m 

gleichmaflig in 2. Dann gibt es ein ko E N, so dafl gilt 

d( fk ,  Q )  = d(f i ,  R) fiir alle k,l  2 ko. 

Wegen Hilfssatz 2 ist die folgende Definition sinnvoll 

Definition 2. Sei f ( x )  E AO(Q) mit f ( x )  # 0 fiir alle x E aQ gegeben. 
Fener sei {fk}k=1,2,,.. c A1(Q) eine Funktionenfolge mit 

fk(x)  # 0 fiir alle x E aQ und alle k E N ,  
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und es gelte 
f k ( x ) + f ( x )  fir k + c o  

gleichmajlig in n. Dann setzen wir 

d ( f ,  R )  := lim d( fk ,  R )  
k + m  

und nennen dieses den Brouwerschen Abbildungsgrad fir stetige Funktionen. 

Fundamental ist der folgende 

Satz 2. (Homotopielemma) 
Sei f ,(x) E AO(Q) f ir  a 5 T 5 b eine Schar stetiger Abbildungen mit den 
Eigenschaften 

(a) f r ( x ) =  f ( x , r ) :nx[a ,b]+IhPn  e C 0 ( n x  [ a , b ] , W ) ,  
(b) f,(x) # 0 fur alle x E a R  und alle T E [a, b]. 

Dann ist d(f,, Q )  = const in [a, b]. 

Beweis: ZunBcbst gibt es ein E > 0, so da!3 if,(x)l > 5& fiir alle x E a R  und 
alle T E [a, b] ricbtig ist. Weiter existiert ein 6 = 6 ( ~ )  > 0, so daO fur alle 
T*,T** E [a, b] rnit I T *  - T * * I  < 6( t )  die Ungleichung 

I f  ( x ,  T * )  - f ( x ,  T * * ) I  < E fiir alle x E n 
gilt. Wir wahlen nun rnit 

zulassige Approximationsfolgenfur f,.(x) bzw. f,..(x). Dann gibt es ein ko E 
N, so daO die Ungleichungen 

If,'(x)l > 5 ~ ,  lfZ1(x)l > 5~ fiir alle x E aQ und alle k 2 ko 

sowie 

I f ;  ( x )  - f i *  (x)l < E fur alle x E 2 und alle k 2 ko 

erfiillt sind. Hilfssatz 1 liefert nun 

d(f; ,  R )  = d(f;*, R )  fur alle k 2 !q,, 

und es folgt 

d(f,.,R) = d ( f r * - , R )  fur alle T*,T** E [a, b] rnit I T *  - T * * I  < 6(&) 

Dieses ergibt d(f,, R )  = const fiir a 5 T 5 b. q.e.d. 

Satz 3. Sei f E C O ( n )  mit f (2)  # 0 fir alle x E an und d ( f ,  Q )  # 0. Dann 
gibt es ein E Q mit f (c )  = 0. 
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Beweis: Ware die Behauptung falsch, so gabe es ein E > 0 rnit der Eigenschaft 
I f  (x)l > E fiir alle x E n. Sei { f k ) k = ~ , ~ ,  ... c A1(Q) eine Funktionenfolge rnit 

f k ( x ) + f ( x )  fur k + m  

gleichmiiDig in n. Nun gibt es ein !ZO E N, so ddaO lfk(x)l > E in R fiir alle 
k 2 ko gilt. 1st w = w(r) E C;((O,&),R) eine zulBssige Testfunktion rnit 

und somit 
d ( f , Q )  = lim d( fk ,Q)  = O  

k-m 

im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit gibt es ein E E f2 rnit f (c)  = 0. 
q.e.d. 

Satz 4. Seien Funktionen fo ,  fi E AO(Q) rnit 1 fo(x) - fi(x)l < I f l(x)l fur alle 
x E aQ gegeben. Dann gilt 

Beweis: Wir verwenden die lineare Homotopie 

f&) = ~ f o ( x )  + (1 - d f i ( x ) ,  x E n, 7 E Lo, 11, 

und erhalten wegen f,(x) # 0 fiir alle x E aQ und alle T E [O, 11 rnit Sat,z 2 

Definition 3. Sei Q C Rn eine beschrankte, offene Menge, und f (x) : aQ + 
Rn \ 10) sei stetig. Weiter sei f ( x )  : Rn + Rn E CO(Rn, Rn) mit f ( x )  = f ( s )  
fiir alle x E aQ eine stetige Fortsetzung von f auf den En. Dann setten wir 

u ( f ,  8 0 )  := d ( f ,  0) 

fur die Ordnung uon f in Bezug auf den Punkt z = 0.  

Bemerkungen: 

1. Nach dem Tietzeschen Erg&nzungssatz existiert stets eine Fortsetzung f^ 
von f .  

2. Wegen Satz 4 ist u ( f ,  an) unabhangig von der gewahlten Fortsetzung 

Mit Definition 3 erhalt,en wir als Folgerung aus dem Homotopielemma den 

Satz 5 .  Sei f r (x)  = f ( x , ~ )  : aQ x [a, b] + Rn \ {0)  E Co(aQ x [a, b]) eine 
stetige Schar nullstellenfreier Abbildungen. Dann folgt u(f, ,aQ) = const in 
h b l .  
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53 Geometrische Existenzsatze 

Hilfssatz 1. Sei R C Rn eine beschrankte, offene Punktmenge und f ( x )  = 
E ( X - c ) ,  x E R,  wobei E = f 1 u n d t  E R gewdhlt sind. Dann gilt d ( f ,  R )  = zn. 

Beweis: Es gibt ein 7 > 0, so dal3 1 f (x)l > 1) fur alle x E an gilt. Sei w E 
C:((O, I ) ) ,  R) eine zulassige Testfunktion rnit 

I ~(1x1)  dx = I 

R" 

Dann folgt 

Satz 1. Sei f?(x) = f ( x ,  7 )  : 2 x [a, b] + Rn E C 0 ( 2  x [a, b], Rn) eine Schar 
von Abbildungen mit 

f ,(x) f 0 fiir alle z E af2 und alle r E [a, b] 

Weiter gelte 
fd.) = (a: - 0, a: E 0, 

mit einem E E R. Dann gibt es zu jedem 7 E [a, b] ein x, E f2 mit f ( x , , ~ )  = 0. 

Beweis: Das Homotopielemma und Hilfssatz 1 liefern 

d(f,, R )  = d(f,, R )  = 1 fiir alle r E [a, b].  

Somit existiert nach 5 2, Satz 3 zu jedem T E [a, b] ein x, E R rnit f (x,, 7 )  = 0. 
q.e.d. 

Satz 2. (Brouwerscher Fixpunktsatz) 
Jede stetige Abbildung f ( x )  : B + B der Einheitskugel B := { x  E Rn : 1x1 5 
1 )  in sich besitzt einen Fixpunkt [ E B,  fiir welchen also E = f (c) gilt. 

Beweis: Wir betrachten fiir alle r E [O,  1) die Abbildung 

welche die Randbedingung 

I f ~ ( x ) l  2 1x1 - r1f ( x )  1 2 1 - r > 0 fur alle x E a B  und alle r E [O,1) 
0 

erfiillt. Nach Satz 1 gibt es zu jedem T E [O, 1) ein x, EB rnit f,(x,) = 0 
bzw.rf(x,) = x,. Wir wahlen nun eine Folge T, t 1 fiir n + co, so dal3 
{x,},=I,~ ,... in B konvergiert. Dann folgt 

Bemerhng: Der Brouwersche Fixpunktsatz gilt auch fiir jede zn B homiiomor- 
phe Menge. 
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Satz 3. (Igelsatz von Poincare und Brouwer) 
Sei n E W gerade. Mit 

bezeichnen wir die n-dimensionale Sphiire im Cn+'. Dann gibt es kein tan- 
gentiales, nullstellenfreies und stetiges Vektorfeld auf der Sphare Sn.  

Beweis: Ware 9 : Sn + Cnn+' ein solches Vektorfeld, so wiiren lip(x)l > 0 
und (ip(x), x )  = 0 fur alle x E Sn erfullt. Wir betrachten nun zu E = f 1 die 
Abbildung f ( x )  := E X ,  x E Sn ,  und die Homotopie 

fur alle x E Sn und alle 7 E [O, 11. Nach 3 2, Satz 5 folgt 

unter Benutzung von Hilfssatz 1. Fiir gerades n wurde also 

folgen. Dm ist aber ein Widerspruch! 

54 Der Index einer Abbildung 

Wir wollen nun die Indexsummenformel im Falle n = 2 auf beliebige Dimen- 
sionen ubertragen. Im Zusammenhang damit werden wir die Ganzzahligkeit 
des Abhildungsgrades nachweisen. Wir beginnen mit dem 

Hilfssatz 1. Seien Rj  c Cn, j = 1,2, zwei besehrdnkte, offene, disjunkte 
Mengen und R := Rl U Rz .  Weiter sei f ( x )  E A O ( R )  eine stetige Abbildung 
rnit 

f ( x )  # 0 fir alle x E an, u aRz.  

Dann gilt 
d ( f , R )  = d ( f , R l )  +d(f ,L' , )  

Beweis: Fur ein hinreichend kleines E > 0 gilt 1 f ( x )  I > E fur alle x E anl UaRz , 
und es gibt eine Folge von Funktionen { fk}k=l ,~ ,  ... C A1(R)  mit f k  + f 
gleichmafiig auf 77 und 1 fk(x)l > E fiir alle x E an1 U an2 und alle k 2 ko. 1st 
w E C ~ ( ( O , E ) , C )  eine zulassige Testfunktion mit J w(lyl)dy = 1, so folgt fiir 

R" 
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Somit ergibt sich d ( f ,  Q)  = d( f ,  Ql) + d ( f ,  Q2). q.e.d. 

Hilfssatz 2. Auf der beschrankten, offenen Menge C C Rn sei eine Funktion 
f E Ao(C) mit der Nullstellenmenge 

gegeben, und es sei QO C C eine offene Menge mit der Eigenschaft F C (20. 
Dann gilt 

d ( f ,  Q )  = d ( f ,  Con,). 

Beweis: Setzen wir Ql :=(QTCo), so folgt C \ anl = Co u Ql. Wegen 
f ( x )  # 0 fiir alle x  E 2 1  liefert 5 2, Satz 3 die Aussage d ( f ,  Ql) = 0. Nun gilt 
nach Hilfssatz 1 

Definition 1. Sei f ( x )  E AO(Q). Fur ein z  E Q und ein hinreich,end kleines 
E > 0 gelte f ( z )  = 0 und f ( x )  # 0 fir alle 0 < lx - zl 5 E .  Dann nennen wir 

i ( f ,  z )  := d( f ,B&))  

den Index won f im Punkt x  = z.  Dabei ist B,(z) := { x  E IWn : lx - tl < E } .  

Satz 1. Sei f E AO(C) ,  und die Gleichung f (x )  = 0,  x  E n, besitze p paar- 
weise uerschiedene Losungen ~ ( ' 1 , .  . . , x(p) E (2. Dann gilt 

P 

d ( f , C )  = x i ( f , x ( j ) ) .  
j=1 

Beweis: Wir w&hlen ein hinreichend kleines E > 0, so daO die offenen Mengen 

paarweise disjunkt sind. Die Hilfssatze 1 und 2 liefern nun 
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Hilfssatz 3. Sei A = (aij)i,j=l,...,n eine reelle n x n-Matrix mit det A # 0. 
Dann existieren eine orthogonale Matrix S = ( s ~ ) ~ , + ~ , . . . , ~  und eine symme- 
trisehe, positiv-definite Matrix P = (P,),,~=~ ,...,,, so daj3 

gilt. 

Beweis: Wegen det A # 0 gibt es eine positiv-definite Matrix P mit P2 = AtA. 
Es ist namlich die Matrix AtA symmetrisch und positiv-definit wegen 

(AtAx,x)  = I A X ~ ~  > 0 fiir alle x E Rn \ {O] 

Somit giht es nach dem Satz uber die Hauptachsentransformation eine ortho- 
gonale Matrix U nnd positive Eigenwerte X I , .  . . ,An  E (0 ,  +m), so daO 

A1 

AtA = Ut o A o  U mit A = ( . :) : Diag(Xl, . . . , An) 

gilt. Mit 

erhalten wir eine symmetrische positiv-definite Matrix, die 

erfiillt. Es folgt 

und somit 
lPxl=IAxI furalle x e R n  

Wir betrachten nun die Matrix S := A o P-l. Fiir alle x E Rn gilt 

Somit ist S ort,hogonal, und es folgt die gewunschte Darstellung A = S o  P. 
q.e.d. 

Satz 2. Zu E > 0 sei f E C1(BE(z) ,Rn)  mit f ( z )  = 0 und J,((z # 0 gegeben. 
Dann gilt 

i ( f , z )  = sgn Jf(( t )  E {il). 

Beweis: Es gibt eine reelle n x n - Matrix A, so daO 

f (2)  = A(x - z )  + R(x)  fiir alle lx - zl 5 QO mit 0 < QO < E 
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gilt. Dabei ist det A = Jf(z) # 0 erfiillt, nnd es gilt 

Nach Hilfssatz 3 gibt es eine Zerlegung A = S o P mit einer orthogonalen 
Matrix S und einer positiv-definiten, symmetrischen Matrix P. Zu 

betrachten wir die Schar der positiv-definiten, symmetrischen Matrizen 

P, := Ut o Diag T + (1 - 7)Xlr.. . , T + (1 - T ) x ~ )  o U, ( 
die Po = P und Pl = E erfiillen. Hierbei bezeichnet E die Einheitsmat,rix. 
Sind X,i, > 0 der kleinste Eigenwert yon P und X := min(l,X,i,) > 0, so 
gilt 

= (Ut o ~ i a ~ ( [ . r  + (1 - .r)X1I2,. . . , [T + (1 - T)X,]~)  o UX,X) 

> (Ut o Diag(X2,. . . , X2) 0 UZ,Z) 

also 
lPrxl 2 X1x1 ftir alle x E Rn und alle T E [O, 11. 

Wir betrachten nun die Schar von Abbildungen 

Offenhar gelten 

Weiter schatzen wir fiir alle x E IWn mit lx - 21 = Q E (0, en] wie folgt ab: 

falls po > 0 hinreichend klein gewahlt wird. Somit folgen nacb dem Homoto- 
pielemma 
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d(f,, B,(z))  = const fur T E [O, 11 

und insbesondere 

so folgt 

d(g, Be ( z ) )  = w ( ~ g ( z ) l ) & ( x ) d x  = (det S )  u ( l x  - zl)dx = det S 

Is-zl<e 
J 

R" 

lnsgesamt erhalten wir also i ( f ,  z )  = det S = sgn J f  (2) .  q.e.d. 

Satz 3. Die Abbildung f : n + Rn sei stetig, und die Gleichung 

besitze endlich viele Losungen x @ ) ,  . . . , x ( ~ )  E Q. In der Umgebung der 
Nullstellen x ( ~ )  sei f stetig differenzierbar, und es gelte J ~ ( x ( " ) )  # 0,  
u = 1 , .  . . , N .  Dann gilt 

N 

d ( f ,  n) = sgn J f  (x(")) = N+ - N- 
u=1 

Dabei geben N+ und N -  die Anzahl der Nullstellen mit sgnJf = +I 
bzw. sgnJf = -1 an. 

Beweis: Dieser folgt sofort aus den Satzen 1 und 2. q.e.d. 

Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes an die Funktion f ergibt sich 
damit insbesondere, daf3 der Abbildungsgrad von f ganzzahlig ist. Dies wollen 
wir im folgenden auch fur beliebige Funktionen f E AO(Q) mit f Ian # 0 
nachweisen. 

Hilfssatz 4. Mit a = (a l , .  . . , a , )  E Rn und h > 0 erkliiren wir den Wurfel 

und betmchten eine finktion f ( x )  = ( f l ( x 1 , .  . . ,x,), .  . . , f , ( x ~ , .  . . ,$ , ) I  : 

W + Rn E C1(W,  Rn). Die zugehbrige Bildmenge bezeichnen wir mit 

w* := f ( W ) .  



192 111 Der Brouwersche Abbildungsgrad rnit geometrischen Anwendungen 

Fur die Funktionalmatrix 

bezeichnen wir mit 

I = ( i,j=l ) ax = ( )  ?,=I , x t lu 

ihre Norm. Es gebe eine Konstante M E [O,  +m) und ein E E (0,  +m), SO daJ 

gelten. SchlieJlech existiere ein E E W mit Jf (0 = 0. 

Dann gibt es eine Funktion ip = ip(y) E C:(Rn, [ O , l ] )  mit ~ ( y )  = 1 fur alle 
y E W * ,  so daJ 

P / ip(y)dy I K ( M , n ) h n ~  
R" 

rnit der Konstante K ( M , n )  := 4 n f i n M n - 1  richtig ist 

Bemerkung: Somit kann das auOere MaO der Menge W* durch K(M,n)hn€  
abgeschatzt werden. 

Beweis von Hilfssatz4: 

1. Man stellt leicht fest, daO die Aussage des Hilfssatzes invariant unter 
Translationen und Drehungen ist. Wir konnen also ohne Einschrankung 
f (0 = 0 annehmen. Wegen Jf (0 = 0 existiert ein z E Rn \ {O} rnit 
t o a f ( Q  = 0. Nach Ausfuhrnng einer Drehung konnen wir ohne Ein- 
schrankung z = en = (0 , .  . . ,0 ,1)  E Rn annehmen, also 

2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert nun fiir jede Kompo- 
nentenfunktion 

rnit einem idi) = ( +t i ($  - 5) und ti E (0,  I ) ,  i E { I , .  . . , n } .  Somit folgt 

( x )  v ( ) -  5 M h  i = 1, ..., n -  1, 
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3. Sei die Funktion @ E Ct(R, [O, 11) mit 

gegeben. Wir setzen 

Es gelten p E Ci(Rn, [O,l]) und p(y) = 1 fiir alle y E W** > W*. Weiter 
erhalten wir 

Satz 4. (Sardsches Lemma) 
Seien f2 C Rn eine offene Menge und f : f2 + IhSn E C1(f2,1hSn) eine stetig 
differenzierbare Abbildung. Ferner sei F C f2 kornpakt und 

die Menge ihrer kritischen Werte. Dann ist F* eine n-dimensionale Lebesgue- 
Nullmenge. 

Beweis: Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, daO F ein Wiirfel ist: 

Wir nehmen nun eine gleichmaOige Zerlegung des Wiirfels W in N n  Wiirfel 
der Kantenlejlge fi mit N E W, indem wir auf den Achsen die Zerlegung 
ai + j% mit i = 1,. . . , n ,  j = 0,1,. . . , N zugrunde legen. Damit erhalten wir 
die Wiirfel We, a = 1,. . . , Nn, mit den Eigenschaften 
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Der Durchmesser eines Wurfels W, herechnet sich gems 

h 
diam (W,) = f i  - . 

N 

Wir setzen nun 

~ : = s u p l l a f ( ~ ) I I  und E N : =  SUP I l a f ( x l ) - ~ ~ ( x " ) I I .  
zEW Z' ,Z ' 'EW .'-."<+ 

Sei N c {I,. . . , Nn} die Indexmenge, die zu den Wiirfeln We gehort, welche 
mindestens einen Punkt E W, mit Jf(<) = 0 enthalten. Dann folgt 

Nach Hilfssatz 4 gibt es nun ftir jedes a E N eine Funktion ip, = ip,(y) E 

c:(Rn, [a, 11) mit ip&) 2 XW: ( Y ) ,  Y E Rn, sowie 

Dabei bezeichnet X A  die charakteristische Funktion einer Menge A. Es folgt 

und fiir die Funktion C i p a ( y )  E C:(Rn, [0, fm)) gilt 
nEN 

far alle N E W. Ftir N + oo folgt schliefilich EN J. 0, und somit ist W* eine 
n,-dimensionale Lebesguesche Nullmenge. 

q.e.d. 

Satz 5. (Generische Endlichkeit) 
Sei n c Rn eine beschr(inkte, offene Menge und f E A1(Q) mit inf 1 f(x)l > 

xE8n 
E > 0. 
Dann gibt es ein z E Rn mit lzl 5 E ,  so daj3 folgendes gilt: 

(1) Die Gleichung f (x)  = z ,  x  E 2, hat hochstens endlich viele Losungen 
x @ ) ,  . . . , Z ( N )  E n. 

(2) Fur Y = 1,. . . , N ist J ~ ( x ( ' ) )  # 0 richtig. 
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Beweis: Sei 
F : = { x E n :  I f ( x ) l < ~ ) ,  

so ist F  C Rn kompakt, und es gilt F  C Q. Die Menge 

F  .- y f ( x )  : x  E F, Jf ( x )  = 0) * . - {  = 

der kritischen Werte von f ist nach dem Sardschen Lemma eine Lebesguesche 
Nullmenge. Somit existiert ein z E Rn mit lzl 5 E und t @ F*. Wir zeigen nun, 
daO mit diesem z die Eigenschaft (1)  gilt: Angenommen, die Gleichung f ( x )  = 
z hatte unendlich viele Losungen xl ,  x 2 , .  . . E n, und ohne Einschrankung 
gelte xu + E fiir v + m. Wegen f ( x u )  = f ( S )  = z ftir alle v E W wtirden sich 
die z-stellen von f im Punkt < haufen. Da aber E E Q  und Jf ( E )  # 0 ist, ist f 
dort lokal injektiv, und wir erhalten einen Widersprnch. Folglich giht es nur 
endlich viele Losungen der Gleichnng f ( x )  = z, x  E n, die offenbar alle die 
Eigenschaft (2) haben. 

q.e.d. 

Satz 6. Seien Q  c Rn eine besehr$nkte, offene Menge und f : 2 + Rn E 
AO(Q) eine stetige Abbildung mit f ( x )  # 0 fiir alle x E an. Dann ist d ( f ,  Q )  E 
Z richtig. 

Beweis: Offenbar genugt es, Abhildungen f E A1(Q) zu hetrachten. Wir 
wilhlen eine Folge von Pnnkten {z"},=1,2,... C Rn \ f (aQ),  die nicht krit,i- 
sche Werte von f sind und 

lim t" = 0 
u t m  

erfiillen. Fur die Funktionen 

fu(x)  := f (2 )  - z", x  E 2, v E W, 

gilt d(f,, Q )  E Z nach Satz 5 und Satz 3, und es gibt ein vo E W, so daB 

d ( f , Q ) = d ( f , , Q )  fiiralle V > U ~  

richtig ist. Somit folgt d ( f ,  Q )  E Z. q.e.d. 

55 Der Produktsatz 

Sei f E A1(Q) mit 0  < E < inf 1 f ( x )  1 ,  und w E C: ( (0 ,  E ) ,  R) sei eine zuliissige 
sEaR 

Testfunktion mit 

/u(lul) du = 1. 
B!" 

Dann gilt die Identitat 
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Wir wollen nun diese Identitat auf beliebige Testfunktionen ip  E C:(Rn \ 
f(aQ),R) verallgemeinern. Dieses Ergebnis nutzen wir dann, um eine Be- 
rechnungsvorschrift fur den Abbildnngsgrad d ( g  o f ,  n , ~ )  einer verketteten 
Funktion g o  f mit f ,  g E Co(Rn) herzuleiten, den sogenannten Produktsatz. 

Definition 1. Sei 0 C Rn eine offene Menge und x E 0. Dann nennen wir 
die Menge 

es ezistiert ein ip(t) : [O,  11 + 0 E CO([O, 11) 

mit ip(0) = x, ip(1) = y 

die Zusammenhangskomponente uon x in 0 .  

Bemerkungen: 

1. Die Zusammenhangskomponente G, ist die gri5Bte offene und zusam- 
menhangende Teilmenge von 0, die den Punkt x enthalt. 

2. Sind G, und G, zwei Zusammenhangskomponenten, so ist entweder G, fl 
G, = 0 oder G, = G, erfiillt. 

Sehr leicht beweist man den 

Hilfssatz 1. Jede offene Menge 0 C Rn l@t sieh in abzMlbar uiele Zusam- 
menhangskomponenten zerlegen, d.h. es gibt Mengen {Gi}iEr mit der Index- 
menge I c N, so daj Gi fl G j  = 0 fur i , j  E I met i # j und 

o=UG; 
; € I  

riehtig sind. Die Zerlegung ist dabei bis auf Umordnungen eindeutig. 

Definition 2. Zu einer finktion ip E C:(Rn) nennen wir 

den Pager uon 9. 

Hilfssatz 2. Sei die offene Menge 0 C Rn zerlegbar in die Zusammenhangs- 
m 

komponenten {Gi}i=1,2 ,..., d.h. 0 = LJ Gi, und sei ip E C:(O). Dann gilt 
i=l 

m / ip(x)dx = / ~ ( x )  dx, 
0 i=l Gi 

wobei die Reihe nur endlieh uiele niehtversehwindende Terme besitzt. 



$5 Der Produktsatz 197 

Beweis: Wir erklaren die Funktionen 

Nun gibt es ein No E N so daB ipi(x) = 0, x E Rn, fiir alle i 2 No richtig ist. 
Ware dieses namlich falsch, so gibt es Punkte x(ij) E G i j ,  j = 1 ,2 , .  . ., mit 
il < i a  < . . . und i p ( ~ ( ~ j ) )  # 0. Da 

gilt und supp ip kompakt ist, klinnen wir wiederum nach Auswahl einer Teil- 
folge ~ ( ~ j )  + [ ( j  + m) mit einem [ E supp ip C 0 erreichen. Bezeichnen wir 
mit Gi. = GE die Zusammenhangskomponente von [ in 0, so gibt es also ein 
jo E N, so daB x(ii) E Gi. fiir alle j 2 jo gilt. Das steht jedoch im Widerspruch 
zu E G i j ,  j = 1 ,2 , .  . . Somit folgt 

Definition 3. Sei f E AO(Q) und z E Rn \ f (aQ) .  Dann setzen wir 

fiir den Abbildung.9grad von f bez. dem Punkt r 

Hilfssatz 3. Sei G C Rn \ f (an) ein Gebiet, so gilt 

d ( f ,  Q, z )  = ems t  fiir alle z E G. 

Beweis: Fiir zwei beliebige Punkte 20, zl E G betrachten wir den Weg 

Nun ist f ( x )  - p i t )  mit x E Q, t E [O, 11 eine Homotopie. Es folgt 

und insbesondere ist d ( f ,  Q , zo )  = d ( f ,  a, z l ) .  q.e.d. 

Definition 4. Sei G C Rn \ f ( 8Q)  ein Gebiet, so setzen wir 

d ( f , Q , G )  := d ( f , Q , z )  fiir ein r E G. 
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Bemerkung: Seien Q C Rn eine offene, beschrankte Menge und f E A0(Q). 
Dann ist f(an) c Rn kompakt. Seien {Gi}i=1, ..., N~ mit NO E {O, 1,.  ..,+a} 
die heschrankten Zusammenhangskomponenten von Rn \ f (an) und G,  die 
unbeschrankte Zusammenhangskomponente, so gilt 

No 

R~ \ f (an) = U G~ u G,  
i=l 

Da es nun einen Punkt z @ f (2) giht, folgt 

Sat2 1. Sei {fk}k=1,2, ... C A1(Q) eine Folge uon Funktionen, die gleichmdflig 
a u f E  gegen die Funktion f E Ao(Q) konuergiert. Ferner sei 

die Zerlegung i n  Zusammenhangskomponenten. Zu jeder Funktion ip E Ci(Rn\ 
f (an)) gibt es dann eine Zahl k* = kY(ip) E W, so daj3 

flir alle k 2 k* n'chtig ist. Dabei hat die Reihe auch i m  Fall No = +w nur 
endlich viele nichtverschwindende Temne. 

Beweis: 

1. Da supp ip n f (an) = 0 gilt und beide Mengen kompakt sind, giht es ein 
EO > 0, SO daO 1 f (x) - zl > EO fiir alle x E an und alle z E supp ip richtig 
ist. Da f k  + f gleichmaig auf E konvergiert, giht es ein k' = k*(ip) E N, 
so da!3 

gilt. Sei w E C;((O, I ) ,  R) eine zul&sige Testfunktion mit J w(ly1) dy = 1. 
R" 

Fiir E E (0, EO] setzen wir 
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2. Fiir alle z E supp 9 und alle k 2 k" (9) gilt nun 

n 

Integration von p(r)O(z) E C,O(Rn \ f ( 8 0 ) )  liefert 

Andererseits gilt wegen Hilfssatz 2 

+ 2 ( /,zl dz )  4 ,  0, Gi). 
i=l Gi 

wobei die Reihe nur endlich viele nichtverschwindende Terme hat. Fiir 
E + O+ erhalten wir wegen 

lim / d Z ~ W . ( l f ~ ( x )  - *I) dz = p ( f k ( x ) )  fiir x E 0 gleichmBUig 
E+O+ 

R" 

die Identitat 

Satz  2. (Produktsatz) 
Seien f , g  E CO(Rn,Rn),  und sei 0 c Rn offen ulln besehrankt. Wir setzen 
E := f ( 8 0 ) .  Mit { D i ) i = ~  ,..., N ~ ,  NO E { O , l r . .  .,+M), bezeichnen wir die 
beschrankten Zu,sammenhangskomponenten von Ra \ E. Sehliejllieh wahlen 
wir ein r E Rn \ g(E).  Dann gilt die Identitat 

No 

o f ,  0, z )  = Z d ( f ,  0, Di) d(g, Di, 21, 
i=l 

wobei die Reihe nu,r endlich niele niehtversehwindende Terme hat. 
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Beweis: (L.Bers) 

1. Wir setzen 
h(x) := g a f (x) .  

Nach dem WeierstraDschen Approximationssatz aus Kap. I, 5 1 klinnen wir 
Folgen {fi(z)}l=l,z ,... C C1(Rn,Rn) und {gk(y)}k=~,~  ,.. c C1(RnrRn) 
wahlen, die gleichmaDig auf jedem Kompaktum gegen f (x )  bzw. g ( y )  kon- 
vergieren. Wir erklken noch die Funktionen 

Damit folgen 
hk(x) + h(x) fur k + oo 

sowie 
hkl (x )  + hk(x) fiir 1 + oo 

gleichmaig auf jedem Kompaktum. 
2. Es gibt ein E > 0, so daD 

lh(x)-21 > E ,  Ihk(x)-tl > E fiir alle x E an und alle k 2 k o ( ~ )  

richtig ist. Wir wahlen nun eine znlassige Testfunktion w E Ci((0,  E),R) 
mit der Eigenschaft J w(lul)du = 1. Dann gilt fiir alle k 2 ko(&) nnd 

R" 
12 lo(k) die Identitat 

Setzen wir 

so liefert Satz I 

fur k 2 ko. Hierbei sind nur endlich viele Terme der Summe ungleich 0. 
Beachten wir noch 
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so folgt 

d(hk, n, z )  = d(h, Q, z )  fiir alle k > kl 

gilt. Weiter gibt es ein icz > k l ,  so daO 

d(gk, Di, Z )  = d(g, Di, z )  fiir alle k > kz und alle i = 1,. . . ,No 

richtig ist. Insgesamt erhalten wir 

56 Die Stitze von Jordan-Brouwer 

1st F C Rn eine kompakte Punktmenge, so bezeichnen wir mit N ( F )  E 
{0,1,. . . , +KJ) die Anzahl der beschrankten Zusammenhangskomponenten 
von Rn \ F. 

Satz 1. (Jordan-Brouwer) 
Gegeben seien zwei homaomorphe kompakte Mengen F und F* im Rn. Dann 
gilt N ( F )  = N ( F * ) .  

Beweis: ( J .  Leray) 
Da F und F* homijomorph sind, gibt es eine topologische Abbildung f^ : 
F + F* mit der Umkehrabbildung f-' : F* + F. Mit dem Tietzeschen 
Erganzungssat,~ konstruieren wir Abbildungen f ,  g E CO(Rn)  mit f ( x )  = f ( z )  
fiir alle x E F und g(y) = f - l ( y )  fiir alle y E F*. Wir nehmen nun 

an und kiinnen 0.E. von N* < N ausgehen. Somit ist N* endlich. Wir bezeich- 
nen mit {Di}i=l, ..., N und {D;}i=l,.,., N* die beschrankten Zusammenhangs- 
komponenten von Rn \ F bzw. Rn \ F*. 1st z E Dk und k E { I , .  . . , N* + I ) ,  
so liefert der Produktsatz 
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Nun gibt es ein E = (G, . . . ,&+I) E RN'+' \ {O) mit 

Somit erhalten wir in 

einen Widerspruch. Die Annahme N # N* war also falsch, es gilt die Gleich- 
heit. 

q.e.d. 

Satz 2. (J.-B.) Sei S' C Rn homdomorph zur Einheitssphare S = {x E 
Rn : 1x1 = 1) mit der topologischen Abbildvng f^ : S + S*.  Dann zerlegt 
die topologische Sphare S* den Rn in ein beschranktes Gebiet G I ,  das wir 
lnnengebiet nennen, und ein unbeschranktes Gebiet Gz, das wir Auflengebiet 
nennen. Flir j gilt 

f 1, fur z E G1 
4, s, 2)  = 

0, fiirz E Gz 

Beweis: Wie im Beweis von Satz 1 setzen wir die Abbildnngen f^ : S + S* 
und f 1  : S* + S zu stetigen Abbildnngen f bzw. g auf den Rn fort. Da die 
Sphare S den Rn in ein Innengebiet und ein Auflengebiet zerlegt, folgt 

nach Satz 1. Fur die Abbildung g o f gilt g o f (x) = x fiir alle x E S .  Der 
Produktsatz liefert 

l = d ( g 0 f , B , O ) = d ( f , B , G 1 ) d ( g , G 1 , 0 ) ,  B:=Bl(O) .  

Aus der Ganzzahligkeit des Abbildungsgrades folgt R r  z E G I  

U ( ~ , S , Z )  = d ( f , B , G l )  = i l .  
q.e.d. 

Bemerkumg: Im Fall n = 2 erhalten wir den Jordanschen Kuruensatz, im Fall 
n E N sprechen wir vom Brouwerschen Spharensatz. 

Satz 3. U, bezeichne eine n-dimensionale Umgebvng des Punktes z E Rn, 
und die Abbildung f : U, + Rn sei injektiv und stetig. Weiter gelte f ( z )  = 0. 
Dann folgt i ( f ,  z )  = 51. 

Beweis: Sei zunkchst Q > 0 so klein gewahlt, daB B,(z) := {x E Rn : 
- 

lx - zl < Q }  die Bedingung B,(z) C U, erfiillt. Wir betrachten dann die 
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Sphare S := aB,(z) und die topologische Sphare S" := f ( S ) ,  wobei G1 das 
Innengehiet von S* hezeichne. Nach Satz 2 gilt 

Nun sei y' E G1 mit dem Urbildpunkt x' E B,(z) gewahlt, es gilt also f (x1)  = 
y'. Die Strecke 

hat als Bild s* := f ( s )  C Rn \ S*. Da y' = f ( x l )  E J* in G1 liegt, folgt 
0 = f ( z )  E G I .  Wir erhalten somit 

Satz 4. (Gebietsinvarianz) 
Sei G C Rn ein Gebiet und f : G + Rn eine stetige, injektiue Abbildung. 
Dann ist G* := f (G)  wieder ein Gebiet. 

Beweis: Da G zusammenhangend und f stetig ist, folgt zunachst, daf3 G* = 
f (G)  zusammenhangend ist. Wir zeigen - die Offenheit von G*: Sei z E G 
beliebig und @ > 0 so klein gewtihlt, daO B,(z) C G erfiillt ist. Fur die stetige, 
injektive Abbildung 

gilt i ( g ,  z )  = i 1  nach Satz 3. Somit folgt 

Mit einem hinreichend kleinen E > 0 gilt 1 f ( x )  - f (z)l > E fiir alle x E aB,(z). 
Wir erhalten nun aus dem Homotopiesatz 

Fiir alle C E Rn mit IC - f (z)I < 5 existiert also ein x E B,(z) mit f ( x )  = C. 
Das hedeutet B+ ( f  ( 2 ) )  C f (G) .  Somit ist f eine offene Abbildung, und die 
Menge G' = f (G)  ist ein Gebiet. q.e.d. 

Den Satz 2 erganzend beweisen wir noch den 

Satz 5. (J.-B.) Jede topologisch,e Sph,hre S* C En zerlegt den Rn in ein 
Innengebiet GI  und ein AuJengebiet G z ,  d.h. 

und es gilt aG1 = S* = aGz. 
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Beweis: Wir haben nur aGi = S* fiir i = 1,2  zu zeigen. Sei f : S + S' 
die topologische Abhildung, und sei i E S' ein beliebiger Punkt. Wir setzen 
dann 5 := f - I ( ? )  E S und hetrachten die Mengen 

mit S = E U F.  Gehen wir zu den Bildmengen E* := f ( E )  und F* := f ( F )  
iiber, so folgt S* = E* U F*. Da Rn \ F zusammenhangend ist, bleibt nach 
Satz 1 auch Rn \ F* zusammenhangend. Somit gibt es zu festen Punkten 
a1 E GI nnd a2 E Gz einen stetigen Weg ?r, der a1 und a2 verbindet und F* 
nicht trifft. Da jedoch S* die Gebiete GI und Gz trennt, folgt ?in S* # 0 nnd 
somit ?r n E* # 0. 1st nun a; E ?r der erste Punkt von a1 aus, der E* trim 
und a; E ?r der erste Punkt von a2 aus, der E* trifft, so wahlen wir Punkte 
a: E Gi, i = 1,2, auf T mit la; - ail 5 E .  Lassen wir nun E J 0 gehen, so 
erhalten wir Punktfolgen {atj}j=1,2 ,.. c Gi, i = 1,2, mit 

Somit folgt aG1 = S* = aG2. q.e.d. 



Verallgemeinerte analytische Funktionen 

Die Theorie der analytischen Funktionen von einer und mehreren komple- 
xen Veranderlichen wurde von Cauchy, Riemann und WeierstraD hegriindet 
und zahlt zu den schijnsten mathematischen Schlipfungen der Neuzeit. Wir 
empfehlen die Lehrbiicher Behnke-Sommer [BS], Grauert-Fritzsche [Gr], [GF], 
Hurwitz-Courant [HC] und Vekua [V]. Zur Untersuchung der analytischen 
Funktionen hez. ihrer differenzierbaren Eigenschaften legen wir die Integral- 
satze aus Kapitel I zugrunde und bez. ihrer topologischen Eigenschaften die 
Windnngszahl aus Kapitel 111. Wir erhalten so einen direkten Zugang auch zu 
den Losungen der inhomogenen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung. 

$1 Die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichung 

Wir beginnen mit der 

Definition 1. Auf der offenen Menge Q C C! sei die finktion f = f ( z )  : 
Q + C! erklart, und zo E (2 sei ein beliebiger Punkt. Dann heiJt f komplex 
differenzierbar im Punkt zo, wenn der Grenzwert 

lim 
t - z0 

*#z" 

existiert. Wir nennen fl(zo) die komplexe Ableitung der Funktion f an der 
Stelle 20. Falls f l ( z )  fur alle t E Q existiert und die finktion f' : l2 + C! 
stetig ist, nennen wir f holomorph in Q. 

Wir notieren den wohlhekannten 

Satz  1. Wenn die Potenzreihe 
m 
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fiir lzl < R mit festem Konvergenzradius R > 0 konwergiert, dann ist die 
Funktion f ( z )  in { z  E @ : lzl < R )  holomorph, u,nd es gilt 

m 

f l ( z )  = C n a n t n - ' .  
n=1 

Beweis: 

Zunachst zeigen wir die Konvergenz der Reihe 

fiir 121 < R. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Reihen kon- 
vergiert diese Reihe genau dann, wenn die Reihe 

m m 

C nantn = C bnzn mit b, := nu, 
n=1 n=1 

konvergiert. Nun gilt 

lim sup = lim sup (fi m) = lim SUP m. 
n t m  n i m  n-m 

Folglich besitzt diese Reihe den gleichen Konvergenzradius R > 0 wie - - 
C anzn. 
n=O 
Zu festem t E C mit lzl 5 Ro < R w&hlen wir ein w # t mit lwl 5 Ro 
und berechnen 

m 
f ( w )  - f '"1 = C an wn - zn 

w - z  w - z  n=O 

wobei wir gn(w, r )  := wn-I + wn-" t + . . . + zn-' fiir n E W gesetzt haben. 
Wir bemerken 

Nun liefert Teil 1 des Beweises 
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Nach dem Weierstraaschen Majorantentest folgt also die gleichmaaige 
Konvergenz der Reihe in (1)  fiir I U J ~  5 &, lzl 5 &. Vollziehen wir schlie0- 
lich in (1) den Grenztihergang w + z ,  so erhalten wir 

Jetzt sol1 der Zusammenhang zwischen komplexer Differenzierbarkeit nnd par- 
tieller Differentiation untersucht werden. 

Satz 2. Sei w = f ( z )  = f (2, y )  = u(2,  y )  + iu(x,  y )  : LJ + C in der offenen 
Menge 0 C C holornorph. Dann folgt f E C1(LJ,C), und die beiden folgenden 
gleiehweriigen Bedingungen sind erfiillt: 

beziehungsweise 
u,  = u,, u,  = -u, in 0. (3) 

Die Gleichungen (3) heij3en Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen. 

Bemerkumg: Die Funktionen u = Ref ( z )  : LJ + R und u = Im f ( z )  : LJ + R 
bezeichnen den ReaF bzw. Imaginiirteil der finktion f .  

Beweis uon Satz 2: Da f holomorph in LJ ist, existiert die komplexe Ableitung 

Mit Az = E > 0 finden wir insbesondere 

f f ( z )  = lirn f ( 2  + 4 - f ( 2 )  

rgd?~) E 

und fiir Az = i& lesen wir ah 

f ' (z)  = lim f ( 2  + i 4  - f ( 2 )  

E $ ~ " ( o >  
i~ 

= lim 
C+OEE w\{o) i& 

Es folgt also f E C1(LJ, C), und (2) ergibt sich sofort aus f ,  = f' = i f  m ' LJ. 
Ferner ist (2) wegen 
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f z  + i f ,  = (u  + iv) ,  + i (u  + iu), = (u,  - v,) + i(v, + u,) 

genau dann erfiillt, wenn (3) richtig ist. q.e.d. 

Bemerkung: Die Eigenschaft (2) holomorpher Funktionen beinhaltet die Win- 
keltreue der Abbildung w = f ( z )  in allen Punkten z E R mit f'(t.) # 0. 

Satz 3. Sei f ( z )  = u( z ,  y )  + i v ( z ,  y )  E C1(R,  C) auf der offenen Menge R C 
iR* C definiert, und es gelte (2) bzw. (3). Dann ist f in (2  holomorph. 

Beweis: Wir wenden auf u = Ref und v = Im f getrennt den Mittelwertsatz 
an. Fiir z = x + iy E f2 und Az = Ax + iAy E C! mit IAzl < E erhalten wir 

u(z  + Az)  - u(z )  = u(x + Ax, y + Ay) - u(x,  y )  

sowie 

v(z + Az)  - u(z)  = V ( Z  + Ax, y + Ay) - v(x ,  y )  

an Zwischenstellen (G, ql) ,  ( € 2 ,  '72) E Q, fiir die gilt it. - (& + iqk)l < E mit 
k = 1,2. Wir kijnnen zusammenfassen 

= { u ( z  + Az,  y + Ay) - u ( z ,  y ) )  + i { v ( z  + Az ,  y + Ay) - v(x ,  y ) )  

so finden wir 

Der Grenziibergang lAtl + 0 liefert dann 
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wobei wir f E C1(LJ,C) benutzt haben. Also ist f : LJ + C entsprechend 
Definition 1 holomorph in LJ. 

q.e.d. 

52 Holomorphe Funktionen im Cn 

Wir schlieDen mit unseren Uberlegungen an die Theorie der Kurvenintegrale 
aus Kapitel I, § 6 an. 

Seien Q c @ ein Gebiet und 

eine komplexwertige Funktion mit u, u E C1(LJ, R). Sind nun die Punkte 
P, Q  E LJ und die Kurve X E C(0, P, Q )  gegeben, so betrachten wir das 
Kurvenintegral 

mit den reellen Differentialformen 

wl :=udx-vdy ,  wz :=udx+udy .  

Nun sind die Formen wl und wz genau dann gescblossen, wenn 

in LJ gelten. Daraus folgen die Gleichungen 

Dieses ist das Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungssystem, welches a- 
quivalent ist zu der Eigenschaft, d d  f : 6' + C! holomorph ist, also in jedem 
Punkt z E LJ eine komplexe stetige Ableitung besitzt. 
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Satz 1. (Cauchy, Riemann) 
Seien Q C @ ein einfach zusammenhangendes Gebiet und f E C1(n,C!). 
Dann sind folgende Aussagen dquiualent: 

(a) f ist in n holomorph; 
(b) Realteil und Imagindrteil uon f ( x ,  y) = u(x ,  y) + iw(x, y) erflillen das 

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungssystem (1); 
(c) fiir jede geschlossene Kurve X E C(n, P, P )  mit P E L? gilt 

/ f ( z )  dz = 0; 

X 

(d) es gibt eine holomorphe Funktion F : fl + C! mit 

F ' (z )  = f ( z ) ,  z E n, 
also eine Stammfunktion F won f .  

Beweis: 

1. Die Aquivalenz ( a )  u ( b )  wurde bereits in § 1 gezeigt. 
2. Wir zeigen (b) o (c). Offenbar ist 

/ f ( z )  dz = 0 ftir alle X E C(n) 
X 

genau dann erftillt, wenn gilt 

Dies ist wiederum aquivalent zu 

dml = 0, dw2 = 0 in n 

beziebungsweise zu (1). 
3. Wir beweisen nun (c) * (d). Dazu wenden wir den Satz 1 aus Kapitel 

I ,  5 6 an. Es ist d a m  (c) aquivalent zur Existenz von Funktionen U, V E 
Ci(L?, R) mit den Eigenschaften 

Die Gleichungen (2) sind nun aquivalent zu 



52 Holomorphe Funktionen im C" 211 

Wir erhalten also mit F = U + iV eine holomorphe Funktion in f2 mit 

a 
F1(z )  = aa: F ( x ,  y) = f ( z ) ,  z E 0 .  

4. SchlieBlich zeigen wir noch (d)  + (c) .  Sei X E C ( 0 ) ,  dann gilt 

wegen X ( a )  = X(b).  q.e.d. 

Bemerkung: Die Aussage (a)  + (c)  wird als Gauchyscher Integralsatz bezeich- 
net. 

Die nachfolgenden Aussagen gelten fiir beliebige Gebiete 0 C C!, welche wir 
Kapitel I, 5 6, Satz 2 und Satz 3 entnehmen kiinnen. 

Satz 2. Sei 0 C C ein Gebiet, in dem die beiden geschlossenen Kuruen 
X , Y  E C ( 0 )  zueinander homotop sind. Weiter sei w = f ( z ) ,  z E 0, eine 
in 0 holomorphe Funktion. Dann gilt 

Bei Festhalten der Endpunkte der Kurve erhalten wir den 

Satz 3. (Monodromiesatz) 
Seien 0 C C ein Gebiet und P,Q E 0 zwei beliebige Punkte. Weiter seien 
X ,  Y E C ( 0 ,  P, Q )  zwei zueinander homotope Kuruen mit festem Anfangs- 
punkt P E 0 und Endpunkt Q E 0. Ist nun f : 0 + C! holomorph, dann 
gilt 

J f ( z )  dz = J f ( z )  dz. 
X Y 

Eine Menge B C Rn heiDt kompakt enthalten in einer Menge 0 C Rn, in 
Zeichen B cc 0, falls B kompakt ist und B c 0 richtig ist. 

Satz 4. (Cauchy, W e i e r s t r d )  
Seien 0 C C ein Gebiet, 20 E f2 sowie r > 0 so gegeben, da$ die offene 
Kreisscheibe 
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die Inklusion K CC Q erfiillt. Weiter sei f E G1(Q,C).  Dann sind folgende 
Aussagen aquivalent: 

(a) f ( z )  ist in K holomorph; 
(b) es gilt die Cauchysche Integralformel 

fur alle r E K mit C = <+ill, wobei das Integral uber die positiv orientierte 
Kreislinie zu verstehen ist; 

(e )  es gilt 
m 

f ( r ) = z a k ( ~ - z o ) ~ ,  z E K ,  
k=O 

mit den Koefizienten 

Beweis: 

1. Wir zeigen die Richtung (a )  (b ) .  Die Funktion 

ist in ihrem Definitionsbereich holomorph. Weiter sind fur alle hinreichend 
kleinen E > 0 die Kurven 

und 
Y ( t ) : = a + r e i P ,  0 < p < 2 ? r ,  

in K \ { z }  zueinander homotop. Somit folgt 
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Fiir E + O+ erhalten wir somit 

2. Wir zeigen (b )  * (c). Fiir alle z E K, C E aK gilt 

Nun ist 

so da!3 wir den Bruch in die gleichm%flig konvergente geometrische Reihe 

entwickeln konnen. Daraus folgt 

mit den Koeffizienten 

3. Die Richtung (c) J (a)  wurde 3 1 gezeigt. q.e.d. 

Bemerkung: Im folgenden verwenden wir stillschweigend die gleichmaige 
Konvergenz von Potenzreihen im Innern ihres Konvergenzbereichs. 
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Satz 5. (Identitatssatz fur holomorphe Funktionen) 
Auf dem Gebiet f2 C C! seien die beiden holomorph,en Funktionen f , g  : f2 + C! 
gegeben. Weiter sei {tk}k=1,2, ... C f2 \ {zo} eine konvergente Folge mit 

lim zk = z0 E f2 
k i m  

Beweis: Wir nehmen an, daB die holomorphe Funktion h(z)  := f (2) - g(z)  
nicht identisch verschwindet. Im Punkt zo E f2 entwickeln wir h = h(z )  in 
eine Potenzreihe 

m 

h(z)  = ak(z - z E Ke(zo ) ,  Q := dist (z0,aJ2).  
k=O 

Wegen h(z0) = 0 gibt es ein n E N mit a, # 0, so daB 

h(z)  = an(z - ~ ~ ) ~ { l +  cu(z)) mit lim a ( z )  = 0 
ziio 

gilt. Fur hinreichend kleines Q > 0 erhalten wir 

Somit folgt 
h(z)  # 0 fur alle z E Ke(zo) \ {zo} 

im Widerspruch zu 

Wir erklaren nun die Wirtingerschen Differentialoperatoren 

a a ( i t ) ,  z:=;(&+it) 

Die Funktion f ( z )  = u(x, y )  + iv(x, y )  genugt genau dann dem Cauchy- 
Ftiemannschen Differentialgleichungssystem, wenn 
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gilt. Holomorphe Funktionen genugen also der partiellen Differentialgleichung 

Eine Funktion f ( t)  = u(x, y)  + iv(x ,  y) : G' + @ E C 1 ( n ,  C!) kann man nun 
auch als Funktion der Variablen z  uud z auffassen und und $ als partielle 
Ahleitungen deuten. Diese Differentiatoren sind Glinear, und es gelten die 
Produkt- und die Quotientenregel. Weiter haben wir die 

Kettenregel: Seien f2,Q C C! zwei Gebiete und w  = f ( 2 )  : 0 + Q  bzw. cu = 
g(w)  : Q  + C! zwei C1-Funktionen. Dann ist auch die zusammengesetzte 
Funktion 

h ( z )  := g ( f  ( z ) ) ,  E Q, 

eine C1-Funktion, und es gelten 

Ferner gelten die folgenden 

Rechenregeln: Fiir eine C1-Funktion f ( z )  : Q  + @ sind 

m = fi(.), (fro) = u2) 

richtig. Fur eine holomorphe Fnnktion f  : 0 + C! ist insbesondere 

J f ( ~ ) = l f ' ( t ) 1 2 > 0  fiiralle ~ E Q  

erfiillt. Wegen (4)  sind holomorphe Funktionen gerade diejenigen, die un- 
abhejlgig von der Variablen Z sind. Diese Aussagen sind dem Buch 

R.Remmert: Funktionentheorie I. Grundwissen Mathematik 5, 2.Auflage, 
Springer-Verlag, S. 52-56, 

zu entnehmen. 1st schliefilich f : 0 + C! E C2(Q,@),  so folgt 

Wir betrachten nun holomorphe Funktionen in mehreren Veranderlichen. 

Definition 1. Eine im Gebiet f2 C C', n E  N, erklarte Funktion 

nennen wir holomorph, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 
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(a) es ist f E C0((2, C); 
(b) fur jedes feste ( 2 1 , .  . . ,z,) E (2 und k E {I,. . . ,n )  ist die Funktion 

mit 
K,, ( zk )  := { t  E C! : It - z ~ I  < ~ k }  

bei hinreiehend kleinem ~k = E ~ ( z )  > 0 holomorph 

Satz 6. (Cauchysche Integralformel im en) 
I m  Gebiet l2 C Cn sei die Funktion f = f ( z l , .  . . , zn )  : (2 + C! holomorph. 
Mit z0 = ( zy ,  . . . , $ )  E (2 und R1 > 0,. . . , R, > 0 sei aueh der Polyzylinder 

kompakt in  (2 enthalten, d.h. es gilt P C (2. Fur alle z = (21,. . . , z n )  E P gilt 
dann die Integraldarstellung 

Beweis: Die Funktion f = f ( z )  ist holomorph beziiglich der Veranderlichen 
21 , .  . . ,zn.  Wir berechnen also 

Fiihren wir Polarkoordinaten ein, so folgt auch die zweit,e Darstellung. 
q.e.d. 
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Satz 7. Sei f k ( z l , . .  . , zn )  : LJ + C!, k = 1,2, .  . ., eine Folge holomorpher 
Funktionen i m  Gebiet f2 C Cn,  die in  jedem kompakten Teilhereich von LJ C 
P gleichmdj3ig konuergiert. Dann ist die finktion 

f ( 2 1 , .  . . , z n )  := lim fk(z1,. . . , z,), z = (21,. . . , z,) E LJ, 
k t m  

in  LJ c Cn holomorph. 

Beweis: Wir verwenden die Cauchysche Integralformel im @n. Sei ein Polyzy- 
linder P wie in Satz 6 gewalt ,  so folgt fiir z E P 

f ... f = lim fk(G, . . . ,Cn)  dCl , . .dC,  
k t m  (2?rz), (6 - 21)  . . . . . (Cn - 2,) 

I<I-zPI=RI ICn-zO l=R., 

Somit ist f = f ( z )  holomorph in P. q.e.d. 

Satz 8. Unter den Voraussetzungen von Satz 6 hat man f i r  alle Punkte z = 
( a , .  . . , zn )  mit  1% - zEl < Rk, k = 1,. . . ,n, die Potenzreihenentwicklung 

f ( ~ l , . . . , ~ n ) =  ak ,... ~ , ( z ~ - z ~ ) " ' . . : ( z ~ - z ~ ) ~ "  
k ~ ,  ..., k,=O 

Dabei gilt fiir die Koefizienten 

fiir k l ,  . . . , k,  = 0 ,1 ,2 , .  . . . Sei ferner 

Dann gelten die Cauchysch,en Abschatzung.rfomeln 
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Beweis: Wie im Beweis von Satz 4 zeigt man 

fur k = 1, . . . , n. Somit folgt wegen der ahsoluten Konvergenz der Reihen 

Satz 6 liefert nun fiir alle t = ( t l , .  . . ,z,) mit Itk - zE1 < Rk, k = 1,.  . . , n ,  
die Identitat 

Die restlichen Behauptungen sind evident. q.e.d. 

Satz 9. (Liouville) 
Sei f ( ~ 1 , .  . . ,z,) : Cn + C holomorph, und es gebe eine Konstante M E 
[0, +m), so daj3 

( I ,  z , )  5 M fur alle ( z l , .  . . , zn )  E P 

gilt. Dann gibt es ein c E C, so dap 

f (z1,  ..., Z , ) = C  aufdem P 

richtig ist. Also ist jede beschr(inkte ganze holomorphe Funktion konstant. 

Beweis: Man kann f = f ( 2 )  auf dem C? um zl = 0,. . . , t, = 0 in die 
Potenzreihe 

k ,  k" ~ ( z I , . . . , z , )  = ak, ... k"Z1 . .. . ' 2 ,  

kl ,  ..., k,=O 

entwickeln. W i l e n  wir den Polyzylinder 

(21 ,..., 2,) €Cn : 1zjl < R  fiir j =  1 ,..., n )  cCn, 

so liefern die Cauchyschen Absch&tzungsformeln 

M 
lak>.k" I 5 Rkl+...+k, t o  fUr R + m  

fur alle ( k l , .  . . , k,) E W mit kl + . . . + k,  > 0. Somit folgt 

f (21,.  . . ,z,) = a0 ... 0 =: c E C fiir alle (21 , .  . . ,z,) E Cn. 
q.e.d. 
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Satz 10. (Identitatssatz im P) 
Im Gebiet R C C? seien die Funktionen f ( z )  : R + C! und g(z)  : R + C! 
holomorph. Weiter sei to = (z:, . . . , z z )  E R ein fester Punkt, an welchem 

fiir k l ,  . . . , k, = 0,1,2,.  . . erfiillt ist. Dann folgt 

f ( z )  = g(z)  fiir alle z E f2 

Beweis: Wir betrachten die Funktion 

h ( z )  := f ( 2 )  - g(z) ,  Z E n, 
und die nichtleere Menge 

Diese Menge ist offenbar abgeschlossen und auch offen, denn in jedem Punkt 
z E O ist h = h ( z )  in eine verschwindende Potenzreihe entwickelbar. Verbin- 
den wir nun einen beliebigen Punkt z1 E R mit dem Punkt z0 E 0 durch 
einen Weg 9 : [O,  11 + R E CO([O, 11, R )  mit p(0) = z0 und ~ ( 1 )  = z', so 
liefert ein Fortsetzungsargument 9([0 ,1])  C O, denn die Menge O ist offen 
und abgeschlossen. Somit folgen z1 = ~ ( 1 )  E O und damit O = 0. Dieses 
liefert h ( z )  = 0 in R ,  also f ( z )  = g(z)  in 0. q.e.d. 

Bemerkungen: 

1. Stimmen f = f ( z )  und g = g(z)  auf einer offenen Menge iiberein, so sind 
sie nach Satz 10 identisch. 

2. Stimmen f = f ( z )  und g = g(z )  nur auf einer sich im Holomorphiegebiet 
haufenden Punktfolge iiberein, so sind sie nicht notwendig identisch; man 
betrachte zum Beispiel die Funktion 

Satz 11. (Holomorphe Parameterintegrale) 
Voraussetzungen: Seien 8 C Rm und f? C P Gebiete mit m , n  E N 
Ferner sei 

eine stetige Funktion mit folgenden Eigenschaften: 
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(a) Fur jedes feste t E O ist 

holomorph. 
(b) Es gibt eine stetige Funktion F ( t )  : O + [0, f m )  E C O ( O , R )  mit 

welche die Funktion f = f ( t , z )  gleiehndflig majon'siert, d.h. es gilt 

If ( t , z ) l  2 F ( t )  fiir alle ( t , z )  E O x n. 
Behauptung: Dann ist die Funktion 

( 2 )  := 1 f ( t , )  t z € n, 
e 

holomorph i n  Q. 

Beweis: 

1. Sei Q ein abgeschlossener Quader mit Q c 8, so zeigen wir, daO die 
Funktion 

P ( z )  := 1 f (t ,  z )  dt ,  z Q, 

Q 

holomorph ist. Hierzu zerlegen wir den Quader Q mittels 

in Teilquader, deren FeinheitsmaD S ( Z k )  + 0 fur k + m erfiillt. 1st nun 
K C LJ eine beliebige kompakte Menge, so gibt es zu jedem E > 0 ein 
ko = kg(&) E N, SO daB fur alle k 2 ko die Abschatzung 

fiir alle z E K mit t(" € QQ1 gilt. Auf einem Kompaktum ist die stetige 
Funktion f = f (t ,  z )  namlich gleichmaBig stetig. Die Folge holomorpher 
Funktionen 
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konvergiert anf jedem Kompaktum K C 6' gleichmaflig nach Satz 7 gegen 
die holomorphe Funktion 

@ ( z )  := f ( t ,  2) d t ,  z  E n. J 
Q 

2. Wir schopfen nun die offene Menge O durch eine Folge RI C Rz C Ra C 
. . . C O aus, wobei jede Menge Rk Vereinigung endlich vieler abgeschlos- 
sener Quader in O ist. Nach dem ersten Punkt ist fur jedes k  E W die 
Funktion 

I P ~ ( Z )  := f ( t ,  Z )  dt ,  E n, J 
Ra 

holomorph. Weiter gilt hei beliebig vorgegebenem E > 0 

/ F ( t )  dt  ( E fur alle k 2 k o ( i ) .  

0\Ra 

Somit folgt fiir alle t E die Ungleichung 

fur k 2 b(&). Die Folge holomorpher Funktionen p k  = ipk(z) ,  k  = 
1 , 2 , 3 , .  . . , konvergiert also gleichmaflig gegen die holomorphe Funktion 

womit alles gezeigt ist. q.e.d. 

Bemerkungen: 

1. Der Ubergang von der Gleichung fi(z) = 0 zum System 

ist deshalb so leicht moglich, weil es sich um ein lineares System handelt. 
2. Zum weiteren Studium der Funktionentheorie in mehreren komplexen 

Verejlderlichen verweisen wir auf die Monographie [GF]. 
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53 Geometrisches Verhalten von holomorphen 
Funktionen in @ 

Wir beginnen mit dem 

Satz 1. Auf dem Gebiet G C @ sei f : G + C holomorph,, und es sei zo E G. 
Dann sind folgende Aussagen aquivalent: 

(a) f ist lokal injektiv u,m 20; 

(b) f ist lokal bijektiv um to; 

(c) es gilt Jf (20) > 0. 

Beweis: 

1. Die Richtung (a)  + (b) folgt aus den Satzen von Jordan-Brouwer im Rn 
ftir n = 2. 

2. Wir zeigen die Richtung ( b )  + (c). Sei dazu 

mit hinreichend kleinem Q > 0 gewiihlt. Wir setzen 

F ( z )  := f ( z )  - f (zo), z E K, 

sowie 
'p(t) := F(@eit)  # 0, 0 5 t 5 27r 

Dann liefert die Indexsummenformel 

falls die Entwicklung 

richtig ist. Dabei ist 
* ( z )  := o(Iz -zOln) 

eine Funktion. welche 

lim Q ( z )  = 0 
2-20 Iz - z01n 
z#*o 

erfiillt. Somit folgen n = 1 und F1(z0) # 0. Schliealich erhalten wir 

3. Aus dem Fundamentalsatz iiher inverse Abbildungen folgern wir die h- 
plikation (c) + (a). q.e.d. 
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Beispiel I .  Satz 1 wird falsch fur nur reel1 differenzierbare Funktionen. Be- 
trachte hierzu die Funktion 

welche bijektiv ist, deren Ableitung J f ( x )  = 2x2 in x = 0 aber eine Nullstelle 
besitzt. 

Problem: Man versuche die Aussagen von Satz 1 auf holomorphe Funktionen 

auf dem Gebiet G C C? zu ubertragen. (vgl. [GF], Kapitel 1). 

Auch fiir nicht notwendig injektive, holomorphe Abbildungen gilt der 

Satz 2. (Gebietstreue) 
Seien G c @ ein Gebiet und w = f ( z )  : G + C, z E G,  eine nichtkonstante 
holomorphe Funktion. Dann ist die Bildmenge 

wieder ein Gebiet i n  C 

Beweis: Man iihertrage den Beweis aus Kapitel 111, 5 6, Satz 4 und beachte, daD 
lokal die Funktion f = f ( z )  in einem beliebigen Punkt zo E G die Entwickluug 

f ( z )  = f (zo)  + a n ( z  - zo), + o(lz - zoln) mit a, E @ \ {0) 

besitzt. Somit erftillt die Funktion 

die Bedingungen 
i ( g ,  20) = n # 0 und g ( z )  # 0 

ftir alle z E @ mit it - zol = Q; dabei ist Q > 0 hinreichend klein gewahlt. Die 
Argumente im 0.a. Beweis liefern dann die Behauptung. 

q.e.d. 

Satz 3. (Maximumprinzip) 
In  einem Gebiet G C @ sei die niehtkonstante holomorphe Funktion f : G + 
@ gegeben. Dann gilt fiir alle z E G die Ungleichung 

Beweis: Falls M = +m gilt, so ist nichts zu zeigen. Es sei also M < +m 
erfiillt. Sei nun z E G beliebig gewiihlt, dann existiert ein 6 = S ( z )  > 0, so 
daO fiir die Kreisscheibe 
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die Inklusion 
Ba(f ( 2 ) )  c G' 

gemafi Satz 2 richtig ist. Somit folgt mit 

die Behauptung. q.e.d. 

Bemerkungen: 

1. Sind zusatzlich G heschrankt und f : G + C stetig, so gibt es ein zo E aG 
mit der Eigenschaft 

2. Durch ijbergang von f zu $ zeigt man das 
Minimumprinzip fiir holomorphe Funktionen: Fur eine nichtkonstante ho- 
lomorphe Funktion f : G + C \ {0) in einem Gebiet G C @ gilt 

I f )  1 > ;; 1 f ( )  1 fiir alle z E G. 

3. DaB die Bedingung f # 0 unverzichtbar fiir das Minimumprinzip ist, zeigt 
das 
Beispiel 2: Wir betrachten auf dem Gebiet 

die holomorphe Funktion 

Hier nimmt 1 f ( z ) l  in dem inneren Punkt z = 0 ihr Minimum an. 
4. Auf dem Gehiet G C Cn sei die Funktion f (21, .  . . , 2,) : G + C holo- 

morph. Dam folgt 

fi,(z)=O in G fiir j = l ,  ..., n. 

Wir betrachten nun das Quadrat des Betrages der Funktion, nbnlich 

und berechnen fiir j = 1,. . . , n die Ableitungen 

@ z j  = f z j f  + f f , ,  = fzj7+ fm = f Z j f  in G 
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Somit folgt 

Solche Funktionen sind subharmonisch und unterliegen dem Maximum- 
prinzip, wie wir in Kapitel V zeigen werden. 

Wir wollen nun die Spiegelung an der reellen Achse 

betrachten. Diese Funktion ist stetig in C!, und es gilt 

Bezeichnen wir die obere bzw. untere Halbebene in C! mit 

so erhalten wir die topologischen Abbildungen 

Die Funktion T = ~ ( z )  ist antiholomorph im folgenden Sinne 

Definition 1. Auf der offenen Menge Q C C hei& die Funktion f : Q + C 
antiholonorph, falls die Fvnktion 

holomorph in  Q ist. 

Satz  4. Jede 
d.h. es gilt 

holomorphe Funktion f : Q + C ist orientierungserhaltend, 

J f  ( 2 )  2 0 fur alle z  E f2. 

Jede antiholom,orphe Funktion f : Q + C ist orientierungsunkehrend, d.h. wir 
haben 

J f  ( z )  5 0 fur alle z  E f2. 

Beweis: Falls f = f ( 2 )  holomorph ist, folgt 
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1st f = - f ( z )  nun antiholomorph, so betrachten wir die holomorphe Funktion 
g ( z )  := f ( 2 )  fiir z E 0 nnd berechnen 

womit die Aussagen gezeigt sind. q.e.d. 

Satz 5. (Schwarzsches Spiegelungsprinzip) 
In  der oberen Halhehene sei die offene Menge Q+ C W+ so gegehen, dafl 

eine nichtleere offene Menge darstellt. Weiter erkldren wir die offene Menge 

und setzen 
n : = n C u r u n - .  

Sehliefllieh sei die Funktion f : f2+ U r + C! € C 1 ( Q + )  n CO(fl+ U r)  holo- 
morph in  Q+ und erfiille f (r) C R Dann ist die Funktion 

holomorph i n  der Menge Q .  

Beweis: 

1. Offenbar gilt F E C1(Q+ U W ) .  Fiir alle z E 0- berechnen wir 

Also ist F = F ( z )  holomorph in a+ U 0-. 
2. Weiter ist F = F ( z )  stetig in 0, also insbesondere auf r. Seien nun 

to E r beliebig gewahlt und {zk)k=l,2,... c Q- eine Pnnktfolge mit der 
Eigenschaft 

lim zk = zo. 
k+m 
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Dann folgt 
- - - 

lim F ( z k )  = lim f ( Z k )  = f (Zo) = f (20) 
k t w  k + w  

wobei wir beachten, daO f = f ( z )  in Q+ U r stetig ist. 
3. Wir haben noch die Holomorphie von F  = F ( z )  auf LJ zu zeigen. Sei dazu 

t o  E r ein beliebiger Punkt, so betrachten wir die Halbkreise 

mit hinreichend kleinem festen Q > 0 und E + 0 +. Mit Hilfe des Cauchy- 
schen Integralsatzes und der Cauchyschen Integralformel stellen wir fol- 
gendes fest: Fiir jedes z  E @ \ R mit lz - zol < @ gibt es ein hinreichend 
kleines E = ~ ( z )  > 0 mit der Eigenschaft 

Im Grenziibergang E + O+ heben sich die Integrale auf der reellen Achse 
gegenseitig weg, und wir erhalten 

Aus dieser Darstellungsformel erhalten wir schlieBlich die Holomorphie 
von F  = F ( z )  um den Punkt zo E T. q.e.d. 

Von fundamentaler Bedentnng ist die Spiegelung am Einheitskreis 

Diese Funktion ist holomorph mit der Ableitung 

Kombinieren wir sie mit der Spiegelung an der reellen Achse, so erfiillt die 
Funktion 

1 
f ( z ) : = 7 0 u ( z ) = z ,  Z E @ \ { O ) ,  

Z 

in Polarkoordinaten die Identitat 
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Offenbar bleibt die Einheitskreislinie lzl = 1 unter der Abbildung f = f ( 2 )  

fixiert. 

Wir fiigen der GauOscben Zablenebene @ ein weiteres Element binzu, nbnlicb 
den unendlich fernen Punkt cc $! C, und erbalten die Riemannsche Zahlen- 
kugel 

- 

@:=CU{m) .  

Wir erklaren nun die E-Kreisscheibe urn den Punkt cc durch 

Verwenden wir weiter 

K,(O) := { z  E @ : 121 < E ) ,  

so erbalten wir fiir alle 0 < E < +m die topologische Abbildung 

Definition 2. Eine Menge 0 C nennen wir offen, falls fur jeden Punkt 
zo E 0 eine Kugel K,(zo) mit hinreichend kleinem Radius E > 0 existiert, so 
dafl 

Kc(z0) C 0 

erfiillt ist. Wie ublich ist dabei 

fur alle z E @ und E > 0 gemeint. 

Satz 6. Das System der offenen Mengen 

T(C) := ( 0  c C : 0 ist offen) 

bildet einen topologischen Raum 

Beweis: ubnngsaufgabe 

Sei t o  E @. Wir erklaen nun fiir eine Punktfolge {zk}k=l,~,  ... c den Grenz- 
wertbegriff 

Fur alle E > 0 gibt es ein !q = ko(€ )  E W, 
lim zk = zo 

k+m so daO zk E K,(zo) fur alle k 2 k o ( ~ )  gilt. 
(11) 

Fur einen Punkt to E C! erhalten wir den ublichen Konvergenzbegriff, wahren 
fur zo = cc 
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( Fiir alle E > 0 existiert ein ko = ~ o ( E )  E N ,  
lim t k  = zo # 

k i m  1 
so dai3 lzrl > - fiir alle k 2 k o ( ~ )  gilt 

(12) 
E 

richtig ist, 

Als ubungsaufgabe beweise man den 

Satz 7. Die Riemannsche Zahlenkugel {:,T(@)} ist kompakt i m  folgenden 
Sinne: 

(a) Zu jeder Punktfolge {trc}k=~,z ,... C gibt es eine konvergente Teilfolge 
{Zkt}1=~,z ,... C {zk}k=~,z ,... mit der Eigenschaft 

zo := lim zk, E C. 
1-m 

(b) Jede offene 0berdeckung { O L } L E ~  von @ enthalt eine endliche Teiliiber- 
deckung. 

Definition 3. Seien f2 C @ eine offene Menge und f : f2 + eine Funktion. 
Dann heij3t f = f (2) stetig i m  Punkt 20 E f2, falls es zu jedem E > 0 ein 
6 = J ( E ,  zo) > 0 gibt, so daj3 

erfiillt ist. Falls f = f ( z )  in  jedem Punkt 20 E f2 stetig ist, nennen wir die 
Funktion stetig i n  0. 

Satz 8. Die Spiegelung am Einheitskreis 

stellt eine stetige, bijektive Abbildung u : + @ dar. Sie ist holomorph in  
C \ 10) mit  der Ableitung 

Beweis: ubungsaufgabe. 

Von der Einheitssphare 
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erklaen wir die stereographisehe Projektion in die Ebene R2 = @ gemaO 

r : s2 + R2 U {m}, s2 3 ( x i , x z rx3 )  Ct (p1,pz) € R2 U { m }  (13) 

mit 
xi = sin 29 cos ip, $2 = sin 29 sin ip,  x3 = cos 29: 

sin 29 cos ip sin 29 sin ip 
Pl = 1 - C O S ~  , p2= 1 - C O S ~ .  

Diese Abbildnng ist bijektiv und auf S 2  \ {(0 ,0 ,1)}  konform in dem Sinne, 
daO die orientierten Winkel zwischen zwei sich schneidenden Kurven unter 
der Abbildung r : S2  \ {(0 ,  0 ,1 ) }  + EL erhalten bleiben. Man siehe hierzu die 
Monographic [BL]. 

Fiir eine Punktfolge ... C S 2  \ {(O, 0 ,1)}  mit ~ ( ~ 1  + (0,0,1) fUr 
k + m gilt 

r ( z @ ) )  + m fiir k + m. 

Also ist es sinnvoll, r ( ( O , O ,  1 ) )  := m zn definieren, nm die Abbildung ?r stetig 
auf S 2  fortzusetzen. 

54 Isolierte Singularitliten und der allgemeine 
Residuensatz 

Dem GauOschen Integralsatz in der Ebene entnehmen wir den fundamentalen 

Satz 1. (Allgemeiner Residuensatz) 
Voraussetzungen: 

I. Sei G C 6! ein beschriinktes Gebiet, dessen Randpumkte G aus dem A u k  
ren eveiehbar sind, d.h.fiir alle t o  E G gibt es eine Folge {tk}k=l,z, ... C 
@\G mit 

lim zk = to 
k i m  

Weiter gebe es J E N regulare G1 -Kuruen 

mit den Eigensehaften 

x'" ( ( a j ,  bj))  fl x""' ((a,,  b k ) )  = 0, j, k € 1 , .  . . , J }  j # k ,  

sowie 
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Schliejllich liege das Gebiet G zur Linken der Kurven, d.h. 

stellt den aujleren Normalenvektor an das Gebiet G dar. Das Gesamtin- 
te.qral iiber diese Kurven bezeichnen wir mit r . . . ac 

II. Seien ferner N singulare Punkte (bzw. N = 0, also keine singularen Punk- 
te) (, E G ,  j = 1,. . . , N ,  mit N E W U {O) gegeben, .so erklilren wir die 
Mengen 

III. Sei f = f ( 2 )  : c' + C! E C1 (GI, @) n C O ( ~ ' ,  C) eine Funktion, welche der 
inhomogenen Cauchy-Riemann-Gleichung 

a 
- f ( z )  = g(z )  fiir alle z E G' az (1)  

genugt. 
IV. Schliejllich sei 

// lM2)l dxdv < +m 
G' 

fiir die rechte Seite der Differentialgleichung (1 )  erfiillt. 

Behauptung: Dann existieren die Limites 

fiir k = 1, .  . . , N ,  und es gilt 

Beweis: Wir wenden den GauDschen Integralsatz an auf dm Gebiet 

mit E = ( € 1 , .  . . , E N )  und E I  > 0,. . . , E N  > 0. Mit f ( 2 )  = U ( X , Y )  + iw(x,g) 
sowie 

erhalten wir 
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1 f ( z )  dz = ( u  + i v )  ( d x  + i dy )  

8Gs 
1 

ac, 

Fiir die auaere Normale an das Gebiet G, gilt nun 

mit t E ( a k ,  b k )  fiir k = 1,. . . , K. Somit folgt mit dem Gauaschen Integralsatz 

mit dem Linienelement 

d u ( t )  = d ~ ' ( t ) ~  + ~ ' ( t ) ~  dt. 

Beachten wir nun 

so folgt 
N 

f ( 2 )  dz - 2i // fz(i) dxdy = x f f  (2) dz.  
k=l 

( 4 )  
8G G, lz-<h I=ck 

Hierhei wird auf der rechten Seite iiber die positiv orientierten Kreislinien 
integriert. Da wir nun auf der linken Seite in ( 4 )  fiir jedes k E {I , .  . . , N} den 
Grenziibergang ~k + O+ durchfiihren konnen, so existiert der Grenzwert auf 
der rechten Seite, d.h. es gilt 
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Insbesondere berechnen wir 

= 27ii Res ( f ,  Ck)  

fur k = 1,. . . , N .  Beim Grenzubergang E + 0 in ( 4 )  erhalten wir 

und damit die Behauptung. q.e.d. 

Definition 1. Wir nennen Res ( f ,  c k )  aus (2) das Residuum von f  an der 
Stelle C k .  

Definition 2. Wir bezeiehnen Gebiete G C C!, die der Voraussetzung I. uon 
Satz 1 geniigen, als Normalgebiete. 

Bemerkungen zu Satz 1: 

1. Im Fall N = 0 ohne singulare Punkte erhalten wir den GauJsehen Satz in 
komplexer Form 

2. Im Fall g ( z )  = 0 in G' ist f  = f  ( z )  holomorph in G', und es folgt der 
Residuensatz .. 

3. 1st f = f  ( z )  beschrsnkt um den Punkt Ck,  d.h. gilt 

SO f01@ &S ( f ,  Ck)  = 0. 
4 .  Haben wir die Darstellung 
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mit einer in Ck stetigen Funktion @ = @ ( z ) ,  so ist 

Satz 2. (Integraldarstellung) 
Seien die Voraussetzungen I.  bis IV. von Satz 1 erfiillt. Zusatzlich gendge die 
Funktion f = f ( 2 )  der Bedingung 

Dann gilt die In.tegraldar.rtellung 

wobei w i ~  G" := G' \ { z }  und C = 5 + i q  benutzen. 

Beweis: Fiir ein festes z E G' wenden wir Satz 1 auf die Funktion 

an. Dann berechnen w i ~  

N / h ( O  d( - 2i // hi(O dCdq = 2in ~ e s  ( h ,  ( h )  + 2ri  Res (h .  z )  

a c  G" k= l  

= 2 r i f ( z ) .  

Also folgt 

was der Behauptung entspricht. 

Als erste Folgeruug erhalten wir den 
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Satz 3. (Riemannscher Hebbarkeitssatz) 
In  der punktierten Kreisscheihe 

mit zo E C und r E (0 ,  +a) sei die Funktion f : 0 + C holomorph und 
beschriinkt, d.h. es gilt 

sup I f  (211 < + a .  
I E R  

Dann ist f = f ( z )  holomorph auf die Kreisscheibe 

fortsetzbar. 

Beweis: Wir wenden Satz 2 auf die Menge f? und die holomorphe Funktion 
f = f ( 2 )  an und entnehmen der Integraldarstellung 

bereits die Behauptung. q.e.d. 

Wir untersuchen nun holomorphe Funktionen in der Umgebnng singularer 
Stellen. 

Satz 4. (Laurent) 
In  der punktierten Kreisscheihe 

sei die Funktion f = f ( z )  holomorph. Dann gilt die Darstellung 

, - -  

f ( z )  = x a , ( ~  - zo)% flir alle t E f2 (11) 

mit  den Koefizienten 

1 a f ( ' )  d~ f i r  ~ E z ,  
.- 2n f (( - zo)n+l 

I<-*ol=e 

wobei @ E (0 ,  r )  beliebig gewahlt ist. Die Konvergenz dieser Laurentreihe mit 
dem Hauptteil 

-m 

g ( z )  := x a n ( z  - z E L', 
,=-I 
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und dem Nebenteil 

+m 

h(z) := C an(r  - z O ) ~ ,  t E 0, 
n=O 

ist gleichmajlig in jedem Kompaktum in Q. Schliejllich gilt 

Bemerkung: Durch Berechnung der Laurentreihe kann man das Residuum 
als Koeffizient a-l ermitteln und so mit Hilfe des Residuensatzes Integrale 
berechnen. Die Koeffizienten der Laurentreihe sind eindeut,ig bestimmt. 

Beweis des Satzes: Ohne EinschrBnkung kijnnen wir t o  = 0 wahlen. 1st nun 
r E Q, so wahlen wir 0 < E < 121 < S < r und wenden den Satz 2 auf das 
Gebiet 

G := {z E @ : E < (21 < 6) 

an. Dann folgt 

1 1 
fiir alle z  E G. 

C=6 ICI=r 

Wie ublich erhalten wir durch Entwicklung die Potenzreihe 

1 f (C) m 

- d C = C a , z "  fiir [ t l < S ,  
n=o 

ICI=6 

also den Nebenteil der Laurentreihe. Wir entwickeln nun fur alle (<I = E und 
lzl > E den Ausdruck 

wobei die Konvergenz der Reihe in jedem Kompaktum gleichmt8ig ist. Fiir 
alle lzl > E ist demnach 
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erfiillt, falls It1 > E gilt. Dieses liefert den Hauptteil der Laurentreihe. Insge- 
samt ist nun die gleichmaflige Konvergenz von 

+m 
f ( z )  = antn fur E < 121 < 6 

n=-m 

gezeigt, wobei 0 < E < 6 < r heliehig gewahlt werden kann. q.e.d. 

Definition 3. Die holomorphe finktion f = f ( 2 )  sei gem&$ Satz 4 in der 
Umgebung won t o  E C! durch ihre Laurentreihe (11) dargestellt. 

i) Falls es fir jede Zahl N E Z einen Koefizienten a, # 0 m.it n 5 N 
gibt, so sagen wir, im Punkt zo besitzt die finktion f eine wesentliche 
Singularitat. 

ii) Gibt es nun eine Zahl N E Z mit N < 0, so daj3 a, = 0 fiir alle n < N 
sowie aN # 0 erfiillt sind, so sagen wir, f hat im. Punkt zo einen Pol d e ~  
Ordnung ( - N )  E N. 

iii) Ist schliej3lich a, = 0 fur alle n E Z n i t  n < 0 richtig, sagen wir, f besitzt 
im Punkt t o  eine hebbare Singularitat. 

Satz 5. (Casorati, Weierstral3) 
Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen van Satz 4 giiltig, und zusiltz- 
lich sei die Funktion f : n + @ stetig. Dann besitzt f = f ( z )  im Punkt zo 
keine wesentliche Singularitat. Sie hat in diesem Punkt einen Pol genau dann, 
wenn f ( t o )  = oo richtig ist, und sie besitzt in zo eine hebbare Singularitat ge- 
nau dann, falls f ( t o )  E C! gilt. 

Beweis: Da die Funktion f : LJ + C! stetig in den Punkt zo fortsetzbar ist, 
gibt es eine Konstante c E C! und ein E > 0, so daO 

f ( z ) # c  fUralle zEK, ( zo )  

gilt. Wir gehen nun uber zur holomorphen Funktion 

kann g = g(z )  holomorph in den Punkt zo nach dem Riemannschen Heb- 
barkeitssatz fortgesetzt werden. Somit gibt es eine holomorphe Funktion 
h = h ( z ) ,  z E K,(zo), mit h(z0) # 0 sowie ein n E No, so daO 

richtig ist. Dann erhalten wir 
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+m 

f ( z )  = c + ( z  - z ~ ) - ~ h ( z ) - '  = bk(z - Z O ) ~  = ( Z  - Z O ) ~ $ ( Z )  

k=-n 

fur alle z E K,(zo) \ {zo}. Hierbei ist N E Z und 11, = $ ( z ) ,  z E K,(zo) ist 
eine holomorphe Funktion mit $(to) # 0. Nun besitzt f = f ( z )  in zo einen 
Pol genau dann, wenn 

lim 1 f(z)l = lim { I Z  - z o l N ~ $ ( ~ ) l )  = 1 $ ( ~ 0 ) 1  &%o k z d N  = 
i i z n  *+I0 

z#*o r l z a  z# *O 

gilt, also 
f (20)  = co 

Ebenso hat die Funktion im Punkt zo eine hebbare Singularitat genau dann, 
wenn 

lim 1 f ( z ) l  = J@, { I Z  - zolNl$(z)l) = I$(zo)I &%O I2 - zolN < +m 
*+I[) 
I# zo I# za z#za 

bzw. 
f (zo) E 02 

richtig ist. Daraus folgt die Behauptung, 

Bemerkung: Mit der oben angegebenen Methode kann man zeigen, da!3 ei- 
ne Funktion mit einer wesentlichen Singularitat zo in der Umgebung dieses 
Punktes jedem Wert in C beliebig nahe kommt. 

habe die holomorphe Funktion f : Q + C! keine wesentliche Singularitat im 
Punkt t o .  Dann haben wir die Darstellung 

f ( z )  = ( z  - Z O ) ~ ~ ~ ( Z ) ,  z E Q, n E Z, (13) 

mit der holomorphen Funktion ip : U {to} -t C, die ip(z0) # 0 erfullt. 

Definition 4. Wir nennen die ganze Zahl n E Z aus der Darstellung (13) die 
Ordnung der Nullstelle to. 

Bemerkung: Falls n E N gilt, so folgt f (20) = 0. Far n = 0 ist f (20) # 0 erfiillt. 
Im Falle n E -N besitzt f = f ( z )  in zo einen Pol der Ordnung N = -n E N, 
und wir haben f (zo) = oo. 

Satz 6. (Prinzip vom Argument) 
Seien die Voraussetzungen I. und II. uon Satz 1 e@llt. Die Funktion f = 
f ( z )  : c' -t C! \ (0) sei holomorph in c' m d  fortsetzbar in die singuliiren 
Punkte als stetige finktion f : G + c. Mit nk = nk(Ck) E Z, k = 1, .  . . , N ,  
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bezeichnen wir die Ordnung der Nullstellen von den singulhren Punkten C k ,  

k = 1 , .  . . , N .  Dann gilt die Indexsummenformel 

Beweis: Wir wenden den Residuensatz an auf die holomorphe Funktion 

Wir hahen die Entwicklungen 

mit den holomorphen Funktionen v k  = i p k ( z ) ,  die v k ( C k )  # 0 erfiillen. Es 
folgt 

Der Residuensatz liefert nun 

woraus die Behauptung folgt. q.e.d. 

Bemerhng: Man vergleiche Kapitel 111, 5 1, um den Zusammenhang mit der 
Windungszahl und die Bezeichnung Prinzip vom Argument zu verstehen. 

Wir wollen nun die Eigenschaften des singularen Doppelintegrals aus der Dan 
stellung (9) untersuchen. 
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Definition 5. Sei (2 C C eine beschrankte offene Menge, und die beschrankte 
stetige Funktion 

g E L ~ ( ( ~ , c )  n c O ( n , C )  

sei vorgelegt. Dann nennen wir 

den Cauchyschen Integraloperator; dabei ist wie iiblich C = C + iq gesetzt. 

Satz 7. (Hadamardsche AbschZitzung) 
Seien (2 C C eine beschrdnkte offene Menge und g E C0((2, C) eeine Funktion 
mit der Eigenschaft 

llslloo := SUP Ig(C)I < +m. 
CEO 

Dann giht es eine Konstante y E (0, fm), so da$ die Funktion 

die Ungleichang 

erfiillt. Hierbei haben wir 

gesetzt. 

Beweis: Seien z l ,  z2 E C mit zl # z2, SO folgt 

Mit Hilfe der Transformation 

mit 0 H zl bzw. 1 H z2, welche die Funktionaldeterminante lzz - z1I2 besitzt, 
schatzen wir nun wie folgt ab: 
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ld)(zl) - $ % ) I  

1 1 
= Iz2 -~ l l l lg l lw  lJ ,I,-11 

dxdg. 
?I 

z :  IZIS+ I=>-=> 

Es existiert nun eine Konstante y E (0 ,  +m), so da!3 

und somit erhalten wir mit 

die Behauptung. q.e.d. 

Definition 6. Auf einer Menge J2 C Rn betrachten wir eine Funktion f : 
J2 + Rm mit m,n E N. Weiter sei w : [0, +a) + [0, +m) eine stetige 
Funktion met w(0)  = 0, welche einen Stetigkeitsmodul angibt. Dann heijlt f 
Dini-stetig, falls 
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gilt. I m  Spezialfall 
w ( t )  = Lt ,  t E [O,+oo), 

heijlt f Lipsehitz-stetig n i t  der Lipsehitzkonstanten L E [0, +m). Haben wir 

w ( t )  = H t a ,  t E [O,+w), 

so nennen wir f Holder-stetig mit der Holderkonstanten H E [0, +m) und 
dem Holderexponenten a E ( 0 , l ) .  

Folgerung aus Satz 7: Die Funktion $ ( z )  = T n [ g ] ( z ) ,  z E 2, ist Dini-stetig 
mit dem Stetigkeitsmodul 

Zu jedem Holderexponenten a E ( 0 , l )  ist somit $ = $(t) in Holder-stetig. 

Satz 8. (Allgemeiner Hebbarkeitssatz) 
Seien die Voraussetzungen I. bis IV. uon Satz 1 erfiillt. Weiter genuge die 
Funktion f = f ( 2 )  der Bedingung 

und die reehte Seite g = g ( t )  der inhomogenen Cauchy-Riemannsehen Diffe- 
rentialgleiehung ( I )  erfulle 

Dann ist die finktion f = f ( z )  Holder-stetig in  die singularen Punkt 
< I , .  . . , <N E G fortsetzbar zu beliebigem Hd'lderexponenten a E ( 0 , l ) .  

Beweis: Man verwende Satz 2 und Satz 7. q.e.d. 

55 Die inhomogene Cauchy-Riemannsche 
Differentialgleichung 

Neben der hervorragenden Monographie [V] verweisen wir auf 

I. N.Vekua: Systeme uon Differentialgleiehungen erster Ordnung uom ellip- 
tischen Djpus und Randwertaufgaben. Deutscher Verlag der Wissenschaften, 
Berlin, 1956. 

Definition 1. In  der offenen Menge Q C @ sei die stetige Funktion @ : fl + 
@ gegeben. Zu einem festen Punkt t o  E Q betmehten wir Normalgebiete Gh, 
k = 1,2,  . . . , uom topologischen Typ der Kreisseheibe mit dem Flaeheninhalt 
lGkl und der Lange ihrer Randkuruen lL?Gkl, welehe die Inklusion 
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und die Bedingung 
lim laGk I = 0 

k i m  
(2) 

erfiillen. Wenn fiir alle diese Folgen won Gebieten {Gk}k=l,a, . .  der Grenzwert 

existiert, so nennen wir @ = @(t) an der Stelle t o  (schwach) im Sinne von 
Pompeiu differentierbar. 

Bemerkung: Fiir @ E C1(Q,  C) erhalten wir mit dem GauDschen Integralsatz 
in komplexer Form die Identitilt 

wobei rechts die Wirtingerableitung, links die Pompeiuableitung steht. 

Definition 2. Fur die offene Menge Q C @ erklaren wir die Vekuasche Funk- 
tionenklasse 

fur alle z E f 2  existiert 
m E cO(o,c) : d 

- @(t) =: g ( t )  n i t  g E C0(f2,@) 
Liz 

Hilfssatz 1. Die Differentiationsregeln in der Klasse C1(Q) bleiben auch in 
der Klasse Cr(lZ) giiltig, sofen in der Formel nur @ und m f  workommen. 

Beweis: Seien 
~ : = { { = t + i q E @ :  1 ~ 1 < 1 )  

die Einheitskreisscheibe und x = x(C) E C r ( B ,  [0, +m)) eine Glattungsfunk- 
tion mit der Eigenschaft 

Fiir eine beliebige Funktion @ = @(z)  E Cr(Q) hetrachten wir nun die 
geglilttete Funktion 

\ ,  

wobei 0 < E < EO erfiillt ist. Als ubungsaufgabe zeige man, da!3 in jeder 
kompakten Menge O C f2 die Aussagen 



244 IV Verallgemeinerte analytische Funktionen 

+ @(z)  fiir E + 0 + gleichmaflig in O (6) 

sowie 

d 
@;(z) + - @(t) fiir E + 0 + gleichmaflig in O 

dz (7) 

richtig sind. Hiermit kann man nun die Differentiationsregeln in die Klasse 
C ~ ( f 2 )  iibertragen. 

q.e.d. 

Hilfssatz 2. Seien R c C  eine besehriinkte offene Menge und g E CO(R,  C) n 
Lm(R, C) eine finktion. Dann ist 

in jedem Punkt t o  E f 2  im Pompeiuschen Sinne naeh 2 differenzierbar, und 
es gilt 

d 
- Q%o) = ~ ( 2 0 ) ~  ZO E f2 .  
dz (8) 

Beweis: Wie in Definition 1 sei {Gk)k=~,~, . .  eine Folge von Gebieten, die sich 
auf den Punkt zo E 0 zusammenzieht. Wir verwenden die charakteristische 
Funktion 

E Gk, 
X G ~ ( ~ )  := 

0, t E C \ G k  

Nun folgt 

ftir k = 1 ,2 ,3 , .  . . Schliefllich erhalten wir 

fiir alle zo E R. 
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Bemerkung: 1m allgemeinen gehort die Funktion !@ = @ ( z )  nicht zur Klasse 
C 1 ( n ) ,  jedoch zni- Klasse Cr(Q). 

Satz 1. (Pompeiu, Vekua) 
Seien 0 C (C eine offene Menge und g E CO(R,C)  eine stetige Funktion. 
Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent: 

(a) f = f ( 2 )  gehort der Vekuaschen hnktionenklasse Cr( f l )  an und genugt 
der Differentialgleiehung 

i n  Pompeiuschen Sinne; 
(b) f = f (2) gehsrt zur Klasse Co(fl,  C) ,  und fcrjedes Nonnalgebiet G cc @ 

gilt die Integraldarstellung 

Beweis: Wir zeigen die Rchtung (a )  * ( b ) .  Sei f E Cr(Q) mit 

Dann giht es eine Folge von Funktionen f k ( z )  E C1(fl, C),  k = 1,2,.  . . , mit 

gleichmaflig fiir k -t w (11) 

in jeder kompakten Menge O C (2. Fiir jedes Normalgebiet G cc f2 gilt 
wegen Satz 2 aus 5 4 die Identitat 

FIir k + m erhalten wir also die Integraldarstellung (10). 

Wir zeigen die Rchtung (b) + (a). Das Kurvenintegral in (10) stellt eine ana- 
lytische Funktion in G dm, wahrend Tc[g] in G stetig und im Pompeiuschen 
Sinne schwach nach Z differenzierhar ist. Somit folgt 
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Definition 3. Eine Funktion g : fl + @ nennen wir auf der ofenen Menge 
fl C C Holder-stetig, falls es zu jeder kompakten Menge O C fl eine Kon- 
stante H = H(O)  E [O, +a) und einen Exponenten a = a ( @ )  E (0,1] so gibt, 
dafl 

kdzd -dzz) I  I H ( @ ) ~ Z I  - ~ 2 1 ~ ( ~ )  fiir alle z1,zz E O (12) 
erfiillt ist. 

Definition 4. Seien G C C! ein Normalgebiet, z E G ein fester Punkt und 
f : G \ { z }  + @ E Co(G\ { z ) )  eine stetige Funktion. Fur alle 0 5 E < 
dist { z ,  C \ G }  betrachten wir die Gebiete 

falls der Grenzwert in (13) existiert. 

Bemerkung: Falls das uneigentliche Integral JJ f ( C )  dcdq existiert, so folgt 
Gdz) 

Beispiel I :  Wir betrachten die Funktion 

fiir alle z E G. Nun liefert der Gauhche Integralsatz in komplexer Form 

- 

- - 1 -- 1 
lim , C 

7r =+a+ 22 1 ,dc 
8G&I 
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fiir alle z E G. Mit Hilfe der Transformation C = z + &ei+', dC = i&ei+' dp, 
berechnen wir ferner 

Die Funktion A = A(z)  gehijrt zur Klasse Cm(G),  und es gelten 

als auch - 
1 C 

= -  Z E G .  
aG 

Nun ist 

wobei wir erneut die Substitution C = z + &ei+' benutzen. Nun verschwinden 
beide Integrale in der letzten Zeile, so daO 

folgt. Somit erhalten wir 
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und der GauBsche Integralsatz liefert 
- 

. JJA- A,(t) = - - llrn d m  
7r e+O+ d< ( C  - z ) ~  

G d z )  

Damit ist schliefilich 

Wir hahen hier also den Cauchyschen Hauptwert eines Integrals vor uns, wel- 
ches nicht absolut konvergiert. 

Hilfssatz 3. Sei G C C! ein Normalgehiet, und die finktion g : G + C! E 
CO(G, @) sei in  G H8lder-stetig. Dann existiertfiir alle t E G der Cauchysche 
Hauptwert des Integrals 

Die Funktion x : G + @ ist stetig in  G 

Definition 5. Wir nennen & aus (19) den Vekuaschen Integraloperator. 

Beweis won Hilfssatz 3: Fiir alle z E G und 0 < E < dist ( 2 ,  @ \ G )  gilt, 

(20) 
Nun ist das Integral 
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absolut konvergent, und @ : G + C ist stetig. Verwenden wir die Funktion 
A = A(z) ,  z E G ,  aus Beispiel 1, so erhalten wir fiir E + 0+ aus (20) die 
Identitat 

~ ( 2 )  = @ ( z )  + g(z )Az ( t ) ,  Z E G, (21) 

und x = ~ ( z )  ist stetig in G. q.e.d. 

Hilfssatz 4. Sei G C C ein Normalgehiet, und die finktion g E Co(G, C) sei 
Holder-stetig in G. Dann gehort die Funktion 

zur Klasse C1(G, C) ,  und es gelten 

PZ(z) = g(z ) ,  Pz(z)  = & [ g ] ( t )  flir alle z E G. (22) 

Beweis: 

1. Sei zo E G ein fester Punkt mit g(zo) = 0. Wir berechnen nun fiir z E 
G \ {to} mit Hilfe der Formel (19) aus dem Beweis von Satz 7 in 5 4 den 
Differenzenquotienten 

Somit folgt 

, , 

Wtihlen wir speziell z = zo + 6 bzw. z = zo + iS, 6 + 0, 6 # 0, so liefert 
der Grenzwert (23) die Beziehnng 

und folglich haben wir 

2. Sei nun zo E G ein fester Punkt, so betrachten wir die Funktion 
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Wir erhalten mit Hilfe yon Beispiel 1 die Identitat 

fur alle z E G. Nach dem ersten Punkt kijnnen wir den ersten Summanden 
an der Stelle zo nach z und 2 differenzieren mit dem Ergebnis (25), und der 
zweite Summand ist unendlich oft in G differenzierbar mit dem Resultat 
(16), (18). Wir erhalten also 

qz(zo) = f l ~ [ g ] ( z o ) ,  *z(zo) = g(zo) fur alle zo E G. (26) 

Da die rechten Seiten stetig in G sind, gehort die Funktion @ = @ ( z )  zur 
Klasse C1 (G,  C) .  q.e.d. 

Hilfssatz 5. Im Nonnalgebiet G c @ sei die Funktion g : + C der Klasse 
C1(G, C) gegeben. Dann gilt 

fur alle z E G. 

Beweis: Es ist 

Wir berechnen mit Hilfe des GauDschen Satzes in komplexer Form 

= - lim , G(C)  
d l 4 d q  

E+O+ 22 ( - 2  
OGd*) Gdz) 



$5 Die inhomogene Cauchy-Riemannsche DifFerentialgleichung 251 

Wir setzen wieder C = z + &eZV. Dann ist 

lim f 9 ' 0 1 ~  = lim 
g(z  + &ei9) . . 

r t O +  C - 2  E+O+ E e - i ~  
z&eZ9 dip 

I - + E  0 

= i E+O+ lim {rg(. + &e*)e2* dip 

also 

Es folgt 

fiir alle z  E G. Wir erhalten dann fiir alle z  E G die Identitat 

was der Behauptnng entspricht. q.e.d. 

Wir fassen unsere uberlegungen zusammen zu dem wichtigen 

Satz 2. (RegularitStssatz) 
Sei IZ C C! eine offene Menge, in der eine Funktion g E G k ( ( 2 , C )  mit k E 
W U { 0 )  gegeben ist. Weiter gehore die Funktion f = f(z) zur Vekuaschen 
Funktionen,klasse Cr(IZ) und geniige der inhomogenen Cauch,y-Riemann,sch,en 
Differentialgleichung 
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im Pompeiusehen Sinne. Dann gehart f zur Regulan'tatsklasse C k  (0, C) ,  und 
ihre Ableitungen der Ordnung k send Dini-stetig mit dem in 5 4, Satz 7 ange- 
gebenen Stetigkeitsmodul. Falls zusatzlieh alle k-ten Ableitungen der reehten 
Seite g = g(z)  Hiilder-stetige Funktionen in 0 sind, folgt f E C k f l ( f l , C ) .  

Beweis: 

1. Nach Satz 1 ist die Differentialgleichung (28) aquivalent zur Integralglei- 
chunc 

in beliebigen Normalgebieten G CC 0 .  Der erste Summand auf der rech- 
ten Seite stellt eine holomorphe Funktion in G dar, und folglich wird die 
Regularitat von f = f ( z )  durch die Regularitat der Funktion 

bestimmt. Fiir k = 0 entnehmen wir Satz 7 aus $4 ,  daO die Funktion 
P = P ( z )  und somit f = f ( 2 )  in G Dini-stetig mit dem dort angegebenen 
Stetigkeitsmodul sind. Falls zusatzlich die rechte Seite g = g(z)  Holder- 
stetig in f l  ist, liefern die Hilfssatze 3, 4 

2. Fiir k = 1 folgt g E C 1 ( f l ) ,  und wir erhalten aus (29), daO Pz E C 1 ( f l )  
richtig ist. Weiter liefert der Hilfssatz 5 

(30) 
Hier ist der zweite Summand auf der rechten Seite wieder holomorph in 
G, wiihrend 

Dini-stetig ist. Falls nun zusatzlich g, und gi hzw.g, und g, Hdder- 
stetig in f l  sind, so erhalten wir aus (30) zusammen mit Hilfssatz 4, dal3 
Pz E C 1 ( f l )  sowie 
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fur alle z E G richtig sind. Weiter gelten 

als auch 
!Pm(z) = &(z)  in G. (33) 

Somit folgt @ E C 2 ( Q ) ,  und die Ahleitungen berechnen sich nach den 
oben angegebenen Formeln. 

3. Fiir k = 2 , 3 , .  . . setzt man den ProzeD entsprechend fort. Hierbei verwen- 
det man wesentlich die Formel 

fiir alle z E G. q.e.d. 

56 Pseudoholomorphe Funktionen 

Sei Q C C eine offene Menge, so erklaren wir den linearen Raum der komplexen 
Potentiale 

B(Q)  := { a  : Q + C : es gibt eine beschrknkte offene Menge 8 C Q,  

so daD a E CO(O,  C)  n Lm(O, C) und a ( z )  = 0 fur alle z E Q \ Q 

erfiillt sind) . 

Definition 1. Eine Rmktion f = f ( z )  = u ( x ,  y) + iv (x ,  y ) ,  ( x ,  y) E Q, der 
Klasse CO(Q,  C)  n C:(Q) he@ pseudoholomorph in Q, falls es ein komplexes 
Potential a E B(Q)  so giht, daj3 die Differentialgleichung 

im Pompeiuschen Sinne erfiillt ist. 

Beispiel 1: In der beschrbkten offenen Menge Q C C geniige die Fuuktion 
f E C:(Q) der Differentialungleichung 

I f + ) l  I Mlf(2)1> 2 E a> (2) 

mit einer Konstanten M E [O, +m). Wir erklaren nun die offene Menge 

und wa len  als Potential 
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mit llallm 5 M. Folglich ist ( 1 )  erftillt, und die Funktion f = f ( z )  ist pseudo- 
holomorph in 0 .  

Falls das Potential 
1 

a ( z )  := - 2 {+,Y) + i ? ( x , y ) )  

Holder-stetig in f2 ist, gehort nach dem Regularitatssatz aus 5 5 die Losung 
von (1) zur Klasse C1(L?). Wir konnen nun ( 1 )  in ein reelles Differentialglei- 
chungssystem umrechnen. Dazu heachten wir zun&chst 

sowie 
2af = ( a  + ip)(u + iu )  = ( a u  - Pu) + i ( a u  + pu).  

Somit ist ( 1 )  aquivalent zu dem System 

us - uy = au - pw, 
u ,+uy  = a u + p u  

in f2 bzw. 

Satz 1. (~hnlichkeitsprinzip von Bers und Vekua) 
Auf der offenen Menge f2 C @ sei eine pseudoh,olomorphe Funktion f = f ( z )  
mit  zugehorigem Potential a E B ( 0 )  und zugehoriger offener Menge O C 0 
gegeben. Weiter sei 

die gem@ Satz 7 aus 5 4 Dini-stetige Funktion. Dann ist die Funktion, 

m(z )  := f ( 2 )  e-""' , z E n, 
i n  Q holomorph, und es gilt die Vekuasche Darstellungsformel 
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Beweis: Sei X, E  C r ( O ,  [0, l ] ) ,  n = 1,2 , .  . . , eine Funktionenfolge mit 

1, z  E  O 
lim x,(z) = ~ ( z )  := 

,+w O , Z E @ \ @  

Wir betrachten dann die Funktionen 

ftir n = 1,2, .  . . der Klasse CZ(@), welche 

d 
- !P,(t) = a(z)x,(z), z E C, n E W, dz 

erfiillen. Wir stndieren nun die Folge 

@,(z) := f (z) e-@"'") , z  E  0 ,  n = 1,2,3, .  

der Klasse Cz(0) und berechnen unter Beachtung von (1) 

fiir t E 0 und n = 1,2 , .  . . . Mit Hilfe von Satz 1 aus § 5 erhalten wir fiir jedes 
Normalgebiet G CC 0 die Identitat 

ftir alle z  E G nnd n = 1,2, .  . . Mit dem Lebesgueschen Konvergenzsatz stellt 
man leicht 

lim @, (2) = $l 
n i w  
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fur alle z E R fest. Durch Grenzubergang in (12) erhalten wir 

ftir jedes Normalgebiet G CC R. Somit ist @ = @ ( z )  in f2 holomorph. 
q.e.d. 

Auf Grund der Vekuaschen Darstellungsformel kann man viele Eigenschaften 
der holomorphen Funktionen auf die Klasse der pseudoholomorphen Funktio- 
nen iibertragen. 

Satz 2. (Carleman) 
Auf der offenen Menge R C C sei die pseudoholomorphe Funktion f : R + @ 
gegeben. Weiter seien t o  E R und {tk)k=l,2,... c R \  { z O )  eine Punktfolge mit 

lim zk  = 2 0 ,  f ( z k )  = 0 fiir alle k E N. 
k+m 

Dann folgt 
f ( z ) = O  in R. 

Beweis: Man verknupfe den Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen mit 
dem obigen Satz 1. q.e.d. 

Entsprechend kann man das Prinzip vom Argument anf pseudoholomorphe 
Funktionen ubertragen. 

Satz 3. (Eindeutigkeitssatz von Vekua) 
Sei f : C + C eine pseu.doholomorphe Funktion mit der Eigenschaft 

Dann folgt 
f ( z ) = O  in @ 

Beweis: Seien a E B(Q das zu f = f ( z )  gehorige komplexe Potential und 
t) C @ die zugehijrige beschrankte offene Menge. Nach Satz 1 gilt 

mit einer holomorphen Funktion @ = @(t), z E @. Weiter ist 

beschrankt, denn es gibt ein festes C E (0 ,  +a), so daD die Abschatitzung 
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richtig ist. Somit ist die bolomorphe Funktion 

@(r) = f ( t )  e-'(') , z E 0, 

beschrankt und nach dem Satz von Liouville konstant. Wegen (15) folgt 

und somit erhalten wir 

SchlieBlich gilt also 
f (2) = 0 in C, 

womit die Behauptung gezeigt ist 

Bemerkung: Eine ganze pseudoholomorphe Funktion, welche im Unendlichen 
verschwindet, ist identisch Null. 

57 Konforme Abbildungen 

Wir beginnen mit der 

Definition 1. Seien Qj C C, j = 1 ,2 ,  zwei Gebiete, so nennen wir die Abbil- 
dung w = f ( t )  : fll + 0 2  konform, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt 
sind: 

(a) f : Q1 + 0 2  ist bijektiw, 
(b) f : QI + 0 2  ist holom.orph, 
(c) es gilt J f ( r )  = 1 f'(z)I2 > 0 fiir alle r c Ql 
Bemerkung: Aufgrund von Satz 1 aus 5 3 kann man die Bedingung (c) aus den 
Eigenschaften (a) und (b) herleiten. 

Bemerkmg: Unter einer konformen Abbildung bleiben die orientierten Winkel 
zwiscben zwei sich schneidenden Kurvenbijgen erhalten. 

Definition 2. Zwei Gebiete Ql,f22 c C he$en k o n f o n  aquiwalent, falls es 
eine konforme Abbildwng f : Q + f22 gibt. 

Definition 3. Sei Q C C ein Gebiet, so nennen wir 

die Automorphismengruppe des Gebietes Q. 
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Bemerkung: Als ubungsaufgabe zeige man, da3 Aut ( Q )  eine Gruppe bez. der 
Verkniipfung 

f i ,  fi E A U ~  (n), f := f ,  f i  E A U ~  (n)  
mit dem Einselement f = idn bildet. 

Definition 4 .  Seien a ,  b, c, d E C! mit 

det (~i) = a d - b c # O  

wnd 
C!' := { t  E C! : c t  + d # 0 )  

gegeben. Dann nennen wir 

eine Mobiustransformation bzw. eine gebroehen lineare ~ n s f o r m a t i o n  

Fiir die Koeffizientenmatrix 

erhalten wir eine Panslation 

um den Vektor b E @. Die Koeffizientenmatrix 

(; Y )  
liefert eine Drehstreckung 

mit einem a E C! \ { 0 )  um den Winkel ip = arga und den Betrag lal. Beide 
Abbildungen sind konform auf C!, stetig auf: = C! U {oo} fortsetzbar, und es 
gilt f (oo) = co. 

Fiir die Koeffizientenmatrix 

erbalten wir die Spiegelung am Einheitskreis 

welche auf C! \ { 0 )  konform ist und stetig auf = C! U {oo} fortsetzbar mit 
f (0)  = oo. 

Wir sprechen von einer elementaren Abhildung, wenn es sicb um eine Trans- 
lation, Drehstreckung oder eine Spiegelung am Einheitskreis bandelt. 
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Satz  1. Zu jeder Mobiustransformation 

gibt es endlich viele elementare Abbildungen f l ( z ) ,  . . . , f,(z) mit n E N, so 
dajl die Darstellung 

richtig ist. Das Gebiet C' wird konfom durch f = f ( z )  auf f(C) abgebildet. 
Jeder Kreis in C wird durch f = f ( z )  in einen Kreis oder eine Gerade abge- 
bildet, und ebenso wird jede Gemde in C durch diese Funktion in eine Gerade 
oder einen Kreis in C abgebildet. 

Bemerkumg: Fassen wir eine Gerade als einen Kreis uber den unendlich fernen 
Punkt auf, so ist eine Mobiustransformation kreistreu. 

Beweis uon Satz 1: 

1. Fiir eine ganze lineare Dansfonation f ( z )  = az+b, t E C, mit a E C\{O) 
und b E C wahlen wir als elementare Abbildungen 

f i ( z )  := az ,  f2(z )  := z + b 

und erbalten 
fi o f ~ ( z )  = az+ b = f ( z ) ,  z E C, 

2. Fiir eine beliebige gebrochen lineare Funktion 

mit c # 0 w&hlen wir 

1 bc- ad a 
f i ( z )  := ct  + d ,  f z ( z )  := 2 ,  f 3 ( 2 )  := - z + -  

C C 

und erhalten 

fur alle z E C'. Da nacb dem Punkt 1.die Abbildungen f l ,  f i  und f3  als 
Komposition elementarer Abbildungen darstellbar sind, ist dieses auch fiir 
f = f ( z )  der Fall. 
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3. Da die elementaren Abbildungen @ topologisch auf @ abbilden, ist auch 
f : c + c topologisch. Ferner ist f : C* + f (C') analytisch, und es gilt 

die Identitzt 

act + ad - cat - cb ad - bc 
f'(.) = - - # 0 fiir alle z E C 

(cz + d)2 (cz + d)2 

Somit ist f : C' + f (C') konform. 
4. Offenbar bilden ganze lineare Transformationen Kreise in Kreise und Ge- 

raden in Geraden ab. Um die Kreistreue der Mobiustransformationen zu 
zeigen, ist diese Eigenschaft nur fiir die Spiegelung am Einheitskreis noch 
nachzuweisen: 

Kreise und Geraden in der z = x + iy-Ebene werden beschrieben durch 

mit geeigneten reellen Zahlen a, P, y, 6 E R. Wir setzen nun 

1 
a := - (P  - i y )  E C 

2 

und formen (1) um in die Gestalt 

O = a z t + 2 R e ( a z ) + 6 = a z z + a t + a z + 6 .  (2) 

In C \ {0} multiplizieren wir (2) mit und erhalten 

Setzen wir w = und TO = $, so erhalten wir die KreisIGeraden-Gleichung 

O=a+atii+au,+6wzo=6wtti+2Re(aw)+cu. (3) 

Somit bildet t + KreiseIGeraden in KreiseIGeraden ab. q.e.d. 

Bemerkungen: 

Mobiustransformationen, so ist auch 

F ( z )  = f .a 4 2 )  

eine Mobiustransformation der Form 
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mit der Koeffizientenmatrix 

2. Zu einer Mobiustransformation 

erhalten wir mit 
-dz+ b 

s ( z )  = 

ihre inverse Abbildung. Man zeige diese Bemerkungen als ubungsaufgabe. 

Beispiel 1: Seien 
~ : = { t = a : + i ~ € ~ :  121<l)  

die Einheitskreisscheibe und 

die obere Halbebene. Wir betrachten dann die Mobiustransformation 

und berechnen 

sowie 
-1 + i 

f (-i) = 0, f ( -1)  = = -1. 
-2 + 1 

Somit sind die Gebiete H+ und B konform aquivalent mittels f : B + Hf. 

Beispiel 2: Sei to E B ein belieh'iger fester Punkt. Wir betrachten dann die 
Miibiustransformation 

mit der Koeffizientenmatrix 

20 -1 
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sowie f (a) = 0 gelt,en. Wir berechnen 

Wir haben also f : a B  + a B  sowie f (20) = 0, und f = f ( 2 )  ist eine konforme 
Ahbildung von B auf B .  

Definition 5. Sei f : f2 + fl eine stetige Abbildung vom Gebiet f2 C : in 
sich. Wir nennen t o  E fl einen Fixpunkt der Abbildung f = f ( z ) ,  falls 

richtig ist. Falls 0 E f2 gilt und 0 ein Firpvnkt der Ahbildung ist, so nennen 
wir diese nullpunkttreu. 

Fundamental zur Bestimmung der Automorphismengruppe Aut ( B )  ist der 
folgende 

Satz 2. (Schwarzsches Lemma) 
Sei w = f ( z )  : B + B eine holomorphe, nullpunkttreue Funktion. Dann folgt 

Ecistiert ein zo E B\{O} mit 1 f ( zo ) l  = Izol, so besitzt f = f ( 2 )  die Darstellung 

mit einem gewissen 29 E [O, 271). 

Beweis: Die Funktion 

ist holomorph nach B fortsetzbar, und es gilt 

lim sup Ig(z)I < I 
z i B B  

Nach 5 3, Satz 3 folgt nun 
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und somit haben wir 

Existiert ein zo E B\{O} mit 1 f (zo)l = 1 ~ 0 1 ,  so folgt ig(zo)l = 1. Somit ist nach 
dem oben angegebenen Satz die Ahbildung g = g(z)  konstant, also gelten 

bzw. 
f ( z )  = ei%, z E B ,  

mit einem 19 E [O,  2 ~ ) .  q.e.d. 

Satz 3. (Automorphismen des Einheitskreises) 
Ein Automorphismus w = f ( z )  : B + B des Einheitskreises hat notwendig 
die Gestalt 

z - z,, 
w = f ( z )  = eiap- z E B ,  

zoz - 1 ' (7)  

mit zo := f - ' (O)  E B und 19 E [0,27r). Umgekehrt ist jede Abhildung der Ge- 
stalt (7) mit zo E B und 19 E [O,  27r) ein Automorphismus uon B.  Insbesondere 
haben die nullpunkttreuen Automorphismen von B die Gestalt 

f ( z )  = eiaz, z E B ,  (8) 

mit einem 29 E [O,27r) 

Beweis: 

1. Aufgrund von Beispiel 2 sind alle Mijbiustransformationen der Form (7)  
Automorphismen des Einheitskreises. 

2. 1st w = f ( z ) ,  z E B ,  ein nullpunkttreuer Automorphismus von B ,  so folgt 
aus Satz 2 die Abschatzung 

Nun ist aber auch die Umkehrabbildung z = g(w),  w E B ,  ein nullpunkt- 
treuer Automorphismus von B ,  und es folgt 

Izl = Ig(w)l 5 Iwl fiir alle w E B .  

Insgesamt erhalten wir 

bzw. 

I f(z) l  = 121, z E B .  

Somit gibt es nach Satz 2 ein 19 E [O,27r) mit 

f ( z )  = eiaz, z E B .  
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3. 1st nun w = f ( z )  : B + B ein beliebiger Automorphismus von B ,  so 
set,zen wir to := f-'(0). Wir hetrachten dann die Mobiustransformation 

und erhalten den folgenden nullpnnkttreuen Automorphismus von B : 

h(w) := f og- ' (w),  w E  B .  

Aus dem zweiten Punkt folgt 

f o g-' ( w )  = ei%, w E B ,  

mit einem 29 E [0,2?r), bzw.fiir w = g(z)  erhalten wir 

i f f  z - zo 
f ( 2 )  = e g(z)  = eiff  z E B ,  

202 - 1  ' 

womit die Aussage gezeigt ist. q.e.d. 

1. Mit Hilfe von Satz 3 kann man die Poincarische Halbebene studieren, 
welche ein Model1 einer nichteuklidischen Geometrie liefert. 

2. Als ubungsaufgabe zeige man 

Z - 20 
f ( t) = ei" : zo E  B ,  29 E  [O,2?r) 

tot - 1  

3. Mit Hilfe von Beispiel 2 ermittle man dann als Ubungsaufgahe 

: ~ , P , ~ , G E R  mit c u ~ - ~ y = l  . I 
Haben wir in der komplexen Ebene Gehiete, die von einem Kreis oder von 
einer Geraden berandet werden, kiinnen wir mit einer Mobiustransformation 
diese konform aufeinander abhilden. Dieses hesagt folgender 

Satz 4. Seien die Punkte z, E C und w, E C flir u = 1,2,3 mit 2, # z, und 
w, # w,, u # f i ,  beliebig vorgegeben. Dann gibt es genau eine Mobiustrans- 
formation 

a t  + b 
f ( z )  = a mit f (2,) = w, , u = l , 2 , 3 .  

Bemerhng: Insbesondere ist eine Mobiustransformation mit mindestens drei 
Fixpunkten die identische Ahbildung. 
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Beweis von Sntz 4: 

1. Wir beweisen die Existenz. Falls z l ,  z2 ,  z3 E C! richtig sind, betrachten wir 

und beachten 
f (21 )  = 0, f ( 2 2 )  = 1, f ( 2 3 )  = 00. 

Falls einer der Punkte z l ,  22,z3 gleich co ist, also ohne Einschrankung sei 
23 = M, SO setzen wir 

und wir erhalten 

f (21 )  = 0, f ( 2 2 )  = 1, f ( 2 3 )  = 00. 

Entsprechend konstruieren wir eine Abbildung g = g(w) mit 

Wir erhalten dann mit h(z )  := g-I  o f ( z )  eine Mobiustransformation, 
welche 

erfiillt. 
2. Wir zeigen die Eindeutigkeit. Seien f , (z) ,  j = 1,2 ,  zwei Mobinstransfor- 

mationen mit 

Dann hat die Mobiustransformation f;' a f i ( z )  : c + c die Fixpunkte 
z,,  v = 1 , 2 , 3 .  Wahlen wir nun eine Mdhstransformation g = g(z )  mit 

so besitzt die Abbildnng 

h(z )  := g- l  0 f;' o f i  o g(z) ,  z E c, 
die Fixpunkte 0 , l  und M. Da nun 

gilt, folgern wir 
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also b = 0. Weiter gelten 

az 
oo = lim h(z)  = lim - 

i i w  z i m  cz + d 

und damit c = 0. Schliefilich haben wir 

so daO 2 = 1 richtig ist. Dann folgen aber 

h(z)  = z fur alle z E c 
bzw. 

g-l 0 fcl 0 f i  0 g(z) = 2, z E c 
Dieses ist gleichbedeutend mit 

womit wir nun 
f i ( z )  = f i ( z )  fiir alle z E C 

gezeigt haben. q.e.d. 

Wir wollen nun die zur Einheitskreisscheibe B konform Bquivalent,en Gebiete 
R C ermitteln. Da kompakt ist, B aber nicht kompakt, konnen die- 
se beiden Gebiete nicht konform aquivalent sein. Da nejnlich eine konforme 
Abbildung insbesondere topologisch ist, miissen topologische Eigenschaften 
konform aquivalenter Gebiete iihereinstimmen. Nun ist 

2 
f ( 2 )  := - 

1 + 121 ' z E C!, 

eine topologische Abbildung von C! in B. Es kann aber keine solche konforme 
Abbildung geben, da diese nach dem Satz von Liouville konstant ware. Folglich 
sind C! und B nicht konform aquivalent. Nun gilt aber der fundamentale 

Satz 5. (Riemannscher Abbildungssatz) 
Sei R C C! mit R # C! ein einfach zusammenhBngendes Gebiet. Dann gibt es 
eine konforme Abbildung f : R + B. 

Bemerkung: Die Gesamtbeit der konformen Abbildungen von R auf die 
Einheitskreisscheibe B sind dann von der Form g o  f mit g E Aut (B ) .  

Bevor wir zu dem Beweis des Satzes iibergeben, benotigen wir die folgenden 
Aussagen. 
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Hilfssatz 1. (ArzelL-Ascoli) 
Seien m , n  E N, K C En eine kompakte Menge, und schliejllich sei die Menge 
der hnktionen 

F : = { ~ , : K + E ~  : L E  J )  

mit einer Indexmenge J gegeben, welche die folgenden Eigensch,aften hesitzt: 

(1) Die Menge 7 ist gleichmajlig beschrankt, das heijlt es gibt eine Konstante 
p > 0 rnit 

I f,(x)l I p fir alle x E K und alle L E 

(2) Die Menge F ist gleichgrndig stetig; es gibt also zu jedem E > 0 ein S = 
S ( E )  > 0, SO dajl fir alle s f ,  x" E K mit 12' - xl'l < S und fur alle L E J 
die Ungleichung 

Ifdx') - f ' ( X 1 ' ) l  < E 

erfcllt ist. 

Behauptung: Dann enthalt F eine in K gleichmajlig konuergente Teilfolge 
g ( k )  E F ,  k = 1,2,3,.  . . , welch,e gleichm@ig gegen eine stetige hnkt ion  
g E C O ( K ,  Em)  konuergiert. 

Dieser Satz wird iiblicherweise im Zusammenhang rnit dem Peanoschen Exi- 
stenzsatz in der Anfangervorlesung gezeigt. 

Hilfssatz 2. Sei G C C! \ 10) ein einfach zusammenhangendes Gebiet mit 
zl = rleiql E G ,  r E (O,+m), 9 E [0,27r), und zul = f ie :q l .  Dann gibt es 
genau eine konfonne Abbildung 

auf das einfach zusammenhiingende Gebiet E := f (G)  C C! \ 10) mit den 
Eigewchaften 

sozvie 
E n ( - E ) = 0  mit - E : = { w E @ :  - W E G ) .  (11) 

Beweis: Wir betrachten die in G holomorphe Funktion 
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Dabei ist das Integral langs einer beliebigen Kurve von z1 nach z in G auszu- 
werten und die Logarithmusfunktion l k g s  dieses Weges st,etig fortzusetzen. 
Die Funktion 

ist dann holomorph, und sie erfiillt die Bedingungen 

sowie 

- - z1z 
- = z fiir alle z E G 
21 

Die Eigenschaft (11) ist nach Konstruktion klar. q.e.d. 

Hilfssatz 3. (Hurwitz) 
Auf dem Gebiet LJ C C! konwergieren die holomorphen Funktionen fk : f2 + C, 
k = 1,2,3 , .  . . , in  jedem Kompaktum gleichmMig gegen die niehtkonstante, 
holomorphe Funktion f : LJ + C Weiter seien die Funktionen f k  = f k ( z )  
injektiv fur alle k E N. Dann ist f = f ( z )  injektiv. 

Beweis: Wlire f = f ( z )  nicht injektiv, so gibt es zwei verschiedene Punkte 
21,  22 E 6' mit der Eigenschaft 

Wir betrachten nun die Funktion 

Diese besitzt die beiden Nullstellen zl und 22. In diesen Punkten haben wir 
fiir die Indizes i (g ,  z j )  = nj E N, j = 1,2. Betrachten wir nun Funktionen 

mit hinreichend kleinem E~ > 0 ftir j = 1,2 und k = 1,2,3 , .  . . , so erhalten 
wir far deren Windungszablen 

hierbei ist ko E W hinreichend groa zu wahlen. Wegen (12) besitzt aber 
gk = g k ( z )  fiir k > ICg mindestens zwei Nullstellen, was der vorausgesetz- 
ten Injektivitat von f k  = f k ( z )  widerspricht. 

q.e.d. 

Wir kommen nun zu dem 
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Beweis von Sntz 5: 

1 .  Sei (2 c C! mit f2 # @ ein einfach zusammenhiingendes Gebiet, so existiert 
zunachst ein zo E C! \ (2. Durch die konforme Abbildung 

f ( ~ )  := - z o ,  E n, 
kijnnen wir zum konform aquivalenten Gebiet 

(2 c \ {O) 

iibergehen. Mit der konformen Abbildung 

f ( z ) = J t ,  Z E Q ,  

aus Hilfssatz 2 gelangen wir zu einem konform aquivalenten Gebiet mit 

2. Wir gehen jetzt von einem einfach zusammenhiingenden Gebiet mit den 
Eigenschaften (13) ,  (14 )  aus und wahlen einen festen Punkt zo E (2. Wir 
betrachten die Funktionenmenge 

F := { f  : n + B : f ist holomorph und injektiv in (2, f ( r o )  = 0 )  

Mit dem Extremalprinzip uon P. Koebe suchen wir nun diejenige Abbil- 
dung f E  F, welche der Bedingung 

geniigt. Zunachst ist die Klasse F nicht leer. Wegen (14 )  gibt es namlich 
ein zl E C! und ein Q > 0, so daf3 fiir alle z E @ mit it - z l l  I Q die 
Aussage z @ (2 erfiillt ist. Die Funktion 

ist wegen 
1 

I f l ( Z ) l  I , z E (2, 
e 

beschrankt. Durch Anwendung der konformen Abbildung 

mit hinreichend kleinem r > 0 erhalten wir schlieBlich eine zulasige Ab- 
bildung 

f := f 2 0  fi EF. 
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3. Sei f E + eine heliehige Funktion, so gilt fur deren Dirichletintegral 

1st nun zl E Q ein beliebiger Punkt, und ist 6 > 0 so klein gewiihlt, da8 
die Kreisscheihe 

die Inklusion B ~ ( z 1 )  cc Q erfullt, so giht es nach dem Oszillationslemma 
von Courant und Lehesgue ein 6* E [6, &] mit der Eigenschaft 

Beachten wir noch die Injektivitat der Abhildung f = f ( t ) ,  so erhalten 
wir fur die Durchmesser der entsprechenden Gehiete 

Fur jede kompakte Menge K C Q ist somit die Funktionenklasse 

gleichgradig stetig und gleichma8ig heschrbkt. Nach Hilfssatz 1 konnen 
wir also aus jeder Folge { f k }h=l ,~ ,  ... C + eine in jedem Kompaktum K C 
Q gleichmaig konvergente Teilfolge auswahlen. 

4. Verwenden wir nun noch Hilfssatz 3, so erhalten wir die Kompaktheit der 
Funktionenklasse + : Aus jeder Folge {fk}k=1,2, ... C + mit 

kann man eine Teilfolge {fk,},=l,z,... auswahlen, die in jedem Kompaktnm 
K c Q gleichmaflig gegen eine Funktion f  E + konvergiert. Wir finden 
so eine Funktion f E + mit der Extremaleigenschaft (15). 

Schliefllich hahen wir noch 
f ( Q )  = B (18) 

zu zeigen. 
5. Ware G := f ( Q )  C B mil G # B erfullt, so existiert ein tl E B \ G. Die 

Ahbildung 
Z - 21 

w = $ l ( t )  := 7 z E B ,  
ZlZ - 1 ' 

gehort zu Aut (B)  und erfiillt die Eigenschaften 
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$l(21) = 0, $1(0) = 21. 

Auf dem einfach zusammenhangenden Gebiet 

GI := $1 (G) C B \ {O) 

betrachten wir die konforme Wurzelfunktion aus Hilfssatz 2, namlich 

w = $ ~ ( z ) : = & ,  z ~ G 1 ,  

mit zz := ,,&. Wir erhalten das einfach zusammenhejlgende Gebiet 

Gz := $z(Gi) C B \ 10) 

mit zz E Gz. SchlieBlich venvenden wir den Automorphismus 

mit der Eigenschaft 
$3(z2) = 0 

Die Komposition 
$:=$30$20$1 : G + G 3  

ist konform, und es gilt 

Nun berechnen wir 
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wobei wir zz = Ji; beachten. Aus 0 < lzzl < 1 folgen 

Dieses ergibt aber mit 

einen Widerspruch. Damit ist alles gezeigt. q.e.d. 

58 Randverhalten konformer Abbildungen 

Wir beginnen mit der 

Definition 1. Ein beschrdnktes Gebiet f2 C @ nennen wir Jordangebiet, falls 
dessen Rand 8 0  = r eine Jordankurue bildet mit der topologischen, positiv 
orientierten Darstellung y : 8 B  + r und der Parametn'sierung 

Fur k E W nennen wir r im Punkt z1 = p( t l )  E r mit tl E [0,2x) k-ma1 
stetig differenzierbar und regular, falls es ein E = ~ ( t l )  > 0 derart gibt, so da$ 

sowie 
P'(t) # 0 fur alle t E (tl - E ,  tl + E )  

richtig sind. Falls zusatzlich die Potenzreihenentwicklung 

gultig ist, nennen vir  zl = P ( t 1 )  einen reguliiren, analytischen Randpunkt. 
Wir sprechen won einer Ck-Jordankurue (bzw. einer analytischen Jordankur- 
ue) r, falls jeder Randpunkt z1 E r regular und k-ma1 stetig differenzierbar 
(bzw. analytisch) ist. 

Satz 1. (Carathhodory, Courant) 
Sei 0 C C! ein Jordangebiet. Dann ist die konforme Abbildung f : 0 + B 
stetig auf den Absch,lu$2 als topologische Abbildung f : n + B fortsetzbar. 



$3 Randverhalten konformer Abhildungen 273 

Beweis: 

1. Zu festem zl = P(t1) E r betrachten wir fur 0 < 6 < 60 diejenige Zusam- 
menhangskomponente Ga(z1) der offenen Menge { z  E 0 : Iz - zll < d} 
mit zl E aGs(z1). Zu tz < t~ bezeichne 

den Jordanbogen auf r vom Punkt t z  = P(t2) zum Punkt 23 = P(t3). Der 
Rand von Ga(z1) besteht aus einem Kreissegment Sa(t1) C 0 und einem 
Jordanbogen 

Danach gilt 
aGa(a)  = rdzl) 

Nach dem Courant,-Lebesgueschen Lemma, welches auch auf diese Situati- 
on ubertragen werden kann, gibt es zu vorgegebenem 6 > 0 ein 6' E [S, &] 
mit der Eigenschaft 

Nun ist f ( S p  (a))  c B ein Jordanscher Kurvenbogen endlicher Lange, 
welcher seine Endpunkte - stetig fortgesetzt - auf a B  hat. Da die Abbil- 
dung f : 0 + B injektiv ist, folgt 

Somit ist f = f ( 2 )  gleichmaBig stetig auf 0 und folglich auf n stetig 
fortsetzbar. 

2. Ebenso heweist man die stetige Fortsetzbarkeit der Umkehrfunktion 

auf den AbschluB B. Hierzu bentjtigt man den Stetigkeitsmodul der Jor- 
dankurve r im folgenden Sinne: Zu jedem E > 0 gibt es ein 6 = S ( E )  > 0, 
so daB fiir je zwei aufeinanderfolgende Punkte zj = P(t j )  E r, j = 1,2, 
mit t l  < t z  und 121 - zzl 5 S ( E )  die Abschatzung 

diamP[tl , t~l  := sup ~ D ( T I )  - D(72)I  5 E 
tl<n<r2<tz 

(4) 

gultig ist. 
3. Da nun f = f ( 2 )  auf 2 und g = g(w) auf ganz 3 stetig fortsetzbar sind, 

ist die Abbildung f : 77 + B topologisch. q.e.d. 
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Satz 2. (Analytisches Randverhalten) 
Sei z = g(w) : B + fl eine konfonne Abhildung auf das Jordangebiet f 2  C C, 
welehe topologiseh gem@ g : B + erweitert werden kann. Im Punkt zl = 
g(w1) E r = af2 rnit w1 E a B  sei der Rand r regular und analgtiseh. Dann 
gibt es eine konvergente Potenzreihe 

mit den Koefizienten ak E C, k E NO, und a1 # 0 bei hinreiehend kleinem 
E > 0, S O  daJ3 die Darstellung 

m 

g(w) = x a k ( w  - fiir alle w E B n i t  lw - wll < E (5 )  
k=O 

erfiillt ist. Also kann g = g(w) im Punkt wl E a B  analytiseh iiber den Rand 
a B  erweitert werden. 

Beweis: 

1. Da zl = g(w1) = P ( t 1 )  E r ein regularer und analytischer Randpnnkt 
von r ist, gilt 

rnit P f ( t l )  # 0. Nun konnen wir die konvergente Potenzreihe rnit r = 
( t  + i s )  E C ins Komplexe erweitern und erhalten die Funktion 

1 
h,(r) := - ~ ( ~ ) ( t l ) ( r  - t l )k  fiir alle r E C rnit [ r  - tll < E .  

k=O 
k ! 

(7) 
Wegen f l ( t1)  # 0 existiert in einer Umgebung von zl = h,(tl) die holo- 
morphe Umkehrabbildung h-l. 

2. Wir verwenden nun die Mobiustransformation 

t : H+ + B konform rnit e(0) = wl. 

Auf die holomorphe Abhildung 

@(() := h-' og  o t(C), ( E H+ mit I([ < E (8) 

konnen wir das Schwarzsche Spiegelungsprinzip anwenden und erhalten 
die holomorphe Funktion 

@(o ICI < E ,  (9) 
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auf der vollen Kreisscheibe um den Nullpunkt. Nun ist auch die Funktion 

holomorph, und wir haben sie in eine konvergente Potenzreihe um den 
Punkt wl E a B  entwickelt. Aus ( 8 )  und (10) erhalten wir schlie8lich 

00 

g(w) = C a k ( w  - ~ 1 ) ~  fiir alle w E B mit lw - wll < E. (11) 
k=O 

Da g : B + topologisch ist, mu8 in der Entwicklung (11) der Koeffizient 
a1 # 0 erfiillen. 

q.e.d. 

Bemerkung: Falls der Rand r ein Polygon ist, kann man die konforme Ab- 
bildung g : B + 0 mit r = 8 0  mit Hilfe der Schwarz-Ghristofel-Fomeln 
nahezu explizit durch ein Kurvenintegral darstellen. 

Satz 3. (Randpunktlemma) 
Auf der Kreisscheibe 

sei die holomorphe Funktion 

derart gegeben, daJ3 

If ( z I ) ~  5 1 - E mit einem E > 0 

erfiillt ist. Weiter sei zz E aBe(z l )  ein Randpunkt mit 1 f(z2)l = 1. Dann gilt 

Beweis: Betrachte die Funktion 

mit 

e(0) = 2 1 ,  @ ( I )  = z 2 ,  l e f ( ~ ) I  = I Z Z  - 211 = Q fiir alle w E B. (14) 

Setzen wir nun W I  = f (21) E B und wz = f ( 2 2 )  E a B ,  so verwenden wir die 
Mobiustransformation 
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mit geeignetem 19 E [O, 2 ~ ) .  Wir erhalten dann 

und herechnen 

Wir hetrachten nun die nnllpnnkttreue, holomorphe Ahbildung 

der Klasse C 1 ( B , B ) .  Das Schwarzsche Lemma liefert 

Also folgt fiir alle r E ( 0 , l )  die Ungleichung 

und somit hahen wir 
l@'(l)l 2 1. 

Die Kombination von (14) ,  (16)  und (18) liefert 

bzw. 
E2 

If1(za)l 2 - e 
womit die Aussage gezeigt ist. q.e.d. 

Satz 4. (Lipschitz-Abschatzung) 
Das C2-Jordangebaet Q C @ werde konfonn durch f : Q + B abgebildet mit 
der Umkehrabhildung t = g(w)  : B + Q. D a m  folgt 

und somit ist g = g ( w )  Lipschitz-stetig auf B. 
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Beweis: Nach dem WeierstraDschen Approximationssatz konnen wir das Ge- 
biet 0 durch Jordangebiete On, n E N ,  so approximieren, daO deren beran- 
dende analytische Jordankurven r, = 8 0 ,  einschlieBlich ihrer Ahleitungen 
bis zur zweiten Ordnung fiir n + oo gegen die C2-Jordankurve r = an 
konvergieren. Wir hetrachten nun die konformen Abbildungen 

mit den Umkehrabhildungen 

gemaB Satz 2 fiir alle n E N, welche im Innern gleichmaBig mit ihren Ab- 
leitungen gegen die Funktion g E C O ( B , n )  bzw.deren Umkehrfunktion f E 
C0(77,B) fiir n + oo konvergieren. Nun gibt es ein festes e > 0 unahhangig 
von n E N, so daB jedes Gebiet 0, in jedem Randpunkt zz E r, = an, einen 
Stutzkreis 

zulaBt. Weiter gibt es wegen f ,  + f fiir n + oo ein E > 0 unabhagig von 
n E N, so daD die Abschatzung 

richtig ist, wohei no(&) derart gewahlt wird, daB 

erfiillt sind. Nach Satz 3 folgt dann 

und mit wz = fn(zz) erhalten wir fiir die Umkehrabbildug 

Das Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen liefert 

und fiir n + w erhalten wir schlieBlich mit 

SUP lgl(w)I < +w 
B 

die Behauptung. 
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Bemerkungen: 

1. Sei zl = P(tl)  E r ein beliebiger Randpunkt. Ohne Einschriinkung neh- 
men wir tl = 0 E R und rl = 0 E C! an. Wir betrachten dann die 
Ahbildung 

h(r)  = h(t + is) := P(t) + i sPf( t l ) ,  ir - tll < E ,  (24) 

und berechnen 

Gehen wir nun yon z = h(r)  zur Umkehrabbildung r = h-'(2) tiber, so 
folgt 

a 
- hK1(tl)  = 0. 
8z 

Wir schatzen jetzt wir folgt ab: 

fiir alle t E @ mit It - zll < E. Hierbei sind C I ,  c2 E (0, fco) zwei positive 
Konstanten, und wir haben h, hV1 E C' bei Anwendung des Mittelwert- 
satzes im R2 benutzt. Also ist die Funktion h-I = h-'(2) pseudoholo- 
morph, n h l i c h  

Wie im Beweis von Satz 2 setzen wir nun in hV1 = h-'(z) die holomorphe 
Funktion g o  e(C),  C E H f ,  ICI < E ,  ein und erhalten mit 

P ( C )  := h-I 0 9 0  e(C),  c E H+ , I C I  < E ,  (26) 

eine pseudoholomorpbe Funktion. Wegen Satz 4 gilt nBjnlicb 
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fur alle C E Hf,  1 < 1  < E. Mit Hilfe der Integraldarstellnng aus Satz 1 in 
5 5 konnen wir fur die pseudoholomorphe Fnnktion @ = @ ( C )  mit reellen 
Werten auf ( - E ,  + E )  leicht ein Spiegelungsprinzip herleiten und erhalten 
die pseudoholomorphe Funktion 

Anf diese wenden wir nun das Ahnlichkeitsprinzip von Bers nnd Vekna 
an und erhalten fur @ und dann auch fiir g asymptotische Entwicklungen 
auf dem Rand aB. Die dabei anftretenden Funktionen gehliren aber im 
allgemeinen nicht mehr zur Regularitatsklasse C 1 .  

2. - Wir wollen nun zeigen, daD g E C1(B, C) gilt nnd deren Ableitnng g f ( w )  : 
B + C \ {0} einer Holderbedingung zu jedem Exponenten a E ( 0 , l )  
geniigt. 

Wir henotigen die folgende Aussage, die wir mit der Theorie harmonischer 
Funktionen aus Kapitel V beweisen wollen. 

Hilfssatz 1. (Hardy, Littlewood) 
Die h,olomorphe Funktion G ( u J )  = ~ ( u J )  + i y ( w )  E C 1 ( B )  erfiille 

Dann gibt es eine Konstante L = L(1) E (0 ,  +m), so daJ3 

richtig ist 

Beweis: Wir betrachten die Jordankurve 

Sie erlaubt wegen (28) in jedem Punkt 

eine untere und ohere Sttitzebene 

ganz auf einer Seite von r. Fiir ihr SteigungsmaD giht es eine Konstante 
L = L(1) E (0, +m), so d d  far die reellen Koeffizienten a*, P* die Bedingung 

J(cY*)z + (P*)2 5 L (31) 

erfiillt ist. Aufgrund des Maximumprinzips fiir harmonische finktionen haben 
wir 
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y-(u,v) 5 y(u,v) 5 y+(u,v) fiir alle (u,v) EB, 

y-(u0,vo) =yo = Y + ( ~ o , u o ) .  
(32) 

und mit (28) die Ungleichung 

Iyw(w)15L fiiralle W E ~ B .  (34) 

Das Maximumprinzip fiir die holomorphe Funktion y, liefert, 

I yw (w)I 5 L fiir alle w E o. (35) 

Beachten wir nun noch die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir 
die Funktion G(w) = x(w) + iy(w), w E B, so erhalten wir die Abschatzung 
(29). q.e.d. 

Sa tz  5. (C1,'-Regularitiit) 
Sei g : B + Q eine konforme Abbildung auf das C2-Jordangebiet Q C C! mit 
der berandenden C2-Jordankurve r = 8 0 .  Dann folgt g E C1(B,E) und 

gl(w) # 0 fir alle w E B. 

Weiter gibt es eine Lipschitzkonstante L = L(g) E (O,+m), so dap 

lgl(wl) -g1(w2)1 5 Llwl - wzI fiir alle w , w 2  E B 

erfiillt ist. 

Beweis: Wie im Beweis von Satz 4 approximieren wir g : B + 2 gleichmBI3ig 
in B durch konforme Abbildungen g, : B + D,, n = 1 , 2 , .  . . , mit 

sup lgk(w)l 5 c ~ ,  n E N. 
B 

Setzen wir 

G,(w) := loggL(w) = log lgL(w)I + i arggL(w), w E B ,  n E W, (36) 

so ist offenhar 

lim G,(O) = lim loggL(0) = loggl(0) E @ 
n t m  n i m  (37) 

richtig. Wir haben nun noch 

s u p l G L ( w ) l 5 c ~ ,  n E N ,  
W E B  

(38) 
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nachzuweisen. Hierzu assoziieren wir mit der Ahbildung g, = g,(w) die Ganfi- 
sche Metrik 

Fiir die geodatische Krummung K,  der Randkurve r, = 8 0 ,  entnehmen wir 
einer Vorlesung iiber Differentialgeometrie (2.B. [BL]) die Formel 

Die Abhildung Gn(w)  = x,(w) + iy,(w), w E B, aus (36) erfiillt d a m  wegen 
(40) und Satz 4 die Absch&tzung 

mit einer Konstante Z2.  Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen lie- 
fern 1 t )  2 fiir alle t E R, n E w (42) 

Mit Hilfssatz 1 erhalten wir somit die Abschatzung (38). 

Die Fnnktionenfolge {Gn}n=l,2,... ist also gleichgradig stetig und gleichmafiig 
beschrankt. Nach dem Satz von Arzeli-Ascoli kijnnen wir ubergehen zu ei- 
ner auf B gleichmaOig konvergenten Teilfolge {Gn,}k=1,2, ... und erhalten die 
stetige Funktion 

G(w)  := lim Gnh ( w ) ,  w E B. 
k i m  

Nun haben wir 

Also ist 
m(w) := ioggl(w), w E B, 

stetig auf B fortsetzhar, und wir erhalten die Stetigkeit von gf(w)  : B + 
@ \  { O } .  Da die Funktionen {G,},=1,2,... gemeinsam einer Lipschitzhedingung 
in B genugen, hleiht dieses auch fiir die Grenzfunktion G = G(w)  bzw. fiir 
g = g(w),  w E B, richtig. q.e.d. 

Bemerkung: Um die Aussage g E C 2 ( B )  zu erhalten, muO man hahere Regu- 
laritht der Randkurve r = 8 0  voraussetzen. 



Potentialtheorie und Kugelfunktionen 

31 Die Poissonsche Differentialgleichung im Rn 

Die Losnngen von 2-dimensionalen Differentialgleichungen kann man haufig 
als Integraldarstellungen iiber die Kreislinie S1 erhalten. Als Beispiel sei 
nur die Cauchysche Integralformel genannt. Entsprechend werden hei n- 
dimensionalen Differentialgleichungen Integrale iiber die (n  - 1)-dimensionale 
Sphare 

erscheinen. Wir wollen nun zunachst den Flacheninhalt dieser Sphare Sn-I 
bestimmen. Sei f = f (S) : Sn-I + B E CO(Sn-l,R) gegehen, so setzen wir 

mit Zl ,  . . . , CN bezeichnen wir hierbei N E W regul8j.e Flachenstiicke mit 
dem Oberflachenelement d q ,  fiir die gilt 

Wir betrachten nun eine stetige Funktion 

mit 0 I a < b 5 +co und erklaren die offenen Mengen 
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Insofern S 1 f (x)l dx < +oo erfullt ist, setzen w i ~  
o<sl<b 

Die Fliichen C,  parametrisieren wir wie folgt: 

6 : 5 = S(t) = C ( t 1 , .  . . , tn-1) : Ti + C, E C 1 ( ~ , ,  C,), i = 1,. . . , N ,  

mit den Parametergebieten Ti c Rn-l. I n  

2: = x( t ,  r )  = x(t1,. . . , & - I ,  r )  = rC(t1,. . . , & - I ) ,  t E Ti, r E (a ,  b ) ,  
(4) . . 

erhalten wir dann eine Parameterdarstellung der Mengen U,, i = 1,. . . , N. 
Fur die Funktionaldeterminante dieser Abbildung herechnen wir 

Dabei bezeichnet A das Vektorprodukt im Rn. Es gilt &, A . . . A = 
( D l ( t ) , .  . . ,D,(t)) mit 

Wegen i<(t)l = 1 ist E(t) . Cti(t) = 0 fur alle i = 1,. . . , n  - 1 erfullt. Deshalb 
sind die Vektoren c(t) und St ,  A . . . A &"-, parallel, und es folgt 

Setzen wir noch d q  = dtl . . .dt,-1, t E Ti, SO erhalten wir 
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Summation iiber i = 1, . . . , N liefert schlieDlich 

b 

/ f ( z )  dx = / rn-I dr / f(b) dm<. (6) 
o<lsl<b a ~ " - 1  

Speziell fiir Funktionen f E Co(Rn,E) mit J I f  (x)ldx < +m notieren wir die 
R" 

Beziehung 
+a0 / f ( 1  dX = / rn-I d / f (TO ltr(. (7) 

R n  0 S"-1 

Bevor wir mit der Berechnung des Oberflacheninhalts der Sphare Sn-' fort- 
fahren, wollen wir explizit eine Berechnungsvorschrift fiir das in (2 )  erklarte 
Integral angehen. Dazu betrachten wir die folgende spezielle Parametrisierung 
von Sn-': 

c*: ~ , = t j ,  i = l ,  ..., n-1, tn=i4-, 

t = ( t ~ ,  . . . ,t,-1) E T := { t  E En-' : It1 < 11, 

Wir berechnen 

Insgesamt folgt also aus (2)  

a& at, - ... - - 
at, at, at, 

ah a 1  atn - ... - - 
at,-, at,-, at,-, 

A1 ... A,-1 A, 

.! 
1c1=1 

f ( t l ,  . . . , t,-1, +F) + f ( t l ,  . . . , tn-1, -C) 
dtl . . . dtn-1, 

(8) 

= / 
IW<l 1 - t: - . . . - ti-, 7 

Fiir das Oherfliichenelement von C* erhalten wir somit 

dtl . . . dt,-1 

- - 

G 1 ... 0 -- 
In 

. . . .  . . . .  

En-I 0 ... 1 -- 
In 

A1 . .. A,-1 A, 

n-1 
I, = C X ~ + X , .  

j=1 
I n  
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wobei wir abkiirzend J;; = 41 - tT - . . . - t2-, gesetzt haben. 

Wir kehren nun zur Berechnung des Inhalts der (n - 1)-dimensionalen Sphiire 
sn-1 

" 
un := / d q  

s"-1 

zuriick: 1st g = g(r) : (0, +m) + R eine stetige Funktion nnd gilt fiir die 
Funktion f ( x )  = g(lx1) 

J I ~ ( X ) I  dx < + m ,  
R" 

so erhalten wir aus (7) 

= , i 'n-lg(.) dr. 

0 

Yir wihlen speziell die Funktion g(r) = e-", r E (0 ,  +a). Damit folgt 

denn es gilt 

Definition 1. Mit 

+w 

bezeichnen wir die Gammafunktion. 
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Bemerkung: Es gilt 

r ( z  + 1) = z r ( z )  fur z E C mit Rez > 0. 

Insbesondere erhut man dnrch Induktion 

( n )  = ( n  - 1 fiir n = 1,2,. . . 

Mit Hilfe der Substitution t = e2, dt = 2pde berechnen wir 

und schliefllich bemerken wir noch (man subst,ituiere t = r2 ,  dt = 2r dr) 

Wir erhalten also aus (10) ftir den Inhalt der Sphare Sn-I 

Definition 2. Sei fl C Rn, n 2 2, eine offene Menge, so nennen wir die 
Funktion ip  = ip(x) E C2(Q, R) harmonisch in 0 ,  falls sie der Laplaeeschen 
Differentialgleichung 

A i p ( r )  = ip  ,,,, ( x )  + . . . + i p  ,,,, ( x )  = 0 fiir alle x E Q (12) 

geniigt. 

Wir wollen nun zun&chst die radialsymmetrischen harmonischen Funktionen 
im Rn \ 10) bestimmen. Hierzu machen wir den Ansatz 

mit einer Funktion f = f ( r )  : (0, +m) + R E C2((0, +co),R). Nach Kap.1, 
88 ktinnen wir den Laplaceoperator in n-dimensionalen Polarkoordinaten 
( E ,  r )  E Sn-' x (0, +m) wie folgt zerlegen: 



288 V Potentialtheorie und Kugelfunktionen 

wobei der Operator A unabhbgig von r ist. Somit ist ip  genau dann harmo- 
nisch in Rn \ {O}), wenn f der gewohnlichen Differentialgleichung 

geniigt. Die Losungsmenge dieser gewohnlichen Differentialgleichung ist 2- 
dimensional, und man prUft leicht nach: Die allgemeine Losung von (15) lautet 

f ( r )  = a + blogr, r E (0, +m), a, b E R, falls n = 2, 

f ( 7 )  = a + br2-n, r E (0, +m), a, b E R, falls n 2 3. 

Wir bemerken, da!3 fiir Losungen f $ const von (15) 

lim lf(r)l =+a 
r+o+ 

erfiillt ist. Die radialsymmetrischen Losungen ~ ( x )  = f ( lxl),  x E Rn \ {O}, der 
Laplaceschen Differentialgleichung haben also in x = 0 eine Singularitat. Diese 
ermoglicht es uns, eine Integraldarstellung fiir die Losungen der Poissonschen 
Differentialgleichung herzuleiten. Eine vergleichbare Situation hatten wir beim 
Cauchyschen Integral vorgefunden. 

Definition 3. Ein Gehiet G C Rn, das den Voraussetzungen des GauJschen 
Satzes aus Kap. I, 5 5 geniigt, nennen wir ein Normalgebiet im Rn. 

Definition 4. Sei G C Rn ein Normalgebiet. Wir erkliiren die Funktion 

1 
ip(y;x)  := l o g l y  - X I  + $ ( y ; x ) ,  x ,y  E G mit x # y, n = 2, (16) 

2lr 

heziehungsweise 

1 
V ( Y ; X )  := l y - ~ 1 ~ - ~ + $ ( y ; x ) ,  x ,y  E G mit x #  y, n 2 3 .  

(2 - n ) ~ n  
(17) 

Hierbei ist fur jedes feste x E G die Funktion $(.; x )  mit y H $(y; x )  har- 
monisch in G und aus der Klasse C 1 ( c ) ,  und es ist $ E C O ( c  x e). Dann 
nennen wir i p ( y ;  x )  eine Gmdldsung der Laplacegleichung in G. 

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Potentialtheorie ist der folgende 

Satz  1. Im Normalgebiet G C Rn, n 2 2, sei eine Ldsung w, = u ( x )  E C2(G)n  
C1(G) der Poissonschen Differentialgleichung 

mit der Funktion f = f ( x )  E C O ( c )  als rechte Seite gegeben. Dann gilt fiir 
alle x E G die Integraldarstellung 
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Dabei ist u : aG + Rn die dujlere Einheitsnormale an aG, du(y)  ist das 
Oberfldchenelement auf aG, und ~ ( y ;  x) ist eine Grundldsung. 

Beweis: 

1. Wir ftihren den Beweis nur ftir den Fall n 2 3 durch. Sei x E G ein fester 
Punkt, und sei EO > 0 so klein gewahlt, daO die Bedingung 

fur alle 0 < E < EO erfullt ist. Wir fiihren die Polarkoordinaten 

y = x + re, E E Rn mit = 1, 

um den Punkt x ein und bezeichnen mit & die radiale Ahleitung. Auf 
dm Gebiet G,  := G \ B,(x) wenden wir nun die Greensche Formel an und 
erhalten fur alle E E (0, EO) 

2. Unter Beachtung von (17) erhalten wir nun 
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3. Aus (20), (21) und (22) konnen wir nun ftir E + 0+ die behauptete 
Identitat 

fiir beliebiges x E G folgern. q.e.d. 
0 0 

Satz 2. Zu gegebenem Punkt x= ( X I , .  . . , &) E Rn und Radius R E (0 + co) 
betraehten wir die Kugel B R ( ~ )  := {x E Rn : Is- I < R} .  Die Funktion 

sei eine Lasung der Laplaeegleiehung Au(x1,. . . ,x,) = 0 in B R ( ~ ) .  Dann gibt 
es eine Potenzreihe 

R 
fur xjE@ mit lxjl<-, j = l ,  ..., n, 

4n 

mit den reellen Koefizienten ak ,.. k ,  E Rfiir kl, . . . , k,  = 0,1,2,.  . ., welehe im 
angegebenen komplexen Polyzylinder ahsolut konuergent ist, .so daj folgendes 
gilt: 
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Beweis: 

1. Es geniigt, die Behauptung fiir den Fall ;= 0 und R = 1 zu beweisen, 
wie man mit Hilfe der Transformation T y  :=; +Ry, y E B1(0), mit 

T : B1(0) + B R ( ~ )  leicht einsehen kann. AuDerdem hefassen wir uns nur 
mit dem Fall n 2 3. Mit 

erhalten wir fiir jedes feste x E B eine Grundlosung der Laplacegleichung 
in B. Satz 1 liefert die Darstellungsformel 

Nun ist fiir festes x E B und y E aB folgendes richtig 

2. Fur beliebiges X E $ y E aB und x = ( X I , .  . . , xn)  E U? mit IxjI 5 &, 
j = 1,. . . , n, betrachten wir die GroDe 

Setzen wir ahkurzend 

so erkennen wir 

Es gilt n b l i c h  
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3. Fur jedes feste y E a B  is1 also die Fnnktion 

A 1 
$ ( x )  := ly - $ 1  , xn E @ mit 1x.l < -, j = I, . .  . ,n, 

- 4 n  

holomorph. Wegen (25) ist somit auch 

fur jedes feste y E a B  holomorph im angegebenen Polyzylinder und be- 
schrankt. Satz 11 aus Kap.IV, $ 2  uber holomorphe Parameterintegrale 
liefert nun, daO wegen (24) die Funktion u ( x )  holomorph im angegehe- 
nen Polyzylinder ist. Somit kann u wie angegeben in eine Potenzreihe 
entwickelt werden. Da die Funktion u ( x )  reellwertig ist, sind auch die Ko- 
effizienten ak, ... k,, als Koeffizienten der zugehorigen Taylorreihe reell. 

q.e.d. 

Satz 3. Seien ;E Bn, R E (0,  +m) und X E B mit X < n gegeben. Welter sei 
die Funktion f = f ( y l ,  . . . , y,) in  einer offenen Umgebung U C Cn, f i r  die 
U >> B R ( ~ )  gelte, holomorph. Dann ist die Funktion 

urn den Punkt lokal in  eine konvergente Potenzreihe entwickelbar. 

Beweis: Durch Anwendung der Transformation 

konnen wir unsere Betrachtungen auf den Fall g= 0, R = 1 einschranken. Wir 
untersnchen also das singulare Integral 

Zu festem x E B betrachten wir die Variablentransformation von E. E. Levi 

Sn=Sn(G, . . . ,Sn-I )=* 
i=l 

Die so erklarte Abbildung (El,. . . , & - I ,  Q) H y is1 bijektiv, und es gilt 
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Die Transformationsformel fiir mehrfache Integrale liefert nun 

~ Y I  ayn  - ... - 
ah ah 

%h 3% .,. - 
% - I  86-1  
~ Y I  ayn  - ... - 
ae ae 

- - 

e ... o €1 -e- 
€n 

. . 

0 ... Fn-1 e -e- 
€n 

G - $1 . . . €n-1 - %,-I En - xn 
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Wie im Beweis von Satz 2  entwickelt man die Funktion I<-xiX in eine konver- 
gente Potenzreihe und stellt mit Hilfe von Satz 11 aus Kap. IV, 5 2  fest, daO 
die Funktion F ( x )  in einer Umgebung des Punktes x = 0 in eine Potenzreihe 
entwickelbar ist. 

q.e.d. 

Definition 5. Eine finktion ip = ip(x1,. . . ,x,) : R + R auf der offenen 
Menge IZ C Rn nennen wir reellanalytisch in f2, wenn es fur jeden Punkt 
0 0 

x= ( X I , .  . . ,g,) E R eine fiir hinreichend kleines E = &(;) > 0 konvergente 
Potenzreihe 

mil den reellen Koefizienten ak ,.., kn E R fiir k l , .  . . , k, = 0 ,1 ,2 , .  . . so giht, 
dajl die Identitat 

( x .  x )  = ( x - ,  . Ixj- g j  I < E ,  j = I , . .  . ,n, 

erfullt ist. 

Satz 4. (Analytizit%tstheorem fiir die Poissongleichung) 
In der offenen Menge R C En, n 2 2, sei die reellanalytische finktion f = 
f(x1,.  . . ,x,) : R + iE gegeben. Ferner sei u = u(x1, .  . . ,x,) E C Y R )  eine 
Losung der Poissonschen Differentialgleichung 

A U ( X I , .  . . ,x,) = f ( x l , .  . . ,x,), (51,.  . . ,x,) E n. 
Dann ist U ( X )  reellanalytisch in R .  

Beweis: Sei ; E R und B ~ ( ; )  CC (2, so st,ellen wir mit Hilfe von Satz 1  die 
Liisung u durch die Grundlosung ip dar als 

mit x E B R ( ~ ) .  Nach Satz 2 stellt das erste Integral auf der rechten Seite 

eine um den Punkt g reellanalytische Funktion dar. Satz 3 zeigt, daO auch 
das zweite Integral eine um den Punkt g reellanalytische Funktion liefert. 

q.e.d. 

52 Die Poissonsche Integralformel mit ihren 
Folgerungen 

In Satz 1  aus 5 1  haben wir mittels der Grundliisung ip(y; x )  eine Integraldar- 
stellung fiir die Liisungen der Poissongleichung in einem Normalgebiet G ge- 
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wonnen. Besonders einfach wird diese Darstellungsformel, wenn ip(.; x )  auf aG 
verschwindet. Dieses motiviert die folgende 

Definition 1. In einem Nonalgebiet G c Rn sei eine Grundlosung ip = 
i p ( y ;  x )  gegeben. Diese nennen wir Greensche Funktion fur das Gebiet G ,  falls 
far alle x E G die Randbedingung 

p(y; x) = 0 fir alde y E aG (1) 

erfiillt ist. 

Satz 1. Fiir die Hyperkugel BR := { y  E Rn : IgI < R }  mit R E (O,+m) und 
n 2 2 haben wir die folgende Greensche finktion: 

1 
ip(v; $1 = - log 2~ 1 ,  ? / € p a ,  x E B R ,  (2) 

im Falle n = 2 und 

fiir 9 E p a ,  x E BR im Falle n 2 3. 

Beweis: 

1. Wir betrachten zunachst den Fall n = 2. Fiir festes x E BR ist 

eine Mobiustransformation mit der nichtsinguliiren Koeffizientenmatrix 

Weiter gilt 
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Somit folgt 
I f  (y)I = 1 fur alle y E ~ B R  

fiir alle y E aBR und alle x E BR. SchlieDlich hemerken wir noch 

Die Funktion $(.; x) ist als Realteil einer holomorphen Funktion harm* 
nisch in BR. 

2. Wir hetrachten nun den Fall n 2 3 und machen den folgenden Ansatz: 

mit fest,em x E BR und noch zu fixierenden Konst,anten K und A. Zunachst 
bemerken wir, daD die Funktion 

harmonisch in y E BR ist, falls Ax # BR. Die Bedingung ip(y; x) = 0 fiir 
alle y E ~ B R  ist genau dann erfiillt, wenn 

beziehungsweise 

KAly  - xi2 = ly - AxI2 fiir alle y E aBR 

richtig ist. Wegen lyl = R l a t  sich das weiter umformen zu 

und schliefilich zu 
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R ~ ( K &  -1) - q ~ .  Y ) ( K &  - A )  + 1 x 1 2 ( ~ &  - ~ 2 )  = o .  

Setzen wir nun X := K&, so erhalten wir 

Da der Fall X = 1, K = 1 und somit ip = 0 als trivial nicht in Frage 
2 

kommt, wiihlen wir X := ( )  und K = A* = ( fi) n-2. Nun erhalten 
wir mit 

fur x E BR \ {O) die Greensche Funktion fur das Gebiet BR. Wegen 

folgt filr diese noch 

fiir alle y E & und x E BR. q.e.d. 

Satz 2. (Poissonsche Integralformel) 
In der Kvgel BR := {y  E Rn : lyl < R }  vom Radius R E (0, +m) im Rn, 
n 2 2 ,  lose die Funktion u = u(x )  = u(xl,..,x,) E C2(BR)  n C O ( B R )  die 
Poissonsche Differentialgleichung 

mit der rechten Seite f = f ( x )  E CO(&). Dann gilt fiir alle x E BR die 
Poissonsche Integraldarstellung 

Dabei ist ip = ip(y; x )  die in Satz 1 angegebene Greensche Funktion. 

Beweis: 

1. Wir setzen znnachst u E C 2 ( B R )  voraus. Dann liefert Satz 1 aus 5 1 die 
Identitat 
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Wir beschranlcen uns zunachst auf den Fall n 2 3. Nach Satz 1 haben wir 
als Greensche Funktion 

1st nun x E BR fest und y E ~ B R  beliebig, so berechnen wir 

a Y 
' P ( Y ;  = R . VY~( l / ;  av 

1-92 Y - 2  1-n Y - Ax 
IY - X I  

- 
1 -- 

Diese Formel bleibt auch fiir n = 2 richtig, wobei dann K = 1 erfiillt ist. 
Wir beachten noch 

ly - Ax12 = R~ - 2A(x. y) + A21x12 

R2 R 4  
= ~ ~ - 2 ~ ( x . y ) + ~  

1x1 1x1 

beziehungsweise 
ly - Axln = A*lY - xin. 

Es folgt schlieDlich 
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Wir erhalten somit die Poissonsche Integraldarstellung 

2. 1st nun u E C2(BR) n C O ( B ~ ) ,  SO gilt nach Teil 1 des Beweises fiir alle 
Q E (0, R) die Identitat 

wobei p(y; x, Q) die Greensche Funktion fiir B ,  bezeichnet. Fur Q + R- 
erhalten wir d a m  

fiir alle x E BR. q.e.d. 

Bemerkungen: 

1. Im Spezialfall n = 2 und f = 0 erhalten wir fur 0 5 Q < R und 0 5 29 < 27r 

R2 - Q2 
u(~cost9,  esin0) = - u(R cos A, R sin A) dX. 

R2 - 2eRcos(A - 29) + e2 
0 

2. Wir nennen 

den Poissonsehen Kern. 
3. Spater werden wir das Randverhalten des Poissonschen Integrals untersu- 

chen. 

Satz  3. In einem Gebiet G C Rn sei eine Ldsung u = u(x) E C2(G) der 
Poissonsehen Differentialgleiehung Au(x) = f (x), x E G ,  gegeben. Dann gilt 
fiir jede Kugel BR(a) CC G die Identitat 

im Falle n = 2 bzw 
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zm Falle n 2 3 

Beweis: Durch eine Translation konnen wir a = 0 erreichen. Wir betrachten 
dann die Greensche Funktion 

beziehungsweise 

Die Poissonsche Integralformel liefert nun 

im Falle n = 2 und 

im Falle n 2 3. q.e.d. 

Folgerung: Fiir harmonische Funktionen u gilt die Mittelwerteigenschnft 

falls BR (a) C C G erftillt ist. 

Satz 4. (Harnacksche Ungleichung) 
Die Funktion u (x )  E C 2 ( B ~ )  sei i n  der Kugel BR = {y E R" : lyl < R) mit 
R E (0, +m) hanonzsch, und es gelte u ( z )  2 0 fir alle x E BR. D a m  folgt 

1 - ! ! !  
R 1 + g  

,-I ~ ( 0 )  5 U ( X )  5 ,-, U(0) fiir alle x E BR. ( 8 )  

(1 + 9) (1 - 9) 
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Beweis: Wir nehmen zunachst u E C2(BR)  an und kijnnen dann durch 
Grenzubergang die Ungleichung auch fiir Funktionen u E C2 (BR)  beweisen. 
Satz 2 entnehmen wir 

Fur beliebige y E Rn mit lyl = R und x E BR ist die folgende Ungleichung 
erfiillt: 

lYI2 - 1xI2 < lYI2 - 1xI2 IyI2 - 1xI2 
( R  + 1x1)" - ly - xin ( R  - 1 ~ 1 ) ~ '  

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit &u(y) und integrieren anschlie- 
Bend iiber ~ B R ,  so folgt 

Die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen ausnutzend erhalten wir 
nun 

Rn-z R2 - 1xI2 R2 - 1xI2 
u(0) 1 u(x)  I R ~ - ~  

( R  + 1 ~ 1 ) ~  ( R  - 1 x 1 ) ~  u(0) 

beziehungsweise 

Hieraus ergibt sich schlieDlich 

Satz 5. (Liouvillescher Satz fiir harmonische Funktionen) 
Sei u(x)  : Rn + R eine hamonische Funktion, welche u(x)  5 M fiir alle 
x E Rn mit einer Konstanten M E R erfiillt. Dann folgt u(x)  = const, 
x E Rn. 

Beweis: Wir betrachten die harmonische Funktion u(x)  := M - u(x) ,  x E Rn, 
und stellen u(x) 2 0 fiir alle x E Rn fest. Die Harnacksche Ungleichung liefert 
somit 
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Fiir R + +m erhalten wir u(x)  = u(0) fiir alle x E Rn und damit 
u ( x )  = const, x E Rn. 

q.e.d. 

Von fundamentaler Bedeutung fiir das folgende ist die 

Definition 2. Sei G c Rn eein Gebiet und u = u ( x )  = u(x1, ..., 2,) : G + 
B E CO(G) eine stetige finktion. Wir nennen u sehwaehharmoniseh (super- 
hannoniseh, subharmonisch), falls 

far alle a E G und r E (0,19(a)) mit einem gewissen O(a) E (0, dist(a, Bn \ G)] 
riehtig ist. 

Bemerkungen: 

1. Eine Funktion u : G + R E CO(G) ist superharmonisch genau dann, wenn 
-u subharmonisch ist. 

2. Eine Funktion ist schwachharmonisch genau dann, wenn sie sowohl super- 
harmonisch als auch subharmonisch ist. 

3. Eine schwachharmonische Funktion wird durch die Mittelwerteigenschaft 
charakterisiert und sollte nicht verwechselt werden mit gewissen schwa- 
chen Losungen der Laplacegleichung im Sobolevraum, welche i.a. nicht 
einmal stetige Funktionen darstellen. 

4. Sind u ,  u : G + B superharmonische Funktionen und cu E [O, +m), so sind 
auch die stetigen Funktionen 

superharmonisch. Fiir wl und wz ist die Aussage klar. Sei a E G und 
r E (0, $(a)) ,  so folgt 
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5. Sind u, v : G + R subharmonisch und cu E [0, fm), so sind auch 

subharmonische Funktionen in G. 

Satz 6. In einem Gebiet G C Rn sei eine hnktion u = u(x) E CZ(G) ge- 
geben. Dann ist diese zweimal stetig differenzierbare hnkt ion  genau dann 
schwachhamonisch (superhamonisch, subharmonisch) In G, wenn 

Au(x) = 0 ( 5  0, 2 0) fur alle x E G 

richtig ist. 

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall n 2 3 durch. Sei f (x) := 
Au(x), x E G, erklart, so folgt f E CO(G). Fiir alle a E G und alle r E (O,B(a)) 
erhalten wir aus Satz 3 die Identitat 

Setzen wir 

so folgt offenbar: u ist genau d a m  schwachharmonisch (superharmonisch, sub- 
harmonisch), wenn 

x(a,r)  = 0 ( 2  0, 5 0) fiir alle a E G, r E (O,B(a)) 

gilt. Beachten wir schliefilich noch lx - a12-n - r2-n 2 0 fiir alle x E G mit 
1x - a1 5 r, so erhalten wir die Behauptung. q.e.d. 

Satz 7. (Maximum- und Minimumprinzip) 
Eine im Gebiet G C Rn superhanonische (subharmonische) hnkt ion  u = 

u(x) : G + R nehme in einem Punkt E G ihr globales Minimum (Maximum) 
an, d.h. es gilt 

Dann folgt 
u(x) = cms t  in G. 
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Beweis: Da durch v + -u subharmonische Funktionen in superharmonische 
iibergehen, ist die Aussage nnr fiir superharmonische Funktionen zu zeigen. 
Nun nehme die superharmonische Funktion u : G + R E CO(G) ihr globales 

Minimum in einem Punkt E G an. Wir hetrachteu dann die nichtleere Menge 

welche in G ahgeschlossen ist. Wir zeigen nun, daO G* anch offen ist. 1st 
namlich a E G* ein heliehiger Punkt, so haben wir 

inf u(y )  = u(a)  2 u(a + r.$) do( [ )  fur alle r E (O,O(a)). ( 9 )  
v€G W n  

l<l=l 

Somit folgt u ( z )  = u(a)  fur alle x E R" mit lz - a1 < O(a). Folglich ist G* 
offen. Da nun G ein Gebiet ist, sieht man durch Fortsetzung langs Wegen 
leicht u ( x )  = u(&) fiir alle x E G ein, d.h. es gilt u ( z )  = const, z E G. q.e.d. 

Satz  8. In einem beschrankten Gebiet G C Rn sei die finktion v : G + 
R E CO(G) superhannonisch (subhannonisch). Weiter sei fur alle Punktfolgen 
{~'~'}k=1,2,. . .  C G rnit lim x ( ~ )  = x E aG die Eigenschaft 

k+m 

liminf u ( d k ) )  2 M ( l i m ~ u ~ u ( z ( ~ ' )  5 M )  
k + m  k+m 

mit einer Konstante M E R erfiillt. Dann folgt 

Beweis: Es genugt, superharmonische Funktionen u : G + R zu betrach- 
ten. Ware dann die Behauptung u ( z )  2 M fiir alle x E G falsch, so gibt 
es ein [ E G mit jt := u(.$) < M .  Wir konstrnieren nun eine Folge von 
zusammenhihgenden, kompakten Teilmengen von G ,  welche G ausschBpfen, 
d.h. Qj T G  fiir j + cm, und fiir die gilt 

In jedem Kompaktum O j  nimmt nach Satz 7 die superharmonische Funktion 
,u ihr Minimum in einem Randpunkt y ( j )  E 8 0 ,  an, so daO gilt 

Wahlen wir nun aus der Folge {y(j)}j=1,2,... C G eine konvergente Teil- 
folge { ~ ' ~ ' } k = ~ , 2  ,... C {y(j)}j=1;2 ,... aus, SO erhalt,en wir damit eine Folge 
{ ~ ( ~ ) } k = 1 , 2 ,  ... c G mit 

lim d k )  = z E aG nnd liminf u ( d k ) )  5 f i  < M. 
k+m k+m 



52 Die Poissonsche Integralformel mit ihren Folgerungen 305 

Dieses widerspricht aher der Voraussetzung 

liminf u ( x ( ~ ) )  2 M fur alle {~(~'}~=1,z, . . .  c G mit lim x ( ~ )  E aG. 
k+m k+m 

q.e.d. 

Satz 9. Sei G C Rn ein beschranktes Gebiet. Ferner seien u = u(x), v = 
,u(x) : G + R E CO(G) zwei Funktionen, die in G sehwaehharmoniseh sind. 
Dann folqt 

Beweis: Die Funktion w(x) := u(x) -v(x), x E c, ist stetig in c und schwach- 
harmonisch in G. Setzen wir M := sup lu(x) - v(x)l, so folgt aus Satz 8 

rEaG 

- M < w ( x ) < M  furalle x E G .  

Dieses liefert die angegebene Ungleichung. q.e.d. 

Satz 10. Sei G C Rn ein besehrdnktes Nomalgebiet. Dann ist die Greensche 
Funktion ipc(y;z) fur das Gebiet eindeutig bestimmt, und es gilt 

~ c ( y ;  x) < 0 fur alle y E G und festes x E G. (10) 

Beweis: (nur fUr n 2 3) 

1. Seien die zwei Greenschen Fnnktionen 

gegehen. Dann folgt 0 = ipl(y; x) = ipz(y; x) fur y E aG, x E G und somit 

Y = z y ;  Y E  aG, a: E G. 

Nach Satz 9 gilt nun $1 (y; x) = $z(y; x), also auch 

ipl = ipz, y E G, x E G. 

2. 1st nun 

die Greensche Funktion fiir das Gebiet G zu festem x E G. Dann 
ist ~ ( y )  := ip(y;x) : G \ {x} + R harmonisch. Fiir beliebige Folgen 
{y(k)}k=1;2,... C G1 := G \ {x} mit lim y(k)  E aG' = aG U {x) gilt 

k i m  nun 

Satz 8 liefert somit ~ ( y )  < 0 fiir alle y E G', nnd aus Satz 7 folgt dann 
(10). q.e.d. 

Bemerhng: Die Frage nach der Existenz einer Greenschen Funktion fiir be- 
liehige Gebiete G hleibt offen. 



306 V Potentialtheorie und Kugelfunktionen 

53 Das Dirichletproblem fiir die Laplacegleichung im Rn 

In diesem Paragraphen sei immer G c Rn ein beschriinktes Gebiet, nnd f = 
f ( x )  : aG + R E CO(aG) bezeichne eine stetige Funktion auf dessen Rand 
aG. Unser Interesse gilt dem folgenden Dirichletschen Randwertproblem fiir 
die Laplacegleichung 

u = U ( X )  E C2(G) n C O ( c ) ,  

Au(x) = 0 fiir alle x E G, (1) 

u(x)  = f ( x )  fiir alle x E aG. 

Satz 1. (Eindeutigkeitssatz) 
Seien u(x) ,  u(x) zwei Losungen des Dirichletproblems (1) bei gegebenem G 
und f .  Dann folgt 

u (x )  = u(x)  in G. 

Beweis: Die Funktion w(x) := u(x) - u(x) ,  x  E G, gehort zur Klasse C2(G) n 
CO(G) , ist insbesondere schwachharmonisch in G und hat die Randwerte 

w(x) = u(x) - u(x)  

= f ( x )  - f (2)  = 0 fiir alle x E aG. 

Nach Satz 9 aus 5 2 folgt w(x) = 0 in G bzw. 

Mit Hilfe des Poissonschen Integrals kann man das Dirichletproblem auf Ku- 
geln explizit lasen. 

Satz 2. Auf der Kugel BR(a) := {y E Rn : ly - a1 < R }  mit a  E Rn und 
R E (0 ,  +cu) betrachten wir das Poissonsche Integml 

Dann gehdrt ,u der Regularitiitsklasse C2(BR(a)) n CO(BR(a)) an, ist harmo- 
nisch in B R ( ~ ) ,  und es gilt 

lim U ( X )  = f ( g )  f ir alle E aBR(a). 
X t 5  

(3) 
sEBn(o) 

Die angegebene finktion, u last also das Dirichletproblem (1)  auf der Kugel 
G = BR(a) bei gegebener stetiger Randfunktion f : aBR(a) + R. 
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Beweis: 

1. Wir betrachten zunilchst den Fall a = 0, R = 1 und setzen B := B1(0) c 
Rn. Dann erhalten wir die Funktion 

mit dem Poissonschen Kern 

2. Formel (4) entnehmen wir sofort u E C2(B) .  Weiter ist nach Teil 1 des 
Beweises yon Satz 2 aus 5 2 die Identitat 

= Y .v,ip(~;~), Y E  as, x E B,  

erfiillt. Hierbei ist ~ ( y ;  x) die in 5 2, Satz 1 angegebene Greensche Funktion 
fur die Einheitskugel B. Wir bemerken, daO ip symmetrisch ist, d.h. 

~ ( x ;  y) = ip(y;x) fiir alle x, y E B mit x # y. (6) 

Weiter gilt 

Somit erhalten wir 

Au(x) = AsP(y; x) f (y) du(y) = 0 fiir alle x E B. (8) / 
I Y = ~  

3. Wenden wir Satz 2 aus 5 2 auf die harmonische Funktion w(x) = 1 fiir 
x E B an, so erhalten wir 

Weiter ist P(y; x) > 0 fur alle y E aB und alle x E B erfiillt 
4. Wir zeigen nun, dafi fiir alle g E aB die Beziehung 
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richtig ist. Zunachst gilt fiir alle x E B 

U(X) - f (x) = - 1 y 2  - x 2  ( f  - fig)) dag) 
wn IY -$In 

I Y = ~  

- - l Iyl2 - 1x12 (f(y) - f(;)) 
W n  IY -"In 

yEaB 
(10) 

ly-Gl22s 

+ / ' - x 2  ( f )  - f(;)) da(y). 
W n  IY - 4" 

y€aB 

Da f stetig im Punkt g ist, gibt es zu vorgegebenern E > 0 ein 6 = S(E) > 0, 

so daO 1 f(y) - f (;)I 5 E fiir alle y E aB mit ly- g I < 26 richtig ist. Somit 
folgt 

< E fiir alle x E B, 

Falls nun x E B mit ix- g I < S gewahlt wird, gilt fiir y E aB mit 

ly - g I 2 26 die Absch2tzung 

Damit folgt filr alle y E aB mit ly- g I 2 26 und x E B mit lz- I < 1) < 6 

Setzen wir noch M := sup 1 f (y)l, SO konnen wir wie folgt abschatzen: 
yEaB 
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falls q  E (0,6) hinreichend klein gewiihlt wird. Insgesamt erhalten wir mit 
Hilfe von (lo), (11) und (12) 

Somit folgt 
limu(r) = f (g) fiir alle E aB 
z 4  
rEB 

5. Die Funktion 

last das Dirichletproblem auf der Einheitskugel B. Verwenden wir nun die 
Transformation 

so erhalten wir mit v(c) := u(TE), E B R ( ~ ) ,  eine Lasung des Dirichlet- 
problems 

v  = 48 E c 2 ( B ~ ( a ) )  n CO(BR(a)), 

d v ( [ )  = 0 fur alle E B R ( ~ ) ,  ( I 4 )  

wobei wir noch g(() := f ( T I ) ,  .$ E a B ~ ( a ) ,  gesetzt hahen. Fur 

gilt q  E as&) und du(q) = Rn-I du(y). Damit berechnen wir 
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Satz 3. (RegularitStssatz) 
In einem Gebiet G C Bn sei die schwach,h,armonische finktion u = u ( x )  : 
G + R E CO(G) gegeben. Dann ist u reellanalytisch in G und genugt der 
Laplacegleichung Au(x )  = 0 fur alle x E G. 

Beweis: Sei a E G beliebig gewahlt, so betrachten wir zu geeignetem R E 
(0, +w) die Kugel BB(a) CC G. In dieser Kugel h e n  wir mit Hilfe von Satz 
2 das Dirichletprohlem 

U = V ( X )  E C2(BR(a))  n cO(BR(a)), 
A U ( X )  = o fiir alle x E B R ( ~ ) ,  (15) 

u ( x ) = u ( x )  fiiralle x c a B R ( a ) .  
- 

Satz 9 aus $ 2  liefert nun u ( x )  = u(x )  in BR(a). Somit gilt u E C2(G)  und 
Au(x )  = 0 fiir alle x E G. Nach § 1, Satz 4 ist ferner ,u reellanalytisch in G. 

q.e.d. 

Wir wollen nun das Dirichletproblem (1)  ftir eine grofie Klasse von Gebieten 
G 1Ssen. Hierzu verwenden wir eine von 0. P e m n  vorgeschlagene Methode. 

Definition 1. Sei G C Bn ein beschranktes Gebiet und u = u ( x )  : G + B E  
CO(G) eine stetige Funktion. Dann erklaren wir die harmonisch abgeanderte 
Wnktion 

u (y )  du(y) ,  x E G mit 1x - a1 < R 

g - a = R  

fiir alle a E G und R E (0, dist(a,Rn \ G)) .  
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Bemerkung: Die Funktion v = u(x) : G + R E Co(G) ist in BR(a) harmonisch 
und stimmt auf G \ BR(a) mit der urspriinglichen Fnnktion iiherein. 

Sehr wichtig ist nun der folgende 

Hilfssatz 1. Seien a E G und R E (0, dist(a, Rn \ G)) fest gewahlt, und u = 
u(x) sei eine in G superhannonische Funktion. Dann ist aueh die hannonisch 
abgeiinderte Funktion 

superhannoniseh in G, und es gilt 

V(X) 5 u(x) fir alle x E G. 

Beweis: 

1. Wir zeigen zunachst v(x) - 5 u(x) fiir alle x E G. Dazu ist offenhar nur 
v(x) 5 u(x) fiir alle x E BR(a) nachzuweisen. Die Funktion 

w(x) := u(x) - v(x), x E BR(0, 

ist in BR(a) superharmonisch. Jede Punktfolge { ~ ( ~ ) } h = ~ , ~ , . . .  C BR(a) 
mit lim x(k) =; E EBR(a) erfiillt ferner 

k i m  

liminf w(dk) )  = w(E) = 0. 
k i m  

Nach 5 2, Satz 8 folgt w(x) 2 0, x E BR(a), beziehungsweise 

v(x) 5 u(x) fiir alle x E BR(a) 

2. Wir zeigen nun, dafl v superharmonisch in G ist. Sei [ E aBR(a) ein 
beliebiger Punkt und t9([) E (0, dist([, Rn \G)]. Unter Beachtung yon Teil 
1 des Beweises erhalten wir dann 

fiir alle @ E (O,t9([)). Somit ist v superharmonisch - in G, denn in B R ( ~ )  
ist u ohnehin harmonisch und in G \ BR(a) superharmonisch. q.e.d. 

Wir henijtigen noch den folgenden 

Hilfssatz 2. (Harnacksches Lemma) 
Sei wk(x) : G + R, k = 1 ,2 , .  . ., eine Folge hannonischer finktionen in G, 
welche im folgenden Sinne absteigend ist: 
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Weiter konwergiere die Folge in einem Punkt g E G, d.h. 

lim wk(g) > -M. 
ktm 

Dann konvergiert die Folge {wk(%)}k=1,2, in jedem Kompaktum O C G 
gleichmaflig gegen eine in G hannonische finktion, 

w(x) := lim wk(x), x E G. 
k+m 

Beweis: Sei 0.E. ;= 0 und die Kugel BR C G mit einem R E (O,+w). 
Zu k, l  E W mit k 5 1 e rkken  wir die nichtnegative Funktion vkt(x) := 
W~(X)-W~ (x) 2 0,x E BR,  und wenden auf diese die Harnacksche Ungleichung 
an 

Setzen wir noch K := $ . = 3 .  Zn-', so folgt 

Da lim wk(0) existiert, konvergiert die Folge {~k(~)}k=1,2, ... gleichmaflig in 
'A,". ." ,- 

$ gegen die Funktion w(x). ~berdecken wir nun ein Kompaktum O C G 
durch endlich viele Kugeln, so konnen wir einsehen, daf3 die Funktionenfolge 
{~k(~)}k=1,2, . .  in O gleichmaflig gegen die Funktion w(x) konvergiert. Durch 
Grenztibergang in der Poissonschen Integralformel erkennen wir schliefllich, 
dafl die Grenzfunktion w(x) in G harmonisch ist. q.e.d. 

Als Ansatz zur Losung des Dirichletproblems verwenden wir die folgende Men- 
ge zulassiger Funktionen 

M := {u : G + R E Co(G) : u ist in G superharmonisch, und 

fiir alle Folgen {x(~)}~=~,~,.,. C G mit lim x@) = x* E aG 
ktm 

gilt liminf u(x(~)) 2 f (x*)) 
k t m  

Hierhei bezeichnet f : aG + R wieder eine stetige Randfunktion. Da 

~ ( 2 )  := M := max f(x) E M 
rEBG 

gilt, ist M # 0, 



53 Das Dirichletprohlem fiir die Laplacegleichung im R" 313 

Hilfssatz 3. Sei die Funktion 

u ( x )  := inf u(x ) ,  x  E G ,  
uEM 

erklart. Dann ist u  harmonisch in G,  und es gilt 

m 5 u ( x )  5 M far alle x  E G. 

Dabei haben wir m := inf f ( x ) ,  M := sup f ( x )  gesetzt. 
Z E ~ G  rEBG 

Beweis: 

1 .  Sei { x ~ } ~ = ~ ; ~ , ~ , . . .  C G eine in G dichte Punktfolge. Dann existiert fiir alle 
i E W eine Funktionenfolge {v,}j=1,2, ... c M mit 

lirn uij ( x i )  = u(xi ) .  
j+m 

Nach dem Minimumprinzip ist uij(x)  2 m ftir alle x  E G und alle i, j E N 
Zu jedem k  E W erklaren wir nun die Funktion 

uk(x) := min vv (x ) ,  x  E G. 
l<i,j<k 

Offenhar gilt vk(x)  2 vk+l(x), x  E G,  fiir alle k  E G. Weil das Minimum 
endlich vieler superharmonischer Funktionen nach einer fruheren Bemer- 
kung wieder superharmonisch ist, folgt 

U k E M ,  k = l , 2 ,  ... 

Da u(xi )  < uk(xi) < vik(xi) fiir 1  < i < k  richtig ist, erhalten wir noch 

lim uk(xi) = u(xi )  fiir alle i = 1 , 2 ,  
k -m  

2. In einer Kreisscheibe BR(a) CC G Bjldern wir uk harmonisch ab zu 

Unter Beachtung von Hilfssatz 1  folgt {~1k}k=1,2, ... c M .  Ferner gilt 
wk(x) 2 wk+l(x) in BR(a) fur alle k  E W und 

u(x i )  < wk(xi) < vk(xi)  fiir alle i, k  E W 

Somit erhalten wir 

lim wk(x i )  = u(x i )  fiir alle i E I% 
k+m 

Nach dem Harnackschen Lemma konvergiert die Folge {wk(x)}k=1,2, ... in 
BR(a) gleichmaflig gegen eine harmonische Funktion w(x) ,  und es gilt 

w(xi)  = u(xi )  fiir alle xi E BR(a),  i = 1 , 2 ,  
- 

Da w und u stet,ige Fnnktionen sind, folgt u ( x )  = w(x) ,  x  E BR(a).  Somit 
mul3 u in G harmonisch sein, denn B R ( ~ )  CC G war beliebig gewahlt. 
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3. Wegen M E M folgt u(x)  5 M fiir alle x  E G. Da vij(x) 2 m fiir alle 
x  E G und alle i, j E N richtig ist, und damit inshesondere uk(x) 2 m in 
G fur k E W gilt, erhalten wir auch 

u(x)  = lim wk(x) 2 m fiir alle x  E G. 
k + m  

q.e.d. 

Definition 2. Sei G C Rn ein beschranktes Gebiet. Einen Randpunkt x E aG 
nennen wir regular, wenn es eine superhanonische Funktion @ ( y )  = @(y;  x)  : 
G + R mit 

lim @ ( y )  = 0 
Y+Z 
YEG 

und 
Q ( E )  := inf @(y) > 0 fiir alle E > 0 

YEG 
I Y - C ~ E  

giht. Ist jeder Randpunkt von G regular, so sprechen wir uon einem Dirichlet- 
gebiet. 

Bemerkung: Ein Punkt x  E aG ist genau d a m  regular, wenn es ein r > 0 und 
eine superharmonische Funktion P = P(y) : G n B,(x) + R mit 

gibt. Hierzu setzen wir m := inf P(y) > 0 und betrachten die in G 
r>ly-sl>&r 

YEG 
superharmonische Funktion 

Satz 4. (Existenzsatz) 
Sei G C Rn ein beschranktes Gebiet mit n 2 2. Dann ist das Dirichletproblem 

u = U ( X )  E C2(G) n CO(G), 

Au(x) = 0 in G ,  (17) 

U ( X )  = f ( x )  auf aG 

far alle stetigen Randfunktionen f : aG + R genau dann lasbar, wenn G im 
Sinne von Definition 2 ein Din'chletgebiet ist. 

Beweis: 

, Das Dirichletproblem sei fiir alle stetigen f : aG + R 16sbar. 1st 
nun E aG beliebig, so wiihlen wir f (y) := ly - el, y E aG, und losen zu 
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diesen Randwerten das Dirichletproblem (17). Fur die harmonische Funktion 
u = u(x) : + B folgt nach dem Minimumprinzip 

u(x) > 0 fur alle x E \ {El. 

Somit ist < ein regularer Randpunkt. 

, Sei G ein Dirichletgebiet und x E aG ein beliehiger reguliirer Rand- 
punkt. Dann giht es eine zugehorige superharmonische Funktion @(y) = 
@(y;x) : G + B gems Definition 2. Da f : aG + B stetig ist, existiert 
zu vorgegebenem E > 0 ein 6 = a(&) > 0 mit 1 f (y) - f (x) I 5 E fiir alle y E aG 
mit ly - X I  5 6. Wir erklaren nun 

1. Die obere Barrierefzlnktion 

vf (y) := f (x) + E + ( M  - m)- @(Y) y E G,  
V(E) ' 

sei gegeben. Offenbar ist vf superharmonisch in G. Ferner gilt fur eine 
beliebige Folge {y(k)}k=l,z,... C G mit y(k)  + yf E aG fur k + m 

liminf vf ( ~ ( ~ 1 )  2 f (y+) 
k+w 

Also ist v+ E M erfiillt. 
2. Nun hetrachten wir die untere Bawierefunktion 

Sei v E M beliebig gew&hlt. Ftir eine Folge {y(k)}k=l,z,... c G mit y(k)  + 
y- E aG fiir k + m berechnen wir 

~ ( y ( ~ ) )  - ~ - ( y ( ~ ) ) )  
k t m  

2 liminf ~ ( y ( ~ ) )  - f(y-)) + liminf (f(y-) - ~ - ( y ( ~ ) ) )  
k+w ( k t w  

2 0. 

Weiter ist v-u- superharmonisch in G,  und Satz 8 aus 5 2 liefert v-v- 2 0 
in G bzw. 

4 ~ )  2 v-(Y), Y E G,  

fiir alle u E M. 
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3. Fur die in Hilfsatz 3 konstruierte harmonische Funktion 

u(y )  := inf u(y ) ,  y E G ,  
v E M  

zeigen wir nun, daO u stetig die Randwerte f annimmt. Wegen 1. und 
2. ist 

u-(y)  5 u ( y )  5 u f  ( y )  fiir alle y E G 

erfiillt, d.h. es gilt 

Beachten wir noch lim @ ( y )  = 0, so erhalten wir 
YEG 
Y+5 

fiir alle y E G mit ly - X I  5 6*(&). Somit folgt 

lim u ( y )  = f (5)  
yEG 
Y+Z 

Also lost u das Dirichletproblem (17) fiir die Randwerte f .  q.e.d. 

Satz 5. (PoincarBbedingnng) 
Ein Randpunkt x E i3G ist regular, - wenn es eine Kugel B,(a) n i t  a E Rn und 
r E (0,  +a) gibt, so dajl G n B,(a) = { x }  erfiillt ist. Insbesondere sind dann 
beschrankte Gebiete mit regularem C2-Rand Dirichletgebiete. 

Beweis: Indem man fur n = 2 die in G harmonische Funktion 

( y )  := log ( )  y E G. 

und fiir n 2 3 die harmonische Funktion 

betrachtet, folgt unmittelbar die Behauptung. q.e.d. 

Satz 6. Sei BR := { x  E Rn : 1x1 < R} eine Kugel won Radius R > 0 
und die punktierte Kugel BR := B R  \ {O} erkldrt. Die Funktion u = u ( x )  E 
c2(BR) n Go(=) sei hamonisch in BR .  Dann ist u hannonisch in BR.  

Beweis: Wir beschranken unsere Betrachtungen auf den Fall n 2 3 und setzen 
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Die Funktion v  ist harmonisch in BR und stetig in & mit den Randwerten 

Da u  nnd v  stetig in sind, gibt es eine Konstante M > 0, so daO 

erfiillt ist. Zu vorgegebenem E > 0  kiinnen wir nun ein S = S ( E )  E (0, R) so 
wahlen, daO 

M I ~(1x1~'~ - R ' - ~ )  fiir alle x  E Rn mit 1x1 = S ( E )  

gilt. Betrachten wir die Kugelschale K, := { x  E Rn : S ( E )  5 1x1 5 R ) ,  so 
folgt 

Iu(x) - v(x)I 5 E ( I X ~ ~ - ~  - R Z - ~ )  fiir alle x  E aK,. 

Das Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen liefert nun 

Da E > 0 heliehig gewahlt war und 6 ( ~ )  J. 0  fiir E J.0 zu erreichen ist, erhalten 
wir 

, u ( x ) E u ( x ) ,  X E B R .  

Nun sind u  und v  stetig in &, und es folgt 

Somit ist u harmonisch in BR. q.e.d. 

Bemerkungen: 

1. Beim Riemannschen Hebharkeitssatz fiir holomorphe Funktionen geniigt 
es, die Beschranktheit der Funktionen in der Umgebung der singuhen 
Stelle zu fordern, um die Funktion holomorph in diesen Punkt fortzuset- 
Zen. 

2. Es gibt beschrankte Gebiete, fiir die das Dirichletproblem nicht zu helie- 
bigen Randwerten liisbar ist. Betrachten wir znm Beispiel 

G := BR, aG = ~ B R  U {0)  

Zu den Randwerten f ( x )  = 1, 1x1 = R, und f (0) = 0  gibt es wegen Satz 
6 offenbar keine harmonische Funktion. 
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54 Die Theorie der Kugelfunktionen: Fourierreihen 

Die Theorie der Kugelfunktionen wurde von Laplace und Legrende hegriindet 
und wird in der Quantenmechanik zur Untersuchung des Spektrums des Was- 
serstoffatoms verwendet. Die hier vorgetragene Theorie fiir beliebige h u m -  
dimensionen n > 2 verdankt man G.Herglotz. Wir verwenden in diesem und 
im nachsten Paragraphen die in Kapitel 11, 5 6 eingefiihrten Banach- und Hil- 
bertriiume. Zuniichst hetrachten wir den Fall n = 2. 

Sei S1 := { x  E R2 : 1x1 = 1) die Einheitskreislinie; die Funktionen u = 
u ( x )  E CO(S1,  R) kkgnen wir mit den 2~-periodischen, stetigen Fnnktionen 

u(y  + 2 ~ k )  = v ( y )  
v : R + R E C O ( $ R )  : 

fur alle y E R, k E % 

identifizieren mittels C(y) := u(ei9), 0 5 y 5 27r. Der h u m  CO(S1,R)  ist 
mit der Norm 

llullo := maxIu(x)I, u E CO(S1,R) ,  
zES' 

(1) 

ein Banachraum mit der Topologie der gleichmafligen Konvergenz. Mit dem 
inneren Produkt 

wird CO(S1,  R) zu einem PrSHilbertraum. SchlieBen wir nun diesen Raum in 
der vom inneren Produkt ( 2 )  induzierten L2-Norm 

ab, so erhalten wir den Lehesgueraum L2(S1, R) der quadratintegrahlen, mefl- 
baren Funktionen anf S1. Wir notieren weiter die Ungleichung 

u 5 u fur alle u E CO(S1,R) .  (4) 

Konvergiert also eine Folge bez. der Banachraumnorm 1 1  . 1 1 0 ,  so ist dieses 
auch hez. der Hilhertraumnorm 1 1 . 1 1  der Fall. Die Umkehrnng ist jedoch nicht 
richtig, denn der Hilbertraum L2(S1, R) enthalt auch unstetige Funktionen. 

Satz 1. (Fourierreihen) 
Das System der finktionen 

bildet ein uollstandiges Orthonomabystem, kvrz u.o.n.S., im Pra-Hilbertmum 
'li := CO(S:  R) ausgestattet mit dem in (2) angegebenen inneren Produkt. 
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Beweis: 

1. Man rechnet leicht nach, daB das angegebene Funktionensystem S ortho- 
normiert ist, d.h. [lull = 1 fur alle u E S und ( u ,  u) = 0 fiir alle u ,  v  E S mit 
u # v.  ES hleibt zu zeigen, daO dieses Orthonormalsystem von Funktionen 
vollstiindig im Pr%Hilhertraum 3t ist. Nach Satz 5 aus Kap.11, 5 6 ist zu 
zeigen, daB fur jedes u E 3t ihre zugehlirige Fourierreihe diese Funktion 
bez. der Hilbertraumnorm 1 1  . 1 1  approximiert. 

2. Sei also 
u = U ( X )  E 3t = CO(S1, E) 

beliebig gegeben. Wir setzen dann u harmonisch in die Kreisscheibe 

fort mittels 

wobei wir z = rei"esetzt haben. Wir entwickeln nun den Poissonschen 
Kern wie folgt: 

Die Reihe konvergiert hierbei lokal gleichmiiBig fiir 0 5 r < 1 und ip ,  t9 E E. 
Nun gilt 

cos k(ip - 29) = cos kip cos kt9 + sin kip sin kt9, 

und wir erhalten mit g(ip) := u(eip),  ip  E [0,27r), 
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271 271 

= / g(p) d v  + 2 { (i / g(p) cos Xp d v  
27r 

0 k=l 

+ (k [g(v) ,in k p  dp) rk  sin XU} 

Wir setzen schlieBlich 

und 
271 

bk := 1 /g (p)  s inkvdv,  
7 

0 

Damit erhalten wir in 

1 " 
u(re") = = a o + x  (ak cos kU+bn sin kU)rk, 0 5 r < 1, 0 5 t9 < 27, 

k=l 

die Fourierentwicklung einer in lzl < 1 hamonischen Funktion. 
(9) 

3. Da u,( t)  stetig in B ist, gibt es zu vorgegebenem E > 0 ein r E (0, I),  so 
daO 

Iu(reia) - g(U)1 5 E fiir alle 8 E [0,27r) (10) 

richtig ist. Weiter kiinnen wir ein N = N(E) E W SO wahlen, daD 

. . 
erfiillt ist. Zu vorgegebenem E > 0 finden wir also reelle Koeffizienten 
Ao, . . . ,AN und B1,. . . , B N ,  SO daB fiir das trigonometn'sche Polynom 

die Ungleichung 

IF,(@) - g ( ~ ) 1  5 2~ fiir alle u E [O,2?r) (12) 
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richtig ist. Aus ( 4 )  erhalten wir damit 

Wegen der Minimaleigenschaft der Fourierkoeffizienten gemaB Kap. 11, 
$ 6, Hilfssatz 1 approximiert die zum angegehenen Funktionensystem zu- 
gehorige Fourierreihe die vorgegehene Funktion hez. der Hilbertraum- 
norm. Nach Satz 5 aus Kap.11, $ 6  ist dieses Funktionensystem ein 
vollstandiges Orthonormalsystem in X. 

q.e.d. 

Bemerhng:  Die Frage, fur welche g = g(t9) die Identitht (9)  punkktweise auch 
ftir r = 1 richtig bleibt, d.h. 

1 m 

u(ei" = ~ a o  + ( a k  cos kt9 + bk sin k g ) ,  0 5 29 < 2?r, 
k=l 

lassen wir unbeantwortet. Wir haben nur die Konvergenz im quadrat,ischen 
Mittel gezeigt. Fiir stetige Funktionen ist die oben angegehene Identitat im 
allgemeinen nicht erftillt. Durch Konvergenzuntersuchungen bei Fourierreihen 
hat die Analysis wesentliche Impulse erhalten. 

Wir wollen nun die Beziehung der trigonometrischen Funktionen zum Lapla- 
ceoperator untersuchen. Zunachst erinnern wir an die Darstellung des Lapla- 
ceoperators in Polarkoordinaten: 

Fiir eine beliebige C2-Funktion f = f ( r )  hahen wir demnach die Identitat 

Dabei haben wir 

gesetzt. Beachten wir noch 

L a ( r k )  = k ( k  - l)rk-' + krk-' - k2rk-' = 0, k = 0 ,1 ,2 , .  . . , 

so erhalten wir insbesondere 

A ( r k  cos kip) = 0 = A ( r k  sin kip), k = 0 , 1 , 2 , .  . . (15)  

Hilfssatz 1.  Sei u = u ( x l , z ~ )  E C 2 ( B R )  mit B R  := { ( x 1 , z 2 )  E R2 : x: + 
x: < R 2 }  gegeben. Mit 
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bezeichnen wir die Fourierkoefizienten der Funktion u und mit 

die Fourierkoefizienten der finktion Au fiir 0 < r < R .  Nun gilt 

Bemerkung: Die Fourierkoeffizienten yon Au ergeben sich also durch formale 
Differentiation der Fourierreihe 

Beweis von Hilfssatz 1: Es gilt 

=Lkak(r) ,  O < r < R ,  k = 0 , 1 , 2  ,... 

Entsprechend zeigt man die Beziehung (18) fiir die Funktionen bk(r). 
q.e.d. 

Satz 2. Sei k E R und k2 := R2 \ {O}. Weiter bezeichne Hk = Hk(E) : S1 + 
R eine auf dem Einheitskreis S1 erklarte Funktion mit den Eigenschaften, 
IxlkHk(&) E ~ ~ ( k ' )  und 

Dann folgt k E Z, und es gilt 

~ k ( e ' ' )  = ~k cos k8 + ~k sin k8 

mit reellen Konstanten Ar ,  Bk .  
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Beweis: Zunachst berechnen wir 

Somit geniigt Hk(eiq) der linearen gewohnlichen Differentialgleichung 

d.h. es gilt 

Hk (eip) = Ak cos kip + Bk sin kip, Ak, Bk E $ 

falls k # 0 ist. Da Hk periodisch in [O, 2?r] ist, folgt k E Z. Im Fall k = 0 
erhalten wir die Losung 

HO(eiv) = A0 + Boip, Ao, BO E R 

Also muf3 Bo = 0 gelten, und der Satz ist bewiesen. q.e.d. 

55 Die Theorie der Kugelfunktionen in n Variablen 

Satz 2 aus 5 4 legt die folgende Definition der Kugelfunktionen im Rn nahe: 

Definition 1. Sei Hk = Hk(x l , .  . . , xn) E c2(kn) eine hanonische Funkti- 
on auf der Menge in := Rn \ {0) ,  vrelche homogen vom Grade k ist, d.h. 

Hk(tx1,. . . , txn) = t k ~ ( x l , .  . . , xn )  fiir alle x E kn, t E (0,  +m). 

Dann heijlt 
H k = H k ( < l r . . . r < n ) : S n - l + R  

eene n-dimensionale Kugelfunktion oder auch spharisch hanonische Funktion 
uom Grade k ;  hierbei bezeichnet 

die ( n  - 1)-dimensionale Einheitssphiire im Rn. 

In diesem Paragraphen beantworten wir fiir n 2 2 die folgenden Fragen: 

1. Gibt es Kugelfunktionen in allen Dimensionen und fiir welchen Homoge- 
nitatsgrad k? 
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2. Sind die Kugelfunktionen vollstandig? 
3. In welcher Deziehung stehen die Kugelfunktionen zum Laplaceoperator? 

In Kap.1, 5 8 haben wir den Laplaceoperator im Rn in Kugelkoordinaten dar- 
gestellt. Mit r E (0, +m) und t = (<I , .  . . , ln) E Sn-I ergah sich fiir eine 
Funktion u = u(r<) die Identitat 

hierbei ist A der invariante Laplace-Beltrami-Operator auf der Sphtire Sn-'. 
Wir statten nun den Funktionenraum CO(Sn-',  R) mit dem inneren Produkt 

(u, u )  := u(<)u(<) do(€),  U ,  u E CO(Sn-l ,  R), 1 (2) 
S"-1 

aus und erhalten einen Pra-Hilbertraum 3t = CO(Sn-',R). Mit 

114 := m 
wird 3t zu einem normierten Raum. 

Satz 1. Genau dann ist 

H k = H k ( < l r . . . r < n ) : S n - l + R  

eine n-dimensionale Kugelfunktion vom Grade k E R, wenn die Differential- 
gleichung 

e@llt ist. Sind Hk und Hl zwei Kugelfunktionen zu verschiedenen Graden 
k # 1 und gilt k + 1 # 2 - n, so folgt 

(Hk>Hl) = 0. (4) 

Beweis: 

1. Es gilt wegen (1) die Identitat 

bzw. aquivalent 
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2. Die Symmetrie von A aus Satz 3 in Kap. I, 5 8 liefert 

Somit folgt 

und dann ( H k ,  HI) = 0, falls k # 1 und k + 1 # 2 - n erfiillt ist. q,e,d. 

Bemerkungen: Die Kugelfunktionen vorn Grade k sind also Eigenfunktio- 
nen des Laplace-Beltrami-Operators A auf der Sphare Sn-I zum Eigenwert 
-k{k + (n - 2)}. Die Orthogonalitatsbedingung (4) ist insbesondere dann 
erfullt, wenn k 2 0, 1 2 0 und k # 1 gilt. 

Im Moment wissen wir allerdings noch nicht, fur welche k E IW es (nicht- 
verschwindende) Kugelfunktionen vom Grade k gibt. Dieses wollen wir jetzt 
untersuchen. Zu gegehener stetiger Randfunktion werden wir mit Hilfe des 
Poissonschen Integrals eine harmonische Funktion konstruieren und diese in 
homogene harmonische Funktionen vom Grade k = 0,1,2,.  . . zerlegen. Hier- 
zu miissen wir den Poissonschen Kern geeignet mit Hilfe von Potenzreihen 
entwickeln. 

Fiir festes v > 0 und far h = cos29 E [-I, +1] mit 29 E [O,?r] betrachten wir 
den folgenden Ausdruck in t E (-1, +I): 

Dabei haben wir 
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gesetzt. Erklaren wir nun die reellen Koeffizienten 

I = [ I  [ ] eik.e-i(--kj. 
k m - k  

k=O 

= 5 [v ]  [ ] {ei(m-2k)t9 + e-<m-zk)ff 

2 k m - k  k=O 

so erhalten wir fiir t E (-1,+1) die Identitat 

m=O 

Wegen des Binomischen Lehrsatzes ist far p E Z die Entwicklung 

= (COS 8). - (:) (COS 8)P-'(sin ai2 + (cos (sin 8)' - (:) 
richtig. Wegen sin2 8 = 1 - cos2 19 sind also die Gegenbaurschen Polynome 
ck)(h) Polynome in h = cost9 vom Grade m. Weiter entnehmen wir der 
Beziehung 

durch Koeffizientenvergleich die Bedingungen 
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'"I(-h) = (-l)mck)(h), m = 0,1,2,. .  . Cm (6) 

Somit sind die Gegenbaurschen Polynome darstellbar in der Form 

mit den reellen Konstanten yk) ,yk12,  . . . Weiter gilt die Abschatzung 

m 

ck)(h) l  5 x [;I ,] = ck) ( l )  fur alle h t [ - l , + l ]  (8) 
k=O 

Ftir v = erhalten wir mit c$)(h) die Legendrepolynorne . Sei nun n E W\{l}. 
Mit Hilfe von (5) entwickeln wir fiir t E (-1, +1) und h E [-I, +1] 

Fur den Fall n = 2 haben wir im Beweis von Satz 1 aus 5 4 (vergleiche Formel 
(6)) die Entwicklung 

hergeleitet. Demnach gilt Po(h; 2) = 1 und Pm(h; 2) = 2 cosmz9, m = 1,2, 
Im Falle n 2 3 berecbnen wir 

Wir haben also die Identitat 

Zusammen mit (9) folgt nun 

und wir erhalten durch Koeffizientenvergleich die Formel 
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Aus (8) und (12) ergiht sich die Ahschatzung 

Diese gilt allgemein fur n = 2,3,. . . 

Wir konnen nun den Poissonschen Kern entwickeln: Sei q E Sn-' fest gewahlt 
und x = r< rnit r  E [O, 1) und < E Sn-I variahel. Fur einen Homogenitiitspa- 
rameter T E R rnit l ~ r l  < 1 erhalten wir rnit Hilfe der Entwicklung (9) 

Nun gilt fiir jedes x E Rn rnit 1x1 < 1 und jedes T E R rnit 17x1 < 1 die 
Identitat 

Somit liefert ein Koeffizientenvergleich fiir festes q E Sn-I 

Aufgrund yon (7) und (12) hahen wir die Darstellung 

rnit reellen Konstanten zP1, . . . Also ist P,((<, q ) ;  n)rm ein homogenes 
Polynom m-ten Grades in den Variahlen XI,. . . , x,. Wegen (15) erhalten wir 
somit ftir jedes feste q E Sn-' rnit P,((<, q);  n) eine n-dimensionale Kugel- 
funktion vom Grade rn E {O, 1,2,. . .}. Falls nun f = f (q)  : Sn-I + R E 
CO(Sn-', R) gegeben ist, so ist auch 

f(o := I W, / p m ( ( < , n ) ; n ) f ( n )  ~ r ) ,  < E sn-l. 
1111=' 

eine n-dimensionale Kugelfunktion vorn Grade m, wobei f(<)rm ein homoge- 
nes Polynom in den Variablen X I , .  . . , x, darstellt. 
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Satz 2. Sei f = f ( x )  : Sn-' + R  E CO(Sn-I, R) vorgegeben, und die Funkti- 
on u = u ( x )  : B  := { x  E Rn : 1x1 < 1)  + R  der Klasse C 2 ( B )  n C O ( B )  lose 
das Dirichletproblem 

Au(x)  = 0 fur alle x  E B ,  

u (x )  = f ( x )  fiir alle x  E a B  = Sn-'. 

Dann gilt fiir jedes R E ( 0 , l )  die Darstellung 

mit x  = re, < E Sn-I und 0 < r < R. Die Reihe auf der rechten Seite 
konvergiert gleichmajlig. 

Beweis: Die eindeutige Losung des 0.a. Dirichletproblems wird durch das Pois- 
sonsche Integral gegeben. Mit Hilfe der Entwicklung (14) fiir T = 1  folgt 

Nun erhalten wir ftir alle <,v E Sn-' und 0 < r < R < 1 unter Beachtung 
von (9) und (13) die Ungleichung 

Nach dem WeierstraDschen Majorantentest konvergiert die Reihe 

gleichmaig auf Sn-I x Sn-I x [0, R] fiir alle R E ( 0 , l ) .  Somit folgt 
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wobei fiir alle R E (0 , l )  die angegebene Reihe gleichmaflig konvergiert. 
q.e.d. 

Fiir k = 0,1,2,. . . bezeichnen wir mit 

Mk := f Sn-I + R : f ist n-dimensionale Kugelfunktion vom Grade k { :  1 
den linearen Raum der ndimensionalen KvgelfiLnktion,en der Ordnung k. Wir 
wissen bereits d i m M k  > 1 fur k = 0,1,2,. . ., und wir wollen im folgenden 
d imMk < +oo zeigen. Fur f = f (q) E 'li = Cn(Sn-', R) erklaren wir den 
Projektor auf M k  

Satz 3. Fiir jedes k = 0,1,2,. . . hat der lineare Operator P k  : 'li + 'li die 
folgenden Eigenschaften: 

a) ( P k f ,  9) = (f,  Pkg) f a r  alle f , g  E 'li; 
b) pk( ' l i )  =Ma; 
c ) P k O P k = P k .  

Beweis: 

a) Seien f ,  g E 'li beliebig gewahlt. Dann gilt 

b) und c) In den Voriiberlegungen zu Satz 2 haben wir bereits 

eingesehen. Somit gilt Pk('li) c Mk. Sei nun f E Ma beliebig gewahlt. 
Dann folgt A,(f(<)rk) = 0 in kn mit z = rc, und nach Satz 2 hahen wir 
die Darstellung 

m 

f(Qrk = (pmf (€ ) ) rm,  I E Sn-I. r E [ O , l ) :  
m=O 

Ein Koeffizientenvergleich liefert 
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Wir zeigen nun, daO d imMk E W fiir k = 0,1,2,. . . richtig ist. Hierzu wahlen 
wir fur festes k E {O, 1,2,. . .) ein Orthonormalsyst,em {9a)a=1 ,..., N der Di- 
mension N  E W im linearen Teilraum Mk C X. Dann haben wir 

(Var 90) = fur alle a, P E {I , .  . . , N )  

Es gilt also 

Fiir die Dimension von Mk erhalten wir demnach die Ahschatzung 

2 

I m M k  i J J { & ~ k ( ( ~ . n ) ; n ) )  d a ( n ) d a ( ~  < +a. k = 0 . ~ 2 . .  .. 
IEl=11q1=1 

(17) 
Wir setzen nun N = N(k, n) := dim Mk und wahlen N  orthonormierte Funk- 
tionen Hkl ([), . . . , H k ~ ( [ )  in M k ,  welche den Vektorraum Mk aufspannen. 
Jedes f E M k  lafit sich in der Form 

mit den reellen Koeffizienten c, = c, [ f ] ,  j = 1,. . . , N,  darstellen. 1st allgemei- 
ner f = f (E) E X, so haben wir die Identitat 
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beziehungsweise 

ftir alle C E Sn-' und jedes f = f ( q )  E X. Da nun die Funktionen 
Pk((C,q);n) und Hkl([) st,etig sind, erhalten wir das Additionstheorem. far 
die n-dimensionalen KugelfiLnktionen 

fiir k = 0, l , 2 , .  . . und n = 2 ,3 , .  . . Setzen wir in (18) 5 = 17 ein und integrieren 
iiber die Einheitssphare Sn-', so folgt 

Wegen (9) erhalten wir somit die Entwicklung 

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen zum folgenden 
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Satz 4. I. Die Anzahl N ( k ,  n )  aller linear unabhangiger n-dimensionaler 
Kugelfunktionen der Ordnu,ng k ist endlich,. Die Zah,l N ( k ,  n )  = dimMk 
wird bestimmt durch die Gleichung 

II. Sind Hk l (c ) ,  . . . , H k ~ ( E )  die N = N ( k , n )  orthonomnierten Kugelfunktio- 
nen der Ordnung k ,  d.h. ist 

erfiillt, so gilt die Darstellung 

fiir alle E,  q E Sn-l . Dabei sind die Funktionen Pk(h; n.) erklart durch die 
Gleichung 

1 - t2 m 

= C pk(h;n) tk ,  - l < t < + l ,  - l < h < + l .  
(1  - 2ht + t2)?  k=O 

(22) 
III. Fur jede Losung u = u ( x )  E C 2 ( B )  n C O ( B )  des Dirichletproblems 

A u ( x )  = 0 in B ,  

u ( x )  = f ( x )  auf i3B = Sn-I 

gilt die gleichmaflig konvergente Reihendarstellung 

mit x = re, c E Sn-I und 0 5 r 5 R; dabei kann R E ( 0 , l )  beliebig 
gewiihlt werden. 

Beweis: Die Aussage I11 folgt sofort aus (18) zusammen mit Satz 2. 
q.e.d. 

Als Analogon zu Satz 1 aus 5 4 erhalten wir nun fiir beliebiges n 2 2 den 

Satz 5. (Vollstiindigkeit der Kugelfunktionen) 
Die n-dirnemionalen Kugelfunktionen { H ~ I ( € ) } ~ = ~ , I , ~ , . . . ;  l=~,..., ~ ( k , ~ )  bilden 
in 'li ein vollstandiges, orthonormiertes Funktionensystem. Genauer gilt 
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wnd f i i ~  jedes f E 31 haben wir 

beziehungsweise iiquivalent 

m N ( k , n )  

I l f  ll" =C x fZ1  
k=O 1=1 

Hierbei haben wir fur die Fourierkoefizienten die Abkiirzungen 

f k r  := ( f ,  Hkt) ,  k = O , l ,  2 , .  . . , I = 1, .  . . , N ( k , n , )  

Beweis: Wir haben nur noch die Vollstandigkeit des Systems der n-dimensi- 
onalen Kugelfunktionen zu zeigen. Zu jedem f E 31 gibt es eine Funktion 
u = u ( x )  mit den folgenden Eigenschaften: 

1. u ist harmonisch fur alle 1x1 < 1; 
2. u ist stetig fiir 1x1 5 1 und erftillt die Randbedingung 

u ( x )  = f ( x )  fur alle 1x1 = 1. 

Nach Satz 4, Aussage I11 gibt es zu jedem E > 0 ein r E ( 0 , l )  und ein 
M = M ( E )  E N, so daB 

erfillt ist. Damit folgt 

und die Minimaleigenschaft der Fourierkoeffizienten liefert 

Hieraus ergibt sich sofort die Behauptung. 
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Folgerungen aus Satz 5: 

1. Sind f (C) und g(c) zwei auf Sn-' reelle, stetige Funktionen, so gilt die 
Parsevalsche Gleiehung 

mit 

2. Es gibt keine (nichttrivialen) Kugelfunktionen H, der Ordnung j # 
0, f1, f2 , .  . . Nach Satz 1 ware fiir eine solche Funktion (H,, Hkl) = 0 
erfiillt. Da aber das Fnnktionensystem {Hkl}k=~ ,~ ,~  ,..; I=I ,..., ~ ( k , ~ )  voll- 
stejldig in 31 ist, folgt dann H, = 0 fiir alle j # 0, f 1, f 2,. . . 

Zum SchluD wollen wir noch die Beziehung der Kugelfunktionen zum Lapla- 
ceoperator im Rn untersuchen. Zunachst gilt nach (1) die Zerlegung 

Fiir eine beliehige C2-Funktion f = f (r) ergibt sich damit unter Beachtung 
von (3) die Identittit 

mit dem Operator 

Offenhar gilt Lk,2 = Lk mit dem Operator Lk aus 5 4, 

Sei die Funkt,ion u = u(x1,. . . ,x,) E C 2 ( B ~ )  mit BR := {x E En : 1x1 < R} 
beliebig gew8hlt. Wir entwickeln nun u in 31 nach den Kugelfunktionen 

mit den n-dimensionalen Fonrierkoeffizienten 
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fu(r) := / u(rq)Hki(q) du(q), k = 0.1.2.. . . , 1 = 1.. . . , ~ ( i . n ) .  

1111=1 

(26) 
Entwickeln wir auch die Funktion ii(x) = Au(x ) ,  x E BR,  in 3t nach Kugel- 
funktionen, so erhalten wir die n-dimensionale Fourierreihe 

mit den Fourierlcoeffizienten fkl(r) = Lk,nfk l (r ) .  Wir erhalten also die Reihe 
fur A u  in 3t durch formale Differentiation der Reihe fiir u. Dieses beinhaltet 
der folgende 

Hilfssatz 1. Sei die Funktion u = u ( x )  E C 2 ( B ~ )  gegeben und ihre Fourier- 
koefizienten fkr(r) gem@ Formel (26) erklart. Dann gilt fiir die Fourierkoef- 
fitienten fkl(r) uon Au,  namlich 

f k i  ( r )  := Au(rq)Hki (7) du(q), k = 0,1,2, . . . , 1 = 1, . . . , N (k, n), / 
Iql=1 

mit 0 < r < R. 

Beweis: Sei 0 < r < R gewahlt. Wir berechnen mit Hilfe von (3) 

a2 n - l a  
u ( ~ c ) H k i  (€1 d d c )  

IF=1  

=Lk,, fkl(r)  fiir k=O, l ,2  ,..., l = l ,  ..., N ( k , n ) .  
q.e.d. 
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Bemerkung: Die wichtigste partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
der Quantenmechanik, namlich die Schrodingergleichung, enthat den Lapla- 
ceoperator als Hauptteil. Eben deshalb ist es wichtig, die Eigenwerte dieses 
Operators zu untersuchen. 



Lineare partielle Differentialgleichungen im Rn 

In diesem Kapitel werden wir die verschiedenen Typen partieller Differen- 
tialgleichungen im Rn kennenlernen. Wir behandeln das Maximumprinzip 
ftir elliptische Differentialgleichungen und werden damit die Eindeutigkeit 
des gemischten Randwertproblems bei quasilinearen elliptischen Differenti- 
algleichungen nachweisen. Dann wenden wir uns dem Anfangswertproblem 
der parabolischen W8xmeleitungsgleichung zu. SchlieDlich betrachten wir das 
Cauchysche Anfangswertproblem fiir die hyperbolische Wellengleichung im Rn 
und zeigen deren Invarianz unter Lorentztransformationen. Die vorgestellten 
Differentialgleichungen stehen im Zentrum der Mathematischen Physik. 

31 Das Maximumprinzip fiir elliptische 
Differentialgleichungen 

Wir wollen eine Klasse von Differentialgleichungen betrachten, die den Lapla- 
ceoperator enthalt. 

Definition 1. Sei f 2  C Rn mit n E N ein Gebiet, in  d e n  die stetigen Koefizi- 
enten,funktionen a,(x), b i (x) ,  c ( x )  : Q + R E C0( f2)  fiir i ,  j = 1 , .  . . ,n erkliirt 
sind. Weiter sei die Matrix (ajj(x))i j=l, . . . ,n fur alle x E Q sgmmetrisch. Den 
linearen,, partiellen Differentialoperator zweiter Ordnvng C : C 2 ( f 2 )  + C0( f2)  
erklart durch 

nennen wir elliptisch (bzw. degenerier-t elliptisch), falls 
(1 )  
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fiir alle E = (&, . . . , &) E Rn \ {0) und alle x E Q erfiillt ist. Gibt es Ellipti- 
zitatskonstanten 0 c m, 5 M c +m so da$ 

fiir alle < = (6,. . . , &) E Rn und alle x E Q richtig ist, so he$t C gleichmdjlig 
elliptisch. Im Falle c(x) 0, x E Q, bezeichnen vrir den reduzierten Differen- 
tialoperator mit Mu(x) := Cu(x), x E Q. 

Bemerkung: Ein gleichmuig elliptischer Differentialoperator ist elliptisch, nnd 
ein elliptischer Differentialoperator ist degeneriert elliptisch. Der Laplaceope- 
rator ergibt sich fiir a,(z) = Sij, b,(x) = 0, c(x) = 0 mit i , j  = 1,. . . , n und 
ist daher gleichmaflig elliptisch mit m = M = 1. 

Hilfssatz 1. Sei M = M u ,  u E C2(Q), ein reduzierter, degeneriert ellipti- 
scher Differentialoperator auf dem Gebiet f2 C W .  Im Punkt z E f2 nehme u 
ein Maximum an, d.h. 

u(x) I u(z) fiir alle x E Q. 

Dann gilt {Mu(x)},=, 5 0, 

Beweis: Da u(x) in z E f2 ein Maximum annimmt, folgt uZi(z) = 0 fiir 
i = 1 ,  ..., n,undsomit  

Nun ist A := (aij(z))i,j=l,...,n eine symmetrische, positiv-semidefinite n x 
n-Matrix; es gibt also eine orthogonale Matrix S = (~ i j ) i , j= l , . . . , ~  und eine 
Diagonalmatrix 

A := ( . A(') 

mit X j  2 0 fiir j = 1,. . . , n, so dafl 

richtig ist (Hauptachsentransformation). Erkliiren wir nun 

so folgt 
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mit T := A: o S =: (tij)i,j=l ,...,,. Wir erhalten also 

Da die Hessematrix ( ~ ~ ~ . ~ ( z ) ) i , ~ = l , . . . , ~  negativ-semidefinit ist, ergibt sich 
schlieDlich 

Satz 1. (Eindeutigkeit und Stabilitat) 

I. C sei ein degeneriert elliptischer Differentialoperator auf dem beschrank- 
ten Gebiet (2 C En mit der Koefizientenfunktion c(x)  5 0, x E (2. 

II. Es gebe Konstanten 0 < m 5 M < +m, so daj3 

erfiillt ist. 
III. Schliej3lich sei u = u ( x )  E C2((2) fl cO(R) eine Losung des Dirichletpro- 

blems 
C U ( X )  = f ( x )  in (2, u ( x )  = g(x) auf af2 (6) 

mit finktionen f = f ( x )  E C0((2) fl LW((2) u,nd g = g(x) E C0(a(2). 

Behauptung: Dann gibt es eine Konstante y = y(m,  M )  E [0, +m), so daj3 

Beweis: 

1. Wir betrachten die Hilfsfunktion u(x )  := eOx1, x E I, mit zuniichst noch 
beliebigem /3 > 0. Wir berechnen 
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Cu(x)  = al l (x )p2ePx1 + bl(x)pePxl + c(z)ePZ1 

wobei wir p = P(m,  M )  so groB gewahlt haben, daO mp2  - MP - M 2 1 
erfiillt ist. 

2. Mit noch zu fixierendem p > 0 erklaren wir die Hilfsfunktion 

Wegen c (x )  5 0 in (2 konnen wir abschatzen 

2 i f  ( x )  + p e d M  (8) 

Wahlen wir nun p = eP(m'M)M(sup  1 f  (y)I + E )  mit festem E > 0, so folgt 
~ € 0  

Cut($) 2 E > 0 fiir alle z  E (2. (9)  

3. Fur x E a(2 berechnen wir 

Nun gilt w ( x )  5 0 sogar fiir alle x E n. W&e dieses namlich nicht der 
Fall, so existiert ein z  E f2 mit w ( x )  5 w ( z )  fur alle x E (2. Hilfssatz 1 
liefert dann 

Cw(z )  = M w ( z )  + c ( z ) w ( z )  5 0 

im Widerspruch zu (9) .  Also folgt 

fur alle x E and alle E > 0. Nach Grenztibergang E J. 0 ergibt sich 
schlieOlich 



$1 Das Maximumprinzip fiir elliptische Differentialgleichungen 343 

Bemerkungen zu Sntz 1: 

1. Die Abschatitzung (7) ist schon fur gewohnliche Differentialgleichungen 
(n = 1) interessant. Sie ist giiltig fiir gleichmaoig elliptische Differen- 
tialoperatoren im Rn, n = 2,3,. . ., und aurh fiir parabolische Differen- 
tialoperatoren wie etwa A, - 3, (x, t) E Rn x [0, +m), welcher hei der 

at 
Warmeleitungsgleichung erscheint (vgl. 5 3). 

2. Auf die Voraussetzung c(x) 5 0, x E 0 ,  kann in Satz 1 nicht verzichtet 
werden, wie das folgende Beispiel zeigt: Fur die Funktion 

berechnen wir 
71 

Au(x) = ~ u Z i z i ( x )  = -nu(x), x E Q, 
i=l 

d.h. u geniigt dem homogenen Dirichletproblem 

Au(x) + nu(x) = 0 in Q, u(x) = 0 auf an. 
Eine Abschatitzung der Form (7) gilt bier offenhar nicht. 

3. Sind uj(x) E C2(Q) n Go@) zwei Losungen der Prohleme 

Cuj(x) = fj(x) in (2, uj(x) = gj(x) auf a n ,  j = 1,2, 

so liefert Satz 1 angewendet auf die Funktion u(x) := ul(x) - u2(x) die 
Ahschatzung 

fiir alle x E n .  Hieraus folgt die eindeutige Losbarkeit des Dirichletpro- 
blems (6) und die stetige Ahhangigkeit der Losung von den Randwerten 
und der rechten Seite der Differentialgleichung. 

4. Die Rage nach der Existenz einer Lasung u = u(x) E C2(Q) n CO(n)  des 
Dirichletproblems (6) ist positiv zu heantworten fiir gleichmafiig ellipti- 
sche Differentialoperatoren L mit c ( ~ )  5 0, x E Q, insofern die Funktio- 
nen aij(x), bi(x), c(x), f (x) Holder-stetig i n n  sind und der Rand an des 
beschrankten Gehietes Q C Rn lokal als Nullstellenmenge einer nichtdege- 
nerierten CCFunktion ip = ip(x) mit H6lder-stetigen zweiten Ahleitungen 
erscheint, und falls g : a Q  + R stetig ist. Diese Existenzaussage kann 
ausgehend von der Poissongleichung 

mittels einer Kontinuitdtsmethode auf die Klasse der gleichmBfiig el- 
liptischen Differentialoperatoren ubertragen werden. Dieses wurde von 
J. Leray uud P. Schauder durchgefuhrt und ist 2.B. der Monographie [GT], 
insbesondere Kap. 4 und 6 zu entnehmen. Wir werden diese Methoden in 
Kapitel IX vorstellen. 
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Hilfssatz 2. (Randpunktlemma von E. Hopf) 

I. Seien auf der Kugel G := B,(c) := { x  E Rn : 1x - El < r )  die Koef- 
fizientenfvnktionen a i j ( x ) ,  bi(s)  E CO(G) so gegeben,, dajl der reduzierte 
partielle Differentialoperator 

gleiehmhjlig elliptiseh in G ist mit den Elliptizithtskonstanten 0 < m 5 
M < +w. 

II. Eine Losung u = u ( x )  E C2(G)  n C o ( c )  der Differentialun,gleichung 

M u ( x )  2 0 fZir alle x E G 

sei vorgelegt, und fur einen festen Punkt : E aG gelte 

u ( x )  5 u(:) fur alle x E G und u(E) < u(z ) .  (11) 

III. Sehliejllieh existiere im Punkt z E aG die Ableitung von u in Richtung 
der 8u:uBeren Normale u = u(z )  := lz - CI-'(z - E )  E Sn-l,  nhmlieh 

au d U ( Z )  - u(: + ~ u ( z ) )  
- (z )  := lim - U ( Z  + t u ( z ) )  = lim av t+o- dt t+O- -t 

Behauptung: Dann folgt 
au 
( 2 )  > 0, au 

Beweis: 

1. Es geniigt, die Aussage fiir den Fall G = B := Bl(0)  und u ( z )  = 0 zu 
beweisen. Haben wir namlich ein u = u ( x )  mit den Eigenschaft,en I, 11, I11 
gegeben, so betrachten wir die Funktion 

Zeigen wir nun (12) fiir u(y)  im Punkt q E a B ,  dann folgt (12) ftir u(x )  
im Punkt z = 5 + rq E an,(<). 

2. Sei also nun u = u ( x ) ,  x E p, mit den Eigenschaften I, 11,111 gegeben, und 
es gelte u(:) = 0. Zu noch festzulegendem Parameter a > 0 betrachten 
wir die Hilfsfunktion 

Wir bemerken ip(x) = 0 ftir alle x E a B  und berechnen 
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Somit erhalten wir 

(13) 
3. Wir bestimmen nun ein rl E ( 0 , l )  und ein kl E ( - q O ) ,  so daD 

u ( x )  < kl fiir alle x  E aB,, (0) (14) 

richtig ist. Wegen (13) kijnnen wir a E (0, +m) so groD wahlen, daD die 
Ungleichung 

Mip(x) > 0  fiir alle x  E 0 := { x  E En : T I  < 1x1 < 1) (15) 

erfiillt ist. Nun erklaren wir die Hilfsfunktion 

U ( X )  := U ( X )  + E I P ( X ) ,  3: E n, 
wobei wir E > 0 SO klein wahlen, daD wegen (14) die Ungleichung 

u(x)  < 0 fur alle x  E BIZ 

gilt. Ferner liefern (15) und die Voraussetzung I1 

M u ( x )  = M u ( x )  + ~ M i p ( x )  > 0  fur alle x  E Q. (17) 

Nach Hilfssatz 1  nimmt daher u(x)  ihr Maximum auf an an, so daD aus 
(16) folgt u(x)  5 0, x  En, bzw. 

Wir erklaren nun die Funktionen 

C ( T )  := U ( T Z ) ,  d ( T )  := -€ip(rt), T i  < T < 1. 

Wegen C(r) < G ( T )  fiir rl < r  I 1  und C(1) = ii(1) = 0 erhalten wir 

Dieses liefert die behauptete Ungleichung (12). q.e.d. 

Bemerkung: Man kann mit der 0.a. Methode auch eine quantitative Abschat- 
zung fiir g(z) nach unten gewinnen. 
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Satz 2. (Das Hopfsche Maximumpriuzip) 

I. M = M u ,  u E C 2 ( 0 ) ,  bezeiehne einen reduzierten elliptischen Differen- 
tialoperator auf dem Gebiet L! c Rn, n E N. 

II. Fur u = u ( x )  E C"(n) sei die Differentialungleichung 

erfiillt, und u nehme in einem Punkt z E 0 ihr Maximum an, d.h. 

u ( z )  2 u ( x )  fiir alle x E a. 
Behauptung: Dann folgt u (x )  = u(z )  fur alle x E R 

Beweis: Wir betrachten die nichtleere, in R abgeschlossene Menge 

und zeigen, daB diese Menge offen ist. Da LJ ein Gebiet ist, folgt durch Fort- 
setzung langs Wegen die Identitiit O = 0 und somit 

u ( x )  = s = U ( Z )  fiir alle x E f2 

Sei also < E O beliebig gewahlt. Dann betrachten wir fiir beliebiges q E 0 mit 

die Kugel G := B,(q) vom Radius Q := Iq - <I um den Punkt q. Offenbar gilt 
G CC fl und < E aG. Wir konnen also Elliptizitatskonstanten 0 < m 5 M < 
+oo so angeben, d d  M u ,  u E C2(G) ,  gleichmaBig elliptisch ist. Ware nun 
u(q) < s = u(<) erfiillt, so liefert Hilfssatz 2 die Ungleichung 

im Widerspruch zu Vu(<)  = 0. Somit folgt u(7)  = s. Da dies fiir beliebige 
q E 0 mit 1q - < I  < $ dist(<, Rn \ n) gilt, erhalten wir B,(<) c O mit einem 
0 < r < $ dist(<, Rn \ 0). Also ist O offen. q.e.d. 

Satz 3. (Scharfes Maximumprinzip) 

I. Sei f l  c Rn ein Gebiet und z E an ein Randpunkt von Q,  fiir den fol- 
gendes gilt: Es gibt eine Kugel B,(t) und eine Funktion ip = ip(x) E 
C 2 ( B e ( z ) )  mit Vip( t )  # 0 und p(z)  = 0,  so daj 

erfullt ist. 



$1 Das Maximumprinzip fiir elliptische Differentialgleichungen 347 

II. Die Koefizientenfunktionen a,(x), bi(x) E Go@), i, j = 1,. . . , n, seien 
so gegeben, dajl der reduzierte partielle Differentialoperator 

gleichmlijlig elliptisch auf Q  ist. 
III. Die finktion u  = u ( x )  E C2(Q)  fl Go@) geniige der Differentialunglei- 

chung 
M u ( x )  2 0 fur alle x  E 0 .  

IV. Schliejllich nehme u  in z  ihr Maximum an, d.h. 

u (x )  5 u ( z )  fir alle x E Q,  

und fur ihre dort existierende Ableitung in Richtung der aujleren Nomale 
v an an oelte 

Behauptung: Dann folgt u ( x )  = u ( z )  fur alle x  E 2 

Beweis: Wegen Voraussetzung I kann man eine Kugel G = B,([) mit einem 
[ E Q und r > 0  so hestimmen, dal3 

richtig ist. Ware nun u ( [ )  < u(2)  erfullt, so wtirde nach dem Hopfschen 
Randpunktlemma % ( z )  > 0 folgen, im Widerspruch zu Voraussetzung IV. 
Also nimmt u  ihr Maximum im inneren Punkt [ E Q an, und Satz 2 liefert 
,u(x) = u ( z )  fiir alle x E Q. q.e.d. 

Beispiel 1. Fur n = 2 , 3 , .  . . betrachten wir den Sektor 

und die Funktion v  = u(x ,  y) : 3 + R erklart durch 

Offenhar gilt: 

u  E Cy(S), Au(x,  y) = 0  in S, u(x ,  y )  < 0 in S ,  

V ( X ,  y) = 0 auf as, u(0,O) = 0,  Vv(0,O) = 0. 
(19) 

Die harmonische, nicht konstante Funktion v  nimmt also in einem Randpunkt 
mit verschwindendem Gradienten ihr Maximum an. Die Voraussetzung I in 
Satz 3 kann daher nicht gestrichen werden. 
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Entscheidend fur die Anwendbarkeit des Maximumprinzips auf lineare ellip- 
tische Differentialoperatoren C ist die Vorzeichenbedingung 

Definition 2. Der lineare elliptisehe Differentialoperator C he@ stabil, falls 
es eine Funktion u(x) : (2 + (0, +KJ) E C2(Q) mit 

Cv(x) 5 0 far alle x E 

gibt. 

1st die 0.a. Vorzeichenbedingung erfullt, so ist C stabil mit u(x) = 1, x E n. 
Andererseits, wenn C stabil ist, so machen wir den Produktansatz 

Wir berechnen 

Wir erhalten also fiir w(z) einen elliptischen Differentialoperator C", welcher 
der 0.a. Vorzeichenbedingung an E(x) := Cv(x) geniigt. Somit ist auf C" das 
Maximumprinzip anwendbar, nnd es folgt 

Satz  4. Sei C ein stabiler elliptischer Differentialoperator auf dem beschrank- 
ten Gebiet 0 C Rn und die Funktion u = u(x) E CYQ) n CO(n) lose das 
homogene Din'chletproblem 

Cu(x) = 0 i n  0, ~ ( x )  = 0 auf an. 
Dann folgt u(x) = 0 in  2. 
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52 Quasilineare elliptische Differentialgleichungen 

Wir untersuchen nun eine Klasse elliptischer Differentialgleichungen, welche 
die linearen Gleichungen als Spezialfall enthalten, nejnlich die quasilinearen 
Differentialgleichungen. Es sei f2 C Rn ein beschr%nktes Gebiet. Wir betrach- 
ten die Koeffizientenfunktionen 

fiir i ,  j = 1 , .  . . , n. Zu jedem (x ,p)  E n x  Rn sei die Matrix ( A ' j ( ~ , p ) ) ~ , j = ~  ,...,% 

symmetrisch und positiv-definit. Die partiellen Ableitungen 

sollen existieren. Ferner wahlen wir eine Funktion 

die der Regularitatsklasse CO(nxR1+ n ,  angehlire und fiir welche die partiellen 
Ableitungen B,, B,, , . . . , B,,, E C0(2xR1+n) existieren. SchlieBlich schreiben 
wir noch abkurzend 

. . . . 
B := ( B P  B )  und A: := (A:, , . . .,A:"), i ,  j = 1,.  . . , n. 

Fur Funktionen u = u(x )  E C2(Q)  betrachten wir nun den Differentialopera- 
tor 

nennt man Hauptteil des Operators Q. Der Term B(x ,u(x ) ,  V u ( x ) )  niederer 
Ordnung heifit Nebenteil von Q. 

Bemerkung: Wir untersuchen hier nur quasilineare Operatoren Q, deren 
Hauptteile von u unabhbgige Koeffizientenfunktionen Aij besitzen. 

Beispiel I .  Es sei n = 2, und wir schreiben (x l , xz )  =: ( x ,  y). Die Funktion 

sei stetig und besitze die stetige partielle Ableitung H,(x, y ,  z )  : 2 x R + R 
Wir betrachten eine Lijsung z = C(x, y )  : Q + R E C2(Q)  der niehtparame- 
trisehen Gleichung vorgeschriebener mittlerer Kriimmung 
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ist ein Graph iiber der x ,  y-Ebene, welcher in jedem Punkt X ( x ,  y) die vorge- 
schriebene mittlere Kriimmnng H ( X ( x ,  y ) )  hat. Man nennt M den Minimal- 
flachenoperator und 

ist die sehr intensiv studierte Minimalflachengleichung. Der Operator MC 
bildet den Hauptteil eines quasilinearen, elliptischen Differentialoperators mit 
den Koeffizienten 

Setzen wir noch 

so wird Gleichung (2) zur quasilinearen, elliptischen Differentialgleichung 

Wir betrachten nun zwei LBsungen ,u = u ( x )  E C 2 ( Q )  und u  = u ( x )  E C 2 ( Q )  
der allgemeinen quasilinearen, elliptischen Differentialgleichung 

n a2 
Q U ( X )  := x A ~ ~ ( X ,  V U ( X ) ) -  U ( X )  + B ( X ,  u (x ) ,  V U ( X ) )  = 0,  x E n, 

Z+l 
axiaxj  

( 5 )  
beziehungsweise 

n a2 
Qv(x )  := x Ai j (x ,  V V ( X ) ) -  ~ ( x )  + B ( x , u ( x ) , V u ( x ) )  = 0, x  E Q. 

i,j=l axiaxj 

Fiir die Differenzfunktion 
(6) 

leiten wir eine lineare, elliptische Differentialgleichung her. Aus (5) und (6) 
folgt zunachst 
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0 = Qu(x) - Qu(x) 

und erklaren die stetige Funktion 

1 

und 
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= V w ( x )  . A ~ ( x , v u ( x )  + tVw(x) )  dt .  i o 

Wir definieren die Koeffizientenfunktionen 

+ i B p ( x ,  u(x) .  Vu (x )  + tFw(x) )  dt ,  x  E R, 
J 
0 

(12) 
und notieren bi = bi(x) E C O ( 0 ) ,  i = 1  , . . . , n .  Insgesamt erhalten wir fiir 
,w = w(x)  die lineare, elliptische Differentialgleichung 

mit den in (8), (10) und (12) angegehenen Koeffizientenfunktionen. 

Beispiel 2. Seien auf dem Gebiet f2 C IW' zwei Losungen u  = u(x ,  y) E C2(R)  
und u  = u(x ,  y) E C 2 ( R )  der Minimalfl&chengleichung 

gegeben. Dann geniigt w(x,  y )  := u(x ,  y )  - u(x,  y), ( x ,  y) E R,  der linemen, 
elliptischen Differentialgleichung 

mit den Koeffizientenfunktionen 

a(x, y) = 1  + u;, b(x, y) = -uzuy, ~ ( x ,  y) = 1  + u: 

und 

Satz 1. (Eindeutige LBsbarkeit des gemischten Randwertproblems) 

I. Es sei 0 C R2 ein beschranktes Gebiet. Der Rand a R  enthalte eine - 
ewentuell leere - Teilmenge r$a0 mit den folgenden Eigenschaften: 
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a) Die Menge an \ r ist abgeschlossen. 
b) Fur alle [ E r gibt es ein Q = ~ ( c )  E (0, +co) und eine Funktion 

p = p(x )  E C2(B,([) )  mit p([)  = 0 und V p ( [ )  # 0, so dap  gilt 

II. Die stetigen Funktionen f = f ( x )  : a(2 \ r + R und g = g(x) : r + IW 
seien vorgelegt. 

III. Die beiden Funktionen u = u ( x )  : 2 + R und v = v(x )  : 2 + R 
der Regulan'tatsklasse C2(L?) fl C O ( E )  n C1(Q U r)  seien Losungen des 
genisehten, quasilinearen, elliptischen Randwertproblems 

Dabei bezeiehnet u = u ( x )  : r + Sn-' die aujlere Nomale a u f r  an 0. 
IV. Sehlie$lich gelte 

B,(x,r ,p)<O fiiralle ( x , ~ , p ) E f i x R ~ + ~ .  

Behauptung: Dann folgt U ( X )  = v ( x )  fiir alle x E n. 
Bemerkung: Eine Randbedingung der Form (16) nennt man Diriehletsehe 
Randbedingung. In (17) haben wir eine Neumannsehe Randbedingung vorlie- 
gen. 

Beweis uon Satz 1: Die Funktion 

W ( X )  := U ( X )  - U ( X )  E c2(n) n cO(n) n cl(n u r) 
geniigt der linearen, elliptischen Differentialgleichung (13), die in einer Umge- 
bung von r gleichm&!3ig elliptisch ist. Weiter erfiillt UJ die homogenen Rand- 
bedingungen 

a 
W ( X )  = 0, x E an \ r, und -w(x)  = a ,  x E r .  ( i s )  au 

Wegen Voraussetzung IV gilt fiir den in (10) erklarten Koeffizienten 

c(x) 5 0 fiir alle x E 0 .  

Nach Satz 2 und Satz 3 aus 5 1 kann w(x)  weder in f2 noch auf r ihr globales 
Maximum und globales Minimum annehmen. Somit folgt w(x)  = 0 bezie- 
hungsweise 

u ( x ) = v ( x )  in 0 .  q.e.d. 
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Beispiel 3. Das Dirichletproblem fiir die nichtparametrische Gleichung vorge- 
schriebener mittlerer Kriimmung 

Bemerhng: Die Frage nach der Existenz einer Losung fiir das gemischte Rand- 
wertprohlem in Satz 1 ist sehr schwierig. Schon fiir die Minimalflachenglei- 
chung (also H = 0 in (19)) hat, das Dirichletproblem (19) nur fur konvexe 
Gebiete eine Losung zu beliebigen stetigen Randfunktionen f : a0 + R Fur 
einen direkten parametrischen Zugang zum Dirichletproblem (19) verweisen 
wir auf die Arbeit 

F. Sauvigny: Fl6chen vorgeschriebener mittlerer Kriiwrnung mit ein- 
eindeutiger Projektion auf eine Ebene. Mathematische Zeitschrift, 
Bd. 180 (1982), S. 41-67. 

Eine allgemeine Theorie fur quasilineare, elliptische Differentialgleichungen 
ist dem Buch von D.Gilbarg und N.Trudinger [GT], Teil 2 (insbesondere 
Kap. 1416) zu entnehmen. 

Wir weisen schlieDlich darauf hin, daO bei quasilinearen, elliptischen Diffe- 
rentialgleichungen Co-Stabilit&t,saussagen nur m. H. der Kontrolle der ersten 
Ableitungen der Ltjsung bis zum Rand bewiesen werden konnen. 

53 Die Wiirmeleitungsgleichung 

Sei R+ := (O,+oo) gesetzt; mit K E R+ bezeichnen wir den konstanten 
Wiirme1eitungskoeA;zienten. Wir betrachten Funktionen 

W, = U(X, t) = U(XI,. . . ,x,, t )  : x W+ + R E c2(rtn x w+), (I) 

welche die Wdnneleitungsgleiehung 

a 
u ( x ,  t )  = KA~U,(X, t ) ,  (x, t )  E Ihgn x R+ , at (2) 

erfiillen. Fiir n = 1 modelliert eine Losung von (2) die Temperaturverteilung 
in einem isolierten Draht, und fiir n = 3 erhalten wir die Temperaturverteilung 
in einem warmeleitenden Medium. Gehen wir von einer Losung u = u(x, t) 
von (I),  (2) uber zur Funktion 

u = v(x, t )  := u(fix1,. . . , f i x n r  t), (xi t) E Rn x R+, 
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so erhalten wir fiir w die Differentialgleichung 

Die Differentialgleichung (2) bzw. (3) ist nicht invariant unter der Zeitspiege- 
lung t + (- t) .  Also beschreibt die Warmeleitungsgleichung einen irreversiblen 
ProzeD, welcher zwischen Vergangenheit uud Zukunft unterscheidet. Jedoch 
ist die W&rmeleitungsgleichung invariant unter der linearen Substitution 

rnit einem a E R  \ { O } .  Die GroDe lx12/t ist ebenfalls invariant unter der 
Transformation (4);  sie erscheint oft im Zusammenhang rnit dieser Differenti- 
algleichung. 

Wir suchen nun eine LBsung von (3) rnit dem Ansatz 

w = v ( x , t ) = e x p i ( X t + < ~ x ) ,  ( x , t ) E R n  

rnit X E @ und < = (G ,  . . . ,&) E Rn. Damit ergibt sich aus (3) 

Setzen wir i X  = - 1 < 1 2 ,  SO erhalten wir rnit 

eine Losung der Wtirmeleitungsgleichung (3) 

Fiir jedes feste t E & beschreibt v(.,  t )  eine ebene Wellenfunktion, die kon- 
stant ist auf den Ebenen 5 .  x  = const. Die Phasenebene hat den Einheits- 
normalenvektor 151-'<, und die Lange der Welle ist L = 2 ~ l < I - ~ .  Genauer 
gilt 

2Xl < 
v ( s + m i F i , t ) = ~ ( x , t )  fiiralle ( x , t ) ~ R ~ x &  undalle ~ E Z .  

(6) 
Die Amplitude der Welle ist 

und somit fallen die Losungen exponentiell rnit der Zeit ab. 

Zu einer gegebenen Funktion g  = g(<) E C r ( R n , R )  betrachten wir nun die 
Funktion 
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u(x , t )  := pT)-9 e ( i ~ . 4 ~ I Z t )  / s(Q dE 
R" 

+m +w 
= pT)-i / , - - / ei(<tzl+<mzn)e-~fl% !dl) dl]  

-m -w 

Wir berechnen 

ut(x ,  t )  = (211)-T ei"ze-l'lzt(-1~12)g(~) dc / 
R" 

und 

&u(x,  t )  = ( % - ;  / e<-e-~<~Zt  ( - I E I ~ M E )  d~ 
Rn 

ftir alle ( E ,  t )  E Rn x R+. Es folgt 

A,u(x, t )  - ut(x,  t )  = 0,  (5,  t )  E Rn X R+.  

Weiter erfiillt u(x ,  t )  die Anfangsbedingung 

u(x,O) = ( 2 ~ ) - 3  e i c ' Z g ( [ ) d ~ ,  x E Rn. 
" / 

Rn 

Es stellt sich nun die Frage, fiir welche Funktionen f ( x )  : Rn + R wir das 
Anfangswertproblem 

u(x,O) = f ( x ) ,  2 E Rn; u E CO(E' X [0+00)) (10) 

fiir die Wiirmeleitungsgleichung (8) losen konnen. Hierzu benotigen wir den 

Satz 1. (Fourier-Plancherelsches Integraltheorem) 
Der lineare Operator 

kann stetig fortgesetzt werden auf den Hilbertraum 

{ 
ip ist Lebesgue-mepbar, und 

31 := L2(Rn) := $9 : Rn + c : es gilt / Irit)12 4 < + m  

R" 

mit dem inneren Produkt 

( 9 .  $1 := / 9 ( 0 $ ( 0  4. $9. B E 31- 
Len 
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Die Abbildung F-I : X + X besitzt die Um.kehrabbildung 

die wiederum stetig auf X fortgesetzt w~erden kann. Weiter sind F und F-' 
isornetrisehe Operatoren auf X, d.h. 

und es gilt 
( 9 , )  = (9, F 1  fur alle ip,? E X. 

Beweis: Dieser Satz wird in Kapitel VIII, 5 5 bewiesen. 

Definition 1. Wir nennen den Operator F : X + 3t die Fouriertransfona- 
tion und F-' die inverse Fouriertransfomation. 

Wir wahlen nun in (7) die Funktion 

so daO g( ( )  E C r ( R n )  erfiillt ist. Damit folgt aus (9) 

Ferner berechnen wir 

Mit Hilfe der Substitution 

ermitteln wir 
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Setzen wir nun (15) in (14) ein, so folgt 

u(x ,  t )  = (47rt-i / e-* ( y )  dy, ( x ,  t )  E C x (0, +m) (16) 
R" 

Wir erhalten also mit (16) eine Lasung des Anfangswertproblems (10) fiir die 
Warmeleitungsgleichung (8). 

Definition 2. Die Funktion 

K ( x ,  y, t)  := ( 4 ~ t ) - 8  exp I $  - yI2 { -  x E R n ,  y c R n ,  t ~ h ,  

nennen wir die Kembnktion der Warmeleitwngsgleichung. 

Hilfssatz 1. Fur die Kernfunktion K(x , y , t )  : En x Rn x R+ i ill+ der 
Warmeleitungsgleichung gilt: 

(i) K E CyRn  x R n  x ill+) und 

(ii) Fiir alle ( x ,  t )  E Rn x lR+ hhahen wir 

/ K ( x ,  y, t )  dy = 1. 

R" 

(iii) Fur jedes 6 > 0 konvergiert 

/ K(x .  y, t )  dy i 0 (t i O+) gleirhmig fGv alle x E I n .  

Y:Y-rl>b 
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Beweis: 

(i) Formel (15) entnehmen wir 

Da nun aber 

richtig ist und das angegebene Integral bei Differentiation nach t und x 
absolut konvergent bleibt, folgt 

fiir alle (x, y, t) E Rn x Rn x R+. 
(ii) Mit Hilfe der Substitution y = x + @q, dy = (4t)T dq berechnen wir fiir 

6 2 0 

" / e x . { - v } d y  K(x, y, t) & = (4xt)-3 

Y:Y-zl>6 y:ly--sl>6 
(17) 

= x  z e-1'1' dq fur alle (r ,  t )  E C x R+. 

Setzen wir in (17) 6 = 0 ein, so folgt 

(iii) Im Falle 6 > 0 entnehmen wir Formel (17) 

gleichmaig ftir alle x E Rn. q.e.d. 

Unabhbgig vom Fourier-Plancherelschen Integraltheorem beweisen wir nun 
den 

Satz 2. Sei f = f (x) : Rn + R E CO(Rn) eine stetige, beschrankte Funktion, 
und es sei 
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definiert. Dann gelten die folgenden Behauptungen: 

(i) Setzen wir C+ := { t  = a + i~ E @ : a > 0} ,  so gibt es eine h,olomorphe 
Funktion U : Cn x C+ + C, so daJ 

U ( X ,  t )  = U ( x ,  t )  fir alle ( x ,  t )  E Rn x R+ 

riehtig ist. Insbesondere folgt u E Cm(Rn x R+) 
(ii) u erfiillt die Wanneleitungsgleiehung 

(iii) Es gilt u E CO(Rn x [O, +m)), und u genligt der Anfangsbedingung 

u (x ,  0) = f ( x )  fir alle x E Rn 

(iv) SehlieJlieh haben wir die Ungleichung 

in< f ( y )  5 u (x ,  t )  5 SUP f ( y )  fur alle ( x ,  t )  E Rn x R+, (19) 
VCR YEW" 

wobei die Gleiehheit nur dann eintn'tt, wenn f : Rn + R konstant ist 

Beweis: 

(i) Wir setzen zunachst K : Rn x Rn x R+ + R+ wie ieolgt auf das Gebiet 
C? x R n  x@+ fort: Z u x = c + i q E C n ,  y E R n  u n d t = u + i ~ E  C+ 
erkliiren wir 

K ( x ,  y ,  t )  := ( 4 ~ ) - ? ( t 2 ) - 2  exp { - (3: - Y ) .  (2 - Y )  
4t 1 

fiir ( x ,  y, t )  E C? x Rn x C+ . ZU jedem festen y E Rn iist K ( x ,  y, t )  : 
C? x @+ + C holomorph, und K : Cn x I[Bn x C+ + C ist stetig. Weiter 
gilt 

IK(z, Y ,  t)I = ( 4 ~ ) - T ( l t 1 ~ ) - :  exp { - Re 
( x - Y )  . ( x  - Y )  

4t 1 
1 ( F - Y + $ . ( < - Y + ~ V )  

(20) 
= ( 4 ~ ) - T  (a2 + T')-? exp { - gRe 

u + i~ 1. 
Wir berechnen nun 
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R e ( C - ~ + i 4 . ( € - ~ + i $  
u + i~ 

- 
1 -- 

rr2 + 7% 
Re{@ - i7) [(C - y)% - q2 + 2iq.  (C - y)] ) 

- - L { U ( C  - Y I 2  - "'7% + 27'7. (€ - Y)} 
U2 + 7' 

- - 
1 

U(U2 + 7%) {lo(< - Y) + ~ ~ 1 %  - 72+2 - rr2'72) 

- - 1 1 
U(U2 f 7') I 4 C  - Y) + 7'71' - ;v2. 

Ans (20) nnd (21) erhalten wir die Beziehnng 

lK(~ ,Y>t ) l  

=: O,,t(y) fiir alle (x, y, t) E Cn x Rn x C+. 

Das Parameterintegral 

hat also eine integrable Majorante. Nach Satz 11 aus Kapitel V, 5 1 ist 
daher U : C? x C+ + C eine holomorphe Funktion. 

(ii) Die Warmeleitungsgleichung fiir u(x, t) erhalten wir sofort aus (18) zu- 
sammen mit Hilfssatz 1, (i). 

(iii) Wir wollen nun die stetige Annahme der Anfangswerte zeigen. Sei E Rn 
und E > 0 vorgegeben; dann gibt es ein 6 = ~(C ,E)  > 0, so daO 

gilt. Wir setzen noch 

Damit erhalten wir fur alle (x, t) E Rn x R+ mit lx- [ I  < 6 und 0 < t < .9 
die folgende Ungleichung: 
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falls wir 19 > 0 hinreichend klein wahlen. In der letzten Ungleichung haben 
wir noch Hilfssatz 1, (ii) und (iii) verwendet. Aus Formel (22) konnen wir 
nun ablesen 

lim u(x, t )  = f (x) ftir alle x E Rn 
t+o+ 

(iv) Die Aussage (19) folgt sofort aus der Integraldarstellung (18) zusammen 
mit Hilfssatz 1, (ii). 

q.e.d. 

Bemerkungen: 

1. Fiir beschriinkte, stetige Funktionen f : Rn + R erhalten wir mit der 
in (18) erkliirten Funktion u(x,t) eine (beschrankte) L6sung des An- 
fangswertproblems fiir die Wiirmeleitungsgleichung. Es gibt aber auch 
weitere (unbeschrankte) Losungen desselben Problems; siehe hierzu [J], 
Kap. VII, 5 1. Wir zeigen im AnschluO, daf3 das Anfangswertproblem fiir 
die Wiirmeleitungsgleichung in der Klasse der beschrankten Lijsungen ein- 
deutig losbar ist. 

2. Mittels (18) kann man auch Losungen des Anfangswertproblems konstru- 
ieren zu Anfangswerten f : Rn + die einer Abschatzung 

genugen. Dann existiert die Losung (18) allerdings nur fiir Zeiten 0 5 t < 
1 - 

40  ' 

Wir wollen nun ein Maximumprinzip fiir parabolische Differentialgleichungen 
beweisen: Sei 6' C En, n E EN, ein beschranktes Gebiet. Wir betrachten den 
parabolisehen Zylinder 
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zu vorgegebenem T E R+. Dieser hat als parabolischen Rand die Menge 

AQT := { ( x ,  t )  E R~ x LO, +m) : ( x , t )  E (an x [O,T]) u (0 x { o } ) ) .  

Hilfssatz 2. Die Funktion u = u(x ,  t )  E C 2 ( Q ~ )  genuge der Diffeerentialun- 
gleichung 

a 
& u ( x , ~ )  - u ( x , ~ )  > 0,  ( x , t )  E QT. at 

Dann kann u in keinem Punkt von QT ihr Maximum annehmen. 

Beweis: Wir nehmen an, u wurde in einem Punkt ( E ,  T )  E QT dm Maximum 

annehmen. 1st (t, T )  E AT richtig, so liefert 5 1, Hilfssatz 1 die Ungleichung 

0 

im Widerspruch zur Voraussetzung. Also mu8 ( E ,  7 )  E QT\ QT gelten, und 
insbesondere T = T .  Weiter liefert die Differentialungleichung 

Nun nimmt aber auch die Funktion 6 ( x )  := u ( x , T ) ,  x E Q,  im Punkt < E Q 
ihr Maximum an. Der Hilfssatz 1 aus 5 1 liefert damit AC(C) 5 0 im Wider- 
spruch zu (23). 

q.e.d. 

Hilfssatz 3. Die Funktion u = u ( x ,  t )  E C 2 ( Q ~ )  n CO(QT U A n T )  sei eine 
L6sung der Differentialungleichung 

und genuge der Randbedingung 

Dann folgt u(x ,  t )  5 0 in QT U A&. 

Beweis: Zu beliebigem E > 0 betrachten wir die Hilfsfunktion w(x ,  t )  := 
u(x ,  t )  - ~t und beachten 

Als Randbedingung ermitteln wir 

w(x ,  t )  = u ( x ,  t )  - ~t 5 0 auf AQT 

Aus Hilfssatz 2 folgt somit w(x,  t )  5 0 bzw. u(x ,  t )  5 &tin QT. Der Grenziiber- 
gang E J 0 liefert 

u ( x , t )  5 0 in QT U AQT. q.e.d. 
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Satz 3. (Parabolisches Maximum-Minimum-Prinzip) 
Sei u = u(x ,  Y) E C Z ( Q ~ )  n CO(Q, U AQT) eine Li;sung der Wiinneleitungs- 
gleiehung 

a 
A , u ( x , ~ )  - u ( x , ~ )  = 0,  ( x , t )  E QT. at 

Dann folgt 

Beweis: Wendet man Hilfssatz 3 auf die Hilfsfunktionen 

u(x ,  t )  - M und m - u(x ,  t ) ,  (x, t )  E QT U AQT, 

an, so erhdt man sofort die Behauptung. q.e.d. 

Satz 4. (Eindeutigkeitssatz fiir die Wglrmeleitungsgleichung) 
Gegeben sei die besehrankte, stetige Funktion f = f ( x )  : Rn + R E CO(Rn).  
Dann gibt es genau eine hesehrankte Losung u des Anfangswertproblerns fiir 
die Wdnneleitungsgleiehung zu dieser Funktion f ,  d.h. 

sup lu(x, t)l < + w .  
(s,t)€m"xR+ 

Beweis: Seien u = U ( X ,  t )  und u = u(x,  t )  zwei Losnngen yon (24), so setzen 
wir 

M:= sup lu(x, t) l+ sup [u(x,t)l E [O,+w) 
R"xR+ W-xE+ 

Fiir die Funktion 

gilt dann 

a 
A,w(x,t) - w ( x , t )  = 0 in Rn x &, 

at 
u(x,O) = 0,  x E Rn, (25) 

Iw(x, t)l 5 M fiir alle ( x ,  t )  E Rn x [0, +m). 

Wir wahlen nun Zahlen T E R+ und R E & und erklaren zu der Kugel 
BR := { x  E Rn : 1x1 < R} den parabolischen Zylinder 
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mit dem parabolischen Rand 

ABR,T = ( x ,  t )  E & x [0, TI : x E ~ B R  oder t = 0 ) .  { 
Auf BR,T betrachten wir sowohl die Liisung w(x,  t )  des Problems (25) als auch 
die Funktion 

w ( x ,  t )  := - (26) 

Die Funktion W geniigt der Differentialgleichung 

und auf dem parabolischen Rand gilt 

I ~ ( x ,  t)I I W ( X ,  t ) ,  (2,  t )  E ABR,T. 

Anwendnng des parabolischen Maximum-Minimum-Prinzips liefert nun 

Lassen wir nun R + +cc streben in Formel (27), so folgt 

mit beliebigem T E R+. Somit haben wir w(x,  t )  = 0 bzw 
IWn x k .  

Wir betrachten nun noch ein Anfangs-Randwertproblem fiir die eindimen- 
sionale Warmeleitungsgleichung. Fur weitere Ergebnisse uber die Wbmelei- 
tungsgleichung verweisen wir auf [GuLe], Ch. 5 und 9. 

Beispiel I .  (Ein Anfangs-Randwert-Problem fiir die eindimensionale Wiime- 
leitungsgleiehung) Wir suchen eine Lijsung v = v(x ,  t ) ,  0 < x < L, t > 0,  der 
eindimensionalen Wanneleitungsgleichung 

u,z(x,t) - vt (x , t )  = 0,  2 E (O,L), t E ( 0 , + ~ ) ,  (28) 

unter den Randbedingungen 
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Dabei ist f = f ( x )  : [0, L] + R eine stetige Funktion mit f (0) = 0  = f ( L ) ,  

Das Problem (28)-(30) modelliert eine Temperaturverteilung in einem iso- 
lierten Draht unter Festhalten der Temperaturen am Rand des Drahtes. Wir 
werden eine Losung von (28)-(30) mit Hilfe von Spiegelungsmethoden gewin- 
nen. Dam spiegeln wir f nngerade an den Pnnkten x  = 0  nnd x  = L ,  so 
daO 

f ( - x )  = - f ( x ) ,  f ( L +  ( L - X I )  = - f ( x ) ,  a: E $ (31) 
erfiillt ist. Setzen wir nun 

f ( x ) , O < x i L  
ip(x) := 

0, sonst 

so erscheint die fortgesetzte Funktion f in der Form 

+m 

f ( x )  = C { i p ( ~ n ~  + x )  - p ( 2 n ~  - x ) ) ,  x  E R. 
-00 

(32) 

Zu dieser Anfangsverteilung f : R + $ die stetig und beschrankt ist, liisen 
wir nun global die Warmeleitungsgleichung. Verwenden wir noch die Substi- 
tutionen 

< = 2 n L i y ,  d < = i d y ,  n = O , i l , i 2  ,..., 

0 

Dabei haben wir gesetzt 
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wobei wir mit 

die Thetafunktion bezeichnen. 

Die Funktionen u(x ,  t )  + u(-x,  t )  und u(x ,  t )  + u(2L - x ,  t )  sind Losungen der 
Warmeleitungsgleichnng (28) in R x R+ zu homogenen Anfangsbedingungen. 
Satz 4 liefert nun 

u ( x , t )  +u( -x , t )  = 0 = u ( x , t )  f u ( 2 L - x , t ) ,  ( x , t )  E R x [O,+co). (36) 

Somit erfullt v (x , t )  := u(x ,  t ) ,  x E [0, L], t E [0, f co ) ,  das Anfangs- 
Randwertprohlem (28)-(30) fiir die eindimensionale Warmeleitungsgleichung. 

54 Charakteristische FlZichen 

In einem Gebiet Q C R n f l ,  n E N, betrachten wir die lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung 

fur y E Q. Die Koeffizientenfunktionen a j k ( y ) ,  b,(y) und c(y) mit j , k  = 
1, . . . , n+l, sowie die rechte Seite h(y )  gehoren der Regularitatsklasse CO(Q,  R) 
an, und fiir alle y E Q sei die Matrix (ajk(y))j,k=l,...,n+l symmetrisch. 

Definition 1. Sei ip = ~ ( y l , .  . . , yn+l) : Q + R E C 2 ( Q )  eine nichtkonstante 
Funktion, fur welche die Menge 

nicht leer ist. Wiy nennen F eine charakteristische Flache fiir die Differenti- 
algleichung ( I ) ,  falls die zugehdrige quadratische Form 

die Bedingung 
Q[ip](y) = 0 fur alle y E F 

erfullt. Andererseits heijlt F nichtcharakteristische Flache, wenn gilt 

Q[ip](y) # 0 fur alle y E F. 

I m  Falle n = 1 sprechen wir von charakteristischen bzw. nichtcharakteristi- 
schen Kurven. 
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Bemerkung: Da wir nicht Vip(y) f 0 auf F voraussetzen, kann F singulare 
Punkte haben. Im allgemeinen ist F C Rn+l also keine Hyperflache. 

Beispiel 1. 1st C elliptisch in Q, d.h. die Matrix (ajk(x))j,k=l,...,n+l ist fiir alle 
x E f2 positiv-definit, so kann es keine charakteristischen Flachen gehen. 

Beispiel 2. Wir hetrachten den Differentialoperator der Warmeleitungsglei- 
chung 

a 
C : = A , - -  im RnxR+. 

at 
Dann erhalten wir die qnadratische Form 

Wahlen wir nun fiir ein festes T E R die Funktion ip(x,t) := t - 7, so ist die 

charakteristisch. Insbesondere ist also die Ebene Rn x {0} eine charakteristi- 
sche Flache fiir die Warmeleitungsgleichung. 

Definition 2. Zu dem Gebiet f2 C Rn und Zahlen -oo 5 tl < t z  5 +m 
betrachten wir die Dose 

Wir erkliiren den dJAlembert-Operator 0 : C2(Qt,,t,) + Co(Qt,,t,) durch 

far ( X I , .  . . , x,, t )  E Q x ( t l ,  t2). Dabei ist c > 0 eine feste positive Konstante 
(u~elch,e im physikalischen Kontext die Lichtgeschwindigkeit darstellt). 

Beispiel 3. Ftir die homogene Wellengleichung 

erhalten wir als assoziierte quadratische Form 

Q[ipl(x,t) = ( i p t ( ~ , t ) ) ~  - ~ ~ l ~ ~ i ~ ( x , t ) l ~ ,  ( x , t )  E Rn x R. 

Zu festem ( E , T )  = (€1,. . . ,I,, 7) E Rn x R erklaen wir die Funktion 

und berechnen 



= 2c2v(x, t) ,  ( x ,  t )  E Rn X IW. 

Mit 

F(<,T) := ( x , t )  E Rn+' : v ( x , t )  = 0) = { ( x , t )  E Rn+' : 1%-51 = clt-71) { 
( 5 )  

erhalten wir also fiir jedes (< ,T)  E Wf' charakteristische Fl&chen ftir die 
Wellengleichung. Diese sind Kegeloberflilchen mit der Spitze (c,  T )  und dem 
Ofhungswinl~el a = arctanc. 

Wir kommen nun zu einem fiir die Wellengleichung grundlegenden Resultat: 

Satz 1. (Energieabschtitzung fiir die Wellengleichung) 
Der Punkt (< ,T)  = (G ,  . . . , <,, T )  E Rn x R+ mit dem zugehdrigen Kegel 

sei gegeben. Weiter sei u = u(x ,  t )  E G 2 ( K )  fl G 1 ( K )  eine Losung der homo- 
genen Wellengleichung 

Hierbei ist q = q(x, t )  E C o ( K ,  [0, +w)) ein nichtnegatiues, stetiges Potential 
au fK .  
Dann gilt fur alle s E ( 0 , ~ )  die Energieungleichung 

Beweis: 

1. Mit Hilfe der Transformation ( x ,  t )  H (c(x + c) ,  t )  ziehen wir uns auf 
den Fall < = 0, c = 1 zurtick. Die Koeffizientenmatrix des d'Alembert- 
Operators hat dann die Form 
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Fur s E ( 0 , ~ )  betrachten wir die Dose 

dessen Rand aD = Fo U Us U F aus den drei Hyperflachen Fo, Fs und 
F besteht. Dabei ist F = aD n a K ( 0 , ~ )  eine charakteristische Flache fiir 
die Differentialgleichung (6) mit der BuDeren Normale 

Fiir die Flachen 

F o : = { ( x , t ) € a ~ \ a ~ ( ~ , T )  : t=O 

beziehungsweise 

erhalten wir die BuDere Normale 

u = u(x,  0) = (0, .  . . ,0, -I), (x,0) E Fo, 

2. Wir multiplizieren nun (6) mit 2ut(x, t )  und berechnen 

0 = 2ut(utt - &u(a:,t)) + 29(x,t)(ut(a:, t)I2 

a a 
= [ I V ~ U ( X ,  at t)12 + latu(x,t)12] + d i ~ ~ ( - 2 u t V ~ u )  + 2q(ut)' 

fur ( x ,  t )  E D. Integrieren wir (10) mit Hilfe des Gauaschen Satzes iiber 
die Dose D = D(s) ,  so erhalten wir 

J a 
0 = 2 q(x, t ) (ut(x ,  6))' dxdt + 1 { l vZu(x ,  s)12 + ~ z u ( x , s ) ~ 2 }  dz 

D FS 
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Es ist namlich q(ut)' nichtnegativ, und gemafl Formel (9) gilt 

auf +. Es folgt also 

Aus Satz 1 erhalten wir nun den 

Satz 2. (Eindentigkeit des  Cauchyschen Anfangswertproblems fiir 
die Wellengleichung) 
Die Voraussetzungen von Satz 1 seien erfullt, und u = u(x ,  t )  genuge zusatzlich 
den homogenen Cauchyschen Anfangsbedingungen 

u ( x ,  0) = 0 = ut(x,  0 )  fiir alle x t Rn mit lx - [I < CT. (11) 

Dann folgt u(x ,  t )  = 0 auf K = K ( c ,  7) 

Beweis: Aus den Anfangsbedingungen (11) lesen wir ab 

und die Energieabschatzung aus Satz 1 liefert 

a / { C ~ V U ( X , ~ ) ~  + U ( X , S ) P }  dx = 0 fur alle r t (0.7). 
at 

z + - ~ l < c ( ~ - s )  

Somit folgt V,u(x ,  t )  = 0 = ut(x ,  t )  auf K ,  und daher u(x ,  t )  = const. Wie- 
derum aus (11) erhalten wir schliefilich 

In den Paragraphen §§ 5,6 werden wir mit Hilfe von Integralformeln explizit 
Liisungen des Cauchyschen Anfangswertproblems fiir die Wellengleichung in 
den Dimensionen n = 1,3,5,.  . . bzw. n = 2,4,6,. . . angeben. 

Wir wenden uns nun wieder der Differentialgleichung (1)  zu: Fiir eine gewiihn- 
liche Differentialgleichung 2.0rdnung schreibt man in einem festen Punkt den 
Funktionswert und die erste Ableitung als Anfangswerte vor. Ein hiiherdimen- 
sionales Analogon stellt dm Cauchysche Anfangswertproblem fir die partielle 
Diffemtialgleichumg (1) dar. 

In einem Gebiet 0 C Rn+' sei die partielle Differentialgleichung 
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gemal3 (1) gegeben. Ferner sei ip = ip(y)  : 0 + R E C3(Q) mit Vip(y) # 0, 
y E 0, eine Funktion, so daO die Flache 

eine Hyperflache im Rnfl darstellt. Auf F schreiben wir nun die Funktion 
f = f ( y )  : + + R E C 2 ( F )  vor und fordern die Anfangsbedingung 0-ter 
Ordnung 

U ( Y )  = f ( ~ ) ,  Y E F .  (13) 
Mit dieser Anfangsbedingnng sind die an 7 tangent,ialen Ableitungen von 
u bereits vorgeschrieben. Bezeichnet u(y)  := IVip(y)l-lVip(y), y E 7, die 
Normale an die Flache F ,  so schreiben wir weiter eine Funktion g = g(y) : 
+ + R E C1(F)  vor und verlangen als Anfangsbedingung 1-ter Ordnung 

Mit (13) und (14) ist V u ( y )  auf F festgelegt. Es empfiehlt sich nun, wie folgt 
neue Koordinaten einzufiihren: 

Es sei r c Rn ein Gebiet und y  = ~ ( $ 1 , .  . . , xn)  : r + F E C 2 ( r )  eine 
regulare Parameterdarstellung der Flache F. Wir schreiben 

ftir die parametrisierte Normale an die Fliiche F und betrachten die Parame- 
tertransfomation 0  = O(x1,. . . ,x,, t )  : r, + l2 E C2(rE ,Rn f1 )  auf der Dose 
r, := r x ( - E , E )  c Rn+l, welche wie folgt erkliirt ist: 

O(x1,. . . ,xn,  t )  := y(x1,. . . ,x,) + tu(x1,. . . ,x,), 

x = ( X I , .  . . ,x,) E r, t  E ( - E , E ) .  
(15) 

Dabei ist E > 0 hinreichend klein gewiihlt und f2 := B(r,) gesetzt worden. 
Mit a0 = (O,,, . . . ,O,,.,O,) : r, + dnfl)x(n+l) bezeichnen wir die Funktio- 
nalmatrix von O und bemerken 

(16) 

FUr die symmetrische Matrix-Funktion 

B - ~ ( x ,  t )  := a q x ,  t )  (as(x,  t ) )* ,  ( x ,  t )  E r,, (17) 

gilt nun 

B-%, 0) 4 ~ )  = (yz, ,  . . . , TZ,., u) ] 0 ( x )  = ( x )  x  E .: (18) 
Tz" 
u* 



Somit ist v ( x )  Eigenvektor der Matrix B-'(x,  0) zum Eigenwert 1 und eben- 
so Eigenvektor zum gleichen Eigenwert von B ( x ,  0) .  Wir betrachten nun die 
Funktion 

 XI,. . . , xn , t )  := u o  XI,. . . , xn ,  t )  : rc + R (19) 

Setzen wir 
J ( x )  := f o Y ( x ) ,  8 ( ~ )  := g o Y ( x ) ,  x E r, (20) 

so erhalten wir die zu (13) aquivalente Anfangsbedingung 0-ter Ordnung 

und die zu (14) aquivalente Anfangsbedingung 1-ter Ordnung 

Wir beweisen nun den folgenden 

Satz 3. Sei 7 eine charakteristische Fliiche fur den Differentialoperator C 
aus ( I ) ,  und die Fmktion u = u(y)  E C2(Q)  genuge den Cauchyschen An- 
fangsbedingungen (13) und (14) auf F .  Dann ist Cu(y) fur alle y E F bereits 
durch die Anfangswerte f E C 2 ( F )  und g E G 1 ( F )  bestimmt. 

Beweis: 

1. Mit Hilfe der Parametertransformation 6' gehen wir gems (19) uber zur 
Funktion iL(x, t ) ,  ( x ,  t )  E r', welche dann auf r den Anfangsbedingungen 
(21), (22) genugt. Durch Differentiation nach x j  und xk erhalten wir 

fur alle x E r und j , k = 1,. . . , n. Aus (19) folgt 

Setzen wir &(y) := (V,u(y))*,  y E 0, und aiL(x, t )  := (V(,,tlG(x, t ) ) ' ,  
( x ,  t )  E re, SO schreibt sich (23) in der Form 

Multiplizieren wir nun diese Identitiit von links mit aO(x, t ) ,  so folgt 

und wegen B-' = 86' o (80)' schliefllich 
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2.  Fur t = 0 entnehmen wir der Identitat (24 ) ,  dad3 V , u ( y )  fiir alle y  E + 
best,immt ist. Nun beachten wir 

fur y  E Q ,  wobei wir 

gesetzt hahen. Es genugt also zu zeigen, daB M u ( y )  fur alle y  E 7 durch 
die Anfangsdaten hestimmt ist. Dazu gehen wir iiher zu der sogenannten 
schwachen Differentialgleiehung: Sei x = x ( y 1 , .  . . , yn+l)  E C r ( Q )  eine 
beliebige Testfunktion, und sei mit 

die transformierte Testfunktion bezeichnet. Analog zu (24 )  erhalten wir 
die Beziehung 

Fur eine beliebige Testfunktion x E C r ( Q )  liefert der GauDsche Integral- 
satz die Identitat 

mit der symmetrischen Matrix A ( y )  := ( a j k ( ~ ) ) j , k = l , . . . , ~ + l ,  Y E Q. 
3. Nun wenden wir die Transformationsforme1 an: Fiir die Ahbildung y  = 

0 ( x ,  t ) ,  ( x ,  t) E r,, bezeichnen wir mit Js (x ,  t )  den Betrag der Funktional- 
determinante, d.h. 



$4 Charakteristische F k h e n  375 

Beachten wir die Identitaten (24) und (26), so folgt aus (27) 

mit 

( ~ j k ( ~ ,  t ) ) j ,k=~ ,..., n+l = C ( X ,  t )  

:= (as(x,  t ) )*  B ( X ,  t )  o A ( B ( X ,  t ) )  0 B ( X ,  t )  0 aB(x, t ) .  

Wir berechnen nun 

cn+l,n+l(x, 0)  = u(x)* B (x ,  0) A ( Y ( 4 )  O B(x ,  0)  4 ~ )  

= (B(x,O) 0 u(x))* 0 A(y(x) )  0 B(x,O) 0 u(x)  

= u(x)* A(T(x)) U ( X )  = 0,  x E r, 

denn F ist eine charakteristische FlBche fiir C. Wir haben also 

C,+~, ,+~(X ,  0 )  = 0 fiir alle x E r. (28) 

AuBerdem beachten wir 
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4. Sei $ ( z )  E C r ( B ,  [O,+m)) mit B := { z  E Rn+l : lzl < 1) eine Test- 
funktion mit 

J $ ( z )  dz = 1. 

B 

Wir betrachten zu einem festen E + die Folge yon Testfunktionen 

Wir stellen fest, daO xl(y) = 0 fiir alle ly - 111 > 1-' richtig ist nnd 
bemerken 

J x l ( y )  d y  = 1 ftir 1 = 1 , 2 , .  . . 
R"+l 

Setzen wir schliefllich noch 2t(z, t )  := o O(z, t ) ,  1 = 1 , 2 , .  . ., so entneh- 
men wir Formel (28) 

Setzen wir nun die Folge der Testfunktionen {xl(y)}l=l,z, ... in die Identitat 
(29) ein, so verschwindet auf der rechten Seite in der Grenze der letzte 
Term. Da aber die ubrigen Terme gemaO Teil 1  des Beweises durch F, 
f ( y )  und g ( y ) ,  y  E +, eindentig festgelegt sind und da fiir die linke Seite 
in der Grenze gilt 

ist der Beweis des Satzes erbracht. q.e.d. 
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Bemerkungen: 

1. Das Cauchysche Anfangswertproblem (12), (13), (14) ist nicht fiir belie- 
bige rechte Seiten h losbar, falls + eine charakteristische Flache ist. Man 
sollte also zur Losung des Cauchyschen Anfangswertproblems von nicht- 
charakteristischen Anfangsflkhen + ausgehen. Fiir die Wellengleichung 
werden wir als Anfangsebene die nichtcharakteristische Grundflache des 
0.a. Kegels wahlen. 

2. Betrachten wir das Cauchysche Anfangswertproblem (12), (13), (14) auf 
einer nichtcharakteristischen Fliiche +, so ist 

erfiillt. Lokalisieren wir also Gleichung (29) wie in Teil 4 des obigen Be- 
weises, so konnen wir &(x,O), x E r, aus der Differentialgleichung (12) 
und den Anfangsdaten (13), (14) ermitteln. Somit sind fiir das Cauchysche 
Anfangswertproblem (12), (13), (14) auf nichtcharakteristischen Flachen 
schon die zweiten Ableitungen (u  ,ivk ( Y ) ) ~ , ~ = I  ,.., ,+I, y E +, vorgeschrie- 
ben. Entsprechende Aussagen kann man fiir die hoheren Ableitungen her- 
leiten, falls diese existieren. 

55 Die Wellengleichung im Rn fiir n = 1 ,3 ,2  

Zu hinreichend regularen Funktionen f = f ($1,. . . , x,), g = g(x1, . . . , x,) : 
Rn + R wollen wir das Cauchysche Anfangswertproblem fur die n-dimensio- 
nale Wellengleichung lasen: 

u = u(x ,  t )  = u(x1,. . . ,x,,t) E C2(Rn X [O, +m), R), (1) 

a2 
021(x, t )  = u ( x ,  t )  - cZnsu(x ,  t )  = 0, ( x ,  t )  E Rn X R+,  (2) at2 

Hierbei bezeichnet c > 0 eine positive Konstante. Wir fassen ( I ) ,  (2) ,  (3) zum 
Problem F ( f ,  g ,  n )  oder abkarzend P ( n )  zusammen. Zunachst betrachten wir 
den Fall n=l der eindimensionalen Wellengleichung 

utt(x, t )  - c2u,,(x, t )  = 0, ( x ,  t )  E R X R (4) 

Physikalisch beschreibt u(x ,  t )  die vertikale Auslenkung einer schwingenden 
Saite aus der Ruhelage x E R in Abhangigkeit von der Zeit t E R. 
GemaB 5 4, Beispiel 3 erhalten wir als charakteristische Linien der eindimen- 
sionalen Wellengleichung die Geraden 
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mit heliehigem cu E R Wir ftihren nun diese Charakteristiken gemBI3 

als charakteristische Parameter in die Differentialgleichung (4) ein. Wir ent- 
nehmen (6) noch 

1 1 
~ = 5 ( c + ~ ) ,  t = 2 c ( € - q )  

und dann 

- - 1 -- 1 1 
4c2 q Z ( c + l l ) >  2C(c-d) .  

Somit erscheint die Wellengleichung (4) in charakteristischen Paramet,ern als 

Wegen &(U<(<,q)) = 0 ist U< = F'(c) unabhejlgig von 7, und es folgt 

W E ,  1)) = F(E) + G ( d .  

Kehren wir zuruck zn den Parametern (x, t), so folgt 

~ ( x ,  t) = F(x  + ct) + G(x - ct), (x, t) E R2. (10) 

Die Losung gehort zur Klasse C2(R2) genau dann, wenn F,  G E C2(R) erfullt 
ist. Die Funktionen u(x, t) := F(x  + ct) und w(x, t) := G(x - ct) genugen den 
Gleichungen 

Ut - cv, = 0 bzw. wt +nu, = 0 im R2 

Allgemein erhalten wir durch Superposition je einer C2(R2)-Losung dieser 
Gleichungen eine Losung von (4). Wir kijnnen nejnlich den eindimensionalen 
d'Alembert-Operator wie folgt zerlegen: 
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a2 a2 
n = - c 2 =  a a a a 

at2 ax2 (at + cG) (at - CZ) 
Physikalisch interpretiert besteht die Lasung (10) von (4)  aus einer einlau- 
fenden und einer auslaufenden Welle, welche sich mit gleicher absoluter Ge- 
schwindigkeit in entgegengesetzte Richtungen bewegen. 

Wir wollen nun das Anfangswertproblem P ( f , g ,  1) losen: Wir verlangen f = 
f ( x )  E C2 ($ R) und g = g(x) E C1(R, R )  und berechnen fiir die in (10) 
gegebene Funktion u(x ,  y) 

Die letzten beiden Gleichungen liefern 

und nach Integration von 0 bis x ergibt sich 

mit zwei Konstanten q ,cz  E R Wegen F ( x )  + G ( x )  = f ( x )  folgt noch CI + 
c2 = 0,  und wir erhalten als Lasung des Cauchyschen Anfangswertproblems 
P ( f , g ,  1)  

s+et 
1 1 

u(x ,  t )  = F ( x  + ct) + G(x  - ct) = - { f ( x  + d )  + f ( x  - d ) }  + I g ( 5 )  dl 2 C 

fiir x E $ t E R Verwenden wir nun noch Satz 2 aus 5 4, so ergibt sich der 
folgende 

Satz  1. (d'Alembert) 
Zu vorgegehenen Funktionen f = f ( x )  E C2(R)  und g = g(x) E C1(R)  .dtellt 
die Funktion 
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die eindeutig bestimmte Losung des Cauehysehen Anfangswertproblems far die 
eindimensionale Wellengleiehung P ( f ,  g ,  1)  dar. 

Bemerkung: (Abhangigkeitsgebiet der eindimensionalen Wellengleiehung) 
Der Funktionswert u(x ,  t )  hejlgt nur von den Anfangswerten auf dem Interval1 
[x - ct, z + et] ab, d.h. von den Daten innerhalb des charakteristischen Kegels 
mit der Spitze ( x ,  t ) .  Dieses stimmt iiberein mit der Aussage von 84, Satz 
2. Andererseits kann ein Anfangswert an der Stelle < nur wirksam werden 
innerhalb des Doppelkegels 

Die Signale konnen sich also hochstens mit der Geschwindigkeit c aushreiten. 

Wir hetrachten nun das Cauchysche Anfangswertproblem fiir die Wellenglei- 
chung im Rn, n E W. Schon in der d'Alembertschen L~sungsformel (12) er- 
scheint ein sphariseher Mittelwert, welcher uns anch in hoheren Dimensionen 
n E N eine explizit,e Losung des Problems P (  f ,  g, n )  ermoglichen wird. 

Definition 1. Sei f = f ( x )  E CyRIES) gegeben. Wir nennen die finktion 

v = V ( X , T )  = M ( x , r ;  f )  := f(x+rC)du(C), ( x , r )  E Rn x $ 
W n  

IF=1 

(13) 
den sphdrischen Integralmittelwert won f uber die Sph,are 

Satz 2. (F. John) 
Zu vorgegebenem f = f ( x )  E C k ( R n )  mit k 2 2 gehort die Funktion u = 
u(z ,  r )  = M ( z ,  r ;  f )  : Rn x R + R der Regularitdtsklasse Ck(Rn x R) an, und 
es gelten die folgenden Aussagen: 

a) v (x ,  0)  = f ( x )  far alle x E En. 
b) v (x ,  -r)  = u(x ,r)  fiir alle x E Rn, r E R. 

9 
0 

e) -u(z,O) = 0 far alle x E Rn. 
ar a2 n - 1  a 

d) sv(x,r)  + -- u(x , r )  - A,v(x,r) = 0 im. Rn x ( R  \ {0})  
r ar 

Bemerhng: Man nennt die in d) angegebene Gleichung die Darhouz'sche Dif- 
ferentialgleichung. 
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Beweis von Sntz 2: 

a) Aus (13) ersehen wir u E Ck(Rn x R) und 

f (5)  do(€) = f ( x )  fiir alle x E Rn 
W n  

IM=l  

b) und c)  Ebenfalls aus (13) lesen wir sofort ah v(x ,  -r)  = u(x , r )  und Diffe- 
rentiation liefert -u,(x, 0) = u,(x, 0) fiir alle x E Rn. 

d) Wir fiihren auf der Sphare Sn-'(x) := {y  E Rn : ly - X I  = 1)  Polarkoor- 
dinaten ein: 

y = x + r { ,  € e S n - ' ,  r > 0 .  

Nach Kapitel I, $ 8 wird der Laplaceoperator in diesen Koordinaten zu 

wobei A den Laplace-Beltrami-Operator auf der Sphare Sn-I bezeichnet. 
In Satz 3 aus Kapitel I, $ 8  haben wir die Symmetrie von A auf Sn-I 
nachgewiesen. Wir erhalten damit fiir alle x E Rn und r > 0 die Gleichung 

denn A1 = 0. Also ist die Darhoux'sche Differentialgleichung fiir alle 
x E Rn und r > 0 erfiillt. Da diese invariant unter der Spiegelung r H -r 
ist, bleibt sie giiltig fiir alle x E Rn und r < 0. q.e.d. 

Wir betrachten nun den Fall n=3 der dreidimensionalen Wellengleichung. 
Physikalisch stellen deren Ltjsungen Wellen aus der Akust,ik oder der Optik 
dar. Wir beweisen den folgenden 
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Satz  3. (Kirchhoff) 
Es seien Funktionen f = f ( x )  E C3(R3)  und g = g(x) E C2(R3)  uorgegeben. 
Dann wird das Cauchysche Anfangswertproblem 'P( f ,g ,3)  fiir die dreidimen- 
sionale Wellengleichung eindeutig geldst durch die Funktion 

fiir ( x ,  t )  E R3 x E+ 

Beweis: 

1. GemaB Satz 2 fur den Fall n = 3 erfullt die Funktion u(x ,  r )  = M ( x ,  r; g ) ,  
(x, r )  E R3 x ( R  \ {O}), die Darhoux'sche Differentialgleichung 

Multiplikation mit r liefert 

a2 
0 = { r u ( x ,  7 ) )  - Az{ru(x,  r ) } ,  (x, T )  E R3 x RR 

ar2 

Wir hetrachten nun die Funktion 

mit ( x ,  t )  E R3 x R. Diese genugt der Wellengleichung 

und erfullt die Anfangsbedingungen 

a 
$(x ,  0)  = 0,  $ ( z ,  0) = u(x,  0 )  = g(x) fur alle x E R3. (16) 

at 

2. Wie in Teil 1 des Beweises sieht man, dass die Funktion 

x ( x , t )  := t M ( x ,  ct; f )  = f ( x  + ctc) du(<), ( x ,  t )  E R3 x R, 
411 

lM=l 

der Wellengleichung Ox(x , t )  = 0 im R3 x R genugt. Ferner gilt x E 
C3(R3 x R). Wir betrachten nun die Funktion 
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a a 
~p(x , t )  := -x (x , t )  = -{tM(x,ct; f ) }  

at at 

fiir alle x E R3 
3. Mit 

- - 1 
- 4~ // { f ( x  + "0 + d V f ( x  + dC ( + tg(x + 60) d 4 0  

IEl=1 

fur ( x , t )  E R3 x R erhalten wir eine Losung der Wellengleichung, nnd 
wegen (16), (17) genugt v den Anfangshedingungen 

Verwenden wir nun die Substitution y = x + ctt,  du(y) = c2t2du(<), SO 

folgt fiir alle ( x ,  t )  E R3 x R+ die Identitat 

Nun behandeln wir den Fall n=2 mit Hilfe der Hadamard.den Ahstiegs- 
methode. Die Lasungen der zweidimensionalen Wellengleichung modellieren 
Wellenhewegungen von Oberflachen, etwa von Wasserwellen. 

Satz 4. Zu worgegebenen Funktionen f = f ( y )  = f (y l ,  y2) E G3(R2) und 
g = g(y) = g(y1, y z )  E C2(R2)  erhalten wir die eindeutige Losung des Cauchy- 
schen Anfangswertproblems P ( f ,  g ,  2) in der Fonn 
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- - 1 1 { t d y )  + f ( Y )  + V f  ( Y )  (Y - 1) )  d7 dyl dy2 27rct C2t2  - 
~: Iv -z I<c t  

fiir ( x , t )  E R2 x E+ und mmit r := ly - zl = J(y ,  - x1)2 + (y2 - x2)2. 

Beweis: Fiir x E R2 = R2 x 10) und t E E+ betrachten wir die Funktion 

- - 1 ~ ~ { t u ( a . Y z ) + f ( a . ~ ~ ) + ~ f ( ~ ~ , ~ ) ( y - x ) } d ~ ( n )  
2?rc2t2 

Iq-s=et 
r>o 

(18) 
mit n = (y l ,  yz,z) E R3 und mit f ( q )  := f (y1,  y2) und g(q) := g(y2, y2). Wir 
parametrisieren die ohere Halhsphiire 111 - X I  = ct, z > 0 gemh8 

mit dem Parametergehiet { y  = (y l ,  y2) E R2 : ly - xl < ct). Wegen 

berechnet sich das Oberflachenelement der oheren Halbssphare zu 

Setzen wir nun (19) in (18) ein, so folgt 

Bemerkungen zu Satt 3 und Satz 4: 
1. W2hrend im Falle n = 1 die Anfangsregularitat f E C2(R) ,  g E C1(R) 

ausreicht, mtissen wir ftir n = 2,3 die Anfangsregularitht f E C3(Rn) ,  
g E C2(Rn)  fordern. Die Wellengleichung bewirkt also einen Regularitats- 
verlust im Falle n = 2,3. Dieses Phiinomen setzt sich auch in hiiheren 
Dimensionen fort (vgl. 5 6). 
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2. Nach Satz 3 hangt bei der dreidimensionalen Wellengleichung der Wert 
der Losung u an der Stelle (x, t) von den Anfangswerten f und g auf der 
Sphare 

aB,t(s) = {y E R3 : ly - 21 = ct 1 
ab, d.h. aB,t(x) ist der Abhhgigkeitsbereich fiir u(x, t). 
Andererseits beeinflussen die Anfangswerte f ,g nahe einem Punkt y zur 
Zeit t = 0 nur die Punkte (x, t )  nahe dem Kegelmantel lz - yl = ct mit 
der Spitze x E R3. Die Signale in der Kugel Be := {x E R3 : lx - yl < Q} 
beeinflussen u(x, t )  nur im Gebiet 

Die Signale im R3 konnen scharf ubertragen werden. Dieses ist moglich, 
da der Abhhngigkeitshereich von u(x, t) eine Sphare und nicht eine offene 
Menge im R3 ist. Das ist das Hu,ygens9sche Prinzip in der sch,arfen Form. 
Schon fiir die Wellengleichung im R2 (und viele andere hyperbolische Glei- 
chungen) ist dieses Prinzip verletzt. GemaD Satz 4 hejlgt u(x, t) bei der 
zweidimensionalen Wellengleichung ah von den Anfangswerten auf einer 
zweidimensionalen Kreisscheihe. Somit pflanzen sich wie etwa bei Wasser- 
wellen die Storungen unendlich weit fort. 

3. Sind f E Ci(Be), g E Ci(Be) mit einem Q > 0, so gibt es nach Satz 3 
eine Konstante C E (0, +co), so da!3 

erflillt ist. Die Wellen im R3 - und somit auch im R2 (vgl. Beweis von 
Satz 4) - haben eine Amplitude, die sich asymptotisch wie fur t + +co 
verhalt. 

56 Die Wellengleichung im Rn fiir n > - 2 

Wir setzen nun die uberlegungen aus 8 5 fort, werden allerdings zur Vereinfa- 
chung die Konstante c > 0 in der Wellengleichung durch c = 1 festsetzen. Eine 
uhertragung der Ergebnisse dieses Paragraphen auf beliebige c > 0 iiherlassen 
wir dem Leser. Wir beginnen mit dem 

Satz 1. (Mittelwertsatz von Asgeirsson) 
Fur eine Funktion u = u(x, y)  = u(x1,. . . , x,, yl, . . . , y,) E C2(Rn x Rn) mit 
n 2 2 sind die beiden folgenden Aussagen ilquivalent: 

I. Es genugt u der ultrahyperbolischen Differentialgleichung 
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II. Fiir alle ( x ,  y ,r)  E Rn x  Rn x  lR+ gilt die Identitiit 

Beweis: 

I + II: Da (2)  invariant unter der Spiegelung r  + -r ist, kannen wir 0.E. r  2 
0  annehmen. Wir betrachten die Funktionen 

/ I  = P ( x , Y , ~ )  := - u ( x + & y ) d N  
0, J 

I M = l  

und 
Y = v(x ,y , r )  := u(x ,y  +r<)du(<) 

W" . 
I E l = 1  

ftir ( x ,  y,r) E R" x  En x  [0, fm). Zunachst bemerken wir 

p(x,y,O)=u(x,y)=u(x,y,O) furalle ( x , y ) ~ i F x I W ~  (3) 

sowie 

pr(x ,y ,0)=O=u7(x ,y ,0)  fiiralle ( x , y ) E R n x R n .  ( 4 )  

Nach Satz 2  aus § 5  gentigen f i  bzw. u  den Darboux'schen Differentialglei- 
chungen 

n - 1  
P ~ ~ ( x , Y , T )  + T f i r ( ~ , ~ , ~ )  - A & A Y , P )  = 0,  

n - 1  
(5) 

Y , , ( X , Y , ~ )  + - V , ( X , Y , ~ )  - A,v(x,y,r) = 0  r  
fur ( x ,  y ,  r )  E Rn x R" x lR+. Weiter liefert die ultrahyperbolische Diffe- 
rentialgleichung (1) die Identitat 

=A,v(x ,y , r )  furalle ( x , y , r ) E R n x R n x l R + .  
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Wegen (3), (4) und (5) gentigt also die Funktion ip(x, y ,  r )  := b(x ,  y ,  r )  - 
v(x ,  y ,  r )  dem Anfangwertproblem 

, , 
Nach Satz 2 aus $ 4  folgt nun ip(x, y ,  r )  = 0 in jeder kompakten Teilmenge 
des Rn x Rn x R+ und damit auch b(x ,  y ,  r )  = v(x,  y ,  r )  in Rn x Rn x R+ 
bzw. ( 2 ) .  

II +. I: Sei (so, yo) E Rn x Rn ein Punkt, in dem die ultrahyperbolische Dif- 
ferentialgleichung (1) nicht erfiillt ist, d.h. 

Da u E C2(Rn x Rn) richtig ist, gibt es dann ein p > 0, so dal3 gilt 

A,u(x', y')  # Ay(xl',  y") ftir alle (x', y'),  (x",yl') E Ze(xo,yo), (7) 

wobei wir Ze(xo,yo) := { ( x , y )  E Rn x Rn : 1x - xol + Iy - yo1 5 p} 
gesetzt haben. Wir differenzieren nun ( 2 )  nach r und erhalten an der 
Stelle ( x ,  y ,  r )  = (xo, yo, p)  mit Hilfe des GauDschen Integralsatzes und 
dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 

fur ein 2 E Rn mit 12 - xO1 5 p und ein 9 E Rn mit - yol 5 p; hierbei 
bezeichnet IBI das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel. Nun steht 
aber (8) im Widerspruch zu (7). Also ist in allen Punkten ( x ,  y )  E IhPn x IhPn 
die Differentialgleichung (1) erfullt. 

q.e.d. 

Im folgenden benotigen wir uberlegungen, die wir zu Beginn der n-dimensio- 
nalen Potentialtheorie in Kapitel V, $ 1 mit den Formeln (1)-(11) durchgefiihrt 
haben. Weiter stellen wir die folgende Aussage bereit: 

Hilfssatz 1. Fur jede stetige finktion h = h(t)  : [ - I ,  11 + R E C0([-1, 11) 
und fiir n E W rnit n 2 3 gilt die Identitiit 
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Beweis: Zunachst parametrisieren wir 

IE=1 
h( Jm) + h(- J-) 

= J dtl . . . dtn-l. 

tERn-I:  I t l ~ 1  

Setzen wir nun t = QT mit Q E (0,l)  und T E En-', 171 = 1, SO erhalten wir 
nach Formel (6) aus Kapitel V, 5 1 

SchlieDlich ergibt sich mit der Transformation s = -, de = -. ds \/1-82 

h ( s ) ( l  - s2)* ds. 
-1 q.e.d. 

Hilfssatz 2. (Abelsche Integralgleichung) 
Zu gegebener Funktion f = f ( x )  E C2(Rn) ,  n 2 3, sei u = U ( X ,  t )  E C2 (Rn, R) 
eine Lasung des Problems 

a2 
O U ( X ,  t )  = (% - n Z ) u ( x , t )  = o im EP x $ 

(9) 
u(x,O) = f ( x ) ,  ut(x,O) = 0 im Rn. 

Dann ist u spiegelsymmetrisch zur Ebene t = 0, d.h. 

U ( X ,  -t) = U ( X ,  t )  fur alle ( x ,  t )  E Rn x $ 

und genugt der Integralgleichung 

J "-S wn 
( x  ) ( r 2  - Q ) de = - P-'M(X,T; f ) ,  ( x , ~ )  E Rn xi&. (10) 

wn-1 -- 
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Beweis: Wir bemerken zunachst, daO u  spiegelsymmetrisch zur Ebene t  = 0  
sein muO. Denn ist u  = u ( x , t ) ,  (2,  t )  E R12 x [O,  +m), die gegebene Losung 
von Ou = 0  in Rn x [O,  +w), SO last die Funktion C(x, t )  := u ( x ,  - t)  diese 
Gleichung in Rn x (-w, 01, und fiir die zusammengesetzte Funktion 

{ 
u(x , t ) ,  X E W ,  t>O 

w(x , t )  := - 
u(x , t ) ,  x E R n ,  t<O 

gilt w(z,O) = f ( x ) ,  wt(x,O) = 0  fiir x  E Rn. Nach Satz 2  aus 34 folgt also 
w = u  in Rn x R  und damit die behauptete Symmetrieeigenschaft. 

Wir betrachten nun die Funktion v  = v ( x ,  y )  := ~ ( 2 1 , .  . . , xn ,  y,). Diese 
genugt wegen (9) der ultrahyperbolischen Differentialgleichung 

Ferner haben wir u(z,O) = f ( x ) ,  x E Rn, und Satz 1  liefert 

Beachten wir noch Hilfssatz 1  und verwenden wir die Transformation Q = rs, 
ds = $, so folgt 

was %uivalent zu (10) ist. q.e.d. 

Wir wollen nun zunachst die Abelsche Integralgleichung (10) fiir ungerade 
Dimensionen n > 3 losen. Dazu setzen wir m = 9 E {0,1,2, .  . .), und wir 
erklben fur festes x  E Rn die Funktionen 
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Dann schreibt sich (10) als 

Wir setzen nun f E Cm+3(Rn) = C 9 ( I W n )  voraus. Da fur r + O+ beide 
Seiten der Identitat (11) gegen Null streben, ist (11) aquivalent zu 

Wieder gehen beide Seiten gegen Null fur r + 0+, und m-maliges Wiederholen 
dieser Differentiation liefert, daB (11) aquivalent ist zu der Identitat 

SchlieBlich ergibt nochmaliges Differenzieren die zu (11) aquivalente Bezie- 

Wir setzen nun n = 2k + 1 mit k E W und bemerken m = k - 1 E 0,1,2,  
GemaB Formel (11) aus Kapitel V ,  5 1 haben wir die Beziehung 

Wir k6nnen also herechnen 

Somit folgt 
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Beschranken wir uns nun auf Losungen, welche spiegelsymmetrisch zur Ebene 
t = 0 sind, d.h. 

u ( x ,  - t)  = u ( x ,  t )  fiir alle ( x ,  t )  E Rn x (16) 

so erhalten wir aus (13) und (15) die folgende Losung der Abelschen Integral- 
gleichung (10): 

1 
u (x ,  t )  = 

a i a --" 
- ( ( ) T { t n - 2 ~ ( x ,  t ;  f ) )  (17) 

1 . 3 . . . . . ( n - 2 ) a t  t a t  

fiir ( x ,  t )  E Rn x R+ und n = 3,5,7,. . . Wir beweisen nun den 

Hilfssatz 3. Zu gegebener Funktion f E  (Rn) ,  n = 3,5,7,. . ., gehdrt 
die in (1 7) erklarte und gernafl (16) gespiegelte Funktion u = u ( x , t ) ,  ( x , t )  E 
R" x R, der Regularitatsklasse G2(Rn x R) an und ist die eindeutige Losung 
des Cauchgschen Anfangswertproblems (9). 

Beweis: Die Funktion ~ ( x ,  t )  := M ( x , t ;  f )  gehort der Regularitatsklasse c* 
2 (Rn x R) an. Der Differentialoperator +$ vermindert die Differentia- 

tionsstufe um l und somit folgt fiir die in (17) erkliirte und gemas (16) ge- 
spiegelte Funktion 

Beachten wir noch 

t dt , k E z ,  

so konnen wir herechnen 

1 . 3 .  . . : ( n - 2 ) u ( x , t )  

a i a "-" 
= - (- -) {t"-zX(x, t ) )  

at t at 

mit Konstanten c E  R und Funktionen p = f i (x, t) .  Hieraus ersehen wir 
(vgl. 5 5, satz 2) 
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u(x,O) = x(x,O) = f ( x ) ,  ut(x,O) = cxt(x,O) = 0,  x E Rn. 

Wir zeigen nun, da!3 u der Wellengleichung geniigt,: Unter Beachtung der Dar- 
boux'schen Differentialgleichung formen wir zunachst um 

1 . 3 .  . . . . ( n  - 2){utt(x, t )  - ~ = u ( x , t ) }  

Wir betrachten nun den gewohnlichen, linearen Differentialoperator L : 

c*(R) S) CO(R) erkliirt durch 

ftir ip  = ~ ( t )  E c?(R). Wir zeigen L : c*(R) S) 0 mit O(t)  = 0, 
indem wir diese Beziehung auf dem dichten Raum der Polynome nachprtifen 
und nach dem WeierstraBschen Approximationssatz die Aussage erschlieBen. 
Dann folgt Ou = 0 in Rn x R. 

Sei also nun ip(t) = t k  mit k E W U {O). Wir berechnen 

Aus der Linearitat von L erhalten wir die Aussage fiir beliebige Polynome 
und damit ist der Hilfssatz bewiesen. q.e.d. 
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Mit Hilfssatz 3 zeigen wir nun den 

Satz 2. Die Funktionen f = f ( x ) ,g  = g(x) E C*(Rn) mit ungeradem n 2 
3 seien gegeben. Dann wid das Cauchysche Anfangswertproblem P ( f , g , n )  
fiir die n-dimensionale Wellengleichung eindeutig durch die Funktion 

1 a l a  9 
d'ix't)= 1 . 3 .  . . . . ( n - 2 {  ( F 2 ~ ( x , t ;  f ) )  

(18) 

1 a ) , ' ( F 2 M ( x , t ; g ) ) } ,  ( x , t ) ~ R ~ x B + ,  +(tat 
gelost. Dabei haben wir 

gesetzt. 

Beweis: Nach Hilfssatz 3 16st die an der Ebene t = 0 mittels (16) gespiegelte 
Funktion 

dm folgende Cauchysche Anfangswertproblem: 

Ou(x,  t )  = 0 im Rn x $ 

u ( x , O ) = f ( x ) ,  ut(x,O)=O im En. 
(19) 

Analog erfiillt die Funktion 

1 
u (x , t )  := 

a i a --" 
- ( - - ) T { t n - z ~ ( x ,  t ; g ) ) ,  ( x , t )  E Rn xR+, 1 . 3 .  . . . . (  n - 2 ) a t  t a t  

wenn sie wie in (16) gespiegelt wird, das Problem 

Wir erklzren nun die Funktion 
t 

w(x ,  t )  := u($, ?) di 
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Es gilt 
w ( x , o )  = 0 ,  w,(x,O) = v(x,O) = g ( x )  im Rn. (21) 

Weiter ermitteln wir mit Hilfe von (20) 

beziehungsweise 
u w ( x , t ) = O  im IWnxE%+. (22) 

Wegen (19),  (21) und (22) erhalten wir mit $ ( x ,  t )  := u ( x ,  t )  + w ( x ,  t ) ,  ( x ,  t )  E 
Rn x R+, die in (18) erklbte Lijsung von F ( f ,  g, n) ,  welche gemaf3 Satz 2 aus 
8 4 eindeutig ist. q.e.d. 

Mit Hilfe der Hadamardschen Abstiegsmethode wollen wir nun P ( f , g , n )  fiir 
gerades n 2 2 losen: 

Satz 3. Sei n 2 2 eine gerade, naturliche Zahl, und seien die Funktionen 
f = f ( x ) , g  = g ( x )  E f 2 Y ( R n )  gegehen. Dann wird das Cauchysche An- 
fangswertproblem P ( f ,  g , n )  f ir  die n-dimensionale Wellengleichung eindeutig 
geliist durch die Funktion 

dabei ist cuz = 1 und 

gesetzt worden 

Beweis: 

1. Wir setzen die Anfangswerte auf den IWn+' wie folgt fort: 
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( " + l i + S  
fiir (x l , . .  . , X , + ~ )  =: y  E IWn+l. Damit gilt f * ,g*  E C 2 ( I W n n + l ) ,  nnd 
mit Hilfe von Satz 2 konnen wir die eindeutig bestimmte Losung von 
P( f *, g*, n  + 1) wie folgt explizit angeben: 

1 a l a  + {- ( )  p - l ~ ( ~ >  t ;  f ')) 1 . 3 .  ....( n - 1 )  at t a t  

2. Wir berechnen nun den Integralmittelwert 

~ ( y , t ;  f ' )  = M ( x , ~ ;  f * )  = -- I 1 f ( z ~ + t < l , . . . , x ~ + t t ~ ) d u ( < ) .  
wn+1 

<EW"+l, F I = l  

Dazu wahlen wir die Parametrisierung 

fur <? + . . . <,2, < 1 und erhalten 

Nun ftihren wir Polarkoordinaten im Rn ein: Wir schreiben <i = eqi, 
i = 1,. . . ,n, mit Q = I < [  und 1q1 = 1, q  = ( q ~ ,  . . . ,qn). Dann folgt 

3. Fur n = 2 gilt = 1. Fur n = 4,6,. . . berechnen wir mit Hilfe von 
W " + l  

(14) 
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4. Die in (23) angegebene Funktion 1/1 hangt nicht von xn+l ab. Nach den 
Ergebnissen aus 2. und 3. la& sich die Losung $(x, t )  = $(x,  x,+I, t )  des 
Problems P ( f ,  g ,  n )  nun schreiben als 

ftir n = 4,6,8,. . . Im Falle n = 2 erhalten wir 

fiir (x ,  t )  E R2 x W+. q.e.d. 

57 Die inhomogene Wellengleichung und ein 
Anfangsrandwertproblem 

Zu einer vorgegebenen Funktion h = h(x, t )  E C2(Rn x [0, +m), R) wollen 
wir nun das Cauchysche Anfangswertproblem P ( f ,  g, h, n )  far die inhomogene 
Wellengleichung betrachten, namlich 

u = u(x,  t )  = u(x1,. . . ,xn, t )  E C2(Rn x [O,  +co),R), 

nu (x ,  t )  = h(x, t )  im Rn x I@+, (1) 

u(x,O) = f (x ) ,  u , ~ ( x , O )  = g(x) im Rn. 

Kannen wir die inhomogene Wellengleichung fiir die Anfangswerte f ( x )  = 
0, g(x) = 0 im Rn losen, so liefert Superposition mit einer Losung des in 
5 5 und 5 6 betrachteten Anfangswertproblems P ( f ,  g ,  n )  fiir die homogene 
Wellengleichung eine Losung des Problems P(f ,g ,  h,n).  Also setzen wir im 
folgenden vorans 
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Wir konstruieren nun eine Losung u(x ,  t )  yon P(O,O, h,  n )  mit dem folgenden 
Ansatz uon Duhamel: 

U ( X ,  t )  = U ( x ,  t ,  S )  ds, ( x ,  t )  E Rn x R+. i 0 (3)  

Dabei sind U = U ( x ,  t ,  s )  fiir jedes feste s E [0, t]  Losungen der Wellenglei- 
chung 

die den Anfangshedingungen 

U ( x ,  s, s )  = 0, Ut(x, s, s )  = h(x ,  s ) ,  x  E Rn, (5) 

genugen. Dann lost u aus (3) nejnlich das Problem P(0,  0, h, n ) .  Denn zunachst 
gilt offenbar u(x ,  0)  = 0, und wegen 

folgt auch ut(x,  0 )  = 0. Weiter berechnen wir 

t 

= h(x. t )  + 2 /A&(,, t ,  s )  ds 

0 

= h(x ,  t )  + c2A,u(x, t ) ,  ( x ,  t )  E Rn x R+. 

Anstatt nun das Problem (4) ,  (5) zu losen, gehen wir iiher zur Funktion 

V ( x ,  t ,  s )  = U ( x ,  t + s, s ) ,  (6) 

welche dann fiir jedes feste s  E [0, t]  dem Problem 

OV(x, t , s )=O,  ( x , t ) E R n x R + ,  

V ( x ,  0, s )  = 0, &(x ,  0, s)  = h(x ,  s ) ,  x  E Rn, 
(7) 

genugt. Das Problem (7)  konnen wir mit den Integralformeln aus 5 5 und 
86 explizit losen. Wir wollen uns auf den physikalisch wichtigen Fall n = 3 
beschranken und entnehmen 5 5, Satz 3 die Formel 
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ftir h = h(x ,  t )  E C2(R3 x [O,  +co)). Wir set,zen nun 

in die Duhamelsche Formel (3) ein und erhalten den 

Satz 1. Sei h = h,(x, t )  E C2(R3 x [O,  +m)) uorgegeben. Dann wird dos 
Cauchysche Anfangswertproblem P(0,  0, h, 3) fur die inh,omogene Wellenglei- 
chung gelbst durch die finktion 

Bemerkung: Die L6sung u(x , t )  hangt nur ab von den Werten von h auf dem 
riickwutigen charakteristischen Kegel 

mit der Spitze ( x ,  t )  E R3 x R+ und der Grundflache in der Ebene t = 0. 

Bisher haben wir Losungen der Wellengleichung betrachtet, die sich raumlich 
tiber den ganzen W ,  n E N, ausdehnen. Wir wahlen nun eine beschriink- 
te, offene Menge Q C Rn mit glattem C2-Rand und betrachten das folgen- 
de Anfangs-Randwert-Pmblem % ( f ,  g, Q )  fur die n-dimensionale Wellenglei- 
chung: Gesucht ist eine Funktion u = u(x ,  t )  : + R aus der Klasse 

fiir die gilt 

Ou(x, t )  = utt(x, t )  - c?A,u(z, t )  = 0 in Q x (0, +m), 

u(x,O) = f ( x )  in Q, 

ut(x ,  0)  = g(x) in Q, 
(9) 

u(x ,  t )  = 0 in a 0  x [O,  +m). 

Hierhei sind f ,  g : 2 + R vorgegebene Anfangsfunktionen der Regularitats- 
klasse C 1 ( 2 ) .  Die Energie uon u zur Zeit t hezeichnen wir mit 
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Eine Losung u E 7 von (9) besitzt endliche Energie. Dies sieht man mittels 
partieller Integration ein, welche wir g e m a  Hilfssatz 1 aus Kapitel VIII, $ 9  
durchfiihren konnen. Wir berecbnen fiir eine Losung u E 7 des Problems 
%(f>!?> Q )  

Es folgt also 
E ( t )  = cmst ,  t E [0, +a), 

fur Lijsungen u = u(x ,  t )  E 7 von Po( f ,  g ,  Q) .  Fur den Fall 

f (x) = 0,  g(x)  = 0, x  E (2, 

ergibt sich wegen 

die Aussage E ( t )  = 0,  t  E [0, +m), beziehungsweise 

ut = 0, V,u = 0 in Q x [ O , + K J ) ,  

Somit folgt u(x, t )  = 0 fiir homogene Anfangswerte f = 0 = g. Da (9)  ein 
lineares Problem ist, erhalten wir den 

Satz  2. Zum Problem Po(f,g, (2) gibt es hdchstens eine Ldsung. 

Mit Hilfe der Spektraltheorie (vgl. Kapitel VIII, $ 9 )  wollen wir nun eine 
Losung von 'Po(f,g, (2) konstruieren. Der dortige Spektralsatz von Weyl be- 
sagt, daD es zum Gebiet (2 eine Folge von Eigenfunktionen vk = vk(x) : n + 
R E C2 ((2) n C0 (n) mit 

uk(x)  = 0,  x E an, und / (uk(x))' dx = 1 

n 

zu den Eigenwerten 0 < XI 5 A2 5 Xg 5 . . . + +m SO gibt, daO 



400 VI Lineare partielle Differentialgleichungen im R" 

fur k = 1 , 2 , .  . . erfiillt ist. Diese Funktionen { u k ( x ) } k = ~ , z  ,.,. bilden ein 
vollst,Bndiges Orthonormalsystem in L2(IZ). 

Beispiel 1. Fur den Fall n = 1 und Q = [0, ?r] finden wir in 

die gesuchten Eigenfunktionen und Lijsungen von (12) .  

Eine Lasung von P o ( f , g ,  n) erhalten wir nun mit dem Ansatz 

Offenbar gilt u(x ,  t )  = 0 auf 8 0  x [ O ,  +m). Weiter ist die Wellengleichung 

Bquivalent zu den gewahnlichen Differentialgleichungen 

a l ( t )  + %Xham(t) = 0, k = 1 , 2 , .  . . (14) 

Nun beriicksichtigen wir noch die Anfangsbedingungen 

und 
m 

g(x)  = ut (x ,  0 )  = x a',(O)uk(x), x E R .  
k=l 

(16)  

Diese sind Bquivalent zu 

Aus (14) und (17)  ermitteln wir die eindeutig bestimmten Koeffizientenfunk- 
tionen 

Wir erhalten somit den folgenden 

Satz 3 .  Die eindeutig bestimmte Losung uon P O ( f , g , n )  ist durch die h n k -  
tionenreihe (13) mit den Koefizienten (18) gegeben. 
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58 Klassifikation, Transformation und Reduktion 
partieller Differentialgleichungen 

In einem Gebiet 0 C Rn, n 2 2, betrachten wir die lineare Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung 

mit x E f2 und u = u ( x )  E G 2 ( 0 ) .  Die Koeffizientenfunktionen aij,bi,c, 
i ,  j = 1 , .  . . , n, und die rechte Seite d geharen der Regularitatsklasse C0(f2) 
an, und die Matrix (aw(x))i,j=l,...,, ist symmetrisch fiir alle x E Q. Mit dem 
Gebiet Q C Rn betrachten wir den Diffeomorphismus 

mit der Umkehrabbildung 

x = X ( E )  = ( X I ( G  . . .  ,cn) ,..., X ~ ( < ~ , . . . , E ~ ) )  : Q + n E c 2 ( a , w ) .  (3) 

Wir erklaren die Funktion 

und berechnen 
au av at, = C p p  , i = l ,  ..., n, 
axi k=l a<k axi 

Hierbei bezeichnet . . . Terme in 1 = vO, v und e, k = 1,. . . , n. Mit dieser 
Konvention erhalten wir aus ( I ) ,  (4) und ( 5 )  die Differentialgleichung 

mit den Koeffizienten 
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fur jedes c E O eine reelle, symmetrische nxn-Matrix mit F(n+l)  unabhangi- 
gen Koeffizienten. Unser Ziel ist es nun, die Parametertransformation (2) so 
zu walen,  d d  die fuhrende Koeffizientenmatrix (Akl(c))k,l=~, ...,n moglichst 
einfach wird. Wir haben hierzu n Funktionen &(x), . . . ,&(x) zur Verfiigung 
und kbnnen durch Herauskurzen eines Faktors Akl(<) in der homogenen Dif- 
ferentialgleichung (6) noch einen Koeffizienten zu 1 normieren. Damit konnen 
wir insgesamt hochstens (n + 1) Bedingungen erfiillen. Wir unterscheiden nun 
den 

Fall n=2: Es gilt F(n + 1) = n +  1, und wir konnen die Parametertransforma- 
tion (2) so wahlen, daO (Akl(f))k,l=1,2 in der Umgebung eines jeden Punktes 
x, wo (aij(x))i,j=1,2 # 0 gilt, in einer der folgenden Nomalformen erscheint: 

Diese Transformation wurde im wesentlichen schon von C.F. Gauil durch- 
gefiihrt. Wie wir im folgenden sehen werden, zeichnet diese Moglichkeit der 
lokalen Reduktion auf die Normalform den zweidimensionalen Fall in der 
Theorie partieller Differentialgleichungen aus. 

Fall n=3: Man kann die drei Transformationsfunktionen G (x), 6 (x), & (x) 
dazu nutzen, nm die Koeffizienten in (6) auilerhalh der Diagonale zu annnlie- 
ren, d.h. um 

zu erreichen. Gilt (aij(z))i,j=l,z,3 # 0, so kann man die Homogenitat der 
Gleichnng (6) noch nutzen, um eines der Diagonalelemente anf 1 zu normieren, 
2.B. Al1(C) E 1 in O. Die beiden tibrigen Diagonalelemente (in unserem Fall 
AZ2(Q und A33(c)) hleihen aber unbestimmt. Eine ~ b e r f i i h r u n ~  in eine der 
Formen ( )  0 0 1  (:::) 0 0 -1 (:::) 0 0 0 

ist also im allgemeinen nicht mdglich. Die obigen Matrizen ent,sprechen in der 
angegebenen Reihenfolge der Laplacegleichnng im R3, der Wellengleichung im 
R2 und der Warmeleitungsgleichung im R2. 

Fall n=4,5,. . . : Im Falle n = 4 haben wir sechs Nichtdiagonalelemente, wel- 
che im allgemeinen nicht durch die vier Parameterfunktionen G(x), . . . , &(x) 
annuliert werden konnen. Wir bemerken, dail alle zeitabhangigen partiellen 
Differentialgleichungen im R3 (wie Wellen- und W&rmeleitungsgleichung) Dif- 
ferentialgleichungen im R4 sind. 
In hoheren Dimensionen tret,en die angedeuteten Prohleme in noch st,arkerem 
Maile auf. 
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Es ist nun aher moglich, fiir alle Dimensionen n = 2,3,.  . . die Differentialglei- 
chung (1) in einem festen Punkt xO E f2 in eine Normalform zu iiberfiihren. 
Zur Vereinfachung wtihlen wir x0 = 0 E Q, was wir durch eine Translation 
des Rn immer erreichen k6nnen. Wir betrachten die homogen-lineare Trans- 
format,ion 

n 

[ i = ~ f i j x j ,  i = 1 ,  ..., n, [ = [ ( x ) = F a x ,  
j=1 

(9) 

mit der reellen Koeffizientenmatrix F = (fiJ)i,j=l,,..,n E Rnxn. Entwickeln 
wir nun 

ai j (x)  = aij + o ( l ) ,  x + 0, i ,  j = 1,. . . , 
und setzen A := (cuij)i,j=l,...,n E Rnxn,  so wird die Koeffizientenmatrix 
(a, (x))i+l, . . ,  transformiert in 

(Au(<))k,~=l ,..., = F 0 A 0 F* + 411, [ + 0. (10) 

Da A eine symmetrische Matrix ist, gibt es eine orthogonale Matrix F ,  so daO 

A =  [: .:) : = F o A o F *  (11) 

zu einer Diagonalmatrix wird. Wahlen wir nun noch 

1, falls An. = 0 
G := ( r O j  mit ...=iL m, falls Am # 0 , & = I ,  ..., n, 

Pn 

so erhalten wir 

( G o F ) o A o ( G o F ) * = G o A o G * =  [: . &:I (12) 

mit &k E { - I ,  0 , l )  fur k = 1, .  . . , n.  Setzen wir noch M := G o  F ,  so erhalten 
wir den 

Satz  1. Fiir jeden festen Punkt xO E f2 gibt es eine afin-lineare Trans- 
formation [ = <(x)  = M o ( x  - xO) mit der reellen Koefizientenmatr-ix 
M E Rnxn, so da$ die Differentialgleichung (1) in transfomnierter Form (6) 
die Koefizienten-Matrix 

(Akl(t))k,l=l ,.., n = [I. . .E:)+o(l) ,  t + x O >  

mit Q E { - I ,  0, l ) ,  k = 1,. . . ,n, hat. 
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Definition 1. Die Differentialgleiehung ( I )  heijlt elliptisch i m  Punkt xO E R, 
falls alle Eigenwerte der Matrix ( a , ( ~ ~ ) ) ~ , ~ , ~ , . . , , ,  nieh,t versehwinden und das 
gleiehe Vorzeiehen haben. Ist (I) elliptiseh fiir alle xO E R, so nennen wir die 
Differentialgleichung elliptisch i n  R. 

Bemerkung: Durch eventuelle Multiplikation mit (-1) erreichen wir, daO 
( a ~ ( ~ ~ ) ) ~ , ~ = ~ , . . . , ~  positiv definit wird. Bei der punktweisen Transformation 
in die Normalform erhalten wir die fiihrende Matrix 

Die Laplacegleichung 
A u ( x ,  . . . , x,) = 0 

ist die einfachste und wichtigste elliptische Differentialgleichung im Rn.  Bei 
elliptischen Differentialgleichungen gibt es keine charakteristischen Flachen 
(vgl. § 4 ) .  

Definition 2. Die Differentialgleiehung (1) heijlt hyperbolisch i m  Punkt xO E 
R, falls alle Eigenwerte der Matrix (au(xO))i , j=l, . . . ,n nieht uersehwinden und 
genau ein Eigenwert i m  Vorzeiehen uon den iibragen abweieht. Ist dieses fiir 
alle xO E R der Fall, so sprechen wir von einer hyperbolischen Differential- 
gleiehung in  R. 

Bemerhng: Mittels eventueller Multiplikation von ( 1 )  mit ( -1)  erhalten wir 
bei punktweiser Transformation in die Normalform die ftihrende Matrix 

Als wichtigste und einfachste hyperbolische Differentialgleichung hahen wir 
die Wellengleichung 

Ou(x1 , .  . . ,x,, t )  = 0 

im Rn kennengelernt. Bei hyperbolischen Gleichungen erhalten wir charakte- 
ristische Flachen, die hei der Wellengleichung einfach KegelmBntel sind (siehe 

84) .  

Definition 3. Die Differentialgleichung (1) heijlt ultrahyperbolisch i m  Punkt 
so E R, falls alle Eigenwerte der Matrix (aw(xo))i,j=l,..., ,  nieht uersehwin- 
den und mindestens zwei positives und zwei negatives Vorzeiehen haben. Gilt 
dieses f i r  alle x0 E R, so ist die Differentialgleichung (1) ultrahyperholiseh in  
n. 
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Bemerkung: Zum Beispiel ist fiir n 2 2 die Differentialgleichung 

&u(xI , .  . . ,x,,YI,.  . . ,yn) = A ~ , U ( X I , .  . . ,x,; Y I , .  . . , ~ n )  

ultrahyperbolisch im RZn. 

Definition 4. Falls det(aij(xO))i,j=~,...,, = 0 erfiillt ist, hei& (1) parabolisch 
im PunktxO E 0; wir nennen (1) parabolisch in R, falls det(aij(x))i,j=~,,. . , ,  = 
0 fiir alle x E R gilt. 

Bemerkung: Gleichung (1) ist genau dann parabolisch in R, wenn ein Eigen- 
wert von (aij(x))i,j=l,...,, = 0 fiir alle z E R verschwindet. Als Hauptbeispiel 
haben wir hier die Warmeleitungsgleichung im Rn 

ut(x1,. . . , x,, t )  = A,u(x,, . . . , x,, t ) .  

Wir wollen nun diejenigen affin-linearen Transformationen bestimmen, wel- 
che die Wellengleichung im Rn, n n EN, invariant lassen. Dazu betrachten 
wir die Transfomationsmatr& F = (fkl)k,l=l, ..++I E R (n+llx(n+ll rind den 
Translationsuektor f = ( f l ,  . . . , fn+l)* E Rn+l. Wir erklaren die an-lineare, 
nichtsingulke, positiv-orientierte Transformation 9 : Rn+' + Rn+l durch 

( 1 , ~ )  = (€I,. . . , E n ,  7 )  = ~ ( x ,  t )  = ( ~ P I ( x I , .  . . , xn , t ) ,  . . . . ' P ~ + I ( Z I , .  . . , xn ,  t ) )  

mit 
n 

ck  = x f k l x l  + fh,n+lt+ f k i  k = 1,. . .>nr 
1=1 
,, (13) 

beziehungsweise 

Definition 5. Die Transformation (13) bzw. (14) heijlt Lorentztransfomati- 
on, falls fur alle u = u(<, 7 )  = ~ ( € 1 , .  . . , tnr 7 )  E C 2 ( R n f 1 )  die Invanambe- 
dingung 

erfiillt ist. Dabei hahen wir den d'Alembertoperator 

mit der Konstante c > 0 verwendet. 
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Bemerkungen: 

1. Ans (15) ersehen wir sofort, daO die Menge der Lorentztransformationen 
ip : Rn+' + Rn+' eine Gruppe G mit der Komposition von Abbildungen 
als Verknupfung und mit dem neutralen Element ip =  id^"+^ bildet. Wir 
nennen G die Lorentzgruppe. 

2. Die Untergruppe Go := { ip  E G : ip(0) = 0) der nullpunkttreuen Lorentz- 
transformationen besteht ans den Abhildungen (14) mit f = 0, welche die 
Bedingung (15) erfullen. 

Anfgrnnd der Berechnungen zu Beginn dieses Paragraphen ist die Invarianz- 
bedingung (15) Bquivalent zu der Bedingung 

Definition 6. Diejenigen Lorentztransformationen ip = ip(x1,. . . , x,, t) E G, 
fur welche die Ortsmessung zeitwnabhangig ist, d h .  

fiir welche die Zeitmessung ortsunabhangig ist, d.h. 

und welche keine Zeitumkehr bewirken, d.h 

nennen wir Galileitransformationen. 

Bemerkung: Die Galileitransformationen G' C G bilden eine Untergruppe der 
Lorentztransformationen. 

1st (13) eine Galileitransformation, so erhalten wir die Bedingungen 
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so erhalten wir aus (16) 

Ff 0 (Ff)* = (1 ... :) , f,+l,,+l = 1, det F' > 0 

Diese ~ b e r l e g u n ~ e n  ergeben den folgenden 

Satz 2. In der Klasse der Lorentztransfonationen (13) haben die Gali- 
leitransformationen die Form 

. y = F  ' a x * +  f ' ,  t = t +  f,+l (20) 

mit der positiv-orientierten, orthogonalen n x n-Matrix 

dem Translationsvektor f' = (fl,  . . . , f,)* E Rn u.nd der Zeituerschiebung 
f,+l E R. 

1st nun $ = $(x, t) = $(XI, . . . , x,, t) E G eine beliebige Lorentztransforma- 
tion, so setzen wir aus einer Translation im (x, t)-Raum und einer Drehung 
im x-Raum eine Galileitransformation x = ~ ( x ,  t) E G' so zusammen, d d  die 
Lorentztransformation 

die folgenden Bedingungen erfiillt: 

Somit reicht es aus, die nullpunkttreuen Lorentztransformationen im Falle 
n = 1 zu studieren: Fiir die reelle 2 x 2-Matrix 

lesen wir aus (16) die Bedingung 

ab. Erklaren wir noch die symmetrische Matrix 
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so konnen wir (24) aquivalent umformen zu 

beziehungsweise 
( A - ~ ~ F ~ A ) O ( A - ~ O F O A ) * = E :  

wobei E die Einheitsmatrix im IhS2 bezeichnet. Die Matrix G := A-' o F o A 
ist somit orthogonal, und es gilt det G > 0. Wir haben also G E SO(2) und 
erhalten 

cosz sinz 
G = (  mit z E c 

- sin z cos z 

Mit z = i8, 29 E $ berechnen wir nun 

cosz sinz 

) (-; 0) - sin z cos z 0 1 

-:coszsinz) - - ( cosz icsinz 

f sinz cosz f sinz cosz 

Insgesamt erhalten wir den wichtigen 

Satz 3. Zu jeder Lorentztransfonnation $ E G gibt es eine Galileitransforma- 
tion x E G' und eine spezielle hyperbolische Tbansfonnation 

so da$ die folgende Darstellung gilt: 

In der klassischen Physik sind diejenigen Bezugssysteme (xl,xz,x3, t) und 
(G, €2, (3.7) gleichwertig, welche durch eine Galileitransformation aufeinan- 
der bezogen sind. Aufgrund von Satz 3 geht der Koordinatenursprung des 
einen Systems durch eine solche Bewegung aus dem Koordinatenursprung des 
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anderen hervor, w&brend die Zeit einfach transferiert wird. Wegen (20) stimmt 
die Zeitmessung in heiden Systemen iiberein, d.h. 

d r  = dt. (27) 

Ebenso ist die Abstandsmessung in beiden Systemen gleich; genauer gilt 

In der relativistischen Physik von A. Einstein werden die Galileitransformatio- 
nen G' durch die grijoere Gruppe G der Lorentztransformationen ersetzt. Da 
diese simultan Orts- und Zeit-Koordinaten transferieren, ist eine getrennte 
Zeit- und Orts-Messung nicht mehr mijglich. In der speziellen Relativitkts- 
theorie nimmt man an, dai? die Lichtgeschwindigkeit in allen aufeinander be- 
zogenen Bezugssystemen den gleichen Wert chat ,  insofern sich diese Systeme 
zueinander mit einer Geschwindigkeit kleiner als c bewegen. Messen wir die 
physikalischen Erscheinungen mit dem d'Alembertoperator 

so ergeben sich die Lorentztransformationen als diejenigen Abhildungen, mit 
denen zwei aquivalente Bezugssysteme aufeinander bezogenen sind. 

Betrachten wir nun zunkchst den Fall n = 1, so haben wir die spezielle hyper- 
bolische Transformation (9 = ( coshff -csinh8) fcJ -+ sinhff coshff (29) 

Hieraus folgt 
cosh ff -c sinh 8 
- sinhff ccoshff 

und somit 

c2 d ~ '  - dc2 = sinh2 29 dx2 - 2csinh8 coshff dx dt + c2 cosh2 8 dt2 

- (cosh2 ff dx2 - 2c coshff sinh 29 dz dt + c2 sinh2 29 dt2 ) 

Zusammen mit Satz 3 und (27), (28) erhalten wir die Invarianzeigenschaft 

Die Lorentztransformationen erhalten also den Abstand zweier Ereignisse 
(XI, xz, 1 3 ,  t)  und (G ,  6, e3, T) in der Minkomskischen Metrik 

dm2 := c2 d? - dc? - dc; - dc:. (31) 
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Die GrijBe d r  bzw. d5: + dc; + de: werden unter Lorentztransformationen 
La. nicht erhalten. 

Einen Vektor (xi, x2,x3, t) nennen wir zeitartig (bzw. raumartig), falls 

erfiillt ist. Zwei Ereignisse (xi, x;, xi, t'), (x;', x;', xj', t") finden zu verschiede- 
nen Zeit,en (bzw. an verschiedenen Orten) statt, falls der Vektor 

(xi - xy, x; - x;, x; - x i ,  t' - t") 

zeitartig (bzw. raumartig) ist. Wir finden dann eine Lorentztransformation, 
so da8 beide Ereignisse am gleichen Ort (bzw. zur gleichen Zeit) stattfinden. 
Die Flache 

ct" x: + x; + x; 

schliefllich ist der charakteristische Lichtkegel, auf welchem je zwei Ereignisse 
durch eine Lorentztransformation ineinander iiberfiihrt werden konnen. 
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