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Vorwort zu Band 1 - Grundlagen und
Integraldarstellungen

Partielle Differentialgleichungen treten sowohl in der Physik als auch in der
Geometrie auf. Innerhalb der Mathematik einigen sie die Funktionentheo-
rie, die Differentialgeometrie und die Variationsrechnung. Thre Untersuchung
hat ganz wesentlich zur Entwicklung der Funktionalanalysis beigetragen.
Wihrend gewdhnliche Differentialgleichungen recht einheitlich zu behandeln
sind, konkurrieren bei den partiellen Differentialgleichungen verschiedene Me-
thoden. Wir wollen nun mit diesem zweibéindigen Lehrbuch Studenten mittle-
ren Semesters dieses theorie- und anwendungsreiche Gesamtgebiet PARTIEL-
LE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN vorstellen. Wir setzen Grundkenntnisse der
Analysis voraus, wie sie etwa in S. Hildebrandts wunderschénen Vorlesungen
[Hi1,2] oder den Skripten [S1,2] dargestellt sind. Zur Bequemlichkeit des Lesers
entwickeln wir die weiteren Grundlagen der Analysis in einer Form, wie sie fiir
die partiellen Differentialgleichungen angemessen ist. So konnte dieses Lehr-
buch fiir einen mehrsemestrigen Kurs verwendet werden. Eine Gesamtiiber-
sicht iiber die behandelten Themen ist dem Inhaltsverzeichnis zu entnehmen.
Fortgeschrittene Leser konnen jedes Kapitel auch unabhingig voneinander
studieren.

In Kapitel T wird die Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten
behandelt, wobei wir das uneigentliche Riemannsche Integral verwenden. Nach
dem Weierstrafischen Approximationssatz in §1 werden in § 2 Differentialfor-
men als Funktionale auf Flichen wie in [R] eingefiihrt. Thre Rechenregeln
ergeben sich sofort aus den Determinantengesetzen und der Transformations-
formel fiir mehrfache Integrale. Mit Hilfe der Zerlegung der Eins und geeigne-
ter Approximation wird dann in §4 der Stokessche Integralsatz bewiesen fiir
Mannigfaltigkeiten, welche neben einem reguliren auch einen singuliren Rand
der Kapazitit Null haben. Wir erhalten in §5 insbesondere den Gaufischen
Integralsatz fiir singuléire Gebiete wie in [H1], welcher fiir die Theorie parti-
eller Differentialgleichungen unverzichtbar ist. Nach den Kurvenintegralen in
§6 werden wir [GL] folgend in § 7 A. Weils Beweis des Poincaréschen Lemmas
darstellen. In §8 konstruieren wir explizit den *-Operator fiir gewisse Diffe-
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rentialformen und erkliren damit die Beltrami-Operatoren. Schliefilich stellen
wir den Laplace-Operator in n-dimensionalen Kugelkoordinaten dar.

In Kapitel II werden konstruktiv die Grundlagen der Funktionalanalysis be-
reitgestellt. Nachdem wir in §1 das Daniellsche Integral vorgestellt haben,
kénnen wir in § 2 das Riemannsche Integral fortsetzen zum Lebesgue-Integral.
Letzteres ist durch Konvergenzsiitze fiir punktweise konvergente Funktionen-
folgen ausgezeichnet. Die Theorie der Lebesgue- mef3baren Mengen und Funk-
tionen ergibt sich auf natiirliche Weise in §3 und §4. In §5 vergleichen wir
das Lebesgue- mit dem Riemann-Integral. Dann behandeln wir Banach- und
Hilbert-Riume in §6 und stellen in § 7 als klassische Banach-Riume die Le-
besgueschen Ridume LP(X) vor. Von zentraler Bedeutung sind Auswahlsiitze
beziiglich der fast-iiberall- Konvergenz von H. Lebesgue und beziiglich schwa-
cher Konvergenz von D. Hilbert. Mit Ideen von J.v.Neumann untersuchen
wir in § 8 beschriinkte lineare Funktionale auf L* (X). Fiir dieses Kapitel habe
ich sehr profitiert von einem Proseminar iiber Funktionalanalysis bei meinem
akademischen Lehrer, Herrn Prof. Dr. E. Heinz, an welchem ich als Student
mitarbeiten konnte.

In Kapitel IIT werden die topologischen Eigenschaften stetiger Abbildungen
im R™ studiert und das Ldsen nichtlinearer Gleichungssysteme untersucht.
Hierzu verwendet man den Brouwerschen Abbildungsgrad, fiir welchen man
E. Heinz eine geniale Integraldarstellung verdankt (vgl. [H8]). Neben den Fun-
damentaleigenschaften des Abbildungsgrades erhalten wir klassische Siitze der
Topologie, wie etwa den Igelsatz von Poincaré oder das Theorem von Jordan-
Brouwer iiber topologische Sphiren im R". Tin Fall n = 2 ergibt sich die
Theorie der Umlaufszahl. In diesem Kapitel stellen wir im wesentlichen den
ersten Teil der Vorlesung [H4] von E. Heinz tiber Fixpunktsiitze dar.

In Kapitel IV behandeln wir Funktionentheorie im eigentlichen Sinne, nédmlich
die Theorie holomorpher Funktionen in einer und mehreren komplexen Ver-
dnderlichen. Da wir den Stokesschen Integralsatz verwenden, kommen wir
sehr schnell zu den wohlbekannten Aussagen der Funktionentheorie in §2
und §3. In den nachfolgenden Paragraphen studieren wir auch die Lisungen
der inhomogenen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung, die vollstindig
von L.Bers und I.N. Vekua (siehe [V]) untersucht worden ist. In §6 stellen
wir Aussagen iiber pseudoholomorphe Funktionen zusammen, welche in ih-
rem Nullstellenverhalten den holomorphen Funktionen #hnlich sind. In §7
beweisen wir den Riemannschen Abbildungssatz mit einer Extremalmethode
und untersuchen in §8 das Randverhalten konformer Abbildungen. In die-
sem Kapitel hoffen wir vom Glanz der Vorlesung [Gr] von H. Grauert iiber
Funktionentheorie etwas vermitteln zu kénnen.

Dann widmen wir uns in Kapitel V der Potentialtheorie im R". Mit Hilfe
des GauBschen Integralsatzes wird in §1 und § 2 die Poissonsche Differential-
gleichung studiert und insbesondere ein Analytizititstheorem bewiesen. Mit
der Perronschen Methode wird in §3 das Dirichletproblem fiir die Laplace-
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gleichung gelost. Aus der Poissonschen Integraldarstellung wird in §4 und
§5 die Theorie der Kugelfunktionen im R" entwickelt, welche von Legend-
re begriindet und von G. Herglotz in dieser Eleganz dargestellt wurde. Auch
in diesem Kapitel habe ich entscheidend von der Vorlesung [H2] {iber Par-
tielle Differentialgleichungen meines akademischen Lehrers. Herrn Professor
Dr. E. Heinz in Gottingen, profitiert.

In Kapitel VI betrachten wir lineare, partielle Differentialgleichungen im R®".
Wir beginnen in § 1 mit dem Maximumprinzip fiir elliptische Differentialglei-
chungen und wenden dieses in §2 auf quasilineare, elliptische Differential-
gleichungen an (vgl. die Vorlesung [H6]). In §3 wenden wir uns der Wiirme-
leitungsgleichung zu und prisentieren das parabolische Maximum-Minimum-
Prinzip. Dann wollen wir in § 4 die Bedeutung charakteristischer Flichen ver-
stehen und eine Energieabschitzung fiir die Wellengleichung beweisen. In §5
wird das Cauchysche Anfangswertproblem der Wellengleichung im R™ fiir die
Dimensionen n = 1.3,2 gelost. Mit Hilfe der Abelschen Integralgleichung
l6sen wir dieses Problem fiir alle n > 2 in §6 (vgl. die Vorlesung [H5]). Dann
betrachten wir in § 7 die inhomogene Wellengleichung und ein Anfangsrand-
wertproblem. Fiir parabolische und hyperbolische Gleichungen empfehlen wir
die Lehrbiicher [GuLe] und [J].

Schliefilich klassifizieren wir die linearen, partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung in §8. Als invariante Transformationen fiir die Wellenglei-
chung erhalten wir die Lorentztransformationen (vgl. [G]).

Mit den Kapiteln V und VI haben wir versucht, eine geometrisch orientierte
Einfiihrung in die Theorie partieller Differentialgleichungen zu geben, ohne
funktionalanalytische Kenntnisse voraussetzen zu miissen.

Mein ganz herzlicher Dank gilt Herrn Dr. Stetfen Fréhlich und Herrn Dr. Frank
Miiller fiir ihre unermiidliche Mitarbeit bei der Anfertigung der zugrunde lie-
genden Vorlesungsskripten an der BTU Cottbus. Fiir die vielen wertvollen
Hinweise und die Erstellung des gesamten TEpX-Manuskripts bin ich Herrn
Dr. Frank Miiller von Herzen dankbar. Er hat in gewohnt souveriner Wei-
se dieses Lehrbuch ausgearbeitet. Dem Springer-Verlag danke ich fiir die
versténdnisvolle Zusammenarbeit,

Cottbus, im September 2003 Friedrich Sauwvigny
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I

Differentiation und Integration auf
Mannigfaltigkeiten

Wir bezeichnen mit B" den n-dimensionalen Euklidischen Raum mit den
Punkten « = (xy,...,2,), 2; € R, und setzen

LI 3
|z] = (ZJf) ;
i=1

Unter (2 verstehen wir i.a. eine offene Teilmenge im R™. Mit M deuten wir den

o
topologischen Abschluf und mit )f den offenen Kern einer Menge M C R"
an. Wir verwenden die folgenden linearen Funktionenriiume:

C°%)...... stetige Funktionen auf 2

oL 7 ) I— k-mal stetig differenzierbare Funktionen auf 2

CE()..cve k-mal stetig differenzierbare Funktionen f auf 2 mit kom-
paktem Triiger supp f ={z € 2: f(x) #0} C 2

i 7 ) (AR k-mal stetig differenzierbare Funktionen auf 2, deren Ablei-
tungen bis zur Ordnung k stetig nach 2 fortgesetzt werden
koénnen

CE(RUO).. k-mal stetig differenzierbare Funktionen f auf 2, deren Ab-
leitungen bis zur Ordnung k stetig nach (2 fortgesetzt werden
kénnen mit supp f € 2U O

C(+,K) ... Raum von Funktionen wie oben mit Werten in K = R" oder
K=C

Schliefilich benutzen wir die Bezeichnungen

N s imanatsis Gradient (1, ..., 1u,, ) einer Funktion v = u(xy,...,2,) €
CI (Rn )
n
VYT A Laplace-Operator Y u,,,, einer Funktion u € C%(R")
=1
s Funktional-Determinante einer Funktion f : R" — R" €

CI(R\N., T n)‘



2 I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten

81 Der Weierstrafische Approximationssatz

Seien 2 C R", n € N, eine offene Menge und f(x) € C*(£2), k € NU{0} =: Ny,
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Unser Ziel ist der Beweis folgender
Aussage:

Es gibt eine Folge von Polynomen p,,(z), z € R*, m = 1,2,..., welche
auf jeder kompakten Teilmenge C' C 2 gleichmiiBig gegen die Funktion f(x)
konvergieren. Weiter konvergieren alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung
k der Polynome p, gleichmifig auf C' gegen die entsprechenden Ableitungen
der Funktion f.

Die Koeffizienten der Polynome p,, hingen i.a. von der Approximation ab.
Andernfalls wire die Funktion

(=)
&p | —= | 230
f() = "

0, <0

in eine Potenzreihe entwickelbar, was wegen

_ M0 4
k=0

offenbar nicht der Fall ist.

Im folgenden Hilfssatz betrachten wir einen ‘mollifier’, mit dessen Hilfe Funk-
tionen geglittet werden.

Hilfssatz 1. Zu jedem £ > 0 betrachien wir die Funktion

o Iz
Bg(z) = \/En. exp ( c )
1

; [ . ;
:W@X'p (—E(le"f'"{'Zi)). ZER?
Dann besitzt K. = K.(z) die folgenden Figenschaften:

1. K.(z) > 0 fiir alle z € R";

2, /Ks(z) dz = 1;

Bn
3. Fiir jedes 6 > 0 gilt: lim / K.(z)dz = 0.
e—0+
[2]>d
Beweis:

1. Die Exponentialfunktion ist positiv, die Behauptung ist also klar.
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2. Wir substituieren z = \/Ex, also dz = \/£ " dz. Dann gilt

/K(z}d L /c ( |”"|2) dz
3 = D xp | ———

C /TE I €

k= R=

40
L e ( ||2)i L /e ( ti’)it 1
=—7z [expl —|z|*)dz = | — xpl —t°)dt | =1.
Vﬁ?n. VE

™ —0

3. Wir verwenden die Substitution aus Teil 2 und erhalten

1 3
/ K. (z)dz = W / exp( - [:r.]z) dr — 0 fiir e—+0+4.

|z|>6 |2]|>d/E q.e.d.

Hilfssatz 2. Sei f(z) € CJ(R") und sei fiir e > 0 die Funktion

£ = [Kw-ofdy, aer
o

erklirt. Dann gilt

suLp |f-(x) — f(z)] — O fir & — 0+,
zER™

also konvergiert f.(x) gleichmifig auf dem R" gegen die Funktion f(x).

Beweis: Wegen dem kompakten Tréger ist f(x) gleichméflig stetig auf dem
R™. Zu vorgegebenem 5 > 0 gibt es also ein § = d(n) > 0, so daf} gilt

Ty R, lz—y|<d = |f(=)-fy)l <
Da f beschrinkt ist, gibt es weiterhin ein g9 = £¢(7) > 0 mit
2 sup |f(y)| / K.(y—x)dy <n fiir alle 0 < e <.
RBn
& ly—z[>3

Beachten wir noch

@) = £@)| = | [ Kely—2) £y~ F(@) [ Koty —a)dy
Bn

<| [ Kw-ouw- 1@}

ly—=|<d

* ‘ / K. (y—){f(y) — f(z)} dy |

ly—x|>6
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so erhalten wir fiir alle € R" und alle 0 < £ < ¢ die Abschiitzung

|-() = F(@)] < [ K.(y — ) |f(y) - f(z)| dy

ly—x|<8
4-[ K.(y - 2) {|f )| + £ @)} dy
ly—z|=6
<n+2 sup |f()] f K.y —z)dy < 29.
yeR"

ly—z|=d
Insgesamt folgt

sup |fe(z) — f(z)| — 0 fiir ¢ —0+.

e q.e.d.

Im folgenden bendtigen wir den

Hilfssatz 3. (Partielle Integration im R")
Seien die Funktionen f(x) € C}(R") und g(:r) € C'(R™) gegeben, so gilt

for5:

) d, i=1,.0.5n.

[

Beweis: Wegen f(z) € C}(R") gibt es ein r > 0, so daB f(z) = 0 sowie
f(x)g(x) = 0 richtig ist fiir alle » € R" mit |2;| > r fiir mindestens ein j €
{1,...,n}. Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
gilt dann

/% {f($)g(m)} ds
- f (2

Somit folgt

0= [ 3 {1@9@} s = [ g@)5 @ da+ [ f0)5 g0

R R™ R qe.d.

Hilfssatz 4. Sei die Funktion f(z) € CY(R*,C) mit k € Ny gegeben. Dann
gibt es eine Folge von Polynomen mit komplezen Koeffizienten

flx)g(x } dz; | dzy...dz;_\dziy, ...dx, = 0.

N(m)

W, (m) 1«
pm(x) = E Cjy..in 1 + J;’;‘, 1 =1,2, 00,
jle--"j?bzﬂ
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derart, dafl die Relationen
Dpy,(z) — D* f(x) fir m— o0, |of <k,

gleichmdfig in jeder Hyperkugel Br :== {z € R" : || < R} mit 0 < R < +o0
erfiillt sind. Dabei wird der Differentialoperator D, a = (a1, ..., ap), erklirt
durch

olel

(2 SRP—. P
D .WW. |fll.—(_]:1+...+0:n,

mit ay, ..., > 0 ganzzahlig.

Beweis: Wir differenzieren die Funktion f.(z) nach der Variablen z; und er-
halten mit Hilfssatz 3

0 Al .
Tmff(m) :,.] {(Tmﬁe(y—éf)}f(y)dy

En

= f{aa? u—r}f(u)

/fi Y —2)5 - fy)dy

fiir i = 1,...,n. Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhalten wir

D*f.(a) = / Ky-OD%fa)dy,  |ol <k

Dabei ist D f(y) € C§(R"). Nach Hilfssatz 2 konvergiert nun fiir alle |a| < k
die Funktionenschar D® f.(z) gleichmiifiig auf dem R" gegen D f(z) fiir ¢ —
0 4 . Wir wiihlen nun ein R > 0 so, daB supp f C By gilt. Zu festem £ > 0
betrachten wir die Potenzreihe

i 1 2|2 1 &1/ |22V
I‘e(z):\/ﬁr—gnexp( | |) =N ?(_%) )

j=

welche in Byg gleichmifiig konvergiert. Darum gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
Ny = No(e, R), so daf fiir das Polynom

Np(=,R) 2 as
1 1 i O o
P r(z) i= ——n Z = (—17)
\TE =0 J- £
folgendes gilt:
sup |K.(z) — Prr(2)| <e.

2l<2
Mit
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fer(@) == [ Py —2)f(y)dy
/

erhalten wir fiir jedes £ > 0 ein Polynom in den Verinderlichen #y,...,x,
und schlieen wie oben

D°f. p(z) = /PE_H(y —2)Df(y)dy fiiralle z€R", |o| <k
Rﬂ

Nun gilt fiir alle |a| < k und |¢| < R die Abschétzung

D f.(x) - D" o r(2)]

I / {K_r(-y —2)—P:r(y— ﬂf)}D"‘f(y) d.y|

lyI<R
< |Ke(y — ) — P- r(y — x)||D* f(y)| dy
ly| <R
<e [ I0°7wldy
lyl<R

Somit konvergieren die Polynome D“ﬁ-. r(r) gleichmilig auf Br gegen die
Ableitungen D® f(x). Wiihlen wir nun die Nullfolge = = #1 m=12,..., 50
erhalten wir mit N

pm,H(i") = fﬁ,ﬂ{ﬁ;)

eine in By approximierende Polynom-Folge, die noch vom Radius R abhingt.
Wir setzen r = 1,2, ... und finden Polynome p, = p,, , mit

sup |Dp,.(z) — D" f(z)| < : fir alle [af < k.
zEB, T
Die Folge p, geniigt der Behauptung. q.e.d.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu

Satz 1. (Weierstra3scher Approximationssatz)

Seien 2 C R" eine offene Menge und f(x) € C*(12,C) mit k € Ny. Dann gibt
es eine Folge von Polynomen mit komplexen Koeffizienten vom Grad N(m) €
NIJ ?

Nim)
Fale)= Z (:E,—':f'_],j“mf’ S reR", m=12,...,
Fguans Jn=0

derart, daff die Relationen
D f(x) — D™ f(x) fiir m— o0, |a| <k,

gleichmdfig auf jeder kompakten Menge C C 12 erfillt sind.
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Beweis: Wir betrachten eine Folge 21 C 2, C ... C (2 beschriinkter, offener
Mengen, die 2 ausschopft. Dabei gelte 2; C £2;4; fiir alle j. Mit Hilfe der
Zerlegung der Eins (vgl. Satz 4) konstruieren wir eine Folge von Funktionen
di(x) € C°(2) mit 0 < ¢j(z) < 1, 2 € 2, und ¢;(z) = 1 auf ﬁj fiir
j =1,2,... Wir betrachten dann die Funktionenfolge

[ f(x)9j(z), z € 2
= { 0, ceRv\Q

mit den folgenden Eigenschaften:
fi(z) € CE(R™) und D°f;(z) = D*f(z), z€ Ny, |o<Lk

Da 2; beschriinkt ist, gibt es nun nach Hilfssatz 4 zu jedem f;(z) ein Polynom
pj(x) mit

op |Dpj(z) — D fj(=)| = sup |D®pj(a) — D f(z)] < =
e ref2

‘._;|._.

la] < k.

Fiir eine beliebige kompakte Menge C' C 12 gibt es ein jo = jo(C) € N, so dafi
C C (2 fiir alle j > jo(C) richtig ist. Somit folgt

s | D°py(e) = D fle)l =

] =

J234o(C), |a| <k

Im Grenzfall j — oo erhalten wir schliefilich

sug |D%p;(z) — D f(z)] — 0
zEC

fiir alle |a| < k und alle kompakten Teilmengen C C (2. q.e.d.

Der obige Satz 1 liefert uns eine gleichméfiige Approximation im Inneren des
Definitionsbereichs der zu approximierenden Funktion. Auf kompakten Men-
gen definierte stetige Funktionen kénnen bis zum Rand, d.h. auf dem gesam-
ten Definitionsbereich gleichmiflig approximiert werden. Um das zu zeigen,
benétigt man zunichst folgenden

Satz 2. (Tietzescher Ergiinzungssatz)
Sei C C R™ eine kompakte Menge und f(x) € C°(C,C) eine auf C stetige
Funktion. Dann gibt es eine stetige Erweiterung von f auf den ganzen R",

das heifit es gibt eine Funktion g(x) € C*(R",C) mit
flz) = g(x) fiir alle x € C.
Beweis:
1. Fiir # € R” erkléren wir die Funktion

d(x) := min |y — z|,
() ylelgly x|,
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welche die Distanz eines Punktes 2 zur Menge C' mifit. Da C' kompakt ist,
gibt es zu jedem = € R" ein § € C mit

7 - 2| = d(a).

Sind nun @,z € R?, so folgt fiir o € C mit |[gy — x2| = d(xs) die
Ungleichung

(1) ~ d(z2) = inf (|-.-pl —yl) = |22 — yg|)

IA

|21 = ol = |22 — W

< oy — 2.

Durch Vertauschen von xy und xs erhilt man eine analoge Ungleichung,
so daf

|d(z1) — d(z2)] < |21 — 29| fiir alle zy,29 € R"

folgt. Inshesondere ist also d : R" — R eine stetige Funktion.
. Fiir # ¢ C, a € R"*, betrachten wir die Funktion

s el o}

Fiir festes a ist die Funktion g(x,a) im R \ C' nach obigen Betrachtungen
stetig. Weiter haben wir 0 < g(x,a) < 2 sowie

olr,a) =0  fir |a—z| > 2d(z),

o(z,a) > fir |a—2| < gd{m).

[N

. Sei nun {a“”} C C eine in C dichte Punktfolge. Da f(z) : C — C
beschriinkt ist, konvergieren die Reihen

(s s - e
ZQ_kQ(Jf,ﬂ[k})f(ﬂ{M) und ZQ_kQ(-T-aa(k))
k=1 k=1

gleichmiiflig fiir alle & € R® \ C und stellen dort stetige Funktionen in
dar. Ferner wird

o0
22—#9(37?&[&_}) >0 fir z€eR"\C,
k=1

denn zu jedem r € R" \ C gibt es mindestens ein & mit o(z,a'™) > 0.
Somit ist die Funktion
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S 2to(ma®)r(s®)
hiz) == = z Qk(m)f(n,“’}), reR"\C,
k=1

20
z 2_"“9(2:, a”"’)
k=1
stetig. Hierbei haben wir

or(x) == j_kQ(z, a_(k})

o=k [ (k)
Ez g(:r,a )

gesetzt. Auf R \ C gilt weiterhin

[ o]
Z gk(:ﬂ) = I
k=1
. Wir erkliren nun die Funktion

{ fla),xeC
g(x) = :
hiz),z e R*\ C

fir reR*\C

Wir haben nur noch die Stetigkeit von g anf 8C zu zeigen. Fiir 2 € C und
x ¢ C gilt die Abschétzung

) — 10 = | S an(@{#(a) - 5}

Y a@|f(a®) - )

kilalk) —z|<2d(x)

< sup |f(a) = (2)]

acC la—x|<2d(z)

IA

A

[A

sup |7 (a) = £(2)|

aeC: |a—z|<2d(x)+|z—z]

< sw |fl@-f@)

a€C: la—z|<3|z—z|
Da f : C — C gleichmiiflig stetig ist, folgt

lim h(z) = f(z) fir 2€0C und z¢C.

G q.e.d.
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Die in diesem Satz geforderte Kompaktheit der Teilmenge C' ist fiir die Aus-
sage wichtig. Die Funktion f(z) = sin(1/x), x € (0, oc), kann man schon nicht
mehr stetig in den Nullpunkt fortsetzen.

Satz 1 und Satz 2 zusammen liefern uns nun den

Satz 3. Sei f(z) € C°(C,C) eine auf der kompakten Menge C C R* stetige
Funktion. Dann gibt es zu jedem = > 0 ein Polynom p.(z) mit der Eigenschaft

[p-(x) — f(z)| < e fiir alle = € C.

Wir wollen jetzt gewisse Gliattungsfunktionen konstruieren. welche uns bald
gute Dienste leisten werden. Man zeigt leicht, dafl die Funktion

1
P(t) = {exp ( - ;) ,falls £ > 0 n
0, falls £ < 0

zur Regularititsklasse C°°(R) gehort. Zu beliebigem R > 0 betrachten wir
die Funktion

on@) =y(jal’ - B?), weR". (2)

Es gilt dann g € C>°(R"*,R). Wir haben ¢g(x) > 0 falls |z| > R, pr(z) =0
falls |z| < R, also

supp(@r) = {:I-' ER" : |z| > R}.
Weiter konstruieren wir aus (¢) die Funktion
o=po(t):R—-R € C*(R) vermaoge t e o(t) == P(1—1)Y(1+1), (3)

welche symmetrisch ist, d.h. o(—t) = o(t) fiir alle + € R Desweiteren gilt
o(t) > 0 fir alle t € (—1,1), p(t) = 0 sonst und somit

supp(e) = [-1,1].
Schliellich erkldren wir zu £ € R" und £ > 0 die Kugel
B.() :={z€R" : |z-¢| <c} (4)

und die Funktionen

2
e (T) = g(u) . e R”. (5)

=2
Es ist dann ¢ . € C(R", R) richtig, und wir lesen ab p¢ .(x) > 0 fiir alle
x € B-(£), p¢.-(z) = 0 falls |z — €| > e. Damit gilt
supp(e.e) = B:(§)-

Ein grundlegendes Beweismittel lernen wir nun kennen im folgenden
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Satz 4. (Zerlegung der Eins)

Es sei K C R" eine kompakte Menge, und zu jedem x € I bezeichne O, C
R* eine offene Menge mit & € O,. Wir kénnen dann endlich viele Punkte
2V, 2 2™ € K auswihlen (m € N), so daf

T

K cC U O_r(p]

=1

gilt. Weiter finden wir Funktionen x, = x,(x) : Oy — [0,400) mit x, €
C§(Oum) fiirp=1,...,m, so daff die Funktion

x(@) =) xul®), zeR", (6)
p=l1

die folgenden Eigenschaften hat:

(a)x € C5°(R").
(b) Fiir alle z € K gilt x(z) = 1.
(¢) Fiir alle z € R ist 0 < x(x) < 1 richtig.

Beweis:

1. Da K C R" kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit i C B := Bg(0). Zu jedem

x € B wihlen wir nun eine offene Kugel B._(z) vom Radius g, > 0 derart,
daf B, (x) C O, fiir x € K und B, (x) C R* \ K fiir z € B\ K erfiillt

o .
ist. Das Mengensystem {BE 9 ('.b‘)} . liefert dann eine offene Uberdeckung
xE

der kompakten Menge B. Nach dem Heine-Borelschen Uberdeckungssatz
geniigen dafiir endlich viele offene Mengen, sagen wir

[+] [+3 [s]

o o
B (2%, B e, B (e, B, (@) 0 B (zlm+M)y |

Sm+M
Hierbei gelte #'*) € K fir p = 1,2,...,m und 2*) € B\ K fiir p =
m+1,...,m+ M, und wir haben g, ;==& ¢, p =1,...,m+ M, gesetzt.
Mit der in (5) erklirten Funktion betrachten wir nun die nichtnegativen
Funktionen ¢, (2) := ¢,00 o, (¢) und bemerken ¢, € C5°(O,un) fiir p =
1,...,m beziehungsweise ¢, € CFF(R* \ K) fir p =m+1,...,m + M.
Ferner setzen wir @+ ar+1(x) := @gr(x), wobel gg in (2) definiert wurde.
Offenbar folgt dann

m+M+1
Z wulz) >0 fiir alle = € R".
p=1

2. Wir erkliren nun die Funktionen x, gemif
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m-+ M1 -1
Xpu(®) = [ Z {P,u(-'f")] i‘-"’u(-'i:)-. we B,
p=1
fir p=1,...,m+M+1. Die x,, und ¢, gehoren dann jeweils den gleichen

Regularititsklassen an, und wir haben zusitzlich

m4M+1 m+M+1 —1 m+M+41
Z Xulz) = [ Z 99“_(:1.')] Z pu(z) =1 fiir alle z € R".
=1 =1 =1

m
Die Eigenschaften (a), (b) und (c) der Funktion x(z) = ) xu(z) liest
p=1

man nun direkt aus der obigen Konstruktion ab. q.e.d

Definition 1. Die Funktionen y1,Xs, ..., Xm ous Satz 4 nennen wir eine der
offenen Uberdeckung {Oy}ecrc von K untergeordnete Zerlequng der Fins.

§2 Parameterinvariante Integrale und
Differentialformen

In den Grundvorlesungen zur Analysis beweist man folgende Aussage, die
fundamental fiir alles weitere ist.

Satz 1. (Transformationsformel fiir mehrfache Integrale)

Es seien 2,0 C R", n € N, offene Mengen und y = (y1(x1,...,20)s...,
Yn(xy,...,x)) o 2 = O bezeichne eine bijektive Abbildung der Klasse
CY(2,R"), fiir die gelte

Jilz) = det(agi%)) i #0 fiir alle =z € 0.
i id=1,...n

Die Funktion f = f(y): @ — R € C%(O) sei vorgelegt, und es sei

flf(ledy < 400
E]

fiir das uneigentliche Riemannsche Integral von |f| erfillt. Dann gilt die
Transformationsformel

[ twan= [ 1@ 13,@)da,
= £

Im folgenden wollen wir Differentialformen iiber m-dimensionale Flichen im
R™ integrieren.
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Definition 1. Sei die offene Menge T C R™ mit m € N als Parameterbereich
gegeben. Weiter sei

&I (t]_: sy tm.)
X(t) = ; : T — R™ € CH(T,R")
.’l’,‘-n_(tl, TR fm)

mit k,n € N und m < n eine Abbildung, deren Funktionalmatriz
OX(t) = (Xu(®),- ., Xin(t)), teT,

fiir alle t € T den Rang m hat. Dann nennen wir X eine parametrisierte,
regulire Fliche mit der Parameterdarstellung X (t) : T — R".

Sind X : T — R" und X : T — R" 2wei Parameterdarstellungen, so nennen
wir diese dquivalent, wenn es eine topologische Abbildung

b ) i Bt iy g Bin)) o T ot T OHE,T)
gibt mit den folgenden Eigenschaften:
oy | O G
1. J(s) = h(s) = : : >0  firalle se
S1y-++38m ’ ¥
T

2. ?)ﬂf(';) =X (f(s)) fiir alle s € 7

Man sagt, X enstehe aus X durch orientierungstreues Umparametrisieren.
Die Aquivalenzklasse [X] aller zu X dquivalenten Parameterdarstellungen
nennen wir eine offene, orientierte, m-dimensionale, regqulire Fliche der
Klasse C* im R". Wir nennen eine Fliche eingebettet in den R", falls zusiitz-
lich X : T — R"™ injektiv ist.

Beispiel 1. (Kurven im R™)
Auf T = (a,b) C R betrachten wir die Abbildung

¥ Xl = (:zrl(t), . .,J,-n(t)) cCUT,R"), teT,

mit,

X' = e 02 +...+ {zh(®) >0 firalle teT.

Dann gibt
b

LX) = / | X7 (4)] dt

die Bogenlinge der Kurve X = X (t) an.
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Beispiel 2. (Flichen im R?)

Sei T C R? der offene Parameterbereich, so betrachten wir die Flichendar-
stellung

X(u,v) = (:r:(?.'.,v}:y(u,-u)., z(u,-u)) : T — R e CY(T, R®).

Der Vektor in Richtung der Normalen an die Fliche lautet

Oy, z) O(z,x) a(m,y))
O(u,v)’ A(u,v)” d(u,v)

Xy ANXy = (

= (yuzr — Zuly; Zuly — TuZe, Tuly — Tylu)-

Den Einheitsnormalenvektor an die Fliche X definieren wir durch

XuAX,y

.N{'H-. 'U) = m

Damit gelten
IN(u,v)| =1, N(u,v) - Xo(u,0) = Nu,v) - X, (u,0) =0

fiir alle (u,v) € T. Wir erhalten mit dem Integral
A(X) = ff (s A
T

den Flicheninhalt der Fliche X = X (u,v). Wir berechnen

X AXP = (0 AR - (XA X)) = 1511010 — (%5 -X,)2,

so daf} schliefilich

A(X) = _[[ \/|‘Yu|2|X1r|2 — (Xy - Xy)? dudv
T

folgt.

Beispiel 3. (Hyperflichen im R")

Sei X : T — R*, T C R"!, eine reguliire Fliiche. Fiir alle ¢t € T sind die
(n — 1) Vektoren X;,,...,X;, _, linear unabhingig und spannen im Punkt
X(t) € R* den Tangentialraumn an die Fliche auf. Wir wollen nun den Nor-
maleneinheitsvektor v(t) € R" konstruieren. Es sollen also

lv(t) =1 und w(t) X, (1) =0 fiiralle k=1,....,n—1

gelten sowie



§2 Parameterinvariante Integrale und Differentialformen 15

det (X;_](t), o X (B),(1) >0 fivalle teT;
die Vektoren Xy, ,...,X;, _, und v bilden also ein Rechtssystem. Wir erkliren

hierzu die Funktionen
Di(t) == (~1)n+ O(Z1,%2,- - -1 Bi—1:Tit1,- -+ s %n) &4 -
ey Bk i) " iR g

Dann gilt die Identitét

Oz, ., Oz

ity oty
n
=) AD; firalle A,...,\n €R
OB D i=1
M1 Oy
AL o Ag

Wir erkldren nun den FEinheitsnormalenvektor

u(t) = (u] (t),....,v”(t)) SR S (Di(t),...,D”_(t)), tel.

Es gilt offensichtlich |v(t)| = 1. Weiter berechnen wir

Bzy .. Oz4
aty ity

- 3 ;

Ox; : : ;

Y D7 = =0, 1<j<n-1

e O e, 8.
n—1 OMn—1
Oxy ., Oz,
at; it ;

Somit folgt X,(t) -w(t) = 0fiirt € T und j = 1,...,n — 1. Fiir das Ober-

flichenelement erhalten wir

Qxy |, Owy
ity TR

do = dfl ...dtﬂ_l
Ot Ot._1
vy o Vp

T
- Z I{.jD..'.- dty ...dt,_
i=1

> (D (8))? el

=1
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Folglich berechnet sich der Fliacheninhalt von X als das uneigentliche Integral

A(X) ._/ Z(D (£))? dt.

j=1

Beispiel 4. Eine offene Menge 2 ¢ R" kann auch als Fliche im R” angesehen
werden, und zwar vermittels der Abbildung

X(t) =1, mit t€T und T:=0CR".

Beispiel 5. (m-dimensionale Flichen im R™)
Seien X(t) : T — R" eine Fliche mit 7" ¢ R™ als Parameterbereich und

1<m<n. Mit
gu(t) = ‘X’l‘-i : -Ye’.j! f'j = ]-: RN

bezeichnen wir den metrischen Tensor oder Mafitensor der Fliche X. Ferner
heifit

g(t) := det (g55(1))

seine Gramsche Determinante. Ergiinzen wir im R" das System {Xy, }i=1
in jedem Punkt X(f) durch Vektoren ;, j = 1,...,n — m, mit den Eigen-
schaften

(a) & - & = fiir alle jk=1,....,n—m;
(b) Xy, -€;=0firallei=1,..., m und ji=1,. R

(c) det (X;_I,...,Xim,gl,...;gn_,,,) ?

so konnen wir wie folgt das Oberflichenelement berechnen:

i,j=1,...,m

d{T(f) = det (‘Y-*.l 11y *Yt’om 1 fl yomwiny ‘Sn m) dty .. j'Ifm

I

\/det{(X,_l,...,fn_m} T v i ,,,)}dt,...dt,,,

= Jdet (gf_j (t))-é__Ji:l .... » (l'-tl i df.m
= 3/ g(t) dh e d‘tm i

Um das Oberflichenelement durch die Jacobi-Matrix 0X (¢) auszudriicken,
bendtigen wir den folgenden

Hilfssatz 1. Seien A, B zwei n x m-Matrizen, m < n. Firl1 <i; < ... <
im < n bezeichne Ay ;. die Matriz, die aus den Zeilen iy, ... 4y, der Matriz
A Desteht; entsprechend seien die Untermatrizen von B definiert. Dann gilt
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det(A' o B) = > detA; ., detB; i,

1<ihi<...<im<n

Beweis: Wir fixieren A und zeigen, dafl die Identitit fiir alle Matrizen B gilt.

1. Seien ey,...,e, die Spalteneinheitsvektoren des R™, so gilt obige Formel
zunéchst fiir alle B = (ej,,...,€e;,,) mit ji,...,jm € {1,...,n}.

2. Gilt obige Formel fiir die Matrix B = (by,...,by,), so gilt sie auch fiir die
Matrix B’ = (by,...,Abj,...,by).

3. Gilt die Formel fiir Matrizen B’ = (by,... b5, ..., by) und B" = (by,...,

b!,...,bm), so auch fiir die Matrix B = (by,...,b; +b!,...,bm). gl

Folgerung: Fiir eine n x m-Matrix 4 gilt

det (A' o A) = Z (det Ay..i.)°

1<ip<ooipSn

Schreiben wir nun den metrischen Tensor in der Form

(050),_, , =0X@ 00X (1)

1,...,m

mit X (t) = (xh ®),... Xy, (t)), so folgt

g(t) = det (ga‘j(f))

y B i m

%, (o)

1€t <...<in5n

Also ergibt sich fiir das Oberflichenelement

do’(t) =V g(f) diy ...dty,

B O Fii oo Biin ) i
_ T (r’)(h—fu)(t)) dty ... dty, .

1€H << <n

Definition 2. Unter dem Flicheninhalt einer offenen. orientierten, m-di-
mensionalen, requliren C'-Fliche im R™ mit einer Parameterdarstellung
X(t) : T — R™ verstehen wir das uneigentliche Riemannsche Integral

5 Heewssooon2i, )Y
A{);)._If N (W) @y oo B

RO,
1<i1 <. <im <0 il

wobei T C R™ offen und 1 < m < n erfillt ist. Falls A(X) < +o0 ausfallt,
hat die Fliche [X] einen endlichen Flicheninhalt.



18 I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten

Bemerkungen:

1. Mit Hilfe der Transformationsformel fiir mehrfache Integrale stellt man
fest, dafl der Wert des Flicheninhalts unabhéngig von der Auswahl der
Parameterdarstellung ist.

2. Im Falle m = 1 erhalten wir mit A(X) die Bogenlinge der Kurve X : 7' —
R™. Der Fall m = 2, n = 3 fithrt uns auf den klassischen Flicheninhalt
einer Fliche X im R®. Fiir m = n — 1 berechnen wir den Flicheninhalt
von Hyperflichen im R".

In der Physik und in der Geometrie treten haufig Integrale auf, die nur von der
m-~dimensionalen Fliche und nicht von ihrer Parameterdarstellung abhéngen.
Auf diese Weise werden wir zu Integralen iiber sogenannte Differentialformen
gefiihrt.

Definition 3. Auf der offenen Menge O C R" seien die Funktionen a;, . ;, €
C*(0), k € Ny, mitiy,...,im € {1,...,n}, 1 <m < n, gegeben. Wir erkliren
die Menge

F = {X | X : T — R" ist regulire, orientierte, m- dimensionale

Fliche mit endlichem Flicheninhalt und X (T) CC O }

Unter einer Differentialform vom Grade m der Klasse C*(0),

1n

CA Z Qiy.ooiimm (z) dri, A... Ndzg,,,

1 e |

oder kurz einer m-Form der Klasse C*(O), verstehen wir die Funktion w :
F — R erklart durch

w(X)::/ 5 ahm.,-,m(X(t))Hldt;...dtm, P 2

:I. T1yereyim=1

Bemerkungen:

1. Wir schreiben A CC O, falls A C R" kompakt ist und A C O erfiillt ist.

2. Da die Koeffizientenfunktionen a;, _; (X (t)), t € T, beschriinkt sind und
die Fliche endlichen Flicheninhalt hat, ist das auftretende Integral abso-
lut konvergent.

3. Sind .
W= Z ok CEY ARG A e o b
i1y =1
und
T
W= Z iy i (@) dgy AL N day,
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zwei Differentialsymbole, so kimnen wir unter diesen die Aquivalenzrela-
tion
wr~ = wlX)=oX) fiir alle X e F

erkliiren. Eine Differentialform kann somit als Aquivalenzklasse von Diffe-
rentialsymbolen aufgefafit werden, wobei dann ein Repriisentant zu ihrer
Kennzeichnung gewéhlt wird.

4. Sind X, X € F zwei dquivalente Darstellungen der Fliche [X], so gilt

w@—)_/ Z“‘“ ‘ (X(&))Hdsl...dsm

|

; - 8(3:\1'1?'--:3:%';.1) a(tl:'--}tm) ‘
Z i (JX f( ))) a(tl yeoey tm) B(SE yeo. asm) R i

Em=1

- - 7 8(3:511---1:’:%»)

— P eiim | < L)) T 2y Wil es.Qbm
/ Y iy (w)) dty ... dt
ieim =1

= w(X).

Somit ist w eine Abbildung, die auf den Aquivalenzklassen der orientierten
Fliachen [X], X € F, erkliirt ist.

5. Bei einer orientierungsumkehrenden Parametertransformation ¢ = #(s)
mit J(s) <0, s € T, &ndert sich das Vorzeichen: w(X) = —w(X).

Definition 4. Eine 0-Form der Klasse C*(O) ist eine Funktion f(x) €
Cc*(0), d.h
w = f(x), z€ 0.

Zu 1 < m < n nennen wir

gm . — » ,

* -—dmilA"'Admf-qni 1<8,.-00m €10,
eine Basis—m—-Form.

Definition 5. Seien w,w;,ws m-Formen der Klasse C*(0), und sei ¢ € R.
Dann erkliren wir die Differentialformen cw und wy + wo durch

(ew)(X) :== cw(X) fir alle X € F

bzw.
(w1 +w2)(X) := wi(X) +wa(X) fiir alle X € F.

Die m-dimensionalen Differentialformen bilden dann einen Vektorraum mit
dem Nullelement
o(X)=0 fiir alle X € F.
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Definition 6. (Auleres Produkt von Differentialformen)
Seien die Differentialformen

Wy = E @iy i (@) des AL N day,
1<é1,....5i<n
vom Grade [, sowie

wa = Z bjy..gm (@) djy A ... Adzy,,

L<i1smmdm<n

vom Grade m der Klasse C*(0), k € Ny, gegeben. Dann erkliren wir das
duflere Produkt von wy und we als die (I +m)-Form

W= wiAwg 1= Z @iy (@)l g (@) dog, AL Adzg, Adaj, A . Nd,,

1€t i@l J1s e fm S0
der Klasse C*(0O).

Bemerkungen:

1. Fiir beliebige Differentialformen wy,ws,ws gilt das Assoziativgesetz
(w1 Aws) Awsg =wy A (wa Aws).

2. Seien wy,ws zwei I-Formen und w; eine m-Form, so gilt das Distributiv-
gesetz
(w1 + we) Aws = w1 Aws + wa A ws.

3. Wegen des alternierenden Charakters der Determinante gilt
dzg A ... Adzg =sign(m)de;, o, A ... Adz;, .

Dabeiist w : {1,...,1} = {1,...,1} eine Permutation mit dem Vorzeichen
sign (7).

4. Stimmen insbesondere zwei Indizes i;, und iy, iiberein, so wird dx;, A...A
dz;, = 0. Daher ist jede m-Form im R" mit m > n identisch Null.

5. Fiir eine [-Form w; und eine m—Form ws gilt die Vertauschungsregel

Wy Awe = (—1)“”'&}2 A wy.

Das duflere Produkt ist also nicht kommutativ.
6. Wir konnen jede m-Form in der folgenden Weise darstellen:

"= >, Qiy...im (T} dTiy Ao Aday, .

1<ii<...<<im<n

Die Basis-m-Formen dz;, A...Adx;, , 1 <i) <...<iy <n,bilden eine

Basis des Raumes der Differentialformen mit Koeffizientenfunktionen der
Klasse C*(0) mit k € Ny.
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Definition 7. Sei

W= E iy i (T)dTiy A ... ANday,, xz €O,
1<i1 <. <im0

eine stetige Differentialform auf der offenen Menge O C R", 1 < m < n.
Dann erkliren wir das uneigentliche Riemannsche Integral der Differential-
form w iiber die Fliche [X] C O,

B . 8(;5{1,.--3;5'5”;)
l/'w s / | Z Giy. i (‘X (f)) mdfl ...dtm}
(X] ol <. .<im<n

falls w absolut integrierbar ist iber X, also

‘[[wp=i[‘ 3 mpjm(X{m)ﬁgﬁf;:%bl dt: ...dtm
[X] '

1<) <...<im <n
< 400

erfillt ist.

Bemerkung: Mit Hilfe der Transformationsformel zeigt man, dafl diese Inte-
grale von der Auswahl des Reprisentanten der Flache unabhiingig sind. Wir

kimnen also
Juw= [, [o=fo
[X] X [X] X

schreiben.

Beispiel 6. (Kurvenintegrale)
Seien a(z) = (al (15 s i )sene s Bl@izewss :r:.n}) ein stetiges Vektorfeld und

n
W= Z a;(x) dx;
=1
die zugehorige 1-Form oder Pfaffsche Form. Sei weiter
X@:@ﬁ%w%m%TﬁMEﬁm

eine regulire C'-Kurve auf dem Parameterintervall T = (a,b). Dann folgt

/w—/( ,Xm) )@

Wir werden Kurvenintegrale in §6 genauer untersuchen.
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Beispiel 7. (Oberflichenintegrale)
Seien das stetige Vektorfeld a(z) = (al [ TR SR, - (- (PR :::n)) und

die zugehérige (n — 1)-Form

W= Za, J(=1)"idey AL Adziy Adziga A. .. Adzy

gegeben. Weiter sei X (1,...,tp—1) : T — R" eine reguléire C''- Fliche. Dann
gilt
i S o T, I
[o=[Sa(xw)um Xttt 4 g, ,
A :j" i1 a(tlv---stw—])
. n
= / (Z o (X(t))Dt-(t)) dby ... dEn_1
=1

/{U(X }-u(t)) do(t).

Auf dieses Oberflichenintegral werden wir im §5 bei der Untersuchung des
Gauflschen Integralsatzes niher eingehen.

Beispiel 8. (Gebietsintegrale)
Seien f = f(a1,...,x,) eine stetige Funktion und w = f(z) dz A.. . Adx, die
zugehorige n-Form. Weiter sei X = X (t) : T — R" eine reguliire C''- Fliiche.

Dann folgt
= 3(-751: Tn)
/w_/f A(t h’””tn) dty ...dt,

Dieses parameterinvariante Integral eignet sich sehr gut fiir Gebietstransfor-
mationen.

83 Die duflere Ableitung von Differentialformen

Definition 1. Fiir eine 0-Form f(x) der Klasse C'(O) erkliren wir ihre
duflere Ableitung als das Differential

df(z) = fo(x)dzi, z€O.

i=1

Ist
w= Z @is..im(T) dTiy A ... Adzy,,

l<ir<...<im=<n
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eine m-Form der Klasse C*(0), so erkliren wir ihre dufere Ableitung als die
(m + 1)-Form

dw = Z (da.,-l___?-m (.z:)) Adzi, A ... ANdz;, .

1<ii<..<im=n
Bemerkungen:

1. Sind w;y und wy zwei m-Formen im K" und a;,as € R, so gilt
d{erwr + asws) = ardwy + aadws.

Der Differentialoperator d ist also ein linearer Operator.
2. Ist A eine I-Form und w eine m-Form der Klasse C*(Q), so gilt

dw A X) = (dw) A+ (=1)"w A dA.

Wir wollen nun die letzte Behauptung beweisen. Offenbar reicht es dazu aus,
den folgenden Fall zu betrachten:

w= f(z)B™, A=g(x)s".
Dabei sind 4™ und ' Basisformen der Ordnung m bzw.[. Nun ist
wAX= f(z)glz)8™ A B,

woraus folgt

dwAN) = d(f(:z:)g(;r:)) AB™ A B

(g{:::)df(:r:) + f(:;c)dg(:;;)) AB™ A B
=dwA A+ (-1)"w AdA.

Beispiel 1. Sei f(z) € C'(O). Wir kénnen die Differentialform df sofort iiber
Kurven integrieren. Sei X (1) = (;z:l(t), i (f)) € C*([a,b], ") eine Kurve,
so berechnen wir

b n

f i = / > fao (X)) ai(t)

Y 2 i=1

b
. /%f(X(t)) dt

- f(X{b)) . f(X(a)).



24 I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten

Beispiel 2. Sei

n

W= Z a;(z) dx;

i=1
eine Pfaffsche Form der Klasse C'(0). Wir berechnen dann ihre duffere Ab-
leitung zu

dw = Zdaj (@) Adzy= Z 3&_, d:r; Adz;

\z_;l

da;  Oa; .
Z (3I-«; = 516;;) dz; Adz;.

1<i<j<n

Offenbar gilt dw = 0 genan dann, wenn die Funktionalmatrix ( : )
;o ) T

symmetrisch ist. Fiir den Fall n = 3 berechnen wir speziell

i ((')a; aﬂl) i i (% = %) dxy A drs

8:::1 8.1"2 63:1 61‘3
86‘-3 8(12
(m — 8_.1‘3) !'EJ’?-,; N d.’l?;;

1(x) dea A dxs + ba(x) deg A doy + ba(x) dey Adxs .

Dabei haben wir

) - 6!13 3&2 6(11 663 3(1--2 8(11
(bl(i’)abz(m):bs(f)) = (m ~ Bus’ Ozs  Buy oL E)

=V A (a1,a2,a3)(x) =: rota(x).
gesetzt, wobei V := ( 32, , 822 i Beix ) den Nabla-Operator bezeichnet. Die In-

tegration dieser Differentialform dw iiber Flichen im R® wird uns spiter der
klassische Stokessche Integralsatz ermoglichen.

Definition 2. Wir nennen

ota(e) = (2% _ 00 Do _Ous Doy _ Ou
PR = Oxy  Oxz’ dxg 0wy Oz Oy

die Rotation des Vektorfeldes a(x) = (ul (x),a2(x), a3 (.L)) € CHO,R3).

Beispiel 3. Wir betrachten nun die (n — 1)-Form im R"

n
w=Y ai(z)(~1)*doy A... Adzioy Adzier AL Aday,
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Thre duflere Ableitung berechnet sich zu

3 1) (dui(:x)) Adzi A ... Adeiei Adzipi A... Adz,
i=1

dw

Y (-1 %(x) dzj Adwy A .. Adaiy Adzigy A ... A doy
zj

ij=1

B Z(—I)H'l %(J‘) doe; Adxy A ... Adrj_y Adxigg A ... Ndxy,

5{11 :
(Z 01‘ ) dey A ... Adz,

(div a(u:)) drey A ... Ade,.

Definition 3. Fiir ein Vektorfeld a(x) = (al(:r:), ...,a,,(;r)) € CYHO,R") auf
der offenen Menge O C R" erkliren wir dessen Divergenz (Quelldichte) als

diva(z Z gal re Q.
T

Beispiel 4. Wir konnen die n-Form dw = (diva(z)) dz; A ... Adz, iiber einen
n-dimensionalen Quader integrieren. Diese Differentialform konnen wir auch
iiber grofie Klassen von krummlinig berandeten Gebieten im R" mit Hilfe des
Gaufischen Integralsatzes integrieren, eines der wichtigsten Sitze der Analy-
sis.

Wir integrieren dw zunichst iiber einen Halbwiirfel. Fiir » > 0 sei der
Halbwiirfel

H = {:r. =(x1,...,zy) ER" | 21 € (—1,0), @; € (—r,+r), i =2,... ,n}
mit der oberen begrenzenden Seite
Se= {:r: =(0,%2,...,2n) | |zi| <7, i = ‘2,...,-:‘:.}
gegeben. Der duflere Normalenvektor an S ist ey = (1,0,...,0) € R". H und

S fassen wir also als Flachen im R" auf:
oz JY(t]_:...,f”.) = (tl._,....t“')? (th...;t”) € H,
bzw.

SI}’(f{],...,};,_[)z(U,{l,....al_ﬂ, IE‘I(T‘, R [ e
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Wir setzen nun w € C¢ (H U S) voraus. Dann erhalten wir

0 +r +r

_ aﬂl 6911 7 x
[um fan [ [ [ (oot ) oo
+r +7r
=f...fal(o,wg,...,wn.)dwz...ct-.rn = [cu
o S %

Wir wollen nun untersuchen, wie sich Differentialformen unter Abbildungen
im Raum verhalten.

Definition 4. (Transformierte Differentialform)
Set
W= Z (s T (I) d:l?i! sy C!‘.'B,"”

1<ii<...<ipm<n

eine stetige m-Form in einer offenen Menge O C R". Sei weiter T C R,
| € N, eine offene Menge und die Abbildung

2= (B1y...,%,) = B(y)
=@ m)se s onyrsm) : T =0
der Klasse C*(T,R") gegeben. Mit

I

dp;
dp; = y)d'.';_', AT )
%o

und

We i= Z Qiy...ipm (@(!})) dpi, A...Ndyp;,

1<ip<...<im<n

erhalten wir die unter der Abbildung @ transformierte m-Form we.
Bemerkungen:

1. Sind w;,w» zwei m-Formen und o, as € R, so folgt
(1w + asws)e = a1(wi)e + az(ws)s.
2. Sind A eine [-Form und w eine m-Form, so gilt
(WA XNp =we Adp.

Beim Auswerten der Integrale von Differentialformen iiber Flichen ist der
folgende Satz wichtig.
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Satz 1. (Zuriickziehen der Differentialform)
Sei w eine stetige m-Form in der offenen Menge O C R". Weiter sei auf der
offenen Menge T C R™ eine Fliche X durch die Parameterdarstellung

r=9%(y) : T — O eCT)
mit (T) CC O gegeben. Schliefilich erkliren wir die Fliche
Y(#) = (t1,--->tm), teT

und beachten

X(t)y=®oY(t), teT.
Dann gilt folgende Identitdt:

Beweis: Wir berechnen

dei, A ... Ndp;,, = Z 8%1 dyj, | Aeeo A Z 2 dyj,,

_h—l g dm=1 0.
Py -1 Pin)
= YRVl gy AL Adym,
8(9’1:-- 1ym) 4 a
sowie
(3] €7, TN,
We = Z Qiy.im (SP(U)} H d:";"l Ao NG s

Yiseeeslm

1<ig<, .. <im<n

Es folgt somit

0’4 you e uiy
[ou=] T eaaogetele.a,

Vv T 1€ii<...<im<n
= [u,
X
und der Satz ist bewiesen. q.e.d.

Satz 2. Sei w eine m-Form in der offenen Menge O C R" der Regularitits-
Klasse C'(O). Auf der offenen Menge T C R, | € N, sei die Abbildung

r=&y) : T — O e C*HT)

gegeben. Dann gilt
dlws) = (dw)e.
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Beweis: Zuniichst gilt fiir eine beliebige Funktion ¥(y) € C?(O) die Identitit

2@ = d(d¥) = d (Z ¥, dyv-_) = > @y, dy; Ady; = 0.
i=1

ig=1
‘Wir beachten nun
wo= Y Gigin (B)) deis A ... AdB,
1<ii<...<im<n
und erhalten

dog= Y. dai.i, (@(y)) Ndoi, A...Nd;,

1<ii <o Sl <10

Z Z Z ( J}) = l’fJL Ndpi, A ... Ndp;,,

1<ii<...<impsn j=1 k=1

Z Z ()CE“ o (@(y)) dﬂp‘_} A dipfq o AEET 4 d({a"j.m f

1<iy<... <l <n j=1

also

dwe = (dw)s. q.e.d.

Satz 3. (Kettenregel fiir Differentialformen)
Sei w eine stetige m-Form in einer offenen Menge O C R*. Auf den offenen
Mengen T' C R und T" C R mit I',1" € N seien die C'-Funktionen ®,W
gemdfs
T 2T, BT 50 mit zéyli}:c
gegeben. Dann gilt
(wo)w = waow.

Beweis: Wir berechnen

Coow = Y Girin (0U(2)) dlpiy o¥) A ... Ad(pi,, o)

6"191'-1 a'wjl 659:' 64‘_;

- i i (PoW(2)) [ 2T g Y AL A [ S0 g,
,;,Z%m"""”( ’ (}) (ﬁwx B, Aliis By;,, Oz,  km
N T Jm
e R

8901"-1 | B‘Pf.m

= Z o (ro7) (g ) non (g o)

fr R 2

= Y Giin (ds(y)) dpi, A ... Ndp;..
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also
Weow = (We)w ,

wobei tiber i1,...,0, € {1,....0}, j1yeooydm € {1, ' und &y, ..ok, €
{1,...,1"} summiert wird.

§4 Der Stokessche Integralsatz fiir Mannigfaltigkeiten
Wir wihlen m € N und betrachten die m-dimensionale Ebene

E" = {(0,81,- -+ 4m) €™ : (4, ,ym) €R™ .

Ahnlich wie im Beispiel 4 aus §3 erkliren wir zu vorgegebenem 7 € R™!
und r > 0 den Halbwiirfel

H.(n) = {y e R™ :yy € (m—r,m), yj € (ny—rym+r) flirj =2,... ,m—f-l}
der Kantenliinge 2r. Dieser hat die obere begrenzende Seite
Se(n) = {y eR™ oy =m,y;€(mj—rm+r) firj=2,...,m+ 1}.
H,.(n) und S,(n) fassen wir als Flichen im R™+! auf:
Hy(n) : Y(t1, .. stmy1) = (m + 1, Mmtr + i)

mit, —r<gh <0, |t<r, §=2,5m41

sowie
Sv-(n) . ]f{tl sy fm) = (??l 2 T2 + t] yoee s i1 + tm)

mit |tj|<r, j=1,...,m.

Seien nun n € E™ und r > 0 fest gewihlt, so setzen wir H := H,(n) bzw. S :=
Sr(n). Sei fiir n > m weiter

eine Fliche, welche auf eine H enthaltende offene Menge im R™! fortsetzbar
ist. Setzen wir

X(tls LR t'm+l) = @(tl! wME !tm.+l)s (tls Eiay tﬂl-}-l) € F'
so erhalten wir die (m + 1)-dimensionale Fliche im R"
Fie= {X(t) ER" : te H}

deren Rand die m-dimensionale Fliche
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S={X@t)eR" : tes}

enthilt. Auf F = &(H) sei nun die m-Form

n
w = Z G4, (B dzyy Ao Ndzy,, zETF,

By iim=l

der Klasse C2(F US) N C(F) gegeben. Dabei bedeutet w € C*(F), daf es
eine offene Menge O C R" mit F C O derart gibt, dafi w € C1(O) erfiillt ist.
Schliefilich sei dw absolut integrierbar iiber F, also

f

< +00.

n

Oy i [~ ANTiyyeeyTipy)
Z m(}& (ﬂ) 8(t|,. "!tm+|) dty . ..dtwm41

i] -----!m+l:]-

Wir beweisen nun den folgenden

Hilfssatz 1. (Lokaler Stokesscher Satz)
Setr die Fliche F mit dem Randstick S wie oben gegeben, und sei weiter w
eine m-dimensionale Differentialform der Klasse C(FUS) N C'(F) mit

f|dw| < +-o0.
F

Dann gilt
/dw = / w
F S

Beweis:

1. Wir beweisen zunéchst die Formel unter den stirkeren Voraussetzungen
@ € C*(H) und w € C}HF US). Unter Verwendung von Satz 2 sowie
Beispiel 4 aus § 3 folgt

frfwz}(/dwz}!((tu)gp:/d(wcp):/wgp:./w.

F H s S

2. Fallsnun @ € C'(H) und w € CH(F)NCY(FUS) gelten, so approximieren
wir @ gleichmiifiig in H bis zu den ersten Ableitungen durch Funktionen
&%) (y) € C* nach dem Weierstrafischen Approximationssatz. H schipfen
wir dabei durch die Quader

mit der oberen begrenzenden Seite
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1
S{“ = r—% ('?".'1 - ?: M2;--- ':qm+l)

aus. Nach den Betrachtungen im Teil 1.) folgt nun

/ ((fw)qf.:m = ] Wepik) fiir alle k,f >Nel
H g)

Fiir k = oo erhalten wir

/(d’.a))g; = /u.@.
H) S

Wegen [, [dw| < +0oc liefert der Grenziibergang ! — oo mit

/dcuz/(dw)(pzsjw.;p:s/w.

2 H
die gesuchte Identitiit. q.e.d.

Wir fithren nun den grundlegenden Begriff der differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit ein.

Definition 1. Seien 1 < m < n sowie die Menge M C R" gegeben. Wir
nennen M eine m-dimensionale C* - Mannigfaltigkeit, falls es zu jedem £ € M
ein ) € R™ und offene Umgebungen U C R” won £ € U und V.C R™ von
n € V sowie eine regulire eingebettete Fliche

z=8(y) : V—UeCkV)

gibt, so dafl

E=&(n) und P(V)=MnNU
richtig ist; dabei ist k € N gewdhlt worden. Wir nennen ($,V) eine Karte der
Mannigfaltigkeit. Die Gesamtheit aller Karten

A= {{@,,V,,) L L€ J}

bildet einen Atlas der Mannigfaltigkeit. Sind @; : V; = U;NM, j = 1,2, 2wei
Karten von A, so daf

H"rl__g = .f’Vf n DTl n U-)_ 9’-’ ﬂ

richtig ist, dann betrachten

wir die Parametertransforma-

tion ®y, = @;1 o @,. Falls

fiir solche beliebige Karten aus

dem Atlas jeweils fiir die Funk-
tionaldeterminante Jp,, > 0

auf &7 (Wyo) gilt, so ist die Vi
Munnigfaltigkeit durch den At-

las orientiert.
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Definition 2. Sei M eine beschrinkte, (m + 1)-dimensionale, orientierte
C'-Mannigfaltigkeit im R" mit n > m. Den topologischen Abschluf der
Punktmenge M bezeichnen wir mit M und die Menge der Randpunkte mit
M :=M \ M. Wir nennen £ € M einen requliren Randpunkt der Mannig-
faltigkeit M, wenn folgendes gilt:

Es gibt einen Halbwiirfel H,.(n) im E™ f
R mit p € E™ und v > 0, eine i
regulire eingebettete Fliche i
1 & ¢
a(y) : H, (1) — R* € C'(H,(n)),
€]

so daf Dy () zum orientierten At-
las A von M gehart, und eine offene Umgebung U C R von € € U mit den
folgenden Eigenschaften:

B(n) = €, qs(s.,(n)) = MnNU, @(H.,,(-r;)) =MnNU.

Die Menge der requliren Randpunkte bezeichnen wir mit OM.

Definition 3. Fiir die beschrinkte Mannigfaltigkeit M aus Definition 2 er-
kliren wir die Menge der singuliren Randpunkte AM gemdfs

AM := M\ OM.

Im Falle AM = 0 erhalten wir eine kompakte Mannigfaltigheit mit requlirem

Rand. Falls zusitzlich OM = 0 gilt, sprechen wir von einer geschlossenen
Muannigfaltigkeit.

IJ i A/ _LM = ﬂ
=7 )
o oM

Hilfssatz 2. (Induzierte Orientierung auf 9.M)
Seien M und OM aus Definition 2 mit den Karten @ : H.(1) — R gegeben.
Dann ist

{@i-‘?‘-tvr} : dslH,‘(r:} gehdrt zum orientierten Atlas A von .M} =:0A

ein orientierter Atlas von OM. Somit ist OIM eine orientierte C*-Mannigfal-
tigkeit.
Beweis: Wir betrachten &(n) = ¢ = &(7). Die Vektoren Dy, (n),...., Py, .. (0)

beziehungsweise éyz (P)sivans éym 4. (1) spannen im Punkt £ den m-dimensio-
nalen Tangentialraum T4 (€) an M auf. Fiigen wir nun die Vektoren @, (1)

bzw. é;yl (77) hinzu, so wird der Tangentialraum Ty (£) an M aufgespannt.
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Wir konstruieren nun ein Orthonormalsystem
NL ... ,N"™ ¢ R" welches senkrecht auf
Toam(€) steht. Indem wir den Vektor N! €
Tas(€) so withlen, dafi er im Punkt £ aus der
Fléche heraus zeigt, erhalten wir

Q—)!h (7?) - N* > 0: 5!‘,1 (ﬁ’) -N? > 0.

Fiir 0 < 7 <1 betrachten wir die Matrizen

((L=7)By, (1) + TN ((1=7)&y, (i) + TN\
@y, (n) B,.(7)
M(7) = @y, (n) . M(r) = ... ()
N? N2
\ Nn—m \ Nn—m )

Weiter setzen wir ¥ := @|q.[,;} und ¥ := 5'3,(5)' Nun sind det M (1) und

det ﬂ?(’r) in [0,1] stetige Funktionen mit det M (7) # 0 und det iﬁ('r) # 0 fiir
alle 0 < 7 < 1. Folglich ist die nachfolgend notierte Funktion stetig in [0,1],
und es gilt

det (ﬁif(-r)—l oﬂI(T)) £0, 0<r<Ll
Nun gelten nach Voraussetzung
det (ﬂ(orl ° M(o)) = det 9@ L 0 @)|, >0
und aus Stetigkeitsgriinden
det (@ o @)| = det (M(1)™ o M(1)) > 0.
Somit ist A ein orientierter Atlas von d.M. q.e.d.

Unser Ziel ist es nun, fiir Mannigfaltigkeiten M mit dem reguliren Rand .M
und dem singuldren Rand AM den Stokesschen Integralsatz

faw=[w

M aM
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unter schwachen Voraussetzungen zu beweisen. Den Ubergang vom lokalen
Stokesschen Satz zum globalen Satz liefert die Methode der Zerlegung der
Eins.

Sei M C R\ eine (m + 1)-dimensionale, beschriinkte, orientierte C''-Mannig-
faltigkeit mit dem reguliiren Rand M. Sei weiter

A= > biy..imsr () iy A .. A dx

1<ii < <im+1<0

€M,

tm411

eine auf M stetige Differentialform.

Wir wollen nun untersuchen. unter welchen Bedingungen an A wir das unei-
gentliche Integral

[

M

der Differentialform X\ iiber die Mannigfaltigkeit M erklidren konnen.

1. Sei zunichst

suppA:={zx e M : AMx) #0} C MUIM

kompakt. Es gibt dann offene Mengen V, ¢ R™*! und U, Cc R* \ AM,
¢ € J, sowie Karten @, : V, = U, N M, so daf} die offenen Mengen {U, },c
die kompakte Menge supp A iiberdecken. Wir wihlen nun im R" eine den
Mengen {U,} untergeordnete Partition der Eins und erhalten

ap(z) : M —[0,1] € C' mit suppay C U, 31— I
und

ko
Z ap(xz) =1 fiir alle = € supp A.
k=1

Wir definieren nun

v ko . kg .
/z\ = Z / apA = Z / (axA)a, (1)
M k=1 3, k=1 ':’A-
falls
/u‘k|/\]<+00 fiir k=1,...,ko
M
richtig ist.
Wir wollen zeigen, dafi das in Gleichung (1) angegebene Integral un-

abhingig von der Uberdeckung des Triigers von A und der verwendeten
Zerlegung der Eins ist.
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Ist &, : V, = U,N M, € J, ein anderes supp A iiberdeckendes System
von Ka:rtpn S0 wahl{-"n wir wieder eine dem System { U, }. untergeordnete
Teilung der Eins von supp A. Wir erhalten

& : M—[0,1]€C', suppay CU,, 1=1,....1,
sowie i
Z ai(z) =1  fiiralle z € suppA.

=1
Wir beachten ﬁupp (apay) C U NU; N M und transformieren unter der
Abbildung &, k o @5, firalle k=1,..., kg und [ = 1,...,ly die Integrale

[ @aine, = [ @ang, 2)
‘;’ f[
Summation ergibt
'AU ﬁ('l !"
/(m M =33 /(ﬂ’km/\)m
k=1 =1
k
L) lo
_ZZ/Q;,(‘EJ/\)ED Z /(1‘;1\

k=1 I=1 v =1 ,:

Somit ist das in (1) aufgeschriebene Integral unabh#ingig von der Auswahl
der Karten und der Zerlegung der Eins. Entsprechend erkliren wir f A [A|

und [, A.
. Die Differentialform A € C"(M) ist absolut integrierbar iiber M, in Zei-

chen

/ [A| < 400,
'\4
falls es eine Konstante M € [0, +oc) gibt, so dafl die Ungleichung

/ |BA| < M fir alle B € CY(MUIM,[0,1])

richtig ist. Die Funktionenfolge 8 € C§(M UIM,[0,1]) nennen wir eine
die Mannigfaltigkeit ausschipfende Funktionenfolge, wenn fiir jede kom-
pakte Menge K C M UAM ein kg = ko(K) € N existiert mit

Be(z)=1 firalle z€K, k> k.

Ist nun [ M [A| < 400, so zeigt man wie bei uneigentlichen Integralen,
daf fiir jede ansschipfende Funktionenfolge {8 }r=1 2. .. der Ausdruck
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lim BrA
k—oo
M

existiert und den gleichen Wert hat. Wir setzen

[/\ = klim BrA. (3)
M M

Entsprechend sind alle im folgenden auftretenden uneigentlichen Integrale
zu verstehen.

Definition 4. Der singulire Rand AM der Mannigfaltigheit M hat die Ka-
pazitit Null, falls es zu jedem & > 0 und jeder kompakten Menge K C MUIM
eine Funktion x € C}(M UM, [0,1]) gibt mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fiir alle x € K gilt x(z) = 1.

2. Es gilt
] VvV, x)d™e <e.
M

Dabei bezeichnet d™ o das (m+1)-dimensionale Oberflichenelement auf M,
und wir setzen

V(X,X}L = év'uav{lv)c‘fl2 : £ € Tu(z), |€] = 1}-
Wir kommen nun zum zentralen Resultat, ndmlich

Satz 1. (Stokesscher Integralsatz fiir Mannigfaltigkeiten)
Voraussetzungen:

1. Sei M eine beschrinkte, orientierte, (m + 1)-dimensionale C'-Mannig-
faltigkeit im R™, n > m, mit dem Atlas A. Durch den induzierten Atlas
dA wird der regulire Rand M zu einer beschrinkten, orientierten, m-
dimensionalen C'-Mannigfaltigkeit. Wir fordern, daf der regulire Rand
endlichen Flicheninhalt hat, d.h. es gelte

] d"o < +0c.
aMm
Weiter habe der singulire Rand AM die Kapazitit Null.
2. Ses

W= E Giy.h () dag, A ... Adzi,, z e M,
1<ig<...Cimsn

eine m-dimensionale Differentialform der Klasse C'(M)NC" (M), so daf8
dw absolut integrierbar ist, d.h.

[|d.u| < +00.
M
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Behauptung: Dann gilt die Identitdt

/dwz /w.
M aM

Beweis:

1.

Sei zuniichst w € C'(M) N CY(M U OM) erfiillt. Wie oben withlen wir
eine Zerlegung der Eins {ag}, & = 1,..., ko, auf suppw C M UM,
die dem iiberdeckenden Kartensystem untergeordnet ist. Nun folgt unter
Verwendung von Hilfssatz 1

ko

/wuZ/a;‘u-Z/dmw A{

am E=1 5

. Sei nun w beliebig. Wir wihlen dann eine Folge {8 }i=1,2.. welche die

......

Mannigfaltigkeit M ausschépft und die Eigenschaft
] vV V(B8 Br) d™Hg 50 fiir &k — oo
M

besitzt. Wir erhalten fiir k = 1,2, ... gemil Teil 1

/ﬂ;.-_w=/d(_£ﬁ.w) =fﬁ',.. dw+/d;3’k/\w. (4)
aM M M M

Zuniéichst gilt
| /dﬁk /\w‘ <e / V'V (B, Br)d™ e — 0 fiir k — oc.
M M

Weiter gilt

/.|*5';,w|</|u.:|<r /d”‘+1a<+oc fir k=1,2,.

oM aMm
Es folgt also
lim [ Brw = w < +0o0.
k—oo
aM oM

Wegen [, |dw| < 400 folgt

klim /;35. dw =: [dw < 4oc.

M M

Insgesamt erhalten wir durch Grenziibergang k& — oo in (4) die Gleichung

/w-—- /dw,
oM M

was der Behauptung entspricht. q.e.d.
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85 Der Gaufische und der Stokessche Integralsatz

Eine beschriankte, offene Menge 2 C R" statten wir mit der Karte X (1) = ¢,
t € 2, aus, die einen Atlas A liefert. Hierdurch erhalten wir eine beschriinkte,
orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit M = (2 im R". Ist nun

fz) = (fl(x),...,fn_(a:)) : 2 — R" € C1(2,R")

ein n-dimensionales Vektorfeld im R" mit der Divergenz
divf(fr)—if (z) + +if (z) rE N
it _8:1':]_ 1\ Fw 3:!:'] LURSa b - ]
so betrachten wir die (n — 1)-Form

w= Z filx)(=1) day A...Adzi_y Adziga A ... Adzy,.

Die Menge der reguléiren Punkte 912 mit dem induzierten Atlas 8.4 wird zu
einer (n — 1)-dimensionalen beschrinkten, orientierten Mannigfaltigkeit im
R™. Wir werden

[eo=[ (1@)-e@) o @

a12 a2

€lx)

zeigen, wobei £(z) die duflere Normale an (2 im Punkt z ist. Beachten wir
ferner
dw = (div f(;r)) G ot

so liefert Satz 1 aus §4 die fundamentale Identitit von Gauf:

[clivf(m)d“z:: / (f(ae)-g(x)) e (1)
7]

a2

Wir wollen nun mit Hilfe von Satz 1 aus §4 unter sehr allgemeinen, fiir die
Anwendungen relevanten, Bedingungen an {2 und f die Identitéit (1) herleiten
und erhalten den Gaufschen Integralsatz.

Voraussetzung (A):

Sei {2 C R" eine beschrankte, offene Menge mit dem topologischen Rand
2 =2\ 2. Zu jedem Randpunkt € 2 gebe es eine Punktfolge

{x“”} CR'\T, p=12,...,

fiir die #'?) — x fiir p — oo richtig ist, d.h. jeder Randpunkt ist 'von auffen
erreichbar’.
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Voraussetzung (B):

Seien als Parameterbereiche die N € N beschrinkten Gebiete T; C R*~!,
i=1,2,...,N gewihlt. Es gebe N regulire Hyperflichen im R",

Fi: XO@) = (;.c[li)(tl,...:t.n_l),...‘;ﬂf}(tl,...,tn_l)) :T; > R,

wobei XW(t) € CY(T;) N C°(T;) injektiv sei und fiir alle £ € T; und alle
i = 1,...,N der Rang der Funktionalmatrix rgdX /() = n — 1 erfiille.
Weiter gelte fiir die Flicheninhalte

A(F) = /d”_la{”(t) < +00, § =1 iV,
'}'.'
Fiiri =1,..., N setzen wir
Fi:=XW(T), F;:=X9T), F :=X"NT).

Der Rand von 2 sei Vereinigung dieser endlich vielen Hyperflichenstiicke Fj,
d.h.
0 =Fpl)cocld Py

Weiter gelte
FinF;=FNEF; firale i,j€{l,...,N} mit i#j;
zwei verschiedene Flichen haben also héichstens Randpunkte gemeinsam.

Hilfssatz 1. Die Punktmenge 2 C R" geniige den Voraussetzungen (A) und
(B). Weiter sei 2° € Fy ein beliebiger Punkt der Fliche F; mitl € {1,...,N}.
Dann gibt es einen Index k = k(z°) € {1,...,n} und zwei positive Zahlen
0= o(z°) baw.o = a(z°), so daf fiir den Quader

Qa2 0,0) = {.’a‘: ER" : |zi—ad| <o, i=1,....nmiti #k; |zp—23| < 0’}
folgendes gilt:
QHQ = {:c ER" : |z;—20 <o, i#£k; a2 = @(:cl,...,:nk_l,:ck+1}....,:cn)}.

Dabei ist & eine C'-Funktion auf dem angegebenen Definitionsbereich mit
|® — 2% < 0. Weiter gilt entweder

nNne = {;1: ER" : |z;—20) <o firi#k,
|z ~;r:2| s Rl T @(3:1,...,:zk_l,.rk_,_l,...,zu)}
oder
nnE = {:rE]R“ e — 2% <o fiiri #k,

|2k — 2l <o Bk B0 B By .rn)}
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Q
20
91
Die nebenstehende Skizze veranschau- 0NN
licht die Aussage des Hilfssatzes. & '
n
I ' -Rn—l
2
Beweis:
1. Sei T C R"! offen. Die Fliche F = F; sei dargestellt durch

X(t) = (wl(tl,...,tn_l),...,:.cn(tl,...,tn_l)) . T —s RO,

Wegen rg dX (t) = n — 1 fiir alle t € T gibt es ein k = k(2") € {1,...,n},
2% = X (%), so daB

6(1171,---,-'fk_l-,-'-fz'k+1-,----_|$-n)

a(tla"'!t?l—lj

=10

richtig ist. Nun gibt es nach dem Satz iiber die inverse Abbildung eine
offene Menge U C R*~! und einen Quader

R,:=(2)-0,20+0) x... x (2)_, —0,2%_, + 0)
%ol = 0,280 +0) Bwsir i x (22 — 9,20 + o)

mit hinreichend kleinem g = g(x°) > 0, so daf§
fl1y.n.ytn-1) = (:ra(t),...,:::k_l(t),u:a-..|.1(t),‘-.,urn(t)) :U—R,

einen C'-Diffeomorphismus darstellt, d.h. f ist bijektiv, f sowie f~! sind
stetig differenzierbar, und es gilt J;(t) # 0 fiir alle t € U. Wir setzen nun

B

vz ; ; =1
Lo (-51;---,xk—lgl‘k+11---73:-n) € Rg G R"

und erkldren die Funktion

]

gb(??:) = 2 (f—l(}‘f)), 8 R,.

Wir beachten

€ C'(RyR), X(U)={(@1,...,2n) : 5€ Ry, 21 = B(0) }.

Nun ist
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&=
2’ € .Q\ U Fo.

m=1

ml
und folglich

N

dist (:l’.?n‘ U f-m) > 0.
m=1
m=£l

Wir wihlen ¢ > 0 und ¢ > 0 hinreichend klein, so daf}

Q2°, 0,0)N 2 =Q(z°,0,0) NF, sowie |§l5(:}f) -2y < la

2
¥
fiir alle ze R, gelten. Insgesamt erhalten wir dann
e k
2N QE°, 0,0) = {:.r: €R" :x€ R,, o = qs@ii)}.
. Wir erkliren nun die Punktmengen
&
P o= {:1.' € Q" 0,0) : x> @(‘\{;)}
k
P9 = {.’L‘ € Q2 0,0) : zp = 45(.\::‘)}
&
P = {'l" € Q(z% 0,0) : z1 < @[3{')}
Diese zerlegen die Menge Q(z°, 0, 0) gemifi
Q(a°,0,0) = P~ UP° U P*. (2)
Nach dem ersten Teil gilt
2NQ°, p,0) = P, (3)

Nun gibt es wegen z° e_{' 2 und der Voraussetzung (A) zwei Punkte y €
NNQund z € (R*\ 2)N Q. Wir unterscheiden zwei mdgliche Fille,
némlich den Fall 1: y € P~ und den Fall 2: y € P*.

Fall 1. Sei j € P~ ein beliebiger weiterer Punkt, so gibt es eine stetige
Kurve I' C P~ von y nach g, die die Fliiche P? nicht trifft. Da y € £2 und
I' wegen (3) die Menge (2 nicht trifft, folgt § € 2. Wir erhalten schlieBlich

P cn2nQ. (4)

Nun folgt z € P*. Jeder weitere Punkt Z € P kann durch eine Kurve I’
in P* verbunden werden mit dem Punkt z. Da diese Kurve 2 nicht trifft,
folgt wegen z € R™ \ {2 auch Z € R" \ {2. Insgesamt erhalten wir
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Ptc(R*\2)nQ. (5)

Weiter gilt offenbar
Q’,0,0) = (2NQUE2NQ U (® \D)NQ). (6)

Aus den Gleichungen (2) bis (6) folgern wir P~ = 2N Q und Pt =
(R*"\ 2)NnQ.

Fall 2. Ebenso wie im ersten Fall zeigt man PT™ = 2N Q und P~ =

R*\2)NQ. _—

Bemerkung: Wahlen wir in der Umgebung eines reguldren Randpunktes

N
e U F;
i=1

die Funktion

W (o) = % (5 — D@1, Thot, Ths 1,1 7))

gemil} Hilfssatz 1, so kann man die Menge (2 in dieser Umgebung durch die
Ungleichung ¥ (z) < 0 charakterisieren.

Hilfssatz 2. Die Menge 2 C R* geniige den Voraussetzungen (A) und (B),
und 2° € F; mit | € {1,...,N} sei ein Punkt der Fliche F,. Weiter gebe
es eine offene, den Punkt 2° enthaltende Menge U = U(2") C R" und eine

Funktion ¥(x) € CY(U) mit |V¥(z)| > 0 fiir alle x € U, so daf§
2NU={zeU : ¥(z) <0}.
Dann hat der Vektor
£(x) = V()| "' V(z), €N,
die folgenden Eigenschaften

1. §(X(t)) Xy, (t) =0 fiiri=1,...,n — 1 nahe t = 1

2. 1€l =1 auf 2 nuU;
3. Zu jedem x € 2 NU gibt es eine Zahl po(z) > 0, so daff

2 fiir —pg<p<0

T+ €
o {R" \ 2 fiir 0 < o < +00

Durch diese Bedingungen wird & eindeutig bestimmt.

Definition 1. Wir nennen die im Hilfssatz 2 fir x € Fy U...U Fy erklirte

Funktion & = £(x) die duflere Normale von Q2 im Punkt x.
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Beispiel 1. Sei 2 = {(z1,...,2,) €R* : 22 + ...+ 22 < R?} mit R > 0 und
¥(z) :=23+...+22 — R Dann gilt V¥(z) = 2(.:'1,.. .,y ), und fiir z € 912
ist

E(z) := |V (2)| "'V (z) = - Tn)

1
R
die dufere Normale an 0f2.

Beweis von Hilfssatz 2: Die Eindeutigkeit von € folgt sofort aus den Eigen-
schaften 1 bis 3. Wir wollen nun die angegebenen Eigenschaften der Funktion
¢ beweisen. Zuniichst gilt ¥ = 0 auf 2N U, und es folgt

0= gj(ﬂ:l (f)a i 1mn(t))r t= (f],. --:t-n.—l) S 1';(3?([]: sipamy ,”_ ) G ]Rn ! DH(—‘T].

also
U_Zw ( )g:j s W )

und wir erhalten £- X;; =0in V fiir j =1,....n — 1, also die Eigenschaft 1.

Offenbar ist |€| = 1 auf 2 N U erfiillt. Wir brauchen also nur noch die Eigen-
schaft 3 nachzuweisen. Fiir 0 < [g| < go gilt mit einem & = x(g) € (0,1) und
fiir @ € 2N U die Ungleichung

U(z+ 0f) = W(x+ 08) — ¥(z) = 0 ) ¥s,(x + K0E)&;

i=1

! Z%Hne&)w (){

<0Dfalls —pg<p<0
CIVT(@)] & '

>0falls 0 < 0 < pg

Somit folgt

12 falls —Qg<9<(]
T+ o€ €
R?l\ﬂf"lllﬁ[](Q( (i)

q.e.d.
Bemerkung: Sei das 2 berandende Flichenstiick F' = Fj durch die Funktion
X(t)=X(t1y... tn—1) : T — R* auf dem Gebiet T C R"!

mit der Normalen

D)= [ Aol ™ ot P e K n )

lz (Dj(t)) ] (Bylt)sns Duled); teT,

=1

dargestellt. Mit einem festen & € {£1} gilt dann

g(xm) —ev(t) firalle teT.



44 I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten

Beweis: Zunichst gilt §(X(t)) =e(t)p(t), t € T, mit e(t) € {£1}. Nun ist

et) =§(X(®) (1), teT,
stetig auf dem Gebiet T, und wir erhalten £(t) = +1 oder £(t) = —1 auf 7.
q.e.d.

Definition 2. Die Menge 2 C R" geniige den Voraussetzungen (A) und (B).
Wir setzen dann "
- U Fj
Jj=1

als requldren Rand von 2. Weiter sei g(x) : 012 — R eine stetige, beschrinkte
Funktion auf 312. Wir erkliren durch

[g(r)d” Y —Z/g(: Jd* e

i=1 I
das Oberflichenintegral von g tiber den requliren Rand 0f2.
Als Voraussetzung an das zu integrierende Vektorfeld formulieren wir

Voraussetzung (C):

Die Funktion f(z) = (fi(z),..., fa(2)), € 2, gehire zur Regularititsklasse
CY(2,R*)NC°(2,R"), und es gelte

/|div flz)|dz < +o0.
7

Wir stellen nun eine Bedingung an den singuliiren Rand F; U.. .U Fy, welche
die Giiltigkeit der Gaufischen Identitit (1) garantiert:

Voraussetzung (D):

Die Menge FyU...UFy habe den (n—1)-dimensionalen Hausdorffschen Inhalt
Null bzw.sie sei eine (n — 1)-dimensionale Haudorffsche Nullmenge. Genauer
gibt es zu jedem £ > 0 endlich viele Hyperkugeln

KJ.,,-::{:FER” :|3:——;?:m|§gj}: V= R

mit 219} € R" und g; > 0, so daB folgendes gilt:

J
1. FU...UFyC U K; (Uberdeckungseigenschatft)
j=1
J
L Z 9;:.—1 <e (Kleinheit der Gesamtoberfliche).

j=1
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Bemerkung: Die Voraussetzung (D) ist zum Beispiel erfiillt, wenn fiir alle
Flichenstiicke Fy mit [ = 1,..., N folgendes gilt: Wird F; parametrisiert durch
X =X(t):T) — F}, so seien die folgenden Eigenschaften giiltig:

1. die Menge T ist ein Jordanbereich im R"~!, d.h. dessen Rand T; ist eine
Jordansche Nullmenge im ]R"“_l,_
2. die Abbildung X (t) geniigt auf T; einer Lipschitzbedingung

|IX(#) - X(t")| < LIt' —=¢'| firalle ¢, €T,
mit einer Lipschitzkonstanten L > 0.

Wir kommen nun zum zentralen Satz der n-dimensionalen Integralrechnung.

Satz 1. (Gauflscher Integralsatz)

Sei 2 C R" eine beschrinkte, offene Menge, die den Voraussetzungen (A),
(B) und (D) geniigt. Weiter erfille die Vektorfunktion f(x) die Voraussetzung
(C). Dann gilt die Identitit

‘Q/divf(:r)d;r :ﬁé Fla) < 2la) o

Beweis: (E. Heinz)
Wir werden die Aussage auf Satz 1 aus § 4 zuriickfiihren.

1. Wir fassen M = 2 C R" als n-dimensionale Mannigfaltigkeit im R" auf
mit dem Atlas A : X () =1, ¢t € 2. Nun gibt es fiir jeden Punkt

N
LelJRcR
=1

einen Quader Q(2°, 0, o) gemif} Hilfssatz 1, so daf gilt
nNnE = {:r:e[R" : o — 20| < 0 (i # k),
L § DLy g iy By sy B )y [P~ £2| <0 }
Auf dem Halbwiirfel
i {tER”' st € (=0,0), |l < o, i:?,...,n}
mit der oberen begrenzenden Seite in e;-Richtung
s {tER" =A==, il <08 =205}
betrachten wir die Transformation
Y(t) = (J;(j' +eato, ..., 29y +erte, (2 +eato, ..., 2%, +exts,

20 i} 0 0
Tp + E.ﬂ:—‘,—ltk—l-l:- SRR +En.t‘n) +51t113’:k.“ =+ Ek+1tk+1,. ceaily . E-rrtn.)



46

I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten

mit £, € {£1} k= 1,...,n. Wiahlen wir die Vorzeichen ¢1,....g, geeig-
net, so erreichen wir

YH)C2NQ, Y8)=02nQ und Jy(0)=+1

fiir die Funktionaldeterminante von Y. Somit ist Y vertrédglich mit der
obigen Karte X, und wir statten M = 92 mit dem induzierten Atlas
aus. Wegen Jy (0) > 0 zeigt die durch 912 orientierte Normale v(t) an ein
Flachenstiick in Richtung der dufferen Normalen £ an 912,

Wir betrachten nun die (n — 1)-Form

w= Z(—l)i+lf,;(:z:) dziA. . .Adzi_y Adzipi A . Ndx, € CHM)NCO(M).

i=1
Wegen obiger Uberlegungen sehen wir
[o=[1@)-ew o
a8 an

ein.

. Wegen Voraussetzung (D) gibt es zu jedem £ > 0 endlich viele Kugeln

Bp={ee® : p-dPzg},  $=1inid;

mit
_ J J
NU...UFN C U K; und Zp}"_l <e.
j=1 j=1

Wir zeigen nun, dafl die Kapazitit des singuliren Randes Null ist. Hierzu
konstruieren wir zuniichst eine Funktion ¥(r) : [0, +00) — [0,1] € C" mit

0,0<r<2 ;
(r) = und M := sup [#'(r)] < +o0.
1, 3<¥ >0

Fiir j = 1,...,.J betrachten wir die Funktionen
)(J(-ﬂ) — @(l.(,‘—_\r“” /QJ)! T € Rﬂ',

mit y; € C'(R") und

xj(z) =

1, |z — 2| > 3g;
0, |z — 2| < 2¢; °

Ist £, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel, so berechnen wir
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1 . 1
/ [Vx(z)| de = f ‘!T”(—kr - _.r{J}|) ‘ o
0j 0j
Ly 205 <|z—eld)|<3g;
S E E_n(S-n ._0;1 - 2-;19‘;}
gj

= ME,(3" — 2")¢} ™"

mit j = 1,...,.J gilt. Wir erhalten eine Funktion
X(@) i=x1(@) .. xa(2) € C3 (7 \ (Fu...UEw))

mit

J
[Ivx@las <Y [Ivx@)ds
Fo: Ji=lgn
J
< ME,(3" -2 o™
=1
< ME,(3" - 2")e.

Somit hat Fi W il Fn c 2 die Kapazitat Null.
3. Der Stokessche Integralsatz fiir Mannigfaltigkeiten liefert schliefilich

[0 e = o= [a=[avs@a,
am M 2

a0

was der Behauptung entspricht. q.e.d.

Aus Satz 1 erhalten wir sofort die Greensche Formel, welche grundlegend fiir

die Potentialtheorie ist.

Satz 2. (Greensche Formel)
Sei 2 C R" eine offene, beschrinkte Menge im R"™, die den Voraussetzungen
(A), (B) und (D) geniigt. Weiter seien die Funktionen f(x) und g(z) der

Klasse C1(2) N C*(12) mit

/ (ldf(“’” +14g(x)]) do < +oc

°

gegeben, wobei N den Laplace-Operator gemdifd

Af@) =Y af;a);:j ()

i=1

bedeutet. Dann gilt
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}?/(fﬂg—gjf)dm:éé( g—‘g—g%) do

mit den Bezeichnungen

ot - 09 ._ Golz) - Ela e E
o = V@) &@), 5i=Ve@) &),  weon

Beweis: Wir wenden den Gaufischen Integralsatz auf das Vektorfeld
h(z) := f(z)Vg(z) — g(2)V f(x)
an. Es folgt
divh(z) = Vh(z) = f(2)Ag(z) - g(x)Af(a),

und wir erhalten schliefilich

](f(:r.)dg(;c) —g(:c);\f(:z:)) de = jh(:c)-f(w} do

Q an
_ 2292 — 0@ 21,
= [ (1054 - 905 @) @
a0
woraus die Behauptung folgt. q.e.d.

Wir wollen nun den Stokesschen Integralsatz fiir Mannigfaltigkeiten speziali-
sieren auf 2- dimensionale Flichen im R?. Da wir diesen Satz auch fiir Fliichen
mit singulirem Rand bereitstellen wollen, benttigen wir das folgende Resul-
tat.

Satz 3. (Oszillationslemma von Courant-—Lebesgue)

Sei
B := {w =u+iv=(u,v) E CER? : |w| < 1}

die offene Einheitskreisscheibe. Weiter sei
X (u,v) = (;e:l(u,v), . ..,::.-,1('.';.,1.!)) : B> R" € C'(B)

eine vektorwertige Funktion mit endlichem Dirichletschen Integral D(X),
d.h. es gilt

()= [[ (1Xuw o) +
B

Dann gibt es zu jedem Punkt wo = uo + ivg € B und jedem § € (0,1) eine
Zahl 6* € [0,/3], so daf die Ungleichung

X,,(u,'u)]"}‘) dudv < N < +o00.
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N
L= / do(w) < 2 i |
X fﬂ‘gg
|w—twq|=6"
weB

fiir die Linge L der Kurve X (w), |w — wo| = 6%, w € B, erfillt ist.
Um den Beweis dieses Satzes zu fithren, bendtigen wir folgenden

Hilfssatz 3. Seien a < b und f(x) : [a,b] = R eine stetige Funktion. Dann

gilt
b b
[ v@iar<vi=a | [is@pa.
a a
Beweis: Sei Z:a =29 < 1) <...<ay = b eine dquidistante Zerlegung des
Intervalls [a,b] mit z; := a + j25&, j = 0,1,...,N. Sind nun &; € [z;,2;41]

beliebige Zwischenwerte, so gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

N-1 N-1 N-1
2 @@y — i) < 4| D 1FE)P(@se1 —25) | D (@se1 —25)
J=0 =0 J=0
N-1
=Vb—a | > |F(&)P (@it —=5) -
=0

Wir erhalten nach Grenziibergang N — oo die Ungleichung

¢ b
/]f{:r)|d;::§ vb—a /|f(.::)|‘3d:c

und damit die gesuchte Ungleichung. q.e.d.

Beweis von Satz 3: Wir fithren um den Punkt wy = ug +ivg Polarkoordinaten
ein, d.h.

u=1ug+ocosp, v=vo+osing, 0<0<VD, i) <p <o)
Weiter definieren wir die Funktion
U(p,p) := X(ug + pcosp, vy + psin )

und berechnen

W, = Xycosp+ Xy sing,

P, =—-X,0s8inp+ X,pcosp

w
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sowie 1
|QT}Q|2 + ‘é‘ﬁ |W¢|2 &= [Xu|2 + |X-’-'|2 .

Unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung und Hilfssatz 3
erhalten wir

Vi wale) ]
N>D(X)= ff(p\’ﬂ]? + | X, %) dudv > / / (1s{fﬁ_,|2 += J%F)gdgd{p
B 5 pile) ¢
V3 wz(e) wal*) V3
| " T "do
> (2| [ wrae| de=| [ weopdae| [2
d 4?1‘(&_'] w1(67) F
©2(5°) .
1 (10 1) N S @, (6%, )| d
=2\ %5) 06" — 1% P PReE
w1(d*)
02(87) %
s 32 f @, (6%, )| d
2 o-logl 5 0 (0%, )| dp
w1(d*)
fiir ein 6* € [4,/9]. SchlieBlich folgt mit
wz(d7) N -
: + iy i
0g 5 log §
w1(d*)
die Behauptung. q.e.d.

Bemerkung: Falls wir wg € B im Satz 3 wihlen, brauchen wir nur X €
CY(B\ {wo}) vorauszusetzen.

Satz 4. (Der klassische Stokessche Integralsatz mit singuliirem Rand)

1. Auf dem Rand der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe B seien ky € NU
{0} Punkte wy, = exp(ivs), k =1,.... ko, mit 0 < ) < ... < g, < 27
gegeben. Nehmen wir die Punkte wy, k = 1,..., ko, aus den Mengen B
und OB heraus, erhalten wir die Mengen B' bzw. dB'.

2. Weiter sei die injektive Abbildung

X(u,v) = (;1:1 ('IL,U),IQ(U,I'_-‘).,Ig(u-,b‘)) : B— R e CY(B"YnC"(B)

mit X, A X, # 0 fiir alle (u,v) € B' und endlichem Dirichletintegral
D(X) < +o0 gegeben. Bezeichnen wir mit
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X(p) =X (p"'”) 0 < ¢ < 2m,
die Einschrinkung von X auf 0B, so erhalten wir das Linienelement

d'o(p) =X (p)ldp, 0<@<2r, P& {p1, Pk}
Wir fordern, daf die Kurve X () endliche Linge hat, d.h. es gelte

kg—1 ¥k

L® =Y [ dae) <+,

k=0 P

wobei o = @y, — 2w gesetzt wurde.
3. Wir bezeichnen mit

V(”‘: T"} = |‘Y-u A JYt'l_lJYH A ‘Y,_. 7 (“‘1 ﬁ} € EJI:
den FEinheitsnormalenvektor und mit
&o(u,v) = | Xy A X,| dudv

das Oberflichenelement der Fliche X (u,v). Fir den Tangentialvektor an
die Randkurve schreiben wir

X

T(p) i= 2L
| X ")

4. Sei © D X(B) =: M eine offene Menge im R®, und sei das Vektorfeld
alx) = ((I-L(1-‘1.,.'153,:?,’3),(Lg(ﬂfl,Jfg,dig),ag(:lfl,.'ﬂg,:l?g)) € C'(O)NC*(M)

mit

// [rot a(X (u,v))| d®o(u,v) < +00
‘B
gegeben.

Dann gilt die Stokessche Identitiit

27

// {rot n.(X(n.., T))) - v(um}}tf)o'(w.m) = f {G(Y((p)) - T(np)}dln({p). (7)
B

0

Bemerkung: Ist die Fliche konform parametrisiert, d.h. gelten

|X,| =

Xy, Xu-Xy,=0 fiir alle (u,v) € B,

so ist die Bedingung D(X) < +o00 wegen
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D(X) = 2]/ d®o(u,v) =: 24(X)
B

dquivalent zur Endlichkeit des Flicheninhalts von X.

Beweis von Satz 4:

1.

Wir wollen den Stokesschen Integralsatz fiir Mannigfaltigkeiten anwenden.
Die Menge M := X (B) ist eine beschrinkte, orientierte, 2-dimensionale
C'-Mannigfaltigkeit im R® mit der Karte X (u,v) : B = M. Der reguliire
Rand OM := X(9B') erhilt durch die Abbildung X(¢), 0 < ¢ < 27,
eine Orientierung und hat wegen L(X) < +oc endliche Linge. Wir zeigen
zuniichst, daf der singulire Rand AM := X ({wy,...,wg,}) C M C R?
die Kapazitit Null hat.

. Sei w* € 9B ein singuldrer Punkt der Fliche, so fithren wir in der Umge-

bung von w* Polarkoordinaten ein:
w = w* + ge'?, 0<o<e", wi(o) <y <¢20)-

Zu vorgegebenem 1 > 0 gibt es nach dem Courant-Lebesgueschen Os-
zillationslemma ein & € (0, p*) mit folgender Eigenschaft: Sei Y (o, ¢) 1=
X(w* + 0e'?), 0 < p < p*, p1(p) < ¢ < pa(p), so gilt fiir mindestens ein
§* € [8,/0] die Ungleichung

2(67)
o 7D(X)
Y, (0", )| dp < 2 <. (8)

* log +

w1(6°)
Folglich gibt es Zahlen 0 < p; < 6 < g2 < p* mit der Eigenschaft

wa(o)
Yoo, 0)|dp < 2n  fiiralle o € [o1, 02]-

eile)

Wir betrachten nun die schwach monoton steigende Glittungsfunktion
Z(p) : [0,0"] — [0,1] € C*

mit

0.,0<p< 0
W)=, ..
(@) {I,QQSQSQ*

In einer Umgebung der Fliiche M konstruieren wir nun eine Funktion
X = x(z1,22,23) € C'(M)

mit
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Y(p) =xoY(0,9), 0<0< 0", ¢1(0) < ¢ < pa(0)-
Es folgt

Lp’(g) = inym‘.p, : YQ(Q! L!D)
= |[Vx(Y (2, 2)|Y,(0, )| cos Z( Vx(Y(e,9)),Y,(0,¢))

= |Vx(Y (2, 0))1Ye (2, )| sin £(Y, (e, 9), Yo (0, 9))-

Wir schliefien

// [V x| o (u,v)

wEBMNB+ (w~)
2" wolo)
<[| [ mxveonimilivlsn 23, v, de | de
0 wi(o)
( p2(0)

)
- [v@| [ mteolde|
0

\9’1(@) )
02 [ 20 \
= [v@| [ Wteolde| do< 2 [wide =2
g1 \gltg) ) .t_;i
fiir alle » > 0. Wir sehen so, daf der Randpunkt X (w*) € M Kapazitiit
Null hat. Folglich haben die endlich vielen Randpunkte X ({wy, ..., wy,})

die Kapagzitat Null.
. Wir betrachten nun die Pfaffsche Form

02

w = ay(x) dzy + az(z) dzs + az(z) dzs € CY(M) N CO(M),

/|dw| < // |1'ota.(X(u"u))|(12rr(1;.,'u) < 400
M B

erfiillt. Satz 1 aus §4 liefert mit

{/ {rota(x(u,y)) .V}dgo_

welche

= /dw - ] w= 7{::.(7(@)) T(p)} d'o(v)
M M 0

die Behauptung,. q.e.d.
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§6 Kurvenintegrale

Wir beginnen mit dem

Beispiel 1. (Gravitationspotential)

Seien ein Korper der Masse M > 0 und ein Kérper der Masse m > 0 mit
m < M gegeben (zum Beispiel das System Sonne-Erde). Nach der Gravitati-
onstheorie von Newton 148t sich die Bewegung in dem entstehenden Kraftfeld
durch das Newtonsche Potential

nl 3
F(:c):’ym;f, r=r(z) =\ 2} +a23+2%, xeR\{0},

beschreiben; dabei ist v > 0 die Gravitationskonstante. Fiir zwei Punkte P
und @ berechnen wir die Arbeit, die bei der Bewegung von P nach Q geleistet
wird, geméf}

W = F(Q) — F(P).

Aus dem Potential 148t sich durch Differentiation das Kraftfeld berechnen,
nédmlich

f@) = (@), fo(e), fs(2) = VF ()
m mM
=il T:I (z1,x2,23) = — -r: &

Wir verbinden damit die Pfaffsche Form

w = fi(x)dey + fo(x)des + fa(z) das

mM
3

= —7 (21 dzy + 22 dxy + 23 dT3).

Ist nun

X(t) : [a,b] — R’? \ {0} € C'([a, b))
ein beliebiger Weg mit X (a) = P und X (b) = @, so folgt

/w = j (F;,_.,:::’i(t) + Fpabh(t) + F;a:rrg(t)) dt
X a

b

- f% (F(X(t))) dt

a

= F(X(a)) - F(X(b)).

Somit ist das Integral nur von den Endpunkten und nicht vom Weg abhiingig.
Wir sprechen dann von einem konservativen Kraftfeld; Bewegungen entlang
geschlossener Kurven erfordern keine Energie.
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Wir wollen nun die Theorie der Kurvenintegrale entwickeln.

Definition 1. Seien 2 C R*, n > 2, ein Gebiet und P,Q € (2 zwei Punkte.
Dann definieren wir die Klasse C(£2, P, Q) der stiickweise stetig differenzier-
baren Wege in 2 von P nach Q gemif

C(2,P,Q) = {X(t) : [a,b] — 2 € C°([a,b]) :
—c<a<b<+4oo, X(a)=P, X(b) =0Q;
es gibt eine Zerlegqunga =t <t < ... <ty =0b, so daff
X oy € O (tistina], @) fir i =0,...,N =1 gilt }

[ti.tig1

Mit

¢() = | J ¢(@,BP)
PeR

erhalten wir die Menge der geschlossenen Wege in (2. Falls X(t) = P, a <
t < b, gilt, so sprechen wir von einer Punkthurve.

Bemerkung: Insbesondere sind in C(£2, P,Q) die Polygonziige von P nach )
enthalten.

Definition 2. Seien

n

W= Zf.,-(:r:) dz;, T €M,

=1

eine stetige Pfaffsche Form in dem Gebiet 2 und X € C(£2,P,Q) ein stiick-
weise stetig differenzierbarer Weg zwischen den Punkten P, Q) € 2. Mit

XU = ‘¥|Efj-f-j+ll € Cl([tj°tj+1])v J=0,....,N -1,

setzen wir

N-1 N-1 b4l g,
Xfw = Jgo,(r/; w= ; ! ;fu‘(ﬁ(f))xs(f)d’f

fiir das Wegintegral von w iiber X.
Definition 3. Sei ,
w:fo(I}diEh T € 12,

i=1
eine stetige Pfaffsche Form im Gebiet 2 C R". Wir nennen dann F(zx) €
CY(12) eine Stammfunktion von w, falls

dF = w in 2
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bzw.
F,.(z) = fi(z) fir e wund i=1,...,n

gilt. Falls w eine Stammfunktion besitzt, sprechen wir von einer evakten Pfaff-
schen Form.

Satz 1. (Erster Hauptsatz {iber Kurvenintegrale)

Seien 2 C R" ein Gebiet und w eine stetige Pfaffsche Form in (2. Genau
dann besitzt w eine Stammfunktion F' in (2, wenn fiir jede geschlossene Kurve
X € C(2, P, P) mit einem P € (2 die Identitit

/w:[}

X

richtig ist. In diesem Folle erhalten wir eine Stammfunktion wie folgt: Fiir
ein festes P € 2 und ein beliebiges Q) € 2 gilt

F(Q) = '}‘—f—/w, Y eC(n,PQ),

¥
wobei v € R eine Konstante ist.
Beweis:

1. w besitzt eine Stammfunktion F, das heifit
w=Y_ fi(z)dz; =Y _ Fy(x)ds;, z€ Q.
i=1 i=1

Seien nun X € C(£2, P, P) mit P € {2 sowie
XU) = ‘Yi[fjJ-j-e—l] € cl([rj-t_?"rl])! j = U? SLER N - 1:

gegeben. Dann folgt

N-1 N-1 by
/w = / w=Y, / (ZF;{.,. (X(t))m:._(r) n'.t)
X =0 ¥ i=0 {; \i=l
N—1 it N-1
=3 EF(Y{?)) #=Y {F(,Y(tj+1')) - F(X(t_,-))}
J=0 Jj=0

= F(X(tw)) - F(X(t)) = F(P) - F(P) =0.
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2. Nun sei

/w =0 fiiralle X € C(2,P,P) mit Pef
X

erfiillt. Zu festem P € 2 und beliebigem @ € 2 wiihlen wir einen Weg
XeC(,P.Q)

und erkliren

F(@) = / w.
X
Wir haben die Unabhiingigkeit dieser Definition von der Auswahl der Kur-
ve X zu zeigen. Sei also
Y eCl2,PQ)

eine weitere Kurve, so miissen wir

f W= / w

X Y
nachweisen. Zu X : [a,b] - R* und Y : [e,d] — R" betrachten wir die
Kurve

X(t),t € la,b
Z(t) =1{ . e .
Y(b+d—t),te[bb+d—c|

Offensichtlich gilt Z € C(2, P, P), und es folgt

[
Jo=[o

X L

also

3. SchlieBlich haben wir noch
Fx‘(Q):f\c(Q)s '?::1.,...,'."1:
zu zeigen. Hierzu gehen wir bei festem i € {1,...,n} von Q zu

Q=0 +eey; e =005 1 500030),

auf dem Weg
l'(t) = [0~ E] — R, IF(T) — Q + te;.



h8 I Differentiation und Integration auf Mannigfaltigkeiten
Nun ist
F(Q) = FQ+F(Q) - FQ=FQ+ [w
Y

= F(Q)+ / }: £i(Y () wi(e) e

0
= F(Q)+ f £(Q + tes) dt,
0

und wir erhalten schlieBlich

d d _
EF|Q= ZF(@),oo= i@, i=1...m,
weshalb die Behauptung folgt. sl

Sei nun .
W= Z f,j (J‘) d.']’,’;
i=1

eine exakte Differentialform der Klasse C'1(£2) in einem Gebiet 2 C R". Dann
gibt es eine Funktion F(z) : 2 — R € C*(Q2) mit der Eigenschaft

dF =w bzw. fi(z) = Fp,(2).

Es folgt dann

mn n
dw=dF=dY_ Fydzi= Y Fugz,dejNdz; =0,
i=1 i,j=1
da die Matrix (Fy 4, )i j=1.....,n Symmetrisch ist.

Definition 4. Eine m-Form w € CY(£2) in einem Gebiet 2 C R" heifit ge-
schlossen, falls dw =0 in 2 gilt.

Bemerkung: Die Pfaffsche Form

w=zn: fi(z) dz;, T € 12,

i=1

ist genau dann geschlossen, wenn die Matrix
ofi(w)
Ox;

Nach obigen Uberlegungen ist also eine exakte Pfaffsche Form stets geschlos-
sen. Wir wollen nun der Frage nachgehen, unter welchen Bedingungen eine
geschlossene Pfaffsche Form exakt ist, also eine Stammfunktion besitzt.

symmetrisch ist.
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Beispiel 2. Betrachte im R? \ {0,0} die Pfaffsche Form

_y - €T

w=———dr-+ dy, a® +y* > 0.
2 +1° 2 +2 0 y

Diese 1-Form ist geschlossen, denn es gelten

d ( ~y ) B ki ) i i

ay\22+y2) (22 + y?)? T (a2 +y2)?

sowie

d T 4y —a(22) y-a?
oz \22+92) ~ (2+y2)2 (@ +2

und somit

_ 0 -y __ .0 T 2 _
dw = 8_gr (:::9 +y2) dy A dr + Bz ($3+y2) de Ndy = 0.

Betrachten wir nun die Kurve

X(t) := (cost,sint), 0<t<2nm,

so berechnen wir

27
/w = / ( — sin t(—sint) + cost cos t‘.) dt = 27.
X 0

Nach Satz 1 existiert keine Stammfunktion zu w in R? \ {0, 0}, die Differenti-

alform ist dort also nicht exakt.

Das Nichtverschwinden des Kurvenintegrals liegt darin begriindet, dafi die

Kurve X in R? \ {0,0} nicht auf eine Punktkurve zusammenziehbar ist.
Definition 5. Sei 2 C R" ein Gebiet. Zwei geschlossene Kurven
X(t) : [a,b) — 2, Y(t) : [a,b] — £, X, Y e C(02),
heiflen homotop in 12, falls es eine Abbildung
Z(t,s) : [a,b] x [0,1] — 2 € C°([a,]] x [0,1],R")
mit den Eigenschaften
Z(a,s) = Z(b, s) fiir alle s € [0,1]

soiie

Z(t,0)=X(t), Z(t,1)=Y() fiir alle t € [a,b)

qibt.
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Satz 2. (Zweiter Hauptsatz iiber Kurvenintegrale)
Sei 2 C R" ein Gebiet, in dem die beiden geschlossenen Kurven X.,Y € C(f2)
zueinander homotop sind. Schliefilich sei

L}
w= Z filz) da;, x € 12,
i=1
eine geschlossene Pfaffsche Form der Klasse C1(£2). Dann gilt
[o- [
X Y
Zum Beweis benotigen wir den folgenden

Hilfssatz 1. (Kurvenglittung)
Set
X(t) : [a,0] — R" € C(2)

eine geschlossene Kurve, die wir mittels
X(t+ k(b — a.)) = X(@t), teR keZ,
periodisch auf ganz R mit der Periode (b — a) fortsetzen. Weiter sei
x(t) € C5°((=1,+1),[0,00))
eine Glittungsfunktion mit den Eigenschaften

X(~t) = x(t)  firalle € (~1,1)

sowie
+1
/x(t) dt =1
-1
Setzen wir
1 T=1
Xit,£(7) :=gx( 5 ), TeR,
so erhalten wir als geglittete Funktion
+o00 +oo
= . 1 T—1
X)) = [ X(xee(r)dr= [ X(7)-x|——) dr,
—_x =00

welche wiederum die Periode (b — a) hat. Es gilt dann

:lir{;}1+ Xo(t)=X(1) gleichmdpig auf [a,b].
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Weiter gehirt X=(t) zur Klasse C°°(R), und wir erhalten die Abschitzung

:r X=(t) ‘ <C fiir alle t € [a,b], 0<ez<eg,

mit einer Konstanten C' > 0 und einem hinreichend kleinen =zq. Fiir alle
kompakten Teilmengen

e (t(]:t]) U (tljtg) ... (t;\,'_]_}tj\.’) = (f}.:b)
gilt

d

n Xo(t) — X'(1) fiir e —= 0+ gleichmifig in T.

Beweis: Wie in § 1, Hilfssatz 2, zeigt man
XE(t) — X (1) fiir alle ¢ € [a,b] gleichmiBig fiir £ — 0+.

Da X stiickweise differenzierbar und stetig ist, folgt durch partielle Integration

+o0 +oo

d d d

Fx0= [ xOFumar= [ x0)(-5xen) ar
s =
[ X dr

Somit erhalten wir

H_Ya | / | X' (T)|xte(r)dr < C f Xt.e(T)dr = fiir alle t € R,
r

da | X'(7)| € C auf R gilt. Schlieflich folgt wiederum wie in § 1, Hilfssatz 2

gl_l)l’gl_l_ E X(t)=X'(z) gleichméBigin T C (fo, 1) U...U (tn-1,tn)

was zU zeigen war. q.e.d.
Wir kommen nun zum
Beweis von Satz 2:

1. Seien X,Y € C(£2) zwei zueinander homotope, geschlossene Kurven. Dann
gibt es eine stetige Funktion

Z(t,5) : [a,b] x [0,1] — 2 € C°([a, ] x [0, 1], R*)

mit den Eigenschaften
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Z(a,s) = Z(b,s) fiir alle s € [0,1]
sowie
Z(t,0)=X(t), Z(,1)=Y(1) fiir alle ¢ € [a,b].
Wir setzen Z auf das Rechteck [a, b] x [—2, 3]

fort zu 5
X(t), (t,8) € [a,b] x [-2,0] o e Q
B(t,s) := < Z(t,s), (t,8) € [a,b] x[0,1] . 1 Z0t.8) ;
Y (), (.5) € [a,b] x [1,3] f’i_ __X@) b
Mittels

!P(t + k(b —a), s) = &(t, s) fir teR, s€[-2,3] und keZ

setzen wir die Funktion auf den Streifen R x [—2, 3] fort zu einer stetigen,
in der ersten Variablen periodischen Funktion mit der Periode (b — a).
2. In dem Quader @) := [a,b] x [-1,2] betrachten wir die Funktion

+oo oo

& (u,v) == [ / D(E, ) Xu.e(E)xv.=(n) dedn fiir alle 0<e<1.

—o0 —oo
Nun ist $° € C*°(Q) erfiillt, und es gilt

& (u,v) — P(u,v) fir e =0 gleichmifigin [a,b] x [-1,2].
Somit folgt °(Q) C 2, 0 < £ < 9. Weiter ist
&* (u + k(b — a),-u) = ¢ (u,v) firalle (u,v) € Rx[-1,2], k€2,

erfiillt, und fiir a < u < b haben wir
4o 4o

/' /45(6-.n)xu,f(é)x—l.e(n)dgdq

—00 =)

&° (u, —1)

+oo +oo

/ X&) Xue(E)x-1,:(n) dédn

-0 —0D0

+oo

j X (E)xucl€) dE = X*(w),

—00

und ebenso
&°(u,2) = Y*(u), a<u<b.
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3. Mit dem Stokesschen Integralsatz fiir den Quader ) erhalten wir fiir alle
D<e<egg

/w—/w:fw¢e=/d(w¢c)=](d:u)¢« = (.
X= Y oQ Q Q
Fiir fiir £ = 0+ liefert Hilfssatz 1 mit
0= lim /w—/w :/w—/w
=04
Xe Ye X Y
die Behauptung,. q.e.d

Definition 6. Seien das Gebiet {2 C R" sowie die Punkte P, Q) € {2 gegeben.
Zwet Kurven
X(),Y(t) : [a,b] — N €C(2,P,Q)

heiflen homotop in (2 mit festem Anfangspunkt P und Endpunkt Q, falls es
eine stetige Abbildung

Z(t,s) : [a,b] x [0,1] — 12
mit den folgenden Eigenschaften gibt:
Zla,s) =P, Z(bs)=0Q fiir alle s € [0,1]

sowie
Z(t,0)=X(t), Z@&1)=Y(1) fiir alle t € [a,b].

Wir erhalten nun leicht aus Satz 2 den

Satz 3. Seien {2 C R" ein Gebiet und P, () € {2 zwei beliebige Punkte. Weiter
seten die zueinander homotopen Kurven X (t),Y (t) € C(02, P,Q) mit festem
Anfangs- und Endpunkt gegeben. Schliefllich sei

T
w= Z fi(z) dx;, x € 2,
i=1
eine geschlossene Pfaffsche Form der Klasse Ct(2). Dann gilt
o i
X Y

Beweis: Wir betrachten die folgende Homotopie geschlossener Kurven in (2 :

d(t,s) : [a,2b—a] x [0,1] — 2
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mit

e X(t),a<t<b
4= Z2@b—t,8),b<t<W—a "

Wir beachten
X(t),a<t<b

@&(t,0) = .
&0 {X(%—t),bgtg%—a

Hierbei wird die Kurve X von P nach () und dann zuriick von @) nach P
durchlaufen; es folgt also
/ w = 0.

&(-.0)

@(til)z{ X(t),a<t<b

Weiter gilt

Y(2b—t),b<t<2b—a

Hier wird zunéichst die Kurve X von P nach () durchlaufen, anschliefiend die
Kurve Y von () nach P. Satz 2 liefert nun

o= [w= [ w:xfu,-_y/w.

2(:,0) 2(-.1) q.e.d.

Besonders einfach wird das Studium von Kurvenintegralen in folgenden Ge-
bieten.

Definition 7. Ein Gebiet 2 C R" heifit einfach zusammenhingend, falls jede
ge schlossene Kurve X (t) € C(£2) homotop zu einer Punktkurve in (2 ist, jede
geschlossene Kurve sich also auf einen Punkt zusammenziehen lift.

Der Kreisring ist ein einfaches Beispiel fiir ein nicht einfach zusammenhiingen-
des Gebiet. In einer Kreisscheibe (ohne Locher) ist jede geschlossene Kurve
X (t) homotop zu einer Punktkurve

Y(t) =P,
also ist sie einfach zusammenhingend.

Satz 4. (Kurvenintegrale in einfach zusammenhingenden Gebieten)
Seien 2 C R" ein einfach zusammenhingendes Gebiel und

T
W= Zf;(;;:) da;, x € (2,
i=1

eine Pfaffsche Form der Klasse C'(12). Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

1. w ist eine exakte Pfaffsche Form, besitzt also eine Stammjfunktion F.
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2. Fiir alle X € C(£2, P, P) mit einem P € 12 gilt

fwz(].

X

3. w ist eine geschlossene Pfaffsche Form, d.h. es gilt

dw =10 in {2

2 )
(8!"_;( ) i,j=1,...,n

ist symmetrisch fiir alle © € (2.

bzw. die Matriz

Beweis: Nach dem ersten Hauptsatz iiber Kurvenintegrale gilt die Aquivalenz
»1. < 2.4, Die Aussage ,1. = 3." ergeben die Uberlegungen vor der Definition
4. Wir haben nur noch die Richtung ,,3. = 2.“ zu zeigen. Sei dazu

X(t) € C(2, P, P)

eine geschlossene Kurve, so ist diese Kurve X nach Voraussetzung an das
Gebiet 2 homotop zu einer Punktkurve

Y(i) =P, a<t<hbh.

Anwendung von Satz 2 liefert uns schliefilich

/w = /w = [b zn:f (Y(t))y;_(t) dt =0,
X y a =1

woraus der Satz folgt. g.e.d.

Bemerkung: Im R® besagt die Bedingung3 aus Satz 4, dafl das Vektorfeld
1@ = (@), @), fol@), e,
wirbelfrei ist, d.h. es gilt
rot f(x) =0 in £

Nach Satz4 existiert in einem einfach zusammenhiingenden Gebiet 2 C R?
also eine Stammfunktion F' : 2 — R € C?(f2) mit der Eigenschaft

VF(z) = f(z), w€Q.
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§7 Das Poincarésche Lemma

Eine Ubertragung der Theorie der Kurvenintegrale auf die héherdimensionale
Situation der Oberflichenintegrale wurde insbesondere von de Rham durch-
gefiihrt (vgl. G. de Rham, Varietés differentiables, Hermann, Paris 1955).
Wir verweisen in diesem Zusammenhang auch auf Paragraph 20 im Lehr-
buch von H. Holmann und H. Rummler, Alternierende Differentialformen, BI-
Wissenschaftsverlag, 2. Auflage, 1981.

Wir werden Stammfunktionen beliebiger m-Formen konstruieren, welche Vek-
torpotentialen entsprechen, allerdings nur in sogenannten ,zusammenziehba-
ren“ Gebieten. Hierzu benétigen wir den Stokesschen Integralsatz nicht!

Definition 1. Eine stetige m-Form, 1 < m < n, in einer offenen Menge
RCcR*. neN,

W= Z Gy, g (B ATy Noos aNlliTigy z € {2,

1<ii<...<im<n

heifit exakt, wenn es eine (m — 1)-Form

= Z Diyi g (@) dzgy Ao Ndzy x € 2,

1<i <. Cim—1 <R
der Klasse C'(£2) gibt mit der Eigenschaft
dA=w i (2.
Satz 1. Eine exakte Differentialform w € C(12) ist geschlossen.
Beweis: Wir berechnen
dw = d(d)) = d X dbi, . i, (@) Adxiy, A...ANdzi,,_,

1<ii<o.<im—1<n

- S (ddb.,-l,_,im_l (:r.)) Adzi A...Adzi_, = 0,
1<ty <. .15

woraus die Behauptung folgt. q.e.d.

Wir wollen nun eine Bedingung an das Gebiet (2 formulieren, die hinreichend
dafiir ist, daf} eine geschlossene Differentialform exakt ist.

Definition 2. Sei 2 C R" ein Gebiet mit dem zugehirigen Zylinder
2:=0x [0.1] € B>,

Weiter gebe es ein xq € (2 und eine Abbildung
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F=F(x,t) = (f1 (:;':1._...,J:,,_,t},...,fn(.'r:l,...,:n,,_,t)) 00— 0

der Klasse Cg(ﬁ, R"), so daff folgendes gilt:
F(z,0) =29, F(z,1)==x fiir alle x € 2.
Dann nennen wir das Gebiet 2 (auf den Punkt xg) zusammenziehbar.

Bemerkungen:

1. Sei das Gebiet 2 sternfirmig beziiglich einem Punkt xzq € 2, d.h.
(tz + (1 —t)m) € 12 fir alle t€[0,1], x€ (.
Dann ist {2 zusammenziehbar mit der Kontraktionsabbildung

F(z,t) =tz + (1 — t)xg, xr€ N, tel01].
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. Jedes zusammenziehbare Gebiet 2 C R" ist auch einfach zusammenhin-
gend. Ist niimlich X(s), 0 < s < 1, mit X(0) = X(1) eine geschlossene
Kurve in {2, so ist sie auf den Punkt zy zusammenziehbar vermittels

Y(s,t) = F(X(s),t), 0<s<1l, 0<t<l1.

In einem zusammenziehbaren Gebiet kann die Kontraktion einer beliebi-
gen Kurve X (s) also durch die gemeinsame Abbildung I' durchgefiihrt
werden. Die Zusammenzichung ist somit in gewissem Sinne unabhiingig
von der Auswahl der Kurve X!

. Wir kénnen folgende Kette von Implikationen fiir Gebiete im R" aufstel-
len:

konvex = sternformig
— zusammenziehbar

— einfach zusammenhéngend.

Auf dem Zylinder 2 betrachten wir mun die I-Form

vz, t) == Z Ciy,.5 (2, 8) Aty A oo Ady,

1<iy<..<ij<n

der Klasse C'(2). Wir verwenden die Abkiirzung % = " fiir die zeitliche
Ableitung und erkléren

Y(x,t) == Z Gyl t) deg, A ... Ndzg,.

1<ii<...<i;<n

Weiter setzen wir

1 1
j“{(m,t) dt := Z /c;lmi,(:r:,t) dt | dxi, A... Adz;,.
0

1<ir <. <iign \})
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Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung gilt nun
ll
[ et dt = 3(,1) = 4(2,0) &)
0

Fiir eine Funktion g(z,t) : 2 + R € () berechnen wir die fuBere Ablei-
tung zu

dg = Z —d.r;\ + gz, t)dt =:dyg + gdt.
Wir erhalten somit
dy =d,y+dt A7,
wenn wir
deyi= Y (detii(@8)) Adei, A Ada,
1<in<...<i<n

setzen. SchlieBlich wollen wir die Identitit

1 1

/ vz, t)dt | = / (fm(.x,r)) dt (2)

0 0

beweisen. Dazu berechnen wir

1

d / v(z, 1) dt

0

1
= Z Z 3 / (z.t)dt | dx; Adx;, A ... A day,
Tﬁ
0

1<iy<...<i<n i=1

i r 1) dt d; €T £y
Z Z /811(“_”{{3‘,?) ephdey N Ndsg

1<t <. <i<n i=1
1
= /{ (28 ¢, __,;,(;r,t)dzci) Adxg Ao Adzg, p dE
l“(u{ irsn =1
=/( (s T)
0

Satz 2. (Das Poincarésche Lemma)
Seien 2 C R ein zusammenziehbares Gebiet und 1 < m < n. Dann ist jede
geschlossene m- Form w in (2 exakt.
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Beweis (A.Weil):
1. Da (2 zusammenziehbar ist, gibt es eine Abbildung
F=F(x,t) : 72— NeCN)

mit
F(z,0) =x0, F(z,1)=2x fiir alle = € (2.

Wir betrachten auf 2 = 2 x [0,1] die transformierte Differentialform
@z, t) == wo F(a,t)

= Z Qiy..i, (F(2,8) dfiy ... Adfs,

I€ii<...<im <N

= Y thin(F@0)dofi, Ao Adyfi, +dt Awa(z,?)
1€ii<...<im<n

= wy + dt A ws.
Dabei haben wir
dfi, = da fi, + fi, dt fir k=1,...,m

benutzt. Die Differentialformen wy (z,#) und ws(x,#) sind unabhiingig von
dt und haben den Grad m bzw. (m — 1). Weiter gelten

wi(z,0) =0 und w(a,1)=w(x).
2. Wir berechnen
0= (dw)o F =d(wo F)=d&
= dwy +d(dt Aws) = dypwy +dt Ay — dE A dws
= dpwy +dt Awy — dt A (dypws + dt A wa)
= dywi + dt A (1 — dyws).

Somit folgt
L;Jl = dmwg. (3)

3. Wir erkliren nun die (m — 1)-Form

1

A= /wg(a:,t) dt.

1]

Mit Hilfe der Identitéiten (1), (2) sowie (3) berechnen wir
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L 1
dA:/(d; df /wl o, t)dt = wy(z,1) — wi(2,0) = w(z),
0 0
womit alles gezeigt ist. giod.

Beispiel 1. In einem sternformigen Gebiet 2 C R? sei das quellenfreie Vektor-
feld
b(z) = (bl(:z:}:bg(:n},bg(:z)) 0 — R € CY(Q,R)

mit,

divb(z) =0
gegeben. Dann ist die zugehérige 2-Form
w = by (x)drs Adrs + ba(x) drs A dxy + bz(x) day A dao
geschlossen. Nach Satz 2 gibt es eine Pfaffsche Form
A = ay () dzy + as(x) dos + az(x) deg € C%(0)

mit dA = w. Wie wir in § 3 ausgerechnet haben, bedeutet das fiir das Vektorfeld
a(z) = (a1 (x), as(x), as (), dad

rota(x) = b(z) fiir alle =z € 2

erfiillt ist. Wir haben also fiir das quellenfreie Vektorfeld b(x) ein Vektorpo-
tential a(z) gefunden.

88 Die Coableitung und der Laplace-Beltrami-Operator

In diesem Abschnitt wollen wir ein Skalarprodukt fiir Differentialformen
einfithren. Wir betrachten den

R* = {E:(Tl,...,fn) : T € R, i:l,...?n}

und eine darin enthaltene offene Teilmenge @ C R". Weiter seien auf @ zwei
stetige m- Formen gegeben, némlich

W= Z @, i, (F)dz;, A...NdT; TEO,

1<i <. Cim <
sowie

B:= Y., L@@ ho A, TEO.

1<ig<. .. <im<n

Wir erkliren wie folgt ein Skalarprodukt zwischen den m-Formen @ und 3 :
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@Blmi= Y,  FBaide® by m=0l...m (1)

1<i1 <. <0

Das Skalarprodukt ordnet also zwei m-Formen eine 0-Form zu. Es ist eine
symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum der m-Formen.

Wir betrachten nun die Parametertransformation
T = 6(z) = (Qil(.rl,...::I:n},...,@.n(:rl,....,:nn)) ‘R —0eC(n)
auf der offenen Menge 2 C R". Die Abbildung ¢ erfiillt
Jo(x) = det (a@(m)) £0 firalle ze Q. 2)
Wir setzen
g(z) = (‘;rqr,(.-r.))2 = det (aqsu«.)* 08515(:1:)), z €.
Der Transformation ¥ = @(x) ist in natiirlicher Weise die Volumenform

w=/glz)dzy A ... Adzy, x € 2, (3)

zugeordnet. Die m-Formen @ und J transformieren sich in die m- Formen

& =y = Y Ghin (@(;c)) dd; (z) A ... A dd; (z)

1€ii<...<im<n

=; Z By odn (@) dE Boeow AR,

1<iy < < im <

bzw.

Bi=B, S i (P@)) dBi, (2) A Ad;,, (2)

1<i <o i S

=% Z by i (@) dey A .. Adz; .

1< <. <t <

Wir wollen nun ein Skalarprodukt (a, 3),, zwischen den transformierten m-
Formen a und /3 so definieren, daf} folgendes gilt:

(@ B)m (@) = @ B)m (@(:c)), z €. (4)

Fiir Differentialformen der Ordnungen 0, 1,n — 1, n werden wir das Skalarpro-
dukt in einfacher Weise darstellen.
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1. Sei m = 0. Wir betrachten die 0-Formen
a=a(T), B=D0bx).

Dann ist

Setzen wir
(0, B)o (@) = a(2)b(x),

so erhalten wir
(0, B)o(x) = a(e)b(z) = a((x)) b(2())
= (a,mo(qﬁ(x)), z€ .
2. Sei m = n. Wir betrachten die n-Formen
@=a@)dT, A...NdTp, B=0bF)dz A...A\dT,.
Wir berechnen

s = a(gﬁ(:n)) A, A ... Add,
— a(o() (Z = d) | (z oy,

ﬁ(@(;{:).fq,(:r.)) dzi A... Adzy.

Wir haben also
a(z) = H(@(d:)) Jo(@), blz) = ﬁ(@(a:)).ﬂp(:r), €.
Setzen wir nun

1
a, B)n(x) ;= — a(z)b(x), xe 2,
(@ B)n(e) = — s a@@), v e

wobei g(z) = (J(p(&?))- gilt, so folgt

(mWWM=E;%?E@@thﬁ@@0hw)
olr

- ﬁ(@(m)) 5(9‘5(:5)) @,B)n (@(ﬂf)) :
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3. Sei m = 1. Wir betrachten die Pfaffschen Formen
n n
a=Y a@)ds, B=) b(T)ds
i=1 i=1

und berechnen

Damit erhalten wir

o= = Zaj Jdz; mit ailE) = Zﬁ, ('ﬁ(r )gf
i=1

;e:qu:ij(;r,)dmj mit b(i)—Zb( )a;rj

=1
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wobei j = 1,...,n. Fiir die Funktionalmatriz fiihren wir die Abkiirzung

F(z):= 645‘ («) " T € £,
dx; o

ein. Die Vektoren
a(z) = (al(ar), .‘.,a.?,(.-z:)). a(x) = (El (T), .‘.._E?,_(E))

und

b(z) = (bl(:r:),...,b,, (:r:)), Blz) = (bl( 3 bu(r))
geniigen dann den Transformationsgesetzen
a(z) = E(tﬁ(:n)) o F(z), blz)= E(qﬁ(m)) o F(z),

bzw.

a(z) o F~Y(z) = a(qﬁ(x)) . b@)oFl(z) = E(rp(x)) .

Wir erkliéiren die Transformationsmatriz
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G(z) = (g,jj(.’r.')) = F(z)! o F(2)

i,j=1,....n

mit der inversen Matrix

6'(@) = (¢%(x)) =F ()0 (F'(z))

i,J=1,....,n

3

Offenbar gelten
n
ZQU(J)Q‘;R(-L):(Si i‘ek:l-.--'\”a
J=l1

und
]

glx) = (J:p(.‘l.')) = det G(z).
Wir setzen nun

(. B)1(2) = Y g% (x)ai(x)b;().

$.4=1

Dann folgt
(. B)1(2) = a(z) 0 G~ (@) o (b(a))

= ?E(@(:r)) oF(z)o F ' (x)o (F‘"(::r))t o (F(:z:))t o (5(@5(13)})!

= (@B)1 (2(2)).
4. Sei m = n — 1. Wir erkliiren die (n — 1)-Formen
gj_ A= (—1)?:_1 dzy A ... ANdT;_ ANdTiq A ... NdT,
fiir 1 < i < n und betrachten die (n — 1)-Formen
n
a=Y w@b; B=>) u@¥:
i=1 i=1
Wir vereinbaren, durch ~ das Weglassen eines Faktors anzudeuten. Mit
QJ- — (—l)j_l d.'j’:l e Ad.'.ﬂj._J /\d:l:j+l PRI 1 d:[f”

fiir j = 1,...,n berechnen wir
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mn

[t:ﬁ;p: Ei J£ -1 = 1/\.../\ i'—l/\ i—!—l/\---/\ n
&b(z))(—-1)1do dd d® dd

-3 (o) - ( gid) ( 3 s d)

=1 Jji1=1 fi—1=1 ‘li—1
n '3 % T
g, s d"'?'._'.ix+1 PR 4 g dil‘“,n
jit1=1 Liits e e
- e OB, Biye e, P)
. = ; _1yi—1 ? » ¥4 v
= 2 1 (@(‘-C))( 1) J_ZI 6(:}1,'_17 ".!"'Ff‘j-.---;rn,)

sl Ao NAEG Ao Ada,

- Z (Zﬁ\i(@(x))(_l)”—'jg((il,”l?@h-”’@w)) 8_; —. Zilg(-B)GJ i
i=1 &

=1 Rt ? n) pme

Entsprechend erkldren wir b;(x), j = 1,...,n. Nun gilt fiir die Matrix der
Adjunkten von F'(z), ndmlich

8(@51,-.-,45111---:@:1))

a(arl!"‘sj}jw"!w?b)

E(z) := ((—1)*’+J’

i,9=1 n

-----

die Gleichung

-1

bzw.
E(z) = Jm)(ﬂa;)‘)_ : (5)
Seien " "
as=a=)Y aj@)b;, Bs=pB=) bi(@)f;
j=1

ji=1

die transformierten (n — 1)-Formen, so gilt fiir die Koeflizientenvektoren

a(z) = (al(;zr ,.‘.,a.,,(.r:)), a(x) = (m(f),....ﬁ,,(ﬁ))

bzw.
b(z) = (bl(x),...,bn(a:)), Bble) = (Bl(f),...,ﬁn(a))

das Transformationsgesetz
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a(z) = a(@(:,c)) o E(z) = Jgs(:?:)ﬁ(@(w_)) 0 (F(:::)’) ,
b(z) = 5(@(3’)) o E(z) = Jq:.(m)g(@(:r)) o (F(z)‘) _1.

Wir setzen jetzt als Skalarprodukt

n

; 1 b (-
(@ B)n-1(2) = s j; gij()a;(2)b;(z).
Dann folgt schliefilich
1 t
o, Bln-1(x) = ————=a(x) o G(z) o [ b(x
(e, B)n-1 () e} a(x) 0 G(z) o (b() )
= ﬁ(@(z)) 0 (F(:c)‘)_l o F(z)! o F(z) o (F(z)) e (E(@(x)))"
= a(2(@)) o (6(8()) = @ Bur (2(2).
In der Menge der Differentialformen fithren wir nun eine weitere Operation

ein.

Definition 1. Fir k € K := {0,1,n — 1,n} ordnen wir jeder k-Form « ihre
duale (n — k)-Form *x« wie folgt zu:

1. Seien k = 0, @ = a(x). Dann setzen wir
= a(r)w,

wobei
w=+v/g(z)dz1 A... Adz,
die Volumenform bedeutet (vgl. (3)).
2. Seien k =1 und

n
o= Z a;(x) dx;.
=1

Dann setzen wir

xq =/ g(x) Z ( . gij(w)aj(a:}) B;.
i=1

i=1

3. Seien k =n—1 und
o= Z a;(x)6;.
i=1

Dann setzen wir
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rar= \/g(_r > (L oeusto | a.

4. Seten k = n, a = a(x)w. Dann ist
*a = a(x).

Wir geben nun einige Eigenschaften des -Operators an.

1. Der »-Operator ist ein linearer Operator vom Vektorraum der k-Formen
in den Vektorraum der (n — k)-Formen. Er ist eine Involution, d.h.es gilt

xxa = (=1)krklgy

fiir alle k-Formen o« mit k € K.
2. Fiir die k-Form a und die (n — k)-Form 3 gilt

((-": *3)5 — (*(I, 3)1?—!-'-(_1)“'.“_&}1 ke K.

Wir beweisen diese Behauptung fiir alle k € K:
a) Seien k = 0, a = a(z), B = b(z)w, ¥8 = b(z), *a = a(x)w. Dann
erhalten wir

(a, %8)o = a(z)b(x) = a(x)b(r)(w,w), = (a(z)w, b(x)w), = (xa, 3), .

b) Seien k& = n, a eine n-Form, 8 eine 0-Form. Wir berechnen mit Hilfe
von Eigenschaft 1 und (a)

(@, *8)n = (x(xa), *B8)n = (xa, *(x8))o = (+a, B)o -

c) Sei k = 1. Wir betrachten die Formen

i

a=Y"ai(zx)de;, B= Zb ()6;.

i=1

Dann erhalten wir

(88 = T 3 H(aiaue) (Z gjk(af)m-(w))
k=1

9("'5') ij=1

()t

A = 1 () g0 ()b (

(__1):1—1
=— i(x wbe(
T 5 (;0 o )

(\/IL Za (2)b;(
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sowie

(*aeﬁ)n—l - y(;r) Z gij(:r) (

k=1

g*'"(wm(w)) bj(z)

ij=1

= 1,.} 3 bj(x)(

ij=1 k=1

gii(z)g™ (ﬂ*)ak(r))

1 n

== > bi(e) (Sar(@))
1

Jik=1

T

= a;(x)b;(x).
— D alb(a)

j

Hieraus folgt (o, x8); = (=1)" ' (xa, B)n_1.
d) Es verbleibt k = n — 1. Fiir die (n — 1)-Form « und die 1-Form £
ermitteln wir mit Hilfe von Eigenschaft1 und (c)
(@, *B)n—1 = (=1)" 7 (*(*), #B)n—1
= (xa, s(xB))1 = (~1)"(xax, B); -

3. Fiir zwei k-Formen a und S mit k£ € K gilt

(*U:J *.B)n—k — (_I)kt”_k} (*(*(}:), ﬂ)k

= (-9 (2, Bk = (0, Bk

Somit ist der *-Operator eine Isometrie.
4. Fiir zwei k-Formen « und J gilt die Identitét

a A (x8) = (-1)*"" 8 (xa) A B = (a, B)rw, keK.
Zum Beweis geniigt es, die Identiit
aA (x8) = (a, B)rw (6)
zu zeigen. Dann folgt némlich fiir die (n — k)-Form xa und die k-Form 3
(—1)¥" =B (xa) A B = B A (xa) = (B,)rw = (o, f)rw = a A (x3) .
a) Seien k =0, a = a(z), 8 = b(x), 3 = b(x)w. Es folgt

a A (#8) = a(z)b(z)w = (a, B)ow.
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b) Seien k =1, sowie

a= Z a;(x)dz;, B= Z bi(x) dx;
i=1 i=1
und

= Vi@ 3. (Zg“(x)bj(x)) ’
i=1 \j=l1

Wir berechnen

A(xB) = V/9(@) (Z g (@)ai(a)b; (a:)) day A.... Adzy = (o, f)1.

i,7=1

¢) Fir k=n—1 und

n

a=Y afz)l, B= ibi(w)&;
i=1

=1

sowie

n—1 7
#3 = \/]L;;)(—.L) ‘ (Zgu( r)b; I)) da;

folgt

aA(x5) = (Zl: a.,-(.'.f;)f},') A ((\/g(—’r Z (Z gij(@)b;(a ) d;ﬂg)

gii(z)ai(x)bj(x) | day A ... Adx,
(s Epmioncs)

= (@, B)n—1V9(@) das A ... Adzy = (@, B)n_1w.
d) Schlieflich seien & =n, @ = a(x)w und 3 = b(z)w. Es folgt
a A (x8) = a(a)wb(r) = alz)b(x)w = (o, B)pw.
. Seien

n
a= Z a;(z)dx;
i=1

eine Pfaffsche Form und

= &(F) = (@51(El,...,9_.',,),...,@5,,,(?1,...,E”))
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eine Parametertransformation. Dann folgt (xa)g = *(age).

Unter Benutzung der Invarianz des Skalarproduktes sowie der Eigenschaf-
ten4 berechnen wir fiir eine beliebige 1-Form

i
B=> biz)dr
i=1
mit der zugehérigen transformierten 1-Form §¢ die Identitit

Ba N *(ag) = (Ba, aphrwe = {(5, @)1 tows

= {(B,a)wle = {BA (xa)}s = Bo A (xa)e .
Wir erhalten
B A (¥(ag) — (*a)g) =0  fiir alle g
und somit
*(ag) = (xa)e.

Definition 2. Fiir eine 1-Form

n

a = Z a;(z)dz; x € 2,
i=1
der Klasse C'(12) erkliren wir die Coableitung do gemdf

dov = #d * cv.

Bemerkung: 6 ist ein parameterinvarianter Differentialoperator erster Ord-
nung und ordnet einer 1-Form eine (-Form zu. Wir berechnen 4 in beliebigen
Koordinaten. Seien

0= Zai(:n) d.?"'\.', FO =/ !}(1" Z ng-..' J‘)”J 9*
i=1 =1 =

Dann folgt

d*azzai ( Z U(z)aj(z) | dzy A...Adz,
i=1 §=1

1 T 6 L .
= | /o@) Y ¢ (@)as(a) | w.
V(@) g O ; !

Anwendung des *-Operators auf d * a liefert uns nun

) B 1 n i : n i'TG_T
da =xd* o = @) & b \/9(-!5);93(')-;(..) - (7)
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Satz 1. (Partielle Integration in beliebigen Parametern)
Sei 2 C R" ein Gebiet, das die Voraussetzungen (A), (B) und (D) des Gaufi-
schen Integralsatzes erfiillt. Die Parametertransformation

Z=%(z) : N — O € C(N)
set bijektiv und erfille die Bedingung
Jo(x) > >0 fiir alle = € 12.
Weiter seien eine 1-Form
n
a:Zag(m)dxj, x € 12,
i=1

und eine 0-Form 8 = b(z), x € 2, der Klasse C*(12) gegeben. Dann gilt

/(a B +f(m B = /(*a AB.

Dabei trigt 012 die induzierte kanonische Orientierung des R".

Beweis: Insbesondere wegen der Voraussetzungen an die Parametertransfor-
mation @ sind alle auftretenden Funktionen in der Klasse C*(£2). Wir wenden
den Stokesschen Integralsatz an und erhalten mit Hilfe von (6)

[a.amne = [ands) = (1 [a)nas

- [afeorns)- fasorns
- fena= fusonieen
- fenno- [
I e
- [ o

Umstellen liefert die Behauptung q.e.d.
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Folgerung: Setzen wir in Satz 1 Nullrandwerte der Funktion 3 voraus, d.h. 5 €
Ci(02), so folgt

‘/((}f:‘d."{)’)]w + /((s(l, H)nw — 0
2 9,
Man nennt deshalb ¢ auch die adjungierte Ableitung zur &ulleren Ableitung d.

Definition 3. Fiir zwei Funktionen ¢)(x) und x(z) der Klasse C*(£2) mit den
zugehdrigen Differentialen

n n
dp =) g dwi, dx =) Xa, dTi
i=1 i=1

erkldren wir den Beltramioperator erster Ordnung gemifl

V(,x) = (d,dx)1(z) = Y 97(@) ¢z, (2)Xa; (2)-
ij=1

Bemerkung: Offenbar ist
V(1) (@) = V©,0) (@)
erfiillt, wobei
#(2) =¢@). x(¢@) = x(@)

gelten. Somit ist V ein parameterinvarianter Differentialoperator erster Ord-
nung.

Definition 4. Fiir eine Funktion v(x) € C*(0) erkliren wir den Laplace—
Beltrami—Operator
A(x) = ody(x), z € §2.

Bemerkung: Da d und § parameterinvariant sind, so ist auch A parameterin-
variant, d.h.
A(z) = AE(@(I)), z € f.

Wir notieren A unter Verwendung von (7) in Koordinaten:

A =8dp =6 | Y b, da;
T n (8)
= — A V() Z g7 (),
& =1 3:{:.,- Jj=1 o
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Satz 2. Sei 2 C R" ein Gebiet, das den Voraussetzungen (A), (B) und (D)
des Gaufischen Satzes geniigt. Weiter sei die Parametertransformation

T=%(z): 2 — 6O
bijektiv und gehire zur Klasse C*(12). ®(x) erfille die Bedingung
Jo(z) >n >0 fiir alle = € 1.

Schlieflich seien die Funktionen v(z) € C%(02) sowie x(z) € C*(2) gegeben.
Dann gilt

[ v@xw+ [(Avows = [eanx

19; 9] a0
Beweis: Wir verwenden Satz 1 und setzen

a=dy € C(N), B=x()elC(N).

Zunichst erhalten wir also

/(dir-"J,dx)lw + /(5(51;‘J,;‘3)gw = /(#dtﬁ;)x.

2 I7) 892
Unter Verwendung der Definitionen 3 und 4 folgt schliefilich mit

[ w0+ [(@unuw= [

2 7 802
die Behauptung. q.e.d.
Bemerkungen:

1. Wir berechnen den Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten,
x=rcosy, Yy=rsing, z=0~h,

wobei 0 < r < 400, 0 < ¢ < 27, —oc < h < +oc gelten. Es ist also n = 3,
und wir wihlen
L =r, ZTp=i, a3=h.

Fiir den Fundamentaltensor ergibt sich

100 ) 100
(gij)=0r20), (¢)=|0%0
001 001

Damit folgt
o(@) = det (gij) = r*.
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Fiir die Rechnung brauchen wir also nur noch die Hauptdiagonalelemente
beriicksichtigen, so daff wir unter Verwendung von Gleichung (8)

A l{ﬁ(.£)+£(li)+’i(rﬁ)}
—r\or\or) Bp\rop) " 8k \'on

L E AR G
“r\or oz 7 O Oh?

_82+1a+162+82
T or2  rdr  r20p?  Oh2
erhalten. In ebenen Polarkoordinaten wihlt man z = 0, so daf sich obiger

Ausdruck auf : )
¢ 18 16

A= R re— e
or?  ror  r?0p?
reduziert. Definieren wir )
a-
A= —
Op?

fitr den Winkelausdruck, so knnen wir A in die Form

A

_ 10 1
e o2 ror 2

bringen (vgl. Laplace—Operator in Kugelkoordinaten).
2. Wir fithren Kugelkoordinaten

r=rcospsinf, y=rsingsinf, z=rcos#

mit 0 < 7 < 400, 0 < ¢ <27 und 0 < # < 7 ein. Eine zu Bemerkung1
analoge Rechnung ergibt

a= L0 (poy, Lo 0y, 1 &
~ 2 \or or sinfaf \" 04 sin? # 0p?

_ 820 101 8( 0y, 1 &
o2 ror + 2 \sinf 00 \""" 90 t sin? § Op?

_ #? 20 1

“or2  oror 2

Dabei hingt A wiederum nicht von r, sondern nur von den Winkeln ¢, 6
ab.

Bei der Untersuchung von Kugelfunktionen benétigt man den Laplace-Opera-
tor in Kugelkoordinaten in n Dimensionen. Wir wollen auf diesen allgemeinen
Fall eingehen.
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Sei die Einheitssphére im R”,

E={e=(t,-.6) B : ] =1},

parametrisiert durch

mit T C R"~! offen. Mit der Abbildung
X 1) = ey yns et s r € (0,4x), teT,

erhalten wir Polarkoordinaten im R". Weiter gilt fiir die Funktionalmatrix
X 1) =X XX ;) = Er&isa e 5

Fiir den metrischen Tensor ergibt sich

1 0 - 0 Ly == 0
B Ml o PRy
G(?.‘ f) — (gij(r: t))J = = ZH( )
i, Y s J & b
(1 PR ) S 0

wobel wir

H() = (hi(®) = (&) &)

i,j=1,...,n—1 iig=1,..yi—1

gesetzt haben. Sind nun

H(#) = (h9 (1)) , G = (99(n1))

i i=1,...,i=1 i i=1,,nt
so folgt

10 = 0 1 0 - 0

0 6 A .
G .t:("f .t) - . ’ &
(7'. ) g (7‘. ) i H l[t)

=
}“_1'1 hn—l,n—l

0 0L —

Weiter setzen wir
g(r,t) :==det G(r,t), h(t):=det H(t)

und erhalten
g(r,t) = r2"Hp(t).
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Sind nun u = wu(r,t) und v = v(r,t) zwei Funktionen, so berechnen wir den
Beltrami-Differentialoperator erster Ordnung gemif}

V(u,v) = Z 99 (2)ug, vy

ij=1

Ou 8-3 1 B du A
_.ou & hid
- or (')r r2 ZZ: ¢ )3f at;’

Setzen wir nun fiir den invarianten Beltrami-Operator erster Ordnung auf der
Sphdre X den Ausdruck

n—1
du Ov
i (
I'(u,v) E h 1*)3f 6t3

i,7=1
so ergibt sich

g” 212 T . —I(u,v)  fiiralle u=u(rt), v=uov(rt). (9
{ i

Wir berechnen den Laplace-Beltrami—Operator in Kugelkoordinaten. Sei

V(u,v) =

= wlr; 1) =l by .0 fa=1),

so folgt unter Verwendung von /g(r,t) = r"~1 \/h(t) und Formel (8) die
Identitit

Uy
1 Uy,
Au = ———=div(,y { Vo(r,t) G '(r,t) o
Vg(r,t)
u(u_l
1 0 Bn
=——— — (Vg(r,t)
Vy(r,t) or ( 9nt) By )
“-fl
1 1
+————div; { " \/A(t) —,_,H"] (1) o !
g(r,t) r '
'U'.t“ L
g,
J%u +1-;—13u+ 1 1 di \/WH_I(T) !'
—r e —— == Y. T .| O
or? roor 2Rl
Uy, _y

Erklidren wir den Laplace—Beltrami—Operator auf der Sphire X als
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n—1

= i & (\/_Zh” 3) ter.

50 erhalten wir die Identitiit
92 G n—10u g 1
ar? r Or r?

Ay = Au  fiir alle w=u(r,t) € C*((0,+oc) x T).

(10)
Wir zeigen nun noch die Symmetrie des Laplace-Beltrami-Operators auf der
Sphére.
Satz 3. Seien f,g € C*(X), so gilt

[ #©(499) dote) = - [ T(7.9)do(6) = [ (4£(©))ale) (o).
Y % ¥
Dabei ist do das Oberflichenelement auf X.

Beweis: Sei 0 < £ < 1, so betrachten wir das Gebiet

0. = {.BG]R{” : 1—E<|:1:]<1+E}.
Seien weiter

u(r, &) := f(§), v(r&:=9(), re(l-gl+e), (€.
Nach Satz 2 gilt nun
/V u,v) /(Au V)gw = /(*du)v = / v gﬂ do ,
I
a1, 982,

wobei v die duflere Normale an 9(2. ist. Die hier auftretenden parameterinva-
rianten Integrale berechnen wir in (r, £)-Koordinaten und erhalten mit Hilfe
der Identitdten (9) und (10) unter Beachtung von

% = :I:% =0 auf a9f.
die Beziehung
i e /
/ (/ I'(f.g)do(&)r"™ 1) dr + [ (f T%A(f)gda[{) r"'_l) dr
l—= \X l1—e \XT

1-}:(
. ( / *d) [ (r.9)+ ) g)dote).

—¢ X

/E(Af(f})g(f)do-(f)=—Lr(f,g)do(§)_

Entsprechend folgt die zweite Identitit in der Behauptung,. q.e.d.

Somit folgt
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Grundlagen der Funktionalanalysis

Ausgehend vom Riemann-Integral und den Riemann-integrierbaren Funktio-
nen liBt sich durch einen Fortsetzungsprozef} eine grofiere Klasse integrierba-
rer Funktionen konstruieren. Man spricht dann vom Lebesgue-Integral, wel-
ches sich durch Konvergenzsitze fiir punktweise konvergente Funktionenfolgen
auszeichnet. Der FortsetzungsprozeB vom Riemann-Integral zum Lebesgue-
Integral it sich verallgemeinern; wir werden hier das Daniellsche Integral
vorstellen. Die Mafitheorie wird sich dann als Integrationstheorie der charak-
teristischen Funktionen ergeben. Wir werden klassische Sitze der Maf}- und
Integrationstheorie vorstellen.

Danach werden die Lebesgueschen Riume L?, 1 < p < +o00, als klassische
Banachriume behandelt. Im Hilbertraum L? werden insbesondere orthogona-
le Funktionensysteme betrachtet. Mit Ideen von J.von Neumann bestimmen
wir den Dualraum (LP)* = L7 und zeigen die schwache Kompaktheit der
Lebesguerdume.

§1 Das Daniellsche Integral mit Beispielen

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist die

Definition 1. Seien X eine beliebige Menge und M = M(X) ein Raum von
Funktionen f : X — R mit folgenden Eigenschaften:

— M ist ein linearer Raum, d.h.
fiir alle f,g € M und alle a, 3 € R gilt of 4+ 8g € M. (1)
— M ist abgeschlossen hinsichtlich der Betragsbildung, d.h.
fir alle f € M gilt |f| € M. (2)

Weiter sei I : M — R ein Funktional auf M, welches die folgenden Bedingun-
gen erfillt:
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— I ist linear, d.h.
fiir alle f,g € M und alle «, 3 € R gilt I{af+8g) = al(f)+5I(g). (3)
— I ist nicht negativ, d.h.
fiir alle f € M mit f >0 gilt I(f)>0. (4)

Dabei bedeutet f > 0, daff f(x) > 0 fir alle x € X richtig ist.
— I ist stetig beziiglich monotoner Konvergenz in M, d.h.
fiir jede Folge {fy}n=12.. C M mit f, L 0 gilt lim I(f,)=I(0)=0.
=00

(5)
Dabei bedeutet f, | 0, daff fiir alle v € X die Folge {f,(x)}n=12,.. CR
schwach monoton fallend ist und dafi 1311 fn(x) =0 gilt.

Dann heifit I ein auf M erklirtes Daniellsches Integral.

Bemerkungen.:

1. Aus der Linearitit (1) und der Eigenschaft (2) folgen fiir f,g € M

1
max (f,9) = 5(F +9+1f —gl) €M

und

min (f,9) = 5 (f+9-1f —9l) € M.

b | =

Insbesondere gelten fiir f € M

#+(x) == max (f(:r.),[)) = %(f(:r:) =) |f(.—f.-)|) eM

sowie

£~ () := max ( ~ [(@),0) = (-N*(2) € M.

Wir nennen f den positiven Teil von f und f~ den negativen Teil von
f. Aus der Definition von f* und f~ erkennt man sofort

f=f"=f wd |fl=f"+f=f+-H"
Somit ist die Bedingung (2) dquivalent zu
feEM = [frelM. (2

Allgemeiner sieht man, dafl mit endlich vielen Funktionen fi,..., fn € M,
m € N, auch

max(fi,...,fm) €M und min(fi,...,fm) €M

gelten.



§1 Das Daniellsche Integral mit Beispielen 91

2. Die Bedingung (4) ist dquivalent zur Monotonie des Integrals, nimlich
I(f) > I(g) firalle f,g € M mit f > g. (4"
3. Die Bedingung (5) ist dquivalent zur Bedingung:

______ CMmi f, T fund f,ge M
mit g < f gilt (")
I(g) < lim I(f).

Beweis: Wir zeigen zuniichst die Richtung (5') = (5).
Sei die Funktionenfolge {f }n=1.2... C M mit f, | 0 gegeben. Dann folgt
(—fn) T 0. Wir setzen f(z) = 0 = g(x). Aus der Linearitéit von I folgt
dann I(g) = 0. Insgesamt erhilt man mit (5') und (4)

0=1I(g) < lim I(-fu) =~ lim I(fs) <O,
>0
woraus sich direkt ablesen 1aB8t, daf lim I(f,;) = I(0) = 0 gilt.
oo

Wir zeigen nun (5) = (5').
Fiir {f.}n=1.2,. gelte nun f,, + f mit einem f € M, woraus sich sofort
(f = fu) 4 0 ergibt. Aus (5) folgt dann

0= lim I(f - fa),
und die Linearitit von [ liefert
0=1I(f)— lim I(f,).
Mit g < f und (4') erhilt man somit

lim I(f,) =1(f) > I(g)

=00
womit alles bewiesen ist. q.e.d.

Im folgenden wollen wir Beispiele Daniellscher Integrale angeben. Dazu benoti-
gen wir den

Satz 1. (Dini)

Auf der kompakten Menge K C R" seien die stetigen Funktionen fy, fa, ...,
f € C%K,R) gegeben. Es gelte fi 1 f, d.h.fir alle x € K ist die Folge
{fi(x)} C R schwach monoton steigend, und es gilt

lim fi(z) = f(a).

Dann konvergiert die Folge { fi}i—1..... gleichmdfig auf K gegen f.
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Bemerkung: Durch Ubergang zu den Funktionen g, := f — f; sieht man, daf
obige Aussage dquivalent ist zu:

Fiir eine Funktionenfolge {gi}i1=12... C CY(K,R) mit g | 0 folgt, daf
{9ihi=1.2,... gleichmifig auf K gegen O konvergiert.

Beweis von Satz 1: Sei {gi }1=1,2,.. C C°(K,R) eine Folge mit g, | 0. Zu zeigen
ist, dafy

sup |gi(z)| — 0

reK

richtig ist. Wire diese Aussage falsch, dann gébe es Indizes {I;} mit I; < 11y
und Punkte § € K, so daf}

gi.(&)>e>0 fiiralle ieN

mit einem festen ¢ > 0 gilt. Nach dem Weierstrafischen Haufungsstellensatz
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl & — £ fiir i — oo mit £ € K richtig ist.
Zu festem [, wihlen wir nun ein i, = i(l.) € N, so da} I; > L. fiir alle i > i.
gilt. Die Monotonieeigenschaft der Funktionenfolge {g;} liefert dann

9. (&) 2 g1, (&) > e firalle i>i,.

Da g;. nach Voraussetzung stetig ist, folgt

g, (&) = lim g (&) > ¢ fiir alle [, € N.
=00
Somit ist {gi(§)} keine Nullfolge, im Widerspruch zur Voraussetzung. el

Hauptbeispiel 1: Seien X = (2 mit der offenen Menge 2 C R" und der
lineare Raum

My = My(X) = f(z) e C°(2,R") : /|f(r‘)| dr < 400
2

gegeben, Dabei ist

[ 1@l
2

das uneigentliche Riemannsche Integral iiber die Menge (2. Dann erfiillt M,
die Bedingungen (1) und (2). Wir wihlen nun als Funktional

L(f) = /f(:r.)d.-r:, f €M,
9]

wobei rechts wieder das uneigentliche Integral {iber {2 gemeint ist. Da das Rie-
mannsche Integral linear und nicht negativ ist, sind die Bedingungen (3) und
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(4) erfiillt. Zu zeigen bleibt noch die Stetigkeit beziiglich monotoner Konver-
genz (5). Sei {fn}n=12,... C M; eine Funktionenfolge mit f, J 0. Ist K C 2
eine kompakte Teilmenge, so liefert der Dinische Satz, dafl {f,} gleichmiiBig
auf K gegen 0 konvergiert. Da weiter 0 < f,(2) < fi(z) fiirallen e N, x € 2,
und

[ 15:@de < +o0
[P
richtig sind, liefert der Konvergenzsatz fiir uneigentliche Riemann-Integrale
lim I, (f,) = lim /f,l(;zz) dr = /( lim f,i{;e:))d;r = 0.
n—eo | n—oo
0 N !

n—oo o0
9]

=0

Somit ist Iy ein Daniellsches Integral auf der Menge M.

Bemerkung: Die Menge M, enthélt nicht alle Funktionen, deren uneigentliches
Riemannsches Integral existiert. Das Daniellsche Integral bendtigt ndmlich
zusitzlich noch die Abgeschlossenheit des Funktionenraums beziiglich der
Betrags-Bildung, d.h. die Eigenschaft (2). So ist zum Beispiel das Integral

o0

/ S8 fiir «@ € (0,1)

o

1

nicht absolut konvergent, existiert aber als uneigentliches Integral. Es gilt
némlich

oo R )
sinx . sin x
dr = lim dz
e R—oo 1
1 1
R.
. cosx B cos T
= lim - — @ —1d;£
R—o0 o 1y pot
1
]
cosx
=cosl —a dx
$a+1
1
R

absolut konvergent

Hauptbeispiel 2: Wie in Kapitel I, §4 beschrieben, sei M C R" eine be-
schriinkte m-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C'' mit dem reguliiren
Rand dM. Dann kénnen wir M mit endlich vielen Karten iiberdecken, und
das fiir Funktionen der Klasse

My i {f(:r.) MR : fist stetig in ..V}

mittels Zerlegung der Eins definierte Riemannsche Integral iiber M, némlich
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L(f) = ff(.r) d"o(z), f € Ms,
£

als Daniellsches Integral verwenden. Dabei ist d"o das m-dimensionale Ober-
flachenelement auf M. Der Raum M, ist linear und abgeschlossen beziiglich
der Betrags-Bildung. Die Eigenschaften (1) und (2) sind also erfiillt. Die Exi-
stenz des Integrals folgt aus der Stetigkeit (und damit Beschrinktheit) von f
auf dem Kompaktum M. Linearitéit und positive Definitheit sind ohne weite-
res einzusehen. Die Stetigkeit beziiglich monotoner Konvergenz folgt wieder-
um aus dem Satz von Dini.

§2 Fortsetzung des Daniell-Integrals zum
Lebesgue-Integral

Kennzeichnend fiir die Hauptbeispiele aus §1 ist, dafl wir bereits einen Inte-
gralbegriff haben, fiir den zumindest die stetigen Funktionen mit kompaktem
Triger integrierbar sind. Wir betrachten nun ein beliebiges Daniellsches In-
tegral I : M — R gemifl Definition 1 aus §1. Wir wollen dieses Integral auf
einen gréfieren linearen Raum

L(X) D> M(X)

fortsetzen, um dann die Konvergenzeigenschaften des entstandenen Integrals
auf dem Raum L(X) zu studieren. Dieser Fortsetzungsprozefi beruht im we-
sentlichen auf der Monotonieeigenschaft (4) und der Stetigkeitseigenschaft (5)
des Integrals.

Indem wir die Integrationstheorie auch fiir charakteristische Funktionen

o Jl.med
xal®@) =10z e X\ 4

von Teilmengen A C X mitentwickeln, erhalten wir eine von I abhiingige
Maftheorie fiir die Teilmengen von X.

Das hier vorgestellte Fortsetzungsverfahren wurde von Carathéodory initiiert,
von Daniell fiir das Funktional I durchgefiihrt, und von Stone wurde die Ver-
bindung zur Mafitheorie hergestellt.

Zur Vorbereitung betrachten wir zunéchst die Funktion

0,t<0
@(f‘)‘z{r't;m

welche stetig und schwach monoton steigend ist, und ferner sei

fT(z) == ®(f(x)) = max (f(z),0), z € X.
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Hieraus erhalten wir die folgenden Eigenschaften der Zuordnung f — f+ :

i.) f(z) < fT(x) fiir alle 2 € X;

i) h@) < fole) = (@) < ff(e) firalles € X;
iii.) fa(z) = f(z) = fH(@) - fH(z fir alle z € X;
iv.) ful2) | f(2) = fi@) @) firales € X;
v) ful(@) 1 f(2) —  fi@)1f (@) firallez e X.

Hilfssatz 1. Seien {g,} C M und {g;,)} C M, n =1,2,..., zwei Folgen mit
gn(z) T g(z) und g),(x) T ¢'(x) in X. Dabei seien g,g' : X — RU{+ox} zwei
Funktionen mit der Figenschaft ¢'(x) > g(z). Dann gilt
lim I(g),) > lim I(gs).
n—oo

n—o

______ und {I(g,)}n=1.2... monoton nichtfallende Fol-
gen sind, existieren ihre Limites fiir n — oo in R U {4+occ}. Fiir den Fall
lim I(g;) = +oc ist obige Ungleichung offensichtlich erfiillt. Sei also ohne

n—20

Einschriinkung lim I(g;,) < +oc. Mit einem festen Index m gilt wegen
n—0o

(Gm—da) 4 (gm—9g) =0 fiir n o0

und der Eigenschaften des Daniellschen Integrals I

I{gm) — lim I(g-:z} = lim (I(S‘m} = I(Q;)) = lim I(gy, — g:q)

< lim I((gm _9:;)+) = 0.

=0

Es folgt also
I(gm) < lim I(gy) fiir alle m € N,

so dal wir letztlich
lim I(gy) < lim I(g))
n—koo

=00
erhalten. q.e.d.

Gilt nun im obigen Hilfssatz g = ¢’ auf X, so folgt die Gleichheit der beiden
Grenzwerte. Das rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 1. Es sei V(X)) die Menge aller Funktionen f: X — RU {+oc},
die schwach monoton steigend aus M(X) approvimiert werden konnen, d.h. zu
f gibt es eine Folge {fu}n=12.... aus M(X) mit der Eigenschaft

Inlz) T f(x) fiir n— oo und fiir alle » € X.
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Fiir f € V setzen wir dann

I(f) = nlllrlolc, I(-f‘n)s
womit I(f) € RU {+oc} gilt.

Definition 2. Wir setzen
o {f !X 5> RU{-00} : —f€ 1-’}
und definieren
I(f):= ~I(~f) eRU{—o0} fiiralle fe—V.

Bemerkungen.:

1. Die Menge —V ist die Menge aller Funktionen f, die schwach mono-
ton fallend aus M approximiert werden konnen, d.h.es gibt eine Folge
{fntn=12 . C M, fiir die f, | f gilt. Wir erhalten

I(f) = lim I(f,).

2. Ist f € VN (=V), so gibt es Folgen {f! }n=12.. und {f’} =10, aus M,
fiir welche f), 1 f und f/' | f erfiillt sind. Nun folgt f// — f! | 0, und mit
(5)

0= lim l(f:: = f::) = lim I(f::} — lim l(f:i\):
bzw.
lim I(f}) = lim I(f}).
n—oo n—oo

Somit ist I auf VU (=V) DV N (=V) D M eindeutig definiert.
3. Zu V gehért f(x) = +oo als monoton steigender Limes von f,(x) = n,
jedoch nicht g(x) = —oc. V ist also kein linearer Raum.

Nach Hilfssatz 1 ist das Funktional I auf ¥ monoton, d.h.fiir zwei Ele-
mente f,g € V mit f < g folgt

I(f) < I(g).
Weiter ist mit e > 0 und 8 > 0 auch die Linearkombination acf + Fg aus
V, und es gilt
I(af + Bg) = aI(f) + 51(g).

Hilfssatz 2. Fiir eine Funktion f : X — [0, 400] ¢ilt
FEV &= f@) =) eal@),
n=1

wobei p, € M(X) und @, > 0 fiir alle n € N gelten.
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Beweis: Die Richtung ,,<=*" ergibt sich aus der Definition des Raumes V°
von selbst: f wird aus den Funktionen ¢, € M entwickelt, und das ist die
Behauptung.

Es bleibt die Richtung ,=—=* zu beweisen. Fiir f € V' gibt es eine Folge
{fn}tn=12.. C M mit f, T f, und somit gilt ;7 1 f* = f. Setzen wir

fo@)=0 und a(x) = £ (@) — £, (),

so folgt
k
=D ¢al@) 1 fla)
n=1
bzw. s
D enlz) = f(2).
n=1
Offenbar sind ¢, (x) € M und @, (z) > 0 fiir alle n € N erfiillt. q.e.d.

Hilfssatz 3. Sei fi eV, f; > 0,i=1,2,... Dann gehért die Funktion

=Y fil)
i=1
zu der Menge V., und es gilt
Ity =3  IH):
i=1

Beweis: Sei ¢;; € R mit ¢;; > 0, so gilt

Z = Z Zc,—_j = ”li_{lcl\c Z i (1)
i= ' )

by
Diese Aussage gilt sowohl fiir konvergente als auch bestimmt divergente Dop-
pelreihen. Wegen f; € V' gibt es Funktionen ¢;; € M, ¢;; > 0, so daB
oo
Jila) = Z wijlx) fiiralle z€ X undalle €N
richtig ist. Nach Definition 1 gilt nun

10 = i 1 S | = Jim 1 2o = S 1o

Ferner gilt fiir alle z € X
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Fa)y=> f@=Y. (Z?Pfj(w)) =" ) = Jim ( p @ij(r)) :
§=1 i=1 g=1 i.j=1 £,5=1
Somit folgt also f € V. und Definition 1 liefert

I(f) = n“_{if(z 9"@') = Jlim 3 (o)

ij=1 ij=1

Il

N (THEDD (Z r(apm) ST

i,j=1 =1 \j=1 =1
q.e.d.

Definition 3. Fiir eine beliebige Funktion f : X — R = RU{%o0} setzen wir

) = inf{I(h) cheV, h> f}, L=k = sup{f(g) tg€ -V, g< f}

Wir nennen IT(f) das obere und I (f) das untere Daniellsche Integral von

1.

Hilfssatz 4. Seien f: X — R eine beliebige Funktion und (g, h) ein Funktio-
nenpaar mit g € =V, h € V und g(z) < f(z) < hiz) fir alle z € X. Dann
qilt

I(g) < I"(f) < I'(f) < I(h).

Beweis: Aus Definition 3 folgen I(h) > I'™(f) und I(g) < I (f). Weiter gibt
es Folgen {gn}n=1,2... C =V und {hp}n=12,.. CV mit g, < f < hp,n €N,
so daf}

lim I(g,) =1 (f) und lim I(h,)=1T"(f)

—00

gelten. Fiir beliebiges n € N folgt dann wegen 0 < h,, + (—gn) € V

0< I(h-'n- T (_gn)) = I(hyn) + I(—gn)-

bzw.
I(g,) < I(hy),

und somit

I (f)= lim I(g,) < lim I(h,) =T"(f).
n—+o0 n—roc q.e.d.

Da wir im folgenden im erweiterten reellen Zahlensystem R = R U {—o0} U
{+oc} arbeiten werden, miissen wir zuvor Vereinbarungen iiber Verkniipfun-
gen in R treffen.
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—  Addition:
a+(+ox)= (+o0)+a =+oofiirallea € RU{+c0}

a+(—o0)= (—0co)+a =-—oofiiralleae RU{—oc}

(—00) + (+o0) = (+o0) + (—o0) = 0

Multiplikation:
a(+o0) = (+o0)a = +oo
fiir alle0 < a < 400
a(—o0) = (—x)a = —o0
0(+00) = (+00)0 = + 00
0(—o0) = (—o0)0 = —00
a(+o0) = (+x)a = —0
fiiralle —oc0 <a <0
a(—0) = (—oc)a = + 00

—  Subtraktion: Fiir a,b € R definieren wir
a—>b:=a+ (=b),

wobei
—(+x)=—-00 und - (—)=+x

zu setzen sind.
—  Anordnung: Es gilt

- <La< +oo fir alle a € R.

Bemerkung: R ist kein Korper, denn z.B. die Addition ist nicht assoziativ:

(=00) + ((+00) + (+00)) = (=00) + (+00) = 0,

((~00) + (+00)) + (+00) = 0 + (+00) = ~+ox.

Mit den so erklarten Rechenoperationen in R werden fiir zwei Funktionen
f: X > Rund g: X — R und fiir beliebiges ¢ € R die Funktionen f + g,
f — g, ef eindeutig erklirt, und es ist f < g genau dann, wenn g — f > 0 gilt.

Definition 4. Eine Funktion f : X — R gehirt zur Klasse L = L(X) =
L(X,I) genau dann, wenn

—00 < I™(f) = I'T(f) < +o0

qilt. Wir setzen dann
I(f) =1"(f) =I"(f)

und sagen, [ ist Lebesgue-integrierbar (beziiglich I).
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Bemerkungen: Im Hauptbeispiel 1 aus § 1 erhalten wir mit der offenen Teil-
menge (2 C R" die Klasse L(X) =: L({2) der Lebesque-integrierbaren Funk-
tionen in §2. Im Hauptbeispiel 2 ergibt sich mit L(X) =: L(M) die Klasse der
Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf der Mannigfaltigheit M.

Hilfssatz 5. Die Funktion f : X — R gehdrt genau dann zu L(X), wenn es
zu jedem € > 0 eine Funktion g € —V und eine Funktion h € V' gibt mil

glz) < f(x) < h(x), z € X,
sowie
I(h) —I(g) <=.
Insbhesondere sind I(g) und I(h) endlich.
Beweis:
,=* Sei f € L(X). Dann gilt 7= (f) = I'"(f) € R. Nach Definition 3 gibt
es dann Funktionen g € =V und h € V mit g < f < h und
I(h)—1I(g) <e.

<= Zu jedem £ > 0 gibt es Funktionen g € =V und he Vmit g< f < h
und I(h) — I(g) < e. Damit gilt wegen I(h) € (—o0,+oc] und I(g) €
[—o0, +00), daB I(h), I(g) € R. Aus Hilfssatz 4 erhalten wir fiir beliebiges
e>0

O I (B~ T(f) £38) ~2ly) <=

und somit IT(f) = I~ (f) € R, also f € L(X). q.e.d.

Satz 1. (Rechenregeln fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen)
Fiir die Menge L(X) der Lebesgue-integrierbaren Funktionen gelten folgende
Aussagen:

a) Es ist
J € LX) fiir jedes feV(X) mit I(f) <+

richtig, und die in den Definitionen 1 und 4 erkldrten Integrale stimmen
tiberein. Somit ist I : M(X) — R auf L(X) D M(X) fortgesetzt. Weiter
gilt

I(f) =0 fiir alle fe L(X) mit f=>0.

b) Der Rawm L(X) ist linear, d.h. es gilt
afi+ceafs € L(X) fiir alle  f1,f» € L(X) wund c1,e0 € R
Ferner ist [ : L(X) = R ein lineares Funktional. Es ist also
Ilei fitceafz) = eld(fi) +ea(fo) fiir alle  f1, f2 € L(X), c,e2€R

erfiillt.
¢) Mit f € L(X) ist auch |f| € L(X), und es gilt |I(f)| < I(|f])-
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Beweis:

a)

b)

Sei f € V(X) mit I(f) < +oc. Dann gibt es eine Folge {fn}n=12.. C
M(X) mit f, 1 f. Setzen wir g, := f, und h, := f fiir alle n € N,
so gelten g, < f < hy, mit g, € =V, h, € V, sowie I(h,) — I(g,) =
I(f)—I(fn) — 0. Hilfssatz 5 liefert somit f € L(X), und nach Definition
4 gilt

—o0 <I(f) =T (f) = I"(f) = lim I(fa) < +cx.

n—oo

Ist 0 < f € L(X), so ist mit 0 € =V offensichtlich 0 < I (f) = I(f)
erfiillt.
Wir zeigen zuniichst: Ist f € L(X), so gelten —f € L(X) sowie I(—f) =
—I(f)-

Sei f € L(X), so gibt es zu jedem & > () Funktionen g € —V und h € V
mit g < f < hund I(h) — I(g) < e. Daraus lassen sich —h < —f < —g,
—h € =V sowie —g € V ablesen, und mit I(—g) = —I(g) bzw.I(—h) =
—I(h) erhalten wir

I(—g) — I(—=h) = —I(g) + I(h) <e firalle &>0,
somit also —f € L(X) und I(—f) = =I(f).

Wir zeigen nun: Mit f € L(X) und ¢ > 0 gelten ¢f € L(X) sowie I(cf) =
cI(f).

Seien also f € L(X), ¢ > 0, so gibt es zu jedem ¢ > 0 Funktionen g € —V
und h € Vmit g < f < h, I(h)—I(g) < &, woraus cg < cf < ch,cg € =V,
ch € V und schliellich auch

I(ch) —I(eg) =c (I(h) - I(g}) < ce
folgen. Es gelten also c¢f € L(X) sowie I(cf) = cI(f).

Schlieflich zeigen wir noch: Aus fy, fo € L(X) folgen f; + f3 € L(X) und
I(Hh + f2) = I(H) + I(f2).

Fiir f1, fo € L(X) gibt es zu jedem ¢ > 0 Funktionen g1,g, € —V und
hisho € V mit g; < f; < h; und I(h;) — I(g;) < e, ¢ = 1,2. Daraus folgen

sofort b1y +ha €V, gi + g2 € =V, hn + g2 < f1 + fo < hy + hs und
I(h} + hg) - I(gl + g:}) e
Also ist fi + f2 € L(X), und es gilt I(fi + f2) = I(f1) + I(f2).

Insgesamt erhalten wir also, dafl I : L(X) — R ein lineares Funktional
auf dem linearen Raum L(X) ist.
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¢) Sei f € L(X), so gibt es zu jedem £ > 0 Funktionen g € =V und h € V
mit g < f < h, I(h) — I(g) < &, und somit g* < f+ < h*. Weiter gibt
es Folgen g, | g und h, T h in M(X), woraus wir g} | g* und h} 1 h*
erhalten. Somit sind h™ € V, gt € =V, also ht — gt € V. Wegen h > g
folgt ht — gt < h — g, und es gilt

I(k*) = I(g") = I(k*) + I(~g™") = I(h™ — g*)
<I(h—g) = I(h)—1I(g) <e.
Wir haben also f* € L(X) und |f| = fT + (= f)T € L(X). Nun gehoren

mit f € L(X) auch —f und |f| zu L(X), und mit f < |f| und —f < |f|

folgen 1() < Z(f1), =L(F) = 1(=F) < L(f1) baw. LA S L1FD- g g,

Wir wollen nun Konvergenzsitze fiir das Lebesguesche Integral herleiten.
Grundlegend dafiir ist der nachfolgende

C L(X) mit fp > 0, k € N, und

oo
> I(fr) < 400 gegeben. Dann ist
k=1

@)=Y filz) € LX),

k=1
und es gilt

1) = S I(fv).
k=1

Beweis: Zu vorgegebenem e > 0 gibt es wegen fj, € L(X) Funktionen g, € —V
und hy € V mit 0 < gp < fr < hg und I(hg) — I(gx) < €27%, k € N. Somit
gelten

I(gi) > I(hy) — 2% > I(fr) - 267 und  I(he) < I(ge) + 55 < I(fi) + 5 -

b

20
Wir wahlen nun n so groff, dal > I(fx) < e richtig ist. Setzen wir
k=n+1

n 20
g = ng, h = th,
k=1 k=1

so haben wir g € —V und h € V nach Hilfssatz 3, und es gilt g < f < h.
Weiter folgen

)= 1) > Y (1) = o) 2 D 1(fi) —2¢
k=1 k=1 k=1

sowie
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1) =" 10m) < 3 (1) + o) = S 1(f) +e.
k=1 k=1 k=1

Wir erhalten also I(h) — I(g) < 3¢ und somit f € L(X). SchlieBlich kénnen
wir noch

1) = S 170
k=1

ablesen. q.e.d.

Satz 2. (Satz iiber monotone Konvergenz von B.Levi)

Sei {fu}n=1.2,.. C L(X) eine Folge mit
fr(z) # oo fiir alle € X und alle n e N
Weiter seien
fl@) T f(2), z€X, und I(f,)<C, neN,
mit einem C' € R richtig. Dann gelten f € L(X) und
lim I(f,) = I(f)-

Beweis: Wegen f(x) € R ist das Assoziativgesetz fiir die Addition giiltig.
Setzen wir

(pfr.(m) = (ff\‘.('?"} = fﬁ:—l(m)) € L(‘Y)‘ k= 213: vy
so folgen @y, > 0 als auch

n
S ¢u(@) = ful2) - (@), cEX.
k=2
Nun ergibt sich

C—I(f) 2 I(fa) = 1(fi) =) I(px) fiiralle n>2.

k=2

Hilfssatz 6 liefert nun =
F-H=) v € L(X)
k=2

sowie

lim I(fa) ~ I(f) = 3 Ipw) =1 (Zsok) = I(f - f1) = I(f) - I(f2).

k=2 k=2

Somit folgt f € L(X), und es gilt
lim 1(f,) = I(f)-

n—oo q.e.d.

Bemerkung: Die einschriankende Voraussetzung f,(x) # £oo werden wir im
nichsten Paragraphen eliminieren.



104 II Grundlagen der Funktionalanalysis

Satz 3. (Konvergenzsatz von Fatou)
Sei {fn}n=1.2.. C L(X) eine Folge von Funktionen mit

0 < fulz) < 400 fiir alle ©€ X wundalle nelN

Ferner sei
l]}.gl_l}lgl_cl)f I(fn) < +00.

Dann gehdrt die Funktion g(z) := liminf f,(z) zu L(X). und es gilt
n—oo

1(g) < liminf I(fy).
Beweis: Wir beachten

g(z) = liminf f,(x) = lim ( inf fm(:tz)) = lim (Llim gn.k{w))
n—oc v —F 00 :

n—oo FI’!.Z'H n—o0

mit,
gnk(@) = min (fa(@), Fas1(@), -, Fasn(@)) € LX),
Definieren wir
gn() == inf fu(a),

m=n

so gelten gnn | gn sowie —g,r T —gn fiir & = oo. Weiter erhalten wir
I{(—gnk) < 0 wegen fp(x) > 0. Nach Satz 2 folgen —g,, € L(X) und so-
mit auch g, € L(X) fiir alle n € N.

Weiter gilt g, (x) < f(x), £ € X, fiir alle m > n, und deshalb ist

I{ga) < inf 1(f) < lim ( inf I( fm)) = liminf I(f,,) < +00

n—oo \m>n

fiir alle n € N richtig. Wegen g,, T g und mit Hilfe von Satz 2 erhalten wir
g € L(X) sowie

I(g) = nlg%c I(g,) < 1ir{1}>i£f I(fn). q.e.d.

Satz 4. Sei {fu}n=1.2,. C L(X) eine Folge mit
|Ffn(z)| € F(z) < o0, nelN, zelX,
wobei F(x) € L(X) richtig ist. Ferner seien

g(z) :=liminf f,,(x) wund h(z) :=limsup f,(z)

Lopeae. n—00
gesetzt. Dann gehéren g und h zu L(X), und es gelten die Ungleichungen

I(g) < liminf I(f,), I(h) > limsupI(fy).
n—+00 n—oo
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Beweis: Wir wenden Satz 3 auf die beiden Folgen {F + f,,} und {F — f,}
nichtnegativer, endlichwertiger Funktionen aus L(X) an. Es gilt

I(F+f,) <I(F+F)<2[(F) < +0 fiiralle neN
Somit folgt
L(X)> “,{E,EE“F + fn) = F +liminf f, = F + g,
also g € L(.X), und Satz 3 liefert

I(F)+ I(g) = I(F +g) <liminf I(F + f,) = I(F) + liminf I(f,)
n—oo n—roo

bzw.
I(g) < liminf I(f,).
n—oo

Ebenso siecht man

L(X) 3 liminf(F - f,) = F —limsup f, = F — h,
n—oo

n—oo

also h € L(X) und

I(F)—1I(h)=I(F —h) <liminf I(F — f,) = I(F) — limsup I(f,)

bzw.

I(h) > limsup I(f,).

N—rd

q.e.d.

Satz 5. (Satz iiber majorisierte Konvergenz von H.Lebesgue)
Sei {fn}tn=12,. C L(X) eine Folge mit

folz) = f(x) fir n—=o00, z€X.
Weiter gelten
|fn(z)| £ F(z) < 400, neN, zelX,
wobei F € L(X) richtig ist. Dann folgen f € L(X) sowie
lim I(f,) = I(f).

=00

Beweis: Wegen
lim fo(2) = f(z), weX

=00
folgt
liminf f,(z) = f(z) = limsup f,(x).
n—oc

N—=+0C

Nach Satz 4 gelten f € L(X) sowie
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limsup I(f,) < I(f) <liminf I(f,).

n—oa n—00

Somit existiert der Grenzwert

lim I(fn),

n—oo

und es gilt

I(f) = Lm I(f,).
G q.e.d.

§3 Meflbare Mengen

Zunichst treffen wir folgende

Zusitzliche Voraussetzungen an die Mengen X und M (X):

e Es gelte X C R" fiir ein n € N. X wird dann wie folgt zu einem topo-
logischen Raum: Eine Teilmenge A C X ist offen (abgeschlossen), genan
dann wenn es eine offene (abgeschlossene) Teilmenge ACR" so gibt, daf}
A=XnA gil.

e Wir nehmen weiter an, daB CP(X,R) ¢ M(X) C C°X,R) erfiillt ist.
Dabei ist CP (X, R) die Menge der beschriinkten stetigen Funktionen. Dies
ist. in Hauptbeispiel 2 der Fall; ebenso im Hauptbeispiel 1, sofern dort die
offene Menge 2 C R" die Bedingung

/1dstr<+oc

?

erfiillt. Man sieht sofort, dafl dann speziell auch die Funktion f; = 1,
z € X, zu M(X) gehort.

Wir spezialisieren nun unsere Integrationstheorie aus §2 auf die charakteri-
stischen Funktionen und erhalten eine Maftheorie. Fiir eine beliebige Menge
A C X erklidren wir ihre charakteristische Funktion durch

) i l,ze A
XA = gpexid

Definition 1. Eine Teilmenge A C X nennen wir endlich mefbar (oder auch
integrierbar), falls thre charakteristische Funktion x4 € L(X) erfillt. Wir
nenner

u(A) = I(xa)

das Mafi der Menge A beziiglich dem Integral I. Die Menge aller endlich
mefibaren Mengen in X bezeichnen wir mit S(X).
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Wegen obiger Zusatzvorausetzung fo = 1 € M(X) ist yx € M(X) € L(X),
somit also X € S(X). Wir sprechen daher gleichwertig von endlich mefibaren
und meBbaren Mengen.

Hilfssatz 1. (o-Additivitidt des Mafles)
Sei{A;}i=12.... CS(X) eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Dann gehdrt
auch die Menge

zi S(X), und es gilt

pA) = 3 ().

Beweis: Wir betrachten die Funktionenfolge

k

fei= xa T xa<xx € L(X).
=1

Nun gilt fi € L(X), k € N. Nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt
x4 € L(X), also A € S(X). Wir berechnen

wA) = I(xa) = lim I(fy)

lim I(xa, +-...+Xxa,)
k—oo

= lim (u(fh) + -~+M(Aa-))

= Z”(A‘)'
=1

g.e.d.

Wir wollen nun zeigen, dafl mit A,B € §(X) auch AN B zu §(X) gehort.
Wegen yanp = yaxs miissen wir nachweisen, dafl mit x4, xs € L(X) auch
xaxp € L(X) gilt. Im allgemeinen muf} das Produkt zweier Funktionen aus
L(X) nicht zu L(X) gehtren, wie das folgende Beispiel zeigt.
Beispiel: Mit X = (0,1) seien
1
M(X)={7:(00,1) 2 ReC" ((0‘1),[@) : [|f{.-::)|d.:r: < +00

0

und das uneigentliche Riemannsche Integral
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1
10 = [ f@)do
0

erkliart. Dann haben wir
flz) = % € L(X), aber f%(zx):= % & L(X).

Es gilt aber der

Satz 1. (Stetige Kombination beschrinkter L-Funktionen)
Seien fr(x) € L(X), k = 1,....k, endlich viele beschrinkte Funktionen, das
heifit es gibt eine Konstante ¢ € (0, +0c), so dafi die Abschitzung

[fe(z)| <e  firalle x€X wundalle ke{l,... ,k}

gilt. Weiter sei @ = ®(y;,...,y.) : B = R € C°(R*,R) gegeben. Dann
gehdrt die Funktion

9(@) = (fi(2),.... ful@)), TEX,

zur Klasse L(X) und ist beschrinkt.
Beweis:

1. Sei f: X — R € L(X) eine beschriinkte Funktion. Wir zeigen zuniichst,
daff dann auch f2 € L(X) gilt. Wegen f2(x) = {f(z) — A}? +2)\f(z) —
folgt

F2(z) > 22 f(x) — A2 fiir alle A€ R,

und die Gleichheit gilt nur fiir A = f(z). Wir kénnen dafiir
F(@) = sup (2Af(@) - X?)

schreiben. Da die Funktion A — (2\f(z) — A?) fiir jedes feste € X stetig
beziiglich A ist, geniigt es, das Supremum iiber die rationalen Zahlen zu
bilden. Weiter gilt @ = {\};=1,2...., und es folgt

£2(a) = sup (20f (@) ~ ) = Jlim ( . (20 (0) - Af)) |
Mit
! @m(z) == max (2,\;_]‘(:.':) - /\f)

1<i<m
erhalten wir

f:z(m) — m]gnoo Pm ‘F) == hm {r’m(r)
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wobei die letzte Gleichheit aus der Positivitit von f?(z) folgt. Da f €
L(X), sind wegen der Linearitit und der Abgeschlossenheit beziiglich der
Maximumsbildung von L(X) auch die ¢y, und somit auch die ¢, aus
L(X). Weiter gilt fiir alle € X und alle m € N die Abschéitzung

0<gh(z) < fiz) <e

mit einer Konstante ¢ € (0,+00). Da wegen fo(r) = 1 € L(X) auch
felz) = ¢ € L(X) gilt, haben die Funktionen ¢} eine integrable Majo-
rante, und der Lebesguesche Konvergenzsatz liefert

f(2) = lim o}h(z) € L(X).

m—o0

2. Sind f, ¢ € L(X) beschriinkte Funktionen, so ist auch f-g eine beschriinkte
Funktion. Wegen Teil 1 sowie

fo=(f +97 - 3/ -9

gilt dann auch fg € L(X).
3. Auf dem Quader

Q:={y=,-ys) €R" : |ps| S, k=1,...,k}
koénnen wir die stetige Funktion @ gleichmiflig durch Polynome
Dr = Py(y1,. -, Yn), 1=1,2,...;
approximieren. Wegen Teil 2 sind die Funktionen
g(z) == ¥ (fl(z:),...,f,.-_(.:r:)), ¢ € X,
beschrinkt und aus der Klasse L(X). Es gilt

lgi(z)| < C firalle z €X undalle 1eN

mit einer festen Konstante C' € (0, +00). Da die Funktion ¢(z) = C' €
L(X) ist, liefert der Lebesguesche Konvergenzsatz

9(@) = 8(fi(@), .., ful@)) = lim gi(x) € L(X).
e q.e.d.

Folgerung aus Satz 1: Ist f(z) € L(X) eine beschriinkte Funktion, so gehort
fiir alle p > 0 die Funktion |f|? zur Klasse L(X).

Hilfssatz 2. Mit den Mengen A, B € S(X) gehdren auch die Mengen AN B,
AUB, A\ B und A := X\ A zu S(X).
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Beweis: Seien also A, B € §(X). Dann sind x4, xp beschrinkt und aus der
Klasse L(X). Mit Satz 1 folgen

XAnB = XaAXB € L(X) bzw. ANB e S(X).
Nun gilt AU B € §(X) wegen xaup = X4 + XB — Xans € L(X). Weiter ist
XA\B = XA\(4AnB) = XA — XAnB € L(X) bzw. A\B € L(X).

Wegen X € S(X) ist schliefilich A° = (X | A) € S(X). q.e.d.

Hilfssatz 3. (0-Subadditivitit)
Sei {A;}iz10.... C S(X) eine Folge von Mengen. Dann gehdrt auch die Menge

A;

7
[
38

-
1
—

zu 8(X), und es gilt

u(4) < 3 p(4i) € [0,+00).

i=1

Beweis: Von der Folge {A4;}i— 2.... gehen wir zu einer Folge {B;};—, ».... paar-
weise disjunkter Mengen iiber:

Bl a— ,’-1;.. Bg — AQ\BI,..., Bk_ . — flk\(Bl U"'UB;-_JJ,...

Nach Hilfssatz 2 gilt {B;}i—1, 2,_,,
fiir alle 7 € N, und es gilt A = U B;. Aus Hilfssatz 1 folgt A € S(X) sowie
i=1

C S(X). Weiter ist offensichtlich B; C A;

=1 =1 q.e.d.

Definition 2. Ein System A von Teilmengen einer Menge X heifit o- Alge-
bra, wenn:

1. XeA
2. Mit B € A ist auch B = (X \ B) € A.

aus A liegt auch U B; in A.

=1

Bemerkung: Aus den angegebenen Bedingungen folgt ¢ € A. Weiter ist mit
oo
{Bi}i=12,.. C Aauch ] B; € A.

i=1

Definition 3. Eine Funktion p : A — [0,4+0cc] auf einer o-Algebra A heifit
Maf, wenn
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1. u(@) =0
% o

2 ;1( U B?-_) =3 w(B;) fiir paarweise disjunkte Mengen {B;}i=1 2, . CA
=1 =1

gilt. Wir nennen das Maf endlich, falls u(X) < +oc gilt.

Bemerkung: Eigenschaft 2 bezeichnen wir als o-Additivitit des Mafles. Liegt
nur endliche Additivitédt vor, das heifit, es gilt

N N
I (U Bs) - Z w(Bi)
i=1 i=1

fiir paarweise disjunkte Mengen {B;};=12 ..~ C A, so sprechen wir von einem
Inhalt.

Aus den Hilfssétzen 1 bis 3 folgt sofort der

Satz 2. Die Menge S(X) der endlich mefibaren Teilmengen von X ist eine
o-Algebra. Die Vorschrift

u(A) == I(xa), Ae S(X),
liefert ein endliches Maf$ auf der o-Algebra S(X).

Bemerkung: Von Carathéodory wurde axiomatisch eine Mafitheorie aufgebaut,
die dann in eine Integrationstheorie weiterentwickelt werden kann. Wir sind
hier den umgekehrten Weg gegangen. Die axiomatische Mafitheorie beginnt
mit obigen Definitionen 2 und 3.

Definition 4. Eine Menge A C X heifft Nullmenge, folls A € S(X) und
i(A) =0 gelten.

Bemerkung: Fiir das Mafl p aus Definition 1 gilt, dafl jede Teilmenge einer
Nullmenge wieder eine Nullmenge ist. Fiir B C A und 4 € S(X), p(4) =0,
gilt nédmlich

0=TI"(xa)>TI"(xB)>T (xB) >0,
also folgt
I(xe) =T"(x8) =0,
das heifit yp € L(X) bzw. B € S(X) mit pu(B) = 0.
Hilfssatz 3 entnimmt man sofort

Satz 3. Die abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmen-
ge.

Nun zeigen wir den

Satz 4. Jede offene und jede abgeschlossene Menge A C X gehirt zu S(X).
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Beweis:

1. Sei zuniichst A abgeschlossen in X und beschriinkt im ®* > X. Dann
gibt es eine kompakte Menge Aim R* mit A = AN X. Zu A konstruieren
wir nach dem Tietzeschen Erginzungssatz eine Folge von Funktionen f; :
R" - R € CY(R"), so daB fiir [ = 1,2,... gilt

1 .L€:£

filz) = 0, «€R" mit dist(z, 4) >
€ [0, 1] , sonst

—_ =

Es gilt offensichtlich fi(z) — x ;(x). Wir setzen nun g; = f; |_§‘I und erhal-
ten

g e (X)) MIX)c LX)
sowie

0<g(z) <1 und g(z) = xalz), € X.

Wegen fo(w) =1 € M(X) ist der Lebesguesche Konvergenzsatz anwend-
bar und liefert

Xa(z) = lim g(z) € L(X).
Somit ist 4 € S(X).

2. Fiir eine beliebige abgeschlossene Menge A C X betrachten wir die Folge

Aj:=An {r ER™ : |z| < J}.

o0
Die Mengen A; gehoren nach Teil 1 zu S(X) und somit auch 4 = |J 4;.
=1

Schliefllich gehoren die offenen Mengen als Komplemente abgeschloéseuer

Mengen zu S(X). e

Hilfssatz 4. Sei f € V(X). Dann ist die Menge
O(f,a) := {J.‘ eEX : f(x) > a} cX
fiir alle a € R offen.
Beweis: Wegen f € V(X) gibt es eine Folge
{fatn=12,.. C M(X) C C°(X,R)

mit f, T f auf X. Sei nun £ € O(f,a), das heifit f(£) > a. Dann gibt es
ein ng € N mit f, (£) > a. Da f,, : X — R stetig ist, gibt es eine offene
Umgebung U C X von &, so daB f,, (x) > a fir alle z € U gilt. Wegen
Jno < f auf X folgt f(x) > a fiir alle z € U, das heifit U C O(f, a). Somit ist
O(f,a) offen.

q.e.d.
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Satz 5. Eine Menge B C X gehort genau dann zu S(X), wenn es fir alle
6 > 0 eine abgeschlossene Menge A C X und eine offene Menge O C X gibt,
fiir die A C B C O und u(O\ A) < 4§ gilt.

Beweis:

w=—" Sei B € §(X). Dann ist yp € L(X), und nach §2, Hilfssatz 5 gibt es
eine Funktion f € V(X) mit 0 < yp < fund I(f)— pu(B) < e fiir alle e >
0. Gemif Hilfssatz 4 sind die Mengen O, :={z € X| f(z) >1—-¢c} DB
mit ¢ > 0 offen in X. Nun gilt

1 1 .
XB £ X0, = ﬁ(l — )Xo, < ﬁf in X,

und es folgt
#O2) ~ w(B) = I(x0,) ~ W(B) < T=—I(f) ~ u(B)

= —(1th - u®) +

1—¢

T H(B)

E

< -1:(1 ¥ ,u(B))

fiir alle £ > 0. Zu vorgegebenem § > 0 wihlen wir nun ein hinreichend
kleines & > 0, so dafl O := O, D B die Ungleichung

)
#O) —pu(B) < 5
erfiillt. Weiter wiihlen wir zur mefibaren Menge B¢ = X \ B eine offene

Menge O = A° mit A° = 0 D B° und ,u.(fj NnB)< % Fiir die abgeschlos-
sene Menge A C X gilt somit 4 C B C O und

O\ A) = p(0) - w(A4) = (1(0) - u(B)) + (n(B) - u(4))

+u(BNO)

B S

J
<§+}L(B\A) =
< 4.

<= Zu vorgegebenem d > 0 gibt es eine offene Menge O D B und eine
abgeschlossene Menge A C B, die nach Satz 4 mefibar sind, mit

I(xo — xa) <.

Da xa,xo € L(X) erfiillt ist, gibt es nach §2, Hilfssatz 5 Funktionen
g€ =V (X)und h € V(X) mit
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g<xas<xs<xo<h imn X

und

I(h — g) < 36.

Ebenfalls nach § 2, Hilfssatz 5 folgen xyp € L(X) und somit B € S(X).
q.e.d.

Im folgenden werden wir uns eingehender mit Nullmengen beschiftigen. Diese
treten als Ausnahmemengen bei den Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf
und konnen bei der Integration vernachléssigt werden. Wir beginnen unsere
Untersuchung mit dem

Hilfssatz 5. Fine Menge N C X ist genau dann Nullmenge, wenn es eine
Funktion h € V(X) gibt, die h(z) > 0 fiir alle z € X, h(z) = +oc fiir alle
x € N und I(h) < +oo erfiillt.

Beweis:

»==" Sel N C X eine Nullmenge. Dann ist yn € L(X), und es gilt I(xn) =
0. Nach § 2, Hilfssatz 5 gibt es zu jedem & € N eine Funktion hy € V(X)
mit 0 < yn < hg in X und I(hg) < 27%. Nach §2, Hilfssatz 3 gehort

hizx) == Z hy ()
k=1

zu V(X )und es gilt

I(h) =" I(hy) < 1.
k=1
Andererseits folgt wegen hy(z) > 1 in N fiir alle k € N, dafl h(z) = +o0
fiir alle & € N richtig ist, und wegen hy(x) > 0in X ist auch h(z) > 0 fiir
alle z € X erfiillt.
w&=" Seien h € V(X), h(z) > 0 fiir alle x € X, h(z) = +oo fiir allex € N
und I(h) < +oo erfiillt. Setzen wir

£
he(z) = FES) h(z),
so gilt h. € V(X), ho(x) > 0 fiir alle z € X und I(h.) < ¢ fiir alle &€ > 0.
Wegen h(x) = +o0 fiir alle z € N folgt

0 < xn(x) < h(x) in X fiiralle £>0.

Nach § 2, Hilfssatz 5 ist dann I(xyn) = 0, das heifit NV ist eine Nullmenge.
q.e.d.

Definition 5. Eine Figenschaft gilt fast diberall in X (in Zeichen: f.i. ), wenn
es eine Nullmenge N C X gibt, so daff diese Eigenschaft fiir alle x € X \ N
richtig ist.
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Satz 6. (f.ii.-Endlichkeit von L-Funktionen)
Sei die Funktion f € L(X) gegeben. Dann ist die Menge

N = {r eX :|f(z)| = +oo}

eine Nullmenge.

Beweis: Sei f € L(X). Dann ist auch |f| € L(X), und es gibt eine Funktion
h € V(X) mit 0 < |f(z)] < h(z) in X und mit I(h) < 4oc. Weiter ist

h(x) = 400 in N, und nach Hilfssatz 5 ist [V eine Nullmenge. i

Satz 7. Sei die Funktion f € L(X) gegeben, und es gelte I(|f|) = 0. Dann ist
die Menge

N:= {:1: €X: flz)# 0}

eine Nullmenge.

Beweis: Sei f € L(X). Dann ist auch |f| € L(X). Setzen wir
filz) =|f(z)], kel

so gilt _
> I(f) =0,

k=1

und nach § 2, Hilfssatz 6 ist dann auch
oo
g9(@) = fi(x)
k=1

Lebesgue-integrierbar. Nun gilt N = {z € X : g(z) = +oc}, und nach Satz 6

ist dann N eine Nullmenge.
g.e.d.

Wir wollen nun noch zeigen, daf§ wir eine L-Funktion auf einer Nullmenge
beliebig abindern kénnen, ohne dafl sich der Wert des Integrals édndert. Auf
diese Weise konnen wir uns spiter auf die Betrachtung endlichwertiger Funk-
tionen f € L(X) beschrinken, das heifit Funktionen f mit f(x) € R fiir
alle x € X. Eine beschrinkte Funktion ist endlichwertig, jedoch eine endlich-
wertige Funktion nicht notwendig beschriinkt. (Betrachte z.B. die Funktion

f@) =1, z€ (1))
Hilfssatz 6. Sei N C X eine Nullmenge. Weiter sei f : X — R eine Funktion
mit f(x) =0 fir alle x € X \ N. Dann folgt f € L(X), und es gilt I(f) = 0.

Beweis: Nach Hilfssatz 5 gibt es eine Funktion £ € V(X) mit h(z) > 0 fiir
alle x € X, h(xr) = +oc fiir alle x € N und I(h) < +o0. Fiir alle € > 0 sind
dann eh € V und —gh € =V, und es gilt
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—ch(z) < f(z) < =h(x) fiir alle z € X.

Weiter ist
I(eh) — I(—eh) = 2e1(h) fiir alle >0

richtig. Nach § 2, Hilfssatz 5 ist dann f € L(X), und es gilt I(f) = 0. -

Satz 8. Seien f € L(X) und N C X eine Nullmenge. Weiler sei die Funktion
f: X = & mit der Eigenschaft f x) = f(x) fir olle z € X\ N gegeben. Dann
folgen f e L(X) und I( (If — f|) =0, und somit

I(5) = 1(§).
Beweis: Da f € L(X), ist nach Satz 6 die Menge

N = {;r: eX 1 iflz)] = +oo}
eine Nullmenge. Nun gibt es eine Funktion ¢(z) : X — R, so daB

fl@) = f(z) + p(z) firalle zeX

gilt. Offenbar ist ¢(x) = 0 auBlerhalb der Nullmenge NV UN,. Hilfssatz 6 Liefert
nun p € L(X) und I(p) = 0. Somit folgt f € L(X), und es gilt

I(f) = 1(f +) = I(f) + 1(¢) = 1({).
Wenden wir diese Argumentation auf die Funktion
p(a) = f(z) - f(2)], =weX,
an, so liefert Hilfssatz 6, dafi ¢» € L(X) und

0=1I() =I(f - f])
gelten. g.e.d.

Bemerkung: Stimmt also eine Funktion f f.ii. mit einer L-Funktion f iiberein,
so ist auch f € L(X), und die Integrale stimmen iiberein.

Wir kénnen nun die allgemeinen Konvergenzsiitze der Integrationstheorie be-
weisen.

Satz 9. (Allgemeiner Konvergenzsatz von B.Levi)
Sei {fx}r=1.2.. C L(X) eine Folge mit fi. T f f.i. in X. Weiter gelte I(f) < c
fiir alle k € N und eine Konstante ¢ € B. Dann folgen f € L(X) und

lim 1(f) = 1(f).



§3 Mefbare Mengen 117
Beweis: Wir betrachten die Nullmengen
Nj = {:zr € X : |fulz)] = +oo} fir kel
sowie
Ny = {r € X : fr(z) 1 f(z) ist nicht el‘ﬁillt}.

Sei die Nullmenge
20
W= U N
k=0

erklirt, so indern wir f, fi auf N zu 0 ab, und erhalten Funktionen f;, € L(X)

mit N
I(fi) =1(fi) <e¢ firalle keN

und f mit f;, 1 f. Nach Satz 2 aus §2 ist dann f € L(X), und es gilt
Jim I(fi) = 1(F)-
Satz 8 liefert nun f € L(X) und

I(f)=1(f) = lim I(fi) = lim I(fy).
-] e q.e.d.

Ebenso durch Abéindern der Funktionen zu 0 auf den jeweiligen Nullmengen
beweist man die folgenden Sétze 10 und 11 mit Hilfe von Satz 3 bzw. 5 aus
§2.
Satz 10. (Allgemeiner Konvergenzsatz von Fatou)
Sei {frhi=12... C L(X) eine Funktionenfolge mit fi(z) > 0 f.ii. in X fiir alle
ke N, und es gelte

liminf 7( fi) < 400.

k—oo

Dann gehdrt auch die Funktion
g(x) :=liminf fi(z)
k—oo

zuw L(X), und es gilt
I(g) < limint I(fi).
—00

Satz 11. (Allgemeiner Konvergenzsatz von Lebesgue)
Sei {frti=1.2.... C L(X) eine Folge mit fr, — f fii. auf X und |f(z)| < F(x)
fi. in X fir alle k € N, wobei F' € L(X) gilt. Dann folgt f € L(X), und es
gilt

T 1(f) = 1(7).
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Satz 12. Das Lebesguesche Integral I : L(X) — R ist ein Daniellsches Inte-
gral.

Beweis: Nach §2, Satz 1 ist L(X) ein linearer und beziiglich der Betragsbil-
dung abgeschlossener Raum. L(X) erfiillt also die Eigenschaften (1) und (2) in
§ 1. Desweiteren ist das Lebesguesche Integral I nichtnegativ, linear und nach
Satz 9 auch abgeschlossen beziiglich monotoner Konvergenz. I erfiillt somit
die Eigenschaften (3)—(5) in § 1. Das Lebesguesche Integral I : L(X) — R ist

also nach § 1, Definition 1 ein Daniellsches Integral. goid

§4 Meflbare Funktionen

Grundlegend ist die folgende

Definition 1. Eine Funktion f : X — R heifit mefbar, wenn fir alle a € R
die oberhalb dem Niveau a gelegene Punktmenge

O(f,a) = {:1: eX : f(zx) > a}

mefibar ist.

Bemerkung: Jede stetige Funktion f : X - R € C°(X,R) ist mefibar. Es ist
dann O(f,a) C X fiir alle a € R ecine offene Menge, welche nach §3, Satz
4 meBbar ist. Weiter ist auch jede Funktion f € V(X) nach §3, Hilfssatz 4
mefbar.

Hilfssatz 1. Sei [ : X — R eine mefbare Funktion. Weiter seien a,b € R
mit a < b sowie das Intervall I = [a,b] oder fir a < b auch die Intervalle
I=(a,b], I =[a,b), I =(a,b) gegeben. Dann sind die Mengen

A::{:I:EX:f(J’I)EI}

mefibar.
Beweis: Aus Definition 1 folgt, dafl die Mengen
O1(f0)=0(f, )= {.’:: eX : f(z) > (:}
fiir alle ¢ € R meBbar sind. Wir wiihlen nun zu ¢ € R eine Folge {¢, }n=1.2....
mit ¢, T ¢ und erhalten mit
Oa(f.c) = {zc eX: flz) > c} = ﬂ {:.': eX: flz) > cn}
n=1

eine mefibare Menge, da die meBbaren Mengen S(X) eine o-Algebra bilden
vgl. §3, Definition 2 und Satz 2). Weiter gelten
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oo
Ox(f, +00) = () Oaf,n), O1(f,—00) = U O+(f,—n)
n=1 n=1

damit sind auch diese Mengen mefbar. Durch Ubergang zu den Komplemen-
ten folgt, dafl

O3(f,c) := {T‘ €X : f(z) < (:} und  O4(f,c) := {'r eEX: f(x) < (.'}

fiir alle ¢ € R mefBbar sind. Die Mengen

A:= {:I’:EX g f(:I.?)EI}

lassen sich nun durch Durchschnittsbildung von je zwei der Mengen O,-0,
erzeugen, indem ¢ entsprechend durch a oder b ersetzt wird, woraus sich die

Mefibarkeit der Mengen A ergibt.
q.e.d.

Wir erkldren nun fiir a,b € R mit a < b die Funktion

a,—oo<t<a
bap) =S t, a<tD
b, b<t<t+x

als Abschneidefunktion. Fiir eine Funktion f : X — R setzen wir

a, —oo< f(z)<a
fan(®) = ap(f(2)) == f(2), a<f(z)<D
bs !‘J<f( ) ﬁ

Offenbar gilt
| fop(x)| < max(|al,|b]) < +o0 firalle reX, abelR
Weiter sind

[ @) = fosool®) und f7(2) = fwo(@), @ EX.

Satz 1. Eine Funktion f : X — R ist genau dann mefbar, wenn fir alle
a,b € R mit a < b die Funktion f, zu L(X) gehirt.

Beweis:

.= Seien f : X — R meBbar und —o0 < a < b < +00. Wir erkliren die
Intervalle

b—a b—a
,a+k
m

Is == [~o0.6); Tuz= [a+ (k- 1) ) Imi1 = [b,+00]
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mit &= 1,...,m und fiir beliebiges m € N. Weiter wihlen wir Zwischen-

werte ;
m=a+(l—-1) —a‘ [=0.....,m+1.
m

Nach Hilfssatz 1 sind nun die Mengen
A= {.L’ eX: f(z) € I;}

mefbar. Die Funktion
m+1

fm- = Z Tt X Ay

1=0

ist Lebesgue-integrierbar, und es gilt
| fin(2)] < max(|2a —b|,|b|) firalle z € X undalle meN

Da konstante Funktionen integrierbar sind, liefert der Lebesguesche Kon-
vergenzsatz

fa,f)('f) = ?,}i_r,[fl,o fm (J’) £ L(X)

»<=" Wir haben zu zeigen, daB fiir alle @ € R die Menge O(f,a) mefibar
ist. Hierzu zeigen wir, daf} fiir alle b € R die Menge {x € X : f(z) > b}
mef3bar ist und erhalten dann, daf§

(s o]

otf.0) = {re x| fw) 2a+1]

=1

mefbar ist wegen § 3, Hilfssatz 3. Sei also b € R beliebig, so wiihlen wir
a = b — 1 und betrachten die Funktion

g(z) := fap(z) —a € L(X).
Offensichtlich gilt g : X — [0, 1], und wir haben
glz)=1 <= f(z) >0

Die Folgerung aus § 3, Satz 1 liefert g'(x) € L(X) fiir alle I € N, und mit
dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt

1, z € X mit f(z) >b

z):= lim ¢'(z) = € L(X),
x(#) = lim g'(z) {O,xeXmitf(:::}<b (%)

und somit ist {# € X : f(x) > b} fiir alle b € R mefibar. q.e.d.
Folgerung: Jede Funktion f € L(X) ist meBbar.

Beweis: Ist f € L(X), soist N := {x € X : |[f(z)| = +o0} eine Nullmenge.
Wir erklédren
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o {f(:r.), reX\N C T,

X)) =
1=) 0, zeN
Aufgrund von Definition 1 ist f genau dann mefibar, wenn f mefBbar ist. Wir

wenden nun auf f das Kriterium aus Satz 1 an. Sei —o00 < @ < b < 4+
beliebig, so folgt zunichst

Foosla) = min (F@),0) = 3 (Fa) +b) =51 Fa) =¥l € LX),

da f € L(X). Analog sieht man g, o € L(X), falls g € L(X). Bedenkt man
weiter, daf}

fn-,h = (f*oc-,b)ﬂ___i_x
gilt, so folgt fas € L(X). q.e.d.

Im folgenden Satz wird der fiir mefibare Funktionen angemessene Konvergenz-
begriff erscheinen.

Satz 2. (f.ii.-Konvergenz)
Sei {fx }x=1.2.... eine Folge mefbarer Funktionen mit der Eigenschaft fi(z) —
flx) fii. in X. Dann ist f mefbar.

Beweis: Seien a,b € R mit @ < b. Dann gehoren die Funktionen (fr)q.p zu
L(X) fiir alle & € N, und es gelten
|(fk)ap(z)| < max(|al,|b]) und (fi)ap = fap fi.in X.

Der allgemeine Lebesguesche Konvergenzsatz liefert f,, € L(X). Wegen Satz

1 ist f mefbar. q.e.d.

Satz 3. (Kombination von mefibaren Funktionen)
Es gelten die folgenden Aussagen:

a) Lineare Kombination: Seien f und g meflbar, o, 8 € R, so sind auch
af + Bg, max(f,g), min(f,g) und | f| mefbar.

b) Nichtlineare Kombination: Seien mit fi,..., f., £ € N, endlichwertige,
mefbare Funktionen und ¢ = ¢(y1,...,yx) € CO(R*,R) gegeben. Dann

ist die Funktion g(z) = qb(fj_ . fﬁ_(u')), x € X, mefbar.
Beweis:

a) Nach Satz 1 gilt f_, .9, € L(X) fiir alle p € R. Beachten wir weiter
f= lim f_,,, soliefert Satz 2 und die Linearitiit des Raumes L(X), dafi
p—roo

af +08g = V_Eglw(“f—p,;v + B9-p.p)

fiir alle a, 3 € R mefibar ist . Genauso sind
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max(f,g) = ,,E‘l‘m max(f—p.p, 9—p,p)

und
min(f,g) = ;;BIJPM: min(f_pp,9-pp)
meBbar und wegen |f| = max(f, —f) auch |f].

b) Fiir alle p > 0 und k = 1,...,k sind (fx)—p, € L(X) beschrinkte
Funktionen. Nach §3, Satz 1 und §4, Satz 1 gehort dann die Funktion

(1) -pp(@);- s (fu)-pp(®)) 21 L(X). Weiter gilt
9(@) = lim_o((f)=ps(®).- -, (fo)-ps(@))
fiir alle z € X, und Satz 2 liefert die Mefibarkeit von g. q.e.d.

Definition 2. Fiir eine nichtnegative, mefbare Funktion [ setzen wir
I(f) == lm I(fon) €[0,+0oc].
N—=+oo

Satz 4. Line mefibare Funktion f gehirt genau dann zu L(X), wenn der
Grenzwert
lim I(fep) €R

a——o0
bh—++00

existiert. In diesem Fall ist
I(f) = lim _I(fap) = I(f*) = 1(f7).
5‘—}-}-:)&
Eine mefibare Funktion f gehort also genau dann zu L(X), wenn I(f7) < 400
und I{f~) < +o0 richtig sind.
Beweis: Wegen fop = (fT)os — (f)o—a fiiralle —co <a<0<b< 400
gilt
lim I(f,s) existiertin R <+ Nlilil I ((f i)n,N) existieren in R.

a——00
b—++o0

Es geniigt also zu zeigen: f € L(X) < lim I((fi)u N) existieren in
Nt "
R.

,=>%: Sei also f € L(X). Dann sind auch f* € L(X), und der Satz iiber
monotone Konvergenz von B.LEVI liefert

i 1(h) = 109 €2
,<=": Falls
i 1)

in R existieren, so liefert der Satz von Levi f* € L(X), und wegen f = f*—f~

ist auch f € L(X). died
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Satz 5. Sei f : X — R eine mefbare Funktion, die
f@| < F@), zeX,
mit F € L(X) erfillt. Dann folgen
FELX) und I(|f])<I(F).
Beweis: Nach Satz 3 sind f* und f~ mefbar, und es gilt 0 < f= < F. Somit
sind 0 < (f£)o,n < F und (f%)o,n € L(X) richtig. Weiter gilt
I((fF)ow) SI(F) < +oo  furalle N >0.

Der Satz von Levi liefert nun I(f*) < +oc und f* € L(X), und somit
f € L(X). Wegen der Monotonie des Lebesgue-Integrals folgt I(] f|) < I(F)
aus | £(o)] < Flz). e,
Satz 6. Sei {fi}i=1.2.... eine Folge nichtnegativer, mefibarer Funktionen mit
fila) t f(x), x € X. Dann ist f mefbar, und es gilt

I(f) = llIIl I(f).

Beweis: Nach Satz 2 ist f mefibar. Gemif Definition 2 gilt fiir zwei mefibare
Funktionen 0 < g < h die Ungleichung I(g) < I(h). Daher ist {I(f;)}i=1.2.... €
[0, +oc] eine monoton nichtfallende Folge mit I(f) > I(f;) fiir alle [ € N. Wir
unterscheiden die folgenden Fille:
a) Sei

lim I(f;) < ¢ < +o0o.

=0

Dann gilt I(f;) < e, woraus f; € L(X) folgt, wegen Satz 4. Der Satz von
Levi liefert nun f € L(X) und

1(f) = Jim I(fy).

b) Sei
I[li.m_ Tlir=
Dann haben wir wegen I(f) > I(f;) fiir alle I € N sofort

I(f) = +o0 = lim I(f;).
l—o0 q.e.d.

Definition 3. Eine Funktion g : X — R heifit einfach, wenn es endlich viele
paarweise disjunkte Mengen Aq,... Ay € S(X) und m1,...,0,» € R mit
n* € N gibt, so daff in X die folgende Darstellung gilt:

n*
9= kXA
k=1
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Bemerkung: Offenbar sind dann g € L(X) mit

I(g) = mi p(Ax)
k=1

richtig,.

Seien nun Z : —o0 < yo < 1 < ... < Yp+ < +00 eine beliebige Zerlegung in
R mit den Intervallen Iy := [yg—1,ux), k = 1,...,n", und f : X = R eine
beliebige meBbare Funktion. Wir wihlen beliebige Zwischenwerte 1, € Iy,

k=1,....,n* Nun ordnen wir f, Z und n die einfache Funktion
n*
f{Z.nJ = Z Mk XAy
k=1
mit Ay :={r e X : f(z) € I}, k=1,...,n%, zu und beachten

I(f(z__.,r)) - i e p(Ag).
k=1

Unter einer ausgezeichneten Zerlegungsfolge verstehen wir eine Folge von Zer-
legungen, deren Anfangs- und Endpunkt gegen —oo bzw. +0o strebt und deren
maximale Intervalllinge gegen 0 konvergiert.

Satz 7. Falls f : X — R € L(X) gilt, so haben wir fiir jede ausgezeich-
in R und jede Wahl der Zwischenwerte

(0P} pe1 o, die Identitit

nlFl

I = i I (E{F',Htpj} =1 Sle) ‘4{'-‘” .
(f) = lim (f ) Jim. ;uk (AP

p—oo

Bemerkung: Somit kann das Lebesgue-Integral durch die angegebenen Lebes-
gueschen Summen approximiert werden, und die Bezeichnung

1(f) = [ £(2) du(a)
X

ist gerechtfertigt. Allerdings sind die Lebesgueschen Summen im Vergleich
zu den Riemannschen Zwischensummen in der Regel schlechter numerisch
auswertbar.

Beweis von Satz 7: Sei f € L(X). Zu einer Zerlegung Z mit 6(Z) = max{(y; —
Yp—1) + k=1,...,n%} und fiir beliebige Zwischenwerte {1 }r=1,... n- gilt

IfED (@) <86(Z)+|f(z)] firalle z€X.
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Ist {2V}, 5 . eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge und sind {n'®},=1 5 .
beliebige Zwischenwerte, so gilt

f(z“”,n“”l(w) — f(x) f.i. fiir p — oo,
némlich fiir alle z € X mit |f(z)| # +00. Nach dem Lebesgueschen Konver-
genzsatz folgt

nle)
— [Z“‘“n“"]) TS (B alp)
1(f) = lim 1(f = lim Enk w(AP).

q.e.d.

Wir wollen nun einen Auswahlsatz beziiglich der f.ii.-Konvergenz kennenler-
nen.

Satz 8. (Lebesguescher Auswahlsatz)
Sei { fx}r=1,2,... eine Folge aus L(X) mit

k,].’jﬂ-,c I(l fk - fj|) = (.

Dann gibt es eine Nullmenge N C X und eine monoton wachsende Teilfolge
{km}m=1.2...., so daf die Funktionenfolge { fy., (x)}m=12... fiirallez e X\ N
konvergiert, und fiir den Grenzwert gilt

lim fi, (2) =: f(z) € L(X).

m—oQ

Aus einer Cauchy-Folge bez. dem Integral I kénnen wir also eine f.i. konver-
gente Teilfolge auswihlen.

Beweis: Auf der Nullmenge

o0

M::U{meX:ﬁwN=+w}

k=1
dndern wir die Funktionen fi zu

ﬁw%:{ﬁmhmeX\M

{], .’]’?Ej\‘rl

ab. So kinnen wir 0.E. die Funktionen {fj}=1 4 . als endlichwertig anneh-
men. Wegen
lim I(| f,— fi]) =0
pl—o0

gibt es eine Teilfolge &y < ks < --- mit der Eigenschaft

I fo— il £ Qim fir alle p,l>ky,, m=12,...
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Insbesondere folgen nun
1 0

I(|fﬁ:m+1 fﬁ'm“ 2_ m=1,2,...

Ju )& L

und
Z I(| fkmﬂ -

m=1

Nach dem Satz von Levi gehort die Funktion

g(@) := Z | frnsr (2) = fr ()],

m=
| g(z)| = +oc} ist eine Nullmenge. Also

z € X,

zu L(X), und No :={z € X\ \V;
konvergiert die Reihe
Z | Fouiz 2] = Fiu )] fir alle € X\ N mit N:=N;UN;,

m=1

und folglich auch die Reihe

i (f£m+1 firm(r))-

Der Grenzwert

Tim (fin(2) = fi (@) =t f(2) = fu, ()

existiert also fiir alle x € X \ N, und somit ist die Folge {f&,, }m=1.2

X\N konvergent gegen f. Wegen g € L(X) und
fi (@)] < | g()|

| fom (2) —
ist der Lebesguesche Konvergenzsatz anwendbar. Es folgen f € L(X) und
I(f) = lim I(f, ).
MR q.e.d.

Hilfssatz 2. (Approximation bez. I)
Sei f € L(X). Dann gibt es zu jedem £ > 0 eine Funktion f. € M(X) mit
I(f - fel) <e
Beweis: Da f € L(X), gibt es nach §2, Hilfssatz 5 zwei Funktionen g € —1

—I(g) <

B ™

und A € V' mit

glz) < f(z) < h(z), z€X, und I(h)
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Nach der Definition des Raumes V(X)) gibt es eine Funktion h'(z) € M(X)
mit

W(x) <h(z), z€X, und I(h)-I(h)<

b M

Es folgt
|F =R <|f=hl+]h=h]|<(h-9g)+ (h-h'),

und Monotonie und Linearitdt des Integrals liefern
€
2

=€

I(| f = H]) < (I(h) = I(g)) + (I(h) — I(h")) < % i

Mit f. := I’ erhalten wir die gesuchte Funktion. q.e.d.

Satz 9. (f.ii.-Approximation)

Sei f eine mefbare Funktion mit | f(x)| < ¢, x € X, ¢ € (0,4+0cc). Dann gibt
es eine Folge {frti=1,2... C M(X) mit | fy(z)] < ¢, # € X, k € N, so daf
fol(z) = f(2) fi. in X gilt.

Beweis: Da f mefibar ist und durch die konstante Funktion ¢ € L(X) ma-
jorisiert wird, ist f € L(X) nach Satz 5. Nach Hilfssatz 2 gibt es eine Folge
{g6(@) te=1,2.... € M(X) mit I(| f — gx|) — 0 Liir k — co. Wir setzen

hi(@) = (g4) —e.cla)
und beachten hy, € M(X), | hp(x)| < ¢ fiir alle 2 € X und alle k € N. Wegen
|hk = f| = I(gk)—c,c == f—r.'._c'| = | (.(}k = f)—c,c| < ].Qk = f|

folgt
lim I(|he — f|) < Lim I(|gx — f]) = 0.
k—oo k—oo

Wegen
I(lh;‘: =t h.;l) = I(] hy — f|) + I(| f = }.',ID — 0 fiir k,l — oo

liefert der Lebesguesche Auswahlsatz eine Nullmenge N; C X und eine mo-
noton wachsende Teilfolge {ky; }m—1.2,..., so daf

h(z) :== lim hy, (z)

m—oc

fiir alle z € X \ Ny existiert. Wir setzen h auf die Nullmenge fort durch
h(z) := 0 fiir alle z € N;. Nun gilt

lim_| b, () - £@)| = |h(z) - @] 0 X\ M.
Der Satz von Fatou liefert

I(h=f) < lim I(hg, — f) =0.
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Somit gibt es eine Nullmenge No C X, so daf§
f(x) = h(z) fiir alle € X\ Ny

gilt. Setzen wir N := N; U Ny und f,(2) := hg, (2), so ist offensichtlich
fm(z) € M(X), |fim(x)| < cfiir alle # € X und alle m € N, und es gilt

Y f(z)  firalle ze X\N.

Lo

Il

. 3 N d
lim fn(z) = lim hy, "2 h(z)“
M=o m—0o0

Somit folgt f,(x) = f(x) fiir alle z € X \ N. q.e.d.

Die f.ii.-Konvergenz und die gleichmiifiige Konvergenz werden verkniipft durch
den

Satz 10. (Egorov)

Seien die mefilbare Menge B C X und die mefbaren f.i. endlichwertigen
Funktionen f : B = R und fr : B = R, k € N, mit der Eigenschaft fi(z) —
f(x) fi. in B gegeben. Dann gibt es zu jedem & > 0 eine abgeschlossene
Menge A C B mit p(B\ A) < 4, so daf fr(x) — f(z) gleichmifig auf A gilt.

Beweis: Wir betrachten die Nullmenge

N := {:L‘ € B : fr(z) = f(z) ist nicht erﬂillt}
zu m € N und fiir alle [ € N existiert
ein k > I mit | fr(z) — f(z)] > %

1

= U N U{zen: b -s@i> 5} = U Bn,

wobei -
By 1= ﬂ {:r: € B : |fu(z) — f(z)| > %}

gesetzt wurde. Es gilt By, C N und somit pu(B,,) = 0 fiir alle m € N. Mit

By 1= U {:1: € B : |fu(z) — f(z)| > r—i}

k=1

folgt By, D By, fiir alle m,l € N. Aus
=)
B, = mBmJ
=1

erhalten wir dann
0= pu(B,,) = lim p(By ).
l=oc
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Somit gibt es zu jedem m € N ein I,,, € N mit l,,, < l;;,11, so daB
B : } B d
p| U jzeB:lf@)-f@l> -t | =nBni) < 5o
kZlm

gilt. Wir setzen
o0
Byi=Bmi, 1wnd .Bi= U B

m=1
Offenbar ist B meBbar, und es ist
= 20 = §
wB) < ZI wBm) < 9
m=

erfiillt. Erkléiren wir noch 4 := B \ B, so finden wir

ﬁ:Bn(Gﬁm) =Bﬂ(ﬂB )
m=1 m=1

o0

=1 {:EE B : |fel@) - f(z)| < % fiir alle kzlm}.

m=1

Fiir alle z € A gibt es also zu vorgegebenem m € N ein [,,, € N, so daf}

|file) - (@) < =

m

fir alle k > 1,,, gilt. Folglich konvergiert { fi| 5 }x=1,2.... gleichméa8ig gegen f| ;.
Gemiif §3, Satz 5 wiihlen wir nun eine abgeschlossene Menge A C A mit
~ ]
u(A\ 4) < 5
Dann konvergiert wegen A = A auch {fi|a te=1.2
Beachten wir noch B\ A = B, so folgt

gleichmiBig gegen f |4 .

& 4 5
;J(B\A)__;L(B\Ll +u(A\A) < = +§z
q.e.d.

Satz 11. (Lusin)

Sei f : B — R eine mefbare Funktion auf der mefibaren Menge B C X. Dann
gibt es zu jedem § > 0 eine abgeschlossene Menge A C X mit p(B\ A) < 4,
so daff fla : A — R stetig ist.
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Beweis: Fiir j = 1,2, ... betrachten wir die abgeschnittenen Funktionen
=I5 f(i"] € [—OO, _J]
fi(x) = 1q f(2), f(z) € [=],+]]
+j, f(z) € [+],+oq]
Die Funktionen f; : B — R sind mefibar, und es gilt

| filz)] <j fiir alle z € B.

Nach Satz 9 und wegen M (X) C CY(X) existiert fiir jedes j € N eine Folge
stetiger Funktionen f;; : B — R mit

j;_Iim_ fin(x) = fi(2) fi.in B.

Nach dem Egorovschen Satz gibt es nun zu j = 1,2,... eine abgeschlossene
Menge A; C B mit
)
W(B\ 4j) < SRRl
so daf die Funktionenfolgen {f; |4, }r=1.2,.. gleichmiBig gegen f;|a; kon-
vergieren. Nach dem Weierstrafischen Konvergenzsatz ist dann f;]4; fiir alle

Jj € N stetig. Die Menge

A= m Aj cB
j=1
ist abgeschlossen, und es gllt
)
u(B\ A) <Z,u(B\A Yy sz =3

j=1

Nun sind fiir alle j € N die Funktionen f; : A — R stetig, und wir wissen

o~

f(z) = lim f;(z) in A
J—oa
Nach dem Egorovschen Satz gibt es eine abgeschlossene Menge A C A mit

~ ]
pANA) < 5,
so daf§ f; gleichméBig auf A gegen f konvergiert. Damit ist f|4 stetig, und

es gilt

~ -~ 6 4 -
wWB\A) =p(B\A)+pu(A\A4) < B -+ 5= 0.
g.e.d.

Bemerkung: Wir haben in der MaBitheorie die drei Prinzipien Littlewoods ken-
nengelernt. J.E.LITTLEWOOD: ,, There are three principles roughly expressible
in the following terms: Every measurable set is nearly a finite union of inter-
vals; every measurable function is nearly continuous; every a.e. convergent
sequence of measurable functions is nearly uniformly convergent.“
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§5 Das Riemannsche und Lebesguesche Integral auf
Quadern

Zu d € (0,+) betrachten wir den Quader

) i= {::r:(.-rl,...,;.r:n)eR"’ : | @] 2d, j=1,.‘.._n}, n € N.

o
Wir setzen im Hauptbeispiel 1 jetzt X = 2 :=Q und erweitern das uneigent-
liche Riemannsche Integral

I: M(X)— R, vermébge [ I(f):= ff(£) dx
L
vom Raum
M(X):=4 feCn) : /|f(.-n)|dr.-:< +00
”

auf den Raum L(X) D M(X) zum Lebesgue-Integral I : L(X) — R.
Satz 1. Fiir eine Menge E C (2 sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) E ist eine Nullmenge.

(2) Zu jedem £ > 0 gibt es abzihlbar viele Quader {Qy }r=12,.. C 2 mil

EclJQr und > |Qi<e.
k=1 k=1
Beweis:

(1)=(2): Da FE eine Nullmenge ist, gibt es nach § 3, Hilfssatz 5 eine Funktion
heV(X)mit h >0 auf X, h = +oo auf E und I(h) < +occ. Fiir alle
¢ € [1,+00) betrachten wir die offene - und somit mefbare - Menge

E,. = {:r. € 2 : hiz) > r.'} 3 F,
und wir sehen
1 1
MEe) =I(xg.) = Ilexe.) < JI(h) <e
fiir ¢ > L@ ein. Die offene Menge E. kann als Vereinigung von abzihl-

bar vielen abgeschlossenen Quadern @) dargestellt werden, die hischstens
Randpunkte gemeinsam haben. Es gilt also

oo
ECEC=UQ;‘.

k=1
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Da die Menge der Randpunkte eines Quaders eine Nullmenge ist, folgt
o0
D 1Qk] = p(E:) <.
k=1

(2)==(1): Fiir jedes k € N gibt es eine Funktion h; € C§(£2) mit

1 y TE Qk
hi(z) = {E 0.1], z € R" \ O und  T(hy) < 2|Qx-

Da die Folge {g;(x)}1=1.2.... mit

{

(@) =3 (@)

k=1
monoton konvergiert und aus M (X) ist, folgt
h(z) = hi(e) € V(X).
k=1

Weiter gilt yg(z) < h(z), x € R"™. Somit folgt

0< I~ (xw) ST (xm) < I(h) = I(he) <2 1Qu| < 2¢
k=1 k=1

fiir alle € > 0. Damit ist E eine Nullmenge. q.e.d.

Satz 2. Eine beschrinkte Funktion f : 2 — R ist genau dann Riemann-inte-
grierbar, wenn die Menge K aller Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist. In

diesern Fall gehort f zu L(£2), und es gilt

1) = [ f@)do= [ f(@)ds,
% Q
d.h. das Riemann-Integral von f stimmt mit dem Lebesque-Integral iberein.
Hierbei haben wir f zu 0 auf den R" fortgesetzt.
Beweis: Wir betrachten die Funktionen

mt(x):= lim sup f(y) und m (z):= lim inf f(y), x € R".
e—0 ly—z|<e e—0+ |y—z|<e

Es gilt m™(z) = m~(2) genau dann, wenn f im Punkt « stetig ist. Sei
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eine kanonische Zerlegung von @ in N abgeschlossene Quader @;.. Wir setzen

my :==sup f(y), my = 15ff(yr) und f3(z):= Zm,\ xo. (z) € L(X).
Qu . it

Offenbar gilt
i’\r

I(£3) = Y mi| Qxl,

k=1
so daf das Lebesgue-Integral der Funktionen f3 mit den Riemannschen Ober-
bzw. Untersummen von f zur Zerlegung Z iibereinstimmt. Bezeichnen wir mit

N
= U Qs
k=1

die M(‘ng(‘ dor Randpunktc der Z(‘rlt‘gung Z,s0ist JZ eine \Iu]_lmenge im R™,
von () gilt

lim fI (z) =m*(z) firalle =€ 2)\N,
P00 ¥

wobei

V:[jazpc(g

p=l1

eine Nullmenge ist. Wir wihlen nun eine geeignete ausgezeichnete Zerlegungs-
folge, so dafl

[f(:f;) dx :pli{glof(fgp) und /f(.r) dr = plingo I(fgp)
Q

Nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt dann

fz)de =I(m~) und [ f(z I(m™").
/ [

2.

Wir beachten nun, da3 f : {2 — R genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn

I(m") = 7)"(::?) dx = /f(w) dv=1I(m~) bzw. I(mt—-m~)=0
Q

gilt. Wegen m*™ > m~ ist das genau dann der Fall, wenn m* = m~ f.ii. in Q,
also wenn f f.ii. auf ) stetig ist. —
Seien nun () C B” und R C RY zwei offene, beschrinkte Quader. Wir wollen
den Satz von Fubini beweisen. Wir beginnen mit
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Hilfssatz 1. Sei f = f(z,y) : Q x R = R € V(Q x R). Dann gehirt fiir jedes
x € @) die Funktion f(z,y), y € R, zu V() und

o) = [ f(@) dy
R

gehdrt zu V(Q). Ferner gilt

J[ 1@ sty = [ o) aa.
p Q

QxR

Beweis: Da f € V(QxR) gilt, gibt es eine Folge { f,,(z,y) }n=1.2.... C CH(QxR)
mit f,(z,y) T f(z,y). Fiir jedes € @ gehoren die Funktionen f,(x,y), v €
R, zu C§(R) und damit f(z,y) zu V(R). Setzen wir

n(T) = A fulz,y) dy, T €Q.

Dann folgen ¢, € CJ(Q) und ¢, (z) T () in Q. Somit ist

[/f(;::,y) dedy = nli_l}lgo //f,,(:c,y) dady = nglév /.npn(a:)d:z: = /ga(.-z:) dz.

QxR QxR Q Q@ ged.
Hilfssatz 2. Seien N eine Nullmenge in Q x R und

N 1= {y ER: (n,y) € N}.
Dann gibt es eine Nullmenge E C @, so daf fiir alle x € Q\ E die Menge N,

eine Nullmenge in R ist.

Beweis: Da N eine Nullmenge ist, gibt es eine Funktion h(zr.y) € V(Q x R)
mit h > 0 auf @ x R und h(z,y) = +oo fiir alle (z,y) € N, so daBl wegen
Hilfssatz 1

+o00 > ]/ Iz, y)daedy = /ip(.’.’?] de  mit @(z):= /h(m,y) dy > 0.
Q¥R Q R

gilt. Wegen v € V(@) und

Q/-\p(a:}d:z < +o0

folgt ¢ € L(Q), und es gibt eine Nullmenge F C @ mit ¢(x) < +oc fiir alle
@ € @\ E. Somit ist fiir alle v € @\ E wegen h = +oo auf N die Menge N,

eine Nullmenge.
q.e.d.
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Satz 3. (Fubini) Sei f(zr,y) : @ x R = [0,+] eine mefbare Funktion.
Dann gibt es eine Nullmenge E C Q, so daf fir alle x € Q\ E die Funktion
flx.y), y € R, mefbar ist. Setzen wir nun

flz,y)dy, € Q\E
plx):=< R )

0, relE

so ist  eine nichtnegative meffbare Funktion, und es gilt

// fle,y) dedy = / .

QxR Q

Beweis: Fiir n = 1,2,... betrachten wir

flz,y), falls f(z,y) € [0,n]
T sonst

fnlz,y) == {

mit f, € L(Q X R). Zu jedem n € N gibt es nach §4, Satz 9 eine Nullmenge
N, C Q x R und eine Funktionenfolge f,, (x,y) € CO(Q x R) mit | fu.m| < n
auf () x R, so dafl folgendes gilt:

lim fom@,y) = fale,y)  firalle (z,y) € (Q x R)\ Na.

TM—+0
Fiir jedes feste n € N gibt es eine Nullmenge F,, C @, so daB fiir alle z € Q\ E,,
die Menge {y € R : (z,y) € N,} C R eine Nullmenge ist. Der Lebesguesche
Konvergenzsatz liefert nun

/ folz,y)dedy = lim /] Fom(z,y) dedy

m—+oo
QxR QxR

m—ro0

= lim /f'n,-m.(:r: y) dy dx
Q R

= lim / fn._m (-T"a y) dy dx

m—ro0

NE, i

= / /wdy dz.

Q\E. \R eL(R)
Nun ist auch

E = UERCQ

n=1
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eine Nullmenge, und es gilt

QxR Q\E \R

Der Satz 6 aus §4 liefert nun

/] fle,y) dedy = nli_{%o [[ fulz,y) dody

QxR QxR

= lim /fn(:r:, y)dy | dz

n—oo

ONE R

[ fady | o

Q\E \R
= /p(L) dz.
Q q.e.d.

§6 Banach- und Hilbertrdume

Viele der Grundgedanken zur Untersuchung der im folgenden auftretenden
linearen Ridume verdankt man den Mathematikern D. Hilbert und S. Banach.
Dabei konnen die Betrachtungen sowohl iiber reelle, als auch iiber komplexe
Vektorriume gefiihrt werden.

Definition 1. Sez M ein reeller (bzw. komplezer) linearer Raum, d.h.
frgeM, a,.B€eR (bz2w.C) = af+ B8ge M.

Dann nennen wir M einen normierten reellen (bzw. komplexen) linearen
Raum oder normierten Vektorraum, wenn eine Funktion

-1l + M — [0, +00)

existiert mit den folgenden Eigenschaften:

(N)|fll=0 < f=0
(N2) Dreiecksungleichung: ||f + gl| < ||fl| + llg|| fiir alle f,g € M
(N3) Homogenitdt: ||\f|| = |M||fIl fir alle f € M, XA € R (bzw. C)

Die Funktion || - || nennen wir die Norm auf M.
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Bemerkung: Aus den Axiomen (N1), (N2) und (N3) folgt unmittelbar die
Ungleichung

1F =gl >[I~ lgll | ~ firalle f,9€Mm,

denn es gilt

AN = Nlgll = ILf — g+ gll = llgll < IF — gll + llgll = llgll = [If — gl

und nach Vertauschen von f und ¢ erhilt man die Behauptung.

Definition 2. Der normierte Vektorraum M heifit vollstindig, falls jede
Cauchy-Folge in M konvergiert, d.h.ist {f,} C M eine Folge mit

lim ||fx — fill =0,

k=00

so gibt es ein f € M mit
lim ||f - fill = 0.
k—=oc
Definition 3. Ein vollstindiger normierter Vektorraum heifft Banachraum.

Beispiel 1. Sei K C R" kompakt. Dann wird B := C°(K,R) zu einem Ba-
nachraum durch die Norm

IfIl:= sup |f(z)| = max|f(z)|,  f€B.
reEK rel
Diese Norm erzeugt die gleichmiifiige Konvergenz.

Definition 4. Ein komplexer linearer Raum H' heifit Prd-Hilbertraum, falls
in H' ein Skalarprodukt definiert ist, d.h. eine Funktion

() : H'xH —C
mit den folgenden Eigenschaften:

(H1) (f +g,h) = (f.h)+ (g, h) fir alle f,g,h € H;
(H2) (f.Ag) = A(f.g) fir alle f,g € H', A€ C;

(H3) Hermitescher Charakter: (f,g) = (g, f) fir alle f,g € H';
(H4) Positive Definitheit: (f, f) >0, falls f # 0.

Bemerkungen:

1. Aus den Axiomen (H1) bis (H4) entnehmen wir sofort
(H5) Fiir alle f,g.h € H' gilt

(frg+h)=(g+h,F)=(g,f)+ (h,f) =(f.9) + (f,h).
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(H6) Ferner ist
(Mf,9)=Afg) firalle fgeH', AeC,

erfiillt.
Das Skalarprodukt ist somit antilinear im ersten und linear im zweiten
Argument.
2. In einem reellen linearen Raum H' wird ein Skalarprodukt sinngemafl
ebenfalls durch die Eigenschaften (H1) bis (H4) charakterisiert, wobei
(H3) dann der Symmetrieeigenschaft

(f.9)=1(g.1) fiir alle f,ge H'

entspricht.

Beispiel 2. Seien —o0 < a < b < +o0 sowie H' := C%[a,b],C) gegeben. Mit
dem Skalarprodukt

b
(f.9):= [ T@(x) dz

wird H' zu einem Pri-Hilbertraum.

Satz 1. Sei H' ein Pri-Hilbertraum. Mit der Norm

I£1l == V(£ ])
wird M' zu einem normierten Vektorraum.
Beweis:
1. Wir zeigen zuniichst die Giiltigkeit der folgenden Ungleichung in H' :
[g. DI =1F Dl < Nfllllgll fiir alle f,g € H'.

Zu f.g € H' betrachten wir folgende quadratische Form in \, p € C:
0 < Q) = (Af — g, Af — pg)

= [AP(f, F) = Malg, £) = Au(f.9) + |1 (g, 9)-

Fiir (g,f) = (f,g) = 0, speziell also fiir f = 0 oder g = 0, gilt die
Ungleichung offensichtlich. Andernfalls wiihlen wir speziell

AP
=h R

Dann folgt aus der Nichtnegativitit von (), welche eine Konsequenz von
(H4) ist, die Ungleichung




86 Banach- und Hilbertriume 139

IIfII“IlyII

und nach Umstellen schliefilich

(£l <7l lgll fir alle £, g € H'.

2. Wir haben nun zu zeigen, daB || f|| := +/(f, f) die Normeigenschaften (N1)

bis (N3) erfiillt. Fiir alle f,g € H' und A € C gelten
) ||f]l = 0, und wegen (H4) ist || f|| = 0 genau dann erfiillt, wenn f =0
richtig ist;

ii.) Il = V/OFA) = /AN, £) = LIS

: \f+9glI> = (f + 9, f +9) = (f, f) + 2Re(f, 9) + (9,9)
< AP+ 21(f, )| + llgll?
< NI£IP + 211 £1HIgll + llgll?
= (IIf1l + lglD?,
also
7+ gll < IIfI[ + llgll -
Somit liefert || - || eine Norm auf H'. q.e.d.

Definition 5. Fin Pri-Hilbertraum H nennen wir einen Hilbertraum, falls H
mit der Norm

Ifl:= V{0, feH,

vollstindig, d.h. ein Banachraum ist.

Bemerkungen:

1.

Wir zeigen, dafl das Skalarprodukt (f, g) in H stetig ist. Dazu betrachten
wir fiir f, g, fn,gn € H die Abschiitzung

[(fr>gn) — (fag” = |(fra:gu) = (fn,9) + (fn,9) — (f*g)|
< |(fnsgn) = (Frs 9| + |(Fn- 9) — (£, 9)
< |(fm§n = 9)| i |(fn - fsg”

<1 fallllgn = gll + Lfu = fll lgll;

d.h.wenn f, — f und g, — g fiir n — oc in H gelten, folgt
nlil;rgo(fmgn) = (£, 9)-

Man beachte, dal} die Vollstindigkeit des Raumes H fiir den Nachweis der
Stetigkeit des Skalarproduktes nicht gebraucht wird.
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2. Der Pri-Hilbertraum aus Beispiel 2 ist nicht vollstindig, also kein Hilber-
traum.

3. Wir konnen #hnlich wie beim Ubergang von rationalen Zahlen zu den
reellen Zahlen jeden Pri-Hilbertraum H' einbetten in einen Hilbertraum
H, d.h.es gilt H' C H, und H' ist dicht in H (vgl. Kap. VIIL, § 3).

4. Hilbertriume sind spezielle Banachriume. Die Existenz eines Skalarpro-
duktes in H erlaubt es uns, den Begriff der Orthogonalitit einzufiihren:
Zwei Elemente f,g € H heiflen zueinander orthogonal, wenn (f,g) = 0
gilt.

Sei M C H ein beliebiger, linearer Teilraum. Wir erkliren den Orthogonal-
raum zu M vermittels

ML = {gE'H - (g, f) = 0 fiir a_uefe..-vt}.

Man sieht sofort, daB M+ ein linearer Teilraum von H ist. Aus der oben
gezeigten Stetigkeit des Skalarproduktes resultiert ferner die

Bemerkung: Sei M C H ein beliebiger Teilraum. Dann ist M~ abgeschlossen,
d.h.sei {f,} C M eine Folge mit f, — f fiir n — oc, so folgt f € M*.

Beweis: Da {f,} € M* gilt, folgt zunichst (f,,g) = 0 fiir alle n € N und
g € M. Wir erhalten somit

0= 1311 (fnr9) = (f,9) fiir alle g€ M,

und das war zu zeigen. q.e.d.

Satz 2. (Projektionssatz)
Sei M C H ein abgeschlossener, linearer Teilraum eines Hilbertraumes H.
Dann gilt fiir alle Elemente f € H die folgende Darstellung:

f=g+h mit geM und he Mt

Die Elemente g und h sind dabei eindeutig bestimmi.

Der Satz besagt, dafi sich der Hilbertraum H in die beiden orthogonalen Un-
terrdume M und ML aufspalten Lifit. Wir schreiben dafiir

H — .-’M (5] JIMJ_-

Beweis:

1. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit. Sei ein Element f € H mit
f=gi+hi=g+hy, g;€M, hj €M
gegeben. Zunichst sehen wir

0=f—-Ff=(0n—g2)+ (b — h2).
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Die Eindeutigkeit folgt nun aus
0=1/(g1 = g2) + (b1 — ho)|?
= ((g91 — g2) + (1 — h2), (91 — g2) + (h1 — h2))
= llgr = g2 + Ilhy — ho .
. Es bleibt die Existenz der gewiinschten Darstellung zu zeigen. Zu vorge-

gebenem f € H losen wir folgendes Variationsproblem: Finde ein g € M,
so daf3

—g|| = inf —4g||=:d
7 =gl = it 1If -3
gilt. Wir wiihlen zuniichst eine Folge {gx} C M mit der Eigenschaft
lim [[f — gkl = d.
k—oo

Wir zeigen. dafi diese Folge gegen ein g € M konvergiert. Hierzu benutzen
wir die Parallelogrammgleichung

|7

2 (,3—1;)2
][5

1 ; é
=7 (el +11l?) ~ fir alle 0 €,

die man durch Ausrechnen der Skalarprodukte auf beiden Seiten leicht
iiberpriift. Diese wenden wir nun auf die Elemente

(P:f_gk-_- 13|J=f_9f1 k1 eN,

an und erhalten

2
:+

2

=2 (17 = aull® + 117 = ).

gk — 4
2

Umstellen dieser Gleichungen bringt

Gk — g1 2
2

2
0< ‘ f =5 (IF = aull? + 115 - al?) - Hf- m

1 < 2 2
<5 (IF =gl +11f - all?) — &

Nach Ausfiihren des Grenziibergangs k,I — oc folgt nun die Cauchy-
Folgen-Eigenschaft fiir die Folge {gr}. Aus der Abgeschlossenheit des li-
nearen Teilraumes M folgt damit, daff ein Grenzwert g € M der Folge
{g1} existiert.

Wir zeigen schliefilich h = (f—g) € M~ und erhalten dann die gewiinschte
Darstellung
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f=9+({F -9 =g9+h
Sei ¢ € M beliebig gewiihlt und & € (—zg, ), so folgt
I(f = g) +ewl® > d* = || - gli*.

Zuniichst ist nun

1f = gll> +2cRe (f — g,0) +€%llll* > || f — g%,

also
2eRe (f — g,) +£le|? > 0,

und zwar fiir alle p € M und alle £ € (—=¢,&p). Es muf} also

Re(f—g,0) =0 fiir alle p e M

gelten. Ersetzen wir ¢ durch i, so erhalten wir (f — g,¢) = 0. Da ¢
beliebig aus M gewiihlt wurde, ist (f — g) € M+ gezeigt. e
Definition 6. Seien {M..|| - |[i} und {Mba,|| - ||2} zwei normierte lineare

Riaume und A : My — My eine lineare Abbildung. Dann heifit A stetig im
Punkte f € My, wenn es fir alle e > 0 ein 6 = §(z, f) > 0 gibt, so daf gilt

geMy, llg=flli<d = [lAlg) — ANl <.

Satz 3. Set A: M — C ein lineares Funktional auf dem linearen normierten
Raum M, d.h.

Alaf + Bg) = c¢A(f) + BA(g) fir alle f.ge M, a,pecC

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist stetig in allen Punkten f € M.
(ii) A ist stetig in einem Punkt f € M.
(iii) A ist beschrinkt, d.h. es gibt eine Konstante o € [0, +oc), so daff gilt

|[A(f)| L allfl|  firalle feM
qilt.
Beweis:

(2) = (#4i) : A ist stetig in M, insbesondere also in 0 € M. Zu & = 1 gibt
es also ein d(g) > 0, so dal mit ||f|| < § folgt, daf |A(f)| < 1 gilt. Wir
erhalten

A < FIfl - faralle fe M.

(#41) = (i#i) : Aus der Beschrianktheit von A folgt die Stetigkeit von A im
Punkte 0.
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(#1) = (i) : A sei stetig in einem Punkte fy € M. Zu einem £ > 0 existiert
also ein § > 0 mit

peM, llell <6 = [A(fo+y) —A(fo)| <e.
Wegen der Linearitit des Funktionals A erhalten wir dann fiir alle f € M
PEM, |lpll£6 = |A(f+¢)—A(f) <e.
A ist also stetig fiir alle f € M. q.e.d.
Bemerkung: Der Satz gilt entsprechend fiir lineare Abbildungen
A: My = M,

mit den normierten Riumen {M;,||-[[1} und {Ma,||-||2}. Dabei bedeutet 4
ist beschrinkt, dafy es ein a € [0, +oc) gibt, so daB

APl <allfll,  faralle £ € M
gilt.

Definition 7. Fiir ein beschrinktes, lineares Funktional A : M — C auf dem
normierten, linearen Raum M nennen wir

A== sup — |A(S)|
rem, [if1<1

die Norm des Funktionals A.

Definition 8. Mit
M* = {:‘l : M — C : A ist beschrinkt auf J\/I}
bezeichnen wir den Dualrauwm des normierten, linearen Raumes M.

Bemerkungen:

1. Man zeigt leicht, dafl M* mit der Norm aus Definition 7 ein Banachraum
ist.

2. Sei H ein Hilbertraum. Dann ist #* isomorph zu H, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 4. (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz)
Jedes beschrinkte, lineare Funktional A : H — C auf einem Hilbertraum H
lifst sich in der Form

A(f)=(9.f)  firalle feH

mit einem eindeutig bestimmien, erzeugenden Element g € H darstellen.



144 II Grundlagen der Funktionalanalysis

Beweis:

1. Wir zeigen zuniichst die Eindeutigkeit. Seien f € H und ¢;, g2 € H zwei
erzeugende Elemente. Dann gilt

A(f) = (g1, f) = (g2, f)  fiiralle feH.
Wir subtrahieren beide Gleichungen voneinander und erhalten
(91, f) — (92, f) = (g1 — 92, f) =0 fiiralle feH.
Wiihlen wir nun f = g, — g, so folgt g1 = g2 wegen
0= (g1~ 92,91 — 92) = llgr — gl|”.
2. Zum Nachweis der Existenz von g betrachten wir
M= {fe’H : A(f)zo} cH.

M ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von H.
i.) Sei M = #H. Dann folgt fiir g = 0 € H unmittelbar die Identitiit

A(fy=(9.f) =0 fiir alle f e H.

ii.) Sei MSH. Nach dem Projektionssatz gilt H = M @& M+ mit {0} #
M. Es existiert also ein h € M* mit h # 0. Wir bestimmen nun ein
a € C, so daf fiir g = ah die Identitéit

A(h) = (g, h)
richtig ist, oder, was dquivalent dazu ist,

A(h) = (g,h) = (ah,h) =a (h,h) =a||n|?

beziehungsweise
A(h)
= h.
[1]]2
Nun gilt A(f) = (g, f) fiir alle f € M und fiir f = h. Fiir beliebiges
f € H setze nun ¢ := % Dann gelten fiir f := f — ch die Identitiit

AP = A(F) — cA(R) = A(f) — %A(h) =0

und somit f € M. Wir haben also fiir f € H die Darstellung f =
f 4 ch, wobei f € M und ch € M~ gelten. Damit wird

A(f) = A(f) + cA(h) = (g, ) +¢lg, h) = (9, + ch) = (g, f)
richtig fiir alle f € H. q.e.d.
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Definition 9. Einen Banachraum nennen wir separabel, falls es eine Folge
{fx} C B gibt, die in B dicht liegt, d.h. zu jedem f € B und jedem & > 0 gibt
es ein k € N mit

If = fell <&

Definition 10. Sei H' ein Prd-Hilbertraum. Ein System von abzihlbar un-
endlich vielen Elementen {1, 92, ...} CH' nennen wir orthonormiert, falls
(pispj) =05, 4,5 €N,

richtig ist.
Bemerkung: Haben wir in H’ ein System von abzdhlbar vielen linear un-

abhiingigen Elementen, so konnen wir das Orthogonalisierungsverfahren von
E. Schmidt anwenden, um daraus ein orthonormiertes System zu erhalten.

Seien dazu {fi,..., fn} € H' linear unabhiingige Elemente des Pri- Hilber-
traumes H'. Dann setzen wir

1
Y= mfn

@y 1= f2 = (p1, f2)n
T2 = (ors fo)enll

N-1

In= 3 (v, In)w;

i=1

fn— Zl(wefN)%

Die von {f1,..., fnv} und {p1,...,pn} aufgespannten Vektorriiume stimmen
iiberein, und es gilt

(pirp5) = bij, £, =1,...,N.

Hilfssatz 1. Sei {¢k}, k = 1...., N, ein System orthonormierter Elemente
im Prd-Hilbertraum H'. Weiter gelte f € H'. Dann haben wir fir beliebige
Cly....cny € C die Identitit

I#- S = - Seon p + Lt~ e
k=1 k=1 k=1

Beweis: Wir setzen zunichst
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Dann kénnen wir
N N
f—zf-‘kws= ZLP:L f)@rl-Z(w, —Ck)tf?k=9+h
k=1 k=1 k=1
schreiben. Wir berechnen

N
(9.h) = (f Dews Y (o ) - ru)w)

=1

Y (e -e)@nd XV:w-.,f)((ao;,f)—cs)('19;-.-.99:}-

=1 k=1

Il

—

Wegen (¢, 1) = 0 erhalten wir (g, h) = 0. Damit folgt

= zwk” 9+ hog +h) = [lg]* + 14|
. ”f 19‘ 7) @LH m((w,ﬂ — ﬂ:) (ks 01)
l 1
_”f »0;” )Pk +Z|(<Pi )=l

g.e.d.

Folgerung: Fiir alle ¢;,...,en € C gilt

?

” fm;” _Hf Z(w f)m]

und Gleichheit wird nur angenommen, falls ¢;, = (¢r, f), k = 1,..., N, gilt.
Die auf diese Weise bestimmten c¢; nennen wir Fourier-Koeffizienten von f
(beziiglich des Systems (@r)).

Setzen wir ¢; = ... = ¢y = 0, so erhalten wir den

Hilfssatz 2. Es gilt

|7 = S tow x| = 1112 - Sl NP 20
=l k=1

Daraus entnehmen wir sofort

Satz 5. Sei {pp}, k= 1,2,..., ein orthonormiertes System im Prd-Hilbert-
raumn H'. Dann gilt fir alle f € H' die Besselsche Ungleichung
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Y e, H < NIFIP

1

=
II

Fiir ein f € H' gilt die Gleichung

[M)¢
3
oy
=

|

= [I£1I?

genau dﬂnﬂ, wmenn
.
Jim Hf - g(m,f}mH =0

richtig ist.

Bemerkung: Letztere Aussage bedeutet, daBl f € H' beziiglich der Hilber-
traumnorm || - || durch die Fourier-Reihe

Z(Pﬁ‘s f)(?ok
k=1

dargestellt wird.

Definition 11. Ein Orthonormalsystem {py} heifit vollstindig, kurz v.o.n.S.,
wenn fiir jedes f € H' des Pri-Hilbertraumes H' die Vollstindigkeitsrelation

A = 1Ger, £)I?
k=1

erfiillt ist.

Beispiel 8. Im Pri-Hilbertraum H' = C°([0, 27],C) mit dem Skalarprodukt
aus Beispiel 2, nédmlich

2
(f,9) = / F@)e() da,
0]

hilden die Funktionen

{f;ﬂ(.’r) = \/%exp(ik:r)} ; z €[0,2n], ke€LZ,

ein vollstandiges Orthonormalsystem.

Bemerkungen:

1. Mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren kann man in jedem
separablen Hilbertraum ein vollstéindiges Orthonormalsystem konstruie-
ren.
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2. Haben wir ein vollstéindiges Orthonormalsystem {¢n} C H', k= 1,2,...,
im Prii- Hilbertraum #/', so gilt die Darstellung durch die Fourierreihe

F=2 (on: Hen
k=1

zuniichst nur beziiglich der Konvergenz in der Hilbertraumnorm.

3. Im Pré-Hilbertraum aus Beispiel 3 mit dem dort angegebenen Ortho-
normalsystem konnen andere Konvergenzarten der Fourier-Reihen unter-
sucht werden. Insbesondere sind Aussagen iiber punktweise oder sogar
gleichmiflige Konvergenz interessant (siehe dazu z.B. H. Heuser: Analysis
IT. B. G. Teubner-Verlag, Stuttgart, 1992).

§7 Die Lebesgueschen Riume LP(X)

Wir setzen nun unsere Uberlegungen aus §1 bis § 4 fort.

Zun € Nsei X C R" eine Teilmenge, die wir mit der Relativtopologie des R"”
ausstatten,

AC X st { offen }

abgeschlossen

offen

< Esgibt BCR {abgeschlosscn

}mit A=BnNnX.
Mit M(X) bezeichnen wir einen linearen Raum von stetigen Funktionen f :
X = R=RU{%cc} mit den folgenden Eigenschaften:

(M1) Linearitit: Mit f,g € M(X), a,3 € R gilt af + fg € M(X).

(M2) Verbandseigenschaft: Aus f € M(X) folgt |f| € M(X).

(M3) f(z) =1,z € X, liegt in M(X).

Ein auf M = M(X) erkliirtes lineares Funktional I : M — R heifit Daniell-

sches Integral, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(D1) Linearitit: [(af + Bg) = al(f)+ 5l(g) fiir alle f,g € M, a5 € |

(D2) Nichinegativitit: I(f) > 0 fiir alle f € M mit f > 0;

(D3) Fiir alle {fi} € M(X) mit fi(x) L 0 (k = oo) auf X folgt I(fr) —
0 (k — c0).

Beispiel 1. Sei X = (2 C R" offen und beschrinkt. Dann definieren wir

M=M(X):= _f:X—w}RECD(X):/|f(:c)|d:£<+oo
7]

Wir setzen als lineares Funktional auf der Menge X das uneigentliche Rie-
mannsche Integral
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JuyszWMa feM.
2

Beispiel 2. Wir betrachten auf der Sphiire
X =5 {.’B eR” : |z| = 1}
die Menge M aller stetigen Funktionen M (X) = C?(S"~1). Wir setzen

I(f) == / f(z)do" (z),  fe M.
gn—1

In § 2 haben wir das Funktional I von M (X)) auf den Raum L(X') der Lebesque-
integrierbaren Funktionen fortgesetzt. In § 3 untersuchten wir Mengen, welche
Lebesgue-meBbar sind, also solche Mengen A, deren charakteristische Funkti-
on x . integrierbar ist.

Definition 1. Sei 1 < p < +oo. Wir nennen eine mefbare Funktion f : X —
R p-fach integrierbar, falls |f|P € L(X) richtig ist. In diesem Fall schreiben
wir f € LP(X). Mit

190 5= Wl o= | [ 1f@Pdu@) | = (10sm)”
X

erhalten wir die LP-Norm der Funktion f € LP(X); dabet ist p das Lebesgue-
sche Maf§ auf X .
Bemerkung: Offensichtlich gilt L}(X) = L(X).
Satz 1. (H6ldersche Ungleichung)
Seien p,q € (1,+0c) konjugierte Ezponenten, d.h.es gelte p~' +q ' = 1.
Weiter seien f € LP(X) und g € LY(X) gegeben. Dann folgt fg € L*(X), und
es gilt

fgllrx) < 1 lleecx)llgllnacx)-
Beweis: Wir brauchen nur den Fall || f||, > 0 und ||g||, > 0 zu untersuchen. Sei

anderenfalls || f]|, = 0, so folgt f = 0 f.ii., also auch f - g = 0 f.ii., und analog
betrachten wir den Fall ||g||, = 0. Wir wenden die Youngsche Ungleichung

a? bl
ab< — + —
p q

auf die Funktionen

1 1
olx) = ——|f(x)], U(x)=—|g(x)|, r€eX,
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an, so erhalten wir

Lf@)]P 1 |g(a)]”

1
1£1lallgllq p fllE  a llgllg

fiir alle z € X. Nach §4, Satz 5 folgt fg € L(X) = L' (X). Integration liefert
nurn

£ (@)g(2)| = p(x)ib(x) <

11
p lIf1l7

11
— g L(lgl) =1,

IfgD < 2 Tall?

1
- .
£ 11 Nlgllq (1f17) +

also schliefilich
I < "
(Ifgl) < “f”p”.@'“q qe.d.

Satz 2. (Minkowskische Ungleichung)
Seien p € [1,+oc) und f,g € LP(X). Dann folgt f +g € LP(X), und es gilt

IIf + gllex) S Ifllrix) + llgllzecx)-

Beweis: Den Fall p = 1 kann man leicht nachweisen, indem man die Dreicks-
ungleichung auf den Integranden |f + g| ansetzt. Seien also p, ¢ € (1, +oc) mit
p~ '+ ¢! = 1. Zuniichst gelten aus Konvexititsgriinden

£ (@) + (@) < 2271 (| (@)]” + |g()I”)
und somit f 4+ g € L? bzw. I(|f + g|P) < +00. Nun ist
|£(z) + (@) = |£(z) + g(@)]""}| £ (z) + 9(2)|
< £ @) + g@) P f (@) + | f (=) + g(@)[P~ g(x))|
= |£(@) + g@)| 7| f@)| + £ (=) + 9(2)||g(2)].

Die Faktoren der Summanden der rechten Seite sind nun LY- bzw. LP-Funk-
tionen. Damit erhalten wir

I(f +g”) < I(F + glP) 7 (£ 1o + llgll)-

Schliefilich folgt
(L(If +gI")7 < Ifllp + llgllp,

also die gewiinschte Behauptung

I+ gllo < Fllp + llgllp-
q.e.d.

Bemerkung: Die Minkowski-Ungleichung ist gerade die Dreiecksungleichung
fiir die Norm || - ||, im Raum L”.

Der folgende Satz beweist die Vollstindigkeit der LP-Raume, das heilit jede
Cauchy-Folge konvergiert gegen eine Funktion im entsprechenden Raum.
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Satz 3. (Fischer-Riesz)
Seien p € [1, +00) sowie {fr}r=12.... C LP(X) eine Folge mit

,\lgllflx, | fx = fillLe(xy = 0.
Dann gibt es eine Funktion f € LP(X) mit der Eigenschaft
lim ||fx = fllee(x) = 0.
k—oo
Beweis: Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung zeigt man die Identitét
lim I(|fx - fil]) = 0.
k=0
Dazu schiitzt man im Fall p > 1 wie folgt ab:

I(|fi = fil) = I(| s = fil - 1) < [ f& = fillpl1]lg — O

Nach dem Lebesgueschen Auswahlsatz gibt es nun eine Teilfolge k) < ks <
ks < ... und eine Nullmenge N C X, so daf}

lim f;, (x) = f(x), r€e X\ N,

=20

gilt. Die Funktion f ist mefbar. Sind nun [ > N(¢) und k,, > N(g), wobei
[|fx = fillp < fiir alle k,1 > N(e) gilt, so folgt

I(|fﬁ!m = fflp) . ||fkm = fi”ip(x’} = g%
Mit dem Fatouschen Satz erhalten wir nun fiir m — oo
| f - fF) <& fiir alle [ > N(g),

bzw.
If = filleex) <& faralle 1> N(e).
Da L?(X) linear ist und f; sowie (f — f;) Elemente dieses Raumes sind, folgt
f € LP(X). Ferner gilt
.-lfg IIf = fill, = 0.

Definition 2. Eine mefbare Funktion f : X — R gehirt zur Klasse L>(X),
falls es eine Nullmenge N C X und eine Konstante ¢ € [0,+oc) mit der
Eigenschaft

q.e.d.

[fla)] <e fiir alle ©e€ X\ N

gibt. Wir nennen

Ifllec = IfllLee(x) = esssup |f(z)|
reX
_ ‘ es gibt eine NullmengeN C X
= inf {f 203 s 1p0e)| e fir alle & € XA\ N

die L>°-Norm bzw. das wesentliche Supremum der Funktion f.
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Bemerkung: Offenbar gilt die Inklusion

I=xjc ] X
pe[l,420)

Satz 4. Fine Funktion f € (| L?(X) gehdrt genau dann zur Funktionenklas-
p=1

se L>(X), wenn

lim sup || f|| p(x) < +00
P—ro0
ausfdllt. In diesem Fall gilt
I FllLe(x) = Sy I fllze(x) < o0,

wobei der Grenzwert auf der rechten Seite exvistiert.

Beweis: Sei f € [] LP(X). Setzen wir f € L>(X) voraus, so haben wir
pzl
zundichst 0 < ||f||x < 400 sowie

AP = 1P < IPNFIR Y fauf X

Damit erhalten wir iy "
£l < [[flloe "I f1lg
und schliefilich
limsup [[f]lp < [[flloc < +00. (1)
p—oo

Um die Gegenrichtung zu zeigen, betrachten wir die Menge
A, = {.T:EX 2| f(@)] >a}

fiir ein beliebiges a < || f||~ - 4, st damit keine Nullmenge. Wir erhalten die
Abschitzung

+o0 > limsup || f||, > lminf ||f||,
g p—oo

1

:%gg(ﬂm%f Zu%ggomgg”za.

Es folgt also
+00 > liminf || £, > || [le (2)
p—+o0

und somit f € L*®(X). Die angegebenen Ungleichungen implizieren nun die
Existenz von

Tim £l = [1£]1- -
Folgerung: Die Holdersche Ungleichung gilt auch fiir den Fall p = 1 und
q = oo. Die Minkowskische Ungleichung gilt ebenfalls fiir den Fall p = oc.



87 Die Lebesgueschen Riume L7 (X) 153

Definition 3. Sei 1 < p < +o00, so fihren wir auf dem Raum LP(X) wie folgt
eine Aquivalenzrelation ein:

f~g < flz)=g(z) fi.in X.

Mit [f] bezeichnen wir die zu f € LP(X) gehirige Aquivalenzklasse. Wir nen-
nen

er(x) = {[f] : f e L(x)}
den Lebesgueschen Raum der Ordnung 1 < p < +o0.
Wir fassen unsere Uberlegungen zu folgendem Satz zusammen:

Satz 5. Fiir jedes feste p mit 1 < p < +o0 ist der Lebesquesche Raum LP(X)
ein reeller Banachrawm mit der angegebenen LP-Norm. Weiter gilt fiir alle
1 <r < s<+oo die Inklusion

LT(X) D L*(X),
und es gilt

I fllerxy < Clrs )| fllee(x) fiir alle  f € £°(X)

mit einer Konstanten C(r,s) € [0,+00). Das bedeutet, daff die Einbettungs-
abbildung
P LX) — LN(X), f=®(f)=

stetig ist. Eine im Raum L5(X) konvergente Folge ist somit auch im Raum
L"(X) konvergent.

Beweis:

1. Wir zeigen zuniichst, daff die £P(X) normierte Riiume sind. Sei [f] €
LP(X), so gilt ||[f]]|, = 0 genau dann, wenn ||f[|, = 0, also f = 0 f.i.in
X erfiillt ist. Daher ist [f] = 0, und das ist die Normeigenschaft (N1).
Die Minkowskische Ungleichung (vgl. Satz 2) sichert die Normeigenschaft
(N2), wobei Satz 4 die Dreicksungleichung im Raum L>(X) bereitstellt.
Die Homogenitiitseigenschaft, die Normeigenschaft (N3), ist offensichtlich
erfiillt.

2. Dem Satz von Fischer-Riesz entnehmen wir die Vollstindigkeit der Riume
LP fiir 1 < p < 4+o0. Wir miissen also noch die Vollstindigkeit von £
zeigen. Sei dazu eine Folge {fi} C L™ mit

lfx — filloo = 0 fiir £, = oo,

also eine Cauchy-Folge gegeben. Somit folgt fiir alle & € N die Ungleichung
[ f£lloe < ¢ mit einem ¢ € (0, +0c). Es gibt dann eine Nullmenge Ny C X
mit |fi(z)] < e fiir alle z € X \ Ny und alle & € N. Ferner gibt es
Nullmengen Ni ; mit
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|fe(@) = fi(@)| < |\ fi — filloo  flir 2 € X\ N,

Setze
N := No U Vi
kil

Dann gilt
lim  sup |fu(z) - filz)| =0.

k=00 4 X\N
Mit

lim fy(z), z€ X\ N
f(a,):{kﬁﬂcf’*(“")- € X\ s Ee

0 , e N

folgt
Jlim sup |fi(2) - f(2)] =0,

k=400 pe X\ N

und damit ist schlielich
lim || fx — flle=(xy=0
k—oo

3. Sei 1 <r < s < +o0. Fiir f € L*(X) gilt nun
Il = (20£1) " = (7717 -1)"

< { (s )) (we0) "}
= () ™ 11,
und zwar fiir alle f € L*(X). q.e.d.

Definition 4. Seien By und 5> zwei Banachriume mit By C Bs. Dann heif$t
B, stetig in By eingebettet, falls die Abbildung

L :Bi— B, foh(f)=Ff
stetig ist. das heifit es gilt
Iflls. <cllflls,  fir alle f € B
mit einer Konstanten ¢ € [0, +oc). Wir schreiben dann By < Bs.

Bemerkungen.:

1. Die Aquivalenzklassenbildung machen wir stillschweigend, so daB wir
L£P(X) und L?(X) identifizieren kénnen.
2. Bs gilt £5(X) < £7(X) fir alle 1 < r < s < +00.
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3. Auf dem Raum C°(X) erhalten wir mit

Ifllo:= sup |f(z)],  feCX),
reX

die Supremumsnorm, die gleichmiBige Konvergenz induziert. Wir haben
mit den LP-Normen ||- ||, eine Schar von Normen fiir 1 < p < +o00 vor uns,
die mit der schwichsten Norm, nimlich der L'-Norm, bis zur stirksten
Norm, nimlich der L>- Norm bzw. C°Norm, kontinuierlich sind. Genau
auf der Mitte fiir p = 2 finden wir den Hilbertraum H = L*(X).

Beispiel 3. Sei
%:L%X£y={f=g+m:gﬁ6L%Xﬁﬁ
mit dem Skalarprodukt
(fi.fou =I(fif)  fir fj=g;+ih; €H, j=1,2,
ausgestattet. Wie fiblich erkliren wir hierbei
I(f)=1I(g+ih) :=1(g) +iI(h).
Dann ist ‘H ein Hilbertraum.

Wir verwenden im folgenden den Funktionenraum
M*=(X) = {f € M(X) : sup |f(z)] < +oo} = M(X) N L*¥(X).
zEX

Satz 6. (Approximationssatz)

Fiir jedes p € [1,+00) liegt der Rauwm M (X) dicht in LP(X), das heifit fiir
jede Funktion f € LP(X) und jedes € > 0 gibt es eine Funktion f. € M™~(X)
mit

IIf = f:‘HLP{XJ <E.

Beweis: Sei £ > 0 vorgegeben. Fiir jedes K > 0 gilt fiir die abgeschnittene

Funktion
f(@), x € X mit |f(2)] < K

fok+k(z):=4{ —K, z € X mit f(z) < -K
+K, z € X mit f(z) > +K

die Ungleichung
|f(z) = f—r. i (@)|7 < |f(2)].
Weiter ist
lim [f(z) — f-kix(z)P =0
K=o

fast iiberall in X. Nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz ist nun



156 II Grundlagen der Funktionalanalysis

lim I(|f - f-x+x|") =0,

K—=oo

und es gibt folglich ein K = K (g) > 0 mit

1f(@) = f-k4+x (@)l <

b | ™

Nach §4, Satz 9 gibt es zu f_ 1k eine Folge {pg }r=12... C M(X), |gr(z)| <
K, mit
wr(z) — fogokx(x) f.ii. in X.

Der Lebesguesche Konvergenzsatz liefert
|f-k+x — @rllp = I(|f-k,+x — @x|") — O

fiir k — oo. Somit gibt es ein k = k() mit

£
|f=k+x — @illp £ 5"

Die durch K (g) auf X gleichméflig beschriinkte Funktion f. := ¢y, € M(X)
erfiillt

£ €
If = fellp S If = f-rtkllp + 1f-ktk = Pree)llp < 5+ 5 =&
2 2 q.e.d.

Satz 7. (Separabilitiit)

Sei X C R" kompakt. Fiir jedes p € [1,+0oc) ist der Banachraum LP(X) sepa-
rabel; genauer gibt es eine Folge von Funktionen {@g(x)}i=12.... C C5(X) C
LP(X), die in LP(X) dicht liegen.

Beweis: Sei

N

die Menge der Polynome im R" mit rationalen Koeffizienten. Weiter sei
xj(z) : X — R € C§°(X), =l
eine ausschopfende Folge der Menge X, das heifit
i(z) < xjpa(x), lim xj(z) =
Xi(z) < xgpa(z),  Jim x;(z) =1,
und zwar fiir alle z € X. Wir zeigen, dafl die abziihlbare Menge
D(X) = {h(x) = x;(2)g(x) : j €N, g R}

dicht in LP(X) liegt. Seien dazu f € LP(X) und £ > 0 beliebig vorgegeben.
Dann gibt es ein g € M*>(X) mit ||f — g[|, < &. Nun gilt
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lo = xall; = [ lote) ~xs@)g(e)P duto)
X

= / (1 - xj(;zr))plg(;r:)ﬁ’d;c(;rr) —0

X

nach dem Satz von Levi. Somit gibt es ein j € N mit [|g — x;gl|, < e. Nun
hat die Funktion x;g kompakten Tréger in X. Nach dem Weierstrafischen
Approximationssatz gibt es ein Polynom h(x) € R, so dafl

sup x;lg — h| < d(e)
reX

mit einem gegebenen §(g) > 0 richtig ist. Somit gibt es ein Polynom h(z) € R
mit der Figenschaft

llxig — x;ihlly <e.
Also folgt
IIf — xshllp < 1f — gllo + llg — x59lls + lIxi9 — x3hllp, < 3e.

Somit ist D(X) dicht in LP(X). q.e.d.

§8 Beschrinkte lineare Funktionale auf L”(X) und
schwache Konvergenz

Satz 1. (Fortsetzungssatz)
Seip € [1,400), und sei A : M>(X) = R ein lineares Funktional mit folgen-
der Eigenschaft: Es gibt eine Konstante a € [0,+0<), so daff

AN < ellfllerxy  fiir alle f e M™(X)

gilt. Dann gibt es genau ein beschrinktes lineares Funktional A : LP(X) — R
mit

Al €« und A(f) = A(f)  fir alle fe M>(X).
Somit ist das Funktional A von M>(X) auf LP(X) eindeutig fortsetzbar.

Beweis: A ist ein beschrénktes, lineares Funktional auf {M>(X),|| - [[z=x)}
und somit stetig. Nach §7, Satz 6 gibt es zu jedem f € LP(X) eine Folge
{fitr=1,2.. C M>(X) mit

I fx = fllLe(x)y =+ 0 fir k — oc.

Wir setzen dann

A(f) := Jim A(fi).
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Man priift leicht nach, da A unabhiingig von der gewiihlten Folge { fi }r=1.2....
erklirt ist, und dafl A : LP(X) — R linear ist. Weiter gilt

1A=  sp  JAPI=  sup A L
FeLr, ||fllp<1 feMm=, ||flla<1

Sind A und B zwei Fortsetzungen von A auf LP(X), so folgt A = B auf
M=(X). Da Aund B stetig sind und M*°(X) dicht in LP(X) ist, erhalten
wir A = B auf LP(X).

q.e.d.

Wir betrachten nun Multiplikationsfunktionale Ay :

Satz 2. Sei 1 < p < +oo und q € [1,+00] der konjugierte Exponent mit

Fiir jedes g € LY(X) ist dann A, : L*(X) — R mit
Ag(f) =I(fg), feLP(X),
ein beschrinktes lineares Funktional mit ||Ay|| = ||g]/4-

Beweis: Offenbar ist A, : L?(X) = R ein lineares Funktional. Die Holdersche
Ungleichung liefert fiir alle f € LP(X)

|45 (NI = 11(Fg)] < I(1£1lgl) < I Fllpllglly

und daraus folgt
14l < llgllq -

Ist nun 1 < p < 400, so wihlen wir
&
f(z) = |g(z)| > sign g(z)
und berechnen

Ay(f) = 1(f9) =1 (Jg1**") = I(Ig|")

= llgl? = lsllallglly = llglla (Z1£17))" = lllall A1l -

Daraus folgt

A
DD =gl atso 114yl 2 Nl 1)
P
und damit || 4,|| = ||g]|, fiir alle 1 < p < 4-00. Im Falle p = +00 wihlen wir

f(x) = signg(x),
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und wir erhalten

Ay (f) = I(gsigng) = I(|g]) = llgll1 || f]loc>

woraus wir

A f
o) _ g, also (14,0l = llgll
T
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schlieflen. Ist p = 1, so wihlen wir fiir alle e > 0 zu g € L9(X) = L™ (X)) die

Funktion
1, 2 € X mit g(z) > ||glloc —¢

fel@) =9 0, z € X mit |g(a)] <|lgllc — &
-1,z € X mit g(z) < —||gllec + &

Damit haben wir

Ay(fe) = 1(gfe) 2 (lglloe — )i felly  fiir alle & >0,

woraus wir

Ay (f2)
o 2 gl oo €
AT
erhalten. Es ist also ||A44]| > ||g||s — &, und schlieBlich folgt [|4,]] = ||g]lc-

q.e.d.

Wir wollen nun zeigen, daf sich jedes beschriinkte lineare Funktional auf dem
LP(X), 1 < p < oo, als Multiplikationsfunktional A, mit einem g € LY(X),

p~t 4+ ¢! =1, darstellen Lifit.
Satz 3. (Regularititssatz im LP(X))

Seien 1 < p < +oc und g € L'(X). Weiter gebe es eine Konstante o €

[0, +00), so daff

1A4g(N) = H(f9l <allfll,  fir alle f e M™(X)
gilt. Dann folgen g € LY(X) und ||g||, < a.
Beweis:
1. Zunichst folgern wir aus (2) die Ungleichung

I(fg)| < allfllp fiir alle  f mefibar, beschrinkt.

(2)

(3)

Nach Satz 9 aus §4 existiert ndmlich zu einer beschrinkten, mef3baren

Funktion f : X — R eine Funktionenfolge { fi }r=12
fe(z) = f(z) fii.in X

und
sup | fu(@)| < sup |£(@)| =: ¢ € [0, +00).
X X

Mit dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt

[1(f9)] = Jim [I(fig)] < Jim allfill, = allfl,-

C M*(X) mit
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2. Sei zunichst 1 < p < +o0c. Wir betrachten die Funktionen

g(x), x € X mit |g(z)| <k

g (@) = .
0 , z€X mit|g(z) >k
Die Funktionen
a -
fel@) = |gu(2)|? signge(a), @€ X,

sind dann mefibar und beschrinkt. Somit kénnen wir fi.(x) in (3) einsetzen
und erhalten

I(feg) = I(lgu#*") = I(lgel") = llgulls,

nach (3) also

a2 2
1(fr9) < allfrlly = a(I(lgel )7 = llgrlly -

Wir haben also fiir & = 1,2,... die Abschitzung

q_l
a>|lgells * = llgkllg, o = I(|gl")-

Der Fatousche Satz liefert
lg(z)|? "= llgllllflgk(w]lq € L{X),

sowie
a’ > 1I(|g|"),  also |lglly < o

3. Sei p =1. Zu ¢ > 0 betrachten wir die Menge
E:= {:r: € X : |g(z)| > a+€}.

Wir setzen f = xpsigng in (3) ein und erhalten

ap(E) = allfllr > |I(fg)| = (a +e)u(E),
und damit pu(E) = 0 fiir alle £ > 0, schlieBlich ||g||~ < a. q.e.d.

Bisher haben wir ein festes Daniellsches Integral I : M>(X) — R betrachtet,
das wir auf den Raum L'(X) fortsetzen konnten. Wenn sich Aussagen auf
dieses Funktional beziehen, werden wir das Funktional I nicht extra notieren:
Wir vereinfachen z.B. LP(X) = L?(X.I), oder f(z) = 0 fast iiberall in X
genau dann, wenn eine I-Nullmenge N C X existiert mit f(z) = 0 fiir alle
z € X \ N. Wir wissen bereits, daf}

M®(X) c I®(X) c IP(X), 1<p<+oo,

richtig ist. Zusétzlich betrachten wir nun ein Daniellsches Integral .J.
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Definition 1. Ein Daniellsches Integral
J: M¥(X) — R,

das die Bedingungen (M1) bis (M3) und (D1) bis (D3) aus § 7 erfiillt und auf
LY(X,J) D L>®(X) fortsetzbar ist, nennen wir absolut stetig beziiglich I, falls
folgendes gilt:

(D4) Jede I-Nullmenge ist eine J-Nullmenge.

Mit Ideen von John v. Neumann (siehe L.H. Loomis: Abstract harmonic ana-
lysis) beweisen wir nun den

Satz 4. (Radon—Nikodym)
Sei das Daniellsche Integral J absolut stetig beziiglich I. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Funktion g € L1(X), so daf

J(f)=1I(fg) fiir alle f € M™(X)
gilt.

Beweis:
1. Sei f € L*°(X) gegeben, so gibt es eine Nullmenge N C X und eine
Konstante ¢ € [0, +00), so dafl
|f(z)] <e  firalle ze X\N
erfiillt ist. Wegen (D4) ist N auch eine J-Nullmenge, und es folgt f €

L*>*(X,J). Fiir eine Folge {fi}r=1,2,... C L®(X) mit fr | 0 (k — o0)
f.ii. auf X folgt

frl0 Jfii.auf X fiir k— oo

aus (D4). Nach dem Satz von Levi auf dem Raum L'(X, J) gilt dann
lim J(fr)=0.
k—oo

Also ist J : L>(X) — R ein Daniellsches Integral. Wir betrachten nun
das Daniellsche Integral

K(f)=I()+J(f), feL*X). (4)

Dieses setzen wir wie in §2 auf den Raum L'(X, K) fort; hierzu reichen
die f.ii.-Eigenschaften aus. Wir beachten L'(X,K) D LP(X, K) fiir alle
p € [1,+0].

2. Fiir f € M*(X) und p,q € [1,4oc] mit p~' + ¢~ =1 gilt

[T < J(If]) < K(|f])

< | flleeex. i) Il £agx. k)

= (I(1) + J(l))é | fllecx,k)-
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J ist somit ein lineares beschriinktes Funktional auf dem Raum LP(X, i)
fiir beliebiges p € [1,+0c). Fiir den Hilbertraum L*(X, K) kénnen wir
den Darstellungssatz von Frechet-Riesz anwenden und erhalten

J(f)=K(fh) firalle feM>(X) (5)

mit einem h € L*(X, K). Nun koénnen wir Satz 3 mit p = 1 anwenden, und
wir sehen h € L>(X, K). Da J nichtnegativ ist, folgt h(x) > 0 K-f.ii. auf
X. Da ferner wegen (4) und Voraussetzung (D4) die K-Nullmengen mit
den I-Nullmengen {ibereinstimmen, erhalten wir

h(z) >0 fii.in X.
Fiir f € M (X) kénnen wir somit (5) und (4) iterieren
J(f) = K(fh) =I(fh) + J(fh)

= I(fh) + K(fh?)
= I(fh) + I(fh®) + J(fh?*) =...

und erhalten

i

J(f):I(f Zh’“‘)+J(fh.’), b= s (6)

k=1

Seien . {.-r €X : h(z) > 1}

und f = y4. Durch Approximation sieht man leicht ein, daff dieses f in
(6) eingesetzt werden kann. Wir erhalten

1
+oo > J(f) ZI(thk) >11I(xa) fir alle 1€eN
k=1

bzw. I(x4) = 0. Somit folgen 0 < h(x) <1 fii.in X und
Rl(z) 0 fi.in X fiir 1— oo. (7)

Durch den Grenziibergang | — oo in (6) erhalten wir mit dem Satz von
Levi

J(f)=1 (f Zh""‘) fir alle fe M™(X),
k=1
wenn wir noch f = f* — f~ beachten. Speziell fiir f(z) = 1 in X folgt,
dafl

Nk Fi () .
glz) = ,; W) = - h(z) e LY(X)

erfiillt ist. q.e.d.
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Satz 5. (Zerlegungssatz von Jordan-Hahn)

Set A : M™(X) — R ein beschrinktes lineares Funktional auf dem linearen
normierten Raum {M*(X),| - ||,}. wobei 1 < p < 400 gelte. Dann gibt es
zwei nichtnegative beschrinkte lineare Funktionale A* : M>(X) — R mit
A=A%Y — A~ dh.es gilt

A(f) = AY(f)—A(f)  firalle fe M (X)

mit
A¥(H) =0 fiir alle fe M*™(X) mit f>0.
Ferner sind
|A=]| < 2/|All, [|A7|| < 3]|A]

erfiillt. Dabei gelten

IAll:==  sup  JA(HL 4%|=  sup  [AF(P)-
feM=_|fllp<1 feM= ||f|l,<1

Beweis:

1. Fiir f € M°(X) mit f > 0 setzen wir
A*(f) =sup{A(g) : g€ M¥(X), 0<g< f}. (8)
Offenbar ist A™(f) > 0 fiir alle f > 0, und fiir alle f > 0 und ¢ > 0 gilt

AT (ef) = sup {A(g) :0<g< (‘f} = sup{A[(:g) :0<g< f}

=csup{A(g) : 0< g < f} =ca*(f).
Seien nun f; € M (X) mit f; > 0, j=1.2, so folgt
AY(f1) + AT (f2)
=sup {A(1) : 0< g1 < i} +sup {Alg) : 0< 0 < o}
- SUP{A(EJI +92) :0< g1 < f1r, 0892 < f‘z}
<sup{Alg) : 0<g< i+ fof =A% (fi+1o).
Zu gegebenem g mit 0 < g < f; + fo setzen wir

g1 :=min(g, i) und go:=(g—fi)".
Dann gelten g; < f;, j = 1,2, sowie g; + g» = g. Damit erhilt man sofort

AY(fi+ fo) SAY(fi) + AT (f2)
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und schliefilich
AT (fi+ f2) = AT () + AT ().
Weiter gilt fiir alle f € M>(X) mit f >0

|A™(f)] =

sup {A(g) P gEM™(X),0<g< f}|
<sup {|A(g)| : g € M*(X), 0< g < f}

< sup {||4ljglly : g € M*(X), 0< g < f}
< 1Al -
2. Wir erweitern nun A" : M (X) = R wie folgt:
M=(X)3 f(z)=fT(z) — [ (x) mit  fE(z) >0

und setzen
AT(f) = AT (1) - AT ().

Somit wird AT : M°°(X) — R eine lineare Abbildung, die beschriinkt ist.
Es gilt némlich fiir alle f € M>(X)

|[A* ()] < |AT(F7) + AT ()
< ANl + 17 1) < 201AI1F 1],

also || A < 2[4l
3. Wir setzen nun

A(f) .= AT (f) — A(S) fiir alle  f e M*(X).
Offenbar ist A~ ein beschrianktes lineares Funktional, denn es gilt

1A~ (H)I < 1ATA]+ [AD] < 2014l - ANl + 1Al »
also || A~|| < 3||A]|. SchlieBlich ist fiir alle f € M°°(X) mit f >0

A(f) = AT (1)~ A(f) =sup {Alg) s 0< g < f} - A 20
erfiillt. q.e.d.

Satz 6. (Rieszscher Darstellungssatz)
Sei 1 < p < +00. Zu jedem beschrinkten linearen Funktional A € (LP(X))*
gibt es genau ein g € L9(X) mit der Figenschaft

A(f) = I(fg) fiir alle f € LP(X).

1

Dabei ist p~t +q~1 = 1 fiir den konjugierten Ezponenten q € (1,-+0c] erfiillt.
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Beweis: Wir fithren den Beweils in zwel Schritten.

1.

2.

Eindeutigkeit: Seien Funktionen gy, g» € £4(X) mit

Af)=1(fgq1) =I(fgo) fiiralle fe LP(X)
gegeben, so folgt

0= I(f{91 - g2)) fiir alle  f € LP(X).

Unter Beriicksichtigung von Satz 2 erhalten wir 0 = [|g1 —g2|| £a(x), woraus
g1 = g2 in L7(X) folgt.
Euzistenz: Fiir das Funktional A : M*°(X) — R gilt

[A(f) < allfll,  firalle fe M™(X) (9)

mit einem a € [0, +o00). Nach dem Zerlegungssatz von Jordan-Hahn gibt
es nichtnegative, beschriinkte lineare Funktionale A* : A*(X) — R mit

|AT|| < 3[|4]| €£3a¢ und A=At - A",

wobei M>(X) mit der || - ||,-Norm ausgestattet ist. Insbesondere gilt
|A=(f)| < +oo fiir f(z) =1, z € X. Eine Folge {fe}r=1.2,.. C M>(X)
mit fi } 0in X konvergiert nach dem Dinischen Satz kompakt gleichmiifig
gegen (. Wir erhalten dann

|‘4i(fk-}l < 3“-”f£‘[|-p — 0 fiir &k — .

Wir haben also mit A% zwei Daniellsche Integrale, die absolut stetig
beziiglich I sind. Ist ndmlich N eine I-Nullmenge, so gilt

[ A% (xw)| < 3allxnll, =0,

und somit ist N auch eine Nullmenge fiir die Daniellschen Integrale 4%,
Nach dem Satz von Radon-Nikodym gibt es g*= € £!(X), so daBf

AE(f) =I(fg*) fiiralle fe M>(X)
richtig ist. Somit folgt
Af) =AY () - A ()
=1I(fg") - 1(fg7)
=I(fg) firalle fe M>(X),

wobei g := gt — g~ € L£'(X). Wegen (9) liefert der Regularitiitssatz
g € L7X). Setzen wir noch das Funktional stetig auf £?(X) fort, so
erhalten wir

A(f)y=1(fg) fiir alle f e LP(X)

mit einer Funktion g € £4(X). q.e.d.
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Nach dem Satz von Weierstral enthiilt jede beschriankte Folge im R" eine
konvergente Teilfolge. Diese Aussage liefert die Basis fiir fast alle Existenz-
beweise, die in der Analysis gefithrt werden. Die Frage nach entsprechenden
Auswahlsiitzen in unendlichdimensionalen Funktionenriumen soll nun gestellt
werden.

Beispiel 1. Zuniichst betrachten wir einen reellen Hilbertraum H mit einem
orthonormierten System {@;};—1,2.... Diese Folge ist in der Norm

llell := v (@, 9)

beschrinkt, besitzt aber keine konvergente Teilfolge. Mit ||;|| = 1 fiir alle
i € N folgt ndmlich

s — w51l = \/(\'Pi — Pi i — ) = \/(ww) + (pj,05) = V2
fiir alle i,j € N mit i # j. Ist nun f € H beliebig, so liefert die Besselsche
Ungleichung
+o0 > IFIP > 3 (F 0%,
i=1

und somit folgt
lim (£, p5) = 0.

Im unten prézisierten Sinne konvergiert die Funktionenfolge {; }i=1 »,... damit
schwach gegen 0.

Definition 2. Eine Folge {x}r=1... C B in einem Banachraum B heifii
schwach konvergent gegen ein Element x € B, in Zeichen x; — x, wenn fir
jedes stetige lineare Funktional A € B* die Relation

jLli}ngo Alzg) = A(z)

richtig ist.

Satz 7. (Schwache Kompaktheit)
C LP(X) eine beschrdnkte Folge mit

I fellp < fiir ein ¢ € [0,+00) wundalle ke N

Dann gibt es eine Teilfolge {f, }i=1.2.... und ein f € LP(X), so daf fi, — f
in LP(X) gilt.

Beweis:

1. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gilt f; — f genau dann, wenn
I(fig) — I(fg) fiir alle g € L7(X) richtig ist; dabei ist wieder p~' +¢~ ' =
1. Nach §7, Satz 7 ist der Raum L4(X) separabel, es gibt also eine Folge
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{Gm}m=12,.. C LX), die in LX) dicht liegt. Aus der beschriinkten
Folge {fi}x=1,2... C LP(X) mit ||fx||, < e fiir alle k € N wiihlen wir nun
sukzessive Teilfolgen

{fetr=1,2,... D {fk;u}::l,'z,,,, 20 {fk}m}f:L,'z,.,, DA
aus. so dafy
lm I(f, ) gm) =t am € R, m=1: 200
=00 |

gilt. Wir wenden nun das Cantorsche Diagonalverfahren an und gehen zur
Diagonalfolge fr, := fom, 1 =1,2,..., iiber. Es gilt dann
i

lim I{fk'-fgm) =apm, m=12,...
[—o0

2. Sei mit

Es gibt ein N € N sowie ¢;,...,cy €R
N

und 1 <i; < ... <iy < 400 mit g= Zc;,.,g,-k
k=1

D:={geLIX):

der lineare Raum der endlichen Linearkombinationen von {g;;}m=1.2
bezeichnet. Offenbar existiert

Alg) = sl_i)n; I(fr,9) fiir alle g€ D.

A : D — R ist ein lineares beschriinktes Funktional auf dem in L%(X)
dichten Raum D mit

[A(g)] < cllgllq fiir alle g€ D.

Wie in Satz 1 setzen wir A von D auf den Raum L4(X) fort und erhalten
mit dem Darstellungssatz von Riesz ein f € LP(X) mit

A(g) = I(fg) fiir alle g € L7(X).

3. Wir zeigen nun, daf fi, — f in LP(X) gilt. Zu jedem g € L4(X) finden
wir eine Folge {g;}j=12,.. C D mit

¢ lim g € LY(X).
J—o0
Wir erhalten

1(fg9) = 1(Ffr9)l < 1(f(g — )|+ L((F — Fr)g)| + 1 (fr, (5 — 9))]

< 20|lg — gillg + I((f = fr)gi)| < €

fiir hinreichend grofies, aber festes j und I > Ig. q.e.d.
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Bemerkung:

1. Fiir separable Hilbertriume H liefert der obige Beweis sofort, daf} jede in
‘H be schrinkte Folge eine schwach konvergente Teilfolge enthélt. Dabei
bedeutet fr — f in H, dafl

(frs@)n = (f,9)n  firalle geH

gilt. Der Hilbertsche Auswahlsatz bleibt auch fiir nichtseparable Hilber-
traume richtig.

2. Ist 1 < p; < ps < 400, und gilt fr — f in LP?(X), so folgt f — f in
LP1(X); dieses folgt sofort aus LP2(X) «— LP1(X).

Satz 8. Die LP-Norm ist unterhalbstetig beziiglich schwacher Konvergenz, das
heifit
fo = fin LX) = ||fllp < liminf || fellp;
k—oo

dabei ist 1 < p < +00 vorausgesetzt.
Beweis: Sei f; — f in LP(X), dann haben wir
I(frg) = I(fg) fiivr alle g e LY(X).

Wihlen wir ’
9(@) := |f ()] Fsign f(x) € LI(X),
so folgt

1(fulfl5sign f(2)) = 11£17) = £

mit p~! + ¢! = 1. Fiir alle £ > 0 gibt es somit ein ky = ko(g) € N, so daf fiir
alle k > ko(e) folgendes gilt:

11l — = < I(felf1Fsign £@)) < (15l 117)

< fllo (20£12)) " = IAlloC1£1) %

fiir alle & > ko(e). Sei nun ohne Einschrankung ||f[|, > 0, dann existiert zu
jedem £ > 0 ein k(<) € N, so daff

I £illo > 1£ll, = (I£lp)"7e  firalle & > ko(e)

richtig ist. Somit folgt

e > L
ll}}igj”fslb s ||f||.v q.e.d.
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Der Brouwersche Abbildungsgrad mit
geometrischen Anwendungen

Sei f : [a,b] = Rstetigund f(a) < 0 < f(b). Dann gibt es nach dem Zwischen-
wertsatz ein £ € (a,b) mit f(£) = 0. Nehmen wir an, dafl f differenzierbar ist
und daf jede Nullstelle £ von f nichtdegeneriert ist, d.h. f'(£) # 0 erfiillt, so
nennen wir

i(f,€) :=sgn f'(€)
den Index von f an der Stelle £. Wir sehen dann leicht die Indexsummengformel
Y, ifo=1
£e(ab): f(£)=0

ein, wobei die Summe nur endlich viele Terme hat. Unser Ziel in diesem Kapi-
tel besteht nun darin, entsprechende Aussagen fiir Funktionen in n Verinder-
lichen herzuleiten. Wir beginnen mit dem Fall n = 2, der als Theorie der
Umlaufszahl im allgemeinen in der Funktionentheorie behandelt wird.

§1 Die Umlaufszahl
Definition 1. Zu k € Ny := NU {0} erkliren wir durch
I, = {g; = o(t) : R CeC*RC) : @(t+2r) =) firalete R}

die Menge der k-mal stetig differenzierbaren (k > 1) bzw. stetigen (k = 0)
periodischen komplezwertigen Funktionen.

Definition 2. Sei p € It mit @(t) # 0 fiir alle t € R gegeben. Dann setzen
wir

27
, , L (&)
W(p) = W(p,0) := —/ dt
2mi p(t
a g (1)

als Windungszahl (Umlaufszahl) der geschlossenen Kurve o(t), 0 <t < 27,
in Bezug auf den Punkt z = 0.
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Bemerkung: Fir ¢ € I gilt

2 2
1 ree (f) 1 [d
dt = 1
0
2 d
1 .
= Gug dt(logh? t)) |+zarg¢(t)) dt

0

Daher erhalten wir
2

Wie) = 5 [ (o) d= o

0

(arge(2m) - arg(0)).

wobei man sich die Funktion arg () lings der Kurve stetig fortgesetzt den-
ken mufy. Die Griofle W (p) kann daher geometrisch als Anzahl der Umldufe
(Windungen) der Kurve ¢ um den Nullpunkt interpretiert werden.

Satz 1. Sei @ € I mit p(t) # 0 fir alle t € & gegeben. Dann folgt W () € Z.

Beweis: Wir betrachten die Funktion

t
¢'(s)
B(t) := p(t) exp ( 22 ds), 0<t<2m
U/ o(s)

Es gelten

¥ (1) = exp ( ) n/ i(() ){*"’(” +ol)( - i((;)) )} B

fiir alle 0 <t < 27 und daher ®(¢) = const. Insbesondere folgt

#(0) = #(0) = #(21) = p(2m)exp - / 28 4)

und somit

@

2 2w
exp ( / @ (8) ds) =1 bzw. / ¢'(s) ds = 2wik, k€ Z.
J p(s) ) ¢(s)

Daraus ergibt sich W(p) =k € Z. q.e.d.

Hilfssatz 1. Fiir die Funktionen po, 1 € I gelten |po(t)| > £ und |@o(t) —
p1(t)| < e, t € R, mit einem € > 0. Dann gilt

W (o) = W (i1)-
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Beweis: Zut € R, 0 <7 <1 betrachten wir die Funktionenschar
P (t) = p(t,7) := (1 = T)po(t) + T1(t) = @o(t) + T(p1(t) — po(t)).
Fiir diese folgen
le(t, )| > |eo(t)| — Tle1(t) — wo(t)| >e—71e >0

sowie
p(t,0) = polt), @(t,1)=pi(t) firalle t€R
Ferner haben wir

s 29
] _ 1 o) 1 [ (Q-7)g(t) + 1o (D)
W) = o /20" " 2w | T+ o)

mit einem in (t,7) € [0,27] x [0,1] stetigen Integranden. Die Umlaufszahl
W(®,) ist also stetig in 7 € [0,1] und wegen Satz 1 auch ganzzahlig. Somit
mulfl W(p;) = const gelten, und insbesondere folgt W (o) = W(p1). G
Wir wollen nun die Umlaufszahl auch fiir stetige, geschlossene Kurven defi-
nieren. Dem Hilfssatz 1 entnehmen wir sofort den

... C Il eine Folge von Kurven mit pg(t) # 0 fiir
allet € R und k € N, die gleichmifig in [0,27] gegen eine stetige Funktion
w € Iy konvergiert. Auflerdem gelte p(t) # 0 fiir alle t € R. Dann gibt es ein
ko € N, so daf

W (x) = W(p) fiir alle k.l > ko
gilt.

Definition 3. Sei ¢ € Iy mit p(t) # 0 fir alle t € R. Ferner sei eine Folge
von Funktionen {¢g}r=12,... C It mit @i(t) # 0 fir allet € R und k € N
gegeben, die gleichmidfig in [0,27] gegen ¢ konvergiert, d.h. es gilt

klim wr(t) = @(t) fiir alle 1t € [0,2x].

Dﬁﬂﬂ- setzen wir
Wip):= lim W(pi).
k—oa

Bemerkung: Die Existenz einer solchen Folge fiir jedes ¢ € Iy wird durch
den iiblichen Glittungsprozefl gesichert. Wir miissen noch zeigen. daf§ der
Grenzwert unabhéngig von der Wahl der Folge {yg}ti=1.2,.. C I} ist. Sind
hierzu {@g}r=12,.. und {@y}r=1._ . zwei approximierende Folgen, so gehen
wir zur gemischten Folge

P1, @102, P2y =t {WPre=12,...
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iiber und erhalten wegen Hilfssatz 2

lim W(@,) = lim W(i) = Lim Wi(gy).
k—o0 k—oo k=00 '

Nach Satz 1 und Hilfssatz 2 ist W(p) € Z fiir ¢ € I}.

Satz 2. (Homotopielemma)
Sei die Schar von stetigen Kurven ®.(t) = @(t,7) € Ip fiir7~ <7 < 7F
gegeben. Ferner gelten o(t,7) € C°([0,27] x [r—,7"],K?) und

p(t,7) #0 fiir alle  (¢,7) € [0,27] x [v~, 7).
Dann ist W(p,) in [t7,77] konstant.

Bemerkung: Eine Kurvenschar wie im obigen Satz nennen wir eine Homotopie.
Die Umlaufszahl ist also eine Homotopieinvariante.

Beweis von Satz 2: Wegen ¢(t,7) # 0 und der Kompaktheit der Menge
[0,27] x [r,7T] gibt es ein € > 0, so daB |p(t,7)| > € fiir alle (¢,7) €
[0,27] x [r~,7"] gilt. Da ¢ auf [0,27] x [r7,7T] gleichmiBig stetig ist, gibt
es ein d(g) > 0 mit der Eigenschaft

le(t, %) — p(t,7**)| <e  fiiralle t€[0,2n], falls|r* —7%"| < d(e).

Seien nun {¢}r=12,... C It und {@;*}s=12.. C I1 zwei approximierende
Folgen mit

klil}lé@{pﬁ(t) =(t,7") bazw. klil}l;ﬁ e () = (t, ") fir alle ¢ € [0, 27].
Dann gibt es ein kg € N, so daf} fiir alle k > kg folgendes gilt:

lpr(®)| > e, |ep*@)] > |er(t) —¢i*(t)| <e  fiiralle te€[0,27].
Hilfssatz 1 liefert nun W(pjy) = W(pg") fiir alle k > ko, und es folgt
W(P,+)=W(P,+-) fiiralle 75,7 € [r7,7F] mit |7* —7**| < 8(e).
Da 4(g) nicht von 7%, 7** abhiingt und [r~, 7] kompakt ist, liefert ein Fort-

setzungsargument W (yp,) = const fiir 7 € [v—,71]. -

Satz 3. Seien
BH:={z€EC: |z|§R}

und die stetige Funktion f : Bp — C zu festem R > 0 gegeben. Die Rand-
funktion o(t) := f(Re™) erfiille die Bedingung

w(t) #0 fiir 0<t<2n,

und fiir die Windungszahl von ¢ gelte W () # 0. Dann ezistiert ein z, € By
mit f(z.) = 0.
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Beweis: Wir nehmen an, f habe keine Nullstelle in Bg und betrachten die
Homotopie

&.(t) := f(re), 0Z£ 152y (<< B,
Nach Satz 2 und wegen @4(t) = f(0) = const gilt dann
0=W(®) =W(Pr)
im Widerspruch zur Voraussetzung W(®g) = W(yp) # 0. q.e.d.

Satz 4. (Rouché)
Zu festem R > 0 seien fo.f1 : Bp — C zwei stetige Funktionen mit der
FEigenschaft

|fi(2) = fo(2)| < |fo(2)| fiir alle  z € Bg.
Fiir die Kurve po(t) := fo(Re') gelten

@o(t) #0 fir 0<t<2m sowie W(pg) # 0.

o
Dann existiert ein z, € Bg mit f(z,) = 0.

Beweis: Wir setzen ¢ (t) := fi(Re'), 0 <t < 27, und betrachten die Homo-
topie
Qbr(t) = "rg(th) = (1 e T)(rgﬂ(t) + TP1 (t)s 0 g t § 2m.

Wegen
lo(t, )] = leo(t) + (1 (£) — wo(?))]
> |po(t)] — |a(t) — @o(t)] >0
fiir alle (¢, 7) € [0, 2] x [0,1] liefert das Homotopielemma W (@) = W () #
0, und nach Satz 3 existiert ein 2, € Bg mit fi(z,) = 0.

q.e.d.

Satz 5. (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes kompleze Polynom

) =2 Faniz™ Y 4 00
vom Grad n € N besitzt mindestens eine komplere Nullstelle.

Beweis: (C.F.Gauf3)
Wir setzen fo(z) := z", z € C, und betrachten zu festem R > 0 die Funktion

wo(t) := f(Re') = R"e™, 0<t<2m.

Wir berechnen
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2

] ‘p(](f) ;.{nR-ne;jm
/ .I_Zm Wdf=n. €N

Wir wiihlen nun R > 0 so grof}, da8 fiir alle z € C mit |z| = R die Ungleichung
[fo(2)] = B > [£(2) = fo(2)| = lan_12""1 + ... + o]

richtig ist. Dann gibt es nach dem Satz von Rouché ein z, € C mit |z.| < R,

so dafl f(z.) = 0 erfiillt ist. .

Satz 6. (Brouwerscher Fixpunktsatz)
Sei f(z) : Bp — Bpg eine stetige Abbildung. Dann hat f mindestens einen
Fizpunkt, d.h. es gibt ein z,. € Br mit f(z.) = z..

Beweis: Wir betrachten die Schar von Abbildungen
gl3,00) = =iz z€Bg, TE€[0,1).
Fiir alle z € 0By gilt
l9(z,7)| 2 2] = 7|f(2)| =2 R(1—7) > 0.

Nun wenden wir den Satz von Rouché auf die Funktion fy(z) := 2z mit der
Randfunktion wo(t) = Re™ und auf f(z) := g(z,7) fiir ein festes 7 € [0,1)

i+]
an. Wir finden dann fiir jedes 0 < v < 1 ein z, € By mit der Eigenschaft
0=g:(27) = zr — 7f(2,).

Wihlen wir speziell 7,, =1 — ;1;, n=1,2,..., so folgt

(1—%))"(3,1):2”, =1, e

wobei wir noch z, := z, gesetzt haben. Nach Auswahl einer in Br konver-
genten Teilfolge erhalten wir wegen der Stetigkeit von f

Zp 1= i o = W Ty f(20)
k—+o0 k—oc

= lhim f(zq.) = f(z)-
i flz) = f(z) qod.

Definition 4. Sei z € C ein beliebiger Punkt, und die Funktion p(t) € I}
geniige der Bedingung p(t) # z fir alle t € R. Dann nennen wir

Wi(p,z) == W(p(t) — 2)

die Umlaufszahl der Kurve ¢ um den Punkt z.
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Satz 7. Seien ¢ € Iy und v := {@(t) € C : 0 <t < 2r} die zugehdrige
Kurve; weiter sei ein Gebiet G C C\ v gegeben. Dann ist die Funktion

1}."‘,(3) = ‘J:V((p! 7‘): zZE G'J

konstant. Enthilt G einen Punkt zo mit |z9| > max{|e(t)| : 0 <t < 27}, so
folgt
w(z) =0, z € G:

Beweis:
1. Seien zg und z; zwei Punkte in G, die wir durch den stetigen Weg
z=2z(1):[0,1] =G mit  z(0) = zg, 2(1) = 2
verbinden. Wir betrachten dann die Schar von Kurven
wr(t) = e(t) — z(1) #0, tel0,2n], 7e€][0,1].
Nach dem Homotopielemma gilt
const = W(p,) = W(p — z(1)) = W(p, z(1)), T € [0,1],

und somit folgt W (y, 20) = W (¢, z1) fiir beliebige 2z, z1 € G.
2. Gibt es ein zy € G mit der Eigenschaft |zg| > max{|p(t)] : 0 <t < 2rw},
dann betrachten wir den Weg

1
1_';201 TE[U:]-):

Z(T) =

welcher z(7) & v fiir alle 7 € [0, 1) erfiillt. Nun ist W (¢, z(7)) = const fiir
7 € ]0,1), und unter der Annahme ¢ € I} gilt die Beziehung

27

o o 1 ©'(t) _
i Wioya(r) = lim 5 [ o ar =0

Fiir ¢ € Iy ist somit W (i, z(7)) = 0 fiir alle 7 € [0,1) und W (g, z9) = 0.
Durch Approximation sehen wir auch Wy, zg) = 0 fiir ¢ € I} ein. iid

Definition 5. Sei die stetige Funktion f = f(z): {z € C : |z—z)| <&y} = C
mit zg € C und g9 > 0 gegeben, welche in zo eine isolierte Nullstelle besitzt,
d.h. es gelten

flzo) =0 und f(z)#0  firalle 0<]|z— 2] < ¢o.
Dann erkliren wir den Index von [ in Bezug auf z = zo wie folgt:

i(f,z0) :=W(p) mit @(t) := f(z0 +ce®), 0<t<2m 0<e<eo.
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Bemerkung: Aufgrund des Homotopielemmas (Satz 2) ist diese Definition ge-
rechtfertigt, da W) nicht von £ abhingt.

Beispiel 1. f(z) sei holomorph und habe eine isolierte Nullstelle in zg. Dann
hat f die Darstellung

f(z)=(z—20)"g(2), neN,
wobei g(z) analytisch ist und g(zy) # 0 gilt. Es folgt
i(f,20) =i((z — 20)",20) =n €N

Beispiel 2. Eine antiholomorphe Funktion f(z) (d.h. f(z) ist holomorph) mit
der Eigenschaft f(zg) = 0 hat die Darstellung

f(2) = (z —20)"9(2)-

Dabei ist g(z) analytisch, und es gilt g(Z5) # 0. Fiir den Index von f in Bezug
auf zg erhilt man

i(f,20) = —n € —=N.
Satz 8. (Indexsummenformel)
Die Funktion f € C%*(Bg,C) habe die Randfunktion o(t) := f(Re') # 0,
t € [0,2x]. Ferner besitze f in Bp die paarweise verschiedenen Nullstellen
zr mit zugehdrigem Index i(f,zp), k= 1,....p und p € Ny. Dann gilt die
Identitit

W) = ) i(f,z)-

o
Il Mx:
L

-

Bewets:
1. Wir setzen
F(.Ey) = Ing(-'l'ay)s (:‘:!y) € BH:
und berechnen

1] fBe
T 2mi ,[di RP”)
0

. X ]ﬂfm{Re” —Rsint) + f,(Re™)(R cos t)
2
0

W(p)

Il
3|
—
c:&.____}lv
‘G

f(Rer)

& }f{Fd.r.Jery}_zij{dF

27
8Bg 9Bp

mit der 1-Form dF' = F,.(x, y)dx + F,(z,y)dy. Dabei wird 0Bg in mathe-
matisch positivem Sinn durchlaufen.
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2. Zu hinreichend kleinem £ > 0 betrachten wir das Gebiet
() := {z EIE;’R: |z —zx| > ¢ fiir k= 1,...,;}}.
Setzen wir
or(t) == flzr +ee'), 0<t<2m, k=1,...,p
so folgt wie in Teil 1 des Beweises
W(pr) = % dF, I I
|z—~,¢|—«

wobei die Kurven |z —z;| = £ in mathematisch positivem Sinn durchlaufen
werden. Der Stokessche Integralsatz liefert nun

P 14

W) - S i(f.z) = W(e) - YW

k=1 k=1

1
o }( i Z § ar

B g k |.Z—,.*. |=e
= / dF = — [ ddF
ﬂf‘?( .Q{ )

q.e.d.

§2 Der Abbildungsgrad im R™

J.L.E. Brouwer hat den Abbildungsgrad im R" durch simpliziale Approximati-
on im Rahmen der kombinatorischen Topologie eingefiihrt. Will man den Ab-
bildungsgrad analytisch definieren, so mufi man das Windungsintegral durch
(n — 1)-dimensionale Oberfliichenintegrale im R" ersetzen (vgl. G. de Rham:
Varietés differentiables). E.Heinz hat nun das Randintegral - némlich das
Windungsintegral - in ein Flichenintegral umgewandelt und so eine Maglich-
keit eréffnet, den Abbildunsgrad im R" leicht handhabbar zu definieren. Wir
wollen diesen Ubergang vom Windungsintegral zum Flichenintegral im R
durchfiihren:

Seien R € (0,+00) und f = f(z) € C?*(Bg,C) mit ¢(t) := f(Re') #0, 0 <
t < 2m. Es sei € > 0 so klein gewdhlt, da§ ¢ < |p(t)] fiir alle t € [0, 27] gilt.
Wir wéhlen nun eine Funktion
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0,0<r<é
P(r) = € C'([0,4o0),R)
l.e <

mit 0 < § < ¢ und betrachten das Windungsintegral

20 (p) = gf {%d:n—k%dy} - }{ dF

OBg OBg

= 55 $(f(2))F() = j{ W (@ y))dF (z, )

OBp 9Bp

mit
F(z,y) =log f(x,y) + 2nik, kelk.

Wir bemerken, dafl F' zwar nur lokal, dF jedoch global erklirt ist. Die 1-Form
?/(|f(T,y)|)dF(T,y), (.’If,y) € Br,

gehort der Klasse C'(Bg) an. Wir berechnen ihre duflere Ableitung. Mit
d{v(|f(z, = ¢'(|f(z, ) dx DE) d
{pUs@ D} = v (5@ {(¢ D) dot (D) dy}

_ (@)

2|f(_r )| {f(f_q, d.l"f‘}.y dy) +T(ff d:,f:—i—fy d,y)}

erhalten wir
d{w(lfl)dr} = a{v(f)} AdF

_ (@)

i)\ Fede+ Fydy) + F(hada + fydy) |

A { Hede+ d-y)}

ACICEN),
2| f(z,y)l

_ ¥ (f(=y))
2|f(z,y)|

_; Yf=9)))
|f (2, )]

Setzen wir noch f = u(z,y) + iv(z,y), so folgt

{fode+f,dy} A foda+ fydy}
{(Fodrntydy) - Frazn Ty i)

Im{f,dz A f,dy}
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{w(lfl dF} i % Im{(ugF —ivg) dx A (uy + fvy) d.y}
Wlig‘ygw (”:r't"y — U;!r'ﬂ-y) d-’f?/\d-y

_ Y@ y)) 9w, v)
|f(z,y)|  O(z,y)

Der Stokessche Satz liefert somit

¢ (| (=, ?;)I u,v) , .
“n i // |f(z, )| d(x,y) i

dz A dy.

W' (t)

Nun erkldren wir w(t) := =35 t > 0, und beachten

¢
w(t) = [ Tw(r)dr, t>0.
/

Wir wihlen also eine Funktion w(t) € C°([0,+0c), R) mit den Eigenschaften
(a) w(t) =0 fiir alle ¢ € [0,8] U [¢, +00),
(b) f@w(g) do = 1.

0

Es folgt dann

Wiy /fw‘(lf z,y)|)Jy (2, y) dedy.
Gehen wir iiber zu .
a@(t) = = w(t),

so erhalten wir

(b’) /f&;(|z|) dedy = 1 mit z = v + iy,
B2

und es gilt

Wip) = : O f(x,y)|) Ty (z,y) dedy.
J

Diese Uberlegungen legen die folgende Definition des Abbildungsgrades im R"
nahe:
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Definition 1. Seien 2 C R" eine beschrinkte, offene Menge im R" und
# =il dnlien Tl o)) € AME) = OFO, ) 1% (@, 1)

fiir k € N eine Funktion mit f(x) # 0 fir alle x € 802. Mit einem 0 < £ <
inf {|f(x)| : @ € 802} betrachten wir eine Funktion w € C°([0,+00), R) mit
den Eigenschaften

(a) w(r) =0 fiir alle r € [0,8] U [, +00) und fiir ein § € (0,¢),
(b) es gelte

f w(lyl) dy = 1.
Rﬂ

Dann erkldren wir den Brouwerschen Abbildungsgrad von f bez. y = 0 gemdaf

d(f, 2) =d(f,2.,0) := /w(|f(:x:)|)J;(:1:)d:r.

2

Dabei ist
a(fla e f'n-)

Jf(:r) - a(ifl,...,ﬂ:n) ¢

T € 1,
die Funktionaldeterminante der Abbildung f.
Bemerkungen.:

1. Durch Einfiihrung von n-dimensionalen Kugelkoordinaten geméfd

y=rn= (P, rmm) ER®  mit 7 >0 g =1

sieht man
oo
/w“g“ d’:!' = On /’r"n_lw(r) dr
R» 0

ein, wobei o, die Oberfléiche der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphiire im
R™ angibt.

2. Wir haben noch die Unabhiingigkeit von d(f,{2) von der gewiihlten
zuliissigen Testfunktion w nachzuweisen.

Grundlegend ist der folgende

Satz 1. Sei 2 C R" eine beschrinkte. offene Menge mit n € N, und sei
f € AY(2) mit |f(z)| > e > 0 fiir alle x € 312. Ferner sei w(r) € C°([0,+00))
eine Testfunktion mit den Eigenschaften

(a) w(r) =0 fir aller € [0,0]U [e,+0), 0 < d < ¢,

oo

(b) /T"_lw('r) dr = 0.
0
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Dann gilt
[wlr@i) sz =0,
n
Beweis:
1. Es geniigt, die angegebene Identitiit fiir alle Funktionen f € A%(2) zu

2.

zeigen. Durch Approximation erhalten wir diese dann fiir alle f € A*(£2).
Seien nun f(z) = (fl (@),..., fulx)) € A%(£2) und ein beliebiges Vektorfeld
aly) = (a1(y), - --,anly)) € C'(R",R") gegeben. Fiir die (n — 1)-Form

n

A=) (-)"ai(f(z) dfi A-.. Adficy Adfisa A ... Adfy

i=1
berechnen mit Hilfe von

d{ai(f(.-r.n}=Z%(ai(f(mn) dny = Y S ()G ds,

g=1 = Jk=1

Z

=

die dullere Ableitung

d\ = i(—l)"“d{ai(f(z))} Adfi A ... Adfioi Ndfia A ... ANdfp

Zaa; dfl -/\fn
= dlva.(f(:::)) Je(x)day AL A dzy, .

Wir wollen nun a(y) so bestimmen, da w(|y|) = diva(y) gilt. Mit einer
Funktion ¢(r) € C3(0,+00) machen wir den Ansatz a(y) := #(|y|)y und
realisieren

wllyl) = diva(y) = m(ly) + ' (ol) (v 7) = m(lu) + Iyl lu)-

Mit » = |y| erhalten wir die Differentialgleichung

4 £ Y I, o I B 3
) _ gy 4 n200) — 000
r r r
mit der Losung
T
v = [ & uede.
0

Wir beachten insbesondere () = 0 fiir r € [0, 0] U [e, +00).
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4. Mit der (n — 1)-Form
A=(1f@)) Yo () fi@) dfi A Adfici Adfipa A Adfn € Ci(2)
i=1

erhalten wir also
d\ = w([f(2)])Jr(x) day A ... Adzy, .

Der Stokessche Satz liefert nun

/w(|f(:::)|).)'f(3:}d:r1 A...ANdx, = / d\ = 0.
2 2 q.e.d.

Folgerung aus Satz 1: Die Definition 1 ist unabhingig von der Wahl der
Testfunktion: Seien w, ws zwei zulissige Testfunktionen; w, erfiille die Bedin-
gung (a) aus Definition 1 zu §; € (0,2) und ws erfiille die Bedingung (a) zu
d2 € (0,2). Dann folgt

/r“‘l(wl (r) —ws(r))dr =0, (w1 —wa)(r)=0 fir r€[0,0]U]e, +ox)
0

mit § := min{d;,d2} € (0,2). Satz 1 liefert somit

/ (w1(|f(3:)|) - wg(|f(z)|)) Jj(z)da =0

2

beziechungsweise

[erls@ap@e = [ walir@) Ipteys
12 7]
q.e.d.

Zur Vorbereitung des Homotopielemmas beweisen wir zunéchst den

Hilfssatz 1. Fiir zwei Funktionen fi, fo € A'(£2) gelte |fi(z)| > 5e,i=1,2,
fiir alle x € 892. Weiter sei |fi(z) — fa(z)| < & fiir alle x € 2 erfiillt. Dann
folgt

d(fr,2) = d(f2, 12).

Beweis: Sei A = \(r) € C'([0, +o0),[0,1]) eine Hilfsfunktion mit

1,0<r <2
Alr) = g

0,3=<r

Wir betrachten dann die Funktion



§2 Der Abbildungsgrad im R" 183
fa(@) = (1= MA@ L@ + AL @) fol@), v,
und beachten f3 € A'(92), |f2(x)| > 4e fiir z € 812 sowie

[fa(@) = £i@)] < (1= MA@ i) - fila)
+A(fi(@)) | fa(z) - filz) <, z€R, i=1,2

Nun gilt
4 fi(z) fiir alle z € 2 mit |f1(-'”)| > 3e
o) = )
’ f2(z) fiir alle z € 2 mit |fo(z)] <&

Seien nun wy (r) € CJ((3e,42),R) und ws € CJ((0,€),R) zwei zuliissige Test-
funktionen. Dann folgen

wi(|fi(z))) T, (2) = wi(| fa(@)]) T g5 (), T € (2,

und
wa(|f2(2)]) I ps (2) = wallfa(2)) g (2),  z € Q2.
Integration liefert

[ (s I )

2

41, 2) = [ (fi@)) Iy (@) do

wa(|£3(2)]) Jps (2) dz = /wz(lfQ(iv)l)Jh(w)dw = d(f2, 2).
7] q.e.d.

B, ®

Aus Hilfssatz 1 folgt unmittelbar der

Hilfssatz 2. Es seien f : 2 - R* € AY(2) := C°(2,R*) und f(x) # 0 fir
alle © € 092 erfiillt. Ferner sei {f}r=12.. C A'(§2) eine Folge mit

fe(z) #0 fiir alle x € 02 wund alle k€N,

und es gelte
klim fu(x) = f(x)

gleichmifig in (2. Dann gibt es ein ko € N, so dafy gilt
d(fr, 2) =d(f, 2) fiir alle  k,1 > k.
Wegen Hilfssatz 2 ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 2. Sei f(x) € A%(2) mit f(z) # 0 fir alle x € O gegeben.
Ferner sei {fr}r=12.. C AN() eine Funktionenfolge mit

felx)#0 fiir alle € 02 wund alle k€N,
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und es gelte
file) — f@)  fir koo

gleichmdfig in 2. Dann setzen wir
d(f, 2) = tim d(fs, )
k—roc

und nennen dieses den Brouwerschen Abbildungsgrad fiir stetige Funktionen.

Fundamental ist der folgende

Satz 2. (Homotopielemma)

Sei fr(x) € A°(R2) fiir a < 7 < b eine Schar stetiger Abbildungen mit den
Eigenschaften

(a) F2() = f(,7) T x [a,8] = RY € CO(T x [, 8], RY)
(b) fr(x) # 0 fiir alle © € 902 und alle T € [a,b].

Dann ist d(fr, 2) = const in [a,]].

Beweis: Zunichst gibt es ein £ > 0, so daf} | f-(x)| > 5e fiir alle x € 92 und
alle 7 € [a,b] richtig ist. Weiter existiert ein d = d(¢) > 0, so daB fiir alle
T, 7 € [a,b] mit |77 — 77| < d(€) die Ungleichung

|f(z,7°) = f(z,7**)| <e fiiralle z€ R

gilt. Wir wihlen nun mit

zuliissige Approximationsfolgen fiir f;- (x) bzw. fr--(z). Dann gibt es ein kq €
N, so daff die Ungleichungen

[fi(x)| > 5e, |fi™(z)] >5e  firalle x€0 undalle k>ko

sowie
|fi(z) — fix(x)| < e fir alle £ €2 undalle k> ko
erfiillt sind. Hilfssatz 1 liefert nun
d(fr,2)=d(f;", 2) fiir alle &k > ko,

und es folgt

d(fr=,12) = d(fr+=,82) fiir alle 7, 7** € [@,b] mit |7* — 7| < d(¢).
Dieses ergibt d(f,, {2) = const fiir a <7 < b. q.e.d.

Satz 3. Sei f € C°(2) mit f(z) # 0 fir alle x € 32 und d(f,2) # 0. Dann
gibt es ein £ € 2 mit f(&) = 0.
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Beweis: Wire die Behauptung falsch, so géibe es ein £ > 0 mit der Eigenschaft

|f(z)| > ¢ fiir alle z € £2. Sei {fr}r=12.. C A'(£2) eine Funktionenfolge mit
frlz) — f(x) fir k— oo

gleichméiBig in 2. Nun gibt es ein ky € N, so daB |fr(z)| > ¢ in 2 fiir alle
k> ko gilt. Ist w = w(r) € CF((0.£),R) eine zulissige Testfunktion mit

/w(lyl)d'y =1,
Rn
so folgt

d(fy, 2) = /W(Ifk,(ll-')l)Jfk (z)dz =0 fiir alle %k > kg
2

und somit
d(f,2) = lim d(f;.,2)=0
k—ro0
im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit gibt es ein { € 2 mit f(§) = 0.
q.e.d.
Satz 4. Seien Funktionen fo, fi € A°(2) mit |fo(z)— fi(z)| < |fi1(2)] fiir alle
x € 12 gegeben. Dann gilt

d(fo, 2) = d(f1, ).
Beweis: Wir verwenden die lineare Homotopie
@) =7fo@)+(1-7)fi(x), =€, T€0,1]
und erhalten wegen f,(z) # 0 fiir alle # € 812 und alle T € [0, 1] mit Satz 2
d(fo,2) = d(f1,02). g.e.d.

Definition 3. Sei 2 C R" eine beschrinkte, offene Menge, und f(z) : 002 —

R™ \ {0} sei stetig. Weiter sei f(z) : R* — R" € CO(R",R") mit f(z) = f(z)

fiir alle x € 012 eine stetige Fortsetzung von f auf den R". Dann setzen wir
o(f,00) :=d(f, )

fiir die Ordnung von [ in Bezug auf den Punkt z = 0.

Bemerkungen:

1. Nach dem Tietzeschen Ergiinzungssatz existiert stets eine Fortsetzung f
von f.
2. Wegen Satz 4 ist v(f, d42) unabhingig von der gewédhlten Fortsetzung.
Mit Definition 3 erhalten wir als Folgerung aus dem Homotopielemma den

Satz 5. Sei f (z) = f(z,7) : 002 x [a,b] = R" \ {0} € C°(892 x [a,b]) eine
stetige Schar nullstellenfreier Abbildungen. Dann folgt v(f,,312) = const in
[a, b].
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83 Geometrische Existenzsitze

Hilfssatz 1. Sei 2 C R" eine beschrinkte, offene Punktmenge und f(z) =
e(lx—&), x € 2, wobeie = £1 und & € 2 gewdihlt sind. Dann gilt d(f, 2) = ™.

Beweis: Es gibt ein 5 > 0, so daf |f(x)| > n fiir alle &z € 00 gilt. Sei w €
C3((0,n),R) eine zulissige Testfunktion mit

/ w(|z])dr = 1.
R'K
Dann folgt

d(f,n2) = /w(lf(.r)”J_,r(.r) dz = [u}”l" —&])e" dx = ™.
17 7] q.e.d.

Satz 1. Sei f-(z) = f(x,7) : 2 x [a,b] = R € C°(12 x [a,b],R") eine Schar
von Abbildungen mit

frx)#0  firalle z€0 wundalle 7€ J[a,b].
Weiter gelte
fa(z) = (z = §), TE L,
mit einem & € 2. Dann gibt es zu jedem 7 € [a,b] ein x; € 2 mit f(z,,7) = 0.
Beweis: Das Homotopielemma und Hilfssatz 1 liefern
difr,2) =d(f.,2) =1 fiir alle 7 € [a,b].
Somit existiert nach § 2, Satz 3 zu jedem 7 € [a,b] ein x; € 2 mit f(z,,7) = 0.
q.e.d.

Satz 2. (Brouwerscher Fixpunktsatz)
Jede stetige Abbildung f(x) : B — B der Einheitskugel B := {z € R" : |z| <
1} in sich besitzt einen Fizpunkt £ € B, fiir welchen also £ = f(€) gilt.

Beweis: Wir betrachten fiir alle 7 € [0,1) die Abbildung
fr@)=z—7f(&), a€B,
welche die Randbedingung

|fr(x)] > |z| = 7|f(z)| >1—7>0 firalle # € dB undalle 7€[0,1)

erfiillt. Nach Satz 1 gibt es zu jedem 7 € [0,1) ein =, Eé mit fr(r;) =0
bzw.tf(z;) = x,. Wir wiihlen nun eine Folge 7, 1 1 fiir n — oo, so daf}
{z;, }n=12... in B konvergiert. Dann folgt

§i= JBm o = Bm 7fl@n) = Jig f(zn) = £6)- g.e.d.

Bemerkung: Der Brouwersche Fixpunktsatz gilt auch fiir jede zu B hom&omor-
phe Menge.
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Satz 3. (Igelsatz von Poincaré und Brouwer)
Sein € N gerade. Mit

= {J: e R : 2| = 1}
bezeichnen wir die n-dimensionale Sphéire im R'™'. Dann gibt es kein tan-

gentiales, nullstellenfreies und stetiges Vektorfeld auf der Sphire S™.

Beweis: Wire p : 8" — R"! ein solches Vektorfeld, so wiiren |¢(z)| > 0
und (@(x),z) = 0 fiir alle € S erfiillt. Wir betrachten nun zu £ = x1 die
Abbildung f(x) := ex, z € S, und die Homotopie

By =0 =rifEi o), wed®
Es gilt ‘ ‘ _ _ _

If-@)% = (1 = 7)%|f(@)|? +7%|e)|®* >0
fiir alle z € S™ und alle 7 € [0, 1]. Nach §2, Satz 5 folgt

v(p, 8™) = v(f1,8") = v(fo,5") = v(f,8") = "t}
unter Benutzung von Hilfssatz 1. Fiir gerades n wiirde also
-1 =v(p,S") = +1

folgen. Das ist aber ein Widerspruch! q.e.d.

84 Der Index einer Abbildung

Wir wollen nun die Indexsummenformel im Falle n = 2 auf beliebige Dimen-
sionen iibertragen. Im Zusammenhang damit werden wir die Ganzzahligkeit
des Abbildungsgrades nachweisen. Wir beginnen mit dem

Hilfssatz 1. Seien 2; C R*, j = 1,2, zwei beschrinkte, offene, disjunkte
Mengen und §2 := (2, U 2. Weiter sei f(x) € A°(2) eine stetige Abbildung
mit

flz)#0 fiir alle € 802, U 905

Dann gilt
d(f, Q) = d(f, ) +d(f, ).

Beweis: Fiir ein hinreichend kleines £ > 0 gilt | f(a)| > & fiir alle & € 92,0012,
und es gibt eine Folge von Funktionen {fx}r=12... C AY Q) mit fi — f
gleichméBig auf 12 und | fi ()| > ¢ fiir alle z € 32, U2 und alle k > ko. Ist
w € CY((0,2),R) eine zuldssige Testfunktion mit [ w(|y|)dy = 1, so folgt fiir

Rn
k> ko
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d(fi, 2 / w(|fe(@)]) I g, (2
7

““'--a

w(|fe(@)) Tp, () do + [ w(|fe(@)]) 5, (2) d

2, 29
= d(fr, 1) + d(fr, 22).
Somit ergibt sich d(f, 2) = d(f, 21) +d(f, (22). q.e.d.

Hilfssatz 2. Auf der beschrinkten, offenen Menge 2 C R" sei eine Funktion
f € A°(£2) mit der Nullstellenmenge

F:={:¢:Eﬁ: f(:::)ZO}

gegeben, und es sei {2y C {2 eine offene Menge mil der Eigenschaft F C (2.
Dann gilt
d(f,2) = d(f, ).

Beweis: Setzen wir (2 ::(Q\OQQ)._ so folgt 2\ 012y = (X G Wegen
f(z) # 0 fiir alle x € 12, liefert §2, Satz 3 die Aussage d(f, 2,) = 0. Nun gilt
nach Hilfssatz 1

d(f,02) = d(f,2) +d(f, ) = d(f, ). qed.

Definition 1. Sei f(z) € AY(£2). Fiir ein z € 12 und ein hinreichend kleines
>0 gelte f(2) =0 und f(z) #0 fir alle 0 < |z — z| < e. Dann nennen wir
i(f,2) == d(f. B.(2))
den Indezx von f im Punkt x = z. Dabei ist B.(z) := {z € R" : |z —2z| <¢e}.

Satz 1. Sei f € A°(2), und die Gleichung f(z) = 0, = € 2, besitze p paar-
weise verschiedene Lisungen 'V, ... xP) € 0. Dann gilt

P

d(f, Q) = Z f,2@).

Beweis: Wir wihlen ein hinreichend kleines € > 0, so dafl die offenen Mengen
= {:r ER" : |zr—2V| < zs}

paarweise disjunkt sind. Die Hilfsséitze 1 und 2 liefern nun

P

j2 P
d(f, Q) = d(f, U rzj) =Y d(f,2) =Y (s,
=1 =

j=1 i=1 q.e.d.
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Hilfssatz 3. Sei A = (aij)i j=1....n eine reelle n x n-Matriz mit det A # 0.
Dann ezistieren eine orthogonale Matriz S = (8j)i j=1,...n und eine symme-
trische, positiv-definite Matriz P = (p;j)i j—1,...n, $0 daff

A=850oP
gilt.

Beweis: Wegen det A # 0 gibt es eine positiv-definite Matrix P mit P? = A'A.
Es ist nimlich die Matrix A'A symmetrisch und positiv-definit wegen

(AAz,z) = |Az]? > 0 fiir alle « € R" \ {0}.

Somit gibt es nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation eine ortho-
gonale Matrix U und positive Eigenwerte Ay,..., A, € (0,4+00), so dafy

@
A'A=UtoAoU mit A= i =: Diag(A1, ..., An)
0 An

gilt. Mit
P:=U'oA"Y?0U,  AY?:=Diag(\/A1,-.sVAn)
erhalten wir eine symmetrische positiv-definite Matrix, die
P’=U'oAolU =44
erfiillt. Es folgt
|Pz|? = (Pz, Pz) = (P2z,z) = (A'Az,z) = |Az|®

und somit
|Pz| = |Az| fiir alle = € R".

Wir betrachten nun die Matrix S := Ao P~!. Fiir alle 2 € R" gilt
|ISz| =|Ao P~ a| = |Po P a| = |a|.

Somit ist S orthogonal, und es folgt die gewiinschte Darstellung A = S o P.
q.e.d.

Satz 2. Zu e > 0 sei f € C1(B-(2),R") mit f(z) =0 und J;(z) # 0 gegeben.
Dann gilt

i(f, z) = sgn Jy(2) € {*1}.

Beweis: Es gibt eine reelle n x n-Matrix A4, so daf}

flx) =A(x — z) + R(x) firalle |z —2[<py mit 0< gy <e
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gilt. Dabei ist det A = Jp(2) # 0 erfiillt, und es gilt

|R(x)| < nlo)|x — =] fir alle |z —z| <p<pp mit limn(e)=0.

o—

Nach Hilfssatz 3 gibt es eine Zerlegung A = S o P mit einer orthogonalen
Matrix S und einer positiv-definiten, symmetrischen Matrix P. Zu

P = U’ oDiag(A1,...,Ap) o U
betrachten wir die Schar der positiv-definiten, symmetrischen Matrizen
P =U! ODiag(T + (1= A,..;7+(1 - T)/\ﬂ) o,

die Py = P und P, = FE erfiillen. Hierbei bezeichnet E die Einheitsmatrix.
Sind Apin > 0 der kleinste Eigenwert von P und A := min(1, Apin) > 0, so
gilt

|Prz|? = (P2, Prx) = (Pix,x)

o Diag([r + (=ML [T+ (1= T)An]r‘)) oUz, :r:)

(
(v

> (UIE o Diag(A\%,...,A\%) o U:z:,;c)
A

2(e,2) = Nz,

also
|Prx| > Az fir alle z € R" undalle 7€ [0,1].

Wir betrachten nun die Schar von Abbildungen

fr(x)= fz,7) =S o P(x—2)+ (1 —7)R(x), x € B-(z), T¢€][0,1].
Offenbar gelten
fo(z) = So Py(x —2) + R(x) = So Pz —2) + R(x) = A(z — 2) + R(x) = f(x)

und

filz) =SoPi(zx—z)=5(z—z) =: g(z), x € B:(z).

Weiter schiitzen wir fiir alle # € R" mit ¢ — z| = ¢ € (0, go] wie folgt ab:

£+@)| > |S 0 Pr(z — 2)| - (1 - 7)| R@)|
> |P-(z ~ 2)] — |R(2)

> (A —n(@le 2 2 ezl > 0,

falls gp > 0 hinreichend klein gewéhlt wird. Somit folgen nach dem Homoto-
pielemma
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d(f-,B,(z)) = const  fiir 7€][0,1]
und insbesondere
i(f,2) = d(f,B,(2)) = d(fo, B,(2)) = d(f1,B,(2)) = d(g. B,(2)).
Ist nun w € C2((0, 0), R) eine zulissige Testfunktion mit
/w(lyl)dy =1,
[En
so folgt
d(g, B,(z)) = / w(lg(@)|) Jy(z)dz = (det S)_/w“.f — z|)dr = det S.
|z—z|<o R~
Insgesamt erhalten wir also i(f, z) = det S = sgn.Jy(z). q.e.d.

Satz 3. Die Abbildung f : 2 — R" sei stetig, und die Gleichung
fz)=0, =zen,

besitze endlich viele Losungen xV), ... 2™) € Q. In der Umgebung der
Nullstellen =) sei f stetig differenzierbar, und es gelte Jy(z")) # 0,
v=1,....N. Dann gilt

N

d(f,2) = sgnJ;(z) =Nt - N~

=1

Dabei geben N* und N~ die Anzahl der Nullstellen mit sgnJ; = +1
bzw. sgnJy = —1 an.

Beweis: Dieser folgt sofort aus den Sitzen 1 und 2. q.e.d.

Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes an die Funktion f ergibt sich
damit insbesondere, daff der Abbildungsgrad von f ganzzahlig ist. Dies wollen
wir im folgenden auch fiir beliebige Funktionen f € A°(§2) mit flpo # 0
nachweisen.

Hilfssatz 4. Mit a = (a1,...,a,) € R" und h > 0 erkliren wir den Wiirfel
W= {:7:6 R* : g; <zi<ai+h, i = 1,...,n,}

und betrachten eine Funktion f(z) = (fi(er,....@n)sooy fol@r, . ooy@n)) -
W — R* € CH(W,R"). Die zugehirige Bildmenge bezeichnen wir mit

W* = f(W).



192 IIT Der Brouwersche Abbildungsgrad mit geometrischen Anwendungen

Fiir die Funktionalmatriz

85 (z) = (g‘{ (--)) = (far@)er e @)y TEW,
i,j=1 n

bezeichnen wir mit

los@i= | Y (32@) =(Zlfx;(:r)|2): rew,

i,j=1
ihre Norm. Es gebe eine Konstante M € [0, +cc) und ein € € (0, +c), so daf
lof(@)| < M und ||0f(z') —0f(a")|| <e fiir alle z',2" e W

gelten. Schlieflich ezistiere ein € € W mit J¢(€) = 0.
Dann gibt es eine Funktion ¢ = p(y) € CY(R™,[0,1]) mit p(y) = 1 fiir alle
y € W=, so daf
/L,o(y)d,y < K(M,n)h"e
Bn
mit der Konstante K(M,n) := 4™/n" M"~! richtig ist.

Bemerkung: Somit kann das dullere Mafl der Menge W* durch K(M,n)h"=
abgeschéitzt werden.

Beweis von Hilfssatz 4:

1. Man stellt leicht fest, dal die Aussage des Hilfssatzes invariant unter
Translationen und Drehungen ist. Wir koénnen also ohne Einschriinkung
f(€) = 0 annehmen. Wegen J;(§) = 0 existiert ein z € R" \ {0} mit
z o0 df(§) = 0. Nach Ausfithrung einer Drehung kénnen wir ohne Ein-
schriinkung z = e, = (0,...,0,1) € R"” annehmen, also

0=e, Oaf(f) = an(f)

2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert nun fiir jede Kompo-

nentenfunktion
d 2 i i
fil@) = fila Z o (20) s ~ &) = V() - (a ~ €
]
mit einem z(! = £ +¢;(x — £) und ¢; € (0,1), i € {1,...,n}. Somit folgt

Ifi@)| < |V£i(2?) ||z — €] < Mymh, i=1,...,n-1,

|fn(I)| = |vfn(z(n})||-’c —& A n(z vfn ||-L'_ | < E\/_h
fiir beliebiges x € W. Wir erhalten also

W W = {y eER® : || < Mynh,i=1,....n—1; |ya]| < E\/:r_zh}.
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3. Sei die Funktion ¢ € CO(R, [0, 1]) mit
NENES'
o) = {0, i 3

gegeben. Wir setzen

. o hn . ) Yn—1 ) Yn ) n
v =wly)=e (M\/Hh.) i "B (M\/Hh) g (a\/ﬁh) e B

Es gelten ¢ € CO(R™,[0,1]) und ¢(y) = 1 fiir alle y € W** D> W*. Weiter
erhalten wir

[ ety

R‘ﬂ
+o0 +o0 +oo
_ I . . Yn—1 ) Yn
- /9 (M\/ﬁh) B e /9 (M\/ﬁh) dyn-1 /9 (s nh) dyn
oo T
- / otydt | M 'Wn"h"e

[ A

("M tyn")h"e = K(M,n)h"c.
q.e.d.

Satz 4. (Sardsches Lemma)
Seien 2 C R" eine offene Menge und f : 2 — R" € C'(2,R") eine stetig
differenzierbare Abbildung. Ferner sei F' C 2 kompakt und

= {y:f(:c) t xeF, Jy(x) =0}

die Menge ihrer kritischen Werte. Dann ist F* eine n-dimensionale Lebesgue-
Nullmenge.

Beweis: Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dafl F' ein Wiirfel ist:
F=W= {r ER" : a; <z <ai+h i= ln}

Wir nehmen nun eine gleichmiiflige Zerlegung des Wiirfels W in N Wiirfel
der Kantenlinge f—\“, mit N € N, indem wir auf den Achsen die Zerlegung

a; + ;:% mit i =1,...,n, 7 =0,1,..., N zugrunde legen. Damit erhalten wir

die Wiirfel W, a =1,..., N™ mit den Eigenschaften

o o

W= Way, WanWs=0(a#5).
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Der Durchmesser eines Wiirfels 17, berechnet sich gemif

diam (W, ) = \/_ -
Wir setzen nun

M := sup ||0f (z)]| und  en:= sup ||@f(z") —af(z")].
TEW 2 2"ew
|~ | < e

Sei N C {1,...,N"} die Indexmenge, die zu den Wiirfeln W, gehért, welche
mindestens einen Punkt £ € W, mit J; (&) = 0 enthalten. Dann folgt

W* c U w5 mit W, = {y =f(z): z€ I'Vﬂ}'

aEN

Nach Hilfssatz 4 gibt es nun fiir jedes @ € N eine Funktion ¢, = ¢.(y) €
C(R™, [0,1]) mit wa(y) > xw: (¥), y € R, sowie

" hyn
/ pay)dy < K(M,n)(5) ex.

Ru
Dabei bezeichnet y 4 die charakteristische Funktion einer Menge A. Es folgt

xw-®) < Y xw:®) <) waly), yeER,

acN aEN

und fiir die Funktion Y ¢a(y) € C§(R™, [0, +ox)) gilt
aEN

/ (Z %(y)) dy <Y (h (M n)( ) N—) < |WIK(M,n)en

aEN aEN

fiir alle N € N. Fiir N — oo folgt schlieflich e5 | 0, und somit ist W* eine

n-dimensionale Lebesguesche Nullmenge. qed

Satz 5. (Generische Endlichkeit)

Sei 2 C R" eine beschrinkte, offene Menge und f € A'((2) mait i%fﬂ |f(z)] >
xE

e>0.

Dann gibt es ein z € R" mit |z| < 2, so daf folgendes gilt:

(1) Die Gleichung f(x) = z, @ € 2, hat héchstens endlich viele Losungen
2 e 2,
(2) Fiirv=1,...,N ist Jy(z'")) # 0 richtig.
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Beweis: Sei .
Eia= {meﬂ 2| f(z)] SE},

so ist F' C R" kompakt, und es gilt F' C f2. Die Menge
= {y =flz) : z € F, J¢(x) = 0}

der kritischen Werte von f ist nach dem Sardschen Lemma eine Lebesguesche
Nullmenge. Somit existiert ein z € R mit |z| < £ und z ¢ F*. Wir zeigen nun,
dafl mit diesem z die Eigenschaft (1) gilt: Angenommen, die Gleichung f(x) =
z hiitte unendlich viele Losungen z',2%,... € 2, und ohne Einschriinkung
gelte ¥ — £ fiir v — oo. Wegen f(z¥) = f(&) = z fiir alle v € N wiirden sich
die z-Stellen von f im Punkt £ héufen. Da aber £ € 2 und J;(§) # 0 ist, ist f
dort lokal injektiv, und wir erhalten einen Widerspruch. Folglich gibt es nur
endlich viele Losungen der Gleichung f(z) = 2, z € £2, die offenbar alle die

Eigenschaft (2) haben. q.e.d.

Satz 6. Seien 2 C R" eine beschrinkte, offene Menge und f : 2 — R* €
A%(92) eine stetige Abbildung mit f(z) # 0 fiir alle x € 312. Dann ist d(f,2) €
Z richtig.

Beweis: Offenbar geniigt es, Abbildungen f € A'(£2) zu betrachten. Wir
wiihlen eine Folge von Punkten {z},_1.. .. C R"\ f(812), die nicht kriti-
sche Werte von f sind und

lim 2" =0
M— D

erfiillen. Fiir die Funktionen
Fol2) = fl)— 2", z€N, veN,

gilt d(f,,{2) € Z nach Satz 5 und Satz 3, und es gibt ein vy € N, so daf}
d(f,.2) =d(f,,2) fiir alle » > wy

richtig ist. Somit folgt d(f, 2) € Z. q.e.d.

§5 Der Produktsatz

Sei fe AM(2)mit0 < e < i%fﬂ | f()], und w € CY((0,¢), R) sei eine zulissige
e
Testfunktion mit

/w(lyl) dy = 1.
BEn

Dann gilt die Identitét
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[els@N @ de = .2 [ (ol do
7

R™

Wir wollen nun diese Identitéit auf beliebige Testfunktionen ¢ € CH(R" \
f(802),R) verallgemeinern. Dieses Ergebnis nutzen wir dann, um eine Be-
rechnungsvorschrift fiir den Abbildungsgrad d(g o f, f2,z) einer verketteten
Funktion g o f mit f,g € C°(R") herzuleiten, den sogenannten Produktsatz.

Definition 1. Sei O C R" eine offene Menge und x € O. Dann nennen wir
die Menge

c { — ezistiert ein p(t) : [0,1] - O € C°([0,1]) }
=Ly :

mit (0) =z, (1) =y
die Zusammenhangskomponente von x in O.
Bemerkungen.:

1. Die Zusammenhangskomponente G, ist die grofite offene und zusam-
menhingende Teilmenge von @, die den Punkt x enthilt.

2. Sind G, und G, zwei Zusammenhangskomponenten, so ist entweder G, N
Gy, = 0 oder G, = G, erfiillt.

Sehr leicht beweist man den

Hilfssatz 1. Jede offene Menge O C R"™ lifit sich in abzihlbar viele Zusam-
menhangskomponenten zerlegen, d.h. es gibt Mengen {G;}icr mit der Index-
menge I CN, so daff G;NG; =0 fiiri,j € I miti# j und

@ =U G
il
richtig sind. Die Zerlegung ist dabei bis auf Umordnungen eindeutig.

Definition 2. Zu einer Funktion ¢ € CJ(R™) nennen wir

supp @ = {.-1: eRr : p(z) # U}
den Triger von .

Hilfssatz 2. Sei die offene Menge O C R" zerlegbar in die Zusammenhangs-
o0

komponenten {G;}i—12..., dh. O = | G;, und sei p € CJ(O). Dann gilt
.‘—1

[ otarda = 3 [e@a.
o =1,

wobei die Reilie nur endlich viele nichtverschwindende Terme besitzt.
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Beweis: Wir erkliren die Funktionen

wlx), © € G
vi(@) = #(@), L i=1,2...
0, IERﬂ\G;

Nun gibt es ein Ny € N, so dafl p;(z) =0, z € R", fiir alle i > Ny richtig ist.
Wiire dieses nimlich falsch, so gibt es Punkte xl) € Gi;, j = 1,2,..., mit
i1 <ip < ...und p(z'%)) #0. Da

{£%)};12,.. Csuppyp
gilt und supp ¢ kompakt ist, konnen wir wiederum nach Auswahl einer Teil-
folge ") — £(j — o00) mit einem & € supp p C O erreichen. Bezeichnen wir
mit G+ = G¢ die Zusammenhangskomponente von & in O, so gibt es also ein

jo € N, sodaf z%) € Gj. fiir alle j > jo gilt. Das steht jedoch im Widerspruch
zu z'%) € Gi;, j=1,2,... Somit folgt

Np Ny

[e@ar= [ p@a =Y [o@a
R

En ni =l =lpn
No oo
=¥ /tp(:r:)d::: = ¥ /g(w) dz.
i=1 g i=1 g, ded.
Definition 3. Sei f € A%(2) und » € R" \ f(312). Dann setzen wir
d(f, 2.2) = d(f(z) - 2, 2,0)
fiir den Abbildungsgrad von f bez. dem Punkt z.
Hilfssatz 3. Sei G C R \ f(012) ein Gebiet, so gilt
d(f,2,z) =const  fiiralle z€G.
Beweis: Fiir zwei beliebige Punkte zp, z; € G betrachten wir den Weg
p(t):[0,1] » G e C°([0,1,G),  #(0) =20, (1) =2.
Nun ist f(x) — @(t) mit z € £2, t € [0, 1] eine Homotopie. Es folgt
d(f, 2,p(t)) =d(f — (1), £2,0) = const, t €10,1],
und insbesondere ist d(f, 2, z0) = d(f, 2, 21). q.e.d.
Definition 4. Sei G C R \ f(012) ein Gebiet, so setzen wir

d(f,2,G) :=d(f, 12, z) fiir ein 2z € G.
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Bemerkung: Seien (2 C R" eine offene, beschriinkte Menge und f € A%(2).
Dann ist f(82) C R" kompakt. Seien {G;}i=1,....n, mit Ny € {0,1,...,+oc}
die beschriinkten Zusammenhangskomponenten von R \ f(8£2) und G, die
unbeschriinkte Zusammenhangskomponente, so gilt

Ng
R\ £(802) = | Gi U G

i=1
Da es nun einen Punkt z ¢ f(2) gibt, folgt
d(f,0,Ce) = d(f;2,2) =0.

Satz 1. Sei {fr}r=12,.. C A'(02) eine Folge von Funktionen, die gleichmdfig
auf 2 gegen die Funktion f € A°(82) konvergiert. Ferner sei

Ny
R”\f(@!?):UG, UG’X}* 1'1\'?(16{0,1,...,"‘00},

i=1

die Zerlequng in Zusammenhangskomponenten. Zu jeder Funktion ¢ € C3(R™\
F(O) gibt es dann eine Zahl k* = k*(p) € N, so daf§

Ny
[etti@Nin@de =Y d(t,2.6) [ el)dz
i=1 G

2

fiir alle k > k™ richtig ist. Dabei hat die Reihe auch im Fall Ny = +oc nur
endlich viele nichtverschwindende Terme.

Beweis:

1. Da suppyp N f(812) = 0 gilt und beide Mengen kompakt sind, gibt es ein
g0 > 0, so daB |f(z) — z| > o fiir alle z € 912 und alle z € supp g richtig
ist. Da f; — f gleichmiBig auf 2 konvergiert, gibt es ein k* = k*(p) € N,
so dafl

|fe(x) — 2| > &0 fiir alle z €02, z€suppy, k>k"
gilt. Sei w € CH((0,1),R) eine zuléissige Testfunktion mit [ w(|y|) dy = 1.

R

Fiir £ € (0, 2¢] setzen wir

we(r) = Elna,(g) € C2((0,¢), R) mit /we(|y|) dy = 1.

Rn.
Schlieflich erkliren wir noch die Funktion
3(2) d(f,2,z), falls z € R" \ f(902)
2) = o
0, falls z € f(012)
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2. Fiir alle z € supp  und alle k > k*(y) gilt nun

W(z)=d(f, 2,2) = /w5(|fk(;x:) — z|)Jy, (z) dz, 0<e<ep.

Q

Integration von o(z)9(z) € CY(R™ \ f(812)) liefert

[ e i =k[ ( ![ PN ule) )T () dr) ds

A
=/(] olaluall tula -—z|)dz) Ty, (2) dz.

0 R"

Andererseits gilt wegen Hilfssatz 2

R[ w(2)d(2)dz = ( fc,a(z)dz) d(f,2,G)

G =

No .
i ; ( / ap(z)dz) d(f,2.G),

E

wobei die Reihe nur endlich viele nichtverschwindende Terme hat. Fiir
£ — (04 erhalten wir wegen

lilgi /-\,-9(Az)we(|f;c () — z|) dz = ¢(fr(x)) fir z €2 gleichmaBig
=04

er
die Identitit

Ny

Zd(f n,G /np(z /:p(fk(a:))Jfk (z)dx  fiir alle k> k*(p).
Gi 12
e q.e.d.

Satz 2. (Produktsatz)

Seien f.g € C°(R",R"), und sei 2 C R" offen und beschrinkt. Wir setzen
E = f(0Q). Mit {D;}i=1...No, No € {0,1,...,400}, bezeichnen wir die
beschrinkten Zu‘;ammPnhangskomponenteu von R" \ E. Schlieflich wdhlen
wir ein z € R" \ g(E). Dann gilt die Identitit

Ny
d(gof:f),z) = Zd(f(!.D,)d(gD!z).

i=1

wobei die Reihe nur endlich viele nichitverschwindende Terme hat.
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Beweis: (L.Bers)

1. Wir setzen
h(z) == g o f(z).
Nach dem Weierstrafischen Approximationssatz aus Kap.I, § 1 kénnen wir
Folgen {fi(#)}i=1,2,.. € CYR",R") und {gx(y)}r=1,2.. C C'(R",R")
wihlen, die gleichmiiflig auf jedem Kompaktum gegen f(z) bzw. g(y) kon-
vergieren. Wir erkldren noch die Funktionen

hi(2) := gi o f(2), hu(x) == gk o fi(z), k,leN

Damit folgen
hi(z) — h(z) fir k— oo

sowie
hii(2) — hy(x) fiir 1 — o0

gleichmiiflig auf jedem Kompaktum.
2. Es gibt ein £ > 0, so daf}

|h(z)—z| > &, |hp(z)—2|>¢ fiir alle € 82 undalle k > ko(e)

richtig ist. Wir wihlen nun eine zuliissige Testfunktion w € CQ((0,¢), R)
mit der Eigenschaft [ w(|u|)du = 1. Dann gilt fiir alle k& > ko(¢) und
REn

1 > lo(k) die Identitiit

d(hg, 2,2) = d(hy, 2,2) = /wﬂh;.;(:r:) — 2|)Jn, () dz
2

= ] w(lge(fil)) = 21) Tou (fi(@) T, (&) da

?

Setzen wir
or(y) = w(lge(y) — 21) 1o, (v) € CRR* \E)  fiir k> ko,

so liefert Satz 1

2

Ny
A, 2.) = [ eu(fi@) (@) do = Y (1.2, [ euty)dy
i=1 D,

fiir k& > ky. Hierbei sind nur endlich viele Terme der Summe ungleich 0.
Beachten wir noch

]w-.(y) dy = fw(lgx-(.u) — 2|} (y) dy = d(gx, D;, 2), k> ko,
D; D;
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so folgt
No
d(hg, $2,2z) = Zd(f, 2,D;)d(gx, D;, 2).

i=1

Nun gibt es ein k; > ko, so daBl
d(hg, 2,2z) =d(h, 2, z) fiir alle k> ky
gilt. Weiter gibt es ein ky > k. so daff
d(gy,Di,z) =d(g,D;,z) firalle k>ky, undalle i=1,...,Ny
richtig ist. Insgesamt erhalten wir

N
d(h,2,z) = Z d(f,2,D;)d(g, Dy, z).
=1 q.e.d.

§6 Die Sitze von Jordan-Brouwer

Ist F C R" eine kompakte Punktmenge, so bezeichnen wir mit N(F) €
{0,1,..., 400} die Anzahl der beschrinkten Zusammenhangskomponenten
von R" \ F'

Satz 1. (Jordan-Brouwer)
Gegeben seien zwet homdomorphe kompakte Mengen F und F™* im R"™. Dann

gilt N(F) = N(F*).

Beweis: (J. Leray)

Da F und F* hom&omorph sind, gibt es eine topologische Abbildung f :
F — F* mit der Umkehrabbildung f~' : F* — F. Mit dem Tietzeschen
Ergiinzungssatz konstruieren wir Abbildungen f,g € C*(R") mit f(z) = f(z)
fiir alle x € F und g(y) = f ' (y) fiir alle y € F*. Wir nehmen nun

N := N(F) # N(F*) =: N*

an und konnen o0.E. von N* < N ausgehen. Somit ist N* endlich. Wir bezeich-
nen mit {D;}i=1.. v und {D}},=; _ n- die beschrinkten Zusammenhangs-
komponenten von R" \ F bzw. R* \ F*. Ist z € Dy und k € {1,...,N* 41},
so liefert der Produktsatz

Oip. =d(go f,Di,Dy) = d(go f,D;,z)

N* N*
=Y d(}, Dy, D)) d(g, Dy.2) =) by fir ik=1.. N+ 1.
Pl ~ IN——"

=ag; =hix
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Nun gibt es ein £ = (&,...,&n+41) € RV 1\ {0} mit

N*+1
Z bjxér =0 i (Ll [ L
k=1

Somit erhalten wir in

N*™ N*"+1 N~ N*4+1
fa‘:Z Z ﬂijbj;»fk ZZ(L,'_.;( Z bjkfk) =il i=1,...,N* +1,
k=1

j=1 k=1 j=1

einen Widerspruch. Die Annahme N # N* war also falsch, es gilt die Gleich-
heit.
q.e.d.
Satz 2. (J.-B.) Sei S* C R" homdomorph zur Einheitssphire S = {x €
R* : |z| = 1} mit der topologischen Abbildung f : S — S*. Dann zerlegt
die topologische Sphire S* den R" in ein beschrinktes Gebiet Gy, das wir
Innengebiet nennen, und ein unbeschrinktes Gebiet Go, das wir Auflengebiet

nennen. Fiir f gilt

" +1, fiir z € Gy
o(f,5,7) = |
0, fiirze Gy

Beweis: Wie im Beweis von Satz 1 setzen wir die Abbildungen f 5= 5
und f=!:8* — S zu stetigen Abbildungen f bzw. g auf den R" fort. Da die
Sphére S den R” in ein Innengebiet und ein Aulengebiet zerlegt, folgt

N(S*) = N(S) =1

nach Satz 1. Fiir die Abbildung g o f gilt go f(x) = « fiir alle x € S. Der
Produktsatz liefert

1=d(go f,B,0) =d(f,B,G1)d(g9,G1,0),  B:=Bi(0).
Aus der Ganzzahligkeit des Abbildungsgrades folgt fiir z € G

v(f,8,2) = d(f,B,Gy) = £1. g.e.d.

Bemerkung: Im Fall n = 2 erhalten wir den Jordanschen Kurvensatz, im Fall
n € N sprechen wir vom Brouwerschen Sphéirensatz.

Satz 3. U, bezeichne eine n-dimensionale Umgebung des Punktes z € R",
und die Abbildung f : U. — R" sei injektiv und stetig. Weiter gelte f(z) = 0.
Dann folgt i(f,z) = £1.

Beweis:  Sei zunéchst o > 0 so klein gewiihlt, dal B,(z) := {z € R"
|# — 2| < p} die Bedingung B,(z) C U. erfiillt. Wir betrachten dann die
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Sphére S := dB,(z) und die topologische Sphire S* := f(S), wobei G das
Innengebiet von S* bezeichne. Nach Satz 2 gilt

d(f Bg(z), Gl) ==

Nun sei y' € G; mit dem Urbildpunkt ' € B,(2) gewiihlt, es gilt also f(2') =
y'. Die Strecke

s:={(1—-t)z+tx: 0<t <1} C By(z)

hat als Bild s* := f(s) € R* \ S*. Da gy’ = f(z') € [* in G| liegt, folgt
0 = f(z) € G,. Wir erhalten somit

i(f,2) = d(f, B,(2),0) = d(f, By(2),G1) = 1.

q.e.d.

Satz 4. (Gebietsinvarianz)
Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R" eine stetige, injektive Abbildung.
Dann ist G* := f(G) wieder ein Gebiet.

Beweis: Da G zusammenhiingend und f stetig ist, folgt zuniichst, dal G* =
f(G) zusammenhingend ist. Wir zeigen die Offenheit von G*: Sei z € G
beliebig und o > 0 so klein gew#hlt, dal B,(z) C G erfiillt ist. Fiir die stetige,
injektive Abbildung

g(z) == f(z) — f(2), z € By(2),

gilt i(g, z) = £1 nach Satz 3. Somit folgt

d(f, By(2), £(2)) = d(g, By(),0) = +1.

Mit einem hinreichend kleinen & > 0 gilt |f(z) — f(z)| > ¢ fiir alle v € 9B,(z).
Wir erhalten nun aus dem Homotopiesatz

d(f,By(2):¢) = d(f, By(2), f() =1 fir (= f(2)| < 3.

Fiir alle ¢ € R" mit |( — f(z)| < § existiert also ein x € B,(z) mit f(z) = (.
Das bedeutet B:(f(z)) C f(G). Somit ist f eine offene Abbildung, und die

Menge G* = f(G) ist ein Gebiet. q.e.d.

Den Satz 2 ergiinzend beweisen wir noch den

Satz 5. (J.-B.) Jede topologische Sphire S* C R" zerlegt den R" in ein
Inmengebiet G und ein Auflengebiet Go, d.h.

R* =G US* UG,
und es gilt 0G|, = 5* = 0G-.
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Beweis: Wir haben nur dG; = S~ fiir i = 1,2 zu zeigen. Sei f : § — S§*
die topologische Abbildung, und sei & € S* ein beliebiger Punkt. Wir setzen
dann € := f~'(2) € S und betrachten die Mengen

E:={zxeS: |z—-¢ <&}, F={ze8: |z—§& >¢€}

mit S = F U F. Gehen wir zu den Bildmengen E* := f(E) und F™* := f(F)
iiber, so folgt S* = E* U F*. Da " \ F zusammenhéngend ist, bleibt nach
Satz 1 auch B" \ F* zusammenhiingend. Somit gibt es zu festen Punkten
a, € G und as € G einen stetigen Weg 7, der a; und a, verbindet und F*
nicht trifft. Da jedoch S* die Gebiete G und G trennt, folgt #N.S* # ) und
somit 7w N E* # (. Ist nun af € 7 der erste Punkt von a; aus, der E* trifft
und a) € 7 der erste Punkt von as aus, der E* trifft, so wihlen wir Punkte
al! € Gi, i = 1,2, anf 7 mit |a) — a}| < e. Lassen wir nun = | 0 gehen, so
erhalten wir Punktfolgen {af,j}j:l,z___,_ C Gy, i =1,2, mit

1t

lim a; ;=& firi=1,2.

J—0o0

Somit folgt G, = S™* = 9G-. q.e.d.
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Verallgemeinerte analytische Funktionen

Die Theorie der analytischen Funktionen von einer und mehreren komple-
xen Verdnderlichen wurde von Cauchy, Riemann und Weierstrafl begriindet
und zihlt zu den schénsten mathematischen Schipfungen der Neuzeit. Wir
empfehlen die Lehrbiicher Behnke-Sommer [BS], Grauert-Fritzsche [Gr], [GF],
Hurwitz-Courant [HC] und Vekua [V]. Zur Untersuchung der analytischen
Funktionen bez.ihrer differenzierbaren Eigenschaften legen wir die Integral-
siitze aus Kapitel I zugrunde und bez. ihrer topologischen Eigenschaften die
Windungszahl aus Kapitel ITI. Wir erhalten so einen direkten Zugang auch zu
den Losungen der inhomogenen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung.

§1 Die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichung

Wir beginnen mit der

Definition 1. Auf der offenen Menge 2 C C sei die Funktion [ = f(z) :
2 — C erklirt, und zy € 2 sei ein beliebiger Punkt. Dann heifit f komplex
differenzierbar im Punkt zo, wenn der Grenzwert

‘Hll;l f(Z} — f(Z(;) —- ff{zo)
i TR

existiert. Wir nennen f'(z9) die komplexe Ableitung der Funktion [ an der
Stelle zy. Falls f'(2) fiir alle z € 2 existiert und die Funktion f' : 2 — C
stetig ist, nennen wir f holomorph in (2.

Wir notieren den wohlbekannten

Satz 1. Wenn die Potenzreihe

f(z) = Z Unzn

n=>0
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fir |z| < R mit festem Konvergenzradius R > 0 konvergiert, dann ist die
Funktion f(z) in {z € C : |z| < R} holomorph, und es gilt

o0

Fitz) = Z T

n=1
Beweis:

1. Zunichst zeigen wir die Konvergenz der Reihe

o0

E nayz""!

n=1

fiir |z| < R. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Reihen kon-
vergiert diese Reihe genau dann, wenn die Reihe

(= 4] s u]
E napz" = E byz™ mit b, := nay

n=1 n=1

konvergiert. Nun gilt

lim sup {/|b,| = limsup ( Yn Y |ﬂn|) = limsup {/|an|.

n—Fo0 N0 n—oo
Folglich besitzt diese Reihe den gleichen Konvergenzradius B > (0 wie

o0
2 0n2®,
n=0
2. Zu festem z € C mit |z| < Ry < R wihlen wir ein w # 2z mit |w| < Ry

und berechnen

(w) —f(z) = w'—2z"
Bt 5, =
w—z w—z
n=>0
20
= an (-wn_l I o I U 4 z“_l) (1)
n=1

M

ﬂngn(w: Z).,

=
Il
=

wobei wir gp(w,2) = w1+ w" 2z +...+ 27! fiir n € N gesetzt haben.
Wir bemerken

|@ngn(w, )| < nlay| Ry fiir alle |w| < Ry, |2| < Ro.

Nun liefert Teil 1 des Beweises

oo
Z nla,|RE~ < +oo.

n=1
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Nach dem Weierstrafischen Majorantentest folgt also die gleichmiflige
Konvergenz der Reihe in (1) fiir [w| < Ry, |z| < Ry. Vollziehen wir schlief3-
lich in (1) den Grenziibergang w — z, so erhalten wir

f’(z) = Z angn(z,2) = Z nﬂnzﬂ_l-

n=Il0 n=1

q.e.d.

Jetzt soll der Zusammenhang zwischen komplexer Differenzierbarkeit und par-
tieller Differentiation untersucht werden.

Satz 2. Sei w = f(z) = f(z.y) = wlz.y) +iv(r.y) : 2 = C in der offenen
Menge 2 C C holomorph. Dann folgt f € C*(2,C), und die beiden folgenden
gleichwertigen Bedingungen sind erfiillt:

fo+if,=0 in (2, (2)

beziehungsweise
Up =0y, Uy=—0g in 2 (3)

Die Gleichungen (3) heiffen Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen.

Bemerkung: Die Funktionen u = Re f(z) : 2 2 Rund v =Im f(2) : 2 - R
bezeichnen den Real bzw. Imagindrteil der Funktion f.

Beweis von Satz 2: Da f holomorph in (2 ist, existiert die komplexe Ableitung

oy — im0 A2) - f(2)
flz) = J:xlﬂlim Az
Aze {0}
Mit Az = > 0 finden wir insbesondere

A — i JZTE) — f(2)
fi(z)= lim =

==+
s€ R\{0}
= i LEFSVSEY ey,
e—+0 £
s€ R\{0}
und fiir Az = 1= lesen wir ab
=0 i€
=€ R\{0}
- flay+e) = flay) 1 |
 e—0:€R\{0} ic - ify(-’“-s y)-

Es folgt also f € C'(£2,C), und (2) ergibt sich sofort aus f, = f' = %fy in (2.
Ferner ist (2) wegen
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fe+ lfu = (u+iv), +i(u+ "*:'”)y = (uy — vy) + i(ve + uy)
genau dann erfiillt, wenn (3) richtig ist. g.e.d.

Bemerkung: Die Eigenschaft (2) holomorpher Funktionen beinhaltet die Win-
keltreue der Abbildung w = f(z) in allen Punkten z € 2 mit f'(z) # 0.

Satz 3. Sei f(2) = u(z,y) +iv(z,y) € C1(2,C) auf der offenen Menge 2 C
R? = C definiert, und es gelte (2) bzw. (8). Dann ist f in 2 holomorph.

Beweis: Wir wenden auf u = Re f und v = Im f getrennt den Mittelwertsatz
an. Fiir z = z +iy € 2 und Az = Az +iAy € C mit |Az| < € erhalten wir

u(z + Az) —u(z) = u(z + Az, y + Ay) — u(z,y)
uz (§1,m) Az + uy (§1,7m) Ay
g (El IR/ )d:}; — Vg (El /i )dy

sowie
v(z+ Az) —w(z) = v(z + Az, y + Ay) —v(z,y)
= vy (&2, 12) Ar + vy (&2, 7m2) Ay
= vz (€2, m2) Az + 1z (€2, m2) Ay

an Zwischenstellen (&1,m1). (§2,m2) € 12, fiir die gilt |z — (& + )| < € mit
k =1,2. Wir kénnen zusammenfassen

f(z+ A4z) - f(2)
= {u(@+ A2,y + Ay) - u(e,p) } +i{ole + Az,y + Ay) — v(o,y) }
- {v-m(& yh) + ivg (&2, 'uz)}da: 4 "':{“';5(629 M2) + vz (§1,m) }ﬂy
= {ua(&1,m) + iva(&2,m) } (Aw +i2y)

#i{ [ta(€2rm) = wal&rym)] + i [vel&r,m) = va(€eim)] } Ay
Schreiben wir abkiirzend
g(z,Az) = [u-i‘(£25”2) = 1%(51:'-’31)] +’="-['b‘x(£|ﬂh) = 1"-!‘(&29”2)]1

so finden wir

TEL 220 o erm) + ivaEorm) + gl A2) 3L

Der Grenziibergang |Az| — 0 liefert dann
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. flz+ Az) — f(z) : : Ay

1 = f2(z 1 i9(2, A2) =2} = £.(2),
Jim 3, fe@)+ Jimige, 4977} = £(2)
Aze 0y{0} Aze C\{0}

wobei wir f € C'(£2,C) benutzt haben. Also ist f : 2 — C entsprechend

Definition 1 holomorph in 2.
q.e.d.

§2 Holomorphe Funktionen im C™

Wir schliefen mit unseren Uberlegungen an die Theorie der Kurvenintegrale
aus Kapitel I, §6 an.

Seien 2 C C ein Gebiet und
we= ) =uley) i), (ey)en,

eine komplexwertige Funktion mit w,v € CY(2,R). Sind nun die Punkte
P,Q € 2 und die Kurve X € C(f2, P, Q) gegeben, so betrachten wir das
Kurvenintegral

/f(z) dz = /{u(w,y) + iv(x, y)}(d::: + idy)
X X

/(ud.x, —vdy) +\'/(L’dl + w dy)

fw1+a/¢ug

mit den reellen Differentialformen
wi = uder —ovdy, wse:=vdr+ udy.

Nun sind die Formen w; und ws genau dann geschlossen, wenn

du v

0=dw; =— (8—y+a)dr/\di,
ou v

0 =dw; = (a_ﬂ'hd_y) dx A dy

in {2 gelten. Daraus folgen die Gleichungen
due,y) _Ov(wy)  Oulwy) _ dvle,y)
or 9y dy Oz
Dieses ist das Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungssystem, welches &-

quivalent ist zu der Eigenschaft, dal f : {2 — C holomorph ist, also in jedem
Punkt z € 2 eine komplexe stetige Ableitung besitzt.

in 0. (1)
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Satz 1. (Cauchy, Riemann)

Seien 2 C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet und f € C'(12,C).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist in 2 holomorph;

(b) Realteil und Imagindrteil von f(z,y) = ulx,y) + w(x,y) erfillen das
Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungssystem (1);
(¢) fiir jede geschlossene Kurve X € C(£2, P, P) mit P € (2 gilt

X/f(z) dz = 0;

(d) es gibt eine holomorphe Funktion F : 2 — C mit

Filay= f{z), z € 0,
also eine Stammfunktion F' von f.
Beweis:

1. Die Aquivalenz (a) (b) wurde bereits in § 1 gezeigt.
2. Wir zeigen (b) < (¢). Offenbar ist

/f(z) dz=0 firalle X €C(Q)
X

genau dann erfiillt, wenn gilt

/wl =0, /wg =0 fiir alle X € C(12).

X 5
Dies ist wiederum dquivalent zu
dwy =0, dws =0 in 7

beziehungsweise zu (1).
3. Wir beweisen nun (¢) = (d). Dazu wenden wir den Satz 1 aus Kapitel

I, §6 an. Es ist dann (¢) dquivalent zur Existenz von Funktionen U,V €
C'(£2,R) mit den Eigenschaften

dU(z,y) = wi(z,y), dV(z,y) = wa(z,y) in
bzw.
Ur(a,y) = ulz,y), Uyle,y) = —v(z,y), )
T,.'Zi__(_'r_. y) e 'U(ﬂ’?, y)s vay(_‘n’ y) T 'tL(.‘]!, .'!J')

Die Gleichungen (2) sind nun fquivalent zu
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2 (V) +iV(@.0) = ule.y) +iv(e,) = ),
A ®
$ (U(@p) +iV(2,9)) = ule.y) +iv(e.y) = f(zy).

Wir erhalten also mit F' = U + iV eine holomorphe Funktion in 2 mit
i 0
Fl(z) = —F(z,y) = f(z), =z€f
dr

4. Schliefilich zeigen wir noch (d) = (¢). Sei X € C(£2), dann gilt

b

b
= - d -
Xff(z) d> = .m/f(‘x (t))A (t) dt = ,[E F(A {t]) dt

a

= F(X(b)) - F(X(a)) -0

wegen X (a) = X (D). q.e.d.

Bemerkung: Die Aussage (a) = (¢) wird als Cauchyscher Integralsatz bezeich-
net.

Die nachfolgenden Aussagen gelten fiir beliebige Gebiete 2 C C, welche wir
Kapitel I, §6, Satz 2 und Satz 3 entnehmen kénnen.

Satz 2. Sei 2 C C ein Gebiet, in dem die beiden geschlossenen Kurven
X.Y € C(2) zueinander homolop sind. Weiter sei w = [(z), z € (2, eine
in 2 holomorphe Funktion. Dann gilt

/f(z)dz:]f(z}dz.
X ¥

Bei Festhalten der Endpunkte der Kurve erhalten wir den

Satz 3. (Monodromiesatz)

Seien 2 C C ein Gebiet und P,Q € {2 zwei beliebige Punkte. Weiter seien
XY € C(2,P,Q) zwei zueinander homotope Kurven mit festem Anfangs-
punkt P € 2 und Endpunkt Q € 2. Ist nun f : 2 — C holomorph, dann

gilt |
X/f(z)dz:}jf(z}dz.

Eine Menge © C R" heifit kompakt enthalten in einer Menge 2 C R", in
Zeichen @ CC 2, falls © kompakt ist und @ C (2 richtig ist.

Satz 4. (Cauchy, Weierstraf})
Seien {2 C C ein Gebiet, zop € 2 sowie v > 0 so gegeben, daff die offene
Kreisscheibe
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K = K.(z) := {z eC:|z—2 < r}
die Inklusion K CC Q erfillt. Weiter sei f € C'(£2,C). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) f(z) ist in K holomorph;
(b) es gilt die Cauchysche Integralformel

fiir alle z € K mit ( = £+in, wobei das Integral iiber die positiv orientierte
Kreislinie zu verstehen ist;
(c) es gilt

oo

z =Zak(z—zg)k, z e K,

k=0
mit den Koeffizienten

1 ;
a = %) (z), k=0,1,2,...
Beweis:
1. Wir zeigen die Richtung (a) = (b). Die Funktion

1O
¢z’

ist in ihrem Definitionsbereich holomorph. Weiter sind fiir alle hinreichend
kleinen £ > 0 die Kurven

9(¢) = (e K\ {z},

X(t) :=z+ee”, 0<t<2m,

und _
Y(t) =z +re?, 0 << 2m,

in K \ {z} zueinander homotop. Somit folgt

_f ©) 4 = j gV d = / 9(C) dc

OK X

it
:]f(Z+E€ )?G‘Pﬂfﬁ'

ce it

Il
=
8]
+
m
™
=
&
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Fiir ¢ = 0+ erhalten wir somit,

f(C) d( = 2mi f(2)

aK

und

F&) = — jgc_ d¢ firalle ze K.

2. Wir zeigen (b) = (c). Fiir alle z € K, { € K gilt

£ 1 o 1
(-2 (-2)-(2—2) (-2 _Z2-2
¢ — 2o
Nun ist
Z— 2
=il 19
¢— 2o

so dafl wir den Bruch in die gleichmiifiig konvergente geometrische Reihe

1 R V5—3 5 = ;
(o) ~L g e

k=0 k:ﬂ
entwickeln kénnen. Daraus folgt

(]

o) =gq (-2 %

K
_L o f(©) "
= § g ) G-
= K
= Z (E_J'._(Z £ Zﬂ)k
k=0

mit den Koeffizienten

_ 1 f(©) _ J¥(20) _
ak.——%l%(g_zo}k+ldcﬁ T BE=0,1.2) .

oK
3. Die Richtung (¢) = (a) wurde §1 gezeigt. q.e.d.

Bemerkung: ITm folgenden verwenden wir stillschweigend die gleichmifiige
Konvergenz von Potenzreihen im Innern ihres Konvergenzbereichs.
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Satz 5. (Identitidtssatz fiir holomorphe Funktionen)
Auf dem Gebiet 2 C C seien die beiden holomorphen Funktionen f,g: 2 — C
gegeben. Weiter sei {zptp—1.2,... C 2\ {20} eine konvergente Folge mit

lim z; = 25 € £2.
k—oo

Schliefflich sei
) =gll,  *=12
erfiillt. Dann folgt
fz)=g(z) in Q.

Beweis: Wir nehmen an, dafl die holomorphe Funktion h(z) := f(2) — g(z)
nicht identisch verschwindet. Im Punkt zy € §2 entwickeln wir A = h(z) in
eine Potenzreihe

hz) =) ax(z—20)*,  z€Ky(z0), o= dist(z0,00).
k=0

Wegen h(zg) = 0 gibt es ein n € N mit a, # 0, so daf}
h(z) = an(z — 20) {1 + u(z)} mit ,:ILH..};, alz) =0

gilt. Fiir hinreichend kleines p > 0 erhalten wir

1 a =
|h(2)] = |anl|z — z0|™ (1 = 5) = | ;| |z — zo|", z € Ky(20).

Somit folgt
h(z) #0  fiiralle z € K,(z0) \ {20}

im Widerspruch zu

h(z) = f(zx) — g(z) =0, k=102 Rines
Wir erkldren nun die Wirtingerschen Differentialoperatoren

9 _1(9 .9\ 9 _1(0 .98
3z "o \or Byl T3 \Bm Byt

Die Funktion f(z) = w(z,y) + iv(z,y) geniigt genau dann dem Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungssystem, wenn

I

(2) é (f:c + ?:fy) = % (Um + vy + i(uy <k ""I"U'If))

3]
5

i i
=§(um_“y)+§(vm+”y)20
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gilt. Holomorphe Funktionen geniigen also der partiellen Differentialgleichung

13,

0z
Eine Funktion f(z) = u(z,y) + iv(z,y) : 2 5> Ce€ Cl(Q C) kann man nun
auch als Funktion der Variablen z und % auffassen und 2 s und 2 7= als partielle
Ableitungen deuten. Diese Differentiatoren sind C-linear, und es gelten die
Produkt- und die Quotientenregel. Weiter haben wir die

(z)=0 in . (4)

Kettenregel: Seien £2,@ C C zwei Gebiete und w = f(z) : 2 — @ bzw.a =
g(w) : ©® — C zwei C'-Funktionen. Dann ist auch die zusammengesetzte
Funktion

) =g(1), e
eine C'-Funktion, und es gelten
he(2) = gulF(2) F(2) + gl F ()T (2),
he(2) = gu(F() fo(z) + gu(f(2)Fz) i Q.

Ferner gelten die folgenden

Rechenregeln: Fiir eine C''-Funktion f(z) : 2 — C sind

(f:(2)) = f=(2), (f=(2)) = £.(2)

sowie
Uy Uy

Jp(z) = =|f:* = | £

Tz ??

richtig. Fiir eine holomorphe Funktion f : 2 — C ist insbesondere

Uy Uy

= ') >0 firalle z€n

erfiillt. Wegen (4) sind holomorphe Funktionen gerade diejenigen, die un-
abhingig von der Variablen Z sind. Diese Aussagen sind dem Buch

R. Remmert: Funktionentheorie I. Grundwissen Mathematik 5, 2. Auflage,
Springer-Verlag, S. 52-56,

zu entnehmen. Ist schlieflich f: 2 - Ce C Q(Q? C), so folgt

a o0 a o0
55/ = 5 [ =7 8(a),  zea.

Wir betrachten nun holomorphe Funktionen in mehreren Veriinderlichen.
Definition 1. Eine im Gebiet 2 C C", n € N, erkldrte Funktion
m:f(z):f(zl.....,zn_} : .Q—F(C, (31,---:zn)€'r2:

nennen wir holomorph, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
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(a) es ist f € C°(2,C);
(b) fiir jedes feste (z1,...,2,) € 2 und k € {1,...,n} ist die Funktion

@(t) = f(zl! ey zk—lets 1 S PR zﬂ.)s te KE&(Zk}!
mit
Ko (50) = {t eC: |t—z| < Ek}
bei hinreichend kleinem g5, = £1.(z) > 0 holomorph.

Satz 6. (Cauchysche Integralformel im C")
Im Gebiet 2 C C" sei die Funktion f = f(z1,...,2,) : 2 = C holomorph.
Mit 2° = (29,...,20) € 2 und R, > 0,...,R, > 0 sei auch der Polyzylinder

Pii= {Z:(ZI,.--:Zﬂ.) : |ZA-.—ZE-| <Rk: k=11---an}

kompakt in 2 enthalten, d.h. es gilt P C (2. Fiir alle z = (zy,...,2,) € P gilt
dann die Integraldarstellung

Ty 2y)
L f(gl's'--sgn}
= . P d N .(E .
(2mi)n T =2 oo lls, —2a) G vendg
[G1—20[=R1  [¢u—20|=R.
2w 2 ) I
_ 1 [ / I(Z? -I—Rler.t.l““}zﬂ + Rpeitn)
-~ (emi) (e + Breft —z1) - ...+ (2] + Rueftn — 2,)
0 0

‘(iR](’-“l) S g™ (’-".R.,,Pu")df-l — d-f:n ¢

Beweis: Die Funktion f = f(z) ist holomorph beziiglich der Verinderlichen
Z1s..., 2Zn. Wir berechnen also

f(zla---ﬁzn)

i f(Cl:\th---nzu)
- 2mi f GL— =1 s
[¢1—2|=F1
— 1 f dcl f f(gl:g2':z31"'1z‘!i) dCO
(2mi)? G—2= {2 — 22 }
|¢1=29|=R1 [¢a—2z8|=Ha

1 Pl
_ dcy...dc,.
(2"'”.)” % f (Cl - zl) teaat (gn = Zn) G ¢

[¢1—20|=R:  |¢n—28|=Ra

Fiihren wir Polarkoordinaten ein, so folgt auch die zweite Darstellung.
q.e.d.
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Satz 7. Sei fi(z1,...,2,) : 2 = C, k = 1,2,..., eine Folge holomorpher
Funktionen im Gebz(t 2 c C*, die in jedem kompakten Teilbereich von 12 C
C" gleichmdflig konvergiert. Dann ist die Funktion

f(zl.s' . -szn) = lim f.ﬂ‘-(zle” * !zﬂ-)a z = (zla nemie rzﬂ) € 'rz!
k—oo

in 2 C C" holomorph.

Beweis: Wir verwenden die Cauchysche Integralformel im C". Sei ein Polyzy-
linder P wie in Satz 6 gewihlt, so folgt fiir z € P

T (ZiyeossZn) = I (@ o5 2n)
k=m0
1 Ji(61y---Gn)
= lim —— : e
-jn oo f T e e
|¢1_2?|=R1 |Cn_zﬁ |=fa
1 Sy oaCn)
= - — d¢y ...d¢, .
(2:”):1 .% ((l — 21) tawat (Cﬂ. e Zn) (l on
[G1=20 =R [Cn—20 =0
Somit ist f = f(z) holomorph in P. q.e.d.
Satz 8. Unter den Voraussetzungen von Satz 6 hat man fiir alle Punkte z =
(%1, ...y 2n) mit |2 — 23| < Ri, k = 1,...,n, die Potenzreihenentwicklung
oo
FlotsooiZn) = Y, Ohgalfn — 20 M eios (B — 20)Fr.
k1geeska=0

Dabei gilt fir die Koeffizienten

_ 1 Cl Han)
ke = T § G (G — s e
[¢1—20|=R1 [¢a—28|=R

1 8 k1 9 ki

e by sk = 0,1, 25050 Set ferner

(=20

M= IIlaiX |f(C1~Cn]l
Rk—~;.,— e
k=1....;n

Dann gelten die Cauchyschen Abschitzungsformeln

M

m|£m: ki,...kp =0,1,2,...
1  ae T

lag,..
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Beweis: Wie im Beweis von Satz 4 zeigt man

t

o0

Z go=
201

= (Cp—

fiir k =1,...,n. Somit folgt wegen der absoluten Konvergenz der Reihen

CI._ZA

0k

1 i (21 — 2])* . (z0—2

(Cl b zl (§n = Zn) W (Cl — zil)) S ot S (C _ z(} [

Satz 6 liefert nun fiir alle z = (z1,...,2,) mit |z — zﬁj < Ri, =1, ol
die Identitiit

(s o]
f(zls---azn) = Z k.,(zl _zﬁ)h ’ d (zn - zg)kn '
E15eeskn=0
Die restlichen Behauptungen sind evident. q.e.d.

Satz 9. (Liouville)
Sei f(z1,...,2,) : C* = C holomorph, und es gebe eine Konstante M €
[0, +00), so daff

|f(z1y..yz0)| < M fiir alle  (z1,...,2,) €C*
gilt. Dann gibt es ein c € C, so daff
Flayevsz) =6 auf dem C"
richtig ist. Also ist jede beschrinkte ganze holomorphe Funktion konstant.

Beweis: Man kann f = f(z) auf dem C* um z; = 0,...,2, = 0 in die
Potenzreihe

~0

iy eni) = Z gy . knzibl."'.z?ﬁ;“

By verikin=0

entwickeln. Wihlen wir den Polyzylinder

P:= {{z;,...,zn) eC" .

j=1,...m) cCn,

so liefern die Cauchyschen Abschiitzungsformeln

M .
|ak1,,,kn|ﬁm—>0 fir R— o
fiir alle (k1....,k,) € N mit &y + ...+ k, > 0. Somit folgt

f(z1,02n) =ag.0=:c€C firalle (z,...,2,) €C q.e.d.
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Satz 10. (Identitéitssatz im C")
Im Gebiet 2 C C" seien die Funktionen f(z) : 2 — C und g(2) : 2 - C
holomorph. Weiter sei 2° = (2,...,2%) € 2 ein fester Punkt, an welchem

o\ (9
(d_g) (f) F(CiyeensCo)
AR

fiir by, ook, = 0,1,2, ... erfillt ist. Dann folgt
F(z) = g(z) fiir alle z € 12.

C=20

Beweis: Wir betrachten die Funktion

h(z) :=f(2) —g(z), z2€%,

und die nichtleere Menge

8 ke 8 Fn
@ =<¢2z€: (8—C1) (%) h(C)‘C——~ >

T Koy wkin =041525 000

Diese Menge ist offenbar abgeschlossen und auch offen, denn in jedem Punkt
z € @ ist h = h(z) in eine verschwindende Potenzreihe entwickelbar. Verbin-
den wir nun einen beliebigen Punkt z! € £ mit dem Punkt 2% € @ durch
einen Weg ¢ : [0,1] = 2 € C°([0,1],2) mit ¢(0) = 2° und ¢(1) = 2!, so
liefert ein Fortsetzungsargument ([0, 1]) C O, denn die Menge @ ist offen
und abgeschlossen. Somit folgen 2! = (1) € @ und damit ©® = 2. Dieses
liefert h(z) =0 in f2, also f(z) = g(z) in £2. qid

Bemerkungen:

L. Stimmen f = f(z) und g = g(z) auf einer offenen Menge iiberein, so sind
sie nach Satz 10 identisch.

2. Stimmen f = f(z) und g = g(z) nur auf einer sich im Holomorphiegebiet
hiiufenden Punktfolge tiberein, so sind sie nicht notwendig identisch; man
betrachte zum Beispiel die Funktion

F s wsmn) = gr-we @i = (2sestn) EE:

Satz 11. (Holomorphe Parameterintegrale)
Voraussetzungen: Seien @ C R™ und 2 C C" Gebiete mit m,n € N.
Ferner sei

F=f2) = f@1,-stms21,-0-52n) : O x 2 — C € C%O x 2,0)

eine stetige Funktion mit folgenden Eigenschaften:
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(a) Fiir jedes feste t € @ ist
&(z) := f(t,z), z €12,

holomorph.
(b) Es gibt eine stetige Funktion F(t) : @ — [0,+00) € C°(O,R) mit

/F(t) dt < +o0,
]

welche die Funktion f = f(t,z) gleichmifig majorisiert, d.h. es gilt
|f(t,2)] < F(t) fiir alle  (t,2) € @ x (2.

Behauptung: Dann ist die Funktion
w(z) = ff(t,z) dt, z € 2,
e

holomorph in 2.

Beweis:

1. Sei Q@ ein abgeschlossener Quader mit Q C @, so zeigen wir, daf die
Funktion

U(z):= [f(t._z)dt, z @12,
Q

holomorph ist. Hierzu zerlegen wir den Quader ) mittels

Ny

zZ:Q=J&
1=1

in Teilquader, deren Feinheitsmaf} 6(Z;) — 0 fiir & — oo erfiillt. Ist nun
K C (2 eine beliebige kompakte Menge, so gibt es zu jedem £ > 0 ein
ko = ko() € N, so daf fiir alle k > ky die Abschiitzung

}\";.

!P(z%IZl:.f(t(”,Z)IQ;I‘ - /'f(t,z)dhffljf(f“’,z)l@l <e
- J -

fiir alle z € K mit ) € @, gilt. Auf einem Kompaktum ist die stetige
Funktion f = f(f,z) nimlich gleichmiflig stetig. Die Folge holomorpher
Funktionen

N
Oy (2) = if(t”},z)m, se, k=1,238...,
=1
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konvergiert auf jedem Kompaktum K C 2 gleichmiflig nach Satz 7 gegen
die holomorphe Funktion

U(z):= [ f(t,z)dt, z €42
/

2. Wir schépfen nun die offene Menge @ durch eine Folge i) C Ry € R3 C
... C @ aus, wobei jede Menge R; Vereinigung endlich vieler abgeschlos-
sener Quader in @ ist. Nach dem ersten Punkt ist fiir jedes k € N die
Funktion

aG)= [fead,  zen,

Ry

holomorph. Weiter gilt bei beliebig vorgegebenem £ > 0
/ F(t)ydt <e  fiiralle k> ko(e).
O\ Ri
Somit folgt fiir alle z € 2 die Ungleichung
v -p@l=| [ feaa]< [ Foase
O\Ry, O\ Ry

fir k& > ko(e). Die Folge holomorpher Funktionen pp = @p(2), k =
1,2.3,..., konvergiert also gleichmiifiig gegen die holomorphe Funktion

wlz) = | f(t,2)dt, z € {2,
/

womit alles gezeigt ist. q.e.d.
Bemerkungen:

1. Der Ubergang von der Gleichung f=(z) = 0 zum System

8 )= ATty

ist deshalb so leicht méglich, weil es sich um ein lineares System handelt.
2. Zum weiteren Studium der Funktionentheorie in mehreren komplexen
Veriinderlichen verweisen wir auf die Monographie [GF].
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83 Geometrisches Verhalten von holomorphen
Funktionen in C

Wir beginnen mit dem

Satz 1. Auf dem Gebiet G C C sei f : G — C holomorph, und es sei zg € G.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist lokal injektiv wm zo;
(b) f ist lokal bijektiv um zo;
(c) es gilt Jy(zo) > 0.

Beweis:

1. Die Richtung (a) = (b) folgt aus den Sitzen von Jordan-Brouwer im R"
fiir n = 2.
2. Wir zeigen die Richtung (b) = (c¢). Sei dazu

K::{zGC:|z—zg|<g}CCG

mit hinreichend kleinem g > 0 gewé&hlt. Wir setzen

F(z) := f(2) — f(20), ZE K,
sowie _
p(t) :== F(ee") #0, 0<t<2m
Dann liefert die Indexsummenformel
1 =W(p) =i(F, z0) =n,
falls die Entwicklung
F(z):aﬂ_(z—zn)n+o(|z—zﬂ|n), zZ —r Zg, an?’-’(}, HEN:!

richtig ist. Dabei ist

$(2) = of|z — z0l")

eine Funktion, welche

P(z)
z—zg JZ — zoln o
23720

erfiillt. Somit folgen n = 1 und F'(zy) # 0. Schliefilich erhalten wir
Jf(z(j} = Jp(z0) = |F'(z{))|2 > 0.

3. Aus dem Fundamentalsatz {iber inverse Abbildungen folgern wir die Im-

plikation (¢) = (a). g.e.d.
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Beispiel 1. Satz 1 wird falsch fiir nur reell differenzierbare Funktionen. Be-
trachte hierzu die Funktion

flz)=2*, =<z€R,

welche bijektiv ist, deren Ableitung J;(z) = 22? in = 0 aber eine Nullstelle
besitzt.

Problem: Man versuche die Aussagen von Satz 1 auf holomorphe Funktionen
£ = (i1 sty omsdaltis o crzn))) 6 ¥ CP

auf dem Gebiet G C C" zu iibertragen. (vgl. [GF], Kapitel 1).

Auch fiir nicht notwendig injektive, holomorphe Abbildungen gilt der

Satz 2. (Gebietstreue)
Seien G C C ein Gebiet und w = f(z) : G — C, z € G, eine nichtkonstante
holomorphe Funktion. Dann ist die Bildmenge

G*:= f(G) = {w =flz):z¢€ G}
wieder ein Gebiet in C.

Beweis: Man iibertrage den Beweis aus Kapitel ITI, § 6, Satz 4 und beachte, dafy
lokal die Funktion f = f(z) in einem beliebigen Punkt zy € G die Entwicklung
f(z) = f(20) + an(z — 20)" + o]z — %|")  mit a, € C\ {0}

besitzt. Somit erfiillt die Funktion

9(z) == f(z) — f(20), |z — 20| < o,

die Bedingungen
i(g,z0) =n#0 und g(z)#0

fiir alle z € C mit |z — zy| = p; dabei ist ¢ > 0 hinreichend klein gewéhlt. Die
Argumente im o.a. Beweis liefern dann die Behauptung,. sl
Satz 3. (Maximumprinzip)

In einem Gebiet G C C sei die nichtkonstante holomorphe Funktion [ : G —
C gegeben. Dann gilt fiir alle z € G die Ungleichung

()] < sup £(0)] =: M.
Ceq
Beweis: Falls M = 400 gilt, so ist nichts zu zeigen. Es sei also M < +o0

erfiillt. Sei nun z € G beliebig gewihlt, dann existiert ein 4 = d(z) > 0, so
dafl fiir die Kreisscheibe
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Bs(f(z)) = {w eC: |lw—f(z)| < (5}

die Inklusion

Bs(f(2)) C G*
gemiif} Satz 2 richtig ist. Somit folgt mit

M :=sup|f(Q)] > sup |w|=|f(2)]+d>|f(2)|
ceq weBs(f(2))

die Behauptung. q.e.d.

Bemerkungen:

1. Sind zusiitzlich G beschriinkt und f : G — C stetig, so gibt es ein z5 € G
mit. der Eigenschaft

sup | f(Q)] = |f(z0)| > |f(2)] fiir alle z € G.
cea

2. Durch Ubergang von f zu % zeigt man das
Minimumprinzip fiir holomorphe Funktionen: Fiir eine nichtkonstante ho-
lomorphe Funktion f: G — C\ {0} in einem Gebiet G C C gilt

|7(2)] > inf |f(C)] fiir alle z € G.
(el

3. Dalf} die Bedingung f # 0 unverzichtbar fiir das Minimumprinzip ist, zeigt
das
Beispiel 2: Wir betrachten auf dem Gebiet

@i= {zEC : |z|<1}
die holomorphe Funktion
f(z) =1, ze@.

Hier nimmt |f(z)| in dem inneren Punkt z = 0 ihr Minimum an.
4. Auf dem Gebiet G C C" sei die Funktion f(z1,...,2,) : G — C holo-
morph. Dann folgt

FBilz) =0 in G fir j=1,...,n
Wir betrachten nun das Quadrat des Betrages der Funktion, ndmlich
&=8(2) = B(z,....7) = [f(2) = f(2)F(z), z€G,
und berechnen fiir j = 1,...,n die Ableitungen

‘f:izfz.f?-‘rf?zj:fz_f?-l-f@:f:j? in G



83  Geometrisches Verhalten von holomorphen Funktionen in C 225

sowie
25 = fam F+ foFz, = |52 in G
Somit folgt

Ad(z) =4 % gﬁzj.J(z)zdtzn]f;j(z)on, z € G. (1)

F=1

Solche Funktionen sind subharmonisch und unterliegen dem Maximum-
prinzip, wie wir in Kapitel V zeigen werden.

Wir wollen nun die Spiegelung an der reellen Achse
(2) =% z € C, (2)

betrachten. Diese Funktion ist stetig in C, und es gilt

T(z) =2z <+ zeLk (3)
Bezeichnen wir die obere bzw. untere Halbebene in C mit

HE : —{z—r+zyE{C iy)l)}
so erhalten wir die topologischen Abbildungen
r:H -H, 7:R->R 7:H - H.

Die Funktion 7 = 7(z) ist antiholomorph im folgenden Sinne.

Definition 1. Auf der offenen Menge 2 C C heifit die Funktion f : 2 — C
antiholomorph, falls die Funktion

g9(z) == f(2), z2€1,

holomorph in (2 ist.

Satz 4. Jede holomorphe Funktion f : {2 — C ist orientierungserhaltend,
d.h. es gilt
Je(z) >0 fiir alle  z € 02,

Jede antiholomorphe Funktion f : 2 — C ist orientierungsumkehrend, d.h. wir
haben
Jr(2) <0 fiir alle  z € 0.

Beweis: Falls f = f(z) holomorph ist, folgt

f f

Jy(z) = =|f.?>0 in (2.
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Ist f = f(z) nun antiholomorph, so betrachten wir die holomorphe Funktion
g(z) := f(z) fiir z € 2 und berechnen

fz f? g; g? .
Ji(z)=|o - | = = —¢:9= = —|g:* <0 in 12,
F.fz| |9:9=
womit die Aussagen gezeigt sind. q.e.d.

Satz 5. (Schwarzsches Spiegelungsprinzip)
In der oberen Halbebene sei die offene Menge 2T C H™ so gegeben, daf

' =00tNnRckRk

eine nichtleere offene Menge darstellt. Weiter erkliren wir die offene Menge
7 ={:eC:zent}cm
und setzen
=0 0.
Schlieflich sei die Funktion f: Qt U - C e CH2T)NCNT UT) holo-
morph in 2 und erfille f(I') C R. Dann ist die Funktion

,2E@UT
F(z)—{Li)ze - (@
[(Z),z€e

holomorph in der Menge (2.
Beweis:

1. Offenbar gilt F € C'(2+ U £27). Fiir alle z € 2~ berechnen wir

F(e) = o= {ro for)(2)

=(roflu| rm+Eofw| 7=
7(z) 7(z)
= (T o f)u]
T(z)
=1 w =+ 7= T ’
s _ror(;)fI M) _ro,—(,:)f“ #(2)
= 0.

Also ist F' = F(z) holomorph in 27 U 2.
2. Weiter ist F' = F(z) stetig in f2, also insbesondere auf I Seien nun
... C £~ eine Punktfolge mit der
Eigenschaft

lim z, = zp.
k=00
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Dann folgt

Jim F(z) = lim f(Z) = f(Zo) = f(20)
:f(zﬂ) = F(ZQ),

wobel wir beachten, dafl f = f(z) in 27 U I stetig ist.
3. Wir haben noch die Holomorphie von F = F(z) auf {2 zu zeigen. Sei dazu
zp € I' ein beliebiger Punkt, so betrachten wir die Halbkreise

Hf = {ZEC Dz — 2| < o, :I:Imz)s}C!)lI

mit. hinreichend kleinem festen ¢ > 0 und £ — 0+ . Mit Hilfe des Cauchy-
schen Integralsatzes und der Cauchyschen Integralformel stellen wir fol-
gendes fest: Fiir jedes z € C\ R mit |z — 29| < o gibt es ein hinreichend
kleines £ = £(z) > 0 mit der Eigenschaft

L1 fFQ
= om C —z dq Q?T'i (—2z
aHt AHZ

— dg. (5)

Im Grenziibergang £ — 0+ heben sich die Integrale auf der reellen Achse
gegenseitig weg, und wir erhalten

Y. ) F(C) . _
Fe)=gn $ 7od  lz-aml<e (6)

[(—=z0|=e

Aus dieser Darstellungsformel erhalten wir schlieilich die Holomorphie
von F' = F(z) um den Punkt 2y € I

q.e.d.
Von fundamentaler Bedeutung ist die Spiegelung am Einheitskreis
1 -
o(z) =, z € C\ {0}. (7)
Diese Funktion ist holomorph mit der Ableitung
; 1
o(z)zug, z € C\ {0}.

Kombinieren wir sie mit der Spiegelung an der reellen Achse, so erfiillt die
Funktion

f()=toa(z)=2, zeC\{0},

z
in Polarkoordinaten die Identitit

f(re'?) = %ew, 0<r<+4o0, 0<yp<2m. (8)
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Offenbar bleibt die Einheitskreislinie |z| = 1 unter der Abbildung f = f(z)
fixiert.

Wir fiigen der GauBlschen Zahlenebene C ein weiteres Element hinzu, nimlich
den unendlich fernen Punkt oo ¢ C, und erhalten die Riemannsche Zahlen-
kugel

Ci=ClLi{os}

Wir erkldren nun die e-Kreisscheibe um den Punkt oo durch
1
K.(o00) := {zEC s gz E}U{oo}, 0<e< +x. 9)

Verwenden wir weiter
K.(0) := {z €eC: |2 < e},
so erhalten wir fiir alle 0 < £ < 400 die topologische Abbildung
o : K(0)\ {0} — K.(00) \ {oo}. (10)

Definition 2. Eine Menge O C T nennen wir offen, falls fiir jeden Punkt
zo € O eine Kugel K.(zy) mit hinreichend kleinem Radius ¢ > (0 existiert, so

daf
K. (Zu) c O

erfillt ist. Wie idiblich ist dabei
K. (z) := {z eC: |z—2|< E}

fiir alle z € C und £ > 0 gemeint.

Satz 6. Das System der offenen Mengen

T(C) := {o cT:0ist oﬂen}
bildet einen topologischen Raum.
Beweis: Ubungsaufgabe.
Sei zy € C. Wir erkliren nun fiir eine Punktfolge {2} D = C den Grenz-

wertbegriflf

lim Zp = 2p
k—oo

Fiir alle € > 0 gibt es ein kg = ko(s) € N,
—
so daf} z; € K. (zg) fiir alle k > ko(e) gilt.

Fiir einen Punkt 2o € C erhalten wir den iiblichen Konvergenzbegriff, wihren
fiir zp = o
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Fiir alle £ > 0 existiert ein kg = kg(e) € N,
lim zp =290 <= 1
Fo so daB |z| > — fiir alle k > ko(e) gilt

(12)
richtig ist.
Als Ubungsaufgabe beweise man den

Satz 7. Die Riemannsche Zahlenkugel {C,T(C)} ist kompakt im folgenden
Sinne:

______ C C gibt es eine konvergente Teilfolge
{2z ti=1.2.... C {21 }i=1.2,... mit der Eigenschaft

zp = lim z, € C.
1—+o0
(b) Jede offene Uberdeckung {O,},cs von C enthilt eine endliche Teiliiber-
deckung.

Definition 3. Seien 2 C C eine offene Menge und f : 2 — C eine Funktion.
Dann heifit f = f(z) stetig im Punkt zo € (2, falls es zu jedem € > 0 ein
0 = (e, 29) > 0 gibt, so daff

1 (Ks(z0)) € K- (£(20))

erfiillt ist. Falls f = f(z) in jedem Punkt zy € 2 stetig ist, nennen wir die
Funktion stetig in (2.

Satz 8. Die Spiegelung am Einheitskreis

00,z2=0
1

o(z) = -, 2 € C\ {0}
0, z=00

stellt eine stetige, bijektive Abbildung o : C — C dar. Sie ist holomorph in
C\ {0} mit der Ableitung

a'(z) :—l?, z e C\ {0}

zZ

Beweis: Ubungsaufgabe.

Von der Einheitssphire
52 = {J‘. = ($l$$23$3) € Rl} H |.'£| = ]_}

= {(Sin Yeosp, sindsing,cosd) : 0<d¥<m, 0<p< 271'}



230 IV Verallgemeinerte analytische Funktionen
erkliren wir die stereographische Projektion in die Ebene R? = C gemi8
m: 82 = R U{oc}, S5%3 (z1,29,23) — (p1,p2) € B U {o0} (13)
mit
Ty =sindcosp, @y =sindsing, x3=cosv,
sindcosy  sindsing
1-cos? ' 7T T—cosv

Diese Abbildung ist bijektiv und auf §* \ {(0,0,1)} konform in dem Sinne,
daBl die orientierten Winkel zwischen zwei sich schneidenden Kurven unter
der Abbildung 7 : S%\ {(0,0,1)} — R? erhalten bleiben. Man siehe hierzu die
Monographie [BL].

=

Fiir eine Punktfolge {'® },—1 23 . C S*\ {(0,0,1)} mit '*) — (0,0,1) fiir
k = oo gilt
:rr(:r:{k}) — 0 fiir k — oc.

Also ist es sinnvoll, 7((0,0,1)) := oo zu definieren, um die Abbildung 7 stetig
auf S? fortzusetzen.

§4 Isolierte Singularititen und der allgemeine
Residuensatz

Dem Gaufischen Integralsatz in der Ebene entnehmen wir den fundamentalen

Satz 1. (Allgemeiner Residuensatz)
Voraussetzungen:

1. Sei G C C ein beschrinktes Gebiet, dessen Randpunkte G aus dem Aufe-
ren erreichbar sind, d.h. fiir alle zy € G 9ibt es eine Folge {zj}y=12.. C
C\ G mit

lim zp = zg.
k=00

Weiter gebe es J € N regulire C'-Kurven
XUN(t) @ [aj,b] — C € C*([a;,b;],0), §=1,....7,
mit den Bigenschaften
A’U)((u.j,bj)) DX”‘}((uk,bk)) =0, Gke{l,...J}, j#Fk

sowie

G = O X ([u_.,'., bj]).

i=1



§4 Tsolierte Singularititen und der allgemeine Residuensatz 231
Schlieflich liege das Gebiet G zur Linken der Kurven, d.h.

& TRl
—i|= XUt — xWp), t b)), i=1,...
A T

stellt den duferen Normalenvektor an das Gebiet G dar. Das Gesamtin-

tegral diber diese Kurven bezeichnen wir mit [ ---
aG
II. Seien ferner N singuldre Punkte (bzw. N = 0, also keine singuliren Punk-

te) G € G, j=1,....,N. mit N € NU {0} gegeben, so erkliren wir die
Mengen

G' =G\ {C,...,(n} sowie 6’::@\{(1-.--‘:(3\5}'

IIL. Sei f = f(2) o e cHG,C)n C"(@J,C) eine Funktion, welche der
inhomogenen Cauchy-Riemann-Gleichung

% f(z)=g(z) firalle z€G (1)

geniigt.
IV, Schliefilich sei

f/ |lg(2)| dady < +00
%

fiir die rechte Seite der Differentialgleichung (1) erfiillt.

Behauptung: Dann ezisticren die Limites

Res (£,G) = lim { o [ 7(Ge+ee)e' dg @)
(1]

firk=1,...,N, und es gilt
N
/f(z) dz — 2i ]]’g(z) dzdy = 2mi ZRHS (f.Ck)- (3)
Gle} a' =
Beweis: Wir wenden den Gaufischen Integralsatz an auf das Gebiet

G, = {ZEG Dz =G| > e fiirkzl,...,N}

mit £ = (g4,...,exy) und £y > 0,...,enx > 0. Mit f(z) = u(z,y) + iv(z,y)
sowie

OG- : 2(t) = z(t) + iy(t), t€lag,bi], k=1,...,K=J+N,

erhalten wir
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[ f(z)dz = /(u—kiu) (dz + idy)

8G. 8G-
= / (udr —vdy) +i / (vdx + udy)
8G. 8G-
K b K U
= Z /(u:r’ —vy')dt +1 Z /(-u:r:" + uy') dt.
k=1 ";-k k=1 ak

Fiir die duflere Normale an das Gebiet G, gilt nun

£(=(1)

—i {:r:’{t)2 + y'(tf}_% {x’{r) + 'fiy’(f-)}
- {:[r'(if)2 + y’(t)z}_% (Z-‘,"r(f), —:L"(t))

mit t € (ay,by) fiir k = 1,..., K. Somit folgt mit dem Gaufischen Integralsatz

K b K
/f(z)dz = Z / {(—v,—u) . f}‘,“}da(t) +i Z
k=1 P -

el =1 a4 k=1

= /j(—t‘x — thy + ity — ivy) dedy
Gl

mit dem Linienelement

k

by
] {0 -¢} Lu}do(t)

Ok

do(t) = /' ()2 + y'(t)2 dt.

Beachten wir nun
2ifs=Hfotify) =—Jy+ifo= —ty—tuy +it — Y,

so folgt
.’\r

[1@a-2i [[ powa =3 § e @)
aG G:

F=L1zGul=es

Hierbei wird auf der rechten Seite iiber die positiv orientierten Kreislinien
integriert. Da wir nun auf der linken Seite in (4) fiir jedes k € {1,...,N} den
Grenziibergang ¢, — 0. durchfiihren konnen, so existiert der Grenzwert auf
der rechten Seite, d.h.es gilt

lim % f(z)dz e C.

e —r04

|z—Cr|=ek
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Insbesondere berechnen wir

27
i @de= Jim Sa [ 1 eeict dp
S04 e —+04
|2—Ck|=5;a 0

ep—+04

2
= 2mi lim % ff((k + £re'?)e’? dyp
0

= 2mi Res (f, i)

fir k=1,...,N. Beim Grenziibergang ¢ — 0 in (4) erhalten wir

k=1

; N
/ flz)dz—2i //g(z) dzdy = 2mi Z Res (f, (),
5 e

und damit die Behauptung. q.e.d.

Definition 1. Wir nennen Res(f,(;) aus (2) das Residuum von f an der
Stelle ;.

Definition 2. Wir bezeichnen Gebiete G C C, die der Voraussetzung I von
Satz 1 geniigen, als Normalgebiete.

Bemerkungen zu Satz 1:

1. Tm Fall N = 0 ohne singuliire Punkte erhalten wir den Gaufischen Satz in

komﬂfﬂﬂfﬁf' Form
[ Z ) aEay 2% ilz A 5
&)

aG

2. Tm Fall g(z) = 0 in G’ ist f = f(z) holomorph in G’, und es folgt der
Residuensatz

N
/f(z)dz = 2mi ) Res(f,G)- (6)
ac k=1
3. Ist f = f(z) beschréinkt um den Punkt (i, d.h. gilt

sup |f(2)] < 400,
0<|2—Cr| <

so folgt Res (f,¢) = 0.
4. Haben wir die Darstellung
D(z
f =2 o<lz-gl <, ™

z—gk
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mit einer in (} stetigen Funktion ¢ = &(z), so ist

e i cel¥
Res (f,Ck) = hm {2# /% a'\P}

also

Res (f, Gk) = P(Ck)-

Satz 2. (Integraldarstellung)

Seien die Voraussetzungen 1. bis IV. von Satz 1 erfillt. Zusdtzlich geniige die
Funktion f = f(z) der Bedingung

sup |f(z)] < +oc. (8)
zed

Dann gilt die Integraldarsteliung

9o [k e see @

oG

wobei wir G" := G'\ {z} und { = £ + iy benutzen.
Beweis: Fiir ein festes z € ' wenden wir Satz 1 auf die Funktion

10

h(Q) = o= ¢edr,

an. Dann berechnen wir

/h yd¢ —2i [/h () dédn = Z?HZRPS (h,Cr) + 2mi Res (h, z)

aG
= 2mif(2).
Also folgt
1
fa=gr [ L /] 99 tean,  zeq,
27
oG
was der Behauptung entspricht. q.e.d.

Als erste Folgerung erhalten wir den
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Satz 3. (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
In der punktierten Kreisscheibe

f):z{zetC:O<|z—zo|g-r}

mit zo € C und r € (0,4+00) sei die Funktion f : 2 — C holomorph und
beschrdinkt, d.h. es gilt

sup | f(z)| < +o0.
e

Dann ist f = f(z) holomorph auf die Kreisscheibe
fZ:: {ZEC 2 |Z—Z()| Sf}
fortsetzbar.

Beweis: Wir wenden Satz 2 auf die Menge 2 und die holomorphe Funktion
f = f(z) an und entnehmen der Integraldarstellung

Fio o 5{ Cf(_—ozdg, 2€ R, (10)

I¢—zol=r
bereits die Behauptung. q.e.d.

Wir untersuchen nun holomorphe Funktionen in der Umgebung singulérer
Stellen.

Satz 4. (Laurent)
In der punktierten Kreisscheibe

Q::{zEfC:{]<|z—zu|<*r}, 20€C, re(0,+x),

set die Funktion f = f(2) holomorph. Dann gilt die Darstellung

+oo
fz)= Y an(z—20)"  firalle z€0 (11)

Nn=—00

mit den Koeffizienten

s & £(©) 3
ap = 5— j{ T = 20 d¢ fir nez,

[(—20]=¢

wobei g € (0,1) beliebig gewdhlt ist. Die Konvergenz dieser Laurentreihe mit
dem Hauptteil

-0

9(2) := Z an(z — Zn)n 3 z € 12,

n=-—1
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und dem Nebenteil
+oo
:Zan(z—z())'”. z € {2,

ist gleichmafig in jedem Kompaktum in . Schliefilich gilt
Res(f,z0) =a-1. (12)

Bemerkung: Durch Berechnung der Laurentreihe kann man das Residuum
als Koeffizient a_; ermitteln und so mit Hilfe des Residuensatzes Integrale
berechnen. Die Koeffizienten der Laurentreihe sind eindeutig bestimmt.

Beweis des Satzes: Ohne Einschrinkung konnen wir zg = 0 wihlen. Ist nun
z € 2, so wihlen wir 0 < € < |z| < § < r und wenden den Satz 2 auf das
Gebiet

G::{ze(l:a<5zl<6}

an. Dann folgt

f(z) = % f ;’(_CL d¢ — ;_J Cf(_C) fiir alle 2 € G-
I|=s Icl=¢

Wie iiblich erhalten wir durch Entwicklung die Potenzreihe
1
oid f (Q S = Z a,2"  fir 2] <4,
[¢]=6 n=>0

also den Nebenteil der Laurentreihe. Wir entwickeln nun fiir alle |¢| = £ und
|z| > & den Ausdruck

1 1 1 R S - SR
R = 2t 2

wobei die Konvergenz der Reihe in jedem Kompaktum gleichmiflig ist. Fiir
alle |z| > ¢ ist demnach

e f 23| f ]

I¢i== s I¢l=¢

—n—1
E A_p—1<

n=0

(

— 00

E asZ"™,

n=-=1

Il
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erfiillt, falls |z| > e gilt. Dieses liefert den Hauptteil der Laurentreihe. Insge-
samt ist nun die gleichméfiige Konvergenz von

+oo
flz)= Z anz" fiir e<|z|<é

n=—oc
gezeigt, wobei 0 < £ < § < r beliebig gewihlt werden kann. q.e.d.

Definition 3. Die holomorphe Funktion f = f(z) sei gemifl Satz 4 in der
Umgebung von zo € C durch ihre Laurentreihe (11) dargestellt.

i) Falls es fiir jede Zahl N € Z einen Koeffizienten ap, # 0 mit n < N
gibt, so sagen wir, im Punkt zq besitzt die Funktion [ eine wesentliche
Singularitdt.

i) Gibt es nun eine Zahl N € Z mit N < 0, so daff a, = 0 fiir allen < N
sowie ay # 0 erfillt sind, so sagen wir, f hat im Punkt zo einen Pol der
Ordnung (—N) € N.

i) Ist sehlieflich a, = 0 fir alle n € Z mit n < 0 richtig, sagen wir, f besitzt
im Punkt zy eine hebbare Singularitdt.

Satz 5. (Casorati, Weierstraf})

Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 4 giiltig, und zusitz-
lich sei die Funktion f : 2 — C stetig. Dann besitzt f = f(z) im Punkt zo
keine wesentliche Singularitit. Sie hat in diesem Punkt einen Pol genau dann,
wenn f(z0) = oo richtig ist, und sie besitzt in zq eine hebbare Singularitit ge-
nau dann, falls f(z) € C gilt.

Beweis: Da die Funktion f : 2 — C stetig in den Punkt z, fortsetzbar ist,
gibt es eine Konstante ¢ € C und ein € > 0, so daf}

f(z) #¢ fiir alle z € K.(z0)

gilt. Wir gehen nun iiber zur holomorphen Funktion

1 5
g(z) == W : z € K.(20) \ {20}

Wegen

sup  |g(z)| < 400
0<|z—2p|<e

kann ¢ = g(z) holomorph in den Punkt zy nach dem Riemannschen Heb-
barkeitssatz fortgesetzt werden. Somit gibt es eine holomorphe Funktion
h="h(z), z € K.(z), mit h(z) # 0 sowie ein n € Ny, so daf

1
f@)—c

richtig ist. Dann erhalten wir

= g(z) = (z — z0)"h(2), z € K.(20) \ {20},
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+oo

f(z)=c+(2—2)""h(z)"! = Z be(z — 20)* = (z — 20)M10(2)

k=—n

fiir alle z € K-(29) \ {z0}. Hierbei ist N € Z und v = ¢(z), 2 € K.(z) ist
eine holomorphe Funktion mit 4%(zp) # 0. Nun besitzt f = f(z) in 2 einen
Pol genau dann, wenn

. _ . _ N '.III' i . _ N =
Jim 1£(2)| = Jim {|z = 20/¥[0(2)| } = [$(z0)] lim. |2 = 20| = +oo,
z#z20 zFz0 zF20
gilt, also
f(z0) = 0.

Ebenso hat die Funktion im Punkt zg eine hebbare Singularitit genau dann,
wenn

Jim [£(2)] = lim {|z = z0/¥(2)|} = l¥(z0)] Jimm |2 = 2|" < +o0
2tz ztzg z#tza
bzw.

f(z) €eC

richtig ist. Daraus folgt die Behauptung. q.e.d.

Bemerkung: Mit der oben angegebenen Methode kann man zeigen, daf} ei-
ne Funktion mit einer wesentlichen Singularitiit zo in der Umgebung dieses
Punktes jedem Wert in C beliebig nahe kommt.

Auf
0= {zELC : 0<|z—zu|<f'}

habe die holomorphe Funktion f : 2 — C keine wesentliche Singularitiit im
Punkt zp. Dann haben wir die Darstellung

J(2) = (2 — 20)"p(2), z€, nek, (13)

mit der holomorphen Funktion ¢ : 2U {2z} = C, die ¢(z¢) # 0 erfiillt.

Definition 4. Wir nennen die ganze Zahln € Z aus der Darstellung (13) die
Ordnung der Nullstelle z.

Bemerkung: Falls n € N gilt, so folgt f(20) = 0. Fiir n = 0 ist f(zp) # 0 erfiillt.
T Falle n € —N besitzt f = f(z) in zg einen Pol der Ordnung N = —n € N,
und wir haben f(z) = oc.

Satz 6. (Prinzip vom Argument)
Seien die Voraussetzungen I und 1. von Satz 1 erfillt. Die Funktion f =
f(2) : g =g \ {0} sei holomorph in G und fortsetzbar in die singuldren

Punkte als stetige Funktion f: G — C. Mit nj, = ni({.) € Z, k=1,...,N,
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bezeichnen wir die Ordnung der Nullstellen von den singulidren Punkten (.,
k=1,....N. Dann gilt die Indezsummenformel

N 1 1
>om= g [ g {f@ e+ 0 n}, (14)

el aG

Beweis: Wir wenden den Residuensatz an auf die holomorphe Funktion

_f'z) =
F(z] f(z) B zZE CT P
Wir haben die Entwicklungen
f(2)= (2= G)™er(z), 2€G\{G}, 22— G, (15)

mit den holomorphen Funktionen ¢ = ¢ (2), die @i ((p) # 0 erfiillen. Es
folgt

ne(z — G)™ Lor(2) + (2 — G)™ 0 (2)
(2 — C)™p(2)

_ ™ er(2)
z2=C  wr(2)

fir z € G\ {¢v}, 2 = i, und somit

F(z) =

Res (F., () = nyg k=1,...,N. (16)

Der Residuensatz liefert nun

N
1
Z”!‘_ZRCS(FQ‘ = 2— /
k=1 -
f L/fgdf—}—ifgdn
' J
L4 ] fed€ + fdn
. f tH
woraus die Behauptung folgt. q.e.d.

Bemerkung: Man vergleiche Kapitel III, §1, um den Zusammenhang mit der
Windungszahl und die Bezeichnung Prinzip vom Argument zu verstehen.

Wir wollen nun die Eigenschaften des singuléiren Doppelintegrals aus der Dar-
stellung (9) untersuchen.
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Definition 5. Sei 2 C C eine beschrinkte offene Menge, und die beschrinkte
stetige Funktion
g€ L*(2,C)nC°(n,C)

set vorgelegt. Dann nennen wir
1
Tolge) = -+ [ LLagar,  zeo, (17)
™ (—=z
2

den Cauchyschen Integraloperator; dabei ist wie iiblich ¢ = & + in gesetzt.

Satz 7. (Hadamardsche Abschitzung)
Seien 2 C C eine beschrinkte offene Menge und g € C°(2,C) eine Funktion
mit der Figenschaft
llglloo := sup |g(¢)] < +o0-
Cen

Dann gibt es eine Konstante v € (0, +00), so daff die Funktion
() =Tolgl(z), z€C,

die Ungleichung

U(z1)
W(a1) = (a2l < 2lglllzs — 22l log ==
_ N (18)
fiir alle 2,20 € C mit |z — 22| < %’b‘(zl)
erfillt. Hierbei haben wir
0(a1) = sup |2 2
zER
gesetzt.
Beweis: Seien zy,zo € C mit z; # 23, so folgt
; : 1
() — i) = [/ ( 21O _ 29 gean
T — 29 -2
. (19)
= — ) déd
= /f = ) 9(¢) d&dn.

Mit Hilfe der Transformation
=z +2{2s —21), 2z € G,

mit 0 — z; bzw.1 — 29, welche die Funktionaldeterminante |z — .7:1|2 besitzt,
schitzen wir nun wie folgt ab:
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|9 (z1) — 9(z2)|

< 2z zlmgurx[[IC e e

< —lza—2 déd
i I 2 l|||g||3<- ﬂ 21||C—32| g "'7
C:|¢—z1| <D=
1 ) 1 5
=— |z - ; 9 — z1|” dad
-l [ TG o e
2|z < 2L
p—=)
1 1
s e . ——— dxdy.
ﬂ_lz.’ z]|||g||30 [/ |2:||2_]-|(1 y
z:|z |<%"j

Es existiert nun eine Konstante v € (0, +00), so dafl
[/ | =1 dedy < v [/' 5 dzdy fir alle Re€[2,+00) (20)
z T —
1<|2|<R
richtig ist. Fiir die Punkte z;,29 € C mit 0 < |21 — 2| < %19(21) folgt

9 < 19(21)

= |21 . 2:2| )
und somit erhalten wir mit

v~ vl < L= allalloe [f o dady
1<z |<—l—":' )

v{z1)
[z1—=2l

0 1
_!||9||oc|32-'21|2?7 / — rdr
™ 2

1

Wz
27|lgllsoler — zzllog#

—20[

die Behauptung. q.e.d.

Definition 6. Auf einer Menge 2 C R" betrachten wir eine Funktion f :
2 — R™ mit m,n € N. Weiter sei w : [0,400) — [0,+0cc) eine stetige
Funktion mit w(0) = 0, welche einen Sfpmgkf’ff?modui angibt. Dann heifft f
Dini-stetig. falls

|f(z) — fy)] <w(|z—y|) fiir alle 2,y € 12 (21)
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gilt. Im Spezialfall
w(t) = Lt, t € [0,400),
heifit [ Lipschitz-stetig mit der Lipschitzkonstanten L € [0, +400). Haben wir

w(t) = Ht*, t €0, -+00),

so nennen wir f Hélder-stetig mit der Hélderkonstanten H € [0, +oc) und
dem Hilderezponenten o € (0,1).

Folgerung aus Satz 7: Die Funktion ¢(z) = Tg[g](z), z € 12, ist Dini-stetig
mit dem Stetigkeitsmodul

w(t) = 2’)«|]g||,_,otl{)g§ , t€[0,400), o :=diam 2. (22)

Zu jedem Holderexponenten o € (0,1) ist somit ¢ = 1)(z) in 2 Holder-stetig.

Satz 8. (Allgemeiner Hebbarkeitssatz)
Seien die Voraussetzungen I bis IV.von Satz 1 erfillt. Weiter geniige die

Funktion f = f(z) der Bedingung

sup |f(2)] < o0,

zeq@
und die rechte Seite g = g(z) der inhomogenen Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichung (1) erfiille

sup |g(z)| < 4o0.
ze@G'

Dann ist die Funktion [ = f(z) Hdélder-stetig in die singuldren Punkt
Ciy---.Cn € G fortsetzbar zu beliebigem Holderexponenten « € (0,1).

Beweis: Man verwende Satz 2 und Satz 7. q.e.d.

§5 Die inhomogene Cauchy-Riemannsche
Differentialgleichung

Neben der hervorragenden Monographie [V] verweisen wir auf

I.N. Vekua: Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung vom ellip-
tischen Typus und Randwertaufgaben. Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin, 1956.

Definition 1. In der offenen Menge §2 C C sei die stetige Funktion & : (2 —
C gegeben. Zu einem festen Punkt zo € 2 betrachten wir Normalgebiete Gy,
k=1,2,..., vom topologischen Typ der Kreisscheibe mit dem Flicheninhalt
|G| und der Linge ihrer Randkurven |0Gy|, welche die Inklusion
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Z(:EG;CC.Q., k eN, (l)
und die Bedingung
lim |G| =0 (2)
k—oo
erfiillen. Wenn fiir alle diese Folgen von Gebieten {Gy}y=1.2 .. der Grenzwert
Alll}lc}c 2£|G';b| / P(z)dz = —515(2:9) (3)
aaGy,

existiert, so nennen wir ® = ®(z) an der Stelle zg (schwach) im Sinne von
Pompeiu differenzierbar.

Bemerkung: Fiir @ € C''(£2,C) erhalten wir mit dem Gaufischen Integralsatz
in komplexer Form die Identitiit

% B(z0) = P=(z0)  fiir alle 2 € 12, (4)

wobei rechts die Wirtingerableitung, links die Pompeiuableitung steht.

Definition 2. Fiir die offene Menge 2 C C erkldren wir die Vekuasche Funk-
tionenklasse

fiir alle z € 12 ewistiert

C:(2):={deC%n,0) :
=(2) .9 d_isb(z) =: g(z) mit g € C°(2,C)

Hilfssatz 1. Die Differentiationsregeln in der Klasse C'(£2) bleiben auch in
der Klasse C=(12) giiltig, sofern in der Formel nur @ und &= vorkommen.

Beweis: Seien

. {c=g+zﬁnecc : |c|<1}
die Einheitskreisscheibe und y = x(¢) € C5°(B, [0, +00)) eine Glittungsfunk-

tion mit der Eigenschaft
J[ xtemyagan=1.
B

Fiir eine beliebige Funktion & = @(z) € Cz({2) betrachten wir nun die
geglittete Funktion

#(2) =nf[%x (¢
o

wobei 0 < & < gg erfiillt ist. Als Ubungsaufgabe zeige man, daf in jeder
kompakten Menge @ C 12 die Aussagen

z) &(C) dédn, z € 2 mit dist(2,C\2) >¢
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& (z) — P(z) fir £€— 0+ gleichmifigin @ (6)
sowie
P(z) — :r;: &(z) fir ¢ — 0+ gleichmifigin @ (7)
z

richtig sind. Hiermit kann man nun die Differentiationsregeln in die Klasse
C=(12) iibertragen. i
Hilfssatz 2. Seien 2 C C eine beschrinkte offene Menge und g € C*(2,C)N
L>(02,C) eine Funktion. Dann ist

¥(z) :=Tqlg)(z), 2€ £,
in jedem Punkt zg € {2 im Pompeiuschen Sinne nach 7 differenzierbar, und
es gilt

d

7 V(z0) =9(20), 20 €L (8)
Beweis: Wie in Definition 1 sei {G'y }r—; 2. eine Folge von Gebieten, die sich
auf den Punkt zy € 2 zusammenzieht. Wir verwenden die charakteristische

Funktion
(@) 1, z € G,
()= .
X 0,z€ C\ G

Nun folgt

ﬁac[,@ (z)dz = QiIGame ]/C décn | dz
ZT?IC‘al /[ Q(O/ Cdz i

Gy,

= 2ni |G,\,| ff CQ)2mixa (¢ )) dédn

=i [] a0 den
Gy

fiir K =1,2,3,... SchlieBlich erhalten wir

d . 1
o) = Jim § ot j @(2)dz b = g(z)

B,

fiir alle zg € £2. q.e.d.
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Bemerkung: Im allgemeinen gehort die Funktion ¥ = ¥(z) nicht zur Klasse
C1(£2), jedoch zur Klasse C=(12).

Satz 1. (Pompeiu, Vekua)
Seien (2 C C eine offenc Menge und g € C°(2,C) eine stetige Funktion.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f = f(z) gehirt der Vekuaschen Funktionenklasse C=(2) an und gendigt
der Differentialgleichung
d

—f(2)=9(2), zen, (9)
dz

im Pompeiuschen Sinne;
(b) f = f(2) gehort zur Klasse C°(£2, C), und fiir jedes Normalgebiet G cC C
gilt die Integraldarstellung

2%/26(_52 ]f 9 _dedy,  z€G. (10)

ﬂ (J’

Beweis: Wir zeigen die Richtung (a) = (b). Sei f € C=(2) mit

L1 =g(), e
Dann gibt es eine Folge von Funktionen fi.(z) € C1(2,C), k=1,2,..., mit

fi(z) — f(2), Z2€@
d gleichmifig fiir &k — (11)
fli.‘?(z) —# F f(z). Z2E @

in jeder kompakten Menge @ C 2. Fiir jedes Normalgebiet G cc 2 gilt
wegen Satz 2 aus §4 die Identitiit

fk 3 4 __// fL(C) dédn, 2z€@G, keN.

Fiir k — oo erhalten wir also die Integraldarstellung (10).

Wir zeigen die Richtung (b) = (a). Das Kurvenintegral in (10) stellt eine ana-~
lytische Funktion in G dar, withrend T[g] in G stetig und im Pompeiuschen
Sinne schwach nach Z differenzierbar ist. Somit folgt

2 fe) =0,  zeq,

gemiif} Hilfssatz 2. g.e.d.
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Definition 3. Fine Funktion g : {2 = C nennen wir auf der offenen Menge
2 C C Hélder-stetig, falls es zu jeder kompakten Menge @ C 2 eine Kon-
stante H = H(O) € [0, +00) und einen Ezponenten o = a(@) € (0,1] so gibt,
daf

lg(z1) — 9(z)| < H(O)|z1 — 2|*'®  fiiralle z,22€©  (12)
erfillt ist.
Definition 4. Seien G C_{C ein Normalgebiet, z € G ein fester Punkt und
f:G\{z} = C € C°%G \ {z}) eine stetige Funktion. Fiir alle 0 < ¢ <
dist {z, C\ G} betrachten wir die Gebiete

Ge(2) = {(GG : |(—z|>e}.

{1 dgan = 1 [[ 7 dedn (13)
Golz) Ge(z)

den Cauchyschen Hauptwert des Integrals

[ 1 dean,
Golz)
falls der Grenzwert in (13) existiert.
Bemerkung: Falls das uneigentliche Integral [[ f(() d&dn existiert, so folgt
Golz)
) 1€ dsan = [[ 10 dedn. (14)
Gio(2) Go(2)
Beispiel 1: Wir betrachten die Funktion

A(z) i= Ag(z) :=Tg[1)(z) = —= // - d&dr,r - _% # (1

Go(z)
fiir alle z € G. Nun liefert der Gaufische Integralsatz in komplexer Form

A(z) = —= lim [ —dEd'q

T —>-I:|J-

:_Fcl—lmﬁr [](ggg~z

=—— lim —
T e=0+ 23 C — z

BG[

Wir nennen

dédn
z

L& i ¢
C+ 2m c]—lorfrlﬂ- f %
aG |¢—z|=e

2"r.s
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fir alle z € G. Mit Hilfe der Transformation ¢ = z + e, d¢ = ice? dy,
berechnen wir ferner

2

P i )
lim ?( ¢ d¢ = lim ]wisew dip
e=0+ {—=z e—+0+ sely
[¢—z|== 0
27
=1 li z i) d
?sl—lft-'r)l—i- (z + ce¥) dyp
0
27
=i lim 2ﬁf+£/e—w dyp
e—04
0
= 2miz
Somit folgt
\(z) =7 — — < i e (15)
—re—ae— 18 = -
e 2mi C—z .
aG

Die Funktion A = A(z) gehort zur Klasse C°°(G), und es gelten

Az(z) =1, z €@, (16)
als auch -
1()——i/ ¢ ca (17)
W T TEm ) T T
aG
Nun ist
E 2 -
H e 72 tee” K 1 N
E]i%:- % (g = 2)2 dc ol :‘I:l-rlél-l-_/ g2e2iy e d{y
[(—z|== 0
2w 27
i E —dg 1 —2iyp
= cl_l_}lél_'_ . /L d,o—i—/c dyp
0 0

wobei wir erneut die Substitution { = z + e’ benutzen. Nun verschwinden
beide Integrale in der letzten Zeile, so daf

. C ge
o =0

Ig—2|==

folgt. Somit erhalten wir
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A(2) = 1 ¢
A:(2) = - 2mi /{C «an+ 2ri f (€ —2)? 4

aG |¢—z|=¢

1 8
S S 4
2mi o0 / (€ —2)? &
8G:(z)

und der Gaufische Integralsatz liefert

; " d ¢
1.(z) = == El_lzfgl_i_ [ _E (DL d&dn
Ge(z
1 # 1
= —— = d&dr,
7} T
Golz)
Damit ist schliefflich
A= — ﬂ(g _dédy,  z€G. (18)
Gu[ )

Wir haben hier also den Cauchyschen Hauptwert eines Integrals vor uns, wel-
ches nicht absolut konvergiert.

Hilfssatz 3. Sei G C C ein Normalgebiet, und die Funktion g : G- Ce
C%(G,C) seiin G Holder-stetig. Dann existiert fiir alle z € G der Cauchysche
Hauptwert des Integrals

x(z) = Hglg](z) : ﬁg(c 2 dédn

- .. /
_—»0+ ?T

Die Funktion x : G — C ist stetig in G.

(19)

d£ dn

Definition 5. Wir nennen g aus (19) den Vekuaschen Integraloperator.

Beweis von Hilfssatz 3: Fiir alle z € G und 0 < ¢ < dist (2,C\ G) gilt

‘% £ ()) s 3 // 910 - z) dean 22 [ 1 i

Ge(z)
(20)

Nun ist das Integral
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// 9”:15(1 z€G,

Gn( )

absolut konvergent, und ¢ : G — C ist stetig. Verwenden wir die Funktion
A = A(z), z € G, aus Beispiel 1, so erhalten wir fiir ¢ — 0+ aus (20) die
Identitét

x(z) = 2(2) +9(2)4:(2), z€G, (21)

und y = x(z) ist stetig in G. q.e.d.

Hilfssatz 4. Sei G C C ein Normalgebiet, und die Funktion g € C°(G,C) sei
Hélder-stetig in G. Dann gehdrt die Funktion

¥(2) := Tolgl(z) = f] 9(9) —dedy, 2 €G,

zur Klasse C*(G, C), und es gelten
U=(z) = g(z), W.(z) = Ig[g](2) fiir alle z € G. (22)

Beweis:

1. Sei zy € G ein fester Punkt mit g(zy) = 0. Wir berechnen nun fiir z €
G\ {20} mit Hilfe der Formel (19) aus dem Beweis von Satz 7 in §4 den
Differenzenquotienten

W(z) —¥(z) _ 1 9() —9(z0) ..
B "l f](c—zg (¢ —2) %

Somit folgt
lim LU( ) !p(e-ﬂ) .//Q(C) ﬂ( U) df(j'-'} HG[{,"‘—Q(ZU)](ZO}‘

e iom
(23)
Wiihlen wir speziell z = zp + d baw.z = 2y + i, d = 0, § # 0, so liefert
der Grenzwert (23) die Beziehung
W, (20) = Halg — 9(20)](20) = —i¥y(20), (24)
und folglich haben wir

T=(20) =0, W.(z0) = Hgalg — 9(20)](20)- (25)

2. Sei nun zg € G ein fester Punkt, so betrachten wir die Funktion

9(2) = {9(2) — 9(20) } + 9(z0) = §(2) + g(20).
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Wir erhalten mit Hilfe von Beispiel 1 die Identitét
¥(z) = Talgl(z) = Talg+ 9(20)](2)
= Tc[§)(z) + 9(20)Te[1](2)
= Ta(9](2) + 9(20)A(2)

fiir alle z € G. Nach dem ersten Punkt kénnen wir den ersten Summanden
an der Stelle zp nach z und 7 differenzieren mit dem Ergebnis (25), und der

zweite Summand ist unendlich oft in G differenzierbar mit dem Resultat
(16), (18). Wir erhalten also

P=(z0) =0+ g(20) - 1
sowie
P.(20) = c[§](20) + 9(20) T [1](20) = I [g](20)-
Somit folgen
P.(20) = Hlg)(20), P=(20) = g(20)  fiir alle 2 € G. (26)
Da die rechten Seiten stetig in G sind, gehort die Funktion ¥ = ¥(z) zur
Klasse C''(G,C). died

Hilfssatz 5. Im Normalgebiet G C C sei die Funktion g : G — C der Klasse
CY(G,C) gegeben. Dann gilt

Holal(:) = To | geo| () - 5y [ £ e (27)
3(

fiir alle z € G.

Beweis: Es ist

. 1 9(¢)
glgl(z) = lim ¢ -~ | Tt 2P
G=(z)

dédn » z€G.
Wir berechnen mit Hilfe des Gaufischen Satzes in komplexer Form

s Jf L= ] % (29)

Cdj
5 1 9 _
+55%L./fZMEB—EQ(C}d€dTI

Gelz)
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Wir setzen wieder { = z + ze’¥. Dann ist

2r

g q cel? i
lim %’ —g(C)_dCI lim /Misewdﬂp
=0+ (—Z 0+ co—i?
|€—z|== 0
=i lip [T et do
0
also
lim _?( Q(C) ¢ =0
e—0+4 -z
[(—z|=¢
Es folgt
e
g s ALY
3 ) e ==y [ gg%dé' + || S dedn
Gel2) oG Gol(z)

fiir alle 2 € G. Wir erhalten dann fiir alle z € G die Identitiit

Hgg)(z) = lim —% / / %d@m

Gelz)
1 ;
g 2
Gelz) '
=_l Q(C C+ [/ QC(C dfdr;
T (; =.Z
dG
_7. |9 g(C)
= [Oa "} ©- 3m | T2 %
was der Behauptung entspricht. q.e.d.

Wir fassen unsere Uberlegungen zusammen zu dem wichtigen

Satz 2. (Regularititssatz)

Sei 2 C C eine offene Menge, in der eine Funktion g € C*(2,C) mit k €
N U {0} gegeben ist. Weiter gehire die Funktion f = f(z) zur Vekuaschen
Funktionenklasse C<(f2) und geniige der inhomogenen Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichung
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LiE@ =g, =€ (28)

im Pompeiuschen Sinne. Dann gehért f zur Regularititsklasse CF(£2,C), und
ihre Ableitungen der Ordnung k sind Dini-stetig mit dem in § 4, Satz 7 ange-
gebenen Stetigkeitsmodul. Falls zusdtzlich alle k-ten Ableitungen der rechten
Seite g = g(z) Hélder-stetige Funktionen in 2 sind, folgt f € C**1(02,C).

Beweis:

1. Nach Satz 1 ist die Differentialgleichung (28) Aquivalent zur Integralglei-
chung
L9

2 ;
aG

in beliebigen Normalgebieten G CC (2. Der erste Summand auf der rech-
ten Seite stellt eine holomorphe Funktion in ¢ dar, und folglich wird die
Regularitiit von f = f(z) durch die Regularitiit der Funktion

U (z):=Telgl(2), 2z € @,

f(2) = S 46+ Talgl(= z€G,

bestimmt. Fiir & = 0 entnehmen wir Satz 7 aus §4, da} die Funktion
¥ = ¥(z) und somit f = f(z) in G Dini-stetig mit dem dort angegebenen
Stetigkeitsmodul sind. Falls zusiitzlich die rechte Seite g = g(z) Holder-
stetig in (2 ist, liefern die Hilfssiitze 3, 4

¥ e CYG); W(2) =g(2), W.(2) = glg)(z), Z€ . (29)

2. Fiir k = 1 folgt g € C'(2), und wir erhalten aus (29), daf &= € C'(12)

richtig ist. Weiter liefert der Hilfssatz 5

0 1 [ g(C)
= Ialgl(z [ ]z—— d, ze G cc .
1) =T [575] €)= 55 [ £
(30)
Hier ist der zweite Summand auf der rechten Seite wieder holomorph in
G, wihrend

D(z) :=Tg L% g} (z), z €@,
Dini-stetig ist. Falls nun zusiitzlich g. und gz bzw.g, und g, Holder-
stetig in £2 sind, so erhalten wir aus (30) zusammen mit Hilfssatz 4, daf
. € C'(12) sowie

B T e 1 9(¢Q)
II:: = E T(" I:a_c Q] (‘) C_ fC

8(;

- 9 1 9(0) =
= 7o 35| -3 fmf“

aG

(31)
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fiir alle z € G richtig sind. Weiter gelten

'pzT(z) = g:(z) - @3;(3) in G1 (32)

als auch

U—(z) = g=(2) in G. (33)

Somit folgt ¥ € C?(£2), und die Ableitungen berechnen sich nach den
oben angegebenen Formeln.

3. Fiir k£ =2,3,... setzt man den Prozefl entsprechend fort. Hierbei verwen-
det man wesentlich die Formel

=t 0" = q(c
¢ [WQ}( )= T(1|: C,-\Q]( )—%] EC

fiir alle z € G. g.e.d.

§6 Pseudoholomorphe Funktionen

Sei 12 C C eine offene Menge, so erkldren wir den linearen Raum der komplexen
Potentiale

B(2) .= {a : 2 — C : es gibt eine beschriinkte offene Menge @ C 12,
so daB a € C°(0,C) NL>*(O,C) und a(z) = 0 fiir alle z € 2\ O
exfiillt sind |

Definition 1. Eine Funktion f = f(z) = u(x,y) + iv(z,y), (z,y) € 12, der
Klasse C°(02,C) N C=(12) heift pseudoholomorph in (2, falls es ein kompleves
Potential a € B(2) so gibt, daf die Differentialgleichung

% f() =a(x)f(z), ze, (1)

im Pompeiuschen Sinne erfillt ist.

Beispiel 1: In der beschriinkten offenen Menge 2 C C geniige die Funktion
f € C=(12) der Differentialungleichung

(2 S Mf(2)],  z€ (2)
mit einer Konstanten M € [0, +0c). Wir erkldren nun die offene Menge
&= {zeQ - f(z);é[)}

und wiéhlen als Potential
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f=(2)
alz) = fz)° ee (3)
0, zeN\O

mit ||alje < M. Folglich ist (1) erfiillt, und die Funktion f = f(z) ist pseudo-
holomorph in 2.

Falls das Potential

a(2) = 5 {ale.y) +iB.)}

Holder-stetig in (2 ist, gehort nach dem Regularititssatz aus §5 die Losung
von (1) zur Klasse C'(2). Wir kénnen nun (1) in ein reelles Differentialglei-
chungssystem umrechnen. Dazu beachten wir zuniichst

2fz=fo+ify = (ue — vy) +i(va +uy)

sowie
2af = (a+if)(u+iv) = (au — Bv) + i(av + Su).

Somit ist (1) dquivalent zu dem System
Uy — vy = o — Pu,
Uy + Uy = o + Bu
in 2 bzw.
a 0
oz oy | (4= afz,y) —B(z,y)\ [(ulz,y) _
9 B = in £2. (5)
o v(z,y) Blx.y) alz,y) v(z,y)
dy Ox

Satz 1. (Ahnlichkeitsprinzip von Bers und Vekua)

Auf der offenen Menge 2 C C sei eine pseudoholomorphe Funktion f = f(z)
mit zugehirigem Potential a € B((2) und zugehiriger offener Menge @ C 2
gegeben. Weiter sei

) s
W(z):= ﬂ(g[/c_zdqu, z € 12, (6)

die gemaf! Satz 7 aus § 4 Dini-stetige Funktion. Dann ist die Funktion
&(2) := f(2) e, z € 1,
in 2 holomorph, und es gilt die Vekuasche Darstellungsformel

f(z) = ¥ &(2), z € N. (7)
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Beweis: Sei x, € C§°(@,[0,1]), n = 1,2,..., eine Funktionenfolge mit
" @) ) l,ze @
im z) = x(z) = :
n.—mcxn X U:ZE[C\@

‘Wir betrachten dann die Funktionen

@,(2) = Telaxal(z) = —= /f%@dm; reC, (8
=

fiir n = 1,2,... der Klasse Cz(C), welche

d—(; ¥, (z) = a(z)xn(z), z€eC, neN, (9)
erfiillen. Wir studieren nun die Folge
B {3) = ™R,  zefl, =123 (10)
der Klasse C=(f2) und berechnen unter Beachtung von (1)
FE() =0 { L0~ fR 1)}
= e {a(2)f(2) - f(Da(=)xa(2) } (11)

= e a(2)f() {1 - xa(2)}

firze Qundn=1,2,.... Mit Hilfe von Satz 1 aus §5 erhalten wir fiir jedes
Normalgebiet G CC 2 die Identitiit

@"(Z) = % ?rf(j ﬂ C)ﬂ, {]- X“ } dEd'-',! (12)

aG

fiir alle z € G und n = 1,2, ... Mit dem Lebesgueschen Konvergenzsatz stellt
man leicht

Jim @, (2) = n.li_f'w{ f(z)exp ( /f X” dEdT?) }
:f(z)exp{ j/ a(¢) zgd;} (13)

= f(z) exp{ - 5!7(2)}

= &(2)
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fiir alle z € 2 fest. Durch Grenziibergang in (12) erhalten wir

A P

Bl = 2mi ¥ ¢ —g

z € @G, (14)

fiir jedes Normalgebiet G CC (2. Somit ist & = ¢(z) in {2 holomorph. déid

Auf Grund der Vekuaschen Darstellungsformel kann man viele Eigenschaften
der holomorphen Funktionen auf die Klasse der pseudoholomorphen Funktio-
nen iibertragen.

Satz 2. (Carleman)
Auf der offenen Menge 12 C C sei die pseudoholomorphe Funktion f : 2 — C
gegeben. Weiter seien zg € 2 und {zy }i=1.2.... C 2\ {20} eine Punktfolge mit

lim zx =z, f(z)=0 Ffiralle keN
k—roo
Dann folgt
f(z)=0 in (2.

Beweis: Man verkniipfe den Identitéitssatz fiir holomorphe Funktionen mit

dem obigen Satz 1.
q.e.d.

Entsprechend kann man das Prinzip vom Argument auf pseudoholomorphe
Funktionen iibertragen.

Satz 3. (Eindeutigkeitssatz von Vekua)
Sei f : C — C eine pseudoholomorphe Funktion mit der Figenschaft

:1—]->%1+ BuD |f(z)| =0. (15)

1
|2|2;

Dann folgt
flz)=0 in C.

Beweis: Seien a € B(C) das zu f = f(z) gehorige komplexe Potential und
@ C C die zugehorige beschriinkte offene Menge. Nach Satz 1 gilt

fla)=e"P &(z), ze€C

mit einer holomorphen Funktion ¢ = &(z), z € C. Weiter ist

1
U(z) = . [/ ;(T(:)zd{dn, zeC,
e

beschriinkt, denn es gibt ein festes C' € (0, +00), so daB die Abschiitzung
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()] <~ lalls // e dedn < Lalec,  zec,

richtig ist. Somit ist die holomorphe Funktion
B(z) = f(2)e ), zen,
beschriinkt und nach dem Satz von Liouville konstant. Wegen (15) folgt

lim sup |®(z)| =0,
=0+ | |>1.

und somit erhalten wir
f(z2)e @ =@(z) =0 in C
Schliefilich gilt also
f(z)=0 in C,
womit die Behauptung gezeigt ist. g.e.d.

Bemerkung: Eine ganze pseudoholomorphe Funktion, welche im Unendlichen
verschwindet, ist identisch Null.

§7 Konforme Abbildungen

Wir beginnen mit der

Definition 1. Seien £2; C C, j = 1,2, zwei Gebiete, so nennen wir die Abbil-
dung w = f(z) : £y = 1% konform, falls die folgenden Eigenschaften erfilll
sind:

(a) f : 21 — 2y st bijektiv,
(b) f : 4 — (2 ist holomorph,
(c) es gilt Jp(z) = |f'(2)]> > 0 fiir alle z C 2.

Bemerkung: Aufgrund von Satz 1 aus § 3 kann man die Bedingung (¢) aus den
Eigenschaften (a) und (b) herleiten.

Bemerkung: Unter einer konformen Abbildung bleiben die orientierten Winkel
zwischen zwei sich schneidenden Kurvenbdgen erhalten.

Definition 2. Zwei Gebiete (21,22 C C heiffen konform dquivalent, falls es
eine konforme Abbildung f : {2y — (25 gibt.

Definition 3. Sei 2 C C ein Gebiet, so nennen wir
Aut(2) = {f: 2~ 0 : f ist konform}

die Automorphismengruppe des Gebietes (2.
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Bemerkung: Als Ubungsaufgabe zeige man, daB Aut (£2) eine Gruppe bez. der
Verkniipfung

S1, f2 € Aut (£2), f=J20fi € Aut(22)
mit dem Einselement f = idp bildet.
Definition 4. Seien a.b,¢,d € C mit

ab
det (:d) =ad—-bc#0

und

C = {zELC : cz+d;é0}
gegeben. Dann nennen wir
az+b
et te cz+d’

eine Mébiustransformation bzw. eine gebrochen lineare Transformation.

16
01
erhalten wir eine Translation
f(z) =2+, zeC,

um den Vektor b € C. Die Koeffizientenmatrix
al
01

f(z) = az, zeC,

mit einem a € C\ {0} um den Winkel ¢ = arga und den Betrag |a|. Beide
Abbildungen sind konform auf C, stetig auf C = CU {oo} fortsetzbar, und es

gilt f(o0) = oc.

01

10
erhalten wir die Spiegelung am Einheitskreis

fe)=3, zeC\{o},

welche auf C \ {0} konform ist und stetig auf C = C U {oo} fortsetzbar mit

£(0) = co.

Wir sprechen von einer elementaren Abbildung, wenn es sich um eine Trans-
lation, Drehstreckung oder eine Spiegelung am Einheitskreis handelt.

zeCr,

Fiir die Koeffizientenmatrix

liefert eine Drehstreckung

Fiir die Koeffizientenmatrix
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Satz 1. Zu jeder Mabiustransformation

az+b

\ zeC,
cz+d

f(z) =

gibt es endlich viele elementare Abbildungen fi(z),..., fn(2) mit n € N, so
daf} die Darstellung

f(z)=fao...ofa0fi(2), 2€C,

richtig ist. Das Gebiet C* wird konform durch f = f(z) auf f(C*) abgebildet.
Jeder Kreis in C wird durch f = f(z) in einen Kreis oder eine Gerade abge-
bildet, und ebenso wird jede Gerade in C durch diese Funktion in eine Gerade
oder einen Kreis in C abgebildet.

Bemerkung: Fassen wir eine Gerade als einen Kreis iiber den unendlich fernen
Punkt auf, so ist eine Mobiustransformation kreistreu.

Beweis von Satz 1:

1. Fiir eine ganze lineare Transformation f(z) = az+b, z € C, mit a € C\ {0}
und b € C wiihlen wir als elementare Abbildungen

fi(z)i=az, fa(z)=z+0b

und erhalten

fao fi(z) =az+ b= f(z), zeC.

2. Fiir eine beliebige gebrochen lineare Funktion

az+b .
f(z) = P zeC,
mit ¢ # 0 withlen wir
1 be — ad a
fi(z) ==cz+d, folz) = -, f3(z):= 4=
Z (& [

und erhalten

f-'i‘:’f’).c’f](z}:fa( ! ) = be—ad 1 @

cz+d e cz+d ¢

_be—ad+tacz+ad _ az+b

clcz +d) T ez+d = /)

fiir alle z € C*. Da nach dem Punkt 1.die Abbildungen f;, f> und f; als
Komposition elementarer Abbildungen darstellbar sind, ist dieses auch fiir
f = f(z) der Fall.
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. Da die elementaren Abbildungen C topologisch auf C abbilden, ist auch

f : C — T topologisch. Ferner ist f : C* — f(C*) analytisch, und es gilt

fiir .
az + i
f("‘)_M': ze €,

die Identitit

Fla)y= acz+ad—caz—cb  ad—be
N (cz +d)? " (cz +d)?

Somit ist f: C* — f(C*) konform.

#0 fiir alle z€e C".

4. Offenbar bilden ganze lineare Transformationen Kreigse in Kreise und Ge-
raden in Geraden ab. Um die Kreistreue der Mobiustransformationen zu
zeigen, ist diese Eigenschaft nur fiir die Spiegelung am Einheitskreis noch
nachzuweisen:

Kreise und Geraden in der z = z + iy-Ebene werden beschrieben durch
O=a@®+y>) +Bz+yy+4 (1)
mit geeigneten reellen Zahlen a, 3.+, € R. Wir setzen nun
1 ;
a:=—-(f—iy)eC
2
und formen (1) um in die Gestalt
0=0z2+2Re(az) +d = azZ+az+az+ 4. (2)
In C\ {0} multiplizieren wir (2) mit £ £ und erhalten
1 1 11
O=a+ae=+a-+0—=, z € C\ {0}.
Z z ZZ
Setzen wir w = £ und w = £, so erhalten wir die Kreis/Geraden-Gleichung
0= a+ aw + aw + dww = dww + 2 Re (aw) + a. (3)
Somit bildet z — 1 Kreise/Geraden in Kreise/Geraden ab. g
Bemerkungen.:
1. Seien . o
az + az+ f
=] 1 ¢ — 3
fz) cz+d Wil Yz + 0

Mdbiustransformationen, so ist auch

F(z) = f o p(2)

eine Mobiustransformation der Form
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Az+ B
= Cz+D

mit der Koeflizientenmatrix

@G

2. Zu einer Mobiustransformation

az+b
1z) = cz+d
erhalten wir mit
—dz+b
9(z) = ———
ez —a

ihre inverse Abbildung. Man zeige diese Bemerkungen als Ubungsaufgabe.

Beispiel 1: Seien
B:={z=:r+iy€€ : |z|<1}

die Einheitskreisscheibe und
HY = {w:u+f.*ue€ . u>0}

die obere Halbebene. Wir betrachten dann die Mébiustransformation

z41 : )
fl =23 z € C\ {i}, 5)
und berechnen
f0) =4 fl)=lmfe) =00 F)= 1%1 =1
sowie L
f(=)=0, f(-1)= — =L

Somit sind die Gebiete H* und B konform #iquivalent mittels f : B — H™.

Beispiel 2: Sei zgp € B ein beliebiger fester Punkt. Wir betrachten dann die
Miobiustransformation

2% z€B, (6)
Z(]Z‘-‘l

I -z
Zo —1/7

w=f(z) =

mit der Koeffizientenmatrix

wobei
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1—2 2
det (30 _1) =-1+|z*<0

sowie f(zp) = 0 gelten. Wir berechnen

]_—Zg 1—20
fn=22] = 22| =1
- — =3 ~m
=1 = = s
= | R = |
; =2z i— 20 i— 2o i— 2z
D = = = = 1.
VOl =|Z=3 —Zo—1 Zo+i 20— 1

Wir haben also f : 9B — 9B sowie f(zp) = 0, und f = f(z) ist eine konforme
Abbildung von B auf B.

Definition 5. Sei [ : 2 — (2 eine stetige Abbildung vom Gebiet 2 C C in
sich. Wir nennen zy € (2 einen Figpunkt der Abbildung f = f(z), falls

richtig ist. Falls 0 € 2 gilt und 0 ein Fizpunkt der Abbildung ist, so nennen
wir diese nullpunkttreu.

Fundamental zur Bestimmung der Automorphismengruppe Aut (5) ist der
folgende

Satz 2. (Schwarzsches Lemma)
Sei w = f(z): B —= B eine holomorphe, nullpunkitrewe Funktion. Dann folgt

|f(z)] < || fir alle z € B.
Ezistiert ein zg € B\{0} mit |f(z0)| = |20, so besitzt f = f(z) die Darstellung
f(z) = ez, z € B,
mit einem gewissen ¥ € [0, 2m).
Beweis: Die Funktion
9(x):=52,  zeB\{0},
ist holomorph nach B fortsetzbar, und es gilt

lim sup |g(z)]| < 1.
=8B

Nach § 3, Satz 3 folgt nun

sup |g(2)] < limsup g(z)| < 1,
z€B =8B
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und somit haben wir
|f(2)] < |2 fiir alle z € B.

Existiert ein zg € B\ {0} mit |f(z0)| = |20}, so folgt |g(z0)| = 1. Somit ist nach
dem oben angegebenen Satz die Abbildung g = g(z) konstant, also gelten

9(2):8“?3 z2'€.B,
bzw. .
f(z) =€z, z € B,
mit einem ¥ € [0, 27). q.e.d.

Satz 3. (Automorphismen des Einheitskreises)
Emn Automorphismus w = f(z) : B — B des Einheitskreises hat notwendig
die Gestalt
wofR) = ZZR Lep s
Zpz — 1

mit zg := f~'(0) € B und ¥ € [0,2n). Umgekehrt ist jede Abbildung der Ge-
stalt (7) mit zo € B und ¥ € [0,27m) ein Automorphismus von B. Insbesondere
haben die nullpunkttrewen Automorphismen von B die Gestalt

f7) =", z € B, (8)
mit einem 9 € [0,27).
Beweis:

1. Aufgrund von Beispiel 2 sind alle Mobiustransformationen der Form (7)
Automorphismen des Einheitskreises.

2. Ist w = f(z), z € B, ein nullpunkttreuer Automorphismus von B, so folgt
aus Satz 2 die Abschiitzung

|lw| = |f(2)| < |z| fiir alle z € B.

Nun ist aber auch die Umkehrabbildung z = g(w), w € B, ein nullpunkt-
treuer Automorphismus von B, und es folgt

|z] = |g(w)] < |w| fiir alle w € B.
Insgesamt erhalten wir
|2] < |lw| =[f(z)| <]z, 2€B

bzw.
|f(2)| = |2, z € B.
Somit gibt es nach Satz 2 ein ¥ € [0, 27) mit

f(2) =€z, z € B.
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3. Ist muin w = f(z) : B = B ein beliebiger Automorphismus von B, so
setzen wir zp := f~1(0). Wir betrachten dann die Mébiustransformation

zZ—=2Zn

w:g(g) = z€ B,

und erhalten den folgenden nullpunkttreuen Automorphismus von B :
h(w) == fog Y (w), w € B.

Aus dem zweiten Punkt folgt
fog Y (w) =e"w, w € B,

mit einem ¢ € [0, 27), bzw. fiir w = g(z) erhalten wir

v o D B
f2)=e’g(x) =€’ ——, z€B,
Zoz — 1
womit die Aussage gezeigt ist. q.e.d.

Bemerkungen:
1. Mit Hilfe von Satz 3 kann man die Poincarésche Halbebene studieren,
welche ein Modell einer nichteuklidischen Geometrie liefert.
2. Als Ubungsaufgabe zeige man

Aut(B) = {f(z) g E—H zp € B, 9 €0, Q?r}}

z—
Zoz— 1

:{f:fz_l—b ta,beC, a.&—bg=1}-
bz+7a

3. Mit Hilfe von Beispiel 2 ermittle man dann als Ubungsaufgabe

Aut (HT) = {f(z) - pa+ g : o, 8,70 ER mit ad — By = 1}.
yz+ 46

Haben wir in der komplexen Ebene Gebiete, die von einem Kreis oder von
einer Geraden berandet werden, konnen wir mit einer Mébiustransformation
diese konform aufeinander abbilden. Dieses besagt folgender

Satz 4. Seien die Punkte z, € C und w, € C fir v =1,2,3 mit z, # 2z und
w, # wy, v # p, beliebig vorgegeben. Dann gibt es genau eine Mabiustrans-
formation

az+b
cz+d

flz)= mit f(z,)=w,, v=123.

Bemerkung: Insbesondere ist eine Mébiustransformation mit mindestens drei
Fixpunkten die identische Abbildung.
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Beweis von Satz J:
1. Wir beweisen die Existenz. Falls z;, 29, z3 € C richtig sind, betrachten wir

s — 2 29 — 21

fle)=——:—, z€C\{zs},

Z2—323 29 —.23

und beachten
flz1) =0, flz2)=1, f(z3)= 0.

Falls einer der Punkte z;, 29, 23 gleich oc ist, also ohne Einschrinkung sei
zZ3 = 0C, 80 setzen wir

und wir erhalten

f(z1) =0, f(z)=1, [f(z3)=r10.

Entsprechend konstruieren wir eine Abbildung g = g(w) mit

glun) =0, g(ws)=1, g(ws)=oc.

Wir erhalten dann mit h(z) := g~' o f(z) eine Mdbiustransformation,
welche

hz) =g ' (f(21) =9 (0) =wy, h(z)=ws, h(zs)=mws

erfiillt.
2. Wir zeigen die Eindeutigkeit. Seien f;(z), j = 1,2, zwei Mdbiustransfor-
mationen mit

Filze) =, =123 =12

Dann hat die Mébiustransformation f; ' o f1(2) : T = C die Fixpunkte
zy, v = 1,2.3. Wihlen wir nun eine Mobiustransformation g = g(z) mit

9(0) =21, g(1) =2, g(o0)= 2z,
so besitzt die Abbildung
hz) =g lofi o froglz), z€G,
die Fixpunkte 0,1 und oc. Da nun

az+b .
h(z) = cz——l—d L z€C,

gilt, folgern wir
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b
— } = -,
0 = h(0) p]
also b = 0. Weiter gelten
oo = lim h(z) = lim i
z—o0 s—oo ez +d

und damit ¢ = 0. Schliefilich haben wir

so dafl % = 1 richtig ist. Dann folgen aber

h(z) =z fir alle z€C

bzw.

g_lo_fz_loflog(z)zz, zeC.

Dieses ist gleichbedeutend mit

f‘_i_lofl(z)z'z: ZEC:!

womit wir nun

fi(z) = fa(z) fiiralle z€C
gezeigt haben. q.e.d.

Wir wollen nun die zur Einheitskreisscheibe B konform fquivalenten Gebiete
2 C C ermitteln. Da C kompakt ist, B aber nicht kompakt, konnen die-
se beiden Gebiete nicht konform &quivalent sein. Da némlich eine konforme
Abbildung insbesondere topologisch ist, miissen topologische Eigenschaften
konform Aquivalenter Gebiete iibereinstimmen. Nun ist

fz) = —

= . z€C,
1+z]° '

eine topologische Abbildung von € in B. Es kann aber keine solche konforme
Abbildung geben, da diese nach dem Satz von Liouville konstant wiire. Folglich
sind C und B nicht konform #quivalent. Nun gilt aber der fundamentale

Satz 5. (Riemannscher Abbildungssatz)
Set 12 C C mit 2 # C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es
eine konforme Abbildung f: 2 — B.

Bemerkung: Die Gesamtheit der konformen Abbildungen von (2 auf die
Einheitskreisscheibe B sind dann von der Form g o f mit g € Aut (B).

Bevor wir zu dem Beweis des Satzes iibergehen, benttigen wir die folgenden
Aussagen.
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Hilfssatz 1. (Arzela- Ascoli)
Seienm,n € N, K C R" eine kompakte Menge, und schliefilich sei die Menge
der Funktionen

Fiis {f,, K 5 R™ : :.GJ}

mit einer Indexmenge J gegeben, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:
(1) Die Menge F ist gleichmdflig beschrinkt, das heifit es gibt eine Konstante
fo >0 mit

|f(z)| <p  firalle € K undalle € .J.

(2) Die Menge F ist gleichgradig stetig; es gibt also zu jedem ¢ > 0 ein § =
0(g) > 0, so dap fir alle &', 2" € K mit |&' — 2"| < § und fiir alle 1 € J
die Ungleichung

[fu(=') = fu(a")| <&
erfiillt ist.

Behauptung: Dann enthilt F eine in K gleichmiflig konvergente Teilfolge
g® e F, k = 1,2,3,..., welche gleichmdfig gegen eine stetige Funktion
g € C°(K,R™) konvergiert.

Dieser Satz wird iiblicherweise im Zusammenhang mit dem Peanoschen Exi-
stenzsatz in der Anfingervorlesung gezeigt.

Hilfssatz 2. Sei G C C\ {0} ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit
zp = e € G, r € (0,+00), ¢ € [0,27), und w, = \/-r_lefi‘ﬁ‘. Dann gibl es
genau eine konforme Abbildung

f(z)=vz, z€gG,

auf das einfach zusammenhingende Gebiet G = f(G) € T\ {0} mit den
Eigenschaften

2 z ' -t 1 .
fAz) =2z, Fiz)= 57 02) fiir alle z€ @G (9)
und
flz1) =wy (10)
Gn(-G) =0 mit — G = {metC : -mGG}. (11)

Beweis: Wir betrachten die in G holomorphe Funktion

g(z) ::/%dc =logz —logz, z2€ G,
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Dabei ist das Integral liings einer beliebigen Kurve von z; nach z in G auszu-
werten und die Logarithmusfunktion lings dieses Weges stetig fortzusetzen.
Die Funktion

1
f(z) :=w,exp {§ g(z)} , z € G,
ist dann holomorph, und sie erfiillt die Bedingungen

f(zl) =1un E‘Xp() = un

sowie
2(z) = wiexpg(z) = rie'?1eo82e 1082
e - fiir alle 2z € G.
21
Die Eigenschaft (11) ist nach Konstruktion klar. q.e.d.

Hilfssatz 3. (Hurwitz)

Auf dem Gebiet (2 C C konvergieren die holomorphen Funktionen fi. : 2 — C,
k=1,2,3,..., in jedem Kompaktum gleichmiflig gegen die nichtkonstante,
holomorphe Funktion f : 2 — C. Weiter seien die Funktionen f. = fi(2)
injektiv fiir alle k € N. Dann ist f = f(2) injektiv.

Beweis: Wire f = f(z) nicht injektiv, so gibt es zwei verschiedene Punkte
Z1, 22 € £2 mit der Eigenschaft

f(z1) = w1 = f(z2).
Wir betrachten nun die Funktion
g(z) == f(z) —w.

Diese besitzt die beiden Nullstellen z; und z». In diesen Punkten haben wir
fiir die Indizes i(g,2;) =n; € N, j = 1,2. Betrachten wir nun Funktionen

gi(2) == fr(z) —wy, z € Kj:= {z EC:ilz—2z| £ E“_,'}.

mit hinreichend kleinem e; > 0 fiir j = 1,2 und k = 1,2,3,..., so erhalten
wir fiir deren Windungszahlen

Wigr, K;) =i(g,2;) =n; € N, 1=1,2, k>=2ko; (12)

hierbei ist kg € N hinreichend grofi zu wihlen. Wegen (12) besitzt aber
gr = gi(z) fiir & > ky mindestens zwei Nullstellen, was der vorausgesetz-
ten Injektivitit von fp = fi(z) widerspricht. geid

Wir kommen nun zu dem
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Beweis von Satz 5:

1. Sei 2 C Cmit 2 # C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, so existiert
zunéchst ein zg € C\ 2. Durch die konforme Abbildung

flz)i=z-2z, z € (2,
konnen wir zum konform dquivalenten Gebiet
N cC\{o0} (13)
iibergehen. Mit der konformen Abbildung
f&)=vz, z€4,
aus Hilfssatz 2 gelangen wir zu einem konform fquivalenten Gebiet mit
n((—02)=0. (14)

2. Wir gehen jetzt von einem einfach zusammenhingenden Gebiet mit den
Eigenschaften (13), (14) aus und wihlen einen festen Punkt zp € 2. Wir
betrachten die Funktionenmenge

Fo= {f : 2 — B : f ist holomorph und injektiv in 2. f(z) = 0}.

Mit dem Eztremalprinzip von P. Koebe suchen wir nun diejenige Abbil-
dung f € F, welche der Bedingung

| f'(20)] = sup |'(20)| (15)
veF

geniigt. Zuniichst ist die Klasse F nicht leer. Wegen (14) gibt es ndmlich
ein z; € C und ein g > 0, so daf} fiir alle z € C mit |z — z;| < p die
Aussage z ¢ 2 erfiillt ist. Die Funktion

1
= 2
fi(z) " z € 12,

ist wegen

|f1(2)] <

|

3 z €,
beschréinkt. Durch Anwendung der konformen Abbildung

fo(w) :=r{w — fi(z0)}, w e C,

mit hinreichend kleinem r > 0 erhalten wir schliellich eine zuliissige Ab-
bildung

f::fgoflEF.
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Sei f € F eine beliebige Funktion, so gilt fiir deren Dirichletintegral

D(f) = [[ {15 + 152} dedy =2 [ 1£. A ) dody < 2.
2 2

Ist nun z; € (2 ein beliebiger Punkt, und ist 4 > 0 so klein gewiihlt, daf}
die Kreisscheibe

Bj(z) := {z eEC: z—=x|< 5}

die Inklusion Bj(z;) CC {2 erfiillt, so gibt es nach dem Oszillationslemma
von Courant und Lebesgue ein §* € [, /] mit der Eigenschaft

23/ 2

eI < s

2 |z—21|=0*

(16)

Beachten wir noch die Injektivitit der Abbildung f = f(z). so erhalten
wir fiir die Durchmesser der entsprechenden Gebiete

diamf(Bg(z])) < diamf(B[,-— (31)) g (17)
Fiir jede kompakte Menge K C (2 ist somit die Funktionenklasse
Fx={f:K-C:feF}

gleichgradig stetig und gleichmifiig beschrinkt. Nach Hilfssatz 1 konnen
wir also aus jeder Folge { fi }1=12... C F eine in jedem Kompaktum K C
12 gleichmiflig konvergente Teilfolge auswiihlen.

Verwenden wir nun noch Hilfssatz 3, so erhalten wir die Kompaktheit der
Funktionenklasse F : Aus jeder Folge { fi}r=12.. C F mit

0 < |fi(20)| < |fis1(20)l,  KEN,

kann man eine Teilfolge { fg, }i=1 2.... auswiihlen, die in jedem Kompaktum
K c 2 gleichmiflig gegen eine Funktion f € F konvergiert. Wir finden
so eine Funktion f € F mit der Extremaleigenschaft (15).

Schlielich haben wir noch
f(2)=8B (18)

zU zZeigen.

. Wire G := f(f2) C B mit G # B erfiillt, so existiert ein z; € B \ G. Die

Abbildung
w=1(z):= £ ze B,

E]Z.‘—].7

gehort zu Aut (B) und erfiillt die Eigenschaften
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() =0, Y(0)=2.
Auf dem einfach zusammenhiingenden Gebiet
G1:=1v1(G) c B\ {0}
betrachten wir die konforme Wurzelfunktion aus Hilfssatz 2, niimlich
w=1ts(z) =vZ, 2€Gi,
mit 2z := /z1. Wir erhalten das einfach zusammenhéngende Gebiet
Gy :=(G1) C B\ {0}

mit zo € Gs. Schliefilich verwenden wir den Automorphismus

)
lU:I,'f)j;(Z):_ 3
Zoz — 1

z € B,

mit der Eigenschaft
th3(22) =0

und erkliren
Gy = 13(Gs2) C B.

Die Komposition
'(}{’12'!_';;‘301,‘5201}1')1 :G_>G3

ist konform, und es gilt
¥(0) = 1h3 0 thy 0 41 (0) = th3 0 4ha(21) = th3(22) = 0.
Wir beachten ¢ o f € F, denn es ist
1o f(z0) = ¢(0) = 0.
Nun berechnen wir
(¥ © f)'(20) = ¥'(0)f'(20)

= g(22)5(21)11 (0) f' (20)

= ﬁ % (Z1z1 — 1) f'(20)

271
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wobei wir zo = /2] beachten. Aus 0 < |z3] < 1 folgen

(1-122])® >0, also |zo> —2|z| +1>0
beziehungsweise
iz
L2 SN
2|z

Dieses ergibt aber mit

(o 1ol = 2L | #1Go)] > 1£7(z0)| = sup & (20)
2| 22| PcF

einen Widerspruch. Damit ist alles gezeigt. q.e.d.

88 Randverhalten konformer Abbildungen

Wir beginnen mit der

Definition 1. Ein beschrinktes Gebiet {2 C C nennen wir Jordangebiet, falls
dessen Rand 08 = I' eine Jordankurve bildet mit der topologischen, positiv
orientierten Darstellung v : 0B — I' und der Parametrisierung

B(t) == y(e"), teR

Fiir k € N nennen wir I' im Punkt zy = 3(t,) € I’ mit t; € [0,27) k-mal
stetig differenzierbar und reguldr, falls es ein e = =(t;) > 0 derart gibt, so daff

BeC*((t1—5,t +€),0)

sowie

B'(t)#0  firalle te(t;—et +e)

richtig sind. Falls zusdtzlich die Potenzreihenentwicklung
— 1
BE) =) =BPEE-t)* fir i—e<t<hte (1)

giiltig ist, nennen wir zy = B(t1) einen reguliren, analytischen Randpunkt.
Wir sprechen von einer C*-Jordankurve (bzw. einer analytischen Jordankur-
ve) I, falls jeder Randpunkt zy € I' requlir und k-mal stetig differenzierbar
(bzw. analytisch) ist.

Satz 1. (Carathéodory, Courant)
Sei 2 C C ein Jordangebiet. Dann ist die konforme Abbildung f : 2 — B
stetig auf den Abschluf 2 als topologische Abbildung f : 2 — B fortsetzbar.
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Beweis:

1. Zu festem z; = §(t1) € I'" betrachten wir fiir 0 < § < 8y diejenige Zusam-
menhangskomponente Gs(z1) der offenen Menge {2z € 2 : |z — 21| < §}
mit z; € 8Gs(z1). Zu ty < t3 bezeichne

I{J’[tg:tg] = {S(t) 2 tg E t S tp,}

den Jordanbogen auf I' vom Punkt zo = 8(t3) zum Punkt z3 = 3(t3). Der
Rand von Gs(z1) besteht aus einem Kreissegment Ss(z1) C 2 und einem
Jordanbogen

F[g(zl) = ﬁ[tg‘tg] mit e < < 3.

Danach gilt
aG(j(Zl) = Fg{zl) U 55(21).

Nach dem Courant-Lebesgueschen Lemma, welches auch auf diese Situati-
on {ibertragen werden kann, gibt es zu vorgegebenem 6 > () ein §* € [4, \/3]
mit der Eigenschaft

3 227 2
[ e A @)
z€Sge (21)

Nun ist f(Ss-(z1)) C B ein Jordanscher Kurvenbogen endlicher Linge,
welcher seine Endpunkte - stetig fortgesetzt - anf B hat. Da die Abbil-
dung f : 2 — B injektiv ist, folgt

V27
v—1logd
Somit ist f = f(z) gleichméafig stetig auf 2 und folglich auf 7 stetig

fortsetzbar.
2. Ebenso beweist man die stetige Fortsetzbarkeit der Umkehrfunktion

diam f(Gs(21)) < diam f(Gs- (21)) < (3)

g(w):= f'(w), weB,

auf den Abschluff B. Hierzu bendtigt man den Stetigkeitsmodul der Jor-
dankurve I' im folgenden Sinne: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 6 = d(g) > 0,
so daB fiir je zwei aufeinanderfolgende Punkte z; = 3(t;) € I, j = 1,2,
mit t; <t und |21 — 29| < d(e) die Abschiitzung

diam [ty 1] := sup |B(m1) — B(m)| < e (4)
hi<rTi<rm2<ila

giiltig ist. - -
3. Danun f = f(z) auf 2 und g = g(w) auf ganz B stetig fortsetzbar sind,

ist die Abbildung f : 2 — B topologisch. il
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Satz 2. (Analytisches Randverhalten)

Sei z = g(w) : B — (2 eine konforme Abbildung auf das Jordangebiet 2 C C,
welche topologisch gemdf g : B — 12 erweitert werden kann. Im Punkt z, =
g(wy) € I' = 902 mit wy € OB sei der Rand I' requlir und analytisch. Dann
gibt es eine konvergente Potenzreihe

el
Z ap(w — wy)* fiir alle weC mit |w—w|<e
k=0

mit den Koeffizienten ar. € C, k € Ny, und a; # 0 bei hinreichend kleinem
>0, so daff die Darstellung

o0
glw) = Z ap(w — wy)* fir alle we B mit |w—w|<e (5)
k=0

erfillt ist. Also kann g = g(w) im Punkt wy € 0B analytisch iiber den Rand
OB erweitert werden.

Beweis:

1. Da z; = g(wy) = f(t;) € I' ein reguldrer und analytischer Randpunkt
von I' ist, gilt

oo

1 5 ;
B(t) =Zkiﬁ“‘](tl)(t—t1)*‘, ti—e<t<t+e, (6)
k=0

mit 8'(¢;) # 0. Nun koénnen wir die konvergente Potenzreihe mit r =
(t +is) € C ins Komplexe erweitern und erhalten die Funktion
® 4
(k k i ;
h(r) =" mﬁ( Nt (r — t1) firalle reC mit |r—t|<e.
k=0

(7)
Wegen f'(t;) # 0 existiert in einer Umgebung von z, = h(t;) die holo-
morphe Umkehrabbildung k1.
2. Wir verwenden nun die Mébiustransformation

(:H" — B konform mit  £(0) = w;.
Auf die holomorphe Abbildung
T():=h"logol((), C(e€H" mit |(|<e (8)

kénnen wir das Schwarzsche Spiegelungsprinzip anwenden und erhalten
die holomorphe Funktion

Z (<), <l <e, 9)
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auf der vollen Kreisscheibe um den Nullpunkt. Nun ist auch die Funktion

hoWol (w)= Z ap(w — w )" fir alle |w—wy| <e (10)
k=0

holomorph, und wir haben sie in eine konvergente Potenzreihe um den
Punkt w; € 0B entwickelt. Aus (8) und (10) erhalten wir schliefilich

oo
glw) = Z ap(w —wy )* firalle weB mit |w—w|<e (11)
k=0
Da g : B = 2 topologisch ist, muf} in der Entwicklung (11) der Koeffizient
ay # 0 erfiillen. gl

Bemerkung: Falls der Rand I' ein Polygon ist, kann man die konforme Ab-
bildung g : B — 2 mit I' = 952 mit Hilfe der Schwarz-Christoffel-Formeln
nahezu explizit durch ein Kurvenintegral darstellen.

Satz 3. (Randpunktlemma)
Auf der Kreisscheibe
Bg(zl):z{z€C:|z—zl|<g}, z21€C, p>0,

sei die holomorphe Funktion

w = f(z) : By(z1) — B € C'(By(z1),B) (12)
derart gegeben, dafl
[f(z1)| €1—¢ mit einem & >0

erfiillt ist. Weiter sei zo € 0B,(z1) ein Randpunkt mit |f(z2)| = 1. Dann gilt
£

|f'(z2)] > P (13)

Beweis: Betrachte die Funktion
U w) =21 + (20 — 21)w, w € B,
mit
(0) =21, £1)=2, |l(w)|=|s2—2z1|=¢ fiiralle weB. (14)
Setzen wir nun wy = f(z1) € B und wy = f(22) € 8B, so verwenden wir die
Moébiustransformation

hw) = &t L~

_ w € B,
wiw — 1
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mit geeignetem 1) € [0, 27). Wir erhalten dann

h(w1) =0, h(w) =1 (15)
und berechnen
1B (wg)| = |(@yw2 — 1) =@y (w2 —wy)|  |1— [wy |7
ey = [@ywy — 1)? - [1 —wws?
1 1
< = - (16
S A= Torwal? - A= fw)? :
1 1

Sa--or -~ &
Wir betrachten nun die nullpunkttreue, holomorphe Abbildung
P(w) := ho fol(w), w € B,
der Klasse C'(B, B). Das Schwarzsche Lemma liefert
o(w)| < |w|, weB. (17)

Also folgt fiir alle r € (0,1) die Ungleichung

‘@(r) —o)|, [P - B8], 1-r _

r—1 - 1—r —1-r

und somit haben wir
|#'(1)] > 1. (18)

Die Kombination von (14), (16) und (18) liefert

1< |#(1)] = 1 (w2) F ()€ ()] < 5 | ()l

bzw.

womit die Aussage gezeigt ist. q.e.d.

Satz 4. (Lipschitz- Abschitzung)
Das C?-Jordangebiet 2 C C werde konform durch f : 2 — B abgebildet mit
der Umkehrabbildung z = g(w) : B — (2. Dann folgt

sup |g'(w)| < 400, (19)
weB

und somit ist g = g(w) Lipschitz-stetig auf B.
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Beweis: Nach dem Weierstrafischen Approximationssatz kénnen wir das Ge-
biet {2 durch Jordangebiete (2,, n € N, so approximieren, daf} deren beran-
dende analytische Jordankurven I',, = 9{2, einschliefilich ihrer Ableitungen
bis zur zweiten Ordnung fiir n — oo gegen die C*-Jordankurve I' = 902
konvergieren. Wir betrachten nun die konformen Abbildungen

Gn - B — ﬁn = Cl (F ﬁn)
mit den Umkehrabbildungen
fr ¢ Dy — B €62, B)

gemil Satz 2 fiir alle n € N, welche im Innern gleichméBig mit ihren Ab-
leitungen gegen die Funktion g € C°(B, 2) bzw. deren Umkehrfunktion f €
C%(2, B) fiir n = oo konvergieren. Nun gibt es ein festes ¢ > 0 unabhiingig
von n € N, so daB jedes Gebiet (2, in jedem Randpunkt z, € I, = 812, einen
Stiitzkreis

B,(z1) C 12, mit  z; € 2y, 22 €IB,(z)N T,

zuliBt. Weiter gibt es wegen f, — f fiir n = oo ein £ > 0 unabhéngig von
n € N, so daf} die Abschiitzung

Fa(e)] < 1FG0|+ |falet) — fe)] S 1—  firalle n>mno(e) (20)
richtig ist, wobei ng(g) derart gewiihlt wird, dafl

[fz)] <1=2e,  |fulz21) = f(z1)| <€

erfiillt sind. Nach Satz 3 folgt dann

"
E
o

| Fn(22)] 2 s

n > ngle),
und mit we = f,,(z2) erhalten wir fiir die Umkehrabbildug
lgh(wa)| < 5 fiiralle wy € 9B und 1 >no(e). (21)
Das Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen liefert
suplg, (w)] < 5. n2me), (22)
und fiir n = oo erhalten wir schliefilich mit

sup|g'(w)| < +oc (23)
B

die Behauptung. q.e.d.
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Bemerkungen:

1. Sei z; = f(t1) € I" ein beliebiger Randpunkt. Ohne Einschrinkung neh-
men wir £; = 0 € R und z; = 0 € C an. Wir betrachten dann die
Abbildung

h(r) = h(t +is) := B(t) + isB'(t1), [r—t] <&, (24)

und berechnen

d

= h(t1) = % {hf(tl) % z'.hs(tl)} = % {ﬁ’(tl) +i7‘,-’3’(t1)} =

Gehen wir nun von z = h(r) zur Umkehrabbildung r = h~1(z) iiber, so

folgt

a
8__h (Zl)z

Wir schiitzen jetzt wir folgt ab:

=

|—!_1 z}—gh_l(zl < eilz— 21| = alz]

= c1|h(r)| € erea|r| = crea|h™1(2)]

fiir alle z € C mit |z — 2| < £. Hierbei sind ¢, ¢ € (0, +00) zwei positive
Konstanten, und wir haben h,h~! € C! bei Anwendung des Mittelwert-
satzes im R® benutzt. Also ist die Funktion h~! = h~!(z) pseudoholo-
morph, nimlich

ai_h‘l(

Z

)| < ezlh~1(2)], |z — 21| <e. (25)

Wie im Beweis von Satz 2 setzen wir nun in A~! = h~!(z) die holomorphe
Funktion g o £(¢), ¢ € H™, |¢| < &, ein und erhalten mit

B(Q)=htogol((), CeH', [l<e (26)

eine pseudoholomorphe Funktion. Wegen Satz 4 gilt ndmlich

_ 7] = i 0 -1 e
|sr%(c>|—‘azh |gof[c,(go€)c+ 20790

C3C4C5

I

IA

h—logoao\

= (304Cy |!P’(C) |
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fiir alle ¢ € H™, |¢| < e. Mit Hilfe der Integraldarstellung aus Satz 1 in
§ 5 konnen wir fiir die pseudoholomorphe Funktion ¥ = %(¢) mit reellen
Werten auf (—¢, +¢) leicht ein Spiegelungsprinzip herleiten und erhalten
die pseudoholomorphe Funktion

d
d—E!T’(C)

<P, Id<e (27)

Auf diese wenden wir nun das Ahnlichkeitsprinzip von Bers und Vekua
an und erhalten fiir ¢ und dann auch fiir ¢ asymptotische Entwicklungen
auf dem Rand 8B. Die dabei auftretenden Funktionen gehéren aber im
allgemeinen nicht mehr zur Regularitiitsklasse C'.

2. Wir wollen nun zeigen, dafl g € C'(B, C) gilt und deren Ableitung g¢'(w) :
B — C\ {0} einer Holderbedingung zu jedem Exponenten a € (0,1)
geniigt.

Wir benétigen die folgende Aussage, die wir mit der Theorie harmonischer
Funktionen aus Kapitel V beweisen wollen.

Hilfssatz 1. (Hardy, Littlewood)
Die holomorphe Funktion G(w) = z(w) + iy(w) € C'(B) erfiille

%y(e“) <l<+4oo  firale teR. (28)

Dann gibt es eine Konstante L = L(I) € (0, 400), so dafl
|G'(w)| < L firalle weB (29)
richtig ist.
Beweis: Wir betrachten die Jordankurve
V= {(cost,sint,y(e“)) ER : 0<iL 2?r}.
Sie erlaubt wegen (28) in jedem Punkt
(uo,v0,¥y0) = (uo, vo,y(uo,v0)) € I'

eine untere und obere Stiitzebene

yE (u,v) == yo + o (u — up) + 8% (v — ), (u,v) € B2, (30)

ganz auf einer Seite von ['. Fiir ihr Steigungsmafl gibt es eine Konstante
L = L(l) € (0, 4+00), so daB fiir die reellen Koeffizienten a*, 3+ die Bedingung

(@)? + (B%)* < L (31)

erfiillt ist. Aufgrund des Maximumprinzips fiir harmonische Funktionen haben
wir
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Yy (u,v) < y(u,v) <y (u,v) fiir alle (u,v) € B,

(32)
y~ (uo,v0) = yo = ¥ (uo, vo).
Somit folgt
‘ 'w”) § L firale teR (33)

und mit (28) die Unglelchmlg

lyo(w) < L fiir alle w € &B. (34)
Das Maximumprinzip fiir die holomorphe Funktion y,, liefert

[y (w)] < L fir alle w € B. (35)

Beachten wir nun noch die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir
die Funktion G(w) = x(w) + iy(w), w € B, so erhalten wir die Abschiitzung
(29).

q.e.d.

Satz 5. (C'"''-Regularitiit)
Sei g: B — 12 eine konforme Abbildung auf das CQ-JU';duugeInjt_ﬁ C C mit
der berandenden C?-Jordankurve I' = 82. Dann folgt g € C*(B,2) und
g'(w) #0 fiir alle w € B.
Weiter gibt es eine Lipschitzkonstante L = L(g) € (0, +oc), so dafl
lg' (w1) — g'(ws)| < Ljwy — wo fiir alle  wy,ws € B
erfiillt ist.

Beweis: Wie im Beweis von Satz 4 approximieren wir g : B — 12 gleichmiiBig
in B durch konforme Abbildungen g, : B = 2,,, n=1,2,..., mit

sup |gn (w)| < ey, n € N.
B

Setzen wir
Gn(w) :=log g, (w) = log|g, (w)| +iargg),(w), weB, neN, (36)
so ist offenbar

lim G,(0) = hm log g.,(0) =logg'(0) € C (37)

=+

richtig. Wir haben nun noch

sup |G, (w)| < e, neN, (38)
weR
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nachzuweisen. Hierzu assoziieren wir mit der Abbildung g, = g, (w) die Gauf-
sche Metrik

ds? = E,(w) (du® + dv?) = g/, (w)|* (du® + dv?). (39)

Fiir die geodétische Kriimmung x,, der Randkurve I, = 02, entnehmen wir
einer Vorlesung iiber Differentialgeometrie (z.B. [BL]) die Formel

82 log \/E?,_(T cost,rsint) ‘ = kpv/ Ey(cost,sint) — 1, teR (40)
T re=]

Die Abbildung G, (w) = z,(w) +iy,(w), w € B, aus (36) erfiillt dann wegen
(40) und Satz 4 die Abschiitzung

< és fiiralle teR neN (41)

=1

6_ S, ;-
’5377:(7'6 )

mit einer Konstante é;. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen lie-
fern

d' n(e”)

Ey < é; firalle teR, nel (42)

Mit Hilfssatz 1 erhalten wir somit die Abschitzung (38).

Die Funktionenfolge {G, },—1,2,... ist also gleichgradig stetig und gleichméfig
beschriankt. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli kénnen wir iibergehen zu ei-
ner auf B gleichméBig konvergenten Teilfolge {G ), }x=1.2.... und erhalten die
stetige Funktion
G(w) :== lim G, (w), w € B.
k—oo

Nun haben wir
G(w) = lim Gy, (w) = lim logg, (w)=Ilogg'(w), w € B,
k—o0 k—roo ‘

Also ist
P(w) = logg'(w), w € B,

stetig auf B fortsetzbar, und wir erhalten die Stetigkeit von ¢'(w) : B —
C\ i[}} Da die Funktionen {G, },—1.2,... gemeinsam einer Lipschitzbedingung
in B geniigen, bleibt dieses auch fiir die Grenzfunktion G = G(w) bzw. fiir
g =g(w), w € B, richtig. G,
Bemerkung: Um die Aussage g € C*?(B) zu erhalten, mufl man hhere Regu-
laritit der Randkurve I' = {2 voraussetzen.
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Potentialtheorie und Kugelfunktionen

§1 Die Poissonsche Differentialgleichung im R"

Die Lésungen von 2-dimensionalen Differentialgleichungen kann man hiufig
als Integraldarstellungen iiber die Kreislinie S* erhalten. Als Beispiel sei
nur die Cauchysche Integralformel genannt. Entsprechend werden bei n-
dimensionalen Differentialgleichungen Integrale iiber die (n — 1)-dimensionale
Sphiire

sli=fe= (o) €R : @448 =1), a32

erscheinen. Wir wollen nun zuniichst den Flicheninhalt dieser Sphire S"!
bestimmen. Sei f = f(£): S" ! = R € C°(S" 1, R) gegeben, so setzen wir

N
[ 1@as= [ r©ax=3 [ du (2)
gn—1 lgl=1 =g
mit Xy, ..., Yy bezeichnen wir hierbei N € N regulire Flichenstiicke mit

dem Oberflichenelement dwe, fiir die gilt
N
s t=|J%, TinT;=05nd%;, i#j.
i=1

Wir betrachten nun eine stetige Funktion
F {:r: =rEeR" : a<r<bh € S"‘"'} - R
mit 0 < a < b < 400 und erkliren die offenen Mengen

0O, = {;r.z-rf s g B e (a,b)}‘ i=1,...,N.
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Insofern [ |f(x)|dz < 400 erfiillt ist, setzen wir
a<|x|<b

JEECLE i‘ [ 1@ da. 3)
i=1 &,

a<|z|<b
Die Flichen X; parametrisieren wir wie folgt:

i E=£@) =€({1,..0tn1): T = X; € CHTLL X)), i=1,...,N,
mit den Parametergebieten T; C R"~!. In

I:I(tﬂr):m(tla"':tn—l:‘r} ng(tl:"'!tn—IL f'ET‘J re (ﬂ':h)a

(4)
erhalten wir dann eine Parameterdarstellung der Mengen O;, ¢ = 1,...,N.
Fiir die Funktionaldeterminante dieser Abbildung berechnen wir
r&tl (t) Efl(t)
AR R o L PRI o (W T
’ r&n_ 1 (f) &f-n =1 (T) ' )
£(t) £(t)

Dabei bezeichnet A das Vektorprodukt im R". Es gilt &, A ... A&, , =
(Dy(t),...,D,(t)) mit

Dj(f):(—1)"”6(&’”"fj“l"“c"”“"""f”') e T

Btrrtut)
Wegen [£(t)] = 1 ist &(t) - &, (t) = 0 fiir alle i = 1,...,n — 1 erfiillt. Deshalb
sind die Vektoren £(t) und &, A ... A&, _, parallel, und es folgt

To(t, )y =21 | Y Dsle)2. (5)
=1

T
Setzen wir noch dwe = 2o Dy ()2 dty ...dtp_1, t € T}, so erhalten wir
j=1

/ f(z) dz
Q;

> Dj(t)2dty ...dt,_dr

4=1

[ seewypm

Tix(a,b)

b
= /?-”_ld-rff[r{) duwsg, i=1,...,N.
o X
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Summation iiber i = 1,..., N liefert schliefilich
]

/ f.a-,)d.t,—/ =1 gy / F(re) duce. (6)

a<|z|<h @

Speziell fiir Funktionen f € C°(R", R) mit f |f(x)|dz < +oc notieren wir die
Bn

/f(r}dﬂ?= 7m'r“"ld'-" f f(ré) dwe. (7)
B 0 g1

Bevor wir mit der Berechnung des Oberflicheninhalts der Sphiire S"~! fort-
fahren, wollen wir explizit eine Berechnungsvorschrift fiir das in (2) erklirte
Integral angeben. Dazu betrachten wir die folgende spezielle Parametrisierung
von S 1

Yo &=ty di=lpnan—1, f.nzzl:\/l—t% —fﬁ 13

Beziehung

t= (easts) €T = {tE]Rn_l : |f| iz 1}

Wir berechnen

% ., %aa 06y Low [ ik
atl Btl dt n
¥ 4 $ ez 2 : n—1
‘ ’ . = |’ . . Z ’\J
6£1 — 6511—1 aEn i s 1 - En—l En
atn—-l Oyt atﬂ—-] gn
/\1 et )\n—l /\n Al U /\-n—l )\n

Fiir das Oberflichenelement von X erhalten wir somit

f(t],...,tﬂ 1,+\/—)+f : ,tn_l"_\/i} dtl---dtﬂ—lr (8)

i< \/1 ¥ = =
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wobei wir abkiirzend /7. = \/ 1—13 —...—t>_, gesetzt haben.

Wir kehren nun zur Berechnung des Inhalts der (n —1)-dimensionalen Sphire

Sﬂ,—l
Wy = / dw€

§n—1

zuriick: Ist g = g(r) : (0,400) = R eine stetige Funktion und gilt fiir die
Funktion f(z) = g(|z|)

| f(2)| dz < +oc,
1"
so erhalten wir aus (7)

] 9(|z|) da = (T?""_lg(r)df') ( /_ dwa)

= 0 Hned
=wn/r“_lg('r)d?
0
Wir wihlen speziell die Funktion g(r) = e_'"z, r € (0,+00). Damit folgt
wn/ =l dﬁ-"—/ “lel® g = ] —may dry ...dx,
0 Rn
- (10)
= (/e“ dt) = V7,

denn es gilt

+oo

/ et dt

—00

e~ " rdr

0

Definition 1. Mit
400
I(z): /f ~La=btot. z€C mit Rez >0,
0

bezeichnen wir die Gammafunktion.



§1 Die Poissonsche Differentialgleichung im R" 287
Bemerkung: Es gilt
I'z+41)=2I(2) fir z€C mit Rez > 0.
Insbesondere erhilt man durch Induktion
I'in)=(n-1)! fir: n=1; 2%

Mit Hilfe der Substitution t = p2, dt = 2p dp berechnen wir

400 +00

1 g, oo 1 2
— ] = " 2™ _ T [
F(Z) / t"zZe " dt / ge, 20do
0 0
+oo +0
= 2 / e dp = / e dp = /7,
4] oo
und schlielich bemerken wir noch (man substituiere t = r?, dt = 2r dr)
400 +co oo
n B2 n—2 _—p? n—1_—g?
— ] = I = T y = s (.
F(Q) /f e dt /r e " 2rdr 2/1 e dr
0 0 0
Wir erhalten also aus (10) fiir den Inhalt der Sphére S™~!
2(r)) -
Wy = ———.
Ir'(3)

Definition 2. Sei {2 C R", n > 2, eine offene Menge, so nennen wir die
Funktion ¢ = p(z) € C*(£2,R) harmonisch in £2, falls sie der Laplaceschen
Differentialgleichung

Ap(r) = @ara (@) + oo+ Qo (2) =0 fiir alle z € 02 (12)
geniigt.

Wir wollen nun zuniichst die radialsymmetrischen harmonischen Funktionen
im R" \ {0} bestimmen. Hierzu machen wir den Ansatz

plx) = f(lz]), = eR"\{0}, (13)

mit einer Funktion f = f(r) : (0,4+0c) = R € C?*((0,+00), R). Nach Kap.I,
88 konnen wir den Laplaceoperator in n-dimensionalen Polarkoordinaten
(&,7) € S" ! x (0, +00) wie folgt zerlegen:

& n-120 1
o

At S BT

(14)
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wobei der Operator A unabhéngig von r ist. Somit ist ¢ genau dann harmo-
nisch in B" \ {0}, wenn f der gewdhnlichen Differentialgleichung
n—19f

&f.. e . ; p
52 (r) + . E(J) =0, r € (0,4+00), (15)

geniigt. Die Losungsmenge dieser gewohnlichen Differentialgleichung ist 2-
dimensional, und man priift leicht nach: Die allgemeine Losung von (15) lantet

flry=a+blogr, re(0,+00), abeR, falls n =2,
fr)=a+br*", re(0,+0), a,beR, falls n > 3.
Wir bemerken, daBl fiir Losungen f # const von (15)
Jim |f(r)] = +o0

erfiillt ist. Die radialsymmetrischen Losungen o(z) = f(|z]), z € R*\ {0}, der
Laplaceschen Differentialgleichung haben also in # = 0 eine Singularitdt. Diese
ermoglicht es uns, eine Integraldarstellung fiir die Losungen der Poissonschen
Differentialgleichung herzuleiten. Eine vergleichbare Situation hatten wir beim
Cauchyschen Integral vorgefunden.

Definition 3. Ein Gebiet G C K", das den Voraussetzungen des Gaufischen
Satzes aus Kap. I, § § geniigl, nennen wir ein Normalgebiet im R".

Definition 4. Sei G C R" ein Normalgebiet. Wir erkliren die Funktion
1
ply;x) = b logly — x| +¢(px), z,ye€G mit z=#y, n =2, (16)
beziehungsweise

ly—z> " +(y;z), x,y€G mit x#y, n>3.

(17)
Hierbei ist fiir jedes feste @ € G die Funktion (@) mit y = -.-,I;(E; x) har-
monisch in G und aus der Klasse C1(G), und es ist € C°(G x G). Dann
nennen wir p(y;r) eine Grundlisung der Laplacegleichung in G.

(4:2) 1= 75—
i) =
A (2 - n)wn

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Potentialtheorie ist der folgende

Satz 1. Im Normalgebiet G C R", n > 2, sei eine Lisungu = u(z) € C*(G)N
C'(G) der Poissonschen Differentialgleichung

Au(z) = f(x), x€G, (18)

mit der Funktion f = f(x) € C°(G) als rechte Seite gegeben. Dann gilt fiir
alle x € G die Integraldarstellung
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ol o
uw)=j(mm5§wm)—wwm53w)ww)
oG (19)

+/N%ﬂﬂﬂ@-
G
Dabei ist v : G — R" die duflere Einheitsnormale an 0G, do(y) ist das
Oberflichenelement auf G, und p(y;x) ist eine Grundlésung.

Beweis:

1. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall n > 3 durch. Sei € G ein fester
Punkt, und sei £g > 0 so klein gewihlt, dafl die Bedingung

B.(x) = {y eER :ly—=z| < E} acE
fiir alle 0 < & < g¢ erfiillt ist. Wir fithren die Polarkoordinaten
y=x+ 7€, Ee R mit [€ =1,

um den Punkt z ein und bezeichnen mit i die radiale Ableitung. Auf

das Gebiet G, := G\ B.(x) wenden wir nun dlE‘ Greensche Formel an und
erhalten fiir alle £ € (0,&q)

] fyoly:z) dy
G,

= [ (Au(y)e(y; ) —uly)Ayp(y; z) | dy
/( )

a3,
ou

=/(Mw)av%ﬂ@) Uwﬂﬁw) (20)
G,

= [ (s 05 @)~ u0) G2 i) dotw)
aa
- [ (dwngre) - uw G wsa) dotw).
OB ()

2. Unter Beachtung von (17) erhalten wir nun
8
:-EI[I]l-l— [ wly; x) o —(y) do(y) = 0. (21)
AB.(x)

Weiter berechnen wir



290 V Potentialtheorie und Kugelfunktionen

lim / u(u)?’a (y; x) do(y)

=04
8B, (z)

! 1
li s — 1-—n 1o (4
Jim u(y)wnly x| " do(y)

a8 ()

+im [ u) e o)

=0+
9Bz (x) (22)

lim / (u(y —u(x )—|J —z|" " do(y)

I

e—+0+4+
OB, (x)

+’='L ﬂ")‘_l_lsél_’_ / wigl—n di’T(y)
s n

aB(x)
= u(zx).

3. Aus (20), (21) und (22) kénnen wir nun fiir ¢ — 0+ die behauptete
Identitit

[ 1o+ [ (s 5w - o) 5 0) dot) = ute)
G

aG
fiir beliebiges x € (& folgern. q.e.d.
Satz 2. Zu gegebenem Punkt .?*_ (;1, ... ‘:?'n) € R und Radius R € (0 + o)
betrachten wir die Kugel Bp(z) := {z eR" : |z— x | < R}. Die Funktion

u=u(@1,..., o) € C*(Br(2)) N C'(Br(2))

sei eine Losung der Laplacegleichung Au(zy, . . ., xn) = 0 in Br(z). Dann gibt
es eine Potenzreihe

\‘x:.
g e — ” k - A‘.
P(zryeoesn) = E s b B S
k1, kn=0

. R .
fir xz; € C  mit |;icj|§__l—, | P L
in

mit den reellen Koeffizienten ay, ., € R firky,...,k, =0,1,2,..., welche im
angegebenen komplexen Polyzylinder absolut konvergent ist, so dafl folgendes
gilt:

[+] [+ R
w() = P(x1— Tiyenn, Tp— Ty) fir zeR* mit |z;—z; | < ——.
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Beweis:

1.

Es geniigt, die Behauptung fiir den Fall 2= 0 und R = 1 zu beweisen,
wie man mit Hilfe der Transformation Ty =T +Ry, v € B1(0), mit
T : B,(0) — Bg(x) leicht einsehen kann. AuBerdem befassen wir uns nur
mit dem Fall n > 3. Mit

N I
(2 — n)wy,

erhalten wir fiir jedes feste z € B eine Grundlosung der Laplacegleichung
in B. Satz 1 liefert die Darstellungsformel

wlyiz) == ly—z[*™",  y€B:=B0),

u@ = [ (W3 w) - o) 5o W) doly),  weB. @Y

a8

Nun ist fiir festes 2 € B und y € 9B folgendes richtig

_ 1 2
Zo(y;z) = y- Vyely;z) = S ¥ (Iy ~ 2| "V ly — -'L'l)
n

iy : (Iy —z|™"(y - I))

n

= . y-(y—x)
TR A

. Fiir beliebiges A € R, y € OB und = = (21,...,2,) € C* mit |z;] < £,

j =1....,n, betrachten wir die Grifie

ly —z|* := (Z(yj—gj)) =(1—2iyj;cj+i$?)%.

j=1 i=1
Setzen wir abkiirzend
n mn
0= —22@_1-:1:)- + fo € C,
i=l =1
so erkennen wir
g oo Ao fas] o 1 n 1
A : 2 2
ly—oP=(1+07=) (;)9’ =Y (!) ( -2 yje +Z~LJ) :
=0 =0 j=1 j=1

Es gilt néimlich

n n
lo| = ‘ -2) gz + ) %5
Jj=1 j=1

n
il + D |51
j=1

1 1 3
<2—n+——n < - i B
4n 16'!1.2ﬂ - 4 =
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3. Fiir jedes feste y € OB ist also die Funktion

; 1 :
Y(z) := |y — z|*, zp € C mit |z < e A= Licsosm;

holomorph. Wegen (25) ist somit auch

F(z,y) := 'w(y)g—f(y;w) = sa(y;w)%(y), 231 < 4
fiir jedes feste y € B holomorph im angegebenen Polyzylinder und be-
schriankt. Satz 11 aus Kap.IV, §2 iiber holomorphe Parameterintegrale
liefert nun, dafl wegen (24) die Funktion u(z) holomorph im angegebe-
nen Polyzylinder ist. Somit kann u wie angegeben in eine Potenzreihe
entwickelt werden. Da die Funktion u(z) reellwertig ist, sind auch die Ko-
effizienten ay, _j, als Koeffizienten der zugehorigen Taylorreihe reell.
g.e.d.

Satz 3. Seien € R*, R € (0, +00) und A € R mit A < n gegeben. Weiter sei
die Funktion [ = f(y1,....yn) in einer offenen Umgebung U C C", fiir die
U>DD BH(:?:) gelte, holomorph. Dann ist die Funktion

F(z1,... o) = / %d‘y, x € Bg(x), (26)
Br()

um den Punkt z lokal in eine konvergente Potenzreihe entwickelbar,
Beweis: Durch Anwendung der Transformation
Ty:=z +Ry,  y€ Bi(0),

kdnnen wir unsere Betrachtungen auf den Fall 2= 0, R = 1 einschréinken. Wir
untersuchen also das singulire Integral

Flesvaysn)is= f |yf_(y;3|)\ dy, x € B := By(0).
lyl<1

7Zu festem x € B betrachten wir die Variablentransformation von E. E. Levi

y=z+o0l-z)=(l-gx+0f, 0<e<l, [{=1

gﬂ-:gﬂ-(gie'--ggn—l):i 1_25?'

i=1

Die so erklirte Abbildung (&, ....&y—1, 8) — y ist bijektiv, und es gilt
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oy Yn En
& o0& 0 _QE
8(3}1:"'11?&) - -
d(&15---1&n-1,0) Oy Oyn -
agu—l 8511—1 0 o = ?
0 Ayn
&1
1 0 5L
&n
- Qn—l
Erl—l
0 g 1 M LE e
&n
gl o R {n—l — Ip-1 g'n — In

n—1

(Zez

1 o ;L"é) + &n (Eu = 3711})

n—1

5 '(1—Z§.,-w-s) A0 fir |¢g=1,
a1l i=1

Die Transformationsformel fiir mehrfache Integrale liefert nun

i) = / f(y)

ly— >
ly|<1

dy

|‘:1n|

/ / = °A|5 = J"_|;) o (1 - Z'fk:ﬂk) ey .

0 g+.4&_ <1

k=1
£n(€rysbn_1)>0
1
: ssarlf n 1
+/ / I I):]EQ(_ZPI a4 ( Zgﬁ r;b) ¢, ...
0

G442 <1
€n(£1»---.§n—1)<0

0

|€]=1

lz| < 1.

. d&ﬂ— 1 d@

d&ﬂ -1 d?
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Wie im Beweis von Satz 2 entwickelt man die Funktion |£ —z|* in eine konver-
gente Potenzreihe und stellt mit Hilfe von Satz 11 aus Kap.IV, §2 fest, dafl
die Funktion F'(x) in einer Umgebung des Punktes z = 0 in eine Potenzreihe
entwickelbar ist.

q.e.d.
Definition 5. Fine Funktion ¢ = @(z1,....2,) : 2 = R auf der offenen
Menge 2 C R" nennen wir reellanalytisch in 2, wenn es fir jeden Punkt

T= (:cl,....;?rn) € 12 eine fiir hinreichend kleines ¢ = 5(:(5') > 0 konvergente

oo
p k i
Plaigsain) = %, iy g el
Bk, =0
fiir z;€eC mit |z]|<e, j=1,...,n,

mit den reellen Koeffizienten ag, ., € R fir kv,... .k, = 0,1,2,... so gibt,
daf die Identitit

(P(I]_,...,.Tn)=p(.'3’.'1—.'??1.,...,.'1’:n—.'}}.'n), |J"_.if_§;j|£‘€: j:]-'.'---sn:
erfiillt ist.
Satz 4. (Analytizititstheorem fiir die Poissongleichung)
In der offenen Menge 2 C R", n > 2, sei die reellanalytische Funktion f =
fla1,...,xy) : 2 = R gegeben. Ferner sei u = u(xy,...,z,) € C*(02) eine
Ldasung der Poissonschen Differentialgleichung

Auli, e Tn) = F@150520); (Binaen) €

Dann ist u(x) reellanalytisch in (2.

Beweis: Sei 7 € 2 und BR(:?:) CC {2, so stellen wir mit Hilfe von Satz 1 die
Losung u durch die Grundlosung ¢ dar als

u(z) = ] (u-(y)g—f(y;m)—w(y;m)g—j{y))da{yw / lyi2) f(y) dy

o o

mit x € BR(.'?:). Nach Satz 2 stellt das erste Integral auf der rechten Seite
eine um den Punkt 7 reellanalytische Funktion dar. Satz 3 zeigt, dafl auch

das zweite Integral eine um den Punkt & reellanalytische Funktion liefert.
q.e.d.

§2 Die Poissonsche Integralformel mit ihren
Folgerungen

In Satz 1 aus §1 haben wir mittels der Grundlosung ¢(y: @) eine Integraldar-
stellung fiir die Losungen der Poissongleichung in einem Normalgebiet G ge-
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wonnen. Besonders einfach wird diese Darstellungsformel, wenn ¢(.; z) auf 9G
verschwindet. Dieses motiviert die folgende

Definition 1. In einem Normalgebiet G C R" sei eine Grundlisung ¢ =
w(y;x) gegeben. Diese nennen wir Greensche Funktion fiir das Gebiet G, falls
fiir alle x € G die Randbedingung

ply;z) =0 fiir alle y € 0G (1)
erfiillt ist.
Satz 1. Fiir die Hyperkugel Bg := {y € R" : |y| < R} mit R € (0, +oc) und
n > 2 haben wir die folgende Greensche Funktion:

p(y:2) = o log | —2)

o B R —my | y € Br, =€ Bp, 2)

im Falle n = 2 und

r\" 2
ply;z) = : ( : = (TT) n—Z)

(2 —n)wn \ ly — z[?2 [ A2

Y~ e

(3)

1 1 R
T 2-n)wn (Iy -2 2 (R _2R%(z-y) + |;s|2|y|2)%)
fiir y € Br, © € By im Falle n > 3.
Beweis:
1. Wir betrachten zunéichst den Fall n = 2, Fiir festes x € By, ist
Rly—z) Ry—-Rz
R? -7y —Ty+ R¥

eine Mobiustransformation mit der nichtsinguliren Koeffizientenmatrix

R —Rz R —Rx ; ’
(_T 32) ,  det (_T R?) = R(R* - |z|*) > 0.

Weiter gilt

fly) = yeC,

R? - Rz R? — Rz
IF(R)] = ~ZR + R2 R? — Rx .
~R? - Rz R? + Rz
| ) BT + R? R? + Rx
FR)| = iR®—Rx | _ |iR*- Rz R? +iRx
VT |~iRT+ R?2| T |R?2+ iR R? +iRx ¥

£(0) = —% € By.
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Somit folgt

fly)=1 fiiralle ye€dBg
und dann
R(y — )
R —
fiir alle y € OBg und alle z € Bp. Schheﬁll(th l.:emerken wir noch

=0

1
wly; o) = —10 ‘

) — y—z | _ 1. o 1. |5 T
so(y;-t')—%l |R_%y = p-logly—2|—5_log|R Ry|
T R?
= _10g|%’—$|——101-, —E(%’—T)‘
o 1 T
= 2—](1g|J—.1| log‘ Wr —Elug|§‘

1
= %log|y—$|+¢(y;x), y € B, € Bgp\{0}.

Die Funktion (-;2) ist als Realteil einer holomorphen Funktion harmo-
nisch in Bp.
2. Wir betrachten nun den Fall n > 3 und machen den folgenden Ansatz:

() : ! K i
H ) = — - . e, - 1 2 ’ y .
o 2-n)w, \ly—z|" 2 |y—Az|n2)’ Y 1

mit festem x € By und noch zu fixierenden Konstanten K und A. Zuniichst
bemerken wir, daf§ die Funktion

1 K
{2 T ﬂ')w-n. |?)‘ =: A:].'|"'}_2

Py; z) == —
harmonisch in y € Bp ist, falls Az € Bp. Die Bedingung ¢(y;2) = 0 fiir
alle y € 9Bp ist genau dann erfiillt, wenn

1 _ K
PEr i v

beziehungsweise
Kwaly—z? =|y—Az> fiiralle ye dBg
richtig ist. Wegen |y| = R 1d8t sich das weiter umformen zu
K% (R® - 2(y - ) + |z[*) = R? = 2\(y - z) + A|z[?

und schliellich zu
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RZ(Kﬁ-a . 1) — 2z -y) (K»—ff N A) £ |:1:|2(K'%5 N /\2) =g,
Setzen wir nun A := Kﬁ, so erhalten wir
0=R*A=1)+|z2(A = 2?) = () — ){R? — \|z|*}.

Dader Fal A =1, K =1 und somit p = U als tIiwial nicht in Frage
(1%) . Nun erhalten

kommt, wihlen wir A := (]%) und K =
wir mif

i g (£)11—2
E3] .
ey x) = ( = ‘ .,1_.2), y € Bp,

2 — n)w, 2 — e|B=2 Sn2
( n)wn |y 'L| {y_ (]%) #

fiir # € Bg \ {0} die Greensche Funktion fiir das Gebiet Bg. Wegen

fid

Tel B R B ( R? )‘
2 - P e 21412 — 2, 4
‘y - o ‘Iﬂ*ly iy |z|?|y|* — 2R*(z - y) + R

folgt fiir diese noch

99(?,-‘”1") o 1 ( 1 _ Rn— )
T (2= n)wn \ |y — 2|2 (lz[2|y|2 — 2R?(z - y) + RY) "=
fiir alle y € Bg und & € Bpg. q.e.d.

Satz 2. (Poissonsche Integralformel)

In der Kugel B := {y € R" : |y| < R} vom Radius R € (0,+oc) im R*,
n > 2, lose die Funktion v = u(z) = u(ry,..,x,) € C2(Bg) N C°(Bg) die
Poissonsche Differentialgleichung

Au(z) = f(z), x € Bp,

mit der rechten Seite f = f(z) € C°(Bg). Dann gilt fir alle + € By die
Poissonsche Integraldarstellung

a2 2
RM ITL ||uf u(y) do(y) + / oly;o)f(y)dy.  (4)

lyl=R ly|<R

u(z) =

Dabei ist ¢ = @(y;x) die in Satz 1 angegebene Greensche Funktion.

Beweis:

1. Wir setzen zunichst u € C?(Bg) voraus. Dann liefert Satz 1 aus §1 die
Identitét



298 V Potentialtheorie und Kugelfunktionen

u(z) = / u(y)g—f(y;w)dﬂ(y)wL j oly:z)fy)dy,  « € Bg.

lu|=R ly|l=h

Wir beschrianken uns zunéichst auf den Fall n > 3. Nach Satz 1 haben wir
als Greensche Funktion

1 -1 - 2—n N7
elyix) = W(w z>~" — K|y — Az|? )s Yy € Br, © € Bp,

2 n—2
mit A := (E) und K = (ﬁ) =X
|| ||

Ist nun « € By fest und y € 0B8R beliebig, so berechnen wir

O e v B e w
P Wn) = 5 Viely;2)
1 1— n‘;"
= =\
—y- (Iy | Iy—«rl

1 i~ .y —Ax
= o = o)
Rwp” \ |y —z|" ly — Az|"

Diese Formel bleibt auch fiir n = 2 richtig, wobei dann K = 1 erfiillt ist.
Wir beachten noch

1-n ¥ — Az
— Kly — Az = A.z:|)

ly — Az]* = R* — 2\(z - y) + N[«

R? R?
—p2 _ i
=R 2|-.r:|2 (z-y) + BE

R2
- ||

(I.:z:|2 -2z -y) + Rg) =Ny — =z

beziehungsweise
ly — Azl = A% |y —a|".

Es folgt schliefilich

—q ('y— ;E—K/\_%(y = Afﬂ))

=y ((1 A ER)y - (1- I(A__“'Zﬁ);n)

2 <19 2
=%(V%) = %(1 |fz|z)

I ] i

= W P fiir alle y € @dBg und =z € Bp.
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Wir erhalten somit die Poissonsche Integraldarstellung

T ;
u(z) :# / Mu(g})dﬂ(y)ﬁ- / wly; x) f(y) dy, x € Bp.

ly — ="
lul=R ly|<R

2. Ist nun w € C?(Br) N C°(Bpg), so gilt nach Teil 1 des Beweises fiir alle
0 € (0, R) die Identitit

8 a2
u(ﬂ?)=L / uuw)do(yH ] oly;z, 0)f(y) dy

own ly — x|
lul=e lyl<e

wobei p(y; , 0) die Greensche Funktion fiir B, bezeichnet. Fiir p — R—
erhalten wir dann

o L ] J
ue)= o [ 'ﬂ,_ﬂ'j,,'_ u)dol) + [ plusmR)dy,
lyl=R ly<R

fiir alle x € Bp. q.e.d.

Bemerkungen:

1. Im Spezialfall n = 2 und f = O erhalten wirfiir 0 < p < Rund 0 < < 27

2
e 1 R? — p? ,
u(pcosd, psind}) = B / RZ —90R cos(f— Nt u(R cos A, Rsin A) dA.
0

2. Wir nennen

1yl — = =
P(z,y,R) i= =—— —, y € Bg, =z € Bg,
(z,y,R) T —— Yy € Bg R
den Poissonschen Kern.
3. Spiter werden wir das Randverhalten des Poissonschen Integrals untersu-
chen.

Satz 3. In einem Gebiet G C R" sei eine Lisung u = u(z) € C*(G) der
Poissonschen Differentialgleichung Au(z) = f(x), x € G, gegeben. Dann gilt
fiir jede Kugel Br(a) CC G die Identitit

1 1 R o
u(@) = 5 = f u() do(z) = 5 f[ log (m)m) dz  (5)

|z—a|=R |z—a|<R

im Falle n = 2 bzw.
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ufa) = RT}IT / u(z) do(z)

M (6)
|lz—al<R

im Falle n > 3.

Beweis: Durch eine Translation kénnen wir @ = 0 erreichen. Wir betrachten
dann die Greensche Funktion

1 Yy 1 R =
oy: =—1r-_|=- log =~ ¢ B, =2,
Y(yo) 2 0g B 27 UE} ]yJ 1 Yy R 7 ?
bezichungsweise
1 i 1 s
wly:0) = — — — — 1, € By, > 3.
Plw:0) (n — 2)wy, (|y|“‘2 R”_Z) . ¥

Die Poissonsche Integralformel liefert nun
1 1 R
w0 =g [ wdow) — 5 [[ 10810 dy
ly|=R lv<R
im Falle n = 2 und
1 1 1 1

0 = gy [ e - [ (- ) S0

lyl=R lu|<R

im Falle n > 3. q.e.d.

Folgerung: Fiir harmonische Funktionen u gilt die Mittelwerteigenschaft

=l BT 0] @)

[y—al=R

u(a)

falls Bp(a) CC G erfiillt ist.

Satz 4. (Harnacksche Ungleichung)
Die Funktion u(x) € C*(Bg) sei in der Kugel Bp = {y € R* : |y| < R} mit
R € (0,+0c) harmonisch, und es gelte u(x) > 0 fir alle v € Bg. Dann folgt

1-— l=| 1+ jEal
Rn_l u(0) < u(zx) < ——LE_——u(0) fiir alle = € Bg. (8)
L] L]
(1 TR ) (1 R )
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Beweis: Wir nehmen zuniichst « € C?(Bg) an und kénnen dann durch
Grenziibergang die Ungleichung auch fiir Funktionen u € C?(Bpg) beweisen.
Satz 2 entnehmen wir

u@)= [ PlyRu@doG), =B
lyi=R

Fiir beliebige y € R"™ mit |y| = R und x € By ist die folgende Ungleichung
erfiillt:

lyl> —1=> _ lyl> —|=® _ lyf* = |z
R+ )" = ly—a* = (R—JaD"
Multiplizieren wir diese Ungleichung mit W“( y) und integrieren anschlie-

fend iiber dBp, so folgt

1 R®— |z
Ry (R + Ja])"

R — [of?

/ u(y)do(y) <u(z) < Ron (R—|2])" / u(y) do(y).

ly|=R ly|=F

Die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen ausnutzend erhalten wir
nun

3 _ | 8 _
R" ‘27(1; 5 |i i|)n u(0) < u(r) < R" 27(}? ]|Ji| u(0)
x|)
beziehungsweise
;- |;|2.v 1— |2

i u(0) < u(x) < R - u(0), x € Bp.

R

Satz 5. (Liouvillescher Satz fiir harmonische Flm_ktionen)

Sei u(x) : R" — R eine harmonische Funktion, welche u(x) < M fiir alle
x € R™ mit einer Konstanten M € R erfillt. Dann folgt uw(x) = const,
zeR".

q.e.d.

Beweis: Wir betrachten die harmonische Funktion v(z) := M —u(x), x € R",
und stellen v(z) > 0 fiir alle z € R" fest. Die Harnacksche Ungleichung liefert
somit

~v(0), z€Br, R>0.
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Fiir R — +oo erhalten wir v(z) = v(0) fiir alle + € R" und damit

- — T
u(z) =const, z € R*. q.e.d.

Von fundamentaler Bedeutung fiir das folgende ist die

Definition 2. Sei G C R" ein Gebiet und v = u(x) = u(xy,...,z,) : G =
R € C°(G) eine stetige Funktion. Wir nennen u schwachharmonisch (super-
harmonisch, subharmonisch), falls

1

ula) = ( =,
@ = (2 <)

[

)

/u(:ﬂ)do’(:ﬂ) = W’i /u(n+r§)drr(£)

|e—a|=r |€]=1

fiir alle a € G und r € (0,9(a)) mit einem gewissen ¥(a) € (0, dist(a, R* \ G)]
richtig ist.

Bemerkungen:

1. Eine Funktion u : G = R € C°(G) ist superharmonisch genau dann, wenn
—u subharmonisch ist.

2. Eine Funktion ist schwachharmonisch genau dann, wenn sie sowohl super-
harmonisch als auch subharmonisch ist.

3. Eine schwachharmonische Funktion wird durch die Mittelwerteigenschaft
charakterisiert und sollte nicht verwechselt werden mit gewissen schwa-
chen Losungen der Laplacegleichung im Sobolevranm, welche i.a. nicht
einmal stetige Funktionen darstellen.

4. Sind u,v : G — R superharmonische Funktionen und a € [0, +oc), so sind
auch die stetigen Funktionen

wy (z) == au(z),
wy(x) = ulz) +v(z),
wy(z) := min{u(x), v(z)}, red,

superharmonisch. Fiir w;, und ws ist die Aussage klar. Sei a € G und
r € (0,9(a)), so folgt

wi“ / wz(a+rf)do(§) = i / min{n(a +ré),v(a + T‘ﬁ)} da(f)

l€1=1 |€l=1

n n

[gl=1 €]=1

< min {wi /u{a + 7€) do(§), Ji fv(a +ré) drf[{)}

< min{u(a),v(a)} = ws(a).
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5. Sind u,v : G — R subharmonisch und e € [0, +00), so sind auch
wy (x) := au(x),
wa(x) = u(x) + v(x),
ws(z) := max{u(z),v(z)}, z € G,
subharmonische Funktionen in G.

Satz 6. In einem Gebiet G C R sei eine Funktion u = u(z) € C*(G) ge-
geben. Dann ist diese zweimal stetig differenzierbare Funktion genau dann
schwachharmonisch (superharmonisch, subharmonisch) in G, wenn

Au(z) =0(<0, >0) fiir alle z € G
richtig ist.

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall n > 3 durch. Sei f(x) :=
Au(z), z € G, erklirt, so folgt f € C(G). Fiir alle a € G und alle 7 € (0,9(a))
erhalten wir aus Satz 3 die Identitét

u(a):ﬁ / u(z) do(x)
|z —al=r
1 -—ag_n—rﬁ_“ S b
" (n=2)wn f (lz —al )f(x) de.

|e—al<r
Setzen wir
1 g 9
x(a,r) := ~ 2w / (|Jz — a|>~™ — r27%) f(z) dz,
" la—al<r

so folgt offenbar: u ist genau dann schwachharmonisch (superharmonisch, sub-
harmonisch), wenn

x(a,7) =0 (>0, <0) fir alle a€ G, r€(0,%(a))

gilt. Beachten wir schliefflich noch |& — a|>~™ — 2= > 0 fiir alle # € G mit
|z — a| < r, so erhalten wir die Behauptung. el
Satz 7. (Maximum- und Minimumprinzip)

Eine itm Gebiet G C R" superharmonische (subharmonische) Funktion u =
u(z) : G — R nehme in einem Punkt z € G ihr globales Minimum (Mazimum,)
an, d.h. es gilt

u(z) > u(?) (u[;r) = u(:?:}) fiir alle x € G.

Dann folgt

u(z) = const in G.
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Beweis: Da durch u — —u subharmonische Funktionen in superharmonische
iibergehen, ist die Aussage nur fiir superharmonische Funktionen zu zeigen.
Nun nehme die superharmonische Funktion w : G — R € C%(G) ihr globales

Minimum in einem Punkt # € G an. Wir betrachten dann die nichtleere Menge
G = {.’s €G : u(z) = inf u(y) = u(.%)}
yed

welche in G abgeschlossen ist. Wir zeigen nun, dafl G* auch offen ist. Ist
némlich a € G* ein beliebiger Punkt, so haben wir

inf u(y) = u(a) > LY / ula +r&) do(€) fiir alle r € (0,9(a)). (9)
YEG Wy
|€l=1

Somit folgt u(z) = u(a) fiir alle x € R" mit |¢ — a| < J(a). Folglich ist G*
offen. Da nun G ein Gebiet ist, sieht man durch Fortsetzung lings Wegen
leicht u(z) = u(;?:} fiir alle x € (G ein, d.h. es gilt u(x) = const, ¢ € G. il
Satz 8. In einem beschrinkten Gebiet G C RB" sei die Funktion u : G —
R € C%G) superharmonisch (subharmonisch). Weiter sei fiir alle Punktfolgen
{®} i1 2. C G mit klipclc %) =z € OG die Eigenschaft

liminf u(z®) > M ( lim sup u(z*) < M)
k—co k—oo

mit einer Konstante M € R erfillt. Dann folgt
u(z) > M (u(r) & II,I) fir alle = € G.

Beweis: Es geniigt, superharmonische Funktionen u : G — R zu betrach-
ten. Wire dann die Behauptung w(z) > M fiir alle # € G falsch, so gibt
es ein £ € G mit p := u(f) < M. Wir konstruieren nun eine Folge von
zusammenhingenden, kompakten Teilmengen von G, welche G ausschépfen,
d.h. @; 1 G fiir j — oo, und fiir die gilt

E€eO,COB:C...

In jedem Kompaktum ©; nimmt nach Satz 7 die superharmonische Funktion
w ihr Minimum in einem Randpunkt y'/) € 0; an, so da$ gilt

@) <u@=p fir j=1,2,...

Wihlen wir nun aus der Folge {y"/};—12... C G eine konvergente Teil-
folge {e®}p_10.. C {y9}j=10... aus, so erhalten wir damit eine Folge
{.‘I.'[M};,-:],z_,,, C G mit

lim ) =2 € 8G  und lim inf u(z®)) < u < M.
k—co

k—o0
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Dieses widerspricht aber der Voraussetzung
liminfu(.'.i;{k)) > M fiir alle {x(k)}g.:l_g‘___ CcG mit lim ™™ €0aG.
k—ro0 ) k—o0
q.e.d.

Satz 9. Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet. Ferner seien u = u(z), v =
v(x) : G = R € C°G) zwei Funktionen, die in G schwachharmonisch sind.
Dann folgt
sup fu(z) — v(z)| < sup fu(z) — vlz).
3-‘Ea aedG
Beweis: Die Funktion w(z) := u(z) —v(z), v € G, ist stetig in G und schwach-
P
€

harmonisch in G. Setzen wir M := sup |u(z) — v(x)|, so folgt aus Satz 8
zED

—M <w(zx) <M fiir alle z € G.
Dieses liefert die angegebene Ungleichung. q.e.d.
Satz 10. Sei G C R" ein beschrinktes Normalgebiet. Dann ist die Greensche
Funktion oq(y;x) fir das Gebiet eindeutig bestimmt, und es gilt
waly;x) <0 fiir alle y € G und festes x € G. (10)
Beweis: (nur fiir n > 3)

1. Seien die zwei Greenschen Funktionen

ly—z> " +;(y;z), y€G, zeG; j=1,2,
- n)wn

pily;z) = e
gegeben. Dann folgt 0 = ¢ (y: ) = wa(y; x) fiir y € OG, x € G und somit
Yi(y;z) = a(y;x), y€0G, zel.

Nach Satz 9 gilt nun ) (y; ) = 2 (y; x), also auch
Y1 = pa, yelG, zed.

2. Ist nun

v z) = ———I|y — x> " + ¥(y; ), y €@,
(2 —n)wn
die Greensche Funktion fiir das Gebiet G zu festem x € G. Dann
ist x(y) := @ly;2) : G\ {r} — R harmonisch. Fiir beliebige Folgen
{y*}=12... C G' == G\ {z} mit lim y* € G = G U {z} gilt
nun fvoo
limsup y(y'*)) < 0.
k—roo
Satz 8 liefert somit x(y) < 0 fiir alle y € G', und aus Satz 7 folgt dann

(10). q.e.d.

Bemerkung: Die Frage nach der Existenz einer Greenschen Funktion fiir be-
liebige Gebiete G bleibt offen.
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§3 Das Dirichletproblem fiir die Laplacegleichung im R"

In diesem Paragraphen sei immer G C R" ein beschrianktes Gebiet, und f =
f(z) : G = R € C°(OG) bezeichne eine stetige Funktion auf dessen Rand
dG. Unser Interesse gilt dem folgenden Dirichletschen Randwertproblem fiir
die Laplacegleichung
u = u(z) € C32(G)NC°(G),
Au(z) =0 fiir alle = € G, (1)
u(x) = f(x) fiir alle =z € 9G.
Satz 1. (Eindeutigkeitssatz)
Seien u(x), v(x) zwei Lisungen des Dirichletproblems (1) bei gegebenem G

und f. Dann folgt
u(z) = v(x) in G.

Beweis: Die Funktion w(z) := v(z) —u(z), = € G, gehort zur Klasse C?(G) N
C°(@) , ist insbesondere schwachharmonisch in G' und hat die Randwerte

w(z) = v(z) —u(z)
= flz)— f(z)=0 fiir alle =z € 9G.
Nach Satz 9 aus §2 folgt w(z) =0 in G bzw.

v(z) = u(z), xeG. q.e.d.

Mit Hilfe des Poissonschen Integrals kann man das Dirichletproblem auf Ku-
geln explizit 16sen.

Satz 2. Auf der Kugel Br(a) := {y € R" : |y —a| < R} mit a € R"* und
R € (0,+00) betrachten wir das Poissonsche Integral

1 y —al® — |z — al? .
u(r) = — / v |"|J — :L|_|_” | fly) do(y), & € Br(a). (2)

Dann gehort u der Regularititsklasse C?(Br(a)) N C°(Bgr(a)) an, ist harmo-
nisch in Bg(a), und es gilt

limu(z) = f(:%) fiir alle T € OBg(a). (3)
mewl;:cl(.ﬂ-)
Die angegebene Funktion u lost also das Dirichletproblem (1) auf der Kugel
G = Bgla) bei gegebener stetiger Randfunktion f: 0Bgr(a) = R.
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Beweis:

1. Wir betrachten zunichst den Fall @ = 0, R = 1 und setzen B := B,(0) C
R™. Dann erhalten wir die Funktion

N o ]
== [ M rga) = [ Punswaw, e,

Wn |'y o
|ly|=1 ly|=1
(4)

mit dem Poissonschen Kern

1~ fef?

P(y;z) := .
(y;x) on =z

y € 0B, =z € B.

2. Formel (4) entnehmen wir sofort « € C?(B). Weiter ist nach Teil 1 des
Beweises von Satz 2 aus § 2 die Identitiit

2

1 |y|? = |
LWElel 8 sy

Pl = T —mF (5)
=y-Vyply;z), y€IB, z€DB,

erfiillt. Hierbei ist ¢(y; ) die in § 2, Satz 1 angegebene Greensche Funktion
fiir die Einheitskugel B. Wir bemerken, daf ¢ symmetrisch ist, d.h.

p(z;y) = p(y;x)  fiiralle z,y€ B mit z#y. (6)

Weiter gilt

=

A P(yiz) =y Vy(Aeplyin)) =0, w€B, yedB. (1)

Somit erhalten wir

Au(z) = f A, P(y;2)f(y)do(y) =0  firalle z€ B. (8)

ly|=1

3. Wenden wir Satz 2 aus §2 auf die harmonische Funktion v(x) = 1 fiir
x € B an, so erhalten wir

1 [ |y = _
[ / H lda(y) = [ Py;z)do(y) fiir alle z € B.
lul=1 lul=1

(9)
Weiter ist P(y;z) > 0 fiir alle y € OB und alle 2z € B erfiillt.

4. Wir zeigen nun, daf} fiir alle &€ OB die Beziehung
limu(z) = f(x)

r—I
zEB
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richtig ist. Zunéchst gilt fiir alle x € B

ue) - 13 =~ [ WZBL () - 53y oty

Wp |y'_ fVl
[y|=1
1 / |yl = |« o
= — = L f(y) - f(x)) do
— 8l (@) - 1@) doty) o
yean
ly—2|>24
L[ Pl i
+; j Ly_—:rln(f(?}) = f(-’"’)) do(y).
yedB
ly—i|<26

Da f stetig im Punkt & ist, gibt es zu vorgegebenem £ > (O ein d = () > 0,

so daB |f(y) — f(z)| < e fiir alle y € OB mit |y— | < 26 richtig ist. Somit
folgt

L[ W ) - @) aow

Wn ly — z|"
yeil
ly—i|<26
1 ly* — |z °
< — [ B - s@|awm @
W ly — |
yeEIR
[y—2|<26

<z fiir alle =z € B.

Falls nun # € B mit |z— T | < § gewihlt wird, gilt fiir y € OB mit
|y— .?°| > 24§ die Abschiitzung

ly—zl > ly—z|—|z-2| >20-6=4.
Damit folgt fiir alle y € OB mit |y— | > 26 und z € Bmit |z— &| <5 < 6

ly” = l=* _ (yl+ l=D)(yl = =)

|y__ wrl — an
2 o 2 0
< = (1%] = o) < 212 —al
o2
= 5”'

Setzen wir noch M := sup |[f(y)|, so kéunen wir wie folgt abschiitzen:
yedB
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wi yEL %(ﬂw —f(:?:)) do(y)

ly—|>26

1
Wy

[A

[ MEEEL ) - 56| ot
yeaB
ly—x|>28 (12)

o b P -
N / Iyl” = =7 l'ﬂ do(y)
Wn ly — x|

yedB

|ly—2[>26

2M
£

IA

falls € (0,0d) hinreichend klein gewéhlt wird. Insgesamt erhalten wir mit
Hilfe von (10), (11) und (12)

[u(z) — f(@) < 2¢ fir alle € B mit |z— .T| <. (13)

Somit folgt
limu(z) = f(z) fiir alle € OB.

T
zeDB

. Die Funktion

| O e

p) = — bl MG O T 5 Aer i e B,

ue)=o- [ Mf-wde).  aeB
lyl=1

168t das Dirichletproblem auf der Einheitskugel B. Verwenden wir nun die
Transformation

g=T¢= Ilg(f —a), § € Br(a),

so erhalten wir mit v(¢) := u(T'€), ¢ € Bgr(a), eine Losung des Dirichlet-
problems

v = 0(€) € C*(Br(a)) N C*(Br(@)),
Av(€) =0 fiir alle & € Bg(a), (14)
v(€) = g(&) fir alle ¢ € dBgr(a).
wobei wir noch g(§) := f(T€), £ € dBg(a), gesetzt haben. Fiir
n:=T'y=Ry+a, y € 0B,

gilt n € dBg(a) und do(n) = R* ' do(y). Damit berechnen wir



310 V Potentialtheorie und Kugelfunktionen

2 2
oll) = uirg = / Jol" = ITEF ¢ 1) do(y)

Wn ly — TEM
lu|=1
! [Tnf? — |T¢P
Wy / IT” = TE]?; f( 7?) Ri-1 do'(r;)
[n—al=R

1 2 2
.9 / W(M—ﬂl —|€—0~|)

= Rn_lwn };'_ﬂ|ﬂ—£|n' g('f})d{}'(!})
|p—al=R .
. n—al® — |€—af’
- do(n), Br(a).
Ru_}.n_l _{R |?}| £|n ‘?('ﬂ") U(T}}. fe jg(r‘.',)
n—al=

q.e.d.

Satz 3. (Regularitiitssatz)

In einem Gebiet G C R" sei die schwachharmonische Funktion v = u(z)
G = R € C%G) gegeben. Dann ist u reellanalytisch in G und geniigt der
Laplacegleichung Au(x) = 0 fiir alle x € G.

Beweis: Sei a € G beliebig gewihlt, so betrachten wir zu geeignetem R €
(0, +0c) die Kugel Br(a) CC G. In dieser Kugel losen wir mit Hilfe von Satz
2 das Dirichletproblem
v = v(z) € C*(Bg(a)) N C*(Bg(a)),
Av(z) =0  fiir alle = € Bg(a), (15)
v(x) = u(x) fiir alle x € dBg(a).
Satz 9 aus §2 liefert nun u(z) = v(z) in Bg(a). Somit gilt v € C?*(G) und

Au(x) = 0 fiir alle # € G. Nach §1, Satz 4 ist ferner u reellanalytisch in G.
q.e.d.

Wir wollen nun das Dirichletproblem (1) fiir eine grofie Klasse von Gebieten
G losen. Hierzu verwenden wir eine von O. Perron vorgeschlagene Methode.

Definition 1. Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet und u = u(z) : G = R €
CY@) eine stetige Funktion. Dann erkliren wir die harmonisch abgedinderte
Funktion

v(x) = [u)q.r(2)
u(x), x € G mit|r—a|>R
= 1 " ly—al® - |z —al?
T i u(y)do(y). z € G mit |z —a| < R
|y—a|=R

fiir alle a € G und R € (0, dist(a, R" \ G)).



83 Das Dirichletproblem fiir die Laplacegleichung im R" 311

Bemerkung: Die Funktion v = v(z) : G = R € C%(G) ist in Bg(a) harmonisch
und stimmt auf G \ Bg(a) mit der urspriinglichen Funktion {iberein.

Sehr wichtig ist nun der folgende

Hilfssatz 1. Seien a € G und R € (0, dist(a, R" \ G)) fest gewihlt, und u =
u(x) sei eine in G superharmonische Funktion. Dann ist auch die harmonisch
abgeinderte Funktion

v(x) = [u]q,g(x), z € G,
superharmonisch in G, und es gilt
v(z) < u(x) fiir alle z € G.

Beweis:

1. Wir zeigen zuniichst v(zr) < u(z) fiir alle z € G. Dazu ist offenbar nur
v(x) < ulx) fiir alle & € Br(a) nachzuweisen. Die Funktion

w(z) = u(z) —v(x), x € Bpl(a),
ist in Bg(a) superharmonisch. Jede Punktfolge {z*)},—; 5. C Bg(a)
mit lim z(*) =% € HBg(a) erfiillt ferner
k—oo

lim inf w(z®) = w(,?-) =0.
k—=oo

Nach §2, Satz 8 folgt w(z) > 0, & € Bg(a), beziehungsweise
v(z) < ulx) fiir alle 2 € Bg(a).

2. Wir zeigen nun, dafl v superharmonisch in G ist. Sei £ € dBg(a) ein
beliebiger Punkt und ¥(€) € (0, dist(£. R" \ G)]. Unter Beachtung von Teil
1 des Beweises erhalten wir dann
1

. / v(z)do(z) < = v / u(z) do(zx) < u(€) =v(E)

Q“'_lw-”_
le—€l=e e—€|=e

fiir alle o € (0,7%(£)). Somit ist v superharmonisch in G, denn in Bg(a)
ist v ohnehin harmonisch und in G'\ Bg(a) superharmonisch.

g.e.d.

Wir benétigen noch den folgenden

Hilfssatz 2. (Harnacksches Lemma)
Seiwy(x) : G = R, k=1,2,..., eine Folge harmonischer Funktionen in G,
welche im folgenden Sinne absteigend ist:

wy (x) > we(x) > wa(z) > ... fiir alle x € G.
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Weiter konvergiere die Folge in einem Punkt Teq il

lim wy, (?‘) > —20.

k=00
Dann konvergiert die Folge {wy(x)}i=12, in jedem Kompaktum @ C G
gleichmdfig gegen eine in G harmonische Funktion

w(x) = 11111 wy (), r€ed.

k—oo

Beweis: Sei 0.E. 2= 0 und die Kugel Bp C G mit einem R € (0,+00).
Zu k,l € N mit k& < [ erkldren wir die nichtnegative Funktion vy (x) =
wp(x)—wy (x) > 0,z € Bp, und wenden auf diese die Harnacksche Ungleichung
an

vt (0), a.

+
b=

1
Ukt 0) e

A

0 <wvp(r) <

)ﬂ\ 1

B3| =

Setzen wir noch K := % : (%]l_" =3-2"2 so folgt

|wi(2) — wy ()| < K|wg(0) — w(0)]
— (16)
fiir alle = € B% und alle k.[ € .
Da klim wy(0) existiert, konvergiert die Folge {wy(z) }r=12,. . gleichmifig in

Tt

B_g gegen die Funktion w(z). Uberdecken wir nun ein Kompaktum @ C G
durch endlich viele Kugeln, so konnen wir einsehen, dafl die Funktionenfolge
{wp(2) }k=1.2.. in @ gleichmiiBig gegen die Funktion w(x) konvergiert. Durch
Grenziibergang in der Poissonschen Integralformel erkennen wir schliefilich,
dafl die Grenzfunktion w(z) in G harmonisch ist. Gl
Als Ansatz zur Losung des Dirichletproblems verwenden wir die folgende Men-
ge zulissiger Funktionen

M = {L‘ :G = ReC%G) : vist in G superharmonisch, und

fiir alle Folgen {#'®) },—1 5 .. C G mit Jim #®) = z* € G

k—oo

gilt liminfo(2®)) > f(.r*)}
k—ro0
Hierbei bezeichnet f: 9G — R wieder eine stetige Randfunktion. Da

v(z) =M := max fley € M

gilt, ist M # (.
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Hilfssatz 3. Sei die Funktion
xr € G,

u(z) 1= viélL v(z)

erklirt. Dann ist uw harmonisch in G, und es gilt
m<u(lz) <M fiir alle x € G.

Dabei haben wir m = inf f(x), M := sup f(x) gesetzt.
redG rEAG
Beweis:

1. Sei {#'}i=1 23 . C G eine in G dichte Punktfolge. Dann existiert fiir alle
i € N eine Funktionenfolge {v;;};=1... C M mit

lim v;;(z') = u(z?).
j—oo

Nach dem Minimumprinzip ist v;;(z) > m fiir alle z € G und alle i, j € N.
Zu jedem k € N erkldren wir nun die Funktion

vp(x) == 1~y-xlif}<k v lz), r€G.

Offenbar gilt vg(z) > vp1(2z), © € G, fiir alle k € G. Weil das Minimum
endlich vieler superharmonischer Funktionen nach einer fritheren Bemer-
kung wieder superharmonisch ist, folgt

vy € M, Bi=r1 e
Da u(z?) < vg(x?) < vir(2f) fiir 1 < i < k richtig ist, erhalten wir noch

lim vp(e') = u(z’) firalle i=1,2,...
k=00

2. In einer Kreisscheibe Bgr(a) CC G dndern wir v, harmonisch ab zu
wg(x) = [vg)a,r(z), T EG.

Unter Beachtung von Hilfssatz 1 folgt {wy}r=1.2,.. C M. Ferner gilt

wi(x) > we41(x) in Br(a) fiir alle k € N und

u(:ri} < 'wk_(a:i) < v (;r:tl) fiir alle i.k € N.
Somit erhalten wir
k]EI;C wy(z') = u(z') fiir alle i €N
Bpr(a) gleichmiflig gegen eine harmonische Funktion w(x), und es g-llf
w(z®) = u(z?) fiir alle 2 € Br(a), i=1,2,...

Da w und u stetige Funktionen sind, folgt u(z) = w(x), x € Bg(a). Somit
muf} u in G harmonisch sein, denn Br(a) CC G war beliebig gewiihlt.
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3. Wegen M € M folgt u(x) < M fiir alle z € G. Da v;;(z) > m fiir alle
x € G und alle ¢, j € N richtig ist, und damit inshesondere vi(x) > m in
G fiir k& € N gilt, erhalten wir auch

u(z) = lim vg(z) >m fiir alle z €G.
R g.e.d.

Definition 2. Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet. Einen Randpunkt ©@ € 0G
nennen wir regulir, wenn es eine superharmonische Funktion ®(y) = ®(y; x)
G — R mit

lim &(y) =0

yEG
und

o(g):== inf P(y)>0 fiir alle >0
yeG
ly—w|>e

gibt. Ist jeder Randpunkt von G requlir, so sprechen wir von einem Dirichlet-
gebiet.

Bemerkung: Ein Punkt z € G ist genau dann regulir, wenn es ein r > 0 und
eine superharmonische Funktion ¥ = ¥(y) : G N B,.(z) —+ R mit

lim Y(y) =0 und inf  Y(y)>0, 0<e<r,
y—x r>ly—u|=s
yeEGNB.(x) yeaq
gibt. Hierzu setzen wir m := inf  @(y) > 0 und betrachten die in G
r>|y—z|>4r
yeG

superharmonische Funktion

() {min (1. gﬁyj), y € GN B.(x)
4= ' :
y € G\ By(x)

Satz 4. (Existenzsatz)

Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet mit n > 2. Dann ist das Dirichletproblem
u=u(z) € C*(G)NC°(G),
Au(z) =0 in G, (17)
u(z) = f(z) auf OG

fiir alle stetigen Randfunktionen f : G — R genau dann lisbar, wenn G im
Sinne von Definition 2 ein Dirichletgebiet ist.

Beweis:

~—" Das Dirichletproblem sei fiir alle stetigen f : 0G — R losbar. Ist
nun £ € G beliebig, so wihlen wir f(y) := |y — &|, y € 0G, und lésen zu
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diesen Randwerten das Dirichletproblem (17). Fiir die harmonische Funktion
u =u(z) : G — R folgt nach dem Minimumprinzip

u(z) >0  firalle z €@\ {€}.

Somit ist € ein regulirer Randpunkt.

»<=* Sei G ein Dirichletgebiet und = € JG ein beliebiger regulirer Rand-
punkt. Dann gibt es eine zugehérige superharmonische Funktion &(y) =
&(y;x) : G — R gemil Definition 2. Da f : G — R stetig ist, existiert
zu vorgegebenem € > 0 ein 6 = d() > 0 mit | f(y) — f(x)| <  fiir alle y € G
mit |y — x| < §. Wir erkléiren nun

n(e) == 3}212. D(y) > 0.
ly—=|=d(=)

1. Die obere Barrierefunktion

2(y)
ne)’

sei gegeben. Offenbar ist v superharmonisch in G. Ferner gilt fiir eine
beliebige Folge {y*)}1=12... C G mit y**) — y* € G fiir k —

v (y) := f(z) + &+ (M —m) yeaq,

liminf o™ (y™®) > flyh).
k—ro0

Also ist v € M erfiillt.
2. Nun betrachten wir die untere Barrierefunktion

D(y)
n(e)’

Sei v € M beliebig gewiihlt. Fiir eine Folge {y* }4—1 5 C G mit y*) —
y~ € 9G fiir k — oo berechnen wir

v (y) = fle) —e— (M —m) yeG.

i *®)) _ 4= (o(®)
]1:1_1+u1f (v(y )—v (y ))
vos St R) i T g comaxn e (R
> lim inf (1(y )= Fly ))+h§nmf (f(y ) = (y })

> 0.

Weiter ist v—v~ superharmonisch in G, und Satz 8 aus § 2 liefert v—v™ > 0
in G bzw.
v(y) 2v (). YEG,

fiir alle v € M.
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3. Fiir die in Hilfsatz 3 konstruierte harmonische Funktion
u(y) == inf v(y), y € G,
(y) = f wly), y

zeigen wir nun, da} u stetig die Randwerte f annimmt. Wegen 1. und
2. ist
v (y) <uly) <v'(y) fiiralle ye @

erfiillt, d.h. es gilt
b(y)

2(y)
z)—e—(M-—m)—= <uly) < f(z) +e+ (M —m ; y€G.
f@) o= -m) T <ul) < f@) e+ M -m)T By
Beachten wir noch liII(l‘ &(y) = 0, so erhalten wir
15
@ ¥
|f(z) —u(y)| <e+ (M —m) ) <2
n(e)
fiir alle y € G mit |y — x| < §*(e). Somit folgt
lim u(y) = f(x).
yeQ
y—zT
Also 16st u das Dirichletproblem (17) fiir die Randwerte f. q.c.d.

Satz 5. (Poincarébedingung)

Ein Randpunkt x € G ist regulir, wenn es eine Kugel B,(a) mit a € R" und
r € (0,+00) gibt, so daff G N B,(a) = {a} erfilll ist. Insbesondere sind dann
beschrinkte Gebiete mit requlirem C*-Rand Dirichletgebiete.

Beweis: Indem man fiir n = 2 die in G harmonische Funktion
P(y) :=log (@) , y € G,
und fiir n > 3 die harmonische Funktion
&) =1~ p—a™, peG,
betrachtet, folgt unmittelbar die Behauptung. q.e.d.

Satz 6. Sei By := {& € B" : |&| < R} eine Kugel vom Radius R > 0
und die punktierte Kugel Bp := Bp \ {0} erkldrt. Die Funktion u = u(z) €
C? (BH) 1G9 BR) sei harmonisch in Bgr. Dann ist u harmonisch in Bpg.

Beweis: Wir beschrinken unsere Betrachtungen auf den Fall n > 3 und setzen

1 R? — |z|?

u(y) do(y), x € Bp.
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Die Funktion » ist harmonisch in Bg und stetig in B mit den Randwerten
v(z) = u(z), x € 0Bp.
Da u und v stetig in By sind, gibt es eine Konstante M > 0, so daf3

sup |u(z) —v(z)| < M
rEBR

erfiillt ist. Zu vorgegebenem £ > () kénnen wir nun ein § = é(¢) € (0, R) so
wiihlen, daB

M < e(|:1:|2"” - R2"”') fir alle z € R" mit |z =d(e)

gilt. Betrachten wir die Kugelschale K. := {z € R" : 4(¢) < |z| < R}, so
folgt
u(z) —v(z)| <el|z]*~" — R*~ ir alle = € dK..
3=n _ RF" fiir all Ok

Das Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen liefert nun
lu(z) —wv(z)| < 5(|;c|2_” - Rg_”) fiir alle = € K..

Da £ > 0 beliebig gewiéhlt war und d(g) | 0 fiir € | 0 zu erreichen ist, erhalten
wir
u(x) = v(x), = € Bp.

Nun sind « und v stetig in Bg, und es folgt
u(x) = v(z), z € Bg.
Somit ist v harmonisch in Bp. q.e.d.

Bemerkungen:

1. Beim Riemannschen Hebbarkeitssatz fiir holomorphe Funktionen geniigt
es, die Beschriinktheit der Funktionen in der Umgebung der singuliren
Stelle zu fordern, um die Funktion holomorph in diesen Punkt fortzusei-
Zen.

2. Es gibt beschriinkte Gebiete, fiir die das Dirichletproblem nicht zu belie-
bigen Randwerten losbhar ist. Betrachten wir zum Beispiel

G:=Bp, 8G=08BrU{0}.

Zu den Randwerten f(z) =1, |z| = R, und f(0) = 0 gibt es wegen Satz
6 offenbar keine harmonische Funktion.
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84 Die Theorie der Kugelfunktionen: Fourierreihen

Die Theorie der Kugelfunktionen wurde von Laplace und Legrende begriindet
und wird in der Quantenmechanik zur Untersuchung des Spektrums des Was-
serstoffatoms verwendet. Die hier vorgetragene Theorie fiir beliebige Raum-
dimensionen n > 2 verdankt man G.Herglotz. Wir verwenden in diesem und
im niichsten Paragraphen die in Kapitel II, § 6 eingefiihrten Banach- und Hil-
bertriume. Zuniichst betrachten wir den Fall n = 2.

Sei S* := {w € R? : |z| = 1} die Einheitskreislinie; die Funktionen u =
u(x) € C°(S*,R) kénnen wir mit den 27-periodischen, stetigen Funktionen

v(e + 27nk) = v(p) }

C? (R,R) :={v:R—=3ReC'RR) :
firallee R, k€ Z

identifizieren mittels 4(yp) := u(e*), 0 < ¢ < 27, Der Raum C°(S', R) ist
mit der Norm
l[ullo := max u(z)],  ue (8", ®), (1)
reSsS

ein Banachraum mit der Topologie der gleichmifiigen Konvergenz. Mit dem
inneren Produkt
2
(u,v) = /u(e"'w)v(ei'*") dp, u,v € C°(S", R), (2)
0
wird CY(S!, R) zu einem Pré-Hilbertraum. Schliefen wir nun diesen Raum in
der vom inneren Produkt (2) induzierten L?-Norm

]| == /(u,u), u € C°(SL,R), (3)

ab, so erhalten wir den Lebesgueraum L?(S', R) der quadratintegrablen, me8-
baren Funktionen auf S§'. Wir notieren weiter die Ungleichung

lu|| € V2r||lullo  fiir alle ue C°(SY,R). (4)
Konvergiert also eine Folge bez. der Banachraumnorm || - ||o, so ist dieses

auch bez. der Hilbertraumnorm || - || der Fall. Die Umkehrung ist jedoch nicht
richtig, denn der Hilbertraum L*(S', R) enthiilt auch unstetige Funktionen.

Satz 1. (Fourierreihen)

Das System der Funktionen

L lmsk ls'.-'s €[0,2n], k=1,2
—, —cosky, —sinkyp, 2l = Qs
r m o o ¥

bildet ein vollstindiges Orthonormalsystem, kurz v.o.n.S., im Prd-Hilbertrauwm
H := C°(SL R) ausgestattet mit dem in (2) angegebenen inneren Produkt.
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Beweis:

1. Man rechnet leicht nach, dafl das angegebene Funktionensystem & ortho-
normiert ist, d.h. |ju|| = 1 fiir alle w € S und (u, v) = 0 fiir alle u, v € S mit
u # v. Es bleibt zu zeigen, daff dieses Orthonormalsystem von Funktionen
vollstiindig im Pri-Hilbertraum H ist. Nach Satz 5 aus Kap.Il, §6 ist zu
zeigen, daf} fiir jedes w € H ihre zugehorige Fourierreihe diese Funktion
bez. der Hilbertraumnorm || - || approximiert.

2. Sei also

u=u(zr) e H=C'S",R)

beliebig gegeben. Wir setzen dann u harmonisch in die Kreisscheibe
B={zeR : |z| <1}

fort mittels
u(z) = L w(e™?) dp |z] <1 (5)
21r lei? — 2|2 z|3 R i

wobei wir z = re'? gesetzt haben. Wir entwickeln nun den Poissonschen
Kern wie folgt:

1-72  1-7?
lei — 2|2 |eiv — rel?|2
1—192

T L= reilv—o)2

- 1-1r2
(1 —ref®=9))(1 — reile—?))

1 1 (6)

1 — reily—1) L3 1 — pe—tle—1)

oo

oo
9 Z?,kei:.»{g—m + Z ok o—ik(p—1)
k=0 k=0

I

1+2 Zrk cos k(p — o).

k=1

Die Reihe konvergiert hierbei lokal gleichméfig fiir 0 < r < lund ¢, € R.
Nun gilt
cos k(i — ) = cos ke cos kd + sin ke sin k),

und wir erhalten mit g() := u(e'?), ¢ € [0,27),
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1

'tr.('f'e*"ﬂ) = / {1 +2 Z " ( cos ki cos kv} 4 sin kg sin kt?) }g(;p) dp
0 k=1

2w 27
1 — | (1 :
=5 /g(,’)) dp + Z { (;/g(lp) cos ki d{p) r* cos ko
0 k=1

0
I g o
+ = glp)sinkedpe | r* sinkd 3.
0

Wir setzen schliefilich

27

1
ay = — fg(np) coskydy, i 7 . S (7)
m
0

und

b= glp) sin ko dyp, il s (8)

N | -
i
‘-\-\3;’

Damit erhalten wir in

N | - i
u(re’) = Eﬂﬂ-‘- E ((Lk cos ki+by, sin k'ﬁ')r", 0<r<l, 0<9<2m,
k=1

(9)
die Fourierentwicklung einer in |z| < 1 harmonischen Funktion.
3. Da u(z) stetig in B ist, gibt es zu vorgegebenem £ > 0 ein r € (0,1), so
dafl
lu(re'?) — g(9)) <e  fiir alle ¥ € [0,2n) (10)

richtig ist. Weiter konnen wir ein N = N(g) € N so wiihlen, daf}

<e fiiralle o €[0,2n)

N
ﬂl & : = i WY ettt
5 + ,; T (ak cos ki + by, sin hi) u(re™)

(11)
erfiillt, ist. Zu vorgegebenem = > 0 finden wir also reelle Koeffizienten
Ag, ..., Ay und By,..., By, so daf} fiir das trigonometrische Polynom

Ji\.'
Fo(8):= Ao+ (.45., sin k9 + By cos w), 0< 9 < 2m,
k=1

die Ungleichung

|F.(9) — g(0)| <2¢  fiir alle 9 € [0,2n) (12)



84 Die Theorie der Kugelfunktionen: Fourierreihen 321
richtig ist. Aus (4) erhalten wir damit

|F: = gll < 2v2re. (13)

Wegen der Minimaleigenschaft der Fourierkoeffizienten gemifi Kap.II,
§ 6, Hilfssatz 1 approximiert die zum angegebenen Funktionensystem zu-
gehorige Fourierreihe die vorgegebene Funktion bez. der Hilbertraum-

-

norm. Nach Satz 5 aus Kap.II, §6 ist dieses Funktionensystem ein
vollstdndiges Orthonormalsystem in H. e

Bemerkung: Die Frage, fiir welche g = g(¢) die Identitéit (9) punktweise auch
fiir » = 1 richtig bleibt, d.h.

; 1 e
”(8119) = iau -+ Z (ak cos kv + by, sin kﬂ), 0 <9< 2m,
k=1

lassen wir unbeantwortet. Wir haben nur die Konvergenz im quadratischen
Mittel gezeigt. Fiir stetige Funktionen ist die oben angegebene Identitit im
allgemeinen nicht erfiillt. Durch Konvergenzuntersuchungen bei Fourierreihen
hat die Analysis wesentliche Impulse erhalten.

Wir wollen nun die Beziehung der trigonometrischen Funktionen zum Lapla-
ceoperator untersuchen. Zunéchst erinnern wir an die Darstellung des Lapla-
ceoperators in Polarkoordinaten:

# 109 1 0°

(14)

Fiir eine beliebige C2-Funktion f = f(r) haben wir demnach die Identitit

cos ky i I k? 08 kit cosky
A1 ) = (761 + 1160 = 3270)) sty = (£a80)) o

Dabei haben wir

Lt = £'0)+ 170 - Spe), >0
gesetzt. Beachten wir noch
Li(0*) = k(k — D)r* 2 + or*—2 — ¢ 2 =, k=0,1,2,...,
so erhalten wir insbesondere
A(r* cos ky) = 0 = A(r* sin ko), =010 (15)

Hilfssatz 1. Sei u = u(xy,x2) € C%(Bg) mit Bg := {(z1,22) € B : a2 +
x3 < R%} gegeben. Mit
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27 2w
. 1 .
ag(r) = }r[u{_re“’)cos ko dp, bi(r) = ~ /u(r'e"“”)sin kpode  (16)
0 i

bezeichnen wir die Fourierkoeffizienten der Funktion u und mit

iF . - 1 .
ai(r) = ;/Au(re""’)cos ko dp, b(r) = ;/du(rew)sin kodp (17)
0 0

die Fourierkoeffizienten der Funktion Au fiir 0 < r < R. Nun gilt
ar(r) = Lyag(r), bi(r) = Libi(r), 0<r<R. (18)

Bemerkung: Die Fourierkoeffizienten von Au ergeben sich also durch formale
Differentiation der Fourierreihe

u(rei?) = —aﬂ(r £ Z (ak r) cos k) + by (r) sin kﬁ).
k=1
Beweis von Hilfssatz 1: Es gilt

ap(r) = —}r- /‘Au(rc’:"") cos ky dp,

2 18 18 _
= = — —— lufre** i
- / {(3'-'”2 ror G r2 69.92) u(re )} cos kyp dyp

27 27
2 2 p
= (% + i(;?r){ / u(re') cos k‘mpd@} :’2 / u(re'?) cos kp dp
0 0

:Lkak(?‘), [)(T(Rg kZU,l,Q,...

Entsprechend zeigt man die Beziehung (18) fiir die Funktionen by (r). diwd

Satz 2. Sei k € R und R? := R? \ {0}. Weiter bezeichne Hy = Hy(€) : S* —
R eine auf dem Einheitskreis S erklirte Funktion mit den Eigenschaften

| |* Hy (3 € C*(R?) und

alerm ()} =0 zek

Dann folgt k € Z., und es gilt
Hi(e'?) = Ay cos k9 + By sin kv

mit reellen Konstanten Ay, By.
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Beweis: Zunichst berechnen wir

o= ()
= (gt 15 i) [P

= [k[k 3 kr!"_z]Hk (e'?) +r*—2 WH;‘-_(EM').

Somit geniigt Hy(e'?) der linearen gewdhnlichen Differentialgleichung

%Hk(e"‘”) + k2 Hi(e¥) =0, 0<¢<2n,
©

d.h. es gilt
Hy(e%) = Ay cosky + By sin ke, A, B e R,

falls k # 0 ist. Da Hj periodisch in [0, 27] ist, folgt £ € Z. Im Fall k = 0
erhalten wir die Lésung

Hg(&ffw) = Ay + By, Ag. By € R

Also mufl By = 0 gelten, und der Satz ist bewiesen. q.e.d.

§5 Die Theorie der Kugelfunktionen in n Variablen

Satz 2 aus §4 legt die folgende Definition der Kugelfunktionen im R"™ nahe:

Definition 1. Sei Hy = Hy(x1,...,2,) € C?‘(R"‘) eine harmonische Funkti-
on auf der Menge R" := R™ \ {0}, welche homogen vom Grade k ist, d.h.

Hi(tzy,oooitzn) = t*H(zy, ... 35) fir alle € R, te(0,+00).

Dann heifft
Hy = Hi(&ry.. 1 &) : S 1 2 R

eine n-dimensionale Kugelfunktion oder auch sphirisch harmonische Funktion
vom Grade k; hierbei bezeichnet

e d el ln) ERY § b b8 =1)
die (n — 1)-dimensionale Einheitssphdre im R".

In diesem Paragraphen beantworten wir fiir n > 2 die folgenden Fragen:

1. Gibt es Kugelfunktionen in allen Dimensionen und fiir welchen Homoge-
nitétsgrad k7
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2. Sind die Kugelfunktionen vollstandig?
3. In welcher Beziehung stehen die Kugelfunktionen zum Laplaceoperator?

In Kap.1, §8 haben wir den Laplaceoperator im R" in Kugelkoordinaten dar-
gestellt. Mit » € (0,40oc) und € = (&,...,&,) € S"! ergab sich fiir eine
Funktion u = u(rf) die Identitit

2

, —1 1
Au(re) = i u(ré) + - %u{r&) + T—2A-u{7'£}: (1)

61..2 r

hierbei ist A der invariante Laplace-Beltrami-Operator auf der Sphiire S"~!.
Wir statten nun den Funktionenraum C°(S"~!, R) mit dem inneren Produkt

@)= [ w@uOdo©, wves ), 2)
sn-1
aus und erhalten einen Pri-Hilbertraum H = C°(S"~1, R). Mit
ol := /T, )
wird H zu einem normierten Raum.
Satz 1. Genau dann ist
Hy = Hg(&1,--.,60):S" T3 R

eine n-dimensionale Kugelfunktion vom Grade k € R, wenn die Differential-
gleichung

AH(6) + k{k +(n— 2)}Hk(§) =, Les~t (3)

erfillt ist. Sind Hy und Hy zwei Kugelfunktionen zu verschiedenen Graden
k# 1 und gilt k+1+# 2 —mn, so folgt

(Hy,H;y) = 0. (4)

Beweis:

1. Es gilt wegen (1) die Identitiit
0= AHy(re) = A{?-‘“H,,(g)}
= {k(k = 1)r*=2 + k(n = )r*=2 L (€) + r* 2 AHL(6)
bzw. dquivalent

AH(€) + {k2 Fln— Q)k}ﬂk(g) =0, ¢tesmL.
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2. Die Symmetrie von A aus Satz 3 in Kap.I, §8 liefert

{B+@-21} [ H©OHE©
A

_ / (AHL(©)) Hi(€) da(€)

gnrn—1

2 / Hi(€) (AHI(6)) dor(€)

sn—1

= {2+ -2y} f Hy(€) Hy(€) do(©).

Somit folgt
0= {H P4 (n—2)(k— l)}(Hk.,H,} = {k— Dk +1+n—2}(Hy H)
und dann (Hy, H;) =0, falls k£ # 1 und k + [ # 2 — n erfiillt ist. .

Bemerkungen: Die Kugelfunktionen vom Grade k sind also Eigenfunktio-
nen des Laplace-Beltrami-Operators A auf der Sphire S"~' zum Eigenwert
—k{k + (n — 2)}. Die Orthogonalititsbedingung (4) ist insbesondere dann
erfiillt, wenn k& > 0,1 > 0 und & # 1 gilt.

Im Moment wissen wir allerdings noch nicht, fiir welche & € R es (nicht-
verschwindende) Kugelfunktionen vom Grade & gibt. Dieses wollen wir jetzt
untersuchen. Zu gegebener stetiger Randfunktion werden wir mit Hilfe des
Poissonschen Integrals eine harmonische Funktion konstruieren und diese in
homogene harmonische Funktionen vom Grade & = 0,1,2,... zerlegen. Hier-
zu miissen wir den Poissonschen Kern geeignet mit Hilfe von Potenzreihen
entwickeln.

Fiir festes » > 0 und fiir A = cos? € [—1,+1] mit ¥ € [0, n] betrachten wir
den folgenden Ausdruck in t € (—1,+1):

(1 — 2ht +t3) ™ = (1 — 2(cosP)i + )~
= (1 _ e-j!?t)-y(l —ET rﬁ!‘)t)—u

(B E e

m=0

(B HE L)

m=0 m=0

Dabei haben wir
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{ v ] » (—1}) (—1)" = —v(-v—-1)(-v—-2)...(—v —m+1) (—1)m
m m m!
:I/(V+1)(I/+2)...(V—‘r'!ﬂ-—l), meN
m! '
v
s
gesetzt. Erkliren wir nun die reellen Koeffizienten
— [v v
() 1y ik, —i(m—k)d
) (h) = Z [}r} {m B k]e e
k=0
m
- v v —:[m 2k)d
- k -k
k=0
. - [v v {f,-i(-m—ﬁkm+e—:’{m—2k]ﬁ}
2 Ellm—Fk|L
k=0
m i
- [;} [m }_ A‘] cos(m — 2k)0,
k=0 '
so erhalten wir fiir £ € (—1,+1) die Identitéit
(1 — 2ht +1%)~ Z dI(R)E™,  te (=1,+1). (5)

m=(

Wegen des Binomischen Lehrsatzes ist fiir p € Z die Entwicklung

cos i) = 2( ei?? 4 o —:pﬂ) - %{(eiﬁ)p_l_(e_hg)p}

1
5 {(cos 4+ isin®?)? + (cos ¥ — isin 't‘))‘“}

(cos V)P — (3'2’ )(com?)p_?(sinf))z 3 (i) (cos 9P~ (sin9)* —

richtig. Wegen sin® ¥ = 1 — cos®> 4 sind also die Gegenbaurschen Polynome

) (h) Polynome in h = cosd vom Grade m. Weiter entnehmen wir der
Beziechung

o0 o0

DA™ = (1= 2kt +7)7" = 3 el ()™

m=0 m=0

durch Koeffizientenvergleich die Bedingungen
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A (=h) = (-1)™c¥) (h), = 0,,2 (6)

1

Somit sind die Gegenbaurschen Polynome darstellbar in der Form

cijfl{h) - ”r'}:}hm s ’Y-Er:izhm_z +... (7)
mit den reellen Konstanten v, +) ... Weiter gilt diec Abschéitzung

CE)*{)(h)‘SZ[;H “ }:cﬁ;;}(l) fiir alle h € [-1,+1]. (8)
k=0

Fiir v = £ erhalten wir mit cfn;%)(h) die Legendrepolynome . Sei nun n € N\ {1}.
Mit Hilfe von (5) entwickeln wir fiir # € (—1,+1) und h € [-1, +1]

I~ trz = (%) 2y S .
==Y e (W1 — )" =) Pu(hin)t™ (9)

2
(1 —2ht +1 ) m=0 m=0

Fiir den Fall n = 2 haben wir im Beweis von Satz 1 aus §4 (vergleiche Formel
(6)) die Entwicklung

g

oo
m =1 + 2 Z (COS 'I"."l'l?)tm, tE (—1 +1) (]_U)

m=1

hergeleitet. Demnach gilt Py(h;2) = 1 und P, (h;2) = 2cosmd, m = 1,2,...
Im Falle n > 3 berechnen wir

2 1 1— 2kt + > + 2582 2L (—2h + 2t)
( +n—2§) (1-2ht+12)31 (1—2ht +#2)%
1—¢

T 1-2nt+82)5"

Wir haben also die Identitiit

1-¢2 2t 0 1
e e T 1 o n 3 t _1- 1). (11
1—2ht+ )8 (+n—26t) (1 —2ht+ )5 €141, )

Zusammen mit (9) folgt nun

- e 1—#2 B 2% O\ o= (2-1),5\um
Z i o (h-a ﬂ)t — (1 —oht + fg)% — (1 + n_2 6f) Z Cin (h)f )

m=( r=I()

und wir erhalten durch Koeffizientenvergleich die Formel

Palh;n) =272 (n) (”21”',2 i 1), fiy =001, 3 (12)
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Aus (8) und (12) ergibt sich die Abschitzung

| P ()| < P(15m), hel[-1,+1], me{0,1,2,...}. (13)
Diese gilt allgemein fiir n = 2,3, ...

Wir kénnen nun den Poissonschen Kern entwickeln: Sei p € ™! fest gewiihlt
und & = r€ mit r € [0,1) und £ € S"! variabel. Fiir einen Homogenitétspa-
rameter 7 € R mit [rr| < 1 erhalten wir mit Hilfe der Entwicklung (9)

f® = |ra> _ 1 (mr)?
n—rzlr 15
=t Ly — (el
1—(rr)?

= z (14)
{1-2m)Em) + (2}

5 {ru((€mnn)pm)e

m=0

Nun gilt fiir jedes € R” mit || < 1 und jedes 7 € R mit |7z| < 1 die

Identitit
o= {BEZEEY S o (En)m)om

Somit liefert ein Koeffizientenvergleich fiir festes n € S"!

{ m( (&,n); n) } =, lz] <1, m=0,12,.... (15)

Aufgrund von (7) und (12) haben wir die Darstellung
Po((€min)r™ = (i (&, m™ + a0y (€)% + .. )

= w{™ (@, )™ + i, (2, )™ 2|z +

mit reellen Konstanten 74" ] 'Jr_f:l_)z, ... Also ist P, ((&,1);n)r™ ein homogenes
Polynom m-ten Grades in den Variablen zy,...,z,. Wegen (15) erhalten wir

somit fiir jedes feste n € S"~! mit P, ((£,n);n) eine n-dimensionale Kugel-
funktion vom Grade m € {0,1,2,...}. Falls nun f = f(n) : "' > R €
C°(5" 1, R) gegeben ist, so ist auch

f©=2 [ Pa(emin)imatn,  gesm,

Wn
Inl=1

eine n-dimensionale Kugelfunktion vom Grade m, wobei f(£)r™ ein homoge-
nes Polynom in den Variablen x,,...,z, darstellt.



§5 Die Theorie der Kugelfunktionen in n Variablen 329

Satz 2. Sei f = f(x) : S"~! = R € C%(S"~!,R) vorgegeben, und die Funkti-
onu=u(z): B:={zeR" : |z| <1} = R der Klasse C*(B) N C°(B) lise
das Dirichletproblem

Au(z) =0 fiir alle = € B,
u(z) = f(z)  firalle z€dB=S8""".

Dann gilt fiir jedes R € (0,1) die Darstellung

u(r) = Z {L f Pm(cflm+---+cfn?}u;n)f('-'})dﬂ(n)}?"“ (16)

w??

m=0 In|=1

mit z = 1€, £ € S"" und 0 < r < R. Die Reihe auf der rechten Seite
konvergiert gleichmdfig.

Beweis: Die eindeutige Losung des o.a. Dirichletproblems wird durch das Pois-
sonsche Integral gegeben. Mit Hilfe der Entwicklung (14) fiir 7 = 1 folgt

1. Elz — ||

Wn [ — |
[n|=1

uls) ’ Fod) ol

- { i P (('5’ ”);”)’"m}f(n) do(n), x€B.

W

nj=1 m=0

Nun erhalten wir fiir alle £,7 € S ! und 0 < r < R < 1 unter Beachtung
von (9) und (13) die Ungleichung

i Pm((ge'f;‘);”)'rm = i Pm((fv"}')?”) £ i Er(n)B™

m=0 m=0 m=0

1-R? _ 14+R
(1-2R+R?)% = (1-R" Y

Nach dem WeierstraBschen Majorantentest konvergiert die Reihe

i P ((f’ n); 'H-) rm

m=0

gleichmiifiig auf S"~! x §"~! x [0, R] fiir alle R € (0, 1). Somit folgt

u(x) = i {i ] B (61?}1 T Ennn;n)f(r;) d.(r(r;)}rm, |z] < R,
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wobei fiir alle R € (0, 1) die angegebene Reihe gleichmiifig konvergiert.
q.e.d.

Fiir £k =0,1,2,... bezeichnen wir mit
Mg = { f:8" ! 5 R : fist n-dimensionale Kugelfunktion vom Grade k}

den linearen Raum der n-dimensionalen Kugelfunktionen der Ordnung k. Wir
wissen bereits dim My > 1 fir k = 0,1,2,..., und wir wollen im folgenden
dim My < +oo zeigen. Fiir f = f(n) € H = C°(S" 1, R) erkliren wir den
Projektor auf M

. 1
Puf© =@ =5 [ Pe(em+...+ Gamin) 1) do (o).
Ini=1
Satz 3. Fliir jedes k = 0,1,2,... hat der lineare Operator Py : H — H die
folgenden Eigenschaften:

t,&) (Pkfg) = (fP.kQ) JFH'T alle f\g € H;
b) PA: (?{) = —'wk.."
(:) Pk OP;,- = Pk,

Beweis:

a) Seien f,g € H beliebig gewiihlt. Dann gilt

(Pifig) = ] Pif(€)g(6) do(€)

|€[=1

= / /Pk(&?h+---+Ennn)f(n}gté)drf(n)dcrif)
l€l=1 n]=1

= (fspﬁ.g)

b) und ¢) In den Voriiberlegungen zu Satz 2 haben wir bereits

&) =Pyf(6) € My firalle fe#

eingesehen. Somit gilt Py(H) C M. Sei nun f € M, beliebig gewdhlt.
Dann folgt A, (f(€)r¥) =0 in R? mit 2 = r€, und nach Satz 2 haben wir
die Darstellung

oo

fert =Y (Puf©)r™, €es™ reo,),

m=0

Ein Koeffizientenvergleich liefert

f(&) = Py f(€), ge st
Damit erhalten wir My C Pg(#H) und Py o Py = Py. q.e.d.
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Wir zeigen nun, daff dim M, € N fiir £ = 0,1, 2, ... richtig ist. Hierzu wihlen
wir fiir festes k& € {0,1,2,...} ein Orthonormalsystem {4 }a=1.... n der Di-
mension N € N im linearen Teilraum M, C H. Dann haben wir

(Yo, p8) = Oas fir alle o,p €{1,...,N}

und
Pigal6) =¢al6), a=1,...,N.

Somit folgt fiir jedes £ € S™~1

/ & P;-.((&f:):n)%(?r}dﬂ(n) =alf)y, a=1,...,N.

Wn
[n|=1

Die Besselsche Ungleichung liefert nun

T g2 = i{ i

o= =t V=1

2
iﬂPk((e,u);n)%(n)da(n)}

1 2
< f {EP;; ((E,'H);n)} do(n) fiir alle €€ 8"

[nl=1

Es gilt also

.
[ICAGLEG

lgj=1 @=L

<[] {iﬂ-((E-.?1):.-n,)}zdg(n)do(@-

|€]=1[n|=1

Fiir die Dimension von M, erhalten wir demnach die Abschitzung

dim My, < f / { Py (é 7); )} do(n)do(§) < +oo, k=0,1,2,...
[§l=1 |n|=1
(17)
Wir setzen nun N = N(k,n) := dim M. und wiihlen N orthonormierte Funk-
tionen Hyi(€), ..., Hyn(€) in My, welche den Vektorraum M, aufspannen.
Jedes f € M lilt sich in der Form

&) =c1Hu () +... +enHin (), £e s*,

mit den reellen Koeffizienten ¢; = ¢;[f], j = 1,..., N, darstellen. Ist allgemei-
ner f = f(£) € H, so haben wir die Identitét
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win / Px».((f,w);n)f{n) do(n) = er[f1Hir(€) + - . . + en[f1Hen(€)
[nl=1

mit reellen Konstanten ¢;[f],...,ex[f]- Es folgt

alf] = / H;-.a(vﬁ){i / Pk((E,n);ﬂ-)f(n)dﬂ(?r)}dﬂ(é)

|€]=1 [nl=1
= | f(n){w—l_n /
Inj=1 gj=1

e f #(n) Hia () dor(n).

[n|=1

Pe((&m)sn) Hu(©) do(f)} do(n)

Somit ergibt sich

N(k,n)

+ [ B(enn)imam= [ { ¥ Bu@Hw o)
* =1 =1~ =
beziehungsweise
X N(k,n)
/ {d P&.((f )i ) > Hu(é) Hu('f?)}ff?? do(n) =0
=1

Inl=1

fir alle & € S"! und jedes f = f() € H. Da nun die Funktionen
Pr((&m)in) und Hy(€) stetig sind, erhalten wir das Additionstheorem fiir
die n-dimensionalen Kugelfunktionen

N(k,n)

Z Hy(§)Hy(n) = —Pk(ﬂm +. +£n.-w1n;n-). &nest, (18)

fiir k=0,1,2,...und n = 2,3, ... Setzen wir in (18) £ = 5 ein und integrieren
iiber die Einheitssphire S"~!, so folgt

. N(kn)
N(k,n) = / Y (Hu(®) dote) = PuCt;m).

et =1
Wegen (9) erhalten wir somit die Entwicklung
oo =] 9
1-—1¢° 14¢
T L P il k _ s
D Nk}t =) P(L;n)t* = R T lt| < 1.
k=0

k=0

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen zum folgenden
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Satz 4. I. Die Anzahl N(k,n) aller linear unabhingiger n-dimensionaler
Kugelfunktionen der Ordnung k ist endlich. Die Zahl N(k,n) = dim My,
wird bestimmt durch die Gleichung

(s}

141 i _
T = 2 NEmE, <t (19)
k=0

II. Sind Hyy(€),...,Hpn () die N = N(k,n) orthonermierten Kugelfunktio-
nen der Ordnung k, d.h. ist

/ Hyy (g)Hk;! (E) dJ(f) = &y f&‘.’ f,f’ & {1._ FOTIO 1\"} (20)
lgi=1

erfiillt, so gilt die Darstellung

N{k,n)

1
Z Hy(§)Hyi(n) = w_Pk (Elm +.oi + Entin; ?1) (21)
=1 ™
fiir alle £,m € S"~1. Dabei sind die Funktionen Py(h;n) erklirt durch die
Gleichung
1;tz—iﬂv(h-yn)f’* —l1<t<+1l, -1<h<+1
(1-2nt+2)F = L ' ? e e
(22)

III. Fiir jede Lisung u = u(x) € C*(B) N C°(B) des Dirichletproblems
Au(z) =0 m B,
u(z) = f(z) auf 9B = 8§71

gilt die gleichmiflig konvergente Reihendarstellung

=33 f

k=0 =1

S Hpa(n) da(?f)) Hi(€) }T'k (23)

[n|=1

mit x = r€, £ € "' und 0 < r < R; dabei kann R € (0,1) beliebig
gewdhlt werden.

Beweis: Die Aussage III folgt sofort aus (18) zusammen mit Satz 2. jsd

Als Analogon zu Satz 1 aus §4 erhalten wir nun fiir beliebiges n > 2 den

Satz 5. (Vollsténdigkeit der Kugelfunktionen)
Die n-dimensionalen Kugelfunktionen {Hpi(€)}r=o012.. : 1=1.. N(k.n) bilden
in M ein vollstindiges, orthonormiertes Funktionensystem. Genauer gilt
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(Hﬂ‘-r'.:Hﬂ‘.’l”):r}"kk'al-": k-,k’:(],].,g,---.. "l'l':r: 1:"":‘?\?-(}‘:)?1'):

und fir jedes f € H haben wir

M Nikn)
Jim Hf(E) - AZ:;) E JetHi (E)H =0
beziehungsweise dquivalent
o N(k.n)
[Fillls :Z Z fia-
k=0 I=1

Hierbei haben wir fiir die Fourierkoeffizienten die Abkiirzungen
fui=(f.Ha), k=01,2..., I=1,.. N(kn)
verwendel.

Beweis: Wir haben nur noch die Vollstindigkeit des Systems der n-dimensi-
onalen Kugelfunktionen zu zeigen. Zu jedem f € H gibt es eine Funktion
u = u(z) mit den folgenden Eigenschaften:

1. w ist harmonisch fiir alle |z| < 1;
2. w ist stetig fiir |x| < 1 und erfiillt die Randbedingung

u(z) = f(x) fiir alle |z = 1.

Nach Satz 4, Aussage IIT gibt es zu jedem £ > 0 ein r € (0,1) und ein
M = M(e) € N, so daf

M(z)  N(k.,n)
‘f(@ = Z rt Z fuHu(§)|<e firalle £€ 5™
k=0 =1

erfiillt ist. Damit folgt

M(s)  N{k.n)

Hf(f) =3 > fuHu(©)
k=0 I=1

und die Minimaleigenschaft der Fourierkoeflizienten liefert

< Ywn e,

M=) N{k.n)

lr0-3 % o] < vame
=

Hieraus ergibt sich sofort die Behauptung. q.e.d.



§5 Die Theorie der Kugelfunktionen in n Variablen 335

Folgerungen aus Satz 5:

1. Sind f(¢) und g(&) zwei auf S ' reelle, stetige Funktionen, so gilt die
Parsevalsche Gleichung

oa IN(k,n)

[ 1©9©dr© =3 Y fugn

k=0 =1
|€[=1

mit

S / FOHu(©) do(©),  gu = / 9(6) Hiu(€) do(£).

|€§l=1 |€]=1

2. Es gibt keine (nichttrivialen) Kugelfunktionen H; der Ordnung j #
0,%+1,+2,... Nach Satz 1 wire fiir eine solche Funktion (H;, Hgy) = 0
erfiillt. Da aber das Funktionensystem {Hjy}r—0.1.2,.; 1=1,..N(kn) VOll-
standig in H ist, folgt dann H; = 0 fiir alle j # 0,1, %2,... '

Zum Schlufl wollen wir noch die Beziehung der Kugelfunktionen zum Lapla-
ceoperator im R" untersuchen. Zunichst gilt nach (1) die Zerlegung

# n-19 1 R
A—m+ = 8}-+r_-A im R",

Fiir eine beliebige C2-Funktion f = f(r) ergibt sich damit unter Beachtung
von (3) die Identitéit

1

o) = {0 + "y - HEEG=2)

) - f(-r)}HH (©)

= (Liz,;r.f(r)) Hk!(f)r l= 1!"'1}\'?('&7'”)‘

(24)

mit dem Operator

# n-10 kik+(n
Linf(r) = (8?‘ ¥ r or r—) fr)

Offenbar gilt Ly » = Ly mit dem Operator Ly aus §4.

Sei die Funktion u = u(zy,...,r,) € C*(Bg) mit B :={z € R" : |z| < R}
beliebig gewhlt. Wir entwickeln nun « in 4 nach den Kugelfunktionen

oo Nik.n)

urg) =Y Y ful)Hu(€), 0<r<R, ges™', (25

k=0 I=1

mit den n-dimensionalen Fourierkoeffizienten
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frlr) == f wlrn)H(n) do(n), E=0,1,2000 =1, .c. Nk

In|=1
(26)
Entwickeln wir auch die Funktion a(x) = Au(z), z € Bg, in H nach Kugel-
funktionen, so erhalten wir die n-dimensionale Fourierreihe

N

co N(kn)
Aule) = Au(r) =3 > fulHu©), 0<r<B, £eS", (27)
k=0 I=1

mit den Fourierkoeffizienten fi(r) = Lgnfr(r). Wir erhalten also die Reihe
fiir Au in H durch formale Differentiation der Reihe fiir u. Dieses beinhaltet
der folgende

Hilfssatz 1. Sei die Funktion u = u(x) € C*(Bg) gegeben und ihre Fourier-
koeffizienten fu(r) gemdfy Formel (26) erklirt. Dann gilt fiir die Fourierkoef-
fizienten fiy(r) von Au, nédmlich

fulr) == f Au(rn)Hy (n) do(n), =015 T= LNk A,
In|=1
die Identitit
Fu(r) = Linfu(), k=0,1,2,..., I=1,...,N(k,n), (28)
mit 0 <r < R.

Beweis: Sei 0 < r < R gewiihlt. Wir berechnen mit Hilfe von (3)

Fulr) = [ Au(r€) Hua(€) do (€)

lgj=1
- [ {(;Z +2210 %A) 'H-(TE)}HM (€) do(€)

jel=1
= (57 % 1(%) [ wtrHa(© do(e)

[£l=1
b f w(r§) AHy(€) do(€)
J€l=1

= (g + " - ) [ ueonu@ante

€]=1

= Linfra(r) fir k=012, =T N{km)
q.e.d.
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Bemerkung: Die wichtigste partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in
der Quantenmechanik, némlich die Schridingergleichung, enthiilt den Lapla-
ceoperator als Hauptteil. Eben deshalb ist es wichtig, die Eigenwerte dieses
Operators zu untersuchen.



VI

Lineare partielle Differentialgleichungen im R"

In diesem Kapitel werden wir die verschiedenen Typen partieller Differen-
tialgleichungen im R"™ kennenlernen. Wir behandeln das Maximumprinzip
fiir elliptische Differentialgleichungen und werden damit die Eindeutigkeit
des gemischten Randwertproblems bei quasilinearen elliptischen Differenti-
algleichungen nachweisen. Dann wenden wir uns dem Anfangswertproblem
der parabolischen Wirmeleitungsgleichung zu. Schliefilich betrachten wir das
Cauchysche Anfangswertproblem fiir die hyperbolische Wellengleichung im R"
und zeigen deren Invarianz unter Lorentztransformationen. Die vorgestellten
Differentialgleichungen stehen im Zentrum der Mathematischen Physik.

§1 Das Maximumprinzip fiir elliptische
Differentialgleichungen

Wir wollen eine Klasse von Differentialgleichungen betrachten, die den Lapla-
ceoperator enthilt.

Definition 1. Sei 2 C R" mit n € N ein Gebiet, in dem die stetigen Koeffizi-
entenfunktionen a;(z),bi(x),c(z) : 2 = R € C°() firi,j=1,...,n erklirt
sind. Weiter sei die Matriz (a;;(x))i j=1....n fiir alle x € 2 symmetrisch. Den
linearen, particllen Differentialoperator zweiter Ordnung L : C*(2) — C°(12)
erklirt durch

Lu(z) = Z aij(z )8 97, u(x) +Zh (;r')a u(z) + c(z)u(x), x € £,
i,j=1
(1)

nennen wir elliptisch (bzw. degeneriert elliptisch), falls

Z aij(x)&& > 0 (ffzw Z aij(x)&:&; > {})

ij=1 ij=1
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fiir alle £ = (&,...,&) € R* \ {0} und alle x € 2 erfiillt ist. Gibt es Ellipti-
zitdtskonstanten 0 < m < M < 400 so dafs

n
mlé]* < Y ai(@)&g; < Mg
t,4=1
fiiralle E = (&,...,&,) € R und alle © € (2 richtig ist, so heifft L gleichmiiflig
elliptisch. Im Falle ¢(x) =0, x € 2, bezeichnen wir den reduzierten Differen-
tialoperator mit Mu(z) := Lu(z), = € 12

Bemerkung: Ein gleichmiifiig elliptischer Differentialoperator ist elliptisch, und
ein elliptischer Differentialoperator ist degeneriert elliptisch. Der Laplaceope-
rator ergibt sich fiir a;j(x) = d;5, bi(z) =0, ¢(z) =0 mit i,j =1,...,n und
ist daher gleichméfig elliptisch mit m = M = 1.

Hilfssatz 1. Sei M = Mu, u € C?(12), ein reduzierter, degeneriert ellipti-
scher Differentialoperator auf dem Gebiet £2 C R*. Im Punkt z € {2 nehme u
ein Mazimum an, d.h.

u(z) < u(z) fiir alle x € (2.
Dann gilt {Mu(z)},—- <0.
Beweis: Da u(x) in z € 2 ein Maximum annimmt, folgt w,.(z) = 0 fiir
i=1,...,n, und somit

n

Mu(z) = z aij(z)u;us.rj(z) + Zbi(z)ur:(z) = Z '“-.r;-.r_;(z)aij(z)'
i=1

ij=1 ihi=1

Nun ist A := (ajj(2))ij=1,...n eine symmetrische, positiv-semidefinite n x
n-Matrix; es gibt also eine orthogonale Matrix S = (s;j)i j=1...., und eine
Diagonalmatrix

A1 0
As= i
0 X
mit A; > 0 fiir j =1,...,n, so dafl
A=S"0Ao0S (2)

richtig ist (Hauptachsentransformation). Erkliren wir nun

VA1 0

0 An

so folgt
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A=S8"0A0S=8"0(A2)*0Az08 ;

1 1 {3
=(A208)*0A2085=T"T

mit T := A% 0 S =: (t;;)i j=1,...n- Wir erhalten also

A=T*oT = (Ztht,‘j) ' (4)
k=1

$. =150 "

Da die Hessematrix (ug;s;(2))ij=1,....n negativ-semidefinit ist, ergibt sich

schliefilich

n

Mu(z) = Z Uz, (2)aij(2)

i.4=1.

n

= Z Uziz; (2)Ekith;

k=1

= i: ( i ux[._.rj(z)tkgtkj) < 0.

k=1 “ij=1 q.e.d.

Satz 1. (Eindeutigkeit und Stabilitit)

1. L sei ein degeneriert elliptischer Differentialoperator auf dem beschrdank-
ten Gebiet 2 C R" mit der Koeffizientenfunktion c¢(x) <0, x € £2.
IT. Es gebe Konstanten 0 < m < M < 400, so dafi

m<ap(z) <M, |[hz)<M, lelz)<M fiir alle x € 12
(5)
RC By = {:B ER® : |z| < M’}

erfiillt ist.
HI. Schlielich sei u = u(z) € C?(£2) N CY(N2) eine Lisung des Dirichletpro-
blems
Lu(z) = f(z) in £, u(z) = g(x) auf 00 (6)
mit Funktionen f = f(x) € C°(2) N L>(2) und g = g(x) € C°(512).
Behauptung: Dann gibt es eine Konstante v = y(m., M) € [0, +00). so dafs
qilt B
lu(z)| < max |g(y)| + v(m, M) sup |f(y)], & L2, (7)
yEDN ven

Beweis:

1. Wir betrachten die Hilfsfunktion v(z) := e%1, 2 € 2, mit zunichst noch
beliebigem /3 > 0. Wir berechnen
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Lo(x) = ay(2)32e® + by (3) B’ + c(z)e™
> P (mﬁ? - M8 - M)
> e~ Bm MM z e R,

wobei wir 3 = 8(m, M) so groB gewihlt haben, dal mf8% — M3 — M > 1
erfiillt ist.

. Mit noch zu fixierendem p > 0 erkliren wir die Hilfsfunktion

w(z) = +u(r) + g(-u(:c) — eBM) — max |g(y)]. z €.
yean
Wegen ¢(z) < 0 in 2 kénnen wir abschitzen

Lw(x) = £Lu(x) + pLo(z) — c{x)( 0ePM 4 1nex lg(y |)

con
> +f(z) + pePM (8)
> —sup |f(y)| +oe™ M,  zeq

yes?

Blm,M)M

Wihlen wir nun g = e (eup [f(y)| + =) mit festem = > 0, so folgt
YER

Lw(z)>e>0 fiir alle = € Q. (9)
Fiir € 812 berechnen wir
Y — W(r) — '_3-".4 — ax i
wle) = u(z) + o(v(z) - ™) — max lo(y)

< tg(x) — IIld.X lg(y)] < 0.
Nun gilt w(z) < 0 sogar fiir alle z € 2. Wire dieses niimlich nicht der
Fall, so existiert ein z € 2 mit w(x) < w(z) fiir alle z € (2. Hilfssatz 1
liefert dann

Lw(z) = Mw(z) + c(2)w(z) <0

im Widerspruch zu (9). Also folgt
) < . BM _ 3 IQ,{J’M( , a)
) = Joae |iu)] + o6 1 lg(y)| +e sy 17 ()| +

fir alle z € 2 and alle ¢ > 0. Nach Grenziibergang ¢ | 0 ergibt sich
schliefflich

[u(@)] < max [g(y)| +(m, M) sup | f(y) z€ 90,
yeR

28(m, M)M

mit y(m, M) =€ q.e.d.
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Bemerkungen zu Satz 1:

1. Die Abschitzung (7) ist schon fiir gewohnliche Differentialgleichungen
(n = 1) interessant. Sie ist giiltig fiir gleichmiiBig elliptische Differen-
tialoperatoren im R", n = 2,3,..., und auch fiir parabolische Differen-
tialoperatoren wie etwa A, — %, (z,t) € R" x [0,4+00), welcher bei der
Wirmeleitungsgleichung erscheint (vgl. §3).

2. Auf die Voraussetzung c(z) < 0, z € (2, kann in Satz 1 nicht verzichtet
werden, wie das folgende Beispiel zeigt: Fiir die Funktion

u=u(r)=sinz -... sinz,, z = (T1,...,Tn) € 2:=(0,7)" C R",

berechnen wir
Au(z) = Zux;r.- (z) = —nu(x), T €,
i=1

d.h. u geniigt dem homogenen Dirichletproblem
Au(z) +nu(x) =0 in 2, u(x) =0 auf afn.

Eine Abschétzung der Form (7) gilt hier offenbar nicht.
3. Sind u;(z) € C?(2) N C°(2) zwei Losungen der Probleme

L) = fi(e) I 0, ui(z) = gj(x) auf 802, i=12,

so liefert Satz 1 angewendet auf die Funktion u(x) 1= u;(z) — us(x) die
Abschiitzung

[ur(x) —uz(z)| < max|g1(y) — g2(y)| +v(m, M) sup | f1(y) — f2(y)| (10)
yean yen?

fiir alle # € f2. Hieraus folgt die eindeutige Losbarkeit des Dirichletpro-
blems (6) und die stetige Abhéngigkeit der Losung von den Randwerten
und der rechten Seite der Differentialgleichung.

4. Die Frage nach der Existenz einer Losung u = u(z) € C*(2) N C°(12) des
Dirichletproblems (6) ist positiv zu beantworten fiir gleichmiifiig ellipti-
sche Differentialoperatoren £ mit e(z) < 0, x € 2, insofern die Funktio-
nen a;j(z), bi(z), e(z), f(x) Holder-stetig in 2 sind und der Rand 912 des
beschrinkten Gebietes 2 C R" lokal als Nullstellenmenge einer nichtdege-
nerierten C2-Funktion ¢ = () mit Holder-stetigen zweiten Ableitungen
erscheint, und falls g : 92 — IR stetig ist. Diese Existenzaussage kann
ausgehend von der Poissongleichung

Aul(z) = f(x), & & {2

mittels einer Kontinuititsmethode auf die Klasse der gleichmifig el-
liptischen Differentialoperatoren iibertragen werden. Dieses wurde von
J. Leray und P. Schauder durchgefiihrt und ist z.B. der Monographie [GT],
insbesondere Kap.4 und 6 zu entnehmen. Wir werden diese Methoden in
Kapitel IX vorstellen.
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Hilfssatz 2. (Randpunktlemma von E. Hopf)

I. Seien auf der Kugel G := B.(§) := {xr € R* : |z —§| < r} die Koef-
fizientenfunktionen a;;(z),b;i(x) € C°(G) so geqpben daff der reduzierte
partielle D@ﬁ‘eremmfopf’mtor

Mu(z) = Z a;;(r) o 3 ———u(z) +Zbl(.r u(:r z €,
i,f=1

gleichmifig elliptisch in G ist mit den Elliptizititskonstanten 0 < m <
M < +oc.
II. Eine Lésung u = u(x) € C*(G) N C°(G) der Differentialungleichung

Mu(z) >0 fiir alle =z € G
sei vorgelegt, und fiir einen festen Punkt z € 0G gelte
w(x) <wu(z) firalle © € G umnd u(€) < u(z). (11)

III. Schlieflich existiere im Punkt z € OG die Ableitung von u in Richtung
der #uBeren Normale v = v(z) := |z — £|71 (2 — €) € S, nimlich

du d o u(z) —u(z +tr(z))
a—(z) hm d—a(z +tu(z)) = .'.l—%l— " :
Behauptung: Dann folgt 5
u

Beweis:

1. Es geniigt, die Aussage fiir den Fall G = B := B;(0) und u(z) = 0 zu
beweisen. Haben wir néimlich ein v = u(x) mit den Eigenschaften I. II, 111
gegeben, so betrachten wir die Funktion

o(y) =u+ry) —uw+rn), yeB

Zeigen wir nun (12) fiir v(y) im Punkt 5 € 0B, dann folgt (12) fiir u(x)
im Punkt z = £+ rn € dB.(£).

2. Sei also nun u = u(z), € B, mit den Eigenschaften I, II, ITI gegeben, und
es gelte u(z) = 0. Zu noch festzulegendem Parameter a > 0 betrachten
wir die Hilfsfunktion

p(z) == eelel® _ gme = gmaldithte) e z=(z1,...,%p) € B.
Wir bemerken ¢(x) = 0 fiir alle 2 € 3B und berechnen

Ya;(T) = —2(13:,33‘“{1?+v~+r?;}=

Priz;(®) = (4&2.'1:,;_.1:_,- - 20(5,—_;,-)6_“[""“‘"“3?:), x € B.
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Somit erhalten wir

Mep(z) = {4«12 Z aij(z)ziz; — Q(}:Za,:f_(zr) - 2@23?,—_?);(:::)}&‘"'“"2
i,f=1 §=1 =1
> 4a2e—cl2l? mlz|* — o i (a,-.;(:r) + ar.;b‘,-(;z:)) : r € B.
- 2c¢ — ) ‘
(13)
3. Wir bestimmen nun ein v, € (0,1) und ein & € (—oc,0), so dafy
u(x) <k fiir alle a € 9B,,(0) (14)

richtig ist. Wegen (13) konnen wir o € (0, +00) so gro wiihlen, daf die
Ungleichung

Myp(z) >0  firalle z€Q:= {.L ER : 1y < 2] < 1} (15)
erfiillt ist. Nun erkliren wir die Hilfsfunktion
v(z) = u(z) + ep(x), & el
wobei wir € > 0 so klein wiihlen, dafl wegen (14) die Ungleichung
v(z) <0 fiir alle 2 € 812 (16)
gilt. Ferner liefern (15) und die Voraussetzung I1
Mu(z) = Mu(z) + eMep(z) >0 fiir alle « € 2. (17)

Nach Hilfssatz 1 nimmt daher v(z) ihr Maximum auf 802 an, so daf} aus
(16) folgt v(z) <0, z € 12, bzw.

u(z) < —ep(z) = E(e‘“ — e'“l:“ﬁ), z € . (18)
Wir erkliren nun die Funktionen
i(r) == u(rz), o(r):= —cp(rz), rp<r<l.

Wegen u(r) < o(r) fiir r; <7 <1 und @(1) = 0(1) = 0 erhalten wir

d d d 2
~ 0 > sl - ele™® — g—ar = Dace™? ,
d'ru(!) r=1 _ dr ”(T)\::l d'r{ e : )}r=l B 2l
Dieses liefert die behauptete Ungleichung (12). q.e.d.

Bemerkung: Man kann mit der o.a. Methode auch eine quantitative Abschét-
zung fiir %(z) nach unten gewinnen.
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Satz 2. (Das Hopfsche Maximumprinzip)

I M = Mu, u € C*(02), bezeichne einen reduzierten elliptischen Differen-
tialoperator auf dem Gebiet 2 C R", n € N,
II. Fiir u = u(x) € C*(R) sei die Differentialungleichung

Mu(z) >0, e 2
erfiillt, wund u nehme in einem Punkt z € (2 ihr Mazimum an, d.h.
u(z) > u(x) fiir alle =z € {2
Behauptung: Dann felgt u(z) = u(z) fir alle z € (2.

Beweis: Wir betrachten die nichtleere, in {2 abgeschlossene Menge
A= {:Ir € 2 : u(z) =supuly) = s} £
yen

und zeigen, dafi diese Menge offen ist. Da (2 ein Gebiet ist, folgt durch Fort-
setzung lings Wegen die Identitit @ = 2 und somit

w(x) = s = u(z) fiir alle =z € (2.

Sei also £ € @ beliebig gewiihlt. Dann betrachten wir fiir beliebiges n € 2 mit
l
[n—¢| < 2 dist(&, R" \ 12)

die Kugel G := B,(n) vom Radius p := |y — £| um den Punkt . Offenbar gilt
G CC 2 und £ € 9G. Wir konnen also Elliptizititskonstanten 0 < m < M <
+o0 so angeben, dal Mu, u € C*(G), gleichmiBlig elliptisch ist. Wire nun
u(n) < s = wu(€) erfiillt, so liefert Hilfssatz 2 die Ungleichung

%(ﬁ) =Vu(é)-v>0

im Widerspruch zu Vu(£) = 0. Somit folgt u(n) = s. Da dies fiir beliebige
ne N mit|n—-E¢ < %(:list(E R\ 12) gilt, erhalten wir B, (£) C © mit einem

i 1 qve n / - 3
0 <r < gdist(§,R" \ £2). Also ist @ offen. ol

Satz 3. (Scharfes Maximumprinzip)

I. Sei 2 C R ein Gebiet und z € 812 ein Randpunkt von £2, fiir den fol-
gendes gilt: Es gibt eine Kugel B,(z) und eine Funktion ¢ = p(x) €
C?(By(z)) mit Vip(z) # 0 und ¢(z) =0, so daf

2N B,(z) = {.-1: € B,(2) : olz) < u}

erfillt ist.
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II. Die Koeffizientenfunktionen a;;(z),b;i(x) € C°(R), i,5 = 1,...,n, seien
so gegeben, dafs der reduzierte partielle Differentialoperator

"

Mu(z) = Z ﬂ.,—,j(:r)%u(x) + Zb,:(r)%n(:r), x e,
202 o 3

i,j=1

gleichmifig elliptisch auf 2 ist.
III. Die Funktion u = u(x) € C*(2) N C°(2) geniige der Differentialunglei-
chung
Mu(z) >0 fiir alle x € 0.

1V. Schliefilich nehme w in z ihr Mazimum an, d.h.
u(x) < u(z) fiir alle x € {2,

und fiir ihre dort existierende Ableitung in Richtung der dufseren Normale

v an 012 gelte
du

2\
Behauptung: Dann folgt u(x) = u(z) fir alle z € 2.

2) =i;

Beweis: Wegen Voraussetzung I kann man eine Kugel G = B,(§) mit einem
£ € 2 und r > 0 so bestimmen, daf}

Gc, Gnor={z}, v(E)=|-¢(z-¢

richtig ist. Wire nun u(é) < wu(z) erfiillt, so wiirde nach dem Hopfschen
Randpunktlemma 3%(z) > 0 folgen, im Widerspruch zu Voraussetzung IV.
Also nimmt » ihr Maximum im inneren Punkt £ € {2 an, und Satz 2 liefert

u(x) = u(z) fiir alle x € 2.

g.e.d.
Beispiel 1. Fiir n = 2,3, ... betrachten wir den Sektor
8= {;1:—i-'i.;r,,':'re"'*Q >0, p€ (— %,%)}
und die Funktion v = v(z,y) : S — R erklirt durch
v(z,y) := —Re((z +iy)™) = —r" cosnyp, T+iy=re¥ €S.
Offenbar gilt:
v e C?(S), Av(z,y) =0 in S, v(z,y) <0 in S, 19)

v(r,y) =0 auf 3485, v(0,0) =0, Vu(0,0) = 0.

Die harmonische, nicht konstante Funktion v nimmt also in einem Randpunkt
mit verschwindendem Gradienten ihr Maximum an. Die Voraussetzung I in
Satz 3 kann daher nicht gestrichen werden.
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Entscheidend fiir die Anwendbarkeit des Maximumprinzips auf lineare ellip-
tische Differentialoperatoren £ ist die Vorzeichenbedingung

e(x) <0, x € (2.

Definition 2. Der lineare elliptische Differentialoperator £ heifit stabil, falls
es eine Funktion v(x) : 2 = (0,+00) € C?(2) mit

Lv(z) <0 fiir alle z € 2
qibt.

Ist die o.a. Vorzeichenbedingung erfiillt, so ist £ stabil mit v(z) = 1, = € (2.
Andererseits, wenn L stabil ist, so machen wir den Produktansatz
u(z) = w(z)v(z), =z 2, bzw. w(z) = e &€ L.

v(x)’

Wir berechnen

Lu(z) = Zau(f [w(z)v(z)]e;e; + Zb (x)[w(z)v(x)]s, + clx)w(x)v(z)

i,j=1 i=1
n
= E Qi (D)W 2, + E @i () [we, ve; + Wz, E @i (T) WUy, o)
i,j=1 ij=1 i,j=1

+ Zb (z)wg, (x)v(r) + Zb (w)w(x)vy, (x) + c(z)w(z)v(x)

I

- Z {U( )au(ﬁ)}'w.mrj

ij=1

+ Z {tr(:t:)b,-(:t:) + Z[“U( ) + aji () v, (@ )}w_,_.,. + {Sv(u:)}m
i=1 =

= Zau(.z: Wi {£)+Zb owy, (x) + é(z)w(x) =: .E'U(IC).

i,j=1

Wir erhalten also fiir w(x) einen elliptischen Differentialoperator ET welcher
der o.a. Vorzeichenbedingung an ¢(x) := Lv(x) geniigt. Somit ist auf L das
Maximumprinzip anwendbar, und es folgt

Satz 4. Sei L ein stabiler elliptischer Differentialoperator auf dem beschrink-
ten Gebiet 2 C R und die Funktion u = u(z) € C*(2) N C°(R) lése das
homogene Dirichletproblem

Lu(z)=0 in (2, u(z) =0 auf 912
Dann folgt u(x) = 0 in 2.
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§2 Quasilineare elliptische Differentialgleichungen

Wir untersuchen nun eine Klasse elliptischer Differentialgleichungen, welche
die linearen Gleichungen als Spezialfall enthalten, ndmlich die quasilinearen
Differentialgleichungen. Es sei £2 C R” ein beschriinktes Gebiet. Wir betrach-
ten die Koeffizientenfunktionen

Al = Al (g,p) = A (21,...,20;p1,...,Dn) € CO(2 x K", R)

firi,j =1,...,n. Zu jedem (z,p) € 2 x R sei die Matrix (A% (z,p))i j=1,..n
symmetrisch und positiv-definit. Die partiellen Ableitungen

‘4;:u (z,p) = aa A¥(z,p) € C°(2 x R*, R), i k=T wouym,
Pk

sollen existieren. Ferner wihlen wir eine Funktion
B=DB(z,2,p) = B(®1,...,Zn; Z;P1,---:Pn) : R xR xR* 2 R,

die der Regularitiitsklasse C°(2x Rli‘) angehore und fiir welche die partiellen
Ableitungen B., By, , ..., B,, € C*(2xR!*") existieren. SchlieBlich schreiben
wir noch abkiirzend

By = (Bpys---yBp,) und  AY:=(A¥,...,A8), ij=1,....n

Pn

Fiir Funktionen u = u(z) € C*({2) betrachten wir nun den Differentialopera-
tor

T

Qu(zx) := Z Aij[a:,vu.(;v))a 30 u(z) + Bz, u(z), Vu(z)), o€ f2.
ij=1
(1)
Den Anteil
n » 92
Z A J(:r,Vu(:c))mu(:c)

ij=1

nennt man Hauptteil des Operators Q. Der Term B(x,u(x), Vu(z)) niederer
Ordnung heifit Nebenteil von Q.

Bemerkung: Wir untersuchen hier nur quasilineare Operatoren ©Q, deren
Hauptteile von u unabhiingige Koeffizientenfunktionen 4% besitzen.

Beispiel 1. Es sei n = 2, und wir schreiben (z1,2) =: (z,y). Die Funktion
H=H(z,y,2) : 2xR—->R

sei stetig und besitze die stetige partielle Ableitung H.(z.9.2): 2 x R - R.
Wir betrachten eine Losung z = ((x,y) : 2 — R € C%(2) der nichtparame-
trischen Gleichung vorgeschriebener mittlerer Kriimmung
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C(a,y) = (1 + Cﬁ(ﬂ?‘y))cm — 2CCyCay + (1 + gf €2 y))‘:yu(ﬂ' y) @
2
= 2H(w,y, ¢,y (1+ V@ 9P) ", (@y) e 2

Die Fliche
X(z,y) == (=,9,¢(2,¥)), (z,y) € 12,
ist ein Graph iiber der x, y-Ebene, welcher in jedem Punkt X (x,y) die vorge-

schriebene mittlere Kriimmung H (X (x,y)) hat. Man nennt M den Minimal-
flichenoperator und

M((z,y) =0, (z,y) € L,

ist die sehr intensiv studierte Minimalfiichengleichung. Der Operator M(
bildet den Hauptteil eines quasilinearen, elliptischen Differentialoperators mit
den Koeflizienten

A p) AB(p)\ (1403 i &)
A% (p) A2(p) ) T \-pip2 149} )
Setzen wir noch
B(x,y,2,p) := —2H(z,y,2)(1 + p} + pd) ¥, (4)

so wird Gleichung (2) zur quasilinearen, elliptischen Differentialgleichung
A(z,y) =0, (z,9) € 2.

Wir betrachten nun zwei Losungen u = u(x) € C*(£2) und v = v(z) € C?(12)
der allgemeinen quasilinearen, elliptischen Differentialgleichung

Qu(z Z Al (z, Vu(z)) 6;?.1' u(x) + B(x,u(z), Vu(z)) =0, x € 12,
i,j=1
(5)
beziehungsweise
n 82
Qu(x) := Z A (z, Vt,(.r)) == v(x) + Blz,v(z), Vo(z)) =0, T 1
ij=1 0L

Fiir die Differenzfunktion
w(z) = u(z) —v(x) € C*(2,R)

leiten wir eine lineare, elliptische Differentialgleichung her. Aus (5) und (6)
folgt zuniichst
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0 = Qu(z) — Qu(x)

2

=2 i AY(z, Vu(z))

w(x)
= O;0x;
n i .. ?
+ Y {49 Vu@) - 49 V@) gog@) @)
& ;0

+{B(;zr‘ u(x), Vu(z)) — Ba,u(x), V'v(.'r,))}

+{B(:tr,u(:c);Vt:(a:)) . B{:r,v(:.c);VU(:E))}, z €N
Wir setzen
aij = aij(z) := A% (2, Vu(z)), =ze€f; ij=1,....,n, (8)
und bemerken a;; € C°(2,R). Weiter berechnen wir

B(x,u(z), Vuv(z)) — B(x,v(z), Vo(z))

_ / %B(J;,T;(x) + tw(zx), Vo(z)) dt
0

9)
1
=w(z) / B.(z,v(z) + tw(z), Vo(z)) dt
0
und erkliren die stetige Funktion
1
e(z) 1= /Bz(;r:,'t’(:r:) + tw(z), Vo(z)) dt, x € . (10)
0
Schliefilich beachten wir noch
B(z,u(z), Vu(z)) — Bz, u(z), Vo(z))
/ d
:/—B(r,u(a:).,Vv(:r:) + tVw(z)) dt
y dt (11)

= Vuw(z) - /Bp(:r:., u(z), Vo(z) + tVw(zx)) dt
0

und
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1
AY(z, Vu(z)) — AY (x, Vv(z)) /dﬂ AY (2, Vo(x) + tVw(z)) di
0
1
= Vuw(x) -/A;‘f(x, Vu(z) + tVw(z)) di.
0
Wir definieren die Koeffizientenfunktionen
1
(by(x),....b,(2)) = b(x) z Vgiw; fA“"(r Vo(z) + tVw(x)) dt

i,5=1 0

+/B,,{:::, u(z), Vo(z) + tVw(z)) dt, z € (2,
0

(12)
und notieren b; = b;(x) € C°(2), i = 1,...,n. Insgesamt erhalten wir fiir
w = w(x) die lineare, elliptische Differentialgleichung

Z ﬂzJ _63- z)+ Z bi(x w{.c) +c ) w(x) =0, z € 4, (13)
T0L;5

mit den in (8), (10) und (12) angegebenen Koeffizientenfunktionen.

Beispiel 2. Seien auf dem Gebiet 2 C R? zwei Losungen u = u(z,y) € C*(02)
und v = v(z,y) € C?(£2) der Minimalfliichengleichung

Mu(zx,y) = 0= Muv(z,y), (z,y) € 12,

gegeben. Dann geniigt w(z,y) = u(x,y) — v(x,y), (z,y) € 2, der linearen,
elliptischen Differentialgleichung

a(@, Y)waa (T,y) + 2b(z, y)way + c(z, y)wyy (2, y) ”
+d(z, y)w, (x,y) + e(z, y)wy(z,y) =0 in £ o
mit den Koeffizientenfunktionen
a(r,y) =1+ ui, blz,y) = —uzuy, clz,y) =1+u
und
d(z,y) = —(uy+0y)Vey+ (Ue Vs )Vyy, e(z,y) = (Uy+vy)Vse — (Ue 40z )Vay.
Satz 1. (Eindeutige Lésbarkeit des gemischten Randwertproblems)

L Es sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet. Der Rand 012 enthalte eine -
eventuell leere - Teilmenge Fg(?!? mit den folgenden Eigenschaften:
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a) Die Menge 002\ I ist abgeschlossen.
b) Fiir alle € € I' gibt es ein ¢ = p(&) € (0,4+20) und eine Funktion
0 = p(x) € C*(By(£)) mit ¢(€) =0 und Vip(§) # 0, so daff gilt

20B,(6) = {y € Bo(©) : oly) <0}.

1. Die stetigen Funktionen f = f(z) : 00\I' > Rundg=g(z): " > R
seien vorgelegt.

III. Die beiden Funktionen u = u(z) : @ = Rund v = v(z) : 2 - R
der Regularititsklasse C*(2) N C°(2) N CY (R U I') seien Lisungen des
gemischten, quasilinearen, elliptischen Randwertproblems

32

mn

_,;”,-Zzl AY (TVH(I))mU(J‘) + B(z,u(x), Vu(z)) =0, x € 2, (15)
u(z) = f(x), x €N\ T, (16)
%u(m) = g(x), eIt (17)

Dabei bezeichnet v = v(zx) : I' — S™! die dufere Normale auf I' an 2.
1V. Schliefilich gelte

B.(z,z,p) <0  fiir alle (x,z,p) € 2 x R"™™,
Behauptung: Dann folgt u(z) = v(zx) fiir alle x € 2.

Bemerkung: Eine Randbedingung der Form (16) nennt man Dirichletsche
Randbedingung. In (17) haben wir eine Neumannsche Randbedingung vorlie-
gen.

Beweis von Satz 1: Die Funktion
w(z) := u(z) —v(z) € CX(ANCY(2)NC'(RUT)

geniigt der linearen, elliptischen Differentialgleichung (13), die in einer Umge-
bung von I' gleichmiBig elliptisch ist. Weiter erfiillt w die homogenen Rand-
bedingungen

0
w(z) =0, zedn\I, und 6—-11;(3:} =0, zel. (18)
v
Wegen Voraussetzung IV gilt fiir den in (10) erklirten Koeffizienten

e(z) <0 fiir alle = € (2.

Nach Satz 2 und Satz 3 aus § 1 kann w(x) weder in {2 noch auf I ihr globales
Maximum und globales Minimum annehmen. Somit folgt w(z) = 0 bezie-
hungsweise

u(z) = v(x) in . q.e.d.
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Beispiel 3. Das Dirichletproblem fiir die nichtparametrische Gleichung vorge-
schriebener mittlerer Kriimmung

(= ((z,9) € CHD) N (D),
M(@,y) = 2H (@, ) (1+VC@pP) w2 (9)
((z,y) = f(z,y)  auf 012

hat hochstens eine Losung, falls H. > 0 in 2 x R erfiillt ist.

Bemerkung: Die Frage nach der Existenz einer Losung fiir das gemischte Rand-
wertproblem in Satz 1 ist sehr schwierig. Schon fiir die Minimalflichenglei-
chung (also H = 0 in (19)) hat das Dirichletproblem (19) nur fiir konvexe
Gebiete eine Losung zu beliebigen stetigen Randfunktionen f: 82 — R. Fiir
einen direkten parametrischen Zugang zum Dirichletproblem (19) verweisen
wir auf die Arbeit

F.Sauvigny: Flichen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung mit ein-
eindeutiger Projektion auf eine Ebene. Mathematische Zeitschrift,
Bd. 180 (1982), S. 41-67.

Eine allgemeine Theorie fiir quasilineare, elliptische Differentialgleichungen
ist dem Buch von D.Gilbarg und N. Trudinger [GT], Teil 2 (insbesondere
Kap. 14-16) zu entnehmen.

Wir weisen schliefllich darauf hin, da§ bei quasilinearen, elliptischen Diffe-
rentialgleichungen C°-Stabilitidtsaussagen nur m. H. der Kontrolle der ersten
Ableitungen der Losung bis zum Rand bewiesen werden kénnen.

§3 Die Wirmeleitungsgleichung

Sei Ry := (0,+0c) gesetzt; mit k € Ry bezeichnen wir den konstanten
Wiirmeleitungskoeffizienten. Wir betrachten Funktionen

u=u(z,t) =u(x1,...,Tn,t) : R* xRy - ReC*R" xRy), (1)

welche die Wirmeleitungsgleichung
3 mn
ﬁu(z: t) = kA u(x,t), (z,t) e B" x R, (2)

erfiillen. Fiir n = 1 modelliert eine Lisung von (2) die Temperaturverteilung
in einem isolierten Draht, und fiir n = 3 erhalten wir die Temperaturverteilung
in einem wéirmeleitenden Medium. Gehen wir von einer Losung u = u(xz,t)
von (1), (2) {iber zur Funktion

v=2v(z,t) = u(/Ex1, ..., VET, 1), (z,t) € R* x Ry,
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so erhalten wir fiir v die Differentialgleichung
a / . 7L
aﬂ(:ﬂ, t) = Agv(z,t) in RB"xR,. (3)

Die Differentialgleichung (2) bzw. (3) ist nicht invariant unter der Zeitspiege-
lung t — (—t). Also beschreibt die Wiarmeleitungsgleichung einen irreversiblen
Prozefl, welcher zwischen Vergangenheit und Zukunft unterscheidet. Jedoch
ist die Wirmeleitungsgleichung invariant unter der linearen Substitution

E=axr, x€R"; T=0a’, t€Ry, (4)

mit einem a € R\ {0}. Die Gréfie |z|/t ist ebenfalls invariant unter der
Transformation (4); sie erscheint oft im Zusammenhang mit dieser Differenti-
algleichung.

Wir suchen nun eine Lésung von (3) mit dem Ansatz
v=uw(x,t) =expi(A+£-x), (z,t) € R* xRy,

mit A € Cund £ = (&,...,&) € R". Damit ergibt sich aus (3)
0= %'{.‘(.’L‘,t) — Azu(z, t)
= O (A4 1), (@,t) €R" xRy
Setzen wir i\ = —|£|?, so erhalten wir mit
v(a,t) =e €t (2 1) e R* x Ry, (5)

eine Losung der Warmeleitungsgleichung (3).

Fiir jedes feste t € R beschreibt v(-, ) eine ebene Wellenfunktion, die kon-
stant ist auf den Ebenen £ - # = const. Die Phasenebene hat den Einheits-
normalenvektor |£]7'¢, und die Linge der Welle ist L = 27|¢|~!. Genauer
gilt

27l
v (:z.- + ﬂi, f.) = v(z,t) fir alle (z,f) € R" xRy undalle [ €Z.
€] 1€] ©

Die Amplitude der Welle ist

(e, 1)) = el = o=,

und somit fallen die Losungen exponentiell mit der Zeit ab.

Zu einer gegebenen Funktion g = g(&) € C§°(R",R) betrachten wir nun die
Funktion
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uled) = (o) / eliea=IEPOg(¢) de

R
400 400 (7)
= (27)"% f fe_’:{&li’-‘l‘i‘..-&nxn}(:‘_lgla"'g(é)dgl'__dgn_

Wir berechnen
wat) = (2% [ e*e e le)g(e) de
[En
und
Azulz,t) = (2m) 2 /‘féglme e (—|¢1)g(€) de
En
fiir alle (£,1) € R" x R, . Es folgt

Apulx, t) —uy(z,t) =0, (x,t) e R” x Ry. (8)
Weiter erfiillt u(z,t) die Anfangsbedingung
u(e,0) = @)t [y, wem, 9)
er

Es stellt sich nun die Frage, fiir welche Funktionen f(z) : R* — R wir das
Anfangswertproblem

w(z,0) = f(z), =€R; u € C*(R" x [0+ o0)) (10)
fiir die Warmeleitungsgleichung (8) 1osen kénnen. Hierzu benétigen wir den

Satz 1. (Fourier-Plancherelsches Integraltheorem)
Der lineare Operator

i@) =P (9| =@t [erg0d,  gecr@),

B
kann stetig fortgesetzt werden auf den Hilbertraum
@ ist Lebesgue-mefbar, und
H=L®):={p:R* > C: es gilt /|<,o(§)|2d<§ -
Rn
mit dem inneren Produkt

(o0 = [elOBE@ & epen.

R"



=

§3 Die Wirmeleitungsgleichung 357

Die Abbildung F~1 : H — H besitzt die Umkehrabbildung
j© =P =ent [, secrm), )
T

die wiederum stetig auf H fortgesetzt werden kann. Weiter sind F und F~!
isometrische Operatoren auf H, d.h.

(Fo,Fy) = (p,0) = (F ', F~'y)  firalle ¢,9 €H,

und es gilt
(Fo, ) = (o, F 1) fiir alle 4 € H.

Beweis: Dieser Satz wird in Kapitel VIII, § 5 bewiesen.

Definition 1. Wir nennen den Operator ¥ : H — H die Fouriertransforma-
tion und F~1 die inverse Fouriertransformation.

Wir wihlen nun in (7) die Funktion

o€ =FU)| = F© =0 * [ r@a,  fen,

R~

so dafi g(§) € C§°(IR"™) erfiillt ist. Damit folgt aus (9)

1mao)=£2wrﬁ‘[eﬁ“fwhﬁ
& (13)

=F*omﬁ‘=ﬂm, z € R".

xr
Ferner berechnen wir
u(z,t) = (2m) % f eiswele f(¢) de
2
= (211')_”/ /g'fE‘-re—IEIEfe—f&yf(y) dy dé

BrRgn

=@y ( ei‘g‘{”"y}qlﬁlzidf)f(y)d’y'
I3

(14)

Mit Hilfe der Substitution

f=%+ n, dé=1t"%dn, ne R,

-

ermitteln wir
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=912 i L ;
/Esg-(z-y)-mmdg s /e(—L"—gf’i—+;‘Tnv(:c—y)#—q}“——;,;-nvrm—:uj—lnl”nt..% dn
R

B

& - % "
= /6_1_4}‘_&_”!2?3_5 dn

Rn
= t_%e_u;:;:” ] e~ Inl* dn
En
+co n
2
v (Tera).
—o0
also )
eiE (e—y)—1€%t d¢ = 2R R (15)
mn
Setzen wir nun (15) in (14) ein, so folgt
n o—y|2
u(z,t) = (dwt) "2 /e_l_'“'L f(y) dy, (z,1) € R® x (0, +00). (16)

]Rn

Wir erhalten also mit (16) eine Loésung des Anfangswertproblems (10) fiir die
Wirmeleitungsgleichung (8).

Definition 2. Die Funktion

K(x,y,t) := (47t) "2 exp{ - %}, zeR*, yeR", teRy,
nennen wir die Kernfunktion der Wirmeleitungsgleichung.
Hilfssatz 1. Fir die Kernfunktion K(z,y,t) : R" x R*" xR, — R, der
Wiarmeleitungsgleichung gilt:
(i) K € C?(R* x R* x Ry) und

(Q—AT)K(::;.y t) =10 im R*" xR xR,.

ot 5 e

(ii) Fiir alle (z,1) € R" x Ry haben wir

/K(:c,y,t) dy = 1.
Rr
(iii) Fiir jedes 0 > 0 konvergiert

K(z,y,t)dy — 0 (t = 0+) gleichmdpig fiir alle = € R".

yi|ly—z|>68
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Beweis:
(i) Formel (15) entnehmen wir
s s B - S
K(z,y,t) = (4nt)~ 2 exp{ - |f—u|} = (2%} / eile—u)E-left ge.

4t
R"

Da nun aber

(2-a)feeeitl 0 i B xR xR

richtig ist und das angegebene Integral bei Differentiation nach ¢ und x
absolut konvergent bleibt, folgt

(% = A, )K(w,y,t) = (2m) " / (% — A, ) {eite-nre-let} e = 0

Rn

fiir alle (z,y.t) € R" x R* x Ry.
(ii) Mit Hilfe der Substitution y = x +v/4ty, dy = (4t)¥ dn berechnen wir fiir

d>0
) e |z —y|°
K(z,y,t)dy = (47t)” 2 exp{ - T} dy
y:ly—e| >4 yily—w[>d
. (17)
=g~ % / eI’ dn fiir alle (2z,f) € R" x Ry.
n:ln|>—=
Setzen wir in (17) 6 = 0 ein, so folgt
/K(J:,y,t) dy=n"% /cxp(—|r;|2) dp=n"%x% =1.
En R®
(iii} Im Falle 6 > 0 entnehmen wir Formel (17)
K(z,y,t)dy =72 [ e""'gdn = 0(t— 04)
y:|y;m|>6 ?j:l?}|‘>%
gleichmiifiig fiir alle z € R". q.e.d.

Unabhingig vom Fourier-Plancherelschen Integraltheorem beweisen wir nun
den

Satz 2. Sei f = f(x) : R* = R € C°(R") eine stetige, beschrinkte Funktion,
und es sei
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- / K (2.0 (y) dy
n

—_— (18)
= (rt [y, @Her xRy,
er

definiert. Dann gelten die folgenden Behauptungen:

(i) Setzen wir Cy :={t =o+ir € C : o > 0}, so gibt es eine holomorphe
Funktion U : C" x Cy. — C, so daff

u(e,t) = U(x,t) fiir alle  (xz,t) € R" x Ry
richtig ist. Insbesondere folgt u € C*(R" x I, ).
(i) u erfillt die Wirmeleitungsgleichung

Apu(x,t) — %u(m,t} =0 in R" x Ry.
(iii) Es gilt u € C°(R" x [0,+00)), und u geniigt der Anfangsbedingung
u(z,0) = fla) fiir alle = e R™.
(iv) Schlieflich haben wir die Ungleichung

inf f(y) <u(z,t) < sup f(y) fir alle (z,t) e R" xRy, (19)
yER™ ;UE'R“

wobei die Gleichheit nur dann eintritt, wenn f: R" — R konstant ist.

Beweis:

(i) Wir setzen zuniichst K : R" x R* x By — Ry wie folgt auf das Gebiet
C*xR xCy fort: Zuz=€6+ineC,ye R " undt =0+ it € C;
erkliren wir

(w—y)'(w—y)}

K(z,y,t) .= (4r)" 2 (#3)~ % exp{ - =

fir (z,y,f) € C* x R" x Cy. Zu jedem festen y € R" ist K(x,y,t) :
C" x C; — C holomorph, und K : C" x R* x C; — C ist stetig. Weiter
gilt
AF, _ T T (-y)-(z—y)
|K(z,y,t)| = (4m) 72 (|t]) 7" exp{ = RET}
: (20)

o, o5 gy 1 — in) - _ ;
=)~ 2(0"+77)7% exp{ - zRe(g B !:)—f—fr y+in) }

Wir berechnen nun



(ii)
(iii)
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Rc(rf—y+in)-(£—y+in)

o +iT
= —rRe{e —in[(E - v~ + 2in- (6~ )]}
= (ﬂ;_w{”(f -y’ —on* +2m- (- y)} (21)

1 T
= ,,7(,,2 o {lo€ —9) + 7t - 7252 — o}

; 1
- 2 i
= serr -+l - 22

Aus (20) und (21) erhalten wir die Bezichung

|K(z,y,1)]

2,9, 9. = 1 2
= Um7H e+ ) e { Tl ~ o€~ ) + o’}

2

= (1+ 5) P e (I}t ep { - Tl

do(0? + 12)
(I + ;_j)+§ exp { [4"'[ }K(£+ —1,Y.0 + 2)

=:0,.4(y) fir alle (z,y,t) e C" xR" x C,.

Das Parameterintegral

Ut = [K@udfG)dy,  (0eC xC,,
m»

hat also eine integrable Majorante. Nach Satz 11 aus Kapitel V, §1 ist
daher U : C* x C; — C eine holomorphe Funktion.
Die Wirmeleitungsgleichung fiir u(z,t) erhalten wir sofort aus (18) zu-
sammen mit Hilfssatz 1, (i).
Wir wollen nun die stetige Annahme der Anfangswerte zeigen. Sei € € R*
und & > 0 vorgegeben; dann gibt es ein d = §(£,€) > 0, so daB

f@) - f©)l <e faralle |y—g <25
gilt. Wir setzen noch
M :=sup{|f(y)] : y € R*} < +o0.

Damit erhalten wir fiir alle (z,t) € R* X Ry mit [t —¢| <dund0<t <o
die folgende Ungleichung:
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lu(z,£) = £(6)] = ‘ [ K006 - £©)ay

< f K(z,y,t)|f(y) - £(©)|dy

vily—x|<d

+ / K(z,y,8)|f@) - £©)dy
vily—a|>6 (22)

< [ K(z,9,8)|f@) - £6)| dy
vily—€|<26

+2M / K(z,y.t)dy

wily—x[>d
<e+2Ms,

falls wir # > 0 hinreichend klein wiihlen. In der letzten Ungleichung haben
wir noch Hilfssatz 1, (ii) und (iii) verwendet. Aus Formel (22) kénnen wir
nun ablesen

11_1:& wlx,t) = f(z) fiir alle = € R".

(iv) Die Aussage (19) folgt sofort aus der Integraldarstellung (18) zusammen

mit, Hilfssatz 1, (ii). dieid

Bemerkungen:

1. Fiir beschriinkte, stetige Funktionen f : R® — R erhalten wir mit der
in (18) erkliirten Funktion u(z,#) eine (beschrinkte) Losung des An-
fangswertproblems fiir die Wirmeleitungsgleichung. Es gibt aber auch
weitere (unbeschriinkte) Losungen desselben Problems; siehe hierzu [J],
Kap. VII, §1. Wir zeigen im Anschluf, daf§ das Anfangswertproblem fiir
die Wirmeleitungsgleichung in der Klasse der beschrinkten Lésungen ein-
deutig losbar ist.

2. Mittels (18) kann man auch Losungen des Anfangswertproblems konstru-
ieren zu Anfangswerten f: R" — R, die einer Abschitzung

a
1

|f(x)| < Medl®l z € R,

geniigen. Dann existiert die Losung (18) allerdings nur fiir Zeiten 0 < t <
1
E-

Wir wollen nun ein Maximumprinzip fiir parabolische Differentialgleichungen

beweisen: Sei 2 C k", n € N, ein beschrinktes Gebiet. Wir betrachten den
parabolischen Zylinder
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Biis {(;rr,f.) €ER" xR, : z€, te (O,T]},
zu vorgegebenem T' € R. . Dieser hat als parabolischen Rand die Menge
Ay = {(,1) € R" x [0,+00) : (z,1) € (02 x [0,T) U (2 x {0} }.
Hilfssatz 2. Die Funktion u = u(z,t) € C*(27) geniige der Differentialun-
gleichung
d
Agu(z,t) — Eu(z, t) >0, (z,t) € Op.
Dann kann u in keinem Punkt von O ihr Mazimum annehmen.

Beweis: Wir nehmen an, u wiirde in einem Punkt (£, 7) € 27 das Maximum

annehmen. Ist (£,7) € j??f,r' richtig, so liefert § 1, Hilfssatz 1 die Ungleichung
; d
(4: - 5)utem <0

im Widerspruch zur Voraussetzung. Also mufl (&,7) € 27 ,fo)]" gelten, und
insbesondere 7 = T'. Weiter liefert die Differentialungleichung

Au(E,T) > Su(eT) 20. (23)

Nun nimmt aber auch die Funktion @(z) := u(x,T), x € £2, im Punkt £ € {2
ihr Maximum an. Der Hilfssatz 1 aus § 1 liefert damit Aa(¢) < 0 im Wider-
spruch zu (23). diesl,
Hilfssatz 3. Die Funktion u = u(x,t) € C*(27) N C%(2r U ARy) sei eine
Lisung der Differentialungleichung

Azulz,t) — %u(w, t) >0, (z,t) € 27,

und geniige der Randbedingung
u(z, 1) <0, (z,t) € A2y,
Dann folgt u(x,t) <0 in 270 U Af2y.

Beweis: Zu beliebigem £ > 0 betrachten wir die Hilfsfunktion w(z,t) :=
u(x,t) — et und beachten

(_x . %)w(m, t) = (4 o %)u(ﬂ:, )+e>0 in 7.

Als Randbedingung ermitteln wir
w(x,t) =ulx, t) —et <0 auf A0y,

Aus Hilfssatz 2 folgt somit w(z,t) < 0 bzw. u(x,t) < et in (2p. Der Grenziiber-
gang £ J 0 liefert
u(x,t) <0 in 2y UAQp. q.e.d.
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Satz 3. (Parabolisches Maximum-Minimum-Prinzip)
Seiu=u(z,y) € C*(27) N C(Nr U AQ7) eine Lisung der Wirmeleitungs-
gleichung

Apu(z,t) — Eu (=) =0, (x,t) € O2r.

Dann folgt
min  w(é,7)=m <ulx.t) < M:= max ul(€ 1) x,t) € Np.
T (&, 7) <wu(w,t) < o (& 7)), (z,1) T

Beweis: Wendet man Hilfssatz 3 auf die Hilfsfunktionen
w(z,t) — M und m —u(z, 1), (x,t) € Qp U ARy,
an, so erhilt man sofort die Behauptung. q.e.d.

Satz 4. (Eindeutigkeitssatz fiir die Wirmeleitungsgleichung)
Gegeben sei die beschrinkte, stetige Funktion f = f(x) : R — R € C°(R").
Dann gibt es genaw eine beschrinkte Liosung u des Anfangswertproblems fir
die Wirmeleitungsgleichung zu dieser Funktion f, d.h.

u=u(z,t) € C*(R" x R ,R) NC°R" x [0, +00), R),

Apu(z,t) — %u(m’t) =10 in R" x R,

u(@,0) = f(z), wER",

(24)

sup  |u(z, )| < +oc.
[?.I)ER"')(R'.F

Beweis: Seien u = u(z,t) und v = v(a,t) zwei Losungen von (24), so setzen
wir
M := sup |u(z,t)|+ Sup [v(ax, )] € [0, +00).

BrxR ., RrxR
Fiir die Funktion
w(z,t) :=u(z,t) — v(z,t) € CHR" x Ry ,R) N CO(R™ x [0, +00), R)

gilt dann

Apw(x,t) — %w(w, =0 in R" xRy,

u(z,0) =0, r e R", (25)
|lw(z, )] < M fir alle (z,f) € R" x [0, +o0).

Wir wihlen nun Zahlen 7' € Ry und R € Ry und erkliren zu der Kugel
Bp :={x € R" : |&| < R} den parabolischen Zylinder
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Bl {(m) ER"XR, : £€Bg, t€ (G,T]}
mit dem parabolischen Rand
ABp o= {(;z:,t) € Br x[0,T] : z € 8Bg oder t = U}.

Auf Bp y betrachten wir sowohl die Losung w(x, t) des Problems (25) als auch

die Funktion "
v 2nM sz 2
W(a,t) == (2” +t). (26)

Die Funktion W geniigt der Differentialgleichung

3 o 2?’?-11:{
(Am - E)W" (e,t) = Tz (1-1)=0,  (2.t) € B,

und auf dem parabolischen Rand gilt
|w(.'l:,t)| < ﬁ"(:ﬂ,l), (ar,t) € ABg .

Anwendung des parabolischen Maximum-Minimum-Prinzips liefert nun

. 2nM /|z|? -
e, 0] < W) = - (S +1),  (a.t) € Bra.  (27)

Lassen wir nun @ — +oo streben in Formel (27), so folgt
w(x, t) =0, reR", te (0,7,
mit beliebigem T' € R. . Somit haben wir w(x,t) = 0 bzw. u(z.t) = v(z,t) in
T
M R g.e.d.

Wir betrachten nun noch ein Anfangs-Randwertproblem fiir die eindimen-
sionale Wirmeleitungsgleichung. Fiir weitere Ergebnisse tiber die Wirmelei-
tungsgleichung verweisen wir auf [GuLe], Ch.5 und 9.

Beispiel 1. (Ein Anfangs-Randwert-Problem fiir die eindimensionale Wirme-
leitungsgleichung) Wir suchen eine Losung v = v(x,t), 0 <2 < L, t > 0, der
eindimensionalen Wirmeleitungsgleichung

Vg (2, 8) — vy (2, t) =0, x € (0,L), te€(0,+x), (28)
unter den Randbedingungen
v(0,t) =0 =wv(L,t), t €10, +00), (29)
und der Anfangsbedingung
v(z,0) = f(z), x € (0,L). (30)
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Dabei ist f = f(z) : [0, L] = R eine stetige Funktion mit f(0) =0 = f(L).

Das Problem (28)-(30) modelliert eine Temperaturverteilung in einem iso-
lierten Draht unter Festhalten der Temperaturen am Rand des Drahtes. Wir
werden eine Losung von (28)-(30) mit Hilfe von Spiegelungsmethoden gewin-
nen. Dazu spiegeln wir f ungerade an den Punkten # = 0 und » = L, so
daf3

f(=z)==f(z), f(L+(L-2))=—f(z), z€R, (31)
erfiillt ist. Setzen wir nun
f@),0<z<L
@(x) == { ;
0, sonst

so erscheint die fortgesetzte Funktion f in der Form
Z {e(2nL +2) - p(onL - .r)} z€R (32)

Zu dieser Anfangsverteilung f : R — R, die stetig und beschrénkt ist, 16sen
wir nun global die Warmeleitungsgleichung. Verwenden wir noch die Substi-
tutionen

E=2nL Ly, dE==dy, =101, 2 ...,

so erhalten wir

+oc
ue.t) = [ K(oy0f)dy
_:;0 “+oo
- [K(:x,y,t) Z {go(2?1L+y)—tp(2nL—y)}dy
sl (33)
- /wg) Z {I\ (z,& — 2nL, 1) — K(z,2nL — gr)} de

/'G(x.g,t)f(a d.
0

Dabei haben wir gesetzt
“+o0
G(z,6t) = Y {K(:r.,£ —9nL,t) - K(x,2nL — €, r)}
o o0

1 1 . 2 1 . 2

— Z = (@—E-+2nL) — 2 (w+E—2nL) } (34)

== e 4t — e 4t
\/4';1# e {

-z E) (G b

%
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wobel wir mit

-+ 00

Hz,7) = \/i_”_ Z exp ( - mm%{)“) (35)

die Thetafunktion bezeichnen.

N=—00

Die Funktionen u(z,t) + u{—=,1) und u(x,t) +u(2L — x,t) sind Lésungen der
Wirmeleitungsgleichung (28) in R x Ry zu homogenen Anfangsbedingungen.
Satz 4 liefert nun

u(z, t) +ul(—z,t) =0 = u(z,t) + (2L — z. 1), (x,t) € R x [0, +cc). (36)

Somit erfiillt v(z,f) = wu(z,t), x € [0,L], t € [0,+00), das Anfangs-
Randwertproblem (28)-(30) fiir die eindimensionale Wirmeleitungsgleichung.

84 Charakteristische Fldchen

In einem Gebiet 2 C R"*! n € N, betrachten wir die lineare partielle Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

n+1 n+41 o
Lu(y)= Y a Jk(J)a ) +Z?JJ(J oy, W) +e@ul) = k) O
k=1

fir y € 2. Die Koeffizientenfunktionen a;i(y), b;j(y) und e(y) mit j. k =
1,...,n+1, sowie die rechte Seite h(y) gehoren der R/egulantd‘rskldsse C°(2,R
an, und fiir alle y € 2 sei die Matrix (a;i(y));j k=1,....n+1 symmetrisch.

-----

Definition 1. Sei ¢ = p(y1,...,yns1) : 2 = R € C*(12) eine nichtkonstante
Funktion, fiir welche die Menge

F= {ye-‘? : sO(y):O}
nicht leer ist. Wir nennen F eine charakteristische Fliche fiir die Differenti-
algleichung (1), falls die zugehirige quadralische Form

n+1

Qlel(y) = ) ﬂ;k(u) (y) ( ), yeLn, 2)

Jk=1
die Bedingung
Q) =0  firalle yeF
erfilllt. Andererseits heifit F nichtcharakteristische Fliche, wenn gilt
Qlel(y) #0  fir alle y € F.

Im Falle n = 1 sprechen wir von charakteristischen bzw. nichicharakteristi-
schen Kurven.
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Bemerkung: Da wir nicht Vi(y) # 0 auf F voraussetzen, kann F singulire
Punkte haben. Im allgemeinen ist F C R"*! also keine Hyperfliiche.

Beispiel 1. Ist £ elliptisch in 2, d.h. die Matrix (aji(2))j r=1,... nt1 ist fiir alle
x € (2 positiv-definit, so kann es keine charakteristischen Flichen geben.

Beispiel 2. Wir betrachten den Differentialoperator der Wirmeleitungsglei-
chung

9 . -
ﬁ.—'_\m~a im R® xR.,.

Dann erhalten wir die quadratische Form
Qll(z,t) = Zm, z,t)) (z,t) € R" x R,

Wihlen wir nun fiir ein festes 7 € R die Funktion ¢(x.t) :=t — 7, so ist die
Fléche
= {(;1.',?‘) ER" xR : p(z,t) = 0} =R" x {r}

charakteristisch. Insbesondere ist also die Ebene R" x {0} eine charakteristi-
sche Fliche fiir die Wirmeleitungsgleichung,.

Definition 2. Zu dem Gebiet 2 C R" und Zahlen —oo < t; < t < ¢
betrachten wir die Dose

(A {(:::,t) ER*"xR: €0, t€ (tlftg)}.

Wir erkliren den d’Alembert-Operator O : C2(£24, 4,) — C°(£2, +,) durch

o'

fiir (x1,...,2,,1) € 2 x (t1,12). Dabei ist ¢ > 0 eine feste positive Konstante
(welche im physikalischen Kontext die Lichtgeschwindigkeit darstellt).

BT s Bisil) = w(x Znyt) — A (21, .., 20, t) (3)

Beispiel 3. Fiir die homogene Wellengleichung
B t) =0 im R" xR
erhalten wir als assoziierte quadratische Form
Qlel(z,t) = (pr(x, 1) — | Vapp(z, t)|*,  (z,8) eR" x R

Zu festem (£,7) = (&1,...,&n,7) € R x R erkliiren wir die Funktion

2

oz, t) == (2 (t—71)% — —p ¢, (a,8) eR* xR, (4)

und berechnen
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Qlellz,t) =t —n)* —e?lo—EP?

= 2c2{’§(t—7)'2 = %Ix—al‘z}

= 2% p(z, 1), (z,1) e R”" x R
Mit

Fléa)is {(:1:‘, t) e R*H : p(z,8) = U} = {(;.i:.t) e R*"! : |z—£| = c{t—ﬂ}
(5)

erhalten wir also fiir jedes (£,7) € R"! charakteristische Flichen fiir die
Wellengleichung. Diese sind Kegeloberflichen mit der Spitze (£, 7) und dem
Offnungswinkel o = arctanc.

Wir kommen nun zu einem fiir die Wellengleichung grundlegenden Resultat:

Satz 1. (Energieabschitzung fiir die Wellengleichung)
Der Punkt (§,7) = (&1,. .., €y 7) € R x Ry mit dem zugehdrigen Kegel

K=K 1) = {(:r:,t)GJR"X]l\’L,_ t e (0,7), |J“—f|<('(7_f)}

sei gegeben. Weiter sei u = u(x,t) € C*(K) N C'(K) eine Lisung der homo-
genen Wellengleichung

17,
.rf)+q.rt}6t

Hierbei ist ¢ = q(x,t) € C°(K,[0,+00)) ein nichinegatives, stetiges Potential
auf K.
Dann gilt fiir alle s € (0,7) die Energieungleichung

%,0) =10 in K. (6)

{@[V.u(z, )P e 'u('r S} de

x|z —£|<e(T—5)

< / {r |V (2, 0) |—u T‘,O)|2}d.’i"

z:|le—E|<er
Beweis:

1. Mit Hilfe der Transformation (x,t) — (c(z + £),t) zichen wir uns auf
den Fall £ = 0, ¢ = 1 zuriick. Die Koeffizientenmatrix des d’Alembert-
Operators hat dann die Form

-1 0

(@jk)jk=1,..n41 = ; (8)
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Fiir s € (0, 7) betrachten wir die Dose
D =D(s) = {(:.:,t) ER' xR, : |z|<7—t t€ (U,s)},

dessen Rand D = Fy U F; U F aus den drei Hyperflichen Fy, F,; und
F besteht. Dabei ist F = dD NJK (0, ) eine charakteristische Fliache fiir
die Differentialgleichung (6) mit der #uferen Normale

v=uv(zt) = (w(zt),...,v.(x,t), vpe (2, 1))
; (9)
= Bl il g = (%lj—'%) () € F.

Fiir die Fliachen

Fo={(z,1) € 0D\ 0K(0,7) : t=0}
beziehungsweise

Fy = {(m,t) €D\ OK(0,7) : t= .5'}

erhalten wir die duflere Normale
V=I/(.'II,U)=(0,...,U,—1), (‘550)6}-05

v=uv(xrs) =(0,...,0,+1), (x,5) € Fs.
2. Wir multiplizieren nun (6) mit 2u,(x,¢) und berechnen

0 = 2ug(uy — Apu(z,t)) + 2q(z, ) (wi(,1))*

5] . : 2
=5 [(u;)'] — 2div, (u; Vyu) + 2V uy - Veu + 2q(ug)” (10)

. ) L Q g eeo > 29
= [|Vu:u(:z.,t)1 + |8i u(z,t)| ] + divy (—2u; Veu) + 2q(uy)

fiir (z,t) € D. Integrieren wir (10) mit Hilfe des Gaufischen Satzes iiber
die Dose D = D(s), so erhalten wir

0= 2/(1(:.':,t)(m (z,1))? dz dt + / {|'\7mu(;r:,s)!2 + |%u(.{' .s)|2} dz
D Fa

_/{|Vmu(m,0)|2+|%u(x: [})|:z}d$

Fo
+}[ { — 2w Vau - U + % (|V,¢u|2 + |uy |2) } do(z,t)

> /{|Vru(u:., ) + |m(-£.s)|2} dz — / {|V1.u(:r.., 0)2 + |uf_[w,n)|2} da.

-Fs -FU
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Es ist ndmlich g(u)? nichtnegativ, und gemif Formel (9) gilt
|

u| < E (]V;.,u|2 + |u1|2)

. - 2
|20V u - 2| < 2|wy||Veu||7] = Em;”m

auf F. Es folgt also

2 9 2] - ; 2 8, 2
[ {IVou(@. o) + | u(z, ) } do < [ {IV2u(@, 0 + | u(,0) } da.

. Fo q.e.d.

Aus Satz 1 erhalten wir nun den

Satz 2. (Eindeutigkeit des Cauchyschen Anfangswertproblems fiir
die Wellengleichung)

Die Voraussetzungen von Satz 1 seien erfiillt, und u = u(x,t) geniige zusdtzlich
den homogenen Cauchyschen Anfangsbedingungen

u(z,0) =0 = w(z,0) fiir alle z€R' mit |z —¢§ <ecr. (11)
Dann folgt u(z,t) =0 euf K = K(£,71).

Beweis: Aus den Anfangsbedingungen (11) lesen wir ab
2 a9 2
| Veu(z, 0)]° + |a1‘.‘-(:n, 0)]* =0, |z — €| < e,
und die Energieabschitzung aus Satz 1 liefert

[ {(_-.2|V_1_.u(1:, s)|? + I%u(m, s)|2} de=0  firalle se(0,7).

:r:!;l'—E|.<('{T—s_:|

Somit folgt V,u(z,t) = 0 = wy(z,t) auf K, und daher u(x,t) = const. Wie-
derum aus (11) erhalten wir schlieflich

w(x, t) =0 in K il
In den Paragraphen §§ 5,6 werden wir mit Hilfe von Integralformeln explizit

Losungen des Cauchyschen Anfangswertproblems fiir die Wellengleichung in
den Dimensionen n =1,3,5,... bzw. n = 2.4,6, ... angeben.

Wir wenden uns nun wieder der Differentialgleichung (1) zu: Fiir eine gewthn-
liche Differentialgleichung 2.0rdnung schreibt man in einem festen Punkt den
Funktionswert und die erste Ableitung als Anfangswerte vor. Ein hoherdimen-
sionales Analogon stellt das Cauchysche Anfangswertproblem fiir die partielle
Differentialgleichung (1) dar.

In einem Gebiet 2 C R"™! sei die partielle Differentialgleichung
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Cu(y) =hy), ye  u=uly)eC (), (12)

gemiB (1) gegeben. Ferner sei p = p(y) : 2 — R € C3(2) mit Vi(y) # 0,
y € [2, eine Funktion, so daf} die Fliche

@#?::{yeﬂ: cp(y)=0}CQ

eine Hyperfliiche im R"*! darstellt. Auf F schreiben wir nun die Funktion
f=fly): F—> R e C*F) vor und fordern die Anfangsbedingung 0-ter
Ordnung

u(y) = fly), yeF. (13)
Mit dieser Anfangsbedingung sind die an F tangentialen Ableitungen von
u bereits vorgeschrieben. Bezeichnet v(y) := |[Ve(y)| ' Ve(y), y € F, die
Normale an die Fliche F, so schreiben wir weiter eine Funktion g = g(y) :
F — R € CY(F) vor und verlangen als Anfangsbedingung 1-ter Ordnung

%u(y) =g(y), yeF. (14)

Mit (13) und (14) ist Vu(y) auf F festgelegt. Es empfiehlt sich nun, wie folgt
neue Koordinaten einzufiihren:

Es sei I' C R" ein Gebiet und v = v(z1,...,2,) : I' = F € C*(I') eine
regulire Parameterdarstellung der Fliche F. Wir schreiben
VT venain) =B e e 5B ) ) = (T3 r00nBr) €T,

fiir die parametrisierte Normale an die Fldche F und betrachten die Parame-
tertransformation 0 = 0(z1,...,x,,t) : I[. = 2 € C*(I.,R"!) auf der Dose
I.:=1I x (—¢g,e) C R" welche wie folgt erklért ist:
9($1= ceeg i, t) = '}’(:L']., ok '.!1:?1) & tl"(.’ﬂl, R rw'ﬂ)u (1,‘)
5
z=(ry,...,2,) €I, t€(—g,¢).

Dabei ist £ > 0 hinreichend klein gewihlt und 2 := 6(I.) gesetzt worden.

Mit 98 = (04,....,0.,.0;) : [. — REDX+HD) hegeichnen wir die Funktio-
nalmatrix von # und bemerken
99(x,0) = (ars- -3 Yoms V)| - (16)
Fiir die symmetrische Matrix-Funktion
B~ Y(z,t) := 00(x,t) o (06(z,1))*, (z,t) € I, (17)
gilt nun
Yor
B~1(2,0) 0 0(2) = (Yays -+ Ve, s ¥) © 7 ov(z) =v(z), ze€Il. (18)
T

*

14
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Somit ist v(z) Eigenvektor der Matrix B~!(z,0) zum Eigenwert 1 und eben-
so Eigenvektor zum gleichen Eigenwert von B(z, (). Wir betrachten nun die
Funktion

BBy e i By 8) = OB E 5 vy B ) 1L 2 R (19)

Setzen wir )
f(x):=fory(z), §(a):=gor(x), =zel, (20)
so erhalten wir die zu (13) dquivalente Anfangsbedingung 0-ter Ordnung

w(z,0) = f(x), z eI, (21)

und die zu (14) dquivalente Anfangsbedingung 1-ter Ordnung

0
5,0 =4§), =zl (22)

Wir beweisen nun den folgenden

Satz 3. Set F eine charakteristische Fliche fir den Differentialoperator L
aus (1), und die Funktion u = u(y) € C*(12) geniige den Cauchyschen An-
fangsbedingungen (13) und (14) euf F. Dann ist Lu(y) fir aelle y € F bereits
durch die Anfangswerte f € C*(F) und g € CY(F) bestimmt.

Beweis:

1. Mit Hilfe der Parametertransformation # gehen wir geméf (19) tiber zur
Funktion @(z,t), (x,t) € I'., welche dann auf I" den Anfangsbedingungen
(21), (22) geniigt. Durch Differentiation nach x; und z; erhalten wir

&JJ (:1-'1 0} = fx_. (3-5)- 'ﬁ'a:j;rk (371 0) = f.‘i'j Th (.‘I,‘), "'1.7,'5{(3:! 0) = .6;1'; (1')
fiir alle zx € I'und j, k= 1,...,n. Aus (19) folgt
Vienyiz, t) = Vyu(d(z,t)) o 00(x, 1), (z,t) € IL. (23)

Setzen wir du(y) = (V,u(y))", y € 2, und di(z, 1) := (Vi pile, )",
(z,t) € I, so schreibt sich (23) in der Form

du(x,t) = (00(x,1))" o Du(f(x,t)), (z,t) € I.
Multiplizieren wir nun diese Identitiit von links mit 96(z,t), so folgt
00(x,t) o du(x,t) = 86(x,t) o (08(x,t))" o Ou(f(z, 1)),
und wegen B~ = 96 o (96)* schliefilich

Ou(f(x,t)) = B(x,t) o 06(a,t) o dii(x, 1), (z,1) € T:. (24)
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. Fiir t = 0 entnehmen wir der Identitiit (24), dafi V,u(y) fiir alle y € F

bestimmt ist. Nun beachten wir

n+1 n+1

Luly) = 3. aji(y) 5, 5o-u(v) + Z bj(y)5—u(y) + c(y)uly)
- n+1 n+1 (25)
= Muw) + 3 {bk(y) > G (y)} )i () + ely)u(y)

fiir y € (2, wobei wir

n-+1 n+1
Mu(y) = Z i{ Z ajr(y )iu(y)} y € 12,

=1 3#} k=1

gesetzt haben. Es geniigt also zu zeigen, dafi Mu(y) fiir alle y € F durch
die Anfangsdaten bestimmt ist. Dazu gehen wir iiber zu der sogenannten
schwachen Differentialgleichung: Sei x = x(y1,...,Ynt1) € C5(2) eine
beliebige Testfunktion, und sei mit

X =x(x,t) =xob(x,t): [. - R e C3I.)

die transformierte Testfunktion bezeichnet. Analog zu (24) erhalten wir
die Beziehung

Ox(0(z,t)) = B(x,t) 0 00(x.t) 0 Ox(z.t),  (wv,8) € L..  (26)

Fiir eine beliebige Testfunktion y € C§°(f2) liefert der Gaufische Integral-
satz die Identitét

fx(y)Mts( )dy = [{ y)”f (il ajr( y)aa J))}dy

9]

_/{ nf”xk(ﬂd xW)z,- 2 (y)} (27)

Jk=1
= ] (Ox(y))" 0 Aly) o Du(y) } dy
12

mit der symmetrischen Matrix A(y) := (a;x(y))jk=1....n+1, Yy € 2.

. Nun wenden wir die Transformationsformel an: Fiir die Abbildung y =

B(x,t), (x,t) € I'., bezeichnen wir mit Jy(x,¢) den Betrag der Funktional-
determinante, d.h.

Jo(x,t) := | det 8(x, 1), (z,1) € I..
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Beachten wir die Identititen (24) und (26), so folgt aus (27)

[ xtwamuwydy = - [ {@xw)" o 4w 2 0uw)} dy

12 2

= — /(0)((9(;1:, t)))" o A(B(x,t)) o Ou(f(z,t))Jy(x,t) da di

I

- /(8)2(;1?,1*.))* o Clfin, ] =B, s () i
I

mit

(Cjﬁ'("r: t))jJt:l,...,_n-i—]_ = C(Q’I, f)

= (06(x,1))" o B(x,t) o A(B(x,t)) o B(w,t) 0 36(x,1).
Wir berechnen nun
Cnitns1(z,0) = v(x)* o B(z,0) o A(v(x)) o B(z,0) o v(z)
= (B(x,0) ov(x))* o A(y(x)) o B(z,0) o v(x)
=uv(z) o A(y(z))ov(z) = 0, 2 e F;
denn F ist eine charakteristische Fliiche fiir £. Wir haben also
Cnt1nt1(z,0) =0 fiir alle zeI. (28)

Auflerdem beachten wir

n

/X(y).-\/fu(y) dy = —f{ Z cjk(:n,f))zxjﬁ“}.]g(:c,t) dx dt
Q I

k=1

_/{Zcj_nﬂ(x,t)_)zquif}Jg(x,t) da dt

B, gL
'_/ {ch%-l.k(x:t})ziﬁxk}Jf}(:glt) dx dt
115 k=1

2 / et (D0 Jo 3, ) da dt
.

und finden damit
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‘[x('y)Mu(y)dy = i f(CJ'k(I,f)ﬁx&Jg)m X(z,t) da dt

3 k=17 g

+ i j (r:j.n+1(3:,t)ﬂ.-.Jy)__l_f((n:, t) dx dt

= i
=g

+Zn:/ (t’:n+1~;.._(.7:, t]ﬁ”Jg)i)_({m,t)dJ:df (29)

k:I'Fg

% j (cnsrme s t)70) o, 1) e

I

+]Cri+l,)1+l(xst)ﬁ'!!JﬁX(Ist) dix dit
I-'C

4. Sei ¢(z) € C3°(B,[0,+)) mit B := {z € R*"*! : |z| < 1} eine Test-

funktion mit
/1,!.'(2)0’.2 =1.

B
Wir betrachten zu einem festen n € F die Folge von Testfunktionen

xi(y) :==1""'y(ly -n), yeR™, 1=1,2,...

Wir stellen fest, dal x;(y) = 0 fiir alle |y — 5| > I~! richtig ist und
bemerken

/ xi(y)dy =1 fir 1=1,2,...
Bn+l
Setzen wir schliellich noch y(z,t) := x; 0 8(x,t), Il = 1,2,.. ., so entneh-
men wir Formel (28)

lim / Cnt1 i1 (T, V) (2, 1) Jo (2, 1) Xo (2, ) dz dt = 0. (30)

=00
I,
Setzen wir nun die Folge der Testfunktionen {x;(y) };=1 2.... in die Identitiit
(29) ein, so verschwindet auf der rechten Seite in der Grenze der letzte
Term. Da aber die iibrigen Terme gemifl Teil 1 des Beweises durch F,
f(y) und g(y), y € F, eindeutig festgelegt sind und da fiir die linke Seite
in der Grenze gilt

Mu(n) = lim [ wlMuy)dy, nef,

2

ist der Beweis des Satzes erbracht. q.e.d.
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Bemerkungen:

1. Das Cauchysche Anfangswertproblem (12), (13), (14) ist nicht fiir belie-
bige rechte Seiten h 16sbar, falls F eine chalakl;enbtls(,he Fliche ist. Man
sollte also zur Losung des Cauchyschen Anfangswertproblems von nicht-
charakteristischen Anfangsflichen F ausgehen. Fiir die Wellengleichung
werden wir als Anfangsebene die nichtcharakteristische Grundfliche des
o.a. Kegels wihlen.

2. Betrachten wir das Cauchysche Anfangswertproblem (12), (13), (14) auf
einer nichtcharakteristischen Fliche F, so ist

Cn+1n+1(2,0) = v(z)* o A(y(z)) o ‘V(‘E) # 0, zel,

erfiillt. Lokalisieren wir also Gleichung (29) wie in Teil 4 des obigen Be-
weises, so kénnen wir iy (x,0), x € I', aus der Differentialgleichung (12)
und den Anfangsdaten (13), (14) ermitteln. Somit sind fiir das Cauchysche
Anfangswertproblem (12), (13), (14) auf nichtcharakteristischen Flichen
schon die zweiten Ableitungen (ts”jyk{y))jl;.-zh“_‘,H.l., y € F, vorgeschrie-
ben. Entsprechende Aussagen kann man fiir die héheren Ableitungen her-
leiten, falls diese existieren.

§5 Die Wellengleichung im R" fiir n = 1,3,2

Zu hinreichend reguliren Funktionen f = f(x1,...,2,),9 = g(z1,....2,) :
R* — R wollen wir das Cauchysche Anfangswertproblem fiir die n-dimensio-
nale Wellengleichung losen:

u = u(z,t) = u(x1,...,24,t) € C*(R" x [0, +00),R), (1)
2

Ou(x,t) = BI? —u(z,t) — ¢ Azu(z,t) =0, () e R" xRy, (2)

u(z,0) = f(x), %u(u',{]) = g(x), reR". (3)

Hierbei bezeichnet ¢ > 0 eine positive Konstante. Wir fassen (1), (2), (3) zum
Problem P(f, g,n) oder abkiirzend P(n) zusammen. Zuniichst betrachten wir
den Fall n=1 der eindimensionalen Wellengleichung

ug(x,t) — Cuge(x,t) =0, (z,t) ERx R (4)

Physikalisch beschreibt w(z,t) die vertikale Auslenkung einer schwingenden
Saite aus der Ruhelage x € R in Abhiingigkeit von der Zeit t € R.

Gemil §4, Beispiel 3 erhalten wir als charakteristische Linien der eindimen-
sionalen Wellengleichung die Geraden

r=a+ct, teR, (5)



378 VI Lineare partielle Differentialgleichungen im R"
mit beliebigem a € R. Wir fithren nun diese Charakteristiken geméf}
E=x+ct, n=x—ct (6)

als charakteristische Parameter in die Differentialgleichung (4) ein. Wir ent-
nehmen (6) noch

e=3E+m, =5 (E-n) @

und betrachten die Funktion

U =u(3E+m 1), (Ener. ®

Wir ermitteln
1 1 1
U = ue (56 + ) 5 =) 5 +u(5(E + 1), 56 =) 5

und dann

1

42 Hu( }

1 1 ik 1 1
UE'H = Zum;z (5(& + n)9 i(f - ?})) - E"-f-.u!(- , ) 2 %”I.‘r(- . )

e (G € m) 6= ) — Cusa (SE ) 56— ) }

1

0 (5 (E+0), 56~ m)-

Somit erscheint die Wellengleichung (4) in charakteristischen Parametern als

82
dEan

(&) = (&n) € B, (9)
Wegen %(Ug({, n)) = 0 ist Ug = F'(£) unabhiingig von 1, und es folgt

U, = F(&) +Gn).

Kehren wir zuriick zu den Parametern (x,t), so folgt

u(z,t) = F(z + et) + Gz — ct), (z,t) € R®. (10)
Die Losung gehort zur Klasse C?(R?) genau dann, wenn F,G E C?(R) erfiillt
ist. Die Funktionen v(z,t) := F(z + ct) und w(z,t) := G(z — ct) geniigen den
Gleichungen

vy —cvy, =0 bzw. w +cw, =10 im RZ.

Allgemein erhalten wir durch Superposition je einer C?(IR?)-Lésung dieser
Gleichungen eine Losung von (4). Wir konnen ndmlich den eindimensionalen
d’Alembert-Operator wie folgt zerlegen:
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0? , 07 3] a a 0
O AL WO L1 O .
o2 ‘o2 \& T/ \5t " os (11)

Physikalisch interpretiert besteht die Losung (10) von (4) aus einer einlau-
fenden und einer auslaufenden Welle, welche sich mit gleicher absoluter Ge-
schwindigkeit in entgegengesetzte Richtungen bewegen.

Wir wollen nun das Anfangswertproblem P(f, g, 1) losen: Wir verlangen f =
f(z) € C*(R,R) und ¢ = g(z) € C}(R,R) und berechnen fiir die in (10)
gegebene Funktion u(x,y)

u(,0) = F(a) + G(a) = f(2),

ug(x,0) = F'(z) + G'(z) = f'(x),

w(z,0) = cF'(z) — G'(z) = g(x), zeR

Die letzten beiden Gleichungen liefern

F/(@) = 5-{ef'(@) + 9(@)} = 51'(2) + 5-0(0),

G'(x) = o (ef' (@) — 9@)} = 5 (@) ~ 5-92),  TER

und nach Integration von 0 bis x ergibt sich

Fla) = 30@) + 5. [9© d+ e,
0

G@) = 51(@) ~ 5 [ 96+
0

mit zwei Konstanten ¢;,co € R. Wegen F'(z) 4+ G(z) = f(x) folgt noch ¢ +
cs = 0, und wir erhalten als Losung des Cauchyschen Anfangswertproblems
P(f,9,1)

1 1

w(z,t) = F(z +ct) + Gz — ct) = E{f(.r +iet) + flz— ('.t)} -+ 5

'.J:—C!,

fiir v € R, t € R Verwenden wir nun noch Satz 2 aus §4, so ergibt sich der
folgende

Satz 1. (d’Alembert)
Zu vorgegebenen Funktionen f = f(x) € C*(R) und g = g(x) € CY(R) stellt
die Funktion
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1 1 z+cf
ulz,t) = E{f[:r +et) + flx — ct)} + e / g(&) dE, (z,t) € R2, (12)

r—oct

die eindeutig bestimmte Lisung des Cauchyschen Anfangswertproblems fir die
eindimensionale Wellengleichung P(f,g,1) dar.

Bemerkung: (Abhingigkeitsgebiet der eindimensionalen Wellengleichung)
Der Funktionswert u(xz, ) hingt nur von den Anfangswerten auf dem Intervall
[« — ct, &+ ct] ab, d.h. von den Daten innerhalb des charakteristischen Kegels
mit der Spitze (z,1). Dieses stimmt {iberein mit der Aussage von §4, Satz
2. Andererseits kann ein Anfangswert an der Stelle £ nur wirksam werden
innerhalb des Doppelkegels

{(:1:,16) ER : |z—¢| = c|t|}.
Die Signale kémnen sich also hichstens mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreiten.

Wir betrachten nun das Cauchysche Anfangswertproblem fiir die Wellenglei-
chung im R", n € N, Schon in der d’Alembertschen Lsungsformel (12) er-
scheint ein sphdrischer Mittelwert, welcher uns auch in hheren Dimensionen
n € N eine explizite Losung des Problems P(f, g, n) erméglichen wird.

Definition 1. Sei f = f(z) € C*(R") gegeben. Wir nennen die Funktion

v =d(g, ) =Mz, # )= Win / flex+ré)do(&), (z,7) € R* x R,
lg[=1
) (13)

den sphdrischen Integralmittelwert von f iiber die Sphire
OBy,(z) := {y ER" : |y—2|= I'r]}-

Satz 2. (F.John)
Zu vorgegebenem f = f(x) € C*(R") mit k > 2 gehért die Funktion v =
v(z,r) = M(z,r; f) : R* x R — R der Regularititsklasse C*(R" x R) an, und
es gelten die folgenden Aussagen:

a)v(z,0) = f(x) fiiralle z € R".

b)v(x,—r) =v(x,r) firale ze€R*, relk

c) 8—1:(3:, 0)=0 fiiralle xe€R".

?.

- n—
d) mv(r,w) +

) %U(J?, r)—Aze(z,r)=0 im R" x (R\{0}).

Bemerkung: Man nennt die in d) angegebene Gleichung die Darboua’sche Dif-
ferentialgleichung.
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Beweis von Satz 2:

a) Aus (13) ersehen wir v € C*(R" x R) und

v(x,0) [ flz)do(€) = f(z) fir alle z € R".
|E| 1

b) und ¢) Ebenfalls aus (13) lesen wir sofort ab v(x, —r) = v(z,r) und Diffe-
rentiation liefert —uv,(z,0) = v, (:r U) fiir alle x € R™.
d) Wir fiithren auf der Sphiire S"!(z) := {y € R"* : |y — 2| = 1} Polarkoor-
dinaten ein:
y =+, Ees™, r>0.

Nach Kapitel 1, § 8 wird der Laplaceoperator in diesen Koordinaten zu

9 n-1209 1
A= EE T pe T

wobei A den Laplace-Beltrami-Operator auf der Sphéire S”~! bezeichnet.
In Satz 3 aus Kapitel I, §8 haben wir die Symmetrie von A auf §"!
nachgewiesen. Wir erhalten damit fiir alle z € R" und r > 0 die Gleichung

1
Agv(z,r) = — / Ay f(x+rE) do(E)

lej=1

1 0 n-10 1 _ _
- [+ Ialre 9 aste
|gl=1
9?2 n—10 1
%ﬁ*TE} o [ 1 Afa e do(e)
|

flx+r)da(§)

? n-10
= @JFTE vz, r),

denn Al = 0. Also ist die Darboux’sche Differentialgleichung fiir alle
x € R” und r > 0 erfiillt. Da diese invariant unter der Spiegelung r + —r
ist, bleibt sie giiltig fiir alle 2 € R und r < (. .
Wir betrachten nun den Fall n=3 der dreidimensionalen Wellengleichung,.
Physikalisch stellen deren Lésungen Wellen aus der Akustik oder der Optik
dar. Wir beweisen den folgenden
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Satz 3. (Kirchhoff)

Es seien Funktionen f = f(z) € C*(R?) und g = g(x) € C*(R?) vorgegeben.
Dann wird das Cauchysche Anfangswertproblem P(f,g,3) fir die dreidimen-
sionale Wellengleichung eindeutig geldst durch die Funktion

u(z,t) = %{tﬂf(x, ct; f}} + tM(z,ct; g)

(14)
J[{tsw + 1@+ V@) - -0} dot)

|y—z|=ct
fiir (z,1) e B® x R,
Beweis:

1. Gemif Satz 2 fiir den Fall n = 3 erfiillt die Funktion v(x,r) = M(z,r; g),
(x,r) € B® x (R\ {0}), die Darboux’sche Differentialgleichung

4?1'( dnc2?

2 1
0= vz, r) + —vp(z,r) — Apo(z,r) = —{re(z,r) }r — Ago(z,r).
r r

Multiplikation mit r liefert

2
0= (f?{rv(:c, r)} — Ay {rv(z,r)}, (z,r) € R* x R.
Wir betrachten nun die Funktion
W(z,t) == 1{r:t"u(:r.ct)} = tv(z,ct) = t—-]— /f glx + cté) da(§)
? C £ ? 4r . r
g]=1

mit (x,t) € R* x R. Diese geniigt der Wellengleichung

2
O (x,t) = %ﬁ:(m, t) — A (z,t) =0 im R*xR (15)

und erfiillt die Anfangsbedingungen

gt;’)(:r‘O):-u(:r,[)): g(z) firalle zeR. (16)

b@,0=0, -

2. Wie in Teil 1 des Beweises sieht man, dass die Funktion

Xt =M@t f) = = [[fareagdo®.  @He® xR

l€l=1

der Wellengleichung Oy (z,t) = 0 im R® x R geniigt. Ferner gilt x €
C3(R® x R). Wir betrachten nun die Funktion
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3] 5]
p(x,t) == ax(%ﬂ = E{tﬂ’f(iﬂ,f—‘-i;f)}

= M(xz,ct; f) + t%ﬁf(m,ct; 1)

- & [[1eragane +%§{ // f£m+c‘t§)do(£)}

1&l=1 [&]=1
- ﬁ // {f(.r + cté) + ctV f(z + cté) - f} do(§).
[€]=1

Auch g erfiillt die Wellengleichung, und wir haben die Anfangsbedingun-

gen
o(z,0) = M(,0; f) = f(x),
9 _ o2 — 2LA Wit cb: _
550(2.0) = 55X(2.0) = P Acx(2,0) = {14 M(z,ct: )} =0
(17)
fiir alle z € R3.
3. Mit
u(z,t) == ez, t) + P(,t) = Q{tﬂ{(ur ('f‘f)} + tM(z,ct; g)
L 3 2] ot g Ly 3 Ly

= ﬁ / / { fla + cté) + etV f(z + ct€) - £ + tgla + ctf)} do(€)
l€l=1

fir (z,t) € R* x R erhalten wir eine Losung der Wellengleichung, und
wegen (16), (17) geniigt u den Anfangsbedingungen

u(x,0) = f(x), %u(:};,ﬂ) = g(x), T € R,

Verwenden wir nun die Substitution y = z + ct€, do(y) = *t%do(£), so
folgt fiir alle (x,1) € R* x R, die Identitiit

1
wet) = gz [[ {90+ 10+ V10 - 1 - )} o).
|y—z|=ct q.e.d.
Nun behandeln wir den Fall n=2 mit Hilfe der Hadamardschen Abstiegs-

methode. Die Losungen der zweidimensionalen Wellengleichung modellieren
Wellenbewegungen von Oberflichen, etwa von Wasserwellen.

Satz 4. Zu vorgegebenen Funktionen f = f(y) = f(y1,y2) € C*(R?) und
g=g(y) = gly1,y2) € C*(R?) erhalten wir die eindeutige Lisung des Cauchy-
schen Anfangswertproblems P(f,g,2) in der Form
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w(z, t) = u(xy, xs,1)

h 2?:&"1 // {tg(y) T+ Vi) - 5)}\/% dy: dy»

yi|ly—r|<et

fir (z,1) € B2 x Ry und mit r:= |y — z| = /(y1 — 21)? + (2 — 22)?.

Beweis: Fiir v € R = R? x {0} und ¢ € R, betrachten wir die Funktion

u(z,t) = 4_(2f) // tg(n) + f(n) +V f(n) - (n—2x) }d{r(r_})

[n—a|=ct

= ?_ii—ztz // {tg(ylgyz]+f(!}113!2)+\7f(3}.1:3}2)'{y—ﬂr)}da{n)

[n—a|=ct
z=0
(18)
mit § = (y1,y2,2) € B und mit f(n) := f(y1,y2) und g(n) := g(y2,y2). Wir
parametrisieren die obere Halbsphire |n — x| = ¢t, z > 0 geméf

A =p—a]* =y — 1) + (y2 — 22)* + 27,

z=2(y) = 2(y1,2) = VA — (1 — 31)? — (Y2 — 22)% = Vetz — 2

mit dem Parametergebiet {y = (y1,y2) € R? : |y — 2| < ct}. Wegen

2 ct
—z i ) = 5 r < ct,
} ('2t2 N e2t2 — 2

berechnet sich das Oberflichenelement der oberen Halbssphiire zu

d 2 ct
do(yi,y2) = /1 + (gz(r)) rdrdp = \/ﬁ dy, dys. (19)

Setzen wir nun (19) in (18) ein, so folgt

u(z,t) = = dy dy>.

s [[ {ts) + 10+ v56) - -0}

wily—a|<et

q.e.d.

Bemerkungen zu Satz 3 und Satz 4:

1. Wihrend im Falle n = 1 die Anfangsregularitit f € C*(R), g € C'(R)
ausreicht, miissen wir fiir n = 2,3 die Anfangsregularitit f € C3(R"),
g € C*(R") fordern. Die Wellengleichung bewirkt also einen Regularitiits-
verlust im Falle n = 2, 3. Dieses Phinomen setzt sich auch in hoheren
Dimensionen fort (vgl. §6).
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2. Nach Satz 3 hiingt bei der dreidimensionalen Wellengleichung der Wert
der Losung u an der Stelle (z,t) von den Anfangswerten f und g auf der
Sphiire

OB (x) = {q ER: ly—z| = ct}

ab, d.h. B (z) ist der Abhingigkeitsbereich fiir u(z,t).

Andererseits beeinflussen die Anfangswerte f,g nahe einem Punkt y zur
Zeit t = 0 nur die Punkte (z,t) nahe dem Kegelmantel |z — y| = ¢t mit
der Spitze & € R®. Die Signale in der Kugel B, := {z € F? : |z —y| < o}
beeinflussen u(z, ) nur im Gebiet

= U M (z), M(z) := {(z,t}eR?’ xRy : |z—:r|z(:t}.

zEB,

Die Signale im R? kiénnen scharf iibertragen werden. Dieses ist moglich,
da der Abhingigkeitsbereich von u(x,t) eine Sphiire und nicht eine offene
Menge im R? ist. Das ist das Huygens sche Prinzip in der scharfen Form.
Schon fiir die Wellengleichung im R? (und viele andere hyperbolische Glei-
chungen) ist dieses Prinzip verletzt. Gemify Satz 4 hingt u(z,t) bei der
zweidimensionalen Wellengleichung ab von den Anfangswerten auf einer
zweidimensionalen Kreisscheibe. Somit pflanzen sich wie etwa bei Wasser-
wellen die Stérungen unendlich weit fort.

3. Sind f € C3(B,), g € C3(B,) mit einem g > 0, so gibt es nach Satz 3
eine Konstante C' € (0, +oc), so dafl

c
[z, )| < Ry (z,t) € R® x Ry,
erfiillt ist. Die Wellen im R? - und somit auch im R? (v, g,] Beweis von
Satz 4) - haben eine Amplitude, die sich asymptotisch wie =+ fur t = +oo
verhiilt.
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Wir setzen nun die Uberlegungen aus § 5 fort, werden allerdings zur Vereinfa-
chung die Konstante ¢ > 0 in der Wellengleichung durch ¢ = 1 festsetzen. Eine
Ubertragung der Ergebnisse dieses Paragraphen auf beliebige ¢ > 0 iiberlassen
wir dem Leser. Wir beginnen mit dem

Satz 1. (Mittelwertsatz von Asgeirsson)
Fiir eine Funktion u = u(z,y) = u(T1,...,Tn, Y15 Un) € C2(R* x R*) mit
n > 2 sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

I. Es geniigt u der ultrahyperbolischen Differentialgleichung

o n a.;
(Zal ZBT ) (rla"':x'ﬂ:yla"':yﬂ.)=O “mn ]R'HXR”' {1)
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Fiir alle (x,y,r) € R" x R" x Ry gilt die Identitiit

L /.u(;r—k'rf,y)da(f):i ] ulx,y + re) do(§). (2)

Wp
|€]=1 |€]=1

Beweis:

I = II: Da (2) invariant unter der Spiegelung r — —r ist, kénnen wir 0.E. r >

0 annehmen. Wir betrachten die Funktionen

1
p=ayr)i== [ u+rey)doe)
"=
und {
v=v(z,y,r) = — / u(z,y + ) do(§)
'"lEl.Zl
fiir (z,y,7) € " x R" x [0, +00). Zuniichst bemerken wir
wlz,y,0) =u(z,y) =v(z,y,0) fir alle (z,y) e R" xR"  (3)
sowie

pe(2,9,0) =0 = v (2,9,0) fiir alle (z,y) € R" x R". (4)

Nach Satz 2 aus § 5 geniigen y bzw. v den Darboux’schen Differentialglei-
chungen

-1
pelz,y,r) — App(z,y,r) =0,

T

T
Mpr(2,y,7) +

vep(,y, 1) + i ve(z,y,r) — Ayv(z,y,r) =0

fiir (z,y,r) € B" x B" x R, . Weiter liefert die ultrahyperbolische Diffe-
rentialgleichung (1) die Identitéit

f u(z,y + ré) dﬂ(f)}

lg]=1

1
Ayv(z,y,r) = Ay{w—

n

i Ayu(z,y +ré)da(€)

Wp
|€]=1

— [ Auula,y+ &) do(e)
|€]=1

=Ax{i /u(:r,:fﬂr'-'"f)dff(«f)}

Wn

Il

l¢j=1

= Ayv(x,y,7) fiir alle (z,y,r) € R* x R" x R,.
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Wegen (3), (4) und (5) geniigt also die Funktion ¢(z,y.r) := plx,y,r) —
v(z,y,r) dem Anfangwertproblem

n—1
‘Pr-r(-‘ﬂa?}af") + ”Tip,.(:r:, u, :P) - Aif‘fj(ma Y, T} =0 im R* x R" x R—I—:

plr,y,00) =0, @ (z,y,0)=0 im R™ x R™.
(6)
Nach Satz 2 aus §4 folgt nun p(z,y,r) = 0 in jeder kompakten Teilmenge
des " x R" x R, und damit auch pu(z,y,r) = v(z,y,r) in R x B" x R,
bzw. (2).
IT = I: Sei (xg,y0) € R" x R ein Punkt, in dem die ultrahyperbolische Dif-
ferentialgleichung (1) nicht erfiillt ist, d.h.

ﬂx(i’?u,yo) 75 ﬂy(ﬂ‘ffh ’y{))-
Da u € C?(R™ x R") richtig ist, gibt es dann ein ¢ > 0, so daf} gilt
Agu(z',y') # Ay (2",y")  firalle (2',9), (2",9") € Z,(z0,%0), (7)

wobei wir Z,(zo,y0) = {(z,y) € R* x R* : |z — 20| + |y — yo| < 0}
gesetzt haben. Wir differenzieren nun (2) nach r und erhalten an der
Stelle (z,y,7) = (x0,y0,0) mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes und
dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

0= [ Vau(@o + o€, yo) - £ do(€) — [ Vyi(Ento+ 06) - £do ()
|£f=1 |€j=1

1
so—1 / A‘!,Tn‘-(.'-".‘, yn) dr — [ L\y (.’L‘(], y) ('Iy (8)
[ ’

|lr—ao|<p [y—wo|<e
= (AJ:H'(E"I Yyo) — A u(xo, ) )|B|Q

fiir ein & € R" mit | — 29| < g und ein § € R”® mit |§ — yo| < p; hierbei
bezeichnet | B| das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel. Nun steht
aber (8) im Widerspruch zu (7). Also ist in allen Punkten (z,y) € R" x "
die Differentialgleichung (1) erfiillt.

g.e.d.

Im folgenden benétigen wir Uberlegungen, die wir zu Beginn der n-dimensio-
nalen Potentialtheorie in Kapitel V, §1 mit den Formeln (1)-(11) durchgefiihrt
haben. Weiter stellen wir die folgende Aussage bereit:

Hilfssatz 1. Fiir jede stetige Funktion h = h(t) : [-1,1] = R € C°([-1,1])
und fiir n € N mit n > 3 gilt die Identitit

/ h En do(§) = wn— 1-/'&( ) 1_'52) dS

EER™: |€|=1
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Beweis: Zunichst parametrisieren wir

[ mendo

lgj=1
(1= B = =B )Ry 1-B = —£2))
= ] G‘f] ...df,l_l.
- Ji-B - -,
LERn—1; |t|<1 n
Setzen wir nun ¢ = o7 mit ¢ € (0,1) und 7 € R" ', |7| = 1, so erhalten wir
nach Formel (6) aus Kapitel V, §1
1
h(+/1 — h 1—
[ wendot) = [ 2 9\}:_(" ) 2 ap,
|§]=1 0 ¢
Schliefilich ergibt sich mit der Transformation s = /1 — ¢2, dp = —ﬁ ds
/ 1
h(&n) do(§) = w1 /(?L(S) - h-(—s)};(l — gAY ﬁ ds
: -8
¢]=1 0

1
= Wn-1 /‘(h(s) + h(_s))(l - 32) "“ﬁ"? s
0

1
= Wp—1 /h(.ﬂ‘)(] -7 ds
2]

Hilfssatz 2. (Abelsche Integralgleichung)
Zu, gegebener Funktion f = f(z) € C*(R"), n > 3, seiu = u(x,t) € C*(R", R
eine Ldosung des Problems

q.e.d.

Vi

Ou(z,1) = (% - Ax)u(;:r, =0 im R" xR,
u(z,0) = f(z), w(z,0)=0 im R*.

Dann ist u spiegelsymmetrisch zur Ebene t =0, d.h.

(9)

u(z, —1) = u(x,t) fiir alle (z,t) € R" x R,
und gentigt der Integralgleichung

P

/"‘-(:B, 0)(r* — )" do = —"— "2 M (@, 13 f),

Wp—1
—r

(z,r) € R* x Ry. (10)
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Beweis: Wir bemerken zuniichst, dafl u spiegelsymmetrisch zur Ebene ¢ = 0
sein mufl. Denn ist u = u(x,t), (z,t) € R" x [0, +0), die gegebene Losung
von Ou = 0 in B x [0,+400), so lost die Funktion @(z,t) := u(x, —t) diese
Gleichung in R” x (—o0,0], und fiir die zusammengesetzte Funktion

oy u(z, t), z€eR", t>0
AR a(z,t), reR", t+<0

gilt w(z,0) = f(x), w(x,0) = 0 fiir # € R". Nach Satz 2 aus §4 folgt also
w=wuin R" x R und damit die behauptete Symmetrieeigenschaft.

Wir betrachten nun die Funktion v = w(z,y) = u(xy,..., 2., y,). Diese
geniigt wegen (9) der ultrahyperbolischen Differentialgleichung

Agv(z,y) = Ayw(z,y) im R" x R".

Ferner haben wir v(z,0) = f(x), x € R", und Satz 1 liefert

[ vargdo©) = [ va+re0doe
l€]=1 lel=1

= [ ta+ oo
lel=1
= wyM(z,r; f), (z,r) eR" x Ry .

Beachten wir noch Hilfssatz 1 und verwenden wir die Transformation o = rs,
ds = %2, 50 folgt

wnM(e,r; f) = f u(@, ) dolE) = ] wle,$E:) da(E)
[€]=1 |€l=1
=ltpq /u(.-r, rs)(l — 52‘)“7_ch ds

T

0" T 1
=wn—1/1l(ﬂf,9)(1— r_z) ;dQ
-
=
W 1— b B n_—.'i
=2 [u@ o - )% de,
iy
was dquivalent zu (10) ist. q.e.d.

Wir wollen nun zunichst die Abelsche Integralgleichung (10) fiir ungerade
Dimensionen n > 3 losen. Dazu setzen wir m = “%,i € {0,1,2,...}, und wir
erkliren fiir festes © € R" die Funktionen
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o(r) i= "2 M(z,ri f), () == u(w,r), reRy.

wn 1

Dann schreibt sich (10) als

T

[w00 - mde=v),  rem.. (11)

—p

n+

Wir setzen nun f € C™H3(R?) = (R™) voraus. Da fiir » — 0+ beide
Seiten der Identitit (11) gegen Null 5=;treb{-}n7 ist (11) dquivalent zu

P

y 2_ 2yim—1 1
[voe® -yt do= 5 o). reR.

—

Wieder gehen beide Seiten gegen Null fiir r — 0+, und m-maliges Wiederholen
dieser Differentiation liefert, dafi (11) dquivalent ist zu der Identitét

T

[o@de= 5o (G5) 00, reRe, (12)

-7

Schlieilich ergibt nochmaliges Differenzieren die zu (11) dquivalente Bezie-
hung

1 dsldym
2mm! 5( ) #(r), reky. (13)

Wir setzen nun n = 2k + 1 mit & € N und bemerken m =%k —1€ 0,1,2,...
Gemiifl Formel (11) aus Kapitel V, § 1 haben wir die Beziehung

T) +'i',i'/‘(—'l") = FE

2(I'(3)"
n = iy 1—1—
“=TT3) 14
Wir kénnen also berechnen
wn _ waert _ 2ACEHP AT
Wn—1 Wk rk+%) = I(k)
r'(3)r(k) r'(z)(k—1)!
rk+3)  $1G+0...G+Ek-1)I(%)
2Rk 1)
T 1:3-...-(2k—=1)
Somit folgt
i _ 119k
1 Wy 1 (n]i' 1)2 2 (13)

mlwg_y 2 k—-1)11-3-...-2k-1) 1-3-...-(n-2)
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Beschriinken wir uns nun auf Lésungen, welche spiegelsymmetrisch zur Ebene
t = 0 sind, d.h.

w(x, —t) = u(x,t) fiir alle (x,t) € R" x R, (16)

so erhalten wir aus (13) und (15) die folgende Lisung der Abelschen Integral-
gleichung (10):

1 8(16‘)“5“

e, t) = 1-3-...-(n—2) Ot \t Ot

{t““zM(:g,t;f)} (17)

fiir (z,t) € R* x Ry und n = 3,5,7,... Wir beweisen nun den

Hilfssatz 3. Zu gegebener Funktion f € C%(R“), n = 3,5,7,..., gehort
die in (17) erklirte und gemdf (16) gespiegelte Funktion u = u(z,t), (x,1) €
R* x R, der Regularititsklasse C*(R" x R) an und ist die eindeutige Losung
des Cauchyschen Anfangswertproblems (9).

Beweis: Die Funktion x(z,t) := M(xz,t; f) gehort der Regularitiitsklasse
C*¥(R" x R) an. Der Differentialoperator %% vermindert die Differentia-
tionsstufe um 1 und somit folgt fiir die in (17) erklirte und gemaf (16) ge-
spiegelte Funktion

u=u(x,t) € C%ﬁ_“;g_l(R” x R) = C*(R" x R).

Beachten wir noch

so kénnen wir berechnen

1-3-...-(n—2)1

=
—
B
=
—

|l
= | =

|

:
S

= | =
Sl

n—3 9

T {('n, — 2)(n — )t Oy + ct" Py + t”"“,u,}

I

SIS

|

— —_— —_
| =

¥l

| @

I
|

)
) . _1{(?3, ) i & t”_sxg}
)
{

(n—2)(n—4)...-1tx +ct’xz + ts,u}

bl
=

=1:3-...-(n—-2) [X(.’I.‘Tt) + etz t) + tg,u.(:rgt)}

mit Konstanten ¢ € R und Funktionen p = p(x,t). Hieraus ersehen wir
(vgl. §5, Satz 2)
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‘H.(:I:._, U) = X(:'r"! D) = f(;l’?)._. 'Up_(;'f?., U) = CXit ('T::U) = 0: T e R™.

Wir zeigen nun, dafl u der Wellengleichung geniigt: Unter Beachtung der Dar-
boux'schen Differentialgleichung formen wir zunfchst um

1-3-...-(n— 2){'11”[:5, t) — J;ru(:r,t)}

QYR T e} - 50 T ()

AN (1N (s 8 {1 855 [ s s
=@ G&) I -aGw) T e- vk

Wir betrachten nun den gewohnlichen, linearen Differentialoperator L :
n—+3
2 (R) = C°R) erklart durch

b= (7) G~ {56 (oo o)

fir ¢ = p(t) € C™ (R). Wir zeigen L : C"7 (R) — O mit O(t) = 0,
indem wir diese Beziehung auf dem dichten Raum der Polynome nachpriifen
und nach dem Weierstrafischen Approximationssatz die Aussage erschliefen.
Dann folgt Ou =01in B x R.

Sei also nun (t) = t* mit k € NU {0}. Wir berechnen

to= (3 ()7 )

_%(%%)%{km_ D=t 4 k(n — 1)tk 4}

- (@) Ga) ) -G GE) T

= %{(%)“[(n+k—2)‘...‘(k+3)tk+l}

—~(n+k=2)-...-(k+ 1)kr’=—l}

n+43

{k(k +n— 2)ﬁ‘-+u—4}

- %{(n+ k—=2)-...-(k+3)(k+ 1)kt

—(n+k—2}-..‘-(k—i—l)kt"_l} = 0.

Aus der Linearitit von L erhalten wir die Aussage fiir beliebige Polynome
und damit ist der Hilfssatz bewiesen. q.e.d.
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Mit Hilfssatz 3 zeigen wir nun den

Satz 2. Die Funktionen f = f(z),g = g(z) € C"% (R") mit ungeradem n >
3 seien gegeben. Dann wird das Cauchysche Anfangswertproblem P(f,g.n)
fiir die n-dimensionale Wellengleichung eindeutig durch die Funktion

, B 1 d 19\ =
W(z,t) = 1‘3-...-(-;:,—2){37(55)

+(%%) - (t”_gM(m, t; g)) } (z,t) € R* x Ry,

(t” M (x, t; f))
(18)

geldst. Dabei haben wir

M@t )= [ Ja+19do©, (@0 R xR,
L“"’?l
[E]=1
gesetzt.

Beweis: Nach Hilfssatz 3 16st die an der Ebene ¢t = 0 mittels (16) gespiegelte
Funktion

das folgende Cauchysche Anfangswertproblem:
Ou(z,t) =0 im R* xR,

u(a,t) :=

(19)
u(z,0) = f(z), w(z,0)=0 im R".
Analog erfiillt die Funktion
1 d (19T [ ., n
v(@,t) = 1_3_____(71_2)5(?5) {t M(z,t,g)}, (z,t) € B* xR.
wenn sie wie in (16) gespiegelt wird, das Problem
Ov(z,t) =0 im R" xR,
(20)

v(x,0) = g(x), w(z,0)=0 im [R".

Wir erkliren nun die Funktion

t

w(z,t) == fu(g;, ) dr

0

3] o
= 1.3 (n—2) /E ;E {T”_'ﬂ:{(;r:"r;g)}d"r
0

10\*
- 1-3-...1-{”—2)(Ea)

— {t"—ﬁﬂf(.‘r,t;g}}, {g;,t) €R" x R,.
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Es gilt
w(z,0) =0, w(z,0)=1v(z,0)=g(x) im R™. (21)

Weiter ermitteln wir mit Hilfe von (20)
t
0 3
wy (2, 1) = ﬁ”(ma t)= [ vz, 7)dr

1]
i

1
= [dzv(:r.r) dr = A;t/'IJ(.'I.-'.T) dr
0

0
= Ayw(z,t)

beziehungsweise

Ow(z,t) =0 im R" xR,. (22)

Wegen (19), (21) und (22) erhalten wir mit ¢ (x, t) := u(z, t) +w(z, t), (z,t) €
R* x Ry, die in (18) erklirte Losung von P(f, g,n), welche gemif Satz 2 aus

§4 eindentig ist. g.e.d.

Mit Hilfe der Hadamardschen Abstiegsmethode wollen wir nun P(f, g.n) fiir
gerades n > 2 losen:

Satz 3. Sei n > 2 eine qcmdc nattirliche Zahl, und secien die Funktionen
f = flz),g =g(z) e C 2 (R”) gegeben. Dann wird das Cauchysche An-
fangswertproblem P(f, g, n) fiir die n-dimensionale Wellengleichung eindeutiq
geldst durch die Funktion

t
8 /1 0\ g1
Pz, t) = {8# (t a) [ \/—Mr x,s: f) ds':l
1 B~x"F
+{zm)
dabei ist oo = 1 und

(
{ ‘/L (z, sg)ds]} (z,t) € R" x Ry

fiir n=4,6,...

y =

2-4-...-(n—2)
gesetzt worden.
Beweis:

1. Wir setzen die Anfangswerte auf den R*! wie folgt fort:
T B Briin) 7= (B e Ba)s

gt(-?:la . :’rnrn+|) _J ---- 13711)
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fiir (1,...,20p41) =y € R*'. Damit gilt f*, [R”‘H ). und

mit Hilfe von Satz 2 kénnen wir die eindeutig best.lmmt.e Losung von
P(f*,g*.n+ 1) wie folgt explizit angeben:

N T T
Uly, t) = 1_3‘._..(”_1){&(1}&)

i G%)%{ (t"_‘ M(y,t; 9“))}: (y,t) € R x R+(- )
23

s (tﬂ_l ﬂ,f(y‘ t; f*))

2. Wir berechnen nun den Integralmittelwert

(y,t f ) (1 t; f ) Wt f(:ri * tgl:--- yin +‘t€n) dﬂ'(f)

LeRnFL, [£|=1

Dazu wihlen wir die Parametrisierung

d‘sl 4ok d&n
o

b1 =%y/1-8 —...—&, do(®) =

fiir £ +...€2 < 1 und erhalten

y LOEEY 2 f(a'.l—i_tgls"wirﬂ'}_tgn)
O f e

E3+..62<1

I‘)TE]_ . .d&n.

Nun fiihren wir Polarkoordinaten im R" ein: Wir schreiben & = on;,
i=1,...,n,mit p=|{ und |n| =1, n = (m,-..,n.). Dann folgt

1
2
Mz, t: 4% = f{ / I L+rgr;)do‘(n)}dg
Wi v 1
o |}| 1
1
2wy il

M(t to; f)do

wn+l v1— 0

t

e 2 .u-—l
= w”/ i M(z,s; f)ds
wnt1 ) /1= (5)
1]
2 ¢ 1—1
Hiie
i, _A _M(z,s; f)ds.

Wn1 g1 s 12 — g2

3. Fiir n = 2 gilt :":“i—l = 1. Fiir n = 4,6, ... berechnen wir mit Hilfe von
(14)
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2w _ ,20G)" ACGHN™ 2 (%
W1 B F(%) F(%) a F(%] F(!_})

2 F(%)-% +1) Ap+(F=1))

I'(z) (31
B 1-3-...-(n—1) B - e
28 1.1.2. (21 0 244 (n-2)

4. Die in (23) angegebene Funktion ¥ hingt nicht von x,,, ab. Nach den
Ergebnissen aus 2. und 3. lift sich die Losung ¢ (x,t) = 1 (z, x,41,1) des
Problems P(f, g.n) nun schreiben als

Y(z,t) =

: n
2-4----1-(?:—2){ 250 [n/\/%‘”“f)

¢
gh— 1
tc’it U \/_M(; s g)ds]} (z,t) € R" x R,
0

fir n = 4,6,8,... Im Falle n = 2 erhalten wir

! ¢
J ’ —_— a (5' 4 . - 8 A T -
W(x,t) = 5% {/ mﬂf(.L,.s‘,f) ds} —l—/ mﬂl(.};s,g) ds
0 0

fiir (z,t) € RZ x Ry. q.e.d.

§7 Die inhomogene Wellengleichung und ein
Anfangsrandwertproblem

Zu einer vorgegebenen Funktion h = h(z,t) € C*(R" x [0, +00),R) wollen
wir nun das Cauchysche Anfangswertproblem P(f, g, h,n) fiir die inhomogene
Wellengleichung betrachten, nimlich

u=u(z,t) =u(zy,...,Ts,t) € C*(R" x [0,+00),R),
Ou(x,t) = h(x,t) im R" xR, (1)
u(z,0) = f(x), wu(z,0)=g(x) im R".

Konnen wir die inhomogene Wellengleichung fiir die Anfangswerte f(a) =
0, glz) = 0 im R" lésen, so liefert Superposition mit einer Lsung des in
§5 und §6 betrachteten Anfangswertproblems P(f,g,n) fiir die homogene
Wellengleichung eine Losung des Problems P(f, g, h,n). Also setzen wir im
folgenden voraus
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flx)=0, g¢g(x)=0, r e R". (2)

Wir konstruieren nun eine Losung u(x, t) von P(0,0, h, n) mit dem folgenden
Ansatz von Duhamel:

t
u(z,t) = /U(:f:,t,s}ds, (z,t) € R" x Ry (3)
0

Dabei sind U = U(x,t,s) fiir jedes feste s € [0,¢] Losungen der Wellenglei-
chung

O, 4,.8) = g—;U(ﬂ?, t,s) —c2AU(z,t,5) =0 im R*" xRy, (4

die den Anfangsbedingungen
Ulz,s,8) =0, Uplx,s,s)=h(z,s), r € R?, (5)
geniigen. Dann 16st u aus (3) néimlich das Problem P(0, 0, h, n). Denn zuniichst

gilt offenbar u(z,0) = 0, und wegen

t t
we(z,t) = Uz, t,t) + / Uiz, t,8) ds = /Ug (z,t,8)ds
0 0
folgt auch wu;(x,0) = 0. Weiter berechnen wir

¢
g (z,t) = Uz, t,t) +[Uu.(:r::t, s)ds
0

i
= h(z,t) + r.:Q/AwU(:n,t,s}ds
0

= h(z,t) + 2 Au(z, t), (z,t) e R® x R,.
Anstatt nun das Problem (4), (3) zu losen, gehen wir iiber zur Funktion
Vix,t,s) =U(z,t+s,5), (6)
welche dann fiir jedes feste s € [0,¢] dem Problem
Ov(z,t,s) =0, (z,t) e R® x Ry,
V(z,0,8) =0, V(=z,0,s)=h(z,s), r e R, @

geniigt. Das Problem (7) kénnen wir mit den Integralformeln aus §5 und
86 explizit l6sen. Wir wollen uns auf den physikalisch wichtigen Fall n = 3
beschrinken und entnehmen §5, Satz 3 die Formel
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Vets) = g ([ M) dotw),

|ly—a|=ct

fir h = h(z,t) € C*(R? x [0, +00)). Wir setzen nun

I ) =Viz —99'71 l s)do(; s
Ule,t,8) = V(w,t=88) = s /fh,(y,.)d W), se0i

|y—z|=c{t—s)
in die Duhamelsche Formel (3) ein und erhalten den

Satz 1. Sei h = h(z,t) € C*(R® x [0,+00)) vorgegeben. Dann wird das
Cauchysche Anfangswertproblem P(0,0,h,3) fir die inhomogene Wellenglei-
chung gelist durch die Funktion

t
i 1
u=u(z,t)= g /{: [[ h(y, s) do’(y]} ds, (z,1) € B xR,
0 |_U—;;:|.=I:(f.—?y'}

8)

Bemerkung: Die Losung u(z,t) hingt nur ab von den Werten von h auf dem
riickwiirtigen charakteristischen Kegel

{(y,s) ER xR : |y—z|=c(t-s), U<3<t}

mit der Spitze (z,t) € R* x R, und der Grundfliiche in der Ebene t = 0.

Bisher haben wir Losungen der Wellengleichung betrachtet, die sich rdumlich
itber den ganzen R", n € N, ausdehnen. Wir wihlen nun eine beschrink-
te, offene Menge 2 C R" mit glattem C2-Rand und betrachten das folgen-
de Anfangs-Randwert-Problem Po(f, g, 2) fiir die n-dimensionale Wellenglei-
chung: Gesucht ist eine Funktion u = u(z,1) : 2 = R aus der Klasse

2. {v(:n,f) CP W DAl s e i 5. [0, +00)

fiir die gilt

Ou(z,t) = uy(x,t) — EAzu(z,t) =0 in 2 x(0,+cc),
u(x,0) = f(x) in 2,

ui(z,0) = g(x) in 12,

u(z,t) =0 in 92 x [0,+00).

(9)

Hierbei sind f,g : 2 — R vorgegebene Anfangsfunktionen der Regularitiits-
klasse C' (£2). Die Energie von u zur Zeit t bezeichnen wir mit
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E(t) := %[ {|m (z,8)|2 + 2|V u(z, t)iE} dr, 0<t<+oo.  (10)
Q

Eine Losung v € F von (9) besitzt endliche Energie. Dies sieht man mittels
partieller Integration ein, welche wir gemif Hilfssatz 1 aus Kapitel VIII, §9

durchfithren konnen. Wir berechnen fiir eine Losung u € F des Problems
P[I (f 4, 2 )

d 7
EE(” = [{uguu. + AV u- Vmup} drx
2
== f {u,uu. — (.E:ZTJ.;_A;‘,T.‘.} dx
2

== fuf_Dud:c = {0, t € [0, +00).
7

Es folgt also
E(1) = const, t € [0,+0c), (11)

fiir Losungen u = u(x,t) € F von Po(f, g, 2). Fiir den Fall
flz)=0, g(z)=0, z € 12,

ergibt sich wegen
EO) = 5 [ {(6@)? + &V f@)P } do
2

die Aussage E(t) =0, t € [0, +00), beziehungsweise
w =0, Vyu=0 in 2 x[0,400).

Somit folgt u(x,t) = 0 fiir homogene Anfangswerte f = 0 = g. Da (9) ein
lineares Problem ist, erhalten wir den

Satz 2. Zum Problem Po([f, g, 2) gibl es hichstens eine Lisung.

Mit Hilfe der Spektraltheorie (vgl. Kapitel VIII, §9) wollen wir nun eine
Losung von Py(f, g, 2) konstruieren. Der dortige Spektralsatz von Weyl be-
sagt, daB es zum Gebiet {2 eine Folge von Eigenfunktionen vy = vy (x) : 2 —
R € C%(2) N C°(N) mit

ve(xz) =0, x€afn, und /.(wﬂ(;t:))2 de =1
7]

zu den Eigenwerten 0 < Ay < Ay < A3 < ... = 400 so gibt, dafl
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Avg(x) + Agog () =0, x € {2, (12)

fir & = 1,2,... erfiillt ist. Diese Funktionen {wvi(z)}y=12,.. bilden ein
vollstéindiges Orthonormalsystem in L?(2).

Beispiel 1. Fiir den Fall n = 1 und 2 = [0, 7] finden wir in

vp(x) = \/gsin(k:::), z € [0,7], S [ S

die gesuchten Eigenfunktionen und Lésungen von (12).

Eine Losung von Py(f, g, 2) erhalten wir nun mit dem Ansatz

oo

(@, t) = ax(t)ox(z), (z,t) € 22 x [0, +00). (13)
k=1
Offenbar gilt u(z,t) = 0 auf 92 x [0, +0c). Weiter ist die Wellengleichung

fo'e]

0= 0Oulx,t) = Z (nf(f) + A Xpay (t})*n;,. (z)

k=1

fiquivalent zu den gewthnlichen Differentialgleichungen

ay () + A Apag(t) = 0, k=1,2,... (14)
Nun beriicksichtigen wir noch die Anfangsbedingungen
f@) =u(@,0) =Y ar(Ovi(z), z€, (15)
k=1
und %
gla) = ws(2,0) = Z ay, (0)vg(z), x € f. (16)
k=1

Diese sind dquivalent zu

ap(0) = | f(z)vp(z)de, ap(0) = [ g(x)vi(x)de, k=1,2.... ({19
/ /

n”

Aus (14) und (17) ermitteln wir die eindeutig bestimmten Koeffizientenfunk-
tionen

; sin(ey/ Apt
ap(t) = ] {f(:r.-) cos(ey/ Apt) + g(a:)w}vk{m) dz, i
Cy AA!
2
(18)
Wir erhalten somit den folgenden

Satz 3. Die eindeutig bestimmte Lisung von Py(f,g,2) ist durch die Funk-
tionenreihe (13) mit den Koeffizienten (18) gegeben.
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§8 Klassifikation, Transformation und Reduktion
partieller Differentialgleichungen

In einem Gebiet 2 C R", n > 2, betrachten wir die lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

a
Zazg aIJ (.'1:)+Zb,v( b5 —u(z) + e(z)u(z) = d(z) (
ij=1 i i—1

11111; ¢ € 2 und u = u(x) € C?*(2). Die Koeffizientenfunktionen a;j, b;, ¢,

i,j = 1,...,n, und die rechte Seite d gehoren der Regularititsklasse CY({2)
an, und die Matrix (ai;(x))i j=1,...n ist symmetrisch fiir alle 2 € 2. Mit dem
Gebiet @ C R" betrachten wir den Diffeomorphismus

£ =E&(z) = (Ca(@1,+- -, Bn); e -y Enl@1, ..., T0)) : R 5 O € CHA,RY)  (2)
mit der Umkehrabbildung
B =2(8) = (B1(L v 18n)s e s Enllly ooy bn)) 1@+ RECHO,RF). (3)

Wir erkliren die Funktion

) —T..',(-Ll(fl ..... Eﬂ) ----I?I(El _____ E?I)) (—)_}RECJ((_))

und berechnen
Qv O :
Zaé—]\ a£ 321,‘..,'”1 (4)

und .

ﬂ B n v Bfk 6&; T, s 5)

8:84_8:BJ - . 8&‘8& 8'1"? arJ L, =1,...,n. .
Hierbei bezeichnet ... Terme in 1 = ¢%, v und BEU k=1,... ,n Mit dieser

Konvention erhalten wir aus (1), (4) und (5) die Differentialgleichung
3;1 A€ a{ 5 v(E)+...=0 in 0O, (6)

mit den Koeffizienten

n

Au(© =Y uu(éng& 36* €€O, ki=1...n (7
ij=1 o

Offenbar ist mit 9 := (df )ij=1,...n die Matrix

(Akt (E))ki=1,...n = 9E(x(E)) © (aij(x(£))i j=1,....n © (O&(x(£)))
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fiir jedes £ € O eine reelle, symmetrische n x n-Matrix mit £ (n+1) unabhéngi-
gen Koeffizienten. Unser Ziel ist es nun, die Parametertransformation (2) so
zu wihlen, daf} die fithrende Koeffizientenmatrix (Ag(€))g1=1.....n moglichst
einfach wird. Wir haben hierzu n Funktionen &, (z),..., & (x) zur Verfiigung
und kénnen durch Herauskiirzen eines Faktors A;;(€) in der homogenen Dif-
ferentialgleichung (6) noch einen Koeffizienten zu 1 normieren. Damit kénnen
wir insgesamt hochstens (n+ 1) Bedingungen erfiillen. Wir unterscheiden nun
den

Fall n=2: Es gilt §(n+1) = n+1, und wir kénnen die Parametertransforma-
tion (2) so wiihlen, daff (A (£))k =12 in der Umgebung eines jeden Punktes
x, wo (ajj(x))ij=1,2 # 0 gilt, in einer der folgenden Normalformen erscheint:

(32)’ (;EZ)’ (33)- ®)

Diese Transformation wurde im wesentlichen schon von C.F.Gaufl durch-
gefiithrt. Wie wir im folgenden sehen werden, zeichnet diese Moglichkeit der
lokalen Reduktion auf die Normalform den zweidimensionalen Fall in der
Theorie partieller Differentialgleichungen aus.

Fall n=3: Man kann die drei Transformationsfunktionen & (x), & (x), & ()
dazu nutzen, um die Koeflizienten in (6) auflerhalb der Diagonale zu annulie-
ren, d.h. um

A12(§) =0, Ai3(§) =0, Ax()=0 in O

zu erreichen. Gilt (a;j(x))ij=123 # 0, so kann man die Homogenitéit der
Gleichung (6) noch nutzen, um eines der Diagonalelemente auf 1 zu normieren,
z.B. A11(£) = 1 in ©. Die beiden iibrigen Diagonalelemente (in unserem Fall
Azo(€) und As3(€)) bleiben aber unbestimmt. Eine Uberfiihrung in eine der
Formen

100 10 0 100
010 |, 0-10 |, 010
001 00 -1 000

ist also im allgemeinen nicht mdoglich. Die obigen Matrizen entsprechen in der
angegebenen Reihenfolge der Laplacegleichung im R? , der Wellengleichung im
R? und der Wirmeleitungsgleichung im R2.

Fall n=4,5,...: Im Falle n = 4 haben wir sechs Nichtdiagonalelemente, wel-
che im allgemeinen nicht durch die vier Parameterfunktionen & (x), ..., &(x)
annuliert werden kénnen. Wir bemerken, dafi alle zeitabhiingigen partiellen
Differentialgleichungen im R® (wie Wellen- und Wirmeleitungsgleichung) Dif-
ferentialgleichungen im R* sind.

In héheren Dimensionen treten die angedeuteten Probleme in noch stirkerem
Mafle auf.



88 Klassifikation, Transformation und Reduktion 403

Es ist nun aber maglich, fiir alle Dimensionen n = 2, 3, ... die Differentialglei-
chung (1) in einem festen Punkt z° € 2 in eine Normalform zu iiberfiihren.
Zur Vereinfachung wiihlen wir z° = 0 € {2, was wir durch eine Translation
des R" immer erreichen konnen. Wir betrachten die homogen-lineare Trans-
formation

T
gf-szf-jIj: iz]‘?""”"l f:g(:}‘:):FD.’]’.‘, (9)
4=1
mit der reellen Koeffizientenmatrix F = (fi;)i j=1,...n € R**". Entwickeln
wir nun
ai;(z) =04 +0(1), =0, A T .
und setzen A = (a)ij=1,..n € R"", so wird die Koeffizientenmatrix
(@ij(x))ij=1,....n transformiert in
(Agt(&))ri=1,.... = Fo Ao F* +0(1), £+ (10)
Da A eine symmetrische Matrix ist, gibt es eine orthogonale Matrix F, so daf}
M 0
A= i=FoAoF~ (11)
0 An
zu einer Diagonalmatrix wird. Wihlen wir nun noch
w0 L falls Ax =0
e = it = 1 = Vet
G ] mit gy . Balls X 40 ? , 1.
0 Hn v |/\"|
so erhalten wir
£y 0
(GoF)oAdo(GoF)" =GoAdoG" = (12)
0 En

mit &, € {—1,0,1} fiir £ = 1,...,n. Setzen wir noch M := G o F, so erhalten
wir den

Satz 1. Fiir jeden festen Punkt x° € (2 gibt es eine affin-lineare Trans-
formation £ = &(z) = M o (z — 2°) mit der reellen Koeffizientenmatriz
M € R*™" | so dafy die Differentialgleichung (1) in transformierter Form (6)
die Koeffizienten-Matriz

£1 0
(J'lki(g).]k.le,_,.,.n = . ¥ -+ 0(1}1 E =2 xas
0 en

mit e, € {—1,0,1}, k=1,...,n, hat.
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Definition 1. Die Differentialgleichung (1) heifit elliptisch im Punkt 2° € 02,
falls alle Figenwerte der Matriz (a;; (%)) j=1,....n. nicht verschwinden und das
gleiche Vorzeichen haben. Ist (1) elliptisch fiir alle 2° € £2, so nennen wir die
Differentialgleichung elliptisch in (2.

Bemerkung: Durch eventuelle Multiplikation mit (—1) erreichen wir, daf

(aij ({f:ﬂ))i‘jzh,”__n positiv definit wird. Bei der punktweisen Transformation
in die Normalform erhalten wir die fithrende Matrix

1 0

0 1

Die Laplacegleichung
AUE, ooy Bi) =1

ist die einfachste und wichtigste elliptische Differentialgleichung im R". Bei
elliptischen Differentialgleichungen gibt es keine charakteristischen Flichen

(vel. §4).

Definition 2. Die Differentialgleichung (1) heifit hyperbolisch im Punkt 2° €
0, falls alle Eigenwerte der Matrix (a;j(2°)); j=1. . n nicht verschwinden und
genau ein Eigenwert im Vorzeichen von den iibrigen abweicht. Ist dieses fiir
alle 2° € 2 der Full, so sprechen wir von einer hyperbolischen Differential-
gleichung in (2.

Bemerkung: Mittels eventueller Multiplikation von (1) mit (—1) erhalten wir
bei punktweiser Transformation in die Normalform die fiihrende Matrix

1 0
-1

0 ==

Als wichtigste und einfachste hyperbolische Differentialgleichung haben wir
die Wellengleichung

im R" kennengelernt. Bei hyperbolischen Gleichungen erhalten wir charakte-
ristische Flichen, die bei der Wellengleichung einfach Kegelméintel sind (siehe

§4).

Definition 3. Die Differentialgleichung (1) heifft ultrahyperbolisch im Punkt
2 € 0, falls alle Eigenwerte der Matriz (a.,-j(xﬁ));__j:l _____ n nicht verschwin-
den und mindestens zwei positives und zwei negatives Vorzeichen haben. Gilt
dieses fiir alle 2° € (2, so ist die Differentialgleichung (1) ultrahyperbolisch in
.
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Bemerkung: Zum Beispiel ist fiir n > 2 die Differentialgleichung

Agu(T1; - Ty Y15 -3 Yn) = Ayu(@1, ..o, Tni Y1, Yn)
ultrahyperbolisch im R*".

Definition 4. Falls det (a;;j(2°)); j=1,..... = 0 erfillt ist, heift (1) parabolisch
im Punkt 2° € Q; wir nennen (1) parabolisch in 2, falls det (a;;j(z))i j=1....n =
0 fiir alle x € 2 gilt.

Bemerkung: Gleichung (1) ist genau dann parabolisch in {2, wenn ein Eigen-
wert von (a;;(x))i j=1,...» = 0 fiir alle z € {2 verschwindet. Als Hauptbeispiel
haben wir hier die Wirmeleitungsgleichung im R”

(@1, ,:En_.t) = Agu(z1,. .. Tpyt).

Wir wollen nun diejenigen affin-linearen Transformationen bestimmen, wel-
che die Wellengleichung im R". n € N, invariant lassen. Dazu betrachten
wir die Transformationsmatric F = (fi)ki=1....n+1 € Rin+1 %0+ ynd den
Translationsvektor f = (fi,..., fas1)® € R*™L. Wir erkliren die affin-lineare,
nichtsinguliire, positiv-orientierte Transformation p : R"t! — R"*! durch

(E7) = €Ly sy ) = 9(2,8) = (PL(@1, o, ),y Ppd (B Ty )

mit

n
& =) fusi+ femrt+feo k=1,
=1

n (13)
= Z fn-&—l.fif-’.' =1 fn—{—l‘n—i-lt o fn+1
=1
beziehungsweise
(€, 7)*=Fo(z,0)*+f, (x,t) eR", (14)

Definition 5. Die Transformation (13) bzw. (14) heifit Lorentztransformati-
on, falls fir alle v = u(&,7) = u(&,...,&,7) € C*(R**!) die Invarianzbe-
dingung

Ouofueop)], , = QeuEnlop@t m B (15)

erfiillt ist. Dabei haben wir den d’Alembertoperator

5 & 0 o
v SR [
DW“‘”Qﬁ+m+mQ+W

mit der Konstante ¢ > 0 verwendet.
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Bemerkungen:

1. Aus (15) ersehen wir sofort, daff die Menge der Lorentztransformationen
@ : Rt — R eine Gruppe ¢ mit der Komposition von Abbildungen
als Verkniipfung und mit dem neutralen Element ¢ = idg»+1 bildet. Wir
nennen G die Lorentzgruppe.

2. Die Untergruppe Gy := {¢ € G : ¢(0) = 0} der nullpunkttreuen Lorentz-
transformationen besteht aus den Abbildungen (14) mit f = 0, welche die
Bedingung (15) erfiillen.

Aufgrund der Berechnungen zu Beginn dieses Paragraphen ist die Invarianz-
bedingung (15) dquivalent zu der Bedingung

—c? 0 -2 0
Fo ® oF* = E : (16)
2 2
— —{z
0 1 0 1
Definition 6. Diejenigen Lorentztransformationen ¢ = p(x1,...,z,,1t) € G,
fiir welche die Ortsmessung zeitunabhdngig ist, d.h.
d
Epk(wl,..‘,:{rmt)zﬂ, k=1,...,n, (17)

fiir welche die Zeitmessung ortsunabhingig ist, d.h.

d
mg@,,ﬂ(:r:l,...,;rmt)EU, 1= s (18)

und welche keine Zeitumkehr bewirken, d.h.

d
E‘P?H—l{xla ceey T, t) > 0, (19)

nennen wir Galileitransformationen.

Bemerkung: Die Galileitransformationen G’ C G bilden eine Untergruppe der
Lorentztransformationen.

Ist (13) eine Galileitransformation, so erhalten wir die Bedingungen
fk,11+l =0= f11+1..&:, k= Vgmiossaimy fn+l.n+1 > 0.

Setzen wir nun

fll fln

F' = E]R"x'”, F:(};f 0 ),
n+1l,n+1
.f-nl e f‘:m
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so erhalten wir aus (16)

FJG(F;)S = 3 fn+l,n+l =1, det F' > 0.
0 1
Diese Uberlegungen ergeben den folgenden

Satz 2. In der Klasse der Lorentztransformationen (13) haben die Gali-
leitransformationen die Form

E=Fog*+f, t=t+ fut (20)
mit der positiv-orientierten, orthogonalen n x n-Matriz
fin ool fin
i | 3 ;
G 55 O 0

dem Translationsvektor f' = (fi,...,fn)" € R und der Zeitverschiebung

Jrn+l = R,

Ist nun ¢ = ¢(x, 1) = ¥(x,...,2,,t) € G eine beliebige Lorentztransforma-
tion, so setzen wir aus einer Translation im (z,¢)-Raum und einer Drehung
im z-Raum eine Galileitransformation x = y(z., ) € G’ so zusammen, daf die
Lorentztransformation

p=p(T)=x0yox (&7 (21)
die folgenden Bedingungen erfiillt:

@ € Go, (22)
ipk(fl.,...,g.m?') =& it B="2 sl (€,7) € R (23)

Somit reicht es aus, die nullpunkttreuen Lorentztransformationen im Falle
n = 1 zu studieren: Fiir die reelle 2 x 2-Matrix

af
F= ;- R?X'Z
("r" 5) ©

lesen wir aus (16) die Bedingung

-2 0 . -2 0 :
{0 e () ”

ab. Erkldren wir noch die symmetrische Matrix
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ic0 —ig
A= Y S W
(01) (0 1)'

so konnen wir (24) dquivalent umformen zn
FoAoA*oF* = Ao A*

beziehungsweise
(A oFoA)o(A 1o FoA)"=E,

wobei E die Einheitsmatrix im R? bezeichnet. Die Matrix G := A" 1o Fo A
ist somit orthogonal, und es gilt det G > 0. Wir haben also G’ € SO(2) und

erhalten
cosz sinz .
G = . mit z € C.
—8in z cos z

Mit z = 4, ¥ € IR, berechnen wir nun

ic () cosz sinz —tp
F = _f']. T _-’1_1 — e c
oGe (0 1)°\=sinzcosz) "\ 0 1

icO —% CcOS z §in z cosz icsinz
= (o] 3 = .
01 2sinz cosz 2sinz cosz
B cos(i))  —cksin(iv)) B cosh? —esinhd
— \—Lisin(iv) cos(iv) ~ \—1lsinhd coshy /)~

Insgesamt erhalten wir den wichtigen

Satz 3. Zu jeder Lorentztransformation v € G gibt es eine Galileitransforma-
tion x € G' und eine spezielle hyperbolische Transformation

coshd 0...0 —ecsinh?

0 1 0 0 -
P(T1y.00,Tn,t) 1= of - ) (25)
0 0 1 0 B
—1sinhd 0...0 coshv )
so dafl die folgende Darstellung gilt:
Yp=x"opox. (26)

In der klassischen Physik sind diejenigen Bezugssysteme (xy, s, 23,1) und
(&1,&, &3, 1) gleichwertig, welche durch eine Galileitransformation aufeinan-
der bezogen sind. Aufgrund von Satz 3 geht der Koordinatenursprung des
einen Systems durch eine solche Bewegung aus dem Koordinatenursprung des
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anderen hervor, wihrend die Zeit einfach transferiert wird. Wegen (20) stimint
die Zeitmessung in beiden Systemen iiberein, d.h.

dr = dt. (27)
Ebenso ist die Abstandsmessung in beiden Systemen gleich; genauer gilt
d€} + d&3 + d&3 = da? + da3 + dxj. (28)

In der relativistischen Physik von A. Einstein werden die Galileitransformatio-
nen G’ durch die grofiere Gruppe G der Lorentztransformationen ersetzt. Da
diese simultan Orts- und Zeit-Koordinaten transferieren, ist eine getrennte
Zeit- und Orts-Messung nicht mehr moglich. In der speziellen Relativitiits-
theorie nimmt man an, dafl die Lichtgeschwindigkeit in allen aufeinander be-
zogenen Bezugssystemen den gleichen Wert ¢ hat, insofern sich diese Systeme
zueinander mit einer Geschwindigkeit kleiner als ¢ bewegen. Messen wir die
physikalischen Erscheinungen mit dem d’Alembertoperator

to 1 ' i

27 T 2 o2 "

z
so ergeben sich die Lorentztransformationen als diejenigen Abbildungen, mit
denen zwei dquivalente Bezugssysteme aufeinander bezogenen sind.

Betrachten wir nun zunéichst den Fall n = 1, so haben wir die spezielle hyper-
bolische Transformation

B cosht? —esinh?) fis 99
] —Lsinhd) coshd ™" (29)
dg cosh?) —esinhd dr
— (o]
cdr —sinh v ecosh cdt

¢ dr? — d¢* = sinh® ¥ da® — 2esinh 9 cosh 9 dx dt + ¢ cosh? 9 dt*

Hieraus folgt
und somit

- ( cosh® ¥ da* — 2¢ cosh) sinh ) d dt + ¢* sinh® ¥ dt'z)
= di* —dr?.
Zusammen mit Satz 3 und (27), (28) erhalten wir die Invarianzeigenschaft
A dr? — d€? — dg2 — dE2 = ¢ dt® — dx? — dxk — da3. (30)

Die Lorentztransformationen erhalten also den Abstand zweier Ereignisse
(21, @9, 23,t) und (&;,&,&3,7) in der Minkowskischen Metrik

do?® := 2 dr? — ded — de2 - des. (31)
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Die GroBe dr baw. d&? + d&2 + d€2 werden unter Lorentztransformationen
i.a. nicht erhalten.

Einen Vektor (xy, 2, x3,t) nennen wir zeitartig (bzw. raumartig), falls
A >al+ai+22 (bzw. PP <zl 42 +ad)
erfiillt ist. Zwei Ereignisse (@), 2}, 24, t'), (27, 2, 25, ") finden zu verschiede-
nen Zeiten (bzw. an verschiedenen Orten) statt, falls der Vektor
(2} — 27,25 — 23,25 — z3,t' — ")

zeitartig (bzw. raumartig) ist. Wir finden dann eine Lorentztransformation,
so dafl beide Ereignisse am gleichen Ort (bzw. zur gleichen Zeit) stattfinden.
Die Fliache

ct? =z} + a3 + 13

schlieflich ist der charakteristische Lichtkegel, auf welchem je zwei Ereignisse
durch eine Lorentztransformation ineinander iiberfiihrt werden konnen.
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